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Gómez
Aı́za

7. Datos del trabajo escrito
Problemas Anti-Ramsey
114p
2009



Quiero empezar agradeciendo a mis padres porque creyeron en mi, por su
ejemplo, por su amor. A mi hermano Rubén, por ser un excelente compañero
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Introducción

El color es el complemento de la forma
y la manifestación más clara de la vida.

Antońı Gaudi (1852-1926).

En el año de 1973 aparecen las primeras publicaciones sobre lo que
será denominado problemas anti- Ramsey [?], [?], [?], rama de las
matemáticas discretas que sigue dando frutos hasta la fecha.

En uno de estos trabajos, realizado por Paul Erdös, Miklos Simonovits
y Vera Sós [6], se introduce el siguiente problema (véase el Caṕıtulo
de Definiciones Básicas):

Dado un entero n y una gráfica G, cuál es el mı́nimo número entero
k tal que con toda coloración de las aristas de la gráfica completa de
n vértices con k colores, aparece una copia de la gráfica G en la cual
todas sus aristas son de distinto color.

En otras palabras, dada una estructura, en cuántos pedazos debo
romperla para estar seguro de que una subestructura preestablecida
será partida en sus elementos básicos.
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II

En dicho trabajo de presentan tres resultados que son parte funda-
mental de esta rama del conocimiento, a saber:

Teorema 1. Sea

d+ 1 = mı́n{χ(H − e) : e ∈ E(H)}.

Entonces

f(n,H)(
n
2

) →
(

1− 1

d

)
si n→∞.

Teorema 2. Sea p ≥ 4. Existe un entero positivo np tal que si n > np,
entonces

f(n,Kp) = ext(n,Kp−1) + 1.

Más aún, si Kn es coloreada con f(n,Kp) colores y no contiene un
TMC Kp, entonces la coloración está únicamente determinada: se pue-
den dividir los vértices de Kn en p − 2 clases A1, . . . , Ap−2 de forma
que cada arista uniendo vértices en Ai’s distintos tiene su propio color
(i.e., un color que sólo se usa una vez) y cada arista de la forma (x, y)
donde x y y pertenecen al mismo Ai tienen el mismo color, indepen-
dientemente de x, y e i.

Teorema 3. Sea H una hipergráfica r-uniforme y sea

H = {H − e : e es una r-upla de H}.



III

Entonces

f(n.H)− ext(n,H) = o(nr),

en otras palabras, f(n,H)

(n
r)

y ext(n,H)

(n
r)

convergen al mismo ĺımite.

El propósito de esta Tesis es presentar estos resultados. Para ésto,
en el Caṕıtulo 1 se introducen las definiciones básicas necesarias para
entender y demostrar los teoremas. En el Caṕıtulo 2 se presentan
diversos resultados que facilitan las pruebas de dichos teoremas. En el
Caṕıtulo 3 se realiza la demostración del Teorema 1 y el Teorema 2.
Finalmente en el Caṕıtulo 4 se presenta la demostración del Teorema
3.

Es importante mencionar que los problemas anti-Ramsey no están
realmente muy relacionados con la Teoŕıa de Ramsey, sin embargo
tienen una relación muy estrecha con la Teoŕıa de Gráficas Extremal
y los problemas tipo Turán. En los apéndices A y B se encuentran una
demostración del Teorema de Turán y resultados básicos de la Teoŕıa
de Ramsey.



Caṕıtulo 1

Definiciones Básicas

1.1. Gráficas

Dado un conjunto A, denotaremos su cardinalidad por |A|.

Dado un conjunto A, [A]k denotará el conjunto de subconjuntos de k
elementos distintos de A, es decir,

[A]k = {{a1, . . . , ak}|a1, . . . , ak ∈ A, ai 6= aj si i 6= j}.

Una gráfica simple G es un par ordenado (V (G), E(G)) tal que E(G) ⊆
[V (G)]2, de modo que los elementos de E (G) son subconjuntos de dos
elementos de V (G). Asumiremos en general que V (G) ∩ E(G) = ∅.
El conjunto E(G) es el conjunto de aristas de G y el conjunto V (G)
es el conjunto de vértices de G (Figura 1.1). En el presente traba-
jo, al mencionar gráficas nos estaremos refiriendo a gráficas simples
(Figura1.2).

1



Gráficas 2

Figura 1.1: Gráfica G.

Si e es una arista y u y v son vértices tales que e = (u, v), entonces
se dice que e une a u y v, y que u y v son los extremos de la arista e.
Por simplicidad escribiremos e = uv.

Se dice que los extremos de un arista son incidentes en ella y que
la arista es incidente en sus extremos. Dos vértices son adyacentes si
son incidentes en la misma arista. Dos aristas son adyacentes si son
incidentes en el mismo vértice.

Diremos que e(G) = |E(G)| es el tamaño de la gráfica G.

Diremos que v(G) = |V (G)| es el orden de la gráfica G.

Denotaremos como G(n,m) a la familia de gráficas con n vértices y m
aŕıstas.



3 Gráficas

G
H

Figura 1.2: G es una gráfica simple, H no lo es.

Dado v ∈ V (G) decimos que u ∈ V (G) es vecino de v si v es adyacente
a u.

Se define la vecindad de v, N(v),como

N(v) = {u ∈ V (G) tales que u es vecino de v}.

(Figura 1.3).

El grado de un vértice v ∈ V (G) es d(v) = |N(v)|.

El número δ(G) = mı́n{d(v)|v ∈ V (G)} es el grado mı́nimo de G.

El número ∆(G) = máx{d(v)|v ∈ V (G)} es el grado máximo de G.

Decimos que dos gráficas G y H son isomorfas (escrito G ∼= H ) cuando
existe una biyección ψ: V (G) → V (H ) de modo que
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v

N(v)

Figura 1.3: Vecindad del vértice v.

uv ∈ E (G) ⇔ ψ(u)ψ(v) ∈ E (H ).

Dicha función es llamada isomorfismo. Cuando G = H entonces se
llama automorfismo (Figura 1.4).

Si G y H son gráficas, V (H ) ⊆V (G) y E (H ) ⊆ E (G), entonces
decimos que H es una subgráfica de G, y se denota H ⊆ G (Figura
1.5).

Si H ⊆G y H contiene todas las aristas uv ∈ E(G) con u, v ∈ V (H),
entonces decimos que H es una subgráfica inducida de G (Figura
1.6), y decimos que V (H) induce o genera H en G y escribimos
H = G[V (H)]. De modo que si U ⊆ V (G) es un conjunto cualquiera
de vértices, G [U ] denota la gráfica cuyo conjunto de vértices es U y
cuyas aristas son precisamente aquellas aristas de G que tienen sus
dos extremos en U.



5 Gráficas

v1

v2

v3

v4

u1

u2

u3

u4

Figura 1.4: Las gráficas son isomorfas.

SiH ⊆ G, decimos que H es una subgráfica generadora de G si V (G) =
V (H) (Figura 1.7).

Si U ⊆ V (G) entonces denotamos a G[V (G) \ U ] por G \ U , es decir,
G \ U es obtenida de borrar todos los vértices que están en U y las
aristas que inciden en algún vértice de U. Cuando U = {v} escribimos
G \ U como G \ v. Cuando H es una subgráfica de G, en lugar de
G \ V (H) se escribe G \H.

Si F ⊆ [V (G)]2, entonces escribimos

G \ F := (V (G), E(G)\F ) y G+ F := (V (G), E(G) ∪ F );

G+ {e} y G \ {e} se abrevian como G+ e y G \ e respectivamente.

Una gráfica completa es una gráfica en la cual cada par de vértices
distintos están unidos por una arista. A la gráfica completa con n
vértices se le denota como K n (Figura 1.8). Obsérvese que Kn tiene(

n
2

)
aristas.
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G

H

Figura 1.5: H es subgráfica de G.

El complemento Ḡ deG es una gráfica con conjunto de vértices V (Ḡ) =
V (G) y conjunto de aristas E(Ḡ) = [V (G)]2\E(G) (Figura 1.9).

Si U ⊆V (G), decimos que U es independiente si cualesquiera dos
vértices de U no están unidos por una arista (Figura 1.10).

La gráfica G es r-partita si se puede dar una partición de V (G) en r
conjuntos independientes V 1,. . . ,V r (Figura 1.11). A un elemento de
la partición de V (G) se le llama clase, Vi es la i-ésima clase.

Diremos que G es una gráfica r-partita completa si G es r -paritita y
cada par de vértices que se encuentren en elementos distintos de la
partición de V (G) están unidos por una arista, es decir, para cada
pareja u, v ∈ V (G) tales que u ∈ Vi, v ∈ Vj con i 6= j, uv ∈ E(G)
(Figura 1.12).

A la gráfica r -partita completa con n i vértices en V i se le denota
Kr(n1, . . . , nr). A la gráfica r -partita completa con t vértices en cada
clase se le denota K r(t).
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G
H

Figura 1.6: H es subgráfica inducida de G.

Definimos la función piso como f : Q→ Z dada por

f(r) = brc = máx{n ∈ Z|n ≤ r}.

Definimos la función techo como g : Q→ Z dada por

g(r) = dre = mı́n{n ∈ Z|n ≥ r}.

Denotaremos por T q(n) a la gráfica q-partita completa con n vértices,
cuyas clases contienen

⌊
n

q

⌋
ó

⌈
n

q

⌉

vértices respectivamente. El número tq(n) de aŕıstas de T q(n), es



Gráficas 8

G

H

Figura 1.7: H es una subgráfica generadora de G.

tq(n) =

(
n

2

)
−

q∑
i=1

(
ni

2

)
=

1

2

(
1− 1

q

)
n2 +O(n) (1.1)

En el apéndice A se puede encontrar el valor exacto de tq(n).

Una trayectoria es una gráfica P = (V (P ), E(P )) no vaćıa de la forma

V (P ) = {v0, v1, . . . , vn},

E(P ) = {v0v1, v1v2, . . . , vn−1vn},

donde todos los vértices son distintos. Decimos que |E(P )| es la lon-
gitud de la trayectoria. A la trayectoria de longitud k se le denota Pk

(Figura 1.13).

Un ciclo es una gráfica C = (V (C), E(C)) no vaćıa de la forma
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K3

K4

K5

Figura 1.8: K3, K4, K5.

V (C) = {v0, v1, . . . , vn},
E(C) = {v0v1, v1v2, . . . , vn−1vn, vnv0},

donde todos los vértices son distintos. Decimos que |E(C)|=|V (C)| es
la longitud del ciclo. Al ciclo de longitud k se le denota Ck (Figura
1.14).

Una coloración por vértices de una gráfica G es una función c : V (G)→
S, donde S es el conjunto de colores. Una buena coloración por vérti-
ces de G es una función c : V (G)→ S tal que c(u) 6= c(v) si u y v son
adyacentes. Decimos que c : V (G)→ S es una s-coloración si |S| = s.

El número cromático de una gráfica G es el mı́nimo entero k tal que
existe una buena k -coloración de G ; y se denota por χ(G). Decimos
que G es k coloreable si χ(G) ≤k.

Observe que una buena coloración de G con k colores induce una
partición de los vértices de G en k conjuntos independientes (llamados
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G

G

Figura 1.9: Gráfica y su complemento.

clases cromáticas), de modo que si G es k -coloreable entonces es k -
partita.

Una coloración por aristas de una gráfica G es una función c : E(G)→
S, donde S es un conjunto de colores. Una buena coloración por aristas
de G es una función c : E(G)→ S tal que c(e) 6= c(f) para todo par de
aristas e, f adyacentes. Decimos que c : E(G)→ S es una s-coloración
si |S| = s.

El ı́ndice cromático o número cromático lineal de la gráfica G es el
mı́nimo entero k tal que existe una buena k -coloración por aristas de
G y se denota por χ′(G).

Dada una coloración por aristas de Kn y una subgráfica H de G, si H
no tiene dos aristas del mismo color, decimos que H está totalmente
multicoloreada, y la denotamos por TMC H (Figura 1.15).

Dada una s-coloración de Kn, decimos que una subgráfica G de Kn

es una representación de la coloración si G tiene s aristas y cada una
de ellas tiene un color que no se repite en G. (Figura 1.16).
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u
v1

v2

v3 v4

Figura 1.10: {v1, v2, v3, v4} es independiente.

Al máximo número de colores con los que se pueden colorear las aristas
de Kn sin que contenga una TMC H se le denota por f(n,H).

Si H es una familia de gráficas finitas, definimos el extremal de H
como

ext(n,H) := máx{e(G) : |V (G)| = n y H * G ∀H ∈ H}.

Si H = {H }, entonces en lugar de ext(n, {H}) simplemente se escribe
ext(n,H).

Dada L una familia de gráficas, definimos la familia L− como el con-
junto de las gráficas que resultan de quitarle una arista a la vez a cada
una de las gráficas de L, para todas las aristas, es decir,

L− ={H − e: H ∈ L y e ∈ E(H)}.

Diremos que una gráfica G está en la familia L+ si, cada vez que
coloreamos las aristas de G con e(G) colores distintos y Ḡ de forma
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G H

Figura 1.11: G es 3-partita, H es biprtita.

arbitraria, la coloración resultante de K v(G) tiene una TMC H para
alguna H ∈ L.

1.2. Hipergráficas

SeaX = {x1, x2, . . . , xn} un conjunto finito, y seaD = {D1, D2, . . . , Dm}
una familia de subconjuntos de X. Se dice que el par H =(X,D) es una
hipergráfica con conjunto de vértices X, también denotado por V (H ),
y conjunto de aristas D, también denotado por E(H ) (Figura 1.17).

Los elementos de X son los vértices de H y los elementos de D son
las aristas (o hiperaristas) de H.

El número |X| es llamado el orden de la hipergráfica, también escrito
como n = n(H).

Una hipergráfica con conjunto de vértices y conjunto de aristas vaćıos
es llamada hipergráfica vaćıa. Algunas aristas también pueden ser con-
juntos vaćıos; o subconjuntos no triviales de algunas otras, en este caso
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Figura 1.12: Gráfica bipartita completa.

se llaman aristas incluidas. Si las aristas coinciden se llaman aristas
múltiples (Figura 1.18).

Si un vértice v ∈V (H ) pertenece a una arista D ∈ E(H), decimos que
v incide en D y que D incide en v.

Se dice que dos hipergráficas H = (X,D) y H ′ = (X ′,D′) son iso-
morfas, escrito H ∼= H ′, si existe una biyección ψ : X → X ′ y una
biyección ϕ : D → D′ tal que para cada vértice x ∈X y cada arista D
∈ D, se tiene que x ∈ D si y sólo si ψ(x ) ∈ ϕ(D).

En una hipergráfica H, dos vértices u,v ∈V (H ) son adyacentes si existe
una arista D ∈ E(H) que contiene a ambos vértices. Si u ∈V (H ) se
define la vecindad de u como el conjunto de vértices v ∈V (H ) tales
que u es adyacente a v, y se denota por

N (u) = {v ∈V (H )| v es adyacente a u}.

Se dice que dos aristas son adyacentes si su intersección es no vaćıa
(Figura 1.19).
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v1

v2

v3

v4

v5

Figura 1.13: P 5.

Si u ∈V (H ), el conjunto de las aristas que contiene a v se denota
como

D(v) = {D ∈ D|v ∈D}.

El número |D(v)| es llamado el grado de v, el número |D| (con D ∈ D)
es llamado el tamaño de la arista D. Una arista de tamaño 1 se llama
lazo y un vértice de grado 1 se llama vértice pendiente.

Si H es una hipergráfica, un conjunto S ⊆ V (H ) es independiente si
cualesquiera dos vértices de S no son adyacentes.

Si una hipergráfica H es tal que se puede encontrar una partición de
V (H) en k conjuntos independientes V1, . . . , Vk, entonces decimos que
H es k-partita. Los conjuntos V1, . . . , Vk se llaman clases (compárese
con la definición en la página 6).

Una hipergráfica H tal que no tiene aristas múltiples y todas sus
aristas tienen tamaño r es llamada hipergráfica r-uniforme, o r-gráfica
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v1

v2
v3

v4

v5v6

Figura 1.14: C7.

(Figura 1.20). A las aristas de una hipergráfica r -uniforme también
se les llama las r-uplas de la hipergráfica (o r-aristas). Observese que
una 2-gráfica es una gráfica simple.

Dada una r-gráficaH, su complemento H̄ es una r-gráfica con conjunto
de vértices V (H̄) = V (H) y tal que

E(H̄) = [H]r\E(H)

Decimos que una r -gráfica H con n vértices es completa si tiene todas
las r -uplas posibles, es decir E(H) = [H]r y la denotamos por Kn

(r).
En caso de que se sobreentienda que estamos hablando de r -gráficas,
simplemente la denotaremos por Kn.

Una hipergráfica H r -uniforme es k-partita completa si existe una par-
tición de V (H) en k conjuntos independientes V1, . . . , Vk y cada vez
que {x1, . . . , xr} ⊆ V (H) cumpla que {x1, . . . , xr} * Vi para toda
i ∈ {1, . . . , k} se tiene que {x1, . . . , xr} ∈ E(H). La hipergráfica r -
uniforme, k -partita completa con t vértices en cada clase se denotna
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G

H

Figura 1.15: TMC H ⊂ G.

como K
(r)
k (t). En caso de que se sobreentienda que estamos hablando

de r -gráficas, simplemente la denotaremos por K k(t).

Denotaremos al conjunto de r-gráficas con n vértices y m r -uplas,
como

H(r)(n;m).

En caso de que se sobreentienda que estamos hablando de r -gráficas,
simplemente la denotaremos por H(n;m).

Una coloración por aristas de una hipergráfica H es una función
c : E(H)→ S, donde S es un conjunto de colores.

Una buena coloración por aristas de H es una función c : E(H) → S
tal que c(e) 6= c(f ) para todo par de aristas e, f ∈ E(H) adyacentes.
Decimos que c : E(H)→ S es una s-coloración si |S| = s.
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K4

G

Figura 1.16: G es una representación de la coloración de K4.

Si coloreamos las aristas de Kn y una subgráfica H de Kn no tiene dos
aristas del mismo color, decimos que H está totalmente multicoloreada,
y lo denotamos por TMC H.

Si H es una r -gráfica, denotamos como f(n,H) al máximo número de
colores con los cuales la r -gráfica completa con n vértices K n

(r) puede
ser coloreada sin contener una TMC H.

Si L es una familia de r -gráficas denotamos por ext(n,L) al máximo
número de r -úplas que una r -gráfica con n vértices puede tener sin
contener una hipergráfica de L. Si L={H } en lugar de ext(n, {H})
simplemente escribimos ext(n,H).

Dada una r -gráfica H, definimos ext∗(n,H) como el mı́nimo entero tal
que toda r -gráfica G con ext∗(n,H) r -uplas contiene a H.
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Figura 1.17: Hipergráfica.

Dada una familia de r -gráficas L, definimos ext∗(n,L) como el mı́ni-
mo entero tal que toda r -gráfica G con ext∗(n,L) r -uplas contiene a
alguna hipergráfica de L.

Notemos que

ext(n,H) + 1 = ext∗(n,H)

y que

ext(n,L) + 1 = ext∗(n,L).

Dada L una familia de hipergráficas r -uniformes definimos las siguien-
tes familias de hipergráficas:

L− = {H − e : H ∈ L y e ∈ E(H)}.

Notemos que si G ∈ L−, G es una hipergráfica r -uniforme.
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Figura 1.18: Aristas múltiples.

Decimos que la hipergráfica r -uniforme G está en la familia L+ si al
colorear G con e(G) colores y Ḡ de forma arbitraria tengo una TMC
H de L.

Si t es un número natural y H es una r -gráfica con

V (H) = {x1, x2, . . . , xk},

construimos la r -gráfica H(t) como sigue: por cada vértice xi de H
ponemos t vértices xi1, . . . , xit en H(t), de modo que

V (H(t)) = {x11, . . . , x1t, x21, . . . , x2t, . . . , xk1, . . . , xkt};

(xi1j1 , xi2j2 , . . . , xirjr) es una r -upla de H(t) si y sólo si los j k’s son
distintos y (xi1 , . . . , xir) es una r -upla de H (Figura 1.21).
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Figura 1.19: Aristas adyacentes.

1.3. Órdenes o(n), O(n). Ĺımite Superior

e Inferior

Introduciremos las notaciones (de Landau) de o(n) y O(n) y los con-
ceptos de ĺımite superior y ĺımite inferior de una sucesión.

Si f(x) y g(x) son funciones definidas en algún subconjunto de R,
entonces se dice que f(x) ∈ O(g(x)) cuando x→∞ si existen M,x0 ∈
R tales que para cada x > x0, |f(x)| < M |g(x)|.

Y se dice que f(x) ∈ O(g(x)) cuando x → a, si existen dos números
positivos M y δ tales que |f(x)| < M |g(x)| cuando |x−a| < δ. Cuando
g(x) es distinto de cero suficientemente cerca de a, ésto equivale a que

ĺım sup
x→a

∣∣∣f(x)
g(x)

∣∣∣ <∞.
Frecuentemente se escribe f(x) = O(g(x)) en lugar de f(x) ∈ O(g(x)).

Las propiedades de esta notación son:
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G
H

Figura 1.20: G es una 2-gráfica, H es una 3-gráfica

1) f1 ∈ O(g1) y f2 ∈ O(g2),entonces f1 + f2 ∈ O(g1 + g2).

2) f1 ∈ O(g1) y f2 ∈ O(g2), entonces f1f2 ∈ O(g1g2).

3) si h ∈ O(g), entonces fh ∈ O(fg).

4) si h ∈ O(g),entonces f + h ∈ O(f + g).

5) si f ∈ O(g + g),entonces f ∈ O(g), (O(g + g) ⊆ O(g)).

6) sea k ∈ R, entonces O(k.g) = O(g).

Si f(x) y g(x) son funciones definidas en algún subconjunto de R,

entonces se dice que f(x) ∈ o(g(x)) cuando x → ∞ si ĺım
x→∞

f(x)
g(x)

= 0.

Frecuentemente se abusa de la notación y se dice que f(x) = o(g(x)).

Las propiedades de esta notación son:

1) o(f)+o(f) ⊆ o(f), (es decir, si h, g ∈ o(f), entonces h+g ∈ o(f)).

2) o(f)o(g) ⊆ o(fg).

3) o(o(f)) ⊆ o(f) (es decir, si h ∈ o(f) y g ∈ o(h), entonces g ∈ o(f)).
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H
v4

v1 v2

v3

H(2)

v12v11
v22

v21

v31

v32
v41

v42

Figura 1.21: Construcción de la gráfica H(2)

4) o(f) ⊆ O(f).

Dada una sucesión de números reales {xn} se define el ĺımite inferior
de la sucesión como

ĺım inf
n→∞

xn = sup
n≥0

ı́nf
m≥n

xm = sup{́ınf{xm : m ≥ n} : n ≥ 0},

y se define el ĺımite superior de la sucesión como

ĺım sup
n→∞

xn = ı́nf
n≥0

sup
m≥n

xm = ı́nf{sup{xm : m ≥ n} : n ≥ 0}.1

En caso de que suceda que

1Más generalmente, podemos definir estos ĺımites en un conjunto parcialmente
ordenado donde el ı́nfimo y el supremo existan, sin embargo para los propósitos
de este trabajo basta hacerlo en R, (aqui siempre existen dichos ĺımites).
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ĺım inf
n→∞

xn = ĺım sup
n→∞

xn,

decimos que la sucesión xn tiene ĺımite y

ĺım inf
n→∞

xn = ĺım sup
n→∞

xn = ĺım
n→∞

xn



Caṕıtulo 2

Resultados Previos

En este caṕıtulo revisaremos algunos resultados que nos ayudarán a
demostrar los teoremas principales de éste trabajo en el Caṕıtulo 3 y
4. El lector notará que algunos no tienen demostración, lo cual se debe
a la extensión o tecnicismo de las mismas.

Se conoce el siguiente resultado ([2]).

Teorema 1. Existe una constante α > 0 tal que si
0 < ε < 1

r
y

m >

(
1− 1

r
+ ε

)
n2

2
, (2.1)

entonces cada elemento de G(n,m) contiene a Kr+1(t), donde

t =

⌊
α log n

r log 1/ε

⌋
. (2.2)

25
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Teorema 2. Dada una familia de gráficas {F1, . . . , Fs}, sucede que

ĺım
n→∞

ext(n, {F1, . . . , Fs})n−2 =
1

2

(
1− 1

d

)
donde

d+ 1 = mı́n{χ(Fi)|i = 1, . . . , s}.

Demostración:

Podemos suponer que d + 1 = mı́n{χ(Fi)|i = 1, . . . , s} = χ(F1).
Por definición tenemos entonces que F i no es d -coloreable para i =
1, . . . , s.

Sea n ∈ N. Supongamos que existe F ∈ {F1, . . . , Fs} tal que F es
subgráfica de T d(n). Entonces, si V1, . . . , Vd es la partición de los vérti-
ces de Td(n) en conjuntos independientes, V (F )∩ Vi es independiente
para cada i = 1, . . . , d. Luego entonces F tiene una buena d -coloración,
lo cual contradice la elección de d. De modo que Fi * Td(n) para toda
i ∈ {1, . . . , s}.

Entonces, por (1.1)

ext(n, {F1, . . . , Fs}) ≥ e(Td(n)) =
1

2

(
1− 1

d

)
n2 +O(n).

De modo que

ĺım inf ext(n, {F1, . . . , Fs})n−2 ≥ 1

2

(
1− 1

d

)
+O

( 1

n

)
. (2.3)
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Lo que haremos a continuación es acotar ext(n, {F1, . . . , Fs})n−2 su-
periormente. Para ésto, usando el Teorema 4, se demostrará que si n es
suficientemente grande, entonces cada elemento de G(n,m) contiene
a F1.

Sea ε > 0.

Notemos que, si t es el máximo orden de los elementos de {F1, . . . , Fs},
m ≥ 1

2

(
1− 1

d
+ ε
)
n2 y n es suficientemente grande, entonces

t ≤
⌊
α logn
r log 1/ε

⌋
= t0,

(pues ĺım
n→∞

α logn
r log 1/ε

= ∞ y t está acotado), luego por el Teorema 4,

cada elemento de G(n,m) contiene una K d+1(t0). Como Kd+1(t) ⊆
Kd+1(t0), entonces cada elemento de G(n,m) contiene una K d+1(t).

Como K d+1(t) contiene a F 1 pues F 1 es d+1 cromática, entonces
F 1 ⊆ G para cada G ∈ G(n,m), de modo que

ext(n, {F1, . . . , Fs})n−2 ≤ 1

2

(
1− 1

d

)
+
ε

2
.

Entonces

ĺım sup ext(n, {F1, . . . , Fs})n−2 ≤ 1

2

(
1− 1

d

)
+
ε

2
. (2.4)

Aśı, de (2.3) y (2.4) tenemos que para cada ε > 0

1

2

(
1− 1

d

)
+
ε

2
≥ ĺım sup ext(n, {F1, . . . , Fs})n−2 ≥
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ĺım inf ext(n, {F1, . . . , Fs})n−2 ≥

1

2

(
1− 1

d

)
+O(

1

n
). (2.5)

De modo que

∣∣ĺım sup ext(n, {F1, . . . , Fs})n−2 − ĺım inf ext(n, {F1, . . . , Fs})n−2
∣∣ ≤

∣∣∣∣12
(

1− 1

d

)
+
ε

2
−
(

1

2

(
1− 1

d

)
−O(

1

n
)

)∣∣∣∣
=
ε

2
−O(

1

n
) < ε. (2.6)

Por tanto, el ĺımite de ext(n,{F 1, . . . , Fs}) existe, y

ĺım sup ext(n, {F1, . . . , Fs})n−2 = ĺım inf ext(n, {F1, . . . , Fs})n−2

= ĺım
n→∞

ext(n, {F1, . . . , Fs})
n2

.

Luego por (2.5)

1

2

(
1− 1

d

)
+
ε

2
≥ ĺım

n→∞

ext(n, {F1, . . . , Fs})
n2

≥ 1

2

(
1− 1

d

)
− ε

2
,
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aśı que

ĺım
n→∞

ext(n, {F1, . . . , Fs})
n2

=
1

2

(
1− 1

d

)
. (2.7)

Q.E.D.

El Teorema 5 nos dice qué pasa si la familia de gráficas es finita,
pero nos gustaŕıa no estar limitados a este caso y poder usar familias
arbitrarias de gráficas. Para eso demostremos el siguiente teorema, en
cuya demostración usamos el resultado anterior.

Teorema 3. Si F es una familia de gráficas, entonces

ĺım
n→∞

ext(n, {F})n−2 =
1

2

(
1− 1

d

)

donde d+ 1 = mı́n{χ(F )|F ∈ F}.

Demostración:

Sea n ∈ N, y sea ε > 0. Como d + 1 = min{χ(F )|F ∈ F}, entonces
F no es d coloreable si F ∈ F , de modo que F * Td(n) para F en F .
Entonces,

ext(n,F) ≥ e(Td(n)) =
1

2

(
1− 1

d

)
n2 +O(n),

de modo que
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ĺım inf(n,F)n−2 ≥ 1

2

(
1− 1

d

)
+O

( 1

n

)
(2.8)

Sea F 1 ∈ F tal que χ(F1) = d+ 1. Por el Teorema 5,

ĺım inf
n→∞

(
ext(n, {F1})

)
n−2 = ĺım sup

n→∞

(
ext(n, {F1})

)
n−2.

Como {F 1} ⊆ F , vemos que para toda F ∈ F , si F *G, en particular
sucede que F1 *G. Por lo que

{G|F * G ∀F ∈ F} ⊆ {G|F1 * G}

de modo que

máx{e(G)|F * G ∀F ∈ F} ≤ máx{e(G)|F1 ∈ G},

aśı que

ext(n,F) ≤ ext(n, {F1}).

Por tanto

ĺım sup(ext(n,F)) ≤ ĺım sup(ext(n, {F1}),

y aśı
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ĺım sup(ext(n,F))n−2 ≤ ĺım sup(ext(n, {F1})n−2. (2.9)

Entonces, por la cota superior en (2.5) (prueba del teorema anterior),
(2.8) y (2.9)

1

2

(
1− 1

d

)
+
ε

2
≥ ĺım sup(ext(n, {F1})n−2 ≥ ĺım sup(ext(n,F))n−2

≥ ĺım inf(ext(n,F))n−2 ≥ 1

2

(
1− 1

d

)
+O

( 1

n

)
.

De modo que

ĺım sup(ext(n,F))n−2 = ĺım inf(ext(n,F))n−2

= ĺım ext(n,F)n−2 =
1

2

(
1− 1

d

)
.

Q.E.D.

Teorema 4. Si F es una familia de gráficas, entonces

ĺım
n→∞

ext(n,F)(
n
2

) =

(
1− 1

d

)
. (2.10)
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Demostración:

Notemos que

ext(n,F)(
n
2

) =
ext(n,{F})

n2

(n
2)
n2

,

y entonces

ĺım
n→∞

ext(n,F)(
n
2

) = ĺım
n→∞

ext(n,{F})
n2

(n
2)
n2

.

Y gracias al Teorema 6, tenemos que

ĺım
n→∞

ext(n,F)
n2

(n
2)
n2

=
1
2

(
1− 1

d

)
ĺım
n→∞

(n
2)
n2

.

Por otro lado

(
n
2

)
n2

=
n(n−1)

2!

n2
=
n2 − n

2n2
=

1

2
− 1

n
.

Y aśı

ĺım
n→∞

(
n
2

)
n2

= ĺım
n→∞

(
1

2
− 1

n

)
=

1

2
.

De modo que
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ĺım
n→∞

ext(n,F)(
n
2

) = ĺım
n→∞

ext(n,F)
n2

(n
2)
n2

=
1
2

(
1− 1

d

)
1
2

=

(
1− 1

d

)
.

Q.E.D.

El siguiente es un lema muy útil a la hora de demostrar los teoremas
que andamos persiguiendo.

En lo que sigue, sea H una gráfica y sea L = {H }.

Lema 1. Si L∗ ⊆ L+, entonces

1 + ext(n,L−) ≤ f(n,H) ≤ ext(n,L∗). (2.11)

Demostración:

Sea G una gráfica extremal para L− con n vértices (recuerde que
L = {H}), ésto es, G no contiene gráficas de la familia L− y e(G) =
m = ext(n,L−).

Primero veamos que si coloreamos G con e(G) colores distintos
“1”, “2”, . . . , “m”, y coloreamos a Ḡ con otro color “0”, la colora-
ción obtenida de Kn = Kv(G) no tiene TMC H. Supongamos que śı, es
decir, en la coloración que obtuvimos de K n existe una TMC H. Pues-
to que las aristas de Ḡ son todas de un mismo color, entonces dicha
TMC H tiene a lo mas una arista de Ḡ, digamos e1, por lo que H -
e1 ⊆ G, pero H - e1 ∈ L−, luego G no puede ser una gráfica extremal
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para L−, lo cual es una contradicción, de forma que la coloración no
tiene una TMC H.

Por lo tanto

1 + ext(n,L−) ≤ f(n,H).

Para la demostración del lado derecho de la desigualdad coloreemos
K n con ext(n,L∗) + 1 colores, y consideremos una representación G
de dicha coloración con n vértices (una subgráfica de K n que tiene
una arista de cada color). Entonces G tiene ext(n,L∗) + 1 aristas,
luego (por definición) existe una J ∈ L∗ tal que J ⊆ G. Notemos
que como J ⊆ G entonces K v(J) ⊆ K v(G) = K n. Además como G es
una representación de la coloración y J ⊆ G entonces cada arista de
J tiene un color distinto, ésto es, J está coloreada con e(J ) colores
distintos, (y J̄ está coloreado de alguna forma, pues K v(J) ⊆ K n),
entonces, dado que J ∈ L∗ ⊆ L+, ésta coloración debe tener una
TMC H ⊆ Kv(J) ⊆ Kn.

Por tanto

ext(n,L∗) + 1 > f(n,H).

De modo que

ext(n,L∗) ≥ f(n,H).

Q.E.D.
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Notemos que en esta demostración nunca usamos el hecho de que las
aristas de G fueran conjuntos de dos elementos, por lo que la prueba
también es válida para hipergráficas.

Antes de continuar necesitamos observar un par de cosas más, plan-
teadas en los lemas siguientes. El resultado del siguiente lema es muy
simpático, aunque en realidad no nos servirá para demostrar los Teore-
mas, puesto que, debido a que la familia de gráficas L+ es generalmente
muy dif́ıcil de describir, es mas simple utilizar el lema anterior.

Lema 2. f(n,H) = ext(n,L+).

Demostración:

Por el Lema 1, si hacemos L∗ = L+ ⊆ L+, entonces tenemos que

f(n,H) ≤ ext(n,L+).

Falta demostrar que ext(n,L+) ≤ f(n,H). Para ésto basta ver que
existe una coloración de Kn con ext(n,L+) colores que no tiene una
TMC H.

Sea J una gráfica extremal para L+con n vértices, i.e. e(J) = m =
ext(n,L+). Notemos lo siguiente:

(a) H ∈ L+

(b) J /∈ L+, pues J ⊆J y G * J para toda G ∈ L+, pues J es gráfica
extremal para L+.

Ahora coloreemos J con e(J ) colores “1”, “2”, . . . , “m”. Como J /∈ L+

(observación (b)) existe una forma de colorear J̄ de manera que la
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coloración resultante de K n no tenga una TMC H, . En esta coloración
usamos al menos m colores, luego

e(J) = ext(n,L+) ≤ f(n,H).

De modo que

ext(n,L+) ≤ f(n,H),

y entonces

f(n,H) ≤ ext(n,L+) ≤ f(n,H).

Aśı que

f(n,H) = ext(n,L+). (2.12)

Q.E.D.

Observemos que en esta demostración tampoco usamos el hecho de que
las aristas son conjuntos de tamaño 2 (es decir, no usamos el hecho
de que estamos trabajando con 2-gráficas), por lo que el resultado
también es cierto para hipergráficas.

Lema 3. Sean G1, G2 ∈ L+. Si borramos una arista (x,x’) de G1 y
una arista (y,y’) de G2 e identificamos x con y y x’ con y’, entonces
la gráfica obtenida G3 está en L+.
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Demostración:

Vamos a colorear la gráfica G3 con e(G3) colores distintos y el comple-
mento de forma arbitraria. Digamos que a la arista (x,x’ ) (que está en
Ḡ3) la coloreamos con el color k.

y

y'

x

x'

G1
G2

x=y

x'=y' G3

Figura 2.1: G3 ∈ L+

Supongamos que ni G1 ni G2 están totalmente multicoloreadas con
esta coloración de Kv(G3) (G1, G2 ⊆ G3 + (x, x′) ⊆ Kv(G3)). Como
G3 está totalmente multicoloreada y la única arista de G1 que no
está en G3 es (x,x’ ), entonces lo único que puede pasar es que el color
que se repite es k, i.e. existe e1 ∈ E (G1) ∩ E (G3) que es de color k.
Análogamente existe e2 ∈ E (G2) ∩ E (G3) que es de color k.

Notemos además que (E (G1) ∩ E (G3)) ∩ (E (G2) ∩ E (G3)) es vaćıo
por la forma en que construimos G3, de modo que e1 6= e2, luego
en G3 hay dos aristas coloreadas con el mismo color, lo cual es una
contradicción, pues hab́ıamos coloreado G3 con e(G3) colores distintos.
Por lo tanto, G1 está totalmente multicoloreada, o G2 está totalmente
multicoloreada.
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Podemos suponer que G1 es TMC. Como G1 ⊆ Kv(G3) entonces
Kv(G1) ⊆ Kv(G3). Como G1 ∈ L+, entonces Kv(G1) tiene una TMC
H, por lo que Kv(G3) tiene una TMC H, aśı que G3 ∈ L+.

Q.E.D.

El siguiente lema es la generalización del resultado anterior para hi-
pergráficas.

Lema 4 (generalización). Sean G1 y G2 hipergráficas de la familia
L+. Si borramos una r-upla (x1,. . . ,xr) de G1 y una r-upla (y1,. . . ,yr)
de G2 e identificamos xi con yi, entonces la hipergráfica obtenida G3

está en L+.

En los lemas que quedan en este caṕıtulo consideraremos sólo el caso
de 3-gráficas, debido a la complejidad de la notación. La demostración
para los casos en r-gráficas se realiza de manera análoga.

Sean G una hipergráfica 3-uniforme, V (G) = {x1, . . . , xm} el conjunto
de sus vértices, y T (G) el conjunto de sus tripletas.

Lema 5. Si G es una hipergráfica 3-uniforme dada, sea e ∈ T (G),
digamos que e = (x, y, z), sea G′ = G− e. En G′(t) existen G′1, . . . , G

′
t

hipergráficas isomortas a G′, y tres vértices x′, y′, z′ de modo que
G′i + (x′, y′, z′) = Gi es isomorfa a G, para cada i ∈ {1, . . . , t}.

Demostración:

Sea V (G) = {x1 = x, x2 = y, x3 = z, . . . , xm} = V (G− e) = V (G′).

Entonces G′(t) tiene tm vértices, a saber
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V (G′(t)) = {x1,1, . . . , x1,t, x2,1, . . . , x2,t, . . . , xm,t}.

Notemos que, en G′(t),

{x1,j1 , x2,j2 , . . . , xm,jm}

(con j k ∈ {1,. . . ,t} para cada k ∈ {1,. . . ,m}) con las adyacencias
correspondientes es isomorfo a G′ (i.e. G”= [x1,j1 , x2,j2 , . . . , xm,jm ] ∼=
G′).

Sean ϕ : V (G′)→ V (G′′) y ψ : E(G′)→ E(G′′) dadas por

ϕ(xs) = xs,js

ψ((xs, xl, xk)) = (ϕ(xs), ϕ(xl), ϕ(xk)) = (xs,js , xl,jl , xk,jk).

Veamos que ϕ es biyectiva. Supongamos que existen xs, xk ∈ V (G′)
tales que ϕ(xs) = ϕ(xk), entonces xs,js = xk,jk , entonces s = k, por
lo que ϕ es inyectiva. Sea v ∈ V (G′′), entonces v = xs,js para alguna
s ∈ {1,. . . , m}, j s ∈ {1,. . . ,t}, entonces v = ϕ(x s) , por lo que ϕ es
suprayectiva.

Veamos que ψ es biyectiva. Supongamos que existen e1 = (xs1 , xl1 , xk1)
y e2 = (xs2 , xl2 , xk2) ∈ E(G′) tales que ψ(e1) = ψ(e2), entonces

(ϕ(xs1), ϕ(xl1), ϕ(xk1)) = (ϕ(xs2), ϕ(x
l2

), ϕ(x
k2

))

asi que

(xs1,js1 , xl1,jl1 , xk1,jk1
) = (xs2,js2 , xl2,jl2 , xk2,jk2

),
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luego xs1,js1 = xs2,js2 , xl1,jl1 = xl2,jl2 y xk1,jk1
= xk2,jk2

, de modo que
s1 = s2, l1 = l2, k1 = k2, por lo que ψ(e1) = ψ(e2), aśı que ψ es
inyectiva.

Sea e ∈ E(G′′), entonces e = (xs,js , xl,jl , xk,jk) para algunas

s, l, k ∈ {1, . . . ,m}, js, ji, jk ∈ {1, . . . , t},

entonces e = (ϕ(xs), ϕ(xl), ϕ(xk)) = ψ(xs, xl, xk); ahora

(xs, xl, xk) ∈ E(G′),

pues e ∈ E(G′′) ⊆ E(G(t)) śı y sólo si s, l y k son distintos y
(xs, xl, xk) ∈ E(G′) de modo que ψ es suprayectiva.

Entonces ϕ y ψ son biyectivas, de modo que (ϕ,ψ) es un isomorfismo
entre G′′ y G′, de modo que G′′ ∼= G′.

En particular G ′1 = [x 1,1, x 2,1, x 3,1, x 4,1,. . . , xm,1] es isomorfo a G ’.

Sean x′ = x1,1, y
′ = x2,1 y z = x3,1. Sean

G′2 = [x1,1 = x′, x2,1 = y′, x3,1 = z′, x4,2, . . . , xm,2],

G′3 = [x′, y′, z′, x4,3, . . . , xm,3]

.

.

.
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G′t = [x′, y′, z′, x4,t, . . . , xm,t].

Aśı, tenemos que por lo observado anteriormente G′1, G
′
2, . . . , G

′
t son

isomorfos a G′, y G′i + (x′, y′, z′) = Gi es isomorfa a G para cada
i ∈ {1, . . . , t}. Notemos que los G′t no tienen vértices en común más
que x′, y′, z′.

Q.E.D

Lema 6. Si G es una 3-gráfica dada, L = {G} y G = L−, entonces
G(2) ⊆ L+.

Demostración:

Sea U (2) ∈ G(2). Lo que debemos demostrar es que U (2) ∈ L+.

Como U ∈ G entonces existe e ∈ T (G) tal que U = G−e. Digamos que
e = (x, y, z); entonces U + (x, y, z) = G. Por la observación anterior
U (2) contiene tres vértices x′, y′, z′ y dos subgráficas U1 y U2 isomorfas
a U y que cumplen que Ui+ (x′, y′, z′) = Gi es isomorfo a G para cada
i ∈ {1, 2} y G1 y G2 no tienen más vértices en común que x′, y′ y z′.

Coloreemos U(2) con e(U(2)) colores y Ū (2) de forma arbitraria. Ob-
servemos que (x′, y′, z′) nos quedó coloreado de algún color C ; como
los únicos vértices que tienen en común G1 y G2 son x′, y′ y z′, enton-
ces U1 y U2 no tienen tripletas en común, de forma que si el color C
ocurre en U1 no puede ocurrir en U2 y viceversa.

Luego, podemos asumir que el color C no ocurre en U 2, de modo que
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U2 + (x′, y′, z′) = G2

está totalmente multicoloreada, y como G2
∼= G, entonces esta colo-

ración de K v(U(2)) tiene una TMC G, por lo que U (2) ∈ L+.

Q.E.D.



Caṕıtulo 3

Los Teoremas de Gráficas

La meta en este caṕıtulo es demostrar el Teorema 1 y el Teorema 2
(véase la introducción).

Teorema 1 Sea

d+ 1 = mı́n{χ(H − e) : e ∈ E(H)}.

Entonces

f(n,H)(
n
2

) →
(

1− 1

d

)
si n→∞.

Demostración:

Sea e = (x, x′) una arista de H tal que

χ(H − e) = d+ 1 = mı́n{χ(H − e) : e ∈ E(H)}.

43
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Tomemos G1 y G2 copias de H. Si omitimos la arista correspondiente
a e en cada copia e identificamos los vértices correspondientes a x y
los correspondientes a x′ obtenemos una gráfica G3. Por el Lema 3
G3 ∈ L+.

Afirmación: χ(G3) = χ(H − e) = d+ 1.

Notemos que H − e ⊆ G3, por lo que χ(G3) ≥ χ(H − e) = d + 1.
Teniendo una buena coloración de H− e con d+ 1 colores, coloreemos
las dos copias de H − e que forman G3 con esta coloración, de forma
que coincidan los colores de x y x′. Como la intersección de estas
dos gráficas es exclusivamente {x, x′}, colorear aśı resulta una buena
coloración de G3, por lo que χ(G3) = d+ 1. �

Si L∗ = {G3}, tenemos que L∗ ⊆ L+, luego, por el Lema 1 tenemos
que

f(n,H) ≤ ext(n,G3). (3.1)

Por otro lado, si en el Teorema 7 hacemos F = L∗, como

mı́n{χ(G) : G ∈ F} = χ(G)3) = d+ 1,

tenemos que

ext(n,L∗)(
n
2

) −→
(

1− 1

d

)
si n −→∞. (3.2)

Esto es, para todo ε >0 existe n0 ∈ N tal que si n ≥ n0 entonces
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∣∣∣∣∣ext(n,G3)(
n
2

) −
(

1− 1

d

)∣∣∣∣∣ < ε.

Asi tenemos que

−ε < ext(n,G3)(
n
2

) −
(

1− 1

d

)
< ε,

y luego

ext(n,G3)(
n
2

) < ε+

(
1− 1

d

)
.

Aśı que

ext(n,G3) <

(
n

2

)(
ε+

(
1− 1

d

))
.

Como ε ∈ o(1), entonces

ext(n,G3) ≤
(
n

2

)(
1− 1

d
+ o(1)

)
,

luego, por (3.1)

f(n,H) ≤ ext(n,G3) ≤
(
n

2

)(
1− 1

d
+ o(1)

)
. (3.3)

Nótese que si L ∈ L−, entonces existe e ∈ E(H) tal que L = H − e.
De modo que
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mı́n{χ(L) : L ∈ L−} = mı́n{χ(H − e) : e ∈ E(H)} = d + 1.

Como L∗ = {G3}, entonces L∗ ⊆ L+, luego por el Lema 1

f(n,H) ≥ 1 + ext(n,L−) ≥ ext(n,L−).

Ahora, si en el Teorma 7 hacemos F = L−, tenemos que

ext(n,L−)(
n
2

) −→
(

1− 1

d

)
si n −→∞.

Esto es, para todo ε >0 ∃ n1 ∈ N tal que si n ≥ n1 entonces

∣∣∣∣∣ext(n,L−)(
n
2

) −
(

1− 1

d

)∣∣∣∣∣ < ε.

De modo que

1− 1

d
− ext(n,L−)(

n
2

) < ε;

luego entonces (
1− 1

d

)
− ε < ext(n,L−)(

n
2

) .

Aśı que
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(
1− 1

d

)
+ o(1) <

ext(n,L−)(
n
2

) .

Por tanto (
n

2

)
(1− 1

d
+ o(1)) < ext(n,L−);

y entonces

f(n,H) ≥ ext(n,L−) ≥
(
n

2

)(
1− 1

d
+ o(1)

)
. (3.4)

Ahora, si n ≥ n0, n1, por (3.3) y (3.4) tenemos que(
1− 1

d
+ o(1)

)(
n

2

)
≤ f(n,H) ≤

(
1− 1

d
+ o(1)

)(
n

2

)
,

por lo que

f(n,H) =

(
1− 1

d
+ o(1)

)(
n

2

)
.

Luego

f(n,H)(
n
2

) = 1− 1

d
+ o(1),

y asi

f(n,H)(
n
2

) −
(

1− 1

d

)
= o(1).

Por tanto
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( f(n,H)

(n
2)
−(1− 1

d
)

1

)
−→ 0 si n→∞;

de modo que

f(n,H)

(n
2)
−→

(
1− 1

d

)
si n→∞

Q.E.D.

Antes de pasar a la demostración del Teorema 2, necesitaremos unos
cuantos resultados previos mas, para algunos de los cuales omitimos
la demostración.

Teorema 1 (Paul Erdös). Sean r, d, y k ≤ r/2 enteros positivos. Sea
T la clase de gráficas que se obtiene de Kd(r, . . . , r) al agregarle k
aristas. Entonces

ext(n, T ) = ext(n,Kd+1) + k − 1 si n ≥ n0(r, d, k). (3.5)

Más aún, Sn es una gráfica extremal para T si y sólo si se puede
obtener al agregarle k aristas a Kd(ni, . . . , nd), donde las ni’s están
definidas por

∑
ni = n y

∣∣∣ni −
n

d

∣∣∣ ≤ 1, i = 1, 2, . . . , d. (3.6)
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Lema 1. Sea p ≥ 4. Sea L = {Kp}. Sean k = 2, r ≥ 5 y d = p − 2
como en el Teorema 8.

Entonces T contiene 3 gráficas no isomorfas y todas ellas pertenecen
a L+, i.e. T ⊆ L+.

Demostración:

Analizaremos sólo el caso r = 5, la demostración en otros casos es
análoga, pues sólo usamos el hecho de que hay suficientes vértices en
cada elemento de la partición.

Tenemos que T consta de las gráficas que se obtienen de Kp−2(5, . . . , 5)
al agregarle 2 aristas.

A1 A2

...

Ap-2

Figura 3.1: Kp−2(5, . . . , 5)

Sea G ∈ T . Sean e1 = (x1, y1) y e2 = (x2, y2) las aristas que agregamos
a Kp−2(5, . . . , 5) para obtener G. Coloreamos G con e(G) colores y el
complemento de forma arbitraria. Para ver que G ∈ L+, debemos
mostrar que con ésta coloración Kv(G) tiene una TMC Kp.
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Sean A1, . . . , Ap−2 los elementos de la partición de V (Kp−2(5, . . . , 5)).
Notemos que dado que cada elemento de la partición es del mismo
tamaño entonces los Ai’s son idénticos, de modo que sólo tenemos los
siguientes casos:

Caso 1: Agregar las aristas en distintos Ai’s (Figura 3.2).

A1 A2

...

Ap-2

Figura 3.2: Caso1

Caso 2: Agregar las aristas en el mismo Ai de forma que no sean
adyacentes (Figura 3.3).

Caso 3: Agregar las aristas e1 y e2 en el mismo Ai de forma que sean
adyacentes (Figura 3.4).

Si G es del Caso 1. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
agregamos las aristas en los dos primeros elementos de la partición
de V (Kp−2(5, . . . , 5)), es decir e1 ∈ A1 y e2 ∈ A2. Para cada i con
3 ≤ i ≤ p− 2 escojamos un vértice vi ∈ Ai. Observemos que la gráfica
inducida por {x1, x2, y1, y2, v3, . . . , vp−2},

G[x1, x2, y1, y2, v3, . . . , vp−2]
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A1 A2

...

Ap-2

Figura 3.3: Caso2

tiene p vértices y todas las aristas posibles, luego es Kp; es decir
Kp ⊆ G.

Luego al colorear G con e(G) colores distintos, K p queda totalmente
multicoloreada, por lo que no importa como se haya coloreado Ḡ, la
coloración de K v(G) tiene una K p TMC, de modo que G ∈ L+.

Si G es del Caso 2. Podemos suponer que e1, e2 ∈ A1. Para cada i con
2 ≤ i ≤ p− 2 escogemos un vértice vi ∈ Ai. Ahora sea u ∈ A2 distinto
de v 2 (u 6= v 2), sea e3 = (u, v 2) (Figura 3.5). Nótese que e3 ∈ Ḡ.

Como G está coloreada con e(G) colores, en la coloración arbitraria
de Ḡ, e3 tiene el color de a lo más una arista de G, asi e3 tiene el color
de a lo más una arista de la gráfica G1 = G[x1, y1, v2, u, v3, . . . , vp−2].
Nótese que G1 + e3 = Kp, de modo que, si e3 no tiene el mismo color
que una arista en G1, tenemos una Kp TMC. Entonces supongamos
que e3 tiene el color de una arista de G1.

Hay dos posibilidades. La primera (Caso 2.1) es que e3 tenga el color
de una arista (vj, vk) con vj ∈ Aj, vk ∈ Ak, j < k y k 6= 2. En éste
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A1 A2

...

Ap-2

Figura 3.4: Caso 3

caso escojemos un vértice uk de Ak distinto de vk (Figura 3.6), y nos
fijamos en la gráfica

G2 = G[x1, y1, v2, u, v3, . . . , vj, . . . , uk, . . . , vp−2] + {e3}.

Notemos que es completa y tiene p vértices (pues sólo cambiamos vk

por uk), además es TMC, pues G está coloreada con e(G) colores, de
modo que en la coloración de K v(G) tenemos una K p TMC. Por tanto
G ∈ L+.

La segunda posibilidad (Caso 2.2) es que e3 tenga el color de e1 o de
alguna arista que vaya de G1 ∩ A1 a G1 ∩ A2 , es decir, de (x 1, v 2),
(y1, v 2), (x 1, u), (y1, u). Como G está coloreada con e(G) colores y
todas estas aristas están en G, e3 no puede tener el color de ninguna
de las siguientes aristas (que también están en G): e2, (x2, v2), (y2, v2),
(x2, u), (y2, u). De modo que la gráfica (Figura 3.7)

G2 = G[x2, y2, v2, u, v3, . . . , vp−2] + {e3}



53

...

A1
A2 Ap-2

v2

u

e3 vp-2x1

y1

x2

y2

Figura 3.5: u 6= v2

tiene p vértices, es completa y está totalmente multicoloreada; aśı que
G ∈ L+.

Si G es del Caso 3. Podemos suponer que e1, e2 ∈ A1. Como son ad-
yancentes, podemos también suponer que e1 = (x1, y1) y e2 = (y1, y2).
Como en el caso anterior, para cada i con 2 ≤ i ≤ p− 2 escogemos un
vértice vi ∈ Ai (Figura 3.8). Ahora sea u ∈ A2 distinto de v2 (u 6= v2),
sea e3 = (u, v2). Nótese que e3 ∈ E(Ḡ).

Como G es totalmente multicoloreda, entonces e3 tiene el color de a
lo más una arista de G. Si el color de e3 no se repite en G, entonces
la gráfica

G3 = G[x1, y1, v2, u, v3, . . . , vj, . . . , uk, . . . , vp−2] = G− e2 + e3

(como subgráfica de K v(G)) tiene p vértices, está totalmente multi-
coloreada y es completa, es decir, es Kp. Si e3 tiene el color de una
arista de G, entonces, tenemos varias posibilidades:

La primera (Caso 3.1) es que e3 tenga el color de una arista (v j, vk)
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A1 A2

Aj
Ak

Ap-2

e3

vj vk

uk

Figura 3.6: Se escoje uk en lugar de vk

con v j ∈ Aj, vk ∈ Ak, j < k y k 6= 2. En éste caso escojemos un
vértice uk de Ak distinto de vk, y nos fijamos en la gráfica

G2 = G[x1, y1, v2, u, v3, . . . , vj, . . . , uk, . . . , vp−2] + {e3}.

Notemos que G2 es completa y tiene p vértices (pues sólo cambiamos
vk por uk). Además es TMC, pues G está coloreada con e(G) colores,
de modo que en la coloración de K v(G) tenemos una K p TMC. Por
tanto G ∈ L+.

La segunda (Caso 3.2) es que e3 tenga el color de una de las siguientes
aristas: (x1, v2), (x1, u), (y2, v2), (y2, u), (y1, v2), (y1, u).

Si e3 tiene el color de una de las primeras dos, entonces la gráfica

G[y1, y2, v2, u, v3, . . . , vp−2] + {e3}

es completa y está totalmente multicoloreada. Si e3 tiene el color de
(y2, v2) ó (y2, u), entonces
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...

Ap-2
A2A1

x1

y1

v2

u
y2

x2

e3 Kp

Figura 3.7: Usamos la arista (x2, y2)

G[x1, y1, v2, u, v3, . . . , vp−2] + {e3}

es completa y está totalmente multicoloreada. Entonces sólo nos queda
ver el caso en el que e3 tenga el color de (y1, v2) ó (y1, u). Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que e3 es del color de (y1, u).

Consideremos la arista f = x1y2 ∈ Ḡ. Puede suceder una de dos cosas,
f tiene el color de e3 ó f no tiene el color de e3.

Si f tiene el color de e3 (Caso 3.2.1) entonces, dado que G es TMC y
la única arista en G del color de e3 es (y1, u), el triángulo [x1, y1, y2]
es TMC, de modo que la gráfica

G[x1, y1, y2, v2, v3, . . . , vp−2] + {f}

es una gráfica con p vértices, completa y totalmente multicoloreada,
que es lo que buscamos. Ahora veamos qué pasa si f y e3 no tienen
el mismo color (Caso 3.2.2); notemos que entonces una de las siguien-
tes afirmaciones es cierta (o las dos), debido a que cada arista de G
está coloreada con un color distinto al de las demás:
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...

x1

e1

e2

y1

y2

A1 A2

Ap-2

v2

e3

u

vp-2

Figura 3.8: Escogemos vi ∈ Ai

1) el triángulo [x1, y1, y2] es totalmente multicoloreado.

2) la gráfica K4 inducida por los vértices x1, y2, v2, u es totalmente
multicoloreada.

Si sucede 1), o bien G[x1, y1, y2, v2, v3, . . . , vp−2] + {f} es totalmente
multicoloreada, tiene p vértices y es completa; o bien f tiene el color
de una arista (vj, z) con j ≥ 2 y z ∈ {x1, y1, y2, vi : i < j}. En este
caso escogemos un vértice uj ∈ Aj distinto de vj y nos fijamos en la
gráfica

G[x1, y1, y2, v2, . . . , uj, . . . , vp−2] + {f},

la cual es completa, tiene p vértices y es TMC.

Si sucede 2) y no sucede 1), el color de f es el color de la arista e1 o
e2, y aśı G[x1, y2, v2, u, v3, . . . , vp−2] + {f} es totalmente multicolorea-
da, tiene p vértices y es completa. En cualquier caso tenemos lo que
queŕıamos, una TMC Kp.

Por tanto tenemos que T ⊆ L+.
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x1

y1

y2

v2

u2

e3
vj

vk

uk

Figura 3.9: Escogemos uk 6= vk

Q.E.D.

Ahora si estamos listos para demostrar el Teorema 2.

Teorema 2 Sea p ≥ 4. Existe una np ∈ N tal que si n > np, entonces

f(n,Kp) = ext(n,Kp−1) + 1.

Más aún, si Kn es coloreada con f(n,Kp) colores y no contiene un
TMC Kp, entonces la coloración está unicamente determinada: se
pueden dividir los vértices de Kn en p − 2 clases A1, . . . , Ap−2 de
forma que cada arista uniendo vértices en Ai’s distintos tiene su pro-
pio color (i.e., un color que sólo se usa una vez) y cada arista de la
forma (x, y) donde x y y pertenecen al mismo Ai tiene el mismo color,
independientemente de x, y e i.

Demostración:
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Sea p ≥ 4. Sea L = {Kp}. Sean k = 2, r ≥ 5, d = p−2 y n ≥ n0(r, d, k)
como en el Teorema 8.

Observemos que L− = {K p- e}, y que K p−1 ⊆K p- e. Entonces tenemos
que si para alguna gráfica H

Kp−1 * H,

entonces

Kp − e * H,

por lo que

{H : Kp−1 * H} ⊆ {H : Kp − e * H},

de donde se sigue que

máx{e(H) : Kp−1 * H} ≤ máx{e(H) : Kp − e * H}.

Esto es

ext(n,Kp−1) ≤ ext(n,Kp − e). (3.7)

Como T⊆ L+, por el Lema 1 tenemos que

1 + ext(n,Kp − e) ≤ f(n,Kp) ≤ ext(n, T ). (3.8)

De (3.7) y (3.8) tenemos que
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1 + ext(n,Kp−1) ≤ f(n,Kp) ≤ ext(n, T ). (3.9)

Por el Teorema 8 vemos que, si n es suficientemente grande

ext(n, T ) = ext(n,Kp−1) + k − 1 = ext(Kp−1) + 1. (3.10)

De (3.9) y (3.10) se sigue que

1 + ext(n,Kp−1) ≤ f(n,Kp) ≤ ext(n, T ) = ext(Kp−1) + 1. (3.11)

Por tanto

f(n,Kp) = ext(Kp−1) + 1,

lo cual es la primera parte del Teorema 2.

Ahora nos gustaŕıa describir la coloración extremal.

Consideremos una coloración extremal arbitraria de K n. Sea G una
representación de dicha coloración. Como de (3.11) concluimos que
f(n,Kp) ≤ ext(n, T ), por la forma en que probamos la cota superior
del Lema 1, G debe ser una gráfica extremal para T . Luego por el
Teorema 8, G se obtiene de una gráfica Kp−2(n1, . . . , np−2), que satis-
faga (3.6) agregándole un arista. Lo que debemos demostrar es que si
e es la arista de G para la cual G = Kp−2(n1, . . . , np−2) + e y f es una

arista arbitraria de Kp−2(n1, . . . , np−2), entonces e y f tienen el mismo
color.
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Dado que G es una representación de la coloración extremal de K n,
existe exactamente una arista f ∗ en G que tiene el mismo color que f
(nos gustaŕıa demostrar que e = f ∗). Observemos que entonces

G
′
= G− f ∗ + f

es de nuevo una representación de esta coloración. De modo que existe
e∗ para la cual G

′
= K p−2(n1,. . . , np−2) + e∗.

Sea {A1, . . . , Ad} la partición de los vértices de Kp−2(n1, . . . , np−2) en
G, y sea {A′

1, . . . , A
′
p−2} la partición de los vértices deKp−2(n1, . . . , np−2)

en G
′
.

Supongamos que e 6= f ∗. Luego existen i, j ∈ {1, . . . , p− 2} y existen
x ∈ Ai y y ∈ Aj tales que xy = f ∗ (FIgura 3.10). Notemos que, en G

′
,

x y y no son adyacentes, por tanto deben estar en el mismo conjunto
independiente A

′

l.

...

...
...A1

Aj Ai

e

f*

Figura 3.10:

Dado que ni ≥ 5, existen u, v ∈ Aj tales que u 6= y 6= v, u 6= v,
pues y es adyacente a lo más a dos vértices en Aj (en caso de que sea
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extremo de f y de e). Observemos que, tanto en G como en G
′
, u y v

son vecinos de x. Como y no es vecino de v ni de u, en G
′
, los vértices

y, u, v y x están en el mismo conjunto independiente A
′

l.

Pero esto no es posible, ya queG
′
esKp−2(n1, . . . , np−2) más una arista,

es decir, en A
′

l hay a lo más una arista de G
′
. De modo que f ∗ = e y

por tanto f tiene el mismo color que e.



Caṕıtulo 4

El Teorema de Hipergráficas

Nuestra meta en este Caṕıtulo es demostrar el Teorema 3 , para o cual
probaremos el siguiente resultado:

Si L es una familia de r-gráficas, entonces

ext(n, L(t))− ext(n, L) = o(nr).

Éste es clave para la demostración del Teorema 3.

Empezaremos con el siguiente Lema.

Lema 1. Sea G una r-gráfica. La sucesión ext∗(n,G)

(n
r)

, con n ∈ N es

no creciente.

Demostración:

Supongamos que la sucesión no es no creciente, es decir, existe n ∈ N
tal que

63
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ext∗(n,G)

(n
r)

< ext∗(n+1,G)

(n+1
r )

.

Entonces (
n+ 1

r

)
ext∗(n,G) <

(
n

r

)
ext∗(n+ 1, G). (4.1)

Consideremos H una r -gráfica con n+1 vértices y ext∗(n+ 1, G)− 1
aristas tal que G * H. Entonces para cada v ∈ V (H), G * H − {v}.
De modo que

e(H − {v}) ≤ ext∗(n,G)− 1 ∀v ∈ V (H);

aśı que

∑
v∈V (H)

e(H − {v}) ≤ (n+ 1)(ext∗(n,G)− 1).

Ahora notemos que cada r -upla e la contamos cada vez que quitamos
un vértice v, a menos que v ∈ e (i.e., v es uno de sus r vértices). Por
lo que cada r -upla está contada n+1-r veces, por lo tanto

∑
v∈V (H)

e(H − {v}) = (n+ 1− r)e(H),

por tanto

(n+ 1− r)e(H) ≤ (n+ 1)(ext∗(n,G)− 1). (4.2)

Por otro lado
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(
n+ 1

r

)
=

(n+ 1)!

r!((n+ 1)− r)!
y

(
n

r

)
=

n!

r!(n− r)!
,

luego entonces

(
n+1
r

)(
n
r

) =
n+ 1

n+ 1− r
> 1. (4.3)

De (4.2) y (4.3)

e(H) ≤
(
n+1
r

)(
n
r

) (ext∗(n,G)− 1), (4.4)

de modo que

e(H) ≤
(
n+1
r

)(
n
r

) ext∗(n,G)−
(
n+1
r

)(
n
r

) . (4.5)

Entonces,

ext∗(n+ 1, G)− 1 = e(H) < ext∗(n+ 1, G)−
(
n+1
r

)(
n
r

) ,

luego

ext∗(n+ 1, G) < ext∗(n+ 1, G)−
(
n+1
r

)(
n
r

) + 1,

aśı que
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ext∗(n+ 1, G)− ext∗(n+ 1, G) < 1−
(
n+1
r

)(
n
r

) ;

por lo que tenemos que (
n+1
r

)(
n
r

) < 1.

lo cual es una contradicción con (4.3).

Q.E.D.

Lema 2. Dada una familia L de r-gráficas, la sucesion ext∗(n,L)

(n
r)

es

no creciente.

Demostración:

Observemos que en la demostración del Lema 8 no utilizamos sus-
tancialmente el hecho de que estuvieramos trabajando con una sola
hipergráfica, por lo que la demostración se puede adaptar fácilmente
al caso en el que tenemos una familia L de r -gráficas.

Para ésto, simplemente hay que elegir una r-gráficaH con n+1 vértices
y ext∗(n,L)−1 aristas, tal que para toda U ∈ L, U * H (la cual existe
por la definición de ext∗(n,L)).
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Entonces, para toda v ∈ V (H) y toda U ∈ L sucede que U * H−{v}.
El resto de la demostración es análogo a la anterior.

Q.E.D

De los lemas anteriores se siguen facilmente los siguientes.

Lema 3. Dada una r-gráfica G, existe una constante cG tal que,

ĺım
n→∞

ext∗(n,G)(
n
r

) = cG.

Es decir, el ĺımite existe.

Demostración:

Por el Lema 8 la sucesión ext∗(n,G)

(n
r)

es no creciente. Además 0 ≤ ext∗(n,G)

(n
r)

para toda r -gráfica G. Por tanto existe el ĺımite

ĺım
n→∞

ext∗(n,G)(
n
r

) = cG.

Q.E.D.

Lema 4. Dada una famila L de r-gráficas, existe una constante cL tal
que,

ĺım
n→∞

ext∗(n,L)(
n
r

) = cL.

Es decir, el ĺımite existe.
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Demostración:

Es análoga a la demostración anterior usando el Lema 9.

Q.E.D.

Demostremos también el siguiente Lema.

Lema 5. Para cada ε > 0, cada

H ∈ H(n;
⌊
(cG + ε)

(
n
r

)⌋
),

y cada m ≥ r existe η(ε) > 0 tal que para al menos η
(
n
m

)
m-uplas

xi1,. . . ,xim,

e(H[x1, . . . , xm]) > (cG +
ε

2
)

(
m

r

)
.

Demostración:

Sea H ∈ H(n;
⌊
(cG + ε)

(
n
r

)⌋
). Primero vemos que

∑
e(H[x1, . . . , xm]) =

(
n− r
m− r

)
e(H) =

(
n− r
m− r

)(
n

r

)
(cG + ε),

(4.6)

donde la suma se extiende sobre las
(
n
m

)
m-uplas xi1 , . . . , xim de V (H).

Esto porque en una m-upla, cuento cada arista de H tantas veces como
aparece. Lo podemos ver de la siguiente manera: par completar una
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r -upla fija a una m-upla escojo m− r vértices de los n− r que sobran,
y esto se puede hacer de

(
n−r
m−r

)
formas distintas.

Sea ε > 0 y supongamos que el lema no es cierto.

Entonces existen una r -gráfica H ∈ H(n;
⌊
(cG + ε)

(
n
r

)⌋
) y un entero

m ≥ r tal que para toda η > 0 hay a lo más η
(
n
m

)
− 1 m-uplas

xi1 , . . . , xim , tales que

e(H[x1, . . . , xm]) > (cG + ε
2
)
(
m
r

)
.

Veamos qué sucede en particular para η = ε/4. Existen a lo más
η
(
n
m

)
− 1 m-uplas x1, . . . , xm tales que

(
cG +

ε

2

)(m
r

)
< e(H[x1, . . . , xm]) ≤

(
m

r

)

y para las
(
n
m

)
− η
(
n
m

)
+ 1 m-uplas restantes tenemos que

e(H[x1, . . . , xm]) ≤
(
cG +

ε

2

)(m
r

)

de modo que

∑
e(H[x1, . . . , xm]) ≤

((
n

m

)
− ε/4

(
n

m

)
+ 1

)(
cG +

ε

2

)(m
r

)

+

(
ε

4

(
n

m

)
− 1

)(
m

r

)
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=

(
n

m

)(
m

r

)(
cG +

3ε

4

)

+

[
(−ε/4

(
n

m

)
+ 1)

(
cG +

ε

2

)(m
r

)
−
(
m

r

)]
.

Ahora veremos que[
(−ε/4

(
n

m

)
+ 1)

(
cG +

ε

2

)(m
r

)
−
(
m

r

)]
≤ 0

Observemos que(
m

r

)
≥ (−ε/4

(
n

m

)
+ 1)

(
cG +

ε

2

)(m
r

)

sucede si y sólo si

1 ≥ (−ε/4
(
n

m

)
+ 1)

(
cG +

ε

2

)
.

Como 0 ≤ (cG + ε
2
) ≤ 1 (pues no tiene sentido que la gráfica tenga

más aristas que todas las que se pueden) y 1− ε/4
(
n
m

)
≤ 1, entonces

(
− ε/4

(
n

m

)
+ 1
)(
cG +

ε

2

)
≤ 1,

por lo que
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[(
− ε/4

(
n

m

)
+ 1
)(
cG +

ε

2

)(m
r

)
−
(
m

r

)]
≤ 0.

Entonces

(
n

m

)(
m

r

)(
cG +

3ε

4

)
+

[(
− ε/4

(
n

m

)
+ 1
)(
cG +

ε

2

)(m
r

)
−
(
m

r

)]

≤
(
n

m

)(
m

r

)(
cG +

3ε

4

)
.

Y por tanto

∑
e(H[x1, ..., xm]) ≤

(
n

m

)(
m

r

)(
cG +

3ε

4

)
.

Como
(
n
m

)(
m
r

)
=
(
n−r
m−r

)(
n
r

)
, entonces

∑
e(H[x1, . . . , xm]) ≤

(
n− r
m− r

)(
n

r

)(
cG+

3ε

4

)
<

(
n

r

)(
n− r
m− r

)
(cG+ε).

lo cual es una contradicción por (4.6), por lo que el lema es cierto.

Q.E.D.

Se conoce el siguiente resultado, demostrado por Paul Erdös
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Lema 6. Para cada r ≥ 2 y cada t ≥ 1,

ext∗(n,K(r)
r (t)) < c1n

r−εr,t . (4.7)

Para r = 2, éste es un resultado de Kövari y los Turán, quienes de-
mostraron que ε2,t ≤1/t. Parece probable que ε2,t = 1/t , pero ésto
sólo se sabe para t = 2 y t = 3.

Ahora usaremos el resultado anterior para demostrar el siguiente Teo-
rema.

Teorema 1. Sea G una r-gráfica con l vértices. Para cada r ≥ 2 y
cada t ≥ 1,

ĺım
n→∞

ext∗(n,G(t))(
n
r

) = cG.

Demostración:

Sea L = {G}.

Sabemos que G ⊆ G(t), entonces

ext∗(n,G)(
n
r

) ≤ ext∗(n,G)(t))(
n
r

) ,

por lo que, por el Lema 11

cG ≤ ĺım
n→∞

ext∗(n,G(t))(
n
r

) .
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Por tanto, basta probar que para todo ε < 0 existe n0 ∈ N tal que si
n ≥ n0 entonces

G(t) ⊆ H,

para cada H ∈ H(r)
(
n;
(

(cG + ε)
(
n
r

)))
.

Diremos que G
′

una subgráfica inducida de H es buena si contiene a
G.

Sea ε > 0.

Sea H ∈ H(r)(n; ((cG+ε)
(
n
r

)
)). Por el lema 12, para cada m ≥ r existe

η(ε) > 0 tal que para al menos η
(
n
m

)
m-uplas x1, . . . , xm sucede que

e(H[x1, . . . , xm]) > (cG + 1/2ε)

(
m

r

)
> cG

(
m

r

)
.

De modo que si x1, . . . , xm es una de estas m-uplas, como

cG = ĺım
n→∞

ext∗(n,G)(
n
r

) ,

entonces existe m0 ∈ N tal que si m > m0 sucede que

H[x1, . . . , xm] ⊇ G,

pues e(H[x1, . . . , xm]) > cG
(
m
r

)
, es decir, H[x1, . . . , xm] es una r-gráfi-

ca buena. Luego, H[x1, . . . , xm] contiene a G, de modo que existe
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{xi1 , . . . , xil} un subconjunto de {x1, . . . , xm} (una l-upla) tal que
H[xi1 , . . . , xil ] es isomorfo a G.

Entonces hay al menos η
(
n
m

)
l -uplas isomorfas a G. Notemos que una

l -upla ocurre cada vez que sus l vértices están en la m-upla que define
a la gráfica correspondiente; ésto es, dada una l -upla, ocurre cada que
completamos una m-upla, para lo cual tenemos que escoger m-l de
los n-l vértices que quedan. De modo que cada l -upla ocurre a lo más(
n−l
m−l

)
veces.

Asi que si m > m0, nuestra gráfica H contiene al menos
η(n

m)
(n−l

m−l)
copias

de G distintas.

Ahora veamos,

(
n
m

)(
n−l
m−l

) =

n!
m!(n−m)!

(n−l)!
(m−l)!(n−l−m+l)!

=
n!(m− l)!(n−m)!

(n− l)!m!(n−m)!

=
n(n− 1) . . . (n− l + 1)

m(m− 1) . . . (m− l + 1)

=
( n
m

)( n− 1

m− 1

)
. . .
( n− l + 1

m− l + 1

)
.

Veamos que cada uno de éstos términos es mayor que n
m

.

Sea s ∈ {1, . . . , l − 1}, luego
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n− s
m− s

>
n

m

si y sólo si

m(n− s) > n(m− s),

lo cual es cierto si y sólo si

mn− sm > nm− sn.

Nótese que lo anterior pasa sólo en el caso de que

ns− sm > 0,

y ésto sucede sólo cuando

s(n−m) > 0.

Dado que n > m, entonces n−m > 0, por lo que la última desigualdad
es cierta, de modo que, (

n
m

)(
n−l
m−l

) > ( n
m

)l
,

luego entonces

η

(
n
m

)(
n−l
m−l

) > η
( n
m

)l
.
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Por lo que la gráfica H contiene al menos η( n
m

)l copias de G distintas.

Por otro lado sucede que, si

n >
(c1ml

η

)1/(l−r+εl,t)

donde c1n
l−εl,t es como en el Lema 13, entonces

nl−r+εl,t >
c1m

l

η
,

y luego

nl

nr−εl,t
>
c1m

l

η
,

aśı que

η
( n
m

)l
> c1n

r−εl,t .

De modo que si n0 =
⌈
( c1m

l

η
)1/(l−r+εl,t)

⌉
y n > n0, entonces

η
( n
m

)l
> c1n

r−εl,t . (4.8)

Si consideramos la l-gráfica H
′

donde V (H
′
) = V (H) y un subcon-

junto {x1, . . . , xl} de V (H) es una hiperarista de H
′

si y sólo si

H[x1, ..., xl] ∼= G,
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por (4.8), sucede que

e(H
′
) ≥ c1n

r−εl,t

Aśı, por el Lema 13 concluimos que K
(l)
l (t) ⊆ H ′. De modo que todas

las l -uplas de K
(l)
l (t) son isomorfas a G.

Recordemos que (xi1,s1 , . . . , xir,sr) es una r -upla en G(t) si y sólo si
i1, . . . , ir son distintos y (xi1 , . . . , xir) es una r -upla de G.

Digamos que los l conjuntos independientes de vértices de K
(l)
l (t)

son V1, . . . , Vl. Nombremos los vértices de K
(l)
l (t) como sigue: sean

xi1 , . . . , xit los vértices de Vi.

Luego si i1, . . . , ir ∈ {1, . . . , l} son distintos y (xi1 , . . . , xir) es una r -

upla de G, entonces (xi1,s1 , xi2,s2 , . . . , xir,sr) es una r -upla de K
(l)
l (t).

De modo que

G(t) ⊆ H

Que es lo que queŕıamos demostrar.

Q.E.D.

Con base en la demostración de el Teorema 9, podemos probar la
versión generalizada a familias de r -gráficas.
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Teorema 2. Si L es una familia de hipergráficas, entonces para cada
r ≥ 2 y cada t ≥ 1,

ĺım
n→∞

ext∗(n,L(t))(
n
r

) = cL.

Demostración:

Observemos que ĺım
n→∞

ext∗(n,L)

(n
r)

= cL, si y sólo si para cada ε > 0 existe

U ∈ L tal que existe una r -gráfica G con n vértices y (cL + ε)
(
n
r

)
aristas tal que U ⊆ G.

Y que ĺım
n→∞

ext∗(n,L(t))

(n
r)

= cL, si y sólo si para cada ε > 0 existe U(t) ∈

L(t) tal que existe r -gráfica G con n vértices y (cL + ε)
(
n
r

)
aristas tal

que U(t) ⊆ G.

Sea ε > 0

Entonces, por la observación anterior, existe Uε ∈ L y Gε una r -gráfica
con n vértices y (cL + ε)

(
n
r

)
aristas tales que

Uε ⊆ Gε.

Por la demostración del Teorema 9, tenemos que

Uε(t) ⊆ Gε,

que es lo que queŕıamos demostrar, por tanto
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ĺım
n→∞

ext∗(n,L)(
n
r

) = cL = ĺım
n→∞

ext∗(n,L(t))(
n
r

) .

Q.E.D.

Ahora si estamos listos para probar el resultado que nos interesa, de
hecho teniendo lo anterior es muy fácil, ya sólo hay que hacer un par
de cuentitas.

Teorema 3. Si L es una familia de r-gráficas, entonces

ext(n,L(t))− ext(n,L) = o(nr).

Demostración:

Tenemos que (
n
r

)
nr

=
n(n− 1)...(n− r)

r!nr

=
1

r!

(n
n

)(n− 1

n

)
...
(n− r + 1

n

)

=
1

r!
(1)
(

1− 1

n

)
...
(

1− r − 1

n

)
.

Por lo que
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ĺım
n→∞

(
n
r

)
nr

=
1

r!
,

aśı que

ĺım
n→∞

nr(
n
r

) = r!.

Por tanto

ĺım
n→∞

ext(n,L(t))

nr
= ĺım

n→∞

ext(n,L(t))

(n
r)
nr

(n
r)

=
1

r!
ĺım
n→∞

ext(n,L(t))(
n
r

) =
1

r!
ĺım
n→∞

ext∗(n,L(t))− 1(
n
r

)

=
1

r!

[
ĺım
n→∞

ext∗(n,L(t))(
n
r

) − ĺım
n→∞

1(
n
r

)] =
1

r!
ĺım
n→∞

ext∗(n,L(t))(
n
r

) .

De forma análoga se tiene que

ĺım
n→∞

ext(n,L)

nr
=

1

r!
ĺım
n→∞

ext∗(n,L)(
n
r

) .

Luego, por el teorema anterior se sigue que

ĺım
n→∞

ext(n,L(t))

nr
=

1

r!
ĺım
n→∞

ext∗(n,L(t))(
n
r

) =
1

r!
cL
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=
1

r!
ĺım
n→∞

ext∗(n,L)(
n
r

) = ĺım
n→∞

ext(n,L)

nr
.

De modo que

ĺım
n→∞

ext(n,L(t))

nr
= ĺım

n→∞

ext(n,L)

nr
.

Luego

ĺım
n→∞

ext(n,L(t))

nr
− ĺım

n→∞

ext(n,L)

nr
= 0,

lo cual implica que

ĺım
n→∞

[
ext(n,L(t))− ext(n,L)

nr

]
= 0.

Aśı que ext(n,L(t)) − ext(n,L) = o(nr), que es lo que queŕıamos
demostrar.

Q.E.D.

Finalmente podemos demostrar el Teorema 3.

Teorema 3 Sea H una hipergráfica r-uniforme y sea

H = {H − e : e es una r-upla de H}.
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Entonces

f(n,H)− ext(n,H) = o(nr)

(En otras palabras, f(n,H)�
(
n
r

)
y ext(n,H)�

(
n
r

)
convergen al mismo

ĺımite)

Demostración:

Sea L = {H}, entonces L− = H y, por el Lema 6, H(2) ⊆ L+. Luego,
por el Lema 1 (recuerde que también es válido para hipergráficas),
tenemos que

ext(n,H) ≤ f(n,H) ≤ ext(n,H(2)).

Y por el Teorema 11 se sigue que

ext(n,H(2)) ≤ ext(n,H) + o(nr),

por lo que

ext(n,H) ≤ f(n,H) ≤ ext(n,H(2)) ≤ ext(n,H) + o(nr),

entonces

ext(n,H)− ext(n,H) ≤ f(n,H)− ext(n,H) ≤ o(nr),

de modo que
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0 ≤ f(n,H)− ext(n,H) ≤ o(nr).

Ahora, para cualquier función h(n) tal que h(n) ∈ o(nr), sucede que

ĺım
n→∞

h(n)
nr = 0, por lo que

0 = ĺım
n→∞

0 ≤ ĺım
n→∞

f(n,H)− ext(n,H)

nr
≤ ĺım

n→∞

h(n)

nr
= 0,

por tanto

ĺım
n→∞

f(n,H)− ext(n,H)

nr
= 0,

lo que quiere decir que

f(n,H)− ext(n,H) = o(nr).

Q.E.D.



Apéndice A

Teorema de Turán

En esta sección presento el Teorema de Turán.

Para un entero positivo r y n ≥ r − 1, decimos que la única gráfica
completa (r − 1)-partita con n vértices, cuyos elementos de la parti-
ción difieren en tamaño a lo más en 1, es una Gráfica de Turán, la
denotamos por Tr−1(n), y decimos que tiene tr−1(n) aristas.

Para n < r− 1 también usaremos esta definición, permitiendo que los
elementos de la partición sean vacios, entonces claramente

Tr−1(n) = Kn

para cada n ≤ r − 1.

Observemos que la gráfica Tq(n), introducida en el Caṕıtulo 1, es una
Gráfica de Turán. Primero contaremos sus aristas.

Dado que el tamaño de los elementos de la partición de Tq(n) difiere
a lo más en 1, podemos ver la gráfica de la siguiente forma:

85
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Sea r = r(n, q) el residuo de dividir n por q, i.e. n = mq+r para algún
entero m y 0 ≤ r ≤ q. Sea n′ = n− r. Sea {V1, . . . , Vq} la partición de
V (Tq(n)).

Entonces Tq(n) es la gráfica q-partita completa que tiene n′

q
+1 vértices

en los primeros r elementos de la partición (V1, . . . , Vr) y n′

q
vértices

en el resto de los elementos de la partición(Vr+1, . . . , Vq).

......

1 r q

...

Figura A.1:

Para cada i ∈ {1, . . . , r} escojamos un vértice xi ∈ Vi. Observemos
que Vi − xi tiene n′

q
vértices; de modo que

[V1 − x1 ∪ · · · ∪ Vr − xr ∪ Vr+1 ∪ · · · ∪ Vq] = G

es una gráfica q-partita completa con n′ vértices y n′

q
vértices en cada

elemento de la partición (Figura A.1).

Para contar las aristas de Tq(n) contaremos las aristas de G y después
las aristas con las que los vértices x1, . . . , xr contribuyen.
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Notemos que cada vértice de G está unido con todos los vértices menos
los que se encuentran en el mismo elemento de la partición, i.e. cada
vértice de G tiene n′ − n′

q
vecinos, de modo que aqúı tenemos

n′(n′−n′
q

)

2

aristas.

Por otro lado, como cada xi está en un elemento de la partición dis-
tinto,

[{x1, . . . , xr}]

es una gráfica completa, por lo que aqúı contamos
(
r
2

)
aristas más.

Ahora contemos las aristas que van de {x1, . . . , xr} a G. Cada xi es
vecino de todos los vértices de G excepto los vértices de Vi, ésto es,
cada xi tiene n′ − n′

q
vecinos. Aśı que aqúı tenemos

r(n′ − n′

q
)

aristas.

Aśı tenemos la siguiente igualdad.

e(Tq(n)) =
n′(n′ − n′

q
)

2
+ r
(
n′ − n′

q

)
+

(
r

2

)

=
n′

2

(n′q − n′
q

)
+ 2r

(n′q − n′
2q

)
+

(
r

2

)
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=
(
n−

n′ − n′

q

2

)
(n′ + 2r) +

(
r

2

)

= n′
(q − 1

2q

)
(n′ + 2r) +

(
r

2

)
(A.1)

Sustituyendo n′ en (A.1), tenemos que

e(Tq(n)) = (n− r)
(q − 1

2q

)
(n− r + 2r) +

(
r

2

)
,

de modo que

e(Tq(n)) =
(q − 1

2q

)
(n2 − r2) +

(
r

2

)
. (A.2)

De este resultado vemos que,

e(Tq(n)) =
1

2

(
1− 1

q

)
n2 −

(q − 1

2q
r2 +

(
r

2

))

y dado que r ≤ q, q−1
2q
r2 +

(
r
2

)
∈ O(n)

e(Tq(n)) =
1

2

(
1− 1

q

)
n2 +O(n),

�

Ahora si, veamos el Teorema de Turán
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Teorema 1. (Turán, 1941) Para cada pareja de enteros r, n con r > 1,
cada gráfica G con n vértices y ext(n,Kr) aristas, tal que Kr * G, es
Tr−1(n).

Demostración:

Se hará por inducción sobre n.

Para n ≤ r − 1 tenemos que G = Kn = Tr−1(n), pues claramente
Kr * Kn.

Hipótesis de inducción. Para cada l tal que n > l ≥ r, toda gráfica G
con l vértices y ext(l,Kr) aristas tal que Kr * G es Tr−1(l).

Para el paso de inducción, sea G una gráfica con n vértices, ext(n,Kr)
aristas y tal que Kr * G.

Como G es maximal en aristas con la propiedad de que no tiene a
Kr como subgráfica, entonces G tiene como subgráfica a K = Kr−1.
Observemos que Kr * G − K, pues Kr * G; de modo que, por
hipótesis de inducción, G −K tiene a lo más tr−1(n − r + 1) aristas,
y cada vértice de G−K tiene a lo más r − 2 vecinos en K (si existe
v ∈ V (G−K) tal que v tiene r−1 vecinos en K entonces K+v = Kr

en G, lo cual contradice la elección de G). Luego

|E(G)| ≤ tr−1(n− r + 1) + (n− r + 1)(r − 2) +

(
r − 1

2

)
. (A.3)

Ahora veremos que

tr−1(n− r + 1) + (n− r + 1)(r − 2) +

(
r − 1

2

)
= tr−1(n) (A.4)
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Para probar la igualdad observemos la gráfica de Turán Tr−1(n) (Figu-
ra A.2). Notemos que Tr−1(n)−Tr−1(n−r+1) = Kr−1 (Tr−1(n−r+1)
está sombreado en la figura), la cuál tiene

(
r−1
2

)
aristas; y que cada uno

de los n−r+1 vértices de Tr−1(n−r+1) están unidos a r−2 vértices
de Kr−1, pues la gráfica es r − 1-partita completa. De modo que la
igualdad es cierta.

v

Kr-1

Figura A.2: T 4(n)

Puesto queG es extremal paraKr yKr * Tr−1(n), entonces e(Tr−1(n)) ≤
e(G), de modo que, por A.3 y A.4,

|E(G)| = tr−1(n). (A.5)

Por tanto, cada vértice de G−K tiene exactamente r − 2 vecinos en
K, tal como los vértices x1, . . . , xr−1de K.
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Para i = 1, . . . , r − 1 sea Vi := {v ∈ V (G)|vxi /∈ E(G)} el conjunto
de todos los vértices de G cuyos r − 2 vecinos en K son precisamente
todos menos xi. Veamos que {Vi} es una partición de V (G).

(1) Sea v ∈ V (G), entonces existe i ∈ {1, . . . , r−1} tal que vxi /∈ E(G),
pues cada vértice de G tiene r − 2 vecinos en K; aśı ∪Vi = V (G).

(2) Sea v ∈ Vj ∩ Vk, luego vxj, vxk ∈ E(G), y como v tiene r − 2
vecinos en K sucede que j = k.

(3) Para cada i ∈ {1, . . . , r − 1}, xixi /∈ E(G), aśı que Vi 6= φ.

Ahora veamos que cada Vi es un conjunto independiente. Supongamos
que existe i ∈ {1, . . . , r−1} tal que Vi no es independiente, i.e. existen
u, v ∈ V1 tales que uv ∈ E(G), y entonces

[{x1, . . . , xi−1, u, v, xi+1, . . . , xr−1}]

es completa y tiene r vértices, luego Kr ⊆ G; pero ésto es una contra-
dicción, por tanto cada Vi es independiente.

Aśı, tenemos que G es r−1-partita. Se puede ver que Tr−1(n) es la úni-
ca gráfica r− 1-partita con n vértices y el máximo número de aristas.
Aśı afirmamos que G = Tr−1(n), lo cual se sigue de la extremalidad
asumida para G.

Q.E.D.





Apéndice B

Teorema de Ramsey

La Teoŕıa de Ramsey es realmente extensa, básicamente la idea que
presenta es la de que en todo sistema suficientemente grande existe
siempre cierta regularidad. Dado que el tema da para libros y libros
al respecto, me restrinjo a presentar algunos de los resultados básicos
referentes a la Teoŕıa de Gráficas.

Teorema 2. En toda colección de seis personas sucede que tres de ellas
se conocen mutuamente o tres de ellas no se conocen mutuamente.

Este simpático resultado equivale a que en una gráfica K6 2-coloreada
simpre encontraremos un triángulo monocromático (Figura B.1). En
su versión más simple, el Teorema de Ramsey dice que para n un
entero, cada gráfica G suficientemente grande contiene a Kn o a K̄n.
Aqúı demostraremos una versión un poco más general.

Primero veamos unas definiciones.

Diremos que n → (l) si dada cualquier 2-coloración por aristas de
Kn existe un conjunto T ⊆ V (Kn) de cardinalidad l tal que [T ] (que
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Figura B.1:

es un K l) es monocromático, en cuyo caso diremos que T es un K l

monocromático (Figura B.2). Luego el teorema anterior equivale a la
afirmación 6→ (3).

Diremos que n→ (l1, . . . , lr) si, para cada r-coloración por aristas de
Kn existe i, 1 ≤ i ≤ r, y T ⊆ V (Kn) de cardinalidad li tal que [T ]
está coloreada de color i (i.e. todas las aristas entre los vértices de T
tienen el color i).

Observemos lo siguiente:

1) Si l′i ≤ li, 1 ≤ i ≤ r, y n → (l1, . . . , lr), entonces n → (l′1, . . . , l
′
r).

Puesto que K l′i ⊆ K li , de modo que si Kn contiene un K li de color i,
también contiene un K l′i de color i (Figura B.3).

2) Si m ≥ n y n→ (l1, . . . , lr), entonces m→ (l1, . . . , lr).

Puesto queKn ⊆ Km, una r-coloración deKm induce una r-coloración
de Kn, para esta última existe i tal que existe K li coloreada de color
i, y K li ⊆ Kn ⊆ Km (Figura B.4).
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[T]

Figura B.2: en la coloración de K4 [T ] es un K3 monocromático

3) Sea σ una permutación del conjunto {1, ..., r}. Entonces n→ (l1, . . . , lr)
si y sólo si n→ (lσ(1), . . . , lσ(r)).

4) n→ (l1, . . . , lr) si y sólo si n→ (l1, . . . , lr, 2).

En particular l1 → (l1, 2).

Demostremos ésto:

Supongamos n→ (l1, . . . , lr). Hay que demostrar n→ (l1, . . . , lr, 2).

Consideremos una r + 1-coloración de Kn. Si tenemos una arista e de
color r + 1 entonces se cumple que hay un conjunto T de dos vértices
tal que [T ] es de color r + 1 (a saber, los extremos de e); si no hay
aristas coloreadas con r+ 1, entonces Kn está coloreada con r colores,
es decir, tenemos una r-coloración de Kn, luego, por hipótesis, existe
i tal que 1 ≤ i ≤ r tal que K li está coloreada de color i. En cualquier
caso tenemos que existe j tal que 1 ≤ j ≤ r + 1 tal que existe Kj

coloreada de color j, por lo que n→ (l1, . . . , lr, 2).
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Figura B.3: Observación 1

Ahora supongamos que n → (l1, . . . , lr, 2). Hay que demostrar que
n→ (l1, . . . , lr).

Consideremos una r-coloración de Kn. En particular es una r + 1-
coloración de Kn (donde ninguna arista está pintada de r + 1) de
modo que existe j, 1 ≤ j ≤ r + 1, tal que existe una K lj coloreada de
color j, puesto que no hay aristas de color r + 1, entonces 1 ≤ j ≤ r,
por lo que n→ (l1, . . . , lr).

Definimos la Función de Ramsey R(l1, . . . , lr) como el mı́nimo n tal
que n→ (l1, . . . , lr).

Por las observaciones 1) a 4), tenemos que R es monótona en cada
variable y totalmente simétrica.

Teorema 3. (Ramsey) La función R está bien definida, ésto es, para
cada l1, . . . , lr existe n tal que

n→ (l1, . . . , lr)
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Figura B.4: Observación 2

Demostración:

Primero haremos la prueba para el caso r = 2. Una vez teniendo ésta
es sencillo hacerla para el caso general, de hecho podŕıamos hacerlo
desde el principio, pero me parece que haciendo primero este caso
quedan las cosas más claras.

Realizaremos inducción simultanea en l1 y l2.

BASE DE INDUCCIÓN. Por 4) l→ (l, 2) y por tanto para toda l ≥ 2,
R(l, 2) existe. Del mismo modo R(2, l) existe.

HIPÓTESIS DE INDUCCIÓN. Existen R(l1, l2 − 1) y R(l1 − 1, l2).

PASO INDUCTIVO.

Demostremos que R(l1, l2 − 1) +R(l1 − 1,−2)→ (l1, l2).

Sea n = R(l1, l2 − 1) +R(l1 − 1,−2).
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Sea χ una 2-coloración de Kn. Fijemos v ∈ V (Kn) y definamos los
siguientes conjuntos:

A1v = {y ∈ V (Kn) | χ(vy) = 1};

A2v = {y ∈ V (Kn) | χ(vy) = 2} = V (Kn)− A1v − {v}.

Entonces sucede que |A1v|+ |A2v| = n− 1, de modo que

(a) |A1v| ≥ R(l1 − 1,−2)

o bien

(b) |A2v| ≥ R(l1, l2 − 1).

Esto es cierto pues si ambos son falsos se tiene que

n− 1 = |A1v|+ |A2v| ≤ R(l1, l2 − 1)− 1 +R(l1 − 1,−2)− 1 = n− 2,

lo cual es una contradicción.

Supongamos que (a) es cierto. Luego, por la definición de R, existe
T ⊆ A1v tal que |T | = l2 y [T ] es una K l2 coloreada de color 2 ó existe
S ⊆ A1v tal que S = l1 − 1 y [S] es una K l1−1 coloreada con color 1.

Si sucede lo primero ya tenemos lo que queŕıamos; si sucede lo segundo,
sea S∗ = S ∪ {v}. Notemos que, dado que S ⊆ A1v, entonces para
cada s ∈ S, xs es de color 1, por lo que S∗ es una gráfica completa
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con l1− 1 + 1 = l1 vértices coloreada con color 1 en Kn, que es lo que
queŕıamos.

El argumento cuando (b) es cierto es totalmente análogo. Por lo tanto
R(l1, l2 − 1) + R(l1 − 1,−2) → (l1, l2). De modo que el Teorema es
cierto para r = 2.

Ahora lo demostraremos para cualquier r.

BASE DE INDUCCIÓN. Por 4) existen

R(1, 2, . . . , 2) = R(2, 1, . . . , 2) = · · · = R(2, . . . , 2, l) = l.

HIPÓTESIS DE INDUCCIÓN. Existen

R(l1 − 1, . . . , lr), . . . , R(l1, . . . , lr−1, lr − 1).

PASO INDUCTIVO.

Demostraremos que 2 +
r∑
i=1

[R(l1, . . . , li − 1, . . . , lr)− 1]→ (l1, ...lr)

Sea n = 2 +
r∑
i=1

[R(l1, . . . , li − 1, . . . , lr) − 1]. Sea C una r-coloración

de las aristas de Kn. Fijemos v ∈ V (Kn), y para cada i, 1 ≤ i ≤ r,
definamos:

Aiv = {y ∈ V (Kn) | χ(vy) = i}.

Observemos que {Aiv} es una partición de V (Kn)− {v}, luego
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r∑
i=1

|Aiv| = n− 1;

y entonces, sucede una de las siguientes desigualdades,

(a1) |A1v| ≥ R(l1 − 1, . . . , lr);

(a2) |A2v| ≥ R(l1, l2 − 1, . . . , lr);

.

.

.

(ar) |A1v| ≥ R(l1, . . . , lr − 1).

Esto último es cierto pues de lo contrario

n−1 =
r∑
i=1

|A1v| ≤ [R(l1−1, . . . , lr)−1+...+R(l1, . . . , lr−1)−1] = n−2,

lo cual es una contradicción.

Supongamos que (a1) es cierto. Por la definición de R existe T1 ⊆ A1v

tal que |T1| = l1− 1 y [T1] es una K l1−1 coloreada con color 1, o existe
j con 2 ≤ j ≤ r tal que existe Tj ⊆ A1v tal que |Tj| = lj y [Tj] es una
K lj coloreada de color j.

Si sucede lo segundo ya tenemos lo que queŕıamos; si sucede lo primero,
notemos que para cada y ∈ A1v, vy es de color 1, luego, dado que
T1 ⊆ A1v, para cada y ∈ T1, vy es de color 1, tenemos que T1 ∪ {v}
tiene l1 vétices y está coloreado de color 1, que es lo que queŕıamos.

Si (ai) es cierto para i 6= 1, el argumento es análogo. Por tanto
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2 +
r∑
i=1

[R(l1, . . . , li − 1, . . . , lr)− 1]→ (l1, . . . , lr),

lo cual demuestra el Teorema.

Q.E.D.
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