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NOTACION

N Conjunto de los nimeros naturales

Z Conjunto de los niimeros enteros

R Conjunto de los nimeros reales

C Conjunto de los nimeros complejos

S or Tk Suma de los nimeros 1, ...,y

HZ:1 Tr Producto de los nimeros z1,...,x,
(7::) Combinaciones de m elementos de n en n
|| Valor absoluto del nimero real

gof Composicién de las funciones f y g
f! Inversa de la funcién f

sin ¢ Funcién seno

cos ¢ Funcién coseno

tan ¢ Funcién tangente

Inx Logaritmo natural de x

exp (z) Exponencial de x

(Oh(x))/(0x) Derivada parcial de la funcién h(zx)

[ h(z)dx Integral de la funcién h(z)

[(a)= [;Cett" 1 dt Funcién Gamma

Ty Producto de los vectores = y y

[|z]| Norma del vector

zT Vector transpuesto

A1 Inversa de la matriz A

|A| = det (A) Determinante de la matriz A

J(A) Jacobiano de la matriz A

H(A) Hessiano de la matriz A

(Q, Z, P) Espacio de probabilidad

Z Variable aleatoria (continua o discreta)
P[Z <z]=F(z) Funcién de distribucién de Z (caso continuo o discreto)

P[Z =z = f(2) Funcién de densidad de Z (sélo en el caso discreto)



Esperanza de Z
Varianza de Z

Funcién indicadora de la variable x sobre el conjunto C'



Introduccion

Una de las principales caracteristicas que se desean en un modelo de series de tiempo es que su compor-
tamiento sea estable con respecto al tiempo. Esto obedece a aspectos de interpretacién, de parsimonia y en
ocasiones para facilitar procedimientos de estimacién (Tukey, 1967 y Box y Jenkins, 1976). Para presevar es-
ta caracteristica, en un principio, se considerd la construccién de modelos de series de tiempo cuya funcién
de distribucién es normal. Sin embargo, el uso de estos modelos se ha visto limitado debido a las complejas
estructuras de dependencia observadas en distintas series. En respuesta a esto Lawrance y Lewis (1980) plan-
tearon la construccién de modelos cuya distribucién marginal es exponencial (EARMA(p,q)). Otros modelos
con distribuciones marginales pertenecientes a otras familias se encuentran en Gaver y Lewis (1980) y Lawrance
(1982) para mezclas de distribuciones exponenciales y para distribuciones gamma; McKenzie (1986, 1988) para
distribuciones Poisson y binomial negativa; Joe(1996) para distribuciones infinitamente divisibles y cerradas

bajo convolucién.

En Pitt et. al.(2002) se introduce un método flexible para la construccién de modelos autorregresivos de
orden uno estrictamente estacionarios con distribucién marginal arbitraria, y mediante la generalizacién de
este método (Raftery, 1985) en Mena y Walker (2007a) se presenta la construccién de modelos no lineales
con distribucién marginal no gaussiana. A partir de esta construccién Mena y Walker (2007b) establecen las
condiciones bajo las cuales el modelo GH-ARCH es estrictamente estacionario. La manera en que se construye

y estima este ultimo modelo se considerara en el desarrollo del presente texto.

Con esto en mente, se parte de los conceptos basicos que permitan al lector potencial la ficil comprensién de
los temas tratados subsecuentemente. Es asi que el siguiente escrito se compone de tres partes. En la primera se
describen los conceptos bésicos sobre el andlisis series de tiempo. Una vez que se ha estudiado la estructura basica
de una serie de tiempo, se procede al andlisis de las distintas representaciones de un proceso estacionario. Entre

estas representaciones se destaca el uso de los modelos MA, AR, ARMA y ARCH. Posteriormente se examinaran

IX



algunos de los métodos de estimacién para los modelos ARMA(p,q) y ARCH(p), donde nos centraremos en el
método de momentos y en el de maxima verosimilitud. Asimismo se presentaran los distintos criterios para
la seleccién de un posible modelo. La finalidad de la segunda parte es presentar, de manera general, el uso
de modelos de mezclas finitas para la construccién de distribuciones complejas. Partiendo de esta premisa, se
define al modelo de mezclas finitas como la combinacién lineal de distintas densidades. Ademds se examinan
los distintos métodos para estimar los pardametros producidos en la mezcla, dando un especial énfasis al uso
del algoritmo EM (Dempster, 1977). Por tltimo se mencionan dos elementos bésicos para la construccién del
modelo GH-ARCH. El primero de estos es el uso del muestreo de Gibbs para la construccién de modelos de
primer orden a través de variables latentes, y en algunos casos para la estimacién de este modelo. El segundo
corresponde a la descripcién de la distribucién hiperbélica generalizada, debido a que esta distribucién es
fundamental para la construccion de la probabilidad de transiciéon del modelo GH-ARCH. En la tercera parte se
presenta de manera detallada la construccién del modelo GH-ARCH estrictamente estacionario. La estimacion
de los parametros producidos en este modelo se hace a través del algoritmo EM. Empero, debido a la forma que
toma la probabilidad de transicién, la maximizacién en términos analiticos en el Paso-M no es posible. Para
solucionar esto ultimo se empleo el algoritmo de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS). Por tltimo, para
ilustrar el uso y estimacién de este modelo, se analizaran las bases de datos que corresponden al precio diario de
las acciones emitidas por JP MORGAN CHASE CO, CIT GROUP INC (DEL), AMER INTL GROUP NEW
e INTL BUS MACHINE del 10 de julio de 2008 hasta el 10 de julio de 2009. Estos datos se eligieron debido a
que su comportamiento implica una estructura de dependencia mas compleja en relacién con el uso de modelos

lineales.
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Capitulo 1

Conceptos Fundamentales

Considerando los conceptos expuestos en Brockwell et. al.(2002) y en William (1990), el presente capitulo
tiene la finalidad de introducir algunas de las ideas bésicas para el andlisis de series de tiempo. En primera
instancia, se define una serie de tiempo como un proceso estocastico. A partir de esta definicién se estudian
algunas de sus principales carateristicas. Entre estas propiedades, se describen las condiciones bajo las cuales
la serie es estacionaria en distribucién, ya sea en un sentido débil o estricto; asimismo se define la media,
varianza, covarianza, correlacion y la funcién de autocorrelacion parcial. La manera en que se estiman la media,
varianza y autocorrelacion se expone en la Seccién 1.3. En la siguiente seccion se plantea el modelo de series de
tiempo como una mezcla de tendencias, ciclos y de componentes irregulares, ademas se estudian algunos de los
principales métodos para estimar cada uno de estos componentes. Por ltimo, teniendo en cuenta que algunas
caracteristicas de los modelos que se estudiardn en el Capitulo 2 dependen de la solucién de las ecuaciones de
diferencias lineales, en la Seccién 1.5 se da un panorama general sobre la forma en que se obtienen las raices de

estas ecuaciones.

1.1. Proceso estocastico

Un proceso estocdstico es un conjunto de variables aleatorias {Z; },cr indexadas por un conjunto 7 € T,

que puede ser finito o infinito dependiendo del fenémeno a modelar. Por ejemplo, si

ZTL:ZO+§1+”'+£TL7
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donde &1,&s,... son variables aleatorias con funcién de densidad comun, y si Zjp es una variable aleatoria
independiente de las &;, entonces Z,, es un proceso estocastico. Este proceso es conocido como la caminata

aleatoria.

Figura 1.1: Ejemplo de una caminata aleatoria que consiste de 100 realizaciones, donde Zy =0y & ~ N (0,1).

Definicién 1. Una serie de tiempo {Z;}-cr es una sucesion de observaciones tomadas en intervalos iguales

de tiempo.

Por lo tanto, una serie de tiempo es un caso particular de un proceso estocastico, donde el conjunto de
subindices corresponde al conjunto de los niimeros enteros, es decir T' = Z. Para simplificar un poco la notacion
simplemente escribiremos {Z; };er como {Z;}.

Por lo general, la manera en la que se estudian estos procesos es a patir de su funcién de distribucién. De esta
manera, si consideramos un conjunto finito de variables aleatorias {Z;,, Zs, ..., Z;, } provenientes del proceso

estocdstico {Z; : t = 0,+1,+2,...}, la funcién de distribucién de dimensién n se define mediante
F<Zt17~ cey Ztn) = ]P)[Ztl S Ztl? ey Ztn S Ztn]'
Definicién 2. Se dice que un proceso es estacionario de orden n si

F(Ztl?"'7ztn) :F(Ztl_;,_k-,...,ztnﬂ_k’), (11)
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para ty,...,t, € Z y k € Z. Ademds se dice que un proceso es estrictamente estacionario si (1.1) se cumple

paran =1,2,....

Sin embargo, debido a la compleja estructura de correlacién que se presenta en algunas series, en términos

practicos es dificil considerar la definicion 2. Por esta razén se plantea la siguiente definicion:

Definicién 3. El proceso {Z;} es débilmente estacionario si sus primeros m < n momentos existen y ademds

no dependen del tiempo.

Es asi que a lo largo del presente texto se trabajard con procesos estrictamente estacionarios y que solo toman

valores en el conjunto de nimeros reales. Entonces para un determinado proceso {Z;}, su media se define como
Mt = E [Zt]a
su varianza
o; =E[(Z — m)?),
la covarianza entre Z;, y Z;,
v (t,te) = E[(Ze, — pey ) (21, — i)

y la correlacién entre Z;, y Z,
(s te)

1/0t11/0t2

Debido a que estamos considerando procesos estrictamente estacionarios, su media pu; = p es constante, siem-

p(ti,t2) =

pre que E[|Z;|] < oco. Del mismo modo, si E[Z?] < oo, entonces 07 = o2 para toda t. Ademds, dado que

F (24, 2t,) = F (24,4, #t,+k) Para cualesquiera nimeros enteros t1, to, k, se tiene que

v (t1,te) =y (t1 + k,ta + k)

p(t17t2) = p(tl +k7t2 +k)

Sity =t—kyts =1 entonces
v (ti,t2) =7 (t —k,t) =y (t,t+ k) =~ (k),

p(tita) = p(t =k t) = p(t,t+k) = p(k).
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Por lo tanto, para un proceso estacionario con media y varianza constantes, se define la covarianza entre Z; y
Zi41 como

v (k) = Cov (Zy, Zyk) = BE[(Zy — p) (Zeyr — ) ],
en donde Cov (Z;, Z) solamente es una funcién de la diferencia entre los tiempos |t — s|. Si se define a la funcién
de correlacion entre Z; y Zi4j como
~ Cov(Zy, Ziyr) (k)
/2 \/@ 7 (0)

entonces para un proceso estrictamente estacionario con los dos primeros momentos finitos, la covarianza y la

p (k)

correlacién entre Z; y Zy4y, sélo dependerd de la diferencia del tiempo.
Es fécil ver que para un proceso estacionario la funcién de autocovarianza y la funcién de autocorrelacién

tienen las siguientes propiedades

3. v (k) =~ (=k)yp(k) =p(—k), VE,

es decir, v (k) y p (k) son funciones pares y por lo tanto simétricas alrededor del 0. Esto se deduce del hecho de
que la diferencia de tiempo entre Z; y Zy1x v Zy y Zi—j es la misma. Otra propiedad importante de v (k) y de

p (k) es que son no-negativas definidas en el sentido que

n

D> iy ([t —t) >0 (1.2)

i=1 j=1
y
n n
D> aiajp (i —t)) >0 (1.3)
i=1 j=1
para todo conjunto de puntos en el tiempo t1,...,t, y para cualesquiera niimeros reales aq, ..., a,. El resulta-

do (1.2) se deduce del hecho de que

n

0<o? :ZZaioszov(Zt“ZtJ) :ZZOLILO@"Y (It1 —¢41) -

i=1 j=1 i=1 j=1

Se puede demostrar un resultado similar para p (k) en (1.3) si se divide la desigualdad (1.2) entre 7 (0). Por
lo tanto es importante saber que no cualquier funcién que cumpla las condiciones 1 a 3 puede ser una funcién
de autocovarianza o de autocorrelacién para un proceso. Una condicién necesaria para que cualquier funcién

sea de autocoavarianza o de autocorrelacién es que sea no-negativa definida.
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1.2. Funcién de autocorrelacion parcial

Ademas de la correlacién entre Z; y Z; 1, es deseable conocer la correlacién entre Z; y Zyy . después de que

la dependencia lineal entre las variables Z;;1,..., Z;1x—1 se ha eliminado, es decir,
Corr (Zt, Zt+k| Zt+1, ey Zt+k—1)~

Nos referimos a esta funciéon como la autocorrelacion parcial. Entonces si consideremos un modelo de regresion
donde la variable dependiente Z;, 1, de un proceso estacionario con media cero depende de k variables de retraso,

ZtJrk,h Zt+k727 ey Zt, es decir,

Ziypy = ¢ (k1) Ziyk—1 + 0 (k,2) Zigp—a + -+ @ (k, k) Zy + €44, (1.4)

donde ¢y, ; denota el i-ésimo pardmetro de regresién y €;4 es el error no correlacionado con Z;4_; para j > 1,
y ademads tiene asociado una distribucién normal. Multiplicando por Z;;—; en ambos lados de (1.4) y tomando

esperanza, se tiene que

TU) =0k -1D)+0(k,2)v(G—=2)+---+(k k)7 — k),
entonces,
p(i) =0k )p(G-1)+0(k2)p(G—=2)+ -+ &k Fk)p(j— k).

Para 7 =1,2,...,k, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

p(1) =0k, 1)p(0)+ ¢ (k2)p(1)+ -+ ¢ (k,k)p(k—1)
p2) =0k p(W)+¢(k2)p(1)+-- + ¢ (kk)p(k—2)

pk) =0k ) p(k=1)+¢(k2)p(k=2)+ -+ (kk)p(0)
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Usando la regla de Cramer sucesivamente para k = 1,2, ..., tenemos que
1 p(1) p(2) p(k=2) p(1)
p(1) 1 p(1) p(k—=3) p(2)
k—1 k—2 k—3 1 k
o (k) = p(k=1) p(k=2) p(k-3) p(1)  p(k) (L5)
1 p(1) p(2) p(k=2) p(k—1)
p(1) 1 p(1) p(k=3) p(k-2)
p(k—=1) p(k=2) p(k=3) -~ p(1) 1

donde ¢ (1,1) = p(1). Dado que, por definicién p (0) = ¢ (0,0) = 1 para cualquier proceso, cuando hablamos

de la autocorrelacién y de la autocorrelacién parcial, nos referimos sélo a p (k) y a ¢ (k, k) para k # 0.

1.3. Estimacion de la media, autocovarianza y autocorrelacion

A continuacién, examinaremos las condiciones bajo las cuales podemos estimar la media, la autocovarianza

y, por lo tanto, la autocorrelacion mediante el uso de la media muestral.

1.3.1. Media muestral

Con una sola realizacién, un estimador natural de la media p = E [Z;] de un proceso estacionario es la media

muestral

Z:%Zzt,

t=1

que es el valor promedio de n observaciones. Dado que Z es insesgado y consistente para u, es decir

E(Z] = u,

1 n
lim — = . .
Jm > Zi=p (1.6)
t=1
entonces el estimador anterior es véalido para la media. Ademds, se dice que el proceso es ergddico para la media

si el resultado (1.6) se cumple. Una condicién suficiente para que este resultado sea verdadero es que p (k) — 0
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cuando k — oo. Esto es asf porque p (k) — 0 cuando k — oo implica que para toda € > 0, podemos elegir una

N de manera que |p| < (1/4) € para toda k > N, entonces

1 n—1 2n71
- > p(k)SgZ\p(k)
k=—(n—1) k=0
9 n—1
S*ZV’ I+~ > lp(k)l
k N+1
2 €
< Z —(n — _
_nz|p<k>|+2n<n N-1)
k=0
<e

b

donde elegimos a n lo bastante grande de modo que el primer término de la ultima desigualdad sea menor que

(1/2) e. Esto demuestra que si p (k) — 0 cuando k — oo, entonces

n—1
1
1 —_ =
dm o 2. =0
k=—(n—1)

1.3.2. Funcién de autocovarianza muestral

Un estimador de la funcién de autocovarianza es el siguiente,

Z Z)(Zyr — Z), (1.7)

:nkaZt Zt+k;—Z)

Ahora, considerando que

n—k n—k
S 2= 2)Zk -2 =S [(Z— ) = (Z = )] [(Zusn — 1) — (Z— )]
. :Lik B n—k
=Y (Zi =) (Zork — 1) = (Z =) Y (Ze — )
t=1 t=1
n—k
—(Z - n) Z(Zt+k — 1)+ (n—k)(Z — p)®
n—k

~ Y (Ze— ) (Zesk — 1) = (n = k)(Z = p)?,
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donde aproximamos los términos Y p—+ (Z; — p) y Sor—t (Zesk — p) por (n — k)(Z — ). Entonces,

Bl W] =70 - 22— () viz

n

Es evidente que este estimador es sesgado. A pesar de esto utilizaremos 4 (k) como la funcién de autocova-

rianza muestral para estimar la funcién de autocovarianza ~ (k).

1.3.3. Funcién de autocorrelacién muestral

Para algunas observaciones 71, Zs, ..., Z, de la serie de tiempo {Z;}, la ACF muestral se define como

(k) _ X5 (Z = 2)(Zugs — Z) -
(0) 12’;:1(4_5)2 ;o k=12,

Es importante mencionar que algunas caracteristicas de la serie, como la existencia de ciclos o tendendencias se

pueden determinar a partir de la grafica de la funcién de autocovarianza muestral.

Por ejemplo, en la grafica 1.2 su comportamiento a través del tiempo no es estacionario, dado que para varios
lags consecutivos el ACF es negativo o positivo, este cambio de signos es un claro indicio de que la serie original
contiene tendencias. Sin embargo, en el correlograma 1.3 se puede observar la presencia de ciclos, esto se debe
a la manera en que para distintos periodos de tiempo el comportamiento de los lags se repite. Los distintos
métodos a través de los cuales estos dos componentes se eliminan, o por lo menos se aminoran, se estudian con
detalle en la Seccién 1.4.

Por otra parte, para un proceso Gaussiano estacionario, Bartlett (1946) demostré que para k > 0 y para
kE+j>0,

o0

Cov (p(k), p (k + j)) 2% S lp@pl)+pli+k+i)pli—k)=2pk)p(i)pli—k—j)  (18)

i=—00

—2p(k+7)p (i) pli— k) +2p (k) p(k + ) p (i)?].

Para n grande, p (k) tiene aproximadamente una distribucién normal con media p (k) y varianza

oo

Vip(k) = = S p@)P+pli+k)pi—k) —4pk)p(i)pi—k)+2p (k) p@i)?]. (1.9)

n.
i=—00

Para un proceso en el que p (k) = 0 para k > 0, la aproximacién de Bartlett para (1.9) es la siguiente

~ 1429 (17 +2p(2)7 o+ 2 ()]

Vip (k)]
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Figura 1.3: ACF muestral del consumo trimestal de gas de 1960 a 1986 (en millones).
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En la prictica, se desconocen los valores reales de p (i) (i = 1,2, ..., m) por lo que generalmente son reemplazados

por sus respectivas estimaciones p (i), es por esto que se propone el siguiente error estindar de retraso para p (k):

1
S,s(m:\/n(1+2p?+203+--~+2p3n)~

1.3.4. Funcion de autocorrelacién parcial muestral

La PACF muestral se obtiene al sustituir p (i) por 5 (i) en la Ecuacién (1.8). En lugar de calcular los
complicados determinantes cuando k es grande en (1.8), Durbin (1960) proporcioné un método recursivo para

calcular ¢ (k, k) comenzando con un valor inicial ¢ (1,1) = j (1), de la siguiente manera

A L |
tz?(k+1,k+1):p(’“l)—Zjé:lf(k,yv)pA(k.Jrl—j)
1= 0 (k)P ()

Bajo la hipétesis de que el proceso subyacente corresponde a un ruido blanco, la varianza de ¢ (k, k) se puede

aproximar mediante

VI (kK] =

Entonces, +2/1/n se puede utilizar como los limites criticos de qAS(k, k) para poner a prueba la hipétesis de la

existencia de un ruido blanco.

1.4. Modelo clasico de series de tiempo

Inicialmente, el modelo de series de tiempo se ha pensado como una mezcla de tendencias Ty, ciclos Cy y de
componenetes irregulares e;. Si suponemos que cada uno de estos componentes son independientes y aditivos,

podemos escribir la serie de tiempo Z; como
Zt :Tt+ct+€t.

A continuacién se muestran algunos métodos para estimar cada uno de estos componentes.
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1.4.1. Meétodo de promedios médviles

Este método se desarrolla sobre la hipétesis de que la suma anual de una serie posee poca variacién. Entonces,
considerando que N; = P; + e; es el componente no estacionario de la serie, una estimacién de este factor se
puede obtener utilizando un operador simétrico de promedios méviles, es decir,

m
N = E i Zi—i,
i=—m
donde m € Z* y las \,s son constantes tales que \; = A_; y Z;Z_m A; = 1. Una estimacién del componente de

ciclos se deriva al substraer N; de la serie original, es decir,
Ct - Zt - Nt.

Las estimaciones anteriores se pueden obtener iterativamente a través de la repeticion de los diversos ope-
radores de promedios méviles. El procedimiento anterior de conoce como el ajuste estacionario. El caso mas
sencillo ocurre cuando A\; = A; V ¢ # j, es decir, todos los pesos son iguales, por lo tanto el operador de

promedios moviles se reduce a

- 1
Ny = Ly .
t 2m+1lz t—1i

Por ejemplo, en la gréfica de abajo se muestra la aplicacion este filtro a la serie correspondiente al consumo de

gas en Inglaterra, con m =2, m = 12 y m = 40.
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1200
1

1000
Il

800
Il

600
Il

400

|

S~
DN
>
N\ =
>
>

V ‘,‘q

1960 1965 1970 1975 1980 1985

Figura 1.4: Introduccién de distintos filtros: m=2, m=12 y m=40.

Por lo tanto, los pesos son los siguientes:

1 1
2 Xhi=(=...,2),
® 1N <:5 51)

————

5 veces

123 = (g5 55)
e m=12: \j=(—,...,— |,
25 25

—_———

25 veces

81 veces

Una posible interpretacién de estos filtros es pensarlos como un promedio semanal (m = 2), mensual (m = 12)

y trimestral (m = 40).
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1.4.2. Meétodo de regresién

En este método la serie de tiempo se escribe como un modelo de regresion:
Zt :Tt—I—Ct—i—et (110)

m k
= g JrZOéiUit +Zﬂj Vit + eq,
i1 i=1

donde T; = ag + 27;1 «; Ui es la variable de tendencia y C; = ijl B; Vji corresponde a la variable de
ciclos. De manera general, el componente de tendencias puede ser expresado como un polinomio de orden m

con respecto al tiempo, es decir,

m
/Tt = Q) —1—2041151
=1

Anélogamente, el componente de ciclos se puede expresar como una combinacién lineal de variables indicadoras
0 como una combinacién lineal de funciones seno y coseno de distintas frecuencias. Por ejemplo, la serie ciclica

de periodo d se puede escribir como
s—1
Cy=> B Dj,
j=1
donde
1, sit=j,
0, e.o.c.

Notemos que cuando el ciclo del periodo es igual a s, necesitamos s6lo s — 1 variables dummy. En otras
palabras, (3, se fija para que sea 0 de tal manera que el coeficiente 3; para j # s represente el efecto ciclico del

j-ésimo periodo en comparacién con el periodo s. De manera alternativa, C; se puede escribir de la siguente

15/2] 271 27
o3 () e (7))
J:

donde [s/2] es la parte entera de s/2. Por lo tanto, el modelo (1.10) se convierte en

manera

m s—1
Zt :ao—i—Zaiti—l—Zﬁj Djt+€t (111)
i=1 Jj=1

m [s/2] . .
) 2 2
Zy = g + E o; t* + E [ﬁj sin (Z‘]) + ; cos (?)} + €. (1.12)
i=1 j=1
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Por ejemplo, para la serie anterior, si

Ziy=ap+art+at? + fysin(2z;w) + B sin(4z; 7) + 41 cos(22; T) + v cos(4z; ) + ey, (1.13)

el modelo estimado en comparacion con la serie original se muestra a continuacion

1200
1

1000

400
Il

200
|

1960 1965 1970 1975 1980 1985

Figura 1.5: Estimacién de la serie mediante un modelo de regresién de segundo grado, donde (- - -) es el modelo

estimado y (—) es el modelo observado.

Para un determinado conjunto de datos Z; y para valores especificos de m y s, el método de regresion

por minimos cuadrados se puede utilizar para estimar oy, 3; y 7;. Las estimaciones de T3, S; y e; para la
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Ecuacién (1.11) estdn dadas por

m

Ty =do+ Y &t

i=1

s—1
C, = Z Bj Djy,
=1

ét:Zt_

T, — Cy.

De manera anéloga, para la Ecuacién (1.12), tenemos que,

Ty :a0+zm:dit",

i=1

A o -
Cy = Zl [ﬂj sin (s) + 4; cos ( .
‘7:

ét:Zt—Tt—ét.

Para el modelo anteriormente planteado, la estimacién de cada uno de sus pardametros se muestra en la siguiente

tabla:
Pardmetro Estimacién
%) 3.371e+02
a1 1.951e+03
Qo 3.868e+-02
Y1 1.730e+02
51 -3.396e+01
Yo 4.186e+-00
B 4.933e+12

Cuadro 1.1: Estimacién de los pardmetros para el modelo (1.13).
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1.4.3. Meétodo de diferencias
Definimos al operador de diferencias 57 como
vV (Zy) = (V7 (Z), para j>1 con v (Z)=Zi—Zia y V' (Z) = Zy
Por ejemplo,

V2% =v(VZ)=(0-B)(1-B)Z =(1-2B+ B2

=7y —2Z1 1+ Zy o,
donde B Z; = Z;_1 se define como el operador de retraso. Entonces, si el operador 1/ es aplicado a
T, =ap+ ag t,
obtenemos la funcién constante
Vhi=Ti—Ti-1=ag+a1t—(awg+a(t—1)) =a.

De la misma manera, cualquier polinomio con tendencias de grado m puede reducirse a una constante

mediante la aplicacion del operador 57"". Por ejemplo, si
Zy =Ti + e,

donde
T, = ag + Z o, tt
i=1

y e; es un proceso estacionario con media cero, al aplicar /" tenemos que
m _ m
V"7 =mlag + v ey,

es un proceso estacionario con media m! a,,. Estas consideraciones sugieren la posibilidad de aplicar el operador

"™z}, que se pueda modelar como la realizacién de un proceso estacionario.

v/ hasta encontrar una sucesién {57
A menudo, en la préctica, el orden necesario de las diferencias m es bastante pequenio, con frecuencia es de uno
o dos. Esto se basa en el hecho de que muchas de las funciones se pueden aproximar por un polinomio de grado

razonablemente bajo.
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1.5. Ecuaciones en diferencias lineales

La mayoria de los modelos constituidos por un numero finito de parametros hacen referencia tanto a una
variable de salida, Z;, como a una variable de entrada, a;, en términos de ecuaciones en diferencias lineales. Por
lo que a estos modelos se les conoce como Modelos de Ecuaciones en Diferencias Lineales. Las propiedades de
estos modelos dependen de las caracteristicas de las raices de las ecuaciones en diferencias.

En general, una ecuaciéon de diferencias lineales de orden n con coeficientes constantes estd dada por
CoZi+C1 24 1 +Co2Zt o+ -+ CpZy_p = e, (1.14)

donde C; (i =0,1,...,n) son constantes. Sin pérdida de generalidad, vamos a suponer que Cy = 1. La funcién
e en (1.14) es conocida como la funcién de forzamiento. La ecuacién (1.14) se dice que es homogénea si e; = 0,y
no-homogénea (o completa) si e; # 0. Utilizando el operador de retraso C(B) = (1+Cy B+Cy B?>+---+C,, B"),

podemos reescribir (1.14) como

C(B) Zt = €.

Como una funcién de B, donde éste opera en el indice de tiempo ¢, C(B) = 0 es conocida como la ecuacién
auxiliar asociada a la ecuacién lineal de diferencias dada. La solucién de las ecuaciones de diferencias lineales

se basa sobre todo en los siguientes lemas.

Lema 1. Si Zt(l) Y Zt(Q) son dos soluciones de la ecuacion homogénea C(B) Z; = 0, entonces by Zt(l) + by Zt@)

es también una solucion para cualesquiera constantes by y ba

Lema 2. Si Zt(H) es una solucion de la ecuacion homogénea C(B) Zy =0 y C(B) Z; = e; entonces Zt(H) +2ZP)

es una solucion general de la ecuacion completa.

La solucién pérticular de una ecuacién de diferencias dependerd de la forma de la funcién de forzamiento.
Por lo general, el eventual comportamiento de un modelo de series de tiempo es a menudo regido por una
ecuacion homogénea de diferencias. Por lo que, es de vital importancia el tener en cuenta la solucién general de

una ecuaciéon homogénea de diferencias.

Lema 3. Si Z, = bt? y si m es un entero no negativo, donde b es una constante cualquiera y j € Z+ estd fijo

y j <m, entonces (1 — B)™ Z, = 0.

Demostracion. Param = 1, Z; = bt® = b. Es evidente que (1—B) Z; = (1— B) b = b—b = 0. Ahora supongamos
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que (1 — B)™~!Z, = 0. Entonces para Z; = bt?, j <m,

1-B)"Z,=(1-B)"™'1-DB)bt!
=(1=B)" (! — (t -1}

o (o ()err)

Ahora, cada término en la tultima expresién que involucra a t contiene solamente potencias enteras menores a
m— 1. Entonces, por nuestra hipétesis de induccién, cada término es reducido a cero por el operador (1—B)™~!

Por lo que el Lema esta demostrado. O
Se desprende de los Lemas 1y 3 que (1 — B)W[Z;’!Ol bjt’] = 0.

Lema 4. Si(1-RB)™ =0 donde R# 0, m € Z* y Z; = R* ¢ donde j € Z+ yj < m. Entonces (1—RB)™ Z; =
0.

Demostracion. Primero, notemos que
(1-RB)Z;=(1—-RB)R't/
=Rt —Rx R (t—-1)
=R'(1-B)¥
El uso repetido del resultado anterior implica que
(1-RB)™R't = R'(1-B)™¥.
Por lo tanto, el resultado se sigue inmediatamente del Lema 3. O

Finalmente, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1. Sea C(B)Z; = 0 una ecuacidn homogénea de diferencias lineales donde C(B) = 1+ C1 B +
CoyB?+---+C, B". SiC(B):HiALl( — R, B)™i donclezjZ \mi=nyB; =R i=1,2,...,N son raices
de multiplicidad m; de C(B) = 0, entonces Z; = ZZ 1 Zm’_l Rl b;;t7. En pdrticular, si m; = 1 para toda i y
R es distinto para i =1,2,...,n, se tiene que Z; = Zi:l b; Rt.

K2

Demostracion. El resultado se sigue inmediatamente de los Lemas 1, 3 y 4. O




CAPITULO 1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES 19

Notemos que las raices complejas de C'(B) = 0 deben aparecer en pares. Es decir, si (¢ + di) es una raiz,
entonces su complejo conjugado (c+di)* = (¢—di) es tambien una raiz. Pero como un nimero complejo siempre

puede ser escrito en forma polar, entonces,
(¢t di) = a(cos¢ + i sin¢),

donde
a=(+d*)"?

¢ =tan"'(d/c).

Dado que (c+d i)t = of (cos(¢t)+i sin(¢t)), para cada par de raices complejas de multiplicidad m la solucién de
la ecuacién homogénea de diferencias debe contener las secuencias a' cos(¢t), af sin(¢t); t ot cos(¢t), t asin(¢t);

st at cos(gpt), t™ alsin(ot).




Capitulo 2

Modelos Estacionarios

Una vez que se ha descrito la estructura basica de una serie de tiempo y a partir de las definiciones planteadas
en William (1990), se procede al andlisis de las distintas representaciones de un proceso estacionario. De esta
manera, en la primera seccién del presente Capitulo se estudian los modelos MA y AR considerando sus primeros
dos momentos. Sin embargo, como el nimero de parametros para estos dos modelos puede ser prohibitvamente
grande, en la Seccién 2.2 se introduce el modelo ARMA a partir de la mezcla de los modelos autorregresivos
y de promedios moviles. Posteriormente revisaremos algunos de los distintos métodos de estimacién para los
pardmetros del modelo ARMA(p,q). Principalmente nos centraremos en los métodos de momentos y el de
maxima verosimilitud. En la Seccién 2.4 se presentan los distintos criterios para la selecciéon del modelo. La
forma en la que se construye el error en media cuadratica para la prediccién de valores futuros de un modelo

ARMA se explica en la Seccién 2.5.

Como el modelo ARCH es indispensable para la construcciéon del modelo GH-ARCH, en la tltima parte de
este capitulo se proporciona, de manera general, la construccion de este modelo a partir del articulo publicado
por Engle (1982). En esta seccién se desarrollan las principales ideas sobre la construccién, condiciones de

estacionariedad y estimacién del modelo ARCH(p).

21
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2.1. Representacion de procesos MA y AR en series de tiempo

En el andlisis de series de tiempo dos representaciones son especialmente ttiles para expresar un proceso.

Una de estéas es escribir a Z; como una combinacién lineal de variables aleatorias no correlacionadas, es decir,
o0

Zy=p4ar+ra—1 +Prap—o+ - = E Vi ai—j, (2.1)
=0

donde o = 1, {a;} es un ruido blanco con media cero y Z;io Y7 < oo. La Ecuacién (2.1) se define de tal

manera que
2

n
E||Z— E Vi ar—j —0 cuando n — 00,
7=0

donde Z, = Z, — pu. Al introducir el operador de retraso BY z; = x;—; podemos escribir (2.1) como,
Zt = 1/1(3 ) ay

donde 9 (B) = »~7° y4; B7. El proceso (2.1) es conocido como Modelo de Promedios Moviles, MA, en el analisis
de series de tiempo. Wold (1938) demostré que un proceso estacionario no deterministico siempre se puede
expresar como (2.1). Entonces esta representacién es conocida en la literatura como la representacién de Wold,
y todo proceso que pueda ser representado de esta forma es conocido como proceso no deterministico.

Es fécil demostrar que para el proceso descrito en (2.1)

E[Z] =, (2.2)
ViZi) =02 ) o5
§=0
y
o2, paraj =0,
]E [atZt} =
0, sij>0.
Entonces,
. . oo [oe] (oo}
YR =B(Z Zipk) =B | DY tithjariarj| =00 > itk (2.3)
i=0 j=0 i=0
y
o Viivk
p(k) = Z07+ (2.4)

Yizo Vi
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Evidentemente (2.3) y (2.4) son funciones que dependen de la diferencia del tiempo k. Sin embargo, dado
que se trata de sumas infinitas, para que el proceso sea estacionario tenemos que demostrar que v (k) es finita
para cada k. Ahora,

)
Iy (k) = B [Ze Zisil < [VIZ] V[Zei]]? = 02 ) 02,
j=0
Por lo tanto, una condicién necesaria para que el proceso (2.1) sea estacionario es Z;io %2' < 0.
Otra forma ttil de escribir al proceso Z; es mediante una representaciéon Autorregresiva, AR, en la cual

regresamos el valor de Z al tiempo t sobre su propio pasado més un error aleatorio, es decir,
Zy=m1Zta+me o+t ar

0 equivalentemente,

7(B) Z; = ay, (2.5)

donde m(B) = 13272 m; B y 1+ 3272, |mj] < 0o. Box y Jenkins (1976) llaman a un proceso invertible si
se puede escribir de la forma (2.5). Para un proceso lineal Z; = ¢ (B) = a; invertible que puede ser escrito
en términos de un proceso AR, las raices de (B) = 0, como una funcién de B, deben quedar fuera del
circulo unitario. Es decir, si § es una raiz de ¢(B), entonces |3| > 1, donde | - | corresponde a una métrica
Euclideana. Es facil observar que no todos los procesos estacionarios son invertibles y que un proceso invertible
no necesariamente es estacionario.

Por el resultado de Wold, para que el proceso (2.5) sea estacionario, este deberd poder ser reescrito en una

representacién MA, es decir,

. 1
Zy = 7r(B) ay = @/’(B) Q.

de tal manera que Z?io 1/)]2- < oo se satisfaga. Para lograr que esta condicién se cumpla es necesario que todas
las raices de w(B) = 0 se encuentren fuera del circulo unitario, es decir, || > 1.

Aunque las representaciones de los procesos de promedios moviles y autorregresivos son ttiles, no son los
modelos que se utilizan al principio. Esto se debe a que contienen un niimero infinito de parametros, imposibles
de calcular a partir de un ntmero finito de observaciones. Si sélo un nimero finito de pesos 7 son distintos de
cero, T = ¢1,T2 = ¢2,...,T, = ¢p ¥ T, = 0 para k > p, entonces el proceso resultante es conocido como un

proceso autoregresivo de orden p, entonces escribimos

Z - ¢1 Zi g — =y Z.tfp = ay. (2.6)
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Analogamente, en la representacién de un proceso de promedios méviles, si sélo un niimero finito de pesos ¥
son distintos de cero, Y1 = —b61,92 = —0a,...,9q = =0, y ¥, = 0 para k > g, entonces el proceso resultante se

conoce como proceso de promedios méviles de orden g, el cual se escribe de la siguiente manera
Zt = Q¢ —91 At —1 —~--—9qat,q. (27)

Sin embargo, aunque nos limitemos a un orden finito en los procesos (2.6) y (2.7) el nimero de pardmetros
puede ser prohibitivamente grande. Una alternativa natural es la mezcla de los modelos autorregresivos y de
promedios moviles

Z'tféblZ.t—l*"'*¢pZ't—p:at*9lat—1*"'*9qat—q-

Para un nimero fijo de observaciones, un gran nimero de parametros en un modelo hace menos eficiente la
estimacién de los pardmetros. En general se busca que el modelo tenga el menor nimero de pardametros posibles.

Este es el principio de parsimonia en la construccién del modelo de Tukey (1967) y Box y Jenkins (1976).

2.2. Modelo ARMA (p,q)

Como se mencioné anteriomente, en la modelacién de series de tiempo, a veces es necesario incluir términos
autorregresivos y de promedios moviles. Esto condujo al planteamiento del modelo Autorregresivo de Promedios

Moviles, ARMA:

6p (B) 2 = 0,(B)ay, (2.8)
donde
Gp(B)=1—$1 B~ — ¢, B,
y
0,(B)=1—0,B—---—0, B

Para que el proceso sea invertible, es necesario que las raices de 6,(B) = 0 se encuentren fuera del circulo
unitario. Para que sea estacionario, es necesario que las raices de ¢(B) = 0 se encuentren fuera del circulo
unitario. Ademds, suponemos que §,(B) = 0y ¢(B) = 0 no comparten raices. De ahora en adelante, nos
referimos a este proceso como un modelo ARM A(p, q), en donde p y ¢ denotan el orden del proceso autorregresivo
y de promedios méviles respectivamente.

Un proceso ARMA invertible y estacionario puede ser escrito en una representaciéon autoregresiva, es decir,

s (B)Zt = Q¢,
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donde
_6(B)

0. (5) =(1-mB-mB*—...).

™ (B)

Este proceso también se puede escribir como un proceso de promedios méviles
Zt = 1/) (B) at,
donde
P(B)= =L =1+ B+ B +---).

2.2.1. ACEF del proceso ARMA (p,q)

Para obtener la funcién de autocovarianza, reescribimos (2.8) como
Zi=01Zia+ by Ziptar— a1 — - —Ogai_g
y multiplicando por Z,_;, ambos lados de la expresién anterior se tiene que
Ziw Zy = o1 ZiwZpa+-+ bp Ziy, Zt—p +Zgay— 01 Zppagq — - — 84 Zik At—q.
Ahora, tomamos el valor esperado para obtener
Ve =1 V14 F+ OpV—p+E [Zt—k a] — 01 E [Zt—k a—1] —---—6,E [Zt—kat—q]~

Dado que
E [Zt_k a;—;] =0 para k>i,

entonces

Ve = Q1 Vk—1+  + Dp Ve—p; k>q+1,

por lo tanto,

Pr = @1 pr—1+ -+ p Pr—p, k>qg+1. (2.9)

Ademss la expresion (2.9) satisface las ecuaciones homogéneas de diferencias de orden p. Por lo tanto la funcién
de autocorrelacién de un proceso ARMA(p,q) disminuye después del retraso ¢, al igual que la de un proceso
AR(q). Sin embargo, las primeras g autocorrelaciones pq, pg—1, - .., p1 dependen tanto de los pardmetros auto-
rregresivos como de los parametros de promedios méviles en el modelo. Esta distinciéon es til en la identificacién

del modelo.




2.3. ESTIMACION DE LOS PARAMETROS

26

2.3. Estimacién de los parametros

Una vez que se ha identificado un modelo tentativo, el siguiente paso es estimar los pardmetros del modelo.
)T, n=E[Z], 0 = (61,04,...,0,) y 02 =E[a?] en el modelo

Se estimaran los pardmetros ¢ = (@1, ¢, . .
(2.10)

Zt:¢IZt—1+¢2Zt—2+"'+¢pzt—p+at_Glat—l_"'_aqat—q

donde t =1,2,...,n.
2.3.1. Método de momentos

Este método consiste en la sustitucion de los momentos muestrales, como la media muestral, la varianza

muestral, o la ACF muestral, con sus contrapartes tedricas para resolver las ecuaciones resultantes y obetener

los estimadores correspondientes. Por ejemplo para un proceso AR(p)

Zy=¢1Ze1+¢2 2o+ + ¢pZt—p + ay,
la media 4 = E[Z;] es estimada por Z. Para estimar ¢, primero consideraremos que py = ¢1 pr_1 + ¢2 pr—_2 +
-+ + ¢p pp—p donde k > 1 para obtener el siguiente sistema de ecuaciones
p1=¢1+ Pap1r+ d3p2+ -+ dppp1
p2=¢1p1+ b2+ d3p1+ -+ Pppp_2

pp:(blppfl +¢2pp,2—|—¢3pp73+...+¢p
,qu al resolver el siguiente

Entonces reemplazando py por pg, podemos obtener los estimadores para él, (52,
-1

sistema de ecuaciones
¢1 1 p1 P2 Pp-2 Pp-1 P
¢2 _ p1 1 /51 T pApr PAp72 ﬁ2
¢p ﬁp—l ﬁp—Q /3;0—3 T P 1 ﬁp
Los estimadores obtenidos son conocidos como los Estimadores de Yule-Walker. Por ejemplo, se simulo un

proceso AR(3) mediante
Zy =0.6448 Z;_1 — 0.0634 Z;_2 — 0.2198 Z;_3 + ay, (2.11)

donde a; ~ N(0, 1). De esta manera se estimaron sus pardmetros a través de la ecuaciones de Yule-Walker para

verificar la validez de este procedimiento. Los resultados se muestran en la tabla 2.1.
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Simulacién o b2 ¢3 ¢4 o5 ol
1 0.6843 -0.1890 -0.1778 -0.0558 0.1994 -0.1364
2 0.5988 -0.1158 -0.1839 - - -
3 0.6502 -0.0501 -0.2399 - - -
4 0.6678 -0.2131 -0.1503 - - -

Cuadro 2.1: Estimadores de Yule-Walker para el modelo 2.11.

Al obtener q@l, (52, ey dA)p, utilizamos el siguiente resultado

Yo =E [Zt Z.t} =E [Zt (91 Zi1+ P2 Zi g+ p Zt—p + ay)]

=17+ P2y2t -+ Py + 02

para conseguir el estimador por momentos de o2,

62 =40 (1 — b1 p1 — bapo— -+ — by pp)-

Entonces, para el modelo anterior, la estimacion de su varianza es la siguiente,

Simulacién 52
1 0.9505
2 1.1420
3 1.1520
4 0.9667

Cuadro 2.2: Estimacion de la varianza para el modelo 2.11.

2.3.2. Método de maxima verosimilitud

La forma exacta y general de la funcién de verosimilitud para un modelo ARMA es muy complicada. Empero,

para ilustrar su forma en un modelo de series de tiempo, consideremos un proceso AR(1)

(1—¢B)Z:at 6 Zt:QSZt,l + a;.
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Al reescribir este proceso en una rerpresentacién de promedios moéviles, se tiene que
o0
Zt = E d)j Ag—j.
Jj=0

Es claro que las variables Z; tienen una distribucién N (0,02/(1 — ¢?)). Sin embargo, las variables Z; estdn

altamente correlacionadas. Para derivar la funcién de densidad conjunta de (Z.l7 Zg, ..+, Zy), teniendo en mente

que se desea la funcién de verosimilitud, observemos que

€1 = Z¢j a1—j = Z1, (2.12)
j=0

ay = Zo — ¢ 71,

az = Z3 — ¢ Zo,

ap = Zn - d)Z.nfl-

Es importante sefialar que e; sigue una distribucién N (0,02/(1 — ¢?)), a; se distribuye N (0,02) y e; es

independiente de a; para 2 < ¢t < n. Entonces, la funcién de densidad conjunta de (eq, aq,...,a,) serd igual a
1-¢?]" [ -] R
P B N S S Sl A _ )
[e1, az, an] { 7ol ] exp 307 exp | = = ;:2 a;

Ahora, consideremos la siguiente transformacion:

leela
Zo = ¢ Zy + as,
Z3 = ¢ZQ+G3,

Zn = d)Z.nfl + an.

El Jacobiano de esta transformacién es igual a

1 0 0
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De lo anterior se deduce que

P[Zl,227...,2n] :P[el,ag,...,an]

1 _¢2 1/2
- {27702] eXPp

Por lo tanto, la funcién exacta de log-verosimilitud estd dada por

n

22(1—¢?)] [1—¢2]"HD/2 ) . o
- 203 2mo? exp T 9,2 ;(Zt — ¢ Ziq)

_ S(¢,m)

2 )
20;

. 1
L (Zy,. ... Zn| b1, 02) = fg In (27) + 5 In(1 — ¢?) - g In (02)

donde

n

S(¢p) = (Z1 —p)*(L=¢*)+ > [(Zi—p) — 6 (Zia — )]

t=2

es la suma de cuadrados solamente en funciéon de ¢ y de u. Por ejemplo, al calcular los paramteros para el

modelo (2.11) se obtienen los siguientes resultados:

Simulacion b1 o2 o b4 b5 b6
1 0.6820 -0.1866 -0.1783 -0.0580 0.1996 -0.1359
2 0.6040 -0.1096 -0.1839 - - -
3 0.6537 -0.0481 -0.2511 - - -
4 0.6652 -0.2105 -0.1519 - - -

Cuadro 2.3: Estimadores por Méxima Verosimilitud para el modelo 2.11.

Sin embargo, la funcién de verosimilitud para un modelo ARMA se puede aproximar a partir de dos meca-

nismos:
e La estimacién méaximo verosimil condicional; y
e La estimacién méaximo verosimil no condicional.

En la estimacién méximo verosimil condicional, considerando la hipdtesis de que {Z;} es estacionario y {a;} es
una serie de variables aleatorias i.i.d. N (0,02), para el modelo estacionario (2.10) la distribucién conjunta de

a= (a,as,...,a,)T estard dada por

n 1 ¢
f(a ¢, p1,0,02) = (27 2) /Qexp{—zaz > }
a =1
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Entonces al reescribir (2.10) como

ar=01a 1+ A 0ga g+ Zy— 1 Zy1 — - — by Loy,
podemos expresar la funcién de verosimilitud en funcién de los pardmetros (¢, i, 0, 02). Sea Z = (Zy1, Za, . . ., Zn) T
y se suponen las condiciones iniciales Z, = (Z1_p,...,Z-1,2Z0)" y a. = (a1-g,...,a-1,a0)". Entonces la fun-

cién de logverosimilitud condicional estd dada por

n S* (¢7/’650)
In L, (qb,,u,&,ag) =-3 111(271’0‘3) — W (2.13)
donde
Si (¢ 11,0) = a7 (6, 11,0| Zo, a0, Z) (2.14)

t=1
es la funcién condicional de la suma de cuadrados. Por lo tanto, las cantidades qAS, oy 6 que maximizan la
Ecuacién (2.13) se conocen como los estimadores méximo verosimiles condicionales.

Existen algunas alternativas para especificar las condiciones iniciales Z, y a,. Como {Z;} es estacionario y
{a;} es una serie de variables aleatorias i.i.d. N (0,02), entonces podemos reemplazar el valor desconocido de
Z, por la media muestral Z y el valor desconocido de a; por su valor esperado. Para el modelo (2.10), también
podemos suponer que a, = ap—1 = -+ = ap_q+1 = 0 y calcular a; para t > p + 1 utilizando (2.10). Es asi que

la suma de cuadrados condicional (2.14) se convierte en
t=1

Después de obtener los parametros estimados, qg, oy é, la estimacién de o2 se calcula a partir de

6_2 — S* (¢7/§‘a 9)
g.l.

a )

donde el nimero de grados de libertad, g.l., es igual al ntimero de términos utilizados en la suma de S, (ngS, i, é)

menos el nimero de pardmetros estimados. Si (2.15) se utiliza para calcular la suma de cuadrados, entonces,
gl.=n—p)—(p+q+1)=n—2p+q+1).

Para poder hacer una mejora en la estimacién, Box y Jenkins (1976) sugieren la siguiente funcién de logve-

rosimilitud incondicional

L (6,1,0,0%) = 5 I (2m02) - w (2.16)
Ua
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donde S (¢, i, ) es la suma de cuadrados incondicional dada por

S (¢7 M, 9) = Z E2 [at‘ (ba M, 97 Z] (217)

t=—0o0

y E[at] ¢, 1,0, Z] es la esperanza condicional de a; dados ¢, u, 6 y Z. Las cantidades (/3, oy 6 que maximizan
la Ecuacién (2.16) se conocen como los estimadores maximo verosimiles incondicionales.

En la préctica, la suma (2.17) se aproxima mediante

n

S(¢,M,9) = Z E2 [at‘¢au797 Z],

t=—M

donde M es un entero lo suficientemente grande de tal manera que
|E[Zt‘ ¢,,LL,0, Z] 7E[Zt—1|¢)7/~"703 Z] ‘ <e

para cualquier valor predeterminado € donde t < —(m+1). Esto implica que E [Z;| ¢, 1,0, Z] ~ p y por lo tanto
E [at| ¢, 1, 0, Z] es insignificante para t < —(M + 1).

La estimacién de o2 se puede calcular de la siguiente manera

&Z: S(¢a,“’70)
n

2.4. Criterios para la seleccién del modelo

En el andlisis de series de tiempo existen distintas formas para determinar el modelo adecuado. Para un
determinado conjunto de datos, cuando existen multiples modelos a considerar, el criterio de seleccion se basa
en el resumen de residuales a partir de un modelo estimado. En esta seccién se intoduciran algunos de los

principales criterios para la selecciéon del modelo basados en el andlisis de residuales.

Criterio AIC de Akaike

Para evaluar la calidad del modelo estimado, Akaike (1973) introdujo el siguiente criterio de informacién:
AIC (M) = —2In [funcién de verosimilitud] + 2 M

donde M es el nimero de pardmetros en el modelo. Por ejemplo, para un modelo ARMA y para n observaciones,

se tiene que
1

2
202

lnL:—g In(2702) = ———8 (6, 11, 9). (2.18)
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Maximizando (2.18) con respecto a ¢, u, 6 y o2, tenemos que,

n

lnL:—g In(62) = 5 (1+In(27)). (2.19)
Debido a que el segundo término en (2.19) es una constante, el criterio de AIC se reduce a

AIC(M) =nln(62)+2 M.

El orden 6ptimo del modelo es elegido por el valor M, que es una funcién de p y ¢, de tal manera que el
AIC(M) sea minimo. Por ejemplo, el orden éptimo para la serie de datos Pigs!, bajo un modelo AR(p), se

obtiene cuando p = 12. Los resultados se muestran en la siguiente tabla:

Orden AIC Orden AIC

1 49.125331 7 8.144714
2 6.218262 8 9.362332
3 7.788230 9 11.15654
4 4.302370 10 7.296035
) 4.864974 11 2.635909
6 6.602800 12 0.000000

Cuadro 2.4: Eleccién del orden de un modelo AR(p) a través del criterio AIC

Criterio BIC

Shibata (1976) ha demostrado que el criterio AIC tiende a sobrestimar el orden de la autorregresién. Por esta
razén Akaike (1978,1979) ha desarrollado una extensiéon Bayesiana del AIC, conocida como el criterio BIC), el
cual tiene la siguiente forma:

BIC (M) =nln(6%) —(n— M) In (1 - J‘f) +MlInn+ M, In Kzz - 1) /M] ,

a
donde 62 es el estimador méximo verosimil de 02, M es el niimero de pardmetros y 6% es la varianza muestral

de la serie.

1Los datos corresponden al nimero total de cerdos obtenidos en un matadero en Victoria, EU. de enero de 1980 a agosto de

1995, ABS.




CAPITULO 2. MODELOS ESTACIONARIOS 33

Criterio SBC de Schwartz

De forma similar al cirterio BIC de Akaike, Schwartz (1978) sugiere el siguiente criterio Bayesiano para la

seleccién del modelo, el cual es conocido como cirterio SBC' (Schwartz’s Bayesian Criterion):
SBC (M) =nln(6%) + MInn. (2.20)

De nuevo en (2.20), 62 es el estimador méximo verosimil de o2, M es el niimero de pardmetros en el modelo y
n es el nimero de observaciones que es equivalente a la cantidad de residuales que pueden calcularse a partir

de la serie.

Criterio CAT de Parzen

En 1977 Parzen sugiere el siguiente criterio de seleccién del modelo, el cual se cononoce como CAT' (criterio

para las funciones autorregresivas de transferencia):

- 1+% ) p:O7
CAT (p) = ( )
i §:1&L?—&iz, p=1,23 ...

donde c}? es el estimador insesgado de o2 cuando un modelo AR (j) es estimado para la serie y n es el niimero

de observaciones. El orden éptimo se elige de tal manera que el criterio CAT (p) sea minimo.

2.5. Predicciéon

2.5.1. Prediccién de errores de media cuadratica para modelos ARMA

Uno de los objetivos més importantes en el anélisis de series de tiempo es el de predecir valores futuros.
La mayoria de los resultados sobre prediccién se obtienen a partir de la teoria general de prediccion lineal
desarrollada por Kolmogorov (1939, 1941), Wiener (1949), Kalman (1960), Yaglom (1962), y Whittle (1983),
entre otros.

Para derivar la prediccion del error en media cuadratica, consideremos el modelo ARMA estacionario
¢ (B)Z =6 (B)ay.
Como el modelo es estacionario, entonces,
Zi = (B)a (2.21)

=a;+Yra1+ a2+
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donde

<

(B
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5
Il
i
&
X
Il
>
SE

vy Y9 = 1. Para t = n 4 [, tenemos que

Zp1 = ij Ui j- (2.22)

Supongamos que en el tiempo ¢t = n se tienen las observaciones Z,,, Z,_1, Zp—o2,... y deseamos pronosticar
el valor futuro Z,4; como una combinacién lineal de las observaciones Z,,, Z,,_1, Z,—2,.... Dado que Z; para
t=n,n—1,n—2,...se puede escribir de la forma (2.21), la prediccién del error de media cuadrética se puede

expresar como

Zn(l) = ] an + %/1?;1 Gp—1+ ¢1*+2 Ap—2+---
donde 97 debe ser determinada. De esta manera, la prediccion del error en media cuadratica serd igual a

oo

-1
E[(Zn+l =0, Zw +0 Z wl-&-j wH—] ;
7=0

j=0

la cual es més facil de minimizar cuando ; +; = Y1+ Entonces,

Zn(1) = b1 ap + 111 Gn1 + P10 ano+ -

Pero utilizando (2.22) y que

0, 7 >0,
E [an+j| Zn7 anh .. ] =
Ap+tj, ]S 0.
tenemos
E[Zntjl Zn, Zn-1,...] = V1an + V141 0pn_1 + Y142 an_2+---

Por lo tanto, la prediccion del error en media cuadrética de Z,4; estard dada por
Zn() = EZnsj| Zns Zn1, - ).

Zn(l) es conocido como el paso de tamano ! de la prediccién Z,4; con origen en n. El error de prediccién

estd dado por
en(l) = Zny1 — Z V) apyi—j- (2.23)

Debido a que E[e,(I)| Z;,t < n] =0, la prediccién es 1nsesgada con varianza

-1

V[ZaW)] =V ea(l)] = 00 Y ¥7.

=0
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Por ejemplo, para un proceso normal, los limites de prediccién del (1 — «) 100 % son
. 1/2
Zn+Nojpp [1+> 47 o4

j=1

donde N, /5 es el cuantil de una distribucién normal estdndar de tal manera que P [N > N, 5] = /2.

Como se muestra en (2.23), la prediccién del error e,(l) es una combinacién lineal de las perturbaciones
aleatorias futuras que se incorporan en el sistema después del tiempo n. Especificamente, la prediccion del error
a un paso es

en(l) = Zn—i—l - Zn(l) = On+41-

Por lo que, las predicciones de los errores a un paso son independientes. Esto implica que Zn(l) es sin duda
el mejor predictor de Z, 1. De lo contrario, si las predicciones de los errores a un paso son correlacionadas,
entonces uno puede calcular la prediccion a,1 de a,+1 de los errores disponibles ay,, ap—1,an—2,... y por lo
tanto mejorar la predicciéon de Z, 1 simplemente utilizando Zn(l) + Gp+1 como la prediccion. Sin embrago, la

prediccién de los errores para intervalos de tiempo mayores es correlacionada. Es decir, considerando que

en(l) - Zn+l - Zn(l) = Qp+] + /(/)1 Ap+41—1 +---+ ’@[Jlfl Ap+1

en—i(l) = Znyi—j — Zn—j(1) = apnqi—j + 1 Gppi—j—1 + - + V-1 Gn—jy1,

se realizan al mismo tiempo ! pero cuyos origenes son n y n — j para j < l.

2.6. Modelo ARCH

Los modelos econométricos tradicionales suponen que la varianza en un periodo de tiempo determinado es
constante, lo cual se deriva de la forma en que se plantean. Es decir, se supone que son estacionarios, ya sea en un
sentido débil o estricto. Empero, en economia, el comportamiento del momento actual responde a la expectativa
generada sobre el valor del cambio producido en el momento precedente. Considerando lo anterior, Robert F.
Engle (1982) determina un patrén de comportamiento estadistico para la varianza al introducir una nueva
clase de procesos estocdsticos, conocidos como Modelos Autorregresivos Heteroceddsticos: ARCH. En respuesta
al modelo ARCH y debido a un gran nimero de sofisticaciones se gener6 una gran familia de modelos, entre
los cuales se encuentran los modelos GARCH, IGARCH, EARCH, TARCH, SWARCH, QS-ARCH, APARCH,
FACTOR-ARCH, entre otros.
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Engle (1982) cita tres situaciones que motivan y justifican la modelacién de la heterocedasticidad condicional

autorregresiva:

e La experiencia empirica nos lleva a contrastar periodos de amplia varianza de error seguidos de otros
de varianza mas pequena. Es decir, el valor de la dispersién del error respecto a su media cambia en el

tiempo.

e En segundo lugar, Engle (1982) expone la validez de estos modelos para determinar los criterios de
mantenimiento o venta de activos financieros. Los agentes econémicos deciden en funcion de la informacion
proveniente del pasado respecto al valor medio de su rentabilidad y la volatilidad que ésta ha tenido. Con

los modelos ARCH se tendrian en cuenta estos dos condicionantes.

e El modelo de regresién ARCH puede ser una aproximacion a un sistema maéas complejo. Los modelos
estructurales que admiten una especificacién tipo ARCH infinito, se determinan a partir del cambio de los
parametros. Esto permite que este tipo de modelos sean capaces de contrastar la hipétesis de permanencia

estructural.

Es asi que, en primera instancia, Engle (1982) considera un modelo autorregresivo de primer orden
Zy = $1 Zi1 + ay.

El enfoque estandar de heterocedasticidad es el de introducir una variable exdgena, x;, de tal manera que x

predice la variacién. Con una media igual a cero, un primer modelo a plantear es el siguiente
Zy = ay Ty—1,

donde V [a;] = o2. La varianza de Z; simplemente es igual a o2 x?_; y, por lo tanto, el intervalo del prondstico
depende de la evolucién de una variable exégena. Sin embargo esta representacion estandar parece ser insufi-
ciente. Un segundo modelo que permite a la varianza condicional depender de la iltima realizacién de la serie,

es el modelo bilineal descrito por Granger y Andersen (1978). Un caso simple de este modelo es el siguiente
Zt = a¢ Z.tfl.

En este nuevo modelo, la variaza condicional es igual a o2 Z2 ;. Sin embargo la varianza incondicional es
cero o infinito, lo que hace que este planteamiento sea poco atractivo. Teniendo en cuenta las limitaciones de

los modelos anterores, Engle (1982) plantea el siguiente modelo

Zt = Q¢ hi/Q, (224)
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donde h; = ap+ ay Zf_l y V]as] = 1. Este modelo es conocido como proceso Autorregresivo Heteroceddstico de
primer orden, ARCH(1). Si consideramos la hipdtesis de normalidad y si denotamos al conjunto de la informacién

pasada como 1;_1, entonces

Zi| 1 ~ N (0,he), he=ag+ a1 27, (2.25)

Ademas la varianza del modelo puede ser expresada de manera méas general como
ht =h (thl, Zt727 ey Zt*pv Ol)

donde p es el orden del proceso ARCH y « es el vector de pardmetros desconocidos.
Sin embargo, es posible plantear algunas variantes para la expresiéon de la varianza del modelo, las cuales
pueden ser mds apropiadas para determinadas aplicaciones. Por ejemplo, Engle (1982) considera las siguientes

dos alternativas:
o hy =exp(ag+ 1 ZE ),
o hy =g+ a1 |Zi_.

Como Engle (1982) menciona, estas dos formas ofrecen un contraste interesante. La forma exponencial tiene la
ventaja de que la varianza es positiva para todos los valores de alfa, pero no es dificil demostrar que los datos
generados a partir de este modelo tienen varianza infinita para cualquier valor de oy # 0. La forma del valor
absoluto requiere que ambos parametros sean positivos, pero puede demostrarse que la varianza es finita para

cualquier valor de los parametros.

2.6.1. Condiciones de estacionariedad para el modelo ARCH

Engle (1982) plantea, mediante la existencia de los momentos del proceso, las condiciones para que el

proceso (2.24) sea debilmente estacionario. El siguiente Teorema caracteriza los momentos del proceso ARCH.

Teorema 2. Para un entero r, los momentos de orden 2r de un proceso lineal ARCH de primer orden con

ag >0, ay > 0 existen si, y solo si,
T
of [J2i-1) <1
i=1
Por simetria los momentos impares son igules a cero.

Para calcular los momentos de un proceso lineal ARCH de primer orden la demostraciéon del Teorema 2
proporciona una expresion para estos momentos. Para un proceso ARCH de orden p las condiciones para que

el proceso sea estacionario se generalizan a partir del Teorema 2 mediante el siguiente teorema,
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Teorema 3. El proceso lineal ARCH de orden p, con ag > 0, o, ..., 0 > 0, tiene una covarianza estacionaria
si, y sélo si, la ecuacion caracteristica asociada tiene todas sus raices fuera del circulo unitario. La varianza
estactonaria estda dada por
Qg
E[Zf] = —p——-
7
1-— Zj:l Qi
2.6.2. Modelo de regresion ARCH

Como menciona Engle (1982), una interpretacién alternativa para el modelo ARCH, es considerar que los
errores en un modelo de regresién lineal siguen un proceso ARCH. Si el orden del modelo es p, entonces las

condiciones para este proceso son

Zt| Y1~ N (frt/87ht)7 (2-26)

2 2
he =ap+ar1e_1 +- -+ a6y,

€& = Zt -z 3,
T
1
L= s
t=1
1 1
ly = 3 log hy — B € /he,

donde x; incluye un retraso dependiente y variables hexdgenas. Esta funcion de verosimilitud serd maximizada
con respecto a los parametros desconocidos oy f3.

Bajo las condiciones en (2.26), el estimador por minimos cuadrados de (3 es consistente cuando = y € no estédn
correlacionados. Si las x’s son constantes fijas, entonces el error estdndar por minimos cuadrados seré correcto;
sin embargo, si existen variables de retraso en x; y si los errores estandar se calculan convencionalmente, entonces
estos no seran consistentes, ya que los cuadrados de los errores estaran correlacionados con los cuadrados de las
2’s. Esta es una extensién del argumento de White (1980) sobre heterocedasticidad y ademés sugiere el uso de
una forma alternativa para la matriz de covarianza, de tal manera que proporciona una estimacion consistente
de los errores estandar por minimos cuadrados.

Si los regresores no incluyen variables de retraso dependientes, el proceso es estacionario y si consideramos a Z
como un vector de variables dependientes de dimensién T X 1 y a x como una matriz de variables independientes

de dimensién T x K, entonces

E[Z]z] = 2 5,

V[Z|z] = 021,
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ademds las hipdtesis de Gauss-Markov se satisfacen. La estimacién ordinaria por minimos cuadrados resulta
ser el mejor estimador lineal insesgado para el modelo (2.26); ademds, la varianza estimada es consistente e
insesgada. Sin embargo, la estimacién por maxima verosimilitud es asintéticamente superior. Esto se debe a que
la estimacién por minimos cuadrados no alcanza el limite de Cramér y Rao. Los estimadores maximo verosimiles
para (8 y para « se obtienen a partir de la solucion de las condiciones de primer orden y de la expresién analitica
de la matriz de informacién. La expresién para la matriz de informacién que Engle (1982) proporciona es la

siguiente:
1 0%l
g8 = th:]E {E [8666"% 1”
1 Z J}t .CL't 1 % 8ht
hy th ap 93 |-

Entonces el estimador consistente para un modelo de regresion ARCH de orden p estard dado por

I’It
855 = TZ ¢ +22% h2 AR (2.27)

Al agrupar z} 2, en (2.27) la ecuacién se puede reescribir como
gss8 = thxt hy +2€fZa ht+]

— 2 : / 2
= — Ty Tt Ty
T - t t

De manera similar, los elementos de la diagonal inferior de la matriz de informacién se pueden expresar de la

siguiente forma:

6os =7 38 |5z 50 95 |
Antes de presentar el siguiente resultado, definiremos algunos conceptos. Si &; es un vector de variables aleatorias
de dimensién p x 1 del espacio muestral =, cuyos elementos son f; = (&-1,...,xi;_p). Para caulquier &, si &

es idéntico excepto por el m-ésimo elemento que ha sido multiplicado por —1 y si m se encuentra entre 1 y p,

entonces

Definicién 5. El proceso ARCH definido por (2.25) es simétrico si

h (&) = h (&) para toda m y para £ € E,

o 0h(&)/0a; = Oh(&)/0a; para toda m, i y para & € E,
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o Oh(&)/0&—m = —0h (&§)/0&—m para toda m y para & € E.

Otra caracterizacién de los modelos ARCH generales estd en términos de las condiciones de regularidad.
Definicién 6. El modelo ARCH definido por (2.25) es regular si

e minh (&) > 4§ para algun § >0 y para € € 2,

o E[|Oh(&)/0ci || Oh(&)/O8—m || Yt—m—1|] existe para toda i,m,t.

De esta manera podemos asegurar el siguiente resultado.

Teorema 4. El modelo lineal ARCH de orden p satisface las condiciones de reqularidad siag > 0 y aq,...,0p >
0.
Este ultimo Teorema determina las condiciones bajo las cuales los elementos de la diagonal inferior de la

matriz de informacién son iguales a cero.
Teorema 5. Si un modelo de regresion ARCH es simétrico y reqular, entonces 43 = 0.

La demostracién de ambos Teoremas puede consultarse en Engle (1982). Las implicaciones para el Teorema 5
son de gran envergadura, ya que la estimaciéon de a y 3 puede realizarse por separado sin pérdida de eficiencia

asintética. Ademds sus varianzas pueden calcularse por separado.

2.6.3. Estimacion del modelo de regresion ARCH

Dado que la estimacion de « y de § se puede hacer de manera separada y considerando que el calculo de
cualquiera se puede estimar con base en el calculo del otro, el procedimiento recomendado es estimar inicialmente
B por el método de minimos cuadrados y obtener los residuales. A partir de estos residuales, se puede construir
un estimador eficiente para «. La estimacion para los parametros del modelo se basan en el algoritmo de puntaje
(scoring). Cada paso del vector de pardmetros ¢ produce la estimacién ¢**! basada en ¢¢ de acuerdo a

, , , 1 ol
+1 g1 Al —1 t
=t + - o
ST =0T D,
donde g' y O1i/0¢ se evaltian en ¢'. La ventaja de este algoritmo es, en parte, que requiere sélo las primeras
derivadas de la funcién de verosimilitud y, en parte, que utiliza las propiedades estadisticas de los problemas

para adaptar el algoritmo para su aplicacion.
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En el modelo lineal de orden p, el valor de « se obtiene mediante la siguiente iteracién

ai+1 — Oéi + (2/2)—12/ f’L

donde
Z=(1,6f_1,....€;_,)/hi,
22 = (217 vng)v
fl = (e} = hi)/hy,
o= )

En estas expresiones, e; es el residual de la i-ésima iteracién , hi es la varianza condicional estimada y o’ es la
estimacién del vector de pardmetros desconocidos en la iteracién i. Cada paso es facilmente construido a partir
de una regresién por minimos cuadrados en las variables transformadas. La matriz de varianzas y covarianzas
de los pardmetros es consistentemente estimada por 2 (2’ 2)~L. Esta expresién difiere ligeramente de 62 (2 2) 1
calculado para la regresién auxiliar. Asintéticamente, 62 = 2, siempre que las hipétesis distribucionales sean
correctas.

Los pardmetros en a deben estar definidos positivamente y deben cumplir algunas condiciones de estacio-
nariedad. Estas restricciones podrian ser impuestas a través de funciones de penalidad. Este 1ltimo enfoque se

utiliza en Engle (1982), aunque tal vez una reformulacién del modelo podria emplear elementos al cuadrado

para imponer restricciones de no negatividad:

_ 2 2 2
ht—a0+a16t71+~'+apet7p.

La convergencia para cada iteracion puede formularse de distintas maneras. Un criterio simple es del gradiente

en torno a la inversa del Hessiano. Para un vector de parametros, ¢, se tiene que
o= (‘“) o (2.28)
0¢ \0¢ 09" ) 0¢

Usar € como un criterio de convergencia suena atractivo, ya que ofrece una normalizacién natural y se puede
interpretar como el término remanente en una expansion de series de Taylor. En todo caso, sustituyendo el
gradiente y la matriz de informacién estimada en (2.28), §# = R? en la regresién auxiliar.

Para una estimacién determinada de «, el algoritmo de scoring se puede utilizar para mejorar la estimacion
de 3. El algoritmo de scoring para [ es
o

95 (2.29)

G =B+ 85 ]
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Sise define &; = x; 71 y € = ey 8¢/7¢ con T 'y € como la correspondiente matriz y vector, (2.29) se puede reescribir

para estimar €; en la i-ésima iteracién mediante
ﬂl+1 — 61 _|_ (’f/i_)fli/ é.

Entonces, se calculan iterativamente los valores para [3 para poder obtener la matriz de varianzas covarianzas
final de la estimacién maximo verosimil de S.
Bajo las condiciones del teorema de Crowder (1976) para martingalas, se puede establecer que los estimadores

maximo verosimiles & y 3 tienen una distribucién asintética normal

VT (@—a) 2 N(0,gL),
VT (B-8) 2 N(0,g51).
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Capitulo 3

Modelos de mezclas finitas

Un modelo de mezclas finitas es capaz de modelar de manera completa distribuciones complejas. Puede,
por lo tanto, manejar situaciones en donde alguna familia paramétrica no satisface un modelo debido a las
variaciones locales en los datos observados. De hecho, el uso de modelos de mezclas finitas se remonta a finales
del siglo XIX en donde Newcomb (1886) presenta una aplicacién de mezclas normales para datos discrepantes
(outliers). Ademds, como toda distribucién continua puede ser aproximada por una mezcla finita de densidades
normales con varianza comun, o matriz de covarainzas en el caso multivariado, los modelos de mezclas finitas
proveen un conveniente marco semiparamétrico en donde un modelo distribucional desconocido toma forma.
Para demostrar esto ltimo, Marron y Wand (1992) presentaron algunos ejemplos de mezclas de distribuciones
normales univariadas correspondientes a distintas combinaciones de sus componentes!. La idea es que cualquier
densidad puede ser aproximada arbritrariamente por una mezcla de densidades normales, lo cual se ilustra en
las gréaficas de la Figura 3.1.

Entonces, a partir de lo expuesto por Titterington (1985) y McLachlan (2000), la finalidad de este capitulo es
presentar la teoria basica sobre modelos de mezclas finitas. Es asi que se define a la funcién de densidad de una
mezcla como una combinacién lineal de distintas densidades. Asimismo, en las secciones 3.2 y 3.3 se generaliza
este concepto al introducir variables categéricas y continuas en una misma mezcla y al suponer modelos lineales
generales como los componentes de la misma. Por ltimo en la Seccién 3.4 se presentan las condiciones necesarias

para que distintas mezclas sean identificables.

1Estos componentes se listan en el Apéndice B.
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Figura 3.1: Mezcla de ditribuciones normales univariadas. De Marron y Wand (1992)
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3.1. Definiciones y conceptos basicos

Supongamos que tenemos una variable (o vector) aleatoria X que toma valores en un espacio muestral Q y

cuya distribucién puede ser representada por una funcién de densidad de la siguiente forma
v () =m filz) + -+ fro(x), 2 €27 (3.1)

donde
>0, j=1,...)k m+--+mp=1

£ () >0, /%fj(x)dle, i1k

Entonces, se dice que X es una mezcla finita de densidades y que fy (+) es la funcion de densidad de
una mezcla finita. Los pardmetros 7y, ..., se conocen como los pesos de la mezcla y f1 (+),..., fx () son las
densidades de composicién de la mezcla. En muchas situaciones f; (+), ..., fx (-) se pueden especificar mediante

una forma paramétrica, y el lado derecho de (3.1) tendrd una representacién més explicita

w1 f1 (2] 01) + - + 7k fi (2] Ok), (3.2)

en donde 6; denota los distintos pardmetros de f; (-). Se va a denotar a la coleccién de todos los pardmetros
producidos en las densidades de la mezcla por 6 y a la colecciéon completa de todos los distintos parametros
producidos en el modelo por ©. Por ejemplo, un modelo mezcla frecuentemente utilizado es el que consiste de

dos componentes normales homocedasticos,

far () = ¢ (2 1, 0°) + (1 = ) ¢ (2] pa, 0°), (3.3)
donde

2y _ | 1 2
6 el o?) = (2 F o bewp {0 -
denota a la funcién de densidad normal univariada con media ; y varianza . En este caso 71 = 7, 1y = 1 —,
01 = (Nllvo-)v 92 = (NQ;O—)v 0 = (Mlaﬂ?ao—) y @ = (7(-7/1'17/14270—)'
En los modelos de mezclas finitas no existe el requisito de que las densidades en (3.2) pertenezcan a la misma

familia pardmetrica. Por lo tanto, la funciéon de densidad de una mezcla finita tendrd la siguiente forma

k
fur (210) =Y f(x]6)), (3.4)
j=1




46 3.1. DEFINICIONES Y CONCEPTOS BASICOS

donde f (-] #) denota a un miembro genérico de la familia pardmetrica. En el caso de un modelo mezcla finito
definido por la expresién (3.4) cada uno de los éj paraj = 1,...,k es un elemento del mismo espacio paramétrco,
denotado por . Si G (-) denota una medida de probabilidad sobre © definida por 7, entonces (3.4) puede ser

escrita de manera formal como
Far (2]©) :/ef(x\é)dGﬂ (©). (3.5)

Sin embargo, centraremos nuestra atencién al caso en que G(-) define una medida finita y discreta sobre 6.
La forma de la expresion (3.5) sugiere una obvia generalizacién de la mezcla, debido a que G (+) es una medida
mas general sobre ©. Cabe senalar que en la formulacién de este modelo el niimero de componentes es fijo. Pero
de hecho en muchas aplicaciones, el valor de k es desconocido y tiene que ser inferido de los datos disponibles,
junto con las proporciones y parametros de la mezcla.

Una interpretacién de los modelos de mezclas finitas, es considerar la introduccién de Z como una variable
aleatoria categorica que toma los valores 1,. ..,k con probabilidades 71, ..., 7 respectivamente. Si la densidad

condicional de X dada Z = j es f; (x) para j = 1,...,k, entonces la densidad marginal de X estara dada por

f (@16;) = f; (@)

En este contexto la variable Z puede ser pensada como una variable que etiqueta a la variable X. Entonces
serd conveniente trabajar con k componentes etiquetados por el vector Z, en lugar de una unica variable
categorica Z, donde el j-ésimo elemento de Z esta definido como cero o uno, en funcién de que el componente
de origen de X en la mezcla sea igual a ¢ o no. Por lo tanto Z sigue una distribucién multinomial que consiste

de k categorias con probabilidades 71, ..., T, es decir
P(Zj =z =m " my2 o oom ™ (3.6)

y escribiremos

Z; ~ Multy, (1, 7), (3.7)

donde 7 = (m1,...,7k).

En la interpretacién del modelo de mezclas finitas (3.1) se presenta la situacion en la que el modelo se aplica
de manera directa. Es decir, cuando X se extrae de una poblacién G, la cual consiste de k grupos, G1, ..., Gy en
proporciones 71, ..., . Si la densidad de X en el grupo G, estd dada por f; () para j =1,...,k, entonces la
densidad de X tendra la forma de la mezcla (3.1). En esta situacidn, los k componentes de la mezcla se podran

identificar fisicamente con los k grupos existentes.
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En la mayoria de los ejemplos presentados en la literatura estadistica donde la poblacién es una mezcla de
k distintos grupos, se tiene el conocimiento de una distribucién a priori, por lo menos en un sentido fisico. Sin
embargo, en muchos de los ejemplos que manejan el uso de modelos mezcla, los componenetes no pueden ser
identificados a través de la existencia de grupos externos. En algunas situaciones, los componentes son introdu-
cidos dentro del modelo de mezclas finitas para permitir mayor flexibilidad en la modelaciéon de una poblacién
heterogénea que aparentemente es incapaz de ser modelada por un tinico componente. En el extremo de este
ejercicio, podemos obtener la estimacion no paramétrica del kernel de una densidad si se encaja una mezcla con
k = n componentes en proporciones iguales 1/n, donde n es el tamafno de la muestra observada. Por ejemplo,
si xq,...,T, denota una muestra univariada de tamano n, entonces podemos obtener la estimacién del kernel

de la densidad de X de la siguiente manera

si en (3.1) fijamos k =n y m; = 1/n, entonces

far (2) = 1k (””;‘”)

para alguna funcién kernel k () y para algin pardmetro h.

Para ilustrar algunas de las formas adoptadas por una mezcla de densidades univariadas consideremos la
mezcla (3.3). Si los dos componentes normales se encuentran lo suficientemente separados, entonces se esperarfa
que la densidad de la mezcla sea una densidad bimodal. Para demostrar esto, se ha graficado la densidad de
la mezcla para distintos valores de A en los casos donde p; = 0, o = A, 02 = 1 y cuyos pesos son iguales
(m=1-m=0.5).

Se puede observar que conforme A aumenta, la forma de fys (z) cambia de unimodal a bimodal. El umbral

para este cambio es cuando A = 2 donde, de manera més general, se tiene que

A:|M1—M2|
g

es la distancia de Mahalanobis entre componentes homocedéasticos de una mezcla de densidades normales. Esta
grafica muestra la forma en donde la resolucién gréafica de una mezcla en sus componentes puede ser una simple
tarea cuando los componentes estdn ampliamente separados (A = 3 y A = 4), pero que puede ser todo un reto

cuando los componentes estdn demasiado juntos (A = 1).
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Figura 3.2: Gréafica de una mezcla de dos distribuciones normales univariadas en proporciones iguales con

varianza comin o2 = 1 y medias p; =0y p2 = A, en este caso (a) A=1; (b) A=2; (c) A=3y (d) A =4.

Si las medias de las dos densidades del modelo (3.3) estdn lo suficiente cercanas, el traslape entre las
dos densidades se hace mas evidente y la distincién entre los componentes se dificulta mas si estos no estan

representados en proporciones iguales.

Para demostrar esto, consideremos el modelo anteriormente planteado, pero cuyos pesos son iguales a m =
0.75 y 1—m = 0.25. En este caso, se puede ver que la forma de la mezcla cambia de sesgada a bimodal para A = 4.
La forma de la mezcla para A = 3 demuestra bitangencialidad. Esta ocurre cuando dos puntos distintos z1 y z2
comparten la misma tangente. Por lo que la bitangencialidad estd implicita, pero no implica, bimodalidad. De
manera informal, la bimodalidad implica una joroba extra en la curva, pero la bitangencialidad es simplemente

un golpe extra de unimodalidad.
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Figura 3.3: Gréfica de una mezcla de dos distribuciones normales univariadas en proporciones 0.75 y 0.25 con

varianza comin o2 = 1 y medias p; =0y p2 = A, en este caso (a) A=1; (b) A=2; (c) A=3y (d) A =4.
3.2. Mezclas continuas y variables categoricas

Consideraremos el modelo mezcla

k

f@il ©)=>" 7 f; (2] 6;) (3.9)

j=1
donde algunas de las variables son categoricas. La forma mas sencilla de modelar las densidades de las variables
mixtas es considerar que las variables categéricas son independientes una de otra y asumir que las funciones que
corresponden a las variables continuas se han adoptado para, por ejemplo, una distribucién normal multivariada.
Aunque esto parece una manera burda de proceder, es comun que en la préctica ocurra como una forma de

agrupacion mixta de las caracteristicas de los datos.
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Podemos refinar este enfoque adoptando el modelo de localizacién. Supongamos que p; de las p variables
caracteristicas en X; son categéricas, donde la g-ésima variable toma m, distintos valores para ¢ = 1,...,p;.
Entonces existen o

w = H Wy
q=1
distintos modelos de estas p; variables categdricas. Con el modelo de localizacion, las p; variables categoricas se
sustituirdn por una sola variable aleatoria multinomial Xi(l) con m celdas. Es decir, (X i(l))s = 1 si las realizacio-
nes de las p; variables categéricas en X; corresponde al s-ésimo modelo. Cualquier asociacién entre las variables
categdricas originales se convierte en relaciones entre las resultantes celdas de probabilidad multinomial. El
modelo de localizacién asume que la distribucién de las p — p; variables continuas es normal, con media p; s y
matriz de varianzas y covarianzas ¥; , que es la misma para todas las s celdas.

En la préctica, el nimero de pardmetros con el enfoque del modelo de localizacién puede ser grande si la
distribucién multinomial que sustituye a las variables categdricas tiene demasiadas celdas. Supongamos que las
primeras dos variables caracteristicas son variables binarias que, sin pérdida de generalidad, toman los valores
uno o cero. Entonces definimos la variable x,; = (x;), para v = 1,...,p. Ademds considermos que Xi, es
independiente de todas las otras variables caracteristicas, pero que Xs; no es independiente de las restantes
p — 2 variables continuas. Entonces la particién del vector caracteristico x; sera

)T

)7, (3.10)

(
T; = (1711',902@75%

donde x§2) es el vector que contiene las p — 2 variables continuas. Entonces la j-ésima densidad de X; se modela
como
2
2
fi (@) = {H fB (Ivz‘9vj)} ¢ (2| 1jsi0), (3.11)
v=1
donde

f (w) = 6" (1 —9)' "

denota la funcién de densidad para una variable aleatoria binaria que toma los valores cero y uno con probabi-
lidades 6 y 1 — 0 respectivamente, y 15, s = 1,2 es la media de Xi(Q) correspondiente a los dos distintos valores
de la variable binaria Xs;.

Si el ajuste preliminar sugiere que no es razonable tomar las dos variables binarias X7 ; y X2, independientes,
(2)

entonces seran sustituidas por una tnica variable multinomial, X;” con s = 4 celdas. Por lo tanto, la distribucién

condicional del subvector de variables continuas Xi( ) se asume que tiene un distribuciéon normal con matriz de
1)

varianzas y covarianzas ¥; y media p; s que corresponden a (X;’)s; =1paras=1,...,4.
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En una situacién general que involucra variables categéricas y continuas, se divide la funcién de vectores en
tantos subvectores como sea posible de tal manera que su distribucién sea independiente. El caso extremo seria
considerar que todas las p variables caracteristicas son independientes y que incluya la estructura de correlacién
cuando sea necesario. La estructura de correlacién en un modelo se debe ampliar para incluir asociaciones locales
adicionales entre las variables categoricas, continuas o ambas. Esto se considera formalmente en términos del
cambio en la log-verosimilitud. Pero las consideraciones informales incluyen la inspeccién de las graficas de
dispersion. En contraste con el uso del estadistico de prueba —2log A para el nimero de componentes, su nula
distribucién asintética con los grados de libertad iguales a las diferencias entre los dos modelos, no deben dar

resultados enganosos en esta funcién cuando los modelos estan anidados.

3.3. Mezclas de modelos lineales generalizados

El modelo lineal generalizado (GLM) originalmente fue propuesto por Nelder y Wedderburn (1972). Este

modelo propone que el logaritmo de la densidad (univariada) de la variable X; tiene la siguiente forma
log f (z4;0i, k) = ms k{0 5 — b (0;)} + ¢ (245 1), (3.12)

donde 6; es el pardametro natural o candnico, k es el parametro de dispersién y m; es el peso a priori. La media
y varianza de X; estaran dadas por

E[X;] = p; = (6;)

\% [Xz] = /Qb” (93)
respectivamente, donde o’ () y b” () denotan la primera y segunda derivada con respecto a 6;. En un GLM, se

asume que

i = g (ks)

=y B,
donde y; es un vector de covariables o de variables exploratorias en la j-ésima respuesta x;, 3 es un vector
de pardmetros desconicidos y g(-) es una funcién mondtona, conocida como la funcién liga. Entonces, para

una mezcla con k distribuciones en proporciones 71, ..., Tk, se tiene que la densidad de la j-ésima variable de

respuesta X; estd dada por

E

A (2] ©) = Z 7 f (@] 0i,k5), (3.13)

Jj=1
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donde para un pardmetro de dispersién ;, se obtiene que
10gf (Z‘i; 01-]«, Hj) =m; lij_l {Qij €T; — bi (9”)} + Cj (Z‘i; lij) para ] =1... s k (314)

Para el i-ésimo componente del GLM, consideramos a p; como la media de X;, h; (1t;;) como la funcién de
enlace y n; = hj (5 5) = ﬂjT y; como el predictor lineal (j =1,... k).
Los componentes de la mezcla seran los mismos que en el GLM, de modo que la log-densidad para el i-ésimo

componente se puede escribir de la siguiente forma
log f (2430, k5) = k5 {0ijzi — bi (055)} + ¢ (w35 55), J=1... k. (3.15)

Las proporciones de la mezcla pueden ser modeladas como funcién de un vector de covariables asociado
con la respuesta. Este vector de covariables puede o no tener algunos elementos en comun con el vector de
covariables y, de los cuales los componetentes de las medias de la mezcla puedan depender. Sin pérdida de
generalidad, denotaremos ambos vectores de covariables por y , como covariables irrelevantes en las formas de
regresion para medias candnicas y cuyas proporciones de la mezcla pueden tener sus coeficientes iguales a cero.

Un modelo comin para expresar el i-ésimo peso de la mezcla como una funcién de y, es el modelo logistico.

Bajo este modelo, podemos hacer una correspondencia entre la i-ésima observacién con el vector de covariables

Yi
mij = m;(Yis @) (3.16)
k—1
:exp(w;fpyi)/{l—&—Zexp(wgyi)} j=1,...k,
h=1
donde wyp =0y a = (wf,... ,w{_l)T contiene los coeficientes de la regresiéon logistica. El primer elemento de

y; usualmente es tomado como uno, de modo que el primer elemento de cada w; sea una interseccién. Si ahora

O es el vector de pardmetros desconocidos, dado por

donde 3 contiene los elementos conocidos de fBi,..., B a priori que son distintos. Como las proporciones de
la mezcla son modeladas para depender de alguna o de todas las covariables, esto implica que puede haber
problemas de identificabilidad con algunos de los pardmetros en « y (3. En pérticular con los términos de

interseccién de « y los elementos de 3.
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3.4. Identificabilidad

En general, una familia paramétrica de distribuciones F'(z, @) es identificable si distintos valores del pardame-

tro © determinan distintos miembros de la familia de las distribuciones
{F(z,0): ©cq},
donde 2 es el espacio de parametros especificado; es decir,
F(z,0) = F(z,0%), (3.17)
si y solo si
0 =06, (3.18)
Entonces, consideremos a
C = {F (1‘,9]‘), 9j e, xe Rd}

como la clase de distribuciones d-dimensionales de donde se forman las mezclas. Por lo tanto, identificamos a

la clase de mezclas finitas de % con la clase apropiada de funciones de distribucién

k k
H = H(x):H(x):ZTer(x,Gj) ;> 0, Zﬂ'jZI, F(-,0;) €€, Vi k=1,2,...,2 e R?
j=1

Jj=1

Podemos abreviar F (z,6,) por F; (z), y en ocasiones, denotar a la mezcla por

k
H = E 7Tj Fj.
j=1
En todas la expresiones, Fi,..., Fy, se asumiran que son distintos miembros de % .

Definicién 7. (Identificabilidad) Supongamos que H, H* son dos miembros de 5, por lo que

k k*
_ . * * Tk
H=3% mF  H =) mF
j=1 i=1

entonces H = H* si, y solo si, k = k™ y podemos ordenar la sumas de tal manera que 7; = 77, F; = F7,

j=1,... k. Entonces € es identificable.

En pocas palabras, lo que la Definicién 7 nos dice, es que 57 es identificable, si y sélo si, todos los miembros
de S son distintos. Notemos que definiciones equivalentes de 7 o de identificabilidad pueden ser escritas en

términos de funciones de densidad, siempre y cuando estas existan.
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Algunas veces en la préactica, en particular con datos univariados, puede existir un orden natural de los
componentes de acuerdo al tamano de sus medias. Esta falta de identificabilidad no es motivo de preocupacion
tanto en el desarrllo como en la estimacion de los modelos de mezclas finitas por maxima verosimilitud, y en
especial en el algoritmo EM.

Como senala Crawford (1994) la no identificabilidad debida a la sobrevaloracién, es decir, el ajuste de
demasiados componentes en el modelo, es muy problematico. Por ejemplo, el modelar una mezcla de k£ — 1

componentes incorrectamente por una mezcla de k£ componentes se puede dar de las siguientes dos maneras:
e Uno de los pesos de los k componentes de la mezcla puede ser igual a cero.
e Dos de las densidades en los k componentes de la mezcla se pueden tomar como la misma.

Un enfoque distinto sobre el problema de la identificabilidad es el que utiliza una funcién de identificabilidad
(Kadane, 1974). Esta es esencialmente la misma que el enfoque de Redner (1981) el cual utiliza el cociente del

espacio topolégico Q) obtenido por un mapeo equivalente a los valores de © en un tnico punto.

3.4.1. Un teorema sobre identificabilidad

Definimos a < € > como la expansién de € sobre el conjunto de los niimeros reales, es decir, es la clase de

todas las combinaciones lineales de €.

Teorema 6. (Yakowitz y Spragins, 1968) Una condicion necesaria y suficiente para que J€ sea identificable,

es que € sea un conjunto de combinaciones lineales independiente sobre la linea de los nimeros reales, R.

Demostracidon. =] Supongamos que € no es una combinacién lineal sobre R, entonces, para alguna k > 0,

existe una combinacién lineal nula de distintos miembros de € tal que, para alguna m, 0 < m < k,

k
Jj=1

con n; < 0 para j < m, n; > 0 para j > m. Entonces

m k
Sl = >0 Il Fy (3.19)
j=1 j=m+1

y, dado que {F;} es el conjunto de todas las funciones de distribucién, es decir Zle F; =1, entonces se tiene

que
k

S lnil= > Injl=b beR-{0}.
j=1

j=m+1
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Si definimos m; = |m;|/b para j = 1,..., k, entonces la ecuacién (3.19) puede expresarse como
m k
Z ’/Tj Fj = Z 7Tj Fj
j=1 j=m+1

y por lo tanto tenemos dos distintas representaciones para la misma mezcla finita, lo que implica que J# es no

identificable.

<] Si € es linealmente independiente sobre R entonces forma una base sobre < % >. Entonces todo
miembro de < % > tiene una tnica representacién como una combinacién lineal de miembros de %. Dado que

H C< € >, la identificabilidad de 7 se sigue de manera inmediata. O

Corolario 1. J7 es identificable si y sélo si la imagen de € bajo cualquier isomorfismo sobre < € > es

linealmente independiente en la imagen de € .

El corolario del Teorema 6 tiende a ser més facil de aplicar directamente que el teorema en si mismo. En
particular, nos permite trabajar en términos de funciones generadoras, que son a menudo mas convenientes de

manejar matematicamente que las correspondientes funciones de distribucion.




Capitulo 4

Estimacion

Podemos argumentar que la estimacion de los modelos de mezclas finitas comenzo con el trabajo de Pearson
(1894). En este articulo se expone la estimacién de los pardmetros de una mezcla de dos distribuciones normales
heterocedasticas por el método de momentos. En el caso especial donde se tienen £ = 2 componentes normales
con matriz de covarianza comun, Lindsay y Basak (1993) derivaron un sistema de ecuaciones de momentos cuya
tinica solucién da una estimacién de ©. Recientemente, Craigmile y Titterington (1998) consideraron el método
de momentos asi como el de méxima verosimilitud para mezclas de distribuciones uniformes. En un desarrollo
reciente, DasGupta (1999) presento un algoritmo para la estimacién de componentes normales cuyas matrices

de covarianza son iguales.

Por lo tanto, a partir de lo planteado por Titterington (1985) y McLachlan (2000), se examinardn algunos de
los principales métodos para la estimaciéon de los pardametros producidos en un modelo de mezclas finitas. Entre
los distintos métodos que se examinaran, se encuentran los métodos graficos, en donde su anélisis se basa en la
funcién de densidad y de distribucién empirica; el método de momentos; el método de méaxima verosimilitud; el
algoritmo EM para modelos mezcla finitos; métodos bayesianos; estimacion por minima distancia; estimaciones
basadas en transformaciones y la descomposicién numérica de mezclas. Sin embargo el uso de estos métodos
depende en gran medida de la forma que adoptan las densidades de los distintos componentes de la mezcla.
Por esta razén se da un especial enfésis al algoritmo EM (Dempster, 1977). Esto se debe a su tratabilidad y
a que las estimaciones obtenidas son asintéticamente mejores en comparacién con los deméas métodos descritos

en este capitulo.

o7
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4.1. Meétodos graficos

Una gran variedad de procedimientos exploratorios basados en graficas han sido desarrollados para hacer
frente a la estimacion de los modelos de mezclas finitas. Los objetivos de estos procedimientos generalmente son

de dos tipos:
e Para indicar si los datos provienen, o no, de una mezcla de densidades; y
e Para proveer una estimacion cruda de los parametros del modelo de mezclas finitas.

La mayoria de las publicaciones hacen referencia a datos univariados y gran parte de estas solo se ocupan de
mezclas cuyas densidades tiene asociada una distribucién normal o lognormal. Como se vera méas adelante, la
mayoria de estos métodos gréaficos son intentos para obtener estimaciones crudas de los pardmetros de la mezcla,
que por lo general y en un principio, son la tnica forma de un andlisis estadistico.

Existen dos tipos principales de graficas para el andlisis de datos univariados. Estos dependen de que la
funcién que se represente sea de distribucion o de densidad. En particular, las formas de las gréaficas incluyen el

histograma y la funciéon de distribucién empirica.

4.1.1. Métodos basados en funciones de densidad

Uno de los primeros intentos para determinar el nimero de componentes de una mezcla era a partir del
numero de modas que se encuentran en un histograma. Pero el uso de esta gréafica se ve limitado debido a que
el nimero de modas que se contabilicen va a depender de la particién del histograma. Considerando que el
nimero de modas es uno de los principales factores para determinar el nimero de componentes de la mezcla,
Tanner (1962) propone un método en el cual caracteriza a las modas como un méaximo local (primera derivada
igual a cero y segunda derivada negativa) y las antimodas como un minimo local (primera derivada igual a cero
y segunda derivada positiva). Un enfoque menos crudo, que se basa en el uso de histogramas, es el que describe

Bhattacharya (1967). El método se compone de dos partes:

e El logaritmo de una densidad normal es concava en la variable, es decir la derivada es lineal, con pendiente

negativa.

e Cuando hay una gran cantidad de datos y la agrupacién impuesta por el histograma es muy fina, las

alturas del histograma son aproximadamente proporcionales a la densidad.
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Entonces, la grafica de las primeras diferencias de los logaritmos de las frecuencias del histograma de una
mezcla de componentes normales bien separados, deberd mostrar una secuencia de pendientes negativas (grafica
de lineas) las cuales corresponderdn a cada uno de los componentes. Aunque la grafica obtenida no serd lo
suficientemente clara para determinar los componentes de la mezcla, debera existir evidencia, al menos cruda,
de la existencia del niimero de componentes. Evidentemente, las posiciones y orientaciones de las lineas contienen
informacién que puede ser utilizada para proporcionar estimaciones crudas de los parametros. Bajo la hipdtesis
de que el conjunto de datos proviene de una distribucién N(u,0?) y que el tamafio del intervalo del histograma

2

es h, Bhattacharya (1967) derivo el siguiente procedimiento para estimar p y o® a partir de una grifica de

lineas,
. h
on = )\ + 5
52 d- h-cot(6) _lﬁ
b 12

donde d y b son escalas relativas sobre los ejes X e Y, A es la interseccién sobre el eje X y 6 es el angulo entre la
linea y la direccién negativa del eje de las X. Para la estimacién de los pesos de la mezcla, Bhattacharya (1967)
sugirio varios métodos basados en el ajuste de minimos cuadrados de las frecuencias esperadas. Bhattacharya
(1967) hace algunas variaciones sobre la matriz de minimos cuadrados, pero parece poco probable que la mejora
obtenida sobre el método de Teaner (1962) sea significativa. En particular, dado que se trata de un método
grafico, las estimaciones sobre la media y la varianza no son fiables.

El traslapo de los componentes predispone claramente las estimaciones. En el método de Bhattacharya, como
en muchos otros, es posible restar las frecuencias que puedan tener su origen en los componentes exteriores.
Entonces, partiendo de esto, se pueden obtener estimaciones sesgadas. De este modo, el grado de solapamiento
se evalua para estimar las frecuencias en la regién de superposicién de donde proceden los componentes. Ahora
podemos restar de las frecuencias observadas y tambien pueden ser contadas en las estimaciones de los pesos.
La sustraccién sucesiva informal de los componentes después del ajuste cuadratico a los logaritmos de las
frecuencias se describe por Buchanan-Wollaston y Hodgson (1928). Si tres de las frecuencias son utilizadas, una

de las cuadréticas se ajusta perfectamente.

4.1.2. Métodos basados en la funcién de distribucién

La alternativa para dibujar una funcién de densidad es dibujar la funcién de distribucién empirica y ver si

existe evidencia de una posible mezcla en la grafica. Al investigar la posibilidad de una mezcla de distribuciones
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normales, es natural el uso de papel de probabilidad normal, lo que conduce a un grafica normal cuantil-
cuantil (Q-Q plot). Este grafico puede ser descrito como una grafica de la estimacién de FA}l (p) contra @~ 1(p),
0 < p <1, donde Fi(-) es la funcién de distribucién de la mezcla y ®(-) es la funcién de distribucién de una
variable aleatoria normal estandar. Algunas desviaciones de linealidad son caracteristicas de ciertos tipos de
mezcla, aunque tiene que haber una buena cantidad de separacién para que el patron sea claro. Dada la falta
de fiabilidad de las estimaciones en métodos que se basan solamente en graficos Q-Q, es probable que se tengan
que adecuar a ojo los puntos de inflexién del grafico para encontrar las estimaciones crudas del modelo.

La superposicién de las distribuciones es la causa de uno de los principales problemas en la estimacién de
los parametros de la mezcla. Esto se debe a que las lineas de estimacién de los pardmetros que se obtienen
son bastante dificiles de elegir, adémas de ser no lineales, estos no podran ser los mismos debido a la falta
de normalidad y a la influencia de la separacion de las graficas. Empero, los métodos se pueden disenar para
contrarrestar esto. Generalmente al dibujar graficas es mejor que estas se adapten a los puntos alejados de las
zonas de superposicién y, en un grado inferior, lejos de las colas, donde es probable que existan pocos datos. Un
sesgo potencial en los parametros de las estimaciones obtenidas utilizando el método anterior se encontrara en
las estimaciones de los pesos de la mezcla. Este se basa en las estimaciones de los puntos de inflexién de la
funcién de distribucién acumulativa, es decir, minimos locales de la densidad. El sesgo puede, en principio, ser

removido cuando el punto de corte se traslada a xy, donde para el caso de dos componentes se tiene que

T /IO fi(z)dx = ms /Oofg(x)dx.

Si f1(-) y f2 (+) tienen una distribucién nomal, estd ecuacién puede ser escrita de la siguiente manera

@ (—“) o [1 o <—M)] . (4.1)

En la prictica podemos usar las estimaciones iniciales para los pardmetros en (4.1) para obtener un valor para
el punto de corte, xg. Esto puede hacerse en cualquiera de los extremos y, en caso necesario, el procedimiento
itera para mejorar las estimaciones. Si m; = 7y, xg se puede encontrar explicitamente en términos de los otros

parametros, para

To— K1 To— M2
o1 oy
esto es
w201+ 1 o2
Tpg=—"—"-"——+—.
o1+ 09

Este enfoque fue examinado por Brown (1978), que senala que este procedimiento se vuelve tedioso cuando

el nimero de componentes es mayor al que se expone arriba y que puede ser inestable si las estimaciones iniciales
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son pobres.
Como una alternativa de las graficas Q-Q podemos considerar al grafico P-P, que fue examinado en un

contexto de mezclas por Fowlkes (1979). Entonces se graficard

o (W) .
S

Ty — T

contra

, 1=1,...,n
S

donde (1) < -+ < x(p,) representa una muestra ordenada, X y s representan la media y la desviacién estandar

muestral respectivamente y
2t —1
2n '

Esto da como resultado la gréfica muestral ® — P versus @ (Fowlkes, 1979), la cual se puede ver como

o (ac—,u) — F(z) contra ey
o

pi =

o
Con datos normales, la grafica es una linea recta horizontal. La evidencia empirica presentada por Fowlkes
(1979) sugiere que esta grafica es al menos tan 1til como la grifica Q-Q para la deteccién de mezclas.

El uso de graficas sobre la base de la descomposiciéon en mezclas de Weibull, sobre la misma base que en el
caso normal, es examinado por Kao (1959). Para datos exponenciales, la gréfica log(1- funcién de distribucién
empirica) versus x deberd ser lineal. Esto lleva también a un andlisis grafico y a técnicas de estimacién apro-
piadas. Las distribuciones uniformes automaticamente producen graficos Q-Q lineales. Un conjunto de datos
de una mezcla de componentes uniformes debe conducir, por lo tanto, a una dispersién lineal compuesta por
variables. El cambio de los puntos indica el final del espacio del componente muestral y la pendiente de la
dispersion dard lugar a la estimacion de los pesos de la mezcla. El ajuste sistematico de la forma lineal involucra

la metodologia del ajuste de graficas de probabilidad y del cambio del punto de infleccion.

4.2. Método de momentos

Supongamos que tenemos un conjunto de n observaciones independientes de una poblacién cuyo modelo
de probabilidad depende de r parametros desconocidos. Supongamos ademas que p (@) denota un vector de r
momentos funcionalmente independientes y que m denota el conjunto correspondiente a la muestra de momentos.

El método de momentos es el estimador © que satisface

1 (6) =m. (4.2)
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En general, existe un gran nimero de problemas con los estimadores de momentos. Pero para utilizar este

método se deberan tener las siguientes consideraciones,
e La solucién explicita de (4.2) puede no ser facil o incluso posible.

e La solucién de (4.2) puede no ser tnica y no puede encontrarse automaticamente en una regién factible

de R".

e Aunque la consistencia de ,u(C:)) y, por consiguiente en algunos casos tipicos, la consistencia de © por lo
general sigue la ley de los grandes ntimeros, © no puede ser asintGticamente eficiente.

e El cdlculo exacto de Cov(©) normalmente no es posible. Sin embargo, una expansién de Taylor en el

argumento puede ser utilizada a menudo para mostrar que, aproximadamente, y para muestras grandes,
11(00) + D (60) (6 — Og) =m, (4.3)

donde D es la matriz cuadrada de derivadas de los elementos en u y O es el valor real. Entonces,

aproximadadmente,

Cov (©) = D (69) " Covg, (m)[D (69)"]"" (4.4)

~ D ()7 Covg(m) [D (©)7]71.
Todos estos problemas ocurren frecuentemente con los estimadores de momentos. Sin embargo, existe una
larga historia de aplicaciones de tales métodos, en parte debido a que el primer punto normalmente no ocurre

en la préctica y en parte por el problema en los calculos relacionados con métodos alternativos como la méxima

verosimilitud esto, por supuesto, antes de la llegada de las computadoras.

4.3. Método de maxima verosimilitud

Supongamos que se tienen n observaciones independientes X = z1,...,X,, = x, de una mezcla, entonces

la funcién de verosimilitud asociada a esta muestra es la siguiente

n n k
Lo(©) =] f(@il©) =[] > m; £ (x:l6). (4.5)
i=1 i=1 j=1
La maximizacion de Ly (@) con respecto a ©, para los datos X; = xq,...,X,, = x,, proporciona la es-

timacién méximo verosimil de ©. Equivalentemente, y muy usualmente, la cantidad que se maximiza es la
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log-verosimilitud

k

n k n
L (0) =log Lo (©) =log [[ Y =, f (wil b)) = Z log & Y mj f(wil 6;) ¢ - (4.6)

i=1 j=1 =i

El cdlculo directo del estimador méximo verosimil (4.6) requiere de la solucién de la ecuacién de verosimilitud,

log L,
Olog Lo (6) _ (4.7)
00
Se puede manipular de tal forma que el MLE de © satisfaga
1 — ") A .
wj:ﬁzq(ﬁ .0)  j=1,...,k (4.8)
y
k n 0 R
DN 7 @™:0) = log f; (2 0;) =0, (4.9)
— a0
j=1 i=
en donde
7j (2:;0) mif; (@) (4.10)

- 22:1 T fn (245 0n)

es la probabilidad posterior de z(™ correspondiente al i-ésimo componente de la mezcla.

Para modelos paramétricos simples, el enfoque maximo verosimil es muy popular, en parte debido a la
existencia de una teoria asintdtica atractiva y porque las estimaciones son a menudo faciles de calcular. Para
modelos de mezclas finitas, sin embargo, vamos a descubrir que la teoria asintética y algunos aspectos sobre su

calculo no son siempre tan sencillos. Para ejemplificar este método, consideremos el siguiente ejemplo:
Ejemplo 1. Mezcla de dos densidades conocidas

Supongamos que
L (0) =Ly (r) = log[r f1(z:) + (1 =) fa(x:)] = Y _ log[m (fir — fiz) + fizl,
i=1 i=1

donde f;; = f;j (x;) paraj = 1,2,...,n. Si ademds escribimos p; = 7 f1 (2;)+ (1 —7) fa (x;), entonces la ecuacién

de verosimilitud sera igual a

0% Zn fir — fiz
= = . 4.11
0 871' =1 Di ( )
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Existen dos caracteristicas preocupantes acerca de la solucién de (4.11). La primera es que (4.11) es equiva-

lente a una ecuacién polinémica de grado hasta (n-1) en 7. Sin embargo, existe a lo més una raiz real debido a

9* % 2= f2]?
5 __;[pi ] <0.

la concavidad de %:

El segundo problema surge porque la solucién para (4.11) no puede satisfacer que 0 < & < 1, entonces la

estimacién maximo verosimil de 7 estard dada por
e Tsi0< <1,
e 0si0.%/0m r=0 <0;
o 15i0.%/0m r=1 > 0.

Si bien es tranquilizante que (4.11) sélo tiene una raiz real, no es posible obtener una solucién explicita,
por lo que se tendran que utilizar métodos numéricos, como por ejemplo el método de Raphson o el método de
puntajes. Un tercer procedimiento iterativo puede ser utilizado mediante la sustitucion de f;3 en términos de

p; v fi1 en (4.11), entonces reagrupando la ecuacién resultante, se tiene que

n

1 fi 1o
. Ju_ 2 o (m), 412
T 2)

donde w;; claramente esta entre 0 y 1. Esto sugiere el siguiente procedimiento de aproximaciones sucesivas:

1 n
(m—+1) —— E . (m) =0.1.... 413
m " - Wi1 (ﬂ' ), m P ( )

4.4. Algoritmo EM para modelos de mezclas finitas

Hasselblad (1966, 1969), Wolfe(1965, 1967, 1970) y Day (1969) observaron que en algunos casos especiales,
las ecuaciones (4.8) y (4.9) sugieren un calculo iterativo de la solucién. Para un valor inicial, ©y de ©, un
nuevo estimador ©() puede ser calculado para 9; lo que a su vez puede ser sustituido para producir una
nueva actualizacién O y asi sucesivamente, hasta la convergencia. La solucién de la ecuacién de verosimilitud
se puede identificar como una aplicacién directa del algoritmo EM de Dempster (1977). Este procedimiento
iterativo consiste de dos pasos, el Paso-E (por esperenza) y el Paso-M (por maximizacion).

El algoritmo EM es particularmente 1itil para problemas de estimacion donde existen observaciones pérdidas.

Supongamos que el conjunto de datos observados consiste del vector

T = (xl,...wn)T,
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que se considera como incompleto, ya que los vectores z1, ..., 2z, asociados al componente de la etiqueta no
estan disponibles. En este marco, donde cada z; se conceptualiza como un derivado de los componentes del
modelo de mezclas finitas (3.1), z; es un vector de dimensién k con z;; = (2;); = 0 6 1, esto en funcién de que

x; surja o no de el k-ésimo componente de la mezcla. Por lo tanto, el vector de datos completo serd el siguiente

X, = (x,2)7, (4.14)

donde
z=(21,..,2n)T. (4.15)
Los vectores de etiqueta zy ..., z, corresponden a las realizaciones de los vectores aleatorios Zi,..., Z,.

Es conveniente suponer que se distribuyen de acuerdo a (3.7). Esta suposicién significa que la distribucién de
los datos completos del vector X. implica la apropiada para el vector de datos incompletos z. Entonces la
log-verosimiltud del conjunto de los datos completos de @, esta dada por

k

Z.0) =3 z{logm, +log f; (::6,)}. (4.16)

j=1 i=1

La adicién del conjunto de datos no observados al problema es manejado por el Paso-E.

4.4.1. Paso-E

El Paso-E requiere el cdlculo de la esperanza condicional de .,.%(9) dado z, usando ©(©) para 0, es decir
Q(8;0) =Eg {Z (0)] 2} (4.17)

El operador esperanza tiene el subindice ©(9) para dejar en claro que esta esperenza se efectuars utilizando
C10) para O. De ello se deduce que en la iteracién m + 1, el Paso-E requiere el calculo de @ (@, G(m)), donde
O(™) es el valor de © después de la m-ésima iteracién. Como la log-verosimilitud de los datos completos es lineal
en los datos no observados, el Paso-E en la iteracién m + 1 requiere el calculo de la actual esperanza condicional

de Z;; dados los datos observados x, donde Z;; es la variable aleatoria correspondiente a z;;. Entonces
Egm) = Peom {Zij = 1|2} = 75 (243 é)(m))v (4.18)

donde, por (4.10),
7T§77L) fj (xl 9(7rz)) W;er) fj (xz o(er))

) '3

Tj (-Tw@(nl)): m == m m)
Flaio™)  r ™ (i 6™)

(4.19)
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parai=1,...,n;j =1...,k La cantidad 7; (z;; @(m)) es la probabilidad posterior del i-ésimo miembro de la
muestra con valores perteneciente al j-ésimo componente de la mezcla. Usando (4.18), se puede asumir que la

esperenza condicional de (4.16) dado z es igual a

Q(6;0) =" " 7 (2,0 {log m; + log f; (i; 6;)}. (4.20)

j=1 =1

M;r

4.4.2. Paso-M

El Paso-M en la iteracion m + 1 requiere de la maximizacién global de @ (@, é(k)) con respecto a © sobre
el espacio parametral ). Para el modelo de mezclas finitas, las estimaciones actualizadas de los pesos de la
mezcla son calculados independientemente de la estimacion actualizada del vector de parametros 0. Si los Zij

son observados, entonces el MLE del conjunto de datos completos de 7; estard dado por
1 n
:Ez;zij j=1,...,k (4.21)
=

Como el Paso-E simplemente involucra el reemplazar cada z;; con su actual esperanza condicional 7; (z;; 6(7”))

en la log-verosimilitud de los datos completos, el estimador actual de 7; esta dado por
™t = ZTJ (z;;0M)) =1,k (4.22)

Asi, en la estimacion de 7; de la iteracion m + 1, existe una contribucién de cada observacién z; igual a la
probabilidad posterior del j-ésimo componente del modelo de mezclas finitas. En cuanto a la actualizacién de 9
en el Paso-M de la iteracién m + 1 , se puede ver que a partir de §(™*1) se obtiene como una apropiada raiz de

k n
. 0
Z er (2:;0™) — log f; (x:;6;) = 0. (4.23)
— 00
j=I =1
Una caracteristica del algoritmo EM es que la solucién de (4.23) a menudo existe en forma cerrada. El

Paso-E y el Paso-M se alternan repetidamente hasta que la diferencia
L (G(m—i-l)) . (Q(m))

es una cantidad arbitrariamente pequena.
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Ejemplo 2. Mezcla de dos distribuciones normales homoceddsticas

Si considermos la mezcla
N+ (1=7) ¢ (wi] p2, 0?), (4.24)

1 1 9
= B ro? exp ﬁ(%‘_ﬂj)

denota a la funcién de densidad normal univariada con media p; y varianza o“ para j = 1, 2. La log-verosimilitud

Iu () = 7@ (xif pa, 0

donde
¢ (il pj, 0%)

de los datos completos esta dada por
. n
Z.(0) =Y (1—z)log ¢ (zi| 1, 0%) + 2 $(w;] 2, 0°) (4.25)
i=1
Al derivar (4.25) con respecto a © obtenemos los estimadores méximo verisimiles para 7 Ui, 2 Y O
- o
T=— z .
n <
i=1
" Di1 % T
_ Zui= 4.27
M1 2?21 2 5 ( )
s 2 (- z)
_ Zui= 4.28
M2 n— Z?:l 2 ) ( )
(4.29)

Como se explico anteriormente, el Paso-E involucra el calculo de

" g @6 /s <xi;9§’”)> _
e(m)) Zh 1 7Th fh (ml?ei(zm)) L

747 J

Egm) [Ze |z:] = f(

Y el Paso-M en la iteracién m + 1 requiere de la maximizacién global de

o

Q(O:;0M)) =" " 7 (:;0){logm; + log f; (w:36;)}.

j=1 i=1




68 4.4. ALGORITMO EM PARA MODELOS DE MEZCLAS FINITAS

con respecto a © sobre el espacio parametral . Es decir, en este paso se va a sustituir 7(m por z; en (4.26) y

i

hasta (4.29), entonces

m+1 1 - -
m Y = @),

i=1

) = D1 T (‘Tﬁ@Fm))xi
' Yy 7 (i ©™)

9

u(m+1) _ Zi:l (1- Tj (4 9('m))) Ly
’ n—3 7y (2;00M)

)

n n

(m+1) 1 (. m
o = ST @ O) G — )+ Y (17 (s O0) (i — )

=1 i=1

para j =1,2.
Entonces se simulo la mezcla (4.24) con los siguientes pardmetros:

0 =(1/2,2,1,1).

A partir de los resultados anteriores se estimo © a través de algoritmo EM. Los resultados se muestran en

la tabla 4.1.

Iteracion s 1 2 o2

10 0.4950106 1.705152 1.226815 0.6104789
25 0.5225931 1.692305 1.213243 0.6451429
45 0.5287654 1.689444 1.210178 0.6529800
60 0.5294312 1.689136 1.209846 0.6538489
100 0.5295984 1.689059 1.209763 0.6540402
150 0.5296008 1.689057 1.209762 0.6540429

Cuadro 4.1: Estimadores basados en el algoritmo EM.
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En esta tabla se puede observar que los valores obtenidos difieren poco de los valores reales, sin embargo, la

varianza sigue muy distante del valor real.

4.4.3. Valores iniciales para el algoritmo EM

Por lo general, en la préctica se tiene que especificar un valor para 0, Ademss si se elige incorrectamente
a 00 la convergencia del algoritmo EM podria ser demasiado lenta. De hecho, en algunos casos en donde
la verosimilitud se encuentra en el limite del espacio muestral, la secuencia de estimaciones {©(™} generadas
por el algoritmo EM divergen si ©(®) se elige demasiado cerca del limite. Otro problema que se presenta en
los modelos de mezclas finitas es que la ecuacién de verosimilitud tenga raices multiples que corresponden a
distintos maximos locales. Por lo que el algoritmo EM debera aplicarse a partir de una amplia gama de valores,
que son el resultado de la bisqueda de todos los maximos locales.

Un enfoque alternativo es el de realizar el primer Paso-E especificando un valor Ti(o) para 7(z;; @) para
1=1,...,n, en donde

7 (2:;0) = (1 (;0), ..., 7% (2:;0))T

es el vector que contiene las k probabilidades posteriores de los componentes pertenecientes a la mezcla para

x;. Esto dltimo suele ser llevado a cabo al establecer TZ-(O) = zi(o) parai=1,...,n, donde

define una particion inicial de los datos en k grupos.
Para datos de dimensién mayor, un valor inicial z(°) se puede estimar a través de la utilizacién de algunos
algoritmos de agrupacién (clustering), tales como el algoritmo de k-medias o un procedimiento jerarquico, si n

no es demasiado grande.

4.4.4. Comenzando con valores aleatorios

Otra forma de especificar un valor inicial de los datos es dividirlos de manera aleatoria en k grupos corres-
pondientes a los k componentes del modelo de mezclas finitas. Es decir, para cada observaciéon x; se genera
aleatoriamente un nimero entero entre 1 y k. Si este entero aleatorio es igual a h, entonces nos fijamos si el

i-ésimo elemento de zi(o) es igual a uno para j = h e igual a cero para j #h, j=1,...,k.
Con inicios aleatorios, el efecto del teorema del limite central permite tener a los pardmetros inicialmente

similares, al menos en muestras grandes. Una forma de reducir este efecto es primero seleccionando una pequena
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submuestra aleatoria de los datos, para que después sea asignada aleatoriamente a los k componentes. Entonces
el primer Paso-M se realiza en base de la submuestra. La submuestra tiene que ser lo suficientemente grande
como para asegurar que el primer Paso-M sea capaz de producir una estimaciéon no degenerada del vector de
parametros. Por ejemplo, en la estimacion de una mezcla de componentes normales de dimensién p con matrices
de covarianza no restringidas, tiene que haber por lo menos p + 1 observaciones asignadas a cada uno de los
componentes. Esto con el fin de garantizar estimaciones no singulares de las matrices de varianzas y covarainzas
de cada uno de los componentes del modelo.

Un método alternativo para especificar el inicio aleatorio, al menos en el contexto de k componentes normales

(0)

con medias j; y matrices de varianzas y covarianzas ¥;, es generar aleatoriamente e independientemente 14

K2

mediante
VD RN (2, V), (4.30)
donde Z es la media muestral y
V= % " (2 — ) (2 — 2)T (4.31)

1

es la matriz de varianzas y covarianzas de los datos observados. Con este método, existe més variacion entre los

- 0
valores iniciales u( )

; para las medias de los componentes p; que con una particion aleatoria de los datos en k

grupos. Ademaés es menos exigente a la hora de hacer los célculos. Las matrices de varianzas y covarianzas de

los componentes 3; y los pesos 7; se pueden especificar de la siguiente manera
0 _ o_1 .
Y=V y = j=rd,.... k. (4.32)

Como se ilustra en McLachlan y Basford (1988), un factor clave en la estimacién de un modelo de mezclas
finitas es la precisién de la estimacién del vector de proporciones de la mezcla. Para mezclas univariadas Fowlkes
(1979) sugirié determinar el punto de inflexién en una gréfica Q—(@Q para estimar la proporcién de las poblaciones.
El resto de los pardametros pueden ser estimados a partir de la muestra particionada en grupos de acuerdo con

la estimacién de las proporciones de la mezcla.

4.4.5. Tasa de convergencia del algoritmo EM

El algoritmo EM define un mapeo © — M (@)7 del espacio parametral de © de tal forma que cada iteracién

Om) —, @(m+1) esta definida por

(_;)(m-l-l) :M(@(’m))’ m:O7172,....
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Si ©™) converge a algin punto ©* y M (@) es continua, entonces ©* es un punto fijo del algoritmo, es decir,
©* debe satisfacer

0" = M (6%). (4.33)

A partir de una expansion en series de Taylor de ©(™*1 sobre el punto ©(™ = ©*, tenemos una aproxima-
cién de ©* de modo que
oM+l _ 9" ~ J(6%) (6™ — 6%), (4.34)

donde J (©) es la matriz Jacobiana de dimensién d x d para M (©) = (M (0),..., My (©))T, cuyo elemento

perteneciente al renglén r y a la columna s sera igual a

.. OM,(©
Jrs (@) = W()v

en donde O, = (@)S Entonces, en una aproximacién de @*, el algoritmo EM es esencialmente una iteracién
lineal, con una matriz tasa J (@*) Por estd razon, J (@*) es a menudo citada como la matriz de la tasa de
convergencia o, simplemente, la tasa de convergencia.

Para un vector ©, una medida de la tasa real observada de concergencia es la tasa global de convergencia,

la cual se define como ) )
et — o]
r = llm %,
s (|60 — 6]

donde || - || es cualquier norma perteneciente a un espacio d-dimensional Euclideano. Es bien sabido que, en

determinadas condiciones de regularidad,

T = Amax = el mayor de los eigenvalores de J (©*).

En la préactica, r comunmente se determina mediante

o 1o — ety
=1 : : . 4.35
" kinolo H@(m) — @(mfl)H ( )

4.4.6. Matriz de convergencia en términos de matrices de informacién

Supongamos que {©("™} es una secuencia del algoritmo EM, para la cual

9Q (6;00M)

; =0 4.36
36 (4.36)

se satisface para © = ©("+1) Dempster (1977) demostro que si eim converge a un punto ©*, entonces

J(©%) =171 (0% 2)T,, (0% 1), (4.37)
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donde 71 (@*; x) es la esperanza condicional de la matriz de los datos completos definida por

T = Eg {1 (0; Xc)| 2}, (4.38)
donde _
I (0;Xc) = W
y
I (0;2) = —Eg {0% logk (Xc| 7;0)/00 007 |z} (4.39)

es la esperanza de la matriz de informacién para © basada en .

Por lo tanto la tasa de convergencia del algoritmo EM estard dada por el mayor de los eigenvalores de la
matriz de informacién Z; ' (©*; x) Z,, (©*; x). Es decir, mide la proporcién de informacién sobre © que no esta
disponible por no considerar el conjunto de datos perdidos. Cuanto mayor es la proporcién de informaciéon que
falta, mas lento es el indice de convergencia.

La tasa de convergencia del algoritmo EM se puede expresar, de manera equivalente, en términos del eigen-
valor mas pequeno de

771 (0% 1) T, (0% 2).

Esto es porque podemos expresar J (0*) de la siguiente forma
J(07) =14 —I;" (0% 2) L, (0% 2), (4.40)

donde I; denota a la matriz identidad de dimensioén d x d.

Por tltimo cabe senalar que, Windham y Cutler (1992) basaron una prueba sobre el niimero de componentes
en un modelo de mezclas finitas en el eigenvalor mas pequeiio de Z ! (é*, ) I, (é*, x). Su motivacién es que,
heuristicamente, un gran valor de este pequeno eigenvalor sugiere un buen agrupamiento de los datos, mientras

que un pequeno valor sugiere lo contrario.

4.5. Algoritmo EM incremental (IEM)

El algoritmo EM Incremental fue propuesto por Hinton y Neal (1998) para mejorar la tasa de convergencia
del algoritmo EM. En el algoritmo IEM, se llava a cabo un Paso-E parcial antes de que se lleve a cabo el siguiente
Paso-M. Es decir, supongamos que los datos observados x1, ..., z, se encuentran divididos en B bloques. Si r

es igual a la parte entera de n/B, entonces cada bloque contiene r observaciones, aparte de, por ejemplo, el
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B-ésimo bloque que tendrd méas de r cuando n no es un multiplo de B. El algoritmo IEM procede mediante
la aplicacién del Paso-E en un sélo bloque de observaciones antes de realizar el Paso-M. De esta manera, cada
punto de los datos z; es visitado después de B parciales Pasos-E y B Pasos-M se han llevado a cabo.
Entonces, si ©(™ denota el valor de © después de la m-ésima actualizacién y si ©(m+b/B) denota el valor
de © después de la b-ésima iteracién en la actualizacién (k4 1). En el contexto de un modelo de mezclas finitas
con k componentes, el algoritmo IEM es implementado en la itreacién b + 1 de la actualizacién (k 4+ 1) de la

siguiente manera:

Paso-E: Paraj=1,...,k, reemplazar la variable indicadora z;; en la log-verosimilitud de los datos completos

por 7; (z3;©™+b/B)Y para las x; en el bloque b+1,b=0,...,B — 1

El uso de un Paso-E parcial plantea dos puntos que no se encuentran en el algoritmo EM estandar. Uno de
ellos es la forma de evaluar la convergencia cuando se utiliza el algoritmo IEM con la aplicaciéon del Paso-E a
través de bloques de datos. Después de la iteracion b+ 1 en la actualizacién m + 1, la log-verosimilitud se puede

aproximar mediante

log L (@<m+<b+1>/3>) ~log L (@<m+b/3>) + Z {1ogf (mi;®<m+<b+1>/3>) “log f (@(m+b/B))}. (4.41)
€Sy

El segundo punto esta relacionado con la actualizacién inicial a través de los datos. Los primeros bloques
pueden contener algunas observaciones con una alta probabilidad de pertenencia a algin componente de la
mezcla. Esto que puede dar lugar a que la estimacién del componente de la mezcla sea insignificante. Como
consecuencia, las observaciones en los bloques subsecuentes pueden tener practicamente una estimacién nula en
sus probabilidades posteriores. Este problema puede evitarse mediante la ejecucién del algoritmo EM estandar
para las primeras exploraciones o por lo menos esperar hasta que el Paso-E se realize durante varios bloques
antes de realizar el primer Paso-M. Por supuesto que esto debe considerarse como excesivamente conservador
en la mayoria de las aplicaciones con bases de datos muy grandes.

En relacién con el tiempo necesario para realizar el algoritmo IEM para una actualizacién, los B Pasos-E
parciales se demoran mas para ejecutarse que un Paso-E completo en el algoritmo EM estandar. La eleccion del
nimero de bloques a fin de optimizar el tiempo de convergencia del algoritmo IEM es un problema interesante.
McLachlan y Ng (2000) sugiere el usar B ~ n?/® como una simple guia, sim embargo, cuando las matrices de
covarianza son diagonales McLachlan y Ng (2000a) sugieren la modificacién de esta guia para B = n'/3. La

eleccion éptima dependerd del ntimero de pardmetros desconocidos.
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Una caracteristica a resaltar dentro del algoritmo IEM es que el tiempo de convergencia comienza a aumentar
conforme aumenta el nimero de bloques. Esto se debe al tiempo adicional del calculo necesario para realizar
los M pasos adicionales y ademds tener que invertir las matrices de covarianza en la actualizacién de las
probabilidades posteriores de los componentes en cada actualizaciéon del conjunto de datos. En particular, uno
debe evitar tener que invertir la matriz de covarianzas después de cada actualizacién de la probabilidad posterior
de una tnica observacién. McLachlan y Ng (2000) han modificado estas férmulas donde el peso de una sola

observaciéon no cambia de 1 a 0, es decir, se suprime pero no es mas que actualizado a otro valor entre 0 y 1.

4.5.1. Actualizaciéon de los bloques para estadisticos suficientes

Si alguna de las distribuciones de los componentes pertenece a la familia exponencial, entonces es méas facil
trabajar en términos de esperanzas condicionales que corresponden a estadisticos suficientes. Por lo tanto, para

el bloque b y para el valor actual ©™) de O, si

T =3 7 (@i 6), (4.42)
1€SH
TJ‘(?,I)) = Z 7 (2 O™z,
1€ESH
€Sy
para j = 1,....k, donde S, € {1,...,n} contiene los subindices de las x; que pertenecen al b-ésimo bloque.

La esperanza actual del estadistico suficiente podra ser expresada sobre los B bloques en los términos de las

ecuaciones (4.42) para obtener

iq,b?

B
o =N i=1,....k ¢=1,2,3. (4.43)
b=1

En las expresiones (4.42), el exponente m denota una iteracién y no necesariamente alguna actualizacion
del algoritmo IEM. Ademds, en el Paso-M de la iteracién b 4 1 en la actualizacién (k + 1) del algoritmo ITEM,

las estimaciones de 7;, u; y ¥X; se actualizan de la siguiente manera:

W§m+(b+1)/B) _ Tj(an#rb/B)/n’ (4.44)

m+(b+1)/B m+b/B m+b/B
u§» +(b+1)/ )sz(Q*/ >/Tj<1+/ ) (4.45)
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o = {j}(?%/B) B Tj(rln-&-b/B)’l Tj(72n+b/B) T}gﬁb/B)T} /j}(T+b/B)7 (4.46)

paraj = 1,...,k. Las esperanzas condicionales TZ—(;ner/ B) de los estadisticos suficientes del lado derecho de (4.44)

a (4.46) pueden expresarse en términos de sus valores en la iteracién anterior, usando el siguiente resultado

(m+b/B) _ pn(m—+(b—1)/B) (m—1+b/B) (m+b/B) . _
135, =1Tj, =T} b1 + Ty pr1 s j=1,...,k, ¢=1,23. (4.47)

Es decir, en el Paso-E parcial y en la iteracién b+ 1 de la actualizacién m + 1, s6lo los términos del bloque b+ 1
tienen que ser calculados, dado que el primer y segundo término del lado derecho de (4.47) estdn disponibles a

partir de la iteracién y actualizacion anterior, respectivamente.

4.5.2. Formulas eficientes de actualizacién

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que el i-ésimo bloque consiste de la i-ésima observacion x;. Entonces

para actualizar las probabilidades posteriores de
7 (xi; @(m+(z—1)/n)) a T ($i§ @(m—'rz/n))

en la iteracién i + 1 de la actualizacién m + 1 del algoritmo IEM, tenemos que actualizar los valores mj,

Ly Z;l para j = 1,...,k. Por conveniencia, escribiremos 7; (xi;(;)(m'*‘(j_l)/”)), 7r§m+(j71)/n)7 u(m+(j71)/n)

$(m+G=1)/n)
J

J

y como T, mj, f1j y %, respectivamente. Las cantidades correspondientes a ©(+G—1/n)

reemplazadas por ©(™+7)/") serdn denotadas como T

77, uj y ¥ respectivamente. McLachlan y Ng (2000)
demostrarén que cuando O +U~1/7) es actualizado por O™ +1)/) en 7 (s @)7 entonces 7;, fi;, Z;l y 1351
se pueden actualizar de la siguiente manera:

*
TlTFj 7Tij+7‘ij

77; =, (4.48)
% (Tij—Ti*-)(mi—Hj)
1wy =y — po , (4.49)
J

* * —1 T y—1
st _ [Ef1+ (rij —775) 25 (i — py) (xi — pg) " X5

! nwy = (ri; = 75) (@ — py)"

=5 i - m] (450)

ij

P *
*| Ty Tij — Tij T «—1
%3] = <7r;> 125 11— Tﬁ;‘ (xi — )" B (2 — Mj)] ) (4.51)
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paraj=1,... k.

El uso de (4.48) a (4.51) reduce considerablemente la cantidad de tiempo del cdlculo en la actualizacion de las
k probabilidades posteriores de los componentes para x;. En particular, el uso de las tltimas dos expresiones evita
tener que calcular directamente la inversa y los determinates de las matrices de covarianza. Lamentablemente,

no es posible generalizar estas férmulas para el caso de bloques que constan de més de una observacion.

4.6. Algoritmo EM para cadenas de Markov

Al considerar el modelo (3.7), la funcién de densidad de los vectores x1, ..., x, se asume como condicional-

mente independiente de z1, ..., z,, es decir,
n
f(mhn'awn'zlw"azn;g) = H f(lez’ué-)7
i=1

donde

k
f (@il z:;€) = H fj (xi;0,)7%7
j=1

y £ denota los parametros desconocidos en 61, ..., 0.

El Modelo Oculto de Markov, HMM, debilita la hipétesis de independencia en X; mediante la adopcién de
observaciones sucesivas que se correlacionan a través de su componente de origen. Con este enfoque, la hipdtesis
de independencia (3.7) en el vector de variables indicadoras z; se debilita. Por lo general, un modelo Markoviano
estacionario se formula para la distribucién de los vectores ocultos Z1, ..., Z,. En una dimensién, este modelo
Markoviano es una cadena de Markov y en dos o m&as dimensiones es un campo aleatorio de Markov. La
distribucién condicional del vector observado X; se formula para que dependa sélamente del valor del componente
de origen Z; y que sea condicionalmente independiente. Las cadenas de Markov ocultas proporcionan un modelo
realista cuando las observaciones x; aparecen secuencialmente en el tiempo y tienden a agruparse o alternarse
entre los posibles componentes (subpoblaciones). La estimacién de los pardmetros en los modelos ocultos de
Markov por lo general se basan en la estimacién maximo verosimil en métodos Bayesianos. Sin embargo, el
método de momentos se dificulta al grado de ser intratable.

Si la dependencia entre los vectores de variables indicadoras Z; se especifica por una cadena de Markov

estacionaria con matriz de transicién A = ((7)), h,i = 1,..., k. Entonces

P(Zjit1=1Zinl=mjn G h=1,...k
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para cada i, 7 = 1,...,n — 1. La distribucién inicial de la cadena de Markov se define por my;. Por lo tanto, si
B contiene las probabilidades iniciales my; y las probabilidades de transicién ;;, entonces podemos escribir la

distribucién de Z como

Pz 8] =Plz1; 8] [[ Pleil 215 8],
i=2

donde
k
Zj1
Plzi; H 0
y
kK
. _ Zh,i—1%ij
Plzi| zi-1;8] = H % R
h=1 j=1

Si consideramos a X; como una variable discreta, donde
fj({L‘i):P[Xi:fLﬂZij:l], jZl,...,k‘;iZl,...,?’L,

es decir, es la probabilidad de que X; = x; dado que es un miembro del j-ésimo componente de la cadena.
El vector de pardmetros desconocidos © consistird de 8 y de las probabilidades de los componentes para los
distintos valores asumidos por la variable aleatoria X;. Entonces, el vector de datos completos se conformard por
los datos observados y los datos no observados, z = (2f,...,21)T

rTn

. Por lo tanto, la log-verosimilitud de los datos
completos estarda dada por

k n

Zo (0) =logP[z] +log f (x| z) = log P [2] + Z Z log f; (x;6;), (4.52)
j=1 i=1
donde
E k n—1
logP [z Z zj1logm; + Z Z Zh,i%j41 log Ty .
h=1 j=1 i=1

4.6.1. Paso-E

El Paso-E requiere del cdlculo de la esperenza condicional de (4.52) dado el dato observado x. Al tomar esta

esperanza se tiene que en la iteracion m + 1

I
—_

n

ko k
Q(6,0) Z 7j 1)10g7TOJ + Z Z 7] T log 7 +ZZ IngJ zi; 0;), (4.53)

h=1 j=1 =1 Jj=11i=1

donde T(L i ]) y 7'( ™) denotan los valores actuales de las probabilidades condicionales definidas como

Thij:P[Zhizl,Zj’iJrl:1|{L‘], izl,...,n—L (454)
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TZ]:P[ZZJZH.'I}], ’L:L,?’L
De (4.54), tenemos que

Tz’j: E Thj,i—lv ’L':27...,TL

o fj(@1)

Sh_1 Tonfn (z1)

le =

Las probabilidades posteriores 75, ;; y 7;; se pueden expresar en términos de las siguientes probabilidades:

aij=PX1=21,...,Xi =2, Z;; = 1] t1=1,...,n,

bl]:P[Xl+1:x1+1a7X’n:xn‘Zz]:]-] Zzn—l,n—Q,,l

Rabiner (1989) se refiere a a;; como la probabilidad de retraso y a b;; como la probabilidad de adelanto. De

ello se deduce que 7;; puede expresarse mediante

ani Thi [j (Tig1) bjig1 ’ (4.55)
Eh 1 Zg 1 0 Thy fj (Tig1) bjiva

Thij =

puesto que es el numerador es P[Z),; =1,7Z;,41 = 1,Y = y| y el denominador es P[Y" = y|. Los valores de agn)

se calculan por una recusién forward segun se indica en la iteracion m + 1, es decir,

Inicio:
o0 =2 () =1k
Induccién:
k
a;nzlll—f( )$z+1 Zahl 71',(17?) i=1,....,n—1.
Final:

P@(M) [Xl =T1y--- 7Xn = x’ﬂ] = Z ag'TZ)7
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donde Pg (. [-] denota a la probabilidad con respecto a © reemplazada por ©(™ . Los valores para bg?) se

calculan por una recursién hacia atras segiin se indica en la iteracién m + 1, es decir,

Inicio:

Induccién:

B\ = Zﬁ(m)f(m)(l’, DO i=n—1. L h=1,.. k
Jj=1

El célculo final en el Paso-E consiste en conectar estos valores y los valores actuales de los parametros en la
ecuacién (4.55) de la siguiente manera:
ay g £ (e DO,
Zh 1 Z =1 aZthg)f(m) (:vm)bﬁ zJ)r1

(m) _
Thij =

4.6.2. Paso-M

El Paso-M consiste en encontrar las estimaciones actualizadas de los pardmetros de la funcién (4.53). Se trata
de una combinacion de los estimadores méaximo verosimiles para los pardmetros de una distribucién multinomial
y las probabilidades de transiciéon de una cadena de Markov. La actualizaciéon de los pardmetros se calculan de

la siguiente manera:

L) __(m)
Toj = Tj15

m+1) ZThZJ/ Z Thz ’

n—1 n—1
fj(m-i-l) (2;) = Z Tf}")é(xz —z;)/ Z T]an)’
=1 =1

donde 6(u — v) es uno si w = v y cero en otro caso.

Recientemente, Dunmur y Titterington (1998) estudiaron la influencia de las condiciones iniciales en la
estimacion maximo verosimil para una cadena de Markov binaria y homogénea. Llegaron a la conclusiéon de
que el MLE depende de las estimaciones iniciales. En algunos casos, el algoritmo no converge a una solucién

razonable; pero para un punto fijo el algoritmo anterior se utiliza en el Paso-E.
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Sin embargo, como se explica en Leroux y Puterman (1992), el algoritmo hacia atrds-hacia adelante para
el cdlculo de a;; y de b;; es numéricamente inestable en muchas situaciones. Esto se debe a que a;; converge
rapidamente a cero o diverge a infinito conforme i aumenta. En general, Leroux y Puterman (1992) sugieren
determinar para cada i el valor de r para el cual 107" > ; @i j se encuentre entre 0.1y 1.0y multiplicando a; ;
por 107". Entonces a; ;41 es calculada. Un procedimiento similar se aplica para encontrar el valor de b; ;. De

estd manera podemos obtener el valor de 7;; y el valor de 74, ;.

4.7. Métodos bayesianos

El uso del método Bayesiano ha sido limitado hasta la aparicién del articulo publicado por Smith (1990). Este
articulo se centra en el gran potencial del muestreo de Gibbs en una gran variedad de problemas estadisticos.
En particular, se observo que casi todos los calculos Bayesianos podrian estimarse a través del muestreo de
Gibbs. Considerando un modelo con vector de pardmetros desconocidos © € ©, el paradigma de la inferencia
Bayesiana es muy facil de describir. Si L (9) denota la verosimilitud de © dada la muestra z(") = (z1,...,2n),
el teorema de Bayes establece el mecanismo por el que las creencias acerca de la informacion a priori de © sobre
los datos observados z(™) se pueden expresar como una densidad f (@), que actualiza las creencias acerca de la

informacién de © sobre los datos observados (™), denotada por f(©]z(™), es decir,

fez) = (4.56)

La aplicacién del paradigma Bayesiano para modelos de mezclas finitas no serd en absoluto sencillo, a menos
que © consista solo de uno o dos pardmetros desconocidos. En este dltimo caso, las graficas o las densidades
marginales posteriores pueden ser ficilmente obtenidas a partir de (4.56) cuyos célculos se facilitan simplemente
evaluando f (9| x(”)) sobre un conjunto conveniente de puntos. Cuando © consiste de tres o més pardmetros
desconocidos, nos encontramos con el problema general de llevar a cabo una eficiente integracién numérica en
varias dimensiones, con el fin de obtener el denominador de (4.56), asi como la inferencia marginal en funciones
de dimensién menor de ©. No vamos a entrar aqui en detalles, ya que una vez que se encuentra una estrategia
general de integracién numérica, un modelo de mezclas finitas es un caso especial de un problema de inferencia
Bayesiana multiparamétrica.

Una situacién en la cual el progreso analitico es posible, ocurre cuando la informacién de la muestra sobre O se
puede pensar como la informacién a priori, tal como se especifica en p (@) Para fines précticos, p (@| x(")) puede

verse como una versién normalizada de L (©) de modo que la teoria asintética Bayesiana estd estrechamente
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relacionada con el enfoque de maxima verosimilitud. Conforme a las condiciones de regularidad, la distribucion
posterior asintética de © es N (©,3), donde © es el estimador maximo verosimil y

. 9> L (©)

-1 = —
SR 00,00, |.
0=0

es la matriz inversa estimada. De ello se desprende que algunos de los algoritmos discutidos en la Seccién 4.3
son igualmente ttiles para un enfoque Bayesiano.
Otra situacion en la que el enfoque analitico es limitado surge solo cuando los pesos de la mezcla son

desconocidos, por lo que se les asigna una distribucién a priori Dirichlet, que es proporcional a

k
I[I=7"" aj>0, j=1,... .k (4.57)
j=1
Si los datos consisten de n observaciones independientes 1, ..., x, de la mezcla

fu (x| m) =m0 fi(x) + -+ T fr (2),

entonces

n k

k
L(©) = Z Z i fi(x)| = Z C(z™sry, .. ) H T, (4.58)

=1 Jj=1 r1++TrE=n Jj=1

donde C (z(™;71,...,r}) es una funcién facilmente idetificable de {fj(zi),i=1,...,n,j=1,...,k}. Dado que
la densidad posterior de 7 es proporcional al producto de (4.57) y (4.58), se deduce que fys (7| 2(™) tiene la
forma de una mezcla de k™ densidades de Dirichlet. Estas ultimas corresponden a las k™ posibles densidades

posteriores que se derivan de la exprecién (4.57) asumiendo una identificacién particular de las n observaciones

individuales con las k posibles distribuciones. Si Ji, ..., Jgn denota las posibles identificaciones, entonces
k:TL
for (w2 =37 far (el 2™ T0) far (|2,
s=1

de modo que los pesos en la mezcla posterior reflejan la relativa credibilidad en la identificacién de las observa-
ciones con las fuentes.

Cuando solo se desconoce a 7, los factores de Dirichlet fus (7] (™, Js) en far (7| 2(™) son independientes
de 2(™. Como resultado de ello, el niimero de distintas densidades de Dirichlet en fu, (7| 2(™)) es mucho menor
que k™. Para el caso més simple (k = 2) el ntimero de de términos en fy; (7| (™) se puede reducir de 2" a

(n+1), cada uno correspondiente a un componente beta.




82 4.8. ESTIMACION POR MINIMA DISTANCIA

4.8. Estimacion por minima distancia

4.8.1. Estimacién por minima distancia basada en funciones de distribucion

Supongamos que F (-] ©) es la funcién de distribucién de interés. Si
§ (G, F)

es una medida de la distancia entre dos funciones de distribucién F' y G entonces un estimador de minima

distancia para O es el valor de © que minimiza
8 [Fa (), F (1 ©)].
Esta distancia serd denotada por § ((9)7 generalmente © serd un punto estacionario de § (G)) el cual satisfacerd
Dy 6 (0) =0, (4.59)

Esto es, por supuesto, una reminiscencia de la soluciéon de maxima verosimilitud y vamos a ser capaces de obtener
la méaxima verosimilitud como un caso especial del enfoque de la estimacién por minima distancia. Como en
la Seccién 4.3, la clave para obtener las propiedades asintoticas de O serd a través de una expansion lineal de
Taylor de (4.59) sobre el valor real Oy, sujeto a las habituales condiciones de regularidad. Aproximadamente,
para O cerca de Oy,

D@r) 1) (@0) + Déo (5(@0) (é — @0) =0. (460)

A menudo esto dard lugar al siguiente resultado asintotico
é — N (éo,v (@0)),
en distribucién, cuando n — oo, donde

1 -1

. ) . ) . ) .

V(60) = {E[D3 5(60)]}  Cov [D2 5(60)] {EID} 5(60)]} .

Esto tultimo motiva a la invocacién de los algoritmos de Newton-Raphson o el Método de puntaje para el
célculo de © cuando los métodos numéricos son obligatorios. Aunque gran parte de nuestra discusién introduc-
toria serd en términos de distribuciones continuas univariadas sobre la linea real, las distribuciones discretas
y multivariadas también pueden ser tratadas. En este ultimo caso, F' representa una medida de probabilidad

discreta.
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Es evidente que existe una amplia gama de estimadores que pueden ser obtenidos por este método, depen-
diendo de la eleccién de la medida de distancia (-, ). La palabra distancia se utilizardn a pesar de que 9 (-, -)
puede o no satisfacer las propiedades formales de una métrica. La desigualdad del tridngulo no es importante
en el contexto actual. No es de vital importancia que § (-, -) sea simétrica en sus dos argumentos. Exigimos, sin
embargo, que

(G, F)>6(G,G), para toda F, G,

en donde la igualdad se da si y sélo si F'(z) = G (z). Usualmente ¢ (G,G) = 0 para toda G. Bajo estas

circunstacias, la consistencia del estimador estd asegurada siempre que mantenga las condiciones de regularidad

y
e La familia F (-|©) sea identificable;
e {F, ()} es consistente respecto a la funcién de distribucién real.

Esto dltimo es generalmente cierto cuando Fy,(-) es la funcién de distribucién empirica. El Cuadro 4.2

muestra algunas de las medidas de distancia que se han sugerido.

Cabe destacar algunos puntos importantes sobre las metricas expuestas en el Cuadro 4.2 son las siguientes:

e Aunque algunas de las medidas son métricas, esto no es cierto para todos los casos, por ejemplo, las
medidas de Kullback-Leibler (KL), Levy (L), Ji-cuadrada (C), Ji-cuadrada modificado (MC), y la norma

Lo promediada no son métricas.

e Algunas de las medidas pueden considerarse como casos especiales de las demds: por ejemplo, dc es un

caso especial de dy ..
[ ] 6c(F, G) = (51\/[(7((;, F)

e 0k {F.(-),F(- | ©)} es equivalente al criterio de méxima verosimilitud, en cuanto a la estimacién de ©

se refiera.
e En la medida ponderada, las funciones con pesos no negativos w(-) son usadas.

e Cuando se considera un espacio muestral discreto (p,q) es el conjunto de probabilidad asociado con las
probabilidades (F,G). En estos casos, vamos a escribir, por ejemplo, §(p,q). El vector r denotard la

cantidad correspondiente para F,,(-); es decir el vector de frecuencias relativas.
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Espacio Muestral Continuo

Espacio Muestral Discreto

Norma Ls con
funciones de distribucién
opa(F,G)

Norma Lo con densidades
orp(F,G)

Norma Lo ponderada
owra(F,G)

owrs(F, Q)

Norma Lo promediada
dara(F,G)

doare(F,G)
Ji-cuadrada

oc(F,QG)

ome(F,G)

Norma superior

0s(F, Q)

Distancia de Wolfowitz
ow (F, Q)

Distancia de Hellinger
o (F,G)

Distancia de Levy
or(F,QG)
Kullback-Leibler

ok (F, Q)

J gl g
f[f(x) e .

sup | F(z) — G() |

[IF (@) = G(x)| dx

JWf@) = V()] do

Dizt (2321 bj — Z;:l qj)2

Sy (0 — @)’

Dizt [Z;:ﬂpj qj)rpz
Zz‘:l (pz - q¢)2pz

Zi:1 (pi q@)2 /pi

Dz (P %‘)2 /ai

Yo (VB — V@)

igf{s F(z—e)—e<G(x)<F(r+e)+e}

[log[dF (x)/dG (x)|dF (z)

Zi:1 log(pi/qi)

Cuadro 4.2: Tomado de D. M. Titterington, A. F. M. Smith y U. E. Makov (1985)
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e En el caso discreto de las medidas tales como d1, 4, dywra y ds, basadas en funciones de distribucién hay un
orden implicito de los puntos en el espacio muestral. En muchas aplicaciones, esto serd bastante natural,
sobre todo si los datos consisten de datos univariantes agrupados de una muestra en el espacio continuo.

Si no existe este orden natural, puede que no tenga sentido utilizar estas medidas.
e Los problemas surgen con dg;(p, q) si, por ejemplo, p; # 0 pero g; = 0. Lo mismo es cierto para d¢ y darc-

e Formalmente las versiones de densidades basadas en medidas de distancias en ejemplos con espacios

muestrales continuos pueden ser no vélidas debido a la falta de diferenciabilidad de F,(-).

La eleccién de la métrica es fundamental para la estiamacién de los parametros del modelo. Considreando
la estrecha relacién con la estimacién por méxima verosimilitud, dx es claramente la opcién preferida. Para
problemas en donde es de interés el comportamiento en las colas de la distribucién, dc y dar¢ son favorecidas.
Desde un punto de vista asintotico, tienden a tener las mismas caracteristicas que dx; en la medida en que
produce estimadores consistententes y asintoticamente normales. En términos préacticos, una muestra pequena,
el comportamiento del estimador y el grado de dificultad de los calculos asociados, pueden ser las consideraciones
mas importantes en la elecciéon de la medida. Dado que el comportamiento de una muestra pequena variard de

aplicacién a aplicacion, la viabilidad del cédlculo es tal vez la cuestién dominante.

4.8.2. Estimacién de los pesos de la mezcla basada en distancias cuadraticas

Algunas medidas de distancia llevan a criterios cuadriticos similares. Por ejemplo, oy g (F, F') puede ser

escrita de la siguiente forma .
[dF,(z) —dF(z0)]?
1) F,, F)=
wis (Fa, F) / d H (x)

En la practica el espacio muestral es finito, posiblemente como resultado de la agrupacién. Esto por supuesto,

antes de evaluar las frecuencias relativas y los pesos. El poder obtener resultados explicitos podria llevar a preferir
el criterio ji-cuadrado modificado dp¢ (p (7),r) sobre el criterio ji-cuadrado d¢ (p (7),r), particularmente en
vista de la equivalencia asintética de los dos estimadores resultantes.

Ahora supongamos que el espacio muestral 2~ es continuo. Entonces, para toda n,
sup |F (z|7) — F,, (2)]
xr

es alcanzado para uno de los puntos del conjunto de datos 1, ..., x,. Supongamos, sin pérdida de generalidad,

que z1 < -+ < x,. Ahora nuestro objetivo es minimizar my sujeto a
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k . k )
7 1—1
> mi Fy (i) = —| <mo, (D Fy(wi) - < o,
- n - n
Jj=1 Jj=1
donde my + -+ -+ =1, mp, 71, ..., >0parai=1,...,n
Dado que las expresiones anteriores pueden ser escritas como desigualdades ordinarias, los pesos, mg, 71, . . . , Tk,

son lineales bajo una interpretacién de programacién lineal. Deely y Kruse (1968) generalizaron esto tltimo al
desarrollar un método para la estimaciéon de una mezcla de distribuciones. El proposito es estimar solo los pesos
de la mezcla sin ningin interés en las distribuciones de la mezcla y sin la necesidad de especificar el modelo

paramétrico.

4.9. Estimadores basados en transformaciones

En esta seccién, utilizaremos la medida de distancia entre las transformaciones de las funciones de distribu-

cién empirica y tedrica. Supongamos que, para una variable auxiliar t € 7,

G (16) = Eg (t, X)] =/g<t,x>dF<m|e>,

siempre existe. Si el espacio muestral es discreto, podemos interpretar a la integral como una suma y si la
variable x es multivariada, ¢t tendra que ser un vector. Si ademds E [¢? (¢, X)] es finita para toda t € 7, si

X1,..., X, representa una muestra aleatoria de F (-|©) y si definimos

g (t7XZ)7
1

9n (t) =

n

3=

7

entonces, por la ley de los grandes nimeros,
gn (1) = G (1] ©),

en un sentido propio cuando n — oo para cada t € 7. Puede incluso ser posible garantizar la convergencia
uniforme. Una forma natural para la estimacion de 0, es la minimizacién de algunas medidas de distancia entre
gn (t) y G (t©),

3[gn (1), G (t©)]-

Si este criterio es denotado por ¢ (O), entonces las ecuaciones (4.59) y (4.60) pueden ser utilizadas para obtener

el estimador ©. Los estimadores basados en la funcién de distribucién corresponden al caso especial en donde
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g(t, X) es la funcién indicadora
1, six<t,
g(tv :L') =
0, en otro caso.

El rango de posibles elecciones para § es grande, sin embargo restringimos nuestra atencién a medidas de

distancia cuadraticas. Por lo tanto nos centraremos en la norma ponderada Lo

5 {gn (.G ()} = /y G (H6) — ga (1) P dW (1), (4.61)

donde W (-) es una medida ponderada sobre 7. Con & = .7 =Ry g (¢, ) definida por la funcién indicadora
y por (4.61) se elige la métrica dyra [ Fy (-), F (-] ©)]. Por ejemplo, para datos univariados, algunos candidatos

obvios para G (t| ©) son los siguientes:

e Funcion caracteristica (tansformacién de Fourier)(Paulson, Holcomb, y Leitch, 1975; Thornton y Paulson,

1977; Heathcote, 1977; Bryant y Paulson, 1983):
) ) 1 &
Go(t|©) =E[¢"*]; g, (t) == > explitz,}, t€R, dondei=+/~1.
n
r=1
e Funcion generadora de momentos (Transformada de Laplace)(Quandt y Ramsey, 1978):
. 1 &
Gu (t)0) =E[e™]; g, (t) = — ta,}.
 (H0) =E[X]; g (1) n;exp{w}

Donde G, existe solamente para cierto rango de t.

e Funcion generadora de probabilidades (datos discretos):

n

Cr(t10) =E[r"); ()= > 1

r=1
La eleccién de la funcién de pesos W (+) es totalmente abierta. Por lo general la préctica y el sentido comun
son fundamentales para la eleccién de esta funcién. Los estimadores resultantes serdn funciones de W (+) y, en
principio, es posible definir un éptimo que conduce, en cierto sentido, a estimadores con matriz de covarianza

asintotica minima. Pero la complicada dependencia en W (-) sugiere que esta solucién ideal no es préctica.

4.10. Descomposiciéon numérica de mezclas

El objetivo de esta seccion sera el de descomponer en un nimero de componentes unimodales la curva de la

densidad. Generalmente se asume que los componentes son funciones de densidad simétricas. En la préactica a
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menudo la forma que toman corresponde a densidades normales o Cauchy. El principio usado para generar los

componentes es el minimizar

6[Fo<->,F<-|6>1:/[fo<x>—p<z|@>]2dw<x>,

donde fy (-) denota la curva de referencia. Entonces Fy () no es una funcién de distribucién empirica como tal.
La funcién de peso es generalmente tomada como un punto de medida cuyo soporte es finito, de modo que €}

se elige para minimizar

[ fo (i) — p (2 ©) T, (4.62)

n
=
para algunos x1,...,z,. Cabe destacar que x...,%, ya no son puntos de referencia, sino que simplemente
representan una cuadricula de valores en los que se basa el andlisis de minimos cuadrados. Aunque la mayoria
de los articulos sobre este método se basan en (4.62) con una cuadricula de puntos igualmente espaciados en
un espacio muestral univariado, es obvio que existe un margen mas sutil para la red de los puntos elegidos,
no de manera uniforme ponderada por medio de minimos cuadrados o la ampliacién de espacios muestrales
multivariados. Esta tltima extensién se facilita por el uso de las funciones de densidad en (4.62) en comparacién
con el uso de funciones de distribucién. Un enfoque alternativo seria el de suavisar la funcién de distribucion
empirica o el histograma. Esto nos darfa como resultado que fj (-) sea una densidad con una curva suave. Esto
podria lograrse mediante el uso de la estiamcién del kernel de la densidad o por métodos de Boneva, Kendall,
y Stefanov (1971), sobre la base de splines, y Van Ryzin (1973).

La minimizacién de (4.62) con respecto a S requerird de métodos nuimericos, por lo que el uso de software
es indispensable para este método. Los pardmetros se pueden ajustar a fin de mejorar la adecuacion, sobre la
base del error cuadrado integrado. Como en las secciones 4.8.1 y 4.9, la minimizacién explicita es posible si una

medida cuadratica de ajuste se utiliza y sélo los pesos de la mezcla son desconocidos.




Capitulo 5

Muestreo de Gibbs

El muestreo de Gibbs es fundamental en la construccién y estimacién del modelo GH-ARCH estacionario.
Entonces, en base a lo descrito en Casella y George (1992), la finalidad de este capitulo es dar un panorama
general sobre esta técnica.

En primer instancia se definen los elementos bésicos para la construccion de una cadena de Gibbs en el
caso univariado. A partir de esta construccién se plantea el caso para dos y més variables. Posteriormente se
establecen los mecanismos mediante los cuales se pueden conocer algunas propiedades de la densidad deseada,
como el calculo de su media y varianza. El estudio de la convergencia en el muestreo de Gibbs es de especial
interés si se desea que la muestra obtenida converja a la distribucion deseada. Es asi que en la 1ltima seccién

se presentan algunas estrategias para la deteccion de tal convergencia en una secuencia de Gibbs.

5.1. Una interpretacion heuristica

El muestreo de Gibbs es una técnica que permite generar distribuciones marginales sin que se tenga
que calcular directamente su densidad conjunta. Supongamos que tenemos una funcién de densidad conjun-

ta f (z,y1,...,Yyp) en donde es de interés obtener las caracteristicas de la funcién de densidad marginal

f(:c):/.../f(x,yl,...,yp)dyl...dyp (5.1)

tales como la media o la varianza. Lo mds natural es calcular f(x) y a partir de este resultado, obtener
las caracteristicas deseadas. Sin embargo, muchas de las veces resulta muy dificil el calcular cada una de las

integrales de la expresién (5.1), ya sea de manera analitica o nimerica. En tales casos el muestreo de Gibbs

89



90 5.1. UNA INTERPRETACION HEURISTICA

provee una alternativa para obtener f (x). En lugar de calcular o aproximar directamente f (x), nos permite
generar una muestra Xi,...,X,, ~ f(z) sin que sea necesario conocer a f (z). Simulando una muestra lo
suficientemente grande, la media, la varianza, o muchas otras caracteristicas de f (z) pueden calcularse para el
grado deseado de precisién. Es importante darse cuenta de que el resultado final de todos los calculos, aunque
basados en simulaciones, son las caracteristicas de la poblacién que se desean. Por ejemplo, para calcular la

media de f (z), podriamos utilizar % Yo, Xiy el hecho de que

n—oo 1 4

lim © Y oXi= /jO z f(x)de = E[X]. (5.2)

Asi, tomando n lo suficientemente grande, una caracteristica de la poblacién, incluso la propia densidad, se
puede obtener para cualquier grado de exactitud.

Para entender el funcionamiento del muestreo de Gibbs, primero exploraremos el caso de dos variables.
Comenzaremos con un par de variables aleatorias (X,Y"). El muestreo de Gibbs genera una muestra de f (z) a
través de las distribuciones condicionales f (z|y) v f (y|z). Esto se hace para generar una Secuencia de Gibbs

de variables aleatorias

Yy, X0, Y], X1, Yy, X5, .. Y X (5.3)

El valor inicial Y = y{, se especifica, y el resto de la expresién (5.3) se obtiene iterativamente por la generacién

alternada de los valores

Xj~ f (@] Y] =) (5:4)

Vi~ f(yl X5 =aj).

Entonces, nos referimos a (5.4) como el Muestreo de Gibbs. De hecho, es razonable que bajo estas condiciones,
la distribucién de Xj, converga a f (z), la verdadera distribucién marginal de X, cuando k — oco. Asi, para k
lo suficientemente grande, la observacién final en (5.3) es efectivamente un punto de la muestra de f(x). La
convergencia, en distribucién, de la secuencia de Gibbs puede ser explotada en una gran variedad de formas
para obtener una aproximacién de los valores de f (z). Si k es lo suficientemente grande, entonces se obtiene
una muestra i.i.d. de f(x).

El promedio de las densidades condicionales f (z|Y) = ) serd una aproximacién cerrada para f (x) y se

puede estimar f (x) con
m

F@) == 3 1@l (55)
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donde y1,--- ,ym es la secuencia de los valores de cada realizacion de las obsevaciones finales de Y para cada
secuencia de Gibbs. La teorfa detras de la Ecuacién (5.5) es que el valor esperado de la densidad condicional es

igual a
E(f(al)] = [ £l )y =1 (@) (5:)

un célculo similar al de la Ecuacién (5.5), dado que y;,-- -, ym aproxima una muestra de f (y). Ademds esta
ilustra un aspecto importante sobre el uso del muestreo de Gibbs para evaluar las caracteristicas de f (z). Las
cantidades f (z|y1), - f (2| ym), calculadas usando los valores simulados y1, - - - Y, conllevan més informacién

sobre f (z) que 1 ---x,, por si sola y dardn mejores estimaciones. Por ejemplo, un estimador de la media de
f(x) es
1 m
13
m <
=1

pero un mejor estimador es

5.2. El caso bivariado

Supongamos que, para dos variables aleatorias X e Y, necesitamos conocer las densidades condicionales
Ix|v (]y) ¥y fy|x (y|z). Podriamos determinar de manera directa la densidad marginal de X y entonces la

densidad conjunta de X e Y, mediante el siguiente argumento. Por definicion,

fﬂ@=/hymw@,

donde fxy (z,y) es la funcién de densidad conjunta, que es desconocida. Ahora, usando el hecho de que

fxv (@.5) = fxv (el y) fy (4), entonces,
fx @ = [ fy(elw) i W) dy
y si de manera analoga se sustituye a fy (y), entonces,
fx @ = [ Ly @ly) [ oo fx @ de (5.7)
=[] fsrvtetn v w10 15 000t
= /h(x,t) fx (t)dt,
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donde h (z,t) = [[ fx|v (#|y)fy| x (y|t)]. La Ecuacién (5.7) define un punto fijo para la solucién de la integral,
donde fx (z) es una solucién. Ademas, la ecuacién (5.7) es el limite para el sistema iterativo de Gibbs, ilustrando
como el muestreo de densidades condicionales produce una distribucién marginal.

Aunque la distribuciéon conjunta de X e Y determina todas las distribuciones condicionales y marginales,
no siempre se da el caso en el que un conjunto de distribuciones condicionales apropiadas puedan determinar

una distribuciéon marginal apropiada y, por lo tanto, una adecuada distribucién conjunta.

5.3. Mas de dos variables

Como el nimero de variables, por lo general, tiende a aumentar, la relacién entre las distribuciones condi-
cionales, marginales y las distribuciones conjuntas se vuelve méas compleja. Esto significa que existen muchas
maneras para crear una uUnica solucién, como en (5.7) y es posible utilizar diferentes tipos de distribuciones
condicionales para calcular la distribucién marginal de interés. Tales metodologias son parte de las técnicas
generales de Sustitucion por Muestreo. Aqui ilustramos simplemente dos versiones de esta técnica.

En el caso de dos variables, todos los algoritmos para el muestreo de sustitucion son iguales. El caso de tres
variables, es lo suficientemente complejo como para ilustrar las diferencias entre los distintos algoritmos, pero
lo suficientemente simple para que nos permita describirlo en detalle. La generalizacién a los casos de més de
tres variables es bastante sencillo.

Supongamos que queremos calcular la distribucién marginal fx () en un problema que depende de las
variables aleatorias X, Y y Z. Una solucién tnica, como en (5.7), se puede derivar si consideramos el par (Y, Z)

como una sola variable aleatoria, entonces

h@#/{//hy%@@ﬂﬂﬂ%WMM2h®ﬁv (5.)

es andlogo a (5.7). Los ciclos entre fx|y x ¥ fy zx, una vez mds, dan lugar a una secuencia de variables
aleatorias que convergen en distribucién a fx (z). Esta es la idea detrds del Algoritmo del Aumento de Datos de
Tanner y de Wong (1987). Por un muestreo iterativo de fx|y x ¥ fy z|x, podemos obtener sucesivamente una
mejor aproximacion a fx (). En cambio, el muestreo de Gibbs muestrea iterativamente para fx|y z, fy|xz ¥y

fz|xvy- Es decir, la j-ésima iteracion estard dada por
Xj~ f (2] Y] =y, Z; = 2}) (5.9)
Vi~ £ (4 X =, 2 = 2)

Zipr ~ (21 XG =25, Y] = yj)-
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Por lo que el sistema iterativo (5.9) producird una secuencia de Gibbs
Yy, Zh, X, Y], 21, X1, Yy, 25, X5, (5.10)

con la propiedad que, para k lo suficientemente grande, X = x}es efectivamente un punto muestral de f ().
Aunque no es inmediatamente evidente, la iteracién en (5.9) también solucionard la ecuacién (5.8). De hecho,
una caracteristica que define el muestreo de Gibbs es que siempre utiliza el conjunto completo de condicionales
univariadas para definir la iteracién. Besag (1974) establece que este conjunto es suficiente para determinar la

distribucién conjunta y cualquier otra marginal, por lo que puede ser utilizado para solucionar (5.8).

5.4. Detectando la convergencia

El muestreo de Gibbs genera una cadena de Markov de variables aleatorias, las cuales convergen a la
distribucién de interés, f (x). Muchos de los enfoques para extraer informacién de la secuencia de Gibbs explotan
esta propiedad mediante la seleccion de k, tomando X J’ para j > k como una muestra de f (x). Entonces el
problema se reduce en elegir el valor de k.

Una estrategia general para tal eleccién de k, es para controlar la convergencia de la secuencia de Gibbs.
Por ejemplo, Gelfand y Smith (1990) y Gelfand, Hills, Racine-Poor, y Smith (1990) sugieren el monitoreo de
las densides estimadas para m secuencias de Gibbs independientes y la eleccién de k para que sea el punto
de partida para que las densidades sean iguales bajo la prueba de "felt-tip pen”. Tanner (1991) sugiere la
supervisién de una secuencia de pesos que miden la discrepancia entre la muestra y la distribucion deseada.
Desafortunadamente, tales enfoques de supervisién no son inexpugnables, como se muestra en Gelman y Rubin
(1991). Una alternativa puede ser la de elegir k basandonos en consideraciones tedricas, como en Banfield y
Raftery (1990).

Una alternativa natural para muestrear el k-ésimo valor para un ntimero considerable de repeticiones inde-
pendientes de una secuencia de Gibbs, es generar una secuencia de Gibbs y extraer todas la r-ésimas obser-
vaciones. Para r lo suficientemente grande, tendremos una aproximacién de una muestra i.i.d. de f (z). Una
ventaja de este enfoque es que reduce la dependencia de los valores iniciales, pero una posible desventaja es
que la secuencia de Gibbs puede permanecer en un pequeno subconjunto de la muestra por un largo espacio de
tiempo. Para bases de datos grandes, en donde el problema a la hora de simular se vuelve complicado debido a
las limitaciones computacionales, un enfoque que nos permite explotar la secuencia de Gibbs es utilizar todas

las realizaciones de X J’ para j < k. Aunque los datos resultantes seran dependientes, seguird siendo el caso en
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el que la distribucién empirica de X} converge a f(x). Notemos, que desde este punto de vista se puede ver
que la eficiencia de la toma de muestras de Gibbs estd determinada por el ritmo de convergencia. Intuitivamen-
te, este tipo de convergencia serd mejor cuando X J’ se mueva rapidamente a través del espacio muestral, una

caracteristica que puede ser pensada como una mezcla.




Capitulo 6

Distribucién hiperbdlica generalizada

La distribucién hiperbdlica generalizada fue introducida por Barndorff-Nielsen (1977) para modelar distin-
tos fendmenos considerando distribuciones mas generales. Su uso es fundamental para la construccién de la
probabilidad de transiciéon en el modelo GH-ARCH estacionario. Entonces, con base en lo planteado en Mena y
Walker (2007b), la finalidad de este capitulo es exhibir las principales caracteristicas de esta distribucién. Ini-
cialmente se partird de la distribuciéon Gaussiana inversa generalizada, despies, mediante una mezcla de medias
y varianzas de distribuciones Normales (Barndorff-Nielsen, 1977), se definird a la distribucién GH. Ademads se
mencionaran algunas caracteristicas de esta distribucién, como la forma en que se obtienen sus momentos y el

comportamiento asintdtico de sus colas.

6.1. Definiciones y conceptos basicos

Para definir la distribucién hiperbélica generalizada, primero mencionaremos algunas caracteristicas de la

distribicién Gaussiana Inversa Generalizada, GIG.

Definicién 8. Decimos que la variable aleatoria X tiene una distribucion Gaussiana Inversa Generalizada si

su funcion de densidad se escribe de la siguiente manera,

T\A/2

2K, (vV§7)

—
9
~—

GIG (z; A, 0,7) = A exp{;(éxlqt’yx)}, x>0, (6.1)
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donde A € R, (8,7) € O,
0>0,v>0, siA>0,

Ox=<06>0,7>0, siA=0,

0>0,v>0, siA<O.

1 [ 1
K’\(x):§/ urt exp{—2x(u_1+u)} du, x>0
0

es la funcion de Bessel de tercer orden con indice .

Los casos en donde § = 0 y v = 0 serdn interpretados como casos limites. Usando la expansién asisntotica 1

que se encuentra en el Apéndice C podemos observar que si A >0y ¢ | 0, la densidad (6.1) se reduce a

A
GIG (2:,0.7) = A 2 exp(—(1/2)a} = Ga (430, 7).

que es la distribucién Gamma. Andlogamente, cuando A < 0, v | 0 y usando la expansién asintotica 2 que se

encuentra en el Apéndice C,

A
GIG (5:,8.0) = {200 2 exp{~(5/2ir) = Tea (-3 )

caracteriza la distribuciéon gama inversa.
Barndorff-Nielsen (1977) construyo la distribucién hiperbélica generalizada como una mezcla de medias y va-
rianzas de distribuciones Normales. Méds precisamente, se dice que la variable aleatoria X tiene una distribucién

hiperbdlica generalizada GH (z; A, «, 5, 6, ) si

X|Y =y~N(p+pBy,y),

donde Y es una variable aleatoria con distribucién GIG (A, d, v/a? — 32) y N (u+ Sy, y) denota una distribucién
normal con media y; = p+ By y varianza o? = y. A partir de esto, se puede verificar que su funcién de densidad

esta dada por
QH (3 A, o, B, 6, 1) = / N (i + By.y) CIC (A, 5, v/a® — %) dy. (6.2)
0

Con esto, la distribucién ¢ de Student se puede ver como un caso particular de la distribucién GH, a saber,

St (25 p, 8%, 0) = /Ooo N (z; 1y~ ") Ga(y;v/2,06%/2) dy, (6.3)

donde St (i, 02, v) denota una distribucién ¢ de Student no centrada con parametro de localizacién p, pardmetro
de dispersién o y v grados de libertad. Muchos otros casos estan incluidos en distribuciones GIG y por lo tanto

en distribuciones GH.
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La solucién de (6.2) establece de manera andlitica a la densidad GH. Por lo tanto, considerando los conceptos

anteriores, podemos definir de manera consisa a la distribucién GH:

Definicién 9. Se dice que la variable aleatoria X tiene una distribucion hiperbolica generalizada si su funcion

de densidad es

GH(J?, )‘7 aaﬁa 6a IU/) =a ()\,O&,ﬁ,d) {62 + (Jf - I’L)Z}()\_I/Q)/z K/\*l/? (O{ \% 62 + (l’ - :U/2> exp{ﬂ(m - /’1/)} (64)
con

(a2 _ ﬁQ))\/Q
V27 oAz Ky (0/a2 — 32)

donde x € Ry K, es la funciéon de Bessel de tercer orden con indice v.

a(\a,B,0) =

Como se puede observar, la funcién de densidad depende de cinco pardmetros: o > 0 como un parametro
de forma, 8 con 0 < |3| < @ que determina la asimetria, u € R la localizacién, § > 0 como un factor de escala

y el pardmetro A € R que caracteriza a ciertas sub-clases y se relaciona con la cantidad de masa en las colas.

Figura 6.1: Graficas de la distribucion GH

Por ejemplo, en la gréfica de arriba se muestra el comportamiento de la distribucién GH al considerar o = 1,

6=0,0=1,p=0con A=—-1y =1
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6.2. Propiedades basicas de la distribucion GH

En esta seccién nos centraremos en el comportamiento de las colas de la distribucién GH y en los momentos

que caracterizan a la distribucion.
Proposicién 1. (Colas de la distribucion GH) Si X ~ GH(x; A\, «, 8,9, 1), entonces
GH(z;\, o, 8,6, 1) ~ clz|* Yexp{fz — alz|} cuando z — +oo,
donde ¢ es una constante. Ademds, si 3 > 0 la cola derecha decae si
GH (z; M\, o, 3,6, 1) ~ ca* Lexp{z (8 — )} cuando x — +oo,
y si B <0 la cola izquierda decae si
GH(z; M\ o, 8,6, 1) ~ clz|* texp{z (a+ B)} cuando x — —oo.

Esta proposiciéon demuestra que las colas de la distribucién GH es el producto de una funcién potencia y

una funcién exponencial.

Proposicién 2. (Momentos) Si X ~ GH (X, o, 8,6, 1) entonces el n-ésimo momento no centrado se caracteriza

a través de la siguiente formula de recursion

n

n n n—i .
Méglzz(i>u MGIG(Z7ﬂ7w7n)7 n:1727"'

i=0
donde MGIG (0757"‘]777) = 17 Yy
r r—1)1g2i-1 Kygprpio1 (w)n it _
> e z(z 1)7'71' =y ot w n=2r—1,
Marg (n, ., = 71 OO B
T T): r+i (W) 7] —
2 im0 T =TT Ry (o) ] n=2r,

conw=0+v/a?— 3% yn=20y/a%— [2.

Para detalles de la demostracién véase Mena y Walker (2007Db).
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Capitulo 7

Modelos estacionarios a través de

variables latentes

Una de las principales caracteristicas que se desean en un modelo estocastico es que su comportamiento sea
estable, por ejemplo, con respecto al tiempo. Esta razon obedece a aspectos de interpretacién y de estimacion.
Entre los principales métodos para medir tal caracteristica se encuentran la estacionariedad, fuerte y débil,
la reversivilidad, la ergodicidad, la recurrencia, entre otros. La manera en que se construyen estos modelos se
considerard en el desarrollo del presente capitulo. En la primer parte nos centraremos en el estudio de modelos
estrictamente estacionarios de orden uno, principalmente en la construccién planteada por Pitt et al. (2002). De
esta manera se procedera a estudiar modelos de orden mayor a uno a partir de la generalizacién del modelo de
Pitt et al. (2002) mediante la introduccién de modelos de mezclas finitas (Raftery, 1985). En la segunda parte,
con base en lo planteado por Mena y Walker (2007b), se estudiardn las condiciones bajo las cuales el proceso
GH-ARCH es estrictamente estacionario. Posteriormente se estimaran los pardmetros producidos en el modelo
GH-ARCH(p) a partir del algoritmo EM (Dempster, 1977). Por dltimo, para ilustrar lo anterior, se analizardn
las bases de datos que corresponde al precio diario de las acciones emitidas por JP MORGAN CHASE CO, CIT
GROUP INC (DEL), AMER INTL GROUP NEW y TINTL BUS MACHINE del 10 de julio de 2008 hasta
el 10 de julio de 2009 en donde se estiman los pardmetros de la densidad estacionaria y se establece el orden

6ptimo del modelo GH-ARC(p).

99
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7.1. Modelos de primer orden a través de variables latentes

Pitt et al. (2002) introducen un método flexible para la construccién de modelos autorregresivos de orden
uno estrictamente estacionarios con distribucion marginal arbitraria. Este procedimiento, de manera general,
es el siguiente: Considerando que se desea un modelo estacionario AR(1) con distribucién marginal fx (z), se

introduce una densidad condicional y se define la densidad de transicién del proceso {X;} mediante

p(wro1,2) = / Fxtv @) fyx (] 2em) dA(w), (7.1)

donde A (-) representa una medida discreta, si y es discreta, o la medida de Lebesge si y es continua. La manera
en que se especifica la forma de fy| x (y|2¢—1) es mediante la introduccién de un proceso latente {Y;} a través

del siguiente mecanismo

Y| Xo = 2} ~ fyx (2), {(Xe1l Yirr =y} ~ fx)v (ly),
para t = 1,2,.... Al aplicar el teorema de Bayes se obtiene la forma de fx|y (z|y), es decir,

_ rix ) fx (2) o Ve (2
Ixv(zly) = T Fvix Wl2) fx (@) dr(@) fyixWlx) fx (z).

Los procesos construidos {X;} y {Y;} heredan las propiedades de una cadena de Markov generada a través de

un muestreo de Gibbs, la unica diferencia radica en que las cadenas generadas siempre son estacionarias.
Es facil ver que la densidad de transicién (7.1) define un proceso estacionario y reversible con densidad

marginal fx (-). Ademds fx () constituye una densidad invariante para la transicién (7.1), es decir,

fx (x) = /p(xt71>$> fx (xi-1) dA(@i-1). (7.2)

Por lo tanto, la dependencia en el modelo estara impuesta por la eleccién de fy| x (y|x). Dado que esta impo-
sicién puede tomar muchas formas, Pitt et al. (2002) restringen esta imposicién mediante la existencia de una

relacion lineal con respecto a la media, es decir,
EXi| Xea] =pXia + (1 —p)p (7.3)

donde p = [z fx (z)dy, 0<p<1ly fx(x) esla densidad estacionaria de {X;}. Grundwald et al. (2000)
senalaron que la mayoria de los modelos estacionarios no Gaussianos conocidos en la literatura se limitan a la
simple relacién de dependencia (7.3).

Una de las ventajas del enfoque de Pitt et al. (2002) es que, para el caso de un AR(1), la Ecuacién (7.1) se

puede manipular (logrando expresiones de fécil manejo). Si la integral se puede calcular de manera analitica,
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podemos entonces operar directamente con la densidad de transicién. Si la integral en (7.1) es dificil de calcular
o manipular, la representacién de la integral a través de la variable latente es ttil.
Para ejemplificar lo anterior, Pitt et al. (2002) construyeron un modelo AR(1) a partir del proceso {X;} con

distribucion estacionaria

Ga(z;a,1) c 2z te™ I(z>0), a>0.
Entonces, si se define fy| x (y| ) como una distribucién Poisson,
Po(y;z¢) o (x ) /y! exp{—z &} ILy—0,1,2,-}

por el teorema de Bayes, la conjugacién entre estas dos distribuciones conduce a que

fxiy (@ly) < fyix (ylz) fx ()
oz exp{~z} (z ¢)” exp{—z ¢}
o 2TV exp{—xz (1 + ¢)}

x Ga(z;a+y, 1+ ¢).
En este ejemplo, Pitt et al.(2002) demuestran que la dependencia lineal (7.3) se satisface, debido a que,

E[X,| X,_1 = 2] = E[E[X,| Y]| Xs_1 = ]

_at+¢x

1+

_ ¢z +<1+¢¢) "
14+¢ 1+¢

¢ ¢
= 1 -
110”7 1+¢)
por lo tanto, se puede ver que p = ¢/(1+ ¢) y u = a donde p se restringe en el intervalo (0, 1). El caso general
donde b # 1 se desarrolla en Mena y Walker (2007a), en donde,

b

a

E[X¢| Xi—1 = 1] P LA+ E[Y| Xoo1 = 2]}

entonces, es facil ver que ACF(h) = ph.
Partiendo de la Ecuacién (7.1) y considerando a A (-) como la medida de Lebesge, Mena y Walker (2007a)

proporcionaron, de forma analitica, la expresién de la densidad de transicién en un paso para el modelo AR(1),
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es decir,

p(wi1,m) =Y Ga(wiy+ab+¢)Po(y;zi19) (7.4)

y=0

_ exp{=(0/(1 = p))[os + par-a} <2bp”2¢m>
(1= p) pla=b)/2 1— ’

donde x,z;—1 > 0 e I, (-) denota la funcién de Bessel modificada de primer orden con indice v.
La forma en que se construye fy| x (y| =) dada fx (z) a partir de modelos mas generales se expone en Pitt

et al. (2002). Para esto suguieren el uso de los siguientes modelos:

e La familia exponencial de convoluciones cerradas i.d.,
fy;0,7) =c(y;7) exp{yd —TM(0)}, 7>0,
e La introduccién de una nueva familia de densidades, y

fy (y) = cexplag(y) —bh(y)}g'(v),
donde h'/g' =y y a,b y ¢ son constantes.

En Mena y Walker (2005) la eleccién de tal distribucién puede hacerse mediante un enfoque Bayesiano no
pardmetrico. Esta idea parte del hecho de que la densidad fy|x (y|x) puede ser vista como la distribucién
posterior correspondiente a la distribucién inicial en la variable Y. Entonces p (z;_1, ;) se convierte en la

distribucién posterior predictiva.

7.2. Modelos de mezclas finitas estrictamente estacionarios

La construccién de modelos estrictamente estacionarios de orden mayor se establece a partir de generalizar
el mecanismo de Pitt et al. (2002). Esta técnica fue introducida por Raftery (1985). En su articulo, considera

una funcién de densidad construida por una mezcla discreta, es decir,

falwa, - wep) = wipk (T—k, ), (7.5)
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para toda ¢, donde wy, > 0y Y .7_, wy = 1. La manera en que se determina la dependencia en este modelo es
el valor de retraso x;_g.

No obstante, las distintas elecciones de la forma paramétrica supuesta para p (-, -), en el caso no Gaussiano,
representa una limitante para el uso potencial de estos modelos debido a la relacién entre las condiciones de
estacionariedad y la disponibilidad de métodos para su posible estimacién. Ademads, cuando el soporte del
proceso no se encuentra en el conjunto de los nimeros rales, no siempre es claro qué clase de densidad de
transision debe de usarse. Una de las principales ventajas del enfoque de Pitt et al. (2002) es que aborda ambos
temas para procesos estrictamente estacionarios y también proporciona una forma facil de construir formas
paramétricas para las distribuciones de transicién. Asimismo, la representacién de (7.1) para la densidad de
trancisién en la construccién de Pitt. et al. (2002) no s6lo nos proporciona los medios para la construccién de
modelos mas complejos con respecto a la dependencia de sus estructuras, sino también para estudiar momentos
de orden mayor.

Considerando lo anterior, Mena y Walker (2007a) establecen las condiciones bajo las cuales un modelo de

mezclas finitas es estrictamente estacionario, es decir,

Teorema 7. Un modelo de mezclas finitas {X:}ien es estrictamente estacionario con densidad marginal fx

cudndo X1 ~ Fx y para todo t > 2

tp—1 tp—1
f (] 2ltte)y = Z Wk P (T—k, Te) + (1 - Z wk) P (T—t,, 2t) (7.6)
k=1

k=1

donde t, := (t — 1) Ap, i Ap = min{i, p}, Z]Z: wp <1, XB1 .= (X,_1,...,X,_;) son los valores aleatorios
retrasados con un desfase en i y que tiene su origen en el tiempo t, !t son los puntos observados y la densidad

de transicion p (zy,-) estard dada por la Ecuacion (7.1).

El Teorema 7 utiliza la estacionariedad estricta como una caracteristica constructiva en lugar de una pro-
piedad que esta en funcién de algunos valores de los parametros. Este también abarca densidades condicionales
en funcién de valores menores a p, proporcionando una caracterizacién completa de todas las distribuciones
finito dimensionables de {X;}+en. En este enfoque, la densidad de transicién requerida para la construccién del
modelo de mezclas finitas estd dada de tal manera que garantiza que las distribuciones marginales fx (-) sean

invariantes. Entonces, la construccién de la transicién a través de un proceso latente, es la siguiente,

£l a) =3 wn [ Ly lud frix il ze) do) = [ Fxiy Glu) fal ™) di). (00

k=1
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donde
(gl ) = Z wi fy| x (Ye| Te—k)- (7.8)

k=1
Esta representacién nos permite estudiar todas las propiedades de dependencia del modelo de mezclas finitas
estacionario, incluso en los casos en donde la densidad de transiciéon no se conoce explicitamente, lo que permite
considerar modelos con complejas estructuras de dependencia.
En Mena y Walker (2007a) se considera una generalizacién de la propiedad (7.3) para modelos de orden p,
es decir,
P P
E[X ) XEP =S we {p Xe o+ (U =p)ut =p [ D we Xex | + (1= p) . (7.9)
k=1 k=1
Entonces, de manera general, para modelos de mezclas finitas que satisfacen la Ecuacién (7.9), la ecuacién de

diferencias de orden p, estara dada por,

P
r(h)szwkr(h—k), h > p.
k=1

7.3. Modelo estacionario GH-ARCH

Generalmente, las herramientas para el analisis de la dependencia en series de tiempo se basan en los
momentos de segundo orden. Sin embargo, los momentos de orden mayor pueden ser cruciales en el anélisis de
la dependencia, este es el caso de los modelos ARCH (Engle, 1982).

Teniendo en cuenta que el modelo ARCH sélo considera el comportamiento estadistico para la varianza
a través de un periodo de tiempo especifico, algunas caracteristicas para la serie bajo estudio {X;}, como la
agrupacion de la volatilidad, lepkurtosis y la asimetria no estdn consideradas en este modelo. En respuesta a

esto, Barndorfl-Nielsen (1997) propone el siguiente modelo ARCH(p) capaz de incluir todas estds caracteristicas:

Xitp| Yigp ~ N+ BY4p, Yeyp) para t=1,2,... (densidad observada)

Vi XEP~Y © GIG(1/2, r(X P71 0), 0?) (densidad del espacio de estados),

parap = 1,2,....0, a > 0,0 < 8] < ay XtP~1) = {Xi, Xi41,..., Xy44p—1}. Dentro de este contexto,
Barndorff-Nielsen (1997) propuso la siguiente especificacién para r(+; ),

k

r(XO0) = e+ pi X2y
=0
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donde €, pj, k > 0,7 > 0. Otras especificaciones de la funcién r (-;#) con argumentos econométricos se estudian
en Andersson (2001) y Jensen y Lunde (2001). Sin embargo, ninguno de estos modelos de tipo ARCH llevan
siempre a una estricta estacionariedad. Teniendo en cuenta lo anterior, Mena y Walker (2007b) establecen las

condiciones bajo las cuales el modelo de Barndorff-Nielsen (1997) es estrictamente estacionario.

7.3.1. Modelo estacionario GH-ARCH(1)
Supongamos que se desea construir un modelo estacionario con densidad marginal
fx (x) = St(x;0,6%,v).
Si
fyix (Wlz) =N(z:0,y7") vy fv(y)=Ga(y;v/2,v8°/2),

entonces, la conjugacion entre estas dos distribuciones implica que

fxiy (@y) o< N(2;0,y7") Ga(y; v/2,v58%/2)

1 1 (”52)D/2
o \/TT exp{—2y_1 (x —0)2} Wyu/zq exp {—(v 32/2)y}

o /Yy exp {—%xz} y/P=1 exp {—(V62/2)y}

Feol(557))
X Yy 2 expy—Y T

G < v+1 x2+yﬁ2)
X Ga | y; )
2 2

v+1 a2+ v 32
-'.fXY($|y)Ga<y; 5 ,26)
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Con estos componentes es posible construir un modelo Markoviano {X;} con densidad de transicién

- — v4+1 22 +v 32
p(xt;l‘t+1):/ N(zi1;0,57 ) Ga (y; 5 ,2ﬁ) dy
0

ZL’?+V 32

v/2
oo ,1/2 2 2
_ Y { Y o } ( 2 ) (v+1)/2)—1 { (l’t +vp ) }
= expy—=x -~ expl — [ t—— d
/0 Var CPAT gt Ty Y P 2 )Y

<12+uﬂ2)y/2
00 2 2
3 y _ Yy xi +vp
= vmrgan f, v e (i eo {- () uf

2

($2+Vﬁz>y/2

t 00 2 2 2

_\ 2 J 4 1)/ /21 exp{y (xt+1+(xt +vp )>} dy
0

2 2 2
. zt+1+zt+vﬁ
Ga(%%"rlyf

entonces,

2w v)2 2242\ v T1/2
(=5) rg+n)  riey a1 (%)
P (@0, Te1) = V2rT () <z§+1+mf+uﬁ2)”/2“ S (e Ve (r?+1+m%+uﬁ2)(”/2>“

2 2

B r(=2 ) V2 x§+1+xf+l/ﬁ2 ai o+ a? + v 32
T 1)1< 2% + v B3 )”/2 22 + v 32 1
U (4 Vr \af, +af +v 2 VIZ+ v ai +af v p

:F(ZH)l( 22 + v3? >”/2( 1 >1/2< 22 +v B )
() o \afy, + 27 +vp? 2 +v 32 i +ai+v3?

T (%+1) 1( o} + v ><”/2>“( 1 )1/2

2 +v 32
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T (% 1) 1 fo + 224 v 32 —((v/2)+1) 1 1/2
() r 2 + v 32 2 +v 32
v —((v/2)+1)
= r (5 + 1) (1 + x%Jrl)
NCSINC RN A e
(v+1)+1
v +1 -2
r (( 2) ) Ti 2
= 2 2 1+ x2+4v (32
re) VIR VTR ) (B
LL’Q + V,BQ
=St (.’L’t+1;07 tVTﬂ/ + 1) .
Es facil ver que este modelo puede reescribirse como
x? +v 32
X1 = \/tVT{le, e~ St(0,1,v+1). (7.10)

que puede ser reconocido como el modelo ARCH(1) estacionario con inovaciones Student t propuesto por Pitt

y Walker (2005) o como la versién estacionaria del modelo t-ARCH(1) de Bollerslev (1987).

Considerando el modelo anterior, si
fxiy Cly) =N(u+By,y) v fr () =GIG (6 o - B,
donde u, 8, € Ry 0 < || < «, entonces, al aplicar el teorema de Bayes, se tiene que,
Sy x (@) o< N (z; 1+ By, y) GIG (3 A, 6%, 0* — ?)

1
V2my

X

oy D exp {—; [y — (u+By)* + 8y + (a® — 57 y]}

exp {_21y (z — (u+ ﬂy))Q} y " exp {—; 0y~ +(a® - 52)1/)}

(7.11)




108 7.3. MODELO ESTACIONARIO GH-ARCH

oy eXp{ % w—u)Q—Qﬁy(rE—u)+ﬂ2yQ)+52y1+(a2—52)y]}
oy /D= eXp{ % (z — )Q—QB(x—u)+52y+52y‘l+a2y—ﬁzy]}

o yAm1/2= eXp{ % u)+52)+a2y}}exp{ﬂ(wu)}

o yA=1t/2)- 1exp{ % u)+52)+a2y}}

x GIG <y;)\ %,(z —u)? +52,a2)

1
oy x = GIG <y;>\ — 3 (z—p)* + 52,042) :
Por lo tanto la probabilidad de transicién de un solo paso estard dada por

o0 1
P (2, Tep1) = / N (z¢y1;50 + By) GIG <y;)\ — (Te41 — p)* + 52,02) dy
0

( o2 )O\ 1/2)/2
< 1 1 2 (@ep1—p)2 407 (A—1/2)—-1
= expy —— (zer1 — (u+ By } Y
/o 2my { 2y S ) 2 Kx_1/2 (v (w41 — p)? + 62) 0?)

1, _
cexp {3 (7" (e = 0 + ) 4 oy f

sea

o2 (A-1/2)/2
((®t+1—u)2+52)

T 2V2r Ky e (V@ — ) + 02) a2)
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entonces,
plonen) =6 [ p0 0 exp {7 (e =) = 90 47 (s — 0 + )+ a2y} dy
=& /OOO y* D exp {—; (20" (w1 —p)® =28 (w1 —p) + By + 0%y~ +a2y]} dy
_¢ /OOO YD1 exp {; [y (2 (@0 +0%) + (02 + ) y — 2.8 (w041 — u)]} dy

=& y* D~ exp {—; [y (2(2es1 + 6%) + (& + 57) y]} exp{f (z111 — 1)} dy
0

1

=& ep(B e~} [ a0 e {5l @ e+ )+ @+ ) u1 ) dy

GIG (A—1,2 (z441—p)2+62,a2+52)

2K _1 (V2 (ze41 — p)2 + 6% y/a? + 3?)
( 0?4 )“—”/2 ’

2 (xg41—p)2402

= & exp{B (z11 — )}

por lo tanto, considerando la definiciéon de &, tenemos que,

o2 (A-1/2)/2
p(x T )_ (W) 2K,_1 (\/Q(xt+1_/i)2+(s2 \/a2+ﬂ2)
ty Tt41) = >
2V2r K172 (V (@1 — p)? +8%) 0?) (&YA "
2 (ze41—p)%+02

x exp{ 3 (T¢y1 — 1)},

o? (A-1/2)/2
_ (W) 2K 1 (V2 (w1 — )2+ 0% /a2 + 32 exp{ B (z¢41 — 1)}
= t+1 —
(%)(A_l)/z 2V2mKy_1)2 (\/((xt+1 — )2 +62)a?)
2 (w41 —p)%+02
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( a? )*/2‘1/4< a? + B2 >_W+1/2 o1 (V2 (@i — p)? +02/a? + )
(g1 — p)? 462 2 (w1 — p)? + 92 V2r Ky 172 (/((meg1 — p)? +62) a?)

x exp{f (zt41 — p)}

Por otra parte si p? = (z411 — u)?, entonces,
a? A2=1/4 2 1 B2 —A/2+1/2 B 2% + 42 M2 o2 132 1/2 o2 A/2 p? + 52 1/4
p2+52 2p2_|_52 - 042+ﬁ2 2p2+62 p2_'_52 ()[2

L2\ g2 O
a2t 2 P2+ 02

(2/)2 + 52 )()\71)/2 (a2)(>\71/2)/2
a2 + 32)A-1)/2 ( p2 4 §52)(A-1/2)/2
(a®+5%) (p )

(202 + 52 )(A—l)/Q (az)(A—1/2)/2

(\/my\fl (W)Ail/z.

Por lo tanto,

p (e, wei1) = a (A =1/2,v/a2 + 52,6,/ (wre1 — 0)? + 0% ) {(we01 = 0)* + 0" + (21 — p)?}OD2 0 (7.12)

x Koo1/2)-1/2(V 02 + B2/ (w1 — )2 + 02 + (w41 — p)2 ) exp{B (ze1 — w)},

donde
2 _ p2\A/2
a(\ a,B,0) = 1(04 ) ,
V27mar 2 62 Ky, (5\/042 —ﬁ2)
es decir,
1
p (w4, 2441) = GH <$t+1;)\ Ty \/52 + a2, B, \/(xt — )2+ 527M> . (7.13)

Entonces, podemos asegurar que un modelo estrictamente estacionario hipérbolico generalizado ARCH(1)
es un proceso de Markov {X;} con distribucién de transicién (7.13) y distribucién marginal GH (A, «, 3,0, i)

para toda t > 1.
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Recientemente, Mena y Walker (2007b) establecieron una expresién analitica para la correlaciéon de un

modelo estacionario GH-ARCH(1), la cual estd dada por

COV (Xt+]_, Xt) KA (UJ)
N EKxt1 (W) + Cov (Xps1, Xi) Ky (w)

Corr (Xt+1, Xt) =

donde

Cov (Xpi1, X¢) = 321 {K)\+2 (w) <K)\+1 (w)>2}

Ky (w) Ky (w)
yw=0dya2—-p2yn=45/y/a®— 32

7.3.2. Modelo estacionario GH-ARCH(p)

Consideremos una estructura de dependencia con un desface mayor a 1, donde la distribucién (p + 1)-

dimensional esta dada por

P
p (X)) = q(Xo) [T p(Xegal X071, (7.14)

i=1
donde X9 .= (Xt ..., X¢yi) para toda t € N. Al igual que antes, con el fin de mantener la estricta esta-

cionariedad de la secuencia {X;} con distribucién conjunta dada por la Ecuacién (7.14), tenemos que imponer
nuevas condiciones para el mecanismo de actualizacién p (X, ;| X ®*~1). Esto es posible mediante el siguiente

muestreo de Gibbs

FYl Xi(' |$(t’i_1) ) ~ {}/%Jrl‘ X(t,i—l) _ $(t,i—1)’ Y(t,i—l) — y(t,i—l) } (715)

Fxy (- [yegi ) ~ { Xogil Yoy =y, XETD = 0170y (himh) — (b=

donde i =1,...,p, X* denota un vector aleatorio de dimensién i y z(**=1) un vector de dimensién i que denota
los valores del espacio de tiempo correspondiente a X =1 Debido a la independencia condicional subyacente
y bajo el conocimiento de Fy, la densidad correspondiente a Fy | x: se puede obtener de la siguiente manera

i

Fyixe (s 2P70) o gy (yers) H Ix1v (o1l Yess ) (7.16)
=1

Por lo tanto si suponemos que X; ~ fx (x) y utilizamos la estructura de independencia condicional, sélo
es necesario determinar la forma de Fy|x: para i = 1,...,p a fin de construir de un proceso estacionario
con distribucién marginal Fy. Al igual que en el modelo de Pitt et al. (2002), la especificacién de las formas

funcionales de Fy|x: es bastante abierta. Por lo tanto, la densidad transicién en un paso asociada con este
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modelo esta dada por,

p(@egi a7 ) = / Ixiy (zevily) fy) xi (9l 20 Ady). (7.17)

De manera general, en Mena y Walker (2007b) la forma en la que se asegura que el proceso GH-ARCH(p) es
estrictamente estacionario es mediante la eleccién de r(-,-). Entonces para construir la distribucién condicio-

nal (7.17) se debe suponer (7.11). Se puede ver que
fxeiy (27]y) =Ny (2", M +yAB,yA), (7.18)
donde A € RP*P es una matriz positiva definida con det(A) = 1. La especificacién de fy estd dada por
fy () = CGIG (), 6%, a*> — BTAB), (7.19)

donde A € R, § > 0, A € RP*? y o? > BT § B. Entonces a partir de las Ecuaciones (7.18) y (7.19) y al aplicar

el Teorema de Bayes, tenemos que

fy|xr N][,(:z:p;]\/[JryAB,yA)GIG()\,éz,oz2 - BT AB)

A—1
x L e { G- 00y AR A) @ - ey 5 B)

X exp{—; (62y '+ (a® — BTAB)y)}
ox y P27 exp {—; [(2” — (M +yAB)) y ' A (a? — (M +yAB)) + 6%y~ + (o — BTAB)y]}

o yA P/ exp {— [((a? = M) —yAB)) 'y 'A™ ((a? — M) —yAB)) + 6*y~ ' + o®y — BT ABy]}

DN | =

oy P/ exp{ (=" = M)" —yABT)y 'A™ ((a? — M) —yAB))+ 6y +a2yBTABy]}

DN | =
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oy p/2)=1 exp{—[yl((xp—M)TA1(:vp—M)+52)+BTABy+a2y—BTABy]}
1
o y AP/t exp{—Q[y_l((xp—M)TA_l(w”—M)+52)+a2y]}

x GIG (y;)\fg,(xpr)TAfl (xpr)+§2,a2)

. fy|x» = GIG (y;A - g, (27 — M)T A= (zP — M) + 52,a2) .

Mena y Walker (2007b) construyen la probabilidad de transicién a partir del mecanismo de actualizacién (7.15)

de la siguiente manera

p(zrpilz 1) = /

i
N (@445 pievi +y Beyi ) GIG (y;A— 277“(2,5,1-_1)7042) dy
R

" (A-1/2)/2
( (z&i—D—M)T A-T (z(&i—D — M) 152 )

2 Kn_12 (V(@0D — M)T A (G- D — M) + 02)a?)

00 1 1
= /O exp {—2y($t+i — (pt+i + Y Beti) )2}

1 ) .
X exp {2 [y~ (Y — AT AL (2B — M) 4 62) 4 o2 y]}

o (A-1/2)/2
((ﬂﬂ(t’i‘1>—M)T At (w(**"—1>—M)+52) /Oo yA=i/2=1/2)-1

T 2V2r K1 o (v (@D — M)T AT (206D — M) +62) a2) Jo

1 1. - i— - i—
exp{ 5 (s = (s + e p exp {5 17t (@000 = 2T AT @D <) 488 %y dy

sea

( o2 )(A—1/2)/2

7 (2@ -D_M)T A1 (z(&i-D M )+62

= 27 Ky 1o (\/( (&0 — M)T AT (2D — M) + 02 ) a2> ’
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entonces,

=7 /000 yAi 22" exp {_21y (Teti — (teti + Y Beva) )2}
oxp {5 [ (0D < M)T AT @D < 00) 4 ) 4%y} dy
.y /Oo yA-i/2=1/2)-1
0
X exp {; [y (@i = (esi + yBe4) )+~ (@70 = M)T AT @D — M) +6%) + o y}} dy
_ 7 /OOO Y A=i/2=1/2)-1

1 . o
X exp {—2 [y (@i — pes) — B )+ (@D = M)TAT (@B — M) +62)] + QQH]} dy,

si definimos

T(ti-1) ‘= \/(gj(t»i—l) — M)T A1 (x(t,i—l) _ M) + 527
entonces,

=7 / yP 2D exp [y [((@ers = perd) = YBeri)® + 100y + @2 y]} dy
0

Il
9
o\
3
@/\
i
=
[\v]
L
~
5
|
h
o)
o]
o]
|

[y [(@ei — peri)® = 29 Begi (Teqi — pers) + 47 By + T%t,i_l) | +a? y]} dy

[y (egi — peti)® = 2 Beqi (Wi — fiegs) +y Brvs +y~ "1l + % y] p dy
( )

|
R
S~
@/\
>
|
<
3
L
~
N
I |
-
@D
]
il
—N —N —N —N
|

[y (@i = pera)® + 78im1y) = 2 Beri (@ers — peya) + (0 + B24) y}} dy
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o0 _ _ _ 1 _
=7 / yA =22 exp {—2 [ (e — pesi)® + ?"(2“_1)) + (o® + B7,) y}} exp { Bt (Tegi — peyi) 1} dy
0

o i B 1.
=7 exp{Biti (Tesi — Mt+i)}/ yA 22 exp {—2 [y (@egs = pea)® +14-1)) + (0 + 61&2+i)y]} dy
0

GIG (y;)\* L 1(Tt+i7llft+i)+"’(2t,i_l)7a2+ﬁ?+,;)

2Kx—ij2-1/2 <\/( (Tti — preti)? + 7"(2“;1)) (0‘2 + 5t2+i) >

A—i/2—-1/2)/2 ’
o O—if2=1/2)]
(zt+i7#t+i)2+r(2t'7‘,_1)

por lo tanto, considerando la definicién de % y la de r(zm._l), se tiene que

L\ (-1/2)/2
(a > 2K5—ija-1/2 (\/( (@4 — ) + 78, ) ) (o®+62,) )

T(Qt,i—l)

A—i/2—
2\/27‘(’[(}\_1/2( 7’(2t,i71)0‘2> ( 02182, )( /2—1/2)/2

(@tti—totti )2+7"(2,,_’i71)

=7 exp{Biti (Te4i — i) }

p(@egi) 27 =

X exp {Bi4i (Tei — thiti) }

esto implica que,

, O\ (A—i/2)/2
( < > Kx—ij2-172 (\/( (Togi — peyi)® + T(Qtﬂ;l) ) (a2 + ﬂfﬂ) >

2
TCt,i—1)

( oy )(A—i/2—1/2)/2 T K2 ( 2 az)

(Tegi—peta) 408, ;)

p (e 27Y) =

X exp{Biyi (Tei — pati)}

2\ VP 2, g2 —\/24i/4+1/4
— o a” + By exp {Brri (Tepi — )}
g (Topi — pari)? + T(2t,i71) P 1Pt (Tii — Htti

Kx—ij2-1/2 (\/( (Titi — pati)? + T(2t,i71)) (0‘2 + ﬁt2+i) >
A 2w K)\_i/g ( T(Zt,ifl) a2)

X

)
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por otra parte si p? = (x44; — ps1)> entonces,

o2 Na=ift s —X/2+i/4+1/4 o2 (A—i/2)/2 . (h—ij2—1/2)/2
T(Qt,iq) p*+ T(Qt,iq) - r(gt,iq) (a2 + 5t2+z'>

% {p2 +7“(2t,i—1)}(>\_i/2_1/2)/2

(a2)(/\—11/2)/2 1

(7“(26,1‘—1)))‘71'/2 (\/OT%)(A*UQ)*UQ

% {p2 +r(2t7i71)}(>\_i/2_1/2)/2

(a2)A=i/2)/2

(M)(A—im)flh 2

% {p2 +r(2t’i71)}(A—i/2—1/2)/2

Por lo tanto,

D (2444 ‘T(mfl)) =a <>\ —i/2,y/a? + 5t2+i, Bt+is T(ti—1)> NtJri) (7.20)

> {(xt—i-i _ Mt+i)2 + (l,(t,i—l) _ M)T A1 (x(t,i—l) _ M) +52}()\—i/2—1/2)/2

x K(x—i/2)-1/2 (\/( (Tegi — pei)® + 7"(2,571-_1)) (24 62,) ) exp { Bt (Tei — pya) }

es decir,

i )
Xy XBD © GH <xt+i; A= 2 \ @2+ B2 Bevis T(t,i-1) Mt+i>

paraizl,...,p;SiA:I,B:(ﬂ,B,...,B)T, ﬁt+i:/67M:(Naﬂ,'~-uu')Ty;u't+i:,u'v parai=1,...,p.
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El modelo resultante se conoce como Modelo Hiperbdlico Generalizado Estacionario ARCH(p), o de manera
resumida como GH-ARCH(p). Este modelo también se puede ver como la versién estacionaria del modelo
propuesto por Barndorff-Nielsen (1997) donde

‘ 1/2
K3
r(XE056, ) = | 8+ Y (Xewy —p)°
j=0

En este caso, el modelo GH-ARCH(p) no tiene una representacion estocdstica como en (7.10) ya que considera

el comportamiento de los valores 1, ..., z,. Sin embargo, después de considerar estos valores, el modelo puede

ser escrito en la siguiente forma

P
Xevp =t |82+ (Xerpy — 1)2erp, 14y ~ CGH ()\ - g, Va? + 32, 8,1, o) : (7.21)

Jj=1

No obstante, para cualquier eleccién de A su manejo, tanto analitico como numérico, se dificulta.

7.4. Estimacién del modelo estacionario GH-ARCH(p)

Dado que la estimacién méximo verosimil de los pardmetros en el modelo GH-ARCH(p) no es posible,
al menos de manera analitica, serd necesario el uso de métodos numéricos. En otras palabras, utilizando la

descomposicién (7.16), la estimacion se puede obtener a través del algoritmo EM (Dempster, 1977).

Dada una muestra (™ = (z1,--- ,,), n > p, la log-verosimilitud para los datos aumentados estd dada por
. . p n

Z,(0) =log L. (0) = > Y 2k [logwy +logp (we—k, 7436) ], (7.22)
k=1 t=1

En este caso, el Paso-E implica el cdlculo de la esperanza de (7.22) con respecto a la distribucién condicional
de Z| X, lo que se reduce a

wi™ p (@), w03 00™)

7 (20, 00) 1= E|Z4e] 2] = = ey

El Paso-M implica maximizar

0+ — mix Q (6] 6™) (7.23)
©
donde
p n
Q(6]6Mm) = Z Z 5 (24, 0™) [log wy, + log p (x — k; ). (7.24)

k=1 t=1
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Los pesos se actualizan a través de

(mt1)  Doiey Tk (24,00
wk =

— para k=1,...,p. (7.25)

Hasta el momento no hemos utilizado el hecho de que el componente de la transicién en un paso también puede
ser descompuesto a través de un vector latente Y (™) = (Ys,...,Y,). En estos casos la log-verosimilitud de los

datos completos esta dada por

10g Ly .- (©) = log fx (1;0) + Z Z{logwi +1og [ fx |y (x| Y3 0) fy| x (Wel ze—i; 0)] }. (7.26)

P n
k=

1 t=1

Por lo tanto el algoritmo EM implica calcular la esperanza de (7.26) con respecto a Y| X. Para el modelo
GH-ARCH(p), se tiene que

T-1
by (©) = log (GH (1, A, o, 3,6, 1)) + Y _ log (N (wir1; o + BYit1, Yit1)) (7.27)

=1

p—1 ]
+ Zlog (GIG <yi+1; A= %vT(QLi—l)’ 0‘2>>

=1

T—

p .
i
+ log <GIG (yiﬂg; A — 577“(21-4)_1)’ a2)> ,

=1

donde lx’y(é)) = log Lxy(©). Por lo general, este procedimiento requiere el célculo del gradiente V Iy, donde

lp = log Lx(0). Para detalles sobre su célculo constiltese Mena y Walker (2007D).
La principal dificultad con el algoritmo EM es obtener la esperanza, dado que la distribucién Ff((& no tiene
una forma simple. Sin embargo, en este caso, podemos construir la distribucién de Ff((& teniendo en cuenta

que
I Wi | $t+iax(t’i_1)) X f?qy (Teyi | yt+i)fy\x(yt+i | T/(t’i_l))a
t,i—1)

donde z! = (X, Tyiy- .., Te1i—1). En este caso, podemos ver que

. i1
f Yegilwess, a7Y) = GIG (ytﬂ'?}‘ - T’T(Qt,iwaQ * BQ) 7

para i,...,7 — 1. Por lo tanto, para un modelo GH-ARCH(p) estacionario podemos representar al vector
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aleatorio {Y| X} considerando las siguientes variables aleatorias condicionalmente independientes

Y; ~ GIG (A, 62,02 — 3%), (7.28)

. i+ 1
Yi+1|x(1’l)~GIG <A—“;,r(217i),a2+ﬂ2), para i=1,....,p—1,

, 11
Yiip| 2P ~ GIG ()\ — Z—; 2

7T(i,p)7a2+52>7 para i:17...’T_p.

.- . e, . . 05 . . ., . .
Utilizando esta descomposicion, es posible calcular la densidad fY(|J))( para la distribucion requerida simplemente
multiplicando las densidades correspondientes a las variables anteriores.

En Walker (1996), se demostro que el Paso-M involucrado en el algoritmo EM se puede simplificar de la

siguiente manera; si 963 = (H%j), ey 961, 98)1, R 9‘(@)), entonces el Paso-M se puede simplificar al resolver
aQ (06, x a1ev9 (9
# = Ey,. L() =0, (7.29)
00 9) 00 ) ‘
01=00;11)
para ¢ =1,...,d y donde la esperanza Eg [[] se toma con respecto a Ff((& La esperanza en (7.29) se puede

obtener a través de una simulacién de Monte Carlo de {Y|X}. En este caso, tal esperanza tiene una forma
analitica si se utiliza la descomposicién (7.28).

En Mena y Walker (2007b) se propone una forma alternativa para estimar los pardmetros del mode-
lo GH-ARCH(p) estacionario. El procedimiento es el siguiente: Dado un conjunto inicial de valores 6y =
(Mo, @0, 8o, 90, o), la primera actualizaciéon (primera iteraciéon del algoritmo EM) estd dada al resolver indi-

vidualmente

alx()\,(lo,ﬁo,éo,/lo) -0 8ZX()\1aaaﬁ07505/J’0) =0 (730)
oA A=)\ ’ da a=aq .
8lx()\1,o¢1,ﬂ,§0,uo) -0 alx(Al,a17ﬂ75,H0) =0
ap g=p 08 5=51
Dlx (A1, 00, B1,01, 1) —0
Ip p=pa ’
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Por lo tanto, utilizamos 6, para obtener f; y asi sucesivamente, hasta la convergencia. Es decir, de manera
general se estd resolviendo

Eo,, [V by (0)] = Vi (0). (7.31)

Es deseable que la Ecuacién (7.30) tenga una solucién analitica. En general, para todo el dominio del conjunto
de parametros, esto no esposible. Sin embargo, la solucién numérica de las ecuaciones anteriores es mas sencilla,
en términos de tiempo y de eficiencia, en contraste con el procedimiento de maximizacion para la verosimilitud
completa. Notemos que en general el enfoque MLE anterior no garantiza la convergencia al valor éptimo. Sin

embargo, en este caso, Mena y Walker (2007b) utilizan el algoritmo EM para garantizar tal convergencia.
Ejemplo 3. Estimacion de un modelo GH-ARCH(p).

Para ilustrar el mecanismo de estimacién anteriormente descrito consideremos las siguientes bases de datos

financieras:
Nombre Simbolo Desde Hasta QLB(30)
JP MORGAN CHASE CO JPM 10-Julio-08  10-Julio-09  259.987
CIT GROUP INC (DEL) CIT 10-Julio-08  10-Julio-09 255.461
AMER INTL GROUP NEW AIG 10-Julio-08  10-Julio-09  265.700
INTL BUS MACHINE IBM 10-Julio-08  10-Julio-09 465.730

Cuadro 7.1: Bases de datos a considerar en el andlisis. E1 QLB para la prueba de Ljung-Box se realizo con 30

lags. El valor critico al 5% es de 43.773.

Las series de la Tabla 7.1 se muestran en la Figura 7.1 y el ACF de los log-rendimientos al cuadrado de
cada una de estas series se expone en la Figura 7.2. Debido a que en cada una de estas graficas se observa una
tendencia creciente y decreciente en distintos periodos de tiempo y considerando el resultado del estadistico
QLB para la prueba de Ljung-Box podemos concluir que el proceso {Z;} depende del tiempo, es decir no es
estacionario.

Siendo, como se ha explicado, la estacionariedad una propiedad necesaria para el andlisis estadistico, se
propone considera los log-rendimientos, que es una caso especial de la transformacién de Box-Jenkins (cuando

d = 0). Es decir, si {Z;} es el proceso original, entonces,

Z
Y;=In <Z ¢ > =In(Z;) —In(Z;—1) con t=1,...,252. (7.32)
t—1
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Figura 7.1: Precio diario de las acciones emitidas por JP MORGAN CHASE CO, CIT GROUP INC (DEL),
AMER INTL GROUP NEW e INTL BUS MACHINE del 10 de julio de 2008 hasta el 10 de julio de 2009.
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Figura 7.2: ACF correspondiente al cuadrado de los log-rendimientos para las series de la Figura 7.1.
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Una de las ventajas de esta modificacién es que se pueden observar los cambios relativos en las variables y
comparar directamente con otras variables cuyos valores pueden ser muy diferentes de los valores originales.
Ademsds esta transformacion es frecuentemente utilizada en procesos con tendencia exponencial creciente y/o
decreciente.

Entonces comenzamos modelando la serie {Y;} a partir de un modelo GH-ARCH(p)'. Para estimar los
parametros de la probabilidad de transicion se utilizara el algoritmo EM descrito en la Seccién 7.4. El Paso-E se
calculara a partir de la log-verosimilitud aumentada (7.27) de los datos transformados {Y;}. Empero, dado que
la maximizacién en términos analiticos de la expresiéon obtenida en el Paso-E resulta muy complicada, el Paso-M
se realizard a través del algoritmo de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS). En Press et. al (2007) este
algoritmo se describe de la siguiente manera: Consideramos al sistema coordenado X con P el punto de origen

del sistema. Como toda funcién f puede ser aproximada mediante una serie de Taylor, entonces

J () +Z 8931—1_ Zaxl—a Tidj e (7.33)
~ c—b-x—|—§X~A~X7

donde

2
=), b=Vie v (A=
A

A la matriz A, cuyos componentes son las segundas derivadas parciales de la funcién f (z), se le conoce como
el Hessiano de la funcién f (x) evaluada en P. El célculo del gradiente en la aproximacién (7.33) se hace de la
siguiente manera

Vf=A-z—b.

Sin embargo, en la mayoria de los casos no se tiene ninguna informacién sobre los parametros de A y b. Por
lo que, la idea bésica del algoritmo BFGS es estimar iterativamente a la matriz A~! mediante una secuencia
de matrices H; tales que

lim H; = AL

17— 00
Para localizar un cero en la funcién gradiente consideremos la posibilidad de encontrar un méximo a través
del método de Newton, cerca del punto actual x; mediante la aproximacién de la funciéon por un polinomio de

segundo orden,
~
2

f@=Ff(z)+@—z;) - Vf(x)+z(x—2;) A (z—x;)

1E] algoritmo para determinar el orden éptimo del modelo se muestra en el Apéndice E.
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donde
Vi@=V§(x)+A (x—uz).

Es decir, nos interesa conocer V f (z) = 0 para determinar el préximo punto de la iteracién:
r—x; = A1V f (). (7.34)

La razon por la que este método se considera como quasi-Newton es que se utiliza una estimacion de la
matriz A~! en comparacién con el método de Newton que emplea al Hessiano de f. La idea detrds de los
métodos quasi-Newton es comenzar con una aproximacion de la matriz A que sea simétrica y positiva definida
(usualmente esta corresponde a la matriz identidad) y construir la aproximacién de las H.s de tal manera que
la matriz H; siga siendo positiva definida y simétrica. Entonces restando la ecuacién (7.34) en ;41 para la

misma ecuacion en x; se tiene que
Tit1l — Ty = A_l . (V fi+1 -V fz) (735)

donde V f; = V f (x;). Habiendo hecho el paso de z; a x;41 la nueva aproximacién H; ., debe satisfacer (7.35),
es decir,

Tip1 —x; =Hip - (V fix1 =V fi).

El algoritmo BFGS consiste en la actualizacion de la matriz H; mediante la siguiente formula

H,, —H, 4 X = X)) © i —%i) M- (Vfips = Vi)l © Hi - (Vi1 =V i)l
" " (%ig1 — %) - (V fix1 — V fi) (Vfix1 =V fi) - Hi - (V fix1 =V i)

+ UV fix1 =V i) Hi - (V fiz1 = V fi)]u ® u,

donde ® denota el producto externo o directo entre dos vectores y

(Xi+1 — Xi) H; - (V fix1 =V fi)

u= -

(Xip1—%i) - (Vfin =V i) (Vfin—=Vfi) Hi-(Vfiq1—Vfi)

De esta manera, en la Tabla 7.2 se muestra la estimacién de los pardmetros A, «, 3, d y p para la probabilidad

de transicién (7.20). Ademds se presenta el criterio de Akaike descrito en la Seccién 2.4. El orden 6ptimo para
cada serie de datos se muestra en negritas. Por ultimo, en la Figura 7.3 se exhibe el histograma de los log-
rendimientos de las series de datos de la Tabla 7.1 junto con la distribucién estacionaria ajustada para el precio
diario de las acciones emitidas por JP MORGAN CHASE CO, CIT GROUP INC (DEL), AMER INTL GROUP
NEW e INTL BUS MACHINE desde el 10 de julio de 2008 hasta el 10 de julio de 2009.
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Orden A Q@ I} ) L loglik AIC
JP MORGAN CHASE CO
1 -0.4528  16.668 -1.0239 0.076982 0.0058976 300.700  -591.400
3 1.1299  22.832 -0.4574 0.022985 0.0032471 307.141 -604.281
6 1.0551  23.973 -0.5336 0.040359 0.0036055 308.926 -607.852
7 1.2850  25.608 -0.7604 0.039033 0.0046982 308.520 -607.039
9 2.1804  31.003 -0.6478 0.030817 0.0041501 305.839 -601.679
CIT GROUP INC (DEL)
1 -0.89077  -7.620 0.54147 0.134500 0.000465 184.860 -359.720
5 0.95364 13.831 1.06760 0.070084 -0.006565 191.583 -373.166
9 0.70409  13.547 0.51355 0.094568 0.000736 191.848 -373.696
13 237270  19.393  0.25413 0.063937  0.004289  187.982  -365.964
17 0.74450  19.016 0.38371 0.185410 0.002539  183.526 -357.053
AMER INTL GROUP NEW
1 -0.67494  3.1378  0.31469 0.078970 0.0097949 209.346  -408.692
2 -0.54126  4.0320 0.27281 0.078325 0.0107090 214.459 -418.917
3 -0.74768  3.0066 0.32428 0.089928 0.0096230 218.967 -427.935
4 -0.50400 4.1617 0.29220 0.086327 0.0102560 217.195 -424.391
5 -0.32062 4.8273  0.34915 0.082638 0.0092220 216.897 -423.794
INTL BUS MACHINE
1 0.6172  -19.078 3.1824 0.057781 -0.018965 287.762 -565.524
2 1.2441  21.162  4.6290 0.025038 -0.027620 292.426 -574.852
3 1.9826  25.804  4.8208 0.017119 -0.028317 292.126 -574.252
4 2.9859  33.099 7.1754 0.045384 -0.041421 286.738 -563.476
5 6.1031  45.119  7.8076 0.013389 -0.045767 281.725  -553.451
Cuadro 7.2: Resultados de la estimacién a través del algoritmo EM para un modelo GH-ARCH(p). El orden

optimo de cada modelo se presenta en negritas. El tiempo total, para la estimacion y la simulaciéon, nunca

superé los 5 segundos. El error absoluto utilizado para la convergencia se establecié en 1076.
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Figura 7.3: Comparacién entre el histograma de las serie de datos de la Tabla 7.1 junto con la distribucién

estacionaria ajustada a partir de los valores que se muestran en la Tabla 7.2.

Por lo tanto se concluye que para el precio de las acciones emitidas diaramente del 10 de julio de 2008
hasta el 10 de julio de 2009 por JP MORGAN CHASE CO, CIT GROUP INC (DEL), AMER INTL GROUP
NEW e INTL BUS MACHINE se les va a ajustar un modelo GH-ARCH(6), GH-ARCH(9), GH-ARCH(3) y
GH-ARCH(2) respectivamente cuya probabilidad de transicién estard dado por la Ecuacién (7.20). Ademsds,
se puede observar que en la Figura 7.3 las distribuciones ajustadas tiene una alta concentraciéon alrededor de
la media, es decir se captura satisfactoriamente la lepcurtosis, lo cual es un buen referente para la eleccién de

dicho modelo.




Conclusiones

La construcciéon de los modelos de series de tiempo via modelos de mezclas finitas implica la formulacién
de distintas técnicas estadisticas. Por ejemplo, la introduccién de variables latentes a partir de un muestreo de
Gibbs, el uso de modelos de mezclas finitas para la generalizacién del modelo anterior y el empleo de modelos
que consideran una estructura de dependencia mas compleja como, por ejemplo, la agrupacién de la volatilidad.
El estudio de esta caracteristica dio como resultado el modelo ARCH planteado por Engle (1982).

Empero, algunas propiedades, como la estacionariedad, la asimétria o la existencia de colas pesadas en la
distribucién de los datos no se consideran en este modelo. Por esta razon se han planteado distintos modelos que
permitan abordar dichas propiedades. En el caso especifico del modelo GH-ARCH(p) estrictamente estacionario
planteado en el presente trabajo cada uno de estos enfoques se conjugan para dar origen a un modelo que permite
ajustar series cuya estructura de dependencia es no lineal y en donde la variabilidad de los datos juega un papel
fundamental.

Otra de las virtudes del modelo GH-ARCH estrictamente estacionario es el conocimiento analitico de su pro-
babilidad de transicion. Esto permite, ademés de conocer sus momentos, plantear el uso de cualquier estadistico
de forma cerrada sin el uso de aproximaciones. Sin embargo, la forma de esta distribucion tiene sus limitantes.
Al estimar los pardmetros o lo pesos de una mezcla, el cdlculo de la esperanza condicional o la méximizacion en
el Paso-M se complica al punto en donde se tienen que utilizar métodos niimericos. No obstante, en comparacién
con el modelo planteado por Jensen y Lunde (2001), en donde se plantea un método de estimacién mds efi-
ciente, el modelo GH-ARCH es estrictamente estacionario. Empero, como se vio anteriormente, los pardmetros
obtenidos son consistentes con el modelo planteado. A pesar de estas limitantes, todavia no existe un modelo
que sea capaz de modelar de manera completa cualquier serie de tiempo, por lo que el uso de estos modelos se

ha popularizado sobre todo en aplicaciones financieras.
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Apéndice A

Distribuciones Comunes

! A.1. Distribucién Normal, N, (6, X)
1
f(z|0%) = (detX)~1/2(21) P2 exp {—2(95 -0z — 9)} ,
donde 6 € RP y ¥ es una matriz simétrica y definida positiva de dimensién p X p.

Eg’z[x] = 9,
El(z — 0)(z — 0)] = %

Cuando ¥ no esta definida, la distribucién N, (6, %) no tiene definida una densidad con respecto a la me-
dida de Lebesgue en RP. Para p = 1, la distribuciéon Log-normal se define como la distribucién de e® cuando

x ~N(0,0%).

A.2. Distribucién Gamma, Ga(«, )

Falo ) = fras 3 expl =0} T 2).
donde «, 3 > 0.
Eaﬂ[x} = %7
me:%.

ITomado de: Christian P. Robert, The Bayesian Choice, a decision-theoretict motivation, Springer-Verlag, 1994, p 381-385.
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Los casos particulares de la distribucién gamma son, la distribucion Erlang, Ga(a, 1), la distribucidn expo-

nencial, Ga(1, 8) (denotada como exp(3)), y la distribucién Ji-cuadrada, Ga(v/2,1/2), (denotada como x2).

A.3. Distribucién Beta, Be(a, 3)

xafl
f(x|a76) - B(Oé ﬁ) (1 - ‘r)ﬁil ]I[O,l] (l’),
donde
Bla, B) = g((z)i(g)) a, B> 0.
Eaple] = -
Vo sla] = o

(a+B8)2(a+p+1)

La distribucién Beta se pude obtener como la distribucién de y1/(y1 + y2) donde y; ~ Ga(a,1) y y2 ~
Ga(1, /).
A.4. Distribucién Sudent-t, St,(v,6,%)

L((v+p)/2)I(v/2) (z— 0y (z—0)] “TP/2
(det Z)I/Q(Uﬂ')P/Q v

flzlv,0,%) =
donde v > 0, 8 € RP, y 3 es una matriz simétrica definida positiva de dimensién p x p.

]Ey’gg[x] =40 (l/ > 0),
vy

Eosl(o— 0)(c - 0)) = 2=

(v>2).

Cuando p = 1, un caso particular de la distribucién Student-t de la distribucion Cauchy, C(6,0?), la cual
corresponde al caso en donde v = 1. La distribucién Student-t puede derivarse de la distribucién de z/z cuando

T~ N, (0,%) y v2? ~ x2.

A.5. Distribucién F de Fisher, F(v, p)

T((v + p)/2)vP/?p*/? 2(v=2)/2 (@
L(v/2)I(p/2) (v + px)w+e/2 10,0

f(=lv,p) =
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donde v, p > 0.

_r
p—2
2p*(v+p - 2)

Pl

Ewp[x] =

La distribucién F(p,q) es también la distribucién de (z — 0)'S~!(x — 0)/p cuando = ~ St,(q,60,%). Sin

embargo, si x ~ F(v,p), pz/(v + px) ~ Be(v, p).

A.6. Distribucién Gamma Inversa, Iga(c, 3)

5(1 exp{—,@/x} H(a:)

f(1’|0[,6) = F(a) xa+1 [ 0,00)?
donde a, 3 > 0.
Eaplt] = 5.
Vo plz] = %.

Esta distribucién se obtiene a partir de la distribucién de 2! cuando z ~ Ga(a, 3).

A.7. Distribucién Ji-cuadrada no Centrada, x2()\)
1 _
Fa) = 5@/ 2) P72 a0 (VAz) exp{—(A + 2)/2},
donde X > 0.

EA[:E] :p+)‘a

V2] = 3p + 4).
Esta distribucién se puede derivar como la distribucién de z7 + - + 2 donde x; ~ N(0;,1) y 07 +--- +62 = \.
A.8. Distribucién Dirichlet, Dy (a,..., o)

f(.%‘|0(17 . ,ak) =577 - -.’L’Zkilﬂ{z zi=1}>



donde ay,...,ar >0y ag=aj + -+ + ag.

]Ea[xi] = aiv
Qg
(a0 — i)
Vix;| = ,
# = B e+
;L
Cov|z;,z;] = ———2—, para i j.
! i) ad(ap + 1)

Como un caso particular, notemos que (z,1 — z) ~ Da(a1, ) es equivalente a que x ~ Be(ay, as).

A.9. Distribucién Pareto, Pa(a, z)

T z
Flalayzo) = =205 IE)

donde o« > 0y zg > 0.

Bowle] = =%,  a>1,
V0[] ot a>2
waoltl = T T)2(0 — 2)

A.10. Distribucién Binomial, Bi(n, p)
_ n T _ n—z ()
fCﬂp)—-(x)p (1 =p)"" Ly oy
donde 0 < p < 1.

EP [{E] =np,

Vl[z] = np(1 - p).

A.11. Distribucién Multinomial, My (n; p1,...,pk)

k
n z
= C I
f(-Tla ,$k|p17 apk) <.’171 . (Ek:) Epz > wi=no

dondep; >0 (1 <i<k)y > ,pi=1.

Ep[xz] = npi,
Viz:] = npi(1 — ps),

Cov]z;,xz;] = —np;p; para i j.
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Notemos que si  ~ Mg(n;p1,ldots, pr), x; ~ Bi(n,p;), y entonces la distribucién binomial corresponde al

caso en donde (z,n — x) ~ Ma(n;p, 1 — p).
A.12. Distribucién Poisson, Poi())

AT
f(2A) = exp{-A} = I,

donde A > 0.

A.13. Distribucién Binomial Negativa, BN(n,p)

T
n+x+1

flzlp) = ( ) p"(1—p)" 1Y,

donde 0 < p < 1.

A.14. Distribucién Hipergeométrica, Hyp(N;n;p)

(e (M) @ G
(N) {nf(lfp)N“,,,pN} {0)17""”}’

f(zlp) =

donde 0 <p<1l,n< NypNeN.
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Apéndice B

Mezcla de distribuciones normales

Densidad f(x)

1. Gausiana N(0,1)

2. Unimodal Sesgada %N(O, 1)+ %N(%v (%)2) + %N(%a (8)2)
3. Muy Sesgada ZZ:O %N (3{(%)2 -1}, (%)21)

4. Unimodal con Curtosis %N(O7 1)+ N(0,(75)%)

5. Outlier HN(0,1) + 5N (0, (15)%)

6. Bimodal sN(=1,(3)%) + 5N(1,(3)?)

7. Bimodal Separada IN(=3,(3)H)+3N(3,(3)Y

8. Bimodal Asimétrica %N(O7 1)+ iN(%, (%)2)
9. Trimodal

10. Multimodal

=
Z
=
—
N~—
+
SO
I
o
o=
=
N
—
—
sl=
S~—
i~}
~—

Cuadro B.1: Tomado de Geoffrey McLachlan y David Peel (2000, Capitulo 1)
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Apéndice C

Funciones de Bessel Modificadas

Propiedades de las Funciones de Bessel Modificadas

Propiedades Expansién asintotica cuando x | 0
1K) = K () 1 Ko(@) ~ (1/2T(W)(@/2) ", v>0
2. Kip(x) = /7] 2. Ky (@) ~ (1/2)T(~)((@/2))", v <0
3. Kpie(z) > Ky(x), v,e,2>0 3. Ko(z) ~ —log(x)

4. Kyp1(z) = 2v/z)K,(z) + Ky—1(x)

Representacion en forma de integral Expansién asintotica cuando = T oo

K, = (1/2) [;"y" exp(—(z = 2)(y +y ")) dy Ky(x) ~ \/(z/2z)e™"
Derivadas 9/0x

L Kj(z) = —Ki(x)

2. K (z) = —(1/2)(Ky41(2) + K1 (7))

3. K (z) = (v/2) Ky (x) — Kyya(x)

4. (log K, (x)) =v/z — R,(x),

donde R, (z) = Kozl 5> 0

Cuadro C.1: Tomado de Abramowitz y Stegun (1992) (Capitulo 9) y Eberlein y Hammerstein (2004)
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Apéndice D

Algoritmo en Ox para estimar los

parametros del modelo GH-ARCH(p).

A continuacién se muestra la rutina® que se utilizo en el ejemplo 3 del Capitulo 7 para estimar el orden del
modelo y los parametros de la probabilidad de transicion:

/st sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok o o ok sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok o ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ke sk sk ok ok
Este programa estima los pardmetros de un modelo GH-ARCH(p) estacionario para un
conjunto de datos. Los detalles del procedimiento se explican dentro del desarrollo de
las funciones.

Para simular cualquier base de datos solo habra que incluir la base de datos a modelar
dentro del "main(){aqui}"del programa.
kst o ook sk o ok stk o s ok stk o sk sk o ok sk o e ok stk ok s stk ok sk sk ok ok sk ok ok stk ok s ok sk sk o ok sk o ok stk ok s ok stk o sk sk ok skokok sk ok /

* X X X X *

*
*
*
*
*
*
*

/R kkskokokksk ok kR kR kokkkkokkkkkokkkkokk  Tnclusion de librerias  skkskokskskskokskskskkoksk sk kokokkk ok ok ok kK k kokk /

include <oxstd.h>
include <oxprob.h>
include <oxdraw.h>
include <oxfloat.h>
import <maximize>

H H H H H

[FxFF Rk Rk Rk Rk Rk kR R Rk Rk kR kokkx - Declaracion de variables globales  kkkskskkxkokskokskkkkkxkk/

const decl pi = M_PI;

lEste algoritmo es una adaptacién del original realizado por el Dr. Ramsés Mena Chivez en su articulo: Mena, R. H. and
Walker, S. G. (2007b). On the stationary version of the generalized hyperbolic ARCH model. Annals of the Institute of Statistical
Mathematics, 59, 325-348.
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decl y; //Datos usados para la estimacién del modelo GH-ARCH.
decl q; //Lag.

[ Rskskskskskskkokokkokok ok ok Rk kkkkkkkkkkkkkkkk  Declaracidn de las funciones  skkskskskskskskskskskskskskskskskskkokokokkkkk /

CtnsHist(const lugar, Y, const Nb);

GH(const x,const L,const a,const b,const d,const m);

TK(const p,const g, const t);

LW(const p);

LW2(const p, const AdFunc, const avScore, const amHess);

rangigK(const r, const c, const p, const 1, const z);

ranghK(const r, const ¢, const p, const 1, const z);

SIMGS(const p, const yO, const T,const sty,const vol,const z2, const w);

QLB(const w, const mlag);

est(const p,const P);

ESTSIM(const namedata, const M, const T, const Ns, const p, const lag, const w,
const forecast,const sty);

[RFFR ARk RR kRO R ok Rk ok Rk Programa principal  kskskskskskskskskokskokskskokskokokskokkokskkokokkokokkokok ok okokok /

main()

{

ESTSIM(”JPM. txt”,230,20,20,<0,1,0,0.5,0>,6,0,1,1);
ESTSIM(”AIG.txt”,230,20,20,<0,1,0,0.5,0>,3,0,1,1);
ESTSIM(”CIT.txt”,230,20,20,<0,1,0,0.5,0>,9,0,1,1);
ESTSIM(”IBM.txt"”,230,20,20,<0,1,0,0.5,0>,2,0,1,1);

t

ittt Funciones y procedimientos --------—-—-—-————————-————- */

[ FFk ok Rk Rk kR Kok Rk Rk bk kR kbR ok kokkk - Procedimiento Principal —kkskkskoksoksokskoskkskokskokkokkokokkokkokkokokkokk /

| Dado un conjunto de datos y algunos parametros, este |
| procedimiento reconoce cualquier conjunto de datos como un |
| conjunto de datos historicos, y ademds predice algun punto |
| o conjunto de datos que se desee.

| Es decir, si queremos comparar nuestras simulaciones con |
| datos reales durante el periodo de simulacién, tenemos que |
| proporcionar los datos correspondientes a ese periodo de

| tiempo. En otro caso, los datos no se compararan con el

| periodo predicho.
|

|

|

|

|

I

|

variables:
in: namedata (nombre del archivo)

M (Longitud del periodo historico para el andlisis)

|
|
|
|
De esta manera, este procedimiento necesita las siguientes |
|
|
|
I
T (Periodo de prediccién) |
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Ns (Numero de simulaciones utilizadas en los estimadores MC) |

p (Valores iniciales para los pardmetros)

lag (lag del modelo GH-ARCH)

w (periodo de calentamiento utilizado en SIMGS) |

frct (1/0 indica si el conjunto de datos esta en el periodo del
prediccién) |

sty (1/0 indica si la hipotesis estacionaria es utilizada |
o no en el modelo GH-ARCH) |

out: prints, plots etc. |

ESTSIM(const namedata, const M, const T, const Ns, const p, const lag, const w,
const forecast,const sty);

decl i,tim; //Contadores de bucles.
decl S,SM,Yt,YT,ST,YTreal,STE,STpathest,H,P,r; //Variables de inicio.
decl Sdata,STdev,STIL,STUL,v,vl,vpathest,Y2t,Ct,K,ir;

tim=timer();

q=lag;
S=loadmat (namedata); r=rows(S); // Datos de la serie, e.g. stock prices. (r,1).
if (frct==1)
{
SM=S[r-M-T-1:r-T-1]; // Datos historicos. (M+1,1).
ST=S[r-T-1:r-1]; // Datos historicos correspondientes al periodo
de prediccién. (T+1,1).
YTreal=1log(ST[1:T])-1log(ST[0:T-1]); // Log-returns de ST. (T,1).
}
else { SM=S[r-M-1:r-1]; }
Yt= log(SM[1:M])-log(SM[0:M-1]); // Log-returns de SM. (M,1).
y=Yt; // Leyendo los datos historicos para la
variable global en la estimaciédn.
est(p,&P); // Corriendo el procedimiento de estimacién.
YT=zeros(T,Ns); // Matriz inicial para asignar las

simulaciones Ns. (T,Ns).
v=zeros(T,Ns);
for(i=0;i<=Ns-1;i++) // Generando las simulaciones requeridas.

{
YT[][i]=SIMGS(P, y[M-q:M-11, T, sty,&v1,&Y2t,w); //hipétesis estacionaria, y simulando
directamente para la transcicién

Estas son a partir de cuatro esquemas:

v[][il=v1;
} // densidad (GH) SIMGH(..,1 6 0), asi como con
o sin hipétesis estacionaria.
H=cumulate(YT) ; // Sumas de los log-returns para cualquier tiempo
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1<t<T y para toda simulacién. (T,Ns).

STE=SM[M] . *exp (H) ; // Qbservacién simulada en cualquier momento 1<t<T
y para toda simulacién. (T,Ns).
STpathest=meanr (STE) ; // Promedio de las Ns simulaciones. (T,1).

STIL=STpathest-STdev;
STUL=STpathest+STdev;
vpathest=meanr (v) ;

Ct=zeros(T,1); ir=0.05; K=SM[M]+10;
for(i=0;i<=T-1;i++)

Ct[i]=(exp(-ir*(i+1))/Ns)*sumr (max(((STE[i] []./STpathest[i]) .*SM[M] .*exp(ir*(i+1))-K)’,0));

}

/********************************* Mostrando la informacidn y gréficando ******************/

println("\n----—=——-——-——-——-————- ,namedata,”’-——--————————————————— "\n );
println("\n----=--=-—-——m——m——m o ”(orden=" ,q,” simulaciones=" ,Ns,”)--——-——————-——- )5
print ("LogLik” ,LW(P));

print (\n”Valores de los parametros para la distribucién GH:\n”,” %12.8f” ,P’,”\n);

print ("QLB(30)=",QLB(y,30),”\n\n", AIC=",-2*LW(P)+10,”\n") ;

decl rrx, rry;

rrx=range(-0.8,-0.8,0.01); rry=GH(rrx,-0.92917429,1.34778502,1.27381378,0.09896981,-0.03939853) ;
DrawXMatrix (0, rry,{"TRUE”}, rrx,”x”,0,1);

CtnsHist (0, Yt,30);

SetDraw (SET. LEGENDHIDE, 1) ;

SaveDrawWindow(”Ajuste.eps”); CloseDrawWindow() ;

}

/KKK sk koK ok ok sk ok kR kR kR kR kokokokokkkkkkokk MaximizaciOn  kkckskskskskskskskskokokokok sk ok ok o ok ko kK ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ko kkok /

| Rutina para calcular el MLE. |
| in: p (valores iniciales para los préametros);

| Pe (nombre de la variable asignada a las estimaciones) |
| out: Pe; |

est(const p,const Pe)
{
decl 1w, P;
P=p’;
MaxControl(-1,50); //MaxControlEps(le-2,5e-4);
MaxBFGS (LW2, &P, &lw, 0, 1);
Pe[0]=P;
return 1;

}

/[ Rskokskkokkokok ok sk ok kokok ok kkok ok kkokkokkkokk - Procedimiento de simulacin  skokskskokskskokskoskskskok sk skok ok sk kok ok ok kokk /



| Procedimiento para generar los valores yl....yT bajo el |
| modelo GH-ARCH. Esta parte se hara de dos formas, se |
| simulard a partir de una representacién NORMAL-GIG o
| directamente a través de una distribucién GH, en ambos casos]|
| la simulacién comenzara utilizando los valores anteriores o |
| las hipétesis estacionarias. Los valore latentes (vol), se |
| simulan implicitamente a través del primer procedimiento. |
| in: p (parédmetros); yO (valore iniciales past-lagged ); |
| T (Tiempo);
| sty (1/0 indica si los valores estacionarios pueden ser |
| considerados);
| vol (variable que asigna la variable latente v.) |
| z2 (variable que asigna y1...YT bajo el segundo |
| procedimiento) ;
| w (periodo de calentamiento, integer>0)
| |
st */
SIMGS(const p, const yO, const T,const sty,const vol,const z2, const w)
{
decl t,x,z,zgh;
x=zeros (T+w, 1) ;
z=zeros (T+w+1,1);
zgh=zeros (T+w+1,1);
if (sty == 1) {z[0]=rangh(1,1,p[0],p[3],sqrt(pli]l~2-p[2]1~2), p[2])+p[4]; zghl[0]l=z[0];)
for(t=1;t<=q-1;t++) { z[tl=ranghK(1,1,p,t,z[0:t-11); zghltl=z[t];} }
else { for(t=0;t<=q-1;t++){ z[tl=y0[t]l; zghltl=z[tl; } }

for (t=q; t<=T+w; t++)

{

x[t-1]=rangigK(1,1,p,q,z[t-q:t-1]1);
z[t]=p[4]+p[2] *x [t-1]+sqrt (x[t-1])*rann(1,1);
zgh[t]=ranghK(1,1,p,q,zghlt-q:t-11);

}

vol[0]=x[w:T+w-1];

z2[0]=zgh [1+w:T+w];

return z[1+w:T+w];

}

/kskskskskskskokokoskoskok ok ok ok ok kkskkkskkkokkkkkkkokk Probabilidad de transicidn skskskskokskskskskskskskskskskskskokskskkok ok ok ko kkk /

| Numero aleatorio para la probabilidad de transicién GH:
Esta funcién utiliza una funcién de Ox para generar un
nimero GH.

z (valores pasados);

|
|
| in: r (renglones); c (columnas); p (parametros); 1 (lag);
|
| out: nimero aleatorio (escalar o vector)
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ranghK(const r, const ¢, const p, const 1, const z)

{

return rangh(r,c,p[0]-1/2,sqrt(sumc((z-p[4])."2)+p[3]1°2),sqrt(p[1]"2+(1-1)*p[2]~2),p[2])+p[4];

}

/FFFFRA ARk Rk KRk Rk Rk kokkkk Probabilidad de transicidn gig kkkskckkskksrkskskokskkkkokkokkokkok /

| Nimero aleatorio para la distribucién GIG:
Esta funcidén utiliza una funcidén de Ox para generar un

z (valores pasados);

|
|
nimero GH.
|
|
out: nimero aleatorio (escalar o vector)

|
|
| in: r (renglones); c (columnas); p (parametros); 1 (lag);
|
|

rangigK(const r, const c, const p, const 1, const z)
{
return rangig(r,c,pl0]-1/2,sqrt(sumc((z-p[4])."2)+p[3]172),sqrt(pl1]~2+(1-1)*p[2]°2),p[2]);

}

/* Funcién méximo verosimil para el modelo GH-ARCH (funcién modificad para el uso del MaxBFGS)

| Igual que el GH(), solo que se modifica para su uso en la

|  funcién MaxBFGS de Ox. El procedimiento de estimacién puede
| ser modificado utilizando el gradiente (avScore) y/o el

| Hessiano (amHess).

LW2(const p, const AdFunc, const avScore, const amHess)

{

AdFunc [0]1=LW(p);
return 1;

}

/kskskskskskskoskokokoskokokokokokkokskskskskskskskkokokkkokokk - Funcion maximo verosimil GH-ARCH  skskskskskskskskskskokoskoskskoskokokokkokkkk /

| Calcula la verosimilitud del modelo GH-ARCH.

| in: p=[L,a,b,d,m]’; (vector con pardmetros)

| out: valor de la verosimilitud (escalar)

| use: GH(O), TK(), global data z.2nd global lag "q". |

LW(const p)

{

decl t,lw,rt;

rt=rows(y);
lw=log(GH(y[0],p[0],p[1],p[2],p[3],p[4]1));
for(t=1; t<=q-1; t++) { lw=lw+log(TK(p,t,t)); }
for(t=q; t<=rt-1; t++) { lw=lw+log(TK(p,q,t)); }
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return lw;

}

[ Rkkskokokkkkokkkokokokkkkokkkkokkkkokokkkkokk  Kernel de TransicCiGn  skskskskskokskskskokskskkkoksk sk kok ok k% kok ok k ok ok k% kok k% /

| Calculo de la transicién "densidad condicional"para el
modelo GH-ARCH.

in: p=[L,a,b,d,m]’; 1l=lag; t= tiempo; uso de la variable
global y;

out: valor de la densidad (escalar)

fK(const p, const 1, const t)
{
return GH(y[t],p[0]1-1/2,sqrt(p[1]~2+1*p[2]72),p[2],sqrt (sumc((ylt-1:t-11-p[4])."2)+p[3]1°2),p[4]);

}

[FFFKFkRk Rk Rk Rk kR kR kR kR ok ok xokkk - Densidad Hiperbélica Generalizada —ksksksksksokskskskskskskskkkskkskkk /

| Calcula la densidad de la distribucién GH en x.
| in : x; L;a;b;d;m; (pardmetros individuales)
| out: valor de la densidad (escalar)

GH(const x, const L, const a, const b, const d, const m)
{
return densgh(x-m,L,d,sqrt(a"2-b"2),b);

}

/FxEF Rk KRRk Rk Rk ok R Rk Rk ok kR Histograma modificado  skskskkskokkokskokskokkkokkokkokkokok ok kok bk kokk ok /

| Muestra el histograma de los log-rendimientos.
| in: Y (data); Nb (num de barras); |
| out: Histograma |

CtnsHist(const lugar, Y ,const Nb)

{

decl MIN,MAX,Bw,HO,H,I;

Y=sortc(Y); MIN=minc(Y); MAX=maxc(Y); I=(MAX-MIN)/Nb; Bw=(range(MIN,MAX,I));
HO=sumc(Y.>=Bw .&& Y.<Bw+I); HO[Nb-1]=HO[Nb-1]+1; HO=HO[0:Nb-1]./(I*rows(Y));
DrawHistogram(lugar, HO, MIN, (MAX-MIN)/Nb,2, 0);

}

/********************************************************************************************/
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