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Capitulo 1

Introduccion

Una teorfa sistemadtica y verdaderamente general de los métodos de elementos
finitos (FEM) puede ser formulada usando funciones base y de peso, funciones
definidas por tramos que pueden ser completamente discontinuas a través
de la frontera interna, la cual separa los elementos uno de otro. La teoria
algebraica de Herrera para problemas de valores de frontera (BVP), implica
un tipo de operadores de extension de gran generalidad; estos operadores
usan funciones de base y de peso completamente discontinuas que pueden
ser aplicadas simultdneamente, lo cual esto no es posible cuando se usa la
teorfa estdndar de distribuciones. En este trabajo este aspecto de la teoria
es discutido y se muestra que los operadores de extensién implicados por la
teorfa algebraica, corresponden a extensiones de operadores distribucionales.
Mais precisamente, en situaciones donde el operador distribucional es definido,
este coincide con la teorfa algebraica.

Sin embargo como ya mencioné, el operador de extensién implicado por
la teorfa algebraica estd bien definido en casos donde la distribucional no lo
estd. Este es el caso, por ejemplo, cuando las funciones base y de peso son
completamente discontinuas.

Como parte importante de este trabajo se realiza una comparacién de las
formulaciones del método de elemento finito, la formulacién Green-Herrera

y el Método Discontinuo Galerkin. Para mostrar las diferencias entre estos



métodos.Y asi mostrar las ventajas de la formulacién Green-Herrera para
ecuaciones diferenciales.

Tiene interés mencionar que las bases para el tipo de operadores de ex-
tensién presentados en este trabajo, es puramente algebraico. El contenido
de este trabajo estd dedicado a comparar principalmente las extensiones al-
gebraicas con el enfoque distribucional. Gracias a la teoria desarrollada en
([1],[2]) por el Dr. Herrera, la forma de aplicar funciones completamente dis-
continuas definidas por tramos en la formulacién de los elementos finitos es de
una manera sistemdtica y sencilla. Las férmulas Green-Herrera son la exten-
sién de las derivadas distribucionales aplicadas a funciones completamente

discontinuas.
A continuacién se da un resumen del contenido de cada Seccién

2. Formulaciones Débiles de Problemas de Ecuaciones Diferen-

ciales Parciales

En esta seccién se plantea el método de residuos pesados como una intro-

duccién y base de los métodos de elementos finitos.
3. Adjuntos Formales de Operadores Diferenciales

En esta seccién se da la definicion de operadores adjuntos formales para
funciones escalares y funciones vectoriales, se desarrollan algunos ejemp-
los para mostrar dichos operadores. Estos operadores son necesarios para el

planteamiento de las férmulas Green- Herrera que se planteardn en la seccién

6.
4.  Derivadas Distribucionales y Espacios de Sobolev

Para poder mostrar que los operadores de extensién dados por las férmu-
las de Green-Herrera son una extensién de las derivadas distribucionales, es

necesario introducir las definiciones de las derivadas distribucionales en el



sentido ordinario como viene dado en la literatura. Por otro lado cuando se
hace el planteamiento de las funciones discontinuas definidas por tramos es
necesario definir que espacio se necesita para definir las funciones; por ello es

necesario introducir los espacios de Sobolev.

5. Funciones Definidas por Tramos y sus Espacios de Sobolev

En esta secciéon se dan las bases necesarias para definir las funciones definidas
por tramos a partir de hacer una particién en subdominios §2; del dominio
), y una vez hecha esta particién se definen los espacios de Sobolev para
cada subdominio de la particién y entonces se introduce el Teorema de Green
generalizado para el dominio €2 como la unién de los €2;. Es importante definir
el salto y el promedio de la funcién en la frontera interna I', es decir en
08Y; N O i # j. Tanto el salto como el promedio son importantes para el

desarrollo de las funciones discontinuas definidas por tramos.

6. Formulas de Green-Herrera

En la teorfa estdan dadas la férmulas de Green para operadores con funciones
continuas, entonces en necesario introducir las férmulas Green-Herrera como

una extensién para operadores en campos con funciones discontinuas.

7. Relacion de las Derivadas Distribucionales y las Férmulas de

Green-Herrera en Espacios H? (2)

En esta seccién se muestra ejemplos de operadores diferenciales vistos como
derivadas distribcionales a los cuales se les aplica las férmulas Green-Herrera

para mostrar las ventajas de ellas.

8. Revisién de las Formulaciones FEM, Green-Herrera y DG.

Para mostrar la importancia de las férmulas Green-Herrera se hace una re-
vision de los métodos FEM y GD para mostrar las diferencias entre estos

métodos.



9. Interpretacién como una Extensién de Operadores

En esta seccién se dan las definiciones de los operadores extensién obtenidos a
partir de las férmulas Green-Herrera los cuales involucran el salto y promedio
de la funcién. Ademds se muestran algunos ejemplos unidimensionales de
aplicacién de estos operadores a funciones definidas en espacio de Sobolev
H' () y H? (Q) comparandolos con las definiciones estdndar de las derivadas

distribucionales.

10. Formulas Green-Herrera para Matrices y el Operador Steklov-

Poincaré

Para finalizar se introduce un resultado obtenido por Herrera ([16]). El cual
son las férmulas de Green-Herrera para matrices a partir del método de

descomposicién de dominio Dual-Primal.
11. Conclusiones

Por tltimo las conclusiones al trabajo de tesis



Objetivos Generales

Mostrar de manera general la teorfa sistemdtica de la formulacién Green-
Herrera, la cual considera funciones de base y de peso completamente dis-
continuas a través de la frontera interna para la solucién de problemas de
valores en la frontera. Asi también mostrar el desarrollo hecho por Herrera
para la solucién de ecuaciones diferenciales en particular para el operador
eliptico de segundo orden, una vez que se ha discretizado el problema en
términos de matrices, a partir de esta se muestra la relacién con las formu-
las Green-Herrea para operadores diferenciales y se obtiene la formulacién
llamada "Formulas Green-Herrera para Matrices". Precisar que en la teoria
estdndar de las distribuciones no se hace enfasis para el caso cuando las
funciones son completamente discontinuas. Y para este caso la formulacién

Green-Herrera es general.

Objetivos Particulares

Mostrar la importancia de las férmulas Green-Herrera como una extensién de
las derivadas distribucionales, esto se muestra con el operador Laplaciano y el
operador de segundo orden mas general. Con la Formulacién Green-Herrera
desarrollar el caso para el operador diferencial mds general de segundo orden
y comparar con el método FEM estandar y el método Galerkin Discontinuo.
Asi también mostrar ejemplos unidimensionales de operadores de extensién

a derivadas distribucionales.



Capitulo 2

Formulaciones Débiles de
Problemas de Ecuaciones
Diferenciales Parciales

El método de Residuos pesados es base para la férmulacion de los elementos

finitos, por ello es de interés mostrar la formulacién de este método.

2.1. EIl Método de Residuos Pesados para Ecua-
ciones Diferenciales Parciales

Considérese una ecuacién diferencial escrita en forma de operador

Lu = fq en €, (2.1)

donde L (-) es el operador diferencial lineal y fo es conocida como funcién
de excitacién o de fuerza, ambos definidos sobre un dominio €2 con frontera
9. Nétese que la ecuacién (2.1) es equivalente a escribir Lu (x) = f (),
Va € Q. En este trabajo se utilizard la notacién de la ecuacién (2.1). Sea u
una solucién aproximada de la ecuacién (2.1), entonces sustituyendo u en la

ecuacion (2.1) tipicamente esperamos un residuo R (u) distinto de cero, dado



de la siguiente forma
Lu— fo =R (u) (2.2)

Para el método de residuos pesados se utiliza una familia de funciones que

se les llama de peso o prueba {wq,ws, ..., wx}.

Definicién 1 En el Método de Residuos Pesados una funcién u es solucion

aprozimada de la ecuacion diferencial (2.1) si y sélo si satisface

/{E@— falwidx =0,¥Vi=1,2,...,. N (2.3)
Q

En lo anterior se ha hablado de una solucién aproximada u, entonces lo
que sigue es proponer la funcién u aproximada a la solucién exacta. Para ello

sea U (r) una combinacién lineal de las funciones ¢, (7), es decir,
N
i(r) =) ue; (@) (2.4)
j=1

donde las constantes {u; }jvzl se han de asignar de alguna manera. General-
mente la solucién aproximada u, es generalmente diferente de la solucion ex-
acta u. El método de residuos pesados proporciona una forma de selecionar
a las constantes {u; }jvzl y por lo mismo para construir a la aproximacion u,
a la solucién exacta.

En la ecuacién (2.4) las funciones ¢; (z), j = 1,2,..., N representa N fun-
ciones seleccionadas de un conjunto de funciones conocidas, linealmente in-
dependientes, a las que nos referimos como "funciones base". Nétese que un
punto importante es tomar el mismo nimero de funciones base que de peso
para asi poder generar un sistema matricial cuadrado.

Considere la ecuacién (2.3)

/{E@—fﬂ}widmzo,W: 19, N (2.5)
Q

7



por el momento se supone que tanto el residuo y las funciones de peso
pertenecen al espacio Ly (ver Apendice A), entonces la ecuacién anterior
puede ser identificada como el producto interior de funciones en L,. De la
ecuacién (2.5) se concluye que el residuo R (u) es ortogonal a cada funcién

de peso w;.

2.2. Ejemplo del Método de Residuos Pesa-
dos

Para ilustrar el método de residuos pesados se considerard la ecuacién de

Poisson en el caso cuando el operador diferencial es Laplace:

Lu=—Auen ) (2.6)
una solucién aproximada u, de la ecuacién (2.6) debe satisfacer
/(—Aﬁ— fo)widr =0, Vi=1,2,.... N
Q

Considere un problema bien planteado ([3]), para la ecuacién de Poisson en
particular el problema con condicones Dirichlet vedse ([3]), con condiciones

homogéneas, es decir,

u =0 en 00 (2.7)

Para este ejemplo utilizaremos notacién indicial, es decir

Lu=—Au— -V (Vu) = -2 ( Ou ) (2.8)

Oy \ Oz

se sustituye la solucién aproximada u en la ecuacién anterior y el problema

se traduce en



de la definicién del método de residuos pesados se tiene que

J (ou i
/{—a—xk (8_1’;@) —fQ}w dx =0 (2.10)
Q

La ecuacién anterior es la expresién del método de residuos pesados para la

ecuacion de Poisson.



Capitulo 3

Adjuntos Formales de
Operadores Diferenciales

Antes de definir el operador adjunto formal de un operador diferencial, prime-
ramente debemos identificar el tipo de funciones con las que se va a trabajar,
funciones escalares o funciones vectoriales, es decir, funciones con valores en
R o con valores vectoriales en R"™ respectivamente.

Para dar inicio al tema central de esta seccién, entenderemos que se traba-
jard primeramente con funciones escalares, una vez dicho esto planteamos la

siguiente definicién.

Definiciéon 2 Sea £ un operador diferencial, decimos que un operador L*

es su adjunto formal si satisface la siguiente condicion
wlu —ul'w =V -3 (u,w) (3.1)

tal que las funciones u y w pertenecen a un espacio lineal. Aqui D (u,w) es una
funcion bilineal. Cuando la ecuacion anterior es integrada sobre un dominio

Q, esta funcion bilineal representa términos de frontera.

Definicion 3 Si £L* = L, el operador L es formalmente simétrico o auto-

adjunto.

10



3.1. Ejemplos de Operadores Adjuntos For-
males

En este apartado se ilustrard con ejemplos la definicién de operadores ad-
juntos formales y la parte correspondiente a términos de frontera. Empezaré

por unos ejemplos muy sencillos de operadores diferenciales lineales.
A) Operador de la derivada de orden cero

La derivada de orden cero de una funcién u es tal que

du

= 3.2

o = u (3.2)
es decir, £ :% . Entonces se tiene que

Lu=mu (3.3)

de la definicién de operador adjunto tenemos que
wlu =ul'w+ V-2 (u,w) (3.4)
entonces en el término izquierdo tenemos
wlu = wu (3.5)

= uw

Noétese que en la ecuacion anterior no aparece el término que involucre la

divergencia por lo tanto se tiene que
ul*w = uw (3.6)
y el operador adjunto formal es
L' =w (3.7)
Notese que el operador es auto-adjunto, y la funcién bilineal es nula.

11



B) Operador de la derivada de primer orden

La derivada de primer orden en términos del operador es

Lu = c(z) Z—Z +b(x)u (3.8)

entonces de la definicién de operador adjunto tenemos
wlu =ul'w+V -2 (u,w) (3.9)

desarrollando el lado izquierdo tenemos

wlu = we () du + wb (z)u (3.10)
dx
_ d(wcu) d (we)
=—0 u— +wb(z)u
por lo tanto el operador adjunto formal es
L = _a (we) + wb (x) (3.11)
- dx '
Y la funcién bilineal es
D (u,w) = weu (3.12)

C) Operador Eliptico

El operador eliptico més sencillo de segundo orden es el Laplaciano

_ 0 [Ou
Lu=—Du=—7- < ax) (3.13)

un punto importante a notar en la ecuacién anterior es que hemos puesto el
operador Laplaciano con signo negativo, por el momento solo se hace énfasis
que es un detalle muy importante para la obtencién de la solucién aproxima-

da. Esto se vera con més detalle en capitulos posteriores.

12



De la definicién del operador adjunto formal tenemos

Wl — —w- (m) (3.14)

9] du Ju Ow
= — 1
de aquf desarrollamos el segundo sumando y la expresién anterior es
0 ou 0 ow 0 (ow
si se agrupan términos la expresiéon anterior queda de la siguiente forma
0 ow ou 0 (ow
— — 1

entonces el operador adjunto formal es

. 0 [ow
Lo = <8wi) (3.18)

es decir, el operador es auto-adjunto. Nétese que la funcién bilineal D (u, w)

€S

ow ou
uaxi - waxi (3.19)
Entonces la ecuacion (3.18) estd dada por
L'w = —Aw (3.20)

y la funcién bilineal es
D (u,w) =uVw —wVu
D) Operador diferencial eliptico de segundo orden mds general

Consideremos el operador diferencial eliptico de segundo orden més general

Lu=—V"(a-Vu)+V-(bu)+ cu (3.21)

13



Aqui g y b es una matriz y un vector respectivamente. De la definicién de

operador adjunto formal tenemos que
wlu =ul'w+ V-2 (u,w) (3.22)

desarrollando el lado izquierdo de la ecuacién anterior tenemos

wlu=w (=V - (a-Vu) + V- (bu) + cu) (3.23)
= —wV - (a-Vu) +wV - (bu) + weu (3.24)

aplicando la igualdad de divergencia a los dos primeros sumandos se tiene

que la ecuacién anterior es igual a
—V - (wa-Vu) +a-Vu-Vw+ V- (wbu) — bu - Vw + weu (3.25)
= -V (wa-Vu)+ V- (uaVw) —uV- (a- V) + (3.26)
V - (wbu) — bu - Vw + weu
=V |a(uVw —wVu)] + V- (wbu) —uV - (a - Vw) —bu- Vw+wecu (3.27)
reordenando la ecuacién (3.27) e identificando los términos comunes se tiene
—uV - (a- Vw) —ub- Vw +ucw + V - [a (uVw — wVu) + (wbu)]  (3.28)
por lo tanto el operador adjunto formal es
L'w=-V-(a-Vw)—b-Vw+ cw (3.29)
y el término correspondiente a la funcién bilineal es
D (u,w) = a- (uVw —wVu) + (wbu) (3.30)

Por lo tanto hemos hallado el operador adjunto formal de el operador eliptico
més general de segundo orden. Nétese que si el operador diferencial es sola-
mente el Laplaciano, entonces £ = L*, es decir el operador es auto-adjunto

formal.

14



E) La ecuacién bi-arménica

Lu = A%u (3.31)
entonces se tiene que
wlu =ul'w+V -2 (u,w) (3.32)
desarrollemos el término del lado izquierdo
wlu = wA*u (3.33)
= wV - (VAu)
En lo que sigue se utilizard la siguiente identidad de divergencias V - (sV') =

sV -V +V .Vs tal que s es funcion escalar y V' vector, entonces sea w = s
y VAu =V, se tiene

wV - (VAu) (3.34)
= V- (wVAu) — VAu-Vw
ahora sea s = Au y V = Vw, entonces la ecuacién anterior es
V- (wVAu) — VAu - Vw (3.35)
= V- (wVAu)+ AuV - Vw — V- (AuVw)
= AwV - -Vu+ V- (wVAu - AuVuw)

sea s = Aw y V = Vu,entonces tenemos que

AwV -Vu+V - (wVAu — AuVw) (3.36)
= V- (AwVu) — Vu -V (Aw) + V- (wVAu — AuVw)
= —Vu-V(Aw)+ V- (wVAu+ AwVu — AuVw)
por tultimo sea s = u y V =V (Aw) y obtenemos que
—Vu -V (Aw)+ V- (wVAu+ AwVu — AuVw) (3.37)
= uV-(V(Aw)) - V- (uV (Aw)) + V - (wWVAu + AwVu — AuVw)

15



reordenando términos la ecuacién anterior se puede escribir como
ulA*w + V- (wV AU+ AwVu — AuVw — uV Aw)

Por lo tanto

wlu = ul’w + V - (wVAu + AwVu — AuVw — uVAw) (3.38)
entonces se tiene que el operador adjunto formal es
Lw = A%w (3.39)
y los términos de la funcién bilineal son
D (u,w) = wVAu+ AwVu — AuVw — uVAw (3.40)

Por lo tanto hemos hallado el operador adjunto formal de operador bi-

armoénico. Nétese que el operador bi-arménico es auto-adjunto formal.

16



3.2. Adjuntos Formales para Sistemas de Ecua-
ciones

En esta seccién trabajaremos con funciones vectoriales; para ello necesita-
mos plantear la definicién de operadores adjuntos formales para este tipo de

funciones.

Definicién 4 Sea £ un Operador Diferencial, decimos que un operador L*

es su adjunto formal si satisface la siguiente condicion

w

(I~

u—u Lw=V-D (u,w) (3.41)

tal que las funciones u y w pertenecen a un espacio lineal. Aqui D(u,w)

representa términos de frontera.

Noétese que L, es una matriz y que tanto u y w son funciones vectoriales.
Por lo tanto se puede trabajar con funciones vectoriales utilizando ope-

radores matriciales.
A continuacién se desarrollan tres ejemplo de operadores matriciales

A) Operador diferencial con elasticidad estatica con valores vec-

toriales

[~

: Vu (3.42)

U= -

<
IS

de la definicién de operador adjunto formal tenemos que

w

u=uLw+V- D (uw) (3.43)

[~

para hacer el desarrollo del término del lado izquierdo se utilizard notacién

indicial, es decir, w £ wu tiene los siguientes componentes

0 ouy, .
—w = (c..2"2)): ;=19
w (ax]- (Cax>) 23
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utilizando la igualdad de divergencia tenemos

0 ou,,
(o (omart)) .

_ ¢ 3up8wi_i<wic 3up>

Pl 833(1 (9xj aSC]‘ TPl 8xq

0 ow; 0 ow; 0 ou,,
= o (“"Ofma—J ™ (%a—@) on (W“ma@)

reordenado términos tenemos que la ecuacién anterior es

aixj (uiC’,;qug—Zj - wiC’iqug—ZZ) — ul% (C’,;qug—::j) (3.45)
en notacién vectorial se tiene que
w§u=—gv-(grvw>+v-(u-grvw—w-gtvu) (3.46)
por lo tanto el operador adjunto formal es
L'w=-V. <g Vw) (3.47)
y el término de la funcién bilineal es
Dww) =u-C:Vw-—w-C:Vu (3.48)

El operador de elasticidad es auto-adjunto formal.
B) Métodos Mixtos Para la Ecuacién de Laplace

Este método generaliza en un sentido a FEM. Desde hace tiempo han sido
aplicados en muchas dreas, particularmente a mecanica de solidos y fluidos.
La razén principal para usar métodos mixtos es que en algunas aplicaciones
un vector variable (velocidad del fluido) es la variable primaria en la cual se

estd interesado. Entonces los métodos mixtos son desarrollados para obtener
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la aproximacion de dos variables; la variable vectorial y la variable escalar

(ej. presién) simultaneamente.

Ejemplo: Operador Laplaciano

I~

u=Au=f (3.50)

Sea p, un vector y definimos
V.p=f

entonces la ecuacién (3.50) se puede obtener del siguiente sistema

p—Vu = 0
Vep = f

escrita la ecuacion anterior en forma matricial se obtiene

O —

nétese que se consideré campos vectoriales de 4 dimensiones, estos son deno-

tados por :
u={pu} yw={quw} (3.52)
Ahora el operador diferencial con valores vectoriales es el siguiente
_ | L =V
po[ T e
- p—Vu
V-p
entonces

w

[~

A I
o= n ][ e 639
utilizamos la definicién de operador adjunto

wlu=uLl'w+V-D(uuw) (3.55)
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haciendo el desarrollo del término del lado izquierdo de la ec. anterior se tiene

que

[
[~
IS
I

vl- _OV } : “—i} (3.56)
p—Vu

Il
R —
SHESEERSES
I S|

S
I
2

<
S

aqui se utiliza la igualdad de divergencia en los dos términos del lado derecho

y obtenemos

—qV
-l-uV-g—V-(gu)—]_)-Vw—i—V-(wE)
g—Vw)—I—uV-g—I—V-(w]_)—ug)

(3.57)

I
TS
WSTNES

S
_|_
S
<
(S

I
I3
—~

si se agrupan los dos primeros sumandos como un producto de vector matriz

vector se tiene que

(¢—Vw) +uV g+ V- (wp—ug) (3.58)

por lo tanto el operador adjunto formal es
1 -V q
{v on} (3.50)

-

[N
|

w

y el término correspondiente a la funcional bilineal es

D (u, w) = wp — uq (3.60)
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C) Problema de Stokes

El problema de Stokes es derivado de la ecuacién de Navier-Stokes, la cual
es utilizada en dindmica de fluidos viscosos. En este caso estamos suponien-
do que el fluido es estacionario, la fuerza gravitacional es nula y el fluido

incompresible. Entonces el sistema de ecuaciones a ser considerado es

—Au+Vp = f (3.61)
—-V-u = 0
Tal que u es la velocidad del fluido, p la presién y f son las fierzas de

volumen.

Se considerard un campo vectorial de 4 dimensiones. Ellos serdn denotados

por
U=Aupt yW={wq} (3.62)
Ahora el operador diferencial con valores vectoriales es el siguiente
-A 'V U
co-[ 2 T] -
el desarrollo se hard en notacién indicial, entonces tenemos que
_ ) —wAu+wVp
EQQ—{ v (3.64)

Usando notacién indicial, se tiene que para la ecuacién anterior

0? uz 8 ul dp
w; (— o ) Z wig,- (3.65)

ow; Ou,; 0 ou;
B zj: Ox; Oy zj: u; (w,a—%)
(9w,

- + -2 ()
— P T or (P
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Desarrollando la primera suma como la derivada del producto de las dos

funciones w; y u; se tiene

ST () R (o) e

L
B 6wZ N 8 (wip)

Reordenando términos tenemos

PPw;  Ow;
S w S p (3.67)
- T i
J

SO (0, oY 0
7 al'j Zaﬂfj za.l?j 8@ b

Por otro lado, considerando el segundo término de la ecuacion (3.64), se tiene
que
—qV - u (3.68)

en notacién indicial estd dado por

L Z Oui _ Z qu (3.69)

_Zﬁxi<

en la ecuacién anterior se utilizé la derivada de un producto, entonces agru-

pando las ecuaciones (3.65) y (3.69) se tiene

(37uZ Ou;
w; (— j 0:(:] ) Zaxi (3.70)




ordenando los términos se tiene que

2

0*w; 0q ow;
—;’U,i 83:]2. +Zuza—xz _paxﬁ (3.71)

2, (w50, =)+ ) = 3

escribiendo la ecuacién anterior en notacién vectorial tenemos
—uAw +uVqg—pV-w+ V- (uVw — wVu+ wp —ug) (3.72)

= u(-Aw+Vq) —pV-w+ V- (uVw —wVu+ wp — uq)

Por lo tanto el operador adjunto formal es

ew-[22 7] 2] o

y los términos de la funcién bilineal son

D (u,w) = uVw — wVu + wp — ugq (3.74)

Por lo tanto se han mostrado ejemplos de operadores adjuntos formales de

sistemas de ecuaciones para modelos de sistemas continuos.
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Capitulo 4

Derivadas Distribucionales y
Espacios de Sobolev

Antes de definir las derivadas distribucionales, se introducen definiciones que

son fundamentales para el desarrollo en esta seccién.

Definicién 5 FEl soporte de una funcion u definida sobre un dominio () es
la cerradura K del conjunto de puntos K C Q sobre los cuales u(x) # 0;
usamos la notacion K =supp u (x). Decimos que u tiene soporte compacto

sobre € si su soporte K es compacto.

Definicién 6 FEl espacio D(2) serd el subconjunto de funciones infinita-

mente diferenciales con soporte compacto; algunas veces se denota también
[ee]
como C§° ().

4.1. Distribuciones

Definicién 7 Definimos una pseudo-topologia en D(Y) y decimos que una
sucesion {u,} C D() converge si existe una funcion u € D(Q) tal que el
soporte de las {u,} estdn todas contenidas en un subconjunto compacto de 2

y sus derivadas {D"u,} de cualquier orden converge uniformemente a D“u.
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Definiciéon 8 Distribuciones: Es el espacio de funcionales lineales definidas
sobre el espacio D() que son continuas con respecto a la pseudo-topologia
de la definicion 7.

Esta definicién puede ser escrita como
F es continua sobre el espacio D(Q2) es llamada una distribucion o funcion
generalizada, si y sdlo si para cada conjunto compacto KC ) existe una

constante C'x>0 y un entero no negativo m tal que

dk
F(9) < Ciesup Tow) V6 € D(K)
zeK

con ) C R™.
Se dice que el espacio de distribuciones es el espacio dual de D(f2), denotado
como D' (Q)
Noétese que se puede asociar una distribucién con cada una u € Ly (2), to-

davia denotado por u y definido por

u(@)=(wo) = [usds DO (4.1)
Q

Las funciones ¢ € D(2) a veces se les suele llamar funciones de prueba. (-, )
denota la dualidad de parida entre D' () y D(R).
Para definir las derivadas distribucionales primero se introduce la notacién
multiindice para derivadas de orden superior
Notacién multi-indice: Sea Z’} el conjunto de todas las n-duplas de enteros
no negativos, un miembro de Z’ es usualmente denotato por a 6 3, por
ejemplo o = (v, g, ..., 0,), @; € Z'. Denotaremos por |a| la suma |a| =

a1+ as + ... + a, y por D% la derivada parcial

dlely,
Do = 4.2
R P R re (42)

asi, si || = m, entonces D*u denota la m-ésima derivada parcial de u. Si

a = (0,0,...,0), entonces se tiene que D*u = u, es la derivada de orden cero.
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Ejemplo:

Si n = 3, entonces un multiindice « € Zf’; es una tripleta ordenada de enteros
no negativos. Por ejemplo,a = (1,0, 3) con |a| = a; +ag+az = 1+0+3 = 4.
Ademads en este caso la derivada parcial D*u es la cuarta derivada definida

por
*u 0*u 0*u

DOé = = =
“ 0x*10y*20z  Jrloy0z®  Jx0z3

(4.3)

4.2. Derivadas Distribucionales

Supongamos que f (z) tiene la propiedad que su derivada f’ (z) = df (z) /dx
es localmente integrable. Entonces f’ (x) genera la distribucién (f’, ¢) . Inte-
grando por partes y recordando que la funciones de prueba ¢ tienen soporte

compacto (lo cual implica que ¢ (—o00) = ¢ (c0) = 0), entonces tenemos

(.9) = (1.4
[rwowi = - [1@d@d+ [ L@ o)

= - [r@e @i+ rnew].
- _<f7¢/>

Es decir, "la accion de [’ sobre ¢ es igual que la accion de menos f sobre
¢'”. Ahora usamos este resultado como una base para definir la derivada ¢’
de cualquier distribucién g. Sea ¢ una distribucién cualquiera. La funcional

p definida por
(p,d) = —(a.¢") V¢ € D) (4.5)
es llamada la derivada distribucional de ¢, y usamos la notacién
pP=4q
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Esto es, la ecuacién (4.5) es hecha para aparecer como una integracién por

partes:
(d,¢)=—(¢.¢) VoeDQ) (4.6)

Se puede demostrar que la cantidad ¢’ es también una distribucion.

Funciones como la delta de Dirac y la Heaviside no tienen derivada en el
sentido ordinario, sin embargo, si estas funciones son tratadas como dis-
tribuciones es posible extender el concepto de derivada de tal manera que
cualquier nimero de derivadas pueda ser definida para estas funciones y ver-
daderamente, para cualquier distribucion.

Derivadas distribucionales de orden superior son definidas de la siguiente
manera.

Dada la notacién multi-indice o y una distribucién u, podemos definir su

derivada distribucional D*u € D'(Q) por
(Du, ¢) = =111 (u, D*¢) ¢ € D(Q) (4.7)
Entonces de la definicién de derivada distribucional se tiene que

(D, ) = —11°1 (u, D*¢) = —1/° / uD%pdx  con u € Ly ()
Q

/Q (D%u) ¢pdz = (—1)! / uD® ¢dx (4.8)

Q

Definiciéon 9 La derivada de cualquier distribucion u se define como: La
a—ésima derivada parcial distribucional o generalizada de una distribucion

u, es definida por una distribucion denotada por D*u, que satisface

(Du,¢) = (1)l (u, D*¢), V¢ € D(Q) (4.9)

Notese que si u pertenece a C™ (Q), entonces la derivada distribucional

coincide con la derivada parcial a—ésima para |a| < m.

Ahora se estd en condiciones de introducir los espacios de Sobolev.
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4.3. Espacios de Sobolev

En esta subseccién se definen los espacios de Sobolev. Primeramente definire-

mos lo que entendemos por un espacio L?.

Definicién 10 Una funcion u(z) definida sobre Q@ C R™ se dice que pertenece

al espacio Ly(S2) si
[ ) ds < o0 (4.10)
Q

es decir, es integrable en el sentido de Lebesgue.

Definiciéon 11 FEl espacio de Sobolev de orden m, para m> 0 denotado por
H™ (), es definido

H™(Q) ={u| D € Ly(2) Va tal que |a] < m} (4.11)

Si se considera que a cada distribucién se le puede asociar una funcién u que
pertenece a Ly(€)) entonces se tiene que la definicién de espacio de Sobolev

es equivalente a

(D%, ¢) = /uagzﬁd:c » DY) yu, € Ly() (4.12)
Q
y se puede identificar a D“u con u,,
De manera mds general se puede definir el espacio de Sobolev de orden m, p

sobre ) esto es

Definicion 12 FEl espacio de Sobolev de orden m,p para m> 0 denotado por
H™P(Q), es definido

H™P(Q) ={u| D% € L,(Q) Va tal que |a] < m} (4.13)

Los espacios L,, estdn definidos en el apéndice.

Considérese tinicamente funciones con valores en los reales y definimos en el
espacio H™ un producto interior denotado por (-, -)

El espacio de Sobolev H™ (2) es un espacio de Hilbert con el producto escalar

siguiente
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Definicién 13 El producto escalar (-,-) de dos elementos u y v € H™(Q)

estd dado por
(u, V)Hm(Q) = Z (DauaDaV)LQ(Q) (4.14)

|a|<m

Nétese que si m = 0 entonces se tiene que H° (Q) = Ly (), es decir

(V)o@ = Y (D, D), (4.15)

|a|<0

= (u, V)LQ(Q)

= / uvdx

Q

que es el producto escalar para dos funciones u, v definidas en Ly (2) . Por lo
tanto H° (Q) = Ly ().

La norma inducida por el producto escalar es la siguiente

Definicién 14 La norma ||-|| ym inducida a partir del producto escalar (-, -) gm

queda definida por

2y = (1 0) gy = / S Dl ds (4.16)

|a|<m

Nota: El espacio Ly() serd denotado por H°(2).
En forma general se puede definir la norma para cada u € H,"(£2) como sigue

Definicién 15 u € H"(2) entonces la norma de u estd dada por

ity = [ 3 1Dl da (4.17)

la|<m

Es de importancia considerar el espacio H! (). Entonces siuy v € H! (Q),

tal que son funciones definidas en x1, x5. Entonces el producto interior para
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H' () estd definido como
(W, V) i) = Z (D%, DO‘V)LQ(Q) (4.18)
= (D°u,D%)  + (D'u,D'v)
Ly (9)
1 1
+ (D u, D V)L2(Q)
/ N 8u3v+8u8v p
= w+ | -—5—+ —5— | dx
8561 a.’L'l 61'2 8:102
= /uv+Vu-Vvd:r
Q

La ()

Noétese que se ha considerado que o = (1,0); (0,1) y la definicién de derivada
parcial en notacién indicial.

Un espacio completo con producto interior es llamado un espacio de Hilbert,
un espacio normado y completo es llamado espacio de Banach. Y como todo
producto interior define una norma, entonces todo espacio de Hilbert es un

espacio de Banach.

Definicién de los espacios H{' (§2). Cuando se trabaja con problemas
con valores en la frontera, es necesario plantear espacios de funciones que se

anulen en la frontera, para ello se hace uso de los espacios Hj" (€2)

Definicién 16 H[" () se define como la cerradura de D(2) en H™ (),
es decir, es la cerradura de las funciones continuamente diferenciables con

soporte compacto que pertenecen a H™ () .Es decir
H" (Q) =D(Q) (4.19)
donde la cerradura estd en H™ ()

H{" (Q) es un subconjunto propio de H™ (€2) si y s6lo si m > 1/2:

{ H(Q) = H™(Q),m < 1/2

2 (Q) £ H™ (Q),m > 1/2 (4.20)

Sea m un nimero real no negativo. Se define H ~"™como
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Definicién 17 El espacio H™™ (§2) se define como el espacio dual de HJ* (§2) ,
es decir, como el espacio de funcionales lineales continuas sobre H" () . Da-
da una funcional ue H~™ () wuna funcion ve HJ" (2), se denota el valor

de u en v por (u,v) .El espacio H™™ es entonces equipado con la norma dual

{u, v)

[ —— (4.21)

veH () [Iv| |Hm(Q)

Definicién 18 Si ue H™™ (Q) entonces

/ uwdx

Q

estd definida solamente si w € H™ (Q) de otra forma no.

4.4. Espacios traza

Para poder plantear los espacios traza que son parte fundamental en el de-
sarrollo de este tabajo, primeramente se introducen las definiciones de un
dominio Lipschitz, asi como frontera Lipschitz.

Aqui y en lo que sigue, se asume que un conjunto €2 C R™ es un dominio
Lipschitz. Es decir, es un conjunto abierto acotado con frontera Lipschitz

continua.

Definicién 19 La frontera 0N es Lipschitz continua si existe un nimero
finito de conjuntos abiertos O;, i=1,2,...,m, que cubre OS2, tal que, para cada
i, la interseccion 02 N O; es la grifica de una funcion Lipschitz continua y

QN O; depende sobre un lado de esta grifica.

Traza de una funcién en H™ (). Una parte importante en los problemas
con valores en la frontera definidos sobre el dominio €2 es definir de forma
unica los valores que tomaré la funcién sobre la frontera 0. Este apartado se
identificard bajo que condiciones es posible tener definidos de forma tnica los
valores en la frontera OS2 tal que podamos definir un operador ¢r(-) continuo

que actué en Q = QU 99, tal que tr (u) = u |ag -
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Lema 20 Sea Q) una region Lipschitz y sea m>1/2. Entonces, el operador
tr:C> (Q) — C> (99Q) , mapea una funcion dentro de sus restricciones sobre

la frontera, puede ser extendido continuamente a un operador tr: H™ ()

— H™1/2(00Q).

Lema 21 Con las mismas suposiciones como en el lema (17), existe un
operador continuo Ry : H™ 2 (02) —H™(Q), tal que tr(Rou) = u, uc
H™1/2(0Q).

Las definiciones y propiedades previas pueden facilmente ser generalizadas
para un subconjunto propio I' C 92
El espacio H{" (€2) coincide con el kernel de tr(-) para 1/2 <m < 3/2.
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Capitulo 5

Funciones Definidas por
Tramos y sus Espacios de
Sobolev

Para definir las funciones definidas por tramos, primeramente se introduce
un dominio 2 C R (n =2 6 3), con frontera 092. Sea II = {,Qy,...,Qp}
una particién del dominio 2,donde §2; i = 1,2,..., E, son los subdominios

vedse la figura (5.1).
0Q
S \/
I -
e \
\ )
N /

\\\_\_'___,_,-—“

Figura 5.1: El dominio €2 y su particién
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Dada tal particion, las fronteras de los subdominios son 0€2; i = 1,2,...F.

E E
Claramente 0€) C U 0%);, en adicion I' C U 0%;, es definido como el comple-

=1 =1
E

mento cerrado de 02 con respecto a U 0%);, y serd llamado frontera interna,
i=1
mientras que 0f2 serd llamado frontera exterior. Nétese que la frontera interna

también es caracterizada por

I = o nog, (5.1)
i#j
Ademas se asume que I" ha sido orientada, es decir, lados positivo y negativo
han sido definidos en cada punto z€ I', excepto en la esquinas. Entonces, un
vector inico normal n se toma apuntando hacia afuera del lado positivo, casi
donde quiera sobre I' excepto en un conjunto de medida cero.
Una vez planteadas las bases necesarias para un dominio de trabajo €2,

se necesita introducir las funciones definidas para cada subdominio €2;.

5.1. Definiciéon de Funciones Definidas por Tra
mos

Dada la particién II = {4, Qs, ..., Qg}, del dominio €2 una funcién definida
por tramos significa una sucesién de funciones (wq, ws, ..., wg), tal que para
cada i = 1,2, ...F, la funcién w; estd definida casi donde quiera en 2; ; las
funciones w; son llamadas "localmente definidas". Cuando una funcién w es
definida casi en todas partes de €2, podemos asociarle a esta, unicamente,
una funcién definida por tramos (wy, ws, ..., wg) . Para este fin la funcién w;,
para cada ¢ = 1,2, ..., F/, es tomada para ser la restriccién de w en §2;. La
sucesion (wy, we, ..., wg) serd referida como la representacién por tramos de
w. Inversamente, dada cualquier funcién definida por tramos (wy, ws, ..., wg),
existe una tnica funcién w, definida en €2, tal que (wy,ws, ..., wg) es la rep-

resentacién por tramos de w; tal funcién definida en €) tiene la siguiente
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restricciéon
w = wy; (ae)en€; i=1,2. F (5.2)

Cuando se consideran funciones definidas por tramos, si la traza de w;, es
definida casi donde quiera sobre 0f);, para cada i = 1,2,...F, entonces dos
funciones (w,,w_) son definidas casi donde quiera sobre los lados positivo y
negativo de Y respectivamente. Esto permite definir el salto y el promedio

de w a través de X por

W) =w, —w y =3 (w,+w) (5.3)

respectivamente. De aquf se obtienen las siguientes identidades

=ity wo=u— g ] (5.4)

Debe considerarse que en muchas aplicaciones w; seréan funciones con valores
vectoriales; es decir, estas funciones pueden tomar valores en R™. Nétese que
los valores de wy y w_ se obtienen si se plantean las definiciones de ( 5.3)
como un sistema de ecuaciones lineales de 2 por 2 y se resuelve para w, y

w_.Esto es

1 1 .
§w+—|—§w, = w (5.5)

wy—w- = [u]

5.2. Espacios de Sobolev de Funciones Defini-
das por Tramos

Dada una familia de espacios lineales {D (), D (22),...,D (2g)}, tal que
D (Q;), paracadai = 1,2,...F, es un espacio lineal de funciones definido casi

donde quiera en §2;, se puede considerar el espacio
DQ)=D()@&D(Q)&...aD () (5.6)
Tal que @ denota la suma directa entre los espacios D (£2;)
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Entonces, los elementos de D (2) son funciones definidas por tramos,
(w1, we, ..., wg), conw; € D(Q;),i=1,2,..., E. Un ejemplo de tales espacios
lineales es el espacio de Sobolev de orden p para funciones definidas por

tramos, el cual es definido por
HP (Q) = HP () @ HP (W) & ... ® H? (), p=0,1,.. (5.7)

Aqui, H? (€;) es el espacio de Sobolev de orden p, de funciones definidas en
Q; . Unicamente valores enteros de p > 0, serdn considerados. Cada funcién
w € HP (Q) es una sucesion, w = (wy,ws,...,wg) con w; € HP (L), i =
1,2,...,E.

Observe que cuando w € HP (), entonces las restriccién, w; de w a §2; tiene

la propiedad que w; € H? (€);). Por lo tanto
HP? (Q) C H? (Q) (5.8)

Para p > 0, esta es una inclusién propia. Sin embargo para p = 0, H° (Q) =
HO(Q) = L? () . Ademés

H°(Q) = H°(Q) D H” (Q) Vp >0 (5.9)

Aqui las funciones definidas en €2 han sido identificadas con sus representa-
ciones por partes como se explico en la seccién anterior. En vista de la
ecuacion (5.9), todos los espacios Hr (Q), parap =0,1,2, ..., estdn hechos de
funciones las cuales pertenecen a H° (Q) = L? (Q).

Ademés, para cada p > 0, una funcién ¢ = (v, v, ..., vg) € H? () pertenecen

a H? (Q) si y s6lo si la norma

E 3
o 2
1ol 0n = (Z IIViIIp,Qi> (5.10)
i=1

estd bien definida. Notese
2
il

es la norma para la funcién v; € HP (€;) definida anteriormente.
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Aqui, los subindices €2 y IT han sido incluidos para enfatizar el hecho de que
tal norma no solo depende del dominio €2, si no tambien de la particién II.
Cuando H ? () es equipado con la norma de la ecuacién (5.10), este es un
espacio de Hilbert. La familia de subespacios {I:I P(Q)|p=0,1,2,.. } es una

familia anidada de espacios de Hilbert en el sentido que
H°(Q) > H? (Q) D H () (5.11)

cuando 0 < p <gq.
Recordemos que cuando u,,w, € H' () la siguiente férmula de Green se

cumple (ver Ciarlet [15]):

Ow, Ou,,
/uaa—xidx = —/ B, —dx + / U W N AT (5.12)
Qu Qa 9%
Por lo tanto,
E E
Z/ 0wa Z/ 6)u()‘d +Z / U WM AT
a=1 a=1 L 90

0, equivalentemente

EE:/U %das— —i/w %dx%—/uwn»dx—/[[uwﬂndx (5.13)
— « al’z - — « 8.1’1' 7 i .
a=1lg a=lg.

oN r

aqui, la identidad

Z / UgWan;d = / wwn;ds — / [[uw]] nida (5.14)

=150, 20 r

ha sido usada. Por eso la ecuacién (5.14) ilustra nuestra notacién. Nétese que

la ecuacién (5.13) puede ser escrita como

Z/ 3wad +Z/ 3“ad3;—/uwmdx /( [[w ”4—@[[””) ndz

o0 T
(5.15)
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y, en particular, cuando w € D(2) la ecuacién previa queda como

d ou E Ow
> [uigtare S [usli = [ul@nd (510
* 0 *=1q, T
El hecho que w € D(Q) implica que [[w]] = 0, y ademéds &= w, se obtiene el

resultado anterior. Nétese que en la ecuacién (5.15) se utilizé el algebra de

saltos; que viene desarrollada en el siguiente capitulo (6).

5.3. Relacion entre Diferentes Tipos de Es-
pacios de Sobolev

Un problema bésico que estd adicionado en esta seccién es como caracterizar
el espacio H? (£2) como un subconjunto de HP (Q) . En particular, una condi-
cién necesaria y suficiente para miembros u = (uy, ua, ..., ug) € v (Q) para
ser miembros de H? (Q2), serdn dados.

Cuando m > 1y u = (ug, us, ..., ug) € H™(Q), las trazas de u,, sobre
0Q,, para cada o = 1,2,...F, pertenecen a L? (9f),) vedse [15]. Entonces,
como se explico habiendo orientado la frontera interna I' las funciones u, €
L*(T) yu_ € L*(T), ademés el salto y el promedio através de T', estdn bien
definidas.

Lema 22 Sea uc H' (Q), entonces

i. Para cada una funcion ¢ € D(Q), se tiene que

Z/¢gijdx+/“(§idx —/¢[[U}]mdx (5.17)

a=lg. Q r

ii. ue H' (Q) si y solo si [[u]] =0 sobre T.
El teorema de donde se obtiene este Lema viene dado en el apéndice B
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5.4. Teorema de Green Generalizado

Un punto muy importante a considerar en las funciones definidas por tramos
en un dominio €2, es la frontera interna I'. Para plantear el teorema de Green
Generalizado, primero se plantea el Teorema de Green y después el Teorema

de Gauss o de la divergencia.

Teorema 23 Green. Sea f(x1 xs ..., T,) una funcion de n-variables € L? (Q).

Considere una region € del espacio Fuclidiano n-dimensional. Entonces

x) dr= ) nidz 5.19
&El / f (519)
donde n=(ny,ns,...,n,) es el vector normal unitario que apunta hacia el
exterior de €.

El Teorema de la Gauss o de la Divergencia se deriva facilmente del Teo-

rema de Green.

Teorema 24 Gauss o de la Divergencia. Sea ) una region de R". En-

tonces el teorema de Gauss establece que

/V udx—/u ndz (5.20)

on

tal que u (z1, o, ...,2,) € L? () es una funcion vectorial de n variables.

La divergencia se define como

Z Ou (5.21)

Demostracién. El teorema se demuestra considerando las ecuaciones (5.19)
y (5.21)

[ Ty S
Q o =1 oo =1

o
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Una versién més general del Teorema de Green, aplicable a campos vecto-
riales continuos por partes y con primeras derivadas también continuas por
partes, se presenta a continuacion. Mas especificamente, supondremos que la
funcién vectorial v y su primera derivada son continuas en cada una de las

subregiones {4, o, ..., Qg }, separadamente.

Teorema 25 Green generalizado. Sea ) una region de R™ y sea I =
{1, Q, ..., 2} una particion de Q; es decir, Q; ¥i = 1,2,..,E es una

subregion de Q, ;N Q; = & siempre que i # j, y Q@ C UL, Q. Ademds, en
E

lo que sigue, T' denota el complemento cerrado de 052, en U@Qi. Entonces

i=1
el teorema de Green generalizado establece que

/V-gdwz/u-ndw—/[[uﬂ-@dm

o r

tal que u (x1, 9, ...,x,) €s una funcion vectorial de n variables continua por

partes y con primera derivada continua por partes. Vease figura (5.1)

Su demostracién viene dada en el apéndice A.
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Capitulo 6

Formulas de Green - Herrera

La teoria algebraica de Herrera para problemas de valores de frontera (BVP),
implica un tipo de operadores de extensién de gran generalidad. Estos ope-
radores usan funciones de base y de peso completamente discontinuas que
pueden ser aplicadas simultdneamente. Por ello es de importancia mostrar
la formulacén Green-Herrera para operadores diferenciales. Primeramente se
introduce la formulacién Green como una introduccion a las férmulas Green-

Herrera.

6.1. Formulas de Green

En la teoria de ecuaciones diferenciales parciales se hace un uso extensivo de
las férmulas de Green, por ello en este capitulo presentamos primeramente
las férmulas de Green. Para plantear dichas férmulas; dada la ecuacién dife-

rencial en forma general
Lu = f; en 2 (6.1)

donde L es un operador diferencial lineal, ademads estdn dadas ciertas condi-
ciones de frontera en 02, de manera que tenemos un problema bien planteado;

es decir, se garantiza la existencia y unicidad de la solucién.
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Para este desarrollo consideraremos funciones escalares entonces; por defini-
cién un operador £ y su adjunto formal £* deben satisfacer la siguiente
condicién:

wlu —ul'w =V -3 (u,w) (6.2)

donde ® (u,w) es una funcién bilineal. Sea D; un espacio lineal de funciones
base y Dy como espacio lineal de funciones de peso. Si integramos la ecuacién

anterior en ) y aplicamos el teorema de la divergencia se obtiene que

/ (Wl — ul*w) dz = / D (u,w) - ndx (6.3)
Q onN

entonces el procedimiento para construir las férmulas de Green es descom-

poniendo el término derecho de la siguiente forma

Donde B (u,w) y C*(u,w) = C (w,u) son dos funciones bilineales definidas
en 0f) de manera puntual; es decir que para cada x€ 0f), éstas son fun-
ciones lineales en u y w separadamente, mientras que el asterisco designa a
la transpuesta de la forma bilineal. B (u,w) incluye los valores de frontera
(dato del problema) mientras que C* (u,w) depende de los valores comple-

mentarios (no prescritos) de frontera.

Una vez introducida la descomposicién de D (u,w) - n, resulta entonces

al sustituir en la ecuacién (6.3) se obtienen las férmulas de Green

/ wludz — / B (u,w)dz = / wlrwdz — / C*(uw)dz  (6.5)

Q o0 Q o0
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Definimos los siguientes operadores funcionales bilineales

(Pu,w) = /wﬁuc& (6.6)

(Q u,w) = ulwdx
l
(Bu,w) = B (u,w) dx
|

(Cru,w) = /C*(u,w)dm
o9

segiin las definiciones anteriores, P, B,Q* y C* son funcionales bilineales
reales definidas en D; x Dj. Entonces la ecuacién (6.5) se puede escribir

Ccomo

(P = B)u,w) = ((@" = C") u, w) (6.7)

que se satisface Vu € Dy y Yw € Ds.

De una manera mas compacta se puede escribir la ecuacién (6.7) como
P-B=Q —C* (6.8)

Esta expresion representa la férmula de Green para operadores en campos
continuos.
A continuacién se muestra un ejemplo de las férmulas de Green para el

operador Lapaciano
Ejemplo
Sea el operador Lapaciano dado de la siguiente forma
Lu= -V (g-Vu)
y el problema estd dado como
B v (g~Vu) = fq
u = g¢gen )
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sabemos que su operador adjunto es
Liw=—-V- (g- Vw)
y ademss la funcién bilineal es conocida
D (u,w) = ua - Vw —wa - Vu
ahora separemos la funcional bilineal
D (u,w) -n=B(u,w) —C*(u,w)
tal que

B(u,w) = wua,- -Vw
C* (u,w) = wa, - Vu
es decir, la funcional bilineal B (u,w) involucra valores de frontera (dato del

problema) y C* (u, w) depende de los valores complementarios (no prescritos)

de frontera. Entonces se tiene que

/wﬁudm—/B(u, w)dr = /uﬁ*wdw—/c* (u, w) dz
20 20

Q Q

es equivalente a escribir

/—wV . (gVu) dr — /ugn -Vwdx = / —uV - (ng) dx — /wgn -Vudx
Q

Q o o

Si adoptamos las siguientes definiciones

PUQ

f
Buga = g

Considerando las definiciones anteriores se tiene que
(P=Blu=f—gyg
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esta ecuacion es equivalente a
Q-Cyu=f-yg
Notese que las ecuaciones anteriores pueden ser escritas como

(P=B)u,w) = (f—gw) VweD,
(@—-C)Yuw) = (f-gw) VYwe Dy

respectivamente. Estas ecuaciones exhiben més claramente el caracter varia-
cional y ejemplifica de manera sistemdtica las férmulas de Green. A conti-
nuacién se presenta las férmulacién Green-Herrera para operadores en cam-

pos discontinuos.

6.2. Formulas de Green-Herrera

Sea Q un dominio y II = {Q;,Qy,...,Qg} una particién de éste. Dada la
ecuacién diferencial

Lu = fq, en 2 (6.9)

donde L es un operador diferencial lineal con coeficientes clase C*°. Ademads
se proporcionan condiciones de frontera en 0f) y condiciones de salto en
I', de tal modo que resulta un problema bien planteado, es decir, que tiene
solucién y ésta es tnica. Las condiciones de salto se refieren a discontinuidades
finitas de la funcién u en I'. El problema enunciado se denomina Problema
de Contorno con Saltos Preescritos.
Si u € Dy (Q2) entonces la ecuacién diferencial Lu estd definida en el interior
de cada Q; para i = 1,2,...F. De igual forma, w € D, (Q2) entonces L*w
estd definido en el interior de cada €;, para i = 1,2, ...F. Ambos operadores
diferenciales podrian no estar definidos en I" U 0f2.
El operador diferencial £ y su operador diferencial adjunto formal £* satis-
facen la igualdad:

wlu —ul'w =V -3 (u,w) (6.10)
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donde @ (u,w) es una funcién bilineal definida en Dy (2) x D5 (2). Si se

integra la ecuacién (6.10) en cada ); para i = 1,2,...E, y se considera Q=
E

U ), se tiene que
i=1

E E

Z/(wﬁu—uﬁ*w) dx = Z/V-Q(u,w) dz (6.11)

=1, =17,

Aplicando el teorema generalizado de la divergencia en el lado derecho de la

ecuacion (6.11), obtenemos

é/wzudx— é/uﬁ*wdm = /g(u,w) .ﬂdx_/@(%wm e

' (6.12)

Desarrollando el algebra de saltos en el segundo sumando del lado derecho

de la ecuacién (6.12) se tiene la ecuacién anterior puede ser escrita como

[M] =

B
/wﬁudm — Z/uﬁ*wda: (6.13)
Q.

=1 =1
! i ! Qz

= [2ww) ws~ [2(5]) nie [0 (().7) nds

Notese que en la ecuacién anterior se ha utilizado el algebra de saltos dada

5]
2

por la siguiente expresién

0w =2 () +2 (1] )

su demostracién viene dada en la seccién (6.3).

Ahora para poder usar las formulas de Green, se introducen las siguientes

funcionales bilineales reales definidas en D; (2) X Dj (€2). Sean las funcionales
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bilineales B (u,w) ,C* (u,w) ,J (u,w) y K* (u,w) tales que producen las si-

guientes descomposiciones de los términos de la ecuacién (6.13)

D (u,w) -n=B(u,w)—C* (u,w) en 0f) (6.14)

o (@) 0 = £ ) enT (6.15)

-2 ([ 7) -

Aqui C* (u,w) es la transpuesta de la funcional bilineal C (w,u) y se define

J (u,w) en I

como C* (u,w) = C(w,u); de igual manera para K* (u,w) = K (w,u). La
funcional bilineal B (u,w) estd en funcién de los valores de frontera (condi-
ciones de frontera y condiciones iniciales), mientras que C* (u, w) involucra

los valores desconocidos en 0f) (informacién desconocida).

Rescribiendo la ec (6.13) en términos de las descomposiciones de D (u, w) - n
y [[® (u,w)]] - n dadas en las ecuaciones (6.14) y (6.15) respectivamente,

entonces se obtiene la siguiente Férmula Green-Herrera

E

Z/wﬁudm—/lg(u,w) dx — /J(u, w) dx (6.16)
=1, 20 r

E

Z/uﬁ*wdw—/c* (u,w) dr — /IC* (u, w) dz

=g, a0 r

A continuacion se introduce la siguiente notacion,

(Pu,w) = Z/wﬁudw (6.17)

Z

B
(Q u,w) = Z/uﬁ*wdw
i=1

Q .
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(Bu,w) = /B(u, w) dx
(C*u,w) = /C* (u,w) dx
(Ju,w) = /j(u,w)dx

(Ku,w) = / K* (u, w) da

De acuerdo a las definiciones de las ecuaciones (6.17), P, B, J, Q*, C*, K*
son funcionales bilineales definidos en D; (2) x D5 (£2) y entonces se puede

escribir la ec(6.16) como
(P—B=J)uuw) = (@ - C* — K)u,u) (6.1)

que se satisface Yu € Dy () y Vw € Dy ().

De manera més compacta se puede escribir como
P-B—-J=Q"—-C"— K~ (6.19)

Esta expresién representa la Formula Green-Herrera para operadores en

campos discontinuos.

Los funcionales bilineales P, B, J, Q*, C* y K* tambien pueden ser vistos co-
mo operadores funcionales lineales definidos en D, (§2) y que toman valores en
D3 (), es decir, P : Dy (2) — D3 (), donde Pu € Dj; (2) es una funcional
lineal definida en D; (€2) . De manera similar sucede para las transpuestas de
estos funcionales bilineales P*, B*, J*, ), C'y K los cuales son operadores fun-

cionales lineales que toman valores en Dj (§2) y estédn definidos en Ds (2).
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Noétese que para resolver el problema (6.9) es necesario plantear solo el lado

izquierdo de la ecuacién (6.18), es decir, el directo

Pu = f,
Bu = g
J =7

entonces se tiene que el problema de valores en la frontera con saltos se puede
escribir como

(P=B=Ju=f-g-j

vedse ([12]).

6.3. Salto de un Operador Bilineal

Salto de un operador funcional bilineal con coeficientes continuos implica que

(2 (0] =2 (& [fol)) +2 (11l 0) (6.20)
Demostracién.
@ w)] = D) —D(u.u)
— 2@+ [l 0+ 5 (o)) -2 (3 5 [l 3 - 5 [ul)

Aqui se consideré la definicién del valor de la funcién u por la derecha y por

la izquierda, es decir

we =it sl y uo=i— g [u]

DN | —

Puesto que D (u, w) es bilineal, se obtiene
D (uswe) =2 (0.0)+2 (7.5 o)) +2 (5 1l 0) +2 (5 [l 5
(
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9 (v w) =2 () -2 (a5l ) -2 [l 5+2 (5l 5 (u]))

(6.22)

Sumando las ecuaciones (6.21) y (6.22) se tiene que

® (u, w)]] = D (ﬁ, [[w]]) +2 ([[UH ﬁ)

Salto de un operador funcional con coeficientes discontinuos implica que
(@ (v, w)]] = D, (u,w) —D_ (u,w) (6.23)

es decir, es la evaluacién de los coeficientes del operador funcional por am-
bos lados de I'. En nuestro caso se considerardn sélo operadores funcionales

bilineales con coeficientes continuos.
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Capitulo 7

Relacién de las Derivadas
Distribucionales y las Férmulas
de Green-Herrera en Espacios

H?(Q)

Una situaciéon muy importante a mencionar es que en la definicién de derivadas
distribucionales definidas previamente nunca se discutieron casos en los cuales
las funciones sean discontinuas. Por ello es de interés en este trabajo mostrar
la importancia de la férmulas de Green-Herrera como una extensién de

las derivadas distribucionales. En lo que sigue se considerard la particién

H == {Ql,QQ, ,QE} .

Primeramente identificamos el espacio H? (Q) para ello se tiene que
H*(Q)=H> () ® H> () @ --- @ H? (Qp) (7.1)

tal que H?(Q;) es el espacio de Sobolev para cada subdominio §2;, y estd

definido como

H? () ={u| D% € Ly(2;) Vatal que |a| <2} Vi=12..F (7.2)
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A continuacién se muestra un ejemplo de las férmulas Green-Herrera como
una extensién de las derivadas distribucionales.

;Cudl es la derivada distribucional para funciones u € H> (2)? Para resolver
esta pregunta se planteara un ejemplo de como obtener la derivada distribu-

cional partiendo de la definicién en el sentido ordinario.

Consideremos que T'u es una derivada distribucional de una funcién u. Si se

tiene la siguiente ecuacién

/ ¢Tudr = — / §¢ (€) (7.3)

Hallar la derivada distribucional Tu.

Para hallar T'u, consideremos el lado derecho de la ecuacién anterior

a2 - [ obti -

Q
8u

= Z/uqﬁndw

I=1 50,
ou
8xidm - / o [u] n;dx
r

Aqui se tomo en cuenta la identidad

Z/u¢n de = /u¢nidx—/[[u¢]]nida: (7.5)

_ /ucbnid:x—/a[[cﬁ]]nidx—/[[u”gnidx
20 T A
- — [ [ omd

esto tltimo, es por que ¢ € D(), entonces la integral de frontera exterior

092, se anula, ademas [[¢]] = 0 por lo que el segundo término del lado derecho

52



es nulo y ademas 5 = ¢. Por lo tanto se tiene que

/ ¢Tuds = / ¢§de+ / & [[u]] nida (7.6)

Es decir, la accién de ¢ sobre Tu es igual a la accién de ¢ sobre % en el
7

dominio 2, més la accién de ¢ sobre [[u]] n; en la frontera interior. Lo cual

puede escribirse como

(0,700 = (05 ) + (6. [} m)y x:1)
Por lo tanto se ha encontrado el valor de la derivada distribucional T'u la cual
involucra a derivadas de primer orden y el salto de la funcién en la frontera
interior. Este es el ejemplo més sencillo para mostrar una parte importante de
las derivadas distribucionales en el sentido mas amplio, es decir, considerando
funciones discontinuas que es un caso de las férmulas Green-Herrera.

Si consideramos la definicién de derivada distribucional de la forma que se

encuentra en la literatura se tiene que

(Du,¢) = (1) (u, D"¢), V¢ € D(Q) (7:8)
entonces retomando el ejemplo de la ecuacion (7.1) se tiene que D¢ = g—q‘i, es
decir o = 1, por lo tanto se tiene que el lado derecho de la ecuacién anterior
* 00 B 0

N L L P L l

(—1) uaxi dx <8xi’¢> /qﬁaxi dx (7.9)
Q Q

Por lo tanto se ha encontrado la derivada distribucional para la funcién «
escrita como viene en la literatura. En la siguiente seccién se considerardn
derivadas distribucionales en el sentido més general, es decir, en el sentido

de operadores diferenciales.

53



7.1. Extension de las Derivadas Distribuciona-
les para Operadores Diferenciales

En relacién a la definicién de operador diferencial lineal y su adjunto £ y L£*

respectivamente; ellos se consideraran en el sentido distribucional, y entonces
si ellos son de orden m, ambos / wludz y / ul*wdx estdn bien definidos

para cadai=1,2,...F.

En esta seccidon consideraremos derivadas distribucionales tomando en cuenta

operadores diferenciales, es decir,
D% = Lu (7.10)

entonces se tiene que

/wDaudx = /wﬁuda: (7.11)

Q Q

tal que w € D(2). Recordemos la definicién de operador adjunto formal
wlu—ul*w =V -3 (u, w) (7.12)

tal que D (u, w) es una funcional bilineal. De la ecuacién (7.11) se tiene que

/wDaudx = /wﬁudw (7.13)

Q Q

= /uﬁ*wdz—l—/v-@(u,w)dx
Q Q

Ademads se tiene que

E
/uﬁ*wdw = Z/uﬁ*wdzx (7.14)
Q =l
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Retomando la ecuacién (7.12) e integrando ambos lados sobre 2; se tiene

/wEudw = /uﬁ*wd:ﬂ+/{V~Q(u,w)}d$ (7.15)

= /u[,*wdx + /Q(U, w) - ndx
o 09

Sumando el segundo término sobre los subdominios §2; se tiene que

i/@(“:w)'ﬂW:/Q(u,w)-ﬂdx—/[@(u,w)]] ndx  (7.16)
= on bo

r

Por lo tanto la ecuacién (7.15) se puede reescribir como

/ wludz = / wlrwdz + / D (u,w) - nd — / 1D (u,w)]] - ndz  (7.17)
o0

Q Q r

Esto implica que

/wDaudx = /uﬁ*wdx + /Q(u,w) -ndx — / D (u,w)]] - ndx (7.18)

Q Q o

Es decir, la accién de la funcién w sobre la derivada distribucional D%u es
igual a la accién de la funcién u sobre el operador diferencial adjunto L£*
aplicado a la funcién w, més la accién de la funcional bilineal aplicada a u
y w sobre la frontera exterior, més el termino que involucra a la funcional
lineal para funciones discontinuas sobre la frontera interna I'. Nétese que los
integrandos correspondientes a las integrales sobre 02 y I", del lado derecho

son conocidos.

En este momento estamos en condiciones de mostrar los resultados tedricos

con ejemplos de una manera sistematica
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Ejemplo 1 Considérese el operador diferencial Laplaciano

Lu = fen()
u = g sobre 02

Lu=—Au (7.19)

Entonces sustituyendo en la ecuacién (7.19) se tiene que

D% = —Au (7.20)

/wDaudm = (7.21)
Q

Jucrwds s [ 9w ndo - [ (@ w) nds
o0N

Q r

— — [uswds+ [D(ww) nds~ [ (©Gww)] nds

Q Blg)
Del capitulo (3) se tiene que para un operador diferencial Laplaciano la fun-

cional bilineal D (u,w) y su salto [[D (u,w)]], estdn dados como
D (u,w) = uVw—wVu (7.22)
@l = 2 (@) +2 (1u.0)

por lo tanto se tiene que

/wDaudx = /—qudx + / (uVw —wVu) - ndx — (7.23)
Q Q o0

/ (ﬁuwn ~ [lw] VA> ¥ (nun Vo - nwn) nd

r
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Nétese que este es un ejemplo sencillo en el cual se ilustra de manera general
las féormulas de Green-Herrera como una extension de las derivadas distribu-

cionales, donde se considera funciones de base y de peso discontinuas.

Recordemos que las férmulas Green-Herrera aplicadas al operador Lapaciano

se pueden expresar en terminos de operadores de la forma directa

(P =B~ J)u,uw)
entonces identificando a estos operadores se tiene que

P—-B—-J= /—wAudw— /ug—lsdx — —/ ([[u]]% —@[[Vu]]) - ndz

r

-

g

" 0 (7.24)

Por lo tanto las férmulas Green- Herrera son un caso mds general de las
derivadas distribucionales ya que consideran que las funciones de peso w

también pueden ser discontinuas.

Ejemplo 2 Operador diferencial més general de 2° orden

Lu = fen() (7.25)
u = g sobre 0f2
Lu = =V - (aVu)+ V- (bu)+ cu

Primeramente identificamos el operador como una derivada distribucional
D% =~V -aVu+V - (bu) + cu
Ademas se tiene que la funcién bilineal y su salto estdn dados por

D (u,w) =

S

- (uVw —wVu) + buw

@ ()] = D <ﬁ, [[w]]) +D (HUH ﬁ)

57



Cuando son multiplicados por la normal exterior n, se tiene lo siguiente
D(u,w)-n = a, (uVw—wVu)+ buw
B(u,w) = wu(a,Vw+ b,w)
Fw) = -2 ([ 0) 0= ([ Va T b - ala,v])

Nétese que a,, y b, es el resultado de multiplicar la matriz a y el vector b por
la normal exterior. Ademds consideremos el operador adjunto que estd dado
como sigue

L'w=-V-(a-Vw)—b-Vw+ cw

/ wD%udr =

Q

entonces

ul*wdx + /Q(u, w) - ndr — / D (u, w)]] - ndx = (7.26)
N r

u(=V-(a-Vw)—b-Vw+ cw) de +

(a, - (WVw —wVu) + byuw) dr —

[[a, Vw + bw]] - [[w]] mdx + / [[u]] Qan.%— bpw — @ [a, Vul]] dx

r

St — T 0T oY~

La ecuacién anterior es un ejemplo mdas de las férmulas de Green-Herrera

como una extension de las derivadas distribucionales.

Escrita en términos de los operadores funcionales
(P—B—J)u,w)

Identificamos
E

(Pu,w) = Z/wﬁudw = Z/w (=V - (aVu) + V- (bu) + cu) dx

Q;
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(Bu,w) = /B(u,w)dx = /u(gan + byw) dx (7.27)
20 o9

tac) = [ 7 s = [ (1270550 - 3lia,Vul ) do

T

Nétese que el simbolo 7 y u denotan el promedio.
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Capitulo 8

Revision de las Formulaciones
FEM, Green-Herrera y GD

En esta seccion se hace un andlisis de los métodos de elementos finitos FEM
estdndar, la formulacién Green-Herrera y el método Galerkin Discontinuo
DG. El operador con el cual se hace dicho anélisis es el operador diferencial
mds general de segundo orden. Primeramente se hace el desarrollo del méto-
do FEM, posteriormente la formulacién Green-Herrera y se concluye con el

método GD. Y al final se hace la comparacién de los tres métodos.

8.1. Meétodo de Elementos Finitos

A continuacién se hace el desarrollo del operador eliptico més general de
segundo orden con la metodologia estdandar de FEM.

Considérese el operador diferencial

Lu = fen{) (8.1)
u = g sobre 0f)
Lu = —V-(aVu)+ V- (bu)+cu definido en

Entonces, multiplicando el operador Lu por una funcién w (z) se tiene

wlu = —wV - (aVu) +wV - (bu) + weu
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Ahora integrando sobre el dominio ) obtenemos

/ (—wV - (aVu) + wV - (bu) + weu) da (8.2)
= / (=V - (waVu) + Vw - aVu + V - (wbu) — buVw + weu) da

Al usar el teorema de Gauss se tiene que la expresién anterior se puede

escribir como

/ (Vw ~aVu — buVw + wcu) dx — /w (gVu — I_)u) -ndx = /fwdx (8.3)
) o0 Q

La integral de frontera y lado derecho son conocidos dado que conocemos a

la funcién f y las condiciones de frontera para la funcién w. Con el supuesto

que las funciones w se anulan en la frontera, se tiene que la ecuacién anterior

se puede escribir como

/ (Vw ~a-Vu—buVw+ weu) dr = /fwdx (8.4)
Q Q
A continuacién se propone una solucién aproximada de la siguiente forma u =
g+ v donde ug = g sobre Jf2. Entonces sustituyendo la solucién aproximada

en la ec. (8.4) se tiene que

/ (Vw - aVv — boVw + wev) do = (8.5)
Q

/fwdx — / (Vw -aVug — bugVw + wcuo) dx
Q Q
Necesitamos elegir un espacio dimensionalmente finito Vy generado por fun-

ciones base {wi,ws,...wn}, y se propone la siguiente aproximacién a la

funcién v

o (x) = Z vw; (z) ~ v () (8.6)
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tal que v; son los coeficientes que se tienen que encontrar, y w; son las
funciones base. Para los intereses de este trabajo consideraremos la ecuacion

(8.3) para hacer las comparaciones.

8.2. Formulacion Green-Herrera

El problema es

Lu = fen{) (8.7)
u = g sobre 0f)
Lu = —V-(aVu)+ V- (bu)+cu definido en

Para esta formulacion sélo reescribiremos la ecuacion (7.26), entonces se tiene

que

wD*udx (8.8)

u(—V-(g~Vw)—l_)-Vw+cw)dx

I

+ / (a, - (WVw —wVu) + byuw) dx —
o0

/ 0,V + by & — [[w]) @, Vadz + / 4] 2.V + 56 — @ [[a, Va]] de

T
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Desarrollamos la integral sobre el dominio €2

/u(—V-(g~Vw)—Q-Vw+cw)dm (8.9)

= /Vu-g-Vw—ul_)-Vw+cuw—V-(ug-Vw)dx
Q

— /(Vu-g-Vw—ub-Vw—l—cuw)dx
Q
—/(ug-Vw)~Qda:+/Hug-Vdew
B9} r

al sustituir en la ecuacién (8.9) se tiene

/wDaud:L’ (8.10)
Q
= /(Vu-g-Vw—ul_)-Vw+cuw)da:—/(ug-Vw) -ndx
Q Q
+/ [[ua - Vw]] dz + / (a,, - (uVw —wVu) + byuw) dx —
r o0

/ lla, Voo + byw]] 5 — [[w]] @.Vad + / ()] eVw + b — @ [[a, V]| da

Eliminando términos iguales la ecuacién anterior queda como

/wDo‘ud:U (8.11)

(Vu-g-Vw—uQ-Vw+cuw)d:c—/w(gn~Vu—bnu)daj
o)

— [ Wl -+ [ B+ [ 110, V] + (] &, Tuds

r

I
=)

Que es la Formulacién general del Método Green-Herrera para el ope-

rador diferencial méas general de segundo orden.
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Por ltimo hacemos el desarrollo considerando el Método Galerkin Discon-
tinuo DG.

8.3. Meétodo Galerkin Discontinuo Directo

Para hacer la comparacién de los métodos se realizara la formulacién directa.

Entonces dado el problema siguiente

Lu = fen{ (8.12)
u = g sobre 02
Lu = =V-(a-Vu)+V-(bu)+cu definido en Q

Se define un salto y un promedio que serd usado para este método

[u]] = (u [ Q). = (u ] 1), (8.13)
y el promedio de u sobre e estd dado como

B (] ), + (| 2),) (8.14)

y la normal unitaria n es exterior a €),.
Entoces empezamos por multiplicar el operador £ por una funcién w €

H? (£;) e integrando sobre cada subdominio €2

/ (~wV - (a- Vu) +wV - (bu) + weu) do (8.15)
= /(—V- (wa-Vu) +Vw-a-Vu+ V- (wbu) — buVw + weu) d

aplicando la férmula de divergencia la expresién anterior es

/ (waVu — wbu) - ndx + / Vw - aVu — buVw + weudr = /fwdm (8.16)
Q;

697; Qi
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ahora sumando sobre todos los 2; € 2 obtenemos

E E E
— Z/ (wc:LVu — wbu) -@dl’%—Z/VU}-gVU—QUV@U-i—U}@Ud:L’ = Z/fwdx
i=1 g =1, =1,

i

(8.17)

Notese que las integrales de frontera pueden ser separadas como sigue

E
Z / (wgVu —whu) -ndr = Z / (wgVu — wbu) - ndx + (8.18)
i=1 g cconl ”,
Z (wgVu — wl_)u) -ndr +
€0 90 Ne
Z (wgVu — wl_)u) - ndx

eGan ONaNe

tal que QP corresponde a la frontera exterior, en este caso es Dirichlet y

e = 00 NNy, Q1,9 € Q. Por simplicidad de notacién escribimos

) / (waVu —whu) - ndr = / (waVu — whu) - ndz  (8.19)

eEQ? e onp

= ((@Vu—bu) - nw)

onpb

Por otro lado para e = 9y N 9, junto con la condicién de salto y la
correspondiente normal unitaria n sobre e (exterior a ;) , tenemos que para

las siguientes integrales

/ (wgVu -n — wbu - Q) dr + / (wgVu -n — wbu - Q) dx (8.20)

o1Ne 00aNe

s6lo se considerara el integrando de la expresién anterior de tal forma que

identificamos la frontera interior e, entonces se tiene

((aVu — bu) - nw) + ((aVu — bu) - nw) (8.21)

o1Ne
n— (wgVu — wbu)

002N

= (wgVu — wl_ju)

ONaNe ’ o1Ne n
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usando la identidad algebraica siguiente (que es una forma de hacer el algebra

de saltos equivalente al salto de la funcién bilineal @ (u, w) )

K=o =3 m+OC-0)+5(-OC+o)  (822)

Entonces si identificamos los términos de la ecuacién (8.22) con los de la ec.

(8.21) se tiene que

n = (gVu—l_)u)agzﬂe-ﬂ (8.23)
¢ = wlo

N

o = wlq,

entonces el integrando sobre e = 0§2; N 0§, estd dado de la siguiente forma

(waVu — wbu) (8.24)

‘= (wgVu — wl_)u)

N
ONaNe oNiNe —

= avu nlw) + [[aVu-n]] @ — [[ul] bw - ndx — @ [jbw - n]] da

Nétese que para el término que contiene a b se intercambiaron las funciones
Uy w.

Aplicando estos resultados las integrales sobre la frontera interior de la ecuacién
(8.20) tenemos

Z / (waVu — wbu) - ndx + Z / (waVu — wbu) - ndx
econl 801Ne e€dQy OQ2Ne

= % [V nlel) + [[ou-n]] - (o) b mde — @ (o - ) do

eEé’er e

(8.25)
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Consecuentemente la ecuacion (8.17) es

/Vw aVu — buVw + weudr — Z / anu — wbu) ndx

eeQP e
+ Z/ bw ndx+u[[bw n)] dx
ecol "
— Z /aVu n{[w]] + [@VU-QHde
eGBQ{ e

= i/fwdm (8.26)

La ecuacién anterior puede ser escrita como

/Vw.g-Vu—ubVw—l—ucwd:c—/gV@.Q[[w]]_|_ [@vU.Q]}@dx+

/ [[u]] mdﬂc + @ [[bw - n]] dx — / (wc:LVu — w@u) -ndx

= /fwdx (8.27)

Con el supuesto de que en la frontera exterior solo existen condiciones Dirich-
let. Un punto a considerar en la ecuacién anterior es que si el flujo aVu - n
es continuo casi donde quiera en 2, es decir, cuando v € H? (§2) ,entonces se
tiene que

[[aVu-n]] {w} =0 Yw e H* () (8.28)

67



8.4. Analisis de los Métodos

Ahora estamos en condiciones de hacer una comparacién término a término

de las tres formulaciones. Escribimos primero el FEM estdndar

/ (Vw-a- Vu—buVw + weu) do — /w (aVu — bu) - nda(8.29)

Q
= 4 fwdz

seguimos con la Formulacién Green-Herrera considerando funciones dis-

o0

continuas definidas por tramos

/(Vu-g-Vw—uQ-Vw+cuw)dw—/w(gn-Vu—bnu)dx

Q o0N

— [ Woll+ e+ [ 100,90l + [0 &, Tuds

r

= / fwda (8.30)

y por tltimo el Método Galerkin Discontinuo

/Vw -a - Vu — buVw + weudr — / (wgVu — wl_)u) -ndx +
Q 0

—

Vu-nw]+ [[aVu-n]] wdz

IS}

/[[u]]@dx+a[[@w-@]]dx_/

r
= /fwdx (8.31)
Q

Para hacer el andlisis a los tres métodos consideraremos los integrandos con

respecto a su dominio de integracion.
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1. Primeramente la integral sobre el dominio {2, se tiene que para los tres

métodos es la misma, es decir es,

/ (Vw - aVu — buVw + weu) dx
Q

2. Para la integral sobre la frontera exterior 0f) se tiene que para las tres

formulaciones es la misma, es decir

/w (a,,Vu — byu) dx
29

3. Integracién sobre la frontera interior I'. Esta corresponde sélo a la for-

mulaciéon Green-Herrera y GD

A. Parael término que incluye al vector b las dos formulaciones tienen

el mismo integrando, es decir,

/ (nbnwn i+ ([u] m) dz

r
Solamente difieren en el signo, es decir,

B._ En cuanto al integrando que contiene a la matriz a, de igual ma-

nera el integrando es idéntico y estd dado por

gﬁé\@ [w]] + [[aVu - n]] Gdz

r

de igual forma solo difiere en el signo.

Por lo tanto el Método Galerkin discontinuo y la Formulacién Green-Herrera
plantean las misma forma variacional para el operador diferencial méds ge-

neral de segundo orden. Nétese que la tinica diferencia estd dada en la integral
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de frontera interior, ello es débido a la manera como estd orientada la nor-
mal unitaria exterior n. Por lo tanto las dos formulaciones Green-Herrera
y GD llevan a la misma forma variacional. La Formulacién Green-Herrera
plantea un método sistematico y metodoldgico por ello es inmediato plantear

la formulacién variacional.

Por otro lado si se considera que tanto u,w € H? () , entonces se tiene que

] = =0 (8.32)
[Vul] = [[Vu]]=0

es decir, tanto el salto de las funciones como el salto de la derivada son nulos,
y al sustituir en los métodos GD y Green-Herrera se obtienela formulacion
de FEM estéandar.

Para muchos problemas en mecédnica de solidos y fluidos es de interés desa-
rrollar un método para la aproximacién de dos variables, velocidad del fluido
y una variable escalar (ej. presién) simultaneamente. Un método que ayuda
a resolver esta situacion es el método Galerkin discontinuo mixto, a conti-
nuacién se hace un planteamiento para el operador diferencial méds general

de segundo orden.

8.5. El Método Galerkin Discontinuo Mixto

Considérese el mismo operador para desarrollarlo con la formulacién GD

Lu=-V-(a-Vu)+ V- (bu)+cu=fen (8.33)
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tal que f € L*(Q). Para dar lugar al método DG, primero se escribe el

problema como un sistema de primer orden, entonces se tiene
oc=a-Vu y —=V-o+V-(bu)+cu= fenQ, u=0en 2 (8.34)

El siguiente paso es multiplicar las dos ecuaciones por funciones de prueba
T y w respectivamente e integrando sobre cada subdominio de §2; de 2, se

tiene

/I -aVudr = — / uV - (ar) dz + /V - (rau) dx (8.35)

sustituyendo se tiene
/a-zdx:—/uv-(g_T)dx+/V-(T_gu)d:c (8.36)
Ahora para la segunda ecuacién tenemos
/—wV (o) +wV - (bu) + cuwdr = (8.37)
Q;

/—V~(w0)+a-Vw+V-(wbu) —buVw + cuwdr = / fwdz
Q, s

De aqui se tiene que

/(U-Vw—bqu+cuw)d1: :/ fwdx+/v-(wa)dx—/v-(wbu)dx

Q;

:/ fwdx + /U)O"le’ - /wl_)u - ndx (8.38)
Q;

De las ecuaciones (8.36) y (8.38) se obtiene la formulacién débil que es la que

se usard para definir los métodos DG, las cuales son

/U-zd:ﬂ:—/uV~(g)dm—i—/@u-adm
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(o - Vw — buVw + cuw) dx (8.39)

o —

= fwd:t:%—/zua-gdx—/wbu-ndx

)

donde n es el vector normal unitario apuntando hacia afuera de 0f);.
Necesitamos introducir espacios de elementos finitos asociados con la parti-

cién II={,;}7 | de el dominio Q. Entonces se tiene

W, = {w €L*(Q):wlg€ P () VO € H} (8.40)
5, = {T e 2] 7 oS () Y€ H}
donde P’ (£2;) es el espacio de polinomios de grado mayor o igual a 1sobre ;

y 2 (Q;) = [P" ())° . Entonces se tiene que encontrar u, € W, y oy € S,
tal que para todo €2; € II se tiene que

/Uh'zd:t::—/uhV-(g_T)dx+/T_c_Lﬂ-@dx V1 e X ()

Q Q; a9
/ (o - Vw — bup,Vw + cupw) de = (8.41)
Q;
/ fwdz + / woy, - ndr — / wbu - ndr Yw € P ()

donde los flujos numéricos o, y u son las aproximaciones a o = aVu 'y u,
respectivamente sobre la frontera de §2;. Para completar la especificacién del
método DG se debe expresar los flujos numeéricos o, y @ en términos de o, y
up, y en términos de las condiciones de frontera. Es por ello que la formulacion

ec (8.41) es llamada la formulacion de flujo.

Si en las ecuaciones de formulacion de flujo se suma sobre todo los elementos
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de la particién se tiene

E
/ah-zdx:—/uhvh-(g_r)dx+2/r_gﬂ-ﬂdx
Q =1 50,

Q

/ (oh - Viw — bup Vyw + cupw) dx (8.42)

/fwdx—l—Z/wa ndx—Z/wbu-ﬂdx

’LlaQ ll@Q

donde Vyw y Vy, - (9_7') son las funciones restringidas a cada subdominio
Q; € Q tal que son iguales a Vw y V - (9_7') respectivamente. Considerando

el término correspondiente a la suma como

Z/T“ ”dfﬁ—/[[UH-{z} ds+/[[z]] {u}ds (8.43)

zlﬂ T To

donde T' = UE,9Q); y T =T\ 99Q. Después de una simple aplicacién de esta

identidad a las ecuaciones en (8.42) se tiene

/oh-zdm: —/uhvh-(g_T) dm+/[[@]]-{g_7} ds+/ [[az]] (@} ds (8.44)

Q Q r I

[ oV~ tu¥iw + cwwydo = [ fudes [l ds+ [ 1) fw}ds

Q Q r o

- [ (@) oy ds - [ i) @yas (8.49

Reescribiendo la ecuacién (8.45) se tiene

[ @ V0= b+ cwnw)do— [ (wi)- @ s - [ (6] w)ds +

/ [[@]] - {bw} ds + / [[bw]] {@} ds F
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_ / Fuwdz (8.46)

Ahora, se expresa 0;, en términos de uy,. Para hacer esto, se usa otra identidad

de integracién por partes

= [ (g wis = [ ra-Viwds ~ [ (] {za}ds— [ [[ra]] {w}ds

Q T To

(8.47)
Para todo € [H* (II)]* y w € H' (II) . Ahora tomando w = wu, en la identidad
de arriba e insertandola dentro del lado derecho de la ecuacién (8.44), se

obtiene que para cada 7€ X,

/ah-zdx - /T_C_L.vhuhdx_/[[uhn.@}ds_/[@H{uh}ds+

[ 16 {za o +F/ ) e

entonces se tiene

[onzte= [ 20 Viwde+ [ 7 —wl-{zapds+ [ [[za]] (7 - wds

Q Q T ro
(8.48)

Tomando 7= V,w en la identidad (8.48) entonces al sustituir en la ecuacién

(8.46), esta se escribe como

By, (up, w) = / fwdx Yw € W)
Q
donde

By, (up,w) = / (Vhwg~ Viup, — bup Viyw + cuhw) dx — / [[w]] - {o} ds

- [ @ wyas+ [ (- eayds + [ (2] o) ds

+F/ ([ — up]] - {ra} ds +/ [[ra]] {ar_ ) ds
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agrupando términos se tiene que

Bh (’U,h, U)) =

/ (Vhwa - Vyuy, — bup Viw + cupw) d +
Q

/ [ — ] - {Vowa) — [[w]] - {5} ds +

/ [[Vawa]] {@ — un} — [[3]] {w} ds +
[t s+ [ o) @

(8.49)

Para cualesquiera u, € H2(II) y w € H?(II). La ecuacién (8.49) es la

formulacion primal del método y la forma bilineal B (-, ) es la forma primal.

Un punto importante a considerar es que sobre la frontera exterior OS2, se

tiene que

[w]] = wn

{r}

T

(8.50)

Para expresar las integrales de manera andloga con los términos de fron-

tera externa e interna de la forma bilineal B (-, -) obtenida, entonces sélo es
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necesario separar la integral sobre I'; es decir

Bh (uha U))

/ (Vhwa - Vyuy, — bup Viw + cupw) d +
Q

/ [ — ] - {Vowa) — [[w]] - {5} ds +

o0

/ (@) - {bw} ds +

o

/H@— Uh]] : {vhwg} — [[wH . {8} ds +

o

/ [Vhwa]] {@ — un} — [3]] {w} ds +

70

1@ ey s+ [ () (@ ds

ro ro
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La ecuacion anterior puede ser escrita como

By, (up, w) = (8.51)

/ (Viwa - Viuy, — bup Viw + cupw) da +
Q

[l =) Viwa — - {2V} ds +
oN

/ (@) - {bw} ds +

0N

/[[ﬂ— ul] - {Vhwg} — [[w]] - {gVu} ds +

70

/va%ﬂ{ﬂ—“h}— [[aVu]] {w}ds +

70

J 1@ (e + (w]) (3} ds

70

Donde I'° corresponde a la frontera interna del dominio, es decir, es equiv-
alente a I' como se muestra en las Férmulas Green-Herrera. Por lo tanto
de ha desarrollado el Método Galerkin Discontinuo Mixto para el operador

diferencial mds general de segundo orden.
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Capitulo 9

Interpretacion como una
extension de Operadores

Consideremos una region €2 y definimos el espacio de funciones base y de
peso, definidos en ) para ser el espacio D (£2). Ademds se supone que las
pertenecientes a D () pueden tener discontinuidades a través de algunas
fronteras internas cuya unién serd denotada por I'. Por ejemplo, en aplica-
ciones de la teoria de los métodos de elemento finito, el conjunto I' es la
unién de todas las fronteras interrelacionadas de los elementos. La definicién
de adjunto formal requiere que un operador diferencial £ y su adjunto formal

L*, satisface la condicién que wLu — uLl*w es una divergencia; es decir,
wlu —ul'w =V -3 (u,w)

para una funcién bilineal vector-valuada ® (u, w) , la cual envuelve derivadas

de orden m — 1.

9.1. Operadores Extensiéon

La extension algebrdica L del operador distribucional £ es definida para ser

la funcional bilinear P — J. M&s precisamente, L est4 definida por:
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/wfudx =((P—J)u,w) (9.1)
Q
el cual se satisface siempre que u € D y w € D. Similarmente, el operador
extension correspondiente a £* es definido para ser la funcional bilineal Q* —
K*, es decir,
/uz*wdx =((Q" — K*)u,w) (9.2)
Q
se satisface cuando u como w pertenecen a D. Entonces, usando estos ope-

radores de extension; las férmulas de Green-Herrera ecuacién (6.19) puede

ser escrita como:

/ wludxr — / ulrwdz = (B — C*) u, w) (9.3)

para elementos u € Dy w € D.

~

9.2. Comparacién entre Ly L

Desde las definiciones para / wludx y / uwl*wdzx, las cuales son estdndar

Q Q
en la teoria de las distribuciones, no puede ser aplicada a todos los posibles

pares (u,w), tal que u € Dy w € D, las extensiones L y L* ya fueron

introducidas en la seccién (9.1), para las cuales / wludzx y / wl*udz estén

Q Q
bien definidas, siempre que u € D y w € D. Esto muestra que los operadores

C y /:'*, definidos por la ecuaciones (9.1) y (9.2) verdaderamente son exten-
siones de los operadores distribucionales £ y L*, respectivamente. Uno de los
objetivos de este trabajo es mostrar brevemente este resultado. Para llevar
a cabo este objetivo, tinicamente es necesario probar que para cada u € D y

w € D, las siguientes implicaciones son vélidas:

/ wLudx estd bien definida = / wludr = / wludz (9.4)
Q

Q Q
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/uﬁ*wdw estd bien definida — /uﬁ*wdm = /uf*wdx (9.5)
0

Q Q

La demostracién viene dada en el apéndice B.

Dado un operador £ y su adjunto L£* estd sobreentendido en un sentido

distribucional, considerando que ellos son de orden m, ambos / wludx y

/uﬁ*wdaz.

Q

Q

9.3. Ejemplos de Aplicaciéon de los Operadores
Extension de las Derivadas Distribucionales

Para ilustrar la aplicacion de las férmulas Green-Herrera como una extension
de las derivada distribucionales, a continuacién se muestran algunos ejemplos

para el caso unidimensional.

Como primera ilustracién, consideremos los operadores L y EA, en el caso
cuando el operador distribucional £ E%, la regién Q es el intervalo (—1,1) de
la recta real y la particion de €2 estd hecha de 2 intervalos: 0y = (—1,0) y 2o =
(0,1) . Entonces el operador adjunto es L*= —%, mientras que D (u,w) =
uw. Consideremos una funcién v definida por: v = 0 para —1 < z < 0y
u =1 para 0 < x < 1. De este modo wu es esencialmente, una funcién
tipo Heaviside. La funcién de peso w serd tomada con diferentes grados de

suavidad.
A Cuando w € H' (Q), asf que w es continua

i En este caso, la aplicacién de la férmula de Green para operadores
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distribucionales da
1 1 1

/wﬁudl’ = /uﬁ*wdx—&—/di(uw) dx (9.6)
T

-1 -1 -1
1

1
= /uﬁ*wdx + uw|”
-1
Haciendo la evaluaciones se obtiene que
1

/ wluds — / M v w 9.7)

= _w|o +w (1)
= w(0)

Este resultado es estandar. En esencia, esto establece que du/dx es una

funcién Delta de Dirac cuando v es una funcién tipo Heaviside.
ii Usando el hecho que ® (u,w) = uw y aplicando, se tiene que
/wﬁudm _ Z/wﬁudx—l— ( [ ]]) o—w(©)  (98)
1=1 Q;

Esto es por que [[u]]|,_, = 1, mientras que @ (0) = w (0) , por que w es
continua. Por otro lado la suma de las integrales es cero por que u = 0,

y u = 1, para los dominios 2; y €25 respectivamente.

B Aqui se considera el caso cuando w tiene una discontinuidad de salto

en z =0, asf que w € D pero w ¢ H' ().

i Primero identificamos quien es

1
/ wludx (9.9)
—1

Nétese que NO estd definida.
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ii Ahora vemos que sucede con

]wfudx _ é / wludz + (@ [[u]]) L =@(0)  (9.10)

este término estd bien definido, asi que

/ wludz = @ (0) (9.11)

esto es recordemos que

@(0) = = (w(0,) +w(0.)) (9.12)

DN | —

Como segunda ilustracién, consideremos £ =d?/dz?. Entonces £ = L*

de la definicién de operador adjunto, mientras que D (u,w) = wj—“ — u—, y

procedemos como arriba:

A Aquf se considerard que w € H? (€2), asf que w es continua, con derivada

de primer orden continua.

i De nuevo, aplicacién de las férmulas de Green da

1 1

/wﬁudx = /uﬁ*wd:c + (wu' — uw') |, (9.13)

-1 -1
1

1
— /uw"dw + (wu' —uww') |,

w"dr 4 (wu' —uw') |1,

{
1
— / ,/dI‘
0
'LU



Este es un resultado estdndar. En esencia, esto establece que u” es la
derivada distribucional de la funcién Delta de Dirac, cuando u es una

funcién tipo Heaviside.

ii Ahora considerando que ® (u, w) = wu' —uw’, aplicando la ecuacién (9.1)
se tiene que
1 2 :
/ whude = Y / wludz + (@ (] — @ [[u]]) L, (9.14)
—1 =17,
= —uw'(0)

esto es por quew’ (0) = w’ (0), ya que w es continua. Nétese que
2

Z wludr =0 (9.15)
Q.

=1

k3

y ademds [[v/]] = 0y [[u]] |z=0= 1.
B Considere el caso en el cual w’ tiene una discontinuida de salto en z = 0,
asf que w € D, pero w ¢ H?(Q).

i La integral
1

/wﬁudaj (9.16)

-1

NO est4 definida.

ii La integral
1

/wfudx (9.17)

—1
estd bien definida, es decir
1

/ wluds — 2;: / wludz + (@[[u'n W [[u]]) s

-1

= i (0)
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y es equivalente a la ecuacién (9.14), excepto por que w’ (0) # w' (0),

entonces se tiene que

/ wluds = — (0) (9.18)

-1

Por lo tanto se ha mostrado la gran generalidad que tienen los ope-
radores de extensién de la teorfa desa rrollada por el Dr. Herrera para

funciones completamente discontinuas
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Capitulo 10

Formulas de Green-Herrera
para Matrices y el Operador de
Steklov-Poincaré

Para introducir las férmulas Green-Herrera para matrices primeramente se
dan las condiciones necesarias para llegar al planteamiento del problema en
términos matriciales. Para ello se introducen una particién del dominio €2 a

partir de sus "nodos originales”.

10.1. Descomposicién de Dominio

Sea 2 un conjunto finito y a cuyos miembros nos referiremos como nodos
originales. Ademds, {{,...,Q} es una cubierta de €, i.e. {Q,...,Qp} es

una familia de subconjuntos de €2 tal que

FE
Q=% (10.1)
a=1

Un nodo derivado es un par p = (p,a) tal que p € €. Por lo tanto el

"conjunto total de nodos derivados” §) es definido por
Q= {p=(pa)|pe ) (10.2)
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cuando p € 2, escribimos

Z(p)={p= o)l (pa)ecQ} (10.3)

entonces, definimos la multiplicidad total de p, m (p), es definido por la
cardinalidad de Z (p) .
Observemos que la familia de subconjuntos {Z(p) | p € } define una parti-

cién de €, que serd denotada por P, ya que

Q=112
g) (p> (10.4)
Z(p)NZ(q) =0, cuando p # q.

Entonces, los subconjuntos Q; C Q y Qr C Q son constituidos por los
nodos originales cuya multiplicidad es uno y los por los nodos originales cuya

multiplicidad es mayor a uno, respectivamente. Es decir
U={peQmp =1} yQr={peQ|m(p) >1} (10.5)

Definicién 26 Al conjunto Q; lo llamaremos nodos interiores; y al conjunto

Qr lo llamaremos nodos de frontera.

Claramente
QZQFUQ[ y QIOQFZQ (106)
Correspondientemente, definimos
r=Uzep v 1= 20 (10.7)
pEQr pEQ

los cuales también satisfacen

Q=IuUl y INT=40 (10.8)

Notemos que cada funcién real-valuada definida tanto en € como en € es un

vector (y, ellos seran referidos indistintamente como funciones o vectores).
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Los espacios lineales D (Q) y D (Q) estdn constituidos por funciones (vec-
tores) definidos en Q y 2 respectivamente. El producto interior Euclideano

es definido por

id= 3 ap)dp), Yi.ne D (@)
vw=Yu@uep = L upuwp), wuwed@ 0

qeN BEZ(q)

I3
m
2

Similarmente, D (Z (p)) € D (Q),D(I) c D(Q) y D(T') ¢ D (Q) son
espacios lineales cuyos elementos son funciones real valuadas definidas en
Z (p), I yT. Aqui, p es cualquier grado original de libertad. Més propiamente,
D (Z (p)), D (I)y D (T) son subespacios lineales de D (Q) cuyos vectores son

identicamente nulos fuera de Z (p), I y I respectivamente. Entonces
D(Q)=D(I)®D(T) (10.10)

donde @ es la suma directa de dos espacios lineales. Esta 1ltima ecuacién

(10.10) se satisface si y sélo si

{0

por lo tanto los vectores de D (Q) pueden representarse de una tinica manera

D(I)+ D (T)

(A D D) (10.11)

S I

como
u = (ur,ur) = us + ur conu; € D(I) yu, € D(). (10.12)

Definicién 27 Un vector u € D (Q) es llamado continuo cuando para todo

Z (p) de la particion P se tiene que
u(p)=u(q) VpgeZ(p) (10.13)
i.e. que en cada nodo Z (p) € P el valor de tal vector es tnico.

Los vectores continuos constituyen un subespacio lineal de D (Q) el cual

denotaremos por D (Q) , notemos que

D(I)c D(Q) (10.14)



Definicién 28 Sean g : D (Q) — D (Q) Y7 Q) — D (Q) dos matrices

I~
w)l
—~

definidas por
au = Proypu Y j=1- (10.15)

I~
IS

aqui, I es la matriz identidad y la proyeccion sobre D es tomada con respecto

al producto interior Euclideano.

Notemos que ju y au son ortogonales, ya que ju = u — au i.e. el vector u

menos su proyeccién, es decir, au, u— au es ortogonal a au. En vista de esta

definicién tenemos
D (Q) =aD (Q) (10.16)

la ecuacién (10.15) implica que
I=a+) (10.17)
ademds, j es también una proyeccién, verdaderamente, esta es la proyec-
cién sobre el complemento ortogonal de D. Por lo tanto, a 'y j son ambas

simétricas, no negativas e idempotentes. También notemos que

aj =ja=0 (10.18)
ya que waju = (w_g) . (l@> =0 pues g y j son ortogonales, en particular
iD (Q) = {0} (10.19)

La construccién de la matriz a es relativamente simple: “dado un wector

weD (Q) , en cada uno de los grados de libertad pertenecientes a un nodo

el valor de au igual al promedio de u sobre este nodo”, i.e,

au (_) = % Z U (g) , siempre que p € Z (p) (10.20)

au (p
mAp 9€Z(p)

recordemos que, 1 (p) es la cardinalidad de Z (p). En el caso de j, no es

necesario calcularla, ya que
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ju=(I-a)u=u—au, VYueD(Q). (10.21)

Por ejemplo, la estructra de g(q) yJ @ donde ¢ € R? es un nodo de multipli-

cidad 2 queda como

%“”Z{ ] y g‘q)z{ : _%] (10.22)

-1 1
2 2

N[00 [ =
N[00 | =

y la estructura de g(‘” yJ @ donde ¢ € R? es un nodo de multiplicidad 4

queda como

1 1 1 1 3 1 1 1

4 4 4 1 4 T4 1 1

11 1 1 -1 3 _1 _1
e I B AR L e R B BCED

2 4 4 1 = 2 1 1 2

11 1 1 1 1 1 3

2 4 4 1 2 1 2 1

Por otro lado

au=u vy ju =0, Vu € D (I) (10.24)

esto puede también ser visto que, para cada uno de los nodos Z (p) € P

cuando u € D (Z (p)) implica que
au€ D(Z(p) y jue D(Z(p)), (10.25)

entonces, es claro que las imagenes de ambos D (I) y D (I') bajo a estén

contenidas en D (I) y D (T'), respectivamente. Ademds, esto puede ser visto

o aB (1) < B (1) y jP (1) = {0}
{ aD () c D(I) y_j:'[) (I) c D(T) (10.26)
y
ZD(Q) = if)(r) c D(I). (10.27)
Definicion 29 Definimos los espacios
Dy(T) = jD(T) = jD(Q) c D(T)
Dy(T)=aD() (10.28)



Usando estas definiciones, tenemos las siguientes propiedades:

» D;(') es el complemento ortogonal de D (1) :gD(Q)

D(Q) = Dy(A) ® D(Q)

todas estas relaciones serdan usadas en lo que sigue.

Otra notacién, la cual también serd usada, es que para cada una de las

funciones u € D (), escribiremos

) -

=a y ] =ju (10.31)

Entonces@ € D (), mientras [[u]] pertenecen a Dy (') ¢ D (T'). Nétese que,
en vista de la Ec.(10.29) cualquier u € D (Q) puede ser escrita de forma

unica como
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U= Ur + Up = Uy + Upy + Upy (10‘32)
donde u; € D (I), up, € Dy () y upy € Dy (I') con

upy = [[up]] upe =Ur Yy up = upy + Ups. (10.33)

10.2. Formulacion Matricial

Definimos la matriz

A:D(Q)— D(Q) (10.34)

tal que A, es una matriz simétrica y definida positiva. Y definimos el "pro-

ducto interno de energfa" como

(ww)=u-Aw, Yu,we D(Q) (10.35)

El espacio lineal D (Q) es un espacio de Hilbert (dimensionalmente finito)
cuando es provisto con el producto interno de energfa. La Matriz A se puede

escribir como

A A
A= = = 10.36
a=(4, ar) 1059
La notacién aqui es tal que
{ 4,200 =D, Ay: DT = D) 1037
A :D(I)— D), A:D(T)— D)

tal que los espacios donde estdn definidas las submatrices son espacios lineales
definidos en I y T.

Se introducen las siguientes definiciones
A A
— =II =IT R
(o ) v

=L

[t~

( L ) (10.38)

=TI =IT

es decir,

[5S
+
1=

(10.39)



Definicién 30 Las Matrices HE]] : D (Q) —D (Q) Yy E : D (Q) —D (Q)

son definidos por

[B]=-aR yR=-jR (10.40)
Ademas, notemos las siguientes identidades
R=uR+jR (10.41)
y entonces se tiene que

L+

IS}

B+

||u
1=
I
(It~
S
13,

g ﬁ J (10.42)

Notemos que los rangos de L y de R son D(I )y D (T"), respectivamente,
mientras que los de aRR y jR estédn contenidas en Dy (T) y Dy (A), respecti-

vamente; ellos son linealmente independientes. La identidad

Ilh
||@

taR- R

=

=L'+R'a—j (10.43)

|I%.

la cual es obtenida por reorganizar los términos de la ecuacion ( 10.42), las
cuales serdn referidas como "Férmulas Green Herrera para matrices". Esto

es equivalente a la siguiente ecuacién

IS>~
|§>

w-

It

U+

e Ru—[[u]j RBw=u-Lw+

iraRw-[[w]) j Ru (10.44)

VQED(Q),waED(Q).

Noétese que la ecuacién anterior es derivada de

w-Lutw:

[l=

u=u-Lw+tuRuw (10.45)

Considerando la ecuacién (10.40) , entonces las ecuacién (10.45) puede ser

escrita como

) -

wLu-0-[[B] ut(u] Bw=u-Luw-a-[[B] wt[u] Ru (10.46)



Ahora, las férmulas Green-Herrera fueron introducidas originalmente para
ecuaciones diferenciales parciales y pueden ser aplicadas a cualquier operador
que es lineal, entonces se tiene interés en comparar la ecuacién (10.10) con
dicha formulacién. Por ejemplo para el operador Laplaciano, las férmulas

Green-Herrera son

/wﬁudz’—i—/ [[@]%—@Hg—m da

Q r

:/ugwdx+/ [[wug_z—ﬁng—:” da (10.47)

Entonces establecemos las siguientes correspondencias

L« L (10.48)

[u] = [lu]]

5] = 1w

Otro ejemplo es la férmula Green-Herrera para el operador eliptico, simétrico

y de segundo orden, el cual es
Lu=—V"(a-Vu)+cu (10.49)

entonces la férmula Green-Herrera estd dada por

[wtuis+ | {Hu]] V- ugnwn} dr —

/ wlrwdz + / {[[w]] V- [[Qan]]} dz (10.50)
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tal que el operador funcional bilineal estd dado por
D (u,w) =a- (uVw —wVu) (10.51)

la correspondencia con la ecuacién (10.48) se satisface, excepto que

{ W%VQH**[EQ]Q

PSS
a,Vw < Ru

(10.52)

Correspondencias similares a las de las ecuaciones (10.47) y (10.48) se pueden
establecer de manera general para diferentes sistemas.

Si pensamos que el operador Steklov- Poincaré corresponde al salto de la
derivada normal, la ecuacién (10.48) nos lleva a la definicién del Operador

Steklov-Poincaré como

aR (10.53)
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Conclusiones

Desarrollar una teoria que unifica las formulaciones tanto a nivel de ecua-
ciones diferenciales parciales EDP “S como las formulaciones matriciales para

la solucién de dichas ecuaciones por métodos numéricos.

En este trabajo se desarrolla algebraicamente la teorfa de operadores adjuntos
para diferentes operadores diferenciales ya que con ello la teoria algebraica
desarrollada por Herrera se vuelve sistemdtica y general cuando se trata con

las derivadas distribucionales.

Las férmulas Green-Herrera es una teorfa generalizada como una extensién
de las derivadas distribucionales, las cuales consideran funciones de base y
de peso completamente discontinuas en la formulacién. Situacién que no es

considerada en la teoria estandar de distribuciones.

Las Formulaciones Green-Herrera y Galerkin Discontinuo plantean la misma
forma variacional en particular para el operador diferencial mas general de

segundo orden.

Con los ejemplos unidimensionales desarrollados en el capitulo 9 se muestra
a las férmulas Green-Herrera como una extensién de la derivadas distribu-

cionales.
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Apéndice A

A continuacién se dan definiciones, teoremas que fueron utilizados dentro del
presente trabajo.

El soporte de una funcién u una funcién definida sobre un dominio €2 es
la cerradura K de el conjunto de puntos K C € sobre los cuales u (z) # 0;
usamos la notacién K =suppu (m) Decimos que u tiene soporte compacto

sobre () si su soporte K es compacto.

Definicién 31 Un funcion f(-) es llamada localmente integrable, si para

todo subconjunto compacto K C €) se tiene

/K I (2)] dz < 0. (A1)

Definicién 32 Sea f y g funciones definidas en un dominio € entonces la

operacion definida por producto interior estd dada por

(f.g) = / f(2) g (x) de (A2)

Definicién 33 El espacio D(Y) serd el subconjunto de funciones infinita-

mente diferenciales con soporte compacto, algunas veces se denota también
o0
como C§°(2).

Definicién 34 funcion lineal
Sea f una funcion definida en un espacio X, decimos que f es una funcion

lineal si satisface las siguientes condiciones
flox+y) =af(x)+ f(y) (A.3)
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Definiciéon 35 Funcion Bilineal:
Sea A una funcion definida en XXY', entonces decimos que A(X,Y), es

una funcion bilineal si es lineal en X y lineal en Y.

Demostracion del del Teorema de Green Ge-
neralizado

Teorema 36 Green generalizado. Sea 0 C R una region de R™ y sea

I ={MN,Q,...,0r} una descomposicion de ; es decir, Q; ¥i = 1,2,.., F

es una subregion Q, Q; N Q; = ¢ siempre que i # j, y UE,Q; D Q. Ademds,
E

en lo que sigue, I' denota el complemento cerrado de OS2, en U 0%);. Entonces

i=1
el teorema de Green generalizado establece que

/V‘QC@/M'QC@—/HQH -npdx (A4)

Q o0 r

tal que u (x1, 9, ..., x,) €s una funcion vectorial de n variables continua por

partes y con primera derivada continua por partes. Vedse figura (5.1)

Demostracién. Para demostrar el Teorema de Green generalizado, consid-

eremos un dominio de solo dos elementos, vedse la figura (10.1)

entonces
90 = 0,0 U 5,0 (A.5)
donde
ademas

Con esta notacién, se tiene que

/V'@dz/v~gd£+/v-gc@ (A.8)
Q1

Q Qo2
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P R,

810 ' &0

Figura 10.1: Particién del domino €2 y su frontera interna I'.

Integrando para €); se tiene
/V'uc@: /wndg: /u'ﬂad_+/g_-npd£ (A.9)
(% o XY r

Observe que en la Ec.(A.9) , la normal unitaria en I" se ha tomado apuntando

hacia fuera de ;. En forma similar se tiene que la integral sobre la region

/V-gdzz /u-@dg: /u-ﬂadz—/g+-ﬂrdz (A.10)
Qo

002 0202 r

QQ es

donde la normal unitaria en I' se ha tomado hacia afuera de 5. Sumando

las ecuaciones (A.9) y (A.10), se obtiene
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/V-ydz
Q
/V-udz
Q2
/V'udz

Q

/g-@d_: /g-@adg+/y-ﬂrdz (A.11)
r

o 0102

+

/g-nd_z /u-ﬂadz—/u+'ﬂrdz
0N 2219 Iy

/u nd_—/[[uﬂ -npdx

o0 r

donde [[u]] es el salto de la funcién y la Ec. anterior es la forma genera-

lizada del Teorema de Green a que se ha hecho referencia en este trabajo.
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Apéndice B

Aqui que

» Espacios LP(a,b). Sea un nimero real tal que p > 1.Una funcién f (z)
definida sobre un sunconjunto 2 C R™ pertenece a LP(Q) si f () es

medible y la integral (Lebesgue)
PO = f: @ -R [ If@Pde <o (B.1)
Q

» La norma en los espacios L*(a,b)

5@, = ([ 1sr dx); (B2)

» Desigualdad de Cauchy-Schwars

Sean f(x) y g(x) dos funciones definidas en el intervalo [a, b] , entonces

la siguiente desigualdad se cumple si f y g € L?(a,b)

<(/ b fQ(x)dfc); (/ bf(x)da:); (B.3)

Definicién 37 Una funcion f definida sobre un conjunto I' C R™ es llamada

[ ey

Lipschitz continua si existe una constante L > 0 tal que

[f(z) = fyl < Llx—y| Vo,yel. (B.4)

Notemos que una funcion Lipschitz continua es uniformemente continua.

102



Sea 2 C R™ (n > 2) un dominio con frontera Jf2, sea xo € 02 y cons-
truyamos la bola abierta con centro en xzq y radio ¢, i.e. B(xg,¢), entonces
definiremos el sistema coordenado (£, ..., &,,) tal que el segmento 0N B(xg, €)

pueda expresarse como una funcién

gn = f(gh ""gn—l) (BS)

entonces definimos.

Definicién 38 La frontera 0X) del dominio Q) es llamada de Lipschitz si f

definida como en la Ec. (B.4) es una funcion Lipschitz continua.

El siguiente teorema resume las propiedades mds importantes de los es-
pacios de Sobolev H™ (£2).

Teorema 39 Sea H™(Q)) el espacio de Sobolev de orden m y sea @ C R™ un
dominio acotado con frontera Lipschitz. Entonces

i) H"(Q) € H™(Q) sir >m

ii) H™(S2) es un espacio de Hilbert con respecto a la norma ||-|| zm

iii) H™(Q) es la cerradura con respecto a la norma |-|| ;. del espacio

C>(Q).

De la parte iii) del teorema anterior, se puede hacer una importante in-
terpretacion: Para toda u € H™({2) es siempre posible encontrar una funcién
infinitamente diferenciable f, tal que este arbitrariamente cerca de u en el

sentido que
[ = fllgm <€
para algin € > 0 dado.
Cuando m = 0, se deduce la propiedad H°(Q2) = L?*(Q) a partir del

teorema anterior.

Corolario 40 El espacio L*(Q) es la cerradura, con respecto a la norma L?,

del espacio C>(£2).
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Otra propiedad, se tiene al considerar a cualquier miembro de u € H™(£2),
este puede ser identificado con una funcién en C™ (ﬁ), después de que posi-
blemente sean cambiados algunos valores sobre un conjunto de medida cero,

esto queda plasmado en los dos siguientes resultados.

Teorema 41 Sean X y Y dos espacios de Banach, con X C Y. Sea1: X —
Y tal quei(u) = u. Si el espacio X tiene definida la norma ||-|| v y el espacio
Y tiene definida la norma ||-||y , decimos que X estd inmersa continuamente
enY si

i (u)lly = llully < Kl

para alguna constante K > 0.

Teorema 42 (Inmersion de Sobolev)
Sea Q C R™ un dominio acotado con frontera OS2 de Lipschitz. Si (m — k) >
n/2, entonces toda funcién en H™(Q) pertenece a C*(Q), es decir, hay un

miembro que pertenece a C*(Q). Ademds, la inmersion
H™(Q) C C*(Q)
es continua.

Definicién 43 Derivadas Débiles Supdngase que una funcion u () es lo-
calmente integrable que genere una distribucion, también denotada por u, que

satisface
(u, P) :/ugbdaj (B.6)
Q

para toda ¢ € D(Q). Ademas, la distribucion u posee derivada distribucional

de todos los ordenes, en particular la derivada D*u es definida por
(D*u,¢) = (=1)" (u, D*¢), Vo € D(Q). (B.7)

por supuesto Du puede o no ser una distribucion reqular. Si es una distribu-
cion reqular, entonces es generada por una funcion localmente integrable tal

que

wmwzénmwmm@ (B8)
1
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y se sique que la funcion v y DYu estdn relacionadas por
[Pu@o@dr=(-)" [u@Do@d (B
Q Q
para o) < m.

Definiciéon 44 Distribucion: Una funcional lineal F es continua sobre el es-
pacio D(Q2) es llamada una distribucion o funcion generalizada, si y sdlo si
para cada conjunto compacto KC ) existe una constante C'x>0 y un entero

no negativo m tal que

k
F(9)] < Cocsup | 212 YoeD(K)  (B10)
reK

Q C R™.

Teorema 45 Sea i € H™ Q)N H™ Q) y A= (A1, Mg, ..., \) € N, con

|A| = m. Entonces

i) Para cada ¢ € D(R2), se tiene que

1

oy
SR

ii) ue H™(Q) si y sdlo si

E
8mua am¢
dx — (—1)™ (B-dt
;/a gbaxh(%gz'”aﬂ?ﬁ" == (1) /Quaxilﬁxéz.--ﬁa(:ﬁn )

Hg::ﬁ‘” ~0. (B.12)

Para ver detalles de la demostracién véase [12]
En nuestro caso se considerard espacios H' (), por lo tanto del teorema
anterior se tiene que si u € H! (), y suponiendo n = 1, entonces se tiene

que
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i) Para cada ¢ € D(Q2), al sustituir en la ec (B.11) se tiene

5’ Ua ) 81¢
Z 8$1 B (_1)1/u8$1

Qa
o1y
/ ¢ HanH ny'de
entonces
E
Oua foler

/qﬁ | nidx

ii) u € H' (Q) siy solo si

[u]] =0

Operadores de extensiéon Ly L
Para cada u,w € D, las siguientes implicaciones se satisfacen.

/ wludzr estd bien definida =— / wludy = / wluda

Q Q Q
/ ul*wdz estd bien definida =— / ulL*wdr = / wl wdz
Q Q Q

La demostracién se hace para la primera ecuacién, cuando el orden del

operador es 1, es decir,

L=a(x)d/0x; +b(z) dondei=1,2,..., N (B.13)

mientras los coeficientes a (z) y b (z) son funciones de z. Entonces el resultado
para el caso cuando L es de orden arbitrario, puede ser derivado de este caso,

por induccién sobre el orden del operador.
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Demostracién. Para esta eleccién de L, se tiene que L* = —0 (a (zw)) /Ox;+b (z)

y D (u,w) - n = awun;, asi que
T (u,w) =allu]] oni v K* (u,w) = —ai [[w]]ns (B.14)

Se consideraréan dos casos, cuando u € D C H°(Q) y w € D C H'(Q)
ocuando w € D C H'(Q) y w € D C H°(Q), [, wLudz estd definida.
Consideremos primero el caso cuando u € H' (Q) y w € H°(Q). En este

caso B
/wﬁudm = Z/wﬁudx (B.15)
Q =1"q

ambas w y Lu pertenecen a H° (Q) = L? (Q2). Ademds, cuando u € H' (),

u es continua y J (u, w) = a [[u]] @ = 0 sobre I'.Entonce se tiene que

/wEud:L' =((P - J)u,w) = (Pu,w) = Z/wﬁuda: (B.16)

Q =17,

entonces de ecuaciones (B.15) y (B.16) se tiene que

/wﬁud:c = /wZudaU (B.17)

Q Q

Ahora el otro caso, si u € H () y w € H' (), entonces de la férmula de

Green estdandar usada en la teorfa de distribuciones se tiene que

/ wludz — / wlrwdz + (B — C)u, w) = i / wlrwde + (B = C) u, w)
" " o (B.18)

la tltima escuacién es por que u y L£*w pertenecen a H° () = L?(Q). Por

otro lado, considerando la férmula Green-Herrera se tiene que

/wfudx = (P = J)u,w) = (Q* — K u,w) + (B—C)u,w) (B.19)
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sin embargo, w es continua, por que w € H!' (). Entonces K* (u,w) =

—aﬁ[[w]] n; = 0 sobre I'. Usando este hecho se tiene que la ec. (B.19) se

reduce a

/wfudx = (Q*u,w) + ((B — C)u,w) = Z/uﬁ*wdm +((B—=C)u,w)
! K (B.20)

Por lo tanto de las ecs (B.17) y (B.20) se tiene

/w[,uda: = /wfudx

Q Q

que es el resultado deseado. =
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