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Capítulo 1

Introducción

Una teoría sistemática y verdaderamente general de los métodos de elementos

�nitos (FEM) puede ser formulada usando funciones base y de peso, funciones

de�nidas por tramos que pueden ser completamente discontinuas a través

de la frontera interna, la cual separa los elementos uno de otro. La teoría

algebraica de Herrera para problemas de valores de frontera (BVP), implica

un tipo de operadores de extensión de gran generalidad; estos operadores

usan funciones de base y de peso completamente discontinuas que pueden

ser aplicadas simultáneamente, lo cual esto no es posible cuando se usa la

teoría estándar de distribuciones. En este trabajo este aspecto de la teoría

es discutido y se muestra que los operadores de extensión implicados por la

teoría algebraica, corresponden a extensiones de operadores distribucionales.

Más precisamente, en situaciones donde el operador distribucional es de�nido,

este coincide con la teoría algebraica.

Sin embargo como ya mencioné, el operador de extensión implicado por

la teoría algebraica está bien de�nido en casos donde la distribucional no lo

está. Este es el caso, por ejemplo, cuando las funciones base y de peso son

completamente discontinuas.

Como parte importante de este trabajo se realiza una comparación de las

formulaciones del método de elemento �nito, la formulación Green-Herrera

y el Método Discontinuo Galerkin. Para mostrar las diferencias entre estos
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métodos.Y así mostrar las ventajas de la formulación Green-Herrera para

ecuaciones diferenciales.

Tiene interés mencionar que las bases para el tipo de operadores de ex-

tensión presentados en este trabajo, es puramente algebraico. El contenido

de este trabajo está dedicado a comparar principalmente las extensiones al-

gebraicas con el enfoque distribucional. Gracias a la teoría desarrollada en

([1],[2]) por el Dr. Herrera, la forma de aplicar funciones completamente dis-

continuas de�nidas por tramos en la formulación de los elementos �nitos es de

una manera sistemática y sencilla. Las fórmulas Green-Herrera son la exten-

sión de las derivadas distribucionales aplicadas a funciones completamente

discontinuas.

A continuación se da un resumen del contenido de cada Sección

2._ Formulaciones Débiles de Problemas de Ecuaciones Diferen-

ciales Parciales

En esta sección se plantea el método de residuos pesados como una intro-

ducción y base de los métodos de elementos �nitos.

3._ Adjuntos Formales de Operadores Diferenciales

En esta sección se da la de�nición de operadores adjuntos formales para

funciones escalares y funciones vectoriales, se desarrollan algunos ejemp-

los para mostrar dichos operadores. Estos operadores son necesarios para el

planteamiento de las fórmulas Green- Herrera que se plantearán en la sección

6.

4._ Derivadas Distribucionales y Espacios de Sobolev

Para poder mostrar que los operadores de extensión dados por las fórmu-

las de Green-Herrera son una extensión de las derivadas distribucionales, es

necesario introducir las de�niciones de las derivadas distribucionales en el
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sentido ordinario como viene dado en la literatura. Por otro lado cuando se

hace el planteamiento de las funciones discontinuas de�nidas por tramos es

necesario de�nir que espacio se necesita para de�nir las funciones; por ello es

necesario introducir los espacios de Sobolev.

5._ Funciones De�nidas por Tramos y sus Espacios de Sobolev

En esta sección se dan las bases necesarias para de�nir las funciones de�nidas

por tramos a partir de hacer una partición en subdominios 
i del dominio


; y una vez hecha esta partición se de�nen los espacios de Sobolev para

cada subdominio de la partición y entonces se introduce el Teorema de Green

generalizado para el dominio 
 como la unión de los 
i: Es importante de�nir

el salto y el promedio de la función en la frontera interna �, es decir en

@
i \ @
j i 6= j: Tanto el salto como el promedio son importantes para el

desarrollo de las funciones discontinuas de�nidas por tramos.

6._ Fórmulas de Green-Herrera

En la teoría están dadas la fórmulas de Green para operadores con funciones

continuas, entonces en necesario introducir las fórmulas Green-Herrera como

una extensión para operadores en campos con funciones discontinuas.

7._ Relación de las Derivadas Distribucionales y las Fórmulas de

Green-Herrera en Espacios H2 (
)

En esta sección se muestra ejemplos de operadores diferenciales vistos como

derivadas distribcionales a los cuales se les aplica las fórmulas Green-Herrera

para mostrar las ventajas de ellas.

8._ Revisión de las Formulaciones FEM, Green-Herrera y DG.

Para mostrar la importancia de las fórmulas Green-Herrera se hace una re-

visión de los métodos FEM y GD para mostrar las diferencias entre estos

métodos.
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9._ Interpretación como una Extensión de Operadores

En esta sección se dan las de�niciones de los operadores extensión obtenidos a

partir de las fórmulas Green-Herrera los cuales involucran el salto y promedio

de la función. Además se muestran algunos ejemplos unidimensionales de

aplicación de estos operadores a funciones de�nidas en espacio de Sobolev

H
1 (
) yH2 (
) comparandolos con las de�niciones estándar de las derivadas

distribucionales.

10._ Fórmulas Green-Herrera paraMatrices y el Operador Steklov-

Poincaré

Para �nalizar se introduce un resultado obtenido por Herrera ([16]). El cual

son las fórmulas de Green-Herrera para matrices a partir del método de

descomposición de dominio Dual-Primal.

11._ Conclusiones

Por último las conclusiones al trabajo de tesis

4



Objetivos Generales

Mostrar de manera general la teoría sistemática de la formulación Green-

Herrera, la cual considera funciones de base y de peso completamente dis-

continuas a través de la frontera interna para la solución de problemas de

valores en la frontera. Así también mostrar el desarrollo hecho por Herrera

para la solución de ecuaciones diferenciales en particular para el operador

elíptico de segundo orden, una vez que se ha discretizado el problema en

términos de matrices, a partir de esta se muestra la relación con las formu-

las Green-Herrea para operadores diferenciales y se obtiene la formulación

llamada "Formulas Green-Herrera para Matrices". Precisar que en la teoría

estándar de las distribuciones no se hace enfasis para el caso cuando las

funciones son completamente discontinuas. Y para este caso la formulación

Green-Herrera es general.

Objetivos Particulares

Mostrar la importancia de las fórmulas Green-Herrera como una extensión de

las derivadas distribucionales, esto se muestra con el operador Laplaciano y el

operador de segundo orden más general. Con la Formulación Green-Herrera

desarrollar el caso para el operador diferencial más general de segundo orden

y comparar con el método FEM estándar y el método Galerkin Discontinuo.

Así también mostrar ejemplos unidimensionales de operadores de extensión

a derivadas distribucionales.
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Capítulo 2

Formulaciones Débiles de
Problemas de Ecuaciones
Diferenciales Parciales

El método de Residuos pesados es base para la fórmulación de los elementos

�nitos, por ello es de interés mostrar la formulación de este método.

2.1. El Método de Residuos Pesados para Ecua-
ciones Diferenciales Parciales

Considérese una ecuación diferencial escrita en forma de operador

Lu = f
 en 
; (2.1)

donde L (�) es el operador diferencial lineal y f
 es conocida como función

de excitación o de fuerza, ambos de�nidos sobre un dominio 
 con frontera

@
: Nótese que la ecuación (2.1) es equivalente a escribir Lu (x) = f (x) ;

8x 2 
: En este trabajo se utilizará la notación de la ecuación (2.1). Sea bu

una solución aproximada de la ecuación (2.1), entonces sustituyendo bu en la

ecuación (2.1) típicamente esperamos un residuo R (bu) distinto de cero, dado
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de la siguiente forma

Lbu� f
 = R (bu) (2.2)

Para el método de residuos pesados se utiliza una familia de funciones que

se les llama de peso o prueba fw1; w2; :::; wNg :

De�nición 1 En el Método de Residuos Pesados una función bu es solución

aproximada de la ecuación diferencial (2.1) si y sólo si satisface

Z




fLbu� f
gwidx = 0;8i = 1; 2; :::; N (2.3)

En lo anterior se ha hablado de una solución aproximada bu, entonces lo

que sigue es proponer la función bu aproximada a la solución exacta. Para ello

sea bu (x) una combinación lineal de las funciones �j (x) ; es decir,

bu (x) =

NX

j=1

uj�j (x) (2.4)

donde las constantes fujg
N

j=1
se han de asignar de alguna manera. General-

mente la solución aproximada bu; es generalmente diferente de la solución ex-

acta u. El método de residuos pesados proporciona una forma de selecionar

a las constantes fujg
N

j=1
y por lo mismo para construir a la aproximación bu;

a la solución exacta.

En la ecuación (2.4) las funciones �j (x) ; j = 1; 2; :::; N representa N fun-

ciones seleccionadas de un conjunto de funciones conocidas, linealmente in-

dependientes, a las que nos referimos como "funciones base". Nótese que un

punto importante es tomar el mismo número de funciones base que de peso

para así poder generar un sistema matricial cuadrado.

Considere la ecuación (2.3)

Z




fLbu� f
gwidx = 0;8i = 1; 2; :::; N (2.5)
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por el momento se supone que tanto el residuo y las funciones de peso

pertenecen al espacio L2 (ver Apendice A); entonces la ecuación anterior

puede ser identi�cada como el producto interior de funciones en L2: De la

ecuación (2.5) se concluye que el residuo R (bu) es ortogonal a cada función

de peso wi:

2.2. Ejemplo del Método de Residuos Pesa-
dos

Para ilustrar el método de residuos pesados se considerará la ecuación de

Poisson en el caso cuando el operador diferencial es Laplace:

Lu � ��u en 
 (2.6)

una solución aproximada bu, de la ecuación (2.6) debe satisfacer

Z




(��bu� f
)widx = 0; 8i = 1; 2; :::; N

Considere un problema bien planteado ([3]), para la ecuación de Poisson en

particular el problema con condicones Dirichlet veáse ([3]), con condiciones

homogéneas, es decir,

u = 0 en @
 (2.7)

Para este ejemplo utilizaremos notación indicial, es decir

Lu � ��u = �r � (ru) = �
@

@xk

�
@u

@xk

�

(2.8)

se sustituye la solución aproximada bu en la ecuación anterior y el problema

se traduce en

�
@

@xk

�
@bu

@xk

�

� f
 = R (bu) (2.9)
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de la de�nición del método de residuos pesados se tiene que

Z




�

�
@

@xk

�
@bu

@xk

�

� f


�

w
i
dx = 0 (2.10)

La ecuación anterior es la expresión del método de residuos pesados para la

ecuación de Poisson.
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Capítulo 3

Adjuntos Formales de
Operadores Diferenciales

Antes de de�nir el operador adjunto formal de un operador diferencial, prime-

ramente debemos identi�car el tipo de funciones con las que se va a trabajar,

funciones escalares o funciones vectoriales, es decir, funciones con valores en

R o con valores vectoriales en Rn respectivamente.

Para dar inicio al tema central de esta sección, entenderemos que se traba-

jará primeramente con funciones escalares, una vez dicho esto planteamos la

siguiente de�nición.

De�nición 2 Sea L un operador diferencial, decimos que un operador L�

es su adjunto formal si satisface la siguiente condición

wLu� uL
�

w = r �D (u;w) (3.1)

tal que las funciones u y w pertenecen a un espacio lineal: Aquí D(u;w) es una

función bilineal. Cuando la ecuación anterior es integrada sobre un dominio


; esta función bilineal representa términos de frontera.

De�nición 3 Si L� = L, el operador L es formalmente simétrico o auto-

adjunto.
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3.1. Ejemplos de Operadores Adjuntos For-
males

En este apartado se ilustrará con ejemplos la de�nición de operadores ad-

juntos formales y la parte correspondiente a términos de frontera. Empezaré

por unos ejemplos muy sencillos de operadores diferenciales lineales.

A) Operador de la derivada de orden cero

La derivada de orden cero de una función u es tal que

d
0
u

dx
= u (3.2)

es decir, L = d0

dx
: Entonces se tiene que

Lu = u (3.3)

de la de�nición de operador adjunto tenemos que

wLu = uL�w +r �D (u;w) (3.4)

entonces en el término izquierdo tenemos

wLu = wu (3.5)

= uw

Nótese que en la ecuación anterior no aparece el término que involucre la

divergencia por lo tanto se tiene que

uL
�

w = uw (3.6)

y el operador adjunto formal es

L
�

w = w (3.7)

Nótese que el operador es auto-adjunto, y la función bilineal es nula.
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B) Operador de la derivada de primer orden

La derivada de primer orden en términos del operador es

Lu = c (x)
du

dx
+ b (x) u (3.8)

entonces de la de�nición de operador adjunto tenemos

wLu = uL�w +r �D (u;w) (3.9)

desarrollando el lado izquierdo tenemos

wLu = wc (x)
du

dx
+ wb (x) u (3.10)

=
d (wcu)

dx
� u

d (wc)

dx
+ wb (x) u

por lo tanto el operador adjunto formal es

L
�

w = �
d

dx
(wc) + wb (x) (3.11)

Y la función bilineal es

D (u;w) = wcu (3.12)

C) Operador Elíptico

El operador elíptico más sencillo de segundo orden es el Laplaciano

Lu � �4u = �
@

@xi

�
@u

@xi

�

(3.13)

un punto importante a notar en la ecuación anterior es que hemos puesto el

operador Laplaciano con signo negativo, por el momento solo se hace énfasis

que es un detalle muy importante para la obtención de la solución aproxima-

da. Esto se verá con más detalle en capítulos posteriores.
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De la de�nición del operador adjunto formal tenemos

wLu = �w
@

@xi

�
@u

@xi

�

(3.14)

= �
@

@xi

�

w
@u

@xi

�

+
@u

@xi

@w

@xi
(3.15)

de aquí desarrollamos el segundo sumando y la expresión anterior es

= �
@

@xi

�

w
@u

@xi

�

+
@

@xi

�

u
@w

@xi

�

� u
@

@xi

�
@w

@xi

�

(3.16)

si se agrupan términos la expresión anterior queda de la siguiente forma

@

@xi

�

u
@w

@xi
� w

@u

@xi

�

� u
@

@xi

�
@w

@xi

�

(3.17)

entonces el operador adjunto formal es

L
�

w = �
@

@xi

�
@w

@xi

�

(3.18)

es decir, el operador es auto-adjunto. Nótese que la función bilineal D(u;w)

es

u
@w

@xi
� w

@u

@xi
(3.19)

Entonces la ecuación (3.18) está dada por

L
�

w = �4w (3.20)

y la función bilineal es

D (u;w) = urw � wru

D) Operador diferencial elíptico de segundo orden más general

Consideremos el operador diferencial elíptico de segundo orden más general

Lu = �r �
�
a � ru

�
+r � (bu) + cu (3.21)
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Aquí a y b es una matriz y un vector respectivamente. De la de�nición de

operador adjunto formal tenemos que

wLu = uL�w +r �D (u;w) (3.22)

desarrollando el lado izquierdo de la ecuación anterior tenemos

wLu = w
�
�r �

�
a � ru

�
+r � (bu) + cu

�
(3.23)

= �wr �
�
a � ru

�
+ wr � (bu) + wcu (3.24)

aplicando la igualdad de divergencia a los dos primeros sumandos se tiene

que la ecuación anterior es igual a

�r �
�
wa � ru

�
+ a � ru � rw +r � (wbu)� bu � rw + wcu (3.25)

= �r �
�
wa � ru

�
+r �

�
uarw

�
� ur �

�
a � rw

�
+ (3.26)

r � (wbu)� bu � rw + wcu

= r�
�
a (urw � wru)

�
+r� (wbu)�ur�

�
a � rw

�
� bu �rw+wcu (3.27)

reordenando la ecuación (3.27) e identi�cando los términos comunes se tiene

�ur �
�
a � rw

�
� ub � rw + ucw +r �

�
a (urw � wru) + (wbu)

�
(3.28)

por lo tanto el operador adjunto formal es

L
�

w = �r �
�
a � rw

�
� b � rw + cw (3.29)

y el término correspondiente a la función bilineal es

D (u;w) = a � (urw � wru) + (wbu) (3.30)

Por lo tanto hemos hallado el operador adjunto formal de el operador elíptico

más general de segundo orden. Nótese que si el operador diferencial es sola-

mente el Laplaciano, entonces L = L�; es decir el operador es auto-adjunto

formal.
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E) La ecuación bi-armónica

Lu = �2
u (3.31)

entonces se tiene que

wLu = uL�w +r �D (u;w) (3.32)

desarrollemos el término del lado izquierdo

wLu = w�2
u (3.33)

= wr � (r�u)

En lo que sigue se utilizará la siguiente identidad de divergencias r � (sV ) =

sr � V + V � rs tal que s es función escalar y V vector, entonces sea w = s

y r�u = V; se tiene

wr � (r�u) (3.34)

= r � (wr�u)�r�u � rw

ahora sea s = �u y V = rw; entonces la ecuación anterior es

r � (wr�u)�r�u � rw (3.35)

= r � (wr�u) + �ur � rw �r � (�urw)

= �wr � ru+r � (wr�u��urw)

sea s = �w y V = ru;entonces tenemos que

�wr � ru+r � (wr�u��urw) (3.36)

= r � (�wru)�ru � r (�w) +r � (wr�u��urw)

= �ru � r (�w) +r � (wr�u+�wru��urw)

por último sea s = u y V = r (�w) y obtenemos que

�ru � r (�w) +r � (wr�u+�wru��urw) (3.37)

= ur � (r (�w))�r � (ur (�w)) +r � (wr�u+�wru��urw)

15



reordenando términos la ecuación anterior se puede escribir como

u�2
w +r � (wr�u+�wru��urw � ur�w)

Por lo tanto

wLu = u�2
w +r � (wr�u+�wru��urw � ur�w) (3.38)

entonces se tiene que el operador adjunto formal es

L
�

w = �2
w (3.39)

y los términos de la función bilineal son

D (u;w) = wr�u+�wru��urw � ur�w (3.40)

Por lo tanto hemos hallado el operador adjunto formal de operador bi-

armónico. Nótese que el operador bi-armónico es auto-adjunto formal.
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3.2. Adjuntos Formales para Sistemas de Ecua-
ciones

En esta sección trabajaremos con funciones vectoriales; para ello necesita-

mos plantear la de�nición de operadores adjuntos formales para este tipo de

funciones.

De�nición 4 Sea L un Operador Diferencial, decimos que un operador L�

es su adjunto formal si satisface la siguiente condición

w L u� u L
�

w = r �D (u;w) (3.41)

tal que las funciones u y w pertenecen a un espacio lineal: Aquí D(u;w)

representa términos de frontera.

Nótese que L, es una matriz y que tanto u y w son funciones vectoriales.

Por lo tanto se puede trabajar con funciones vectoriales utilizando ope-

radores matriciales.

A continuación se desarrollan tres ejemplo de operadores matriciales

A) Operador diferencial con elasticidad estática con valores vec-

toriales

L u = �r � C : ru (3.42)

de la de�nición de operador adjunto formal tenemos que

w L u = u L�w +r �D (u;w) (3.43)

para hacer el desarrollo del término del lado izquierdo se utilizará notación

indicial, es decir, w L u tiene los siguientes componentes

�wi

�
@

@xj

�

Cijpq
@up

@xq

��

; i = 1; 2; 3
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utilizando la igualdad de divergencia tenemos

�wi

�
@

@xj

�

Cijpq
@up

@xq

��

(3.44)

= Cijpq
@up

@xq

@wi

@xj
�

@

@xj

�

wiCijpq
@up

@xq

�

=
@

@xj

�

uiCijpq
@wi

@xj

�

� ui
@

@xj

�

Cijpq
@wi

@xj

�

�
@

@xj

�

wiCijpq
@up

@xq

�

reordenado términos tenemos que la ecuación anterior es

@

@xj

�

uiCijpq
@wi

@xj
� wiCijpq

@up

@xq

�

� ui
@

@xj

�

Cijpq
@wi

@xj

�

(3.45)

en notación vectorial se tiene que

w L u = �ur �

�

C : rw

�

+r �

�

u � C : rw � w � C : ru

�

(3.46)

por lo tanto el operador adjunto formal es

L
�

w = �r �

�

C : rw

�

(3.47)

y el término de la función bilineal es

D (u;w) = u � C : rw � w � C : ru (3.48)

El operador de elasticidad es auto-adjunto formal.

B) Métodos Mixtos Para la Ecuación de Laplace

Este método generaliza en un sentido a FEM. Desde hace tiempo han sido

aplicados en muchas áreas, particularmente a mecánica de solidos y �uidos.

La razón principal para usar métodos mixtos es que en algunas aplicaciones

un vector variable (velocidad del �uido) es la variable primaria en la cual se

está interesado. Entonces los métodos mixtos son desarrollados para obtener

18



la aproximación de dos variables; la variable vectorial y la variable escalar

(ej. presión) simultaneamente.

Ejemplo: Operador Laplaciano

L u =�u = f (3.50)

Sea p; un vector y de�nimos

r � p = f

entonces la ecuación (3.50) se puede obtener del siguiente sistema

p�ru = 0

r � p = f

escrita la ecuación anterior en forma matricial se obtiene

L u =

�
1 -r

r� 0

� �
p

u

�

=

�
0
f

�

(3.51)

nótese que se consideró campos vectoriales de 4 dimensiones, estos son deno-

tados por :

u �
�
p; u
	
y w =

�
q; w

	
(3.52)

Ahora el operador diferencial con valores vectoriales es el siguiente

L u =

�
1 �r

r� 0

�

�

�
p

u

�

(3.53)

=

�
p�ru

r � p

�

entonces

w L u =

�
q

w

�

�

�
1 �r

r� 0

�

�

�
p

u

�

(3.54)

utilizamos la de�nición de operador adjunto

w L u = u L�w +r �D (u;w) (3.55)
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haciendo el desarrollo del término del lado izquierdo de la ec. anterior se tiene

que

w L u =

�
q

w

�

�

�
1 �r

r� 0

�

�

�
p

u

�

(3.56)

=

�
q

w

�

�

�
p�ru

r � p

�

= q p� qru+ wr � p

aquí se utiliza la igualdad de divergencia en los dos términos del lado derecho

y obtenemos

q p� qru+ wr � p (3.57)

= q p+ ur � q �r �
�
qu
�
� p � rw +r �

�
wp
�

= p
�
q �rw

�
+ ur � q +r �

�
wp� uq

�

si se agrupan los dos primeros sumandos como un producto de vector matriz

vector se tiene que

p
�
q �rw

�
+ ur � q +r �

�
wp� uq

�
(3.58)

=

�
p

u

�

�

�
q �rw

r � q

�

+r �
�
wp� uq

�

=

�
p

u

�

�

�
1 �r

r� 0

�

�

�
q

w

�

+r �
�
wp� uq

�

por lo tanto el operador adjunto formal es

L
�

w =

�
1 �r

r� 0

�

�

�
q

w

�

(3.59)

=

�
q �rw

r � q

�

y el término correspondiente a la funcional bilineal es

D (u;w) = wp� uq (3.60)
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C) Problema de Stokes

El problema de Stokes es derivado de la ecuación de Navier-Stokes, la cual

es utilizada en dinámica de �uidos viscosos. En este caso estamos suponien-

do que el �uido es estacionario, la fuerza gravitacional es nula y el �uido

incompresible. Entonces el sistema de ecuaciones a ser considerado es

��u+rp = f (3.61)

�r � u = 0

Tal que u es la velocidad del �uido, p la presión y f son las �erzas de

volumen.

Se considerará un campo vectorial de 4 dimensiones. Ellos serán denotados

por

U = fu; pg y W = fw; qg (3.62)

Ahora el operador diferencial con valores vectoriales es el siguiente

L U =

�
�� r

�r� 0

�

�

�
u

p

�

(3.63)

el desarrollo se hará en notación indicial, entonces tenemos que

W L U =

�
�w�u+ wrp
�qr � u

(3.64)

Usando notación indicial, se tiene que para la ecuación anterior

wi

 

�

X

j

@
2
ui

@x
2

j

+
@p

@xi

!

= �
X

j

wi
@
2
ui

@x
2

j

+ wi
@p

@xi
(3.65)

=
X

j

@wi

@xj

@ui

@xj
�

X

j

@

@xj

�

wi
@ui

@xj

�

= �p
@wi

@xi
+

@

@xi
(wip)
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Desarrollando la primera suma como la derivada del producto de las dos

funciones wi y ui se tiene

�

X

j

ui
@
2
wi

@x
2

j

+
X

j

@

@xj

�

ui
@wi

@xj

�

�

X

j

@

@xj

�

wi
@ui

@xj

�

(3.66)

� p
@wi

@xi
+

@

@xi
(wip)

Reordenando términos tenemos

�

X

j

ui
@
2
wi

@x
2

j

� p
@wi

@xi
+ (3.67)

X

j

@

@xj

�

ui
@wi

@xj
� wi

@ui

@xj

�

+
@

@xi
(wip)

Por otro lado, considerando el segundo término de la ecuación (3.64), se tiene

que

�qr � u (3.68)

en notación índicial está dado por

�q

X

i

@ui

@xi
= �

X

i

q
@ui

@xi
(3.69)

=
X

i

ui
@q

@xi
�

X

i

@

@xi
(qui)

en la ecuación anterior se utilizó la derivada de un producto, entonces agru-

pando las ecuaciones (3.65) y (3.69) se tiene

wi

 

�

X

j

@
2
ui

@x
2

j

+
@p

@xi

!

� q

X

i

@ui

@xi
(3.70)

= �

X

j

ui
@
2
wi

@x
2

j

� p
@wi

@xi
+

X

j

@

@xj

�

ui
@wi

@xj
� wi

@ui

@xj

�

+
@

@xi
(wip) +

X

i

ui
@q

@xi
�

X

i

@

@xi
(qui)
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ordenando los términos se tiene que

�

X

j

ui
@
2
wi

@x
2

j

+
X

i

ui
@q

@xi
� p

@wi

@xi
+ (3.71)

X

j

@

@xj

�

ui
@wi

@xj
� wi

@ui

@xj

�

+
@

@xi
(wip)�

X

i

@

@xi
(qui)

escribiendo la ecuación anterior en notación vectorial tenemos

�u�w + urq � pr � w +r � (urw � wru+ wp� uq) (3.72)

= u (��w +rq)� pr � w +r � (urw � wru+ wp� uq)

Por lo tanto el operador adjunto formal es

L
�

W =

�
�� r

�r� 0

�

�

�
w

q

�

(3.73)

y los términos de la función bilineal son

D (u;w) = urw � wru+ wp� uq (3.74)

Por lo tanto se han mostrado ejemplos de operadores adjuntos formales de

sistemas de ecuaciones para modelos de sistemas continuos.
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Capítulo 4

Derivadas Distribucionales y
Espacios de Sobolev

Antes de de�nir las derivadas distribucionales, se introducen de�niciones que

son fundamentales para el desarrollo en esta sección.

De�nición 5 El soporte de una función u de�nida sobre un dominio 
 es

la cerradura K del conjunto de puntos K � 
 sobre los cuales u (x) 6= 0;

usamos la notación K =supp u (x). Decimos que u tiene soporte compacto

sobre 
 si su soporte K es compacto.

De�nición 6 El espacio D(
) será el subconjunto de funciones in�nita-

mente diferenciales con soporte compacto; algunas veces se denota también

como C1
0
(
):

4.1. Distribuciones

De�nición 7 De�nimos una pseudo-topología en D(
) y decimos que una

sucesión fung � D(
) converge si existe una función u 2 D(
) tal que el

soporte de las fung están todas contenidas en un subconjunto compacto de 


y sus derivadas fD�
ung de cualquier orden converge uniformemente a D

�
u:
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De�nición 8 Distribuciones: Es el espacio de funcionales lineales de�nidas

sobre el espacio D(
) que son continuas con respecto a la pseudo-topología

de la de�nición 7.

Esta de�nición puede ser escrita como

F es continua sobre el espacio D(
) es llamada una distribución o función

generalizada, si y sólo si para cada conjunto compacto K� 
 existe una

constante CK>0 y un entero no negativo m tal que

jF (�)j � CK sup
k�m
x2K

�
�
�
�

d
k
� (x)

dxk

�
�
�
� 8� 2 D(K)

con 
 � Rn:

Se dice que el espacio de distribuciones es el espacio dual de D(
), denotado

como D
0

(
)

Nótese que se puede asociar una distribución con cada una u 2 L2 (
), to-

davía denotado por u y de�nido por

u (�) = hu; �i =

Z




u�dx � 2 D(
) (4.1)

Las funciones � 2 D(
) a veces se les suele llamar funciones de prueba. h�; �i

denota la dualidad de parida entre D
0

(
) y D(
):

Para de�nir las derivadas distribucionales primero se introduce la notación

multiíndice para derivadas de orden superior

Notación multi-índice: Sea Zn
+
el conjunto de todas las n-duplas de enteros

no negativos, un miembro de Zn
+
es usualmente denotato por � ó �; por

ejemplo � = (�1; �2; :::; �n), �i 2 Z
n
+
. Denotaremos por j�j la suma j�j =

�1 + �2 + :::+ �n y por D
�
u la derivada parcial

D
�
u =

@
j�j
u

@x
�1
1
@x

�2
2
:::@x�nn

(4.2)

así, si j�j = m, entonces D�
u denota la m-ésima derivada parcial de u: Si

� = (0; 0; :::; 0) ; entonces se tiene que D�
u = u; es la derivada de orden cero.
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Ejemplo:

Si n = 3, entonces un multiíndice � 2 Z3
+
es una tripleta ordenada de enteros

no negativos. Por ejemplo,� = (1; 0; 3) con j�j = �1+�2+�3 = 1+0+3 = 4:

Además en este caso la derivada parcial D�
u es la cuarta derivada de�nida

por

D
�
u =

@
4
u

@x�1@y�2@z�3
=

@
4
u

@x1@y0@z3
=

@
4
u

@x@z3
(4.3)

4.2. Derivadas Distribucionales

Supongamos que f (x) tiene la propiedad que su derivada f 0 (x) = df (x) =dx

es localmente integrable. Entonces f 0 (x) genera la distribución hf 0; �i : Inte-

grando por partes y recordando que la funciones de prueba � tienen soporte

compacto (lo cual implica que � (�1) = � (1) = 0), entonces tenemos

hf
0

; �i = (4.4)
1Z

�1

f
0 (x)� (x) dx = �

1Z

�1

f (x)�0 (x) dx+

1Z

�1

d

dx
(f (x)� (x)) dx

= �

1Z

�1

f (x)�0 (x) dx+ f (x)� (x)
�
�1
�1

= �hf; �
0

i

Es decir, "la acción de f 0 sobre � es igual que la acción de menos f sobre

�
0": Ahora usamos este resultado como una base para de�nir la derivada q0

de cualquier distribución q: Sea q una distribución cualquiera. La funcional

p de�nida por

hp; �i = �hq; �0i 8� 2 D(
) (4.5)

es llamada la derivada distribucional de q; y usamos la notación

p = q0
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Esto es, la ecuación (4.5) es hecha para aparecer como una integración por

partes:

hq
0

; �i = �hq; �0i 8� 2 D(
) (4.6)

Se puede demostrar que la cantidad q0 es también una distribución.

Funciones como la delta de Dirac y la Heaviside no tienen derivada en el

sentido ordinario, sin embargo, si estas funciones son tratadas como dis-

tribuciones es posible extender el concepto de derivada de tal manera que

cualquier número de derivadas pueda ser de�nida para estas funciones y ver-

daderamente, para cualquier distribución.

Derivadas distribucionales de orden superior son de�nidas de la siguiente

manera.

Dada la notación multi-índice � y una distribución u; podemos de�nir su

derivada distribucional D�
u 2 D

0

(
) por

hD
�
u; �i = �1j�j hu;D�

�i � 2 D(
) (4.7)

Entonces de la de�nición de derivada distribucional se tiene que

hD
�
u; �i = �1j�j hu;D�

�i = �1j�j
Z




uD
�
�dx con u 2 L2 (
)

Z




(D�
u)�dx = (�1)j�j

Z




uD
�
�dx (4.8)

De�nición 9 La derivada de cualquier distribución u se de�ne como: La

��ésima derivada parcial distribucional o generalizada de una distribución

u; es de�nida por una distribución denotada por D�
u; que satisface

hD
�
u; �i = (�1)j�j hu;D�

�i ; 8� 2 D(
) (4.9)

Nótese que si u pertenece a Cm
�
�

�
; entonces la derivada distribucional

coincide con la derivada parcial ��ésima para j�j � m:

Ahora se está en condiciones de introducir los espacios de Sobolev.
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4.3. Espacios de Sobolev

En esta subsección se de�nen los espacios de Sobolev. Primeramente de�nire-

mos lo que entendemos por un espacio L2.

De�nición 10 Una función u(x) de�nida sobre 
 � Rn se dice que pertenece

al espacio L2(
) si Z




ju(x)j2 dx <1 (4.10)

es decir, es integrable en el sentido de Lebesgue.

De�nición 11 El espacio de Sobolev de orden m, para m� 0 denotado por

H
m(
); es de�nido

H
m(
) = fu j D�

u 2 L2(
) 8� tal que j�j � mg (4.11)

Si se considera que a cada distribución se le puede asociar una función u que

pertenece a L2(
) entonces se tiene que la de�nición de espacio de Sobolev

es equivalente a

hD
�
u; �i =

Z




u��dx � 2 D(
) y u� 2 L2(
) (4.12)

y se puede identi�car a D�
u con u�

De manera más general se puede de�nir el espacio de Sobolev de orden m; p

sobre 
 esto es

De�nición 12 El espacio de Sobolev de orden m,p para m� 0 denotado por

H
m;p(
); es de�nido

H
m;p(
) = fu j D�

u 2 Lp(
) 8� tal que j�j � mg (4.13)

Los espacios Lp; están de�nidos en el apéndice.

Considérese únicamente funciones con valores en los reales y de�nimos en el

espacio Hm un producto interior denotado por (�; �)

El espacio de SobolevHm (
) es un espacio de Hilbert con el producto escalar

siguiente

28



De�nición 13 El producto escalar (�; �) de dos elementos u y v 2 Hm(
)

está dado por

(u; v)
Hm(
)

=
X

j�j�m

(D�
u;D

�
v)
L2(
)

(4.14)

Nótese que si m = 0 entonces se tiene que H0 (
) = L2 (
) ; es decir

(u; v)
H0(
)

=
X

j�j�0

(D�
u;D

�
v)

L2(
)

(4.15)

= (u; v)
L2(
)

=

Z




uvdx

que es el producto escalar para dos funciones u; v de�nidas en L2 (
) : Por lo

tanto H0 (
) = L2 (
) :

La norma inducida por el producto escalar es la siguiente

De�nición 14 La norma k�k
Hm inducida a partir del producto escalar (�; �)Hm

queda de�nida por

kuk
2

Hm(
)
= (u; u)

Hm(
)
=

Z




X

j�j�m

jD
�
uj
2
dx (4.16)

Nota: El espacio L2(
) será denotado por H
0(
).

En forma general se puede de�nir la norma para cada u 2 Hm
p (
) como sigue

De�nición 15 u 2 Hm
p (
) entonces la norma de u está dada por

kuk
p

Hm(
)
=

Z




X

j�j�m

jD
�
uj
p
dx (4.17)

Es de importancia considerar el espacio H1 (
) : Entonces si u y v 2 H1 (
) ;

tal que son funciones de�nidas en x1; x2. Entonces el producto interior para
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H
1 (
) está de�nido como

(u; v)
H1(
)

=
X

j�j�1

(D�
u;D

�
v)

L2(
)

(4.18)

=
�
D
0
u;D

0
v

�

L2(
)

+
�
D
1
u;D

1
v

�

L2(
)

= (u; v)
L2(
)

+
�
D
1
u;D

1
v

�

L2(
)

=

Z




uv+

�
@u

@x1

@v

@x1
+
@u

@x2

@v

@x2

�

dx

=

Z




uv+ru � rvdx

Nótese que se ha considerado que � = (1; 0) ; (0; 1) y la de�nición de derivada

parcial en notación indicial.

Un espacio completo con producto interior es llamado un espacio de Hilbert,

un espacio normado y completo es llamado espacio de Banach. Y como todo

producto interior de�ne una norma, entonces todo espacio de Hilbert es un

espacio de Banach.

De�nición de los espacios Hm
0
(
) : Cuando se trabaja con problemas

con valores en la frontera, es necesario plantear espacios de funciones que se

anulen en la frontera, para ello se hace uso de los espacios Hm
0
(
)

De�nición 16 Hm
0
(
) se de�ne como la cerradura de D(
) en Hm (
) ;

es decir, es la cerradura de las funciones continuamente diferenciables con

soporte compacto que pertenecen a Hm (
) :Es decir

H
m
0
(
) = D(
) (4.19)

donde la cerradura está en Hm (
)

H
m
0
(
) es un subconjunto propio de Hm (
) si y sólo si m > 1=2 :

�
H
m
0
(
) = Hm (
) ;m � 1=2

H
m
0
(
) 6= Hm (
) ;m > 1=2

(4.20)

Sea m un número real no negativo. Se de�ne H�mcomo
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De�nición 17 El espacioH�m (
) se de�ne como el espacio dual deHm
0
(
) ;

es decir, como el espacio de funcionales lineales continuas sobre Hm
0
(
) : Da-

da una funcional u2 H�m (
) una función v2 Hm
0
(
) ; se denota el valor

de u en v por hu; vi :El espacio H�m es entonces equipado con la norma dual

jjujj
H�m(
)

= sup
v2Hm

0
(
)

hu; vi

jjvjj
Hm(
)

(4.21)

De�nición 18 Si u2 H�m (
) entonces
Z




uwdx

está de�nida solamente si w 2 Hm (
) de otra forma no.

4.4. Espacios traza

Para poder plantear los espacios traza que son parte fundamental en el de-

sarrollo de este tabajo, primeramente se introducen las de�niciones de un

dominio Lipschitz, así como frontera Lipschitz.

Aquí y en lo que sigue, se asume que un conjunto 
 � R
n es un dominio

Lipschitz. Es decir, es un conjunto abierto acotado con frontera Lipschitz

continua.

De�nición 19 La frontera @
 es Lipschitz continua si existe un número

�nito de conjuntos abiertos Oi, i=1,2,...,m, que cubre @
, tal que, para cada

i, la intersección @
 \ Oi es la grá�ca de una función Lipschitz continua y


 \ Oi depende sobre un lado de esta grá�ca.

Traza de una función en Hm (
) : Una parte importante en los problemas

con valores en la frontera de�nidos sobre el dominio 
 es de�nir de forma

única los valores que tomará la función sobre la frontera @
: Este apartado se

identi�cará bajo que condiciones es posible tener de�nidos de forma única los

valores en la frontera @
 tal que podamos de�nir un operador tr(�) continuo

que actué en 
 = 
 [ @
; tal que tr (u) = u j@
 :

31



Lema 20 Sea 
 una región Lipschitz y sea m>1/2. Entonces, el operador

tr:C1
�


�
! C

1 (@
) ; mapea una función dentro de sus restricciones sobre

la frontera, puede ser extendido continuamente a un operador tr: Hm (
)

! H
m�1=2 (@
) :

Lema 21 Con las mismas suposiciones como en el lema (17), existe un

operador continuo R0 : H
m�1=2 (@
) !Hm (
), tal que tr(R0u) = u; u2

H
m�1=2 (@
) :

Las de�niciones y propiedades previas pueden facilmente ser generalizadas

para un subconjunto propio � � @


El espacio Hm
0
(
) coincide con el kernel de tr(�) para 1=2 < m < 3=2:
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Capítulo 5

Funciones De�nidas por
Tramos y sus Espacios de
Sobolev

Para de�nir las funciones de�nidas por tramos, primeramente se introduce

un dominio 
 � Rn (n = 2 ó 3) ; con frontera @
: Sea � = f
1;
2; :::;
Eg

una partición del dominio 
;donde 
i i = 1; 2; :::; E, son los subdominios

veáse la �gura (5.1).

Figura 5.1: El dominio 
 y su partición
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Dada tal partición, las fronteras de los subdominios son @
i i = 1; 2; :::E:

Claramente @
 �

E[

i=1

@
i, en adición � �
E[

i=1

@
i, es de�nido como el comple-

mento cerrado de @
 con respecto a

E[

i=1

@
i; y será llamado frontera interna,

mientras que @
 será llamado frontera exterior: Nótese que la frontera interna

también es caracterizada por

� =
[

i6=j

@
i \ @
j (5.1)

Además se asume que � ha sido orientada, es decir, lados positivo y negativo

han sido de�nidos en cada punto x2 �; excepto en la esquinas. Entonces, un

vector único normal n se toma apuntando hacía afuera del lado positivo, casi

donde quiera sobre � excepto en un conjunto de medida cero.

Una vez planteadas las bases necesarias para un dominio de trabajo 
;

se necesita introducir las funciones de�nidas para cada subdominio 
i.

5.1. De�nición de Funciones De�nidas por Tra
mos

Dada la partición � = f
1;
2; :::;
Eg ; del dominio 
 una función de�nida

por tramos signi�ca una sucesión de funciones (w1; w2; :::; wE) ; tal que para

cada i = 1; 2; :::E; la función wi está de�nida casi donde quiera en 
i ; las

funciones wi son llamadas "localmente de�nidas". Cuando una función w es

de�nida casi en todas partes de 
, podemos asociarle a esta, unicamente,

una función de�nida por tramos (w1; w2; :::; wE) : Para este �n la función wi,

para cada i = 1; 2; :::; E; es tomada para ser la restricción de w en 
i: La

sucesión (w1; w2; :::; wE) será referida como la representación por tramos de

w: Inversamente, dada cualquier función de�nida por tramos (w1; w2; :::; wE),

existe una única función w, de�nida en 
; tal que (w1; w2; :::; wE) es la rep-

resentación por tramos de w; tal función de�nida en 
 tiene la siguiente
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restricción

w � wi; (a.e.) en 
i i = 1; 2; :::; E (5.2)

Cuando se consideran funciones de�nidas por tramos, si la traza de wi; es

de�nida casi donde quiera sobre @
i, para cada i = 1; 2; :::E, entonces dos

funciones (w+; w�) son de�nidas casi donde quiera sobre los lados positivo y

negativo de � respectivamente. Esto permite de�nir el salto y el promedio

de w a través de � por

[[w]] = w+ � w� y _w �
1

2
(w+ + w�) (5.3)

respectivamente. De aquí se obtienen las siguientes identidades

w+ = _w +
1

2
[[w]] y w� = _w �

1

2
[[w]] (5.4)

Debe considerarse que en muchas aplicaciones wi serán funciones con valores

vectoriales; es decir, estas funciones pueden tomar valores en Rn: Nótese que

los valores de w+ y w� se obtienen si se plantean las de�niciones de ( 5.3)

como un sistema de ecuaciones lineales de 2 por 2 y se resuelve para w+ y

w�:Esto es

1

2
w+ +

1

2
w� = _w (5.5)

w+ � w� = [[w]]

5.2. Espacios de Sobolev de Funciones De�ni-
das por Tramos

Dada una familia de espacios lineales fD (
1) ; D (
2) ; :::; D (
E)g, tal que

D (
i), para cada i = 1; 2; :::E; es un espacio lineal de funciones de�nido casi

donde quiera en 
i; se puede considerar el espacio

D (
) = D (
1)�D (
2)� :::�D (
E) (5.6)

Tal que � denota la suma directa entre los espacios D (
i)
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Entonces, los elementos de D (
) son funciones de�nidas por tramos,

(w1; w2; :::; wE) ; con wi 2 D (
i) ; i = 1; 2; :::; E: Un ejemplo de tales espacios

lineales es el espacio de Sobolev de orden p para funciones de�nidas por

tramos, el cual es de�nido por

Ĥ
p (
) = Hp (
1)�H

p (
2)� :::�H
p (
E) ; p = 0; 1; :: (5.7)

Aquí, Hp (
i) es el espacio de Sobolev de orden p, de funciones de�nidas en


i . Unicamente valores enteros de p � 0; serán considerados. Cada función

w 2 Ĥ
p (
) es una sucesión, w � (w1; w2; :::; wE) ;con wi 2 H

p (
i) ; i =

1; 2; :::; E:

Observe que cuando w 2 Hp (
), entonces las restricción, wi de w a 
i tiene

la propiedad que wi 2 H
p (
i) : Por lo tanto

H
p (
) � Ĥp (
) (5.8)

Para p > 0; esta es una inclusión propia. Sin embargo para p = 0; H0 (
) �

Ĥ
0 (
) � L2 (
) : Además

H
0 (
) � Ĥ0 (
) � Ĥp (
) 8p � 0 (5.9)

Aquí las funciones de�nidas en 
 han sido identi�cadas con sus representa-

ciones por partes como se explico en la sección anterior. En vista de la

ecuación (5.9), todos los espacios Ĥp (
), para p = 0; 1; 2; :::; están hechos de

funciones las cuales pertenecen a H0 (
) � L2 (
) :

Además, para cada p � 0; una función v̂ = (v1; v2; :::; vE) 2 H
0 (
) pertenecen

a Ĥp (
) si y sólo si la norma

jjv̂jj
p;
;�

=

 
EX

i=1

jjvijj
2

p;
i

! 1

2

(5.10)

está bien de�nida. Nótese

jjvijj
2

p;
i

es la norma para la función vi 2 H
p (
i) de�nida anteriormente.
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Aquí, los subíndices 
 y � han sido incluidos para enfatizar el hecho de que

tal norma no solo depende del dominio 
, si no tambien de la partición �:

Cuando Ĥ p (
) es equipado con la norma de la ecuación (5.10), este es un

espacio de Hilbert. La familia de subespacios
n

Ĥ
p (
) jp = 0; 1; 2; :::

o

es una

familia anidada de espacios de Hilbert en el sentido que

H
0 (
) � Ĥp (
) � Ĥq (
) (5.11)

cuando 0 � p � q:

Recordemos que cuando u�; w� 2 H
1 (
) la siguiente fórmula de Green se

cumple (ver Ciarlet [15]):

Z


�

u�
@w�

@xi
dx = �

Z


�

w�
@u�

@xi
dx+

Z

@
�

u�w�nidx (5.12)

Por lo tanto,

EX

�=1

Z


�

u�
@w�

@xi
dx = �

EX

�=1

Z


�

w�
@u�

@xi
dx+

EX

�=1

Z

@
�

u�w�nidx

o, equivalentemente

EX

�=1

Z


�

u�
@w�

@xi
dx = �

EX

�=1

Z


�

w�
@u�

@xi
dx+

Z

@


uwnidx�

Z

�

[[uw]]nidx (5.13)

aquí, la identidad

EX

�=1

Z

@
�

u�w�nidx =

Z

@


uwnidx�

Z

�

[[uw]]nidx (5.14)

ha sido usada. Por eso la ecuación (5.14) ilustra nuestra notación. Nótese que

la ecuación (5.13) puede ser escrita como

EX

�=1

Z


�

u�
@w�

@xi
dx+

EX

�=1

Z


�

w�
@u�

@xi
dx =

Z

@


uwnidx�

Z

�

�
�

bu [[w]] +
�

bw [[u]]

�

nidx

(5.15)
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y, en particular, cuando w 2 D(
) la ecuación previa queda como

EX

�=1

Z


�

w�
@u�

@xi
dx+

EX

�=1

Z


�

u�
@w�

@xi
dx = �

Z

�

w [[u]]nidx (5.16)

El hecho que w 2 D(
) implica que [[w]] = 0; y además
�

bw = w; se obtiene el

resultado anterior. Nótese que en la ecuación (5.15) se utilizó el algebra de

saltos; que viene desarrollada en el siguiente capítulo (6).

5.3. Relación entre Diferentes Tipos de Es-
pacios de Sobolev

Un problema básico que está adicionado en esta sección es como caracterizar

el espacio Hp (
) como un subconjunto de bHp (
) : En particular, una condi-

ción necesaria y su�ciente para miembros u � (u1; u2; :::; uE) 2 bHp (
) para

ser miembros de Hp (
) ; serán dados.

Cuando m � 1 y u � (u1; u2; :::; uE) 2 Ĥ
m (
) ; las trazas de u�, sobre

@
�; para cada � = 1; 2; :::E; pertenecen a L2 (@
�) veáse [15]. Entonces,

como se explico habiendo orientado la frontera interna � las funciones u+ 2

L
2 (�) y u� 2 L

2 (�) ; además el salto y el promedio através de �; están bien

de�nidas.

Lema 22 Sea u2 Ĥ1 (
) ; entonces

i. Para cada una función � 2 D(
); se tiene que

EX

�=1

Z


�

�
@u�

@xi
dx+

Z




u
@�

@xi
dx = �

Z

�

� [[u]]nidx (5.17)

ii. u2 H1 (
) si y sólo si [[u]] = 0 sobre �:

El teorema de donde se obtiene este Lema viene dado en el apéndice B
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5.4. Teorema de Green Generalizado

Un punto muy importante a considerar en las funciones de�nidas por tramos

en un dominio 
; es la frontera interna �: Para plantear el teorema de Green

Generalizado, primero se plantea el Teorema de Green y después el Teorema

de Gauss o de la divergencia.

Teorema 23 Green. Sea f(x1;x2;:::; xn) una función de n-variables 2 L2 (
).

Considere una región 
 del espacio Euclidiano n-dimensional. Entonces
Z




@f

@xi
(x) dx

¯
=

Z

@


f (x)nidx (5.19)

donde n=(n1; n2; :::; nn) es el vector normal unitario que apunta hacia el

exterior de 
:

El Teorema de la Gauss o de la Divergencia se deriva fácilmente del Teo-

rema de Green.

Teorema 24 Gauss o de la Divergencia. Sea 
 una región de Rn. En-

tonces el teorema de Gauss establece que
Z




r � udx =

Z

@


u � ndx (5.20)

tal que u (x1; x2; :::; xn) 2 L
2 (
) es una función vectorial de n variables.

La divergencia se de�ne como

r � u =

nX

i=1

@ui

@xi
(5.21)

Demostración. El teorema se demuestra considerando las ecuaciones (5.19)

y (5.21)

Z




r � udx =

Z




nX

i=1

@ui

@xi
(x) dx =

Z

@


nX

i=1

ui (x) � nidx =

Z

@


u (x) � ndx
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Una versión más general del Teorema de Green, aplicable a campos vecto-

riales continuos por partes y con primeras derivadas también continuas por

partes, se presenta a continuación. Más especí�camente, supondremos que la

función vectorial u y su primera derivada son continuas en cada una de las

subregiones f
1;
2; :::;
Eg, separadamente.

Teorema 25 Green generalizado. Sea 
 una región de Rn y sea � =

f
1;
2; :::;
Eg una partición de 
; es decir, 
i ,8i = 1; 2; :::; E es una

subregión de 
, 
i \ 
j = ? siempre que i 6= j, y 
 � [Ei=1
i. Además, en

lo que sigue, � denota el complemento cerrado de @
, en

E[

i=1

@
i. Entonces

el teorema de Green generalizado establece que

Z




r � udx =

Z

@


u � ndx�

Z

�

[[u]] � ndx

tal que u (x1; x2; :::; xn) es una función vectorial de n variables continua por

partes y con primera derivada continua por partes.Veáse �gura (5.1)

Su demostración viene dada en el apéndice A.
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Capítulo 6

Fórmulas de Green - Herrera

La teoría algebraica de Herrera para problemas de valores de frontera (BVP),

implica un tipo de operadores de extensión de gran generalidad. Estos ope-

radores usan funciones de base y de peso completamente discontinuas que

pueden ser aplicadas simultáneamente. Por ello es de importancia mostrar

la formulacón Green-Herrera para operadores diferenciales. Primeramente se

introduce la formulación Green como una introducción a las fórmulas Green-

Herrera.

6.1. Fórmulas de Green

En la teoría de ecuaciones diferenciales parciales se hace un uso extensivo de

las fórmulas de Green, por ello en este capítulo presentamos primeramente

las fórmulas de Green. Para plantear dichas fórmulas; dada la ecuación dife-

rencial en forma general

Lu = f ; en 
 (6.1)

donde L es un operador diferencial lineal, además están dadas ciertas condi-

ciones de frontera en @
; de manera que tenemos un problema bien planteado;

es decir, se garantiza la existencia y unicidad de la solución.
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Para este desarrollo consideraremos funciones escalares entonces; por de�ni-

ción un operador L y su adjunto formal L� deben satisfacer la siguiente

condición:

wLu� uL
�

w = r �D (u;w) (6.2)

donde D (u;w) es una función bilineal. Sea D1 un espacio lineal de funciones

base y D2 como espacio lineal de funciones de peso. Si integramos la ecuación

anterior en 
 y aplicamos el teorema de la divergencia se obtiene que

Z




(wLu� uL�w) dx =

Z

@


D (u;w) � ndx (6.3)

entonces el procedimiento para construir las fórmulas de Green es descom-

poniendo el término derecho de la siguiente forma

D (u;w) � n = B (u;w)� C� (u;w) (6.4)

Donde B (u;w) y C� (u;w) = C (w; u) son dos funciones bilineales de�nidas

en @
 de manera puntual; es decir que para cada x2 @
; éstas son fun-

ciones lineales en u y w separadamente, mientras que el asterisco designa a

la transpuesta de la forma bilineal. B (u;w) incluye los valores de frontera

(dato del problema) mientras que C� (u;w) depende de los valores comple-

mentarios (no prescritos) de frontera.

Una vez introducida la descomposición de D (u;w) � n, resulta entonces

al sustituir en la ecuación (6.3) se obtienen las fórmulas de Green

Z




wLudx�

Z

@


B (u;w) dx =

Z




uL
�

wdx�

Z

@


C
� (u;w) dx (6.5)
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De�nimos los siguientes operadores funcionales bilineales

hPu;wi =

Z




wLudx (6.6)

hQ
�

u;wi =

Z




uL
�

wdx

hBu;wi =

Z

@


B (u;w) dx

hC
�

u;wi =

Z

@


C
� (u;w) dx

según las de�niciones anteriores, P;B;Q� y C� son funcionales bilineales

reales de�nidas en D1 � D2: Entonces la ecuación (6.5) se puede escribir

como

h(P �B) u;wi = h(Q� � C�) u;wi (6.7)

que se satisface 8u 2 D1 y 8w 2 D2:

De una manera más compacta se puede escribir la ecuación (6.7) como

P �B � Q
�

� C
� (6.8)

Esta expresión representa la fórmula de Green para operadores en campos

continuos.

A continuación se muestra un ejemplo de las fórmulas de Green para el

operador Lapaciano

Ejemplo

Sea el operador Lapaciano dado de la siguiente forma

Lu = �r �
�
a � ru

�

y el problema está dado como

�r �
�
a � ru

�
= f


u = g en @
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sabemos que su operador adjunto es

L
�

w = �r �
�
a � rw

�

y además la función bilineal es conocida

D (u;w) = ua � rw � wa � ru

ahora separemos la funcional bilineal

D (u;w) � n = B (u;w)� C� (u;w)

tal que

B (u;w) = uan � rw

C
� (u;w) = wan � ru

es decir, la funcional bilineal B (u;w) involucra valores de frontera (dato del

problema) y C� (u;w) depende de los valores complementarios (no prescritos)

de frontera. Entonces se tiene que

Z




wLudx�

Z

@


B (u;w) dx =

Z




uL
�

wdx�

Z

@


C
� (u;w) dx

es equivalente a escribir

Z




�wr �
�
aru

�
dx�

Z

@


uan � rwdx =

Z




�ur �
�
arw

�
dx�

Z

@


wan � rudx

Si adoptamos las siguientes de�niciones

Pu
 � f

Bu@
 � g

Considerando las de�niciones anteriores se tiene que

(P �B) u = f � g
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esta ecuación es equivalente a

(Q� C)� u = f � g

Nótese que las ecuaciones anteriores pueden ser escritas como

h(P �B) u;wi = hf � g; wi 8w 2 D2

h(Q� C)� u;wi = hf � g; wi 8w 2 D2

respectivamente. Estas ecuaciones exhiben más claramente el caracter varia-

cional y ejempli�ca de manera sistemática las fórmulas de Green. A conti-

nuación se presenta las fórmulación Green-Herrera para operadores en cam-

pos discontinuos.

6.2. Fórmulas de Green-Herrera

Sea 
 un dominio y � = f
1;
2; :::;
Eg una partición de éste. Dada la

ecuación diferencial

Lu = f
, en 
 (6.9)

donde L es un operador diferencial lineal con coe�cientes clase C1. Además

se proporcionan condiciones de frontera en @
 y condiciones de salto en

�, de tal modo que resulta un problema bien planteado, es decir, que tiene

solución y ésta es única. Las condiciones de salto se re�eren a discontinuidades

�nitas de la función u en �: El problema enunciado se denomina Problema

de Contorno con Saltos Preescritos.

Si u 2 D1 (
) entonces la ecuación diferencial Lu está de�nida en el interior

de cada 
i para i = 1; 2; :::E: De igual forma, w 2 D2 (
) entonces L
�
w

está de�nido en el interior de cada 
i, para i = 1; 2; :::E: Ambos operadores

diferenciales podrian no estar de�nidos en � [ @
:

El operador diferencial L y su operador diferencial adjunto formal L� satis-

facen la igualdad:

wLu� uL
�

w = r �D (u;w) (6.10)
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donde D (u;w) es una función bilineal de�nida en D1 (
)� D2 (
) : Si se

integra la ecuación (6.10) en cada 
i para i = 1; 2; :::E; y se considera 
 =
E[

i=1


i, se tiene que

EX

i=1

Z


i

(wLu� uL�w) dx =

EX

i=1

Z


i

r �D (u;w) dx (6.11)

Aplicando el teorema generalizado de la divergencia en el lado derecho de la

ecuación (6.11), obtenemos

EX

i=1

Z


i

wLudx�

EX

i=1

Z


i

uL
�

wdx =

Z

@


D (u;w) � ndx�

Z

�

[[D (u;w)]] � ndx

(6.12)

Desarrollando el algebra de saltos en el segundo sumando del lado derecho

de la ecuación (6.12) se tiene la ecuación anterior puede ser escrita como

EX

i=1

Z


i

wLudx�

EX

i=1

Z


i

uL
�

wdx (6.13)

=

Z

@


D (u;w) � ndx�

Z

�

D

�
�

bu; [w]

�

� ndx�

Z

�

D

�

[[u]] ;
�

bw

�

� ndx

Nótese que en la ecuación anterior se ha utilizado el algebra de saltos dada

por la siguiente expresión

[[D (u;w)]] = D

�
�

bu; [[w]]

�

+D

�

[[u]] ;
�

bw

�

su demostración viene dada en la sección (6.3).

Ahora para poder usar las fórmulas de Green, se introducen las siguientes

funcionales bilineales reales de�nidas enD1 (
)�D2 (
). Sean las funcionales
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bilineales B (u;w) ; C� (u;w) ;J (u;w) y K� (u;w) tales que producen las si-

guientes descomposiciones de los términos de la ecuación (6.13)

D (u;w) � n � B (u;w)� C� (u;w) en @
 (6.14)

D

�
�

bu; [[w]]

�

� n � K
� (u;w) en � (6.15)

�D

�

[[u]] ;
�

bw

�

� n � J (u;w) en �

Aquí C� (u;w) es la transpuesta de la funcional bilineal C (w; u) y se de�ne

como C� (u;w) � C (w; u) ; de igual manera para K� (u;w) � K (w; u) : La

funcional bilineal B (u;w) está en función de los valores de frontera (condi-

ciones de frontera y condiciones iniciales), mientras que C� (u;w) involucra

los valores desconocidos en @
 (información desconocida).

Rescribiendo la ec (6.13) en términos de las descomposiciones de D (u;w) � n

y [[D (u;w)]] � n dadas en las ecuaciones (6.14) y (6.15) respectivamente,

entonces se obtiene la siguiente Fórmula Green-Herrera

EX

i=1

Z


i

wLudx�

Z

@


B (u;w) dx�

Z

�

J (u;w) dx (6.16)

=
EX

i=1

Z


i

uL
�

wdx�

Z

@


C
� (u;w) dx�

Z

�

K
� (u;w) dx

A continuación se introduce la siguiente notación,

hPu;wi =

EX

i=1

Z


i

wLudx (6.17)

hQ
�

u;wi =

EX

i=1

Z


i

uL
�

wdx
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hBu;wi =

Z

@


B (u;w) dx

hC
�

u;wi =

Z

@


C
� (u;w) dx

hJu; wi =

Z

�

J (u;w) dx

hK
�

u;wi =

Z

�

K
� (u;w) dx

De acuerdo a las de�niciones de las ecuaciones (6.17), P;B; J;Q�; C�; K�

son funcionales bilineales de�nidos en D1 (
) � D2 (
) y entonces se puede

escribir la ec(6.16) como

h(P �B � J) u;wi = h(Q� � C� �K�) u;wi (6.18)

que se satisface 8u 2 D1 (
) y 8w 2 D2 (
) :

De manera más compacta se puede escribir como

P �B � J = Q� � C� �K� (6.19)

Esta expresión representa la Formula Green-Herrera para operadores en

campos discontinuos.

Los funcionales bilineales P;B; J;Q�; C� y K� tambien pueden ser vistos co-

mo operadores funcionales lineales de�nidos enD1 (
) y que toman valores en

D
�

2
(
), es decir, P : D1 (
) �! D

�

2
(
) ; donde Pu 2 D�

2
(
) es una funcional

lineal de�nida en D1 (
) : De manera similar sucede para las transpuestas de

estos funcionales bilineales P �; B�; J�; Q; C yK los cuales son operadores fun-

cionales lineales que toman valores en D�

1
(
) y están de�nidos en D2 (
) :
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Nótese que para resolver el problema (6.9) es necesario plantear solo el lado

izquierdo de la ecuación (6.18), es decir, el directo

Pu = f;

Bu = g

J = j

entonces se tiene que el problema de valores en la frontera con saltos se puede

escribir como

(P �B � J) u = f � g � j

veáse ([12]).

6.3. Salto de un Operador Bilineal

Salto de un operador funcional bilineal con coe�cientes continuos implica que

[[D (u;w)]] = D

�
�

bu; [[w]]

�

+D

�

[[u]] ;
�

bw

�

(6.20)

Demostración.

[[D (u;w)]] = D (u+; w+)�D (u�; w�)

= D

�
�

bu+
1

2
[[u]] ;

�

bw +
1

2
[[w]]

�

�D

�
�

bu�
1

2
[[u]] ;

�

bw �
1

2
[[w]]

�

Aquí se consideró la de�nición del valor de la función u por la derecha y por

la izquierda, es decir

u+ =
�

bu+
1

2
[[u]] y u� =

�

bu�
1

2
[[u]]

Puesto que D (u;w) es bilineal, se obtiene

D (u+; w+) = D

�
�

bu;
�

bw

�

+D

�
�

bu;
1

2
[[w]]

�

+D

�
1

2
[[u]] ;

�

bw

�

+D

�
1

2
[[u]] ;

1

2
[[w]]

�

(6.21)
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D (u�; w�) = D

�
�

bu;
�

bw

�

�D

�
�

bu;
1

2
[[w]]

�

�D
1

2
[[u]] ;

�

bw+D

�
1

2
[[u]] ;

1

2
[[w]]

�

(6.22)

Sumando las ecuaciones (6.21) y (6.22) se tiene que

[[D (u;w)]] = D

�
�

bu; [[w]]

�

+D

�

[[u]] ;
�

bw

�

Salto de un operador funcional con coe�cientes discontinuos implica que

[[D (u;w)]] = D
+
(u;w)�D

�
(u;w) (6.23)

es decir, es la evaluación de los coe�cientes del operador funcional por am-

bos lados de �: En nuestro caso se considerarán sólo operadores funcionales

bilineales con coe�cientes continuos.
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Capítulo 7

Relación de las Derivadas
Distribucionales y las Fórmulas
de Green-Herrera en Espacios
H
2 (
)

Una situación muy importante a mencionar es que en la de�nición de derivadas

distribucionales de�nidas previamente nunca se discutieron casos en los cuales

las funciones sean discontinuas. Por ello es de interés en este trabajo mostrar

la importancia de la fórmulas de Green-Herrera como una extensión de

las derivadas distribucionales. En lo que sigue se considerará la partición

� = f
1;
2; :::;
Eg :

Primeramente identi�camos el espacio bH2 (
) para ello se tiene que

bH
2 (
) = H2 (
1)�H

2 (
2)� � � � �H
2 (
E) (7.1)

tal que H2 (
i) es el espacio de Sobolev para cada subdominio 
i, y está

de�nido como

H
2 (
i) = fu j D

�
u 2 L2(
i) 8� tal que j�j � 2g 8i = 1; 2; :::E (7.2)
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A continuación se muestra un ejemplo de las fórmulas Green-Herrera como

una extensión de las derivadas distribucionales.

¿Cuál es la derivada distribucional para funciones u 2 bH2 (
)? Para resolver

esta pregunta se planteará un ejemplo de como obtener la derivada distribu-

cional partiendo de la de�nición en el sentido ordinario.

Consideremos que Tu es una derivada distribucional de una función u: Si se

tiene la siguiente ecuación

Z




�Tudx = �

Z




u
@�

@xi
dx 8� 2 D(
) (7.3)

Hallar la derivada distribucional Tu:

Para hallar Tu; consideremos el lado derecho de la ecuación anterior

Z




u
@�

@xi
dx =

Z




@ (u�)

@xi
dx�

Z




�
@u

@xi
dx (7.4)

=

EX

j=1

Z

@
j

u�nidx�

Z




�
@u

@xi
dx

= �

Z




�
@u

@xi
dx�

Z

�

� [u]nidx

Aquí se tomo en cuenta la identidad

EX

j=1

Z

@
j

u�nidx =

Z

@


u�nidx�

Z

�

[[u�]]nidx (7.5)

=

Z

@


u�nidx�

Z

�

�

bu [[�]]nidx�

Z

�

[[u]]
�

b�nidx

= �

Z

�

[[u]]�nidx

esto último, es por que � 2 D(
); entonces la integral de frontera exterior

@
; se anula, además [[�]] = 0 por lo que el segundo término del lado derecho
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es nulo y además

�

b� = �: Por lo tanto se tiene que

Z




�Tudx =

Z




�
@u

@xi
dx+

Z

�

� [[u]]nidx (7.6)

Es decir, la acción de � sobre Tu es igual a la acción de � sobre @u

@xi
en el

dominio 
; más la acción de � sobre [[u]]ni en la frontera interior. Lo cual

puede escribirse como

h�; Tui


=

�

�;
@u

@xi

�




+ h�; [[u]]nii� (7.7)

Por lo tanto se ha encontrado el valor de la derivada distribucional Tu la cual

involucra a derivadas de primer orden y el salto de la función en la frontera

interior. Este es el ejemplo más sencillo para mostrar una parte importante de

las derivadas distribucionales en el sentido más amplio, es decir, considerando

funciones discontinuas que es un caso de las fórmulas Green-Herrera.

Si consideramos la de�nición de derivada distribucional de la forma que se

encuentra en la literatura se tiene que

hD
�
u; �i = (�1)j�j hu;D�

�i ; 8� 2 D(
) (7.8)

entonces retomando el ejemplo de la ecuación (7.1) se tiene queD�
� = @�

@xi
; es

decir � = 1; por lo tanto se tiene que el lado derecho de la ecuación anterior

es

(�1)j1j
Z




u
@�

@xi
dx =

�
@u

@xi
; �

�

=

Z




�
@u

@xi
dx (7.9)

Por lo tanto se ha encontrado la derivada distribucional para la función u

escrita como viene en la literatura. En la siguiente sección se considerarán

derivadas distribucionales en el sentido más general, es decir, en el sentido

de operadores diferenciales.
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7.1. Extension de las Derivadas Distribuciona-
les para Operadores Diferenciales

En relación a la de�nición de operador diferencial lineal y su adjunto L y L�

respectivamente; ellos se considerarán en el sentido distribucional, y entonces

si ellos son de orden m, ambos

Z


i

wLudx y

Z


i

uL�wdx están bien de�nidos

para cada i = 1; 2; :::E:

En esta sección consideraremos derivadas distribucionales tomando en cuenta

operadores diferenciales, es decir,

D
�
u = Lu (7.10)

entonces se tiene que Z




wD
�
udx =

Z




wLudx (7.11)

tal que w 2 D(
): Recordemos la de�nición de operador adjunto formal

wLu�uL
�

w = r �D (u;w) (7.12)

tal que D(u;w) es una funcional bilineal. De la ecuación (7.11) se tiene que

Z




wD
�
udx =

Z




wLudx (7.13)

=

Z




uL
�

wdx+

Z




r �D (u;w) dx

Además se tiene que

Z




uL
�

wdx =

EX

i=1

Z


i

uL
�

wdx (7.14)
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Retomando la ecuación (7.12) e integrando ambos lados sobre 
i se tiene

Z


i

wLudx =

Z


i

uL
�

wdx+

Z


i

fr �D (u;w)g dx (7.15)

=

Z


i

uL
�

wdx+

Z

@
i

D (u;w) � ndx

Sumando el segundo término sobre los subdominios 
i se tiene que

EX

i=1

Z

@
i

D (u;w) � ndx =

Z

@


D (u;w) � ndx�

Z

�

[[D (u;w)]] � ndx (7.16)

Por lo tanto la ecuación (7.15) se puede reescribir como

Z




wLudx =

Z




uL
�

wdx+

Z

@


D (u;w) � ndx�

Z

�

[[D (u;w)]] � ndx (7.17)

Esto implica que

Z




wD
�
udx =

Z




uL
�

wdx+

Z

@


D (u;w) � ndx�

Z

�

[[D (u;w)]] � ndx (7.18)

Es decir, la acción de la función w sobre la derivada distribucional D�
u es

igual a la acción de la función u sobre el operador diferencial adjunto L�

aplicado a la función w; más la acción de la funcional bilineal aplicada a u

y w sobre la frontera exterior, más el termino que involucra a la funcional

lineal para funciones discontinuas sobre la frontera interna �: Nótese que los

integrandos correspondientes a las integrales sobre @
 y �, del lado derecho

son conocidos.

En este momento estamos en condiciones de mostrar los resultados teóricos

con ejemplos de una manera sistemática
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Ejemplo 1 Considérese el operador diferencial Laplaciano

Lu = f en 


u = g sobre @


Lu = ��u (7.19)

Entonces sustituyendo en la ecuación (7.19) se tiene que

D
�
u = ��u (7.20)

Z




wD
�
udx = (7.21)

Z




uL
�

wdx+

Z

@


D (u;w) � ndx�

Z

�

[[D (u;w)]] � ndx

= �

Z




u�wdx+

Z

@


D (u;w) � ndx�

Z

�

[[D (u;w)]] � ndx

Del capítulo (3) se tiene que para un operador diferencial Laplaciano la fun-

cional bilineal D(u;w) y su salto [[D (u;w)]], están dados como

D (u;w) = urw � wru (7.22)

[[D (u;w)]] = D

�
�

bu; [[w]]

�

+D

�

[[u]] ;
�

bw

�

=

 
�

bu [[rw]]� [[w]]
�

cru

!

+

 

[[u]]
�

drw �
�

bw [[ru]]

!

por lo tanto se tiene que
Z




wD
�
udx =

Z




�u�wdx+

Z

@


(urw � wru) � ndx� (7.23)

Z

�

 
�

bu [[rw]]� [[w]]
�

cru

!

+

 

[[u]]
�

drw �
�

bw [[ru]]

!

� ndx
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Nótese que este es un ejemplo sencillo en el cual se ilustra de manera general

las fórmulas de Green-Herrera como una extensión de las derivadas distribu-

cionales, donde se considera funciones de base y de peso discontinuas.

Recordemos que las fórmulas Green-Herrera aplicadas al operador Lapaciano

se pueden expresar en terminos de operadores de la forma directa

h(P �B � J) u;wi

entonces identi�cando a estos operadores se tiene que

P �B � J =

Z




�w�udx

| {z }
P

�

Z

@


u
@w

@n
dx

| {z }
B

��

Z

�

 

[[u]]
�

drw �
�

bw [[ru]]

!

� ndx

| {z }
J

(7.24)

Por lo tanto las fórmulas Green- Herrera son un caso más general de las

derivadas distribucionales ya que consideran que las funciones de peso w

también pueden ser discontinuas.

Ejemplo 2 Operador diferencial más general de 2do orden

Lu = f en 
 (7.25)

u = g sobre @


Lu = �r �
�
aru

�
+r � (bu) + cu

Primeramente identi�camos el operador como una derivada distribucional

D
�
u = �r � aru+r � (bu) + cu

Además se tiene que la función bilineal y su salto están dados por

D (u;w) = a � (urw � wru) + buw

[[D (u;w)]] = D

�
�

bu; [[w]]

�

+D

�

[[u]] ;
�

bw

�

57



Cuando son multiplicados por la normal exterior n, se tiene lo siguiente

D (u;w) � n = an � (urw � wru) + bnuw

B (u;w) = u (anrw + bnw)

J (u;w) = �D

�

[[u]] ;
�

bw

�

� n = �

�

[[u]]
�

anrw + bnw �
�

bw [[anru]]

�

Nótese que an y bn es el resultado de multiplicar la matriz a y el vector b por

la normal exterior. Además consideremos el operador adjunto que está dado

como sigue

L
�

w = �r �
�
a � rw

�
� b � rw + cw

entonces Z




wD
�
udx =

Z




uL
�

wdx+

Z

@


D (u;w) � ndx�

Z

�

[[D (u;w)]] � ndx = (7.26)

Z




u
�
�r �

�
a � rw

�
� b � rw + cw

�
dx+

Z

@


(an � (urw � wru) + bnuw) dx�

Z

�

[[anrw + bnw]]
�

bu� [[w]]
�

\anrudx+

Z

�

[[u]]
�

anrw + bnw �
�

bw [[anru]] dx

La ecuación anterior es un ejemplo más de las fórmulas de Green-Herrera

como una extensión de las derivadas distribucionales.

Escrita en términos de los operadores funcionales

h(P �B � J) u;wi

Identi�camos

hPu;wi =

EX

i=1

Z


i

wLudx =

EX

i=1

Z


i

w
�
�r �

�
aru

�
+r � (bu) + cu

�
dx
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hBu;wi =

Z

@


B (u;w) dx =

Z

@


u (anrw + bnw) dx (7.27)

hJu; wi =

Z

�

J (u;w) dx =

Z

�

�

�

[[u]]
�

anrw + bnw �
�

bw [[anru]]

�

dx

Nótese que el simbolo
�

u y
�

bu denotan el promedio.
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Capítulo 8

Revisión de las Formulaciones
FEM, Green-Herrera y GD

En esta sección se hace un análisis de los métodos de elementos �nitos FEM

estándar, la formulación Green-Herrera y el método Galerkin Discontinuo

DG. El operador con el cual se hace dicho análisis es el operador diferencial

más general de segundo orden. Primeramente se hace el desarrollo del méto-

do FEM, posteriormente la formulación Green-Herrera y se concluye con el

método GD. Y al �nal se hace la comparación de los tres métodos.

8.1. Método de Elementos Finitos

A continuación se hace el desarrollo del operador elíptico más general de

segundo orden con la metodología estándar de FEM.

Considérese el operador diferencial

Lu = f en 
 (8.1)

u = g sobre @


Lu = �r �
�
aru

�
+r � (bu) + cu de�nido en 


Entonces, multiplicando el operador Lu por una función w (x) se tiene

wLu = �wr �
�
aru

�
+ wr � (bu) + wcu
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Ahora integrando sobre el dominio 
 obtenemos
Z




�
�wr �

�
aru

�
+ wr � (bu) + wcu

�
dx (8.2)

=

Z




�
�r �

�
waru

�
+rw � aru+r � (wbu)� burw + wcu

�
dx

Al usar el teorema de Gauss se tiene que la expresión anterior se puede

escribir como
Z




�
rw � aru� burw + wcu

�
dx�

Z

@


w
�
aru� bu

�
�ndx =

Z




fwdx (8.3)

La integral de frontera y lado derecho son conocidos dado que conocemos a

la función f y las condiciones de frontera para la función w: Con el supuesto

que las funciones w se anulan en la frontera, se tiene que la ecuación anterior

se puede escribir como

Z




�
rw � a � ru� burw + wcu

�
dx =

Z




fwdx (8.4)

A continuación se propone una solución aproximada de la siguiente forma u =

u0+v donde u0 = g sobre @
: Entonces sustituyendo la solución aproximada

en la ec. (8.4) se tiene que

Z




�
rw � arv � bvrw + wcv

�
dx = (8.5)

Z




fwdx�

Z




�
rw � aru0 � bu0rw + wcu0

�
dx

Necesitamos elegir un espacio dimensionalmente �nito VN generado por fun-

ciones base fw1; w2; : : : wNg, y se propone la siguiente aproximación a la

función v

bv (x) =

NX

j=1

vjwj (x) ' v (x) (8.6)
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tal que vj son los coe�cientes que se tienen que encontrar, y wj son las

funciones base. Para los intereses de este trabajo consideraremos la ecuación

(8.3) para hacer las comparaciones.

8.2. Formulación Green-Herrera

El problema es

Lu = f en 
 (8.7)

u = g sobre @


Lu = �r �
�
aru

�
+r � (bu) + cu de�nido en 


Para esta formulación sólo reescribiremos la ecuación (7.26), entonces se tiene

que

Z




wD
�
udx (8.8)

=

Z




u
�
�r �

�
a � rw

�
� b � rw + cw

�
dx

+

Z

@


(an � (urw � wru) + bnuw) dx�

Z

�

[[anrw + bn�]]
�

bu� [[w]]
�

anrudx+

Z

�

[[u]]
�

anrw + bn��
�

bw [[anru]] dx
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Desarrollamos la integral sobre el dominio 

Z




u
�
�r �

�
a � rw

�
� b � rw + cw

�
dx (8.9)

=

Z




ru � a � rw � ub � rw + cuw �r �
�
ua � rw

�
dx

=

Z




�
ru � a � rw � ub � rw + cuw

�
dx

�

Z

@


�
ua � rw

�
� ndx+

Z

�

��
ua � rw

��
dx

al sustituir en la ecuación (8.9) se tiene
Z




wD
�
udx (8.10)

=

Z




�
ru � a � rw � ub � rw + cuw

�
dx�

Z




�
ua � rw

�
� ndx

+

Z

�

��
ua � rw

��
dx+

Z

@


(an � (urw � wru) + bnuw) dx�

Z

�

[[anrw + bnw]]
�

bu� [[w]]
�

anrudx+

Z

�

[[u]]
�

anrw + bnw �
�

bw [[anru]] dx

Eliminando términos iguales la ecuación anterior queda como
Z




wD
�
udx (8.11)

=

Z




�
ru � a � rw � ub � rw + cuw

�
dx�

Z

@


w (an � ru� bnu) dx

�

Z

�

[[bnw]]
�

bu+ [[u]]
�

dbnwdx+

Z

�

�

bw [[anru]] + [[w]]
�

anrudx

Que es la Formulación general del Método Green-Herrera para el ope-

rador diferencial más general de segundo orden.
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Por último hacemos el desarrollo considerando el Método Galerkin Discon-

tinuo DG.

8.3. Método Galerkin Discontinuo Directo

Para hacer la comparación de los métodos se realizará la formulación directa.

Entonces dado el problema siguiente

Lu = f en 
 (8.12)

u = g sobre @


Lu = �r �
�
a � ru

�
+r � (bu) + cu de�nido en 


Se de�ne un salto y un promedio que será usado para este método

[[u]] = (u j 
2)e � (u j 
1)e (8.13)

y el promedio de u sobre e está dado como

�

bu =
1

2
((u j 
1)e + (u j 
2)e) (8.14)

y la normal unitaria n es exterior a 
2:

Entoces empezamos por multiplicar el operador L por una función w 2

H
2 (
i) e integrando sobre cada subdominio 
i

Z


i

�
�wr �

�
a � ru

�
+ wr � (bu) + wcu

�
dx (8.15)

=

Z


i

�
�r �

�
wa � ru

�
+rw � a � ru+r � (wbu)� burw + wcu

�
dx

aplicando la fórmula de divergencia la expresión anterior es

Z

@
i

�
waru� wbu

�
� ndx+

Z


i

rw � aru� burw+wcudx =

Z


i

fwdx (8.16)
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ahora sumando sobre todos los 
i 2 
 obtenemos

�

EX

i=1

Z

@
i

�
waru� wbu

�
�ndx+

EX

i=1

Z


i

rw�aru�burw+wcudx =
EX

i=1

Z


i

fwdx

(8.17)

Nótese que las integrales de frontera pueden ser separadas como sigue

EX

i=1

Z

@
i

�
waru� wbu

�
� ndx =

X

e2@
D
i

Z

e

�
waru� wbu

�
� ndx+ (8.18)

X

e2@
�
i

Z

@
1\e

�
waru� wbu

�
� ndx+

X

e2@
�
i

Z

@
2\e

�
waru� wbu

�
� ndx

tal que @
Di corresponde a la frontera exterior, en este caso es Dirichlet y

e = @
1 \ @
2; 
1;
2 2 
: Por simplicidad de notación escribimos

X

e2
D
i

Z

e

�
waru� wbu

�
� ndx =

Z

@
D

�
waru� wbu

�
� ndx (8.19)

=

�
aru� bu

�
� n;w

�

@
D

Por otro lado para e = @
1 \ @
2; junto con la condición de salto y la

correspondiente normal unitaria n sobre e (exterior a 
2) ; tenemos que para

las siguientes integrales

Z

@
1\e

�
waru � n� wbu � n

�
dx+

Z

@
2\e

�
waru � n� wbu � n

�
dx (8.20)

sólo se considerará el integrando de la expresión anterior de tal forma que

identi�camos la frontera interior e; entonces se tiene

��
aru� bu

�
� nw

�

@
1\e
+
��
aru� bu

�
� nw

�

@
2\e
(8.21)

=
�
waru� wbu

�

@
2\e
� n�

�
waru� wbu

�

@
1\e
� n
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usando la identidad algebraica siguiente (que es una forma de hacer el algebra

de saltos equivalente al salto de la función bilineal D (u;w) )

�� � �� =
1

2
(� + �) (� � �) +

1

2
(� � �) (� + �) (8.22)

Entonces si identi�camos los términos de la ecuación (8.22) con los de la ec.

(8.21) se tiene que

� =
�
aru� bu

�

@
2\e
� n (8.23)

� = w j
2

� =
�
aru� bu

�

@
1\e
� n

� = w j
1

entonces el integrando sobre e = @
1 \ @
2 está dado de la siguiente forma

�
waru� wbu

�

@
2\e
� n�

�
waru� wbu

�

@
1\e
� n (8.24)

=
�

aru � n [[w]] +
��
aru � n

�� �

bw � [[u]]
�

bw � ndx�

�

bu [[bw � n]] dx

Nótese que para el término que contiene a b se intercambiaron las funciones

u y w:

Aplicando estos resultados las integrales sobre la frontera interior de la ecuación

(8.20) tenemos

X

e2@
�
i

Z

@
1\e

�
waru� wbu

�
� ndx+

X

e2@
�
i

Z

@
2\e

�
waru� wbu

�
� ndx

=
X

e2@
�
i

Z

e

�

aru � n [[w]] +
��
aru � n

�� �

bw � [[u]]
�

bw � ndx�

�

bu [[bw � n]] dx

(8.25)
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Consecuentemente la ecuación (8.17) es

EX

i=1

Z


i

rw � aru� burw + wcudx�
X

e2
D
i

Z

e

�
waru� wbu

�
� ndx

+
X

e2@
�
i

Z

e

[[u]]
�

bw � ndx+
�

bu [[bw � n]] dx

�

X

e2@
�
i

Z

e

�

aru � n [[w]] +
��
aru � n

�� �

bwdx

=

EX

i=1

Z


i

fwdx (8.26)

La ecuación anterior puede ser escrita como

Z




rw � a � ru� ubrw + ucwdx�

Z

�

�

aru � n [[w]] +
��
aru � n

�� �

bwdx+

Z

�

[[u]]
�

bw � ndx+
�

bu [[bw � n]] dx�

Z

@


�
waru� wbu

�
� ndx

=

Z




fwdx (8.27)

Con el supuesto de que en la frontera exterior solo existen condiciones Dirich-

let. Un punto a considerar en la ecuación anterior es que si el �ujo aru � n

es continuo casi donde quiera en 
; es decir, cuando u 2 H2 (
) ;entonces se

tiene que
��
aru � n

��
fwg = 0 8w 2 H

2 (
i) (8.28)
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8.4. Análisis de los Métodos

Ahora estamos en condiciones de hacer una comparación término a término

de las tres formulaciones. Escribimos primero el FEM estándar

Z




�
rw � a � ru� burw + wcu

�
dx�

Z

@


w
�
aru� bu

�
� ndx(8.29)

=

Z




fwdx

seguimos con la Formulación Green-Herrera considerando funciones dis-

continuas de�nidas por tramos

Z




�
ru � a � rw � ub � rw + cuw

�
dx�

Z

@


w (an � ru� bnu) dx

�

Z

�

[[bnw]]
�

bu+ [[u]]
�

dbnwdx+

Z

�

�

bw [[anru]] + [[w]]
�

anrudx

=

Z




fwdx (8.30)

y por último elMétodo Galerkin Discontinuo

Z




rw � a � ru� burw + wcudx�

Z

@


�
waru� wbu

�
� ndx+

Z

�

[[u]]

�

\bw � ndx+
�

bu [[bw � n]] dx�

Z

�

�

\aru � n [[w]] +
��
aru � n

�� �

bwdx

=

Z




fwdx (8.31)

Para hacer el análisis a los tres métodos consideraremos los integrandos con

respecto a su dominio de integración.
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1._ Primeramente la integral sobre el dominio 
; se tiene que para los tres

métodos es la misma, es decir es,

Z




�
rw � aru� burw + wcu

�
dx

2._ Para la integral sobre la frontera exterior @
 se tiene que para las tres

formulaciones es la misma, es decir

Z

@


w (anru� bnu) dx

3._ Integración sobre la frontera interior �. Esta corresponde sólo a la for-

mulación Green-Herrera y GD

A._ Para el término que incluye al vector b las dos formulaciones tienen

el mismo integrando, es decir,

Z

�

 

[[bnw]]
�

bu+ [[u]]
�

dbnw

!

dx

Solamente di�eren en el signo, es decir,

B._ En cuanto al integrando que contiene a la matriz a; de igual ma-

nera el integrando es idéntico y está dado por

Z

�

�

\aru � n [[w]] +
��
aru � n

�� �

bwdx

de igual forma solo di�ere en el signo.

Por lo tanto el Método Galerkin discontinuo y la Formulación Green-Herrera

plantean las misma forma variacional para el operador diferencial más ge-

neral de segundo orden. Nótese que la única diferencia está dada en la integral
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de frontera interior, ello es débido a la manera como está orientada la nor-

mal unitaria exterior n. Por lo tanto las dos formulaciones Green-Herrera

y GD llevan a la misma forma variacional. La Formulación Green-Herrera

plantea un método sistemático y metodológico por ello es inmediato plantear

la formulación variacional.

Por otro lado si se considera que tanto u,w 2 H2 (
) ; entonces se tiene que

[[u]] = [[w]] = 0 (8.32)
�

bu = u
�

bw = w

[[ru]] = [[rw]] = 0

es decir, tanto el salto de las funciones como el salto de la derivada son nulos,

y al sustituir en los métodos GD y Green-Herrera se obtienela formulación

de FEM estándar.

Para muchos problemas en mecánica de solidos y �uidos es de interés desa-

rrollar un método para la aproximación de dos variables, velocidad del �uido

y una variable escalar (ej. presión) simultaneamente. Un método que ayuda

a resolver esta situación es el método Galerkin discontinuo mixto, a conti-

nuación se hace un planteamiento para el operador diferencial más general

de segundo orden.

8.5. El Método Galerkin Discontinuo Mixto

Considérese el mismo operador para desarrollarlo con la formulación GD

Lu = �r �
�
a � ru

�
+r � (bu) + cu = f en 
 (8.33)

70



tal que f 2 L
2 (
) : Para dar lugar al método DG, primero se escribe el

problema como un sistema de primer orden, entonces se tiene

� = a � ru y �r � � +r � (bu) + cu = f; en 
; u = 0 en @
 (8.34)

El siguiente paso es multiplicar las dos ecuaciones por funciones de prueba

� y w respectivamente e integrando sobre cada subdominio de 
i de 
; se

tiene

Z


i

� � arudx = �

Z


i

ur �
�
a�
�
dx+

Z


i

r �
�
�au

�
dx (8.35)

sustituyendo se tiene
Z


i

� � �dx = �

Z


i

ur �
�
a�
�
dx+

Z


i

r �
�
�au

�
dx (8.36)

Ahora para la segunda ecuación tenemos
Z


i

�wr � (�) + wr � (bu) + cuwdx = (8.37)

Z


i

�r � (w�) + � � rw +r � (wbu)� burw + cuwdx =

Z


i

fwdx

De aquí se tiene que
Z


i

(� � rw � burw + cuw) dx =

Z


i

fwdx+

Z


i

r � (w�) dx�

Z


i

r � (wbu) dx

=

Z


i

fwdx+

Z

@
i

w� � ndx�

Z

@
i

wbu � ndx (8.38)

De las ecuaciones (8.36) y (8.38) se obtiene la formulación débil que es la que

se usará para de�nir los métodos DG, las cuales son
Z


i

� � �dx = �

Z


i

ur �
�
a�
�
dx+

Z

@
i

�au � ndx
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Z


i

(� � rw � burw + cuw) dx (8.39)

=

Z


i

fwdx+

Z

@
i

w� � ndx�

Z

@
i

wbu � ndx

donde n es el vector normal unitario apuntando hacía afuera de @
i:

Necesitamos introducir espacios de elementos �nitos asociados con la parti-

ción �=f
ig
E

i=1
de el dominio 
: Entonces se tiene

Wh =
�
w 2 L

2 (
) : w j
i2 P
r (
i) 8
i 2 �

	
(8.40)

�h =
n

� 2
�
L
2 (
)

�
2

: � j
i2 � (
i) 8
i 2 �
o

donde P r (
i) es el espacio de polinomios de grado mayor o igual a 1sobre 
i

y � (
i) = [P
r (
i)]

2
: Entonces se tiene que encontrar uh 2 Wh y �h 2 �h;

tal que para todo 
i 2 � se tiene que

Z


i

�h � �dx = �

Z


i

uhr �
�
a�
�
dx+

Z

@
i

�abu � ndx 8� 2 � (
i)

Z


i

(�h � rw � buhrw + cuhw) dx = (8.41)

Z


i

fwdx+

Z

@
i

wb�h � ndx�

Z

@
i

wbbu � ndx 8w 2 P
r (
i)

donde los �ujos numéricos b�h y bu son las aproximaciones a � = aru y u;

respectivamente sobre la frontera de 
i: Para completar la especi�cación del

método DG se debe expresar los �ujos numéricos b�h y bu en términos de �h y

uh y en términos de las condiciones de frontera. Es por ello que la formulación

ec (8.41) es llamada la formulación de �ujo.

Si en las ecuaciones de formulación de �ujo se suma sobre todo los elementos
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de la partición se tiene

Z




�h � �dx = �

Z




uhrh �
�
a�
�
dx+

EX

i=1

Z

@
i

�abu � ndx

Z




(�h � rhw � buhrhw + cuhw) dx (8.42)

=

Z




fwdx+

EX

i=1

Z

@
i

wb� � ndx�

EX

i=1

Z

@
i

wbbu � ndx

donde rhw y rh �
�
a�
�
son las funciones restringidas a cada subdominio


i 2 
 tal que son iguales a rw y r �
�
a�
�
respectivamente: Considerando

el término correspondiente a la suma como

EX

i=1

Z


i

�u � ndx =

Z

�

[[u]] � f�g ds+

Z

�0

[[� ]] fug ds (8.43)

donde � = [Ei=1@
i y �
0 = � n @
: Después de una simple aplicación de esta

identidad a las ecuaciones en (8.42) se tiene
Z




�h ��dx = �

Z




uhrh �
�
a�
�
dx+

Z

�

[[bu]] �
�
a�
	
ds+

Z

�0

��
a�
��
fbug ds (8.44)

Z




(�h � rhw � burhw + cuhw) dx =

Z




fwdx+

Z

�

[[w]]�fb�g ds+

Z

�0

[[b�]] fwg ds

�

Z

�

[[bu]] � fbwg ds�

Z

�0

[[bw]] fbug ds (8.45)

Reescribiendo la ecuación (8.45) se tiene
Z




(�h � rhw � burhw + cuhw) dx�

Z

�

[[w]] � fb�g ds�

Z

�0

[[b�]] fwg ds+

Z

�

[[bu]] � fbwg ds+

Z

�0

[[bw]] fbug ds
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=

Z




fwdx (8.46)

Ahora, se expresa �h en términos de uh. Para hacer esto, se usa otra identidad

de integración por partes

�

Z




rh �
�
�a
�
wdx =

Z




�a � rhwdx�

Z

�

[[w]] �
�
�a
	
ds�

Z

�0

��
�a
��
fwg ds

(8.47)

Para todo �2 [H1 (�)]
2
y w 2 H1 (�) :Ahora tomando w = uh en la identidad

de arriba e insertandola dentro del lado derecho de la ecuación (8.44), se

obtiene que para cada �2 �h
Z




�h � �dx =

Z




�a � rhuhdx�

Z

�

[[uh]] �
�
�a
	
ds�

Z

�0

��
�a
��
fuhg ds+

Z

�

[[bu]] �
�
�a
	
ds+

Z

�0

��
�a
��
fbug ds

entonces se tiene
Z




�h � �dx =

Z




�a � rhuhdx+

Z

�

[[bu� uh]] �
�
�a
	
ds+

Z

�0

��
�a
��
fbu� uhg ds

(8.48)

Tomando �= rhw en la identidad (8.48) entonces al sustituir en la ecuación

(8.46), esta se escribe como

Bh (uh; w) =

Z




fwdx 8w 2 Wh

donde

Bh (uh; w) =

Z




�
rhwa � rhuh � buhrhw + cuhw

�
dx�

Z

�

[[w]] � fb�g ds

�

Z

�0

[[b�]] fwg ds+

Z

�

[[w]] � fbbug ds+

Z

�0

[[bbu]] fwg ds

+

Z

�

[[bu� uh]] �
�
�a
	
ds+

Z

�0

��
�a
��
fbu� uhg ds
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agrupando términos se tiene que

Bh (uh; w) = (8.49)
Z




�
rhwa � rhuh � buhrhw + cuhw

�
dx+

Z

�

[[bu� uh]] �
�
rhwa

	
� [[w]] � fb�g ds+

Z

�0

��
rhwa

��
fbu� uhg � [[b�]] fwg ds+

Z

�

[[bu]] � fbwg ds+

Z

�0

[[bw]] fbug ds

Para cualesquiera uh 2 H
2 (�) y w 2 H

2 (�) : La ecuación (8.49) es la

formulación primal del método y la forma bilineal B (�; �) es la forma primal .

Un punto importante a considerar es que sobre la frontera exterior @
; se

tiene que

[[w]] � wn (8.50)

f�g � �

Para expresar las integrales de manera análoga con los términos de fron-

tera externa e interna de la forma bilineal B (�; �) obtenida, entonces sólo es
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necesario separar la integral sobre �; es decir

Bh (uh; w) =
Z




�
rhwa � rhuh � buhrhw + cuhw

�
dx+

Z

@


[[bu� uh]] �
�
rhwa

	
� [[w]] � fb�g ds+

Z

@


[[bu]] � fbwg ds+

Z

�0

[[bu� uh]] �
�
rhwa

	
� [[w]] � fb�g ds+

Z

�0

��
rhwa

��
fbu� uhg � [[b�]] fwg ds+

Z

�0

[[bu]] � fbwg ds+

Z

�0

[[bw]] fbug ds
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La ecuación anterior puede ser escrita como

Bh (uh; w) = (8.51)
Z




�
rhwa � rhuh � buhrhw + cuhw

�
dx+

Z

@


[[bu� u]] � rhwa� wn �
�
arhuh

	
ds+

Z

@


[[bu]] � fbwg ds+

Z

�0

[[bu� u]] �
�
rhwa

	
� [[w]] �

�
aru

	
ds+

Z

�0

��
rwa

��
fbu� uhg �

��
aru

��
fwg ds+

Z

�0

[[bu]] � fbwg+ [[bw]] fbug ds

Donde �0 corresponde a la frontera interna del dominio, es decir, es equiv-

alente a � como se muestra en las Fórmulas Green-Herrera. Por lo tanto

de ha desarrollado el Método Galerkin Discontinuo Mixto para el operador

diferencial más general de segundo orden.
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Capítulo 9

Interpretación como una
extensión de Operadores

Consideremos una región 
 y de�nimos el espacio de funciones base y de

peso, de�nidos en 
 para ser el espacio D (
). Además se supone que las

pertenecientes a D (
) pueden tener discontinuidades a través de algunas

fronteras internas cuya unión será denotada por �: Por ejemplo, en aplica-

ciones de la teoría de los métodos de elemento �nito, el conjunto � es la

unión de todas las fronteras interrelacionadas de los elementos. La de�nición

de adjunto formal requiere que un operador diferencial L y su adjunto formal

L�; satisface la condición que wLu� uL�w es una divergencia; es decir,

wLu� uL
�

w = r �D (u;w)

para una función bilineal vector-valuada D (u;w) ; la cual envuelve derivadas

de orden m� 1:

9.1. Operadores Extensión

La extensión algebráica bL del operador distribucional L es de�nida para ser

la funcional bilinear P � J: Más precisamente, bL está de�nida por:
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Z




w bLudx = h(P � J) u;wi (9.1)

el cual se satisface siempre que u 2 D y w 2 D: Similarmente, el operador

extensión correspondiente a L� es de�nido para ser la funcional bilineal Q��

K
�
; es decir, Z




u bL
�

wdx = h(Q� �K�) u;wi (9.2)

se satisface cuando u como w pertenecen a D: Entonces, usando estos ope-

radores de extensión; las fórmulas de Green-Herrera ecuación (6.19) puede

ser escrita como:
Z




w bLudx�

Z




u bL
�

wdx = h(B � C�) u;wi (9.3)

para elementos u 2 D y w 2 D:

9.2. Comparación entre bL y L

Desde las de�niciones para

Z




wLudx y

Z




uL�wdx; las cuales son estándar

en la teoría de las distribuciones, no puede ser aplicada a todos los posibles

pares (u;w) ; tal que u 2 D y w 2 D; las extensiones bL y L� ya fueron

introducidas en la sección (9.1), para las cuales

Z




w bLudx y

Z




w bL�udx están

bien de�nidas, siempre que u 2 D y w 2 D: Esto muestra que los operadores

bL y bL�, de�nidos por la ecuaciones (9.1) y (9.2) verdaderamente son exten-

siones de los operadores distribucionales L y L�; respectivamente. Uno de los

objetivos de este trabajo es mostrar brevemente este resultado. Para llevar

a cabo este objetivo, únicamente es necesario probar que para cada u 2 D y

w 2 D; las siguientes implicaciones son válidas:
Z




wLudx está bien de�nida =)

Z




wLudx =

Z




w bLudx (9.4)
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y Z




uL
�

wdx está bien de�nida =)

Z




uL
�

wdx =

Z




u bL
�

wdx (9.5)

La demostración viene dada en el apéndice B.

Dado un operador L y su adjunto L� está sobreentendido en un sentido

distribucional, considerando que ellos son de orden m; ambos

Z




wLudx y

Z




uL�wdx:

9.3. Ejemplos de Aplicación de los Operadores
Extensión de las Derivadas Distribucionales

Para ilustrar la aplicación de las fórmulas Green-Herrera como una extensión

de las derivada distribucionales, a continuación se muestran algunos ejemplos

para el caso unidimensional.

Como primera ilustración, consideremos los operadores L y bL; en el caso

cuando el operador distribucional L � d

dx
; la región 
 es el intervalo (�1; 1) de

la recta real y la partición de
 está hecha de 2 intervalos: 
1 = (�1; 0) y
2 =

(0; 1) : Entonces el operador adjunto es L�� � d

dx
; mientras que D (u;w) =

uw: Consideremos una función u de�nida por: u = 0 para �1 < x < 0 y

u = 1 para 0 � x < 1: De este modo u es esencialmente, una función

tipo Heaviside. La función de peso w será tomada con diferentes grados de

suavidad.

A Cuando w 2 H1 (
) ; así que w es continua

i En este caso, la aplicación de la fórmula de Green para operadores
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distribucionales da

1Z

�1

wLudx =

1Z

�1

uL
�

wdx+

1Z

�1

d

dx
(uw) dx (9.6)

=

1Z

�1

uL
�

wdx+ uwj1
�1

Haciendo la evaluaciones se obtiene que

1Z

�1

wLudx = �

1Z

0

dw

dx
dx+ w (1) (9.7)

= �wj
1

0
+ w (1)

= w (0)

Este resultado es estandar. En esencia, esto establece que du=dx es una

función Delta de Dirac cuando u es una función tipo Heaviside.

ii Usando el hecho que D (u;w) = uw y aplicando, se tiene que

1Z

�1

w bLudx =

2X

i=1

Z


i

wLudx+

�
�

bw [[u]]

�

j
x=0

= w (0) (9.8)

Esto es por que [[u]] j
x=0

= 1; mientras que
�

bw (0) = w (0) ; por que w es

continua. Por otro lado la suma de las integrales es cero por que u = 0;

y u = 1; para los dominios 
1 y 
2 respectivamente.

B Aquí se considera el caso cuando w tiene una discontinuidad de salto

en x = 0; así que w 2 D pero w =2 H1 (
) :

i Primero identi�camos quien es

1Z

�1

wLudx (9.9)

Nótese que NO está de�nida.
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ii Ahora vemos que sucede con

1Z

�1

w bLudx =

2X

i=1

Z


i

wLudx+

�
�

bw [[u]]

�

j
x=0

=
�

bw (0) (9.10)

este término está bien de�nido, así que

1Z

�1

w bLudx =
�

bw (0) (9.11)

esto es recordemos que

�

bw (0) =
1

2
(w (0+) + w (0�)) (9.12)

Como segunda ilustración, consideremos L =d2=dx2: Entonces L = L�

de la de�nición de operador adjunto, mientras que D (u;w) = w du

dx
� u

dw

dx
; y

procedemos como arriba:

A Aquí se considerará que w 2 H2 (
), así que w es continua, con derivada

de primer orden continua.

i De nuevo, aplicación de las fórmulas de Green da

1Z

�1

wLudx =

1Z

�1

uL
�

wdx+ (wu0 � uw0) j1
�1

(9.13)

=

1Z

�1

uw
00

dx+ (wu0 � uw0) j1
�1

=

1Z

0

w
00

dx+ (wu0 � uw0) j1
�1

=

1Z

0

w
00

dx� w
0 (1)

= w
0 (1)� w0 (0)� w0 (1)

= �w
0 (0)
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Este es un resultado estándar. En esencia, esto establece que u00 es la

derivada distribucional de la función Delta de Dirac, cuando u es una

función tipo Heaviside.

ii Ahora considerando que D (u;w) � wu0�uw0; aplicando la ecuación (9.1)

se tiene que

1Z

�1

w bLudx =

2X

i=1

Z


i

wLudx+

�
�

bw [[u0]]�
�

bw0 [[u]]

�

j
x=0

(9.14)

= �w
0 (0)

esto es por que
�

bw0 (0) = w0 (0) ; ya que w es continua. Nótese que

2X

i=1

Z


i

wLudx = 0 (9.15)

y además [[u0]] = 0 y [[u]] jx=0= 1:

B Considere el caso en el cual w0 tiene una discontinuida de salto en x = 0;

así que w 2 D; pero w =2 H2 (
) :

i La integral
1Z

�1

wLudx (9.16)

NO está de�nida.

ii La integral
1Z

�1

w bLudx (9.17)

está bien de�nida, es decir

1Z

�1

w bLudx =

2X

i=1

Z


i

wLudx+

�
�

bw [[u0]]�
�

w0 [[u]]

�

j
x=0

= �

�

w0 (0)
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y es equivalente a la ecuación (9.14), excepto por que

�

w
0 (0) 6= w0 (0) ;

entonces se tiene que

1Z

�1

w bLudx = �
�

bw0 (0) (9.18)

Por lo tanto se ha mostrado la gran generalidad que tienen los ope-

radores de extensión de la teoría desa rrollada por el Dr. Herrera para

funciones completamente discontinuas
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Capítulo 10

Fórmulas de Green-Herrera
para Matrices y el Operador de
Steklov-Poincaré

Para introducir las fórmulas Green-Herrera para matrices primeramente se

dan las condiciones necesarias para llegar al planteamiento del problema en

términos matriciales. Para ello se introducen una partición del dominio 
 a

partir de sus "nodos originales".

10.1. Descomposición de Dominio

Sea 
 un conjunto �nito y a cuyos miembros nos referiremos como nodos

originales. Además, f
1; :::;
Eg es una cubierta de 
; i.e. f
1; :::;
Eg es

una familia de subconjuntos de 
 tal que


 =
E[

�=1


� (10.1)

Un nodo derivado es un par p � (p; �) tal que p 2 
�: Por lo tanto el

"conjunto total de nodos derivados" 
 es de�nido por


 �
�
p = (p; �) j p 2 
�

	
(10.2)
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cuando p 2 
; escribimos

Z (p) �
�
p = (p; �) j (p; �) 2 


	
(10.3)

entonces, de�nimos la multiplicidad total de p, m (p) ; es de�nido por la

cardinalidad de Z (p) :

Observemos que la familia de subconjuntos fZ(p) j p 2 
g de�ne una parti-

ción de 
; que será denotada por P ; ya que

8
<

:

�
 =
[

p2


Z (p)

Z (p) \ Z (q) = ;; cuando p 6= q:
(10.4)

Entonces, los subconjuntos 
I � 
 y 
� � 
 son constituidos por los

nodos originales cuya multiplicidad es uno y los por los nodos originales cuya

multiplicidad es mayor a uno, respectivamente. Es decir


I �
�
p 2 
 j m (p) = 1

	
y 
� =

�
p 2 
 j m (p) > 1

	
(10.5)

De�nición 26 Al conjunto 
I lo llamaremos nodos interiores; y al conjunto


� lo llamaremos nodos de frontera.

Claramente


 = 
� [ 
I y 
I \ 
� = ; (10.6)

Correspondientemente, de�nimos

� =
[

p2
�

Z (p) y I =
[

p2
I

Z (p) (10.7)

los cuales también satisfacen


 = I [ � y I \ � = ; (10.8)

Notemos que cada función real-valuada de�nida tanto en 
 como en �
 es un

vector (y, ellos serán referidos indistintamente como funciones o vectores).
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Los espacios lineales ~D (
) y ~D
�
�

�
están constituidos por funciones (vec-

tores) de�nidos en 
 y �
 respectivamente. El producto interior Euclideano

es de�nido por
8
><

>:

û � ŵ �
P

p2


û (p) ŵ (p) ; 8û; ŵ 2 ~D (
)

u � w �
P

p2�


u
�
p
�
w
�
p
�
=
P

q2


P

p2Z(q)

u (p)w (p) ; 8u;w 2 ~D
�
�

� (10.9)

Similarmente, ~D (Z (p)) � ~D
�
�

�
; ~D (I) � ~D

�
�

�
y ~D (�) � ~D

�
�

�
son

espacios lineales cuyos elementos son funciones real valuadas de�nidas en

Z (p) ; I y �: Aquí, p es cualquier grado original de libertad. Más propiamente,
~D (Z (p)) ; ~D (I) y ~D (�) son subespacios lineales de ~D

�
�

�
cuyos vectores son

identicamente nulos fuera de Z (p) ; I y � respectivamente. Entonces

~D
�
�

�
= ~D (I)� ~D (�) (10.10)

donde � es la suma directa de dos espacios lineales. Esta última ecuación

(10.10) se satisface si y sólo si
�
~D
�
�

�
= ~D (I) + ~D (�)

f0g = ~D (I) \ ~D (�)
(10.11)

por lo tanto los vectores de ~D
�
�

�
pueden representarse de una única manera

como

u = (uI ; u�) = uI + u� con uI 2 ~D (I) y u
�
2 ~D (�) : (10.12)

De�nición 27 Un vector u 2 ~D
�
�

�
es llamado continuo cuando para todo

Z (p) de la partición P se tiene que

u
�
p
�
= u

�
q
�

8p; q 2 Z (p) (10.13)

i.e. que en cada nodo Z (p) 2 P el valor de tal vector es único.

Los vectores continuos constituyen un subespacio lineal de ~D
�
�

�
el cual

denotaremos por �D
�
�

�
; notemos que

~D (I) � �D
�
�

�

(10.14)
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De�nición 28 Sean a : ~D
�
�

�
! ~D

�
�

�
y j : ~D

�
�

�
! ~D

�
�

�
dos matrices

de�nidas por

au = Proy �Du y j = I � a (10.15)

aquí, I es la matriz identidad y la proyección sobre �D es tomada con respecto

al producto interior Euclideano.

Notemos que ju y au son ortogonales, ya que ju = u� au i.e. el vector u

menos su proyección, es decir, au; u� au es ortogonal a au. En vista de esta

de�nición tenemos

�D
�
�

�
� a ~D

�
�

�

(10.16)

la ecuación (10.15) implica que

I = a+ j (10.17)

además, j es también una proyección, verdaderamente, esta es la proyec-

ción sobre el complemento ortogonal de �D. Por lo tanto, a y j son ambas

simétricas, no negativas e idempotentes. También notemos que

aj = ja = 0 (10.18)

ya que waju =
�
wa
�
�

�

ju

�

= 0 pues a y j son ortogonales, en particular

j �D
�
�

�
= f0g (10.19)

La construcción de la matriz a es relativamente simple: �dado un vector

u 2 ~D
�
�

�
; en cada uno de los grados de libertad pertenecientes a un nodo

el valor de au igual al promedio de u sobre este nodo�, i.e,

au
�
p
�
=

1

m̂ (p)

X

q2Z(p)

u
�
q
�
; siempre que p 2 Z (p) (10.20)

recordemos que, m̂ (p) es la cardinalidad de Z (p). En el caso de j, no es

necesario calcularla, ya que
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ju =
�
I � a

�
u = u� au; 8u 2 ~D

�
�

�
: (10.21)

Por ejemplo, la estructra de a(q) y j(q); donde q 2 R2 es un nodo de multipli-

cidad 2 queda como

a
(q) =

�
1

2

1

2
1

2

1

2

�

y j
(q) =

�
1

2
�
1

2

�
1

2

1

2

�

(10.22)

y la estructura de a(q) y j(q); donde q 2 R2 es un nodo de multiplicidad 4

queda como

a
(q) =

2

6
6
4

1

4

1

4

1

4

1

4
1

4

1

4

1

4

1

4
1

4

1

4

1

4

1

4
1

4

1

4

1

4

1

4

3

7
7
5

y j
(q) =

2

6
6
4

3

4
�
1

4
�
1

4
�
1

4

�
1

4

3

4
�
1

4
�
1

4

�
1

4
�
1

4

3

4
�
1

4

�
1

4
�
1

4
�
1

4

3

4

3

7
7
5
: (10.23)

Por otro lado

au = u y ju = 0; 8u 2 ~D (I) (10.24)

esto puede también ser visto que, para cada uno de los nodos Z (p) 2 P

cuando u 2 ~D (Z (p)) implica que

au 2 ~D (Z (p)) y ju 2 ~D (Z (p)) ; (10.25)

entonces, es claro que las imágenes de ambos ~D (I) y ~D (�) bajo a están

contenidas en ~D (I) y ~D (�), respectivamente. Además, esto puede ser visto

como (
a ~D (I) � ~D (I) y j ~D (I) = f0g

a ~D (�) � ~D (�) y j ~D (�) � ~D (�)
(10.26)

y

j ~D(�
) = j ~D(�) � ~D(�): (10.27)

De�nición 29 De�nimos los espacios

~D1(�) � j ~D(�) = j ~D(�
) � ~D(�)

~D2(�) � a ~D(�)
(10.28)

89



Usando estas de�niciones, tenemos las siguientes propiedades:

~D1(�) es el complemento ortogonal de �D
�
�

�
=a ~D(�
)

~D(�
) = ~D1(�)� �D(�
)

~D(�) = ~D1(�)� ~D2(�)

~D1(�) y ~D2(�) son complementos ortogonales relativos a ~D(�)

�D(�
) = ~D2(�)� ~D(I)

~D
�
�

�
= a ~D

�
�

�
� j ~D

�
�

�
= �D

�
�

�
� j ~D

�
�

�

(10.29)

= ~D (I)� ~D1 (�)� ~D2 (�)

Otras propiedades implicadas por los resultados anteriores son:

�D
�
�

�
=
n

u 2 ~D
�
�

�
j ju = 0

o

=
n

u 2 ~D
�
�

�
j au = u

o

~D1 (�) =
n

u 2 ~D
�
�

�
j au = 0

o

=
n

u 2 ~D
�
�

�
j ju = u

o

~D2 (�) =
n

u 2 ~D (�) j ju = 0
o

=
n

u 2 ~D (�) j au = u
o

(10.30)

todas estas relaciones serán usadas en lo que sigue.

Otra notación, la cual también será usada, es que para cada una de las

funciones u 2 ~D
�
�

�
, escribiremos

�

bu � au y [[u]] � ju (10.31)

Entonces
�

bu 2 �D
�
�

�
, mientras [[u]] pertenecen a ~D1 (�) � ~D (�). Nótese que,

en vista de la Ec.(10.29) cualquier u 2 ~D
�
�

�
puede ser escrita de forma

única como
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u = uI + u� = uI + u�1 + u�2 (10.32)

donde uI 2
~D (I) ; u

�1
2 ~D1 (�) y u�2 2 ~D2 (�) con

u
�1
� [[u

�
]] ; u

�2
�

�

cu
�
y u

�
= u

�1
+ u

�2
: (10.33)

10.2. Formulación Matricial

De�nimos la matriz

A : ~D
�
�

�
! ~D

�
�

�

(10.34)

tal que A, es una matriz simétrica y de�nida positiva. Y de�nimos el "pro-

ducto interno de energía" como

(u;w) � u � A w; 8u;w 2 ~D
�
�

�

(10.35)

El espacio lineal ~D
�
�

�
es un espacio de Hilbert (dimensionalmente �nito)

cuando es provisto con el producto interno de energía. La Matriz A se puede

escribir como

A =

�
AII AI�

A�I A��

�

(10.36)

La notación aquí es tal que

(

A
II
: ~D (I)! ~D (I) ; A

I�
: ~D (�)! ~D (I)

A
�I
: ~D (I)! ~D (�) ; A

��
: ~D (�)! ~D (�)

(10.37)

tal que los espacios donde están de�nidas las submatrices son espacios lineales

de�nidos en I y �:

Se introducen las siguientes de�niciones

L =

�
A
II

A
I�

0 0

�

y R =

�
0 0
A
�I

A
��

�

(10.38)

es decir,

A = L+R (10.39)
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De�nición 30 Las Matrices
��
R
��
: ~D

�
�

�
! ~D

�
�

�
y

�

bR : ~D
�
�

�
! ~D

�
�

�

son de�nidos por
��
R
��
� �a R y

�

bR � � j R (10.40)

Además, notemos las siguientes identidades

R = a R + j R (10.41)

y entonces se tiene que

L+ a R + j R = LT +RT a+RT j (10.42)

Notemos que los rangos de L y de R son ~D (I) y ~D (�) ; respectivamente,

mientras que los de aR y jR están contenidas en ~D2 (�) y ~D1 (�), respecti-

vamente; ellos son linealmente independientes. La identidad

L+ a R�RT j = LT +RT a� j R (10.43)

la cual es obtenida por reorganizar los términos de la ecuacion ( 10.42), las

cuales serán referidas como "Fórmulas Green Herrera para matrices". Esto

es equivalente a la siguiente ecuación

w �L u+
�

bw � a R u� [[u]] j R w = u �L w+
�

bu � a R w� [[w]] j Ru (10.44)

8 u 2 ~D
�
�

�
;y 8 w 2 ~D

�
�

�
:

Nótese que la ecuación anterior es derivada de

w � L u+ w � R u = u � L w + u R w (10.45)

Considerando la ecuación (10.40) , entonces las ecuación (10.45) puede ser

escrita como

w �L u�

�

bw �
��
R
��
u+ [[u]]

�

cR w = u �L w�
�

bu �
��
R
��
w+ [[w]]

�

bRu (10.46)
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Ahora, las fórmulas Green-Herrera fueron introducidas originalmente para

ecuaciones diferenciales parciales y pueden ser aplicadas a cualquier operador

que es lineal, entonces se tiene interés en comparar la ecuación (10.10) con

dicha formulación. Por ejemplo para el operador Laplaciano, las fórmulas

Green-Herrera son

Z




wLudx+

Z

�

8
><

>:

[[u]]

�

d@w

@n
�

�

bw

��
@u

@n

��

9
>=

>;

dx

=

Z




uLwdx+

Z

�

8
><

>:

[[w]]

�

c@u

@n
�

�

bu

��
@w

@n

��

9
>=

>;

dx (10.47)

Entonces establecemos las siguientes correspondencias

L $ L (10.48)

[[u]] $ [[u]]
��
@u

@n

��

$
��
R
��
u

�

c@u

@n
$

�

cR u

�

bu $

�

bu

Otro ejemplo es la fórmula Green-Herrera para el operador elíptico, simétrico

y de segundo orden, el cual es

Lu = �r �
�
a � ru

�
+ cu (10.49)

entonces la fórmula Green-Herrera está dada por

Z




wLudx+

Z

�

(

[[u]]
�

\anrw �

�

bw [[anru]]

)

dx =

Z




uL
�

wdx+

Z

�

(

[[w]]
�

\anru�

�

bu [[anrw]]

)

dx (10.50)
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tal que el operador funcional bilineal está dado por

D (u;w) = a � (urw � wru) (10.51)

la correspondencia con la ecuación (10.48) se satisface, excepto que

(
[[anru]]$

��
R
��
u

�

\anrw $

�

cR u

(10.52)

Correspondencias similares a las de las ecuaciones (10.47) y (10.48) se pueden

establecer de manera general para diferentes sistemas.

Si pensamos que el operador Steklov- Poincaré corresponde al salto de la

derivada normal, la ecuación (10.48) nos lleva a la de�nición del Operador

Steklov-Poincaré como

aR (10.53)
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Conclusiones

Desarrollar una teoría que uni�ca las formulaciones tanto a nivel de ecua-

ciones diferenciales parciales EDP´S como las formulaciones matriciales para

la solución de dichas ecuaciones por métodos numéricos.

En este trabajo se desarrolla algebraicamente la teoría de operadores adjuntos

para diferentes operadores diferenciales ya que con ello la teoria algebraica

desarrollada por Herrera se vuelve sistemática y general cuando se trata con

las derivadas distribucionales.

Las fórmulas Green-Herrera es una teoría generalizada como una extensión

de las derivadas distribucionales, las cuales consideran funciones de base y

de peso completamente discontinuas en la formulación. Situación que no es

considerada en la teoría estándar de distribuciones.

Las Formulaciones Green-Herrera y Galerkin Discontinuo plantean la misma

forma variacional en particular para el operador diferencial más general de

segundo orden.

Con los ejemplos unidimensionales desarrollados en el capítulo 9 se muestra

a las fórmulas Green-Herrera como una extensión de la derivadas distribu-

cionales.
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Apéndice A

A continuación se dan de�niciones, teoremas que fueron utilizados dentro del

presente trabajo.

El soporte de una función u una función de�nida sobre un dominio 
 es

la cerradura K de el conjunto de puntos K � 
 sobre los cuales u (x) 6= 0;

usamos la notación K =suppu (x). Decimos que u tiene soporte compacto

sobre 
 si su soporte K es compacto.

De�nición 31 Un función f (�) es llamada localmente integrable, si para

todo subconjunto compacto K � 
 se tiene
Z

K

jf (x)j dx <1: (A.1)

De�nición 32 Sea f y g funciones de�nidas en un dominio 
 entonces la

operación de�nida por producto interior está dada por

hf; gi =

Z




f (x) g (x) dx (A.2)

De�nición 33 El espacio D(
) será el subconjunto de funciones in�nita-

mente diferenciales con soporte compacto, algunas veces se denota también

como C1
0
(
):

De�nición 34 función lineal

Sea f una función de�nida en un espacio X, decimos que f es una función

lineal si satisface las siguientes condiciones

f (�x+ y) = �f (x) + f (y) (A.3)
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De�nición 35 Función Bilineal:

Sea A una función de�nida en X�Y , entonces decimos que A(X;Y ) ; es

una función bilineal si es lineal en X y lineal en Y.

Demostración del del Teorema de Green Ge-
neralizado

Teorema 36 Green generalizado. Sea 
 � R una región de Rn y sea

� = f
1;
2; :::;
Eg una descomposición de 
; es decir, 
i 8i = 1; 2; :::; E

es una subregión 
, 
i \ 
j = � siempre que i 6= j, y [
E
i=1
i � 
. Además,

en lo que sigue, � denota el complemento cerrado de @
, en

E[

i=1

@
i. Entonces

el teorema de Green generalizado establece que
Z




r � udx =

Z

@


u � ndx�

Z

�

[[u]] � n
�
dx (A.4)

tal que u (x1; x2; :::; xn) es una función vectorial de n variables continua por

partes y con primera derivada continua por partes.Veáse �gura (5.1)

Demostración. Para demostrar el Teorema de Green generalizado, consid-

eremos un dominio de solo dos elementos, veáse la �gura (10.1)

entonces

@
 = @1
 [ @2
 (A.5)

donde

@1
 = @
 \ @
1 y @2
 = @
 \ @
2 (A.6)

además

@
1 = @1
 [ � y @
2 = @2
 [ � (A.7)

Con esta notación, se tiene que
Z




r � udx =

Z


1

r � udx+

Z


2

r � udx (A.8)
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Figura 10.1: Partición del domino 
 y su frontera interna �:

Integrando para 
1 se tiene

Z


1

r � udx =

Z

@
1

u � ndx =

Z

@1


u � n@dx+

Z

�

u
�
� n

�
dx (A.9)

Observe que en la Ec.(A.9) , la normal unitaria en � se ha tomado apuntando

hacia fuera de 
1. En forma similar se tiene que la integral sobre la región


2 es
Z


2

r � udx =

Z

@
2

u � ndx =

Z

@2


u � n@dx�

Z

�

u
+
� n

�
dx (A.10)

donde la normal unitaria en � se ha tomado hacia afuera de 
2. Sumando

las ecuaciones (A.9) y (A.10), se obtiene

100



Z


1

r � udx =

Z

@
1

u � ndx =

Z

@1


u � n@dx+

Z

�

u
�
� n

�
dx (A.11)

+
Z


2

r � udx =

Z

@
2

u � ndx =

Z

@2


u � n@dx�

Z

�

u
+
� n

�
dx

=
Z




r � udx =

Z

@


u � ndx�

Z

�

[[u]] � n
�
dx

donde [[u]] es el salto de la función y la Ec. anterior es la forma genera-

lizada del Teorema de Green a que se ha hecho referencia en este trabajo.
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Apéndice B

Aquí que

Espacios Lp(a; b): Sea un número real tal que p � 1:Una función f (x)

de�nida sobre un sunconjunto 
 � R
n pertenece a Lp(
) si f (x) es

medible y la integral (Lebesgue)

L
p(
) =

8
<

:
f : (
)! R;

Z




jf(x)jp dx <1

9
=

;
(B.1)

La norma en los espacios Lp(a; b)

jjf(x)jj
p
=

�Z b

a

jf(x)jp dx

� 1

p

(B.2)

Desigualdad de Cauchy-Schwars

Sean f(x) y g(x) dos funciones de�nidas en el intervalo [a; b] ; entonces

la siguiente desigualdad se cumple si f y g 2 L2(a; b)

�
�
�
�

Z b

a

f(x)g(x)dx

�
�
�
� �

�Z b

a

f
2(x)dx

� 1

2
�Z b

a

g
2(x)dx

� 1

2

(B.3)

De�nición 37 Una función f de�nida sobre un conjunto � � Rn es llamada

Lipschitz continua si existe una constante L > 0 tal que

jf(x)� f(y)j � L jx� yj 8x; y 2 �: (B.4)

Notemos que una función Lipschitz continua es uniformemente continua.
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Sea 
 � R
n (n � 2) un dominio con frontera @
; sea x0 2 @
 y cons-

truyamos la bola abierta con centro en x0 y radio ", i.e. B(x0; "), entonces

de�niremos el sistema coordenado (�
1
; :::; �n) tal que el segmento @
\B(x0; ")

pueda expresarse como una función

�n = f(�1; :::; �n�1) (B.5)

entonces de�nimos.

De�nición 38 La frontera @
 del dominio 
 es llamada de Lipschitz si f

de�nida como en la Ec. (B.4) es una función Lipschitz continua.

El siguiente teorema resume las propiedades más importantes de los es-

pacios de Sobolev Hm (
) :

Teorema 39 Sea Hm(
) el espacio de Sobolev de orden m y sea 
 � Rn un

dominio acotado con frontera Lipschitz. Entonces

i) Hr(
) � Hm(
) si r � m

ii) Hm(
) es un espacio de Hilbert con respecto a la norma k�k
Hm

iii) Hm(
) es la cerradura con respecto a la norma k�k
Hm del espacio

C
1(
):

De la parte iii) del teorema anterior, se puede hacer una importante in-

terpretación: Para toda u 2 Hm(
) es siempre posible encontrar una función

in�nitamente diferenciable f; tal que este arbitrariamente cerca de u en el

sentido que

ku� fk
Hm < "

para algún " > 0 dado.

Cuando m = 0; se deduce la propiedad H0(
) = L
2(
) a partir del

teorema anterior.

Corolario 40 El espacio L2(
) es la cerradura, con respecto a la norma L2;

del espacio C1(
):
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Otra propiedad, se tiene al considerar a cualquier miembro de u 2 Hm(
);

este puede ser identi�cado con una función en Cm(
); después de que posi-

blemente sean cambiados algunos valores sobre un conjunto de medida cero,

esto queda plasmado en los dos siguientes resultados.

Teorema 41 Sean X y Y dos espacios de Banach, con X � Y: Sea i : X !

Y tal que i (u) = u: Si el espacio X tiene de�nida la norma k�k
X
y el espacio

Y tiene de�nida la norma k�k
Y
; decimos que X está inmersa continuamente

en Y si

ki (u)k
Y
= kuk

Y
� K kuk

X

para alguna constante K > 0:

Teorema 42 (Inmersión de Sobolev)

Sea 
 � Rn un dominio acotado con frontera @
 de Lipschitz: Si (m� k) >

n=2; entonces toda función en Hm(
) pertenece a Ck(
); es decir, hay un

miembro que pertenece a Ck(
): Además, la inmersión

H
m(
) � Ck(
)

es continua.

De�nición 43 Derivadas Débiles Supóngase que una función u (�) es lo-

calmente integrable que genere una distribución, también denotada por u; que

satisface

hu; �i =

Z




u�dx (B.6)

para toda � 2 D(
): Además, la distribución u posee derivada distribucional

de todos los ordenes, en particular la derivada D�
u es de�nida por

hD
�
u; �i = (�1)j�j hu;D�

�i ; 8� 2 D(
): (B.7)

por supuesto D�
u puede o no ser una distribución regular. Si es una distribu-

ción regular, entonces es generada por una función localmente integrable tal

que

hD
�
u; �i =

Z




D
�
u (x)� (x) dx (B.8)
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y se sigue que la función u y D�
u están relacionadas por

Z




D
�
u (x)� (x) dx = (�1)jmj

Z




u (x)D�
� (x) dx (B.9)

para j�j � m:

De�nición 44 Distribución: Una funcional lineal F es continua sobre el es-

pacio D(
) es llamada una distribución o función generalizada, si y sólo si

para cada conjunto compacto K� 
 existe una constante CK>0 y un entero

no negativo m tal que

jF (�)j � CK sup
k�m
x2K

�
�
�
�

d
k
� (x)

dxk

�
�
�
� 8� 2 D(K) (B.10)


 � Rn:

Teorema 45 Sea bu 2 bHm (
) \ Hm�1 (
) y �� (�1; �2; :::; �n) 2 N
n
; con

j�j = m: Entonces

i) Para cada � 2 D(
); se tiene que

EX

�=1

Z


�

�
@
m
u�

@x
�1
1
@x

�2
2
� � � @x�nn

dx� (�1)m
Z




u
@
m
�

@x
�1
1
@x

�2
2
� � � @x�nn

dx(B.11)

= �

Z

�

�

��
@
m�1

u

@nm�1

��

n
�1
1
n
�2
2
� � �n

�n
n dx

ii) u2 Hm (
) si y sólo si

��
@
m�1

u

@nm�1

��

= 0: (B.12)

Para ver detalles de la demostración véase [12]

En nuestro caso se considerará espacios H1 (
), por lo tanto del teorema

anterior se tiene que si u 2 H1 (
) ; y suponiendo n = 1; entonces se tiene

que
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i) Para cada � 2 D(
); al sustituir en la ec (B.11) se tiene

EX

�=1

Z


�

�
@
1
u�

@x1
dx� (�1)1

Z




u
@
1
�

@x1
dx

= �

Z

�

�

��
@
1�1
u

@n1�1

��

n
�1
1
dx

entonces

EX

�=1

Z


�

�
@u�

@x1
dx+

Z




u
@�

@x1
dx

= �

Z

�

� [[u]]n1dx

ii) u 2 H1 (
) si y sólo si

[[u]] = 0

Operadores de extensión bL y L

Para cada u;w 2 D; las siguientes implicaciones se satisfacen.
Z




wLudx está bien de�nida =)

Z




wLudx =

Z




w bLudx

Z




uL
�

wdx está bien de�nida =)

Z




uL
�

wdx =

Z




u bL
�

wdx

La demostración se hace para la primera ecuación, cuando el orden del

operador es 1, es decir,

L �a (x) @=@xi + b (x) donde i = 1; 2; : : : ; N (B.13)

mientras los coe�cientes a (x) y b (x) son funciones de x. Entonces el resultado

para el caso cuando L es de orden arbitrario, puede ser derivado de este caso,

por inducción sobre el orden del operador.
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Demostración. Para esta elección de L; se tiene que L� � �@ (a (xw)) =@xi+b (x)

y D (u;w) � n = awuni; así que

J (u;w) = a [[u]]
�

bwni y K
� (u;w) = �a

�

bu [[w]]ni (B.14)

Se considerarán dos casos, cuando u 2 D � H
0 (
) y w 2 D � H

1 (
)

o cuando u 2 D � H
1 (
) y w 2 D � H

0 (
) ;
R



wLudx está de�nida.

Consideremos primero el caso cuando u 2 H1 (
) y w 2 H0 (
) : En este

caso
Z




wLudx =

EX

i=1

Z




wLudx (B.15)

ambas w y Lu pertenecen a H0 (
) = L2 (
). Además, cuando u 2 H1 (
) ;

u es continua y J (u;w) = a [[u]]
�

bw = 0 sobre �:Entonce se tiene que

Z




w bLudx = h(P � J) u;wi = hPu;wi =

EX

i=1

Z


i

wLudx (B.16)

entonces de ecuaciones (B.15) y (B.16) se tiene que

Z




wLudx =

Z




w bLudx (B.17)

Ahora el otro caso, si u 2 H0 (
) y w 2 H1 (
), entonces de la fórmula de

Green estándar usada en la teoría de distribuciones se tiene que

Z




wLudx =

Z




uL
�

wdx+ h(B � C) u;wi =

EX

i=1

Z


i

uL
�

wdx+ h(B � C) u;wi

(B.18)

la última escuación es por que u y L�w pertenecen a H0 (
) = L2 (
) : Por

otro lado, considerando la fórmula Green-Herrera se tiene que

Z




w bLudx = h(P � J) u;wi = h(Q� �K�) u;wi+ h(B � C) u;wi (B.19)
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sin embargo, w es continua, por que w 2 H
1 (
) : Entonces K� (u;w) �

�a

�

bu [[w]]ni = 0 sobre �: Usando este hecho se tiene que la ec. (B.19) se

reduce a

Z




w bLudx = hQ�u;wi+ h(B � C) u;wi =
EX

i=1

Z


i

uL
�

wdx+ h(B � C) u;wi

(B.20)

Por lo tanto de las ecs (B.17) y (B.20) se tiene

Z




wLudx =

Z




w bLudx

que es el resultado deseado.
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