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Prélogo

Este trabajo, que presento como tesis para obtener el grado de Maestro en Cien-
cias Matematicas surgi6 en primera instancia durante el curso de Series de Tiempo
que tomé en 2006 con el Dr. Ramsés Mena, ésto aunado con el conocimiento de
un teorema que caracteriza los procesos estocdsticos estacionarios en términos de

transformaciones que preservan la medida me hizo elegir nalmente el tema de tesis.

De esta forma me dediqué a trabajar en mi tesis buscando construir procesos
estacionarios por medio de transformaciones que preservan la medida. La primera
sorpresa que tuve fue que no hay (o no estd divulgado hasta este momento) un
método para construir esas transformaciones que preservan una medida dada. En
la literatura, cuando se habla de ésto, s6lo se hace referencia a algunos pocos ejem-
plos (como las traslaciones y rotaciones que preservan la medida de Lebesgue, la
transformacién de Gauss que preserva la medida de Gauss y la transformacion
log’stica que preserva la distribucién logstica y los endomor smos continuos de
grupos compactos que preservan la medida de Haar) y en el mejor de los casos
teoremas de existencia. Con esto en mente puede decirse que el aporte principal
de este trabajo es que expone la manera de construir transformaciones que preservan
una medida de probabilidad a través de su funcion de distribuciéon. La ayuda del Dr.
Juan Gonzalez fue muy importante en este resultado porque con las platicas que
tuvimos pude plantearlo con toda claridad y ademéds identi car que ese mismo re-
sultado permite construir transformaciones que preservan la medida de Lebesgue
en [0, 1]. La tinica condicién que se debe cumplir para construir una transforma-

cién que preseve una medida nita dada es que la funcién de distribucién de la
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medida asociada sea invertible !, condicién que cumplen, por ejemplo, TODAS las
medidas de probabilidad absolutamente continuas con respecto a la medida de
Lebesgue. Este es el material del cap’tulo 3. Esta situacién es importante porque
es otra forma de construir procesos estacionarios con distribuciones marginales
arbitrarias (dentro del conjunto de medidas absolutamente continuas respecto
de la medida de Lebesgue). Previamente, en el cap’tulo 2 y en el apéndice B, se
muestran las relaciones que hay entre procesos estocdsticos y transformaciones

que preservan la medida.

En el cap’tulo 4 se dan algunos ejemplos de transformaciones que preservan
la medida de Lebesgue en [0, 1] el intervalo cerrado cero uno. Estas transforma-
ciones son importantes porque junto con las funciones de distribucién invertibles
permiten construir transformaciones que preservan una medida de probabilidad
dada. El cap’tulo 5 contiene una generalizacién estacionaria de los famosos proce-
sos ARMA. En cuanto a los procesos ARMA existen much’simas referencias, por
ejemplo. La segunda parte del cap’tulo se relaciona con la construccién de proce-
sos estacionarios tipo GARCH por medio de transformaciones que preservan la

medida.

Los cap’tulos nales tratan de lo siguiente: el cap’tulo 6 acerca de otras for-
mas de invarianza (contractividad, intercambiabilidad y rotabilidad) en términos
de transformaciones que preservan la medida. Finalmente, en el cap’tulo 7 se

muestran las conclusiones del trabajo.

'En general, se requiere calcular la inversa de una funcién de distribucién numéricamente.
También en ciertos casos pueden calcularse como soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales

ordinarias.



Lista de S'mbolos

a Abconjunciondeay b

> tal que

AAB = (A - B) U (B — A) diferencia simétrica entre A A B

IN conjunto de ndmeros naturales

Z. conjunto de nliimeros enteros

R conjunto de ntimeros reales

(a,b) = {x € R:a < x < b} ointervalo abierto

[a,b] = {x e R:a < x < b} o intervalo cerrado

A medida de Lebesgue

p medida de probabilidad con soporte en X C R

c.s. casi seguramente o casi en todas partes

f o g la composiciéon de las funciones f y g en los dominios adecuados
T" composicién de la funcién T con ella misma 1 veces

T? := I la funci6n identidad

[E operador esperanza

cov (X, X;) covarianza entre X; y X;

{Xy} iid sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas

B es el operador de retraso tal que B/X; := X;- j

F funcién de distribucién de una medida de probabilidad

F~! inversa de la funcién de distribucién F

G transformacién que preserva la medida de Lebesgue en [0, 1]

T transformacién que preserva una medida de probabilidad u
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= igualdad en distribucién
B(X) o-dlgebra de Borel del conjunto X
0(X) o-algebra generada por el conjunto X
@ conjunto vac’o
[x] funcién mayor entero menor o igual que x
xmod1l =x—|x]
In(x) funcién logaritmo natural de x
sgn(x) funcién signo de x. Toma los valores —1,0 y 1 cuando x es un nliimero ne-
gativo, el cero 6 un niimero positivo, respectivamente
exp(x) funcién exponencial de x
cos(x) funcién coseno de x
tan(x) funcién tangente de x
cot(x) funcién cotangente de x
arcsin(x) funcioén arco seno de x
arc cos(x) funcién arco coseno de x
arctan(x) funcién arco tangente de x
7 conjunto de ndices o tiempos
0 operador de traslacion (shift) tal que O(xo, x1,...) = (x1,x2,...)
0; = 0(0(- - -)0) operador de traslacién con tiempo jo ¢
—_—
t veces
¥ ltracion de o-dlgebras
T tiempo opcional o de paro
0. operador de traslacién con tiempo opcional 7
A matriz
A’ transpuesta de la matriz A
Al inversa de la matriz A cuando aplica
N(0, 1) la distribucién (o medida) normal estdndar con media cero y varianza uno
Ga(a, p) la distribucién (o medida) gama con parametros a, 3
@(x) funcion de distribucién acumulada de la medida N(0, 1)
GH(A, a, B, 6, 1) 1a distribucion (o medida) hiperbdlica generalizada

K, funcién de Bessel modi cada de tercer tipo con ndice v
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& ~ S4(0,B,7) denota que la distribucién de la variable aleatoria & es estable con
parametros o, 0,8y v

(u,a)y = Z,’le uia es el producto interno en R?, con u,a € R?

Y. matriz de covarianzas positiva de nida

R:(s, t) funcién de covarianza de un proceso gaussiano {&,}

a = b quiere decir que a y b son idénticos

L 4(x) funcién indicadora del conjunto A. Toma el valor 1 si x € A y el valor 0 si

x & A.
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Cap’tulo 1

Introduccion

Este cap’tulo es un resumen de las principales referencias que estdn rela-
cionadas con el tema de este trabajo que es la construccién de transformaciones
que preservan la medida. Se dice que la transformacién T preserva la medida y en
el espacio de medida (X, A, ), si u(T~'(B)) = p(B) para todo conjunto B € A. La
referencia completa de todos los trabajos aqu” citados aparece en la bibliograf a,

al nal del documento sélo antes del dpendice.

Re riéndose a las transformaciones que preservan la medida se distinguen

tres situaciones:
1. Transformaciones que preservan medidas de probabilidad;
2. Transformaciones que preservan medidas o- nitas y
3. Transformaciones que preservan medidas in nitas.

El tema de esta tesis trata con medidas de probabilidad por lo que entra en el
punto 1. La mayor‘a de la literatura existente tiene que ver con medidas de pro-
babilidad. En [10] hay ejemplos de transformaciones, relacionadas principalmente
con fracciones continuadas, que preservan medidas de probabilidad. Algunas de
las transfromaciones mencionadas son la log’stica, de Gauss, transformaciones f,
del panadero (baker s transformation), traslaciones, re exiones y rotaciones que
preservan la medida de Lebesgue. Mds ejemplos de transformaciones que preser-

van la medida relacionadas con fracciones continuadas y con teor’a de ntimeros
1



Cap’tulo 1. Introduccién 2

pueden encontrarse en [12] y en [9] donde se identi can las medidas invariantes
para las fracciones de Rosen (fracciones continuadas particulares). El problema
con todo esto es que la medida que preservan esas transformaciones ya esta dada,
y sise requiere trabajar con otra medida, entonces tales transformaciones ya no sir-
ven. Ademads no se indica una manera para construirlas. En contraste, este trabajo
s” menciona una forma de construir ese tipo de transformaciones. Otro ejemplo
clasico es el de endomor smos continuos de grupos compactos que preservan la
medida de Haar. Este tema puede encontrarse a detalle en [16,37,42]. Se sabe que
si se tiene la estructura de grupo siempre existe la medida de Haar. El problema
con ésto es que en las aplicaciones pocas veces se trabaja con esta medida por lo
que no se recurre a estos resultados. Algunos otros resultados aparecen en [35],
donde se dan ejemplos transformaciones que preservan la distribucién uniforme

(funciones lineales a pedazos) y condiciones para su existencia.

En cuanto a la existencia de transformaciones que preservan la medida existen
varios resultados, por ejemplo, si se tiene un espacio métrico compacto (X, ¥, u)
y una transformacién continua T : X — X, el Teorema de Krylov-Bogolioubov
(ver [19,42]) garantiza que existe (a través de un 1'mite) una medida que es preser-
vada por esa transformacién. Estos resultados se basan en que los espacios cx)*
y J, el dual del espacio de funciones continuas con valores reales de nidas en
X'y el espacio de funcionales lineales positivos, respectivamente, son isométrica-
mente isomorfos, ver [2,11,37,42]. Uno de esos teoremas es el siguiente y puede

encontrarse en [11,42]:

Teorema 1.0.1. Sean (X, B(X)) con X un espacio compacto metrizable, B(X) la o-dlgebra
de Borel de X y M(X) el conjunto de medidas de probabilidad definidas en B(X).

Si{0,},q es una sucesion de medidas de probabilidad que pertenecena M(X)y T : X —

X una transformacién continua, entonces cualquier punto limite de la sucesion {u,},_,
(con py(B) == 1 Y170 o(T(B)) B € B(X)), en términos de la topologia débil estrella
de C(X)*, es una medida preservada por T. Por ejemplo, si {f,},_, es un subconjunto
co | fudv—] fudu]
G |

estrella de M(X). El conjunto de puntos limite de la sucesion {u,},_, es no vacio por el

denso de C(X) entonces p(p,v) := ), es una métrica para la topologia débil
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Teorema de Krylov-Bogolioubov.

Partiendo de este resultado trabajé junto con el Dr. Juan Gonzéalez en tratar
de encontrar algun punto I'mite de la sucesion {u,} . El problema es que no
se pudo encontrar nada, excepto cuando T es la funcién identidad, pero esa
transformacién no tiene muchas aplicaciones. Ademads, hay que mencionar que

en [?] se muestra un contexto mds general, el de sistemas dindmicos aleatorios en el

que la teor’a ergddica es un caso particular.

El siguiente Teorema puede encontrarse en [33] junto con muchos resultados
que relacionan la teor“a de la medida con propiedades topolégicas que tienen que

ver con las categoras de Baire.

Teorema 1.0.2. Dado un espacio de probabilidad (o de medida finita) completo' (X, F, 1),

existe una funcion ¢ : F — F tal que VA, B € F se cumplen las siguientes propiedades:

1. uw((A)AA) = 0;
2. w(AAB) = 0 = ¢(A) = ¢(B);
3. ¢(@) =2 AP(X) = X;

4. (AN B) = Gp(A)P(B);

O

. ACB= ¢(A) C ¢(B).

A una funcién ¢ con esas caracter’sticas se le llama lower density. Cuando se
trabaja con A, la medida de Lebesgue en un intervalo nito de ntimeros reales,

una lower density es la Lebesgue lower density de nida del siguiente modo:

O(E) = {x eR: limhﬁow = 1} , con ECR Lebesgue medible.

La propiedad 1 implica que ¢(A) = A, excepto por un conjunto de medida

cero, por lo que la funcién ¢ preserva la medida u siempre que ¢ sea sobreyectiva.

'En el sentido de que la -dlgebra # contiene a los conjuntos nulos.
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Aqu’ el problema es que la Lebesgue lower density no es necesariamente sobre? ni

propicia para manipularse.

Para otros resultados que involucran transformaciones que preservan la me-
dida puede consultarse [41], donde dado un espacio de probabilidad y una trans-
formacién que preserva dicha medida (que ademds cumple otras condiciones),
se obtienen resultados de convergencia para el operador Perron-Frobenius. En
cuanto a resultados menos generales, por ejemplo, en [25] se dan condiciones so-
bre las transformaciones para la existencia de medidas invariantes absolutamente
continuas, en [7] se demuestra la unicidad para las funciones lineales a pedazos.
En [17] se muestra que las familias de funciones: 1) f,(x) = ax(1 —x) para0 < a < 4
y 2)fa(x) = af(x) mod 1 con f(x) de clase C°, f(0) = f(1) = 0 preservan medidas
absolutamente continuas respecto de la medida de Lebesgue de nidas en [0, 1].
En este sentido, en [26] se muestra que las transformaciones de nidas en inter-
valos nitos, continuas a pedazos, de clase C' a pedazos y con un ntimero nito
n de discontinuidades tienen a los mas n medidas invariantes. También en [28]
se demuestra que dadas dos medidas de probabilidad u y v de nidas en B(R?)
cond € N nito y con y anuldndose en conjuntos de Borel con dimensién de
Haussdorff d — 1, entonces existe una funcién convexa h cuyo gradiente preserva

la medida entre p y v, i.e. u((Vh)"1(B)) = u(B).

Para el caso de las transformaciones que preservan medidas in nitas o o-
nitas puede consultarse [4, 14]. En estos espacios de medida no necesariamente
se cumple el Teorema de recurrencia de Poincaré, que en el caso de espacios de
medida nita es verdadero. En [4] se muestra la existencia de transformaciones
que preservan la medida a través transformaciones inducidas. Mientras que en [14]
se prueba que no existe una medida invariante nita para toda transformacién no

conservativa, es decir, que tenga conjuntos wandering. >

2La propiedad 1 implica que ¢(A) = A, lo que a su vez implica que u(¢p(A)) = p(A) lo que

implica que u(¢~1(A)) = u(A) sélo si ¢ es sobre.
3Un conjunto A se llama wandering para la transformacién T si la sucesion {T*(A)},, es

disjunta.
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Existe una equivalencia entre las transformaciones que preservan la medi-
da y los procesos estocésticos estrictamente estacionarios que puede consultarse
por ejemplo, en [19]. Se habla mucho de procesos estrictamente estacionarios en
series de tiempo, aunque se recurre mads al concepto de proceso débilmente esta-
cionario. Algunas de las referencias méas conocidas son [8,23] donde aparecen los
modelos clasicos, la mayora variantes de los procesos ARMA y los principales
resultados. Todo esto estd ligado con el problema de cémo construir procesos con
distribuciones marginales dadas. A este respecto uno cuenta con la teor“a de cépu-
las, los resultados fundamentales pueden consultarse en [32]; asimismo estédn las
siguientes referencias acerca de medidas doblemente estocasticas (son medidas
de nidas en el cuadrado unitario con marginales uniformes), en donde un prob-
lema importante se presenta: ;qué funciones pueden ser el soporte de medidas
doblemente estocasticas?. Una solucién parcial aparece en [39] y se menciona a

continuacion.

Proposicién 1.0.1. Un hairpin* gUg™ es el soporte de una medida doblemente estocdstica

siy s6lo si g7H(x) = f~1(x — f(x)) para alguna funcién f tal que:

1. f(x),x—f(x) : [0,1] — [0, 3]s0n homeomorfismos crecientes® y funciones suprayec-

tivas;
2. f(x) < 3 paratodo x € (0,1).

La tinica funcién f no negativa que satisafce las condiciones de la proposicién
anterior es de la forma f(x) = Y, ,(-1)""1¢"(x), donde ¢! = ¢y ¢""' = ¢o¢"yla

union de las gré cas de ¢y ¢! forma un hairpin.

En [21] se dan condiciones para la unicidad de medidas doblemente estocésti-
cas con soporte en un conjunto ligeramente mds general que un hairpin. Si ese

conjunto soporta una medida doblemente estocdstica, ésta es extrema, es decir,

“Launioéndelas grd casde gy ¢!, denotado ¢Ug ™! se llama hairpin siy sélosi g : [0,1] — [0,1]

es un homomor smo creciente suprayectivo tal que g(x) < x cuando x € (0, 1).
SUna funcién f : X — Y se llama homeomor smo si la funcién f tiene inversa continua. Se

llama homeomor smo creciente si la funcién es un homeomor smo y ademads es creciente.
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es una medida que no puede formarse a partir de combinaciones convexas de

medidas doblemente estocésticas.

Mediante transformaciones que preservan la medida de Lebesgue en [0, 3] se
pueden construir medidas doblemente estocésticas con soporte en una regién da-
da como se indica en [27]. Una aplicacién interesante es que se es posible construir
copulas a partir de transformaciones que preservan la medida del siguiente mo-
do. Primero se construye una medida doblemente estocastica y segtin el método

descrito en [27]; y segundo, se de ne la copula C mediante

C(x,y) == u([0,x] X [0, y]) Vx, y € [0,1].

Con la topolog’a adecuada, la ecuacién anterior de ne un homeomor smo

entre copulas y medidas doblemente estocésticas.

En [34] se construyen procesos con distribuciones marginales dadas por medio
de variables latentes con un método estilo Gibbs sampler; el resultado anterior per-
mite construir procesos estacionarios més generales a través de mezclas de dis-
tribuciones de transicién (MTD) como puede consultarse en [5,31]. Otra referencia
menos conocida es [22] donde se estudian las series de tiempo desde el punto de
vista de procesos dindmicos y no con tanto énfasis en el punto de vista estad’sti-
co. Finalmente, algunos resultados y aplicaciones de los procesos GARCH estan
en [6] donde aparecen distintos procesos destinados a modelar datos nancieros
y en [30] se trata con el modelo GARCH hiperbdlico generalizado y se encuentran

condiciones para que el proceso sea estrictamente estacionario.

Para terminar la introduccién falta mencionar otro tipo de simetr‘as de pro-
cesos estocdsticos aparte de la de estacionariedad, que ha sido la mas estudiada.
Se habla de reversibilidad, contractividad, intercambiabilidad y rotabilidad. Los
procesos intercambiables son muy importantes porque existen muchos resulta-
dos poderosos que se basan en este hecho, como el famoso Teorema de De Finetti
(ver [20]). En [20] estdn muchos de los resultados que tienen que ver con todas

estas simetr’as y las relaciones que guardan entre s”. En [1, 3] se caracterizaron
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por vez primera los procesos rotables y en [15,43] se trabaja con el concepto de
reversibilidad para algunos modelos espec” cos de series de tiempo. Algo impor-
tante, es que estds otras simetr’as implican la estacionariedad. En este trabajo se
muestran ademds algunas condiciones para que ocurra la implicacién opuesta, es
decir, que un proceso estacionario méas algunas condiciones implican estds simetr’as

(reversibilidad, contractividad, intercambiabilidad y rotabilidad).

Ya para nalizar, en [18] se de nen transformaciones que preservan la medi-
da para procesos {&,} Volterra Gaussianos. Ademds presentan transformaciones
que preservan la medida cuando {&,} es una martingala (ver [19]). Los procesos
gaussianos tienen mucho que ver con los procesos a-estables de los que se habla

en el captulo 7.



Cap’tulo 2

Transformaciones que preservan la

medida y Procesos estocasticos

Este cap’tulo tiene como nalidad presentar algunas propidades de los proce-
sos estocasticos generados o construidos a partir de transformaciones que preser-

van la medida.

2.1. Equivalencia entre Procesos estacionarios y trans-

formaciones que preservan la medida

El Teorema 2.1.1 muestra la equivalencia que existe entre los procesos esta-
cionarios y las transformaciones que preservan la medida. Este resultado es muy
importante para esta tesis porque garantiza la construccién de procesos esta-
cionarios a partir de transformaciones que preservan la medida. Se recuerda que
lo mds importante de la tesis es que propone una manera de construir transfor-
maciones que preservan una medida nita dada. La demostracién del teorema

estd tomada ntegramente de la referencia [19].

Antes de enunciar y demostrar el teorema hay que presentar unas de niciones.

De nicién 2.1.1. (Preservacion de la medida). Dados los espacios de medida (X, S, u),

(YU, 0)y T : X — Y una funcion medible, se dice que T preserva la medida entre
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XS, Wy, U,o)sioB)=wT(B)VBeU.SiX=Yyu=ocalafuncion T se le

llama una transformacion que preserva la medida [10,19,47].

Si € es una variable aleatoria con distribucién u y T esta de nida en el espacio
(medible) de estados de &, entonces T preserva la medida psiysélosi T o & L

El s'mbolo = representa igualdad en distribucién.

De nicién 2.1.2. (Procesos estacionarios). Sea & = (&y, &1, -+ +) un proceso estocdstico
en un espacio medible (S, S) y O el operador traslacion. El proceso & es estrictamente

estacionario si 0(¢) < &.

Eloperador traslacion o shift O definido en S estd dado por O(xo, x1,-++) = (X1, X2, *).

La de nicién anterior es equivalente a pedir la invarianza ante traslaciones de

las distribuciones nito dimensionales, ver De nicién A.1.1.

Teorema 2.1.1. Sean (S, S, u) un espacio de probabilidad, & una variable aleatoria que
toma valores en S con distribucion py T : S — S una funcién medible. T preserva la
medida u & el proceso estocdstico {T" o &} es estrictamente estacionario. Ademds

{f(T" o &)} es estrictamente estacionario para cualquier funcion medible f : S — S.

Demostracion. Asumiendo que T preserva la medida u se tiene que T(&) L, y

entonces

O(foT'(E) = (foT"(9)
= (foT'(T(&)
L (foT"(&)).

por lo que el proceso {f o T"(&)}, . €S estrictamente estacionario.

Ahora, asumiendo que el proceso 11 = (1o, 171, - - - ) es estrictamente estacionario,
entonces 1, = m(0"(17)), donde mtp(xo, x1,--+) = xp, y como el proceso 7 es esta-

cionario, 6(n) L 1. O
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En particular, si & = (&, &1, - -) es un proceso estrictamente estacionario en un
espacio medible Sy si f : S — S’, donde S’ es otro espacio medible, entonces el

proceso de nido por

Vp = f(én/£n+1l'”)/ ne N/
también es estrictamente estacionario.

De acuerdo al Teorema 2.1.1, si £ es una variable aleatoria con valores en un
espacio medible S, con distribucién py T : S — S, entonces el proceso {T"(&)}en
es estrictamente estacionario. As’, si se tiene una manera de construir transfor-
maciones que preservan la medida u, entonces es muy facil construir procesos
estocdsticos estacionarios cuyas distribuciones marginales unidimensionales sean

iguales a u.

Igualmente, si la medida u es n-variada y se cuenta con una transformacién
que preserva a la medida 1, pueden construirse procesos estocasticos estacionar-
ios cuyas distribuciones marginales n-dimensionales sean iguales a u. En este
caso ademds, estdn determinadas (mediante integracién) las transiciones y las

distribuciones k-dimensionales, conk =1,2,--- ,n.

Por otro lado, si se tiene un proceso estacionario & = (&g, &5, - -) con valores
en el espacio de medida (S, S, ), entonces se puede construir el espacio de pro-
babilidad (S, ®S, fi), un proceso & y una transformacién T que preserva lamedida

fi, tal que & L .

La de nicién de los s'mbolos anteriores es la siguiente:

®S es la o-algebra producto de 5.

T(xp,x1,--+) = O(xp,x1,--+) = (x1,X2,--+), es el operador traslacién o shift en

5.

f(xo0,x1,- ) = mo(x0, X1, - ) = xp es la proyeccién de S en S.

fi(B) = u(s € S : &(s) € B), B € ®S, recordar que & = (&p, &1, ).

= &= (&, &) donde &, = FT"() = f(T"((Eo, &1, -+ )
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2.2. Procesos doblemente estacionarios y transforma-

ciones que preservan la medida

Otro tipo de procesos estocésticos de nidos recientemente (en 1987, ver [13]),
son los procesos doblemente estacionarios. Los procesos doblemente estaciona-
rios se de nen como aquellos procesos estables, que tienen una representacion
espectral que es también estacionaria. La de nicién precisa es la De nicién 2.2.2.
Todo el material de esta seccién pude consultarse en [13,38]. Algunos resultados

en una versioén general pueden encontrarse también en [37].

De nicién 2.2.1. Un proceso estocistico {Ey},eq se llama simétrico a-estable (SaS) si

toda combinacion lineal finita Zzzl k&, Nk € T es una variable aleatoria Sas.

De nicién 2.2.2. Una familia de funciones {f,}, . € L“(X, A, u), donde (X, A) es un
espacio de Borel estdndar (i.e. es un espacio medible e isomérfo a un subconjunto de Borel

de R) y u es una medida o-finita, se dice que es una representacion espectral del proceso

{Enlner SaS si

(Enbuer = { fx fo)M(dx)} 1)
nel

donde M es una medida aleatoria simétrica a-estable en A, tal que

E(exp(iuM(A))) = exp (- [u|* u(A)),YA € A, u(A) < oo, u € R.

En las siguientes 1'neas se da la de nicién de medida aleatoria a-estable. Si
la medida aleatoria a-estable es ademdés simétrica, se llama medida aleatoria

simétrica a-estable (Sas5).

De nicién 2.2.3. Sea (X, A, u) un espacio de probabilidad, y sean

n gr(X) = {g: X — R: gesmedible }, es decir, gr(X) es el conjunto de variables

aleatorias con valores en R definidas en (X, A, 1).
» (E, &, m) un espacio de medida.

» 5:E — [-1,1], una funcién medible.
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s & ={A€&E:mA) < o).

Se llama medida aleatoria a-estable con medida de control m e intensidad 5 a
una funcion independientemente disjunta, o-aditiva M : & — gr(X) tal que para cada
A€ 80,

v Sy Bm(dx)

M(A) ~ S, | [m(A)]=, WIO

La notacién M(A) ~ S.(o,B,y) proviene de la ecuacién 2.3 y quiere decir que
la variable aleatoria M(A) tiene una distribuciéon a-estable caracterizada por los
pardmetros a, 0, f y v (ver De nicién 2.2.9). La frase independientemente disjunta
signi ca que si Aj, Ay, -+, Ax € &) son disjuntos, entonces las variables aleato-
rias M(A1), M(Az),--- ,M(Ax) son independientes. Finalmente, o-aditiva quiere
decir que si A, Ay, -+ pertenecen a &, son disjuntos y U;2; Ax € &y, entonces,

M (Ujreq Ax) = Ygoy M(Ay) cs.

Por otro lado, todo proceso Sa§S, separable en probabilidad admite una repre-
sentacion espectral donde X = [0,1] y 4 = A es la medida de Lebesgue. Ademés,
si un proceso {&,},cs tiene una representacion espectral de nida en un espacio de

Lebesgue estdndar, entonces es separable en probabilidad ( [36]).

De nicién 2.2.4. Un proceso estocdstico {E,},er es separable en probabilidad si existe
un subconjunto numerable To C T tal que el conjunto {&,},cr, es un subconjunto denso

de {En}neq con respecto a la topologia de convergencia en probabilidad.

Se sabe ( [36]) que para todo proceso Sa$S estacionario {&,},r existe ( [13])
un subespacio lineal M de algtn L*(X, A, 1), una funcién f en M y un grupo
de isometr“as (respecto de la métrica inducida por la norma de ¥, como en un

espacio de Banach) U = (U") de nidas en M tal que para cualquier combinacién

:

donde ”f”p = f|f|p du, p € (0, 0) es lanorma de LV(X, A, u).

. . wd
lineal nita Y ;_; ;&,,,

d
E exp (i Z akénk] = exp (—

k=1

d

Yl ()

k=1
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En [13] se de ne al par (U, f) como la representacion espectral del proceso

{&€1} 7 estacionario Sas.

De nicién 2.2.5. Un proceso estocdstico {E,},c5 estacionario SaS es doblemente esta-

cionario si tiene una representacion espectral (U, f) tal que {U"(f)} es estacionario.

Como la de nicién de los procesos doblemente estacionarios estd dada en
términos de procesos SaS, hay que revisarlos con més detalle. Ahora se presentan

las de niciones de procesos y variables aleatorias alfa estables.

De nicién 2.2.6. Una variable aleatoria & es SaS si es simétrica, i.e.& L —¢& y ademds

alfa estable (aS).

Existen varias de niciones equivalentes de una variable aleatoria aS. Aqu” se
presentan dos de ellas [38]. En lo que sigue, primero se de ne una variable aleato-

ria estable, y después se de ne una variable aleatoria aS.

De nicién 2.2.7. Una variable aleatoria £ es estable si para cualquier pareja de niimeros

positivos A, B existe un niimero positivo C y un niimero real D tal que

A& +BE L= CE+D 2.2)

donde &, &, son copias independientes de &.

SiD = 0, la variable aleatoria & se llama estrictamente estable. La demostracion

del siguiente teorema puede consultarse en [35].

Teorema 2.2.1. Si & es una variable aleatoria estable, existe un a € (0,2] tal que el

niimero C en la ecuacion 2.2 satisface la siguiente relacion,
C*=A*+B*

Alntamero a se le conoce como ‘ndice de estabilidad o exponente caracter’stico.

As” nalmente, se llega a la de nicién de una variable aleatoria alfa estable.

De nicién 2.2.8. Una variable aleatoria estable & con indce a se le conoce como alfa

estable (aS).
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Una de nicién equivalente (ver [35]) de una variable aleatoria estable se da en

términos de funciones caractersticas.

De nicién 2.2.9. Unavariable aleatoria & es estable si existen pardmetros o € (0,2],0 >

0,8 €[-1,1]y y € R tal que su funcion caracteristica tenga la siguiente forma:

exp (—a“‘ u|” [1 — iBsgn(u) tan [%” + iuy) sia#1,

E(exp(ius)) = (2.3)

2i

exp (—a || [1 + ?ﬂ sgn(u) In Iul] + iuy) sia=1.

Los pardmetros a, f y  son tinicos, pero f es irrelevante cuando a = 2, es decir

cuando la variable aleatoria es a-estable gaussiana.

En virtud de la ecuacién 2.3 se acostumbra denotar la distribucion estable de

una variable aleatoria & por S,(0, 8,7) y escribir & ~ S,(0, B, 7).

La de nicién de una variable aleatoria estable en términos de la funcién carac-
ter’stica es muy importante porque permite identi car algunas propiedades que

se enuncian ahora.

Proposicién 2.2.1. Si &y, &, son variables aleatorias independientes con &; ~ S,(0i, Bi, Vi)-

Entonces, (&1 + &2) ~ Sa(0,B,7),

1 ﬁ10a+ﬁ20u
donde o = (0§ + 0%)=,B = (r‘}+ag 2y =1+

Demostracién. Si a # 1 (cuando a = 1 la demostracién es similar). Por indepen-

dencia se tiene que,

In (E(exp(iu(&1 + &2)))

In (E(exp(iuf))) + In (E(exp(iuf)))

pr0] + faoy na
—(0? + o) |1 - i————= t (—)
(0 +03) |ul i 7 o8 sgn(u) tan >

+ (1 +y2).

Proposicién 2.2.2. Sea & ~ S,(0,B,7) vy a € R. Entonces, (& +a) ~ Sy(0, B,y + a).
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Demostracion. Se sigue inmediatamente de la siguiente propiedad de las funciones
caracter’sticas, aplicada en este caso particular a la ecuacién 2.3. Si ¢¢(u) es la
funcién caracter’stica de la variable aleatoria £ que toma valores en IR”, entonces
Qarac(u) = exp(i{u, a))p:(A’u) es la funcién caracter’stica de la variable aleatoria
a+A& cona € R", (u,a)y =Y ., uxa es el producto interno en R, A es una matriz

de tamafio mxn y A’ es la transpuesta de A. O

Proposicién 2.2.3. Lavariablealeatoria & ~ S,(0, B, ) es simétrica,siysélosip = 0 = y.

Es simétrica respecto a y si y sélo si § = 0.

Demostracion. & es simétrica si y s6lo si su funcién caracter’stica es real. De la
ecuacion 2.3 pasa eso si y s6lo si p = 0 = y. La simetr“a respecto de y es conse-

cuencia de la Proposicién 2.2.2. m|

De acuerdo a la Proposicién 2.2.3, una variable aleatoria es SasS si su distribu-
cién estable tiene parametros f = 0 = y. Entonces, de la ecuacién 2.3 se sigue
claramente que la funcién caracter’stica de una variable aleatoria &, SaS estd dada

por sencilla expresion:

E(exp(iué)) = exp (=0 [u]") (2.4)

En este caso, ademds se acostumbra escribir £ ~ SaS. Un punto importante
a mencionar, es que todas las distribuciones aS tienen densidad y ademas esta

densidad es continua ( [35]). Algunos ejemplos son:

La distribucién gaussiana S,(0,0,y) = N(y, 202), con densidad
)

9= s exp (-5 )

La distribucién de Cauchy S1(o,0, ), con densidad f(x) =

()
n((x=y)*+0%)"

La distribucion de Lévy S 1 (0,1,7), con funcién de densidad concentrada en

(09 dada por 9= ()| 70 (-5

Cualquier distribucion degenerada S,(0,0,y), con a € (0, 2].
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El siguiente resultado caracteriza a los procesos doblemente estacionarios en
términos de transformaciones que preservan la medida. La demostracién puede

consultarse en [13].

Teorema 2.2.2. Una condicién necesaria y suficiente para que un proceso estocdstico
Sas$ estacionario, separable en probabilidad sea doblemente estacionario, es que tenga una

representacion espectral (U, f), tal que,

uf=Tuf)neT
donde las transformaciones T" : L*(X, A, u) — LY(X, A, u) (ver definiciones 2.2.2-

2.2.4) verifican las siguientes condiciones:

» paracadan € T y para todo A, A1,Az,--- € A,
o T™(A%) = (T"(A)),
o T" (Uil 4k) = Ui T"(Ap),
o T"(Mi& Ax) = Mity T"(A).
» T" es no singular repsecto a  para cadan € T, i.e. u(T") << .

n T preserva la medida p, i.e. p(T(A)) = u(A) VA € Al

Para cerrar esta seccion, se presenta otra resultado que garantiza que un pro-
ceso SaS estacionario sea doblemente estacionario. Al igual que el teorema 2.2.2,

la demostraciéon puede encontrarse en [13].

Teorema 2.2.3. Sea {&,},5 un proceso estacionario SaS, separable en probabilidad,

a € (0,2), con representacion espectral (U, f) en algiin espacio L*(E, &, u) donde i es una

!Existen dos de niciones de preservaciéon de medida en (X, A, y) en la literatura:
1. T: X — X medible, preserva la medida si u(T(A)) = u(A) YA € A.

2. T: X — X medible, preserva la medida si u(T1(A)) = u(A) YA € A.

(2) = (1), y si T es sobreyectiva ocurre también que (1) = (2). En este trabajo, preservar la medida

sere ere alade nicién (2) salvo que se diga otra cosa, como en este caso.
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medida o-finita. Supéngase que las isometrias U : L*(E, &, u) — L*(E, &, u) estdn dadas
por U(g) = (T(Q)) - h con h € LY, &, p). Si T admite una medida o-finita invariante

equivalente a u, entonces el proceso {,},s es doblemente estacionario.

En el apéndice B se presentan otras caracter’sticas y ejemplos de los procesos

as.

2.3. Transformaciones que preservan la medida gene-

ralizadas

La idea de transformaciones que preservan la medida generalizadas fue in-
troducida en 1988 por Ulrich Krengel, en un art’culo llamado Generalized mea-
sure preserving transformations, ver [24]. A diferencia de las transformaciones que
preservan la medida, que tienen una equivalencia con los procesos estacionarios
como se ha descrito en la primera seccién de este cap’tulo, las transformaciones
que preservan la medida generalizadas, no tienen hasta el momento, una carac-
terizacién en términos de procesos estocésticos. Es decir, ;qué clase de procesos
corresponden con la clase de transformaciones que preservan la medida genera-

lizadas?

En [24], se dan condiciones necesarias, y muestran que son su cientes para
procesos que toman dos posibles valores con conjunto nito de cuatro “ndices.
En lo que sigue se presenta la de nicién de transformaciones que preservan la
medida generalizadas, algunas propiedades, as” como las condiciones necesarias
que cumplen los procesos que pueden representarse por estas transformaciones

que preservan la medida generalizadas, ver [24].

De nicién 2.3.1. Sea (X, A, u) un espacio de probabilidad. Una transformacién que
preserva la medida generalizada ¢ transformacion-gmp, es una funcion ¢ : X — X

que satisface las siguientes condiciones para todo A, B € A:

» A CB= ¢(A) C P(B), ¢ preserva el orden respecto a la contencién de conjuntos.
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n u(P(A)) = u(A), ¢ preserva la medida u, ver nota al pie del Teorema 2.2.2.

Toda transformaciéon T : X — X que preserva la medida en un espacio de
probabilidad (X, A, i) induce una transformacién que preserva la medida gene-
ralizada ¢r, al de nir ¢r(A) := T-1(A). Como T preserva la medida?, p(dpr(A)) =
W(T(A)) = u(A) para todo A € A. La otra condicién también se veri ca fécil-
mente, yaquesiA CB= ¢r(A) =T (A)={xe X:T(x)e A} c{xe X:T(x) € B} =
T-'(B) = ¢r(B). En general, una transfromacién-gmp no conmuta necesariamente

con uniones e intesecciones. S6lo se tiene que,

®(ANB)C Pp(A)NP(B), A,BeA (2.5)

P(AUB) D p(A)UP(B), A,BeA (2.6)

Dada una transformacién que preserva la medida generalizada ¢ en un espacio

de probabilidad (X, A, u), se de ne al operador Ty(f(x)) por la expresion:

To(f(x) =sup{t € R:x € p({f > th}.

donde f : X — R es medible.

El operador T, es no lineal en general, y satisface {T¢( f) = t} = o ({f = t}).
Si ¢ = ¢r, donde T es una transformacién que preserva la medida, entonces
Ty(f) = foT, estoes, el operador T, toma la forma de los operadores que generan

procesos estacionarios a través de transformaciones que preservan la medida.

Se dice que un proceso estocéstico {&,},cn puede representarse por una trans-
formacién que preserva la medida generalizada si existe una transformacién-gmp
¢ en un espacio de probabilidad adecuado (X, A, 1) y una funcién medible f tal
que {Tg( f)} L {&) paratodan =0,1,---. Recordar que T}, representa la composi-

cion de T(P con ella misma 7 veces.

2T : X — X medible, preserva la medida si u(T(A)) = u(A) VA € A.
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Ahora, la pregunta es: ;jcudles son los procesos que pueden representarse por

transformaciones gmp?

Hasta el momento la pregunta anterior no estd contestada, lo mas que se tiene
son dos condiciones necesarias que se enuncian a continuacion.

(Mp) condicién de monoton’a para intersecciones: Para todo n € IN y todo

n-1 -1
V( {& > fk}] < V( {Eke1 2 tk}]
k=0 k=0

(My) condicién de monoton‘a para uniones: Paratodon € INytodoty, t1, -+ ,t,-1 €

R,

tOItll. o /tn—l € R/

=

=

n—1
V(U {& > tk}] < V(

k=0

-
{Eks1 2 tk}]

k=0

donde el proceso {&,},cn de nido en el espacio de probabilidad (X, A, v) toma

valores en R.

Se desconoce si todos los procesos que satisfacen las condiciones (M) y (My)

pueden representarse por una transformacién-gmp.

Teorema 2.3.1. La condiciones (Mpn) y (My) son necesarias para que un proceso {&,}
definido en el espacio de probabilidad (X, A,v) admita una representacion por medio de

una transformacién-gmp.

Demostracién. Sea {,} un proceso que admite una representaciéon por medio de
una transformacién-gmp ¢ en (E,&, 1), por lo tanto {Tg( f)} L {&4} para toda
n=0,1,---.Como {T’(;)(f) > t} =¢*({f >t}),k=0,1,-- y junto con la propiedad

de la expresion 2.5 se tiene,
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V(EO > tO/El > tl/“'

’ én—l > tn—l)

O

Todav’a no se sabe si las condiciones (M) y (My) son su cientes para que

exista la representacién de procesos estocésticos mediante transformaciones-gmp.



Cap’tulo 3

Transformaciones que Preservan la

Medidaen X C IR

En este cap’tulo se muestra una manera de construir una familia de transfor-
maciones que preservan una medida de probabilidad con soporte en IR a partir de
su funcién de distribucién F o de (1 — F) (con F invertible) y de transformaciones

G que preserven la medida de Lebesgue en [0, 1].

3.1. Notacién y de niciones basicas

Dados los espacios de medida (X,S, ), (Y, U,0) y T : X — Y una funcién
medible, se dice que T preserva la medida entre (X, S, u) y (Y, U,0) si o(B) =
W(TYB)VBeU.SiX =Yyu=oalafuncion T se le llama una transformacién
que preserva la medida.

Los espacios de medida donde se va a trabajar son (IR, B(R), 1) y ([0, 1], B([0, 1]), A),
donde B(D) representa a la o-dlgebra de Borel del conjunto D, A a la medida de
Lebesgue y i es una medida de probabilidad (o nita).

3.2. Transformaciones que Preservan la Medida

Lema 3.2.1. Sea F la funcién de distribucion de la medida de probabilidad u (invertible

c.s. respecto a u) con soporte en un compacto X C IR, entonces para todo B C B([0, 1]) se

21
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tiene que A(B) = w(F~(B)).
Demostracién. Sea [a, b] contenido en el rango de F,

L uE([a,b]) = plx € R:FQ) € [,b])
= p(lx € R: pu((—00,x]) € [a,b]))
= F(v) - Fw)
= b-a
= A(la,b)).

donde v = sup{x € R: u((-=oo,x]) € [a,b]} y w = inf{x € R : u((-oo, x]) € [a, b]}.

La interseccion de dos intervalos cerrados es un intervalo cerrado, un niimero
real {a} = [a,4a] 6 el conjunto vac’o @ = [a,b] con a > b. Por lo tanto el conjunto de
intervalos cerrados 7 es un 7t-sistema' que veri ca la propiedad A(B) = u(F~'(B)).
Ademéds dc,d € R tal que X C [c, d] porque X es un compacto de nimeros reales.

Sea D = {B € B(R) : A(B) = u(F'(B))}. Para terminar s6lo hay que mostrar que
D es un A-sistema® que contiene a X ya que como acaba de verse J C D.

Sean A,Be Dcon B C A,

S p(FTHA) = p(F'(BU(A-B))
= W(F(B) + u(F(A - B)).
S uFYA-B) = AA) - AB)
= AA-B).

Las ultimas dos igualdades son ciertas porque p(F~'(A)) < coy B C A. Por lo
tanto (A — B) € D.
Sean Ay, A;,...€ Dcon A, CA,1.5ede neB, =A,—A,1paran=2,3,...y

'Un rt-sistema es una clase C de subconjuntos de un conjunto X, que es cerrada bajo intersec-

ciones nitas,i.e., si A1, Ay, -+, A, € C entonces ﬂ,’le A € Cconn nita.
2Un A-sistema es una clase D de subconjuntos de un conjunto X, que es cerrada bajo 1'mites

crecientes, i.e., siA; C A, C--- C A, C--- esuna sucesion de conjuntos en D entonces |-, Ax € D,

y que es cerrada bajo diferencias propias, i.e., si A, B € D con A C B entonces B—A € D.
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) = ol ()

= ) uE'B)
n=1

Bl = Al/

[ee]

= ) AB)
n=1

Il
.
—
1
§>
~—

La segunda igualdad se sigue del hecho de que si {B,} es una sucesién de
conjuntos disjuntos entonces {F ‘1(Bn)} tambien lo es.’ La tercera igualdad se sigue
del hecho de que D es cerrado bajo diferencias propias como acaba de verse.

5o U1 Ay € D. Claramente X € 7 € D. Entonces D es un A-sistema. En el

apendice puede consultarse el Lema de clases monétonas. |

Ahora se va a mostrar el Lema 3.2.1 pero para la funcién (1 — F) donde F es la

funcién de distribucién de la medida de probabilidad p.

Lema 3.2.2. Sea F la funcién de distribucion de la medida de probabilidad 11 con soporte en

un compacto X C R, entonces para todo B C B([0, 1]) se tiene que A(B) = u((1—F)~'(B)).

Demostracién. Sea [a, b] contenido en el rango de F,

- u((1 = Fy ' ([a, b]))

px e R: (1= F)(x) € [a,D]})

= p(fx € R: 1~ p((~c0,x]) € [4,b]))
= 1-Fw)-(1-F@)

= b-a

= A(la, b))

3Sea {B,} una sucesi6n de conjuntos disjuntos que pertenecen al dominio de ¢ y donde g
es una funcién inyectiva. Entonces {g(B,)} es también una sucesién de conjuntos disjuntos. Si
no es as” 1 B;, Bj, y tales que y € ¢(B;) N g(B)). Por lo tanto 4 x € B; > y = g(x) y también
dx" € Bj 3 y = g(x"). Como g es inyectiva g(x) = ¢(x') = x = ¥’ = x € B; N B; lo que contradice

que B; y B;j sean disjuntos.
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donde v =sup{x e R: 1 — pu((—oo,x]) € [a,b]} yw =inflx e R:1 - u((-o0,x]) €
[a,b]}. La demostracién contintia de manera andloga a lo hecho en el Lema 3.2.1.

O

El siguiente resultado sirve para extender el Lema 3.2.1 para medidas de
probabilidad p con soporte en X C R donde X ya no tiene que ser necesariamente

compacto.

Corolario 3.2.1. Sea F la funcién de distribucién (invertible c.s. respecto a 1) de la medida
de probabilidad u con soporte en X C IR, entonces para todo conjunto B C B([0,1]) se
tiene que A(B) = w(F~(B)).

Demostracion. Sea I, = [n,n + 1] entonces R = |J,cz [,. Ademads se de nen F(n) =

rn €[0,11y Ji = [n, 1n41], de donde [0, 1] = U,z Jn-

Sea B € B([0,1]),

-~ A(B)

A (U(B n m]

= Y wF (BN )

nez.

= 1 UF*(Bmm]

nez.

= p|F’ [U(Bnm))

nez

i)

= wFEBNI0,1])

= uF'B)).

La primera, segunda y séptima igualdades se siguen del hecho de que [0,1] =
Unez Jn v (F~1(r411)) = 0 porque F es invertible. La tercera igualdad del Lema
3.2.1. La quinta y sexta por propiedades de F™' y por la propiedad distributiva

entre uniones e intersecciones respectivamente. La octava porque B C [0,1]. El
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caso de la cuarta igualdad se sigue del hecho de que si {B,} es una sucesiéon de
conjuntos disjuntos entonces {F‘l(Bn)} tambien lo es.* En este caso la funcién de
distribucién F es inyectiva por hipétesis ya que F se pide invertible. EI resultado
también es cierto si se cambia F por (1 — F) como se puede ver ficilmente gracias al Lema

3.2.2. O

De esta forma el Lema 3.2.1 se extiende para medidas cuyo soporte no es
necesariamente compacto, por ejemplo la medida normal que estd de nida en
todo R.

Antes de establecer el Teorema principal de este cap’tulo hay dos corolarios

interesantes.

Corolario 3.2.2. Sea F la funcién de distribucion de la medida de probabilidad u con

soporteen X C Reinvertible, entonces para todo A C B(X) se tiene que A(F(A)) = u(A).

Demostracion. Sea A € B(X) y B = F(A) en el Corolario 3.2.1, entonces p(A) =
H(FTH(F(A)) = ME(A)). O

Corolario 3.2.3. Sea F la funcién de distribucion de la medida de probabilidad u con

soporte en X C R e invertible, entonces para todo A C B(X) se tiene que A((1 — F)(A)) =
u(A).

Demostracién. Sea A € B(X) y B = (1 — F)(A) en el Corolario 3.2.1 (ver la tltima
frase), entonces p(A) = p((1 — F)™'(1 = F)(A)) = A((1 — F)(A)). La funcién (1 — F) es

invertible porque F lo es. O

En este momento ya se establecieron los resultados su cientes para demostrar
el siguiente Teorema que indica una manera de construir transformaciones que

preserven la medida.

Teorema 3.2.1. Sea u una medida de probabilidad con soporte en X C IR, F su funcién de
distribucién y ademds invertible. Entonces la transformacion T(B) := F-Y(G(F(B))) VB C
B(X) preserva la medida 1 en X si y sélo si G : [0,1] — [0, 1] preserva la medida de
Lebesgue en [0, 1].

*Ver nota al pie en el Lema 3.2.1.
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Demostracion. < Sea B C B(X),

L (TN(B) = w(FY(GTH(E(B))))
= MG '(E(B)))
= A(F(B))
= wF(F(B))
= u(B).

La primeraigualdad se sigue delade niciéndeT.Lasegunda yla cuarta por el
Corolario 3.2.1. La tercera porque por hipétesis G preserva la medida de Lebesgue
en [0,1]. La quinta igualdad es cierta porque por hipétesis F es invertible.

Claramente puede sustituirse F por (1 —F) (Corolario 3.2.3) y el resultado sigue
siendo valido.

= Sea A C B([0,1]) y G(A) := F(T(F1(A))),

SAMGTHA) = METHETHA)))
= (T (F(A))
= wF(A)

= A(F(F(A)))

= AA).

La primera igualdad se sigue de la de nicién de G. La segunda y la cuarta por
el Corolario 3.2.2. La tercera porque T preserva la medida p. La quinta igualdad
es cierta porque F es invertible.

También aqu” puede sustituirse F por (1 — F) (Corolario 3.2.3) y el resultado

sigue siendo valido. ]

Ma3ds aun, la construccion de la transformacion T del Teorema 3.2.1 mantiene o

hereda la ergodicidad® como se muestra en el siguiente Teorema.

Una transformaciéon T que preserva la medida en el espacio de probabilidad (X, A, i) es
ergédica si para todo A € A tal que T"1(A) = A se veri ca que u(A) = 0 6 u(A) = 1. ie.
(2,X}={AeA:T(A) = Al.
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Teorema 3.2.2. Sea p una medida de probabilidad con soporte en X C IR, F su funcién de
distribucién y ademds invertible. Entonces la transformacion T(B) := F~Y(G(F(B))) VB C
B(X) es ergodica (ver Definicion A.1.5) respecto de la medida i siy solo si la transforma-

cion G : [0,1] — [0, 1] es ergddica respecto de la medida de Lebesgue en [0, 1].

Demostracion. < Sea B C B(X),

- T™YB) F(G'(F(B)))

B si G™'(F(B)) = F(B).

La primera igualdad se sigue de la de nicién de T. La segunda porque F es
invertible y G ergédica. Por el Corolario 3.2.2, A(F(B)) = u(B), ademas como G es
ergodica, G"1(F(B)) = F(B) & A(F(B)) es 0 6 1. De aqu” se sigue que p(B) es igual a
0 61 por lo cual la transformacién T es ergddica respecto de la medida p.

También puede sustituirse F por (1 — F) (Corolario 3.2.3) y el resultado sigue
siendo vélido.

= Sea A ¢ B([0,1]) y G(A) := F(T(F'(A))),

LG YA) = KT YFA)))

Asi TYFY(A)) = F1(A).

La primera igualdad se sigue de la de nicién de G. La segunda porque F es
invertible y T ergodica. Por el Corolario 3.2.1, A(A) = u(F'(A)), ademés como T
es ergodica, T'(F1(A)) = FY(A) & pu(F'(A)) es 0 6 1. De aqu’” se sigue que la
transformacién G es ergddica respecto de la medida de Lebesgue A.

De igual forma puede sustituirse F por (1 — F) (Corolario 3.2.3) y el resultado

sigue siendo vélido. O

Como acaba de verse en el Teorema 3.2.1 pueden construirse transformaciones
T que preserven la medida (de probabilidad o nita) u arbitraria con soporte en
X C RR. Para cada transformacién G : [0,1] — [0, 1] que preserva la medida de
Lebesgue en [0,1] se tienen dos transformaciones T : X — X que preservan la
medida p en X que se obtienen a partir F y de (1 - F).

Por otro lado, para F 6 (1 — F) hay tantas transformaciones T construidas

segun el Teorema 3.2.1 que preservan la medida p, como transformaciones G que
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preservan la medida de Lebesgue en [0, 1]. Ademas si G es ergddica respecto de
la medida de Lebesgue en [0, 1], la transformacién T también es ergddica respecto
de la medida p.

De igual forma, si T : X — X preserva la medida p puede construirse una
transformacién G : [0,1] — [0, 1] que preserva la medida de Lebesgue en [0, 1]. Si
T es ergddica, la transformacion G construida también lo es.

Antes de pasar con los ejemplos se enuncia un resultado para construir fun-

ciones invariantes®

Teorema 3.2.3. Sea p una medida de probabilidad con soporte en X C R, F su funcion
de distribucion y ademds invertible. Sean G una transformacion que preserva la medida
de Lebesgue en [0,1] y f una funcién invariante bajo G. Se define la funciéon g(x) :=
FY(f(F(x))). Entonces la funcion g es invariante bajo la transformacién T, donde T(B) :=

FY(G(F(B))) VB c B(X). Por el Teorema 3.2.1, T preserva ademds la medida .

Demostracién. Sea f invariante bajo G, entonces f(G(x)) = f(x) c.s. respecto a (i,

por lo tanto, g(x) := F7'(f(F(x))), y entonces

§(T(x) = gF(GEX))))
= F(f(F(F T (GE@))))
= FY(f(G(F(x)))) (porque F es invertible)
= F ' (f(F(x))) (c.s.respectoa p porque f es invariante bajo G)

= g(x) c.s. respecto a .

de esta forma la funcién g(x) := F1(f(F(x))) es invariante bajo la transformacién

T. O

®Una funcién f : X — X tal que f(T(x)) = f(x) c.s. respecto a u se llama funcién invariante

bajo T. Donde T es una transformacién que preserva la medida en el espacio (X, A, ).
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3.3. Ejemplos

A continuacion se presentan algunos ejemplos de transformaciones que preser-
van las medidas de probabilidad uniforme, exponencial, de Laplace (o doble expo-
nencial), de Cauchy y la normal. Se recurre a las transformaciones que preservan

la medida de Lebesgue en [0, 1] tratadas en el cap“tulo 4.

Ejemplo 3.3.1. Sea la distribucién uniforme con funcion de densidad dada por f(x) =
L xela,b] a,beR.

b—a’

De acuerdo al Teorema 3.2.1 la transformacién T(x) := F~1(G(F(x))) preserva la

medida. En este caso, F,F~! y G tienen la siguiente forma:

b
dx xX—a

F(x) = a5 YeElll
FiYx) = b-ax+a, x€[0,1];
Gx) = %arc cos(cos(2mx)), x€]0,1].

Por lo tanto, sia = —1,b = 2, la transformacién

T(x) = % [3 arc cos (COS [%(x + 1)]) -T (3.1)
preserva la medida de la distribucién uniforme en [-1,2].

Ejemplo 3.3.2. Sea la distribucion exponencial con funcion de densidad dada por f(x) =

Aexp(=Ax),x € (0,00),A > 0.

Igual que en el Ejemplo 3.3.1, la transformacién T(x) := F~}(G(F(x))) preserva

la medida. En este caso, F,F! y G tienen la siguiente forma:

Fx) = fox/\exp(—Az)dz =1-exp(—Ax), x € (0,00);
Flx) = _71 In(1-x), xe[0,1);
1 1
G = sin(|gr—g moed1|+1), xelo11

Por lo tanto, si A = 1, la transformacién
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Figura 3.1: Grd ca de la ecuacién 3.1. Transformacién que preserva la medida de

la distribucién uniforme en [—1, 2].

T(x) = — ln(l - li In ([zl_ip(_x) mod 1 ] ; 1)) (3.2)

preserva la medida de la distribucién exponencial con A =1 en (0, o).

Ejemplo 3.3.3. Sea la distribucién de Laplace o doble exponencial con funcion de densidad

dada por f(x) = %exp(—lx;fyl),x eRyueR,B>0.

La transformaciéon T(x) := F'(G(F(x))) preserva la medida. En este caso,

F,F!'y G tienen la siguiente forma:
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Figura 3.2: Grd ca de la ecuacién 2.2. Transformacién que preserva la medida de

la distribucién exponencial con A = 1.

X 1 zZ —
F(x) = ‘[mﬁexp(—' ﬁ‘u|)dz

_ Jrew(-tF)  siv<p
1—%exp(—%) six > u
e — 4
= —[1+sgn(x—p)|1-exp|-——]|, x€R;
2 p
-1 1 1
F(x) = u—ﬁsgn(x—z)ln(l—z X—E), x€[0,1];
1 1
Gk = lnzln([ZX_l mod1]+1), xe[0,1]

Por lo tanto, si u =0, 5 = 1, la transformacién

1 1
T(x) = ~sgn (11’12 ln([2%[1+sgn(x)(1—exp(—|x|))] -1 mod 1 ] ' 1))

s )4

1
In|1-2 1 d1
n( ‘ln 2" ([ 23 [1+sgn@)(1-exp(-l)] _ 1 mo 2

preserva la medida de la distribucién de Laplace con u =0, = 1 en R.

(3.3)
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Figura 3.3: Grd ca de la ecuacién 3.3. Transformacién que preserva la medida de

la distribucién de Laplace con p =0, = 1.

Ejemplo 3.3.4. Sea la distribuciéon de Cauchy con funciéon de densidad dada por f(x) =
1 [L],x eRyy>0,%¢cR

P (x—x0)2+y2

T(x) := F"Y(G(F(x))) preserva la medida. En este caso, F,F™! y G tienen la si-

guiente forma:

F(x)

| y 1 x—x9\ 1 _
Imn[(z_xo)z_l_yzldz—narctan( ; )+2,x€]R,

x0+ytan[n(x— %)], x € [0,1];

Gx) = % arctan(% [tan (n (x - %)) — cot (n (x - %))]) + %, x € [0,1].

Por lo tanto, si xp = 0,y = 1, la transformacién

F(x)

T(x) = % tan [arctan(x) — cot (arctan(x))] (3.4)

preserva la medida de la distribucién de Cauchy conxp =0, =1en R.
La transformacién T de la Figura 3.4 tiene much’simas oscilaciones cerca del

cero. Por eso, dicha grd ca en una vecindad del cero, es s6lo una referencia
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Figura 3.4: Grd ca de la ecuacion 3.4. Transformacién que preserva la medida de

la distribucién de Cauchy con xop =0,y = 1.

acerca del comportamiento de T en esa vecindad y no como el comportamiento

verdadero de la transformacién.

Ejemplo 3.3.5. Sea la distribucion normal con funcion de densidad dada por f(x) =

i exp[_(;z”)Z],x eERyueR,0>0.

T(x) := F(G(F(x))) preserva la medida. En este caso, Fy F! tienen que cal-
cularse de manera numérica porque se trata de funciones trascendentes; para G se

propone la siguiente transformacion:

G(x) = %arc cos (cos(2mx)), x€]0,1].

Por lo tanto, si u = 0,0 = 1, la transformacién T(x) := F}(G(F(x))) preserva la
medida de la distribucién normal N(0,1) en R. La gra ca de T puede verse en las

Figuras 3.5y 3.6.

En general, el calculo de F! no puede hacerse de manera analtica como en los

Ejemplos 3.3.1,3.3.2,3.3.3 y 3.3.4, por lo que tiene que hacerse de manera numéri-
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Figura 3.5: Transformacién que preserva la medida de la distribucién normal

N(0,1). Ejemplo 3.3.5.

Figura 3.6: Transformacién que preserva la medida de la distribucién normal

N(0,1). Ejemplo 3.3.5. Acercamiento.
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ca, como en el Ejemplo 3.3.5. En [40] se calculan las inversas de las funciones de
distribucién para algunas medidas (normal, beta, student t y algunas otras) como
solucién en serie de potencias de ciertas ecuaciones diferenciales ordinarias. Es
otro camino para el cdlculo numérico de las inversas de estas funciones de dis-
tribucién, y en algunos casos puede ser conveniente. Otra observacién importante
es que en los ejemplos mencionados en este cap’tulo (y en cualquier otro ejem-
plo) puede recurrirse a cualesquiera otras transformaciones G que preserven la
medida de Lebesgue en [0, 1], por ejemplo, todas las mencionadas en el cap“tulo
3. Es importante notar que, de acuerdo a los ejemplos descritos, la grd ca de la
transformacién T(x) := F1(G(F(x))) depende casi totalmente de la gré ca de la
transformacién G, como puede verse claramente al comparar las Figuras 3.1, 3.2,

3.3,3.4,3.5y 3.6 de este cap’tulo y las Figuras 4.3, 4.5 y 4.7 del siguiente cap tulo.

Con esto en mente queda claro que es muy importante estudiar las transfor-
maciones G que preservan la medida de Lebesgue en [0, 1]. A esto estd dedicado

el préximo cap‘tulo.



Cap’tulo 4

Transformaciones que Preservan la

Medida de Lebesgue en [0, 1]

En este cap tulo se dan ejemplos de transformaciones que preservan la medida
de Lebesgue en [0, 1]. Estas transformaciones son muy importantes para poder
hacer la construccién propuesta en el Teorema 3.2.1 del cap’tulo anterior. De
acuerdo a ese mismo teorema, esas transformaciones que preservan la medida de

Lebesgue en [0, 1] no tienen que ser necesariamente invertibles.

4.1. Traslaciones médulo 1, multiplicaciones pork médu-
lo 1 (k € N) y funciones lineales por pedazos del
mismo tipo

Ejemplo 4.1.1. Traslaciones mod 1.

Sea G(x) =x+a mod1 Vx €[0,1], con a € (0,1).

Esta transformacién también puede escribirse de la siguiente manera,

'La operacién mod 1 se de ne para x € R como sigue:
xmod1l =x—|x]

donde | x] representa la funcién mayor entero menor o igual que x.

36
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X+a sixe[0,1-a),
G(x) = 4.1)
x—-(1-a) sixe[l—-a,l]
G preserva la medida de Lebesgue en [0,1], porque por construccién ésta es
invariante ante traslaciones.
Sia = g con p,q € N, la funcién f(x) = exp(2gmix) es una funcién invariante

(ver De nicién A.1.6) respecto de G como se muestra a continuacion.

o)

= exp(2gqmix + 2pmi)

f(G)

= exp(2gmix) exp(2pmi)
= exp(2gmix) ya que exp(2pmi) =1sip € N
= f®)

por lo tanto f(x) = exp(2qmix) es una funcién invariante respecto a G.
Si a es irracional, entonces G es ergddica respecto de A porque si f(x) =

Y a0 Cn €Xp(2mtinx) es la serie de Fourier de una funcién invariante f entonces,

flx) = f(x+a)

= Z cn exp(2min(x + ))
n=0

[o¢]

= Z cp exp(2minx + 2mina)

n=0

[o0]

= Z ¢y exp(2nina) exp(2minx)
n=0

al ser f invariante bajo G se tiene que ¢, = ¢, exp(2nina) para toda n. Sic, # 0
para alguna n, entonces 1 = exp(2mina), pero esta tltima igualdad no es cierta
porque na es irracional. De aqu” que ¢, = 0 para todon # 0y f(x) = ¢y es una
funcién invariante constante, de donde se sigue que G es una transformacién

ergddica respecto de la medida de Lebesgue en [0, 1]. La conclusién de que G es
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ergddica se sigue del siguiente Teorema que se enuncia sin demostracién pero

puede consultarse en [10].

Teorema 4.1.1. Sea un espacio de probabilidad (X, A, u) y T una transformacion que

preserva la medida 1. Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

T es ergodica.
» si 1(A) > 0 entonces U T7(A) =
m si u(A) > 0y w(B) > 0, entonces u(T~"(A) N B) > 0 para alguna n > 1.

» si una funciéon medible f es tal que f(T(x)) = f(x) c.s. respecto a u, entonces f es

constante c.s. respecto a .
Ejemplo 4.1.2. Multiplicacién por k = 2 mod 1. Sea G(x) = 2x mod 1 Vx € [0, 1].

También puede escribirse de la siguiente manera,

2x six €0, %),
G(x) = (4.2)
2x—-1 sixe[31].

Sea (a,b) contenido en [0, 1],

- MG ((a, b))

A(lx € [0,1] : G(x) € (a,b)})

_ A(x [ )2xe(ab)})+)\({xe[ 1] 2x—le(ab)})
B e A

B Z+ b+1_a+1
\l2 2 2 2
b

—4a.

Por el Lema de Clases Moné6tonas se extiende el resultado para todo B € 8([0, 1]).
Ademés G es ergddica respecto de A porque si f(x) = Y., ¢, exp(2minx) es la

serie de Fourier de una funcién invariante f entonces,
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1 1 T
/
!
IlII
3 = /
/
i
f‘l !
0 X 1 0 X 1

Figura4.1: Traslacién paraa = V2-1 (izquierda) y para la funcién lineal a pedazos

del ejemplo 4.1.4 (derecha).

f) = f(GH)
Z cyp exp(2min(2x))

n=0

[0e]

Z Cy exp(2mi2nx)

n=0

al ser f invariante bajo G y comparando los coe cientes de f(x) y f(G(x)) se
tiene que ¢, = 0sin es par. Comparando los coe cientes de f(x) y f(G*(x)) se tiene
que ¢, = 0 si 7 no es multiplo de 4. Continuando de esta manera se concluye que
¢y, = 0 para todon # 0y f(x) = ¢y es una funcién invariante constante, y como

en el Ejemplo ?? se sigue que G es una transformacién ergédica respecto de la

medida de Lebesgue en [0, 1]%.
Ejemplo 4.1.3. Multiplicacién por k = n mod 1.

Sea

2Ver la segunda nota al pie del Ejemplo 4.1.1.
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nx six € [0, %),
nx —1 sixe[i,2),

G(x) = (4.3)

nx—(n-1) sixe[%=11].

De igual forma que en el ejemplo anterior, la imagen inversa bajo G de (a,b) C

[0, 1] estd dada por n intervalos de longitud %

- MG ((a, b))

A({x €[0,1] : G(x) € (a,b)})

Zn:/\({x € |k_71,§) nx—(k=1) € (a,b)})

k=1

e[ ) e o
n n n n

b+k-1) a+(k-1)
) ()
Z”"E_z
=i\n n
b-a.

Por el Lema de Clases Monétonas se tiene que para todo B € B([0, 1]) G preserva

la medida de Lebesgue en [0, 1].

Ejemplo 4.1.4. Funcion lineal a pedazos mod 1.

Sea

2x six €[0,3),
G(x) =q4x-2 sixe[},?), (4.4)

4x-3 sixe[3 1]

De igual manera que en los dos ejemplos anteriores puede demostrarse facilmente

que esta transformacién preserva la medida de Lebesgue en [0, 1].

Pueden construirse muchas funciones que preservan la medida de Lebesgue

en [0,1] de niendo funciones lineales a pedazos (mod 1) de esta forma.
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4.2. Transformaciones G inducidas a partir de trans-
formaciones T que preservan (X, B(X), 1) con X C

R

Ejemplo 4.2.1. La Transformacion logistica. Sea X = [0, 1], u((a, b)) = fa ’ d’(‘l ) abe
Tt x(1—Xx

[0,1] y T(x) = 4x(1 — x) Vx € [0,1]. A la transformaciéon T se le conoce como la

transformacién log’stica [10].

Primero se va a ver que T preserva iy después se construye una transforma-
cién G : [0,1] — [0, 1] que preserva la medida de Lebesgue en [0, 1] siguiendo el
procedimiento del Teorema 3.2.1 del cap“tulo anterior.

Sea (0,a) C [0,1]. La imagen inversa del intervalo (0, ) bajo T est4d dada por lo

siguiente (ver Figura 4.2),

- _ 1-Vi-a 1+Vi-a
T-1((0,a)) = (0, =322 ) U (242, 1).
La ecuacién anterior se obtiene a partir de la solucién de la ecuacién cuadrética:

—4x> +4x —a =0.

Vi-a

—f]2 dx +f1 dx
| Jo Vx(1 —x) Lz Jx(1 —x)

arcsin(— V1 —a) + g + g — arcsin( V1 — a)]

:71 — 2arcsin( V1 — a)] .

- (T, )

A~~~ Al

Por otro lado,

1 dx
(O@) = — f ——
3 TTJo /x(1—x)
1 Tt
= = in(2a—-1) + =|.
- [arcsm( a-—1)+ 2]
Por medio de identidades trigonométricas se vera que T preserva la medida.

Partiendo de la conocida identidad sin(5) = 4/ 1_%5’(“) se tiene que
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Figura 4.2: T(x) = 4x(1 — x) (izquierda) y la densidad de la medida que preserva
(derecha).

& arcsin —1 — cos(a)
2 V™ 2
= arcsin(\/l—M).
2
. cos(a) +1
siz = >

= a = arccos(2z—1)

2z —1
= 9 = arcsin( V1 —z) = e COS; 2 ).

Ahora, con ayuda de la identidad arcsin(V1-z) = 220 y haciendo
11((0,a)) = w(T~1(0,a)) se tiene que

1 1
— [arcsin(Za -1)+ E] = — [T[ — 2arcsin( V1 — a)]
T 2 T
& arcsin(2a — 1) + g = 7 —2arcsin ( V1 - a)
& arcsin(2a — 1) + 2 arcsin ( V1 - a)

& arcsin(2a — 1) + arccos(2a — 1)

Tt
Tt
2
Tt
2

La dltima igualdad es una identidad bien conocida, por lo tanto, con base en

el Lema de Clases Monétonas T preserva .
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Figura 4.3: G(x) = % arc cos (cos (2 t x)) preserva la medida de Lebesgue en [0, 1].

El Teorema 3.2.1 dice que la transformacioén G : [0, 1] — [0, 1] dada por

G(x) = F(T(F}(x))) = % arccos (cos (21 x),) 4.5)
donde
F(x) = % arcsin(2x — 1) + %,
T(x) = 4x(1-x),
Fly - 1+ sin (;x — %)n)

preserva la medida de Lebesgue en [0, 1]. F y F~! son la funcién de distribucién

de u y su inversa respectivamente.

Ejemplo 4.2.2. La Transformacion de Gauss. Sea X = [0,1), u((a, b)) = % b x y

In2 Jg x+1

T(x)=1mod1Vxe(0,1) y TO)=0

X

A la transformacion T se le conoce como la transformacioén de Gauss y es también una

de las llamadas fracciones continuadas.

Tal como en el ejemplo anterior primero, se muestra que la transformaciéon
T preserva a 1, y después se construye una transformaciéon G para preservar la

medida de Lebesgue en [0, 1] siguiendo el procedimiento del Teorema 3.2.1.
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Ti(x)

IR \ i
| h || |I II". |
N ‘ |. LA

X 1

Figura 4.4: T(x) = 1 mod 1 (izquierda) y la densidad de la medida que preserva
(derecha).

Para ver que T preserva u basta con probar que p(T~1((0,4))) = p((0,4)) a €
0,1).

La imagen inversa del intervalo abierto (0,a) C [0, 1) estd dada por

T((0,4) = Upta Gz

——, <) (ver Figura 4.4).
1 dx
~ou(T7Y(o, —
o &
11’12 Uf;l(ﬁr%) X + 1
N 1
1 "o dx
= —1
In2 N—r>rc}o nz:; 1ox+1

N
1 n+1 n+l+a
iz dm ) (in("=) -

) m(5m)

. a
n2 [ln(l +”)_z5ri‘oln(1 N 1)]

Por lo tanto, por el Lema de Clases Moné6tonas T preserva la medida u.
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Figura 4.5: G(x) = 5 1n([ﬁ mod 1 ] + 1) preserva la medida de Lebesgue en
[0, 11.

Al igual que en el ejemplo anterior, la transformacién G : [0,1] — [0, 1] dada

por
G(x) = E(T(F(x))) = 1132 1n([2x_ - mod1]+1) (4.6)
donde
F) = ﬁln(xﬂ),
TG) = %modl
Flx) = 2°-1.

preserva la medida de Lebesgue en [0, 1]. F y F~! son la funcién de distribucién
de u y su inversa respectivamente.
Nota sobre las Fracciones continuadas: Cada x € R tiene una representacién en

fracciones continuadas dada por

1 .
—— =[ag;a1,a0,05,...] € Z X NN

ap+

x=a0+a1+

1
a3+
donde ay € Z,a; € N i =1,2,.... La transformaciéon de Gauss es una de estas

fracciones continuadas. Pueden consultarse muchas fracciones continuadas en

[12].
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Figura 4.6: T(x) = 3 (x - %) (izquierda) y la densidad de la medida que preserva
(derecha).

Ejemplo 4.2.3. Este ejemplo fue expuesto primeramente por Douglas Lind [10]. Sea
X =R, u(a,b) = %fahd—x a,beRyT(x) = %(x— %) Yx € R -{0}.

1+x2

Sea (a,b) cona,b € R. La imagen inversa del intervalo (a,b) bajo T esta dada

por lo siguiente (ver Figura 4.6),

T™(@a,b) =(a— Va2 +1,b- Vb2 + 1)U
(a+ Va2 +1,b+ Vb2+1).

La ecuacién anterior se obtiene a partir de la soluciéon de las ecuaciones

cuadraticas:

x> —2ax—-1=0

y

X2-2bx—1=0
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Figura 4.7: G(x) = X arctan (% [tan (n (x - %)) — cot (n (x - %))]) + 1 preserva la me-
dida de Lebesgue en [0, 1].

1 dx
-1 b L
W(T (@, b)) f

T( _1((ﬂ,b)) 1 + x2

~ l fb—Vb2+l dx . l fb+Vb +1 dx

o nevag 1+ 0w = 1+ a2
1 _ -

= —|arctan(b - — arct - Va? +1
- arc an( ) arctan (a a )
1 -

+ —1 arctan (b + Vb2 + ) — arctan (a + Va? + 1)
1 -

= - arctan (b - Vb% + 1) + arctan (b + Vb2 + 1)
1 _

- = t — Va2 + 1)+ arct + Va2 +1
- _(arc an (a a ) arctan (a a ))]
1

= [arctan(b) — arctan(a)]

_ 1 f v dx
Con), 1+2
= b)),

donde la quinta igualdad se sigue de la identidad trigonométrica

arctan (x - Va2 + 1) + arctan (x + Va2 + 1) = arctan(x).

Por el Lema de Clases Monétonas, T preserva .

Del Teorema 3.2.1 se sigue que la transformacién G : [0,1] — [0, 1] dada por
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G(x) = F(T(F}(x))) = % arctan (% [tan (n (x — %)) — cot (n (x — 1))]) + % 4.7)

2
donde
F(x) = % arctan(x) + %,
o = I
F(x) = tan [71 (x —~ %)] .

preserva la medida de Lebesgue en [0, 1]. F y F~! son las funciones de distribu-
cién de p y su inversa respectivamente.

Con esto se acaba de ver que existen muchas transformaciones que preservan
la medida de Lebesgue en [0, 1]. Cualquiera de éstas puede usarse en el Teorema

3.2.1 para construir transformaciones que preserven medidas de probabilidad en

R.



Cap’tulo 5

Procesos tipo ARMA y tipo GARCH

En este cap’tulo se obtienen generalizaciones estacionarias de los modelos
ARMA. Estos modelos se construyen a partir de una medida de probabilidad
u, una transformacién T que la preserva y una funcién medible g. También se
presenta una forma para la construccién de procesos estacionarios tipo GARCH

por medio de transformaciones que preservan la medida.

5.1. Procesos tipo ARMA

A partir de un proceso estacionario construido por medio de transformaciones
que preservan la medida se construye otro proceso estacionario gracias a una fun-
cién medible. Esta construcciéon permite hacer méds amplia la familia de procesos
con los que se puede trabajar. En lo que sigue, primero se muestra ctal es la
construccion de que se habla y por qué es estacionaria. Finalmente como se va
a ver, esta construccién incluye, entre otros, a los procesos ARMA. Existen cues-
tiones interesantes como la siguiente: un proceso estocastico construido a partir
de la transformacién T del Ejemplo 3.3.4 y de la distribucién de Cauchy, es estric-
tamente estacionario pero no es débilmente estacionario porque la distribucién de

Cauchy no tiene momentos.

Proposicién 5.1.1. Sean h : R¥"*2 — R una funcién medible y k,m € N, {Xi};=1, . =
f(T"(Xo)) donde T preserva la medida de probabilidad de la variable aleatoria Xo y f :

R — R medible. Ademds, sea {&}yen una sucesion iid y O el operador de traslacion
49
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(shift). Entonces, el proceso definido por Yy := h(Xy, ... Xisk, &t - - - Erem) €5 estrictamente

estacionario.

Demostracion. Se de ne Y; := h(Xy, ... Xiwk, &ty v - - Etam),

Q(Yl,YZ,...) = (Yz, Y3,...)
= (h(XZI sy X2+k/ 52/ ey £2+m)/ h(X3/ ey X3+k/ 53/ ceey €3+m)/ .. )

- (h(Xll ceey X1+k1 51/ ey £1+m)/ h(XZI ey X2+k1 62/ ceey £2+m)r .. )
= (Yl, Yz,...).

La pentltima igualdad se debe al hecho de que {X}};_;, . es estacionario (Teo-
rema A.2.1) y {&}en es iid. As”, O(Y1,Ys,...) £ (Y4, Y>,...) implica que el proceso

{Yi}i=1,,.. es (estrictamente) estacionario (De nicién A.1.1). O

A continuacién se rcuerda la de nicién de ruido blanco que es mencionada en

el siguiente ejemplo.

De nicién 5.1.1. Un proceso estocdstico {E,} se llama ruido blanco (white noise) con
0> sih=0,

media cero y varianza 0* < E(&) =0 Yt € N A cov (&, &) = [29].
0 sih#0.

Ejemplo 5.1.1. Procesos ARMA(p,q). EI proceso ARMA(p,q) {X;} estd definido por la
ecuacion Xy = p1Xp1 + ...+ QpXip + & + 1&1 + ...+ &, donde (&} es un ruido

blanco y ¢, p, St=1,..,4 SON constantes.

Si en la Proposicién 5.1.1 se escoge a h como una funcién lineal, (claramente
{&} iid es un ruido blanco (De nicién A.1.3)), entonces se obtiene el proceso AR-
MA, con la gran ventaja de que en este caso es un proceso estrictamente estacionario.
Este es un punto muy importante porque en el estudio tradicional de los procesos
ARMA se piden condiciones (De nicién A.1.7) a las ra’ces de los polinomios ¢(z)
y 9(z) para asegurar que el proceso sea s6lo débilmente estacionario (De nicién

A1.2).

Otro punto importante a mencionar en esta construccion es que la distribucién

(o medida) de &; puede o no, ser la misma que la distribucién de X;, cuya medida
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es preservada por la transformacién T. As” se acaba de ver que esta construcciéon
a partir de transformaciones que preservan la medida generaliza (porque pueden
elegirse otras relaciones funcionales para h distintas de la lineal) los procesos
ARMA, siendo ademads estrictamente estacionarios sin imponer restricciones ex-

ternas, por ejemplo sobre los pardmetros del modelo ARMA clésico.

5.2. Ejemplos

En los siguientes ejemplos el proceso que se construye es de la forma

Y, = f(T'(Xo) + & (5.1)

que por la Proposicién 5.1.1 es un proceso estrictamente estacionario.

Ejemplo 5.2.1. Sean f(x) = x, Xo una variable aleatoria con distribucién normal

N(5,16) y {&hz1

% arc cos (cos (2  x)), en el capitulo 3 se vio que preserva la medida de Lebesgue en [0, 1].

Ficilmente se ve que Y; se distribuye N(=3,41). Por el Teorema 3.2.1 T(B) := F~}(G(F(B)))

un proceso iid con distribucion normal N(—8,25). Sea G(x) =

yooe

preserva la medida normal N(5,16) si F y F~! son la funcién de distribucion de la normal
N(5,16) y su inversa respectivamente. En este caso, claramente la distribucion de Y, dado

Xy es normal N(-3,25).

Ejemplo 5.2.2. Sean f(x) = x, X, una variable aleatoria con distribucién exponencial con
A =12. Sea G(x) = % arc cos (cos (2 x)), que preserva la medida de Lebesgue en [0, 1].
Ficilmente se ve que Y, se distribuye Ga(2,12). Por el Teorema 3.2.1 T(B) := F~Y(G(F(B)))
preserva la medida exponencial con pardmetro A = 12 si Fy F~! son la funcién de distribu-
cién de la exponencial con pardmetro A = 12 y su inversa respectivamente. En este caso,
después de un sencillo cilculo, la densidad de Y1 dado X, es exp(12T(Xo))12 exp(—12x)
que es la densidad de una exponencial con pardmetro A = 12 multiplicada por una

constante.
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Trayectorias de un proceso (est) normal

20

10

-10

-20

0 200 400 GO0 0o 1000

Tiempo

Figura 5.1: Once trayectorias de tamafio 1000 para el Ejemplo 5.2.1.

Histograma de Y1 dado X0

0.03

0.04

002

0.00

-30 -20 -10 0 1a 20 il

Figura 5.2: Histograma de la distribucién de Y; dado X, construido con 1000
trayectorias de tamafio 1000 para el Ejemplo 5.2.1.
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Trayectorias de un proceso (est) gama

10

0s

0B

0.4
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0 200 400 GO0 0o 1000
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Figura 5.3: Once trayectorias de tamafio 1000 para el Ejemplo 5.2.2.

Histograma de Y1 dado X0

10

0o 02 0.4 0.6 0.4 1.0

Figura 5.4: Histograma de la distribucién de Y; dado X, construido con 1000
trayectorias de tamafio 1000 para el Ejemplo 5.2.2.
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5.3. Procesos tipo GARCH

Los procesos tipo GARCH se re eren a distintas variantes de los procesos
ARCH y GARCH (AutoRegresivos Condicionalmente Heteroscedasticos, la va—-
rianza condicional del proceso no es constante), y pueden describirse de la si—

guiente forma.

De nicién 5.3.1. Un proceso estocdstico definido por la sigquiente expresion se conoce

como tipo GARCH.

Xt = g(Xll"'IXpléll"'IEL]lht/.S)ét p,q <t (52)

donde {&;} y {h:} son procesos estocdsticos con valores reales iid e independientes entre
st, g : RP*1*1 — Ry 9 es un vector de pardmetros. Los nombres de estos procesos dependen

de la eleccion de la funcion g y de la distribucion de &;.

Ejemplo 5.3.1. Estin los siguientes procesos:

» ARCH(p): AutoRegresivo Condicionalmente Heterosceddstico [5,23,29-31,34].

X = [\/ao + Zizl leth_kJ &y & ~N(O,1).

Pardametros (vector 9): ag > 0, a > 0.

» GARCH(p,q): ARCH Generalizado [5,73,29,31].
X, = [ Vhi| &y & ~ N(@©,1).
donde hy = ag+ X} au X2 + X0 Pih? .

Pardmetros (vector 9): ag > 0, a, B = 0.
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n SV: Volatilidad Estocdstica [6].
X; = exp (%ht) Ercon hy = (g + arthy—q +vy) Y, & ~ N(0,1).

Pardametros (vector 8): ag > 0,7 > 0.

» GH-ARCH(p): ARCH Hiperbélico Generalizado [30].

X, =+ [\/(52 P Y (X - y)ZJ &y & ~GH(A -2, @+ F,8,1,0)
Pardmetros (vector 9): A, a, B, u, 6 (Definicion A.1.14).

Una pregunta importante con respecto a los procesos anteriores (en general
con respecto a cualquier proceso) es bajo qué condiciones se tiene un proceso
estrictamente estacionario. Ver, por ejemplo [30] donde se obtienen condiciones
para que el proceso GH-ARCH(p) sea estrictamente estacionario. Es comtn que

no sea facil determinar esas condiciones para los distintos procesos.

Como se vio en la seccién anterior, se pueden construir facilmente procesos
estrictamente estacionarios a través de transformaciones que preservan la me-
dida. Estas construcciones no sélo abarcan a los procesos ARMA sino también
a los procesos tipo GARCH. La ventaja de esta construccién es que no hay que
pedir ninguna condicién a los pardmetros del proceso para que sea estrictamente
estacionario. Lo tnico que se pide es que se pueda construir una transformacién

que preserve la medida y una funcién medible como se ve a continuacién.

Corolario 5.3.1. Bajo las mismas hipétesis de la Proposicion 5.1.1, los procesos (X;) tipo
GARCH (Definicion 5.3.1) son estrictamente estacionarios siempre que la funcion g sea

medible.

Demostraciéon. Como la funcién g es medible, y el producto de funciones medibles
tambiénlo es, se sigue que el procesode nidopor X; = ¢(Xy,...,X,, &1,..., &g I )&,

es estrictamente estacionario de acuerdo a la Proposicién 5.1.1. O
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Por el Corolario 5.3.1 todos los procesos del Ejemplo 5.3.1 son estrictamente
estacionarios. Para el caso del GH-ARCH(p) el proceso {X; — u} cae en la cons—
truccién por lo que es estrictamente estacionario, por lo tanto {X;} también lo es.
Obviamente pueden construirse muchos mas procesos tipo GARCH estrictamente

estacionarios ademds de los ya mencionados.



Cap’tulo 6

Otras formas de invarianza

Aqu” se van a de nir otras formas de invarianza (contractividad, intercambia-
bilidad, reversibilidad y rotabilidad) y algunas relaciones que guardan con procesos

estacionarios construidos a partir de transformaciones que preservan la medida.

6.1. Intercambiabilidad

Todas estas simetr’as son mds fuertes que la propiedad de que un proceso sea
estrictamente estacionario. De hecho la relacién de implicaciones que guardan

entre s” estos conceptos es como sigue:
rotabilidad = intercambiabilidad < contractividad = estacionaridad [20].

ademas intercambiabilidad = reversibilidad [20].
Antes de avanzar con los resultados hay que recordar dos de niciones impor-

tantes.

De nicién 6.1.1. (Filtracion). Sea (X, A, u) un espacio de medida. A la familia de o-
dlgebras {F i} se le llama filtracion si {F;} es no decreciente N F; C A para toda

t[19].

De nicién 6.1.2. (tiempo opcional o de paro). Sea (€, A, 1) un espacio de probabilidad,

{Filieq una filtracion asociada y (7, H) un espacio medible. Se llama tiempo opcional

o de paro a la funcién medible T : QO — T si para toda t,{w € Q : t1(w) < t} € F; [19].
57
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Ya con este recordatorio, ahora s” se puede seguir avanzando sin mayor prob-

lema.

De nicién 6.1.3. Un proceso estocdstico { X}y es intercambiable si su distribucion

es invariante ante permutaciones del conjunto de indices, i.e.

(Xt,, Xy, ---) £ (X1, Xy, ...) para toda permutacion t;, € IN.

La de nicién anterior puede escribirse de manera mas general en términos de

traslaciones con tiempo opcional como sigue:

De nicién 6.1.4. Sean T un tiempo opcional (o de paro) (Definicién A.1.9) asociado
a la filtraciéon F; (Definicion A.1.8), {Xi},en un proceso estocdstico y 0, el operador de

traslacion (shift). Si 0.(X1, Xy, .. .) L (X1, Xa, . ..), sedice que { X}, es Fi-estacionario.

Enelcasoenque #; = 0(X; : s < t),lasde niciones6.1.3y6.1.4sonequivalentes
[20].

El siguiente resultado asegura que un proceso estacionario, construido por
medio de transformaciones que preservan la medida sea intercambiable (y por

tanto contractivo y reversible).

Proposicién 6.1.1. Sea Y, := f(T"(Xo)) donde T preserva la medida de probabilidad de
la variable aleatoria Xy, f : R — R medible y t un tiempo opcional para la filtracién F;.
Entonces, el proceso {Y}} es intercambiable si la funcion f es invariante bajo T (Definicion

A.1.6).

Demostracién. La demostracién se hace viendo que el proceso {Y;} es #;-estacionario,
es decir tiene su distribucién invariante ante traslaciones con tiempo opcional 0.
Sea f una funcién invariante bajo T, es decir f(T(x)) = f(x) c.s. respecto de la

medida de probabilidad de la variable aleatoria Xj,
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QT(Y(), Y],...) = (Y-[, Y-H_l,...)

= [Z Yt]l{”(:t}/ Z Yt+1]l{-[:t}, .. )
t=0 t=0

= [Z FT X)L emy, Y, AT Xo) ey - )
t=0 t=0
= (f(Xo), f(T(Xo), )

= (Yo, Yy,...) cs.yenL?, por tanto en distribucién

& f es una funcién invariante bajo la transformacioén T.
O

Aunque f no sea invariante, la existencia de una funcién invariante f* queda

garantizada por el Teorema ergédico (A.2.2) siempre que f € [¥,1 < p < oo.

6.2. Contractividad, Reversibilidad y Rotabilidad

Enlo que sigue se enuncian las de niciones de contractividad y reversibilidad,

junto con algunos comentarios.

De nicién 6.2.1. Un proceso estocdstico {X;},cn €s contractivo si toda subsucesion tiene

la misma distribucion, i.e.
(Xt, Xy, ---) £ (X3, X3, ...) para todos los enteros positivos t < t, < ...

[20].

De nicién 6.2.2. Un proceso estocdstico {Xi},en es reversible si para toda k y todo

conjunto de indices t1, ..., t, se cumple que
d
(th,th, [ ,th) — (th, th—]’ oo ,th)

[15,29,43].

Como se indica al inicio de la seccién anterior, los conceptos de contractividad
y reversibilidad son implicados por el de intercambiabilidad. Por esta razén, si se

satisfacen las hipotesis de la Proposicion 6.1.1 se tienen estas propiedades.
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De nicién 6.2.3. Un proceso estocdstico con valores reales {X;},cn es rotable o con
simetr’a esférica si para toda n su distribucion es invariante ante transformaciones

ortogonales, i.e.
AXy, X, ..., X)) L (X1, Xa, ..., X,) donde A es una matriz ortogonal (A’ = A™)

[1,3,20].

El siguiente resultado caracteriza los procesos rotables en términos de procesos

gaussianos independientes.

Teorema 6.2.1. Un proceso estocdstico { Xy}, es rotable siy sélosi X; = pn; c.s. t €N,
para alguna sucesion {n;} iid con distribucion N(0, 1) y una variable aleatoria (iinica c.s.)

p > 0 independiente de {n;} [20].

Facilmente puede construirse un proceso estacionario que sea rotable de la

siguiente manera.

Corolario 6.2.1. Bajo las condiciones del Teorema anterior. Si la variable aleatoria p tiene
densidad, existe una transformacion T que preserva la medida del producto pny. Por el

Teorema 6.2.1 el proceso estrictamente estacionario X, = T"(pr)) es rotable.

Demostracion. Sean f, (1) A f,(p) las densidades de las variables aleatorias 1y A p

respectivamente. La distribucién del producto Z := prny, dada la independecia

) f f fino0) (Mo, P)AN0dp
f f % oo (10) fo(p)dnodp
fo (;)fp(p)dp.

donde ®(x) es la funcién de distribucién acumulada de una medida N(0, 1).

entre p > 0 A 1 se calcula facilmente:

P(Z<z) = (

T)IN

8

Claramente esta distribucion tiene densidad (simplemente hay que derivar respec-
to a z) por lo que es invertible y por el Teorema 6.2.1 existe una transformacién T

que la preserva. O
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Conclusiones

Lo primero que se puede decir es que en este trabajo se muestra una manera
para construir transformaciones que preservan medidas de probabilidad a través
de la funcién de distribucién asociada a dicha medida siempre que sea invert-
ible y de transformaciones que preserven la medida de Lebesgue en el intervalo
[0,1]. El resultado mds importante del trabajo es el Teorema 3.2.1. El resultado
anterior no s6lo permite construir transformaciones que preservan medidas de
probabilidad sino que también permite construir transformaciones que preserven
la medida de Lebesgue en el intervalo [0, 1]. Estas dos cosas son muy interesantes
porque no existen muchas formas de lograrlo. Ademas, es importante notar, que
el comportamiento (la grd ca) de la transformacion T(x) := F~}(G(F(x))) depende
casi totalmente del comportamiento (la grd ca) de la transformacién G como se

indica en el cap’tulo 3.

Aunado a lo anterior, también hay que mencionar que si la transformacién G es
ergddica respecto alamedida de Lebesgue en [0, 1],1a transformacién T construida
segun el Teorema 3.2.1 es ergddica. Para terminar con este punto, se recuerda
del cap’tulo 2 que si una funcién f es invariante bajo G entonces la funcién
g(x) := FY(f(F(x))) es invariante bajo la medida u cuya funcién de distribucion
es F. Asimismo, si T es ergddica respecto a una medida de probabilidad p, la
transformacion G(x) := F(T(F~(x))) es ergédica respecto de la medida de Lebesgue

en [0,1] y si ¢ es una funcién invariante bajo T, entonces la funcién f(x) :=
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F(g(F~(x))) es una funcién invariante bajo G.

Como consecuencia de ello pueden construirse diferentes varinates de proce-
sos estrictamente estacionarios, entre ellos muchos de los procesos que se usan en
series de tiempo como los ARMA y tipo GARCH. Claramente es posible construir
muchos otros procesos estrictamente estacionarios como se indica en el cap“tulo
5. Por otro lado es posible construir procesos no sélo estrictamente estacionar-
ios sino que veri can simetr‘as més fuertes como las mencionadas en el cap“tulo
6, (contractividad, intercambiabilidad, reversibilidad y rotabilidad) imponiendo

claro algunas condiciones adicionales.

Algo interesante que puede hacerse y que no toca este trabajo se re ere a
la estimacién y asignacién de alguno de los posibles modelos a un conjunto de
datos. Esto es interesante porque aunque la medida estacionaria sea la misma
para cada posible proceso, la manera como se genera cada uno de ellos es distinta.
Esa manera depende fundamentalmente de la forma funcional de la funcién g

descrita en el cap“tulo 5.

Asimismo, hay que mencionar que en este trabajo no se explora el problema
estad stico asociado con estos procesos estrictamente estacionarios. Es decir, para
complementar todo esto de una manera mds sélida falta mostrar que clase de
datos pueden modelarse adecuadamente con los modelos aqu” descritos, cémo
hacer las estimaciones correspondientes, etc. Finalmente hay que mencionar que
el problema de cémo construir transformaciones que preservan la medida para
medidas in nitas, o para medidas cuya funcién de distribucién no es invertible
sigue presente. Desde mi punto de vista estos dos problemas son muy importantes

e interesantes. Espero que pueda realziar algo de esto en trabajos futuros.

En el caso de los procesos gaussianos y de los procesos a-estables existe una
representacion integral que permite trabajarlos y estudiarlos por otros medios
(martingalas, medidas espectrales, medidas a-estables, etc.). Aun as’, hay una
relacion estrecha entre los procesos Sa$ estacionarios y las transformaciones que

preservan la medida, como se indica en el cap“tulo 2 y el apéndice B.



Apéndice A

De niciones y Resultados auxiliares

A.1. De niciones

De nicién A.1.1. Un proceso estocdstico {&; : t € T} que toma valores en un espacio
medible es estrictamente estacionario si sus distribuciones finito dimensionales son
invariantes ante traslaciones i.e. {&;,, &y, ..., &t} = 1€t Etyopr -+ -1 &1, ) para todo con-
junto de indices h, t1,t5,...,t, € T. Lo anterior es equivalente (cuando 7 = IN) a que se

verifique la condicion 6(Ey, &y, .. .) L (&1,&0,...)[19,29].

De nicién A.1.2. Un proceso estocdstico {&; : t € T} que toma valores en un espacio

medible es débilmente estacionario® si se verifican las dos condiciones siguientes:
o[E(&;) = k < oo para todo t,

ooV (&t4n, &) no depende de t para cada h [5,29].

De nicién A.1.3. Un proceso estocistico {&;} se llama ruido blanco (white noise) con
o> sih=0,

media cero y varianza 0* < E(&) =0 Yt e N A cov (&, &) = [29].
0 sih#0.

De nicién A.1.4. (Preservacion de la medida). Dados los espacios de medida (X, S, u),

(YU,0)y T : X — Y una funcion medible, se dice que T preserva la medida entre

Un proceso estrictamente estacionario {&;} es también débilmente estacionario si ]E(étz) < o0

para todo t. La implicacién en el sentido inverso es cierta si {£;} es gaussiano.

63



A.1. De niciones 64

XS, Wy (Y, U,o)sioB)=w(T Y B)YBeU.SiX=Yyu=oalafuncion T se le

llama una transformacion que preserva la medida [10,19,47].

De nicién A.1.5. (Ergodicidad). Una transformacion T que preserva la medida en el
espacio de probabilidad (X, A, ) es ergédica si para todo A € A tal que T"'(A) = A se
verifica que p(A) = 06 u(A) = 1. ie. (@, X) = {A € A: TY(A) = A} [10,19,42].

De nicién A.1.6. (funcion invariante). Una funcion f : X — X tal que f(T(x)) =
f(x) cs. se llama funcién invariante bajo T. Donde T es una transformacion que

preserva la medida en el espacio (X, A, u) [42].

De nicién A.1.7. (ARMA(p,q)). Un proceso {X,} autoregresivo de promedios méviles
estd definido por la ecuacion Xy = g1 X1 +...+ Pp Xy p + &+ &1 +.. .+ 9,&4, donde
caracteristicas® dependiendo de los polinomios ¢(B) =1 —¢1B—... —¢p,B* A 9(B) =
1+ B+ ...+ 9,B7 que se suponen sin raices comunes (B es el operador de retraso,

B]Xt = Xt_]‘).'
o { Xy} es el 1inico proceso débilmente estacionario si ¢(z) # 0 con |z| =1,
o {X;} es causal si p(z) # O con |z| <1,

o {X;} es invertible si 9(z) # 0 con |z| <1[8,23,29].

De nicién A.1.8. (Filtracion). Sea (X, A, u) un espacio de medida. A la familia de o-
dlgebras {F i} se le llama filtracion si {F;} es no decreciente y F; C A para toda

t[19].

De nicién A.1.9. (tiempo opcional o de paro). Sea (Q2, A, u) un espacio de probabilidad,
{Fi}ier una filtracion asociada y (7, H) un espacio medible. Se llama tiempo opcional

o de paro a la funcién medible T : QO — T siparatodat,{w € Q: 1(w) <t} € F [19].

De nicién A.1.10. Un proceso estocdstico {Xi},cn es contractivo si toda subsucesion

tiene la misma distribucion, i.e.

2Para detalles acerca de las propiedades de causalidad e invertibilidad en procesos ARMA

ver [8,29].
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(Xt,, Xy, ---) £ (X1, Xy, ...) para todos los enteros positivos t; < t, < ...

[20].

De nicién A.1.11. Un proceso estocdstico { X}, es intercambiable si su distribucion

es invariante ante permutaciones del conjunto de indices, i.e.
(X, Xy, --2) £ (X1, Xy, ...) para toda permutacion t, € IN.

Una definicion mds general en términos de filtraciones y tiempos opcionales. Si
0.(X1,X3,...) £ (X3,Xa,...), se dice que {X};con es Fi-estacionario. En el caso en

que Fr = 0(X; : s < t), {Xi}1en las dos definiciones son equivalentes [20)].

De nicién A.1.12. Un proceso estocdstico {X,},cn es reversible si para toda k y todo

conjunto de indices ty, . . ., t, se cumple que

d
(th,th, e ,th) — (th, th—l’ e ,th)

De nicién A.1.13. Un proceso estocdstico con valores reales {X;},n es rotable o con
simetria esférica si para toda n su distribucion es invariante ante transformaciones

ortogonales, i.e.
AXy, Xy, ..., X)) L (X1,Xy,...,X,) donde A es una matriz ortogonal (A’ = A7)

[1,3,20].

De nicién A.1.14. (Distribucién Hiperbélica Generalizada GH). La variable aleatoria

X tiene distribucion hiperbélica generalizada GH si su densidad estd dada por

GH(A, a,B,6,1) = a(A, a, B, 6) (62 + (x — P} " K,y (& + (x = 2) exp(Bx — )
con

(@)

1
Vama3 5M<,\(5 \/a2+[32)

a(A,a,pB,0) =
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x € Ry K, la funcién de Bessel modificada de tercer tipo con indice v.

Parametros:

a > 0 forma,

pcon0< |[3| < a determina el sesgo,

u € R localizacion,

0 > 0 factor de escala,

A € R se relaciona con la densidad en las colas de la distribucion.

Esta densidad es muy interesante porque contiene a muchas otras densidades como la

normal, t-student, gaussiana inversa normal, entre otras [30].

De nicién A.1.15. Un proceso {Xi}ier, T C R se llama continuo en probabilidad si

X, —pioi Xy, para todos,t € T tal ques — t [19].

De nicién A.1.16. Sean &,&1,&,- -+ variables aleatorias definidas en el espacio de
probabilidad (X, A, u), que toman valores en un espacio métrico (S, p). Se dice que &,

converge en probabilidad a & (&, LOb) &) si,

lim,eopt (x € Xt p(&i(x), E(X)) >€) =0, Ye>0.

[19].

A.2. Resultados

Lema A.2.1. Si A es un m-sistema y B es un A-sistema que contiene a A, entonces

0(A) C B. (Lema de Clases Mondétonas) [19].

Teorema A.2.1. Sean (X, S, 1) un espacio de probabilidad, & una variable aleatoria que
toma valores en X con distribucion py T : X — X una funcion medible. T preserva
la medida u & el proceso estocdstico {T" o &} es estrictamente estacionario. Ademdis

{f(T" o &)} es estrictamente estacionario para cualquier funcion medible f : X — X [19].
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Teorema A.2.2. (Teorema ergddico, Birkhoff (puntual), von Neumann(LP,1 < p < o0)).
Sea T una transformacion que preserva la medida en el espacio de probabilidad (X, A, 1) A

f € LP. Entonces,
e Birkhoff, con p = 1y u medida o-finita: 1 Y7) f(T*(x)) - f* € L' csy f*es

una funcion invariante bajo T. Si u es finita, ademds f fdu= f fdu. Si T es ergddica,
fr=cte c.s.yl'mue i YT F(THR)) = ffdy C.S.

-0

o von Neumann: Af* € L7 invariante bajo T tal que |1 Y125 f(T*(x)) - f* )

[42].

Teorema A.2.3. Un proceso estocdstico { X}, es rotable siy sélosi Xy = pn; c.s. t €N,
para alguna sucesion 1, iid con distribuciéon N(0, 1) y una variable aleatoria (tinica c.s.)

B > 0 independiente de {n} [20].



Apéndice B

Procesos gaussianos y procesos

a-estables

En este anexo se presenta un pequefio resimen de los procesos gaussianos.
Esto incluye la de nicién, sus propiedades principales y algunos ejemplos muy
conocidos. Asimismo, en la segunda seccién se presentala de nicién, propiedades
y ejemplos de procesos a-estables. Es importante mencionar que los procesos a-
estables incuyen a los gaussianos, pero ademads tienen otras caractersticas que los
procesos gaussianos no tienen, por ejemplo, tienen colas mas pesadas y varian-
za in nita. Ademds los procesos a-estables se relacionan estrechamente con los

procesos doblemente estacionarios mencionados en el captulo 2.

B.1. Procesos gaussianos

Se recuerda que en Teorema 6.2.1 caracteriza los procesos rotables en términos
de procesos gaussianos independientes y ademads puede construirse un proceso
gaussiano estacionario que es rotable, por el método que se presenta en este trabajo

y estd descrito en el cap’tulo 3.
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B.1.1. De nicién y Propiedades

De nicién B.1.1. Una variable aleatoria & con valores reales es una variable aleatoria
gaussiana si su funcioén caracteristica estd dada por la expresion,

2u2

E (exp(iuf)) = exp (iuy - T)' y,0 € R.

Gracias a las propiedades de las funciones caracter’sticas se ve facilemente que
E(&) =y y var(&) = E(£2) — (E(£))* = ¢® siempre que la variable aleatoria & sea

gaussiana y determinan su distribucion.

De nicién B.1.2. Un proceso {&,},c con valores en R es un proceso gaussiano
si la variable aleatoria Y,_, ax&;, es una variable aleatoria gaussiana para todo n €

N/tl/tZI"' /ti’l 67-/:ya1/612/”' 7 n e R

Una caracter’stica de los procesos gaussianos es que su distribucién queda
determinada por sus dos primeros momentos: la media y la covarianza, como
se indica en la siguiente proposicién. Por esta razén si un proceso gaussiano es
débilmente estacionario, es también estrictamente estacionario (ver De niciones

A1.1,A.1.2).

Proposicién B.1.1. La distribucién de un proceso gaussiano {&,},cq, estd determinada

por las funciones E(,,) y X(s, t) = cov (&, &), s,t € T .

Demostracion. Sean {&,} e ¥ {Cnlueq dOs procesos gaussianos con las misma media
y las mismas covarianzas. Entonces, las variables aleatorias Y ;_; %&;, v Y rg Cy,
tienenlamisma media y varianza paratodon € N, ty,t5,--- ,t, € T ,yay,az,+ -+ ,a, €
R, y como las dos variables son gaussianas su distribucién es la misma. Como
n d n . . d
Yoke1 W, = Y k=g AkCy,, se sigue del Teorema de Cramer-Wold que (&, -+, &) =

(Ct, -+, C) partodon € N, ty, b, -+ ,t, € T, porlo cual {&,},er £ {Ci}per O

Teorema B.1.1. Teorema de Cramer-Wold. Sean &y, &1, &, - -+ variables aleatorias con
valores en R?. Entonces, &, converge en distribucion a &y si y sélo si ZZZl Uk cOnverge

en distribucion a Zizl urEox para todo u = (uy, uy, -+ ,ug) € R
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. .. ’ d

Demostracién. Por el teorema de continuidad de Lévy (ver [19]), Y j_; uk&pni con-
. . ., d . , . . sy

verge en distribucién a ), ux&ox, si y solo si sus funciones caracter’sticas son

tales que

d d
E (exp (i{u,én))) = E [exP [i Z ukén,k]] — E [exP [i Z ukéo,k]] = [E (exp (i<u, &v)))

k=1 k=1

lo que ocurre si y s6lo si &, converge en distribucién a &. El s'mbolo (u,a) =

d .
Y k=1 Urai es el producto interno en R, O

Ademads los procesos gaussianos tienen la propiedad de ser procesos inde-
pendientes si su funcién de covarianza X(s, t) es cero [19]. Ademads, la funcién de

covarianza X(s, t) es positiva de nida. La de nicién se escribe a continuacion.

Una matriz A de tamafio nxn cuyos componentes son niimeros reales, es posi-
tivade nidasiparatodoa = (a1,---,a,) € R" ocurre que aAa’ > 0, y estrictamente
positiva de nida si aAa’” = 0 implica que a = 0 en R". Una funcién Z(¢,s) :
7 X7 — R donde 7 es un conjunto arbitrario de ndices, se llama funcién
positiva de nida si para todo n € IN,t,--- ,t, € 7, la matriz X de tamafio nxn,
de nida por X;x = X(t;, tx) es una matriz positiva de nida. De igual forma, una
funcién {R(t),t € 7} es positiva de nida si la funcién X;; := R(s — t) es positiva

de nida.

Las tiltimas propiedades de los procesos gaussianos que se van presentar aqu’,
tienen que ver con la forma de la funcién de covarianza de procesos gaussianos

estacionarios y de procesos gaussianos de Markov.

De nicién B.1.3. Se dice que un proceso {&,},cr donde T C R, definido en el espa-
cio de probabilidad (X, A, u), que toma valores en (E,E) es un proceso de Markov o

markoviano respecto a la filtracion F,, (ver Definicion A.1.8) si,

= &, es medible respecto a F,, para cadan € T .

» El proceso cumple la propiedad de Markov: para cadas <t,A € &

~
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u (& € AlF) = u (& € AlE) .

Yaconlade niciénde procesos markovianos, se puede mencionar una propiedad
que describe los procesos markovianos en el caso gaussiano, en términos de la
forma de las covarianzas del proceso. Esa propiedad es condicién necesaria y su-

ciente para que ese proceso sea markoviano. La demostraciéon puede consultarse

en [19].

Teorema B.1.2. Un proceso gaussiano {&,},r donde T~ C R es markoviano si y sélo si

su funcion de covarianza Rg(s, t) := cov(&y, &) tiene la siguente forma,

_ Re(s, H)Re(t, u)
Rr(S, u) = W

c , s<t<ueT,
y se define 3 = 0. Si {&,},e7- es estacionario y toma valores en R, entonces,

Re(s, t) = Cexp (-Blt—sl), Cp=0.

Sea {&,},c7 un proceso gaussiano estacionario con valores en R y con funcién
de covarianzas Rg(s,t), s,t € 7. Se sabe que R¢(s,s + t) es una funcién positiva
de nida, y que es continua si el proceso {,} es continuo en probabilidad (ver
De niciéon A.1.15). Si Re(s,s + t) es continua, el teorema de Bochner (ver [19])

permite representar a la funcién de covarianzas por medio de la expresion:

Re(s,s+1t) = f exp(itx)u(dx), t€R,

donde u se conoce como medida espectral y es una medida nita y simétrica

en R.

B.1.2. Ejemplos

Ejemplo B.1.1. Movimiento Browniano estdndar. Un proceso {W,},so con media igual

a cero se llama movimeinto Browniano estdndar o proceso de Wiener si satisface,

1. W():O.
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2. {Wy},0 tiene trayectorias continuas.

3. La funcién de covarianza del proceso estd dada por Ry (s, t) = min(s,t), para todo

s, t>0.

Otras caracter’sticas de {W,},5o es que tiene incrementos estacionarios e in-
dependientes, para cada n > 0, W(n) tiene distribucién N(0, 7). La més famosa
integral estocdstica se de ne con respecto al movimiento Browniano, para fun-

ciones cuadrado integrables (ver [19]).

Ejemplo B.1.2. El proceso Ornstein-Uhlenbeck. Un proceso continuo {&,},so con media
igual a cero se llama proceso Ornstein-Uhlenbeck estacionario de pardmetros C, > 0, si

su funcién de covarianza Rg(s, t) es de la forma,

Re(s, t) = Cexp (=Bt —s|), Vs, t > 0.

Del Teorema B.1.2 se sigue que el proceso Ornstein-Uhlenbeck es el tnico
proceso gaussiano markoviano que es estrictamente estacionario. Si {W,},5o es un

movimiento Browniano estdndar y A > 0, el proceso {&,},5 de nido por

én = exp(_n/\)wexp(Zn/\)

es un proceso Ornstein-Uhlenbeck.

Ejemplo B.1.3. Puente Browniano. Sea {W,},so un movimiento Browniano estdndar. EI

proceso {Z,},sq definido por

Z, =W, —nW,, V¥nel0,1],

se llama puente Browniano y su funcién de covarianza estd dada por

s(1-t) si0<s<t<1,
Rz(S,t):

t(l—s) si0<t<s<l.
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Ejemplo B.1.4. Movimiento Browniano fraccionario. Sea H € (0,1) y 7 =[0,a], 7 =
[0,00) 6 T = R. Un proceso gaussiano, continuo y con media cero {B,},cs, se llama
movimiento Browniano fraccionario de pardmetro de Hurst ¢ indice H, si su funcion de
covarianzas estd dada por,

Ry(s,t) = > (s + [t = 1s = "), s,teT.

N| =

B.2. Procesos a-estables

Aqu’ se presentan algunos ejemplos de procesos a-estables, as”como su de ni-
cién y algunas propiedades. Estos procesos contienen a los gaussianos (sia = 2) y
presentan algunas similitudes con ellos, pero también varias diferencias. Por ejem-
plo, los procesos a-estables (@ < 2) tienen varianza in nitay sia < 1 tienen media
in nita cosa que no pasa con los gaussianos [35]. Los procesos estacionarios,
simétricos a-estables estdn estrechamente relacionados con los procesos doble-

mente estacionarios mencionados en el cap“tulo 2.

B.2.1. De nicién y Propiedades

De nicién B.2.1. Un proceso estocdstico {E,},cq se llama a-estable (aS) si toda com-

binacion lineal finita ZZ:l k&, ik € T es una variable aleatoria a-estable aS.

Por supesto ahora hay que dar la de nicién de variable aleatoria aS.

De nicién B.2.2. Una variable aleatoria £ es estable si para cualquier pareja de niimeros

positivos A, B existe un niimero positivo C y un niimero real D tal que

A& +BE ZCE+D (B.2.1)
donde &1, &, son copias independientes de &.
Si D = 0, la variable aleatoria & se llama estrictamente estable. Si &£ es una

variable aleatoria estable, existe un a € (0,2] tal que el ntimero C en la ecuacién

B.2.1 satisface la siguiente relacién, ver [38],
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C* = A% + B°

Alntimero a se le conoce como ndice de estabilidad o exponente caracterstico.
As” nalmente, se llega a la de nicién de una variable aleatoria alfa estable. De
esta manera, una variable aleatoria estable £ con 'ndice a se le conoce como alfa

estable (aS) y se acostumbra escribir & ~ S,(0, B, 7), ver también De nicién 2.2.9.

Sia =2,5,(5,0,7) = N(y,20%), ver De nici6n 2.2.9. Es posible construir proce-
sos a-estables de nidos a través de integrales respecto de medidas a-estables. En
lo que sigue, primero se da la de nicién de medida a-estable y luego se de ne la

integral mencionando algunas de sus propiedades.

De nicién B.2.3. Sea (X, A, i) un espacio de probabilidad, y sean

n or(X) = {g: X > R: ges medible }, es decir, gr(X) es el conjunto de variables

aleatorias con valores en R definidas en (X, A, u).
» (E, &, m) un espacio de medida.
= f:E — [-1,1], una funcién medible.
n §={Ae&E:m(A) < oo}.

Se llama medida aleatoria a-estable (o € (0,2]) con medida de control m e
intensidad B a una funcion independientemente disjunta, o-aditiva M : & — gr(X) tal
que para cada A € &,

v Sy BEm(dx)

M(A) ~ So | [m(A)]«, W/O

La frase independientemente disjunta signi ca que si Aj, Ay, -+, Ax € & son
disjuntos, entonces las variables aleatorias M(A1), M(A;), - - , M(Ax) son indepen-
dientes. Finalmente, o-aditiva quiere decir que si Ay, A,,--- pertenecen a &, son

disjuntos y Ui, Ax € &, entonces, M (U2 Ax) = Yopoq M(Ax) c.s.

Sea M una medida a-estable en (E, &) con medida de control m e intensidad f
(ver De nicién B.2.3). Sea &, = {A € & : m(A) < oo}. Se quiere de nir la siguiente

integral,
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1) = fE M)

para todas las funciones medibles f : E — R que pertenecen al siguiente

conjunto (recordar que a € (0,2]):

' [ |f@)] m(dx) < oo sia#1

Je |f0) In|f(x)| B(x)| m(dx) < o0 sia=1.

F={f:E-R (B.2.2)

Hay que notar que el conjunto F es un espacio lineal. Para la de nicién de
I(f) se va a proceder como es comun en estos casos, primero se de ne la integral
para funciones simples, y después se generaliza para las demds funciones que
pertenecen al conjunto F por medio del hecho de que {I(f), f € F} es un proceso

continuo en probabilidad, ver De nicién A.1.15.

Antes de de nir la integral se presentan dos propiedades importantes de las
variables aleatorias a-estables. Su demostracion se sigue facilmente de la De ni-

cién 2.2.9.

Proposicién B.2.1. Si &, &, son variables aleatorias independientes con &; ~ S,(0i, Bi, Vi)-

B10{+B205

Entonces, (&1 + &) ~ Sa(o, B, V), donde o = (o + ag‘)i,ﬁ = —a sV =V11)2

Proposicién B.2.2. Si & ~ S,(0, B, ). Entonces, para todo a € R distinto de cero,

: Sa (lal o, Bsgn(a),ay) sia #1,
a ~

S1 (lal o, Bsgn(a),ay — 2;“ ln(lal)oﬁ) sia=1.
Para una funciénsimple f(x) = Yi-1 ckM(Ax), dondelos conjuntos A, Ay, -+ , A, €

&, y son disjuntos se de ne,

n

109 = [ feomn) = Y aman. (8.23)

k=1
I(f) es lineal para funciones simples. Como M es una medida a-estable, las

variables aleatorias M(A;),--- ,M(A,) son independientes (ver De nicién B.2.3).

De las proposiciones B.2.1, B.2.2 se sigue que para funciones simples f € F,
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I(f) ~ Saloy, By, ve)

donde,
op = ([ [f@)[" m(dx)”
B = Jolf@|"sgn(r)pem(dz)
f R (B.2.4)
0 sia #1,
2 [ fp@) In|f)| m(dx) sia=1.

Ahora, para cualquier f € F, se puede elegir una sucesién {f,} . de funciones

simples que pertenecen a F que cumplen las siguientes condiciones,

fa(x) = f(x), c.s.respectoa p. (B.2.5)

fn(x)| < h(x), paratodan,xyalgunaheF.
Por ejemplo, la sucesién {f,},., dada por

Eosib<f)<®lk=0,1,---,n°-1,

fu) =1 s D < fy < E k=01, ,n2-1,

n

0 si |f(x)| > n.

cumple las condiciones mencionadas y donde h(x) = | f(x)|. As’, la sucesién
{I(fa)},,en cOnverge en probabilidad para toda sucesion {f,}, 5 de funciones sim-
ples que pertenecen a F y cumplen la condiciones dadas en B.2.5, ver [35]. Ahora
se de ne la integral I(f) para toda f € F como sigue (recordar que u es la medida

del espacio de probabilidad subyacente):

I(f) =1 (B.2.6)
donde I(f,) et I,y f, cumple las condiciones dadas en B.2.5.

La demostracién de la proposiciones B.2.3, B.2.4, B.2.5, B.2.6 y B.2.7 puede

consultarse en [38].
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Proposicion B.2.3. La integral I(f) es lineal y ademds I(f) ~ Sa(o¢, By, y¢) para toda
f € F, donde o¢, B¢y Y5 estin dados por las ecuaciones B.2.4.

Proposicién B.2.4. Sea & = [, fil()M(dx),k = 1,2,--- y & = [, f(x)M(dx), donde M

es una medida a-estable con medida de control m e intensidad . Entonces,

prob
& — ¢

si y solo si,

lin— o fE |fi(x) = fOo| m(dx) =0

ycuando a =1, si

li o fE (fe®) = () In |fux) — ()| pGx)m(dx) = 0

Proposicién B.2.5. Sean & = fE filo)M(dx) y & = fE fa(x)M(dx), donde M es una
medida a-estable con medida de control m, intensidad By a € (0,2). Entonces &1y &, son

independientes si y sélo si

f1(x) f2(x) = 0 c.s. respectoa men E.

Proposiciéon B.2.6. Toda variable aleatoria & = (&1, -, &,) con valores en R" a-estable

tiene una representacion de la siguiente forma,

5— 5 “ e é = dxl--- n“/ldx)-i—”
( 1, 4 ”) (fflM( ) ’j;f ( )

» (E, B(E)) es un espacio medible apropiado’.
= M tiene medida de control m e intensidad B(x) = 1.

» it E->Rk=1,---,n

!B4sicamente E es la esfera unitaria en R” para una norma arbitraria ||| de nida en R", y B(E)

es su o-dlgebra de Borel. Ver [38].
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= n€R"

Proposicién B.2.7. Sea & = (&, -, &) una variable aleatoria a-estable de dimension

n. Entonces,

E (& -+ -1&f") < o0

si y sélo si

Pr, + -+ pr, < apara todo {ky,--- k. C{1,---,n}

tales que

m(xeE: fi,(x): fi, x) #0) >0, y

m(x € E: fi, (x) - fi,(x), fi(x) # 0) = 0 para cualquier i ¢ {ky,--- , kn},

donde m es la medida de control asociada al proceso a-estable &, ver Proposicion B.2.6.

La proposicion B.2.6 asegura que si @ < 2, toda variable aleatoria a-estable
tiene varianza in nita, y si @ < 1, toda variable aleatoria a-estable también tiene

media in nita.

B.2.2. Ejemplos

Para nalizar este cap tulo se presentan algunos ejemplos de procesos simétri-
cos a-estables (SaS) y tienen mucho parecido con algunos procesos gaussianos

conocidos.

Ejemplo B.2.1. Movimiento de Lévy SaS. Sea

00 t
X = f Ly (x)M(dx) = f M(dx),t > 0.
0 0
donde M es una medida SaS en [0, ) con medida de control m(dx) = dx (m es la

medida de Lebesgue en [0, o0)). Ademds, X(0) = 0 c.s. (respecto a la medida del espacio de
probabilidad subyacente),
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X, - X, = f M(dx) = M([s, t]) ~ Sa(It = s|* ,0,0).

Este proceso inicia en cero, tiene incrementos estacionarios e indpendientes y sus

distribuciones finito dimensionales son SasS.

Ejemplo B.2.2. Promedios méviles SaS. Sea f : R — R una funcion medible tal que

f-o:o |f(x)|a dx < oo con a € (0,2]. Se define,

X = foo f(t—x)M(dx),t € R,

donde M es una medida SaS en R con medida de control m(dx) = dx (m es la medida
de Lebesgue en R). Al proceso X; se le llama proceso de promedios méviles SasS, y es

estacionario.

Ejemplo B.2.3. Proceso Ornstein-Uhlenbeck. Sea A > 0y M una medida SaS en R con
medida de control m(dx) = dx y a € (0,2]. Se define,

X = ft exp(=A(t — x))M(dx), t € R,

o0

Al proceso X; se le llama proceso de Ornstein-Uhlenbeck y es un proceso de promedios
méviles donde f(x) = exp(=Ax)1Ljo), X € Ry por esa razon es estacionario. Para todo

s<t,

X —exp(=A(t —9)X; = f exp(—=A(t — x)M(dx))

es una variable aleatoria SaS. En el caso gaussiano a = 2, el proceso Ornstein-
Uhlenbeck es el tinico proceso gaussiano continuo y markoviano que es estacionario.
Cuando 0 < a < 2 existe al menos otro proceso markoviano estacionario SaS y aparece en

el ejemplo B.2.4.

Ejemplo B.2.4. Proceso Ornstein-Uhlenbeck revertido. Sea A > 0 y M una medida SaS
en R con medida de control m(dx) = dx y a € (0,2]. Se define,

X; = foo exp(=A(x — t))M(dx), t € R,
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Al proceso X; se le llama proceso revertido de Ornstein-Uhlenbeck y es un proceso de
promedios moviles donde f(x) = exp(—Ax)1Ljoe), x € R y por esa razén es estacionario.

Para todo s < t,

Xy —exp(=A(s —t)X; = fs exp(=A(x — t)M(dx)).

El proceso revertido de Ornstein-Uhlenbeck es markoviano, y en el caso gaussiano
(a = 2) coincide con el proceso Ornstein-Uhlenbeck, pero cuando 0 < a < 2, el proceso

Ornstein-Uhlenbeck y el proceso Ornstein-Uhlenbeck revertido son distintos, ver [35].

Ejemplo B.2.5. Movimiento lineal estable bien balanceado fraccionario . Sea A > 0y M

una medida SaS en R con medida de control m(dx) = dx y a € (0,2]. Se define,

X, = foo (It = x"% = x"), t € R,

donde 0 < H < 1,H # % El proceso X; se le llama movimiento lineal estable bien
balanceado fraccionario . Este proceso tiene incrementos estacionarios y es autosimilar con

pardmtero H, i.e., para cualquier ¢ > 0,t1,--- ,t, € R,

(Xct1/ te /Xctn) é (CHXt1, te ,CHth) .

En el caso gaussiano, este proceso se conoce como movimiento Browniano fraccionario.

Ejemplo B.2.6. Movimiento estable log-fraccionario. Sea M una medida SaS en R con

medida de control m(dx) = dx y a € (0, 2). Se define,

X = f (In|t = x| = In|x]) M(dx),t € R,

El proceso X; se le llama movimiento estable log-fraccionario. Este proceso tiene in-
crementos estacionarios y es autosimilar con pardmtero H = <. Si a = 2 (caso gaus-
siano), el movimiento lineal estable bien balanceado fraccionario y movimiento estable

log-fraccionario son el mismo proceso.
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Ejemplo B.2.7. Procesos reales armonizables estacionarios SaS. Sea M una medida SaS
que toma valores complejos cuya medida circular de control?, T~ un conjunto de indices y

a € (0,2]. Se define

H; =Re (foo exp(itx)M(dx)) e T,

[o¢]

donde Re(a) representa a la parte real del niimero complejo a.

2Ver [38].
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