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Introduccion

Los transitorios cuénticos son fendémenos temporales que existen hasta que
un sistema cuantico alcanza el régimen estacionario. Un ejemplo destacado
de transitorio cuéntico fue estudiado por Marcos Moshinsky, quien planted el
problema siguiente: un haz monocroméatico de particulas se encuentra confina-
do a una region del espacio por un obturador perfectamente absorbente que
se abre instantdneamente, lo cual permite que la onda evolucione libremente.
Moshinsky encontrdé que la soluciéon exhibe un comportamiento matematico
analogo al fenémeno de la difraccion de la luz por un borde recto, de ahi que
Moshinsky llamara a este fenémeno difraccién en el tiempo.

El problema de Moshinsky puede generalizarse colocando frente al obtura-
dor un potencial de alcance finito arbitrario. Gaston Garcia Calderon y Alberto
Rubio obtuvieron una solucién analitica a este problema utilizando el forma-
lismo de los estados resonantes.

El propésito principal de esta investigacion es estudiar el efecto de los es-
tados ligados de potenciales atractivos sobre los transitorios cuénticos de la
funcién de onda transmitida por medio de la soluciéon de la ecuacion de Sch-
rodinger dependiente del tiempo con condicién inicial de obturador cuéntico.
La mayoria de los estudios previos que utilizan este enfoque solamente han
considerado potenciales repulsivos pues han estado orientados en investigar la
dindmica del efecto tinel.

El primer potencial considerado es el potencial § de Dirac, repulsivo y atrac-
tivo, pues este problema tiene una solucién analitica que observa la misma
estructura que la soluciéon para un potencial unidimensional de alcance finito
arbitrario y cuyos casos limite son susceptibles de ser estudiados analiticamente
y porque también permite abstraer las caracteristicas més importantes de los
fenémenos estudiados que presentan otros potenciales mas realistas. Utilizando
como preparacion y antecedente el trabajo desarrollado con el potencial § de
Dirac se estudian los transitorios asociados a la barrera y el pozo rectangulares
a distancias fijas utilizando el tiempo como parametro; se estudia, ademas, el
comportamiento en el umbral de energia y la dependencia que observan los
resultados obtenidos respecto a la energia de la onda inicial.

Un objetivo secundario de esta investigacion es la evaluacion de la funciéon
M(z, k, t), la soluciéon al problema de Moshinsky, para k tales que Im(k) > 0,
pues hasta donde sabemos, en la literatura no existe indicaciéon de cémo realizar



este calculo.

La presente investigacion también contempla el estudio de los tiempos de
retardo fase y dinamico asi como del tiempo de transmision de Hartman en
todos los potenciales considerados.

II



Capitulo 1

Transitorios cuanticos

Un transitorio es un fenémeno temporal de los sistemas que en la mecanica
clasica asociamos con el movimiento de un oscilador lineal sujeto a una fuerza
que actua discontinuamente [1]. En contraparte, los transitorios cuanticos tie-
nen lugar en respuesta a un cambio espontaneo en alguna condicion del sistema,
como la apertura instantanea de un obturador y son caracteristicas temporales
asociadas a las ondas de materia que desaparecen cuando el sistema alcanza un
estado estacionario [2]. Uno de los ejemplos méas importantes de los fen6menos
transitorios es la difraccién en el tiempo, que se presenta a continuacién.

1.1. Difracciéon en el tiempo

En 1952, Marcos Moshinsky propuso [3, 4] un experimento mental que con-
siste en que una onda plana estd confinada en el semiplano < 0 por un
obturador perfectamente absorbente que se abre instantaneamente en ¢t = 0,
lo cual permite que la onda se propague a la regién x > 0; el problema es
dar cuenta de la evoluciéon temporal del paquete de ondas. Asi, pues, se desea
encontrar la solucién de la ecuacién de Schrodinger

0 h* o

donde la funcion de onda W esté sujeta a la condicion inicial

U (z,t) (1.1.1)

U(x,0) = ™ H(—2), (1.1.2)
donde H es la funcién escalén de Heaviside
0, <0
Hz)=<¢" 1.1.3
(«) {1’ " (113)

Utilizando el propagador de particula libre [5] o funcién de Green del pro-
blema g(z,t; 2’,t") dado por



o m im(x — a')?
9w E) = [ o =) eXp( m(t—t) )

donde convenimos que

Vi = exp (z%) ,

y la relacion

U(x,t) 2/ g (z,t;2',0) ¥(2',0) da’

— 00

encontramos que la solucién del problema es

N2 ’ /
YV 2mht <2ht (v =) )lp(x /0) do

(1.1.4)

(1.1.5)

(1.1.6)

Sustituyendo (1.1.2) en (1.1.6) y utilizando la relacién de De Broglie p = hk

encontramos que

m 0 { ’ m N2 /
)=y 2mht/,ooeXp [h (px METE) )] du.

(1.1.7)

Es posible obtener al menos dos formas analiticas equivalentes para la so-
lucion del problema. Para obtener la primera de ellas se utiliza el cambio de

variable

i

2t
(x —m)z} =2 Ll

- % [W —o)+ g

(1.1.8)

Entonces, si definimos v = p/m y { = /5;; (vt — ) encontramos que

/0 exp [;L (pla’ )+ (o m?)] da/ —

— 00

oht ip?t\ ¢ .
— — " dz. (1.1
m P ( 2mh> /_Oo ¢ dz. (1.19)

Ademas,

(1.1.10)



lo cual implica que

V(1) = \/%exp {;L (m - g:m (*/27? exp (z%) + /j e’ dz> . (L.L11)

Separando la exponencial imaginaria en sus partes real e imaginaria,

&, 13 13
/ e'’” dzz/ cos(zQ)dz—l—i/ sin(z?) dz. (1.1.12)
0 0 0

Se introducen las integrales de Fresnel C(x) y S(x), definidas como [6]

\/E/Oﬁx cos(s?) ds (1.1.13)
\/z/o X gin(s?) ds (1.1.14)

- 05 ¢ s — \/§ c <\/Z§> +is (ﬂs)] |

Entonces, la solucién en términos de las integrales de Fresnel es

Q
=
I

pa
&
I

U(z,t) = %e){p {;L (px - 129:)] «
li/li +C <\/Z§> +iS (ﬂg)] . (L1.15)

Introduciendo ¢ = /2/7¢, la soluciéon del problema es

U(x,t) = %exp {;L <p:c — g:ﬂ K; + C’(g)) +i (; + S(g))} . (1.1.16)

La densidad de probabilidad se puede expresar, entonces, por

(; + O(g))2 + (; + S(g))zl : (1.1.17)

Ahora se puede apreciar la motivacion para nombrar este fenémeno transi-
torio como difraccion en el tiempo: en el problema o6ptico de la difracciéon de
Fresnel por un borde recto [7] la irradiancia viene dada por una férmula mate-
maticamente equivalente a (1.1.17). En la figura 1.1! se ilustra |¥(xq,t)|? para

2 1

a0 =5




t(fs)

Figura 1.1: Solucion del problema de Moshinsky para ¢ variable (parametros:
m =0.067m,., E =0.5¢V, o = bnm).

un valor zy > 0 constante; la forma de la grafica corresponde a la presentada
por el perfil de intensidades del problema 6ptico mencionado.

La version clasica de la figura 1.1 tiene la forma de un escalén pues la
solucién es 0 hasta un cierto tiempo de transito en que la onda llega al punto,
después de lo cual la solucién es 1. La solucién cuantica evita la discontinuidad
y exhibe oscilaciones amortiguadas como funcion del tiempo; en eso consiste la
difracciéon en el tiempo. También se observa que la solucién cuéntica predice
componentes de la onda que lleguen al detector instantaneamente, lo cual se
explica porque (1.1.1) no es una ecuacion diferencial relativista.

La espiral de Corni es la representacion en el plano complejo de los puntos
de la forma C(s) + iS(s), donde ¢ toma todos los posibles valores reales. Su
utilidad en 6ptica es el de una curva de vibracién, es decir, el de un diagrama
para analizar cualitativamente varios problemas de difraccion.

Otra manifestacion del comportamiento transitorio se obtiene al estudiar
la densidad de probabilidad para ty > 0 fijo y « variable, como se hace en
la figura 1.3. Clasicamente esta curva indicaria la presencia de la onda que
evoluciona hasta una cierta distancia después de la cual la soluciéon se anularia;
cuénticamente la curva presenta esas caracteristicas pero lo hace suavemente,
sin discontinuidades y exhibiendo un comportamiento transitorio a distancias
cortas. También se observa que para tiempos finitos la onda se puede encontrar
a distancias arbitrariamente lejanas, lo cual vuelve a exhibir el caricter no

ILos parametros utilizados de m, L y E utilizados a lo largo de este trabajo corresponden
a valores tipicos de estructuras cuanticas semiconductoras [8].

4
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Figura 1.2: Espiral de Corni

relativista de la solucion.

Es posible obtener una idea completa de los transitorios cuanticos asociados
a la difraccién en el tiempo graficando la densidad de probabilidad para z y ¢
variables, lo cual se hace en la figura 1.4.

1.2. La funcién M

Volviendo a (1.1.7) podemos obtener otra expresién analitica para la solu-
cion del problema haciendo el cambio de variable

z=2a' + (vt —x)? (1.2.1)
. . 2 . .
i , m ,2) imx im 5, im )
= — — e _ —_— t —
(px +y =) ottt T am Mt

h
Con ello, (1.1.7) queda como
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Figura 1.3: Solucién del problema de Moshinsky para x variable (parametros:
m =0.067m., F =0.5¢V, to = 35fs)
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Figura 1.4: Solucion del problema de Moshinsky para x y ¢ variables (parame-
tros: m =0.067m., E =0.5¢V)



m ma? m 2
U(z,t) = ”27rz'ht exp (z o > exp [m (vt —x) } X

vi—x im 2
/ et dz. (1.2.2)

— 00

Con el fin de simplificar estas expresiones, se introduce la variable

m hkt
=1/== - — 1.2.
Yk 2hat <x m > (12.3)
y se observa que
vt—x 2 00 2
[m exp <z7;; ) dz = /Iivt exp <ZT;L; > dz =
; Lo
\/2Z—ht/ﬁ e~ ds. (1.2.4)
moJy

k

Im EN

A
/

Figura 1.5: Contorno de integracion para evaluar (1.2.4).

Tomando el contorno de integracion compleja C de la figura 1.5 es posible
demostrar [9] que el limite superior de integracion puede ser tomado como oo,

de modo que
vt—x 2 th o0
[m exp (Zn;;t ) dz =4/ :n/y e ds. (1.2.5)

k

La funcion de error complementaria erfc se define como [6]

erfe(z) = % /00 et =1-— erf(z) (1.2.6)



asi que en términos de ellas la solucién del problema se expresa como

1 max?
U(z, k,t) = 2 exp (22ht> exp(y3) erfe(yy). (1.2.7)

Introduciendo la funcién w, a veces llamada funcion de dispersion de plasma,
funcion de Faddeeva o funcion de error compleja [6], por la ecuacion

w(z) = exp(—22) erfe(—iz) = e <1+/ a dt) (1.2.8)

(1.2.7) puede escribirse sucintamente como
Wi k) = S exp (175 ) (i) (129)
@, k,t) = 5 exp | io | wliye). 2.

Se define la funcion de Moshinsky M(z, k, t) como la solucién del problema libre
(1.1.1) sujeto a la condicién inicial (1.1.2). En general, esta funcién depende
de sus argumentos z, k, t, pero cuando sea conveniente se escribird como una
funcién de la variable yy.

1.3. Solucién por Transformada de Fourier

Es posible hacer una continuacién analitica de M al plano complejo k, pa-
ra lo cual se considera la soluciéon de (1.1.1) y (1.1.2) por el método de la
Transformada de Fourier, definida como

Flf(@)} = f(H) = \/% /_Oo f(z)e"” dx. (1.3.1)

Aplicando la Transformada de Fourier a (1.1.1)
z‘hg@(' t) = 'Qﬁ@(' t) (1.3.2)
ot J,t) =17 om Jt)- -9-

La solucién a esta ecuacion, para W(j,t) es

U(j,t) = ¥(j,0)exp (—i‘;;jt) . (1.3.3)

Ahora se transforma (1.1.2) considerando k tal que Im(k) < 0
F{¥(z,0)} / )€Y da. (1.3.4)
\/7
Como el estado inicial no es monocromético, la transformada anterior no

corresponde a una funcion 4, pero puede calcularse en el sentido de un valor
principal de Cauchy como



T(5,0) = / VeI dy =
T

lim / z(k i€)x l]x dr = lim 1 ei(k—is)zeijfc 0 —
e—=0% /21 J_ —0t+ 21 ij + ik + € —00
1 1 i .10 1 1
lim —————¢ilhmigegije = 1.3.5
e—0+ /21 ij +ik + € 21 z( +k) ( )

La integral anterior hubiera resultado divergente si Im(k) > 0; de ahi la
restriccion a considerar Im(k) < 0.
Por lo tanto, la solucion para W(j,t) es

PN B S
W(J,t)—mi(j+k) p( 2mt> (1.3.6)

Por el teorema integral de Fourier, la solucién al problema es

M(x, k,t) = U(z,t) —iT i =

T Vor /
| 2R .
- —i—t — dj =

S exp( Z2m z]a:) 1

i1 G\
— —i—t dj. (1.3.
o Ooj_kexp( v —Hjx) . (1.3.7)

Esta es una representacion alternativa de la funcion M y que sera utilizada
mas adelante.

1.4. Solucién por Transformada de Laplace

A través del método de la transformada de Laplace de una funcién, definida
como

L{f(t) / f(t)e st at, (1.4.1)

es posible calcular en forma analitica la solucién al problema (1.1.1) asi como
a otros problemas relacionados, por lo que resulta util conocer L{M(z,k,t)},
para lo cual se transforma la ecuacion (1.1.1)

n? o?

ih (sM(x,k,s) - \Il(x,O)) 5 Ml b, 5) (1.4.2)

La ecuacién anterior se simplifica a



{z‘h (Mo ko) =) = B2 Z WM s), w0

ihsl\N/I(x,k,s)z—ﬁa—zl\N/I(x,k,s), x>0

2m Ox?

La solucién de estas ecuaciones es

~ C’1exp( \/m )+026Xp(\/%> expl;ﬁ3§7 2 <0
M(kaas): s+13

2m

C’gexp< \/2"’” )—|—C’4exp( 212”95), x>0
(1.4.4)
Para que la solucion no diverja en el limite || — oo se hace Cy = C3 =0

ya que
em@(dl+¢)vﬁgsx):zexp<iz—]V[x) (1.4.5)
mp(%ﬂ+ﬁvﬁ§x>:em< z+1¢h;0 (1.4.6)

y estas expresiones divergen para |z| — oo.
Por conveniencia se introduce la variable

2ims

= 1.4-7
p o (1.4.7)
con lo que la solucién al problema se puede escribir como
. 2im/h .
N(a, b p) = Bexp(fzpm) + Sz exp(ikz), x <0 (1.4.8)
Aexp(ipz), x>0

Aplicando la condicién de continuidad de I\N/I(ac7 k,p) y de 0, 1\7[(3:, k,p) en
x = 0 se obtienen las relaciones

B = A-—— 1.4.9
P2 — k2 ( )
. . 2mk
Resolviendo para A y B resulta
mi
A = ——— 1.4.11
hp(p — k) ( )
mi
B = —m—. 1.4.12
hp(p + k) ( )



La transformada de Laplace de la funcion de Moshinsky corresponde, en-
tonces, a

~ mie”"PT 2imetk® mie'P®
M(z, k = - H(— —H 1.4.1
(= k.) < T+ k) | h(p? — k2)) (o) + hp(p — k) (z) (14.13)

La funcion M esté dada por la integral de Bromwich

1 y+ioco _
M(z, k,t) = 2—/ M(z, k, s)e" ds, (1.4.14)
i
~

—100
donde «y en el plano s queda a la derecha de todas las posibles singularidades.
En las figuras 1.6 y 1.7 se muestran los contornos de integraciéon en los planos

sy p2.

Im SA

Figura 1.6: Contorno de integracion en el plano s.

Si z > 0, la integral anterior queda como

i etprr ihp?
M(z, k,t) = —— ——1t | d 1.4.1
@t =g [ oo (-Gl @ )

donde C es una hipérbola en el plano p como se muestra en la figura 1.8.

La integral en (1.4.15) puede evaluarse completando la trayectoria C con un
arco circular Cg y con la linea C’, que evita la singularidad en k a través de
una media circunferencia, como se ve en la figura 1.9.

Por el Teorema de Cauchy,

eipa: th2 eipw ,th2
——t | d ——t ) d
/cp—keXp< 2m ) p+/cRp—keXp< 2m e

eip:v th2
———1t | dp=0. (1.4.16
/Clp_keXp< 2m> p ( )




Im p A

A
A

\J

Re p

Figura 1.7: Contorno de integracion en el plano p?.

Im p,

Figura 1.8: Contorno de integracion en el plano p.
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Im p,

Cr

C
. ) - -
c k Re p

Figura 1.9: Evaluando la integral en (1.4.15).

Ademas, la integral sobre Cgr se anula a medida que el radio del arco crece
2
puesto que en el segundo cuadrante, exp (—%t) — 0 si |p| — oo?. Por lo
tanto,

i e ihp?
M = — - . 14.1
(x,k,t) 5 /c/pkexp( o t) dp ( 7)

Esta solucion puede generalizarse al caso en que k es un ntimero complejo
tal que Im(k) < 0. En este caso, la integral queda como

. 00 ipx i hn?
M(z, k,t) = L/ ¢ exp (”gt) dp. (1.4.18)

2r J_op—k 2m

1.5. La funcién w

La funciéon w fue estudiada y tabulada por primera vez por Faddeeva y
Terent’ev [10]. Desde el punto de vista matematico, (1.2.8) define una funciéon
entera, es decir, una funcién analitica sobre todo el plano complejo; ademas, si
z se encuentra en el primer cuadrante, sus partes real e imaginaria estdn entre
Oy z.

Por (1.2.8) es posible argumentar que w satisface la propiedad de simetria

2

w(—z) =2e¢ % —w(z). (1.5.1)

La integral

2La integral sobre Cr diverge sobre el primer y el tercer cuadrantes y converge sobre el
segundo y el cuarto cuadrantes.
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f(z):/oo " (15.2)

o Z— 1

se encuentra relacionada con w, ya que si Im(z) > 0, la funcién w admite [10]
la representacion

L 5@, (15.3)

por lo que si Im(z) < 0, w puede expresarse como

w(z) = 2% + %f(z) (1.5.4)

La funcion f(z) es analitica para cualquier nimero complejo que no se
encuentre sobre el eje real y define, ademas, dos funciones analiticas en cada
semiplano, ninguna de las cuales es continuacion analitica de la otra [11].

En el caso de z real, la integral en (1.5.2) debe entenderse en el sentido de
un valor principal de Cauchy y, ademaés [12],

o -t

w(z) = 2¢~ %" + L V. P./ dt, Im(z) = 0. (1.5.5)
7r

oo BT

Suponiendo |z| > 1y desarrollando (z —#)~! en potencias de t/z se obtiene

Zitzl(1+;+(;>Z(;)3+...):;i@” w56

n=0

N

y por lo tanto

N _Hn
n=0
donde
“"::l/‘ et dt (1.5.8)

2 .
representa los momentos de e, los cuales se anulan para n impar y que para
n par se pueden expresar en términos de la funciéon I' como

Mn:r(";1>. (1.5.9)

Ademas, para la evaluacion numeérica de w es de inmensa utilidad observar
que la funcién e~* tiene un desarrollo asintético nulo en las regiones —m/4 <
arg(z) < /4y 3n/4 < arg(z) < 5m/4 del plano complejo, por lo que, en el
limite |z| > 1,

14



iy Hord) —r/4 < arg(z) < 57/4

w(z) &
2% 4 L E DD F(gjtl), 5m/4 < arg(z) < Tm/4

(1.5.10)

Para las aproximaciones a M, que es la funciéon con sentido fisico en es-
te problema, no se considerara que e=* tiene un desarrollo asintético en las
regiones senaladas del plano.

En el caso asintotico simétrico, a saber, |z] < 1, w se puede expresar [10]
como

w(z) ~ ;::0 F((’:LZ—):l) (1.5.11)

1.6. Integrales expresables en términos de w

Consideremos la integral

oo pipz ihp?
h(x,k,t) :/ exp (—t) dp. (1.6.1)
o P—k 2m

donde Im(k) < 0. Conviene notar que el integrando en (1.6.1) posee un polo en
k. La forma analitica de la integral puede modificarse para que sea més util en

los calculos. Para ello se hace el cambio de variable y = e~ #™/4. / 577 (x - %pt),
de donde

imx2> / ey’
h(z,k,t) =ex dy, 1.6.2
(k)=o) [y (162
donde II es el contorno en el plano y mostrado en la figura 1.10.
Haciendo el cambio de variable y = —iv, h queda como
h(w, b t) ima? / ", (1.6.3)
x = ex v .6.
B P\ ot QU—iyp

donde la integracion se realiza sobre el contorno €2 en el plano v como se muestra
en la figura 1.11.

En el plano v, h tiene un polo en iy, el cual solamente puede encontrarse en
la region w/4 < arg(v) < 5m/4. Para calcular la integral en (1.6.3) completamos
el contorno con los arcos de circunferencia C; y Ca, como se ve en la figura 1.12.

Es posible mostrar que la contribuciéon a la integral de los arcos C; y Co
se anula conforme su radio aumenta. Ademas, dependiendo de la posicion del
polo en el plano v, se tienen dos casos, a saber: en el primero, Im(iyx) > 0, en
cuyo caso, por el teorema de Cauchy tenemos

15



Im Y

Figura 1.10: Contorno de integracion de (1.6.2) y de (1.6.12).

Im UA

Figura 1.11: Contorno de integraciéon de (1.6.3).
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Re v

Figura 1.12: Evaluacién de (1.6.3) y posibles ubicaciones del polo iyy.

2

/ c_ dv+/ C =0, (1.6.4)
QU — g oo U — WYk

2 2

e v eV
— dv = — — dv. (1.6.5)
QU — Y oo U — Yk

Por (1.5.3), esto implica que

2

de donde

2

ima? e ™ ima? )
h(z, k,t) = —exp ( o ) / dv = ~ €Xp ( T ) w(iyk). (1.6.6)

—oo U — WYk

En el segundo caso, es decir, cuando Im(iy;) < 0, de los teoremas de Cauchy
y del residuo se deduce que

2

e v 2 eV
— dv + 2mieYs 4+ — dv =0, (1.6.7)
QU — Wk 0o U — 1Yk

2

de donde

2 2

/ ¢ = —/ v 2miett, (1.6.8)
Q

v — Yk oo U~ Wk

Entonces, de la ecuacion (1.5.4),
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ima? v 2
h(x,k,t) = — d 2mie¥r | =
(xa ’ ) eXP( It ) /_Dovfzyk v+ 2me
ima?

= exp <2m> wliyy). (1.6.9)

Por lo tanto, en todos los casos,

ima?

2ht

De manera similar, ahora se considera la integral

[e%e] ipx h 2
h'(z,q,t) :/ c exp <zpt) dp. (1.6.11)

—co P4 2m
con Im(q) > 0, que aparecera mas adelante en los calculos y que por lo tanto
conviene conocer una manera de calcularla. Sobre esta integral se realiza el

cambio de variable y = e~ %"/ 41/% (x — %pt), de donde la integral queda
como

h(z, k,t) = %exp ( ) w(iyx) Im(k) < 0. (1.6.10)

ima? ey’
W (x,q,t) = exp ( ) / dy, (1.6.12)
2ht nyY—Yq
donde el contorno de integracion se muestra en la figura 1.10.
Haciendo el cambio de variable y = iv, h’ queda como

- 2 —v?
W (x, q,t) = il / c 4 1.6.13
(et e () [ e (16.13)

donde la integracion se realiza sobre §2' en el plano v como se muestra en la
figura 1.11. En este caso, el polo se encuentra en —iy,.

Para evaluar esta integral se completa el contorno de integracién con dos
arcos C; y Cs, cuya contribuciéon se anula en el limite en que el radio de los
arcos crece, como se muestra en la figura 1.14. Nuevamente se tienen dos casos,
dependiendo de la ubicacién del polo.

Si Im(—ty,) > 0, por el teorema de Cauchy tenemos que

_p? —oo 2
/ € dv+/ € =0, (1.6.14)
Uty o v+ 1Yq
de donde
ma? © ev ima?
I t) = dv = ——
(z,9,%) exp( 2ht )/_Oo v+ 1Y, v i exp( 2ht )u}( Ya)
(1.6.15)



Im UA

Q/

Figura 1.13: Contorno de integracion de (1.6.13).

Im UA

Re v

Figura 1.14: Evaluacién de (1.6.13) y posibles ubicaciones del polo —iy,.
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Si Im(—iy,) < 0, de los teoremas de Cauchy y del residuo tenemos que

e_,UZ —00 e_U2

2

/ — dv — 2mieYs + / — dv =0, (1.6.16)
Uty o Ut Y,

de donde

—v? 0 -2
/ ¢ - dv:2m'ey§+/ ° —dv =
U+ 1Y, —oo Ut Yy
. e8] —v?
) 2ey§—i/ c —dv | =
T J_ 0o U+ 1Yy

.o 2
i <2ey3 +3/ ?dv) = miw(—iy,). (1.6.17)

T J oo —0lYqg —V

Por lo tanto, de (1.5.4) se concluye en todos los casos que
22

2ht> w(—1y,) Im(q) > 0. (1.6.18)

W (x,q,t) = miexp <Z

1.7. Desarrollos en serie de M

De (1.2.9) y (1.5.10) se puede colegir que si |y,| > 1, M admite los desarro-
llos asintéticos

1 imaz?\ o= (—1)7 o1
M(yq) = o exp ( ot ) > i r (g + 2), (1.7.1)

j=0 Y4

valida para 0 < arg(iyy) < m, y

1 ima? > 1 (—1) 1
~ = vg 4 = A
M(y,) =~ 5 CXP < ot ) 2eYa + - ;:O s r <] + 2) , (1.7.2)

valida para m < arg(iy,) < 2m. Desarrollandolas hasta sus primeros términos
hallamos

M(yo) 1 . ima? 1 1 n
~ —ex — e
V=290 one )\ Vw2008 ’

7r 7r
—5 < arg(yq) < 5 (1.7.3)

aplicable, a tiempos grandes, para3 ¢ = ¢ — (i tal que £ < (y

3Estas resonancias se denominan impropias.
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1 ima? 2 1 1
M ~ - —_— 2eY —
o=z () (2 + N )

7r 3m
— <arg(yy) < —, (1.7.4)
2 2
que se utiliza cuando* & > .

Estos desarrollos se utilizarédn para estudiar el comportamiento de | M(y,)|?
a tiempos grandes.

1.8. Comportamiento asintético de M.

En esta seccion se demostrara que M cumple con la condicién inicial (1.1.2)
y que tiende a la solucién estacionaria a tiempos largos.

Para verificar que se satisface (1.1.2) tomamos ¢ — 07. Hay dos posibilida-
des, dependiendo de si x < 0 6 > 0; en el primer caso, al estar considerando
k real (y, de hecho, positivo), arg(yx) = 37 /4, y por (1.7.4),

1 ; 2
M(z, k, t) ~ 5 exXp (l;‘i ) (263/%), (1.8.1)

y ademas, despreciando los términos cuadraticos en t:

o om [ o 2xzhkt RPE*? m [, 2xhkt
=52 - ~ — : 1.8.2
Yk = Dnit (x m 2 onit \© m (182)
Entonces,
ma’ 2xhkt ,
M(yk) — exp <Z;nhmt ) exp(yi) = exp (2777;5 mm z> = e, (1.8.3)

Por otro lado, si > 0, arg(yx) = —n/4, de donde

11 12n¢ 1
| M(yx)|* ~ =1

- = — —0
d7lypl2  4d7wm (I,Mf -
m

(1.8.4)
Otro caso de interés es el limite ¢ — oo, en el que arg(yx) = 37/4 y

2 M (2 oTNN 1.8.
Yo = opit \* + (1.8.5)

m ahkt  h2k22
m m?2 ’

de donde por (1.7.4),

4Estas resonancias son llamadas propias.
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1 ima? m K2 k242 2xhkt
M = 2 2) = - . (1.8.6
(yk) — 2eXp< T ) exp(yy) = exp [2hit ( 3 - ﬂ (1.8.6)

Por lo tanto, para tiempos grandes, la funciéon de Moshinsky converge a la
forma esperada de la funcién de onda

e ) e (ko 250 187

1.9. Evaluacion numérica de w

El estudio de las soluciones analiticas de los problemas planteados en esta
tesis hace necesario calcular numéricamente la funcién w y el objetivo de esta
seccion es describir una forma de evaluarla. No se profundizara ya que el pro-
posito del trabajo no es hacer un estudio riguroso del calculo numérico de w;
para mayores detalles se refiere al lector a las referencias citadas. Para motivar
el método numérico se sigue la exposicién matematica de [11].

Es posible demostrar que la fraccion continuada de Laplace [13]

W12 132 (=12 ()
2— 22— 2— 2— z pn(z)

(1.9.1)

converge a f(z) para valores complejos de z no reales. También es posible
mostrar que la suma

Qn(z) _ . /\S@n)
pn(2) B Z

=g

(1.9.2)

conocida como regla de cuadratura de Gauss-Hermite, también converge a f(z)
para todo namero complejo z no real y que, ademés, aproxima —irw(z) asin-
toticamente en el sector — % < arg(z) < 2T [11].

El procedimiento computacional tiene como proposito calcular w(z) con una
precisiéon de hasta con d cifras decimales correctas después del punto decimal.
Para simplificar el problema el método solamente contempla la evaluacién en
un numero complejo z en el primer cuadrante ()1 del plano complejo, lo cual
no implica una pérdida de generalidad debido a las propiedades de simetria

w(—z) = 277 —w(z) (1.9.3)
w(z*) = w'(-2) (1.9.4)
Dado un valor de d es posible construir una regién rectangular R en el

primer cuadrante fuera de la cual la evaluacion de (1.9.2) con n = 9 proporcione
una precision de d cifras después del punto decimal. Empiricamente Gautschi
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encontré que un rectdngulo de 5.33 de base y 4.29 de altura es la eleccién
Optima de R para d = 10.
Para evaluar w fuera de R se aplica el algoritmo

1/2
ry =0, Ppog=——1"  p=pwv—1,...,0, (19.5)
—iz+ (n+ r,
2
v_1 Un = Trn—1Un—1, n=20,1,2,...,N. (1.9.6)

con v =8y N = 0; es posible mostrar que esto es equivalente a evaluar (1.9.2)
con n = 9. Una manera eficiente de calcular w(z) para z € R consiste en
utilizar el desarrollo de Taylor

> w™(z 44
wiz) =Y %(—m)n (1.9.7)
n=0 '

con h > 0 elegido adecuadamente. Definiendo

’U)_l(Z) = ﬁ, (198)
wp(2) = exp(—2z2)i"erfc —iz, n=0,1,2,... (1.9.9)
y calculando las derivadas de w es posible concluir que
w™ (2) = (20)"nlwy (2). (1.9.10)
Ademas, se observa que (1.9.7) puede escribirse como
w(z) = (2h) wn(z + ih). (1.9.11)
n=0
Aproximando w,, por v, y truncando la serie (1.9.11) se define
N
on(z.h) =D (2h)"vn(z + ih). (1.9.12)
n=0
Se puede aplicar el siguiente algoritmo para calcular oy (z, h):
1/2
1/:07 n—1 = . ; =Y 717"'a07
" -t h—iz+ (n+1)r, neny
(1.9.13)
to =009 = 2 (1.9.14)
0 =00 = ﬁr—17 -
tn, = 2hrp,_1t,_1, Op = 0Op—1 +1n, n=12,...,N. (1.9.15)
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Este algoritmo puede verse como una generalizacion del algoritmo (1.9.5)
tomando h = 0y N = 0. Conforme un niamero z € R se acerca a la frontera de
la region rectangular el algoritmo se reduce al dado primero; en otras palabras,
(1.9.13) es un algoritmo que permite evaluar w(z) para z € Q.

En suma, el método para calcular w(z) presentado en [11] consiste en evaluar
una aproximaciéon a un desarrollo de Taylor trunco. El incremento h y el niimero
de términos N a evaluar se hacen depender del argumento z de la funcién. Al
incrementarse |z|, h y N disminuyen hasta anularse, y el algoritmo reduce a
calcular la fraccion continuada de Laplace de w.

El algoritmo de Gautschi fue mejorado por Poppe y Wijers [14] al incremen-
tar a 14 las cifras decimales obtenidas numéricamente. Su enfoque consiste en
dividir el plano complejo en tres regiones @@, R y S, donde se define T = R+ .S
y I' como la curva que separa @ de T. En el método de Gautschi I" es el borde
de una regién rectangular; la propuesta de Poppe y Wijers es tomar I" como la

elipse
p(z) = \/(;)2 + (5())2 ~1 (1.9.16)

donde xp =6.3 y yo =4.4.
En la region Q, que es la méas externa, se aproxima w(z) por (1.9.2) a través
del algoritmo (1.9.5) tomando

1442
v(z) = {3 + 26p(z)+77} ) (1.9.17)

donde {-} significa redondeo. En la region intermedia R se utiliz6 la aproxima-
cion (1.9.7) evaluada por el algoritmo (1.9.13) tomando

=

Ny

w

N
|

{7+ 34s(2)} (1.9.18)
v(z) = {16+ 26s(z)} (1.9.19)

s(z) = (1 - ;’0) 1-p2(2) (1.9.20)

En la region S alrededor del origen, el algoritmo de Gautschi se vuelve muy
ineficiente, por lo cual se utiliza en esa region la serie

o 2n+1
w(z) =e -2 ( Z Tl n') (1.9.21)

La region S de @ estd determinada por 0 < p(z) < 0.292. Es posible
conseguir una precision de 14 cifras decimales utilizando la aproximacion

N 42n+1
w(z) =e~ 2 < Z a1 n') (1.9.22)
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con {N =6+72¢(2)} y

= (10852 o
s(z)_<1 0.85y0>p( ). (1.9.23)

Se utilizo el programa en FORTRAN proporcionado como apéndice al al-
goritmo de Poppe y Wijers [15] para llevar a cabo los calculos que conciernen
a este trabajo.

En la literatura existen enfoques alternos a la fraccién continuada de Laplace
para aproximar w [12], entre los que se encuentran las aproximaciones racionales
de Padé, métodos de integracién numérica y las aproximaciones de Chebyshev.
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Capitulo 2

Teoria de los estados
resonantes.

2.1. Origen y definicion.

Los estados resonantes tienen su origen en la solucién presentada por Ga-
mow del problema del decaimiento « de los nicleos atémicos [16, 17]. Para
caracterizar tales estados se impone sobre la ecuaciéon de Schréodinger la condi-
cion de que la solucién consista en ondas puramente salientes, es decir, que no
posean componentes entrantes a grandes distancias del potencial nuclear.

En este trabajo se consideran tinicamente potenciales unidimensionales de
alcance finito, es decir, tales que V(z) =0sixz <06z > L.

Para llegar a la nocién de estados resonantes se considera la ecuacion de
eigenvalores de Schrodinger

K2 42
2m da?

cuya solucion en las regiones fuera del alcance del potencial es

u(z) + V(z)u(z) = Eu(z) (2.1.1)

—ikx ikx
u(z) = {Ae et <0 (2.1.2)

Ce " 4 Deh® 2> L

Si se impone la condicién de que k sea un nimero real entonces u puede
tomarse como una funcion real [18], lo cual implica que A(k) = B*(k) y C(k) =
D*(k); el que la solucién no tenga componentes entrantes se traduce en la
condicion B = C = 0 y, sin embargo, esto permite solamente la solucién trivial
u = 0. Para evitar esta situacion se aceptan valores complejos del eigenvalor
k, lo cual excluye como posibles estados resonantes a los estados estacionarios.
Los eigenvalores complejos se usan comtinmente para describir un sistema que
se mantiene en cierto estado por un tiempo y luego decae.
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V(x)

Figura 2.1: Potencial unidimensional de alcance finito arbitrario.

Los valores de k para los que u es una solucion de la ecuacion de Schrédinger
que consta puramente de ondas salientes se denotaran por k, (o E, para la
respectiva energfa compleja) y sus respectivas eigenfunciones por uy,.

Suponiendo, entonces, k, compleja la solucién en la regién exterior al po-
tencial es

Uup(x) = (2.1.3)

Anefiknx’ <0
D,e’*® x> L.

Es 1til contar con una expresion matematica en forma de condiciones de
frontera para las condiciones de onda saliente en problemas unidimensionales.
Para ello se utiliza la soluciéon del problema de eigenvalores en las regiones
fuera del alcance del potencial (2.1.3). Se imponen, entonces, las condiciones
de continuidad en 0 y en L sobre u,, y su derivada u),:

u,(07) = u,(01) (2.1.4)
u,(07) = u,(07) (2.1.5)
un(L7) = un(Lh) (2.1.6)
ul (L7) = wul(L"). (2.1.7)

se deduce que

~

Tomando cocientes y por (2.1.3
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W (01)  uwf(07)  Awika

un(0Y)  u,(07) A,

Esto proporciona la condicion de frontera u/, (07) = —ik,u, (0T).
Analogamente, por las condiciones de continuidad y por (2.1.3),

—iky, (2.1.8)

u (L7)  w

/
— n
un(L™)  un(Lt) D,
de donde u!, (L) = ikyu,(L7).
Por lo tanto, las condiciones de frontera de onda saliente en una dimension
se pueden escribir como

+ B
(LY) _ Duikn _ (2.1.9)

—ikp iy (07) (2.1.10)

=01

e
4 Etin (L) (2.1.11)
d:vu 1y, 1.

=L~

2.2. Significado de las energias complejas

La primera propiedad destacada de los estados resonantes se obtiene escri-
biendo la ecuaciéon de eigenvalores para u, y multiplicAndola por v}

ur (x) [—;ﬂjxy;n(x) + V(x)un(x)} = B, |un(x)|? (2.2.1)

y, simétricamente, multiplicando la ecuaciéon de eigenvalores que satisface u,
por u,

2 2
0 0) |~ g ) + V@@ = Bln@P. @22)

Restando (2.2.2) de (2.2.1), integrando de 0 a L y usando las condiciones de
frontera (2.1.10) y (2.1.11), procedimiento conocido como férmula de Green, se
deduce que

Im(En)/O |t () ? dx = _2% Re(kn) (Jun(0)|* + Jun(L)[?) . (2.2.3)

Ademas, |u,(0)|? + |u,(L)|* # 0 porque de lo contrario, u,(0) = u, (L) =0
y esto es incompatible con las condiciones de onda saliente (ello significaria que
ninguna onda sale del sistema, contrario a la hipotesis); asi, pues, el eigenvalor
E,, es real si y solo si Re(k,) = 0. Méas atin, de (2.2.3) se deduce que Re(k,)
e Im(FE,,) tienen signos contrarios; como el nimero de onda k generalmente se
supone positivo se elige Re(k,,) > 0. Por ello se escribe
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kn = an—iby, (2.2.4)
E, = en—%rn. (2.2.5)

De E, = h?k2/2m se deducen las relaciones

h2

€n = %(aifbi) (2.2.6)
2

r, = —j—m(élanbn). (2.2.7)

Una solucion general de la ecuacion de Schréodinger dependiente del tiempo
es

W, (2, 1) = up (z)e”Ent/h = un(x)efie’lt/hef%r"t/h (2.2.8)

segiin el método de separacion de variables, de donde se ve que la densidad de
probabilidad p del estado resonante decae exponencialmente con el tiempo:

pn(r,t) = W, (r,t)]? = \un(r)\Qe*F"t/h. (2.2.9)

Entonces, los estados resonantes proveen una explicacién de la ley del de-
caimiento exponencial. Ademaés, el estado resonante es un estado metaestable
que decae con una vida media

Tp = —. 2.2.10
En un problema de decaimiento, 7,, brinda una escala del tiempo en que la
particula se queda atrapada en el sistema.
Asintoticamente, la forma de la funcion de onda a grandes distancias del
potencial (x > L) es

U0 = e 520 = Dyesp i (4 - 1)) o7 BT (22

El primer factor en (2.2.11) representa una onda saliente asociada a un
estado de energia positiva (cuando k, es una resonancia propia). El hecho
de que Im(k,) < 0 implica que, a grandes distancias, la amplitud del estado
resonante aumenta exponencialmente lo cual se interpreta como que a mayores
distancias estan presentes particulas emitidas anteriormente por una fuente;
por esta razén las reglas de normalizacion, ortogonalidad y completitud de las
eigenfunciones comunes no aplican, lo que le vali6 a los estados resonantes que
fueran descartados por mucho tiempo como herramientas de céalculo [19].

Por otro lado, en el caso de una resonancia aislada, es decir, tal que
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T'n < |ent1 — €nl, (2.2.12)

la amplitud de transmisiéon adopta aproximadamente la llamada forma loren-
tziana o de Breit-Wigner

T,/2

()~ ———M————
(E) E—e¢,+il,/2

(2.2.13)
de donde

(Tn/2)?
(B —en)? + (I'n/2)?

y, por ello, el estado resonante no corresponde a una energia definida sino a
una distribucién de energias centrada en ¢, y de ancho I',, a la semialtura de
la misma.

H(E)* ~

(2.2.14)

1.0 A

0.8

0.6

t®)

0.4

0.24

0.0 H—V—F"T—"F—————"T T T
00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50

E (ev)

Figura 2.2: Resonancia de Breit Wigner con € = 2.5eV y I' = 0.5eV.

En términos de los estados resonantes es posible hacer desarrollos en eigen-
funciones de funciones de onda [20].

En conclusion, un estado resonante o cuasiestacionario se define a través de
condiciones de onda puramente salientes sobre la ecuacion de eigenvalores de
Schrédinger, lo cual implica necesariamente que los eigenvalores permitidos de
la energia sean complejos, lo cual no esta en consonancia con el uso de eigenva-
lores reales que es comun en la mecéanica cuantica [21]. Los estados resonantes
generalizan los estados estacionarios ya que en estos tltimos las energias estan
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definidas claramente (I' = 0). La amplitud de un estado resonante se incremen-
ta exponencialmente en el espacio y decae exponencialmente en el tiempo, por
lo que no aplican las reglas usuales de normalizacién, ortogonalidad y comple-
titud.

2.3. Dispersion y decaimiento

La dispersion y el decaimiento son dos problemas aparentemente inconexos.
El primero se puede formular como resolver la ecuacion

d2
— + [ = U(@)]| ¢ (z) =0 (2.3.1)
dz
donde
g = Y2mE (2.3.2)
h
2m
Uz) = ?V(x) (2.3.3)
La solucién en las regiones donde se extingue el potencial es
e*® 4 r(k)e~*e 2 <0
= ) ’ 2.3.4
V(@) {t(k)e””, x>1L ( )
El problema de decaimiento se puede plantear como
ull (z) + [k2 — U(2)]un(z) =0 (2.3.5)
u,, (0) = —ikpu,(0) (2.3.6)
ul, (L) = ikyun (L), (2.3.7)

es decir, como encontrar el estado u,, que satisface condiciones de onda saliente.

Los problemas enunciados son similares en su forma matematica pues la
ecuacion diferencial por resolver es la misma, pero difieren en sus condiciones
de frontera. En el problema de dispersion independiente del tiempo se supone
un experimento mental en el que un flujo unitario de particulas incide por
la izquierda sobre un potencial, y cierta fraccién r es reflejada y otra parte
t es transmitida; en el problema de decaimiento se considera que un estado
inicial inestable se escapa de la acciéon de un potencial. La relaciéon entre ambos
problemas viene de considerar la funcion de Green de onda saliente GT (x, 2, k),
que seré estudiada en la secciéon 2.4.

La amplitud de transmisiéon del problema independiente del tiempo es una
funcién posiblemente compleja que depende de la variable real k. En general, ¢
se puede expresar como
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tk) = 27 (2.3.8)

B es una funcién que no posee singularidades en el dominio real. Sin em-
bargo, al hacer una prolongacién analitica a k compleja se encuentra que esta
cantidad puede tener polos complejos definidos por la ecuacion

B(ky) = 0. (2.3.9)

Por otro lado, se ha visto que las condiciones de onda saliente sobre u,, im-
plican que los eigenvalores de la ecuacion de Schrodinger (2.3.5) son complejos.
Se puede demostrar que la condicién de eigenvalores complejos coincide con
(2.3.9). Esto permite asociar al polo k,, una eigenfuncion w,,.

Como ilustraciéon de estas afirmaciones pongamos el caso de la barrera de
potencial V(z) = V, para « € [0, L]. En este caso, los estados resonantes u,,
son de la forma

A, e thnz <0
Un(x) = ¢ Bpe® 4+ Cpe ™% <z <L (2.3.10)
D, etkn® x> L,

donde k,, y Kk, se definen como

= V2 En (2.3.11)
7
i = M (2.3.12)

Se imponen las condiciones de continuidad sobre u, y u.,. Esto produce las
ecuaciones

Deiknl  — A efnl 4 B e=rnl (2.3.14)
—ik,Cp, = £n(An— Bp) (2.3.15)
Z’knDneiknL = Kn (AneK"L - Bne_HnL) (2316)

que forman el sistema de ecuaciones lineales homogéneas

Ap+ B, —C,=0 ( )
Ape™t 4 Bpemt — Dyettnt =0 ( )
fin (An = Bp) + iknCp = 0 (2.3.19)
(2.3.20)

Kn (Ane"‘"L — Bne_“"L) — iky, Dpetfnt = 0.
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La condicion para que el sistema tenga una solucién tinica es que su deter-
minante se anule exactamente. Esto se traduce en la condicion

B(ky,) = 2ikpky cosh(k, L) + (k2 — k2) sinh(k, L) = 0. (2.3.21)
Por otro lado, la amplitud de transmisiéon ¢ en el problema de dispersiéon
tiene la forma
Hi) = 2ikk exp(—ikL)
 2ikk cosh(kL) 4 (k2 — k2)sinh(xL)

(2.3.22)

Por lo tanto, la condicion para encontrar los polos de t(k) es (2.3.21).

Asi, pues, los estados resonantes unifican el tratamiento de dos problemas de
interés fisico y provee un marco conceptual en el que ambos pueden estudiarse
usando las mismas técnicas.

2.4. Funcion de Green de onda saliente

La funcién de Green de la ecuacion de Schrédinger con condiciones de onda
saliente G*(x,2’, k) es una manera conveniente de ligar los estados resonantes
con procesos fisicos de interés. Es la herramienta matemaética fundamental para
la discusion ulterior y posee propiedades analiticas que son de utilidad en el
estudio de los problemas de dispersion. La funcién de Green de onda saliente
es un propagador definido como la transformada de Laplace de la funciéon de
Green retardada g(z, t;2’,0)

G+(z,x’,s):/ e *g(x,t;2’,0)dt (2.4.1)
0

donde

o0
U(x,t) = / gz, t; 2", 0)¥(2’,0) da’. (2.4.2)
— 00

Para potenciales de alcance finito GT posee polos complejos que pueden
identificarse como estados ligados, antiligados o resonancias del sistema y que
se distribuyen siguiendo trayectorias definidas en el plano complejo k [22, 23];
ademas, existen una infinidad de ellos y por consideraciones de simetria ante
la inversién temporal los polos se distribuyen simétricamente respecto al eje
imaginario [24]. A los polos de GT(x, ', k), que coinciden con los de la ampli-
tud de transmisién del problema independiente del tiempo (k) (haciendo una
prolongacion analitica a k compleja) por (2.7.5), se les designara por &, y son
estos eigenvalores los que se utilizaran para calcular los estados w,,.

Restringiendo la atencién a potenciales unidimensionales de alcance finito es
posible obtener al menos dos representaciones de g(z,t; 2’,0) [25]. Para obtener
dichas representaciones escribimos la funcién de Green retardada como una
Transformada inversa de Laplace
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1 ~y+ico

gz, t;2',0) = 7/ eStGY (z, 2, s) ds. (2.4.3)
27 Sy oo
Mediante el cambio de variable
hp?
= —1— 244
s ig ( )
la integracion en (2.4.3) queda como
iho 1 hip*t

statia's0) ==L [exp (—;jn) G (.o ppdp,  (245)

donde C es el contorno mostrado en la figura 2.3.

Im p,

Figura 2.3: Contorno de integracién en el plano p.

Esta integral puede evaluarse completando el contorno C de dos maneras
distintas. Completando C como se muestra en la figura 2.4 y por los teoremas
de Cauchy y del residuo, ademés de (2.5.15) e imponiendo la condicién de que
los estados u,, satisfagan (2.5.14) y repitiendo los argumentos de la seccion 1.4
es posible obtener la expresion para el propagador retardado como una suma
sobre estados ligados y estados del continuo

m

h [e%s) hp2
g(z, t;2',0) = %/ exp (—22 t) G*(z, 2, p)pdp

ih hk?
~ 5 2 }exp (—z%it) up(z)up(z’).  (2.4.6)
b

34



2y
=1

Figura 2.4: Una manera de completar el contorno de integracion C.

Este desarrollo del propagador g(z,t;2’,0) coincide con el desarrollo en
términos de estados ligados y del continuo [26] dado por

g(x,t;2',0) E &} (2")pn(x) exp <—iEh"t)+
) B
/dE ¢ (2 )op(x)exp <—zht), (2.4.7)

donde ¢,, son las soluciones de la ecuacién estacionaria de Schrédinger.

Sin embargo, también es posible completar C como se ilustra en la figura
2.5.

Entonces, (2.4.5) queda como

h hpt
g(.’E,t;QL’/,O) = %/C €xXp <_Z 2 ) G+(£L',.’E,,p)pdp
1

) 2
S e (Y e 0
{kp},{kp}

donde la suma sobre {k,} se refiere a las resonancias propias indicadas en la
figura 2.5.

Estos desarrollos demuestran que, al considerar potenciales de alcance finito,
los estados resonantes u, también pueden ser utilizados como una base en
términos de la cual expresar la funcion de Green retardada g(z,t; 2, 0), lo que
aumenta su utilidad como herramientas de calculo.

Por otro lado, es posible mostrar que G (z, ', k) satisface la ecuacion di-
ferencial
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2

Figura 2.5: Una manera alternativa de completar el contorno de integracién C.

0x?

y las condiciones de onda saliente

(8 + k% — U(;v)]) Gt (z,2' k) = §(x — 2') (2.4.9)

0 . , TP /
axG (z,2' k) e = —ikGT (0,2, k) (2.4.10)
0 + ’ . + /
8xG (z,2', k) = itkGT(L,2', k). (2.4.11)

2.5. Normalizacion de los estados resonantes

El objetivo de esta seccion es estudiar el comportamiento de la funcién de
Green cerca de sus polos complejos y deducir el valor del residuo de dicha
funcion.

Un estado resonante wu,, satisface (2.3.5) con condiciones de frontera (2.3.6)
y (2.3.7) y la funcién de Green de onda saliente del problema satisface (2.4.9),
(2.4.10) y (2.4.11). En una vecindad de sus polos ky, la funcion de Green puede
escribirse como

G (2,0, k) = + x(@, 2, k), (25.1)



donde x es regular en k,. Esto permite reescribir (2.4.9) como

(S W= U)ot (o + W - U] ) x = o). (252

Multiplicando (2.5.2) por (k — ky,) y haciendo k — k,, se deduce
6—2+[1€2—U(az)] Cpn(z,2' k) =0 (2.5.3)
D2 n\vy L - Y s

Ahora, a (2.5.2) se le suma y resta k2C,,(x, 2, k)/(k — ky), lo cual implica
que

i (S 01+ 1 K a0

( o + [k% — U(a:)]) X(z,2' k) =6(x —2'). (2.5.4)

da?

Por (2.5.3), (2.5.4) se simplifica a

2 _ 1.2 9
]2— ::C" * (aaxz + [k - U(x)]) x = 8(z — '),
de donde .
(K + kn)Cn + <ax2 + [k - U(x)]) Y =6z — ). (2.5.5)

Haciendo k& — k,, se encuentra la condicién

2

2k, Cp(z,2") + <83$2 + [k2 — U(x)]) x(x, 2’ ky) = 6(z — ). (2.5.6)

Las condiciones de frontera (2.4.10) y (2.4.11) se pueden reescribir en tér-
minos de Cp,(z,2', k) y x(x, 2, k) como

SOl = —ikCa(0,) (2.5.7)
%Cn(;v,x') = ikCpn(L,z") (2.5.8)
gx(x,x’, k) e T —ikx(0,2', k) —iCy, (0, 2") (2.5.9)
8—)((30,3:', k) = ikx(L,2', k) +iCy(L,2"). (2.5.10)

Asi, u, y C, satisfacen la misma ecuacion diferencial en x y las mismas
condiciones de frontera, por lo que estas funciones deben diferir a lo mas por
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un factor que no depende de z, es decir, la dependencia en =’ de C,, puede ser
factorizada.
Cn(z,2") = up(z) Py (). (2.5.11)

Es posible obtener una expresion para P(z’) en términos de u, (z’) usando
(2.3.5), (2.5.6), (2.5.9) y (2.5.10). El resultado es

/ 1 Un QC/
Po(a) = 50— i( )2 —. (2.5.12)
Finalmente,
1 mn n !
Cn(z,2, kn) n (@)t (&) (2.5.13)

2k [ () dt + 5 [u2(0) + 12 (L)]

Para simplificar la expresion del residuo de la funciéon de Green la expresion
anterior sugiere usar la convencién de normalizacion

L

%[u%(()) +u2(L)] +/ WA (t)dt =1, (2.5.14)
n 0

con lo que el residuo C,,(x, 2', k;,) de la funcion de Green se expresa simplemente

como

’ _
C’n(aj7$?kn)_ an

(2.5.15)

2.6. Matrices S y M unidimensionales

La forma general de la solucién de la ecuacion de eigenvalores para un
potencial como los considerados en este trabajo es

Aetkr  Bemtke g <
Y(@) =< Cf(z)+ Dg(z) 0<z<L (2.6.1)
Fe*® + Ge™k* g > L,
La solucion en la region del potencial tiene la forma general enunciada
por la teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo grado. Los

coeficientes A y B pueden ser expresados en términos de F'y G a través de las
condiciones de frontera; ademés, estas relaciones admiten una representacion

matricial en la forma
A - M11 M12 F
( B) _ ( M Mm) ( G) . (2.6.2)

De manera equivalente se pueden relacionar B y F', los coeficientes de las
ondas salientes, con aquellos de las ondas entrantes al sistema, A y G, en
términos de la matriz S
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(5)= (2 (2) 269)

Las propiedades de simetria se formulan mas cémodamente en términos
de la matriz S. Las matrices S y M pueden relacionarse [24] a través de la
conservacion de la probabilidad por la ecuacion

|BI> +|F* = |A] + ]G], (2.6.4)

que expresado en notacién matricial es

(B~ F*) (?):(A* ) (é) (2.65)

pero ademas, por la ecuacion (2.6.3),

* * B * ) Q* A
(B F)<F>(A G*) S s(G). (2.6.6)
Esto implica que

S5*S =1, (2.6.7)
es decir, que S es una matriz unitaria. Ademaés, como los potenciales considera-
dos son reales vale la simetria ante la inversion temporal, por lo que la ecuaciéon
de eigenvalores tiene también la solucién

A*efikm + B*eikw <0
Y (x) = C*f*(z) + D*g*(z) O0<z<L (2.6.8)
F*e—ikx + G*eikx L < x,

Esto demuestra que la matriz S satisface
A*\ _ [(Su S\ (B
E-@BE e

S*S =1 (2.6.10)

Entonces, de (2.6.10) y (2.6.7), S debe ser simétrica como resultado de la
simetria ante inversion temporal, es decir,

De (2.6.3) y (2.6.9),

5SS =1. (2.6.11)
Comparando (2.6.2) y (2.6.3) y utilizando las condiciones (2.6.7) y (2.6.11),

la matriz M toma la forma
1 Sh
M=|g2 5p (2.6.12)
Sz Sh,
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sujeto a la condicién

det M = 1. (2.6.13)

Como se vera en la seccion 2.9, las amplitudes ¢ y r en un problema con
un potencial seccionalmente constante pueden expresarse en términos de M de
acuerdo con (2.9.13) y (2.9.14). Combinando estas ecuaciones con (2.6.12) se
concluye que

t =S (2.6.14)
T = 511 (2615)

Si el potencial es simétrico ante reflexiones, es decir, si es una funcién par
de z, los elementos de la matriz S satisfacen [24]

Si1 = Sos (2.6.16)
512 = 521 (2.6.17)

Por lo tanto, para un potencial seccionalmente constante y simétrico frente
a reflexion, la matriz S tiene la forma general

S = (; ;) . (2.6.18)

Por lo tanto, en este caso, los polos de S corresponden a los polos de las
amplitudes de transmision y reflexion.

2.7. Matriz S y funcién de Green

Se considera el problema de eigenvalores (2.3.1) con solucion (2.3.4) en la
region fuera del alcance del potencial. Al mismo tiempo, se plantea la ecuacion
que satisface la funcion de Green del problema (2.4.9) y las condiciones de onda
saliente (2.4.10) y (2.4.11)

Para deducir la relacion entre los elementos de la matriz S y la funcién de
Green de onda saliente se aplica la formula de Green a (z) y G (x, 2/, k), lo
cual resulta en

G (0! Ry () — (o) DG B)| = —wte). @)
De (2.3.4), (2.4.10) y (2.4.11):
a L
Gt (z,2', k)Y (z) fqlz(x)%GJr(x,x',k)‘o = 2kGT (0,2, k). (2.7.2)
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Por lo tanto, de (2.7.1) y (2.7.2) se deduce que

P(a') = 2ikGT(0,2', k). (2.7.3)

Finalmente, de (2.7.3) y (2.3.4) se deduce la relacion entre los elementos de
la matriz S y la funciéon de Green de onda saliente del problema, a saber

r(k) 2ikGT(0,0,k) — 1 (2.7.4)
t(k) = 2ikGT(0,L,k)e L. (2.7.5)

2.8. Desarrollos en serie de t(k)

Un aspecto importante de la teoria de los estados resonantes es que la
amplitud (k) puede expresarse en términos de una serie de sus polos k,, de las
dos formas siguientes:

_ 0 L k _ O)Un L)
_ ikL ikL
t(k) = 2ike E = 2ike E o — k) (2.8.1)

_QkZ OLk e~thnl QkZ “”L)) Skl (2.8.2)

’I’L

Las sumas se llevan a cabo sobre todos los polos del sistema, incluidos
aquellos situados simétricamente respecto al eje imaginario.

Para deducir (2.8.1) se observa que sobre el plano &’ los polos del integrando
de

G*(0,L, k")
—— 2 kK 2.8.3
4 (283)
son k y los polos k, de G*(0, L, k). La curva C se define como C = Cs + Cy, +
Z Cn, donde las curvas C; se definen en la figura 2.6.

n
Por el teorema de Cauchy,

+ /
]i % dk' =0, (2.8.4)

De la aditividad de las integrales de linea,

G+(0,L, k) GH(0,L,K) L k') o L k')
R R L a + CGTOLK) o
?{:s W —k *72 K — Z% ’

(2.8.5)
donde la suma considera tinicamente los polos rodeados por Cs.
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Figura 2.6: Contorno de integracion.

A continuacién se muestra que conforme R — oo,

+ /
7€ %_L];k)dk’ 0 (2.8.6)

en los problemas de la barrera y del pozo rectangulares. En potenciales de
alcance finito mas arbitrarios se hace la hipotesis de que (2.8.6) ocurre tomando
como base la teoria de la dispersion en tres dimensiones, pero en el caso de los
potenciales que se utilizaran en el capitulo 5 se puede dar una demostracién
rigurosa. Para ello se expresa la amplitud de transmisién ¢ del problema de la
barrera y el pozo rectangulares como [27, 28]

4hye~ A
t(A) = ————— 2.8.7
W= F o m (257
donde
A =kL (2.8.8)
Ao = Y Q;?VOL (2.8.9)
. . 2m(E F V()) . 9 5
yfanTLﬂ/A T2 (2.8.10)
JEON) = e 2N+ 9) T2 (N — 7). (2.8.11)
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Entonces, de (2.7.5),

2ivL
JHA)JT-(N)

Truncando el desarrollo binomial de v en términos de A (asumiendo A > 1),

GT(0,L;k) = — (2.8.12)

)\2
2\

Tomando el caso del problema de la barrera (signo —), si A = Re?® donde
0<f<myR>1,

yaAF Y (2.8.13)

2L |\ - 34 L
1G(0, L; \)| ~ 2~ e, (2.8.14)
e—/2 (2)\ - ﬁ) ’
Por lo tanto, en el semiplano Im(A) > 0, |G(0, L; \)| decrece con orden
1 .
EefRsm(O)’

lo cual de paso demuestra que la integral sobre C, se anula en dicha region del
plano.

La situacion es distinta en el semiplano inferior. Para verlo supongamos
T < 0 < 2m; entonces

2L ‘)\ B ﬁ 8LR Rim(Q)

GO, L )] ~ ¥

(2.8.15)

% 70
€N

Nuevamente la integral sobre Cs se anula asintéticamente pero lo hace con

un orden de crecimiento distinto. Finalmente, si A = =R,
|G(0, L; \)| =~ L (2.8.16)
s M ~ 2R7 1O

lo cual nuevamente demuestra que el integrando de Cy se anula asintéticamente
sobre el dominio real, mas no con una rapidez exponencial.

Entonces, tomando el caso limite en que el radio de C; crece indefinidamente
y por lo tanto la suma en (2.8.5) considera todos los polos, se tiene

G*(0,L, k") L k") 0 L )
dk’ 7{ dk’ =0, 2.8.17
A S D3 (2.817)

Entonces, por (2.5.15) y por el teorema del residuo,

Cn(0,L, kn)

2miGH(0, L, k) + ) 2mi P—" dk' =0, (2.8.18)
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que simplificado y por (2.7.5) resulta en (2.8.1). Es posible deducir (2.8.2)
procediendo de manera similar sobre la integral

GH(0,L, k) _
i %eﬂk L ak’ (2.8.19)

va que el factor e no modifica el hecho de que la integral sobre C, se anule
asintoticamente ni tampoco modifica sustancialmente el calculo de los residuos.
Para el pozo de potencial se obtienen los mismos resultados.

Como corolario de este analisis se obtiene la siguiente representacion para
la funciéon de Green de onda saliente, que es valida para x y z’ en [0, L].

—ik’'L

Un (T)un(z')
Gz, 2 K)=) 2’2 2.8.20
( ) ; 2k (k — k) ( )
La tinica restriccion para este desarrollo es que z y =’ no pueden ser simul-

taneamente iguales a 0 o a L, pues G1(0,0,k") y G*(L, L, k") divergen.

2.9. Meétodo de la matriz de transferencia

Para conocer los estados resonantes de potenciales seccionalmente cons-
tantes es necesario evaluar los coeficientes de las soluciones de la ecuaciéon de
eigenvalores de Schrédinger, lo cual puede hacerse de manera analitica en muy
pocos casos, por lo que es necesario contar con un método numérico para eva-
luar esos coeficientes. Al brindar los valores para los coeficientes, el método
también permite obtener el coeficiente de transmision, definido como la razén
del flujo de las particulas que penetran una barrera de potencial al flujo de las
particulas incidentes.

Supongamos una barrera rectangular de altura Vj que se extiende de 0 a L.
La solucioén de la ecuacion de eigenvalores es

Ae'h® 4 Bemthr g < ()
Y(x) = ¢ Ce™® + De= ™ 0 <z <L (2.9.1)
Fetke f Ge™* [ < x,
donde
2m(E — Vo)

p= (2.9.2)

Las condiciones de continuidad de 1 y 1’ en 0 y en L pueden escribirse en
forma matricial como

(& (% ()6 e

eikL efikL F
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Definiendo las funciones matriciales

o(g,x) = (em e ) (2.9.5)

qeiqw _qefiqz

le—iqx Le—iq:c
_ -1 _ |2 2q
T(q,:L') =0 (Qa x) - < leiqx _leiqx) 3
2 2q

(2.9.6)

despejando (C D) de (2.9.4), sustituyendo en (2.9.3) y despejando (AB)T es
posible encontrar la matriz M de este sistema en términos de o y 7 como

<g> — 7(k,0)o(k, 0)r(x, L)or(k, L) (g) (2.9.7)

V(x)

Figura 2.7: Ejemplo de potencial unidimensional de alcance finito seccional-
mente constante.

En general, supongamos un potencial seccionalmente constante y denotemos
por ¢ los vectores columnas que representan las soluciones de la ecuacion de
eigenvalores en cada region. Si hay n + 1 regiones en el problema se tendran n
puntos donde evaluar las condiciones de continuidad y, con ello, n ecuaciones

del tipo

o(ki,zi)pi = o(kit1, i) i1 (2.9.8)
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Los coeficientes de la primera region pueden nuevamente encontrarse en
términos de los de la ultima region, y con ello la matriz de transferencia del
problema, como

¢1 = T(k1,21)0(ke, 21)7(k2, 22)0(k3,22) . .. T(kn, )0 (knt1, Tn) Ong1.
(2.9.9)
Entonces, para un potencial seccionalmente constante la matriz M tiene la
forma,

M({kl}, {ZL’Z}) = T(kl, .’El)U(k'Q, 1’1)T(k27 1'2)0'(]63, fEQ) N ’T(kn, $n)g(kn+1; .’bn)
(2.9.10)
También es posible usar el método de la matriz de transferencia en un
problema de dispersiéon por la izquierda normalizando el flujo incidente a la
unidad, es decir, poniendo

o1 = (i) Pt1 = (é) (2.9.11)
(-0l e ()- G- eon

se obtiene

En conclusion,

1

t = — 2.9.13
o ( )
My,

r = = 2.9.14
v ( )

Este anélisis revela que para un potencial seccionalmente constante la tarea
de encontrar la amplitud de transmision ¢ se reduce a calcular M, lo cual puede
hacerse numéricamente mediante el uso de las matrices o y 7.

La matriz M también puede usarse para calcular los estados resonantes u,,
de cualquier problema. Para verlo es necesario recordar que en las regiones
externas al potencial la eigenfuncion satisface condiciones de onda saliente, por
lo que en términos de la matriz de transferencia el problema toma la forma

0 My Mo An+1> <M11An+1)
(Bl) <M21 M22>( 0 M1 Ay ( )
Entonces,
My = 0 (2.9.16)
Apt1 = Bi/My (2.9.17)
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De la misma manera, mediante el uso de las matrices o y 7 es posible poner
los coeficientes de las regiones internas en términos de A, 1, asi que todos
los coeficientes son proporcionales a esta cantidad. Para conocerla se utiliza la
condicion de normalizacion (2.5.14).

47



Capitulo 3

Escalas de tiempo

La teoria cuéntica del tunelaje alberga el siguiente problema controversial y
por lo tanto todavia abierto: ;Cuanto tiempo tarda una particula que tunelea
en atravesar la region clasicamente prohibida? Este problema esta intimamente
relacionado con el del retardo temporal causado por el tunelaje. Utilizando la
idea clasicamente bien definida de retardo temporal de una particula que se
mueve a través de un potencial se puede calcular el correspondiente concepto
cuantico asi como el retardo temporal de un paquete de ondas [29].

3.1. Tiempo de retardo
Para motivar la formula para el tiempo de retardo se considera un paque-
te compuesto por dos ondas planas de frecuencias cercanas incidente por la

izquierda sobre una barrera [18]. La forma matemaética del paquete incidente
es

1 ; )
Yin = T cos —(Akx — Awt)| exp z(Ak‘x — Awt)| eke=wt) - (3.1.1)
hk 2 2
Después de atravesar la barrera el paquete i, adquiere una fase 6(w), y

como el incremento Aw es pequenio, en una aproximacién de primer orden la
fase se puede escribir como

O(w+ Aw) = 0(w) + %Aw. (3.1.2)

La forma del paquete transmitido es, entonces,
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m 1 do
Vi = \/;cos [2 <Akx — Awt + Awdwﬂ X
i do .
exp [2 (Akx — Awt + Awd) +i(kzx —wt+0)| (3.1.3)
w

La onda transmitida tiene un minimo en x en el tiempo ¢’ donde

Ak do
= — — 1.4
t Ao T dw (3.14)
mientras que la onda incidente tiene ese minimo en
Ak
t=—ux. 3.1.5
Aw” ( )

De las ultimas dos expresiones se encuentra la expresién para el retardo
temporal

En el caso general de un paquete de ondas se considera un potencial de
alcance finito arbitrario y que el paquete incidente tiene una energia mucho
mayor a la maxima energia que alcanza el potencial repulsivo. Un paquete in-
cidente de mucha energia se propaga casi sin distorsion y el tnico efecto del
potencial es hacerla avanzar o retroceder respecto al paquete que no sufre dis-
persion siempre que el potencial varie suavemente. A una distancia muy grande
del potencial el paquete dispersado tiene una forma similar al del incidente pero
con una diferencia de fase respecto al caso libre. El resultado del analisis de la
relacion entre 79 y la fase 6 coincide con (3.1.6).

3.2. Efecto Hartman

El tiempo de transmision de Hartman 7y se define como

TH = Ty + 70, (3.2.1)
donde
mL

es el tiempo que clasicamente tardaria una particula en atravesar libremente
una distancia L.

El efecto Hartman en el efecto tunel consiste en que 7y para una barrera
opaca se vuelve independiente del ancho L de la barrera.
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Capitulo 4

El potencial ¢

El potencial § de Dirac proporciona el marco desde el cual puede comenzar
la investigacion sobre la influencia de los estados ligados sobre los transitorios
cuénticos. Esto se debe a que el problema del obturador cuantico planteado
con este potencial actuando en la posicién del obturador tiene una solucién
analitica que guarda la misma estructura que el problema planteado con un
potencial de alcance finito arbitrario, pero que a diferencia de éste, posee sola-
mente dos términos; desde un punto de vista analitico esto tiene la ventaja de
que se pueden hacer aproximaciones a la solucién en distintos casos de interés,
lo cual, ademas proporcionaré un punto de referencia para entender los corres-
pondientes fendomenos en el caso de potenciales rectangulares, para los cuales
la solucién analitica del problema del obturador cuantico es una serie infinita.

La simplicidad de la solucién analitica del problema del obturador con este
potencial estéa relacionada con que V(z) = d(x) solamente posee un polo com-
plejo que, ademas, también se puede conocer analiticamente. En potenciales
mas generales existen infinitos polos complejos siguiendo trayectorias en el eje
imaginario y en el tercer y cuarto cuadrantes del plano, mientras que en este
caso hay solamente un polo en el eje imaginario, el cual esta ubicado simétri-
camente respecto al origen dependiendo del signo del potencial; no obstante, la
diferencia de signo y por lo tanto en la ubicacién del polo, existe una diferencia
muy importante en el comportamiento de los transitorios a cortas distancias
entre los casos atractivo y repulsivo que se va a investigar a continuacion.

4.1. Solucion analitica

Como preparacion para el estudio de los casos de barrera y pozo rectan-
gulares se estudia el problema equivalente con un potencial V(xz) = bd(x).
Enunciado formalmente, y siguiendo la notacion de [30], el problema que se
desea resolver es
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ih%\ﬂ(x,t) = (_2/11689;2 + b5(m)> U(z,t) (4.1.1)

con la condicion inicial
U(x,0) = e H(—x) (4.1.2)

La diferencia entre este problema y el planteado en [3] radica en la presencia
del potencial en la posicion del obturador. Para resolver este problema se opta
por aplicar a (4.1.1) la Transformada de Laplace, lo que resulta en

ih (s@(x, 5) — \I!(:E,O)) = (—25;66; + b6(x)) U(z,5) (4.1.3)

La ecuacion anterior se simplifica a

{ih (s@(x,s) - e”“) = g ¥(z,5), <0 (4.1.4)

ihsW(z, s) = —%8‘9—;@(37,8), x>0

La solucién de estas ecuaciones es

_ C1 exp (—i\/%@ + Cyexp (i,/%x) +%, <0
\Il(x’ S) - - s+ 2m
C3exp (—7;1 / %x) + Cyexp (z %w) , x>0

(4.1.5)
Para que la solucion no diverja en el limite || — 0o se hace Cy = C3 =0

ya que
exp <z(1 + z)@x) = exp <(z -1) ?w) , <0 (4.1.6)
exp (1(1 + z)ﬁz) = exp <(z +1) n;ix) , x>0 (4.1.7)

y estas expresiones divergen para |z| — oo.
Se introduce, como en la seccién 1.4, la variable

2ims

= , 4.1.8
p - (4.1.8)
con lo que la solucién al problema se puede escribir como
~ Be~ipr 4 2/ pike 0
U(z,p) = _ p2—k ’ 4.1.9
(2.p) { o . (419)

Integrando (4.1.3) sobre x de —e a € y haciendo € — 0 se obtiene
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K2 9

€

T T(0,s) = 4.1.1
o, s)| 4 bE(0,5) =0, (41.10)
que por (4.1.9) resulta en

n [ 2mk/h

Para eliminar B se apela a la continuidad de {Iv/(x, p) en z = 0, de donde

2mi/h
resolviendo para A en (4.1.11) y (4.1.12) se encuentra que
im/h
A= ——F——— 4.1.13
)+ iB) (41.49)
donde
b
p= 32 (4.1.14)
h
La solucién para \Tl(x, p) en la region de transmision es
{Iv/(a:p)—@L x>0 (4.1.15)
’ h (p—k)(p+iB)’ -
Descomponiendo \Tf(x, p) en fracciones parciales,
~ m k etPr 10 eire
\I/x,p( . + — . > 4.1.16
(2.p) h \k+iBplp—Fk) k+iBplp+iB) ( )

Es posible identificar los coeficientes de los términos entre paréntesis con las
amplitudes de transmision y reflexion del problema independiente del tiempo®

k

t(k) = P (4.1.17)
i
r(k) = Pl (4.1.18)
y por lo tanto
~ m eipm eipac

1En este caso suponemos que la solucién del problema independiente del tiempo en la
region = < 0 es e’F? — r(k)e k=,
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m=0.067m_, b=4.27eV A

1.04
0.8
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w
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Figura 4.1: Coeficiente de transmision de los potenciales § atractivo y repulsivo.

Para encontrar la solucién al problema (4.1.1) se calcula la Transformada
Inversa de Laplace de ¥(z,p) como

1 y+ioo _
U(x,t) = %/ U(x,s)e’ ds =
g

h ~ hp?
—_— —— W —_ — =
2 )P (z,p) exp ( i th> dp
1 eipr ,hp2 ) etPr
- %t(k) /c " exp (—zt) dp — —r(k)/c

e ihp2t d
«p [ =i
2m o2 p+if P 2m b,

(4.1.20)
donde C es el contorno de integracién indicado en la figura 4.2.

La primera integral de (4.1.20) aparecié antes en (1.4.15), de donde es po-
sible identificarla con M(z, k, t), por lo que la solucién puede escribirse como

Ula,t) = (k) Mz, b, £) — ——r(k) / e N g (4.1.21)
T, t) = T ——7r exp | —i— . 1.
! T e+ TP\ Tlam ) P

La segunda integral en (4.1.20) posee un polo en —if3 que, en el caso repul-
sivo (b > 0), se encuentra en el semiplano inferior del espacio p, lo cual permite

53



Im p,

Dy
=1

Figura 4.2: Contorno de integracion para calcular ¥(z,t).
que el contorno en el que se realiza la integracion pueda cambiarse por el eje
real como se ve en la figura 4.3.

Im p,

Cr

aQy
=
@
=3

—iB

Figura 4.3: Trayectoria de integracion para evaluar [ c % exp (_Z'hp2 t) dp.

2m

Ademas, por (1.4.18), la integral es susceptible de expresarse en términos
de una funcién M, por lo que la solucién al problema es

Us(x,t) = t(k) M(z, k, t) + r(k) M(z, —if, 1) b>0. (4.1.22)

Como se ha visto en la seccion 1.7, M(z, —i3,t) no posee, en el caso repulsivo
(b > 0) y en el limite de tiempos largos, una contribuciéon exponencial.

Sib < 0, es decir, si el potencial es atractivo, para evaluar la segunda integral
en (4.1.20) se considera la modificacién del contorno € como se muestra en la
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figura 4.4.

Im p,

Cr

TON

Figura 4.4: Trayectoria de integracion en el problema con el potencial § atrac-
tivo.

Entonces, por el Teorema de Cauchy, la integral sobre C puede escribirse
como

eipac ,hpQ eipa: ,hp2 )
—exp | —i—1t ) dp + / —exp | —i—1t | dp+
/Cp+zﬁ p( Qm) P c; P+if p( 2m p
eipw ,hp2 / eipx ( ,hp2 )
— e —i—1t | dp + — e —i—1t | dp=0. (4.1.23
/CRp+zﬂ xp( 2m ) P o p+if P 2m P ( )

La integral sobre Cg se puede calcular con el teorema del residuo como

etre hp? . hpB?
—i——t ) dp = —2miel® —t ) =
/Cg p+il exp ( ! 2m ) P e exp (Z 2m

E
— 27ieP® exp (—i{t) (4.1.24)

A medida que el arco circular en el segundo cuadrante aumenta su radio la
contribucion de la integral sobre Cr se hace despreciable y por lo tanto

ipT A 2 I3 2
/ c — exp Py dp = 2mie”® exp iit
cp+ip 2m 2m

o0 eipx hp2
— —i—t | d 0. (4.1.25
/_oopHﬁeXp( sz) p  B<0. ( )
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Por lo tanto, la solucion al problema en el caso atractivo es

U(x,t) = t(k) M(z, k, t) + r(k)e’® exp (szjt) +

: 0 eipav hp2
—r(k)/ e (—Zth) dp 8 <0. (4.1.26)

- X
2m —so Pt B P

Por (1.6.18), la solucion en el caso atractivo puede escribirse como

2
U(x,t) = t(k) M(z, k, t) + r(k)e’® exp <27;it) — %r(k) X

2ht

h3* 1 ima?
<eﬁx exp (225115) — 5 exp (“;hi > w(—iyi5)> 8 <0. (4.1.27)

En el limite de tiempos largos, el desarrollo de w(—iy_;3) no posee el tér-
mino exponencial, sino solamente los de potencias inversas de su argumento.

Para que esta solucién tenga la forma que se observa en el caso repulsivo
podemos, por una mera cuestion de convenciéon, definir una funcién M para
este problema

exp ("’” ) w(—iy_iz) = t(k) M(z, k, t) + r(k)x

h3? 1 ima?
i _ Bz Sl R i o) —
M(z, —if,t) = ”" exp <z 2o t> 5 €XP ( o > w(—1y—;3)

1 imax? .
5 OXP (2ht) w(iy—3) B <0. (4.1.28)

Por lo tanto, la solucién del problema en los casos repulsivo y atractivo es

Us(x,t) = t(k) M(x, k, t) + (k) M(z, —iB, 1). (4.1.29)

En (4.1.29) las componentes t(k) M(z, k,t) y r(k) M(z, —if, t) de la soluciéon
del problema pueden llamarse cuasimonocromatica y resonante, respectivamen-
te.

Es sencillo observar que esta soluciéon se reduce a la del caso libre cuando
b =0, ya que bajo esta hipotesist = 1 y r = 0, de modo que en este sentido tiene
el comportamiento esperado. En el capitulo siguiente se obtendra la solucién
de este problema para un potencial unidimensional de alcance finito arbitrario
y se vera que ella es en cierto sentido una generalizacion del resultado recién
obtenido.

La solucion analitica (4.1.29) permite analizar las contribuciones a la densi-
dad de probabilidad que realizan los términos cuasimonocromatico y resonante
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asi como la interferencia entre ellos y compararlos con |U¢(z,t)|?, la densidad
de probabilidad del caso libre, por lo cual desarrollamos |¥s(x,t)|? como

(Ws(x, t)[* = [t(k) M(yx)|* + (k) M(y—ip)|* + (2, k, —if,t),  (4.1.30)
donde

I(z, k, —ifB,t) = 2Re[t(k)r* (k) M(ys) M* (y_i5)]. (4.1.31)

Este anélisis revela cuéles son las contribuciones mas destacadas a la den-
sidad de probabilidad |¥s(x,t)|* ademés de que permite comparar esta tltima
con la solucion libre. En este estudio se retoman los parametros del potencial
repulsivo dados en [30] y, en el caso atractivo, con el correspondiente cambio
de signo.

4.2. Sobre la soluciéon estacionaria

En esta seccion se enfatiza una de las propiedades més notables de la solu-
cion (4.1.29), que es el comportamiento a tiempos largos y distancias cercanas
al potencial en el caso atractivo.

En el caso repulsivo se obtiene asintoticamente lo que se espera al resolver
el problema independiente del tiempo y eso se puede comprobar desarrollando
M(z, k,t) y M(xz,—if3,t) a orden exponencial. En este caso, en la region de
transmision, se obtiene

s(x,t) — t(k)e™® exp <—ZhEt> b>0. (4.2.1)

Sin embargo, en el caso atractivo, la M relacionada con el polo ligado del
sistema también aporta una contribucién exponencial, asi que a tiempos largos

132
2

; E
Us(x,t) — t(k)e™™ exp (zt) + r(k)e’® exp (it
m

- > B<0. (4.2.2)

A grandes distancias del potencial (z > 371) y tiempos largos el segundo
término desaparece y se recupera la solucién estacionaria esperada. Sin embar-
go, cuando z =~ 0, la solucion es

ik 1B hB?
Us(z =~ 0,t) — t(k)e™ exp _ft + (k) exp 22—15 8<0. (4.2.3)
m
En esta soluciéon hay una componente oscilatoria del término que tiene que
ver con el polo ligado del potencial, la cual no se extingue a tiempos largos. Este
es un resultado inesperado en tanto que no se puede deducir de un tratamiento
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independiente del tiempo de este problema. Por lo tanto, solamente a distancias
cercanas al potencial, la solucién no tiende a la solucién estacionaria; por otro
lado, no hay razon para pensar que la soluciéon del problema deba tender a
la solucioén estacionaria, pues en los experimentos de dispersiéon no es posible
observar lo que ocurre en las inmediaciones de la region de interacciéon, sino
solamente aquello que se encuentra a grandes distancias del potencial. En la
seccion 4.4 se verd que este rasgo de la soluciéon en las cercanias del potencial
tiene consecuencias importantes en la densidad de probabilidad del problema.

4.3. Solucién numérica del problema

La funciéon M ha sido evaluada extensamente en la literatura para k real y
k. antiligada o resonante, es decir, k,, tal que Im(k,) < 0. Sin embargo, hasta
donde sabemos, esta es la primera vez que M se evalua vez para Im(k) > 0,
por lo que conviene tener, ademéas de la demostracion analitica de la seccién
1.6, la certeza de que un céalculo numérico coincide razonablemente bien con el
resultado de (1.6.18).

Entonces, en esta seccién se evalta la solucién en el caso atractivo como

U(z,t) = t(k)M(z, k,t) + r(k)x

2 o2
(eﬁg@ exp (z%t) — %exp <Z?hi ) w(—iyilg)> 06<0. (4.3.1)

y se compara con la soluciéon calculada como

U(z,t) = t(k) M(z, k, t) 4 r(k)e’® exp <izﬂnjt) +

; o ipx 2
ér(k’) /_OO peJr A exp (—iZfﬂt) dp <0, (432)
donde la integral de la expresiéon anterior se evalia numéricamente con el
método de Simpson. Los parametros utilizados para evaluar la solucién son
m = 0.067m, y un intervalo de integracion en p de —45A~! hasta 4541

De la figura 4.5 se observa una concordancia aceptable entre las soluciones
analitica y numérica salvo a tiempos cortos. Esto se atribuye a que es necesario
considerar un mayor intervalo en p para el régimen de tiempos cortos.

4.4. Transitorios cuanticos y densidad de proba-
bilidad

En esta seccion se estudia el comportamiento de |¥s(x,t)|? como funcion

del tiempo para distintos valores de xy en la regién de transmision con la

58
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Figura 4.5: Evaluacién numérica de la solucién del problema en el caso atrac-
tivo.
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intencién de mostrar las diferencias entre los casos atractivo y repulsivo del
potencial.

Las graficas de la figura 4.6 poseen varios rasgos interesantes que podemos
senalar como los siguientes y que se describen enseguida: comportamiento ar-
monico de la onda a cortas distancias del potencial atractivo; atenuacién de
la amplitud de las oscilaciones a medida que aumenta la distancia al poten-
cial en el caso atractivo; retraso y adelanto respecto a la onda que evoluciona
libremente en los casos repulsivo y atractivo, respectivamente.

En la figura 4.6 a x = 0 es posible observar que desde tiempos muy cortos
|Ws(0,t)|? presenta un comportamiento oscilatorio definido por una amplitud
A y periodo T que permite medir ambas cantidades de la grafica. Esto puede
probarse analiticamente en el caso del potencial atractivo (b < 0) truncando
la solucion (4.1.27) en los términos exponenciales a tiempos largos usando el
desarrollo (1.7.4) para M(x, k, t), lo cual da

Us5(0,t:b < 0) — t(k)e™ ™ exp (—ft) + (k) exp (zZijt) (4.4.1)

y calculando la densidad de probabilidad, que resulta en

k h
|Us5(0,¢;6 < 0))* — 1 — 2%52 sin <2m(k2 - ﬁ2)t> : (4.4.2)

Cuando (4.1.27) se desarrolla hasta los términos y~! la aproximacién resul-
tante a la densidad de probabilidad coincide con (4.4.2).

La ecuacion anterior significa que en el caso de un potencial atractivo y
a distancias cortas del mismo, en la regiéon de transmision, la densidad de
probabilidad se comporta como una onda armonica desplazada. Ademés, (4.4.2)
proporciona expresiones para la amplitud y el periodo de la onda, que son

Bk

4 = 2 (4.4.3)
m

En la tabla 4.1 se comparan A y T medidas directamente de la grafica a
x = 0 de la figura 4.6 y A y T calculadas con (4.4.3) y (4.4.4) utilizando los
parametros de la figura mencionada.

A T(fs)
Medido 0.9846 | 25.9255
Calculado | 0.9999 | 258234

Cuadro 4.1: Amplitud y periodo
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Figura 4.7: Contribuciones a la densidad de probabilidad en el potencial §
repulsivo.

A cortas distancias del potencial el término de interferencia es el que le da
a la densidad de probabilidad del caso atractivo su caracter oscilatorio pues en
la aproximacion a orden exponencial, (4.1.31) toma la forma

1(0,k, —iB3,t) = —% sin (;‘n(l& + 52)7:) =
_ k22—fk62 sin (E %Eb t) B<0. (44.5)

En las gréficas de la figura 4.6 se observa que conforme crece la distancia al
potencial la amplitud de las oscilaciones disminuye como funcién del tiempo.
Para demostrar esto se truncan los desarrollos (1.7.4) en los términos exponen-
ciales para cualquier valor de x, obteniendo

hp?,
2m

- ¥
Us(x,t;b < 0) — t(k)e™ ™ exp (—th> + r(k)eP” exp (z

) . (4.4.6)

cuya densidad de probabilidad es
1 _(h(B%+ K
. 2 2 28z 2 _ Bz _
|¥(z,t;0 < 0)]* — e [6 e“’ 4+ k* — 20ke sm( 5 kz || .
(4.4.7)

El comportamiento exhibido por los transitorios? del caso atractivo a distan-
cias cercanas al potencial difiere radicalmente del que exhiben los transitorios

2?Las oscilaciones arménicas de (4.4.2) no son, en sentido estricto, transitorios ya que éstos
por definicién deben desaparecer eventualmente y el comportamiento oscilatorio encontrado
se mantiene en el tiempo; sin embargo, se les seguird denominando transitorios en atenciéon
a que se extinguen cuando crece la distancia al potencial.
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del caso repulsivo como se observa al comparar las figuras 4.6 y 4.7. Podemos
demostrar matematicamente este comportamiento en el caso repulsivo (b > 0)
aproximando a tiempos largos la solucion (4.1.29) truncando los desarrollos
(1.7.3) y (1.7.4) hasta los términos del orden y~!, obteniendo
k? 9
[EE i t(k)[7,

, resultando la aproximacion

|Ts(0,;0 > 0)]> — (4.4.8)

o hasta términos del orden y—3

k> m? 1 1)
W5(0, ;b > 0)2 + <+) _
s ( )F = K2+ 52 on(k2 + BORP \ K2 B2

B o () (= (5 ()

La contribucién resonante a la densidad de probabilidad presenta compor-
tamientos distintos en los casos atractivo y repulsivo; en el primero, cuando la
distancia al potencial aumenta, la contribucién resonante disminuye en magni-
tud hasta volverse despreciable, mientras que en el caso repulsivo dicha contri-
bucion siempre es despreciable.

En los desarrollos asintoticos presentados no aparece ningan término pro-
porcional a t~1/2 ni a ¢t1.

4.5. Tiempos de retardo y de transmisiéon

Para completar el analisis de |Ws(x,t)|? a grandes distancias se investiga,
como en [30], la dependencia del valor del tiempo de retardo dinémico, definido
como

At = tys — by, (4.5.1)

donde m se refiere a la posicion del primer maximo en cada grafica, a la distancia
al potencial. En la figura 4.8 se presentan los resultados para los potenciales
repulsivo y atractivo, y se presentan los valores del tiempo de retardo de fase
que por (4.1.29) puede calcularse como

bm?

- h?)k[kz +62]'
Para E = 0.08¢V, m = 0.067m, y b = 4.27eVA, 79 = 2.05fs.

El caso atractivo tiene un 79 < 0, lo cual se interpreta como un avance
temporal de la solucion respecto al caso libre. En [30] se expone que el origen
del tiempo de retardo es el término (4.1.31). La parte superior de la figura 4.8
corresponde a lo expuesto en la figura 2 de [30].

Ty (4.5.2)
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Figura 4.8: Tiempo de retardo para los casos repulsivo y atractivo.

En la figura 4.8 se observa que el tiempo de retardo para el caso atractivo se
aproxima mucho a la reflexion respecto al eje x del tiempo de retardo dindmico
para el potencial repulsivo.

También es posible estudiar (4.5.2) como funcion de b. En la figura 4.9 se
observa el efecto Hartman en el potencial § repulsivo. De la figura 4.9 también
es posible concluir que el caso atractivo también presenta el efecto Hartman,
pues por (4.5.2) la tnica diferencia entre estos casos es el cambio de signo propio
del potencial.

4.6. Discusion de los resultados

El propésito de esta seccion es evaluar las diferencias entre b > 0y b < 0.
El potencial § de Dirac tiene la ventaja analitica de que solamente posee un
polo, que dependiendo del signo de b puede ser ligado o antiligado cuando la
intensidad del potencial es positiva o negativa, respectivamente.

De las graficas de las secciones anteriores se puede observar que a cortas
distancias del potencial en el caso atractivo (4.1.31) le da a |¥s(z, ;b < 0)]2 el
caracter oscilatorio, lo cual fue exhibido en la aproximacion (4.4.2) con términos
exponenciales. En el caso repulsivo la situacion es distinta ya que la contribuciéon
del término |r(k) M(y—;3)|? es despreciable y el término de interferencia, aunque
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Figura 4.9: 19 como funcion de b.

ligeramente oscilatorio, solamente tiene el efecto de producir un retraso respecto
al caso libre.

El comportamiento oscilatorio encontrado a distancias cercanas al potencial
es la conclusion méas importante de este capitulo. Fisicamente se debe a la
interaccion entre la energia de la onda incidente sobre el obturador con el
estado ligado. Este comportamiento indica que parte de la onda inicialmente
confinada se queda atrapada en el potencial atractivo; las componentes de la
onda inicialmente confinada que llegan méas alla del potencial atractivo sufren
también este atrapamiento, que decae exponencialmente con la distancia hasta
que a distancias del orden > 1/ el atrapamiento desaparece.

En el caso repulsivo, a tiempos largos y distancias grandes del potencial, se
espera que |Us(z,t)|? tienda a |t(k)|?, lo cual se verifica; ademés, se observa en
(4.4.8) y (4.4.9) que también en el limite de distancias cercanas al potencial,
|Us(0,¢)|? tiende a |t(k)|2.

En conclusion, aun cuando la diferencia formal entre los potenciales repulsi-
vo y atractivo d reside en el signo de b, lo que modifica trivialmente el caracter
del polo en el plano complejo (antiligado o ligado), ello tiene implicaciones pro-
fundas en el comportamiento de la densidad de probabilidad a distancias cortas
del potencial y, a grandes distancias, en el signo del tiempo de retardo.
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Capitulo 5

Potenciales rectangulares

Teniendo como antecedente lo hecho en el capitulo 4 se investiga la influen-
cia de los estados ligados del potencial de pozo rectangular sobre los transitorios
cuanticos de la funcién de onda transmitida resolviendo la ecuaciéon de Schro-
dinger dependiente del tiempo con condicion inicial de onda confinada a una
region del espacio y con un potencial unidimensional de alcance finito frente
al obturador; también se contrastan las diferencias en el comportamiento de la
densidad de probabilidad para la barrera y el pozo rectangulares, asi como se
investiga como difiere la densidad de probabilidad para estados en el umbral
de energia respecto a aquellos que se encuentran cerca del fondo del pozo.

La solucién analitica del problema contiene una serie de los estados reso-
nantes del potencial y de las funciones de Moshinsky evaluadas, entre otros
parametros, en los polos k, de la amplitud de transmision, lo cual hace que el
estudio de la polologia sea indispensable para conocer el efecto de los estados
ligados sobre la propagacion de las particulas.

Surgen complicaciones adicionales respecto al problema con V(x) = §(x)
pues en este caso la polologia era trivial ya que de la expresiéon analitica para
t(k) el unico polo es k3 = —if. En cambio, en los potenciales de barrera y pozo
rectangulares, aun cuando se cuenta con expresiones analiticas para la amplitud
de transmisiéon, es necesario apelar a métodos numeéricos para encontrar los
polos de t(k) (de los cuales existe una cantidad infinita numerable).

5.1. Calculo numérico de los polos

Para calcular las distribuciones de polos que se discutiran en la seccion 5.2 se
utilizé un programa escrito en FORTRAN y desarrollado por Sergio Cordero.
Dado un potencial seccionalmente constante y los pardmetros del problema,
como la masa de la particula y la energia de la onda incidente, el programa
particiona el plano complejo en regiones rectangulares y calcula Mp; segin lo
descrito en la seccion 2.9. Posteriormente, en cada particiéon del plano complejo
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busca las raices de Mj; utilizando el método de Newton-Raphson.
Por la simetria de los polos respecto al eje imaginario solamente es necesario
aplicar el método en uno de los cuadrantes inferiores y en el eje imaginario.

5.2. Polologia de los potenciales rectangulares

En esta seccion se acomete el analisis de la ubicacion de los polos y las
“trayectorias” que éstos describen en el plano A = kL al variar los parametros
del potencial (Vp, L, k).

5.2.1.

Uno de los rasgos maés relevantes de la polologia de la barrera de potencial es
que este potencial no admite ningtn estado ligado, por lo cual los tinicos polos
posibles para esta configuracion se encuentran en el eje imaginario negativo y
en el tercer y cuarto cuadrantes, y que corresponden a los estados antiligados y
las resonancias del sistema, respectivamente. Por la simetria ante la inversion
temporal en la figura 5.1 solamente se muestra lo que ocurre en el cuarto
cuadrante y en el eje imaginario del plano complejo, pues la distribucién de
polos es simétrica respecto al eje imaginario.

Barrera de potencial

Movimiento de los polos vs V. Barrera rectangular
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Figura 5.1: Movimiento de los polos de la barrera rectangular.

En el caso de la barrera de potencial se puede ver que el movimiento de los
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polos depende del pardmetro conocido como opacidad del sistema [27]

2mV,
o=/ - °L, (5.2.1)

que se interpreta como una medida de la oposicion del sistema a que a través de
él pase un paquete de ondas. De (5.2.1) se desprende que conforme aumentan la
intensidad o el ancho del potencial es méas dificil atravesar una barrera, lo cual
es intuitivamente plausible. Para esta investigacion se eligié tomar el ancho L
del potencial como fijo y variar la intensidad V.

El primer polo de la distribucién para valores grandes de V se pega asin-
toticamente al semieje Re(\) > 0, y conforme V; disminuye el primer polo se
mueve hacia el eje imaginario hasta alcanzarlo para un cierto valor de Vj; con
base en la simetria respecto al eje vertical esto se puede interpretar como que
los polos de los cuadrantes inferiores colisionaron en un punto critico, después
de lo cual, para valores aun menores de Vj, ambos polos contintian siendo an-
tiligados pero uno de ellos se dirige al origen, convirtiéndolo en un punto de
acumulacion, y el otro a —oos.

En el caso del segundo polo y los subsecuentes, la trayectoria que siguen es
la de una curva que para valores grandes de « tiende a la parte positiva del eje
real y que conforme disminuye la opacidad cambia suavemente su forma hasta
tender a nm — coi, donde n es un entero.

Se observa, finalmente, que en el caso de la barrera se pueden tener dos
polos antiligados (para a < 1), un solo polo antiligado (en realidad, un po-
lo antiligado doble resultado de la colisiéon entre los polos de los cuadrantes
inferiores) o ningtn polo antiligado (o > 1).

5.2.2. Pozo de potencial

La caracteristica méas notable del pozo de potencial unidimensional V(x) =
—Vp para z € [0, L] (y de cualquier potencial atractivo unidimensional) es que
siempre existe un estado ligado sin importar cuan superficial sea el potencial
atractivo [31]; por lo tanto, la distribucion de polos para este potencial es méas
rica y compleja que en el caso de la barrera de potencial puesto que se ten-
dran estados ligados, antiligados y resonancias distribuidos en el eje imaginario
positivo, negativo y en los cuadrantes inferiores, respectivamente.

De manera similar a la barrera, la posicién de los polos en el caso atractivo
depende del parametro [28]

2mVj
=
el cual es una medida adimensional (negativa) de la intensidad del potencial.
Las trayectorias de los polos difieren radicalmente de las que siguen los polos
de la barrera. Nuevamente elegimos mantener constante L y variar Vj.
El primer polo del sistema, que siempre es ligado, sube por el eje imaginario
positivo a medida que V) aumenta; sobre el eje imaginario negativo a valores

5% = L2, (5.2.2)
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Movimiento de los polos vs V. Pozo rectangular
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Figura 5.2: Movimiento de los polos del pozo rectangular.

pequenos de Vy es posible encontrar un primer polo antiligado, pero a medida
que Vj crece este polo antiligado cruza el umbral de energfa hasta convertirse
en un polo ligado que siempre se mantiene por debajo del polo que desde el
comienzo fue ligado.

Mientras tanto, para valores pequenos de Vjp, el segundo polo y los subse-
cuentes tienden hacia nm — oo (n entero), pero al disminuir la profundidad del
potencial, cada polo sigue una trayectoria suave hasta colisionar en A = —24
con su reflexion respecto al eje imaginario; después de ello, al seguir incremen-
tando Vj, un polo continta su camino hacia arriba hasta convertirse en un polo
ligado y el otro sigue hacia abajo y continta siendo antiligado.

La dinamica de los polos en el caso del pozo de potencial es, entonces, mas
compleja que en el caso de la barrera ya que uno tiene que los polos antiligados
pueden convertirse en polos ligados, asi como que las resonancias terminan en
el eje imaginario a medida que se incrementa la profundidad del potencial.

La distribuciéon de los polos en el plano complejo es una propiedad del
potencial y de sus parametros. Otras configuraciones produciran distintas tra-
yectorias de polos en el plano.
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5.3. Solucién analitica

Para un potencial unidimensional de alcance finito arbitrario se ha encon-
trado [32] la solucion al problema de Moshinsky y el proposito de esta seccion es
deducir esa solucion a través de la Transformada de Laplace, si bien es posible
llegar a la solucion por otros medios [33]. Se empieza considerando la ecuacion
de Schrédinger dependiente del tiempo

HY (z,t) = ih%kll(x,t) (5.3.1)
sujeto a la condicién inicial
U(z,0) = e H(~x) (5.3.2)
donde
h? 92

y V(z) es un potencial unidimensional de alcance finito arbitrario. Se hace
nuevamente el cambio de variable

;2

i

s=—L (5.3.4)

n
con 7 = 2m/h. Las ecuaciones transformadas del problema en las regiones
definidas por el potencial son

Z +P2) U(z,p) =ine™, <0
2+ - V(x)) U(z,p) =0, 0<z<L (5.3.5)
25 +1?) U(a,p) = 0, 2> L

Para las regiones externas al potencial, omitiendo las soluciones que carecen
de significado fisico, la solucién al problema es

3 ikx —ipx
~ {pz_"er +C(p)e™™*, <0 (5.3.6)

U(x,p) = )
() D(p)e'r®, x>L

A lo largo de la region interna del potencial, la funcién de Green de onda
saliente G (z, 2/, p) satisface la ecuacion

2
((;12 +p? — V(a:)) Gt (z,2',p) = 6(x — 2'), O<z< L (5.3.7)

y las condiciones de onda saliente
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0

U 4 ’ it /
5,0 @zp)| ipG™ (0,2, p) (5.3.8)
G )| = wGt (L) (539

Aplicando la formula de Green a G (z,2',p) y \Tl(x,p) se puede escribir a
este dltimo como

U(z,p) = k”fpm 0,2,p), O<z<L (5.3.10)
de lo cual se observa que D(p) es susceptible de ser escrito como

D(p, k) = kL_pcﬁ (0, L, p) e~ P~ (5.3.11)

Para encontrar la solucion en la region externa se considera la continuacion

analitica de ¥(x,p) sobre la variable p al plano complejo z. Se considera la

integral de linea

Figura 5.3: Contorno de integracion en el plano z.

D(z,k) ;
7527—}9 dz, (5.3.12)

que se anula en virtud del Teorema de Cauchy, donde C = Cs+C+Cp+3_, Cy
como se ve en la figura 5.3. Como en la secciéon 2.8 es posible mostrar que a
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medida que R — oo, la contribucién a la integral de C; se hace arbitrariamente
pequeiia, por lo que la integral en (5.3.12) puede escribirse como

Cp —-p ¢, *7P n YCn —p

Las ultimas dos integrales se expresan en términos del propagador y gracias
a ello pueden evaluarse mediante el teorema del residuo y (2.5.15) como

$o, 725 dz = 2ipD(p, k) (5.3.14)
fo, SRy = ok SO (5.3.15)
G+(O,L,z)e_iZL . . un(o)un(L)e—zL:n,L
$e, Tt 4% = 2mikan S ey (5.3.16)
Entonces,
Gt (0,L, k) e ikl (), (L)e—nL
pD(p, ) = S . e 3 tnOun(l)e (5.3.17)

2(p — kn)(k — kn)

n

Por lo tanto, la transformada de Laplace de la solucién del problema en la
region transmitida es

- GJr (0’ L7 k) efikL+ip:c Z un(o)un (L)efiknL+ipz

Vep) = k=105 2wy — k) —F) 0318

Tomando la transformada inversa de Laplace de (5.3.18) resulta

~ 2mi

1 y+ico
U(z,t) / U(z,s)e ds =
y—100
2

1 ~ hp
—— [ pU —iZ ) dp, (5.3.19
R (:L‘,p)eXp( Z2m> p, ( )

donde C es el contorno de integracién indicado en la figura 5.4.
El primer término de ¥(x,p) puede evaluarse utilizando (1.4.15) como

k . err hp?
— 2GH(0,L, ke [ —— —i——t ) dp =
—GT( Je LTyt
2ikGT(0, L, k)e™* M(x, k,t);  (5.3.20)
las integrales que corresponden a polos resonantes y antiligados se evaltian

separadamente cambiando el contorno C por el eje real como en la figura 5.5.
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Figura 5.4: Contorno de integracion para calcular ¥(z,t).
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Figura 5.5: Evaluacion de la contribucion de un polo antiligado o resonante a
U(x,t).



Entonces, como la contribucion de la integral sobre Cgr se anula en el limite
en que el radio aumenta indefinidamente,

1 . . L ) 1pT 2
—Meﬂk"L/ © exp (—ihpt) dp =
C

2 k—ky p—kn 2m
L up(0)un(L) _j L/oo err hp?
— L —i—t| d 5.3.21
2r  k—k, ¢ oo P — kn <P Z2m P, )
que por la ecuaciéon (1.6.10) implica que
1 un(0)un(L) _i L/ P hp?
—— e ¥ — —i—t | dp=
2r  k—ky, ¢ Cp—kneXp “om P
1 un(0)u, (L) ik L ma? . B
5 bk, ¢ P\ ign ) wlivk) =
4%@ Pl M(z, kpyt)  Im(k,) < 0. (5.3.22)

Las contribuciones de los estados ligados se evaltian utilizando el contorno
de la figura 5.6.

Im p,

Figura 5.6: Contribucion de los estados ligados a ¥(x,t).

Por los teoremas de Cauchy y del residuo,

eipw hp2
i) dap =
f5 e ()
th 0o ipxT h 2
271 exp <ikbx - ibt) - / ¢ exp (ipt> dp TIm(ky) >0,
2m 2m

—00 pP— kb
(5.3.23)
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y por (1.6.18),

eip:z: hp2
—9—1t | dp =
f5 e ()

: : ik} : ma? ‘
271 exp <zkbx - 12”;’15) — Ti exp (z o7 ) w(—1Yk,) Im(ky) >0, (5.3.24)

de donde

1 up(0)up(L) —‘kbL/ P hp?
P S S ? o i ¢ d —
2 k—ky ¢ Cp—kbeXp Z2m P

X U . ma? U U

k — ky 2ht

) hk?
e—zkbL exp <’Ll€b(E _ Z2bt) Im(kb) > 0. (5325)

m

Como en el capitulo 4, se adopta la convenciéon de definir una funcién
M(x, ky, t) como

1 2 hk?
M(x, kp,t) = —5 eXp <zﬂ;;ft > w(—iyk, ) + exp (ikbx — iznfzt> =

1 ma? )
5 CXP <Z2ht> w(iyr,), (5.3.26)

que coincide con (4.1.28). Entonces,

1 up(0)us(L) —'kbL/ et Tup?
N . i) dp =
o k—Fky op—ky P\ o) P

_i%e—ikwwx,km) Im(ky) > 0. (5.3.27)
)

Por lo tanto, la solucion analitica del problema puede escribirse como

] I)e—iknL
U(z,t) = 2ikG (0, L, k)e ™ Mz, k,t) — iy “"(O)Z"E k)e M(z, k. ).

(5.3.28)

donde ), indica suma sobre todas las resonancias del sistema, evaluadas con
la funcion M que les corresponda.

Finalmente, por (2.7.5), la solucién en la region externa es
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U(z, k,t) = t(k) M(z, k,t) —i ) %

n

e kL M(z, kp,t). > 1L

(5.3.29)
Procediendo de manera similar es posible hallar la solucién en la region del
potencial:

\P(I,k,t) = ¢($7k) M(()?k’ﬂt) 72‘2 e

n

M(0,kp,t), 0<az<L

(5.3.30)
donde el indice n se refiere a todos los polos del sistema y ¢(x, k) a la solucion
estacionaria de la ecuacion de Schréodinger.

Es significativo notar que las soluciones enunciadas son desarrollos en tér-
minos de estados resonantes y funciones de Moshinsky asi como la semejanza
formal entre (4.1.29) y (5.3.29), ya que en ambas se aprecia una contribucion
cuasimonocromatica y una contribucién resonante.

5.4. Amplitud de transmisiéon

La amplitud de transmisiéon de los potenciales de barrera y pozo rectangu-
lares puede expresarse en forma cerrada por (2.8.7), que simplificado resulta
en

B 4kk exp(—ikL)
—4krk cos(kL) + 2ik? sin(kL) + 2ik? sin(kL)’

t(k) = (5.4.1)
donde & se define como en (2.8.10). Ocurre una transmision igual a la unidad
en valores de k tales que ;L = im, esto es:

j2m2h?
2mL2

Esto ocurre para valores reales de k, para los cuales E es positivo. Estos no
son los polos complejos E,, de la amplitud de transmision definidos en (2.2.5);
sin embargo, los dos fendmenos estéan relacionados pues usualmente existe un
polo complejo cerca de la energia en que tiene lugar la resonancia, mientras
que T';, da informacién sobre el ancho de la misma.

El coeficiente de transmision en términos de E' y Vj es

Ej = +V,+ (5.4.2)

_ AE(E F V)
AE(E F Vi) + V2 sin? (, /2m(E T vo)%)

donde el signo superior vale para la barrera y el inferior para el pozo.

t(E)]? : (5.4.3)
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5.5. Condicién inicial de onda reflejada

Es posible modificar ligeramente la condicién inicial (5.3.2) imponiendo con-
diciones iniciales de onda reflejada, es decir,

U(x,0) = (e — e H (—x). (5.5.1)

Esto tiene la ventaja de que ¥(x,0) se anula en el origen, lo cual evita
una discontinuidad de salto en la solucion (5.5.2) a ¢t = 0. Ademas, acelera la
convergencia del término resonante de la solucion.

La solucion del problema en la regiéon de transmision, con la condicién inicial
(5.5.1) es

W k1) = 1) M) — £(—h) My—s) — Y20k 2D ikt

(5.5.2)

5.6. Resonancia en el dominio temporal

Se ha estudiado con el presente formalismo el problema de la evolucién
dindmica en presencia de un potencial de barrera rectangular de altura V4 con
condicion inicial de onda reflejada (5.5.1) [34, 35] encontrando que bajo ciertas
condiciones existe, en la regiéon externa al potencial, un pico en la densidad de
probabilidad llamado resonancia en el dominio temporal, que es la evidencia
mas temprana de tunelaje en el régimen transitorio.

La resonancia en el dominio temporal es un comportamiento transitorio que
consiste en un pico en la densidad de probabilidad en la regién de transmision;
puede caracterizarse por el valor del tiempo t, en el que ocurre el pico asi
como por su ancho At. En la figura 5.7 se reproduce la figura 1 de [34] (sin la
normalizacién al flujo incidente) para ilustrar el concepto de la resonancia en
el dominio temporal.

La componente resonante de la solucién analitica es la contribuciéon mas
importante a la resonancia en el dominio temporal, lo cual ocurre para una
condicion inicial de obturador absorbente o reflejante. También se sabe que la
resonancia en el dominio temporal no existe para o < 1 y que la primera reso-
nancia k1 = a; — ib; juega un papel de la mayor importancia en la descripciéon
de este comportamiento transitorio.

5.7. Transitorios cuanticos
Esta seccién tiene como objetivo estudiar los transitorios cuanticos de la
onda transmitida para el pozo rectangular. Las contribuciones a la densidad

de probabilidad se analizan en términos de las contribuciones monocromatica,
resonante y la interferencia entre ellas.
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Figura 5.7: Vo = 0.3¢V, z = L = 50A, m = 0.067m., E = 0.01eV.

Se toma la configuracion V. = —0.15¢V, L = 50A, E = 0.05¢V y m =
0.067m., que posee un polo ligado k, = 0.038541454A~1i, un polo antiligado
ko = —0.018903890A 1 y el resto de sus polos son resonancias.

Las figuras 5.8 indican que en las cercanias del potencial la funcién de onda
exhibe un comportamiento oscilatorio, que recuerda lo que ocurre en la figura
4.6 ax = 0, donde la contribucién mas importante a la densidad de probabilidad
viene del término de interferencia. Conforme crece la distancia del punto de
observacion al potencial la contribucién del término de interferencia reduce
su amplitud, mientras que la contribucién resonante es despreciable salvo a
tiempos cortos, lo cual también se observo en los transitorios del potencial §.

Para investigar la influencia de los estados ligados sobre los transitorios
cuanticos se aproxima la densidad de probabilidad con kp, k, y ambos polos
imaginarios y se comparan con la solucién calculada con 636 polos.

El analisis de las figuras 5.9 revela que k; es el polo que tiene la mayor
influencia sobre la densidad de probabilidad, pues la aproximacion a la solucién
con ese solo polo reproduce muy bien la posiciéon de las oscilaciones del resultado
exacto, mas no su amplitud; la aproximacién con k, es una contribucion del
tipo difraccion en el tiempo y no reproduce el comportamiento oscilatorio de
amplitud casi constante de la solucién exacta y, sin embargo, la aproximacion
con los polos imaginarios reproduce muy bien la estructura de la solucién exacta
al punto de que no pueden discernirse de la grafica, excepto a tiempos cortos,
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Figura 5.9: Influencia de ky, k, y de los polos imaginarios sobre los transitorios
de |[U(L,t)|> (V = —0.15eV, L = 50A, 2 = L, E = 0.05¢V, m = 0.067m,).
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en los que los polos que no fueron considerados juegan un papel més importante
que a tiempos largos.

Este comportamiento puede explicarse por el siguiente argumento: en (5.5.2)
la contribucién de los polos del sistema esta modulada por el factor e~ por
lo que los polos con Im(k,) < 0 contribuyen cada vez menos conforme el polo
desciende en el plano complejo y asi dominan los polos ligados.

Para completar este estudio se procede a comparar la amplitud de trans-
mision del problema calculada analiticamente (método de la matriz de trans-
ferencia) con la expresada en (2.8.2), que también contiene el término e~ *nL
utilizando los polos imaginarios.

V=-0.15eV, L=5.0nm, m=0.067me

Exacto
-ik L . . .
—— Desarrollo con e y los polos imaginarios

0.8

t(E)[*

0.6

0.4

0.2 1

L e e

Figura 5.10: Coeficiente de transmisiéon del pozo rectangular.

El calculo analitico de [t|? revela que el coeficiente de transmisién cuenta
con muy poca estructura pues solamente tiene un méximo claramente definido,
mientras que el resto de las resonancias presentan un alto grado de traslape. La
aproximacion (2.8.2) con los polos imaginarios resulta buena a valores pequetios
de la energia, alcanza a reproducir la resonancia aislada que se presenta pero
comienza a presentar discrepancias importantes a partir del maximo.

Como se observa en la figura 5.11, en el caso repulsivo el comportamiento
de la densidad de probabilidad es totalmente distinto al del caso del pozo de
potencial.

El trabajo hecho con el potencial § sugiere que estas diferencias en los
transitorios de la densidad de probabilidad pueden explicarse por la presencia
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Figura 5.11: |W(z0,t)|? para la barrera de potencial (V = 0.15¢V, L = 504,
E =0.05eV, m = 0.067m,, 636 polos) para xog = L y 5L.

del polo ligado en el caso del pozo de potencial.

5.8. Umbral de energia

Ahora se estudia el comportamiento del pozo de potencial del mismo ancho
y de profundidad Vj = 0.3eV. Este sistema posee dos estados ligados en k; =
0.014891836A i y ks = 0.060824399A 1 y resonancias, y se elige este sistema
porque uno de sus estados ligados esta cerca del umbral, lo cual reviste especial
importancia para esta investigacion.

En la figura 5.12 se observa que la contribucién del término de interferencia a
la densidad de probabilidad es la que aporta las oscilaciones de mayor amplitud,
mientras que la contribucién resonante consta de oscilaciones pequenas que se
ven poco reflejadas en la densidad de probabilidad.

En primer lugar se observa que el estado ligado reproduce las posiciones
de las oscilaciones asi como su ancho promedio, pero la estructura fina de las
mismas solamente se obtiene considerando el polo antiligado, que reproduce las
oscilaciones de menor amplitud y que le confieren estructura a |¥(L,t)|?.

La aproximacion con los dos polos reproduce muy bien el perfil de la den-
sidad de probabilidad, lo cual nos dice que las resonancias en este caso pueden
despreciarse.

5.9. Dependencia de la energia de la onda inicial

A medida que la energia de la onda confinada inicialmente en el problema
del obturador cuantico se incrementa, el comportamiento oscilatorio y peridédico
de la onda en la vecindad del potencial se hace mas evidente. Esto se demuestra
mediante el caso estudiado con V; = 0.15¢V.
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Las figuras 5.14 muestran que el comportamiento oscilatorio periodico se
presenta siempre, independientemente de la energia de la onda inicial, la cual,
sin embargo, modifica la frecuencia y amplitud de las oscilaciones.

5.10. Tiempos de retardo y de transmision

Para terminar de contrastar las diferencias entre el pozo y la barrera de V) =
0.15eV se estudia el tiempo de retardo dindmico para estos dos potenciales,
encontrando que el tiempo de retardo para potenciales de la forma V (z) = £V}
no es necesariamente simétrico respecto al eje z como lo predice (4.5.2) con el
potencial 9.

De (3.1.6) y (5.4.1) es posible calcular el tiempo de retardo en la barrera y
el pozo de potenciales [36] como

= m <k§ sinh(2xL) — 2/-?Lk22(k2 - /—12)> _mL (5.10.1)
hkk 4k2k2 + ki sinh®(kL) ik
donde & se redefine como
2m(Vo F FE
K= % (5.10.2)

(— para la barrera y + para el pozo) y

2
ko = 1/ ”;2‘/0 (5.10.3)

También es posible calcular el tiempo de transmision de Hartman 7z por
(3.2.1). Como se apunta en [35], el efecto Hartman se presenta en la barrera
rectangular de potencial; en la figura 5.16 se investiga si el fen6meno se presenta
en un pozo de potencial, encontrando que no se da el efecto Hartman sino una
serie de oscilaciones ascendentes.
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Conclusiones

En la presente tesis se ha expuesto el papel que desempenan los estados liga-
dos en la propagacion de las ondas de materia en una dimensiéon considerando
una condicion inicial de obturador cuantico.

Se ha estudiado el comportamiento de la densidad de probabilidad en los
casos atractivo y repulsivo de un potencial § de Dirac. La aportaciéon princi-
pal de esta investigacion consiste en senalar que el polo ligado de un potencial
atractivo tiene el efecto, a cortas distancias del potencial, de inducir una osci-
lacion periodica en la densidad de probabilidad, misma que no se amortigua en
el tiempo sino con la distancia al potencial. Este efecto se debe a la interaccién
entre el estado ligado del potencial y la energia de la onda inicialmente confi-
nada ya que se ha visto que el término de interferencia entre las contribuciones
cuasimonocromatica y resonante a la densidad de probabilidad es el responsa-
ble del comportamiento oscilatorio; el fenémeno encontrado se interpreta como
un atrapamiento de una parte de la onda, mismo que se atenta a medida que
el punto de observacién se aleja del potencial.

Los transitorios del potencial § repulsivo se comportan, a cortas distancias
del potencial, en forma muy diferente a los de su contraparte atractiva, pues
presentan oscilaciones amortiguadas que convergen a t(k); es a grandes distan-
cias del potencial cuando los transitorios de los potenciales atractivo y repulsivo
se asemejan, ya que ambos presentan una forma tipo difracciéon en el tiempo y
el rasgo que los distingue es un adelanto o retraso, respectivamente, respecto a
los transitorios del caso libre.

El trabajo con el potencial § sirvié como motivacion para abordar el caso
fisicamente mas rico de los potenciales rectangulares. Nuevamente se observo el
fenémeno de atrapamiento en los potenciales atractivos, que se debe a la interfe-
rencia entre las contribuciones monocromaética y resonante de la solucién, y que
disminuye conforme crece la distancia del punto de observacion al potencial;
también se confirmo6 que el fenémeno no existe en los potenciales repulsivos. Se
ha encontrado también que la posiciéon de los transitorios depende de los polos
ubicados cerca del umbral de energia, y que los detalles finos de la estructura
de los transitorios dependen de los estados ligados que se encuentran méas ale-
jados del umbral. Ademas, en el caso atractivo, el comportamiento oscilatorio
no amortiguado en las cercanfas del potencial se presenta para un intervalo
muy amplio de energias de la onda inicial; el efecto de variar el valor de esa
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energia es modificar la amplitud y la frecuencia de la onda atrapada. También
se encontr6 que en el pozo de potencial no se observa el efecto Hartman.

El trabajo con el potencial § atractivo implicé proponer una definiciéon de
M(z, ¢,t) para Im(q) > 0, lo cual representa una aportacion ya que en la litera-
tura solamente se ha considerado la evaluacion de esta funcion para Im(q) < 0.

Finalmente, y de lo visto en los capitulos 4 y 5, los comportamientos obser-
vados son independientes del modelo utilizado para realizar los calculos y del
tipo de condicion inicial utilizada.
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