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su diversidad, aprend́ı distintos puntos de vista de como apreciar la vida de-

sarrollandome como persona y como cient́ıfica.

Además agradezco al gran equipo de trabajo con quienes descubŕı el

Graficaedro, de las que agradezco fuertemente la dirección de Déborah y
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y a Mariana, mi compañera durante academia hasta el último trabajo de
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Introducción

Dentro de la geometŕıa Euclideana plana hemos estado familiarizados con

los poĺıgonos , como el triángulo, el cuadrado y el hexágono, por mencionar

algunos ejemplos, y dentro de la geometŕıa tridimensional conocemos los

poliedros, como el tetraedro, el cubo, los prismas, etcétera. El concepto que

generaliza a estos objetos geométricos, para toda dimensión, es el de politopo:

su raiz etimológica viene de las palabras griegas πoλν́ς (muchas) y τ óπoς

(regiones). La palabra politopo parece haber sido inventada por Hoppe en 1882

e introducida por la inglesa Mrs. Stott veinte años después. Pero fue Schläfli

quien en 1852 completó este concepto. Los fundamentos de los politopos datan

de hace más de dos mil años con los griegos. Pero, la mayor parte de la teoŕıa

alrededor de ellos se desarrolló en los últimos cien años.

Uno de los temas más estudiados sobre politopos ha sido el de sus simetŕıas,

por ejemplo, por medio de éstas se puede determinar si un politopo es regular.

Para los griegos, un poliedro regular era aquel que teńıa alrededor de cada

vértice el mismo número de poĺıgonos isomorfos como caras. Euclides en sus

“Elementos”probó que solo hay cinco sólidos de este tipo: el tetraedro, el cubo,

el octaedro, el dodecaedro y el icosaedro; y no es, hasta dos milenios después,

que Kepler ampliando el concepto de poliedro, halló dos nuevos poliedros

cuyas caras eran estrelladas (no convexas). Más tarde, a principios de los 1800,

Poinsont encontró otros dos poliedros no convexos (pero con caras convexas)

y Cauchy demostró que estos cuatro eran los únicos poliedros estrellados

en el espacio Euclideano de tres dimensiones. A principios de 1920, Petrie,

ampliando aún más el concepto de poliedro, descubrió dos poliedros regulares

con un número infinito de caras y Coxeter encontró un tercero, completando

con ésto la lista.

1



2 ÍNDICE GENERAL

En 1978, Grünbaum propuso el estudio de una clase más general de poli-

topos y finalmente, a principios de los ochentas Danzer y Schulte extendieron

esta clase a objetos del tipo combinatorio, a los que ahora conocemos como

politopos abstractos.

Uno de los politopos que ha sido objeto de estudio para varios investi-

gadores es el permutaedro, Πn, politopo convexo n-dimensional estudiado ini-

cialmente por Schoute en 1911. El permutaedro se define como el casco convexo

de (n+ 1)! puntos en el espacio R
n+1 que se obtienen al permutar las entradas

del vector (1, 2, . . . , n+ 1). En particular, sus vértices pueden identificarse con

las permutaciones de Sn (a saber, se asocia al vector (x1, x2, . . . , xn+1) con

la permutación que manda a xi 7→ i) y dos vértices estarán conectados por

una arista si y sólo si las permutaciones correspondientes difieren por una

transposición de dos números adyacentes.

Figura 1: Permutaedros Π2 y Π3.

Inspirados en el permutaedro, encontramos una costrucción de un politopo

abstracto que lo generaliza utilizando ideas de geometŕıa y teoŕıa de graficas,

en particular, las gráficas de Cayley. El trabajo de investigación fue realizado
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de manera conjunta por las doctoras Martha Gabriela Araujo Pardo, Déborah

Oliveros Braniff, la matemática Mariana López Dudet, el doctor Egon Schulte

y yo. El trabajo que se condenza en el art́ıculo “The Graphicahedron”[1] dió lu-

gar a esta tesis y a la de Mariana [12] (tesis presentada en octubre de 2008).

En la tesis de Mariana se desarrolla la construcción, de manera combinatoria,

del Graficaedro; en esta tesis se extiende el trabajo, geométricamenete, deter-

minando las simetŕıas del politopo en estudio.

En la primer parte de la tesis, el caṕıtulo 1, incluimos todos los preliminares

necesarios para desarrollar este trabajo, como son: la noción del grupo de

permutaciones, el grupo de automorfismos de un grupo y los productos directo

y semidirecto. Más aun, se introduce la teoŕıa básica de Teoŕıa de gráficas.

En la segunda parte, caṕıtulos 2 y 3, se estudian las gráficas coloreadas

de Cayley y a los politopos abstractos. Proporcionando la escencia de la

construcción y propiedades del Graficaedro.

En el caṕıtulo 4, definimos el graficaedro y probamos que éste es un

politopo abstracto y que en efecto generaliza al permutaedro. Después, en

el caṕıtulo 5, estudiamos con cuidado los graficaedros de rango 3 y 4,

aśı como planteamos algunas conjeturas para estudios futuros. Finalmente,

en el caṕıtulo 6, concluimos con el estudio de las simetŕıas o automorfismos

del graficaedro y determinamos cuales de ellos son regulares.





Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se ven definiciones y resultados básicos de Teoŕıa de

Grupos, particularmente discutiremos los grupos de permutaciones de n

elemenos (Sn) y el grupo de automorfismos; por medio de ellos describiremos

propiedades del graficaedro. También estudiaremos terminoloǵıa básica de

Teoŕıa de Gráficas, dado que éstas serán la herramienta primaria para nuestra

construcción.

1.1. Teoŕıa de grupos

Para describir geométricamente un objeto es importante fijarnos en sus

simetŕıas (como son, las reflexiones o rotaciones en éste), operaciones a las

que les asociaremos una estructura algebráica relacionada con la del grupo de

permutaciones de un conjunto finito. Un ejemplo sencillo es el de las simetŕıas

de un cuadrado.

Ejemplo 1.1. Las simetŕıas del cuadrado están dadas como se ilustra en

la figura 1.1. El conjunto de éstas se denota por D4, al que llamaremos el

grupo diédrico de orden 8. Cuyas ocho simetŕıas son: la identidad id, las

reflexiones a y b sobre los ejes que atraviesan a las aristas en su punto medio,

las reflexiones c y d sobre los ejes que pasan por los vértices del cuadrado y las

rotaciones r de π/2, r2 de π, y r3 de 3π/2 cuyo centro de rotación es el centro

del cuadrado.

5



6 1.1. TEORÍA DE GRUPOS

Figura 1.1: Simetŕıas del cuadrado

1.1.1. Permutaciones

En general, una permutación de un conjunto X es una función biyectiva

del tipo π : X → X, que mueve a un objeto que este en la posición i a la j.

Ejemplo 1.2. Consideremos la permutación π : X → X donde X =

{1, 2, . . . , n} que puede escribirse de la forma:

π =

(

1 2 . . . n
π(1) π(2) . . . π(n)

)

.

Supongamos que n = 7 y

π =

(

1 2 3 4 5 6 7
4 3 1 2 6 5 7

)

;

de manera que,

π(1) = 4, π(2) = 3, π(3) = 1, π(4) = 2, π(5) = 6, π(6) = 5, π(7) = 7,

donde π denota una función biyectiva que actua sobre {1, 2, . . . , 7} mandando

el 1 al 4, el 2 al 3, el 3 al 1, el 4 al 2, el 5 al 6, el 6 al 5 y el 7 al 7.
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Una manera alternativa de leer a ésta última permutación es la siguiente:

π manda el 1 al 4, el 4 al 2, el 2 al 3, el 3 de vuelta al 1, luego el 5 al 6, el 6

al 5 quedando fijo 7. Esto último puede escribirse como π = (1 4 2 3)(5 6)(7),

y se le conoce como la notación ćıclica de la permutación.

Nota: Cuando una permutación contiene un elemento fijo (i) (que consta

de un solo elemento), se omite del ciclo que la representa dentro de la notación

ćıclica. Por ejemplo, π = (1 4 2 3)(5 6)(7) = (1 4 2 3)(5 6).

Ejemplo 1.3. Regresando a las simetŕıas del cuadrado, notemos que éstas

se pueden ver también como permutaciones. Si etiquetamos las esquinas del

cuadrado como en la siguiente figura.

Tomemos en cuenta los elementos descritos en el ejemplo 1.1, con notación

ćıclica definiremos tales permutaciones como sigue:

Las reflexiones del cuadrado quedan asociadas a:

a = (1 4)(2 3), b = (1 2)(3 4), c = (2 4), d = (1 3);

aśı mismo, las rotaciones cuyo centro de rotación es el centro del cuadrado son:

r = (1 4 3 2), r2 = (1 3)(2 4) y r3 = (1 2 3 4).

Finalmente, la identidad id queda denotada por id= (1).
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Dado un conjunto X, al conjunto de todas las permutaciones de X lo de-

notaremos por SX , en caso de que X = {1, 2, . . . , n}, éste se escribirá como Sn
en lugar de SX . No es dif́ıcil ver que su cardinalidad es |Sn| = n!, ya que para

elegir el valor de π(1) en la permutación tenemos n posibilidades, una vez de-

terminado éste, entonces para determinar a π(2) existen n− 1 formas (ya que

π es una fución uno a uno, por lo que π(1) 6= π(2)). De igual manera, determi-

nados éstos, se tienen exactamente n− 2 maneras de elegir a π(3). Siguiendo

aśı, se llega a que entonces el número de permutaciones de n elementos es n!.

Dados dos elementos α y β de SX , la operación entre éstos esta definida

como una composición, α ◦ β de los elementos de X en los de X, resultando

otra permutación. Esta composición será denotada como el producto de dos

permutaciones αβ, donde leeremos la acción de derecha a izquierda: se aplica

primero β y luego α.

Nota: El producto de dos permutaciones αβ también puede leerse como la

acción de izquierda a derecha: se aplica primero α y luego β. En el trabajo se

usarán los dos tipos de acción: ésto dependerá de la operación que se defina,

por lo que deberemos tener cuidado al aplicarlas.

Esta operación es asociativa, es decir (τα)β = τ(αβ). En particular, si σ

es un elemento de SX , denotaremos al producto σσ como σ2, aśı como tam-

bién σ2σ = σ3 por lo que en general tendremos que σn−1σ = σn, la n-ésima

potencia de σ. (Las potencias de todo σ ∈ X, quedan definidas como σn para

cualquier n ∈ Z, σ0 = e o bien σ−n = (σ−1)n).

Ejemplo 1.4. Consideremos las permutaciones (1 3)(4 7 6 5) y (1 4 2 3)(5 6).

Para calcular el producto de ellas,

[(1 3)(4 7 6 5)][(1 4 2 3)(5 6)],

recordemos que debe leerse de derecha a izquierda. Entonces, leeremos aśı:

en la permutación derecha el 1 va a dar al 4, pero en la izquierda el 4 va al

7; resultando que el producto manda el 1 al 7. A continuación, vease que la

permutación derecha no da información sobre el 7, es decir, el 7 queda fijo
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en ésta. Sin embargo, en la de la permutación izquierda el 7 se manda al 6,

deteniendose en éste. De igual manera partiendo con el 6 seguimos con el resto

de los números, obteniendo que

[(1 3)(4 7 6 5)][(1 4 2 3)(5 6)] = (1 7 6 4 2).

El grupo de permutaciones

Definición 1.1. Un conjunto no vaćıo G con una operación binaria asociativa

∗, es un grupo (G, ∗) si existe un único elemento e ∈ G que denote a la

identidad, es decir que e ∗ a = a = a ∗ e para todo a ∈ G, y que para cada

a ∈ G, existe un elemento b ∈ G tal que a ∗ b = e = b ∗ a, es decir, que actue

como el inverso de a, que por lo general denotaremos como b = a−1.

El conjunto de permutaciones de un conjunto no vaćıo X, SX , es un grupo

bajo el producto de permutaciones, es decir,

i) como se vió antes el producto de dos permutaciones es nuevamente una

permutación de los elementos de X;

ii) existe un elemento e ∈ SX tal que al operarlo con cualquier elemento

σ ∈ SX , σe = e = eσ. A saber, la función identidad e : X → X que para

cualquier a ∈ X e(a) = a;

iii) dado que las permutaciones son biyectivas, para cada elemento σ ∈ SX
éxiste un único elemento σ′ ∈ SX tal que σσ′ = e = σ′σ. A saber,

σ′ = σ−1, la función inversa de σ.

A éste se le conoce como el grupo simétrico.

En el caso de Sn (cuando X = {1, . . . , n}) la identidad, e, se denotará sim-

plemente por (1).

Ejemplo 1.5. El grupo simétrico del conjunto {1, 2, 3}, es:

S3 = {(1), (1 2), (1 3), (2 3), (1 2 3), (1 3 2)}.



10 1.1. TEORÍA DE GRUPOS

En éste, podemos ver contenido al elemento identidad (1), y dado cualquier

elemento del conjunto su inverso también está en él; esto es: (1 2 3) es el in-

verso de (1 3 2) y viceversa, aśı como toda transposición de la forma (i j) es

su propia inversa.

Por otro lado, aśı como se analizó en el ejemplo 1.3, pero apoyándonos

ahora en la figura 1.2, notamos que S3 también puede verse como el grupo de

simetŕıas del triángulo equilátero.

Figura 1.2: Simetŕıas del triángulo

Clases de equivalencia

Cada permutación σ de un conjunto X induce una partición de éste en

clases de equivalencia de la siguiente manera. Diremos que a ∼ b, si y sólamente

si b = σn(a) para algún n ∈ Z.

Observación 1.1. Para cada σ ∈ SX , ∼ asociada a σ es una relación de

equivalencia.

Demostración. ...

(i) ∼ es Reflexiva (a ∼ a)

Sea a ∈ X y σ ∈ SX . Sabemos que σ0 = e, de manera que a = e(a) =

σ0(a). Por lo tanto, a ∼ a.
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(ii) ∼ es Simétrica (a ∼ b entonces b ∼ a)

Sean a, b ∈ X, sabemos que a ∼ b si y sólamente si b = σn(a) para

algún n ∈ Z. Considerando al inverso de σn, es decir σ−n, se tiene que

σ−n(b) = a para alguna n ∈ Z.

(iii) ∼ es Transitiva (a ∼ b y b ∼ c entonces a ∼ c)

Sean a, b, c ∈ X tales que a ∼ b y b ∼ c. Entonces a = σn(b) y b = σm(c),

para algunas n,m ∈ Z, de donde se tiene que a = σnσm(c) = σ(n+m)(c)

con (n+m) ∈ Z. Por lo tanto a ∼ c.

A las clases de equivalencia en X determinadas por ésta relación se les

llama las órbitas de σ. Para cada elemento a ∈ X el conjunto

o(a) = {x ∈ X|x = σm(a) para algún m ∈ Z},

es la órbita de σ que contiene a a y se escribe mediante una notación ćıclica,

de la siguiente forma:

o(a) = ( a σ(a) σ2(a) . . . σt−1(a) ),

donde σt(a) = a. Nótese, que cada órbita es por śı misma una permutación de

X y que, al ser una clase de equivalencia, la intersección con cualquier otra es

vaćıa, por lo que la permutación σ puede escribirse como el producto de sus

órbitas.

Ejemplo 1.6. Retomemos, π ∈ S7 del ejemplo 1.2, cuya estructura ćıclica

es π = (1 4 2 3)(5 6). Hemos visto que está definida mediante la regla de

correspondencia:

π(1) = 4, π(2) = 3, π(3) = 1, π(4) = 2, π(5) = 6, π(6) = 5, π(7) = 7.

Por lo que π tiene tres órbitas:

o(1) = (1 4 2 3) = o(2) = o(3) = o(4);

o(5) = (5 6) = o(6);

o(7) = (7).
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La única permutación deX cuyas órbitas constan todas de un solo elemento

es la identidad y por lo general se escribe e = (1). Si una órbita o ćıclo consta

de r elementos de X, se dice que éste es un r-ciclo. Observemos que todo

1-ciclo fija a todo elemento de X, entonces por convención, todos los 1-ciclos

corresponderan a la permutación identidad.

Definición 1.2. Sea X = {1, 2, . . . , n} y σ ∈ Sn. Definimos el soporte de σ

como el conjunto de todos los elementos de X que son movidos por σ. Es decir,

sop(σ) = {a ∈ X|σ(a) 6= a}.

Dos permutaciones σ, τ ∈ SX son disjuntas si sop(σ) ∩ sop(τ) = ∅. Una

familia de permutaciones σ1, σ2, . . . , σm es disjunta si cada par de ellas lo es.

Cuando una permutación τ mueve únicamente dos elementos, dejando fijos

a los demás, decimos que τ es una transposición. Nótese que en este caso no

existe otra posibilidad para los elementos que se mueven más que ser uno la

imágen del otro bajo la permutación.

Diremos que, dos elementos i, j ∈ A = {1, 2, . . . , p} son adyacentes si dada

una permutación σ del conjunto A, sus preimágenes bajo σ ∈ Sp son elementos

consecutivos de A, es decir, si existe k ∈ A tal que σ(k) = i y σ(k + 1) = j.

Teorema 1.1. Toda permutación es un producto de transposiciones.

Demostración. Consideremos un r-ciclo (x1 x2 . . . xr) ∈ SX , y veamos que

éste se puede descomponer como

(x1 x2 . . . xr) = (x1 xr) (x1 xr−1) . . . (x1 x2),

un producto de transposiciones.

El siguiente teorema es de gran importancia para la teoŕıa de grupos,

éste no será probado en esta tesis. Sin embargo, su demostración puede ser

encontrada en la literatura: por ejemplo, en [19].

Teorema 1.2. (de Cayley) Todo grupo es isomorfo a un grupo de permuta-

ciones.
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Diremos que dos permutaciones α, β ∈ Sp tienen la misma estructura ćıclica

si su factorización en ciclos disjuntos tienen el mismo número de r-ciclos para

cada r.

Definición 1.3. Sean x y g elementos de un grupo G. Se define al conjugado

de x por g como el elemento gxg−1 ∈ G. Dos elementos x, y ∈ G son conjuga-

dos si existe g ∈ G tal que y = gxg−1.

Lema 1.1. Sea σ = (a1 · · ·ak) ∈ Sn un k-ciclo. Entonces, para toda γ ∈ Sn el

elemento γσγ−1 es un k-ciclo y se tiene que

γσγ−1 = (γ(a1) · · ·γ(ak)).

Demostración. Sea σ = (a1 · · ·ak) ∈ Sn un k-ciclo y sea α = (γ(a1) · · · γ(ak)) ∈

Sn. Recordemos que

sop(α) = {γ(ai) ∈ X|γ(ai) 6= (ai).

Entonces si b ∈ sop(α) se sigue que b = γ(ai) con 1 ≤ i ≤ k, donde

αb = (γ(a1) · · · γ(ak))γ(ai) =

{

γ(ai+1), si i < k;

γ(a1), si i = k.

Pero si b /∈ sop(α), entonces αb = b.

Notemos que si b ∈ sop(α), b = γ(ai), y le aplicamos γ(a1 · · ·ak)γ
−1, se

tiene que

(γ(a1 · · ·ak)γ
−1)γ(ai) = γ(a1 · · ·ak)(ai) =

{

γ(ai+1), si i < k;

γ(a1), si i = k,

al igual que αb.

Si suponemos que b /∈ sop(α), b 6= γ(ai) con 1 ≤ i ≤ k, entonces

γ−1(b) 6= ai con 1 ≤ i ≤ k. Por consiguiente, el ciclo σ lo deja fijo, es decir,

σγ−1(b) = γ−1(b). Entonces,

(γ(a1 · · ·ak)γ
−1)(b) = γγ−1(b) = b,

como vimos que sucede para αb.

Por lo tanto, γσγ−1 = (γ(a1) · · ·γ(ak)). Con lo que probamos que para

cualquier γ ∈ Sn, el conjugado de un k-ciclo en Sn es un k-ciclo.
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Nos apoyaremos en el lema anterior para probar el siguiente teorema, que

será de utilidad en el último caṕıtulo donde discutiremos las simetŕıas del

graficaedro.

Teorema 1.3. Dos permutaciones α, β ∈ Sp son conjugadas si y sólo si tienen

la misma estructura ćıclica.

Demostración. Veamos que dos permutaciones conjugadas tienen la misma

estructura ćıclica. Por el lema anterior tenemos que para cualquier γ ∈ Sn, el

conjugado de un k-ciclo en Sn es un k-ciclo.

Consideremos ahora a σ ∈ Sn, cualquier permutación. Digamos que su

factorización en ciclos disjuntos es

σ = σ1 · · ·σs.

Entonces

τ = γσγ−1 = (γσ1γ
−1) · · · (γσsγ

−1),

tiene la misma estructura ćıclica que σ.

Por otro lado, supongamos que σ, τ ∈ Sn tienen la misma estructura ćıclica,

donde

σ = (a1 · · ·ak) · · · (z1 · · · zt),

τ = (a′1 · · ·a
′
k) · · · (z

′
1 · · · z

′
t);

y queremos encontrar un γ ∈ Sn tal que γσγ−1 = τ, pero

γσγ−1 = (γ(a1) · · · γ(ak)) · · · (γ(z1) · · ·γ(zk)),

por el lema anterior. Entonces, queremos hallar γ ∈ Sn tal que

(γ(a1) · · · γ(ak)) · · · (γ(z1) · · · γ(zk)) = (a′1 · · ·a
′
k) · · · (z

′
1 · · · z

′
t).

Aśı, basta probar que existe γ ∈ Sn tal que γ(ai) = (a′i) y γ(zi) = (z′i).

Notemos que los ciclos de σ son disjuntos, al igual que los de τ . Por lo que

el número de elementos que σ deja fijos es igual al número de elementos que

τ deja fijos. Entonces, definimos γ : X → X de tal manera que γ(xi) = x′1
para cada xi ∈ X que aparece en algun ciclo de σ donde x′i es un elemento en

algun ćıclo de τ , y como γ(x) = x′ para cada x ∈ X que no aparece en σ con

x′ cualquier elemento que no aparece en τ .
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1.1.2. Subgrupos y generadores

Si G es un grupo, un subconjunto H de G es un subgrupo (H ≤ G) de G

si H por śı mismo un grupo, heredando la operación de G. Si X es un sub-

conjunto de un grupo G, entonces el subgrupo más pequeño que contiene a X,

denotado por 〈X〉, es llamado el subgrupo generado por X. También se puede

decir que X genera a 〈X〉.

Ejemplo 1.7. Consideremos el grupo diédrico D4 de orden 8, el grupo de

simetŕıas del cuadrado descrito en el ejemplo 1.1. Sabemos además por el

ejemplo 1.3 que las ocho simetŕıas se pueden expresar como elementos de S4.

De hecho, D4 es un subgrupo de S4, visto como

D4 = {(1), (1 4)(2 3), (1 2)(3 4), (2 4), (1 3), (1 4 3 2), (1 3)(2 4), (1 2 3 4)},

donde todos los elementos, a excepción de (1 4 3 2) y (1 2 3 4), son sus propios

inversos debido a su estructura ćıclica, sin embargo (1 4 3 2) es el inverso de

(1 2 3 4) y viceversa.

Más aún, notemos que el conjunto A = {(1 3), (2 4), (1 4)(2 3), (1 2)(3 4)}

genera al grupo D4. Al multiplicar a cada uno de ellos consigo mismo resulta la

identidad, (1); y las siguientes composiciones generan los elementos faltantes

de D4.

(1 4)(2 3)(1 3) =(1 2 3 4), (1 2)(3 4)(1 3) = (1 4 3 2),

(1 2)(3 4)(2 4) =(1 2 3 4), (1 4)(2 3)(2 4) = (1 4 3 2)

(2 4)(1 3) = (1 3)(2 4).

Resultando aśı, 〈A〉 = D4.

Si X consiste de un solo elemento a, entonces 〈X〉 = 〈a〉, es el subgrupo

ćıclico generado por a. Si es un conjunto finito, X = {a1, a2 . . . , an}, entonces

se escribe 〈X〉 = 〈a1, a2 . . . , an〉 en lugar de 〈X〉 = 〈{a1, a2 . . . , an}〉.

Los elementos de 〈X〉 se definen por medio de todos los productos de la forma

xe11 x
e2
2 . . . xem

m ,

donde xi ∈ X, ei = ±1 y m ≥ 1, a éstos se les conoce con el nombre de

palabras en 〈X〉. Para concertar este concepto, se da el siguiente teorema.
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Teorema 1.4. Sea X un subconjunto de un grupo G. Si X = ∅, entonces

〈X〉 = e; si X no es vaćıo, entonces 〈X〉 es el conjunto de todas las palabras

en X.

Demostración. Si X = ∅, entonces el subgrupo e = {e} contiene a X,

deduciendo que entonces 〈X〉 = e. Si X no es vaćıo, consideremos a

W = {xe11 x
e2
2 . . . xer

r |r ≥ 1, xi ∈ X, ei = ±1},

el subgrupo de todas las palabras en X. Entonces, W es un subgrupo de G que

contiene a X y cumple que e = x−1
1 x1 ∈ W ; lo que significa que el inverso de

un x ∈W es una palabra en W y a su vez para x, y ∈W el producto xy ∈W

es una palabra.

Como 〈X〉 es el menor subgrupo que contiene a X, entonces se tiene que

〈X〉 ⊂ W .

Por otro lado, todo subgrupo H que contenga a X debe contener a todas

las palabras de X. Por lo tanto, W ≤ H , lo cual induce que W es el menor

subgrupo que contiene a X.

1.1.3. Clases laterales

Dado un subgrupo H de G y un elemento g ∈ G, una clase lateral derecha

de H en G es el subconjunto de G

Hg = {hg|h ∈ H}

(una clase lateral izquierda es gH = {gh|h ∈ H}). Al elemento g se le conoce

como el representante de Hg (al igual que de gH).

Ejemplo 1.8. Sea G = S3 y sea H = 〈(1 2)〉 = {(1), (1 2)}. Las clases

laterales derechas de H en G son:

H = {(1), (1 2)};

H(1 2 3) = {(1 2 3), (2 3)};

H(1 3 2) = {(1 3 2), (1 3)}
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Las clases laterales izquierdas son:

H = {(1), (1 2)};

(1 2 3)H = {(1 2 3), (1 3)};

(1 3 2)H = {(1 3 2), (2 3)}

Nótese que las clases laterales son ajenas y que además, las clases izquier-

das y las derechas pueden ser distintas; por ejemplo H(1 2 3) 6= (1 2 3)H .

Una clase lateral Hg tiene muchos representantes; todo elemento de la

forma hg para h ∈ H es un representante de Hg.

Lema 1.2. Sea G un grupo. Si K ⊆ G y g ∈ G, las siguientes afirmaciones

son equivalentes para todo elemento h ∈ G:

i) h ∈ 〈K〉g

ii) 〈K〉h = 〈K〉g

Demostración. Que ii) implica i) es inmediato, ya que por ser 〈K〉 grupo,

tiene un elemento neutro e y por tanto, h = eh ∈ 〈K〉h = 〈K〉g.

Por otro lado, si h ∈ 〈K〉g entonces h es de la forma h = k0g para algún

elemento k0 ∈ 〈K〉, por lo que

〈K〉h = 〈K〉k0g = 〈Kk0〉g = 〈K〉g

debido a que 〈K〉 es un grupo. Por lo tanto, i) implica ii).

Definición 1.4. Si H ≤ G, entonces el ı́ndice de H en G es el número de

clases laterales derechas de H en G.

Definición 1.5. Un subgrupo N de un grupo G se dice que es normal

en G, denotado por N � G, si para toda g ∈ G, gNg−1 = N . Donde

gNg−1 = {gng−1|n ∈ N}.
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Ejemplo 1.9. Consideremos nuevamente a D4, el grupo de simetŕıas del

cuadrado, donde en expresión ćıclica éste es:

D4 = {(1), (1 4)(2 3), (1 2)(3 4), (2 4), (1 3), (1 4 3 2), (1 3)(2 4), (1 2 3 4)},

y sea

N = {(1), (1 4)(2 3), (1 2)(3 4), (1 3)(2 4)},

el subgrupo de D4 compuesto por la identidad, las dos reflexiones sobre los

ejes que atraviesan a las aristas en su punto medio y la rotación de π.

Verifiquemos que es un subgrupo normal de D4. Es decir, debemos ver que

para cualquier γ ∈ D4, N = γNγ−1.

Por un lado, para todo η ∈ N , η = η−1. Recordemos que además éstos

mismos son elementos de D4. Aśı, se tiene que ηηη−1 = η ∈ N .

Entonces, solo resta calcular que los productos (2 4)η(2 4), (1 3)η(1 3),

(1 4 3 2)η(1 2 3 4) y (1 2 3 4)η(1 4 3 2) representen elementos de N para toda

η ∈ N . Nótemos que para toda γ ∈ D4,

γ−1[(1 4)(2 3)]γ = (1 2)(3 4);

γ−1[(1 2)(3 4)]γ = (1 4)(2 3);

γ−1[(1 3)(2 4)]γ = (1 3)(2 4).

Si N es un subgrupo normal de un grupo G entonces la familia de todas las

clases derechas de N en G forman un grupo denotado por G/N = {Nx|x ∈ G}.

Para Nx,Ny ∈ G/N se define su producto como (Nx)(Ny) = N(xy) ∈ G/N ,

el inverso de cada Nx ∈ G/N es Nx−1 con x−1 ∈ G, por lo que su identidad

es el mismo subgrupo N de G.

Es más, si H ≤ G y el ı́ndice de H en G es 2 (es decir, H tiene dos clases

derechas en G), entonces H �G.
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1.1.4. Grupo de homomorfismos

Un homomorfismo es una función entre dos grupos (G, ∗) y (H, ◦), del tipo

ϕ : G→ H , si para todas a, b ∈ G,

ϕ(a ∗ b) = ϕ(a) ◦ ϕ(b).

Es decir, un homomorfismo es una función entre dos grupos que preserva el

producto de los grupos. Por lo general no es necesario que ϕ sea inyectivo o

suprayectivo.

Ejemplo 1.10. Fijándonos en los ejemplos 1.1, 1.3 y 1.7, consideremos la

inclusión ϕ del grupo de simetŕıas del cuadrado en S4, tal que ϕ(r) = (1 4 3 2),

ϕ(a) = (1 4)(2 3), y ϕ(c) = (2 4), éstos satisfacen que

ϕ(a)ϕ(r) = (1 4)(2 3)(1 4 3 2) = (2 4) = ϕ(c) = ϕ(ar).

Es decir, ϕ es un homomorfismo del grupo de simetŕıas del cuadrado en S4.

Algunas propiedades del comportamiento de los homomorfismos, se

muestran a continuación.

Proposición 1.1. Sean ϕ : G→ H y ψ : H → K homomorfismos de grupos.

Entonces

(i) la composición ψ ◦ ϕ : G→ K es también un homomorfismo,

(ii) ϕ(eG) = eH , y para cada g ∈ G, ϕ(g−1) = (ϕ(g))−1,

(iii) para cada subgrupo A ⊆ G, ϕ(A) es un subgrupo de H, aśı como para

cada subgrupo B ⊆ H,

ϕ−1(B) = {g ∈ G|ϕ(g) ∈ B}

es un subgrupo de G.
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Demostración. ...

(i) Consideremos a, b ∈ G. Entonces ϕ(a b) = ϕ(a) ϕ(b), y ϕ(a), ϕ(b) ∈

H . Como ψ es también un homomorfismo, entonces ψ[ϕ(a) ϕ(b)] =

ψ[ϕ(a)] ψ[ϕ(b)] Por lo tanto,

ψ ◦ ϕ(a b) =ψ[ϕ(a b)]

=ψ[ϕ(a) ϕ(b)]

=[ψ ◦ ϕ(a)][ψ ◦ ϕ(b)].

(ii) Es evidente que para cualquier elemento g ∈ G,

ϕ(eG)ϕ(g) = ϕ(eGg) = ϕ(g).

Dado que el elemento identidad de un grupo es único, se sigue que

ϕ(eG) = eH . Del mismo modo, para cualquier g ∈ G,

ϕ(g−1)ϕ(g) = ϕ(g−1g) = ϕ(eG) = eH .

(iii) Sea A ⊂ G, veamos que ϕ(A) es cerrado bajo el producto e inversos. Por

definición, para cada h ∈ ϕ(A), hay una a ∈ A tal que ϕ(a) = h. Por el

inciso (ii) tenemos que h−1 = (ϕ(a))−1 = ϕ(a−1) ∈ ϕ(A).

Consideremos h1, h2 ∈ ϕ(A) tales que hi = ϕ(ai) para i = 1, 2. Entonces

h1h
−1
2 = ϕ(a1)ϕ(a−1

2 ) = ϕ(a1a
−1
2 ) ∈ ϕ(A),

ya que a1a
−1
2 ∈ A. Por lo tanto, ϕ(A) es subgrupo de H .

La prueba de que para cada subgrupo B ⊆ H ,

ϕ−1(B) = {g ∈ G|ϕ(g) ∈ B}

es un subgrupo de G, es un procedimiento análogo.

Un homomorfismo biyectivo es llamado isomorfismo. Se dice que G y H

son isomorfos, denotado por G ∼= H , si existe un isomorfismo entre ellos.

Definición 1.6. Si en un grupo G se define un isomorfismo de G en śı mismo,

entonces a éste se le conoce como un automorfismo del grupo G. El conjunto

de todos los automorfismos de un grupo G es denotado por Aut(G) y a su vez

un grupo.
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1.1.5. Productos directo y semidirecto

Dados dos grupos A y B es posible crear un grupo apartir de ellos. La forma

más simple es mediante una iteración definida por el producto cartesiano de

éstos. Al grupo resultante se le conoce como el producto directo de dos grupos.

Como conjunto, el producto cartesiano de dos grupos A y B es el producto

A×B = {(a, b)|a ∈ A, b ∈ B}.

La operación entre dos elementos de este conjunto se define como

(a, b)(a′, b′) = (aa′, bb′).

El elemento identidad de éste queda representado bajo e = (eA, eB), y el in-

verso del elemento (a, b) es (a−1, b−1).

Ejemplo 1.11. Supongamos que A y B son los grupos de permutaciones de

n y p elementos, con n 6= p. Es decir, A = Sn y B = Sp, con n 6= p.

Consideremos las parejas de permutaciones del tipo (σ, τ), donde σ ∈ A y

τ ∈ B. Dos parejas (σ, τ) y (σ′, τ ′) se componen por separado componiendo

los a ∈ A y los b ∈ B: (σ′, τ ′)(σ, τ) = (σ′σ, τ ′τ). Por tanto, el grupo de per-

mutaciones creado por estas parejas es el producto directo A× B = Sn × Sp.

Sin embargo, para que el producto directo de dos grupos resulte un grupo

éstos deberán cumplir la siguiente proposición. (Su demostración se puede ser

revisada en libros de teoŕıa de grupos como [19].)

Proposición 1.2. Sea G un grupo con M y N subgrupos normales de G. Si

M ∩N = {e} y MN = G. Entonces G ∼= M ×N .

Para generalizar la proposición anterior, supongamos que el grupo G tiene

un subgrupo H y un subgrupo normal N (H ≤ G, N �G), tales que como en

la proposición anterior G = NH y N ∩ A = {e}.

Para x, y ∈ G, x = n1h1 y y = n2h2, el producto xy ∈ G lo podemos

reescribir de la manera siguiente

xy = n1h1n2h2 = n1h1n2h
−1
1 · h1h2
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donde n1h1n2h
−1
1 = n′ ∈ N ya que N �G y h1h2 = h′ ∈ H .

Para cualquier h ∈ H , como N es un subgrupo normal en G, la conjugación

por h manda a N en śı mismo, induciéndose aśı un automorfismo ϕh : N → N

que actua en los elementos de N como ϕh(n) = hnh−1. Aśı, se define el

automorfismo ϕ : H → Aut(N), donde ϕ(h) = ϕh.

Definamos la siguiente operación binaria de N ×H como

(n1, h1)(n2, h2) = (n′, h′)

= (n1h1n2h
−1
1 , h1h2)

= (n1ϕ
h1(n2), h1h2),

que le dará una estructura de grupo, donde la identidad es el elemento

e = (eH , eH) y el inverso de cualquier elemento (n, h) es de la forma (n, h)−1 =

(ϕh
−1

(n−1), h−1). Este grupo recibe el nombre de producto semidirecto de H

por N correspontiente al homomorfismo de conjugación ϕ : H → Aut(N) y

queda denotado por

G = N ⋊ϕ H.

Concluyendo entonces, el siguiente resultado.

Teorema 1.5. Sea G un grupo. Si N y H son subgrupos de G con N � G,

tales que G = NH y H ∩ N = {e}. Entonces hay un homomorfismo

ϕ : H → Aut(N), tal que G es isomorfo al producto semidirecto N ⋊ϕ H.

Demostración. Nótese que si G = NH y H ∩ N = {e}, entonces toda g ∈ G

se puede escribir de manera única como g = nh para alguna n ∈ N y h ∈ H .

Consideremos el homomorfismo ϕ : H → Aut(N) donde ϕ es como

antes, es decir, manda a cada h ∈ H a un automorfismo de N definido por:

ϕh(n) = hnh−1 para toda n ∈ N . Entonces, para n1, n2 ∈ N y h1, h2 ∈ H el

producto de dos elementos en N ⋊ϕ H se define como

(n1, h1)(n2, h2) = (n1(n2)ϕ
h1(n2), h1h2).

Ahora, definamos la función φ : N ⋊ϕ H → G como

(n, h)
φ
−→ nh.
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De tal manera que

φ[(n1, h1)(n2, h2)] = φ(n1ϕ
h1(n2), h1h2) = [n1ϕ

h1(n2)][h1h2]

= n1h1n2(h−1
1 h1)h2

= (n1h1)(n2h2) = φ(n1, h1)φ(n2, h2),

es un homomorfismo suprayectivo bien definido.

Para ver que φ es inyectivo, veamos que

φ(eN , eH) = eNeH = eG,

siendo ésta la única manera de expresar a e ∈ G, ya que en G hay un único

elemento identidad.

Por lo tanto, φ es un isomorfismo entre N ⋊ϕ H y G.

Ejemplo 1.12. Consideremos el grupo diédrico Dn de orden 2n. El subgrupo

formado por todas rotaciones con centro de rotación en el centro del n-ágono

forman un grupo N de ı́ndice 2 en Dn, éste es un subgrupo ćıclico y de orden

n generado por la rotación r = 2π/n. Sea H el subgrupo de Dn de orden 2

generado por una reflexión j del grupo.

Es posible ver que se cumplen las hipótesis del teorema 1.5, es decir,

Dn = NH y que N ∩H = {e} con H un subgrupo no normal en Dn. Ya que

el elemento j de H no conmuta con N y sólo se da la relación jr = r−1j, que

se puede ver como jrj−1 = r−1, que define al homomorfismo ϕ : H → Aut(N)

como ϕ(j) = ϕj y por ende, Dn
∼= N ⋊ϕ H .

Obsérvese que ϕh(n) = hnh−1 deja fijo a toda n ∈ N sólo si ϕ es el ho-

momorfismo identidad. En tal caso, correspondeŕıa decir que H tambien es

normal en G. Reduciéndose aśı al producto directo como un caso particular

del producto semidirecto.

Definición 1.7. Sean G un grupo y X un conjunto. Diremos que la acción

de G en el conjunto X es de la forma G×X → X, donde la imagen de (g, x)

la denotaremos por gx y tal acción cumple que
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(i) ex = x para todo x ∈ X,

(ii) (g1g2)x = g1(g2x) para todas g1, g2 ∈ G y x ∈ X.

Dado G un grupo y X un conjunto, para cada x ∈ X, se define al conjunto

Gx = {g ∈ G|xg = x} ≤ G,

como el estabilizador de x en G. El estabilizador de un conjunto X en un

grupo G es el conjunto de todos los elementos de G que dejan invariantes a

los elementos de X.

Sea H un subgrupo del grupo G, diremos que G actua sobre H por medio

de conjugación si la acción G × H → H manda a (g, h) 7→ ghg−1, para toda

g ∈ G y h ∈ H .

Definición 1.8. Si la acción de un grupo G sobre sus subgrupos es por medio

de la conjugación. Entonces, para cada H ≤ G, al estabilizador de H en G (es

decir, aquel que deja a los elementos de H invariantes bajo conjugación), se le

conoce como el normalizador de H en G. Descrito por

NG(H) = {g ∈ G|gHg−1 = H}

Entonces NG(H) ≤ G y H �NG(H).

En particular, si NG(H) = G, entonces H �G.

1.2. Teoŕıa de Gráficas

En esta sección se introducirá terminoloǵıa básica de teoŕıa de gráficas

que será usada tanto en el siguiente caṕıtulo como en el resto del texto. En

particular definiremos los grupos de automorfismos de un gráfica, concepto

importante para el caṕıtulo 6.
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1.2.1. Definiciones

Una gráfica G consiste de un conjunto y no vaćıo V (G) de vértices junto

con un conjunto E(G) de parejas no ordenadas de vértices llamadas aristas

de G. Si {u v} = e es una arista en E(G), para u, v ∈ V (G), diremos que u

y v son vértices adyacentes, y que u y v son incidentes en e. (En caso de que

V (G) = ∅ y por tanto E(G) también, entonces se dice que G es una gráfica

vaćıa).

También diremos que dos aristas del tipo {v u} y {v w}, u 6= w, son

adyacentes si comparten uno de sus vértices, v. El grado, δ(v), de un vértice

v es el número de aristas con las cuales v es incidente. Equivalentemente, δ(v)

es el número de vértices con los cuales v es adyacente, es decir,

δ(v) = |{u ∈ V (G)|{u v} ∈ E(G)}|.

Decimos que G es regular de grado r o r-regular si para cada vértice v

de G se tiene que δ(v) = r. A los vértices de G que son adyacentes a

u ∈ V (G), se les conoce como los vecinos de u. Éstos describen al conjun-

to N(u) = {v ∈ V (G)|{u v} ∈ E(G)}, que recibe el nombre de vecindad de u

Si los vértices de G están etiquetados, se dice que G es un gráfica etiquetada.

En esta tesis trabajaremos sólamente con gráficas sin aristas múltiples (con-

juntos de dos o más aristas que conectan al mismo par de vértices), ni lazos

(aristas que conectan a un vértice con el mismo). A este tipo de gráficas se les

conoce con el nombre de gráficas simples.

Ejemplo 1.13. Sea G una gráfica definida por:

V (G) = {v1, v2, v3, v4}

E(G) = {{v1 v2}, {v2 v3}, {v3 v1}, {v1 v4}}

Entonces G podrá ser representada por cualquiera de los dibujos en la Figura

1.3.
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Figura 1.3: Representaciones de la gráfica G

Las cardinalidades |V (G)| y |E(G)| denotarán el orden y el tamaño de la

gráfica respectivamente y por lo general si |V (G)| = p y |E(G)| = q, diremos

que G es una (p, q)-gráfica.

Una gráfica H es una subgráfica de G si V (H) ⊆ V (G) y E(H) ⊆ E(G). Si

V (G) = V (H) y E(H) ⊆ E(G), entonces H es una subgráfica generadora de

G. Para cualquier ∅ 6= S ⊆ V (G), la subgráfica con todas las aristas de E(G)

que hacen adyacentes a los vértices en S es llamada subgráfica inducida de G.

Para v ∈ V (G) y |V (G)| ≥ 2, G− v dentorá a la subgráfica cuyo conjunto

de vértices es V (G) − {v} y cuyas aristas son todas las de G que no inciden

en v. Para e ∈ E(G), V (G− e) = V (G) y E(G− e) = E(G) − e.

Si G y K son dos gráficas, la unión de G y K, denotada por G ∪ K,

es la gráfica con conjunto de vértices V (G) ∪ V (K) y conjunto de aristas

E(G) ∪E(K).

Nota: Para esta tesis, trabajaremos con gráficas G y K, cuyos vértices

estaran etiquetados de tal manera que V (G) = V (K) pero E(G) podrá ser

distinto de E(K). La unión G ∪K se definirá identificando los elementos cor-

respondientes de V (G) y V (K) combinando las adyacencias determinadas por

E(G) y E(K).

Diremos que F ⊆ E(G) es independiente si para cualesquiera f1, f2 ∈ F ,

f1 no es adyacente a f2. (El conjunto formado por una única arista es

independiente.) Un apareamiento M es un conjunto independiente de aristas.
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Un camino en una gráfica G es una sucesión de vértices (v0, v1, . . . , vn) = C

donde vi ∈ V (G), i ∈ {0, 1, . . . , n} y {vi vi+1} ∈ E(G), i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}; n

representa la longitud del camino. Si v0 = vn, se dice que el camino es cerrado.

Si en el camino no se repiten vértices, entonces a este camino se le conoce

como trayectoria y la denotaremos por Tn. Un ciclo es un camino cerrado tal

que sólo v0 = vn, con n ≥ 3 vértices diferentes, denotado por Cn.

Si G es una gráfica tal que para cualesquiera u, v ∈ V (G) se tiene que

{u v} ∈ E(G) entonces llamaremos a G una gráfica completa y se deno-

tará como Kp donde p es el orden de G. K1 representa a la gráfica conocida

como gráfica trivial.

Una gráfica G bipartita es aquella cuyo conjunto de vértices es partido en

dos conjuntos X y Y ajenos, de tal manera que cada arista de G tiene uno de

sus extremos en X y el otro en Y . Si todos los vértices de X son adyacentes

a todos los de Y y si |X| = m y |Y | = n, entonces diremos que G es una

gráfica bipartita completa y la denotaremos por Km,n. Un caso particular de

esta última, es la K1,n la gráfica estrellada con (n + 1) vértices y n aristas

(figura 1.7).

Una gráfica G es conexa si para cualquier pareja u, v ∈ V (G) existe una

trayectoria en G que conecta a u con v. Una componente de G es una sub-

gráfica conexa máxima (por contención) de G.

Dadas dos gráficas G1 y G2 se dice que son iguales si V (G1) = V (G2) y

E(G1) = E(G2). Aśı mismo, diremos que son isomorfas (G1
∼= G2) si existe

una función ϕ : V (G1) → V (G2) biyectiva, tal que ϕ preserva la adyacencia.

Esto es, {u v} ∈ E(G1) si y sólo si {ϕ(u) ϕ(v)} ∈ E(G2); tal función es un

isomorfismo de gráficas.

Sea K un conjunto de aristas de la gráfica G. Al aplicar un isomorfismo ϕ

sobre la gráfica, el conjunto K se ve modificado de la siguiente manera

ϕ(K) = {{ϕ(i) ϕ(j)}|{i j} ∈ K}.
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1.2.2. Grupo de Automorfismos de la gráfica

Cada gráfica tiene asociado un grupo, conocido como el grupo de

automorfismos o de simetŕıas de la gráfica.

Un automorfismo de una gráfica G es un isomorfismo de la gráfica en si

misma, es decir, a cada vértice v ∈ V (G) lo manda a un vértice w ∈ V (G),

preservando su adyacencia. El conjunto de todos los automorfismos de G for-

man un subgrupo del grupo de permutaciones en SV (G), Γ(G), que correspon-

den a las permutaciones del conjunto V (G); a éste, se le conoce como el grupo

de automorfismos de G.

Obsérvese que un automorfismo de G, además de ser una permutación de

V (G), también induce una permutación de E(G) de una manera simple.

Ejemplo 1.14. Sea G la gráfica de la figura 1.4 y Γ(G) su grupo de

automorf́ısmos.

Figura 1.4: Gráfica G
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Los elementos de Γ(G) son:

• ϕ0(0) = 0, ya que cualquier vértice v 6= 0 en V (G), δG(v) 6= δG(0) = 5.

• ϕ⋆ que permuta al conjunto {1, 2, 3, 4, 5}, ya que estos vértices son los

únicos en V (G) que tienen grado tres y son vecinos de uno de grado cinco. Es

decir, para cada 1 ≤ i ≤ 5 ϕ⋆(ai) = aj y ϕ⋆(bi) = bj , o bien ϕ⋆(ai) = bj y

ϕ⋆(bi) = aj para toda j 6= i.

A la gráfica G cuyo único automorfismo es la permutación identidad sobre

V (G), es decir el trivial, se le conoce como una gráfica idéntica. Un ejemplo

de este tipo de gráfica es el siguiente (figura 1.5)

Figura 1.5: Ejemplo de gráfica idéntica.

Otros ejemplos del grupo de automorfismos de gráficas, que de hecho

servirán de herramienta para la solución de uno de los teoremas principales de

ésta tesis, son los siguientes.

Ejemplo 1.15. Sea G = Tn la trayectoria de longitud n (con n aristas y

n + 1 vértices). Por definición de trayectoria, todos los vértices, excepto los

Figura 1.6: Trayectoria Tn de longitud n.

extremos (o vértices terminales), de la gráfica tienen grado 2. De tal manera

que el único automorfismo ϕ ∈ Γ(Tn), distinto de la identidad, que tiene esta
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gráfica es el automorfismo que intercambia a cada arista con la que está en

posición simétrica (respecto al centro) con ella.

En caso de que n sea impar [par ], entonces tendremos una arista e ∈ E(G)

[un vértice v ∈ V (G)] central, tal que ϕ(e) = e [ϕ(ei) = ej donde ej es la arista

en posición simétrica con ei]. Por lo que podemos concluir que Γ(Tn) ∼= Z2.

Por último,

Ejemplo 1.16. Sea G = K1,n la gráfica estrellada de n aristas, todas

incidentes en un mismo vértice (todas comparten un vértice).

Figura 1.7: Gráfica estrella K1,n con n aristas.

En este caso, dado que todas las aristas tienen grado 1 en uno de sus ex-

tremos y n en el otro, el grupo de automorfismos de esta gráfica estará definido

mediante cualquier permutación de las n aristas. Siendo aśı, Γ(K1,n) ∼= Sn.



Caṕıtulo 2

Gráficas de Cayley

En este caṕıtulo estudiaremos una familia de gráficas conocida como gráfi-

cas coloreadas de Cayley asociada a los grupos simétricos, herramientra pri-

mordial para definir al graficaedro. Además de dar su definición, también ver-

emos sus grupos de automorfismos y ejemplos relevantes para la comprensión

de la construcción del graficaedro.

2.1. Definición

Sea G un grupo y X = {x1, x2, . . . , xk} ⊆ G un conjunto de G, que no

incluye a la identidad e pero es tal que para cada x ∈ X, tenemos que x−1 ∈ X.

Describiremos a la gráfica coloreada de Cayley de G, denotada por G(G,X)

como aquella gráfica cuyos vértices son los elementos de G y dos vértices v y w

en G(G,X) determinan una arista de G(G,X) si y sólo si w = xiv con xi ∈ X.

Es decir, por cada elemento xi ∈ X asignaremos un color, digamos el color i,

a la arista {v w}.

En particular, en este trabajo el conjunto X es tal que para cualquier x ∈ X

se tiene que x2 = e.

A continuación, se construirán en espećıfico unas gráficas de Cayley, que

serán útilizadas a lo largo de la tesis, a las que nos referiremos simplemente

por gráficas de Cayley.

31
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Sea G una (p, q)-gráfica simple con V (G) := {1, . . . , p} su conjunto de

vértices y E(G) := {e1, . . . , eq} el de aristas, donde p ≥ 1 y q ≥ 0 (si q = 0,

entonces E(G) = ∅).

Para cada e = {i j} arista de G, definamos τe := (i j) ∈ SV (G). Es decir,

τe es el elemento del grupo de permutaciones de los vértices de G que mueve

exactamente a los vértices de la arista e. Nótese que en general τe no va a ser

un automorfismo de G. El conjunto de las transposiciones determinadas por

todas las aristas de G se denotará por

TG := {τe1 , . . . , τeq
}.

Equivalentemente, dado K ⊆ E(G) definiremos a TK := {τe|e ∈ K}.

Nótese que si K 6= ∅, TK es un subconjunto del grupo de permutaciones

de los vértices de G, al cual no pertenece la identidad pero si es cerrado bajo

inversa, ya que el inverso de una trasposición es ella misma.

Si G es una gráfica no vaćıa, (|V (G)| = p) entonces definimos la gráfica

de Cayley asociada a G, G(Sp, TG), como la gráfica cuyos vértices son las

permutaciones de los vértices de G, en la cual, dos permutaciones σ y γ son

adyacentes si y sólo si σ = τei
γ para algún ei ∈ E(G).

Si K = ∅ definimos a G(Sp, TK) como la gráfica vaćıa cuyos vértices son

los elementos del conjunto de permutaciones de los vértices de G.

Ejemplo 2.1. Sea G la trayectoria de longitud dos, definida por

V (G) = {1, 2, 3} y E(G) = {{1 2}, {2 3}} = {e1, e2}

Figura 2.1: Trayectoria T2 de longitud 2.

Aśı, TG = {τe1, τe2} = {(1 2), (2 3)} (subconjunto de S3). Los vértices de

G(S3, TG) son precisamente (1), (1 2), (1 3), (2 3), (1 2 3), (1 3 2) (los elementos
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de S3) y

(1) adyacente a (2 3) ya que (2 3)(1) = (2 3),

(2 3) adyacente a (1 2 3) ya que (1 2)(2 3) = (1 2 3); siguiendo con la sucesión,

(1 2 3) adyacente a (1 3) ya que (2 3)(1 2 3) = (1 3), y

(1 2)(1 3) = (1 3 2), (1 3)(1 3 2) = (1 2) y (1 2)(1 2) = (1).

Note que las subgráficas generadoras de G, Ge1 y Ge2, que tienen

sólo a la arista e1 y a la arista e2, respectivamente, inducen conjuntos

ajenos en G(S3, TG). Es decir, si pintamos a e1 de color azul, asignando

el color azul a τe1 = (1 2) entonces, la operación σ = τe1γ induciŕıa

la subgráfica pintada de azul de G, es decir, la formada por las aristas

{{(2 3) (1 2 3)}, {(1 3) (1 3 2)}, {(1 2) (1)}}. De manera análoga, si pintamos

a la arista e2 de color rojo, asignando el color rojo a τe2 = (2 3) entonces, la

operación σ = τe2γ induciŕıa la subgráfica roja de G, es decir, la formada por

las aristas {{(1) (2 3)}, {(1 2 3) (1 3)}, {(1 3 2) (1 2)}}, donde σ, γ ∈ S3.

Resultando la gráfica:

Figura 2.2: Gráfica de Cayley G(S3,TG).

Dado que G(Sp, TK) queda determinada en forma única por la estructura

de la gráfica (base) G, en adelante denotaremos a G(Sp, TK) simplemente por

G(G).

Los siguientes resultados tienen como objetivo describir algunas propiedades

de G(G)
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Lema 2.1. Sea G una (p, q)−gráfica. G es conexa si y sólamente si TG genera

a Sp.

Demostración. Sabemos que toda permutación es producto de transposiciones

(teorema 1.1) y que TG se define por las transposiciones determinadas por las

aristas de G (no necesariamente contiene a todas las transposiciones en Sp).

Entonces, supongamos que G es una gráfica conexa y veamos que TG genera a

Sp; es decir, basta probar que cualquier transposición en Sp puede expresarse

como producto de transposiciones de vértices adyacentes.

Sea τ ∈ Sp una transposición de la forma τ = (i j). Supongamos que {i j}

no es un elemento en E(G) (ya que de otra forma, si {i j} ∈ E(G) entonces se

conculiŕıa la demostración). Recordemos que G es una gráfica conexa si y sólo

si para todos u, v ∈ V (G), existe una trayectoria en G que conecte a u con v;

con esta idea, consideremos una trayectoria en G que comience en el vértice

i y termine en el j definida, digamos, por la suceción de vértices adyacentes:

i = v1, v2, . . . , vs = j.

De tal manera que τ se puede representar como

(i j) = (v1 vs) = (v1 v2)(v2 v3) · · · (vs−1 vs)(vs−1 vs−2) · · · (v3 v2)(v2 v1),

un producto de transposiciones definidas por vértices adyacentes. Aśı, hemos

probado que TG genera a Sp.

Ahora, supongamos que TG genera a Sp. Para probar que G es una gráfica

conexa, basta encontrar que para cualesquiera u, v ∈ V (G) podemos encontrar

una (u, v)-trayectoria en G.

Sea σ ∈ Sp, recordemos que si σ es un r−ćıclo, entonces por el teorema 1.1

σ = (x1 x2 . . . xr) = (x1 xr) (x1 xr−1) . . . (x1 x2).

Por otro lado, como TG genera a Sp, toda permutación en Sp se puede

representar como producto de transposiciones de TG. En particular, para cada

(x1 xn) con 1 ≤ n ≤ r

(x1 xn) = (v1 v2)(v2 v3) · · · (vs−1 vs)(vs−1 vs−2) · · · (v3 v2)(v2 v1)

donde v1, v2, . . . , vs es una sucesión de vértices adyacentes en G; por lo que

(x1 xn) define una (v1, vs)-trayectoria de G. Luego,

(x1 xn+1) = (w1 w2)(w2 w3) · · · (wk−1 wk)(wk−1 wk−2) · · · (w3 w2)(w2 w1),
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nótese que si v1 = wi, para algún 1 ≤ i ≤ k, entonces se tiene que

{v1 wi−1} ∈ E(G) y ésta es adyacente a {v1 v2} ∈ E(G), generando aśı una

(wi, vr)trayectoria en G. Sin embargo, veamos que si v1 6= wi para toda

1 ≤ i ≤ k, se sigue que v1 = uj donde uj ∈ V (G) pertenece a una sucesión

de vértices adyacentes en G definida por (x1 xn−m) con 1 ≤ m ≤ s − m

definiendose {v1 uj} ∈ E(G) y por consiguiente una (uj, vr)−trayectoria en G.

Aśı, el producto (x1 xr) (x1 xr−1) . . . (x1 x2), desarrollado como producto

de transposiciones de TG, define una unión de trayectorias enG tal que cada dos

comparten al menos un vértice de G. Creando de esta manera, una trayectoria

entre cualesquiera dos vértices u, v ∈ V (G) de G, razón necesaria y suficiente

para ver que G es un gráfica conexa.

Nota: Del lema anterior se sigue que la gráfica G es conexa si y sólo si

G(G) es conexa.

Denotaremos por

TG := 〈τe1 , . . . , τeq
〉

al subgrupo de Sp generado por TG. Entonces, por el lema anterior cuando G

es conexa TG = Sp.

Con los lemas que se presentan a continuación, se enunciarán propiedades

básicas de las gráficas de Cayley G(H) asociadas a las subgráficas generadoras

H de G.

Lema 2.2. Sea G una (p, q)gráfica conexa y sea H una subgráfica de G.

Entonces H es una subgráfica generadora de G si y sólo si G(H) es subgráfica

generadora de G(G).

Demostración. Sea H una subgráfica generadora de G. Entonces se tiene

que V (H) = V (G) y además E(H) ⊆ E(G). De la primera se sigue que

V (G(H)) = Sp = V (G(G)).

Ahora, sean σ y γ dos permutaciones adyacentes en G(H). Es decir, existe

τ = (i j) ∈ Sp tal que σ = τγ, con i y j son dos vértices adyacentes en H .

Como H es subgráfica generadora de G, entonces i y j son también vértices
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adyacentes en G, lo cual implica que σ y γ son adyacentes en G(G). Aśı,

E(G(H)) ⊆ E(G(G)) y como además V (G(H)) = V (G(G)). Podemos concluir

que G(H) es subgráfica generadora de G(G).

Por otro lado, supongamos que G(H) es subgráfica generadora de G(G).

Entonces, V (G(H)) = V (G(G)) y E(G(H)) ⊆ E(G(G)). Tanto V (G(H)) como

V (G(G)), corresponden al conjunto de permutaciones de los vértices de H y

G respectivamente. Entonces |V (G)| = |V (H)| y porlo tanto V (H) = V (G).

Ahora bien, para concluir, falta ver que E(H) ⊆ E(G). Para ésto

consideremos dos vértices adyacentes i y j en H , éstos determinan que

cualesquiera dos vértices σ y γ de G(H) son adyacentes, de σ = (i j)γ. Pero

la contención E(G(H)) ⊆ E(G(G)), implica que i y j también son adyacentes

en G. Por lo tanto, E(H) ⊆ E(G).

En general, conforme a la definición de la unión de gráficas dada en la

sección anterior, dadas dos gráficas G y H , G(G) ∪ G(H) es la gráfica cuyo

conjunto de vértices es V (G(G)∪G(H)) = V (G(G))∪V (G(H)) = SV (G)∪SV (H)

y cuyo conjunto de aristas es E(G(G) ∪ G(H)) = E(G(G)) ∪ E(G(H)). Ob-

servemos que si V (G) = V (H), entonces SV (G) = SV (H) (es decir, en la unión

se están identificando vértices iguales). De igual forma, si una misma arista

pertenece tanto a G(G) como a G(H), en la unión dicha arista aparece una

sola vez.

Ejemplo 2.2. Consideremos a G = T2 la trayectoria descrita en el ejemplo 2.1,

y a H = Ge1 la subgráfica generadora tal que E(H) = {e1}. Aśı, G(G) corre-

spondeŕıa a un hexágono y G(H) seŕıa una gráfica descrita por el apareamiento

de las aristas azules del hexágono.

Lema 2.3. Si G es una (p, q)-gráfica con q ≥ 2 entonces G(G) = ∪G(GK) con

GK subgráfica generadora propia de G.

Demostración. Por el lema 2.2, para toda GK subgráfica generadora propia de

G, su gráfica de Cayley G(GK) es una subgráfica generadora de G(G). Lo que

implica que toda gráfica G(GK) está contenida en G(G) y por ende la unión

de ellas también. Es decir ∪G(GK) ⊆ G(G).
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Para probar la otra contención, recordemos que por ser G(GK) subgráfica

generadora de G(G), entonces V (G(G)) = V (G(GK)) = V (∪G(GK)). Aśı que

sólo falta ver que cualquier arista de G(G) es arista de ∪G(GK).

Consideremos ahora a σ, γ ∈ V (G(G)) adyacentes, de tal forma que σ = τeγ

para alguna e ∈ E(G). En particular como q ≥ 2, a G{e} es una subgráfica

generadora propia de G, tal que σ y γ son adyacentes en G(G{e}). Por lo tanto,

σ y γ son adyacentes en ∪G(GK). Concluyendo aśı que G(G) ⊆ ∪G(GK).

Nóte que en el lema anterior, fue necesario pedir que q ≥ 2 dado que este

resultado es falso si G tiene tamaño 1 o 0, debido a que en esos casos, las

subgráficas generadoras propias de G son vaćıas o inexistentes.

Ejemplo 2.3. Consideremos nuevamente la trayectoria de longitud dos en la

figura 2.1, y las subgráficas generadoras propias Ge1 y Ge2 de ésta:

Figura 2.3: Subgráficas generadoras propias Ge1 y Ge2 de T2.

Por la proposición anterior, se tiene que G(G) = G(Ge1) ∪G(Ge2), como se

puede ver a continuación:

Figura 2.4: G(G) = G(Ge1) ∪ G(Ge2).
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Veamos ahora que dadas dos gráficas isomorfas, sus correspondientes

gràficas de Cayley son isomorfos. Es decir,

Lema 2.4. Si G y H son dos (p, q)-gráficas isomorfas entonces G(G) y G(H)

son gráficas isomorfas.

Demostración. Sean G y H dos (p, q)-gráficas isomorfas, entonces existe un

isomorfismo φ : V (G) → V (H) de manera tal que si {u v} es una arista de G,

{φ(u) φ(v)} es una arista en H .

Sea Φ : V (G(G)) → V (G(H)), dado por Φ(σ) = φσφ−1 para cada

σ ∈ Sp = V (G(G)).

Es fácil ver que Φ esta bien definida. Si tenemos que σ = γ ∈ Sp, como

φ, σ y γ son funciones biyectivas, entonces

Φ(σ) = φσφ−1 = φγφ−1 = Φ(γ).

Resultando que Φ(σ) y Φ(γ) son elementos de Sp.

Para mostrar que Φ es inyectiva. Consideremos σ 6= γ, permutaciones de

los vértices de G, entonces existe un v ∈ V (G) tal que σ(v) 6= γ(v). Lo que

implica que φ(σ(v)) 6= φ(γ(v)). Pero

φ(σ(v)) = φσφ−1(φ(v)) y φ(γ(v)) = φγφ−1(φ(v)).

Por lo tanto, existe un elemento φ(v) tal que su imagen bajo Φ(σ) y Φ(γ)

es diferente. Concluyendo aśı que Φ(σ) 6= Φ(γ) con lo que hemos probado la

inyectividad.

Por otro lado, para la suprayectividad. Sea σ′ ∈ V (G(H)) y definamos

σ := φ−1σ′φ ∈ Sp, entonces

Φ(σ) = Φ(φ−1σ′φ) = φ(φ−1σ′φ)φ−1 = σ′.

Por último, falta ver que en efecto preserva adyacencias. Sean σ y γ dos

permutaciones adyacentes en G(G), por definición existe τ = (i j) tal que

σ = τγ, con i y j vértices adyacentes en G. Entonces,

Φ(σ) = Φ(τγ) =φ(τγ)φ−1

=(φτφ−1)(φγφ−1)

=Φ(τ)Φ(γ)
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Obteniendo que Φ(σ) = Φ(τ)Φ(γ). Donde Φ(τ) es simplemente la transposi-

ción conjugada a τ bajo el isomorfismo φ, definida por la arista {φ(i) φ(j)} ∈

E(H). Es decir, Φ(σ) y Φ(γ) son dos permutaciones adyacentes en G(H). Por

lo tanto, Φ define un isomorfismo entre las gráficas G(G) y G(H).

Consideremos el siguiente ejemplo importante.

Ejemplo 2.4. Sea G la trayectoria de longitud tres definida por V (G) =

{1, 2, 3, 4} y las aristas e1 = {1 2}, e2 = {2 3}, e3 = {3 4} ∈ E(G).

Consideremos las subgráficas generadoras: G∅, Ge1, Ge2 Ge1,e3.

Figura 2.5: Arriba: T3. Abajo: G∅, Ge1 , Ge2 Ge1,e3.

Las gráficas de Cayley para cada una son:
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Figura 2.6: Gráficas de Cayley de las subgráficas G∅, Ge1 , Ge2 respectivamente.

Obsérvese que en general, cada vértice de G(G) es adyacente a tantos

vértices como aristas tenga G, por lo que si G es una gráfica de tamaño q,

G(G) es un gráfica q-regular.
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2.2. Automorfismos de la gráfica de Cayley

En esta sección estudiaremos el grupo de automorfismos Γ(G(G)) de cada

gráfica de Cayley G(G). Demostrando el siguiente teorema.

Teorema 2.1. Los grupos Sp y Γ(G) actuan como automorfismos de la gráfica

G(G).

Demostración. Recuerde que un automorfismo de una gráfica G es un

isomorfismo de la gráfica en śı misma, que preserva adyacencia.

Sea α ∈ Sp y a partir de ella definamos el homomorfismo ψα : G(G) → G(G)

de tal manera que para cada σ ∈ V (G(G))

ψα(σ) = σα,

a lo que se le conoce como acción “multiplicación por la derecha”. Notemos

primero que ψα está bien definido; σ, γ ∈ V (G(G)) son adyacentes en G(G) si

y sólo si σ = τei
γ para algun ei ∈ E(G). Entonces,

ψα(σ) = σα = (τei
γ)α = τei

(γα) = τei
ψα(γ)

lo que indica que ψα preserva la adyacencia entre las imágenes de dos vértices

adyacentes. Además, vease que ψα es biyectivo, ya que estas es una acción de

α en Sp.

Demostrando que cada elemento de Sp define un único automorfismo de la

gráfica G(G), que intercambia componentes de G(G) definidas por el mismo

conjunto de aristas en la gráfica G; modificando las etiquetas de dos vértices

adyacentes σ y γ, por sus respectivas imágenes σα y γα, vértices adyacentes

en otra componente definida por un mismo conjunto de aristas de G.

Sea {ψα}α∈Sp
el conjunto de todos los automorfismos definidos de ésta

manera. Note que las siguientes afirmaciones son ciertas para cada σ ∈

V (G(G)).

(i) ψ(1)(σ) = σ,

(ii) ψα ◦ ψβ(σ) = ψα(ψβ(σ)) = ψα(σβ) = σβα = ψβα(σ),
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(iii) ψα ◦ ψα−1(σ) = ψα(ψα−1(σ)) = ψα(σα−1) = σα−1α = σ = ψ(1)(σ).

Lo que se conoce como acción del grupo Sp en la gráfica de Cayley G(G).

Lo que implica que {ψα}α∈Sp
forma un grupo. Más aun, la función η : Sp →

{ψα}α∈Sp
, que asocia a cada σ ∈ Sp con su correspondiente función ψσ, es un

isomorfismo de grupos. Es decir, Sp ∼= {ψα}α∈Sp
. En otras palabras

Sp ≤ Γ(G(G)).

Por otro lado, dado un automorfismo ϕ ∈ Γ(G) de la gráfica G, definimos

al homomorfimo ψϕ : G(G) → G(G) de tal manera que actua en cada

σ ∈ V (G(G)) como:

ψϕ(σ) = ϕσ.

la acción “multiplicación por la izquierda”.

A su vez, si σ = τei
γ, entonces

ψϕ(σ) = ϕσ = ϕτei
γ =ϕτei

(ϕ−1ϕ)γ

=(ϕτei
ϕ−1)ϕγ

=τej
ϕγ = τej

ϕ(γ),

con τej
= ϕτei

ϕ−1, donde ej ∈ E(G) es la imagen bajo ϕ de ei ∈ E(G).

Probando aśı, que ψϕ queda bien definido, preservando la adyacencia de las

imágenes ψϕ(σ) y ψϕ(γ) por medio de la transposición conjugada a τei
.

Nota: Dado que Γ(G) es subgrupo de Sp entonces, la acción de sus ele-

mentos sobre los de G(G) queda definida correctamente de manera biyectiva.

De manera análoga al caso de α ∈ Sp, el conjunto {ψϕ}ϕ∈Γ(G) resulta ser

un grupo. Aśı mismo, la función θ : Γ(G) → {ψϕ}ϕ∈Γ(G) que asocia a cada

ρ ∈ Γ(G) con su correspondiente función ψρ es un isomorfismo de grupos. Es

decir, Γ(G) ∼= {ψϕ}ϕ∈Γ(G). Por tanto

Γ(G) ≤ Γ(G(G)).
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Por medio de esto, dado un conjunto de aristas K de la gráfica G y un

automorfismo ϕ de G se define al conjunto Tϕ(K) como:

Tϕ(K) :=

{

∅ K = ∅
{ϕτe1ϕ

−1, . . . , ϕτekϕ
−1} K = {e1, . . . , ek}

Ejemplo 2.5. Sea C3, el ciclo de longitud 3 (izquierda de la figura 2.7), cuyas

aristas son

e1 = {1 2}, e2 = {2 3}, e3 = {3 1}

Entonces, su gráfica de Cayley queda representada como la figura de la derecha,

donde sus vértices son los elementos de S3 y

τe1 = (1 2), τe2 = (2 3), τe3 = (3 1) = (1 3)

Figura 2.7: Ciclo C3, de longitud 3 y G(C3).

Si pintamos las aristas e1, e2, e3 de colores azul, rojo y verde respectiva-

mente. Asignando el color azul a τe1 = (1 2), el rojo a τe2 = (2 3) y el verde a

τe3 = (1 3) entonces, la operación σ = τei
γ con 1 ≤ i ≤ 3 y σ, γ ∈ S3, induciŕıa

trazar de azul las aristas {{(2 3) (1 2 3)}, {(1 3) (1 3 2)}, {(1 2) (1)}}, de rojo

las aristas {{(1) (2 3)}, {(1 2 3) (1 3)}, {(1 3 2) (1 2)}} y de verde las aristas

{{(1 3) (1)}, {(2 3) (1 3 2)}, {(1 2 3) (1 2)}}.

Consideremos el automorfismo ϕ ∈ Γ(C3) de la gráfica C3, que modifica a

la gráfica permutando a los vértices bajo la función (1 2 3) = ϕ como en la

figura 2.8.
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Figura 2.8: C3 (izquierda) ϕ(C3) (derecha).

Éste induce al automorfismo ψϕ de manera tal que para toda σ ∈ S3,

ψ(1 2 3)(σ) = (1 2 3)σ,

y también,

ϕτe1ϕ
−1 = (1 2 3)(1 2)(1 3 2) = (2 3) = τe2,

ϕτe2ϕ
−1 = (1 2 3)(2 3)(1 3 2) = (1 3) = τe3,

ϕτe3ϕ
−1 = (1 2 3)(1 3)(1 3 2) = (1 2) = τe1,

resultando la gráfica:

Figura 2.9: G(C3) (izquierda) ψϕ(G(C3)) (derecha).

En adelante se hará abuso de notación y en lugar de tomar a la función ψ

se considerará simplemente a los elementos α ∈ Sp y ϕ ∈ Γ(G).



Caṕıtulo 3

Politopos abstractos

Dado que el objetivo de la tesis es estudiar una generalización del

permutaedro Πn, politopo n dimensional, en este caṕıtulo se definirán las

propiedades que debe cumplir todo politopo abstracto aśı como su grupo de

automorfismos o simetŕıas, con la finalidad de obtener suficiente herramienta

para caracterizar al graficaedro. (Parte de la información estudiada en este

caṕıtulo se puede hallar en [15] y en [10].)

3.1. Definiciones

Dado un conjunto A, una relación ≤ en A determina un orden parcial si

≤ es reflexiva (a ≤ a), antisimétrica (si a ≤ b y b ≤ a, entonces a = b)

y transitiva (si a ≤ b y b ≤ c, entonces a ≤ c). Dada ésta relación en A,

se dirá que la pareja ordenada (A,≤) es un conjunto parcialmente ordenado

(copo). Si A, además de ser copo, cumple que dados cualesquiera dos elementos

a, b ∈ A son comparables en el orden ≤, es decir, se cumple que a ≤ b o bien

b ≤ a (dicotomı́a), entonces diremos que A es un conjunto totalmente ordenado

(coto).

Un politopo abstracto de rango q, o simplemente un q-politopo, es un copo P

dotado de una función monótona estricta de rango {−1, 0, ..., q}. Los elementos

del copo se llamarán caras de P, o bien, j-caras si su rango es j, por lo general

una j-cara es denotada por Fj . Las caras de rango 0, 1 y q− 1 usualmente son

llamadas vértices, aristas y facetas del politopo P, respectivamente.

45
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Se dice que dos caras F y G de P son incidentes si F ≤ G o G ≤ F .

Además un q−politopo abstracto debe satisfacer las siguientes cuatro

propiedades:

(P1) P consta de una cara mı́nima (de rango −1) y una cara máxima (de rango

q), denotadas por F−1 y Fq, respectivamente (llamadas caras impropias

de P).

(P2) Se define una bandera como una cadena (es decir, un subconjunto de

P totalmente ordenado) maximal que debe tener exactamente q + 2

elementos. Incluyendo las caras F−1 y Fq.

(Nótese que por definición ∅ es una cadena (de longitud -1)). Denotaremos

por B(P) al conjunto de todas las banderas de P. Dos banderas son adyacentes

si difieren en exactamente una cara; son j−adyacentes si tal cara tiene rango

j.

(P3) Cualesquiera dos banderas Φ y Ψ en P, son conectables por medio de

una sucesión de banderas Φ = Φ0,Φ1, ...,Φk = Ψ, tales que cada dos

banderas sucesivas Φi−1 y Φi son adyacentes y Φ ∩ Ψ ⊆ Φi para toda i.

Siendo ésto aśı, se dice que P cumple con la propiedad de ser fuertemente

conexo por banderas.

(P4) Finalmente, se pedirá que P cumpla una condición de homogeneidad

(frecuentemente llamada propiedad diamante), que establece que si F

y G son caras incidentes (F ≤ G) de P, con ran(F ) = j − 1 y

ran(G) = j + 1, entonces existen exactamente dos caras H con ran-

go j tales que F ≤ H ≤ G.

Ejemplo 3.1. El siguiente diagrama (figura 3.1) representa gráficamente los

conceptos anteriores, reflejando al tetraedro como un copo.

Para cualesquiera dos caras F y G de un politopo P tales que F ≤ G, el

conjunto de caras

G/F = {H ∈ P/F ≤ H ≤ G},
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Figura 3.1: Latiz de caras del tetraedro.

es llamado una sección de P. Dado F0, un vértice, entonces la sección Fq/F0

representa a la figura de vértice de F0, donde Fq es la cara máximal de P.

Nótese que toda la sección G/F de un politopo P es a su vez un politopo y

tiene rango ran(G/F ) = ran(G) − ran(F ) − 1.

Sea P un q-politopo y sea Φ una bandera de P. La propiedad diamante nos

dice que para i ∈ {0, . . . , q − 1} existe exactamente una bandera que difiere

de Φ en la i-cara. Tal bandera es llamada la bandera i-adyacente a Φ y se

denota por Φi. Más aún, se define Φi,j = (Φi)j y extendemos la notación por

inducción, es decir Φi0,i1,...,ik = (Φi0,i1,...,ik−1)ik .



48 3.1. DEFINICIONES

Nótese que para

i, j ∈ {0, 1, . . . , q − 1} (Φi)i = Φ,

y si |i− j| > 1 Φi,j = Φj,i.

Denotamos por (Φ)i a la i-cara de la bandera Φ. Nótese que (Φ)i = (Φj)i
si y sólo si i 6= j. Por conveniencia, omitiremos las caras impropias cuando

describimos una bandera (dado que todas las contienen), por lo que una

bandera Φ puede ser denotada por {(Φ)0, (Φ)1, . . . , (Φ)q−1}. Dos i−caras de P,

F y F ′, son adyacentes si existe una bandera Φ tal que (Φ)i = F y (Φi)i = F ′.

Para un q-politopo P, y 0 ≤ k ≤ q − 1, se define el k−esqueleto de P

como un copo que consta de todas las caras propias de P de rango a lo más k

(junto con el orden parcial inducido). Por ejemplo, el 1−esqueleto de P queda

representado por medio de la gráfica de aristas de éste; la cual contiene a todas

las 0-caras de P y dos de ellas son adyacentes si inciden en una misma 1−cara

P.

Si todos los vértices de un q-politopo P son incidentes a exactamente q

aristas, entonces se dice que P es un politopo simple.

Dos politopos P y Q son combinatoriamente equivalentes (P ∼= Q) si hay

un biyección entre sus caras que preserve la incidencia de éstas.

El tipo de politopo al que estamos más familiarizados es el de politopo

convexo. Un subconjunto K del espacio euclideano n-dimensional E
n se llama

convexo si para cualesquiera dos puntos en K, el segmento que los une

está totalmente contenido en K. Definiremos como convS, el casco convexo

de un conjunto S ⊆ E
n, como el convexo más pequeño que contiene a S. De

esta manera el casco convexo de un conjunto finito de puntos da a lugar a la

definición clásica de politopo convexo.

Por ejemplo, los poĺıgonos (n-ágonos) son los politopos convexos dos

dimensionales. Los poliedros, como son: el cubo, el tetraedro, el icosaedro, los

prismas, las pirámides, etcétera, son politopos convexos tres dimensionales.

En general, las 0-caras o vértices de un politopo convexo se definen como

puntos, las 1-caras o aristas se definen como segmentos de ĺınea; de manera

que todos los politopos convexos son en particular politopos abstractos como

los definimos en esta sección.
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Los politopos convexos constituyen una clase muy importante de conjuntos

convexos con un enorme número de aplicaciones y conecciones. Existen varias

conecciones entre estos politopos y las gráficas, una de éstas es el siguiente

teorema de gran importancia y que nos será de gran utilidad en ésta tesis.

Teorema 3.1. Dos politopos simples convexos son combinatoriamente equiva-

lentes si y sólo si sus gráficas (1-esqueletos) son isomorfos. [25]

3.2. Grupo de automorfismos de los politopos

Un automorfismo o simetŕıa ϕ de un politopo abstracto P es una biyección

de P sobre si mismo que manda vértices en vértices, aristas en aristas, j-caras

en j-caras, preservando incidencia. Ésto es, si F ≤ G en P entonces, Fϕ ≤ Gϕ

en P. Por tanto, ϕ manda banderas en banderas. Note que el conjunto de todos

los automorfismos de un politopo P forma un grupo, el grupo de automorfismos

de P, denotado por Γ(P).

Proposición 3.1. Dado P un q-politopo. Consideremos ϕ ∈ Γ(P) y Φ ∈

B(P). Entonces, para toda i = 0, 1, . . . , q − 1,

(Φi)ϕ = (Φϕ)i y (Φ)iϕ = (Φϕ)i. (3.1)

Es decir, los automorfismos de P preservan adyacencia de banderas y las i-

caras de cada bandera van a dar a i-caras bajo ϕ.

Demostración. Consideremos a Φ y Φj , dos banderas j-adyacentes, es decir,

banderas que difieren únicamente en su j-cara. Como lo hicimos notar

anteriormente,

(Φ)i = (Φj)i si y sólo si i 6= j, con i, j ∈ {0, 1, . . . , q − 1}.

Dado que ϕ ∈ Γ(P), un automorfismo del politopo P manda j-caras en j-caras

y preserva la incidencia. Entonces,

(Φ)iϕ = (Φj)iϕ si y sólo si i 6= j.

Obteniendo que las i-caras con i 6= j de Φϕ y Φjϕ son las mismas. Es decir,

(Φ)iϕ = (Φϕ)i = (Φjϕ)i = (Φj)iϕ si i 6= j



50 3.2. GRUPO DE AUTOMORFISMOS DE LOS POLITOPOS

Por otro lado, cuando i = j la imagen de las caras (Φ)j y (Φj)j bajo ϕ son

diferentes, ya que el automorfismo al ser inyectivo, no puede mandar caras

diferentes en la misma.

Resultando aśı que, Φϕ y Φjϕ únicamente difieren en la j-cara, y por tanto

(Φj)ϕ = (Φϕ)j .

Lema 3.1. Para cada politopo P, el grupo Γ(P) actua libremente sobre B(P).

Es decir, cualquier automorfismo que deje fija alguna bandera tiene que ser la

identidad.

Demostración. Sean ϕ ∈ Γ(P) y Φ ∈ B(P) tales que

Φϕ = Φ.

Por la proposición anterior podemos decir que

Φiϕ = (Φϕ)i = Φi

para toda i ∈ I, esto es, ϕ deja fija a cualquier bandera adyacente a Φ. Por la

propiedad (P3) de los politopos, sabemos que para cualesquiera Φ y Ψ ∈ B(P)

existe una sucesión de banderas

Φ = Φ0,Φ1, . . . ,Φk = Ψ

tales que Φj−1 y Φj son adyacentes y Φ ∩ Ψ ⊆ Φi. Entonces, Φ0ϕ = Φϕ =

Φ = Φ0. Como ϕ deja fija a cualquier bandera adyacente a Φ, se sigue que

Φ1ϕ = Φ1. Siguiendo por inducción la demostración se llega a que ϕ deja fija

también a Ψ. Por lo tanto, ϕ deja fija a cualquier bandera de P de manera

que ϕ es la identidad.

Corolario 3.1. Dos automorfismos que manden una bandera a lo mismo

tienen que ser iguales.

Demostración. Sean ϕ y ψ ∈ Γ(P), tales que para alguna Φ ∈ B(P), Φϕ = Φψ.

Entonces Φϕψ−1 = Φ, por la proposición anterior se tiene que ϕψ−1 es la

identidad. Por lo tanto, ϕ = ψ.
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3.3. Politopos regulares

Un n-politopo abstracto P es regular si su grupo de automorfismos Γ(P)

es transitivo en el conjunto de banderas B(P). Es decir, para cualesquiera dos

banderas existe un automorfismo que mande una en la otra.

En general, probar que el grupo de automorfismos es transitivo puede ser

complicado. Por lo que los siguientes resultados facilitan el estudio de los

politopos regulares.

Proposición 3.2. Sea P un politopo finito, entonces |Γ(P)| ≤ |B(P)|; más

aún |Γ(P)| divide a |B(P)|.

Demostración. Sea Φ ∈ B(P), como Γ(P) actua libremente en B(P). por el

corolario 3.1, si ϕ1, ϕ2 ∈ Γ(G) tales que ϕ1 6= ϕ2, entonces Φϕ1 6= Φϕ2. De

manera que cada órbita de Γ(P) en B(P) (o bien, la acción de los elementos

de Γ(P) sobre cada bandera de B(P)) tiene exactamente |Γ(P)| elementos.

Por lo que |Γ(P)| ≤ |B(P)|; ahora, como la unión ajena de todas las órbitas

de Γ(P) en B(P) es justamente B(P) y toda órbita tiene el mismo tamaño

|Γ(P)|, entonces |Γ(P)| divide a |B(P)|.

Siendo aśı, la regularidad de un politopo queda descrita por medio de la

siguiente proposición.

Proposición 3.3. Sea P un politopo finito. Diremos que es regular si y sólo

si |Γ(P)| = |B(P)|.

Demostración. Por definición P es regular si y sólo si Γ(P) es transitivo en

banderas, es decir, Γ(P) tiene una única órbita en B(P). A su vez, cada órbita

de Γ(P) en B(P) tiene tamaño exactamente |Γ(P)|, entonces Γ(P) tiene una

única órbita en B(P) si y sólo si |Γ(P)| = |B(P)|. Por lo tanto P es regular si

y sólo si |Γ(P)| = |B(P)|.





Caṕıtulo 4

El Graficaedro

En este caṕıtulo se definirá un conjunto parcialmente ordenado PG y se

probará que PG es un politopo abstracto de rango q, al que llamaremos

Graficaedro. Este politopo estará descrito a partir de una gráfica conexa G de

tamaño q y que a su vez, la gráfica de Cayley G(G) representa a su 1-esqueleto.

(La mayor parte del contenido de este caṕıtulo es estudiado también en la tesis

de licenciatura [12])

Recordemos del caṕıtulo 2, dada G una (p, q)−gráfica simple con V (G) :=

{1, . . . , p} su conjunto de vértices y E(G) := {e1, . . . , eq} el de sus aristas, se

define al conjunto TG := {τe1 , . . . , τeq
} de las transposiciones determinadas por

las aristas de G. Definimos también el subgrupo TG := 〈τe1 , . . . , τeq
〉 de Sp,

el generado por los elementos de TG, y usando estos definimos una gráfica de

Cayley G(G).

4.1. Definición

Suponiendo que la gráfica de Cayley G(G) es en efecto el 1-esqueleto de PG,

es válido afirmar que las i-caras de PG están dadas por componentes conexas

de la gráfica de Cayley de G(K), donde K es una subgráfica generadora de G

de tamaño i, y apartir de esta subgráfica definiremos las i-caras de PG.

Por comodidad en la notación, al definir el graficaedro prescindiremos mo-

mentaneamente de la cara de rango -1 y trabajaremos con las caras de rango

0, 1, . . . , q. Al final del caṕıtulo agregaremos a la cara faltante de rango -1.

53
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Sea I = {0, 1, . . . , q}, y para cada i ∈ I definamos el conjunto

Ci := {(Ki, a)|Ki ⊆ E(G), |Ki| = i, a ∈ Sp}.

Consideremos ahora a la unión de estos conjuntos,
⋃

i∈I Ci y definamos en

ella una relación de equivalencia de la siguiente manera.

Definición 4.1. Diremos que dos elementos (Ki, a), (Li, b) ∈
⋃

i∈I Ci son

equivalentes, (Ki, a) ∼ (Li, b), si y sólamente si Ki = Li y TKi
a = TLi

b

(igualdad definida para las clases derechas en Sp). Donde TKi
= 〈{τe|e ∈ Ki}〉

y TLi
= 〈{τe|e ∈ Li}〉.

Nótese que ∼ es una relación de equivalencia.

Definición 4.2. Denotaremos por PG := (
⋃

i∈I Ci)/∼ al conjunto de todas

las parejas (Ki, a) con a ∈ Sp y Ki ⊆ E(G) donde |Ki| = i, bajo la

relación de equivalencia ∼. De ahora en adelante llamaremos a este conjunto

el Graficaedro.

Abusando un poco de la notación usaremos el mismo śımbolo tanto para

un elemento de
⋃

i∈I Ci como para la clase de equivalencia de este bajo ∼. Es

decir, la clase [(Ki, a)] bajo ∼ será denotada únicamente por (Ki, a). Como

mencionamos con anterioridad, nuestro objetivo es probar que este conjunto

PG o graficaedro, es en efecto un politopo y por el momento, permı́tanos llamar

a cada clase o elemento de PG una cara de PG.

Definición 4.3. Dadas (Ki, a), (Lj, b) ∈ PG, definimos que (Ki, a) ≤PG
(Lj, b)

si y sólo si Ki ⊆ Lj y TKi
a ⊆ TLj

b.

Proposición 4.1. ≤PG
ordena parcialmente a PG (es decir, ≤PG

es una

relación relexiva, antisimétrica y transitiva).

Demostración. ...

i) ≤PG
es Reflexiva.



CAPÍTULO 4. EL GRAFICAEDRO 55

ii) ≤PG
es Antisimétrica.

Sean (Ki, a), (Lj , b) ∈ PG tales que

(Ki, a) ≤PG
(Lj , b) y (Lj , b) ≤PG

(Ki, a).

Por un lado, esto implica que Ki ⊆ Lj y Lj ⊆ Ki respectivamente. Por

lo que Ki = Lj.

Por otro lado, también se tiene que TKi
a ⊆ TLj

b y TLj
b ⊆ TKi

a

respectivamente, deduciendo aśı que TKi
a = TLj

b.

Por lo tanto, (Ki, a) ∼ (Lj , b).

iii) ≤PG
es Transitiva.

Sean (Ki, a), (Lj , b), (Jk, c) ∈ PG tales que

(Ki, a) ≤PG
(Lj , b) y (Lj, b) ≤PG

(Jk, c).

Entonces se tiene que Ki ⊆ Lj y Lj ⊆ Jk y se sigue que Ki ⊆ Jk.

Además, sabemos que TKi
a ⊆ TLj

b y TLj
b ⊆ TJk

c, implicando que

TKi
a ⊆ TJk

c.

Concluyendo que (Ki, a) ≤PG
(Jk, c).

La proposición anterior nos lleva aśı a definir a PG como un conjunto

parcialmente ordenado. Nótese que este conjunto está dotado de una función

de rango dada por

ran(Ki, a) := |Ki| = i,

donde i ∈ {0, 1, . . . , q}.

Observemos que esta función es monótona y estricta creciente, ya que

si (Ki, a) y (Lj , b) son dos caras de PG tales que (Ki, a) ≤PG
(Lj , b) en-

tonces Ki ⊆ Lj ; con |Ki| = i y |Lj | = j. Siendo aśı, obtenemos que

ran(Ki, a) = i < j = ran(Lj , b).

Nota: En caso de que el rango de la cara no sea relevante, entonces deno-

taremos a dicha cara de PG simplemente como (K, a), donde K ⊆ E(G).
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Una vez descritos los elementos de PG, el siguiente paso es ver que este

copo cumple con ser en efecto un politopo. Para ésto, describiremos las ban-

deras de PG.

Observación 4.1. Toda cara (L, b) de PG puede ser representada por cualquier

a ∈ TLb. Es decir, (L, b) = (L, a) para toda a = δb con δ ∈ TL.

Demostración. Por la definición 4.1, sabemos que dos caras (K, a) y (L, b) de

PG son equivalentes si y sólo si K = L y TKa = TLb.

Sean (K, a) y (L, b) dos caras de PG tales que (K, a) ≤PG
(L, b). Veamos

que (L, b) = (L, a) (es decir, (L, b) puede ser representada por b ∈ Sp, o bien,

por a ∈ Sp en su segunda entrada), para esto basta probar que TLa = TLb.

Pero por definición de (K, a) ≤PG
(L, b), se sigue que TKa ⊆ TLb en Sp, y

por le lema 1.2 tenemos la igualdad TLb = TLa. Por lo tanto, (L, a) = (L, b).

Es decir que toda cara de PG puede estar representada por cualquier a o bien,

b elemento de Sp incidente en ella.

Es más, si (K, a) ≤PG
(L, b), como TLa = TLb, se sigue que cualquier cade-

na de caras mutuamente incidentes en PG puede ser representada por cualquier

elemento de Sp que esté contenido en cualquiera de las caras incidentes cara.

Por lo que a la segunda entrada de todas las caras la podemos nombrar bajo

el mismo elemento. Por comodidad y congruencia, usaremos siempre al repre-

sentante de la cara más pequeña de la cadena.

Siendo aśı, una cadena maximal (o bandera) Φ contiene exactamente q+ 1

caras, incluyendo a la cara máxima de rango q, (Kq, a) = PG. (Recuérdese que

aún estamos ignorando a la cara mı́nima de rango -1).

Con ayuda del siguiente lema estableceremos la conexidad fuerte por

banderas de PG, correspondiente a la propiedad (P3) de politopos, en la

proposición 4.2.
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Lema 4.1. Sean K = {K0, K1, . . . , Kq} y F = {F0, F1, . . . , Fq} dos familias

maximales de subconjuntos anidados de E(G). Entonces existe una sucesión

K = K0,K1, . . . ,Ks−1,Ks = F de familias maximales de subconjuntos anidados

de E(G) tales que

(a) Kj difiere de Kj+1 en exactamente un elemento, para toda j =

0, 1, . . . , s− 1

(b) K ∩ F ⊆ Kj, para toda j = 0, . . . , s.

Demostración. Sean K = {K0, K1, . . . , Kq} y F = {F0, F1, . . . , Fq} como en el

lema.

Supongamos que K y F difieren en d elementos. Como |E(G)| = q, se sigue

que Kq = Fq = E(G). Entonces, existe una i ∈ {0, . . . , q − 1} tal que Ki 6= Fi
y que Kj = Fj para toda j > i. Por ende, existen e y f dos elementos únicos

en E(G) tales que e ∈ Ki pero e /∈ Fi y f ∈ Fi pero f /∈ Ki.

Por otro lado, consideremos a Ki−l el elemento más pequeño de K que

contiene a e, con 0 ≤ l ≤ i− 1. A partir de éste, construimos a la familia

K1
e := {K0, . . . , Ki−l−1, (Ki−l)

′
e, Ki−l+1, . . . , Kq}

donde (Ki−l)
′
e = Ki−l − e + e1 y e1 es el único elemento de Ki−l+1 tal que

e1 /∈ Ki−l.

Siguiendo de manera recursiva con la construcción, definimos para todo

1 ≤ m ≤ l + 1 al conjunto

Km
e := {K0, . . . , Ki−l−1, (Ki−l)

′
e, (Ki−l+1)

′
e, . . . , (Ki−l+m−1)

′
e, Ki−l+m . . . , Kq}

donde (Ki−l+m−1)′e = Ki−l+m−1 − e + em y em es el único elemento en

Ki−l+m tal que em /∈ Ki−l+m−1. (Nótese que cuando m = l + 1, se tiene

(Ki)
′
e = Ki − e + f = Fi).

Esto establece la sucesión K,K1
e, . . . ,K

l+1
e de familias maximales de

subconjuntos anidados de E(G). De tal manera que ésta satisface que cada

pareja de elementos consecutivos difiere en exactamente un elemento.

Obsérvese que cuando Ks
e ∈ K ∩ F , tenemos que Kr = Fr, por lo que

e /∈ Kr. Como en el proceso anterior sólo se modifican aquellos elementos de



58 4.1. DEFINICIÓN

K que contienen a e, entonces Ks
e se mantiene igual dentro de la construcción,

es decir, Kr ∈ Ks
e para toda s ∈ {0, 1, . . . , l + 1}. Por lo tanto se tiene que

K ∩ F ⊆ Ks
e para toda s ∈ {0, . . . , l + 1}.

Ahora, como (Ki)
′
e = Fi, entonces

Kl+1
e := {K0, . . . , Ki−l−1, (Ki−l)

′
e, (Ki−l+1)

′
e, . . . , (Ki)

′
e, Ki+1 . . . , Kq}

difiere en a lo más d− 1 elementos con F .

Renombramos a K,K1
e, . . . ,K

l+1
e simplemente como K,K1, . . . ,Kl+1. Al

repetir el argumento anterior para los subconjuntos Kl+1 y F obtenemos otra

sucesión tal que satisface las hipótesis del lema, donde el último elemento de

la sucesión difiere de F en a lo más d− 2 elementos.

Continuando con este proceso, obtendremos finalmente la sucesión requeri-

da.

Definición 4.4. Una bandera Φ de PG será descrita únicamente por dos

parametros: una familia maximal de subconjuntos anidados de E(G), denotada

por KΦ := K := {K0, K1, . . . , Kq}, y un elemento a ∈ Sp. Es decir,

Φ = (K, a) := {(K0, a), (K1, a), . . . , (Kq, a)}.

Nótese queKi continene exactamente i aristas, por lo que en particular,K0 = ∅

y Kq = E(G).

Proposición 4.2. El copo PG es fuertemente conexo por banderas. Dicho de

otra forma, si Φ y Ψ son dos banderas de PG, entonces existe una sucesión de

banderas adyacentes Φ = Φ0,Φ1, . . . ,Φs−1,Φs = Ψ de PG tal que Φ ∩ Ψ ⊆ Φi

para toda i = 0, . . . , s.

Demostración. Sean

Φ = {(K0, a), (K1, a), . . . , (Kq, a)} y Ψ = {(F0, b), (F1, b), . . . , (Fq, b)}

dos banderas de PG con K = {K0, K1, . . . , Kq} y F = {F0, F1, . . . , Fq}

dos familias maximales de subconjuntos anidados de E(G) y a, b ∈ Sp
respectivamente. Esto es Φ := {K, a} y Ψ := {F , b}.
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Caso 1. Supongamos que las banderas Φ y Ψ comparten su 0-cara, es decir,

(K0, a) = (F0, b). Entonces a ∈ TF0b = T∅b = {(1)}b = {b}, lo que implica que

a = b. Siendo aśı, por el lema 4.1, existe una sucesión K = K0,K1, . . . ,Ks = F ,

de familias maximales de subconjuntos anidados de E(G) tal que Ki difiere de

Ki+1 en exactamente un elemento y K ∩ F ⊆ Ki para toda i ∈ {0, . . . , s}.

Nombremos Φi a la bandera {Ki, a}, de esta forma la sucesión Φ =

Φ0,Φ1, . . . ,Φs−1,Φs = Ψ cumple que Φi es adyacente a Φi+1 y Φ ∩ Ψ ⊆ Φi

para toda i ∈ {0, . . . , s}.

Caso 2. Supongamos ahora que las banderas Φ y Ψ tienen 0-caras

diferentes, es decir a 6= b.

Consideremos una bandera Φr1 tal que Φ ∩ Ψ ⊆ Φr1 y su 0-cara es

(K0, a) = (∅, a), y su 1-cara es ({e1}, a). Donde e1 es la arista de G tal que

{e1} = F1 ∈ F . Observemos que ({e1}, a) ∼ ({e1}, τe1a).

Como en el caso 1; podemos definir una sucesión de banderas adyacentes

Φ = Φ0, . . . ,Φr1 de tal forma que cada elemento de la sucesión continene a

Φ ∩ Ψ

Consideremos la bandera que contiene a todas las i−caras de Φr1 donde

i 6= 0, y con 0-cara a (∅, τe1a). Notemos que por ser una transposición τe1 6= (1)

y por lo tanto, esta nueva bandera es una bandera 0-adyacente a Φr1 , a la cual

llamaremos Φ0
r1

.

Por el teorema 1.1 y el lema 2.1, sabemos que existe una sucesión de

transposiciones {τe1 , . . . , τek
} en TG tal que b = τek

· · · τe2τe1a (donde las

transposiciones se pueden repetir).

Si k = 1, entonces se tiene que Φ0
r1

y Ψ son banderas que comparten

la 0-cara. Entonces, por el caso 1, sabemos que existe una sucesión Φ0
r1

=

Φr1+1,Φr1+2, . . . ,Φr1+t = Ψ de tal forma que Φi es adyacente a Φi+1 y

Φ0
r1
∩ Ψ ⊆ Φi para toda i ∈ {r1 + 1, . . . , r1 + t}. Por lo tanto, la sucesión

Φ = Φ0, . . . ,Φr1,Φr1+1,Φr1+2, . . . ,Φr1+t = Ψ

satisface con lo que queŕıamos.

Pero, si k 6= 1, definimos a la bandera Φr(i+1)
como aquella cuya 0-cara

es (∅, τei
· · · τe2τe1a), misma que la 0-cara de la bandera Φri y cuya 1-cara es

({ei+1, τei
· · · τe2τe1a}).
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Si consideramos la bandera con todas las j-caras de Φr(i+1)
, donde j 6= 0

y con 0-cara (∅, τei+1
, τei

· · · τe2τe1a) como la bandera 0-adyacente a Φr(i+1)
,

denotada por Φ0
r(i+1)

. Entonces como en el caso 1, obtenemos la sucesión de

banderas

Φ0
r(i+1)

= Φri+1, . . . ,Φri+k = Φri+1
,

de tal forma que Φj es adyacente a Φj+1 y Φ0
r(i+1)

∩ Φri+1
⊆ Φj para toda

j ∈ {ri + 1, . . . , ri + k}. Aśı, obtenemos la sucesión de banderas adyacentes

Φ = Φ0, . . . ,Φr1, . . . ,Φr2 , . . . ,Φrs, . . . ,Φrs+k = Ψ;

y es tal que Φi es adyacente a Φ(i+1) y Φ∩Ψ ⊆ Φi para toda i ∈ {0, . . . , rs+k},

satisfaciendo las condiciones de la proposición.

Ahora, en la siguiente proposición demostraremos que PG satisface la

propiedad diamante (P4) de politopos.

Proposición 4.3. Dadas dos caras (K, a) y (L, b) de PG tales que (K, a) ≤PG

(L, b), con ran(K, a) = i − 1 y ran(L, b) = i + 1, 1 ≤ i ≤ q − 1, existen

exactamente dos i-caras (J, c) de PG tales que (K, a) ≤PG
(J, c) ≤PG

(L, b).

Más aún, dada una 1-cara (L, b) de PG, existen exactamente dos 0-caras (J, c)

de PG tales que (J, c) ≤PG
(L, b).

Demostración. Sean (K, a), (L, b) ∈ PG tales que (K, a) ≤PG
(L, b), con

ran(K, a) = i− 1 y ran(L, b) = i + 1, 1 ≤ i ≤ q − 1.

Por la relación de incidencia, se tiene que K ⊆ L donde |K| = |L| − 2, por

lo que existen exactamente dos elementos e1, e2 ∈ L tales que e1, e2 /∈ K.

Consideremos entonces a los conjuntos Ji = K ∪ {ei} para i = 1, 2, que

definen a las caras (J1, a) y (J2, a) en PG y cumplen con que

(K, a) ≤PG
(Ji, a) ≤PG

(L, b),

ya que Ji ∩ L = {ei} con i = 1, 2.

Por como se describió arriba, J1 y J2 son los únicos subconjuntos de E(G)

que satisfacen ésta condición. De no ser aśı, tendŕıamos que dado cualquier

otro elemento (J, c) ∈ PG tal que

(K, a) ≤PG
(J, c) ≤PG

(L, b),
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entonces, K ⊆ J ⊆ L y esto sólo sucede si J = Ji para i = 1, 2. Además

se tiene que TKa ⊆ TJc ⊆ TLb y por consecuente a ∈ TJc. Recordemos que

TJc = TJa = TJi
a. Por lo que podemos concluir que (Ji, a) ∼ (J, c) para algun

i = 1, 2; es decir, (Ji, a) para i = 1, 2, son las únicas dos caras en PG que

satisfacen la primer condición de la proposición.

Para la segunda parte, sea (L, b) una 1-cara de PG y consideremos a

(J, c) ∈ PG tal que J = ∅. Supongamos que L = {e}, entonces c ∈ TLb =

〈τe〉b = {b, τeb} necesariamente. Lo que nos lleva a que c tiene dos opciones,

ser b o bien τeb. A la inversa, si c = b o c = τeb éstas definen una 0-cara del

tipo (J, c) tal que (J, c) ≤PG
(L, b).

Finalmente, asignamos a la pareja (∅, ∅) como la (-1)-cara, la cara mı́nima

de PG; la cual será denotada simplemente por ∅. Y diremos qu (∅, ∅) ≤PG
(K, a)

para toda K ∈ E(G) y a ∈ Sp.

Como se vió antes, dada una 1-cara ({e}, b), las dos 0-caras adyacentes a

ella son de la forma (∅, c) donde c ∈ 〈τe〉b = {b, τeb} necesariamente. Se puede

percibir que la cara ∅ = (∅, ∅) es incidente a (∅, c). Concretando aśı la prueba

de que PG cumple con la propiedad diamante (P4).

Además, una vez definida ∅, la cara de rango -1 en PG podemos afirmar

que PG también cumple con la propiedad (P1) de que un q-politopo tiene

una única cara mı́nima de rango -1 y una única máxima de rango q. A su

vez, concluimos que toda bandera de PG continene exactamente q + 2 caras,

incluyendo a las caras impropias del mismo; estableciendo la propiedad (P2)

de politopos.

Dados los resultados anteriores, hemos visto que PG cumple con las

propiedades (P1)-(P4) de los politopos. Resultando aśı el siguiente teorema.

Teorema 4.1. Dada una (p, q)-gráfica simple y conexa G. El conjunto

parcialmente ordenado PG, es un politopo abstracto de rango q.

Recordemos que PG es un 0-politopo si G es una gráfica trivial (gráfica con

un solo vértice y ninguna arista), es un 1-politopo si G es una sóla arista (y dos

vértices), y si G tiene exactamente dos aristas entonces, PG es un hexágono
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(ver ejemplo 2.1).

Al politopo PG lo llamaremos el graficaedro asociado a G, o simplemente

el G-graficaedro. El siguiente teorema determina la base primordial de nuestra

construcción, la cual da razón del término “graficaedro”.

Teorema 4.2. Sea G una gráfica simple y conexa. Entonces el 1-esqueleto de

PG es isomorfo a la gráfica de Cayley G(G) asociada a G.

Demostración. Para empezar, los vértices de PG se identifican con los de Sp
como: (∅, a) → a.

Además, en PG, dos vértices (∅, a) y (∅, b) son incidentes en una 1-cara

({e}, c) si y sólo si 〈τe〉c = {a, b} que es lo mismo que pensarlo como que

b = τea. Por lo tanto, la adyacencia en el 1-esqueleto de PG corresponde

precisamente a la adyacencia en la gráfica de Cayley G(G).

En el siguiente caṕıtulo veremos varios ejemplos de PG; en particular dis-

cutiremos todos aquellos de rango 3 y 4.

Teorema 4.3. Sea G una (p, q)-gráfica simple y conexa. Entonces PG p!q!

banderas.

Demostración. Sea G una (p, q)-gráfica simple y conexa. Consideremos a

(K, a) una (q−1)-cara de PG que contiene al vértice (∅, a). Como |K| = q−1,

K es obtenido de E(G) al quitar una arista de éste. Ésto implica que hay

exactamente q opciones para elegir a K y por consecuente hay q facetas que

continen al vértice (∅, a).

De igual manera, para cada faceta que contenga al vértice (∅, a) (generada

por una subgráfica generadora de G de tamaño (q − 1)) hay (q − 1) opciones

para quitar una arista de la subgráfica generadora a sociada a la faceta. Por

ende, hay q−1-caras de rango (q−2) que contienen al vértice (∅, a) que estan

contenidas en la misma faceta. Y cada una de éstas caras de rango (q − 2),

tiene a su vez (q − 2) facetas (caras de rango (q − 3) de PG) que también

contienen al vértice (∅, a).
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Siguiendo de ésta manera, podemos ver que en cada vértice de PG se

describen q! banderas de PG que contienen a ese vértice. Además, dado que

PG tiene p! vértices, en total PG tiene p!q! banderas.





Caṕıtulo 5

Ejemplos y visualizaciones del

Graficaedro

En este caṕıtulo veremos varios ejemplos de graficaedros y sus visualiza-

ciones. En particular veremos algunos ejemplos gráficos de la estructura

geométrica y topológica del graficaedro PG asociado a todas las (p, 3)-gráficas

y una aproximación a los asociados a las (p, 4)-gráficas, apelando a la intuición

y sin ser muy formales. Aśı como conjeturar posibles generalizaciones. Más aún

probaremos que el graficaedro asociado a un trayectoria Tn es el permutaedro

clásico para toda n, como queŕıamos.

Recordemos que el 1-esqueleto de PG es isomorfo a la gráfica de Cayley

G(G) asociada a una gráfica simple y conexa G de tamaño q (teorema 4.2). De

esta forma, describiremos el graficaedro PG asociado a una (p, q)-gráfica G, a

partir de la gráfica de Cayley G(G) de G.

Para toda (p, q)-gráfica G, existe una relación entre las caras de PG y las

componentes conexas de las gráficas de Cayley de las subgráficas generadoras

de G.

Dicho de otra forma, para cada cara (Ki, a) de rango i en PG, consideremos

a K la subgráfica generadora de G cuyo conjunto de aristas es exactamente

Ki. Entonces la gráfica de Cayley G(K) asociada a K (que puede tener más de

una componente conexa), tiene una componente conexa que contiene al vértice

a, denotada por G(K)a. De esta manera, a cada cara (Ki, a) de PG, la rela-

cionamos con la componente conexa G(K)a de la gráfica de Cayley asociada
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al conjunto Ki.

5.1. Graficaedros de rango 3.

Sea G una (p, 3)-gráfica simple y conexa, note que G debe ser alguna de

estas tres opciones:

Figura 5.1: (p,3)-gráficas simples y conexas.

En los siguientes ejemplos veremos la estructura de cada PG asociada a

cada una de las gráficas de arriba. Recuérde del caṕıtulo anterior que las 2-

caras de PG son parejas (K2, a) donde K2 es un subconjunto de 2 aristas de G y

a ∈ Sp; nótese que cada G ∈ {K3, K1,3, T3} tiene 3 subgráficas generadoras de

tamaño 2 y por tanto habrá tres gráficas de Cayley asignadas en cada ejemplo.

Más aun, como consideraremos subgráficas generadoras de tamaño 2 de G,

cada a ∈ Sp estará en cada una de las gráficas de Cayley de las subgráficas

generadoras de G, por lo que asociaremos en cada ejemplo, sus respectivas

subgráficas de Cayley con las caras del politopo PG.

Ejemplo 5.1. Sea G = C3.

En el ejemplo 2.5, del caṕıtulo 2, se ve que la gráfica de Cayley G(C3) es
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Figura 5.2: G(C3).

Donde las 2-caras de PC3 son parejas (K2, a) con K2 un subconjunto de

dos aristas de G y a ∈ S3. Las tres subgráficas generadoras de tamaño 2 en C3

son las de la izquierda en la figura 5.3 y a cada una de éstas le asociamos su

subgráfica de Cayley (al lado derecho); éstas representa las caras de PC3 .

Figura 5.3: Sugráficas generadoras de C3 (izquierda) y sus correspondientes gráficas
de Cayley (derecha).
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Como toda a ∈ S3 está en cada gráfica de Cayley, entonces al identificar

los vértices obtenemos una representación del politopo que topológcamente es

un toro. Éste tipo de politopos se le llama politopo toroidal.

Figura 5.4: PC3
∼= {6, 3}(1,1)

Resultando aśı que el graficaedro PC3 asociado a la gráfica C3; es un poli-

topo con 6 vértices, 9 aristas y 3 caras hexagonales. A este politopo se le conoce

en la literatura como el {6, 3}(1,1).

Nótese que cada vétice pertenece a 3 aristas y que cada arista está en

exactamente 2 caras. Como PC3 tiene 6 vértices, entonces el número de

banderas de éste politopo es

|B(PC3)| = 6 · 3 · 2 = 36.

Por otro lado, en cuanto a las simetŕıas, en este politopo se definen:

• La identidad.

• 5 rotaciones de 2kπ/6 donde k = 1, 2, 3, 4, 5; por cada cara.

• 2 rotaciones de 2kπ/3 donde k = 1, 2; por cada vértice.

• 1 rotación de π sobre cada arista.

Donde algunas de éstas se repiten resultando 18 simetŕıas sin contar la

identidad. Pero además hay

• 2 reflexiones, una que pasa por dos vértices opuestos en cada cara y

otra que pasa por el punto medio de dos aristas opuestas en cada cara.
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Completándose de ésta forma otras 18 simetŕıas, resultando un total de 36

simetŕıas, mismas que número de banderas. Por medio de esto, aseguramos

que {6, 3}(1,1) es un politopo regular.

Dado que de las tres gráficas, G = C3 es la de menor orden. Ésta define

al politopo más pequeño de rango tres, PC3 . Veamos ahora aquellos politopos

con 4! vértices.

Ejemplo 5.2. Sea G = K1,3.

Al igual que en el ejemplo anterior, apoyándonos en las subgráficas

generadoras de tamaño dos de la gráfica K1,3 y las gráficas de Cayley asociadas

a éstas, definiremos las 2-caras de la forma (K2, a) de PK1,3. Donde K2 es

nuevamente un conjunto de dos aristas de E(K1,3) y a ∈ S4.
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Figura 5.5: Sugráficas generadoras de K1,3 (izquierda) y sus correspondientes
gráficas de Cayley (derecha).

Veamos que al identificar los vértices y aristas de las gráficas de Cayley de

estas subgráficas, resulta nuevamente un politopo toroidal regular conocido en

la literatura por {6, 3}(2,2) [15].

Ésto es, el graficaedro PK1,3 asociado a la gráfica K1,3 se ve como
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Figura 5.6: PK1,3
∼= {6, 3}(2,2)

Un politopo regular con 24 vértices, 36 aristas y 12 caras hexagonales.

Analizaremos de igual manera que para {6, 3}(1,1), las simetŕıas de éste

politopo. Es decir, {6, 3}(2,2) tiene como simetŕıas a:

• La identidad.

• 5 rotaciones de 2kπ/6 donde k = 1, 2, 3, 4, 5; por cada cara.

• 2 rotaciones de 2kπ/3 donde k = 1, 2; por cada vértice.

• 1 rotación de π sobre cada arista.

Donde en este caso, también se repiten algunas de éstas. Resultando 72

simetŕıas sin contar la identidad. Pero como en el anterior, {6, 3}(2,2) también

tiene:

• 2 reflexiones, una que pasa por dos vértices opuestos en cada cara y

otra que pasa por el punto medio de dos aristas opuestas en cada cara.

Completándose de ésta forma otras 72 simetŕıas, resultando un total de

144 simetŕıas.

Con respecto al número de banderas de PK1,3 tenemos que cada uno de los



72 5.1. GRAFICAEDROS DE RANGO 3.

24 vértices pertenece a 3 aristas y además cada arista pertenece a dos caras.

Es decir,

|B(PK1,3)| = 24 · 3 · 2 = 144.

Mismo número que simetŕıas. Por lo tanto, PK1,3 también es un politopo

regular.

A pesar de que los dos ejemplos anteriores resultaron ser politopos regu-

lares, no todos las graficaedros PG asociados a alguna gráfica G lo serán. El

siguiente es un ejemplo de ésto.

Ejemplo 5.3. Sea a G = T3.

Algunos de los elementos del graficaedro PT3 se describen previamente en

el ejemplo 2.4 del caṕıtulo 2, aśı como son: el conjunto de sus vértices, algunas

de sus 1-caras y el conjunto de caras cuadradas de éste.

De manera análoga se puede describir el conjunto de todas las 2-caras de

PT3 por las tres subgráficas generadoras de tamaño dos de T3:

Figura 5.7: Subgráficas generadoras de tamaño 2 de T3.

Les asociamos como antes, sus gráficas de Cayley que corresponden a dos

conjuntos diferentes de cuatro hexágonos cada uno y un conjunto de seis

cuadrados
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Figura 5.8: Caras de PT3 .

Resultando que el graficaedro PT3 asociado a la gráfica T3 es una

representación de un politopo isomorfo al permutaedro Π3 (figura 5.9).

El cual consta de 24 vértices, 36 aristas y 12 caras hexagonales y 6

cuadradas.
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Figura 5.9: PT3
∼= Π3.

Observemos que las 2-caras del graficaedro PG asociado a cualquier (p, q)-

gráfica simple y conexa G, tendrán estructura únicamente de hexágonos o

bien de cuadrados; como resulta en el ejemplo (5.3). De igual manera, algunas

de las 3-caras (o caras de rango 3) de todo graficaedro PG serán isomorfas a

cualquiera de los graficaedros PC3 , PK1,3 , PT3 .

Generalización.

De los ejemplos 2.1 y 5.3. Podemos observar que los graficaedros PT2 y PT3

son isomorfos a los permutaedros Π2 y Π3, respectivamente. El siguiente lema

nos ayudará a probar que este hecho se generaliza.

Lema 5.1. Sea Tn la trayectoria de longitud n. Entonces la gráfica de Cayley

G(Tn) de Tn y el 1-esqueleto del permutaedro Πn son isomorfos.

Demostración. Recordemos que otra manera de definir la adyacencia entre

los (n + 1)! vértices del permutaedro Πn es aquella que relaciona a dos

permutaciones de Sn+1 si se puede ir de una a otra mediante una transposición
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adyacente de los lugares que ocupan cada uno de los n+ 1 elementos que son

permutados. Es decir, las permutaciones σ, γ ∈ Sn+1 son adyacentes en Πn si

y sólo si

σ = αγ, con α = (γ(k) γ(k + 1)),

para alguna k ∈ {1, . . . , n+ 1}.

Sea Tn la trayectoria de longitud n, ésta consta de n aristas y n + 1

vértices. Etiquetemos a los vértices y las aristas de Tn como 1, 2, . . . , n + 1

y e1, e2, . . . , en respectivamente, de tal manera que los vértices s y s + 1 son

adyacentes por la arista es para toda s ∈ {1, . . . , n}. Entonces, el conjunto

{τe1 , . . . , τen
} definido por las aristas de Tn, es un conjunto de transposiciones

adyacentes de la posición asignada a los vértices de la gráfica Tn, es decir

{τe1 , τe2, . . . , τen
} = {(1 2), (2 3), . . . , (n (n+ 1))}.

Ahora, la gráfica de Cayley G(Tn) de Tn, corresponde a una representación del

1-esqueleto de un n-politopo simple con (n+1)! vértices, correspondientes a las

permutaciones de los n+1 vértices de Tn. Donde las permutaciones σ, γ ∈ Sn+1

son adyacentes en G(Tn) si y sólo si

σ = τeγ, con τe ∈ {τe1 , τe2, . . . , τen
}.

Definimos el isomorfismo f : Πn → G(Tn) tal que a cada permutación

asociada a cada vértice de la gráfica de Cayley G(Tn), lo manda a su inversa.

Es decir

σ → σ−1 para toda σ ∈ Sn.

Veamos que f está bien definida ya que para cualesquiera σ, σ′ ∈ Sn+1, si

f(σ) 6= f(σ′) se sigue que σ 6= (σ′)−1 y por tanto,

σ = (σ−1)−1 6= ((σ′)−1)−1 = σ′,

por ser σ, σ′ funciones biyectivas.

Más aun, si σ 6= σ′ entonces σ−1 = f(σ) es distinto de (σ′)−1 = f(σ′). De

lo contrario, si σ−1 = (σ′)−1 entonces

σ = (σ−1)−1 = ((σ′)−1)−1 = σ′;

contradiciendo el supuesto σ 6= σ′. Por lo tanto f es inyectiva.
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Ahora, dada σ ∈ Sn+1, existe σ′ ∈ Sn+1 tal que f(σ′) = σ, a saber σ′ = σ−1.

Por tanto f es suprayectiva.

Por último, veamos que f es isomorfismo de gráficas. Es decir, veamos que

f preserva adyacencia en los vèrtices de G(Tn) y de Πn.

Sean σ, γ ∈ Sn+1. Como dijimos antes, estos son adyacentes en Πn si y sólo

si

σ = αγ, con α = (γ(k) γ(k + 1)),

para alguna k ∈ {1, . . . , n + 1}. Para ver que f(σ) y f(γ) son permutaciones

adyacentes en G(Tn), basta hallar un τe ∈ Sn+1 tal que

f(σ) = τef(γ) = τeγ
−1, con τe ∈ {τe1 , τe2 , . . . , τen

}.

Como σ = αγ donde α = (γ(k) γ(k + 1)), entonces f(σ) = f(αγ) =

(αγ)−1 = γ−1α, ya que α es una transposición.

Reduciendo la prueba a que

γ−1α = τeγ
−1,

para alguna τe ∈ {τe1 , τe2, . . . , τen
}.

Consideremos τe = γ−1αγ = γ−1(γ(k) γ(k + 1))γ. Observemos que

(γ−1αγ)(k) = γ−1α(γ(k)) = γ−1γ(k + 1) = k + 1,

(γ−1αγ)(k + 1) = γ−1α(γ(k + 1)) = γ−1γ(k) = k, y

(γ−1αγ)(a) = a sia /∈ {k, k + 1}.

De donde se sigue que τe = (k (k + 1)), por como definimos a los vèrtices de

Tn, se sigue que k y k + 1 son adyacentes en Tn y por lo tanto,

f(σ) = τef(γ).

Apoyándonos en el lema anterior y el teorema de politopos que define

cuando dos de éstos pueden ser combinaroriamente isomorfos, nos fue posible

conjeturar sobre el primer objetivo de la investigación del graficaedro:



CAPÍTULO 5. EJEMPLOS Y VISUALIZACIONES DEL

GRAFICAEDRO 77

La generalización del permutaedro Πn de rango n con respecto al graficae-

dro PG asociado a la gráfica G.

Teorema 5.1. El graficaedro PTn
asociado a la trayectoria Tn de longitud n

es isomorfo al permutaedro Πn de rango n.

En el art́ıculo “The Graphicahedron”[1] se da la prueba de este teorema,

para la cual, se requiere de más teoŕıa que no fue estudiada para la tesis.

5.2. Graficaedros de rango 4.

Nótese que las únicas (p, 4)-gráficas simples y conexas que hay son:

T4, C4, K1,4, G y H ; mostradas en la figura 5.10.

Figura 5.10: (p, 4)-gráficas simples y conexas.
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Para describir la estructura de los graficaedros de rango 4 asociados a

cada una de las gráficas de la figura 5.10, nos apoyaremos en sus subgráficas

generadoras de rango menor que 4. Comenzaremos por estudiar las 3-caras

determinadas por las parejas (L3, a) donde L3 es un subconjunto de 3 aristas

de la gráfica y a ∈ Sp. Nótese que cada (p, 4)-gráfica tiene exactamente

4 subgráficas generadoras de tamaño 3; de las cuales, algunas contienen

subgráficas isomorfas a las estudiadas en la sección anterior.

Observemos que para cada (p, 4)-gráfica, dos subgráficas generadoras L y

L′ de tamaño 3, con L3 y L′
3 sus respectivos conjuntos de aristas, comparten

únicamente dos aristas. Es decir, L3 ∩ L
′
3 = K2 donde K2 es un conjunto de

dos aristas de la gráfica tal que la pareja (K2, a) con a ∈ Sp, es la 2-cara

del graficaedro asociado a la (p, 4)-gráfica incidente tanto en (L3, a) como en

(L′
3, a). Como ésto es válido para cualesquiera dos subgraficas generadoras de

tamaño 3, entonces las figuras de vértice en cada graficaedro de rango 4 serán

isomorfas entre śı.

Ejemplo 5.4. En el caso de T4, por el teorema 5.1 el graficaedro PT4 asociado

a la trayectoria T4 de longitud 4 es isomorfo al permutaedro Π4 de rango 4.

Notemos que cada dos de sus subgráficas generadoras de tamaño 3 (figura

5.11), comparten exactamente dos aristas.

Figura 5.11: Subgráficas generadoras de T4, de tamaño 3.
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Es decir:

1) Las gráficas (a) y (b) comparten las aristas {1 2} y {2 3}.

2) Las gráficas (b) y (c) comparten las aristas {2 3} y {3 4}.

3) Las gráficas (c) y (d) comparten las aristas {3 4} y {4 5}.

4) Las gráficas (a) y (c) comparten las aristas {2 3} y {4 5}.

5) Las gráficas (b) y (d) comparten las aristas {1 2} y {3 4}.

6) Las gráficas (a) y (d) comparten las aristas {1 2} y {4 5}.

Observemos que de 1), 2) y 3) podemos inferir la incidencia de las caras

hexagonales entre las facetas de rango 3 de PT4 . De igual manera, de 4), 5) y

6) podemos inferir la incidencia de las caras cuadradas.

Donde las gráficas de Cayley asociadas a (b) y (c), corresponden a 5 grafi-

caedros isomorfos a PT3 cada una, y las asociadas a (a) y (d), corresponden

a 10 prismas hexagonales respecto a cada gráfica, debido a la estructura de

dichas gráficas.

Por lo tanto, el graficaedro PT4 , isomorfo al politopo Π4, consta de 5! =

120 vértices, 60 hexágonos, 90 cuadrados y sus 3-caras son 10 permutaedros

Π3 de rango 3 y 20 prismas hexagonales; al igual que el permutaedro Π4, y

queda representado como en la figura 5.12.
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Figura 5.12: PTn
∼= G(Tn). [26]

Por otro lado, las gráficas C4, K1,4, G y H . Las otras (p, 4)−gráficas simples

y conexas son:

Ejemplo 5.5. Consideremos primero a C4 el ciclo de longitud 4. Nótese que

sus cuatro subgráficas generadoras de tamaño 3 son todas isomorfas a T3.
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Figura 5.13: Subgráficas generadoras de C4 de tamaño 3.

Entonces, cada faceta de PC4 es isomorfa a PT3 . De manera que PC4 tiene

4 facetas isomorfas a PT3 y sólo 4! vértices en total, de manera que hay que

identificar varios de ellos.
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Figura 5.14: Facetas de PC4 .

Es sabido que Π3 es un politopo que tesela el espacio (lo llena sin dejar

huecos) [15]. Al identificar los vértices señalados en negro de la figura de arriba,

podemos empezar a construir a PC4 . Viéndola inicialmente como una teselación

de cuatro de éstas piezas. Ésto es:
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Sin embargo, aún hay varios vértices repetidos que debemos empatar en la

figura. Al hacer esto, tomamos otra sección de la teselación de Π3. Afiliada a

la anterior, pero más cómoda para llegar a nuestra solución.

Figura 5.15: Teselación asociada a las 3-caras de PC4 .
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Obsérvese que en ésta (figura 5.15), los vértices señalados con negro tan-

to arriba como a la derecha de la figura están repetidos en gris abajo y a la

izquierda de la figura respectivamente, pero de una manera “torcida”como se

muestra abajo. Para identificar estos, encajonaremos a la figura en un doble

cubo

Figura 5.16: Figura 5.15 encajonada.

por medio del cual solucionaremos la adyacencia total de las caras de PC4 .

Modificando este cubo excrito al 1-esqueleto de PC4 . Para esto, tomaremos

dos copias de los cubos de la figura 5.16 y las pegaremos por los laterales con

vértices coloreados de naranja como en la figura 5.17.

Por comodidad, consideramos únicamente los cubos y coloreamos sus caras

con respecto al color de los vértices en ellas. Finalmente, modificamos a estos

cubos identificando los vértices sobrantes, y obtenemos el paraleleṕıpedo de la

figura 5.18.
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Figura 5.17: Dos copias de la figura 5.16 pegadas.

Figura 5.18: Paraleleṕıpedo excrito en el 1-esqueleto de PC4 .

Tal paraleleṕıpedo tiene base en los vectores (1, 1, 0), (0, 1, 1), y (0,−1, 1)

y por construcción, éste excribe al politopo PC4 . Aśı, tenemos que la estructura

de PC4 corresponde a la de un 3-toro con 4! = 24 vértices, 48 aristas, 16 caras

hexagonales, 12 cuadradas y 4 facetas de rango tres isomorfas a PT3 .
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Si consideramos a Cn el ćıclo de longitud n ≥ 3, éste es tal que p =

q = n. Podemos concluir de lo estudiado en los ejemplos (5.1) y (5.5) varias

afirmaciones.

Para empezar, el graficaedro PCn
tiene n! = |Sn| vértices, y observemos

que todas las subgráficas generadoras de Cn con n− 1 aristas son trayectorias

de longitud n− 1 (conexas), por lo que el graficaedro de cada una de éstas es

isomorfa con al permutaedro Πn−1
∼= PTn−1 , el cual tesela el espacio Euclideano

n-dimensional R
n−1. Resultando que PCn

es una teselación con exactamente

n copias del permutaedro Πn−1 alrededor de cada vértice. Aśı, cada vértice es

incidente con exactamente n facetas.

En el caso de n = 3, 4 hemos verificado que PCn
es una teselación vértice

transitiva del 2-toro {6, 3}(1,1), y de un 3-toro, respectivamente. Lo que nos

lleva a la siguiente conjetura.

Conjetura 5.1. El graficaedro PCn
es una teselación vértice transitiva de un

(n− 1)-toro.

Éste es un problema que aún no se ha sido estudiado.

Veamos ahora el ejemplo del graficaedro PK1,4 asociado a la gráfica K1,4.

Para después dar conclusiones sobre el graficaedro PK1,n
asociado a la gráfica

estrellada de n aristas incidentes en un vértice, K1,n.

Ejemplo 5.6. Sea K1,4 la gráfica estrellada con 4 aristas incidentes en un

vértice. El orden de K1,4 es cinco, por lo que PK1,4 será un politopo con 5! = 120

vértices.

Nótese que todas las subráficas generadoras de tamaño k en esta gráfica

son isomorfas entre si para toda k = 0, 1, 2, 3. En el ejemplo 5.2 de la

sección anterior describimos el graficaedro de K1,3, subgráfica de las gráficas

generadoras de tamaño 3 de K1,4, y en la visualización del politopo PK1,4 éstas

corresponderán a las facetas del politopo PK1,4 .
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Figura 5.19: Subgráficas generadoras de K1,4 de tamaño tres.

Por cada subgráfica de éstas, 5 politopos toroidales del tipo {6, 3}(2,2):

En cada subgráfica generadora hay un sólo vértice que no es adyacente a los

demás, entonces el representante vi de este vértice con vi = 2, 3, 4, 5, queda

fijo en 5 conjuntos distintos de los vértices de PK1,4 (tal representante tiene

5 lugares posibles por tomar en las permutaciones de S5). Con la siguiente

figura podemos ver que estos conjuntos comparten dos a dos una de sus caras

hexagonales descritas por las subgráficas generadoras de tamaño 2 de K1,4.

Además cada vértice de PK1,4 pertenece a 4 aristas (cada una asignada

por las transposiciones (1 2), (1 3), (1 4) y (1 5)). Entonces, podemos intuir

que alrededor de cada vértice debe haber cuatro facetas toroidales de rango 3.

Éstas, únicamente pueden ser un elemento de cada conjunto definido por cada

gráfica en la figura 5.19.
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Dicho de otra forma, alrededor de cada vértice hay 4 toros distintos entre

ellos, isomorfos a {6, 3}(2,2).

Resultando aśı, que PK1,4 es un politopo simple con 120 vértices, 240 aris-

tas, 120 hexágonos y 20 facetas isomorfas a {6, 3}(2,2). Un politopo con éstas

caracteŕısticas es el politopo universal de rango cuatro que en la literatura se

denota como {{6, 3}(2,2), {3, 3}} [15].

Dado que la gráfica K1,n es un árbol con n aristas y (n + 1) vértices,

el graficaedro PK1,n
asociado a la gráfica estrellada K1,n, es un politopo con

(n + 1)! = |Sn+1| vértices y facetas isomorfas al graficaedro PK1,(n−1)
. Estu-

diaremos un poco más este politopo en el siguiente caṕıtulo, en particular

demostraremos que PK1,n
siempre es regular.

Por otro lado, los ejemplos de los graficaedros asociados a las gráficas que

denotamos por G y H , aun no podemos generalizarlos. Sin embargo, son casos

interesantes y con ellos completaremos el estudio de todos los graficaedros de

rango 4 posibles.

Ejemplo 5.7. Veamos primero el caso de la gráfica G.

De la cual, sus subgráficas generadoras que definirán a las facetas de rango

tres de PG son:
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Figura 5.20: Subgráficas generadoras de tamaño 3 de la gráfica G.

Nótese el graficaedro PG tiene como facetas a los graficaedros PT3 , PK1,3 y

PC3 . Los tres casos vistos en la sección anterior.

Las dos facetas asociadas a las primeras dos subgráficas (conexas) de la

figura 5.20 son del tipo de PT3 . Como cada subgráfica de estas consta de todos

los vértices de G, entonces las dos facetas asociadas a éstas constan de los 24

vértices de PG:

Figura 5.21: Facetas asociadas a las trayectorias de longitud 3 en la gráfica G.

Sin embargo, una representación que nos proporciona una mejor intuición

de la estructura de PG es la figura toroidal en la figura 5.22.

Nótese que las 2-caras cuadradas del PG politopo son los ejes verde-azul en

la figura 5.22. Por medio de ésto podemos intuir como se debe torcer la figura
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Figura 5.22: Estructura del graficaedro PG asociado a la gráfica G.

5.21 para identificar sus vértices; forzando de esta manera la visualización de

las facetas isomorfas a PC3 . Aśı, podemos ver que PG es el 3-toro representado

en la figura 5.22.

Resultando aśı que el graficaedro PG asociado a la gráfica G que consta

de: 24 vértices, 48 aristas, 20 hexágonos, 6 cuadrados, dos 3-caras isomorfas a

PT3 , cuatro 3-caras isomorfas a PC3 y una 3-cara isomorfa a PK1,3 .

Por último,

Ejemplo 5.8. Sea H

Este es es graficaedro de rango 4 más complicado de visualizar. Al fijarnos

en sus subgráficas generadoras de tamaño 3, vemos que
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están asociadas cada una a un conjunto de 5 facetas isomorfas a PT3 (ya que

cada una tiene un vértice aislado).

Además, se tienen 10 prismas hexagonales asociados a la subgráfica

(aśı como los calculamos para PT4) y 5 toros isomorfos a PK1,3 asociados a la

gráfica

(aśı como los calculamos para PK1,4).

Por la complejidad de este politopo, no hemos podido dar una construcción

aproximada a su visualización.





Caṕıtulo 6

Simetŕıas del Graficaedro

En este caṕıtulo se estudiarán las simetŕıas del politopo PG asociado a

una (p, q)-gráfica G. Más aún, estudiaremos como los grupos Sp y Γ(G) se

relacionan con el grupo de automorfismos de PG.

6.1. Subgrupos del grupo de automorfismos

del graficaedro

Dada una (p, q)-gráfica simple y conexa G, sea PG el q-politopo asociado

a la gráfica de Cayley G(G).

Es claro que cada α ∈ Sp define una permutación de los vértices de PG,

ya que los vértices de PG son elementos mismos del grupo Sp y en G(G) α

intercambia elementos de una clase lateral dentro de la misma clase, (por

medio también, de una permutación entre los vértices de cada componente).

De manera que para cada i-cara Ci de PG de la forma (K, a), podemos definir

un homomorfismo sobre los elementos de PG, de la siguiente manera,

(K, a)
α̃
−→ (K, aα), con K ⊆ E(G), a ∈ Sp.

Por otro lado, toda ϕ ∈ Γ(G) actua como una permutación de los vértices

y aristas de la gráfica G preservando su incidencia de aristas. Note que al

intercambiar ciertas aristas en G, en G(G) manda a cada transposición τei
,

con ei ∈ E(G), a su conjugada. De tal manera que definiremos en PG el

93
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siguiente homomorfismo ϕ̃ que actua sobre sus caras de la siguiente forma:

(K, a)
ϕ̃
−→ (ϕ(K), aϕ), con K ⊆ E(G), a ∈ Sp.

donde aϕ = ϕaϕ−1.

Veamos que α̃ y ϕ̃ estan bien definidos. Consideremos α, β ∈ Sp,

i) Si α = (1) ∈ Sp, (K, a) ˜(1) = (K, a(1)) = (K, a),

ii) [(K, a)α̃]β̃ = (K, aα)β̃ = (K, a(αβ)) = (K, a)α̃β̃,

iii) [(K, a)α̃] ˜α−1 = (K, aα) ˜α−1 = (K, a(αα−1)) = (K, a)α̃ ˜α−1 = (K, a) ˜(1).

Por otro lado, si consideramos ϕ, ψ ∈ Γ(G),

i) Sea ϕ0 ∈ Γ(G) el automorfismo identidad de la gráfica G. Entonces

(K, a)ϕ̃0 = (ϕ0(K), aϕ0) = (K, a),

ii) [(K, a)ϕ̃]ψ̃ = (ϕ(K), aϕ)ψ̃ = (ψ(ϕ(K)), (ϕaϕ−1)ψ) = (ψϕ(K), (ψϕ)a(ψϕ)−1) =

(ψϕ(K), aψϕ) = (K, a)ψ̃ϕ̃,

iii) [(K, a)ϕ̃] ˜ϕ−1 = (ϕ(K), aϕ) ˜ϕ−1 = (ϕ−1(ϕ(K)), (ϕaϕ−1)ϕ
−1

) =

(ϕ0(K), (ϕ−1ϕ)a(ϕ−1ϕ)−1) = (K, aϕ0) = (K, a)ϕ̃0.

Dicho esto, en la siguiente proposición se mostrará que tanto α̃ como ϕ̃ son

elementos del grupo de automorfismos del politopo PG.

Proposición 6.1. Cualquier elemento de Sp o de Γ(G) induce un automorfis-

mo de PG que preserva adyacencias de caras. Es decir, dado α ∈ Sp y ϕ ∈ Γ(G)

los correspondientes homomorfismos α̃ y ϕ̃ son elementos de Γ(PG).

Demostración. Sean (K, a) y (L, b) dos caras incidentes en PG. Es decir,

(K, a) ≤PG
(L, b) si y sólo si K ⊆ L y TKa ⊆ TLb. Veamos que (K, a)α̃ y

(K, a)ϕ̃ están en Γ(PG) y que sus imágenes preservan la incidencia.

Sabemos que la imagen de estas caras bajo α̃ es:

(K, a) → (K, aα) y (L, b) → (L, bα)
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Para ver si estas imágenes preservan la incidencia únicamente necesitamos

ver si

(TKa)α ⊆ (TLb)α.

Entonces, consideremos a (γa)α ∈ (TKa)α tal que γa ∈ TKa ⊆ TLb lo que

implica que entonces (γa)α ∈ (TLb)α. Concluyendo aśı, que todo α ∈ Sp
induce un automorfismo α̃ en PG que preserva la incidencia de sus elementos.

Por otro lado, dado ϕ ∈ Γ(G) un automorfismo de la gráfica G, éste define

a ϕ̃ como en ??. Nótese que para cada τe definida por una arista e ∈ E(G),

τϕ(e) queda definida de manera natural por

τϕ(e) = ϕτeϕ
−1.

Es decir, los elementos ϕ ∈ Γ(G) actuan bajo conjugación sobre las

transposiciones definidas por las aristas. Esto surge de tomar un elemento

(arista) en la imagen del automorfismo y aplicarle ϕ−1 (la inversa, para regresar

a la gráfica inicial G), luego identificar la transposición correspondiente τe y

finalmente aplicar ϕ para aśı poder ver a que transposición τϕ(e) corresponde

la imagen de la arista e. Resultando a su vez el conjunto

Tϕ(K) :=

{

∅ K = ∅,
{ϕτe1ϕ

−1, . . . , ϕτek
ϕ−1} K = {e1, . . . , ek}.

De donde,

Tϕ(K) = 〈τϕ(e)|e ∈ E(G)〉 = ϕ〈τe|e ∈ E(G)〉ϕ−1 = ϕTKϕ
−1. (6.1)

Ahora bien, la imagen de los elementos (K, a) y (L, b) en PG bajo ϕ ∈ Γ(G)

son

(K, a) → (ϕ(K), aϕ) y (L, b) → (ϕ(L), bϕ),

respectivamente, donde aϕ = ϕaϕ−1 y bϕ = ϕbϕ−1.

Para verificar si éstas caras son incidentes, veamos que cumplan con:

(1) ϕ(K) ⊆ ϕ(L).

Sea ϕ(e) ∈ ϕ(K) con e ∈ K ⊆ L lo que implica que ϕ(e) ∈ ϕ(L).
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(2) Tϕ(K)a
ϕ ⊆ Tϕ(L)b

ϕ.

Notemos que en Sp se tiene que

Tϕ(K)a
ϕ = ϕTKϕ

−1ϕaϕ−1 = ϕ(TKa)ϕ−1.

(Esta igualdad esta definida por las ecuaciones ?? y 6.1).

Aśı que si consideramos a γ ∈ Tϕ(K)a
ϕ tal que γ = ϕλϕ−1, con

λ ∈ TKa ⊆ TLb. Entonces

γ = ϕλϕ−1 ∈ ϕTLbϕ
−1 = ϕTLϕ

−1ϕbϕ−1 = Tϕ(L)b
ϕ.

Y por lo tanto, (ϕ(K), aϕ) ≤PG
(ϕ(L), bϕ). Es decir, toda ϕ ∈ Γ(G) preserva

incidencia de caras en PG.

Finalmente, en el caso de la cara mı́nima de PG; toda α ∈ Sp y ϕ ∈ Γ(G)

actuan sobre ésta como: α(∅) = ∅ y ϕ(∅) = ∅. Dejándola como la cara mı́nima

de la imagen del politopo bajo el automorfismo.

De ahora en adelante, por conveniencia, denotaremos a α̃ y ϕ̃ simplemente

por α y ϕ respectivamente.

6.2. El grupo de simetŕıas del Graficaedro

En la sección anterior se demostró que para el q-politopo PG asociado

a la (p, q)-gráfica G, los grupos Sp y Γ(G) son subgrupos del grupo de

automorfismos Γ(PG) del politopo PG. Pero aún aśı quisieramos ver si con

ellos basta para definir a todos los elementos de Γ(PG).

Teorema 6.1. Sea G una (p, q)-gráfica simple y conexa, tal que q 6= 1.

Entonces, Γ(PG) ∼= Sp ⋉ Γ(G).

Demostración. Recordemos que toda α ∈ Sp y ϕ ∈ Γ(G) actúan como

automorfismos del politopo sobre sus elementos de manera tal que

(K, a) → (K, aα) y (K, a) → (ϕ(K), aϕ),

respectivamente. Resultando aśı que Sp y Γ(G) son subgrupos de Γ(PG).
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Supongamos que Sp ∩ Γ(G) 6= ∅ en Γ(PG), es decir, existe un elemento de

Γ(PG) es inducido tanto por α ∈ Sp como por un ϕ ∈ Γ(G) y veamos que

éstos sólo pueden ser la identidad. Esto es, para toda (K, a) ∈ PG,

(K, aα) = (ϕ(K), aϕ).

Entonces, por la definición 4.1, se sigue que

K = ϕ(K) y TKaα = TKa
ϕ.

Es decir, el automorfismo ϕ deja fijo al conjunto de aristas K y por el lema

1.2 tenemos que

TKaα = TKa = TKa
ϕ,

de donde se sigue que aα = a = aϕ = ϕaϕ−1. Pero, aα = a implica que

(1) = α ∈ Sp. Por otro lado, a = ϕaϕ−1 siempre y cuando aϕ = ϕa, pero

como Γ(G) no es abeliano, resulta que ϕ es el automorfismo identidad de la

gráfica G. Por lo tanto, el único elemento en Sp ∩ Γ(G) es la identidad.

Ahora bien, Sp es un conjunto invariante bajo conjugación en Γ(PG) por

medio de los automorfismos de PG dados por Γ(G). Esto es, para cada α ∈ Sp y

todo ϕ ∈ Γ(G), donde Sp y Γ(G) son subgrupos de Γ(PG). Dada (K, a) ∈ PG,

(K, a)ϕαϕ−1 = (ϕ(K), aϕ)αϕ−1,

= (ϕ(K), (ϕaϕ−1)α)ϕ−1,

= (ϕ−1(ϕ(K)), (ϕaϕ−1α)ϕ
−1

),

= (K,ϕ−1ϕaϕ−1αϕ),

= (K, aϕ−1αϕ).

Es decir,

ϕαϕ−1 ∈ Sp.

En otras palabras, Γ(G) normaliza a Sp en Γ(PG) (ver definición 1.8).

Quisieramos poder definir el producto semidirecto entre Sp y Γ(G).

Entonces, por el teorema 1.5, para terminar con las propiedades necesitamos

ver que se cumplan las igualdades

Γ(PG) = Sp · Γ(G) = Γ(G) · Sp.
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Es decir, debemos mostrar que todo automorfismo de PG permanece en el

producto de Sp con Γ(G). Para esto, tomemos un elemento ρ ∈ Γ(PG). Por

ser éste un automorfismo del politopo, ρ cumple que manda vértices de PG en

vértices del mismo.

Suponamos que ρ manda al vértice (∅, (1)) en el vértice (∅, σ) para algún

σ ∈ Sp. Como Sp ≤ Γ(PG), es válido considerar a σ−1 ∈ Γ(PG) tal que

éste manda al vértice (∅, σ) de vuelta al vértice (∅, (1)). Definiéndose de ésta

manera, un automorfismo ϕ = σ−1ρ de PG, como:

(∅, (1))
ρ

−−→ (∅, σ)
σ−1

−−→ (∅, (1)).

El siguiente objetivo será ver que ϕ es un elemento de Γ(G), con la idea de

escribir a

ρ = σϕ ∈ Sp · Γ(G).

De tal manera que en el siguiente párrafo demostraremos que ϕ ∈ Γ(G).

Sabemos que un automorfismo de un politopo está completamente

determinado por su acción sobre una bandera. Sea entonces Φ = (K, (1))

una bandera de PG, donde K = {∅, K1, . . . , Kq} es una familia maximal de

conjuntos de aristas anidados. Nótese que el vértice (∅, (1)) es un elemento

de Φ. Supongamos que la imagen de la bandera Φ bajo ϕ es la bandera

Λ = (L, a), donde L = {∅, L1, . . . ,  Lq} es nuevamente una familia maximal

de conjuntos de aristas anidados y a ∈ Sp. Por un lado sabemos que ϕ deja

fijo al vértice (∅, (1)). Pero además ϕ manda al vértice de Φ al vértice de Λ,

es decir (∅, a) = (∅, (1)). Por la observación 4.1, podemos escribir a Λ como

Λ = (L, (1)). De manera que ϕ manda a la cara (Kj, (1)) en la cara (Lj , (1))

para cada j = 1, . . . , q.

Etiquetamos a las aristas de la gráfica G como f1, . . . , fq y g1, . . . , gq de

tal manera que Kj = {f1, . . . , fj} y Lj = {g1, . . . , gj}, para cada j. Definimos

una permutación ϕ′ de aristas de G tal que actúe como ϕ′(fj) = gj para cada

j. Entonces tenemos que ϕ′(Kj) = Lj para cada j, de modo que ϕ manda a

(Kj, (1)) en (ϕ′(Kj), (1)), para cada j.

Suponiendo que ϕ′ es la permutación de las aristas de G determinada por

un automorfismo de la gráfica, se tiene que entonces ϕ′ actúa sobre las caras

de PG como:

(ϕ′(Kj), (1)ϕ
′

) = (ϕ′(Kj), (1)) = (Lj , (1)),
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para cada j, y por tanto manda a Φ en Λ. De tal manera que manda a la cara

(Kj , (1)) en la (Lj , (1)); además sabemos que si dos automorfismos mandan

una bandera a lo mismo, entonces deben ser el mismo, con lo que resultará que

ϕ ∈ Γ(G).

Aśı que debemos probar que ϕ′ es un automorfismo de G. Intuitivamente,

dado que la estructura de PG está completamente determinada por la

estructura de G, la idea es observar que dado un conjunto de aristas Kj (y un

representante de cada cara), se determina una cara de rango j en el politopo,

la cual bajo el automorfismo ϕ en PG debe mandarse a otra cara similar de

rango j, y ésta última debe estar descrita forzosamente por un conjunto de

aristas del mismo tipo que el descrito por Kj (digamos Lj) y un representante

(el cual en este caso es (1)). Si ϕ′ es un automorfismo de aristas de G, entonces

éste determina a ϕ′′ un automorfismo de los vértices de G.

Ahora bien, recuerde que un automorfismo en una gráfica está determinado

por su efecto sobre los vértices con al menos 2 vecinos, aśı que nos olvidaremos

de los vértices que tengan grado uno en lo que resta de la demostración.

Consideraremos a v ∈ V (G) un vértice de grado al menos 2 y a E(v)

el conjunto de todas las aristas de G incidentes en v. Por medio de éstos,

probaremos que dado cualquier v ∈ V (G), la imagen de E(v) bajo ϕ′

está contenido en un conjunto E(w), para algun v′′ ∈ V (G) (que deberá tener

grado al menos 2). Aśı, podremos definir una permutación ϕ′′ de los vértices

de G, de tal manera que ϕ′′(v) = w para cualquier v ∈ V (G) con grado al

menos 2, y aśı podremos concluir la prueba.

Sabemos que la estructura de las caras del politopo PG está totalmente

determinada por la estructura de G. Entonces, analicemos los siguientes casos:

Caso 1. Sea v ∈ V (G) un vértice de grado exactamente dos.

Supongamos que e y f son las dos aristas que incidentes en el vértice v (es

decir, {e, f} = E(v)). Entonces (K2, (1)) = ({e, f}, (1)) determina un 2-cara

hexagonal del politopo; nótese que en este caso

T{e,f} = 〈τe, τf〉 = S3.

Por otro lado, todo automorfismo de PG debe mandar a (K2, (1)) en una 2-cara

que también sea hexagonal, de la forma (L2, σ) = ({ϕ′(e), ϕ′(f)}, (1)) es tal

que ϕ′(e) y ϕ′(f) deben compartir un vértice w ∈ V (G) (para poder describir
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un hexágono); es decir, {ϕ′(e), ϕ′(f)} ⊆ E(w). De otra forma definiŕıa un

cuadrado (ver ejemplo (2.4)) y en particular:

T{ϕ′(e),ϕ′(f)}
∼= T{e,f}.

Aśı, ϕ′(E(v)) = E(w).

Caso 2. Supongamos que v ∈ V (G) es un vértice de grado m > 2 y sea

E(v), con |E(v)| = j, el conjunto de aristas incidentes en v que determina a la

j−cara (Kj, (1)). Queremos demostrar que ϕ′ determina un automorfismo de

la gráfica G inducido por el automorfismo ϕ de PG. Para esto, enfoquémosnos

ahora en las 3-caras de PG. Sean e, f, g cualesquiera tres aristas incidentes en

v, entonces debeŕıa suceder que

T{e,f,g} = 〈τe, τf , τg〉 = S4;

si suponemos que r, s, t son los vértices terminales de e, f, g distintos de v,

respectivamente, entonces

τe = (v r), τf = (v s), τg = (v t),

y éstas transposiciones generan a todas las permutaciones de v, r, s, t. En

particular, la 3-cara (K3, (1)) = ({e, f, g}, (1)) en PG debe tener 24 vértices,

como también su imagen bajo ϕ,

(L3, (1)) = ({ϕ′(e), ϕ′(f), ϕ′(g)}, (1)).

Igualmente, el orden de T{ϕ′(e),ϕ′(f),ϕ′(g)} = 〈τϕ′(e), τ
′
ϕ(f), τϕ′(g)〉 debe ser 24.

Por como se desarrolló en el caso anterior, cualesquiera dos de las aristas

ϕ′(e), ϕ′(f), ϕ′(g) deben compartir un vértice w ∈ V (G), obligando aśı a

las tres a tener al mismo vértice en común (de otra forma obtendŕıamos

únicamente un subgrupo S3). Siguiéndose de esta manera que ϕ′ manda a

cualesquiera tres aristas e, f, g que son incidentes en el vértice v ∈ V (G) en

otras tres incidentes en su imagen w ∈ V (G). Siendo aśı, si cualesquiera m ≤ j

aristas en Kj son incidentes en un vértice v ∈ V (G), como cada tres de ellas son

mandadas bajo ϕ′ a tres aristas incidentes en el vértice w, entonces podemos

suponer que las m aristas bajo ϕ′ van a dar a m aristas incidentes en w.

Concluyendo esta parte.

Ahora bien, para verificar que Γ(PG) = Γ(G) · Sp, retomemos al

automorfismo de PG que se definió como: ρ = σϕ ∈ Sp · Γ(G).
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Como se dijo al inicio de la demostración, Sp es un supbrupo normal en

Γ(PG), al ser invariante bajo conjugación de cualquier ϕ ∈ Γ(G). Es decir,

ϕSpϕ
−1 = Sp; por lo que podemos considerar que para alguna γ ∈ Sp

σ = ϕγϕ−1,

y sustituyendo a ésta en el automorfismo ρ ∈ Γ(PG) se tiene que

ρ =σϕ = (ϕαϕ−1)ϕ,

=ϕα ∈ Γ(G) · Sp.

Por lo tanto, Γ(PG) = Sp ·Γ(G) = Γ(G) ·Sp y por el corolario 1.5, tenemos

que Γ(PG) ∼= Sp ⋉ Γ(G).

Observese que en el caso de que q = 1 el teorema no es cierto. Ya que esto

implica que G = K2 y PG resulta ser una 1-cara (una arista) isomorfa a G,

por lo que tanto Γ(G) como Γ(PG) son de orden 2.

Ejemplo 6.1. Sea G la trayectoria de longitud 2, por lo que PG resulta ser un

hexágono. Su grupo de automorfismos corresponde al grupo diédrico de orden

6, D6 = {ǫ, ρ, ρ2, ρ3, ρ4, ρ5, τ0, τ1, τ2, η0, η1, τ2}.

Figura 6.1: Simetŕıas del hexágono.
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Donde ρ representa a la rotación de 2π/6, cada τi y ηj denotan a las

reflexiones con los ejes sobre los vértices opuestos y sobre los puntos medios

de los lados opuestos, respectivamente como se indican en la figura.

A su vez, el teorema anterior asegura que Γ(PG) ∼= S3 ⋉ Γ(G) = S3 ⋉ Z2,

por ser ambos normales, tenemos que Γ(PG) ∼= S3 × Z2. Pero

D6
∼= S3 × Z2.

El isomorfismo ϕ : D6 → Z2 × S3 queda definido de la siguiente manera:

ε → (ε, 0) η0 → (ε, 1) = (ρ0, 1)

τ0 → (τ0, 0) η1 → (ρ2, 1)

τ1 → (τ1, 0) η2 → (ρ4, 1)

τ2 → (τ2, 0) ρ→ (τ1, 1)

ρ2 → (ρ2, 0) ρ3 → (τ2, 1)

ρ4 → (ρ4, 0) ρ5 → (τ0, 1)

De tal manera que Γ(PT2) ∼= S3 ⋉ Z2 = D6.

El siguiente teorema caracteriza a aquellos PG que son regulares. Re-

cuerdese que como PG es finito, es regular si y sólo si |Γ(PG)| = |B(PG)|

y que en general |B(PG)| = p!q! cuando G es una (p, q)-gráfica.

Recordemos que Tn y Cn denotan a la trayectoria y el ciclo de longitud n

respectivamente, y que K1,n denota a la gráfica estrella con n aristas con un

vértice común. Nótese que K1,n = Tn si n = 0, 1, 2, por lo que en particular

K1,0 corresponde a la gráfica de un solo vèrtice.

Teorema 6.2. Sea G una (p, q)-gráfica simple y conexa. Entonces PG es re-

gular si y sólo si G = C3 o bien G = K1,q con q ≥ 0.

Demostración. Observese primero que por el teorema anterior Γ(PG) ∼= Sp ⋉

Γ(G), y por el teorema 4.3, |B(PG)| = p!q!, más aún, sabemos que |Sp| = p! de
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modo que basta de mostrar que Γ(G) ∼= Sq si y solo si G = C3 o bien G = K1,q

con q ≥ 0.

Para ver que se cumple la necesidad del teorema. Por los ejemplos 1.5 y

1.16, que Γ(C3) = S3 y que Γ(K1,q) = Sq. De manera que en ambos casos

|Γ(G)| = q!, como se quiere.

Ahora, para la suficiencia. Dado que PG es regular, podemos suponer que

Γ(G) ∼= Sq. Aśı que la demostración se reduce a identificar que tipo de gráficas

G de tamaño q (con q aristas) cumplen con ésta caracteŕıstica. Para ésto,

quisieramos probar primero que si G 6= C3, entonces G no tiene ciclos; es

decir, es un árbol.

Supongamos que G tiene un ciclo C de longitud mı́nima k. Sean

f1, f2, . . . , fk las aristas de C etiquetadas en orden ćıclico. Si f es una arista

cualquiera de G, como Γ(G) = Sq, entonces existe la permutación ϕ ∈ Γ(G) tal

que manda a f1 en f dejando fijas al resto de las aristas fj de C para j ≥ 2.

Entonces el conjunto {f, f2, . . . , fk} define a un ciclo Cf , el cual podŕıamos

decir que es la imagen de C bajo el automorfismo ϕ de la gráfica G. Como

G es una gráfica simple (sin aristas múltiples) y tanto C como Cf comparten

todas sus aristas menos f1 y f respectivamente, entonces ésto implica que

C = Cf y por tanto f1 = f . Como se eligió una arista f cualquiera de G,

consecuentemente podemos afirmar que G está compuesto por todas las aristas

del ciclo C. Por consiguiente, G es un ciclo de longitud k = q.

El grupo de automorfismos de cualquier ciclo de longitud q corresponde al

grupo diédrico de orden 2q. Pero el único de éstos que cumple con ser isomorfo

a Sq es en el caso de que q = 3. Dejando a C3 como la única posibilidad, pero

G 6= C3. Por tanto G es un árbol.

Si todos los vértices de G (menos los extremos) tienen grado a lo más

2, entonces G es una trayectoria. Pero por el ejemplo 1.15 el grupo de

automorfismos de toda trayectoria es de orden 2, obligando a que entonces

q = 2, lo que implica que G = T2 = K1,2.

Ahora, si suponemos que G tiene un vértice v de grado al menos 3, digamos

que e, f, g son 3 aristas que contienen a v. Entonces, al tomarnos cualquier otra

arista e′ en G sabemos que existe ϕ ∈ Γ(G) ∼= Sq una permutación que mande

a e en e′ y deje fijas a f y g, implicando que el automorfismo deja fijo a v y que

e′ forzosamente debe contener al vértice v. Entonces cualquier automorfismo
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de G fija a v, y Γ(G) ∼= Sq implica que Γ(G) es transitivo en las aristas de

G, provocando aśı que toda arista de G debe contener al vértice v ∈ V (G).

Siguiéndose que G = K1,q somo se queŕıa.
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