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Introduccion

El proposito de este trabajo es mostrar el funcionamiento y la complejidad
de distintos algoritmos que proporcionan herramientas de optimizacion, se
enfoca principalmente a la busqueda de caminos de distancia minima entre
vértices de una grafica, distancias que se definiran tomando en cuenta diversas
caracteristicas de las graficas como son el peso de sus aristas o el color de
éstas.

Dado que este escrito se enfocaré en distancias, demos primero una idea
de que significa este concepto. La distancia en el espacio tiene muchas ma-
neras de definirse, pero la que serd usada en graficas puede ser vista como la
longitud del camino mas corto entre dos puntos. Notemos que para llegar de
un lugar a otro hay muchas maneras de hacerlo, pero en muchos casos aquella
de menor distancia nos optimizara dinero, combustible, esfuerzo, etc., es por
eso que el minimizar distancias es un problema muy tutil y de aplicaciones
tangibles en la vida cotidiana.

Las graficas estan formadas a partir de un conjunto de vértices y podemos
decir que los segmentos sin direcciéon entre ellos son las aristas, si nuestro
objetivo es movernos de un vértice a otro, podemos hacerlo caminando de
vértice a vértice a través de aristas, hasta llegar a nuestro destino, el recorrido
completo realizado al ir de un vértice a otro, tomando en cuenta que aristas y
que vértices se utilizaron, sera llamado un camino. Es por esto que la manera
en la que se encontraran las distancias entre vértices ira ligada a la presencia
de caminos de longitudes minimas entre ellos.

Algo que debemos notar es que si damos nuevas definiciones de caminos,
restringiendo el paso de éstos sobre ciertas aristas, o pidiendoles que ten-
gan propiedades extras, como seguir un patréon durante su recorrido, etc.,
al mismo tiempo estaremos definiendo nuevas distancias, siempre y cuando
mantengamos el concepto de que la distancia entre dos vértices es la longitud
del camino més corto que exista entre ellos.

Cada una de estas distancias nos exigird nuevas aproximaciones al pro-
blema de minimizacién, dando asi como resultado una serie de algoritmos
polinomiales que permitan encontrar de manera sistematica caminos de lon-



VI Introduccién

gitudes minimas entre los vértices de una grafica.

Una de las distancias que trataremos de minimizar como conclusion de
este trabajo esta ligada a graficas con aristas coloreadas, por lo que daremos
una introduccion a este tema. La idea de coloraciones es un concepto muy
utilizado y conocido en la teoria de gréaficas, con una gran cantidad de re-
sultados tanto tedricos como practicos, sin embargo la idea fundamental es
muy simple, dada una paleta de colores pintar a cada una de las aristas de
la grafica con algin elemento de ésta. Cabe resaltar que también se puede
pintar a los vértices de una grafica, sin embargo durante el desarrollo de éste
escrito no entraremos en ese tema.

Pensemos ahora en una grafica coloreada por aristas y definamos en ella
un tipo de camino especial, al que llamaremos mono6tono, en el cual se tenga
que seguir un cierto patron de colores, digamos que la pintamos de azul,
rojo y verde y le pedimos a los caminos mondtonos que sigan un patréon de
colores especifico, por ejemplo después de rojo solo puede ir azul, después
de azul solo puede ir verde y después de verde puede ir cualquier color.
Es claro que la cantidad de caminos que existen entre los vértices de la
grafica es mayor que la cantidad de caminos monétonos ya que estamos
restringiendo las aristas por las que puede pasar. Por lo tanto la existencia
de un camino entre dos vértices no implicara la existencia de uno monotono,
de aqui que los algoritmos que funcionen para encontrar caminos no serviran
para hallar caminos mono6tonos, al menos no sin una serie de modificaciones
y adaptaciones.

Este patron de colores a seguir se formaliza con el concepto de digrafica
guifa, gréafica dirigida que tendra como vértices a los colores de la paleta con
la que se pint6 la gréafica, y en la cual las flechas entre colores representaran
el patron que se puede seguir, un camino mondétono podra pasar de un color
a otro, digamos de rojo a azul, en la gréafica coloreada por aristas si y soélo si
la flecha (rojo, azul) existe en la grafica guia.

El concepto de caminos o trayectorias monoétonas no es nuevo y ya ha sido
abordado en algunos articulos como Reachability Problems in Edge-Coloured
Digraphs o Monotone reachability in arc-colored tournaments ', en donde
se aborda la existencia de caminos que sigan patrones dados por ordenes
parciales en graficas coloreadas por aristas, a los cuales se les bautiza co-
mo monotonos, sin embargo en estos articulos se dan tnicamente resultados
tedricos que tratan ya sea de subconjuntos minimos de vértices alcanzables
desde todos los demas por trayectorias monoétonas, llamados sumideros, y de
los cuales se trata de probar su existencia dadas ciertas caracteristicas de las
graficas; o de la existencia de trayectorias monoétonas en graficas especiales

IReferencia completa en bibliografia [1], [2]
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como son lo torneos.

Sin duda estos resultados no van ligados de manera directa a los que
presentaremos en esta tesis, pero al proponer la existencia de estos caminos
monotonos es que se da la idea de abordarla desde el punto de vista de los
algoritmos, es por esto que su mencion es importante en los fundamentos del
trabajo aqui presentado.

Esta tesis esta dividida en cinco capitulos que muestran una evolucion de
coneptos, desde lo fundamental hasta llegar a los caminos mono6tonos y su
optimizacioén dentro de graficas coloreadas por aristas.

Los primeros cuatro capitulos nos hablan de resultados conocidos, la ma-
yorfa expuestos en la literatura de Teoria de graficas, como es el caso del libro
de Chartrand?, sin embargo el quinto capitulo se enfoca en resultados nuevos,
obtenidos de la idea de generalizar los conceptos y algoritmos ya conocidos
a graficas coloreadas por aristas usando trayectorias monétonas. Una breve
descripcion de cada capitulo se presenta a continuacion:

El primer capitulo es una breve introduccion a la teoria de graficas, donde
definiremos los fundamentos, términos como vértice, arista, grafica, adyacen-
cia, etc., ddndonos asi las herramientas para poder desarrollar conceptos co-
mo el de subgréafica y conexidad. Se definen también las bases para el estudio
de digraficas, basicamente seran gréficas en donde la direccion de los tramos
entre vértices si importara, es decir, aristas con direccion y por lo tanto los
caminos que sigamos dentro de una digrafica serdn caminos dirigidos.

En el segundo capitulo daremos una introduccion a algoritmos, definién-
dolos y analizando sus complejidades. También daremos ejemplos sencillos
que nos permitan familiarizarnos con su estructura y ver como la comple-
jidad entre ellos puede ser muy distinta, incluso en aquellos que tengan el
mismo objetivo.

El capitulo tres regresara a la teoria de gréaficas presentandonos el con-
cepto de arbol, una grafica en la que no pueda haber caminos ciclicos, es
decir, que al caminar por los vértices de un arbol nunca repetiremos ni aris-
tas ni vértices. Mostraremos varios teoremas que describan sus propiedades
y nos den herramientas para caracterizarlos. Paso siguiente veremos un caso
especial de arboles llamados arraigados, extensiones de los arboles a gréficas
dirigidas en donde un vértice raiz puede alcanzar a todos los demas a través
de caminos dirigidos. Con esto podemos empezar con los algoritmos sobre
los que se basaran los resultados de este trabajo, la Bisqueda de Amplitud
Inicial y la Basqueda de Profundidad Inicial, cada uno de los cuales presenta
una manera sistematica de visitar cada vértice de una gréfica dada, en un
tiempo polinomial. Se presentan también algunas aplicaciones de éstos para

2Referencia completa en bibliografia [3].
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encontrar bloques, componentes conexas, etc.

El peso en las aristas es otro concepto que se introduce dentro del tercer
capitulo, esto es, dada una grafica, a cada arista le asignamos un valor niime-
rico. Presentdndonos de manera natural el concepto de optimizacion al tratar
de obtener caminos, arboles, etc., de peso minimo, para lo cual se desarrollan
varios algoritmos a lo largo de este capitulo y el siguiente.

En el cuarto capitulo entramos de lleno en el problema de las distancias
y como consecuencia de caminos minimos. La primera que se define surge
al minimizar la longitud de caminos entre vértices, longitud vista como el
nimero de aristas por las que pasa el camino. Para esto se desarrolla el
algoritmo de Moore y sus variaciones, que en esencia encuentran la distancia
entre cualesquiera dos vértices de la grafica y encuentra un camino entre ellos
de longitud minima.

Como segundo tema de este capitulo se da una nueva distancia en gréficas
con peso en las aristas. Primero definimos el peso de un camino como la suma
de los pesos de sus aristas y si en vez de minimizar la longitud de un camino,
minimizamos su peso, entonces podemos definir la distancia como el peso
del camino més ligero entre dos vértices. Es claro que no existe ninguna
relacion entre esta nueva distancia y la previamente definida, por lo que el
algoritmo para minimizarla serd muy distinto. En esta secciéon, y con este
proposito, se desarrolla el algoritmo de Dijkstra para determinar la distancia
entre cualesquiera dos vértices de una grafica con peso en las aristas.

Finalmente el capitulo cinco culmina este trabajo integrando el concepto
de coloraciones, y definiendo la distancia monoétona entre dos vértices en una
digrafica coloreada, como la longitud del camino dirigido mon6tono més corto
entre ellos. El resultado se generalizo para digréaficas ya que el problema en
graficas es un caso particular de éste.

Terminamos por desarrollar el algoritmo central de esta tesis, algoritmo
que encontrara, en una digrafica coloreada, trayectorias monotonas de lon-
gitud minima entre cualesquiera dos vértices de ella, es decir, encontrara la
distancia mono6tona entre ellos. Analizamos su complejidad y probamos con
rigor su funcionamiento para finalizar este trabajo.



Capitulo 1

(GGraficas

1.1. ;Qué es una grafica?

Una grafica G es un conjunto finito y no vacio V(G) de objetos llamados
vértices y un conjunto F(G) de pares de elementos de V (G) llamados aristas.

Por comodidad si {u,v} € E(G) usaremos la siguiente notacion, uv o
(u,v).

Definimos también la relacion binaria “ser adyacente” en V(G) de la si-
guiente manera: Dados u,v € V(G) tendremos que u y v son adyacentes si
y solo si Je € E(G) tal que e = {u,v}, en cuyo caso diremos que e incide
tanto en w como en v.

Cada grafica tiene un diagrama asociado a ella, éste consta de vérti-
ces, representados por puntos, y aristas representadas por lineas que unen
vértices adyacentes. Dada G gréafica con V(G) = {u,v,z,y,2} vy E(G) =
{wv, uz,uy, zv, zx, 2y}, podemos representarla con el siguiente diagrama:

SN
N

z
Existen problemas para los cuales, al modelarlos, requerimos de varias
aristas entre dos vértices, como al modelar caminos entre dos ciudades, para
lo cual definimos las multigraficas como una extension de las graficas en las
que dos o més aristas pueden unir el mismo par de vértices. Es claro que
el conjunto de las gréficas esta contenido en el de las multigraficas pero no
a la inversa. De forma similar si permitimos que existan aristas que unan a
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un vértice consigo mismo (bucles) obtenemos otra extension del conjunto de
graficas al que llamaremos pseudogréficas. Una grafica simple sera aquella
que no es ni multigrafica ni pseudografica, en el transcurso del texto nos
referiremos a éstas siempre que no especifiquemos una multigrafica o una
pseudografica.

Llamaremos el orden de una grafica al cardinal de V(G), denotado por
p, y el tamano al cardinal de E(G), denotado por q.

1.2. Grado de un vértice

Dada G grafica y v € V(G), definimos el grado de v como sigue:
0(v) =|{ e€ E(G) | e incide en v }|

es decir el nimero de aristas incidentes en v de G.

Denotaremos a §(G) = min{d(v)|v € V(G)} como el minimo grado de G
y a A(G) = max{d(v)|v € V(G)} como el mdzimo grado de G.

Definimos también a los vecinos de v como:

Nw)={ueV(G) | uw e E(G) }

Podemos notar entonces que si una grafica es simple |N(v)| = d(v).

Hay varias cosas mas que debemos resaltar sobre el grado de un vértice,
si p es el orden de G, es claro que 0 < §(v) < p— 1. Un vértice de grado cero
es llamado vértice aislado, y uno de grado uno wértice terminal. Llamamos
par o impar a un vértice de acuerdo a la paridad de su grado.

N(v) *
& @
oy

6(v)=3

Figura 1.1:
En esta figura podemos observar al vértice v de grado tres y resaltados con
un halo a sus vecinos N(v).

Teorema 1.2.1 Sea G grdfica de orden p y tamano q con V{(G) = { vy, ve, ..., v, }.

Entonces )
Z d(vi) = 2q
i=1
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Demostracién. Al sumar el grado de cada vértice de G cada arista es
contada dos veces, una vez por cada vértice en el que incide. [

Del Teorema anterior es facil concluir lo siguiente:
Corolario 1.2.2 Cada grdfica contiene un niumero par de vértices impares.

Demostracion. Si definimos V), y V; como el conjunto de vértices de
grado par e impar respectivamente, es claro que V(G) =V, U V;, ademas
de ser ajenos, por lo tanto

Z d(v) = Z d(v) + Z d(v) =2q

veV(G) veVi(G) veVp(G)

de aqui que

D ) =2¢ — ) 5(v).

veV; veVp

Donde los dos elementos de la derecha son claramente pares, por lo tanto la
suma de la izquierda debe contener un ntmero par de sumandos, pues cada
elemento de ésta es impar. [J

Diremos que una gréafica G es r-reqular o reqular de grado r si
Yo e V(G) d0(v)=r

podemos observar que 0 < r < p — 1. B N
Dada G gréfica, definimos su complemento GG como la grafica con V(G) =

V{(G) y tal que Yu,v € V(G) uv € E(G) siy sdlo si uv ¢ E(G). La figura

siguiente muestra una grafica y su complemento.

®y G . oy ®,

N

1.3. Subgraficas

G . LN
!

Sea G una grafica.

Una grafica H es subgréfica de G si V(H) C V(G) y E(H) C E{(G), y lo
denotamos como H C G. Notemos que la relacion “ser subgrafica de (C)” es
un orden parcial sobre el conjunto de todas las gréficas.

Algunas definiciones importantes para subgraficas son las siguientes:
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N - GIS]:

Figura 1.2:
En este ejemplo podemos observar una gréafica G y las operaciones definidas
con un subconjunto de vértices S y un subconjunto de aristas H.

Dado S C V(G) la grdfica inducida por S es la C-méaxima subgrafica de
G con S como su conjunto de vértices, esta grafica es denotada como G[S].
Denotamos a G — S como la grafica inducida obtenida a partir de V(G) — S.
Si S = {v} denotaremos a G — S como G — v en vez de G — {v}.

Dado X C E(G) la grdfica inducida por X es la C-minima subgrafica de
G con X como su conjunto de aristas, esta grafica la denotaremos, de igual
forma, como G[X].

Una subgrafica H de G es llamada generadora si V(H) = V(G). De aqui
podemos observar que G — X es una grafica generadora VX C E(G). Por
comodidad si X = {e} denotaremos a G — X como G — e.

De igual forma si u;, v; son pares de vértices no adyacentes en G, Vi €
{1,2,...,m}, entonces G + { ujvy, ugvs, ..., uyvy } se define como la grafica
formada a partir de G anadiendo las nuevas aristas. Si u,v son vértices no
adyacentes en G, denotamos G + {uv} como G + wv tnicamente.
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1.4. Conexidad

Dada G gréfica definimos un camino en G como una sucesion alterna-
da de veértices y aristas W :  {vg, ej1v1,€2,09...,0,_1,€,,0,} donde Vi €
{1,2,...,n} e; = v;_1v;. En el caso de graficas simples podemos omitir las
aristas ya que quedan implicitas y simplemente denotar el camino como si-
gue, W : vg,v1,...,0p-1,0, 0 W 1 (vg,v1,...,05_1,0,), siempre y cuando
la, arista v;v;41 exista Vi € {0,1,...,n — 1}. A un camino que inicia en v
y termina en v, se le llama vg-v,-camino. También definimos la longitud
de un camino como el nimero de aristas (no necesariamente distintas) que
en él se encuentran. Llamaremos cerrado a un camino que inicie y termine
en el mismo vértice. Habra ocasiones en que queramos recorrer un camino
W = (vo,v1,...,0,) en el sentido opuesto, para referirnos al mismo camino
recorrido inversamente usaremos la notacion W= = (v, v,_1, ..., v0).

Un paseo en G se define como un camino en el cual ninguna arista es
repetida y una trayectoria como un camino en el cual ningin vértice se repite.
Podemos observar que toda trayectoria es una paseo pero no a la inversa. La
idea de camino cerrado se generaliza también para paseos.

Un ciclo se define como una camino cerrado en el cual no hay vértices que
se repitan salvo el primero y el ultimo, llamaremos la longitud de un ciclo al
niumero de vértices distintos que en éste haya. Dado un vértice o una arista
de G diremos que son aciclicos si no son parte de ningtn ciclo en G.

-
-

™ [ )
a) 2 3 b) 4 2 ©) 3
. . 5@ . °
6
° [ ] L]
7 4 3
™ ™ [ ] L
5 4 5 4
Figura 1.3:
a) Ejemplo de un paseo. b) Ejemplo de un ciclo. ¢) Ejemplo de una
trayectoria.
En los tres cases la numeracion indica el sentido en el que se recorren los
vértices

Teorema 1.4.1 Todo u-v-camino contiene una u-v-trayectoria.
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Demostracion. Sea W un u-v-camino en . Si u = v, entonces la tra-
yectoria u-u resuelve el problema, por lo tanto podemos suponer que u # v.
Digamos que W : u = vy, v1,...,v, = v. Si ninglin vértice se repite en
W, entonces ya es una trayectoria. De lo contrario Jvj, v, € V(W) tal
que v; = vy con j < k. De aqui que podemos afirmar que W’ : u =
Vo, -+ - s Vj, V41, V42, - - -, Uy = U €S UN NUEVO u-v-camino contenido en W, si
en W’ no hay vértices que se repitan, entonces W’ es una u-v-trayectoria
contenida en W, de lo contrario podemos repetir el proceso anterior hasta
obtener la trayectoria deseada dado que el nimero de vértices que aparecen
mas de una vez en W es finito. [

[ ] L ]
a) hd b)
[ ] L ] [ ] L ]
[ ] [ ]
[ ] L ]
[ ] L ] [ ] L ]
[ ] L ] [ L ]

Figura 1.4:
a)Grafica inconexa con ¢(G) = 3. b)Grafica conexa.

Dada G grafica definimos la siguiente relacion de equivalencia sobre V(G),

para todo u,v € V(G) diremos que u estd conectado a v siy solo si existe
T una u-v-trayectoria.

La grafica G es coneza siy solo si para todo u,v € V(G), u esta conectado
a v. Una grafica que no cumpla con lo anterior es llamada inconeza.

La relacion “estar conectado a” es claramente una relaciéon de equivalen-
cia, por lo que define una particion sobre V(G), digamos {Vi, Va,..., Vi }.
Definimos las componentes conexas de una grifica como los elementos de la
particion. Podemos observar que G[V;] es una subgrafica conexa maxima pa-
ra todo i € {1,2,...,k}, ya que de lo contrario existirian vértices v € V;
y u € V(G) — V; tales que u esta conectado a v y por lo tanto estarian en
la misma particion bajo la relacion “estar conectado a”, lo cual nos lleva a
una contradiccion pues u € V(G) — V;, por consiguiente V; es una subgréfica
conexa maxima.
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Denotaremos con ¢(G) al nimero de componentes conexas de G, por lo
tanto podemos decir que una gréafica es conexa si y solo si ¢(G) = 1.

1.5. Vértices de corte y Puentes

Dada G grafica y v € V(G) decimos que v es un vértice de corte si
c¢(G —v) > ¢(@G), con lo que podemos afirmar que si G es conexa, v es vértice
de corte si y solo si G — v es inconexa.

Existe una definiciéon anéloga para aristas, a saber que dada e € E(G) e
es un puente si ¢(G — e) > ¢(G). Podemos observar en el siguiente diagrama
que un vértice de corte puede separar la grafica en dos o més componentes
conexas, sin embargo un puente separa a GG en exactamente dos componentes
conexas.

G:

G—l’: o, o,

.'U
xX
\ o °
o, Y
El vértice de corte x, al ser removido, separa a la grafica G en cuatro
componentes conexas.

.u
\.
.y/
G —ux: ., o,

El puente ux tinicamente separa a G en dos componentes conexas.

Daremos a continuacién una caracterizacion de vértices de corte y una de
puentes.

Teorema 1.5.1 Sea G' conexa y sea v € V(G), entonces son equivalentes:
i) v es un vértice de corte.

i) Vi, Vo particion de V(G —v) tales que VT Vi-Va-trayectoria se cumple
que v € V(T).
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iit) Jx,y € V(G —v) tales que VT x-y-trayectoria se cumple que v € V{(T).

Demostracién. Sea G conexa y v € V(G).

i) — i1) Sea v vértice de corte en GG. Sabemos por definicion que ¢(G—v) >

¢(@), digamos entonces que Cy,Cy, ..., Cy son las componentes conexas de
G — v. Definimos a V| = Uf;llCi y Vo =Ch.
Sea T una Vj-Va-trayectoria en G tal que T' = (x = tg,t1,...,t, = y) con
x € Vi yy € Vs, sin perdida de generalidad supongamos que x € C; y y € Ck.
Supongamos ahora que v ¢ V(T'), por lo tanto T es una V;-Vs-trayectoria
en G — v, mas ain T serfa una C4-Cy-trayectoria, de aqui que C; U C}, co-
nexa, lo cual es una contradiccion que viene de suponer que v ¢ V(T'), por
consiguiente v € V(T).

i1) — iii) Sea Vi, Vo una particion de V(G) tal que V1" V;-Va-trayectoria
se cumple que v € V{(T).

Seax € V) yy € V4, ahora como toda x-y-trayectoria es una V;-Vs-trayectoria,
entonces toda x-y-trayectoria contiene a v.

i11) — i) Sean x,y € V(G) tales que VI x-y-trayectoria se cumple que

ve V(T).
Supongamos que GG —v es conexa, entonces 37" una z-y-trayectoria en G — v,
lo cual es una contradiccion pues todas las x-y-trayectorias pasaban por v y
T’ no lo hace. Contradicciéon que viene de suponer que GG — v conexa, de aqui
que G —v es inconexa y por lo tanto como G es conexa ¢(G —v) > ¢(G). O

Teorema 1.5.2 Sea G conexa con p > 2 ye € E(G) entonces son equiva-
lentes:

i) e es un puente.

ii) Vi, Vo C V(G) particion de V{(G) tales que VT Vy-Va-trayectoria, T
pasa por e.

iii) Ju,v € V(G) tales que toda u-v-trayectoria pasa por e.

i) e es aciclica.

Demostracién. Sea G conexa con p > 2y e = (z,y) € E(G).

i) — i1) Sea e puente y sean C7, Cy las componentes conexas de G —e, defi-
nimos V; = C1, Vo = Cs una particion de V(G). Sea T' = (u = to, ty, ..., t, =
v) una Vj-Va-trayectoria en G con u € Vj y v € V, por lo tanto si suponemos
que 1" no pasa por e, entonces en G — e tenemos que u estaria conectado a v
por Ty por definicién estarian en la misma componente conexa de G — e, lo
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cual es una contradiccion.
De aqui concluimos que 7" pasa por e.

i1) — iii) Sea Vq, Vo C V(G) una particion de los vértices de G, tal que
VT Vi-Vo-trayectoria, T pasa por e.
Sea u € Vi y v € V,, como toda u-v-trayectoria es una V;-Vsh-trayectoria,
entonces toda u-v-trayectoria pasa por e.

iii) — iv) Sean u,v € V{(G) tales que toda u-v-trayectoria pasa por
e = (x,y) y supongamos que 3 ciclo en G tal que e € . Tomamos a T" una
u-v-trayectoria tal que T = (u = to,t1,...,tpm = Tyt = Y, ... by = V).
Definimos M = { i | t; € V{p)} # ¢ pues m,m + 1 € M. Sean j = min(M)
y k = max (M), con esto definimos T" = (u = to, t1,...,t;, @ bk, ... by = V)
una u-v-trayectoria que dependiendo del sentido en el que se recorra a ¢
pasa o no por e, si tomamos el caso en el que no lo hace tenemos una u-
v-trayectoria que no pasa por e, lo cual es una contradicciéon que viene de
suponer que e estaba en algin ciclo.
Por lo tanto e aciclico.

iv) — 1) Por contrapuesta si e = (z,y) no es un puente, entonces en G —e
hay una z-y-trayectoria digamos 7'.
Por lo tanto T'U e es un ciclo en G que contiene a e. [J

Dada G gréfica con p > 3 definimos la conexidad puntual de G, denotada
por £(G), como el minimo namero de vértices necesarios para que, al quitarlos
de G, ésta se desconecte o lleguemos a la gréfica trivial con un sélo vértice.
Decimos entonces que B C G es un blogue si k(B) > 2y B es una subgrafica
méaxima por contenciéon con esta propiedad. Es claro que dos bloques By, B,
pueden intersectarse a lo mas en un vértice de corte, ya que si lo hicieran
en dos o més, la uniéon B; U B,y, tendria también conexidad puntual mayor o
igual a 2, contradiciendo la maximidad de By y Bs.

Llamaremos bloque terminal a un bloque que tenga un sélo vértice de
corte.

1.6. Graficas especiales

En esta seccién daremos notaciéon a varios tipos de graficas con caracte-
risticas especificas. Por ejemplo llamaremos grdfica completa, denotada por
K,, a una gréfica de orden p en donde todo par de vértices distintos sean ad-
yacentes. Podemos notar entonces que K, es (p-1)-regular. Algunos ejemplos
de graficas completas se pueden observar en la siguiente figura.
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K- ®y K, : L

A una grafica que sea por si misma una trayectoria de orden n la denota-
remos por P,, de igual forma un ciclo de longitud n es llamado un n-ciclo y
se denota por C,,. Diremos también que un ciclo es par o impar dependiendo
de la paridad de su orden.

Una grafica G es llamada bipartita si existe una particion Vi,V # ¢ de
V(G), tales que cada arista de G sea una V;-Vs-arista. Llamaremos a V;, V;
una biparticién si cumple lo anterior. Una caracterizacion de estas graficas
es dada por el siguiente teorema.

V1: e V2: e

. )

. )

. )

° 0
Figura 1.5:

Ejemplo de grafica bipartita, se pueden observar la particion de V(G) Vi, Va.

Teorema 1.6.1 Una grdfica G no trivial es bipartita si y sélo si G no con-
tiene ciclos impares.

Demostracién. Sea G una grafica no trivial.

Para la primera implicaciéon supongamos que G es bipartita, por lo tanto
Vi, Vo C V(@) particion tal que Ve € E(G) se cumple que e es una V;-Va-
arista. Sea C' = (vq,vy,...,v,) un n-ciclo en G, de no existir el resultado se
cumple por vacuidad. Supongamos sin perdida de generalidad que v; € Vi,
en consecuencia vy € Vo y asi para toda 1 <7 < n, v; € V] si y sélo si i es
impar, y v; € V4 si y solo si ¢ es par. Ahora como v,v; € E(C) y v; € V)
entonces v,, € V5, por consiguiente n es par.

De aqui concluimos que todo ciclo de G tiene longitud par.
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Para el reciproco supongamos que G no contiene ciclos impares y asuma-

mos de momento que G es conexa. Sea u € V(G), por lo tanto Yv € V(G)
existe una u-v-trayectoria en GG, por lo que podemos definir a 7}, ,, como una
de longitud minima.
Definamos ahora V; C V(G) como el conjunto que contiene a u y a todo
vértice v € V(G) tal que la longitud de T, , sea par; y a V5 C V(G) como
el conjunto que contiene a todo vértice v € V(G) tal que la longitud de T,
sea impar. Por construccion es claro que V; y V5 son una particion de V(G).
Sea e = (z,y) € E(G), veamos ahora que x y y pertenecen a distintos ele-
mentos de la particion. Podemos suponer sin perdida de generalidad que
x € Vi, sl suponemos que y € V) entonces existen 1, 5, u-z-trayectoria mi-
nima y T, ,, u-y-trayectoria minima, ambas de longitud par, por lo tanto
O =(u,Tyz v, Tujyl,u) un ciclo impar en G, lo cual es una contradiccion
que viene de suponer que y € V;. De aqui que y € V5 y como consecuencia
toda arista de GG es una V;-Vs-arista.

Si G no hubiera sido conexa, podemos suponer que C7,C5,...,C, las
componentes conexas de (G, de tal forma que si G no contiene ciclos impares,
entonces ninguna C; contiene ciclos impares, por lo que aplicando el proceso
anterior obtenemos que cada C; es bipartita. Digamos que X;,Y; C V(C;) las
particiones bipartitas de cada C;. Por lo que es claro que |J_, X;, Ui, Y; C
V(G) son una biparticion de G. O

1.7. Digraficas

Hay ocasiones en las cuales es necesario especificar si una arista puede
ser recorrida en un sentido pero no en el otro, como en el caso del trafico en
las calles. Para esto surge el concepto de graficas dirigidas mejor conocidas
como digrdficas.

Una digrdfica D es un conjunto V(D) finito y no vacio de vértices y
un conjunto F(D), posiblemente vacio, de pares ordenados de vértices. Los
elementos de E(D) seran llamadas flechas. Sila flecha (u,v) € E(D), diremos
que u es adyacente hacia v o que v es adyacente desde u. En general podemos
decir que u y v son adyacentes por flechas. Si existe la flecha (u,v) y la flecha
(v,u) diremos que estas dos son simétricas.

Al igual que las graficas las digraficas también pueden ser representadas
por diagramas donde cada vértice se representaré con un punto y cada flecha
ird del primer vértice del par ordenado hacia el segundo. Un ejemplo se
muestra en el siguiente diagrama:
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Dada G grafica podemos convertirla en una digrafica al darle una orien-

tacion a sus aristas, para toda arista wv € E(G) podemos dar una de dos
orientaciones (u,v) o (v,u). A la digrafica obtenida con este método se le
llama una orientacion de G. Notemos que en una orientacion no hay flechas
simétricas.
La grafica subyacente de una digrafica D, denotada por D, se define como
la grafica G obtenida a partir de remplazar cada flecha (u,v) € E(D) por
una arista wv sin direcciéon eliminando las aristas miltiples entre vértices.
Todas las definiciones que hemos dado para graficas se pueden trasladar a
digréaficas utilizando la grafica subyacente de D. Sin embargo necesitaremos
nuevas definiciones que nos ayuden a entender mejor a las digraficas.

Si (u,v) € E(D) diremos que (u,v) sale de u 'y llega a v. Dado v € V(D)
definimos el grado de entrada de v como el nimero de flechas que llegan a
v, denotado por 6~ (v). Y definimos el grado de salida de v como el ntume-
ro de flechas que salen de v, denotado por §*(v). Podemos notar aqui que

d(v) =0%(v) + 6 (v).
Definimos también los vecinos de entrada
N-(v)={uwe V(D) | (u,v) € V(D) }
y los vecinos de salida
Nt(w)={ueV(D)| (v,u) € E(D) }

Notamos también que N*(v) U N~ (v) = N(v).

Definiremos un camino dirigido como una sucesion alternada de vérti-
ces y flechas, digamos W = (v, eq,v1,€3,...,0,_1, €y, 0,) donde cada e; =
(vi—1,v;) € E(D). Del mismo modo que en las graficas un camino dirigido
puede ser denotado de manera mas simple como W = (vg,v1,...,v,). Las
definiciones de paseo, trayectoria y ciclo dirigido se dan de la misma forma
que para graficas pero partiendo de un camino dirigido.

Dados u,v € V(D) diremos que v es alcanzable desde u si existe una u-v-
trayectoria dirigida en D, es claro que el hecho de que exista una trayectoria
dirigida de v a v no implica que haya una de v a wu, asi como el hecho de
que haya una trayectoria entre u y v en la grafica subyacente, no implica que
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T Swrr sw)=1 d==0 o)
J ?<j S(u)=0 ds(v)=1 6(=)=3 d&(y)=1

Figura 1.6:
En esta digrafica podemos observar el grado de entrada y salida de cada
uno de sus vértices.

haya alguna trayectoria dirigida entre estos vértices.

Una digrafica D es regular si existe r € N tal que Vv € V(D) se cumple
que §T(v) = d7(v) = r. D es también simétrica si Ve = (u,v) € E(D) e’ =
(v,u) € E(D), en cuyo caso diremos que toda flecha tiene su conjugado.

Diremos también, dada una grafica G que D es la digrafica simétrica de
G, denotada por D = G*, si y s6lo si D se obtiene de G al remplazar cada
arista uv € E(G) por las flechas (u,v) y (v, u), llamaremos a estos ultimos el

par conjugado de uv 'y a uv la arista subyacente de (u,v) o de (v, u). Notemos
también que V(G) = V(D).

K., K

Figura 1.7:
En esta figura podemos observar a K3 y su digrafica simétrica.

Veremos a continuaciéon propiedades interesantes de las digraficas simé-
tricas que después nos serviran para particularizar algunos resultados.

Dada G gréfica si T = (vg,v1,...,v,) €s una vg-v,-trayectoria, en G*
podemos definir a Ty trayectoria simétrica de T, como la vg-v,-ditrayectoria
tal que Ty = (vo, (vo, v1), v1, (V1,V2), V9, ..., Up_1, (Vn_1, Un), Up), NOtemos que
T, es una orientacion particular de 7. Llamaremos también a T' la trayectoria
subyacente de Ty. Por lo tanto se cumple que:
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Proposicion 1.7.1 Para cualesquiera u,v € V(G) T es una u-v-trayectoria
en G si y solo si Ty es una u-v-ditrayectoria en G*.



Capitulo 2

Introduccion a algoritmos

2.1. Complejidad de algoritmos

El término algoritmo es usado al referirnos a un conjunto de reglas e
instrucciones bien definidas para obtener un resultado a partir de un conjunto
especifico de argumentos en un tiempo finito. El uso de algoritmos se ha
incrementado ampliamente con la evolucién de los sistemas de computo. Pero
antes de empezar con los algoritmos debemos definir un tema central en este
campo que es la complejidad.

La complejidad de un algoritmo mide la cantidad de esfuerzo computacio-
nal que se requiere para resolver un problema utilizando un algoritmo. Hay
algunos pardmetros que se consideran para medir la complejidad como son el
ntmero de pasos del proceso computacional, el tiempo que tarda en correr el
algoritmo y la cantidad de espacio de almacenamiento requerida. Usualmente
la complejidad de un algoritmo es una funcién del tamano y la presentacion
de los argumentos, llamada funcién de complejidad.

El tipo de medida de la complejidad méas usado es aquel llamado com-
plejidad del peor caso. Al correr un algoritmo la mayoria de las veces hay
argumentos con los cuales la respuesta del algoritmos se da rapidamente. Por
ejemplo si nuestro problema es encontrar la inversa de una matriz es facil ver
que invertir una matriz diagonal representa una tarea muy distinta a invertir
una matriz sin ceros. Por lo que al calcular la complejidad uno resuelve el
peor caso posible en cuanto a tiempo se refiere, y con base en esto se da una
medida a la complejidad del algoritmo.

Dadas dos funciones de complejidad f, g diremos que el orden de f es
menor o igual que el de g si existe una constante C' € Ry ng € Z* tales
que f(n) < Cg(n) Vn > ng. Si esto sucede, lo denotaremos como f(n) =
O(g(n)). Es decir que no crece méas rapido que g. Diremos también que f y
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g tienen el mismo orden si f(n) = O(g(n)) y g(n) = O(f(n)).

Diremos entonces que un algoritmo es eficiente o polinomial si su com-
plejidad f, con tamano del argumento n, es una funcién polinomial en n, es
decir si exista una funcién polinomial h(n) = n* tal que f(n) = O(h(n)).
En cuyo caso llamaremos a un problema computable si existe un algoritmo
eficiente que lo resuelva.

Dados dos algoritmos A, B, con funciones de complejidad f, g respecti-
vamente, que resuelven el mismo problema, diremos que A es mejor o mds
eficiente que B si f(n) = O(g(n)) pero g(n) # O(f(n)).

Usaremos la notacion A «— B para indicar que el valor de A es remplazado
por el de B. El siguiente ejemplo nos dejara mas claro como funciona y como
se describe un algoritmo, en éste encontraremos el minimo dentro de una
lista de elementos de un orden parcial.

Algoritmo 2.1.1 Algoritmo para encontrar el minimo elemento.

[Dado un listado P(1), P(2),..., P(n) de elementos de un orden parcial, en-
cuentra el minimo y lo despliega junto con su ubicacion en la lista.|

1. [La variable FIRST representa el “primer elemento” actual.|

FIRST « P(1).

2. [Declara la variable p que nos dard la ubicacion del elemento deseado.|
p<—1.

3. [Para cada elemento P(k) de la lista, distinto de P(1), si el elemento
P(k) es menor que FIRST, entonces FIRST es remplazado por P(k) y

p por k.|
Fork=2ton

Si P(k) < FIRST, entonces:

(a) FIRST «— P(k).
(b) p<—k.

4. Desplegar FIRST vy p.

Como este algoritmo hace n—1 comparaciones es claro que su complejidad
es n— 1 =0O(n), por lo que es polinomial y eficiente.
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2.2. Algoritmos de Biisqueda

En esta seccion describiremos el funcionamiento y compararemos la efi-
ciencia de dos algoritmos utilizados para encontrar, si aparece y de ser asi
doénde, una palabra dentro de una lista dada ordenada alfabéticamente. Usa-
remos la relacion a < b para indicar que la palabra a, alfabéticamente, se
encuentra antes que la palabra b.

El primer algoritmo llamado algoritmo secuencial de bisqueda realiza la
busqueda de la manera més logica, empezando desde el principio compara
cada palabra de la lista con la buscada, si la encuentra detiene el proceso y
avisa que la palabra existe en la lista, si recorre toda la lista y no la encuentra
despliega que no fue encontrada. La formalizacion de este algoritmo es la
siguiente:

Algoritmo 2.2.1 Algoritmo Secuencial de Busqueda.

[Determina si la palabra dada LLAVE aparece en un listado
W(1),W(2),...,W(n) de palabras ordenado alfabéticamente, si lo hace des-
pliega donde./

1. [ Sila k-ésima palabra de la lista es LLAVE su ubicacion es desplegada
y el algoritmo termina./

for k=1 ton
(a) Si W(k) = LLAVE, entonces
desplegar k y detener

2. Desplegar “no se encontro”

Es claro que el algoritmo necesitara hacer n comparaciones antes de ter-
minar en el peor de los casos, es decir, cuando la palabra no se encuentre en
la lista. Por lo tanto la complejidad de este algoritmo es n = O(n).

Veamos ahora otro algoritmo que utiliza una técnica llamada “divide y
venceras’ que, como su nombre lo dice, divide el problema en subproblemas
pequenos que se resuelven mas facilmente. El algoritmo que veremos lleva el
nombre de Algoritmo Binario de Biusqueda, para esto definimos lo que es el
piso de un namero real x, denotado por |z |, como el méximo entero menor
que x. Con esto podemos describir el algoritmo formalmente como sigue:
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Algoritmo 2.2.2 Algoritmo Binario de Bisqueda.

[Determina si la palabra dada LLAVE aparece en un listado W (1), W (2),...,W(n)

de palabras ordenado alfabéticamente, si lo hace despliega donde.|

1. [j y k representan la primera y la dltima palabra de la sublista siendo
considerada. Inicialmente j=1 y k=n/

11j=1
1.2 k=n
2. [W(m) es la palabra a la mitad entre W (j) y W (k)./

while 7<k do
o) m =5
b) [Si la m-ésima palabra es LLAVE despliega su ubicacion y el

algoritmo termina/
Si W(m) = LLAV E, entonces desplegar k y detener.

c) [Si LLAVE estd antes alfabéticamente que W(m), entonces la
nueva sublista se tomard entre W(j) y W(m — 1)/
Si LLAVE < W(m), entonces k =m — 1.

d) [Si LLAVE estd después alfabéticamente que W(m), entonces la
nueva sublista se tomard entre W(m + 1) y W(k)/
Si LLAVE > W(m), entonces j =m + 1.

3. Desplegar “no se encontro”

Veamos como funciona este algoritmo en un ejemplo concreto. Suponga-
mos que queremos determinar si la palabra HOM BRE se encuentra dentro
de la siguiente lista:

W(1) = ARBOL
W(2) = BURRO
W(3) = GATO
W(4) — HOMBRE
W(5) = KILO
W(6) — MAMA
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W(7) = NACION
W(8) = PESCADO
W(9) = RADIO
W(10) = TIERRA

Usando 2.2.2 como algoritmo de busqueda primero veremos si W (5) =
KILO es la palabra buscada HOM BRE.

Como no lo es, siendo que alfabéticamente HOM BRE < KILO, proba-
mos ahora la palabra a la mitad de la sublista W (1), W (2), W(3), W(4),
que es W(2) = BURRO. Siendo que tampoco es la palabra buscada y
BURRO < HOMBRE, comparamos la palabra a la mitad de la sublis-
ta W(3),W(4), digase W(3) = GATO. Como GATO # HOMBRE y
GATO < HOMBRE, s6lo nos queda probar W (4) en cuyo caso habremos
encontrado nuestra palabra.

Para determinar la complejidad de este algoritmo observemos que los
pasos uno y tres solo se realizan una vez por lo que su orden es constante
O(1). Ahora en el paso dos es claro que el mayor nimero de iteraciones se
dara si la palabra no se encuentra en la lista.

Llamemos B(n) al namero de iteraciones del paso 2, como después de
realizar este paso por primera vez habra una lista con a lo mas | 5] palabras
a considerar, entonces

B(n) < 1+BQ%J). (2.1)
Demostraremos ahora por induccién fuerte que

B(n) <1+ log,n. (2.2)

Sin =1 es claro que la desigualdad se da.
Supongamos ahora que 2.2 se cumple para todo entero n con 1 < n < k,
probaremos entonces que

B(k+1) <1+log,(k+1).

B(k+1)§1+BQ¥D.

Sin embargo por Hipotesis Inductiva

{142 <357 <100 ().

Por 2.1.
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Por lo tanto:
B(k+1) <2+logy(k+1) —logy2 =1+ logy(k+ 1),

Por consiguiente B(n) = O(logy(n)). Como en cada iteracion del paso 2
solo se hacen dos comparaciones y dos asignaciones, el orden de cada una es
constante. Por lo que la complejidad resultante del paso 2 es O(log,(n)) =

O(log(n)).

2.3. Graficas dentro de la computadora

Hemos descrito ya algunos algoritmos interesantes, pero aiin no hemos
logrado la conexién entre éstos y las graficas. Para ello empezaremos por
representar una grafica en la computadora.

Existen distintos modelos de almacenamiento en un ordenador, para des-
cribirlos utilizaremos bases de datos que funcionan a partir de listas de ele-
mentos en las cuales cada renglon representa un ntmero determinado de
variables llamadas campos. Estas variables usualmente representan un iden-
tificador tinico, vértices, aristas o apuntadores al identificador de otro renglon.

Con esta informaciéon pasaremos a representar una grafica a partir de
una base de datos, debemos notar que la eficiencia de un algoritmo puede
estar afectada por el modelo de almacenamiento que usemos. Una posible
representacion es la matricial en donde a una gréafica G con p, ¢ y V(G) =
{vi,v2,...,v,} se le asocia una p X p matriz de adyacencias A = [a;;] definida
como sigue:

ai; = { 1 sivw; € E(G)

0 de lo contrario

Es claro que A es una matriz simétrica en donde si no hay bucles la
diagonal esta compuesta de ceros. Como A es una p X p matriz requiere de p?
entradas. Si G es una gréafica con un namero limitado de aristas estarfamos
ingresando en la base de datos un gran ntmero de ceros que no aportan
informacién pero ocupan espacio, es por eso, que se usan otros métodos de
almacenamiento como lo es la lista de adyacencias descrita a continuacion.

Sea G grafica con V(G) = {v1,vs,...,v,}, la lista de adyacencias asocia
a cada v; € V(@) una lista de vértices adyacentes a v; ordenados de manera
numerica o alfabética. Podemos notar que esta forma de almacenamiento
utiliza a lo mas p x g entradas, lo que en el caso de una grafica con pocas
aristas nos reduce la cantidad de memoria usada en la base de datos.
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Una digrafica D tiene asociada una representacion en la computadora
muy similar, si V(D) = {vy,v9,...,v,} definimos una p x p matriz A = [a;]

como sigue:
[ i) € B(D)
“ 1 0 delo contrario.
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Introduccién a algoritmos




Capitulo 3

Arboles.

3.1. Propiedades de los arboles.

Definimos un drbol como una gréafica conexa sin ciclos, esto es que cada
arista de un arbol represente un puente. Diremos que una grafica (conexa o
inconexa) es un bosque si es una grafica aciclica. De modo que toda compo-
nente conexa de un bosque es un arbol. Llamaremos también arbol (bosque)
generador de una grafica G a una subgrafica generadora que sea un arbol
(bosque). Veremos ahora una propiedad importante que tienen estas grafi-
cas:

a) [ [ b) o °
T T
]
° ° o
. . o
[ ] [ ]
[ L ] ® ° o
Figura 3.1:

a) Ejemplo de un arbol. b) En este esquema podemos ver resaltados los
vértices terminales del mismo arbol T.
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Teorema 3.1.1 Un drbol de orden p tiene tamano p — 1

Demostracién. Por induccion sobre p. Como K es el tinico drbol con p =1
el resultado se cumple para la base de la induccion.

Sea T  arbol con p > 2 y supongamos que el resultado se cumple para toda
k < p. Sea e € E(T), por lo que sabemos que e es un puente, de aqui que
T — e tiene exactamente dos componentes conexas, digamos Ty, 7T, arboles
con pi,pP2 Y q1, Q2 como sus ordenes y tamanos.
Como p; < p por hipétesis inductiva tenemos que ¢; = p; — 1 con i € {1,2}.
Sabemos también que p =p; +p2 y ¢ = ¢1 + g2 + 1 por lo tanto:

g=P1—D+@p—1)+1l=pi+p—1=p—1

Por induccién tenemos que el tamano de un arbol es su orden menos uno. [

Otro teorema util que nos muestra propiedades interesantes de los arboles
es el siguiente:

Teorema 3.1.2 Todo drbol no trivial contiene al menos dos vértices termi-
nales.

Demostracién. Sea T" arbol con orden p, tamano ¢y V(G) = {v1,va,...,0,}
ordenados de tal forma que 6(v;) < 0(v;) si @ < j . Ahora si suponemos que
no existen 2 vértices con grado uno entonces Vi > 2 se cumple que §(v;) > 2,

y 0(v1) > 1, por lo tanto:

zp:cS(vi) >142p—1)=2p—1 (3.1)

i=0
Sin embargo como por 3.1.1 y 1.2.1 sabemos que
> w)=2¢=2p-1)=2p—2 (3.2)
veV(G)
Por lo tanto:

p

2p— 2= Z 6(1})225(1}0 >2p—1 (3.3)

veV(G) i=0
Lo cual es una contradicciéon con 3.1 que viene de suponer que 7' no con-
tenfa al menos 2 vértices terminales. [J

Sabemos que en una grafica conexa dados dos vértices existe una trayec-
toria que los une, sin embargo en arboles podemos decir un poco mas:
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Teorema 3.1.3 Dado T drbol, si u,v € V(T), entonces T contiene una
unica u-v-trayectoria

Demostracién. Sea T arbol y sean u,v € V(T'). Supongamos que existen
P y @ dos u-v-trayectorias distintas, por lo tanto existe un vértice x €
V{(P) NV(Q) tal que el vértice que sigue después de x en P sea distinto del
que le sigue en @), y sea y el primer vértice en P, después de x, que también
esté en ).

P
o - e
w K TR
. - &
Figura 3.2:

En esta figura podemos observar las 2 u-v-trayectorias y el ciclo que se
forma al suponer que son distintas.

De aqui que podamos construir el siguiente ciclo C' = (z, P,y,Q~', z)
lo cual es una contradicciéon que viene de suponer que existian dos wu-v-
trayectorias distintas en 7. [
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3.2. Arboles arraigados.

Extendemos el concepto de arbol a arbol dirigido definiéndolo como una
digrafica cuya grafica subyacente es un arbol. Diremos que T es un drbol
arraigado si existe un vértice r € V(T'), llamado raiz, tal que Vv € V(T)
existe una r-v-trayectoria dirigida. Una vez encontrada la raiz de un arbol
podemos definir el nivel de un vértice v como la longitud de la tnica r-v-
trayectoria dirigida. Definiremos también el peso de un arbol arraigado como
el maximo nivel de un vértice en 7.

] ]
T
°
° °
° .
[ ] [ ]
] .?" °
Figura 3.3:

Ejemplo de arbol arraigado en r.

El siguiente teorema nos permite caracterizar los arboles arraigados:

Teorema 3.2.1 Un drbol dirigido es arraigado si y solo si T contiene un
vértice r con §—(r) =0y o~ (v) =1 Yo € V(T) distinto de r.

Demostracién. Sea T arbol.

Para la primera implicacién supongamos que 1’ es arraigado con raiz r,
por lo tanto 6~ (r) = 0 ya que de lo contrario si existiera v € V(T) tal
que (v,r) € E(T), como hay una r-v-trayectoria dirigida en 7" podriamos
construir un ciclo dirigido 7'U (v, ), lo cual seria una contradiccion. Ahora
dado u € V(T') con u # r supongamos que u esta en el nivel 7 y por lo tanto es
adyacente desde exactamente un vértice en el nivel i — 1, como consecuencia
0 (u) = 1.

Para el reciproco supongamos que existe r € V(T') tal que 6 (r) =0y
Yo € V(T) si v # r, entonces 6 (v) = 1. Sea u; € V(T) con u; # r, como
0~ (u1) = 1 entonces existe un vértice adyacente a u; digamos us. Si ug =7
tenemos una wu;-r-trayectoria, de lo contrario podemos repetir este proceso
cuantas veces sea posible, notemos que como no hay ciclos en T este proceso
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debe ser finito, asi que llegaremos a wu, con § (u,) = 0, por consiguiente
u, = r, con lo que encontramos una u;-r-trayectoria y por lo tanto T es
arraigado. [

[ ] [ ]
T:
\ ® L]
® .'U !
L] L]
a) . . b) %
L . -

Figura 3.4:
El ejemplo (a) representa a T un arbol arraigado en r y (b) es un subérbol
méaximo de T arraigado a v.

Dado T arbol arraigado y u,v € V(T) vértices adyacentes tales que u
esté en el nivel anterior a v diremos que u es el nodo anterior de v (o “parent
node”) o que v es un nodo posterior de u (o “child node”). Diremos también
que un vértice w € V(T) es descendiente de otro vértice x € V(T) ( o
que z es antecesor de w) si existe una x-w-trayectoria en 7. Al subarbol
inducido por v y todos sus descendientes se le conoce como subdrbol mazrimo
de T arraigado a v. Un vértice v € V(T') sin nodos posteriores sera llamado
una hoja del arbol T" mientras que todos los demas serédn llamados vértices
mnlernos.

Un arbol arraigado 7" es llamado m-ario si todo vértice de T tiene a lo mas
m nodos posteriores. En un arbol 2-ario o binario cada vértice tiene a lo mas
2 nodos posteriores, un posterior derecho y un posterior izquierdo. Llamamos
a un arbol arraigado T" m-ario completo si todo vértice de T tiene cero o m
nodos posteriores, de igual forma se define un arbol binario completo.

Teorema 3.2.2 Un drbol m-ario completo con i vértices internos tiene orden
mi+ 1.

Demostracién. Sea T un arbol m-ario completo de orden p con i vértices
internos. Si contamos los vértices de T, sabemos que por cada vértice interno
de T" tenemos m nodos posteriores y como cada vértice tiene un nodo anterior
unico hasta aqui hemos contados mi vértices, sin embargo como la raiz no es
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Figura 3.5:
En esta figura GG representa un arbol binario completo y H un arbol 3-ario.

un nodo posterior de nadie nos falta contarla por lo tanto p =m:s+ 1. [

Corolario 3.2.3 Cada drbol binario completo con i vértices internos tiene
1+ 1 hojas.

Demostracion. Sea T un arbol binario completo con i vértices internos.
Por el teorema anterior sabemos que p = 2i + 1, por lo tanto como 7' tiene
exactamente i vértices internos entonces el resto, ¢ + 1 vértices, tienen que
ser hojas. [J

Los siguientes resultados nos dan informaciéon entre la relaciéon orden y
peso de un arbol binario.

Lema 3.2.4 Se cumple que para toda n € N:

=142+ 4. 4 2n=2"" 1
k=0
Demostracion. Por induccién sobre n. Para n = 1 es claro que
1
o =142=22-1=3=2""—1
k=0
Supongamos el resultado valido para n, y probemos para n + 1. Desarro-
llemos ahora la siguiente expresion:
n+1
ZZk =142+, '+2n+2n+1 _HI 2n+1_1_|_2n+1 _ 2(2n+1>_1 _ 2n+2_1
k=0
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Con lo que queda demostrada la proposiciéon. [

Teorema 3.2.5 Si T es un drbol binario de peso h y orden p, entonces
h+1<p<2htt—1

Demostracion. Definamos p, como el nimero de vértices de T en el
nivel £, con 0 < k < h. Por lo tanto ZZ:O pr = p. Veamos por inducciéon
sobre el peso del arbol que p, < 2¥ si 0 < k < h. Para h = 1 es claro que la
raiz tiene a lo méas dos nodos posteriores, por lo tanto p; < 2. Supongamos
el resultado valido para h, como p,1 < 2p;, pues cada vértice tiene a lo méas
2 vértices posteriores y p, = 2" entonces pj; < 201

De aqui que usando 3.2.4:

h
h+1=) 1<) pp=p<y 2F=2"M—1
k=0 k=0 k=0

Con lo que queda demostrado el teorema. [
Diremos que un arbol arraigado T' esta balanceado si cada hoja de T esta
en el nivel h o h — 1.
Corolario 3.2.6 Si T es drbol binario de peso h y orden p, entonces
h > [logy((p +1)/2)]
La igualdad se da st T estd balanceado.

Demostracién. Por el Teorema anterior p < 21 — 162" > (p+1)/2
por lo tanto

h > logy((p +1)/2)

De aqui que, como h un entero, h > [log,((p + 1)/2)].
Ahora si T esta balanceado entonces

p>1424+224 . 421 =2"_1

por lo tanto 2" — 1 < p < 2"*1 — 1 o0 lo que es lo mismo

oh—1 ~ ]il < oh
2
Sacando logaritmos tenemos que
1
h—1<1og2(1%) <h

Por lo tanto h = [log,((p+1)/2)] O



30 Arboles.

3.3. Busqueda de Profundidad Inicial

La Busqueda de Profundidad Inicial es un método sisteméatico para visi-
tar cada vértice de una grafica mediante un algoritmo eficiente. La primera
aplicacion que veremos de este método serd la de encontrar sub-arboles o
sub-bosques generadores dentro de una gréafica arbitraria.

Una descripcion inicial de este método es la siguiente. Supongamos que
tenemos una gréfica conexa, lo primero que haremos sera tomar como nuestro
vértice actual a un véritce arbitrario dentro de ésta, de aqui nos fijaremos en
cada vértice adyacente que tenga, no visitado por el algoritmo previamente,
elegiremos uno que sera nuestro nuevo vértice actual y repetiremos el proceso
hasta que todos los vértices adyacentes a nuestro vértice actual hayan sido ya
visitados por el algoritmo, en cuyo caso regresaremos por el camino seguido
vértice a vértice y repetiremos el proceso en cada ocasion.

Cuando todos los vértices de la grafica hayan sido visitados, el camino que
seguimos durante este proceso nos definird un sub-arbol generador, en caso
de que la grafica no sea conexa repetiremos el proceso para cada componente
conexa obteniendo asi un sub-bosque generador.

Definiremos para cada v € V(G) ipi(v) = n siy solo si v es el n-ésimo
vértice visitado por primera vez en el algoritmo. Este tultimo puede ser ex-
presado formalmente de la siguiente manera:
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Algoritmo 3.3.1 Algoritmo de Busqueda de Profundidad Inicial.

[Para conducir una bisqueda de profundidad inicial dentro de una grdfica
arbitraria G|

1. [Inicialmente a todos los vértices se les da un indice de busqueda de 0]
ipi(v) < 0 para cada v € V(G).

2. [La variable i es definida, y serd asignada al i-esimo vértice visitado
en el procesof
11— 1.

3. [El conjunto S es definido y serd el que guarde todos las aristas visi-
tadas dentro del proceso

S — ¢.

4. [Si no han sido visitados todos los vértices de G se define una nueva
raiz desde la cual se iniciard el proceso de bisquedal
Siipi(v) #0 Yv € V(G), entonces detener y desplegar S;
de lo contrario definir v como el primer vértice tal que ipi(v) = 0 y

w — 7.
5. ipi(w) «— 1.
6. 1+—1+1.

7. [La bisqueda es llevada a cabo para un vértice no visitado anterior-
mente/

7.1 Siipi(v) = 0 para algun v adyacente a w, entonces continuar al
siguiente paso, de lo contrario, ir al paso 7.4.

7.2 S — SU{(w,v)} y PARENT (v) < w

7.8 w «— v y regresar al paso 5.

7.4 Siw #r, entonces w «— PARENT (w) y regresar al paso 7.1; de
lo contrario, regresar al paso 4.
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’
Figura 3.6:

En esta figura podemos observar el actuar de un algoritmo de Bisqueda de

Profundidad Inicial, comenzamos en el paso 2) por definir un vértice r como

la raiz y el vértice activo para, paso siguiente, empezar a recorrer la gréafica
buscando vértices adyacentes al activo con ipi(v) = 0. Podemos observar
que en el cambio del paso 6) al 7), como el algoritmo no encuentra como
seguir avanzando regresa por su camino hasta encontrar un nuevo vértice
con ipi(v) = 0, lo mismo ocurre en el cambio del paso 8) al 9). Todo para

que terminemos con un sub-arbol generador.
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Si G es una (p, q) grafica, entonces la complejidad del algoritmo de bus-
queda de profundidad inicial es O(maxz{p, q}), ya que, notemos primero que
para cada vértice w la igualdad ipi(v) = 0 es verificada exactamente una
vez para cada vértice v en la lista de adyacencias de w. Ademés los pasos
7.2 y 7.3 son ejecutados a lo mas d(w) veces para cada vértice w. Como
Zwev<G> d(w) = 2q tenemos que la complejidad de los pasos 7.1-7.3 es O(q).
Como también regresamos pasos a lo mas una vez por cada w € V(G), el
paso 7.4 tiene complejidad O(p). Por lo que la complejidad del paso 7 es
O(max{p,q}). Pasos 1, 2, 3, 5 y 6 tiene complejidad constante. El 4 requiere
a lo mas de p iteraciones. Por todo lo anterior tenemos que la complejidad
del algoritmo completo es O(max{p, q}).

Dado T un arbol de busqueda de profundidad inicial en una grafica G,
definimos una arista trasera como una arista de G que no pertenece a 7T'. El
siguiente resultado muestra algunas propiedades de este término.

ipi(v)
. ° g e3
2
° °
® ® Ee o4
® ° ?o e5
a) b)

Figura 3.7:

En (b) podemos observar el arbol arraigado en r obtenido a partir del
algoritmo de BPI en la grafica de la figura (a). En punteado tenemos
ejemplos de aristas traseras y al lado de cada vértice se encuentra el valor
de su ipt

Teorema 3.3.2 Cada arista trasera e de G une a un antecesor y a un des-
cendiente. En particular, si e = uv y u es visitado antes de v en la busqueda
de profundidad inicial de G, entonces v es descendiente de wu.

Demostracion. Por hipotesis, v es visitado por primera vez después de
la primera visita a u. La subgrafica del arbol de biisqueda de profundidad
inicial inducida por u y todos los vértices de GG visitados entre la primera y
la dltima visita a v es un arbol 7', arraigado en u. Por lo tanto, cada vértice
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de T distinto de u es un descendiente de u. Como cada vértice adyacente a
u y visitado después de u es vértice de T', entonces el vértice v estd en T' y
por lo tanto es descendiente de u. [

3.4. Busqueda de Profundidad Inicial:
Una herramienta para encontrar bloques.

Con la ayuda de la busqueda de profundidad inicial se puede determinar
el ntimero de vértices de corte de una grafica dada. Para esto introduciremos
algunos conceptos nuevos. Dada G grafica y v € V(G), una rama de G en
v es una sugrafica conexa maxima H de GG que contenga a v pero no como
un vértice de corte. Sin importar si v es o no vértice de corte en GG podemos
observar que el nimero de ramas de G en v es igual al nimero de bloques
que contengan a v.

Veamos ahora un par de resultados que nos permitirdn caracterizar los
vértices de corte de una grafica conexa, sin embargo como un vértice es de
corte en una gréafica G si y solo si lo es en alguna componente conexa de G,
basta demostrar el resultado para graficas conexas.

Teorema 3.4.1 Sea T un drbol de bisqueda de profundidad inicial en una
grifica G, yr la raiz de T'. Entonces r es vértice de corte de G si y solo sir
tiene al menos dos nodos posteriores en T.

Demostracion. Sea T un arbol de bisqueda de profundidad inicial en
una grafica G.

Para el primer condicional sea r un vértice de corte de GG. Por lo tanto r
pertenece a al menos 2 bloques y por ende a 2 ramas de G. Sea x el primer
vértice visitado después de r durante la busqueda de profundidad inicial
de G. De aqui que x sea un nodo posterior de r en Ty pertenece a una
rama, digamos B; de G en r. Sea By, # B; otra rama de G en r. Por lo
tanto By N By = {r} ya que dos bloques se intersectan a lo mas en un vértice.
Como x € B; antes de visitar algin vértice de B; la bisqueda de profundidad
inicial debe, necesariamente, volver a pasar por r. De aqui podemos deducir
que r tendré al menos un segundo nodo posterior en 7" al visitar el primer
vértice de Bs.

Para la segunda implicacién supongamos que r tiene al menos dos nodos
posteriores en T'. Sea x el primer vértice visitado después de r en la busqueda
de profundidad inicial de G. Denotemos a 7T} como el maximo subéarbol de
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T tal que T} sea arraigado en z. Es facil observar que V(T}) consiste de x y
todos los vértices descendientes de z.

Supongamos que existe uw € E(G) tal queu € V(T1) y w ¢ (V(T1)U{r}).
De aqui podemos deducir que w es visitado después de u en la busqueda de
profundidad inicial pues no es descendiente de x y todos los descendientes
de z son visitados antes de regresar a r. Como uw ¢ E(T}) entonces uw es
una arista trasera y gracias a 3.3.2 sabemos que w es descendiente de u lo
cual es una contradiccién pues todo descendiente de u pertenece a T}, con-
tradiccion que viene de suponer la existencia de uw. Al no existir tal arista
toda trayectoria en G' que conecte a un vértice de V(T}) con vértices de
V{(T) — (V(T1) U{r}) tiene, necesariamente, que pasar por r. De aqui que r
sea vértice de corte de G. [

Para completar la caracterizaciéon de vértices de corte necesitamos in-
troducir un nuevo concepto. Sea F' un bosque de busqueda de profundidad
inicial de una grafica G y supongamos que v es un vértice que pertenece a
alguna componente conexa de I’ digamos T. Definimos el punto bajo de v
A(v) como el minimo ipi(u) de un vértice u € V(T') tal que u es alcanzable
desde v por una v-u-trayectoria (dirigida) compuesta de aristas (flechas) de
T seguida por a lo méas una arista trasera de G. Como la v-u-trayectoria
puede ser trivial, tenemos que A(v) < ipi(v) Vv € V(G).

De hecho de la definicion es facil hacer la siguiente observacion:

Proposicion 3.4.2 \(v) < ipi(v) si y sélo si existe una arista trasera de un
descendiente a un antecesor de v.

Teorema 3.4.3 Sea T un drbol de bisqueda de profundidad inicial en una
grifica conexa G, y sea u un vértice de G que no sea raiz de T'. Entonces u
es vértice de corte de G si y solo si u tiene un nodo posterior v € V(T) tal
que \(v) > ipi(u).

Demostraciéon. Sea G grafica y T arbol de busqueda de profundidad inicial
en G.

Para la primera implicacion sea u € V(G) vértice de corte de G que no
sea raiz de T'. Sea r # u la raiz de T'. Es claro que r pertenece a alguna rama,
digamos Bi, de G en u. Ya que u es vértice de corte, podemos observar que el
algoritmo de busqueda de profundidad inicial debe visitar u cuando todavia
quedan vértices no visitados dentro de . Por lo tanto podemos asumir que
existe v € V(G) adyacente a u que no pertenezca a By, ya que si todo vértice
adyacente a u estuviera en Bj, todos pertenecerian al mismo bloque y u no
seria vértice de corte, por lo tanto podemos asumir entonces que v € By, otra
rama de G.
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Figura 3.8:

(a) nos muestra una gréfica cualquiera. (b) es un arbol arraigado generado
por el algoritmo de profundidad inicial en la misma grafica, en punteado
tenemos las aristas traseras y podemos observar también para cada vértices
v, el valor de ipi(v) a su lado. (¢) nos muestra el mismo arbol, pero en cada
vértice tenemos el valor de A(v), notemos que utilizando las aristas traseras
hay varios vértices desde los cuales se pueden alcanzar vértices con menor
ipi y por lo tanto A(v) < ipi(v).

Por definicién de rama sabemos que ningtun vértice de By distinto de u
es adyacente a alguno de V(G — By), entonces toda arista trasera de un
descendiente de v une a dos vértices de By y todo vértice de By 0 es u o
es visitado después de u, por lo tanto A(v) > ipi(u). Por construccion del
algoritmo de busqueda de profundidad inicial wv es una arista de ', por
consiguiente v es un nodo posterior de wu.

Para el reciproco supongamos que u no es la raiz de T' y que u tiene un
nodo posterior v en 7" tal que A(v) > ipi(u). Sear laraiz de T', y sea P la tinica
r-u-trayectoria en T. Sea S; = V(P) — {u}. Sea S5 el conjunto de vértices en
el subarbol maximo de T" arraigado en v. Como todos los antecesores en 1" de
vértices de Sy estan en H = S U Sy U{u}, por teorema 3.3.2, como todas las
aristas traseras unen antecesores con descendientes, entonces sabemos que
todas las aristas de vértices de Sy inciden en vértices de H.

Supongamos que G contiene una arista z;xs, tal que z; € S; (i = 1,2).
Por lo tanto xjz5 es una arista trasera tal que ipi(z1) < ipi(u), de es-
ta forma al tomar la v-xs-trayectoria en T seguida de xox; tenemos que
A(v) < ipi(xy) < ipi(u). Lo cual es una contradiccion que viene de suponer
que existe alguna arista entre vértices de S; y Ss, por lo tanto toda S;-55-
trayectoria en G pasa por u, lo cual implica por 1.5.1 que u sea vértice de
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cortede G. O

Dentro del manejo de graficas hay ocasiones donde nos es necesario cono-
cer los puentes que ésta contenga, para lo cual el algoritmo de busqueda de
profundidad inicial también nos es 1til, como veremos en el siguiente teorema
de caracterizacion.

Teorema 3.4.4 Sea T un drbol de busqueda de profundidad inicial en una
grifica G. Sea uwv € E(QG) tal que ipi(u) < ipi(v), entonces uv es puente de
G si y sdlo siuv es una arista en T y A(v) > ipi(u).

Demostracion. Sea T' un arbol de busqueda de profundidad inicial en
una grafica G dada.

Para el primer condicional sea uv un puente de G tal que ipi(u) < ipi(v),
como la tnica u-v-trayectoria que existe en GG es la arista uv, entonces ne-
cesariamente uv pertenece a T, y v es un nodo posterior de u. Ahora si
Av) <ipi(u) < ipi(v), entonces por 3.4.2 existiria una arista trasera unien-
do a v, o un descendiente de v con un antecesor de u o v misma. En cuyo
caso uv perteneceria a un ciclo, lo cual es una contradiccién que viene de
suponer que A(v) < ipi(u). Por lo tanto A(v) > ipi(u).

El segundo condicional se probara por contrapuesta. Supongamos que uv
es una arista de G que, o no pertenece a T, o A(v) < ipi(u). Si uwv ¢ E(T),
entonces es una arista trasera y por lo tanto pertenece a un ciclo de G. Aho-
ra si uv es una arista de 7" tal que A(v) < ipi(u) < ipi(v), entonces por
3.4.2 existiria una arista trasera uniendo a v, o un descendiente de v con un
antecesor de v o u misma. Por lo tanto uv perteneceria también a un ciclo
de G. De lo cual podemos concluir que en ambos casos uv es ciclica y en
consecuencia por 1.5.2 no es un puente de G. [

Utilizando estos teoremas tenemos las herramientas suficientes para gene-
rar un algoritmo que encuentre bloques dentro de una grafica GG. Este empe-
zard en algin vértice arbitrario r de la grafica. Notemos que no importando
como sea la grafica ésta tendra por lo menos 2 bloques terminales, de aqui
que una vez corriendo el algoritmo de BPI, iniciado en r, en algiin momento
entraré a uno de estos bloques terminales y lo recorrera por completo.

Cuando el algoritmo empiece a recular sobre el mismo camino que re-
corrid, volverd a analizar al tinico vértice de corte del bloque terminal en
cuestion, digamos u, y si el algoritmo hubiese determinado A(v) para los vér-
tices vistados, entonces podriamos comparar el ipi(u) con el valor de A(v) de
sus nodos posteriores de manera que como u es de corte, existird un vértice
tal que A(v) > ipi(u), con lo que u quedaré identificado como vértice de corte
de la gréfica.
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Si usamos una pila en el cual vayamos colocando los vértices en el orden
en que se van analizando, tendriamos que después de u estaran en la pila
todos los vértices del bloque terminal en cuestion, si los removemos en el
momento que u sea identificado, tendremos caracterizado al bloque.

El algoritmo utilizara entonces dos arreglos, STACK y SC AN, de longi-
tudes p y ¢ respectivamente. Inicialmente ST ACK (v) seré falso para todos
los vértices de G, es decir, indicamos que ninguin vértice ha sido puesto en
la pila atin, y SCAN (e) sera también falso para todas las aristas e de G, es
decir, que ninguna arista ha sido escaneada atn.

Conforme los vértices sean puestos en la pila se actualizara el valor de
STACK (v), y siempre que una arista sea analizada, entonces SC AN (e) sera
asignado como verdadero.

Vayamos ahora con la definiciéon formal del algoritmo.

Algoritmo 3.4.5 Algoritmo para determinar los bloques de una grdfica G.

[Para determinar los blogues de una grifica G con V{(G) = {v1,vq,...,0,}
y E(G) ={e1,ea,...,¢e,}, con G representada por su lista de adyacencias.|

1. [Definir los arreglos STACK, SCAN y PARENT , definir la “pila” S,
la variable © que es asignada al i-ésimo vértice visitado, y el indice de
profundidad inicial de cada vértice/

1.1 Para j =1,2,...,p, definimos STACK (v;) < falso,
PARENT (v;) < ¢, y ipi(vj) = 0.
1.2 Para j =1,2,...,q, sea SCAN(e;) «— falso.
1.3 S « ¢.
1.4 1+ 0.
2. [Definir el vértice activo v y la raiz r, al iniciar es claro que j serd
igual a 1]
Sea j el minimo entero positivo tal que ipi(v;) = 0, y sea v «— v; y

r <« v;j. Si no existe tal j, entonces detener ya que en ese caso todos
los bloques de G habrdn quedado ya determinados.

3. [En este paso la variable i es actualizada y se asigna al i-ésimo vértice
visitado. Ademds el punto bajo de este vértice es iniciado con su mdximo
valor posible y es anadido a la pila/

3.1 1+ 1+ 1.
3.2 ipi(v) «— 1.
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10.

3.8 Mv) « 1.
3.4 Anadir v al tope de la pila S y asignar STACK (v) < verdadero.

[Este paso determina si hay aristas no escaneadas incidentes con el
vértice actualmente activo./

St no hay aristas no escaneadas incidentes desde v, entonces ir al paso
7, de otra manera sea u el primer vértice adyacente a v en la lista de
adyacencias de G tal que SCAN (vu) = falso, es decir que vu no haya
sido escaneada.

[Este paso actualiza el arreglo SCAN al indicar que la arista hallada
en el paso anterior esta ya escaneada. Ademds, st u no ha sido visitado
previamente, entonces v se vuelve ahora el nodo anterior de u, y u es
designado como el nuevo vértice activo/

5.1 SCAN (vu) < verdadero.
5.2 Siipi(u) = 0, entonces continuar, de otra forma, ir al paso 6.
5.8 PARENT (u) « v.

5.4 v« u y regresar al paso 3.

[Si el paso 5 determina que el vértice u encontrado en el paso 4 ya ha
sido etiquetado, entonces este paso actualiza el punto bajo de v ya que
vu es una arista trasera.|

Siipi(u) # 0, entonces AN(v) = min{A(v),ipi(u)} y regresar al paso 4.

[Este paso determina si el nodo anterior de v es la raiz de la compo-
nente en consideracion. |

Si PARENT (v) = r, entonces ir al paso 11, de otra manera, conti-
nuar.

[Si el nodo anterior de v no es la raiz, entonces este paso determina
si el punto bajo del nodo anterior de v debe ser revaluado.|

Si AM(v) < ipi(PARENT (v)), entonces

MPARENT (v)) < min{\(v), \(PARENT (v))} e ir al paso 10, de

otra manera continuar.

[Un punto de corte es descubierto y un bloque queda determinado./
PARENT (v) es un vértice de corte de G. Todos los vértices en S hasta
v son removidos de S, ellos, junto con PARENT (v) inducen un bloque
en G.

[La bisqueda retrocede hasta el nodo anterior de v.|
v« PARENT (v) y regresar al paso 4.
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11. [El bloque que contiene a la raiz es determinado/
Todos los vértices en S incluyendo a v son removidos de S, juntos con
r, inducen un bloque en G.

12.  [Este paso determina si hay aristas no escaneadas incidentes con la
raiz/
Si no hay aristas no escaneadas incidentes con r, entonces regresar al
paso 2; de otra forma sea v < 1 y regresar al paso 4.

Analicemos ahora la complejidad de este algoritmo. Sea G grafica en la
cual se llevo a cabo el algoritmo 3.4.5. Notemos primero que la complejidad
del paso 1 es O(max(p,q)) ya que son asignaciones a todas las aristas y
vértices, el paso 2 tiene complejidad constante, y se lleva a cabo una vez por
cada componente conexa de GG. El paso 3 tiene cuatro acciones, cada una de
complejidad constante, y en conjunto se lleva a cabo 2 veces por cada vértice
de corte y una mas por cada otro que no lo sea, por lo tanto su complejidad
es O(p).

El paso 4 escanéa cada arista, incidente en cada vértice de G, exactamente
una vez, y de no haber aristas salta al paso 7 a lo més una vez por cada
vértice, por lo que su complejidad es O(mazx(p,q)). Como cada accion del
paso 5 es ejecutada a lo més una vez para cada arista de GG, entonces tiene
complejidad O(q). El paso 6 actualiza el punto bajo de cada vértice a lo més
una vez por cada arista incidente en ese vértice, por lo tanto es proporcional
a la suma de los grados de todos los vértices, es decir, por 1.2.1 2¢q, de donde
la complejidad queda determinada como O(q).

El paso 7 tiene complejidad O(p), y como del paso 8 al 11 se llevan a
cabo cuando el algoritmo regresa sobre su camino, y éste regresa a lo méas
una vez por cada vértice, entonces la complejidad de estos pasos es O(p).
Finalmente el paso 12 revisa las aristas no escaneadas incidentes con r o
hace una asignacion a v, por lo tanto su complejidad es O(max(p, q)).

En consecuencia la complejidad total del algoritmo 3.4.5 es O(maz(p, q)).
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En esta figura podemos observar los primeros 12 pasos del recorrido del
algoritmo 3.4.5 sobre la grafica mostrada en (1). Cada vértice por el que se
pasa se coloca en la pila y se le da en la figura un halo gris oscuro, al igual

que a cada arista escaneada se le da un halo gris un poco més claro. Al

costado de cada vértice analizado se coloca un par de ntimeros, en color
negro a la izquierda el valor de A(v) y en gris a la derecha el valor de ipi(v),

de manera que podamos analizar las interacciones y cambios de estos

valores conforme avanza el algoritmo. Las flechas indicaran los pasos en los
que el algoritmo regresa por el camino previamente recorrido, actualizando
y comparando los valores de \ e ipi de los vértices y sus nodos anteriores.
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En esta figura tenemos la conclusion del recorrido del algoritmo 3.4.5.
Podemos observar en pasos como el (15) y (16) que al regresar sobre el
camino recorrido nos encontramos con un vértice cuyo nodo anterior tiene
el valor de su A\ igual que el ipi del vértice en cuestion. Esto nos indica que
encontramos un vértice de corte y por lo tanto retiramos de la pila a todos
los vértices que ingresaron a éste después del vértice de corte, que junto con
¢l nos determinan un bloque. De manera similar en (19) y el (24) por el
paso 11 del algoritmo como regresamos a la raiz quedan determinados los
dos bloques restantes de la grafica.
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3.5. Busqueda de Amplitud Inicial

La Busqueda de Amplitud Inicial, abreviada como BAI, es otra poderosa
herramienta utilizada en muchos algoritmos de graficas como veremos mas
adelante.

Al igual que la busqueda de profundidad inicial, la BAI es una forma de
visitar todos los vértices de una grafica de forma sistematica y 6ptima. Este
algoritmo parte de una grafica expresada a partir de su lista de adyacencias.
Utilizaremos para este algoritmo el concepto de cola () en vez de una pila
o un arreglo, una cola serd un conjunto linealmente ordenado, en el cual un
elemento ird primero que otro si fue agregado a () antes, en la practica a
la cola @ se le iran anadiendo elementos al final y removiéndolos del inicio
conforme avance el proceso.

Supongamos que inicialmente todos los vértices de la grafica estan rotu-
lados con 0. Definimos de manera arbitraria a r, vértice de la grafica, como la
raiz de la busqueda y como vértice activo, lo rotulamos con 1 y lo anadimos
al final de la cola @) (notemos que en este momento @) solo contendra a r).
Como paso siguiente tomamos todos los vértices adyacentes desde r (supo-
niendo que existan) en orden segun la lista de adyacencias, los rotulamos
con el siguiente indice disponible si estan rotulados con cero, de otra forma
dejamos su rétulo intacto y los anadimos al final de @), es decir, que si u es
el primer vértice de la lista de adyacencias ligado a r, u sera rotulado con 2
y anadido después de r en la cola.

Al terminar de hacer esto con todos los vértices adyacentes desde r, re-
tiramos a r de @), y definimos como nuevo vértice activo al primer elemento
de la cola, en este caso wu.

Continuamos con el proceso anterior hasta que () este vacia, si atun quedan
vértices de la grafica sin rotular, es decir, si la grafica es inconexa, tomamos
como nuevo vértice activo a un vértice arbitrario con rétulo 0 y reiniciamos
el proceso.

Este algoritmo define un bosque generador F' dentro de la grafica G' como
sigue, la raiz de cada componente de F' es el vértice con rétulo més pequeno
dentro de ésta. Y una arista uv de GG estara en F' si y solo si u es agregado
a () mientras v es el vértice activo o viceversa.

En una busqueda de amplitud inicial aplicada a una (p, q)-grafica G, al
visitar todos los vértices de manera sistemética, cada arista es visitada a lo
mas dos veces, una por cada extremo de ésta. Mas atn cada vértice terminal
es visitado a lo mas una vez. Por lo tanto la complejidad de este algoritmo
es O(max{p,q}).

Podremos encontrar una formalizacion de este algoritmo en el siguiente
capitulo, 4.1.1 Algoritmo de Moore.
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En esta figura podemos observar el accionar de un algoritmo de busqueda
de amplitud inicial, el vértice més obscuro en cada diagrama representa el
vértice activo y los vértices circulados representan los agregados a @) al
analizar a este ultimo.
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3.6. El problema del minimo arbol generador

Para hablar de arboles de peso minimo debemos de introducir el concepto
de peso en las aristas, el cual es asignar un valor numérico a cada arista de
la grafica. Con lo cual podemos definir también el peso de una grdfica w(QG)
como la suma del peso de cada arista de la grafica.

Por ejemplo, supongamos que se tiene una red de carreteras entre di-
ferentes ciudades, pero un huracidn destruye las vias, y se quiere obtener,
remodelando el menor ntiimero posible de kilémetros de carretera, una red
funcional en la cual se pueda circular entre cualesquiera dos ciudades.

En este caso el problema se puede representar con una grafica, en la
cual cada ciudad se vea como un vértice y cada camino destruido entre dos
ciudades como una arista. En esta grafica le podemos asignar a cada arista
la distancia de la carretera que representa, por lo que nuestro problema se
reduce a encontrar un sub-arbol generador con el menor nimero de kilometros
por remodelar, es decir, un sub-arbol generador 7" donde w(7") sea minimo
entre todos los sub-arboles generadores. A este arbol se le llamara arbol de
peso minimo o minimo arbol generador.

Para resolver un problema como éste, se le atribuye a Kruskal la elabora-
cion del siguiente algoritmo que elige aristas de peso minimo de una gréfica
de manera sistemaética, sin formar ciclos.

Algoritmo 3.6.1 (Algoritmo de Kruskal).

[Para determinar un drbol generador de peso minimo en una grdafica coneza
no trivial G- con peso en las aristas.|

1. [Definir el conjunto S, que consistird de las aristas del drbol de peso
minimo. |

S — ¢.

2. [El conjunto S es incrementado.|
Sea e una arista de peso minimo, tal que e ¢ S y (S U{e}) aciclico, y

sea S «— SU{e}.

3. [Este paso determina si se ha construido ya un drbol generador de peso
minimo. |
Si |S| =p—1, entonces desplegar S, de otra forma regresar al paso 2.
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Figura 3.12:

En esta figura podemos observar el funcionamiento del algoritmo 3.6.1. Con
un halo gris representaremos a las aristas que se estan revisando por el paso
2 del algoritmo. Una paloma o la cruz nos indicaran cuando la arista
analizada es aceptada o no por el paso 2 del algoritmo. Dentro de cada
vértice tenemos un numero que es el valor del arreglo COM P(v;), usado
para verificar si la nueva arista es o no acicilica. En color negro
representaremos a los vértices que actualizaron el valor de COM P(v;) al
validar una nueva arista.
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Analizando el algoritmo podemos notar que para poder realizar el paso
2, se necesitan un par de cosas. Primero necesitamos ordenar las aristas de G
por su peso. Una vez realizado el ordenamiento, es necesario tener una forma
optima de decidir si al anadir una nueva arista el resultado sera aciclico o
no. Para esto definimos el arreglo COM P de longitud p, donde inicialmente,
COMP(v;) =i para toda i (1 <7 <p).

Ahora, cuando el paso dos se realice por primera vez, la arista e; =
vj, vk, es anadida a S, después asignamos COMP(v;,) = COMP(vy,) «—
min{ji1, k1 }. En general supongamos que las aristas ej, e, ..., e;_1 han sido
comparadas como posibles miembros de S por este proceso. Cuando la arista
e; = v;v;, sea probada, si COM P (v;) = COMP(v;), entonces procedemos
con la siguiente arista, ya que e; no es aciclica con las aristas de S; de lo
contrario sea S «— S U {e} y definimos m = min{COM P(v;), COM P(vy)}
y M = maz{COMP(v;),COMP(vy)}, ahora asignamos COMP(u) < m
para todo vértice u tal que COM P(u) = M. Este proceso es un método
eficiente para determinar si al anadir una nueva arista ésta formara un ciclo
0 no.

Para calcular su eficiencia veamos que COMP(v;) y COM P(v;) son
comparados a lo més una vez por cada arista v;vg, por lo tanto a lo mas ¢
comparaciones son requeridas. Ademés actualizamos el valor de COM P(u),
para cada vértice u, a lo méas p — 1 veces, una vez después de cada adicion de
un vértice a S. Esta actualizacion tiene una complejidad de O(p?), de aqui
que el algoritmo tenga complejidad O(maz{p?, ¢*}).

Ahora demostraremos que el algoritmo realmente produce un arbol gene-
rador de peso minimo.

Teorema 3.6.2 Fl algoritmo de Kruskal produce un drbol generador de peso
minimo en una grifica G conexa y no trivial.

Demostracién. Sea GG un grafica conexa no trivial con peso en las aristas
de orden p, y sea T la subgrafica producida por el algoritmo de Kruskal.
Ciertamente T es un arbol generador por construcciéon. Como todo arbol T
de orden p tiene tamano p — 1, podemos decir que:

E<T> = {61,62, ey ep_l}.

donde w(e;) < w(ez) < ... < w(ep—1). por lo tanto el peso de T esta dado

como sigue:
p—1
w(T) = we).
i=1
Supongamos ahora que T no es un arbol generador de peso minimo, por lo
tanto podemos elegir de entre los arboles generadores minimos de G aquel
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arbol H que tenga el maximo ntmero de aristas en comun con 7. Sabemos

que Ty H son distintos, por lo que al menos una arista pertenece a 7'y no

a H, digamos que e; es la de menor indice en cumplir esta propiedad.
Definamos ahora Gy = H + e;, es claro que Gy contiene exactamente un

ciclo C' en donde se encuentra e;. Como 7" no contiene ciclos hay una arista

en C' que no pertenece a T', digamos eg.

Construimos ahora Ty = Gy — €g, arbol generador de G tal que:

w(Ty) = w(H) + w(e;) — w(eo).

Como w(H) < w(Ty), pues H es arbol generador minimo, entonces w(ey) <
w(e;). Sabemos por el algoritmo de Kruskal que e; es una arista de peso mini-
mo tal que {ej, eq,...,e;,_1}U{e;} es aciclico. Sin embargo {ej,es,...,e;_1}U
{ep} es una subgrafica de H también aciclica, lo cual implica, por el paso 2
del algoritmo de Kruskal, que w(e;) < w(eg), pues e; es de peso minimo con
esa caracteristica. De aqui que w(7Ty) = w(H), de donde tenemos que Ty es
un arbol generador de peso minimo con més aristas en comin con 7T que
H, lo cual es una contradicciéon que viene de suponer que 7' no era arbol
generador de peso minimo. [

Analizaremos ahora otro algoritmo que permite encontrar un arbol ge-
nerador de peso minimo en una grafica conexa con peso en las aristas, este
algoritmo atribuido a Prim utiliza un método distinto que Kruskal para llegar
al resultado. El algoritmo funciona como sigue:

Algoritmo 3.6.3 (Algoritmo de Prim).

[Para determinar un drbol generador de peso minimo en una (p,q) grdafica
conexa no trivial G con peso en las aristas.|

1. [Iniciar la variable T representando al drbol.|
Sea u un vértice arbitrario dentro de G, y sea T' «+ wu.

2. [Actualizar la variable T.|
Sea e una arista de peso minimo uniendo un vértice de T con algin
vértice que no esté enT', y sea T «— T + e.

3. [Este paso determina si se ha construido ya un drbol generador de peso
minimo. |
Si |S| = p—1, entonces desplegar E(T), de otra forma regresar al paso
2.



3.6 El problema del minimo arbol generador 49

2 ®v7 2 ®v7 2 ®v7
vs@ ) vﬁ 5 vs@ ) vﬁ b- vs@ ) vﬁ 5
M®41 ’ 'M®41 ’ M®41 ’
®, @ ®, O ®, O
vi = 2 v2 va o 2 v2 va o 2 V2
® @ @
vl vl vi
2 ®v7 2 ®v7 2 ®v7
5 5 5
v5© . vﬁ v5© . vﬁ | v5© . vﬁ
m@)4 1 ’ M®4 1 ’ M®4 1 ’
3 5 3 5 3 5
@, O ®, O ®, O
v3 2 v2 v3 2 v2 v3 2 V2
@ @ @

Figura 3.13:

En esta figura podemos observar el accionar del algoritmo 3.6.3, Algoritmo
de Prim, en la misma gréfica que observamos el de Kruskal. Las aristas con
un halo gris son las que pertenecen al arbol de peso minimo siendo
generado por el algoritmo.
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En el paso dos de este algoritmo, si 1" tiene k vértices, entonces cada
elemento de V(T') es adyacente a lo mas a p — k vértices, de aqui se necesita
encontrar el de menor peso de entre a lo mas k(p — k) vértices y k(p — k) <
(p — 1)% Adema4s necesitamos ordenar por peso, por lo que la complejidad
total del paso 2 es O(p?). Como el paso 2 es realizado p — 1 veces, entonces
la complejidad del algoritmo de Prim es O(p?).

Al igual que con el de Kruskal, ahora veremos que el algoritmo de Prim
produce el resultado deseado.

Teorema 3.6.4 El Algoritmo de Prim produce un drbol generador de peso
minimo en una grafica G conexa y no trivial con peso en las aristas.

Demostracion. Sea G un grafica conexa no trivial con peso en las aris-
tas de orden p, y sea T la subgrafica producida por el algoritmo de Prim.
Ciertamente 1" es un arbol generador por construcciéon. Como todo arbol T'
de orden p tiene tamano p — 1 podemos decir que:

E<T> = {61,62, ce 7€p—1}-

donde e; es la i-ésima arista producida por el algoritmo de Prim. Sabemos

también que
—1

w(T) =Y w(e).

bS]

..
I

Supongamos ahora que 7" no es un arbol generador de peso minimo, por lo
tanto podemos elegir de entre los &rboles generadores minimos de G aquel
arbol H que tenga el maximo nimero de aristas en comun con 7'. Sabemos
que Ty H son distintos, por lo que al menos una arista pertenece a 7'y no
a H, digamos que e; es la de menor indice en cumplir esta propiedad.

Para i = 1, definamos U = {u} el conjunto que contiene al vértice ar-
bitrario elegido por paso 1 del algoritmo. Si ¢ > 2, entonces definimos a
U=V{ey,ea...,e;_1}). Por otro lado sabemos que la grafica H + e; con-
tiene exactamente un ciclo, digamos C'. Por construccion es claro que, e; une
un veértice de U con uno de V(T') — U. Como T no contiene ciclos, entonces
necesariamente hay una arista en C' que no pertenece a 1" uniendo un vértice
de U con uno de V(T') — U, digamos eq. Por lo tanto 7" = H + e; — eq es
también un arbol generador.

Ahora como T fue construido a partir del algoritmo de Prim y ambos e;
y €o unen un vértice de U con otro de V(T') — U, sabemos que w(e;) < w(ep),
de aqui que w(7T") < w(H); pero como H es arbol de peso minimo entonces
w(H) < w(T"). Por lo tanto 7" es un arbol de peso minimo en G que tiene
mas vértices en comun con 1" que H, lo cual es una contradiccién que viene
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de suponer que T no era arbol de peso minimo. [

En el caso que las aristas tengan distintos pesos entre si, existe otro
algoritmo para encontrar un arbol generador de peso minimo. En primera
instancia nos podria parecer que pedir que todas las aristas tengan distin-
to peso es demasiado, pero en el mundo préactico eso ocurre a menudo, ya
que cada trayectoria es tnica, por lo que el siguiente algoritmo, atribuido a
Boruvka, es otro método socorrido al buscar arboles generadores minimos.

La idea del algoritmo es empezar con una grafica que contenga los mismo
vértices que G pero sin aristas, nos fijaremos en las componentes conexas que
tenga y anadiremos aristas de peso minimo de G entre componentes conexas
distintas, al ser tinicamente aristas entre componentes conexas distintas ga-
rantizamos que nunca se formaran ciclos. Este proceso contintia hasta formar
un arbol generador. El algoritmo es descrito formalmente como sigue:

Algoritmo 3.6.5 (Algoritmo de Boruvka)

[Para determinar un drbol generador de peso minimo en una (p,q) grafica
conezxa no trivial G cuyas aristas tengan pesos distintos entre si.|

1. [Im'czhﬂ" la variable F' representando un bosque generador.|
F — K,

2. [Actualizar la variable F.|
Por cada componente F' de F', unir un vértice de F' con un vértice
de otra componente de F por una arista de peso minimo. Denotamos
como S al conjunto de estas aristas y sea F'— F + S.

3. [Este paso determina si se ha construido ya un drbol generador de peso

minimo. |
Si |S| = p—1, entonces desplegar E(F), de otra forma regresar al paso
2.

La demostracion del funcionamiento asi como el célculo de la complejidad
del algoritmo de Boruvka se dejan al lector.
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Capitulo 4

Distancia en Graficas.

4.1. Distancia en graficas.

Dada una grafica G y dos vértices u,v € V(G), definimos la distancia
dc(u,v) (o d(u,v) si es claro que nos referimos a la grafica G) entre los
vértices u y v como la longitud de una u-v-trayectoria minima en G, si es
que existe, de lo contrario definimos dg(u,v) = oo.

Para una grafica dirigida D definiremos la distancia dp(u,v) del vértice
u al vértice v como la longitud de una w-v-trayectoria dirigida de longitud
minima, si es que tal trayectoria existe, de lo contrario dp(u,v) = 0.

Aunque métodos de prueba y error pueden llevarnos a encontrar tra-
yectorias de longitud minima, ciertamente no son eficientes ni utiles cuando
hablamos de graficas de orden mayor. Por lo tanto empezaremos describiendo
un algoritmo, atribuido a Moore, que nos permite encontrar trayectorias de
longitud minima en una gréafica de forma sistematica, utilizando el método
de busqueda de amplitud inicial.

Supongamos que queremos determinar la distancia entre un par de vér-
tices u,v en una grafica o digrafica. Inicialmente a u le damos el rétulo 0,
que indica la distancia de u a si mismo. Y damos el rétulo de oo a todos los
demaés vértices. Después rotulamos con 1 a todos los vértices adyacentes a u
que tengan rotulo co. A continuacién a todo vértice, con rotulo oo, adyacen-
te a un vértice rotulado con 1 le asignamos el rotulo 2 y asi sucesivamente
hasta que v tenga un rétulo finito o todos los vértices con rétulo finito sean
adyacentes a vértices con rotulo finito. De esta manera, al terminar, cada
vértice w con rétulo finito tendra asignado d(u,w), donde d(u, w) < d(u,v).

A continuacion presentamos el algoritmo de Moore de manera formal:
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Algoritmo 4.1.1 Algoritmo de bisqueda de amplitud inicial de Moore.

[Para encontrar d(u,v) para un par de vértices distintos u,v en una grdfica
G, asi como la u-v-trayectoria minima, si alguna eziste.|

[Inicialmente, cada vértice w # u es rotulado con el rétulo \(w) = oo
y a u se le asigna el rétulo \(u) = 0. La cola Q) contiene inicialmente
solo a u.|

Para cada vértice w # u, sea A(w) < 0o, sea \Mu) =0y Q «— {u}.

St QQ # ¢, entonces borrar un vértice x de QQ, de otra forma detener
ya que no existe una u-v-trayectoria en G.

[Dejemos que PARENT (w) denote el nodo anterior del vértice w en
el drbol de busqueda de amplitud inicial. Para cada vértice w que sea
adyacente a x con rétulo oo, asignamos x al PARENT (w) y rempla-
zamos A(w) con la cantidad finita A(x) + 1. Después w es anadida a la
cola Q.]

Para cada vértice w adyacente a x tal que AN(w) = oo, asignamos
PARENT (w) « =z, sea también, \(w) «— A(z) + 1 y anadimos w
a la cola Q).

4. Si Mv) = 0o, entonces regresar al paso 2, de lo contrario ir al paso 5.

[Este paso encuentra una minima u-v-trayectoria.|

5.1 Sea k — \v) y up «— v.

5.2 Si k # 0, entonces ug_y «— PARENT (uy), de lo contrario ir a
5.4.

58 Seak—k—1eirad?2.

5.4 Desplegar ug,uy, ..., ur, quienes representan una u-v-trayectoria
minima.
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Figura 4.1:

En esta figura podemos observar el accionar del algoritmo 4.1.2, en (1) la
grafica a recorrer. El vértice con el halo en gris oscuro sera el vértice activo
en cada paso del algoritmo, los vértices circulados representaran a los
vértices adyacentes al activo con A\(v) = 0o, los que tengan cruz a su lado
seran los adyacentes con A\(v) # oco. Los vértices con un halo gris claro seran
los ya recorridos.
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Este ultimo algoritmo puede ser modificado ligeramente para encontrar la
distancia de un vértice u con todos los demas de la grafica como se muestra
a contiunacion:

Algoritmo 4.1.2

[Para encontrar d(u,v) para un vértice u fijo en una grafica G y cualesquiera
otro vértice v.|

1. Para cada vértice v # u, sea A\(v) < oo, sea AM(u) = 0 y definimos a
@ de manera que inicialmente contenga unicamente a u.

2. 51 Q # ¢, entonces borrar un vértice x de Q e ir al paso 4.

3. SiQ = ¢, entonces desplegar los pares (v, A\(v)) para todos los vértices
v de G, y detener.

4. Para cada vértice w adyacente a z tal que \(w) = 00, sea AM(w) «—
Az) + 1 y anadir w a la cola Q). Regresar al paso 2.

Cuando este algoritmo termine desplegara cada vértice v de G acompa-
nado por d(u,v). Podemos también observar que este algoritmo determina la
componente conexa en la que se encuentra u ya que todo vértice con rétulo
finito esta conectado con u mediante alguna trayectoria.

Es claro que podemos modificar los algoritmos 4.1.1 y 4.1.2 para que fun-
cionen en digréficas, simplemente remplazando “adyacente a” por “adyacente
desde”, obteniendo asi los mismo resultados que en gréficas.
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4.2. Distancia en graficas con peso en las
aristas

Una gréfica GG con peso en las aristas se define como aquella a la cual,
mediante una funcion de asignacion w : E{(G) — N se le dan valores numé-
ricos a las aristas, por consiguiente, dada e € E(G) nos referiremos a w(e)
como el peso de e. Extendiendo este concepto, si T = (vg, v, ..., v,) €s una
trayectoria en G, definimos a w(T) = 31 w(viv;1) como el peso de T

Dada una grafica G con peso en las aristas definimos la distancia d(u,v)
entre un par de vértices u, v de G como min{w(T') | T es una u-v-trayectoria
en G}, si dichas u-v-trayectorias existen, de lo contrario d(u,v) = co. Pode-
mos observar que el algoritmo de Moore no nos ayuda a encontrar trayectorias
de peso minimo, ya que la longitud de la trayectoria no esté relacionada de
ninguna manera con el peso de ésta. Por lo tanto es necesario recurrir a un
nuevo algoritmo eficiente que nos ayude a resolver este problema.

A continuacion presentaremos el algoritmo de Dijkstra desarrollado para
encontrar trayectorias de peso minimo desde un vértice fijo a todo otro vértice
de la grafica, pero para ello serdn necesarias las siguientes herramientas.

Sea ug un vértice de un grafica G con peso en las aristas, y supongamos
que S es un subconjunto propio de V(G) tal que ug € S. Sea S = V{(G) — S
y definamos la distancia d(ug, S) de ug a S como

d(ug, S) = min{d(ug,z) | x € S}.

Por lo tanto, si no existe una ug-S-trayectoria d(ug, S) = co. De lo contrario
existe al menos un vértice v € S tal que d(ug,v) = d(up, S) < co. Ademas si

P Ug, ULy« o vy Up,V
es una ug-v-trayectoria de peso minimo, entonces u; € S parai =0,1,...,n,
Y Ug, U1, - - -, U; €8 Una up-u;-trayectoria de peso minimo. Méas ain.

d(up, S) = min{d(ug,u) + w(uv) | u € S,v € S y uv € E(G)}.

Ahora si suponemos que el minimo es alcanzado cuando v = z y v = y
entonces

d(ug, S) = d(ug, z) + w(zy) = d(uo,y). (4.1)

Lo cual nos da una expresion para la distancia entre ug y y.
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Algoritmo 4.2.1 Algoritmo de Dijkstra.

[Para determinar la distancia en una grifica G con peso en las aristas de
orden p, desde un vértice ug a todo otro vértice de G.J

1.

[Este paso define el rétulo de todos los vértices v # ug de G como

oo ¥y el de ug como 0. Ademds inicializa la variable indice i = 0. FEl
congunto S, que consistirda de los vértices de G cuya distancia a ug
haya sido determinada, se define inicialmente como el conjunto que
contiene tuinicamente a ug. El conjunto S se define como V{(G) — {ug}.]
Sea i« 0. S « {up}. S« V{(G) — {up}. Mug) «+ 0 y A\(v) « oo para
todo vértice v € V(G) — {uo}.

[Este paso actualiza, de ser necesario, los rétulos de los vértices v en S
adyacentes a u;. Ademds si el rétulo \(v) es cambiado para un vértice
v adyacente a u;, entonces PARENT (v) es cambiado por u;.|

Para cada v € S tal que wjv € E{G) hacer lo siguiente: Si M\(v) <
Au;) + w(uv), entonces continuar, de lo contrario Nv) «— A(u;) +
w(u;v) y PARENT (v) « u;.

[Este paso determina el vértice u;., de S para el cual d(ug,v) ha sido
encontrada. |

Sea m = min{\(v) | v € S}. Si m = oo detener, de lo contrario sea
w € S es un vértice tal que \(w) = m, entonces desplegar m como la
distancia entre ug y w Y Ujpq < W.

[Este paso actualiza el conjunto S y S/
S —SU{ui}tyS—S—{un}

[Actualizar el indice i y checar si el algoritmo ha terminadof
1+— i+ 1. 511 =p—1, entonces detener, de lo contrario regresar al
paso 2.



4.2 Distancia en graficas con peso en las
aristas 59

2 . 2
1) l \ ¢ 5 2) l 6 d 5
Y .
7 4, (S
8
2 27
0

| | :-' . . 6
r /. e"'--z_ [y, A
e 0 e 0
Figura 4.2:

En esta figura podemos analizar el funcionamiento del algoritmo 4.2.1 sobre
una grafica con pesos en las aristas. Iniciamos definiendo el conjunto S,
conteniendo tnicamente al vértice ug. Para identificar a S, sus vértices

tendran un halo gris obscuro a su alrededor. Todo vértice v con A(v) # oo

tendra un ntmero blanco sobre €él, el resto seran aquellos cuyo A(v) = oc.

En (6) podemos observar como se actualiza y mejora el valor de A para dos

vértices previamente visitados por el paso 2 del algoritmo.
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Como cada grafica puede ser vista como una gréafica con peso en las aris-
tas, donde cada arista tiene peso 1, entonces el algoritmo de Dijkstra funciona
para encontrar distancias y trayectorias minimas en graficas.

A continuaciéon verificaremos que el algoritmo de Dijkstra encuentre lo
que necesitamos.

Teorema 4.2.2 Sea G una grdfica con peso en las arista de orden p. En-
tonces el algoritmo de Digkstra encuentra la distancias desde un punto fijo
ug € V(G) a cualquier otro vértice de G. Esto es que:

A(v) = d(ug,v) Yo e V(G). (4.2)
Ademds si \(v) # 0o y v # ug, entonces
(ug = wo, Wy, Wa, ..., WE = V) (4.3)

Es una uy-v-trayectoria de peso minimo, donde w;_1 = PARENT (w;) para
todoi1=1,2,3,...,k.

Demostracion. Comenzaremos por verificar 4.2, es claro que basta pro-
barlo para una grafica G conexa, ya que de ser inconexa un vértice w de G
para el cual no exista una ug-w-trayectoria tendra rétulo oo en el momento
que el algoritmo termine.

Para lo cual procederemos por inducciéon sobre ¢, probaremos que después
de que u; quede determinada para algin 0 <7 <p—1

A(v) = d(ug,v) para todo v € S; = {ug, uy,...,u;}. (4.4)

Esto se cumple claramente cuando ¢ = 0. Supongamos ahora que 4.4 se
cumple para una i € {0,1,2,...,p — 2} dada, probaremos ahora que cumple
para ¢ + 1. Es suficiente demostrar que A(u;11) = d(up,u;y1). Ahora por
el paso 3 del algoritmo de Dijkstra sabemos que ;1 es un vértice tal que
Muiy1) = min{\(v) | v € S;}, notemos que u;; € S;, por lo que el minimo
se da cuando v = w;41, de aqui que

Muiy1) =min{\(v) | v € S;}
= min{\(u) + w(uwv) | u € S;,v € S;,uv € E(G)}
= min{d(ug,u) + w(uww) | u € S;,v € S;,uv € E(G)}. (4.5)

Igualdad que viene de la hipotesis inductiva. Como sabemos que el minimo
en 4.5 ocurre cuando v = w;1, usando el resultado 4.1 tenemos que

)‘(Uz‘ﬂ) = d(UO, Uz‘+1)-
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Ahora verificaremos 4.3, sea v € V(G) tal que A(v) # 0o, y v # ug. En el
momento que algoritmo termine tendremos que

A(v) = A(v1) + w(vyv).
Donde vy = PARENT (v) y
d(ug,v) = d(ug, v1) + w(vy,v).

Esto garantiza que v; es el penultimo vértice en alguna ug-v-trayectoria
de peso minimo. Con lo cual, continuando de esta forma, podemos construir
una ug-v-trayectoria minima

T Uy = Up,Up-1y-..,V2,01,.

En donde PARENT (v;) = viyq parai = 1,2,...,n—1. Si w; = v,_; para
1=20,1,2,...,n— 1, entonces hemos verificado 4.3. [

Ahora analizaremos la complejidad de este algoritmo, podemos observar
que los pasos que mas tiempo consumen son el 2 y el 3. Al terminar de correr
el algoritmo cada arista de G ha sido utilizada a lo més una vez por el paso
2, si G tiene ¢ aristas entonces la complejidad del paso 2 es O(q). Cada vez
que el paso 3 es realizado, el minimo rétulo de S debe ser encontrado, lo
cual necesita |S| — 1 comparaciones. Si G tiene orden p, entonces |S| < p.
Ademas el paso 3 es realizado p — 1 veces, asi que la complejidad total del
paso 3 esta dada por O(p?). De aqui que la complejidad total del algoritmo
sea O(maz{p?, q}). Como cada vértice es adyacente a lo mas a p — 1 vértices
entonces al sumar las aristas de cada vértice tenemos que:

Zd )=2¢ < Z —1)<pp-1)

veV(G) veV(G

Por lo tanto como ¢ < p(p — 1)/2 de donde podemos deducir que la
complejidad del algoritmo de Dijkstra es O(p?).
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4.3. El centro y la mediana de una grafica

Para poder definir los conceptos de centro y mediana de una grafica ne-
cesitaremos analizar nuevas propiedades de una grafica y sus elementos.

Comenzaremos por definir, en una grafica GG con o sin peso en las aristas,
la ezcentricidad e(v) de un vértice de G como la distancia desde v al vértice
“més lejano” de v en G, esto es,

e(v) = mazx{d(u,v) | u € V{(G)}.
Definiremos también el radio rad(G) de una grafica conexa G como
rad(G) = min{e(v) | v € V(G)}.
Y el didmetro diam(G) de G como
diam(G) = max{e(v) | v € V(G)}.
Teorema 4.3.1 Dada una grifica G. Entonces
rad(G) < diam(G) < 2rad(G).

Demostracién. La desigualdad de la izquierda viene de la definiciéon. Para
verificar la desigualdad derecha, sea u, v € V(G) tales que d(u,v) = diam(G).
Seaw € V(@) un vértice tal que e(w) = rad(G). Ahora por la desigualdad del
triangulo tenemos que diam(G) = d(u,v) < d(u,w)+d(w,v) < 2rad(G). O

Definimos también la distancia d(v) de un vértice v en una grafica G con
peso en las aristas como la suma de las distancias desde v a cada vértice de
G.

Con estas herramientas podemos definir el centro C(G) de una grafica
GG como la subgrafica inducida por el conjunto de vértices de G que tienen
excentricidad igual al radio de G y la mediana M(G) de una grafica G como
la subgrafica inducida por el conjunto de vértices de G que tengan distancia
minima. Con esto podemos notar que el centro de una grafica representa
el conjunto de vértices “menos lejanos” a todos los demas, mientras que la
mediana representa el conjunto de vértices desde los cuales se optimiza la
distancia a los demas. Estos dos conjuntos pueden llegar a ser ajenos.
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5.1. Coloraciones

En esta seccion analizaremos trayectorias dirigidas dentro de una digrafica
que sigan un patréon determinado a partir de un coédigo de colores, para lo
cual necesitamos definir el uso de coloraciones dentro de una grafica dirigida.

Dada D una digrafica decimos que C'(D) es una k-coloracidn por flechas
o simplemente k-coloracion de D si C(D) = (¢, ¢, ..., ;) €s una particion
de E(D). Esto es que para cualesquiera dos ¢;, ¢; € C(D)

cNe;j=¢ y Ufzo ¢; = E(D).

Podemos ver entonces que cada flecha de D pertenecera a un tnico ele-
mento de C'(D), es decir, que podemos definir una funcion ¢ : E(D) — C(D)
tal que c(e) = ¢; siy solo si e € ¢;, en este caso diremos que ¢(e) es el “color
de €”. Dado un vértice v € V(D) diremos que el color ¢; incide en v si y sélo
si de € E(D) tal que e incide en v y ¢(e) = .

Dada una digrafica D con una k-coloracion por flechas llamaremos a una
digrafica H, digrdfica guia de D siy solo si V(H) = C(D).

Diremos ahora que una trayectoria dirigida 7" = (vg,vy,...,v,) en D es
mondtona si'y solo si para todo i € {0,1,...,n — 2} se cumple que:
(c((vi, vi41)), c((vit, vir2))) € E(H) (5.1)

En cuyo caso diremos que las flechas (v;, v;11) ¥ (vir1,vi12) son compatibles.
Es decir, que los colores contiguos en las flechas de T' sean adyacentes por
flechas en la digrafica guia.

Con esto podemos definir, dados dos vértices u,v € V(D), la distancia
mondtona dp(u,v) como la longitud de una u-v-ditrayectoria mondtona mi-
nima en D si ésta existe, de lo contrario dy/(u,v) = oo.
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El siguiente algoritmo nos permitira decidir si existen o no ditrayectorias
mondétonas en una digrafica D coloreada por flechas con H como digréfica
gufa, entre un vértice u fijo y cualquier otro vértice v de la digrafica, y de
existir las presentara explicitamente.

Dada una u-w-trayectoria dirigida T en D usaremos la notacion de ext(T')
para referirnos a w el extremo de T'. Llamaremos segmento terminal o ultimo
segmento a la ultima flecha de T, es decir, la que contenga a w. Usaremos
también la funcion PARENT : V(D) x {T | T trayectoria dirigida de D} —
V(D) U{¢}, tal que PARENT (z,T) representa el vértice anterior a x en la
trayectoria dirigida T en caso de existir, de lo contrario la funcion regresa ¢.

La idea principal de este algoritmo es extender la biisqueda de amplitud
inicial de manera que ésta, siga un patréon de color definido por la grafica
dirigida H.

En un busqueda de amplitud inicial normal se pasa una vez por cada
vértice, en este algoritmo la diferencia radica en que analizaremos cada vér-
tice a lo més una vez por cada color que incida en él. Otra diferencia que
debemos notar es que el conjunto (), en vez de contener vértices, en este
algoritmo contendra trayectorias dirigidas completas, de forma que nos per-
mita, al momento de analizar su extremo, saber por qué color se ha llegado,
ademas de proporcionarnos ditrayectorias mondtonas explicitas al termino
del algoritmo.

Colores H:

Figura 5.1:

En esta figura podemos notar que si recorremos los vértices de D, tomando
como raiz a 1 y usando BAI, llegaremos al vértice 2 por la arista (1,2), sin
embargo la trayectoria T : (1,2, 6) no es monotona, por lo que si el
algoritmo nos restringiera a pasar una sola vez por cada vértice, niinca
alcanzariamos al vértice 6, de aqui que el algoritmo a disenar pasara mas de
una vez por vértice, de hecho, a lo mas una vez por cada color que incida en
él. Siendo asi, en algiin momento dentro del algoritmo podremos construir
la trayectoria monotona P : (1,3,4,2,6).
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Algoritmo 5.1.1

[Dada una digrdfica coloreada por flechas D con una digrdfica guia H. Algo-
ritmo para encontrar dy(u, v) para un vértice u fijo y cualquier otro vértice

v./

0. [Este paso se realiza una unica vez durante el algoritmo. En este de-
finimos el arreglo tray, que representard para cada vértice v de D la
minima u-v-trayectoria dirigida monotona encontrada por el algoritmo.
El arreglo colores que representard el conjunto de los colores que inci-
den en v y el arreglo \ que representard la distancia mondtona entre u
Y.

Finalmente se definird al conjunto () como el que inicialmente consta
de la u-u-trayectoria dirigida trivial.|

Yo € V(D) siv # u, entonces A(v) «— oo, tray(v) < ¢ y

colores(v) « {c(e) | e incide en v}.

AMu) «— 0,tray(u) < T : u.

Q —{T:u}

1. [En este paso si Q) no es vacio le removemos una trayectoria dirigida
de longitud minima y la enviamos al paso 2.
Si Q) estd vacia, quiere decir que el algoritmo ha terminado y desplega-
mos los resultados.|
S1 Q # ¢, entonces removemos de Q) una trayectoria dirigida T tal que
long(T) = min{long(P) | P € Q} y continuamos con el paso 2.
De lo contrario terminar y desplegar resultados.

2. [En este paso se analiza la trayectoria T obtenida del paso 1.

Sea x el extremo de T, para cada flecha e = (z,v), si la ditrayectoria
mondtona T se puede extender con e a una nueva trayectoria dirigida
mondtona T', es decir que el color del segmento terminal de T y e sean
compatibles, y al extremo de T' no se ha llegado antes en el algoritmo
con ninguna otra trayectoria de color c(e) en su ultimo segmento, en-
tonces anadimos T', la trayectoria construida, a Q) y actualizamos el
arreglo colores para el extremo de T', esto tltimo removiendo del con-
gunto colores(ext(T")) a c(e), de forma que, la proxima vez que una
trayectoria con el color de su 1ultimo segmento iqual a c(e) sea analiza-
da en este paso, ésta no entrard a Q).

Si la trayectoria construida mejora (es de menor longitud) a la ante-
riormente encontrada para su extremo o no ewxistia ninguna anterior,
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entonces actualizamos los arreglos X y tray para el extremo de la nueva
trayectoria dirigida.|

Sea x = ext(T)

Ve = (z,w) € E(D) tal que w ¢ V(T),

six=u 6 (c(PARENT(z,T),x)),c(e)) € E(H), entonces:

Si c(e) € colores(w), entonces colores(w) «— colores(w) — {c(e)},
T'—TUe, Q— QUA{T'}, y si ademdas long(T") < AN(w), entonces
AMw) «— long(T") y tray(w) « T".

Regresar al Paso 1.

Denotaremos para el siguiente lema a Tj como la k-ésima trayectoria
dirigida en ser removida de () por el paso 1 del algoritmo. Notemos que T}
serd la u-u-trayectoria trivial que inicialmente contiene Q).

Lema 5.1.2 Sea D una digrdfica coloreada por flechas con una digrdfica guia
H. Después de realizar el algoritmo 5.1.1. Dada T; se cumple que para toda
T;, si i < j, entonces long(T;) < long(T}).

Demostracion.

Sean T; la i-ésima trayectoria en ser removida de (). Haremos la demos-
tracion por induccion sobre j con ¢ arbitraria pero fija.

Si j =i+ 1 (base de la induccion), entonces tenemos dos casos:

Caso 1: T; ya estaba en () al momento que 7; fue removida, por lo tan-
to, por la construccion del paso 1 del algoritmo, podemos garantizar que
long(T;) < long(Tj).

Caso 2: T} no estaba en () al momento que 7; fue removida, sin embargo
T} es la siguiente trayectoria en ser removida de @), por lo tanto tuvo que ser
construida a partir de T;, ya que entre la remocién de T; y la de T;q = Tj
solo fueron creadas trayectorias agregando flechas al extremo de T, por lo
tanto long(T;) = long(T;) + 1 > long(T;).

Supongamos el resultado para toda k, tal que i +1 < k < j, y demostre-
mos el resultado para j.

Al igual que en la base tenemos dos casos:

Caso 1: T; ya estaba en () al momento que 7; fue removida, por lo tan-
to, por la construccion del paso 1 del algoritmo, podemos garantizar que
long(T;) < long(T}).

Caso 2: T no estaba en () al momento que 7; fue removida, de aqui
que T} fue agregada a () después de la remocion de T;. Por lo tanto 7} fue
construida al agregar una flecha al extremo de algtn 7}, con i < m < j.
Si m = 1, entonces es claro que long(T;) < long(T;) + 1 = long(T;). De lo
contrario, si i < m, entonces por hipétesis inductiva sabemos que long(T;) <
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long(T,,), ademas long(T;) = long(T,,) + 1. De aqui que podamos concluir
que long(T;) < long(T,,) < long(T;). Con lo que queda demostrada nuestra
induccion. [

Lema 5.1.3 Dada una digrdfica coloreada por flechas D con una digrdfica
guia H. Después de realizar el algoritmo 5.1.1, si'T : u = vy, V1, Vg, ...,V =V
una u-v-ditrayectoria mondtona en D, entonces podemos afirmar que en el
algoritmo 5.1.1 entro a () una u-v-trayectoria dirigida mondtona P de D, tal
que long(P) < long(T) y el color del segmento terminal de ambas trayectorias
coincide. Mas ain A\(v) < long(P).

Demostracién. Por induccion sobre long(T).
Sea T una ditrayectoria monétona en D.

Si long(T) = 1, entonces T' = (u,v) y por lo tanto la primera vez que
se realizo el paso 2 del algoritmo, como v adyacente desde u y ¢((u,v)) €
colores(v), entonces T entrd a Q y tray(v) = T de aqui que A(v) = long(T) =
1.

Supondremos ahora el resultado para toda k < n y veremos que si

T = (u = vo,v1,...,U5_1,0,) tal que long(T) = n, entonces el resultado
se cumple.
Sea T" = (u = vg, v1,...,Us_1), con lo que por hipdtesis inductiva entro a

Q una u-v,_1-ditrayectoria mondtona P’ con el color de su segmento terminal
igual al de T" y long(P") < long(T"). De aqui que en el momento que P’ sea
analizada por el paso 2 del algoritmo, como v,, adyacente desde v,,_1, entonces
P = P'"U (v,_1v,) es una ditrayectoria monétona, pues T lo era y coinciden
en el color de sus tltimas dos flechas; ahora tenemos dos casos a revisar para
ese mismo momento en el algoritmo:

Caso 1: Si ¢((vy—1v,,)) € colores(vy,), entonces P fue agregada a @), una
u-v,-ditrayectoria mondtona con el color de su segmento terminal igual al de
T. Ademas long(P) = long(P') + 1 < long(T") + 1 = long(T).

Caso 2 : Si ¢((vp—1vy)) ¢ colores(v,,), quiere decir que ya entré a ) una
u-v,-ditrayectoria monoétona R con el color de su segmento terminal igual
al de Py T. Como R entr6 a (), sabemos que R fue construida a partir
de una trayectoria R’, agregando una flecha a su extremo en el paso 2 del
algoritmo. Como R’ fue removida de () antes que P’, por 5.1.2 tenemos que,
long(R') < long(P’'), lo cual implica que:

long(R) = long(R') + 1 <long(P") +1 <long(T') + 1 = long(T). (5.2)

De aqui que en ambos casos tengamos una u-v,-ditrayectoria mondtona
de longitud menor o igual que T, que coincide en el color de su segmen-
to terminal con T y que entr6 a (). Notemos que cuando esta trayectoria
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sea agregada a (), por construcciéon del algoritmo, podremos asegurar que
A(vp) < long(P) < long(T). Con lo que por induccién queda demostrado el
Lema. [J

Teorema 5.1.4 Dada una digrdfica coloreada por flechas D con una digrd-
fica guia H. Al terminar el algoritmo 5.1.1 para todo vértice v en D, se
cumple que \(v) = p(u,v). Mds ain tray(v) es una u-v-ditrayectoria mo-
notona minima.

Demostracion.

Sea v € V(D).

Notemos que al terminar el algoritmo como se modifican simultaneamente
los arreglos tray y A, entonces A\(v) = oo si y solo si tray(v) = ¢, también
podemos observar que por definicion A(v) = long(tray(v)).

Veamos que si existe alguna u-v-ditrayectoria monétona 7" en D, por el
lema anterior tenemos que tray(v) # ¢ y esto sucede si y so6lo si A\(v) # oo.
Por lo tanto acabamos de probar por contrapuesta que si A(v) = 0o, entonces
no existe ninguna u-v-ditrayectoria monoétona en D.

Ahora si T una u-v-ditrayectoria monétona minima, por el lema 5.1.3
entré a () una trayectoria dirigida mondtona P, tal que long(P) < long(T)
y A(v) < long(P), por lo tanto como 7" minima:

long(T) < long(tray(v)) < long(P) < long(T) = dp(u,v) (5.3)
De aqui que:
A(v) = long(tray(v)) = long(P) = long(T) = dnr(u,v) (5.4)
Por lo tanto tray(v) es también minima y A(v) = dy(u,v). O

Gracias al teorema anterior sabemos que el algoritmo funciona, ahora
s6lo nos falta revisar la complejidad de éste, para la cual analizaremos la
complejidad de cada paso del algoritmo y cuéntas veces se lleva a cabo cada
uno de ellos.

El paso 0 se lleva a cabo una tnica vez con una complejidad O(p) ya
que para cada vértice de la grafica D se llevan acabo varias asignaciones
de variables. La complejidad del paso 1 es, usando 2.1.1 para ordenar las
trayectorias por longitud, del orden del nimero de elementos que contenga
(), pero podemos observar que a lo mas a cada vértice de la gréafica llegara una
trayectoria de () por cada color, de aqui que el maximo nimero de elementos
que puede llegar a contener ) durante todo el algoritmo es |V (H)|p, por lo



5.2 Trayectorias mondtonas en graficas 69

que la complejidad del paso 1 es O(p). De modo que lo tnico que debemos
revisar es cuantas veces se lleva a cabo, para esto notemos que como el paso
2 es el que regresa el algoritmo al paso 1, entonces este tltimo se llevara a
cabo tantas veces como el paso 2 mas una. Por lo que sb6lo nos queda revisar
el paso 2.

En el dltimo paso del algoritmo cada vez que entra una trayectoria T'
se revisan todos los vértices adyacentes a su extremo y las ditrayectorias
monoétonas que con éstos se puedan generar, revisando que ninguno de és-
tos pertenezca a T, por lo tanto su complejidad es A(D)|V(T)| = O(p?).
Notemos ahora que, por construccion del algoritmo, para cada vértice v de
D distinto de u, a lo més vamos a tener |[{c(e) | e incide en v}| distintas
u-v-ditrayectorias monoétonas entrando al paso 2, lo cual nos dice que éste,
a lo mas, se llevara a cabo |V (H)| veces por cada vértice, dandonos asi una
complejidad total del paso 2 y del algoritmo de O(p?).

5.2. Trayectorias monotonas en graficas

Ahora intentaremos particularizar los resultados de este capitulo a grafi-
cas sin direccion, para lo cual primero daremos algunas definiciones basadas
en las existentes para digraficas.

Dada G grafica, diremos que C(G) es una k-coloracion por aristas o sim-
plemente una k-coloracion de G si C(G) = (1, ¢a, - . ., ¢;) particion de E(G).

Como cada arista de G pertenece a un tunico elemento de C'(G), podemos
definir una funcion ¢ : E(G) — C(G) que asigne a cada e € E(G) el elemento
de la particion al que pertenece, diremos entonces que c(e) = ¢; es el “color
de €” siy solo si e € ¢;.

Una vez definida una coloraciéon para G, podemos asignarle una digrafica
guia H de igual forma que en digraficas, es decir, V(H) = C(QG).

Diremos también que una trayectoria 7' = (vg, vy, ..., v,) es mondtona si
y solo si para todo ¢ € {0, 1,...,n—2} se cumple que (c(v;v;11), ¢(Vip1vi12)) €
E(H).

Con esto y dados u,v € V(G), podemos definir la distancia mondtona
simple entre u y v, denotada por 0,,(u,v) como la longitud de una u-v-
trayectoria mondtona minima, si ésta existe, de lo contrario 6,,(u,v) = oo.
Notemos que a diferencia de la distancia monétona, en graficas se cumple la
reflexividad, es decir, que 0,,(u,v) = 6,,(v,u), cosa que no ocurre en digrafi-
cas.

Veremos ahora que el problema de encontrar trayectorias monétonas mi-
nimas en una grafica GG coloreada por aristas con una digrafica guia H ya lo
tenemos resuelto.
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Figura 5.2:

En el primer renglon observemos a la grafica G' coloreada por aristas, la
paleta de colores y la grafica guia H. El algoritmo recorre los vértices de la
grafica analizando trayectorias monotonas extraidas de () y extendiéndolas

a nuevas de ser posible. En esta figura tendremos resaltadas con un halo
gris a las trayectorias analizadas recién removidas de @), circulados en color

girs oscuro a los vértices con los que se generan nuevas trayectorias
mondtonas que se agregardn a (), y con una cruz a su lado a los vértices con
los que no se pudo construir una nueva ditrayectoria monotona.
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Dada una grafica G coloreada por aristas con una digrafica guia H. Si
D = G*, definimos una coloraciéon por flechas en D de modo que Ve = uv €
E(G), el par conjugado de uwv, (u,v) y (v,u), tenga el mismo color que e.
Notemos entonces que H también sera digrafica guia en D, por lo que si
u € V(D) podemos correr el algoritmo 5.1.1 y obtener para cada v € V(D)
una u-v-ditrayectoria monétona minima guardada en el arreglo tray.

Ahora por 1.7.1, sabemos que si v € V(G) y Ty = tray(v), entonces T,
la trayectoria subyacente de Ty, es una trayectoria en (G, veamos que T es
ademas monotona ya que el color de cada flecha en D es el mismo que el de
la arista subyacente asociada a éste, y el patron de colores en T' es por lo
tanto el mismo que en Tj.

De aqui que el problema en graficas sea una caso particular del problema
para digraficas. Otros casos particulares similares se dan cuando se utiliza
una grafica guia H en vez de una digréafica, dando asi la posibilidad de que
las trayectorias monétonas soélo tengan que respetar adyacencias en H y no
adyacencias por flechas. Sin embargo este problema seré equivalente al ya
resuelto usando la digrafica simétrica H*.
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5.3. Trayectorias monétonas en Redes

Una red R se define como una digrafica con peso en los arcos, es decir es
aquella digrafica a la cual, mediante una funcién de asignacion w : E(R) — N
se le dan valores numeéricos a los arcos, por consiguiente, dada e € E(R) nos
referiremos a w(e) como el peso de e.

La aproximacién a redes dentro de este capitulo no es tan facil de observar,
pero si pensamos que nuestra paleta de colores es un subconjunto de N y con
ésta coloreamos a los arcos de una digrafica R, podremos definir una funcion
de asignacion sobre los arcos de R, de manera que cada arco esté asociado
con un unico valor ntimerico al que nos referiremos como su peso.

Colores

0~ =

Figura 5.3:
En esta figura podemos observar una digrafica siendo coloreada por una
paleta de colores pensada como un subconjunto de N. Asi como su digrafica
guia H representando el orden heredado de N.

De igual forma podemos definir una digrafica guia como se muestra en
el ejemplo, mas aun, si definimos a H de modo que represente el orden
transitivo heredado por N, es decir que para todo ¢;,¢; € C(R) C N el arco
(¢i,¢j) € E(R) siysolosic; < cj. Entonces, al momento de correr el algoritmo
5.1.1 obtendremos trayectorias monotonas estrictamente crecientes en R, de
igual forma se puede modificar a H invirtiendo la direccion de sus arcos, de
forma que obtengamos trayectorias monotonas estrictamente decrecientes en
R. Si ademas en H aceptamos bucles en todos los vértices, entonces al correr
el algoritmo obtendremos trayectorias mono6tonas crecientes o decrecientes.

Cabe resaltar que el nombre de “trayectorias monotonas” proviene de esta
aplicacion en el area de redes, lugar donde el mayor ntimero de aplicaciones
y resultados se han presentado.



5.4 Problemas para el futuro 73

5.4. Problemas para el futuro

Una vez introducido el concepto de trayectorias monotonas, uno de los
problemas que se pueden plantear de manera natural es el de la existencia de
algoritmos 6ptimos que encuentren trayectorias de peso minimo en gréficas o
digraficas coloreadas, con peso en las aristas. Este problema seré el siguiente
paso a dar, tratando de utilizar las caracteristicas ya identificadas de las
graficas con coloraciones y el comportamiento de las trayectorias monotonas
dentro de algoritmos que visiten todos los vértices de la grafica de manera
sistemética, como el encontrado en este capitulo final.

Otro tema que me quedaria por abordar més adelante es el de la existencia
de subconjuntos minimos de vértices, dentro de digraficas coloreadas por
aristas, desde los cuales se puedan alcanzar todos los demaés vértices de la
grafica mediante trayectorias monétonas. Es claro que el total de los vértices
cumple esta propiedad, pero sin duda el problema sera encontrar un algoritmo
6ptimo que los minimice.

Asi como se plantean este par de problemas existen muchos otros que
seguramente seran abordados mas adelante y este trabajo es solo el comienzo
de esta investigacion.
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