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Resumen

Este trabajo busca ser principalmente una guia para el desarrollo de fu-
turas investigaciones, principalmente numéricas, de las Teorias Escalares-
Tensoriales de la Gravitacién, lo cual llevara a la formulacién de modelos
cosmoldgicos alternativos que esperamos puedan competir con el modelo

estandar.

En el capitulo 2 revisaremos brevemente como a partir de la Relatividad
General de Einstein y de la fenomenologia observada en el Universo actual,
se ha formulado el modelo estandar; discutiremos los elementos mas impor-
tantes que han llevado a que esta teoria sea la méas aceptada por la comu-
nidad cientifica. Ademas, veremos como un modelo cosmoldgico alternativo
deberd contener elementos similares o que reproduzcan toda la fenomenologia

que hasta ahora explica el modelo estandar basado en la GR.

Veremos como histéricamente fueron introducidas las Teorias Escalares-
Tensoriales (“Scalar-Tensor Theories” o STT)(capitulo 3) como una modi-
ficacién de la GR y no nos detendremos en justificar el origen del campo
escalar; mencionaremos algunos aspectos importantes que a nuestro crite-
rio ponen a este tipo de teorias por encima de otras, ademéas propondremos
un modelo cosmolégico mas general para este tipo de teorias basado en el

formalismo de la llamada descomposicion 3+1.
Motivados por las anisotropias de la radiacién cosmica de fondo, realizare-

mos un estudio perturbativo a primer orden de las STT (capitulo 4) en el

contexto de la descomposiciéon 341 y obtendremos las ecuaciones que rigen
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la evolucién de las componentes de la métrica con lo que posteriormente
(capitulo 5) discutiremos la eleccién de norma y compararemos en particular
dos de las normas mas populares en la literatura, la norma Newtoniana y la
norma Sincronica.

En el capitulo 6 revisaremos una de las componentes de las anisotropias
primarias de la CMB (efecto Sachs-Wolfe) desde un enfoque novedoso y di-
recto, que aplicado al modelo estandar nos regresara resultados conocidos,
esto con el objetivo de que en un futuro se aplique la misma idea para los
modelos alternativos particularmente aquellos basados en STT y se obtengan
cotas con las observaciones.

Finalmente enunciaremos algunas conclusiones a las que hemos llegado

durante la realizacion de este trabajo.




Capitulo 1

Introduccion

1.1. Preludio

La teoria de la Relatividad General (GR) es una teorfa geométrica de la
gravitacion publicada por Albert Einstein en 1916. Esta teoria permite la
unificacion de la Relatividad Especial y la Ley de la Gravitacion Universal
Newtoniana!. La GR describe la gravedad como una propiedad geométrica
del espacio-tiempo. En particular relaciona la curvatura de este ultimo con
el contenido de energia-momento y/o radiacién que se encuentre presente en

el espacio-tiempo mediante las ecuaciones de campo de Einstein:?

1
Rab — §gabR = 87TTab (11)

donde R, es el tensor de Ricci, gq es la métrica del espacio-tiempo, R =
G Ry y Ty es el tensor de energia-momento de la materia.

Las predicciones de la GR difieren significativamente de aquellas hechas
por la fisica newtoniana, en particular cabe senalar los diversos experimentos

en el Sistema Solar (precesién de Mercurio, desviacién de la luz por el Sol, di-

'La teoria newtoniana aparece como la aproximacién de campo débil en la Relatividad
General.
2Usaremos unidades geometrizadas, estas son aquellas en que G' = ¢ = 1.
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latacién gravitacional del tiempo), en el pulsar binario y a nivel cosmolégico,
aquellas relacionadas con el corrimiento al rojo y las lentes gravitacionales
entre otras. La teoria de Einstein tiene importantes aplicaciones astrofisicas
y en general es la base téorica de los modelos cosmolégicos vigentes para un

Universo en Expansion, aunque como veremos mas adelante no es la tnica.

Einstein consideré una aproximacion lineal a la métrica representando
el limite newtoniano y aplicé la GR al problema de Kepler en el sistema
solar?, encontrando una explicacién directa al corrimiento anémalo del pe-
rihelio de Mercurio observado desde 1859 por Urban Le Verrier. Mas tarde
se derivé este resultado usando la métrica de Schwarzchild (que describe el
espacio tiempo alrededor de un objeto de simetria esférica) y se observé la
precesién relativista para planetas cuyas mediciones son certeras (Mercurio,
Venus y la Tierra), ademés de aplicarse a los Pulsares Binarios cuya precesién

es cinco ordenes de magnitud mayor al de cualquier objeto del Sistema Solar.

En el caso del pulsar binario existe una prediccién adicional que ha si-
do demostrada experimentalmente con gran precisién: de acuerdo a la GR,
un sistema binario emitird ondas gravitacionales® (en analogia a las ondas
electromagnéticas), perdiendo energia y como consecuencia reduciendo la dis-
tancia entre los dos objetos orbitantes (y por tanto su periodo orbital). La
primera observacién en la disminucion del periodo por emision de ondas
gravitacionales fue realizada por Hulse y Taylor para el pulsar PSR1913416
descubierto por ellos en 1974 [45].

Como hemos mencionado arriba, los modelos cosmolégicos actuales estan
basados en las ecs. (1.1), bajo las hipdtesis de homogeneidad e isotropia del
espacio-tiempo, estas hipdtesis son conocidas con el nombre de “Principio

Cosmologico” y conducen al llamado espacio-tiempo de Friedman-Robertson-

3Movimiento de dos cuerpos esféricos que interactuan gravitacionalmente, uno con una
masa despreciable a comparacion del otro, aproximando asi el movimiento de los planetas
respecto del Sol.

4Ondulaciones en la métrica del espacio-tiempo que se propagan a la velocidad de la
luz.
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Walker (FRW)(ver seccién 2.1). Un modelo del universo basado en el espacio-
tiempo de FRW ha permitido obtener importantes predicciones en diferentes
fases de su evolucion. Desde épocas tempranas posteriores al Big Bang, hasta

épocas tardias en que las galaxias y estrellas fueron formadas.

En cuanto a las predicciones asociadas a épocas tempranas cabe senalar la
abundancia de lo elementos ligeros tales como H-1 (protio), H-2 (deuterio),
Helio, (He-3, He-4) y litio (Li-6, Li-7) producidas en la nucleosintesis pri-
mordial (entre los 3 y 20 primeros minutos del Universo aproximadamente)®.
Para que se realice la sintesis de estos elementos es necesario que la tempe-
ratura sea del orden de 0.1 MeV. De acuerdo con la teoria del Big Bang el
Universo continu6 enfridndose mientras los ntcleos ligeros ya formados inte-
ractuaban con los fotones®, permitiendo que los iones atraparan electrones y
formaran dtomos neutros (recombinacién). Al reducirse la temperatura a 0.1
eV ocurre el “desacople” de la radiacién con la materia (superficie de ultima
dispersién), en este punto se dice que el Universo se vuelve “transparente”.
En esta etapa, los fotones emitidos al final de la recombinacion viajan libre-
mente y es lo que observamos como la Radiacién Césmica de Fondo (CMB).
Debido a la expansién del Universo estos fotones presentan un corrimiento al
rojo del orden de 1000. Esta radiacion fue predicha por Gamow [34], Alpher y
Herman [1] en 1948. Penzias y Wilson [73] en 1964 midieron dicha radiacién
residual (la cual estaba asociada a la de un cuerpo negro a temperatura de
alrededor 3 K) que Dicke, Pebbles, Roll y Wilkinson [23] interpretaron como
una prueba del Big Bang.

El Explorador del Fondo Césmico COBE (Cosmic Background Explo-
rer)”, conocido también como Explorer 66, fue el primer satélite construi-

do especialmente para estudios de cosmologia. Su objetivo era investigar la

Para una revisién completa acerca de la nucleosintesis primordial ver [70],[93].

SEn esta época la densidad de materia alcanza a la densidad de radiacién.

"Constituido por el Diffuse InfraRed Background Experiment (DIRBE), el Far-
InfraRed Absolute Spectrophotometer (FIRAS) y el Differential Microwave Radiometer
(DMR).
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radiacién coésmica del universo, incluidas las anisotropias primordiales de
temperatura; fue lanzado por la NASA en 1989. Las medidas del FIRAS
se realizaron midiendo la diferencia espectral entre una seccion estelar de 7
grados contra un cuerpo negro interno. El interferémetro del FIRAS cubria el
rango de frecuencias entre 2 y 95 cm~! en dos bandas separadas a 20 cm™1.
Con dos longitudes de barrido (corta y larga) y dos velocidades (répida y
lenta) para un total de cuatro modos diferentes de barrido. Los datos fueron
recolectados durante un periodo de mas de diez meses. Los resultados del
FIRAS fueron impresionantes ya que demostraron un acople perfecto del

CMB y la curva tedrica de un cuerpo negro a una temperatura de 2.7 K [57].

Por otro lado el DMR podia emplear hasta cuatro anos mapeando la
anisotropia de la radiacion de fondo y crear mapas completos del CMB
substrayendo emisiones galdcticas y dipolos en varias frecuencias. Las fluc-
tuaciones del fondo césmico de microondas son extremadamente débiles. El
instrumento consiste de seis radidmetros de microondas diferenciales, dos
canales casi independientes que operan a frecuencias® 31.5, 53, y 90 GHz.
Los resultados de este experimento permitieron una identificacién de las fluc-
tuaciones de la temperatura respecto de la temperatura del cuerpo negro Ty
dadas como At < 4 x 1075 con un precisién estimada en 95 % [96]. El suce-

0
sor del experimento COBE fue la Wilkinson Microwave Anisotropy Probe
(WMAP) lanzada en 2001.

La WMAP es 45 veces mas sensible y cuenta con 33 veces la resolucion
angular del satétile COBE, lo que ha permitido general un mapa mucho mas
preciso de la CMB. Actualmente las observaciones de la CMB tienen las
caracteristicas espectrales de un cuerpo negro a una temperatura estimada

en 2.725 K y con isotropias hasta una parte entre 10°.

8Estas fueron seleccionadas para minimizar la contaminacién de la emisiones galdcti-
cas.
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1.2.

Posibles Problemas de la GR

A pesar de estas predicciones y confirmaciones de la Relatividad General,

existen fuertes indicaciones de que la teoria podria estar incompleta o bien

de que existe otro tipo de materia en el Universo hasta ahora desconocida.

Observaciones astronémicas relacionadas con la dinamica de las galaxias espi-

rales muestra que las estrellas y el gas que se encuentran alrededor del nicleo

galactico describen una trayectoria aproximadamente circular cuya velocidad

tangencial no decae con la distancia como lo predice la teoria Newtoniana.

Recientemente se ha especulado sobre el origen de este fenémeno que se ha

denominado como el problema de las curvas planas de rotacién (FRC-Flat

Rotation Curves)[82]. Entre las soluciones a este problema se encuentran las

siguientes:

a) Materia Obscura: Se ha especulado que alrededor de ntcleo galactico

existe un halo de materia (materia obscura) que interactua tinicamente
gravitacionalmente con la materia visible (fotones, bariones, leptones,
etc). dicha materia obscura seria la responsable de producir una fuerza
gravitacional mucho mayor a la observada. Mediciones astronémicas
muestran que la cantidad de dicha materia seria 10 veces mayor a la

observada.

Un anélisis sencillo muestra que la densidad p asociada a la materia

obscura debe decrecer con la distancia r, al centro de la galaxia como

P~ Dado que la masa M ~ pr® entonces M ~ r y por lo tanto de
L . : . v? GM

la dindmica Newtoniana para érbitas circulares = donde v es

la velocidad tangencial de rotacion, se concluye que v = cte. Existen

en la literatura numerosas propuestas de modelos con materia obscura

que intentan reproducir las curvas planas de rotacién ([83], [63], [58]).

Teorfas alternativas de la Gravitacion: El modelo estdndar de la fisica de

particulas, el cual consiste de las familias de quarks, leptones, bosones
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de norma y la particula de Higgs, es uno de los modelos de la fisica mas
exitosos. Sin embargo, con el objetivo de unificar cierta constante de
acoplamiento, se han propuesto algunas extensiones al modelo estandar
(como la supersimetria) desde hace varios anos. Una de las prediciones
de la supersimetria es la existencia de nuevas particulas, tal como el
neutralino, las cuales han sido propuestas como candidatos del modelo

de materia obscura.

Hasta la fecha no se han observado tales particulas predichas por el
modelo de la supersimetria, ademas de que en la fisica no existe ninguna
otra particula asociada a la materia obscura. Por esta razdn existe
otra postura para explicar el problema de las curvas de rotacion. Esta
consiste en postular que la gravitacién Newtoniana o en general la
GR, es solo una buena aproximacién a una teoria gravitacional que la

contiene en cierto limite.

Una de las pioneras de esta postura es la teorfa de MOND [59] (Modi-
fied Newtonian Dynamics) propuesta en 1981 la cual ha tenido éxitos
extraordinarios en explicar las FRC. Este “modelo de juguete” consiste
en suponer que para aceleraciones grandes comparadas con ag ~ 1078
cm/s? (constante del modelo) la dindmica de las particulas de prueba
estd dada por la teoria newtoniana usual, en cambio para aceleraciones
del orden de ag la dindmica se modifica por p (’;{J) a = —G;iwf. Es
decir p ~ 1 para |a| > ag y p ~ ’;ﬂ para |a| < ag. Resulta asombroso
que un modelo tan simple logre explicar las FRC de muchas galaxias

36).

Una de las criticas mas importantes que sufrié el modelo de MOND
por parte de sus detractores es que no existia una teoria de campo
propiamente dicha que contuviera a MOND como limite, tal como la
GR que contiene a la teoria de Newton en el limite de campo débil.

Sin embargo, recientemente Bekenstein [7] ha conseguido proponer una
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teoria de campo Tensor-Vector-Escalar (TeVeS) que precisamente con-
tiene a MOND en cierto limite. Esta nueva teoria de la gravitacién
es mucho méas complicada que la GR ya que ademés de introducir un
tensor métrico como campo fundamental, postula la existencia de un
campo vectorial y un campo escalar dinamicos, junto con otro cam-
po escalar no dindmico. Es necesario decir que resulta irénico que una
teoria que busca evitar la materia obscura requiera de introducir una se-
rie de campos escalares que al igual que la materia obscura, no cuentan
con evidencia directa o indirecta de su existencia salvo las FRC. Ac-
tualmente se realizan importantes intentos para probar la validez de la
teorfa TeVeS con pruebas observacionales (Sistema Solar, Cosmologia,
Pulsar Binario, etc.) ([24], [92], [95], [112]).

Dos paradigmas han abierto otro problema filoséficamente similar al de
las FRC sdlo que a escala cosmolégica. Uno de ellos se refiere al modelo
inflacionario, propuesto a finales de los anos 70’s y principios de los 80’s por
Guth [37]; el segundo surgié por el reciente descubrimiento de la expansién
acelerada del Universo descubierto a través del corrimiento de la luz emitida
por supernovas SNla ([75], [80]).

El modelo inflacionario predice que la densidad total (promedio)? del
Universo es {2 = 1. Sin embargo, la nucleosintesis de elementos ligeros predice
que el nimero maximo de bariones contribuye a €2 solo en un 4 %. Es decir
Qpar =~ 0.04, de modo que en el marco de la cosmologia estandar de la GR,
y asumiendo que el modelo de inflacién es correcto, hay un deficit de Q, ~
0.96. De esta forma surgen varias posturas conciliadoras entre la hipétesis de

inflacion y las observaciones. Las tres mas populares son las siguientes:

1. Modelo ACDM (Constante cosmoldgica con materia obscura fria): Este
modelo propone la existencia de una constante cosmoldgica tal que

Qp =~ 0.7, ademas de una componente de materia obscura fria con

9En unidades de densidad critica.
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Qcpy =~ 0.26. De esta manera Q = Qu, + Qp + Qepy = 1 (este
modelo supone que la contribucién actual de fotones es despreciable).
Ahora bien, es importante mencionar que esta constante cosmolégica
A, tiene la propiedad de que posee una presion asociada, negativa y
de valor py = —A (con A > 0), siendo ppn = A la densidad de energia

correspondiente.

De las ecuaciones de Einstein para este modelo resulta que la presion
y densidad asociada a A producen una aceleraciéon @ ~ A, donde al
suponer A ~ 0.7 reproduce la expansién acelerada del Universo inferido
de las observaciones de las SNIa. La componente Qcpy =~ 0.26 se
ha postulado para explicar la dindmica de cimulos de galaxias. Sin
embargo, no existe evidencia directa que demuestre la existencia de esta
materia obscura (aparte de la gravitacional). Ademds, se desconoce si
existe una correlacion entre la materia obscura de este modelo y aquélla

que se utiliza para explicar las FRC.

. Quintaesencia: El modelo ACDM es quiza el mas simple y exitoso para
explicar muchas de las observaciones cosmolégicas, incluidas las fluc-
tuaciones de temperatura de la CMB. Sin embargo, existe un problema
filoséfico con este modelo: resulta asombroso que después de cerca de
10 mil millones de afios de evolucién del universo, el ser humano (cuya
edad se estima en 100 mil anos) tenga la fortuna de vivir en un periodo
en que A & ppor = popy (donde A es por construccion constante) mien-
tras que en el pasado ppe, > A. A este “problema” se le ha denominado

como el “Problema de Coincidencia de la Constante Cosmoldgica”.

Con el objetivo de evitar este problema, a principios de los 90’s se pro-
puso un modelo de “energia obscura” (i. e. materia obscura con presién
negativa) que se comporta como una cantidad dindmica. Para imple-
mentar este modelo se postuld la existencia de un campo escalar ¢,

también llamado quintaesencia, con un un potencial respectivo V (¢)
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tal que p,, estuviera correlacionado con py y pman durante épocas tem-
pranas, pero tal que no modifica la expansién en época de nucleosinte-
sis. Ademas en épocas més recientes dicho campo domina sobre p,,qs
de tal manera que su presion es suficientemente negativa para producir

la expansién acelerada observada actualmente.

Es decir, ¢ tendria propiedades de “tracking”!? de la materia ordina-
ria a modo de evitar coincidencias tal como la asociada con el mode-
lo ACDM. Sin embargo, este modelo de quintaesencia solo desplaza el
problema hacia otro nivel, puesto que no existe ninguna evidencia lo su-
ficientemente sélida para tomar en serio a este campo . Esta situacion

nos lleva a la tercera postura.

3. Gravedad modificada f(R): En afios recientes se ha logrado demostrar

que las teorias de la gravitacién tales como aquellas que tienen L4, =

R+ C%e +... son capaces de reproducir una expansion acelerada del Uni-
verso sin necesidad de introducir una constante cosmolégica o un campo
escalar extra. Sin embargo, poco después se mostré que las teorias f(R)
mas simples son incompatibles con los experimentos en el Sistema So-
lar ([17], [28]). Actualmente se estan analizando nuevos modelos de este
tipo que puedan evitar dicho problema. Sobra decir que al igual que el
modelo de TeVeS, este tipo de teorias deberan satisfacer todas las ob-
servaciones que una teoria tan “simple” como la GR ha conseguido. En
el contexto cosmoldgico vale la pena mencionar que esta en debate si la
teoria de TeVeS puede reproducir la expansion acelerada del Universo y
la dindmica de ciimulos de galaxias sin necesidad de introducir materia
o energia obscuras. En particular desde agosto de 2006 la observacién

del “Bullet Cluster”!'! ha proporcionado fuerte evidencia descartando

10Seluciones con un camino comtn de evolucién. El concepto de “tracker fields” fue
introducido por Zlatev et al. [113] en 1998.

HE] término “Bullet Cluster” se aplica a dos ctimulos en colisién, donde un pequefo
subciimulo se aleja de uno mayor. La separaciéon entre la componente baridnica de la
materia y la hipotética materia obscura establecen que existe una interaccién que no
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algunas versiones populares de MOND [19].

Por tultimo y para concluir esta introduccion, mencionemos la clase de
teorias que se planea analizar en este trabajo, estas son las Teorias Escalares-
Tensoriales (STT) de la Gravitaciéon (ver capitulo 3). Estas teorias tienen la
forma L4 = F(¢)R donde F(¢) es una funcién definida positiva pero
arbitraria de un hipotético campo escalar. Histéricamente estas teorias se
comenzaron a estudiar mucho tiempo antes de que surgieran los problemas
arriba aludidos. Por ejemplo, la teorfa de Jordan-Brans-Dicke con F(¢) =
1 + cte.¢? es un caso particular de las STT, en la cual se busca incorporar
ciertas ideas de Mach ([56], [13]) de manera concreta.

Dado que en este tipo de teorias se puede interpretar a la “constante” de

Gravitacion efectiva | Gepp = como variable en espacio y tiempo, las

0
F(¢)
STT incorporan también la idea de Dirac de que las constantes fundamentales
de la fisica podrian variar en tiempo césmico [6].

Por otro lado, con el advenimiento de la teorfa de cuerdas (1984), M-
theories (principios de la década de los 90’s), etc., se ha especulado que a
nivel efectivo (i. e. a bajas energfas) existe un campo escalar, referido en oca-
siones como dilatén [33], el cual se acopla no-minimamente a la curvatura.
Para nuestro trabajo dejaremos, sin embargo, de lado estos argumentos y pos-
tularemos a las STT como una teoria de la gravitacién fenomenolégicamente
posible.

A diferencia de las otras teorias alternativas de la gravitacion mencionadas
anteriormente, las STT modifican a la GR de manera relativamente simple,
ademéds de que respetan todos los principios sobre los cuales la GR fue cons-
truida. Por ultimo, mencionemos que a nivel de Sistema Solar las STT resul-

tan ser compatibles con la GR si el denominado pardametro de Brans-Dicke
87TGOF

2

w= (donde la prima indica derivacién respecto del campo escalar ¢)

puede explicarse con alguna alteracién de la fuerza gravitacional.
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es lo suficientemente grande'?, mientras que a nivel cosmoldgico cierta clase
de STT también puede ser compatible con las observaciones.

Es importante mencionar que muy probablemente (o de hecho) las STT
no resolveran todos los problemas asociados a la materia o a la energia obs-
curas a todas escalas. Quizéd podrian por ejemplo, resolver el problema de
coincidencia de A y de la expansién acelerada, aunque muy probablemente
no el de las FRC.

Por otro lado a diferencia de la quintaesencia, la cual se acopla minima-
mente con la gravedad, las STT tienen prediciones muy concretas y falseables.
Por ejemplo, predicen un nuevo estado de polarizacién de las ondas gravita-
cionales, asi como el fenémeno de escalarizacién espontanea en objetos com-
pactos (ver seccién 3.2), independientemente de que se satisfagan el resto de
las observaciones locales (Sistema Solar, Pulsar binario, etc.) y cosmolégi-
cas (nucleosintesis, CMB, SNIa). Otra virtud de estas teorias es que poseen
un problema de valores iniciales bien planteado [88], propiedad matemaética
indispensable de toda teoria fisica respetable. Al respecto se desconoce por
ejemplo si la teoria TeVeS posee tal propiedad.

El objetivo del presente trabajo es el de analizar la teoria de perturba-
ciones cosmoldgicas en el marco de las STT. Aunque en el pasado se han
realizado estudios similares, en este caso se pretende abordar el problema
desde la perspectiva del formalismo 3+1 de la GR. Creemos que este punto
de vista puede proporcionar un mejor entendimiento de la teoria de pertur-
baciones cosmologicas tanto en STT como en GR, la cual se presentara como
un limite en que ¢ = 0, ademdas que nos permite crear un puente entre la

cosmologia y la relatividad numérica.

12 Actualmente la estimacién de este pardmetro se encuentra en w > 4 x 10*, de acuerdo
al experimento Cassini [8], que midié el cambio en la frecuencia de los fotones al pasar
cerca del Sol minimizando la contribucién de la corona solar.
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Capitulo 2
Cosmologia Estandar

Hemos revisado brevemente en la introduccién el panorama actual en
que la GR y la cosmologia actual se encuentran. Aunque el propdsito de este
trabajo es presentar el desarrollo tedrico de un esquema cosmolégico alterna-
tivo al modelo estandar, creemos conveniente revisar algunas caracteristicas
de dicho modelo con la finalidad de sentar las bases para entender nuestro

analisis y futuros trabajos en la misma linea.

La principal premisa de la cosmologia moderna es que al menos a grandes
escalas el Universo es homogéneo e isotrépico (ver seccién 2.1). Sin embargo,
en regiones cercanas hay gran inhomogeneidad, con la materia agrupandose
en estrellas, galaxias y cimulos de galaxias. Se cree que estas irregularidades
han evolucionado gracias a la atraccion gravitacional desde una distribucion
que era mas homogénea en el pasado. En el marco de la cosmologia estandar o
teoria del Big Bang, cuando el Universo era mas pequeno las fuentes distantes
emitieron luz, durante la expansién, las longitudes de onda de los fotones se
“estiran”, la densidad de particulas disminuy? llegando a la baja temperatura
y densidad de fotones observadas en el fondo cosmolégico actual. Extrapo-
lando al pasado, inferimos que el Universo inicié como un estado caliente y
denso, el enfriamiento adiab&tico de la expansion preservé el espectro térmico

y explica la naturaleza del espectro de cuerpo negro observado.
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Por otro lado de acuerdo con el modelo inflacionario, se cree que fluc-
tuaciones cuanticas, asociadas con el inflatén, generaron los cambios de tem-
peratura y densidad que se manifiestan como pequenas anisotropias en la
CMB, que eventualmente dieron origen a la formacién de estructura (gala-
xias, cimulos, etc.) en el Universo actual. Ademés estas anisotropias podrian
brindar pistas sobre la tasa de expansion, el contenido de materia y la geo-

metria del espacio-tiempo.

2.1. Modelo de Friedman-Robertson-Walker
(FRW)

Hemos mencionado en la introduccién sobre los éxitos de la GR, ademaés
de algunos problemas que la GR no ha podido conciliar satisfactoriamente.
Sin embargo, también hemos visto como a grandes escalas la evidencia pro-
porcionada por la radiacién de fondo nos habla de una fuerte homogeneidad
e isotropia que da lugar al “principio cosmologico”.

Mateméticamente [104] entendemos que un espacio-tiempo es espacial-
mente homogéneo si existe una familia uniparamétrica de hipersuperficies
espaciales ¥; que es foliacion del espacio-tiempo, tal que para cada t y para
cada pareja de puntos p, ¢ € 3, existe una isometria! de la métrica espacio-
temporal g,, que mapea a p en ¢q. Por otro lado un espacio-tiempo se dice
espacialmente isotropico en cada punto si existe una congruencia de curvas
temporaloides (observadores) con tangentes que llenan el espacio denotadas
por u® y que satisfacen la siguiente propiedad: dado cualquier punto p y

cualesquiera dos vectores tangentes “espaciales” s{, s§ € 3, (i. e., vectores

1Si ¢ : M — M es un difeomorfismo (un mapeo C'>° que es uno a uno y cuya inversa
también es C*°) y T es un campo tensorial en M, podemos comparar T con ¢*T. En
particular si ¢*T' = T', entonces aunque hemos “cambiado” T con ¢, T' continua “igual”,
es decir ¢ es una transformacion de simetria para el campo tensorial T. En el caso en
que este campo tensorial corresponde con la métrica gup, entonces dicha transformacién
de simetria es llamada isometria.
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en p ortogonales a u®), existe una isometria de g, que deja a p 'y a u® fijos
en p pero rota a s{ en s5. Entonces en un universo isotropico no es posible

construir un vector tangente preferencial ortogonal a u®.

Estas dos condiciones nos permiten restringir la geometria [104] con lo que
podemos escribir el elemento de linea para un espacio-tiempo homogéneo e
isotropico:
dr?

1—kr?

ds* = —dt* + a*(t) + 72d6? + r* sin?(0)dp? (2.1)
que es conocida con el nombre de métrica de Friedman-Robertson-Walker,
en donde £k =0, 1, —1 es una constante que se relaciona con la curvatura de
las hipersuperficies espaciales >;:

Gk

‘R = (2.2)

a?
y que corresponden a un modelo “plano”, cerrado y abierto respectivamente.
Ademas a(t) es conocido como factor de escala y es una funcién positiva que
se determinard usando las ecuaciones de campo (1.1), a las cuales podemos
agregar un término que incluye la “constante cosmoldgica” A sin alterar la

conservacion de energia-momento T,;:
1
Rab — Gab (iR + A) = 87TTab (23)

Para el tensor de energia-momento consideramos la forma de un fluido per-

fecto es decir

Tab = (p + p)uaub + PGab (24)

donde p es la densidad en reposo del fluido, p es la presion mientras que

u® = ; es la 4-velocidad de fluido tal que u*u, = —1. Cabe senalar que py p

S
se relacionan por medio de la ecuacién de estado p = wp con w costante (cuyo

valor depende de las caracteristicas del Universo en sus distintas etapas). El




16 Cosmologia Estandar

modelo de FRW puede implementarse a través de las ecs. (2.3) para describir
lo que se conoce como cosmologia estandar. La componente 0 —0 de (2.3) da

lugar a la ecuacién de Friedman y se escribe como:

-\ 2
a E A 8mp
z - = 2.
(a) +a2 3 3 (2:5)

donde @ indica derivacién respecto del tiempo césmico ¢. Ademas podemos
identificar a_ H con el llamado parametro de Hubble, el cual proporciona
la tasa de eglcpansién del universo.

Las componentes diagonales (que son idénticas gracias a la isotropia del

modelo) estédn dadas por:

a a

k
2% 4 (a) +— — A =8mp (2.6)
a

Este par de ecuaciones son la base del modelo cosmoldgico estandar del
Big Bang incluyendo el modelo ACDM ([50],[69]). Combinando las expre-
siones anteriores podemos obtener una ecuacion para la aceleracién en térmi-
nos solo de sus fuentes:

a  Aw

o= (p+3p)+§ (2.7)

Para completar el modelo requerimos que se cumpla la ecuacién de conser-
vacién del tensor de energfa-momento, T4 = 0. Sustituyendo explicitamente

para el fluido perfecto tenemos
p=—3H(p+ p) (2.8)

que es la ecuacién de continuidad. La época dominada por la radiacién, cono-
cida como “Big Bang Caliente”, es la era que contiene a la nucleosintesis
primordial, donde la densidad de energia se encuentra dominada por los fo-

tones o particulas ultrarelativistas. La ecuacién de estado asociada a dicha
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época esta dada por p = % p. De la ecuacion de continuidad es facil obtener
la relacién ,

Py = pg (%) (2.9)
donde pg es la densidad de fotones medida en la actualidad, asi como ag es
el valor del pardametro de escala al dia de hoy. La densidad actual de fotones
nos permite inferir que p ~ T

La época actual estd dominada materia la cual solo interactia gravita-
cionalmente y es llamada “polvo”, i. e. con ecuacién de estado p = 0, con

esta relaciéon podemos integrar la ecuacién de continuidad y obtener

ao 3
Pmatt = p?natt (;) (2'10)

donde pY .. se identifica con la densidad de materia al dfa de hoy.

Podemos generalizar para p = vp. Usando la ecuacién de continuidad

(2.8) se obtiene
a —-3(1+v)
p=7p (—) (2.11)
Qo

El caso en que v = —1 corresponde a la época dominada por A y da lugar
p=A (2.12)

Usando (2.11) podremos utilizar la ec. (2.5) para obtener a(t).

2.1.1. Soluciones de la ecuacion de Friedman

Consideremos la ecuacion de Friedman con A = 0 y la soluciéon para la

época de radiacién (2.9), esto es

0,4
.2 §7T,0VCLO

it =gk (2.13)
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de donde es facil ver que si a es pequena, entonces k es despreciable, i. e.
todos los modelos tienen la misma dindmica inicial dado cualitativamente

CcOomo
a(t) ~ t'/? (2.14)

por otro lado si consideramos la relacién (2.10) tenemos que el comportamien-
to es de la forma
a(t) ~ t*/3 (2.15)

En general podemos usar (2.11) en la ecuacién de Friedman para deter-

minar la evolucion del factor de escala
a(t) ~ ¢ (2.16)

que es valido para un fluido con v # —1. Para el caso en que v = —1 se

obtiene un crecimiento exponencial del factor de escala

a(t) ~ 't (2.17)

2.1.2. Parametros cosmoldgicos

Ahora conviene enunciar el estado observacional de los diversos parame-
tros cosmologicos que describen la situacién actual del Universo. Cabe senalar
que la precision de dichos parametros continua en entredicho y solo existe
uno que ha sido determinado con gran precision, este refiere a la CMB. Sin

embargo nos encargaremos de la descripcién de la CMB mas adelante.

» Pardmetro de Hubble: La importancia de este parametro (recordemos

que H = g) radica en la idea de que a través de la ley de Hubble?,
a

2Hubble [44] obtuvo una relacién lineal entre el desplazamiento al rojo z y distancia D,
de la forma z = HyD, donde Hj es la constante de Hubble al momento de la observacién.
Esta relacién aproximada para pequenos desplazamientos al rojo podria implicar, por
extrapolacion directa, una relacién lineal entre la velocidad y la distancia que se cumpliera
para cualquier distancia considerada, i. e., v = Hd).
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podemos inferir que tan rapido se expante el Universo.

La primera medicién [76] fue realizada a través de observaciones de las
Cefeidas variables estimando el valor ® de h = 0.87 sin embargo, su valor
ha sido obtenido por diversos autores y en anos recientes parece haberse
alcanzado un concenso. Varias mediciones se encuentran alrededor de
h = 0.70, en particular las observaciones hechas por Telescopio Espacial
Hubble de las Cefeidas Virgo (Freedman [32] 1997) y con el método
de las supernovas Ia (Riess et al. [81] 1996), con incertidumbres de
alrededor 15 %. Por otro lado, valores por debajo de h = 0.50 siguen
apareciendo (Schechter et al. [91] 1997).

= Densidad Critica y Parametro de Densidad: La densidad critica se de-

fine 5

H2
87TGO
la cual depende del pardmetro de Hubble. Al dfa de hoy [50] p% ~
2.775h 1 x 01 M, /(h~*Mpc)? donde Mg = 1.99 x 1033g es la masa del

Sol, y corresponde al valor £ =0 en la ec. (2.5).

Pe = (2.18)

Por otro lado el parametro de densidad es usualmente definido como

Qy = @. Desde hace tiempo se ha concluido que la mayoria de la

masa del Universo no emite ni absorbe radiacion (materia obscura).
Por otro lado las observaciones relativas a la materia luminosa prueban
(por ejemplo la abundancia de elementos ligeros), nos permite estimar
el parametro de densidad €2y en varias maneras. En un ciimulo de ga-
laxias “rico” (i. e. con gran cantidad de galaxias), las observaciones de
la materia luminosa nos permiten inferir la densidad de materia. La
evolucién de perturbaciones en el Universo es afectada por la densidad
media, lo que brinda informacién 1til acerca del parametro de densidad.

En la actualidad las observaciones muestran que )y se encuentra en el

Hy

-
10051\/[’“1pc

3Donde h es un ntimero adimensional ampliamente utilizado: h =
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rango de 0.2 < Q < 0.4 ([101], [68]) del cual solo Qf ~ 0.04 puede ser
obtenido de las concentraciones de materia bariénica [18], mientras que

Qf ~ 1075. Més adelante veremos que el modelo inflacionario predice
Q=1

Edad del Universo: La edad del Universo, de acuerdo con la Teoria del
Big Bang, es el tiempo pasado entre el Big Bang y el presente. Este
parametro resulté problematico en el contexto de un Universo de den-
sidad critica. Algunas estimaciones de la edad de ciimulos globulares,
basados en la evolucién estelar, situaban al Universo arriba de 15 Gyr.
Esta estimacién cambio dramaticamenre cuando el satélite Hipparcos
(High Precision Parallax Collecting Satellite) midié una gran cantidad
de paralajes? estelares. Las estrellas resultaron ser més lejanas, mas
brillantes y mas jévenes de lo que se pensaba, disminuyendo los limites
en la edad (Reid [78], Feast and Catchpole [31], Chaboyer et al. [16]) en
alrededor de 10 Gyr, con quiza un giga-ano extra anterior para permitir

la formacién estelar.

Un hipotético Universo (dominado por materia) con h = 0.70 tendria
una edad menor a 10 Gyr, incompatible con los estimados mas bajos de
la edad del Universo, es por eso que tedricamente se suele usar h = 0.50
[50]. El consenso actual basado en las observaciones de WMAP ubica
la edad en 13.7 Gyr. [99] con una incertidumbre de 200 millones de
anos. La edad del Universo esta relacionada matematicamente con los
otros parametros cosmologicos de acuerdo a la ecuacién de Friedman,
ec. (2.5). Si una de las medidas de estos pardmetros (H, €)) fuera mas
exacta, entonces la edad del Universo se podria determinar con mayor

precision.

Sin embargo, en el contexto del modelo ACDM, con k =0y h ~ 0.7,

se puede obtener una edad del Universo > 14 Gyr compatible con las

4Suele emplearse este término para referirse a la distancia a las estrellas.
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estimaciones de la edad de los cimulos globulares [109).

2.2. Radiacién Césmica de Fondo (CMB)®

Ya hemos presentado en la introduccién algunas ideas de por que la CMB
constituye quiza la pieza mas importante que dié origen a la cosmologia
moderna. Ahora nos enfocaremos en enunciar, segin el modelo cosmolégico
actual, el origen de las anisotropias que se observan en ella. Conviene dividir

dichas inhomogeneidades en dos tipos principales

= Anisotropias primarias: Son aquellas debidas a procesos en la ultima

superficie de dispersién o cercanas a esta.

= Anisotropias secundarias: Estas se presentan por interacciones ocurri-

das entre la ultima superfice de dispersion y el observador.

2.2.1. Anisotropias primarias

La estructura de las anisotropias del fondo de radiacién de microondas es
determinada principalmente por dos efectos: oscilaciones actisticas y amor-
tiguamiento por difusién (también llamado amortiguamiento sin colisiones
o amortiguamiento suave). Las oscilaciones acusticas surgen a partir de la
competencia en el plasma fotén-barion en el Universo primigenio. La presion
de los fotones tiende a eliminar las anisotropias, mientras que la atraccién
gravitacional de los bariones (que se mueven a velocidades mucho menores
que la velocidad de la luz) los hace tender a colapsar para formar densos
halos. Estos dos efectos compiten creando oscilaciones acusticas que dan al
fondo de radiaciéon de microondas su caracteristica estructural de picos. Es-

tos corresponden, aproximadamente, con resonancias en las que los fotones se

5Hemos usado la discusién del articulo “Cosmic Microwave Background Radiation” de
www.wikipedia.org.
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desacoplan cuando un modo particular se encuentra en su maximo o minimo
de amplitud.

Los picos contienen informacién importante acerca de los parametros cos-
moldgicos, por ejemplo la escala angular del primer pico determina la cur-
vatura del Universo (en el modelo FRW). El segundo pico (la proporcién
de los picos impares con los picos pares) determina la densidad baridnica,
mientras que el tercer pico se puede utilizar para extraer informacién sobre
la densidad de materia oscura (ver figura 6.1).

Las localizaciones de los picos también dan importante informacién so-
bre la naturaleza de la densidad de perturbaciones primigenia. Hay dos tipos
fundamentales de perturbaciones, las llamadas “adiabéaticas” y las de “isocur-
vatura”. Para densidades de perturbacién adiabaticas, la sobredensidad frac-

cional en cada componente de materia (bariones, fotones, etc.) es la misma,

67 - 6matt - 5DM (219)

donde hemos definido los contrastes de densidad como § = 2 y p es la

perturbacién asociada para cada una de las componentes®. Por otro lado
para la densidad de isocurvatura, la suma de las sobredensidades fractionales
€es cero

Oy 4 Omatt + Opamr + ... = 0. (2.20)

En el espectro del CMB se pueden distinguir estos dos tipos de perturba-
ciones porque los picos se producen en diferentes localizaciones. La densidad
de perturbaciones de isocurvatura producen una serie de picos cuyas escalas
angulares (l-valores de los picos) estan aproximadamente en las relaciones 1
: 3 : 5..., mientras que la densidad de perturbaciones adiabaticas producen
picos cuyas ubicaciones estan en las relaciones 1 : 2 : 3 [41]. Las observaciones
actuales muestran que la densidad de perturbaciones primigenia es comple-

tamente adiab&tica, proporcionando la clave para el soporte de la inflacién

6La etiqueta DM refiere a la materia obscura.
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y descartar muchos modelos de formacién de estructuras como las cuerdas
cosmicas que predice perturbaciones de isocurvatura [12].
El amortiguamiento sin colisiones es causado por dos efectos, cuado el

tratamiento del plasma primigenio como un fluido empieza a romperse:

= el incremento del camino libre medio de los fotones en el plasma pri-

mordial llega a estar distorcionado en un Universo en expansion.

= el grosor de la tltima superficie se dispersion, que causa el incremento
del camino libre medio durante el desacople, incluso mientras la dis-

persiéon Compton sigue ocurriendo.

Estos efectos contribuyen por igual a la supresién de anisotropias en pequenas
escalas y dan lugar a la caracteristica cola amortiguada exponencial vista en
anisotropias en escalas angulares muy pequenas. La delgadez de la tltima
superficie de dispersion se refiere al hecho de que el desacople de los fotones
y bariones no ocurre instantaneamente, sino que requiere una fraccién apre-
ciable de la edad del Universo por encima de esa época. Los resultados del
primer ano de WMAP [99] dicen que el desacople duré unos 115 000 anos y

cuando se completd, el Universo tenia unos 487 000 anos.

2.2.2. Anisotropias secundarias

Después de la creacién del CMB en la ultima superficie de dispersion,
ésta es modificada por varios procesos fisicos identificados como anisotropias
tardias o secundarias. Después de la emisién del CMB, la materia ordinaria
en el Universo estaba formada principalmente de hidrégeno neutro y ato-
mos de helio, pero de las observaciones de las galaxias parece que gran parte
del volumen del Medio Intergaldctico (IGM) actualmente consiste en mate-
rial ionizado ( esto se aprecia en las lineas de absorcién debida a atomos
de hidrégeno). Esto implica un periodo de reionizacién del hidrégeno del

Universo.
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Los fotones del CMB se esparcen debido a las cargas libres como electrones
que no estan ligados a atomos. En un Universo ionizado, tales electrones han
sido liberados de dtomos neutros por radiacién ionizante (ultravioleta). En el
presente, estas cargas libres son de una densidad suficientemente baja para
no afectar las mediciones del CMB. Sin embargo, si el IGM fue ionizado en
tiempos muy tempranos cuando el Universo era muy denso, entonces habria

dos efectos principales en el CMB:

1. Las anisotropias a pequena escala son eliminadas (como cuando se ob-
serva un objecto a través de la niebla, los detalles del objeto aparecen

difusos).

2. La fisica del cémo los fotones se esparcen en electrones libres (Difusién
Thomson) induce a la polarizacién de las anisotropias en grandes es-
calas angulares, que estd correlacionada con la perturbacién de tem-

peratura en gran escala angular.

Estos dos efectos han sido observados por el satélite WMAP, proporcio-
nando pruebas de que el Universo fue ionizado en tiempos muy primigenios,
con un corrimiento al rojo de mas de 17. El origen de esta radiacion ionizante
temprana continta siendo debatida por los cientificos.

Otros efectos que ocurren entre la reionizacion y nuestra observacién del
CMB, dando lugar a las anisotropias, son el efecto Sunyaev-Zel’dovich, en el
que una nube de electrones de alta energia dispersa la radiacién, transfiriendo
alguna energia a los fotones del CMB, por otro lado tenemos el efecto Sachs-
Wolfe (ver capitulo 6), que causa que los fotones del fondo de radiacién de
microondas estén gravitacionalmente desplazados hacia el rojo o hacia el azul

debidos a evolucién de los campos gravitacionales.

2.2.3. Descomposicion armodnica

Matematicamente podemos describir la CMB como una distribucién de

radiacién sobre la superficie de una esfera (vista desde dentro), la cual esta
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caracterizada como una distribucion de temperatura:

AT
T(n) =Ty + AT(n) =Ty {1 + T(ﬁ)} (2.21)
0
que se presenta como funcién de la direccién angular n en el cielo. Esta-

T

mos interesados en las fluctuaciones relativas T (que identificamos con las
0

anisotropias), ademds definimos que su valor medio es cero. Las fluctuaciones

pueden representarse mediante un mapa en la esfera celeste. Sin embargo los
modelos actuales solo predicen la estadistica de las fluctuaciones, no su dis-
tribucién exacta, es por ello que usamos una descomposiciéon armoénica para

comparar las observaciones con las fluctuaciones del modelo.

Los experimentos nos permiten medir la intensidad de la CMB como

funcion de la frecuencia y de la direccion en el cielo n, es decir esta ob-

AT

servable esta dada como O(n) = - Conviene en este punto asumir que
0
las fluctuaciones son gaussianas escribiendolas en términos de sus momentos

multipolares
o = [ di; (@)0(0) (2.22)

donde Y}, son los armédnicos esféricos, ademads la potencia espectral esta dada
por
<a7mal’m’> = 6ll’5mm’ Cl (223)

cuyos valores como funcion de [ son independientes de una medicién hecha.
En pequenas secciones del espacio donde la curvatura puede ser despreciada,
el andlisis de los armdnicos esféricos se simplifica al andalisis de Fourier en
dos dimensiones. En este limite [ corresponde con el niimero de onda de
Fourier. La escala angular se aproxima como 6 ~ ?, de donde vemos que

momentos multipolares grandes corresponden a escalas angulares pequeiias’

"Es por esto que el monopolo corresponde a la temperatura isotrépica de la CMB
mientras que la componente dipolar corresponde a un corrimiento de tipo Doppler debido
al movimiento relativo entre la fuente (iltima superficie de dispersién) y del observador.
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en particular aquellas del orden de [ ~ 10%. En este limite la variacién de
d*1C,

(27)?

la temperatura es / con lo que podemos definir la potencia espectral

como l(l )
_|_
A2 = o C/T3. (2.24)

Podemos expandir oo en términos de armoénicos esféricos
0

Z Z_ m(1), (2.25)

notese que no hemos incluido los términos [ = 0, [ = 1 que corresponden al
monopolo y al dipolo respectivamente, con lo que sélo estamos considerando
las anisotropias en escalas menores de 90°. Recordemos que para [ = 2 te-
nemos 6 ~ g, ademés los coeficientes a;,,, estdn dados por (2.22) y nos dan

informacién de la intensidad del modo I, m correspondiente a Y, (1) y deter-

: - AT ,
minan completamente la estadistica de ——. Recordemos que los armonicos
Ve . . .7 . 0 .7
esféricos cumplen la condicién de normalizacion

/dQKm}/}'m’ = 5mm’5ll’ (226)

que se integra sobre toda la esfera celeste. Para estadisticas gaussianas, como
hemos definido la del CMB, los coeficientes son independientes de la orienta-
ci6n (independientes de m), esto es los coeficientes relativos para cada modo
[ son

Cr = (Ja*) =d} = Z |aym]?. (2.27)

m—fl

La desviacién cuadratica media del momento multipolar para el modo [

estd dada por

, AT 2041

—C 2.28
07 T02 an Iy ( )
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de donde podemos obtener una desviacién “total”, independiente de [, para

las fluctuaciones de la temperatura como

2l +1
ohr =Y LYol (2.29)

Sin embargo, los resultados observacionales se expresan usualmente en
términos de la variancia por intervalo logaritmico del espacio angular [15]
dada por

[(2L+1)

Como hemos evitado los valores | = 0 y [ = 1 tomemos la variacién [ec.
(2.28)] para el término del cuadrupolo (@), esto es para [ = 2,

5a?
s = (AT =Tgo7, = —7:T02. (2.31)

rms 1

De acuerdo con Smoot et al. [96] las mediciones de COBE indican apro-
ximadamente Q),,,s = 10.7 pK. Una alta resolucién permite obtener modos
de multipolos mayores (I grandes). Por ejemplo un dngulo de 5° puede pro-
porcionar informacion acerca de los primeros 10-20 multipolos. Los valores
de los coeficientes a; pueden predecirse mediante los modelos de formacién
de estructura ([30], [40]).

2.3. Inflacion

La inflacién césmica es la idea (propuesta inicialmente por Alan Guth en
(1981) [37]) de que el universo naciente pasé por una fase de expansion expo-
nencial, que fue producida por una densidad de energia del vacio de presion
negativa. La inflacion césmica tiene el efecto importante de resolver hetero-
geneidades, anisotropia y la curvatura del espacio. Esto pone al Universo en

un estado muy simple, en el que estd completamente dominado por el campo
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inflaton y las tnicas heterogeneidades significativas son las débiles fluctua-
ciones cuanticas en el inflatén. La inflacién también diluye particulas pesadas
exdticas, como los monopolos magnéticos predichos por muchas extensiones
del modelo estandar de fisica de particulas. Algunos de los problemas del
modelo estandar que resuelve la inflacion, siguiendo el enfoque de Liddle y

Lyth [50], son las siguientes:

2.3.1. Problema de planitud

Podemos escribir la ecuacién de Friedman en términos del pardametro de

densidad® como:

k
a?H?

si el Universo es plano (2 = 1), permanece plano todo el tiempo, de otra

0—1= (2.32)

forma el parametro de densidad evoluciona. El problema de planitud radi-
ca en que durante las épocas de dominacién de radiacién o de materia, la
combinacién aH es una funcién decreciente del tiempo®. Por ejemplo en un
Universo casi plano dominado por materia tenemos que |1 — Q| t2/3 y para
un Universo casi plano dominado por radiacién tenemos que |1 — Q| o ¢.
Sabemos observacionalmente que en el presente {2y no es muy diferente de
la unidad, lo que implica que en el pasado debio ser mucho mas cercano a
1. Para obtener el Universo presente se requiere que, por ejemplo durante la

nucleosintesis cuando el Universo tenia un segundo de edad, se cumpla
1Q(tnue) — 1] £ 10716 (2.33)

El problema de planitud implica que dicha relaciéon, para alguna condicién
inicial, parece poco probable. Casi cualquier condiciéon inicial lleva a un Uni-

verso cerrado que recolapsa casi inmediatamente o a un Universo abierto que

8Dividimos la ec. 2.5 entre p., ignorando la costante cosmoldgica, y despejamos 2
. L 8

definido en la seccién 2.1.2, recordemos que €2 = L LPQ
pe 3H

_2
9Hemos visto como a ~ ¢30+) .
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entra rapidamente a un régimen dominado por la curvatura y se enfria a una

temperatura menor a 3 K en el primer segundo de su existencia.

2.3.2. Problema del Horizonte

La distancia comévil en la cual las interacciones pueden ocurrir, antes
de la ultima superficie de dispersion, es aproximadamente 1802, Y 2h_lMpc
que es considerablemente menor a la distancia comovil que la radiacion viaja
despties del desacople (5820h~'Mpc en un Universo plano).

Esto significa que las microondas provenientes de regiones separadas mas
que la escala del horizonte en la dltima dispersién, que tipicamente subtiende
un grado, no pudo haber interactuado antes del desacople. El modelo del Big
Bang Caliente no ofrece ninguna propuesta para explicar por que la tempe-
ratura observada en distintas regiones del cielo coincide tan exactamente. La
homogeneidad debe entonces formar parte de las condiciones iniciales.

Una situacién similar ocurre en la nucleosintesis: para preservar el éxito
de la teoria estandar, el Universo debe ser homogéneo en escalas mucho
mayores que el tamano del horizonte en ese tiempo; si hubieron fluctuaciones
en la densidad de punto a punto entonces, por la nolinealidad del proceso de
nucleosintesis, los valores observados actualmente no se reproducirian cuando

todas las regiones separadas se ponen juntas.

2.3.3. Reliquias no-deseadas

Si el Big Bang caliente inicia en una muy alta temperatura, reliquias pro-
hibidas por la observacién pueden sobrevivir en el presente. Quiza la reliquia
mas problematica, desde el punto de vista moderno, es el gravitino. Esta
particula ocurre en la supergravedad como la companera de spin 3/2 del
graviton, y solo interactua gravitacionalmente. En la mayoria de versiones
de la supergravedad, la masa del gravitino es del orden de 100 GeV, en cuyo

caso la nucleosintesis tiene problemas si el Big Bang Caliente se da antes de
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T 2 10° GeV (Ellis et al. 1986 [27]).

Otro tipo de reliquia problematica comprende en la teoria de supercuerdas
(de Carlos et al. 1993 [22]; Banks et al. 1994 [4]), una sobreproduccién de
particulas de spin 0 en el Universo temprano, correspondientes a campos
que parametrizan el vacio en la ausencia de rompimiento de supersimetria.
Sus masas y tiempos de vida son tipicamente del mismo orden que las del
gravitino pero al estar asociados a campos escalares, es mas probable dicha
sobreproduccion.

Dependiendo de la teoria, pueden también haber algunos defectos topoldgi-
cos no deseados (Vilenkin and Shellard 1994 [102], Hindmarsh y Kibble 1995
[39]). Si se restaura la simetria de una Teorfa de Unificacion en el Uni-
verso temprano, los monopolos magnéticos se producen al momento de su
rompimiento espontaneo, su abundancia es tipicamente mayor de lo que las
observaciones permiten, a menos que estén conectadas por cuerdas. Histéri-
camente deshacerse de monopolos no deseados fue una de las motivaciones

de la inflacién.

2.3.4. Homogeneidad e isotropia

Del problema del horizonte hemos concluido que la homogeneidad e iso-
tropia del Universo deben ser parte de las condiciones iniciales, sin embar-
go, en la practica sabemos que el Universo no es perfectamente homogéneo,
aunque a grandes escalas lo aparenta. Una pregunta vital es si podemos de-
sarrollar una teoria del origen de la inhomogeneidad, o si la explicacién de la
inhomogeneidad esta relacionada con la eleccion de las condiciones iniciales.

En el modelo del Big Bang caliente, la situacién no se ha aclarado. La in-
terpretacion més sencilla de las anisotropias en el CMB observadas por COBE
es que corresponden a irregularidades en la superficie de tltima dispersién. Su
escala de correspondencia es por tanto mucho mayor que el horizonte en esa
época. Con el modelo del Big Bang caliente, esas perturbaciones no pueden

generarse causalmente y nuevamente deberan ser parte de las condiciones
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iniciales (Hu et al. 1994b [43]; Liddle 1995 [53]). Sin embargo, es posible
que estas anisotropias se generen por efectos gravitacionales mas proximos
a nosotros que la ultima dispersién; como ocurre por ejemplo en teorias de
defectos topoldgicos para la formacion de estructura.

Entonces la teoria de Big Bang caliente no puede explicar la homogenei-
dad del Universo a gran escala, puede que explique la generacién de inhomo-
geneidades pero lo mas légico es ir mas alla del modelo estandar.

En el marco del modelo inflacionario, las inhomogeneidades y anisotropias
son producidas por fluctiaciones cudnticas del inflatén [74]. Dichas fluctua-
ciones son las semillas que generan las perturbaciones clésicas que originan

las variaciones de temperatura y densidad del Universo.

2.3.5. Inflacién como campo escalar

Para obtener la inflacion, necesitamos un material con la propiedad inu-
sual de ejercer una presion negativa. Dicho material es un campo escalar,
que describe a particulas escalares (spin 0). Hasta ahora, sin embargo, no ha
habido ninguna observacion directa de dicha particula escalar fundamental
(por ejemplo el Higgs [38]). Estas proliferan en las teorfas modernas y tienen
un papel crucial en el rompimiento de simetria entre las fuerzas fundamen-
tales.

Los campos escalares fueron introducidos por los fisicos de particulas mu-
cho antes que en la cosmologia aparecieran como tema, pero fueron retomados
por la comunidad cosmoldgica por el rango de fendémenos interesantes en el
que pueden intervenir. La cosmologia inflacionaria es una de las areas en que
juegan un rol vital ya que poseen la inusual caracteristica de un potencial que
produce un corrimiento de la luz extremadamente lento mientras el Universo
se expande. Esto corresponde a una ecuacion de estado efectiva con presién
negativa que es exactamente lo que necesitamos para la inflacion. El campo
escalar responsable de la inflacién es usualmente conocido como inflatén.

Podemos especificar la teoria de la cual obtenemos las ecuaciones de
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movimiento en términos del lagrangiano
4 1 1 ab
S= [ dzyv—yg 16—7rR - 59 Va9V — V(¢) (234)

que acopla al campo escalar con la gravedad; V(¢) es el potencial del campo
escalar. Para diferentes modelos inflacionarios corresponden distintas elec-
ciones del potencial. Por ahora adoptaremos las expresiones para la densidad

de energia y presién para un campo escalar homogéneo, i. e. ¢ = ¢(t);

py = %¢52+V(¢), (2.35)
po = 58— V(o) (236)

notemos que aunque el campo escalar actiia como un fluido perfecto, no posee
una ecuacion de estado que relacione py con pg, ya que la misma densidad de
energia puede corresponder a distintos valores de la presion si se distribuye

de forma distinta entre los términos potencial y cinético.

Las ecuaciones de movimiento pueden obtenerse directamente sustituyen-
do en la ecuacién de Friedman y de continuidad, ecs. (2.5) y (2.8) respecti-

vamente. En un Universo espacialmente plano con A = 0 obtenemos

H? = %ﬁ [V(¢)+%¢Q] y (2.37)
. . dv
O¢ = ¢+3Hp = 3 (2.38)

que se conoce como ecuacion de la onda escalar. Con la forma que tienen la
densidad de energia y la presion efectiva se satisface la condicién para la in-
flacién, si ¢ < V(). Una vez que la inflacién comienza, entonces el término
de curvatura de la ecuacién de Friedman pierde rapidamente importancia, es

por eso que normalmente se asume que no interviene desde el inicio.

La técnica estandar para analizar la inflacién es la aproximacion de “slow-
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roll”, en la cual despreciamos el tltimo término en la ec. (2.37) y el primer

término de ec. (2.38) dejando:

H? ~ %”V(gb) y (2.39)
3Hy ~ —V' (2.40)

donde la prima implica derivacién con respecto al campo escalar ¢. Para que

esta aproximacion sea vélida se requieren dos condiciones. Estas son

(o) <1, In(e)] <1 (2.41)

donde los pardmetros de “slow-roll” se definen por (Liddle and Lyth 1992
[51], 1993 [52])

(0) = (%) (2.42)

v
— 2.43
8tV ( )
notese que € es positivo definido. Los pardametros de ‘“slow-roll” resultan ser
utiles en cuantificar las predicciones de inflacién, sin embargo estas condi-
ciones (2.41) no son suficientes, ya que solo restringen la forma del potencial
y como la ec. (2.38) es de segundo orden, el valor de gb puede elegirse libre-

mente. En particular puede ser tal que viole la aproximacién de “slow-roll”.

Précticamente buscamos que se satisfagan las ecs. (2.40) y (2.41), la ec.
(2.39) es una condicién de la ec. (2.40) y € < 1. Sélo para algunas elecciones
sencillas de potenciales se puede resolver exactamente la evolucién del campo

escalar, pero para las ecuaciones de “slow-roll” es facil encontrar soluciones.

La aproximacién de “slow-roll” es suficiente para que haya inflacién, para

ver esto reescribimos la condicién de inflacién (2.41) como

S H+H >0 (2.44)
a
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: H
que se satisface automaticamente si H es positiva o si I < 1. Sustituyendo

las ecuaciones de “slow-roll” obtenemos

H 1 /V'\?

con lo que la aproximacién de “slow-roll” es vélida (e < 1) y se garantiza la
inflacién.

Esta condicién es suficiente pero no necesaria, ya que la validez de la
aproximacion de “slow-roll” se requiere en su derivacion, por lo cual es posible
tener inflacion aunque dicha aproximacion se viole, en tal caso la cantidad
de inflacién seria poca.

Un modelo inflacionario consiste de un potencial y un modo de detener la
inflacién [50] que da lugar al Universo actual observado. Una forma de hacer
esto es con la violacion de las condiciones de “slow-roll” es decir, cuando el
campo se aproxima a un minimo con energia potencial despreciable o cero.
En estos casos, se puede asumir que la inflacién llega a su fin cuando €(¢)
alcanza la unidad, con lo que directamente podemos despejar el valor de ¢
necesario para que termine la inflacion. En modelos de inflacién hibrida hay
fisica extra que interviene al final de la inflacién que puede detenerse aunque
las condiciones de “slow-roll” se cumplan ([9], [11], [54]).

En la misma época de que Guth [37] propusiera su modelo inflacionario
para resolver los problemas mencionados en esta seccién, algunos otros se
anticiparon a algunas de sus ideas. Starobinsky [100], propuso que correc-
ciones cuédnticas de la gravedad podrian reemplazar la singularidad inicial
del Universo por una fase de crecimiento exponencial. Kazanas [48] por su
parte sugirié que una expansion exponencial podria eliminar el problema del
horizonte, mientras que Sato y Einhorn propusieron que dicha expansion po-
dria eliminar las “domain walls” (otra reliquia no-deseada)[90] y resolver la

abundancia de los monopolos [25].




Capitulo 3

Teorias escalares-tensoriales de

la gravitacion

La Teoria General de la Relatividad de Einstein describe al espacio-tiempo
como una variedad diferencial 4-dimensional con curvatura. Donde dicha cur-
vatura esta relacionada con el tensor de energia-momento de la materia pre-
sente en el espacio tiempo mediante las ecuaciones de campo de Einstein. La
Relatividad General logré impresionantes predicciones en el siglo XX, entre
las que contamos la desviacion de la luz en presencia de campos gravitaciona-
les intensos y la correccion al célculo del perihelio de Mercurio. Sin embargo,
como se mencionoé en la introduccién, se desconoce si la GR es la teoria de
la gravitacién mas completa. Es decir, se requiere explicar el origen y natu-
raleza de la energia y materia obscura, o bien si es necesario modificar la GR
con el fin de explicar todas las observaciones sin necesidad de un tipo exético
de materia, esto en el contexto antes mencionado del problema de la materia
y energia obscura, asociadas a las observaciones relativas a la dindmica de
galaxias y cumulos, asi como a la expansion acelerada del Universo.

Con el afan de poder explicar el Universo y sus origenes, asi como de
tener un modelo con fuerte poder de prediccion, surgieron desde distintas

perspectivas varias opciones para reemplazar a la RG como Einstein la habia
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pensado. Entre ellas las llamadas Teorias Escalares-Tensoriales (STT). Estas
teorias tienen la particularidad de acoplar no minimamente un campo escalar
a la curvatura del espacio-tiempo. El término escalar-tensorial fue usado por

primera vez por Jordan.

3.1. Contexto histérico!

La base fundamental de la GR es un campo tensorial métrico, por esto la
teoria puede ser llamada “teoria tensorial”. Sin embargo “teorias escalares”,
en particular aquella formulada por G. Nordstrom ([64], [65]), resultaban
serios competidores de la teoria de Einstein. La teoria de G. Nordstrom que
carecia de fundamentacion geométrica, fue de hecho descartada a principios
de la segunda década del siglo XX.

Después de la publicacién de la Relatividad General de Einstein y Hilbert,
Theodor Kaluza [47] y Oskar Klein [49] propusieron una generalizacién en
una variedad 5 dimensional (la teorfa Kaluza-Klein). Esta teorfa posee una
métrica 5 dimensional (donde la componente gs; aparece como un campo
escalar) y unifica la gravitacién y el electromagnetismo. Es decir, propone
una geometrizacion de la electrodinamica. Esta teoria fue modificada por
P. Jordan en 1955 en su teorfa de Relatividad Proyectiva [46], en donde se
obtiene una constante gravitacional variable G, también de acuerdo con las
ideas de Dirac. La teoria de Jordan, es equivalente a la teoria de C. Brans
y R. Dicke de 1961 [13], por lo que usualmente se habla de la teoria de
Jordan-Brans-Dicke (JBD).

La teoria de Brans-Dicke sigue de la idea de modificar la teoria de Hilbert-

Einstein para ser compatible con el principio de Mach?, para esto la constante

Hemos tomado la cronologia y parte de la discusién del articulo “Scalar-Tensor The-
ory” de www.wikipedia.org.

2Expresado por primera vez por el fisico Ernst Mach (1893) y establece que: La inercia
de cualquier sistema es el resultado de su interaccién con el resto del Universo. En otras
palabras, cada particula del Universo ejerce una influencia sobre todas las demas particulas.
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newtoniana de la gravitacion debia ser variable, dependiente de la distribu-
cién de masa en el Universo y como funcién de una variable escalar acoplada
como un campo en el lagrangiano. Esta teoria usa un campo escalar de largo
alcance, con lo cual de acuerdo a la teoria de Yukawa de la fisica nuclear,
se dice que este campo es un campo sin masa. Esta teoria se reduce a la
GR para grandes valores de un cierto parametro del campo escalar. En 1979,
R. Wagoner [103] propuso una generalizacién de las STT usando mds de un
campo escalar acoplado a la curvatura. Cabe mencionar que las teorias JBD

no cambian la ecuacién geodésica para particulas de prueba, ver apéndice A.

Las teorias del tipo JBD con campos escalares de corto alcance usan,
de acuerdo a la teoria de Yukawa, campos escalares masivos. La primera de
estas teorfas fué propuesta en 1979 por A. Zee [111]. Quien propuso una
teoria de la Gravitacién donde combina la idea de Brans y Dicke con una
ruptura de simetria espontanea, que esencialmente forma parte del modelo
estandar de particulas elementales, donde dicha ruptura de simetria conduce
a la generacién de masa (como consecuencia de particulas interactuando con
el campo de Higgs). Zee propone que el campo de Higgs del modelo estandar

es el que genera la constante gravitacional.

Para un campo escalar nulo, las STT usualmente se reducen a la GR y
en el caso contrario (no nulo) los pardmetros de la teorfa deben ser tales
que todos los éxitos experimentales de la GR se satinfagan. Sin embargo,
no es claro todavia cuales de estos modelos explican mejor la fenomenologia
observada en la naturaleza. Las teorias JBD se han utilizado para explicar
la inflacién posterior al Big Bang, asi como la expansion acelerada del Uni-
verso actual. Como ya hemos mencionado, las STT son una alternativa para

explicar algunos de los problemas asociados con la materia y energia obscura.
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3.2. Generalidades de las STT

La representacién de la STT con un s6lo campo escalar en el llamado

marco de Jordan estd dada por la accién general

Sl .91 = [ {soe 2= (5902 + V() } V=30 + Sl ]
(3.1)

para la cual se han utilizado unidades en que ¢ = 1 ademas que 1 repre-
senta esquematicamente a todos los campos de materia distintos de ¢. Las

ecuaciones obtenidas de esta accién son

Gab = 87TG0Tab, (32)
1
O + §f’R =V (3.3)
_ 1 _ F(9) .
donde G = Ry — 5 g R como en GR, f(¢) = e y T, puede ser escrito
T

como una combinacion de varias contribuciones, es decir

Tu= - (7, + 15 + T (3.4)
Fig) \' T o

donde de acuerdo con [88] se define explicitamente:

T, = Valf'Ved) = g Vel ['V0), (3.5)
Ty = (Vad)(Vod) — gab B<V¢>2+V<¢)}, (3.6)

mientras que T/ dependerd de la materia presente en el espacio-tiempo

[usualmente se modela como un fluido perfecto, i. e. de la forma de (2.4)].

Recordemos que la ec. (3.2) en realidad son 10 ecuaciones y se obtienen
al tomar la variacién respecto al tensor g,, mientras (3.3) corresponde a la

ecuacion de Klein-Gordon del campo escalar, a partir de la cual podemos
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escribir (para detalles ver [88])

FV/ = 2f'V = LF(1+3F")(V6)* + & ' Tonar
FOL+37)

O¢ = (3.7)

Mientras que la conservacion del tensor de energia-momento se expresa

(ver apéndice A de donde vemos que T y T/ no se conservan independien-

1 1
temente y ademas V. [? (T +Tf C“)] =T ¥V (—))

matt ¥ € f

V., =0, (3.8)

matt —

lo cual implica que el movimiento de particulas de prueba se lleva a cabo sobre
geodésicas de la métrica fisica (particulas en caida libre), i. e., se cumple el
Principio de Equivalencia Débil de Einstein (WEP).

3.2.1. Marco Conforme de Einstein

Generalmente buscamos que el campo escalar no se acople directamente
con la materia, esto para evitar violaciones al Principio de Equivalencia. Sin
embargo, un estudio reciente de modelos tensor-escalar basados en teorias de
cuerdas resulta en efectos de dependencia de la composicién, representados
por una pequeiia fraccién (~ 1075) del acople efectivo con la materia. Dichos
efectos de dependencia han sido despreciados en el estudio de la fisica de las
estrellas de neutrones [21].

La teoria mas general que describe el acoplamiento con la materia de

largo alcance esta definida por la accion:

1
167TGO

Slga #7 ¥] = / [R*—2(V"¢")* —aW(¢")] V=gd'x

+Smare [97/F*(¢7), 0] (3.9)

Esta define la teoria escalar-tensorial en el marco de Einstein, la cual se
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relaciona con la accion en el marco de Jordan de acuerdo a la transformacion

9o = F(0)ga, (3.10)
9 1/2
* § E/ 47TGO
W(e") = %‘;(@, (3.12)
F*(¢*) = F(9) (3.13)

notemos que las cantidades con “*’ se calculan en la métrica no fisica g%,; el
ultimo término de la ec. (3.9) denota la accién de la materia, sin embargo
vemos como a diferencia de ec. (3.1) esta acciéon depende de ¢* a través de
la funcién de acople F*(¢*). Podemos escribir las ecuaciones de campo de

acuerdo con [110]

* 1 * % * *
dW (¢*
Dg*qﬁ* = —4’/TG()O!<§Z5*>T*—|—%, (3].5)
donde Tj;* = 20,0*0p¢* — g5, (V*¢*)? — ZgaW(qé;% es el tensor de energia-
momento asociado al campo ¢* y T% = 2g, Y Q%ftt denota el tensor de

energia-momento de la materia en “unidades de Einstein” y a(¢) es la deriva-
da logaritmica de F(¢)
Jln F*(¢*)

. (3.16)

La cantidad «(¢*) juega el papel de medir la fuerza del acople (depen-
dencia del campo) entre el campo escalar y la materia, ademés todas las
variaciones de campo débil “post-newtonianas” de la GR pueden expresarse
en términos del valor asintético de a(¢*) en el infinito espacial y sus derivadas

subsecuentes respecto de ¢*.

Podemos ver que en particular la ec. (3.15) es més sencilla que la ec.
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(3.7). Ademaés en las ecs. (3.14) aparece el campo ¢* acoplado minimamente
a la métrica g}, a diferencia de las ecuaciones en el marco de Jordan (3.2)
que escribiremos explicitamente mas adelante. Por otro lado, en el marco de
Einstein las expresiones de la materia tendrdn fuentes (i. e. VT # 0),
es decir no hay conservacion del tensor de energia-momento en este marco,
a diferencia del marco de Jordan ( ver dpendice A). Esto a su vez implica

4

que las particulas de “prueba’” asociadas con T™ no siguen la geodésica de la

métrica g,

3.2.2. Predicciones tedricas de las STT

Hemos mencionado brevemente en la introduccién la importancia de las
prediciones de las STT y como estas resultan una ventaja teérica sobre otros
modelos que en general se limitan a buscar coincidencias con las observa-
ciones. Entre las predicciones mas importantes (distintas a las de la GR

mencionadas en la introduccién) podemos citar:

Polarizacién de las ondas gravitacionales

La deteccién de ondas gravitacionales podria resultar una ttil herramien-
ta para discriminar entre la GR y otras teorias alternativas. Un arreglo de
detectores podria distinguir entre modos tensoriales sin masa de spin 2 (los
tnicos modos presentes en la GR) y modos de distinto spin, en particular los
modos de spin cero presentes en las STT de la gravitacién.

De acuerdo a la astrofisica relacionada a la generacion de ondas gravita-
cionales, la radiacion gravitacional escalar puede ser radiacién debida a un
monopolo a orden més bajo, en contraste con la radiaciéon de cuadrupolo
predicha por el orden més bajo en la teoria de Einstein. Nos limitaremos a
discutir las ondas gravitacionales en el marco de Jordan, que es el mas usado
en este trabajo y dejaremos al lector la revisién el marco de Einstein [29].

Matematicamente las ondas gravitacionales surgen cuando se considera
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el régimen lineal de la teoria de perturbaciones® en un fondo plano y se elige
una norma en la cual solo consideremos las perturbaciones tensoriales de
la métrica identificadas con 74, con lo que las ecuaciones de primer orden
quedan escritas esquematicamente como [86] (ver seccién 4.1)
o
O = 872 [ (S = E) o —255] = = o Dy (318)

0!

ng?) —mi¢ = AIMFTTWmt (3.19)
a

(o’

donde las cantidades con se miden respecto de la métrica en el fondo
(sin perturbar) y las tildadas representan las perturbaciones, ademés se han
definido las variables

ol

mi = —V (3.20)
3F
l()'ﬂ'lg'Go
1
uo= (3.21)

0’2
8 (1 + 3£ )
167 FGo

Laec. (3.18) es andloga a la que aparece en la GR y no tiene contribuciones
dipolares, mientras que la ec. (3.19) representa el estado de polarizacién

asociado a una contribucién monopolar.

Escalarizacion espontanea de objetos compactos

Este efecto fue encontrado por primera vez por Damour y Esposito-Farese

[21], quienes mostraron que las STT pueden inducir efectos no perturbativos

3Para lo cual es usual escribir el elemento de linea como [62]:
ds® = (1 + €) |—dt? + (hs; —Q—c’ygT)dxida:j (3.17)

donde ng es la parte con traza nula y tranversa (3i*y£T = 0) de las perturbaciones de la
métrica.




3.8 Cotas experimentales 43

en las estrellas de neutrones (NS). Esto se traduce en transiciones de fase
que proporciona a la estrella compacta una nueva cantidad global, la “car-
ga” escalar, la cual es andloga a la magnetizacion de los ferromagnetos a
bajas temperaturas y donde la densidad central de energia (o equivalente-
mente la masa bariénica) del objeto toma el papel de la temperatura en la
magnetizacion espontanea. Se ha argumentado que esta propiedad lleva a
la violacién de la condicién de energia débil (WEC) [105] debido a que los
valores en la frontera de cada regién para el campo escalar ¢ producen una
influencia externa en la estructura de cada objeto compacto. De hecho la
condicién de frontera para ¢ se relaciona con el valor local de la constante

gravitacional que afecta al objeto

Gepp = (3.22)

F(¢)

Sin embargo, Salgado et al. [87] han mostrado que esta violacién de la
WEC no es una propiedad general de todas las STT y muestran que al menos
aquellas en las cuales F(¢) > 0y 95,F >0 (i. e. pesy > 0) la violacién de la

WEC ocurre solo después y en una region cercana a la superficie del objeto.

3.3. Cotas experimentales

Hasta ahora nuestro analisis se ha desarrollado de manera natural y pura-
mente analitico. Sin embargo para expresar explicitamente la STT se requiere
seleccionar una forma especifica de f y V. En los subsecuente pretendemos
aplicar teoria de perturbaciones con lo que en las ecuaciones apareceran otras
cantidades indeterminadas. Un andlisis exacto resultard entonces de gran
complejidad y/o poca relevancia mientras que un andlisis numérico resul-
tard mas adecuado aunque también exahustivo.

Por tal motivo en este punto es necesario buscar una correspondencia no

solo con las observaciones cosmolégicas sino también con los experimentos
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de GR, con lo cual podremos acotar algunos de los parametros libres en las

ecuaciones e imponer condiciones mas estrictas a los resultados.

8tGoF
El llamado pardmetro de Brans-Dicke w esta definido como wgp = %é)(f)
donde la teoria de BD corresponde a wpp = cte. = w y esta asociada a una
271G o?
STT con F(g) — 27007
w

Salgado [85] se ha preocupado por el problema de coincidencia de la cons-
tante cosmoldégica, esto es que el universo en que vivimos pareciera resultado
de muchas casualidades, en lugar de ser un atractor de un sistema dindmico
con ciertas condiciones iniciales. Comparando la STT dada por F(¢) =1+
167Goéd* v V(¢) = m?¢?* con los experimentos disponibles en el Sistema

Solar se obtienen wpp> 40 000 (del experimento Cassini-Huygens [8]). Por
AG

otro lado # = CAL

< 0.3, que se puede reescribir para la constante efectiva

Gesr [10] como

Gesy

<6 x 1072y ! (3.23)
Gefs

mientras que del pulsar binario tenemos ¢ < 2.5. Distintas observaciones

Gesr
eff
las presentadas por Will [108] (2005), que corresponden a mediciones del

pueden proporcionar cotas para entre las mas recientes encontramos

alcance de laseres en la Luna y del alcance de radar en la Tierra, también
las que corresponden a mediciones en el pulsar binario, por otro lado las
obtenidas de estudios de evoluciéon del Sol, estrellas y de la Tierra, de la
nucleosintesis del Big Bang y finalmente de andlisis de datos de antiguos
eclipses (ver cuadro 3.1)

A partir de estas cotas se obtienen valores consistentes de ¢ y gb actuales
con m ~ 1073%V [79]. El modelo resultante da lugar una edad del Universo
~ 6.54 h~! Gy que resulta bajo para el intervalo de h € [0.5,0.8], con Q% ~
0.66.

De acuerdo con Riazuelo y Uzan [79] las observaciones cosmolégicas y as-

trofisicas mas importantes para restringir los parametros son la relacion entre




3.8 Cotas experimentales 45

Cuadro 3.1: Cotas para Gefs/Gesp (107 3yr~1)

Método Geff/Geff
Laseres Lunares 4+ 9
Pulsar Binario 1913+16 404+ 50
Heliosismologia 0+ 16

Nucleosintesis del Big Bang 0+14

luminosidad y corrimiento al rojo de las supernovas Ia, las anisotropias en la
temperatura de la radiacion césmica de fondo y los experimentos de disper-
sién de la luz (weak lensing). De la necesidad de que el gravitén tenga energia

positiva concluyen que una STT sera posible solo si existe la transformacién

g;w F(¢>gﬂua
do ’ 3 (dInF(¢)\’ 1
a5 :Z( a5 )+2F<>’

Alg) = F12(9),

WE) =

(3.24)

con la restricciéon de que F(¢) debe ser positivo. Riazuelo y Uzan también

acotan los pardmetros post-newtonianos® [y — 1| <2 x 1073y |8 —1| <

4En las STT el pardmetro v se puede definir en términos de la w como

_ 1+w
7_2+w

mientras que el parametro § se define como
B=1+A

donde A estd dada en términos de w

wl

A (3 +2w)?(4 + 2w?)
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6 x 1074

Ademas buscamos que el contenido de materia se comporte como ra-
diacién en épocas tempranas y que los grados de libertad de las particulas
relativistas g, no varie mas del 20 % durante la época de nucleosintesis esto
es

<02+—08< ‘M

F(nuc)

‘59* <12 (3.25)

s

3.4. Descomposicion 3+1

A partir de este punto resultara util considerar la formulacién 3+1 de
la GR y utilizar el mismo formalismo para descomponer las ecuaciones de
la Teoria Escalar-Tensorial, esto con la finalidad de obtener un sistema de
ecuaciones de primer orden en el tiempo y un conjunto de restricciones para
las condiciones iniciales. El objetivo de este formalismo es escribir a la STT
en forma de un problema de Cauchy.

Consideremos un espacio-tiempo (M, gu) v lo foliamos® por una fami-
lia de hipersuperficies espaciales ¥; (ver figura 3.1) parametizadas por una
funcion global .

El procedimiento para separar las ecuaciones de Einstein consiste en
proyectar los campos tensoriales en direccién ortogonal y paralela al cam-
po vectorial unitario temporaloide n%, (i. e. n®n, = —1), que es normal a ;.

La proyeccion sobre las hipersuperficies se define con el proyector
y = 0y + nny (3.26)

que cuenta con la propiedad principal de ser idempotente, es decir h?hj = hj.

en la cual la prima indica derivacién respecto de ¢, notemos que en particular para la
teoria de Brans-Dicke A = 0 [107].

5La foliacién del espacio tiempo se realiza a partir de una de estas hipersuperficies ¥,
en la cual se prescriben las condiciones iniciales que satisfacen las constricciones, a partir
de ahi el espacio-tiempo queda foliado al hacer evolucionar dichas condiciones a través de
un conjunto de ecuaciones de evolucién para la hipersuperficie.




3.4 Descomposicion 8+1 47

na% %f (M, g)
-
Nz

-t
S
1

Figura 3.1: Foliacién del espacio tiempo (M, gq) por una familia de hiper-
superficies espaciales X; ortogonales a n,.

Podemos pues escribir la métrica mas general bajo la descomposicion 3+1
ds® = —(N? — N'N;)dt* — 2N;dtdz" + hyda'da?, (3.27)

donde N > 0 es la funcién “lapse”, h;; es la 3-métrica inducida en la hiper-
1 N .
superficie y n* = NN ) donde N* es el vector “shift”, ademaés se ha
definido n, = (=N, 0) = —NVt.
Las ecuaciones de la Teoria Escalar-Tensorial en la descomposicién 3+1
se obtienen proyectando las ecs. (3.1) tangencial y ortogonalmente, con h{ y

n® respectivamente, y utilizando las ecuaciones

RapeahP2hihi = ° Ry + KK — Ky Kk (3.28)
Rapean®BIRSHE = Dy Ky — DKy, (3.29)

que son las ecuaciones de Gauss-Codazzi [77] para hipersuperficies espaciales,
ademas las derivadas covariantes D, son compatibles con la métrica inducida

en las hipersuperficies (i. e. h;j) y corresponden a la proyeccién espacial de
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la derivada covariante V,, esto es

3rpai...an
D.°T b

= el hi by By RN T (3.30)

donde 3T, es un tensor tangente a ¥

Por otro lado K, es la curvatura extrinseca de >
1
Kab = _aﬁnhab (331)

donde L,, es la derivada de Lie respecto de n®.

Las expresiones resultantes de proyectar las ecuaciones de campo (3.2)
son aquéllas obtenidas por J. W. York y Salgado [88], corresponden a la

constriccién hamiltoniana,

. 9 2
SR+ K? — K;; K" — 7 f(D,Q" + KTI) + 7 + Q—(1 +2f")

_ §[Ematt TV(6)]. (3.32)

y a las constricciones de momento

DK} — D;K + % [f/(K!Q+ D) + HQ;(1+ )] = %szatt- (3.33)

Las ecuaciones dinamicas de campo estan dadas por
K+ N'OK + K/O;N' = KON+ D'D;N — *R'N — NKK;

N i " ! j ) 5;]\[
+= [QQ;(1+ ) + [(DQi +TTK})] = ——~——<x
/ 2f (1 + i)

f/2 N f/2
(Q ) f f 2f (1 i 32fJ:/> tt j f

) f/2 f/2
—H;;- {]NV/ + 2V (1 + ﬁ) — (Smatt — Emart (1 + — } } (3.34)
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donde K es la trazas de la curvatura extrinseca y las cantidades Syatt, Ematt
y S; mate €stan definidas en la ec. (3.44). Ademds tenemos la ecuacién que
corresponde a la evolucion de la traza de la curvatura extrinseca K, que se
obtiene al tomar la traza de (3.34) con h¥ y sustituir >R en términos de la
ecn. (3.32)

K + N'OK +* AN — NK;; K7 — %(DIQ’ +11K)

N ) 3f/2 3f// ) 3f/2 " f”
g () e -5)

N 3f/2 3f/2
= ———— 1 Smatt + Emat (1 + ) -2V (1 — ) -3 ’V’}
Eal / er)

(3.35)

por otro lado la ecuacion de Klein-Gordon que corresponde a la evolucién del

campo escalar®

L,11 —TIK — Q°D.[In N] — D,Q°
CfV =2fV = L4 3F)(QF = T12) + 3 T

_ (3.36)
3
F(1+%)
donde por comodidad se han definido las cantidades
Qo = Dud (3.37)
In = Lo (3.38)

En este punto es importante remarcar que II puede identificarse con el
momento del campo escalar, mientras que las cantidades @), son analogas a

los simbolos de Christoffel en 3 dimensiones en el sentido de que contienen

SEsta se ha obtenido al variar la accién respecto del campo escalar respecto de ¢ y
sustituyendo los términos chb y T dados por las ecs. (3.5) y (3.6).
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derivadas espaciales de primer orden del campo escalar y cumplen
DaQb = Dan - D[aQb} =0 (339)

que constituye una restriccion sobre @), y sigue de la condicion de integrabili-
dad para el campo escalar ¢, 8%-(25 = 8;@5. Explicitamente II y K se calculan

en términos del lapse, el shift, la 3-métrica y el campo escalar de acuerdo a

1 )
II = navagf) = N(@,ﬁqﬁ—i—]\ﬂ&qb) (340)
1 (0Oh

donde la ec. (3.41) constituye una ecuacién de evolucién para h;; mientras

que ec. (3.40) representa la evolucién la evolucién de ¢.

En nuestro tratamiento serd necesario que se cumplan las ecuaciones de

;4 ¢ ab
conservaciéon de momento y energia V, 1,

= 0, que proyectadas con hj y

n® quedan en la descomposicién 3+1 con la forma

OJ! y + NDSE = JON' — N'o.Ji .,

+NQ2K} + K§)J i — (SE i1 + Emandl) DIN (3.42)
O Ematt + N'O,Eppay + NDJL

= N(SY . Kij + Bpan K) — 2J% . .DIN (3.43)

donde hemos definido la descomposicién 341 del tensor de energia-momento

de los términos de materia independientes del campo escalar de acuerdo a

ab
Ematt = naanmutt
a o arpeh
Jmatt - hb Tmattnc (344)
ab _ a1 bred
Smatt - hc thmatt

mientras que Span = I Spar 5 corresponde a la traza.
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Soluciones numéricas a estas ecuaciones han sido obtenidas por Sotani y
Kokkotas [98] para modelos estelares y perturbaciones del espacio-tiempo en
el marco de Einstein sin potencial [W(¢) = 0]. Por su lado Babusci et al.
[2] han revisado la deteccién de ondas gravitacionales sin potencial, tomando
en cuenta tanto el acople minimo como el no-minimo. Nucamendi y Salga-
do [67] han analizado los hoyos negros con cabello producido por el campo
escalar acoplado no-minimamente a la gravedad, seleccionando un potencial

asimétrico que asintoticamente tiende a las soluciones planas.

3.4.1. Problema de Cauchy de las STT

Hemos mencionado en la introducién la importancia de que una teoria
fisica cuente con un problema de valores iniciales bien planteado, en particular
para las STT lo ha discutido Salgado [88]. Entonces una vez elegida una
norma, que nos simplificara las ecuaciones y nos permitira la identificacién
de observables fisicas, debemos ser capaces de prescribir un conjunto de datos
iniciales (X, hij, K;j, ¢, I, Q;) que satisfagan las constricciones dadas (ecs.
(3.32), (3.33), (3.39)) y hacer evolucionar h;;, K;;, ¢ y Il a través de las ecs.
(3.34), (3.41), (3.36), (3.40) que corresponde a un sistema de ecuaciones de
primer orden.

Sin embargo las ecuaciones (3.34), (3.41) en el vacio de la GR” no estén
escritas en una forma adecuada para someterse a un analisis de hiperbolici-
dad®. Para hacer esto debemos de escribir el sistema para nuestras variables

(hij, K;j...) como un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de la forma
Ayt + MV it = S(if) (3.45)

donde  representa las variables del sistema, IM" es la matriz caracteristica del

sistema y S representa las fuentes en términos de variables fundamentales,

7Ausencia de campos de materia y campo escalar.
8La hiperbolicidad es deseada para garantizar la estabilidad numérica.
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no de sus derivadas. Este sistema de PDE es quasi-linear ya que es lineal en
las derivadas pero en general no es lineal en 4. En cuanto a su hiperbolicidad

puede ser

» Débilmente hiperbdlico: si para un co-vector s;, entonces s;M' tiene un
conjunto de valores propios reales completo, pero no tiene un conjunto

completo de vectores propios.

» Fuertemente hiperbdlico: si s;M" tiene un conjunto de valores propios

reales completos y un conjunto completo de vectores propios.
» Hiperbdlicamente simétrico: si M’ es simétrica.
» Hiperbdlicamente simetrizable: si M puede simetrizarse.

Es importante destacar que solo los tipos fuertemente hiperbdélico, simétrico y
simetrizable pueden tener un problema de Cauchy bien definido. Otra manera
de mostrar que la teoria posee un problema de Cauchy bien planteado consiste
en realizar un analisis de segundo orden el cual se realiza al reescribir las
ecuaciones de evolucién como un sistema de ecuaciones de onda quasi-lineales
(QLWE), ecuaciones reducidas [3].

Claramente la parte que corresponde puramente al campo escalar es
hiperbdlica ya que la ecuacién para el campo escalar ec.(3.7) es una ecuaciéon
de onda quasi-lineal. Utilizando ambos métodos (primer orden y segundo
orden) se ha mostrado que las STT poseen un problema de Cauchy bien
planteado [88] y [89].

3.5. Cosmologia en STT

Consideremos el sistema de ecuaciones obtenidas en Sec. 3.4 para el
caso de un espacio-tiempo isotrépico y homogéneo, (modelo de Friedman-
Robertson-Walker (FRW)) cuyo elemeto de linea esta dado por (2.1). Cal-
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culamos las conexiones compatibles con la métrica inducida® denotadas por

3F}k obteniendo que las expresiones no nulas son:

kr
SF%I = 1 — kr2’ 31—%2 = —7’(1 - k’?"2),
1
T3, = —rsin?(0)(1 — kr?), °T'3, = T3, = -, (3.46)
T
1
T3 = —sin(0) cos(f), Ty = °T3, = —,
r
0)
373 _ 373 _ cos(
23 32 sin(@)

con las cuales podemos calcular directamente el tensor de Ricci ( 3R;; =

Spfj,k - Srgm + ST 3T — °TL °T)
2k
0 0
3 1— kr2
Rij = 0 2]€T2 0 (347)
0 0 2kr?sin®(f)

y de donde al tomar la traza con h¥ obtenemos el escalar de curvatura de

Ricci
6k

a?(t)

que solo depende de la curvatura k y del factor de escala a(t).

3R:

(3.48)

Las simetrias de este espacio-tiempo implican que los campos dindmicos
dependen tnicamente del tiempo cdésmico t. Estos campos dindmicos son la

curvatura extrinseca ([;;) y el campo escalar (¢). Dicha curvatura esta dada

9Las conexiones usadas se escriben de acuerdo a la notacién dada por Wald [104] esto
es

il
i = 7(glj,k + Grlj — Giki1)-
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de acuerdo a (3.41)

—aa

1 — kr? 0 0
i = 0  —aar? 0 = —H(t)hi (3.49)
0 0 —aar? sin?(6)

cuya traza dada por K = hYK,; = —3g = —3H(t). Es claro que de acuerdo
a
con la forma de (2.1) cualquier gradiente puramente espacial serd idéntica-

mente cero.

Con estas consideraciones podemos escribir nuestro sistema de ecuaciones
que describe la evolucion cosmoldgica en el marco de las STT, es decir las

ecs. (3.32) y (3.35) se reducen respectivamente a:

o k1 , 12
H +?—§ |:Ematt+v<¢)—3fHH+7:|, (3.50)
. f’ 1 3f/2 3f//
H+H2——HH:——{2H2<1+—+ )
f 6f (H%) 4f 2
3f/2 3f/2 -
+Smatt + Ematt (1+ 7 )—2V (1— 2f>—3fV} (3.51)

la primera de estas es la ecuacién de Friedman generalizada para STT, la
segunda gobierna la aceleracién del Universo. Se ha omitido la ec. (3.33) por

anularse completamente.

Por ultimo consideramos la ecn. (3.36) la cual se reduce a:
SV =20V 4 A7 (4 BFI) + L Tonat
/)

IT+3HII = — (3.52)
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donde II esta dado en correspondencia con (3.38) por
I = ¢. (3.53)

Hemos visto que la identidad de Bianchi garantiza la conservacion del ten-
sor de energia-momento de la materia (ver apéndice A) y de acuerdo con las
ecuaciones de conservacion de la descomposiciéon 341, podemos suponer que
la materia se comporta como un fluido perfecto, esto es Syt = 3P, Emart =
p, que nos permite escribir la ec. (3.43) idénticamente como (2.8), mientras
que la ec.(3.42) es idénticamente cero.

Resulta de gran importancia mencionar que las ecuaciones que antes
hemos obtenido pueden reducirse a aquellas del modelo estdndar (seccién
2.1); para comparar nos basta suprimir todas aquellas funciones que depen-

den del campo escalar ¢ (V, II), ademds de tomar

1

)= g

(3.54)

El sistema conformado por las ecs. (3.7), (3.50) y (3.51) permiten encon-
trar soluciones una vez impuestas la forma explicita para V(¢) y f(¢), i. e.
podemos encontrar a(t) y ¢(t). Algunas soluciones exactas han sido discuti-
das a fondo por Faraoni [29] para la teoria de Brans-Dicke que como hemos

mencionado corresponde a un caso particular de STT (ver apéndice B).
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Capitulo 4

Teoria de perturbaciones.

Es usual considerar que el espacio-tiempo a gran escala es homogéneo
e isotrépico, sin embargo en el universo real podemos observar suficientes

estructuras inhomogéneas como las galaxias y cimulos de galaxias.

Un mecanismo usual para estudiar e intentar reproducir la formacién de
éstas, es considerar una configuracién homogénea y a partir de ella aplicar la
teoria de perturbaciones para obtener ecuaciones de evolucién de las inhomo-
geneidades. Precisamente esa sera la tarea de este capitulo, donde partiremos
de las ecuaciones de la teoria escalar-tensorial del capitulo anterior y pertur-
baremos cada una de las variables con la finalidad de obtener expresiones

generales que describan la evolucién de dichas perturbaciones.

A partir de las relaciones generales podremos hacer algunas considera-
ciones, en nuestro caso habremos de tomar como espacio-tiempo no perturba-
do al universo del tipo Friedman-Robertson-Walker (FRW), y asi simplificar
las ecuaciones para obtener un formalismo analogo al realizado por Salgado
[88].
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4.1. Perturbaciones a la métrica

Consideremos la métrica dada por (3.27), entonces podemos escribir el

tensor métrico como

—(N? = N'N;) N;
ab — 4.1
Gab < N, hy; (4.1)

Esquematicamente (ver apéndice C) escribiremos la métrica “total” (o
fisica) como gap =0 +€va donde el cero en J,, representard de ahora en
adelante que es una cantidad relacionada con el fondo, es decir cantidades
sin perturbar, mientras que -y, representa las perturbaciones a la métrica de
fondo y € es un parametro perturbativo adimensional tal que ¢ < 1, con lo
que los términos de orden € pueden ser despreciados. Asi de acuerdo con la
descomposicién 3+1 las cantidades que aparecen en (4.1) pueden ser escritas

analogamente como

hij = ;Lij +€7ij (4.2)
Ny = e )
N = N +eN (4.4)

donde las cantidades tildadas representan las perturbaciones a las cantidades
del fondo correspondientes. En este punto es necesario exigir que se cumpla
la condicién gupg” = 60 para la métrica 4 dimensional mientras que para
la 3 métrica inducida en las hipersuperficies ¥; tenemos hijhjk = 0F i e

escribimos consistentemente

oab
g = g —ey® 4.5
R = pY —ey (4.6)

con lo cual mediante la aplicacién de h¥ podemos escribir también N a
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partir de (4.3) obteniendo esquematicamente
N =N +eN? (4.7)
donde explicitamente la perturbaciéon esta calculada como:
N'=h" N; =97 N,

De la misma forma como hemos escrito estas cantidades es necesario saber
como se vera alterada la derivada covariante, es decir conviene calcular V,A?

b
. . . . o
donde A® es cualquier 4-vector que se quiera derivar y tiene la forma A® =A

+eA®, obtenemos que

VoA =9, 4 4 (Ve A4V, A)

donde: %azlb = 0, ,lzlb + /ZXCOZ
G A = 0,44 AT (4.8)
V.4 = AT,

Aunque estas expresiones sean en general para la derivada covariante 4-
dimensional V, es posible calcular la derivada D, ya que de acuerdo con
(3.30) las expresiones seran idénticas remplazando las conexiones I'f. por los
3-Christoffel 3F§ - A partir de este calculo se puede generalizar para cualquier
tensor como se hace en GR, sin embargo para definir por completo estas
expresiones debemos considerar la definicién de I'?.. En nuestro caso hemos
usado aquella dada por Wald [104] y calculando con la métrica fisica podemos

o ~
i a __ a
escribir I'}, =T, +€l'f. donde

oad
oQ g ) o °
Ipe = 5 (Yacs + Yode = Yoe,a) (4.9)

ad

@
[\3‘ Zw‘
QU

fy o o o
(Ve + Vode — Voe,d) — (Gdep + Jvdc — Ipe,a)  (4.10)

2
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donde los 3-Christoffel °T"; se calcularan usando la métrica hy; ec. (4.2).
Por otro lado la derivada de Lie respecto de un vector n’, de un vector

AJ, considerando ambos arbitrarios se puede definir de acuerdo a

o]

donde: £, ,(le i 0; ;1j — ;211 o N ’

Eni ;21] = ﬁ’@l ;Zl] — ;11 8//53

4.2. Expresiones fundamentales.

Hemos visto que cada una de las cantidades que aparecen en la métrica
mas general pueden ser escritas como una cantidad relacionada con la métrica
de fondo méas una perturbacién. Ahora nos resulta conveniente ver como a
partir de esas cantidades podemos escribir algunas relaciones con la misma
estructura.

Una vez que hemos separado los simbolos de Christoffel en una parte
relacionada con la métrica de fondo y una perturbacion podemos hacer los
mismo con cantidades que dependen solo de estas variables, como los ten-
sores de Riemann y Ricci. Esto es, podemos escribir R, = foiabj +€eR, 4y
R, = i{ac +eﬁiac donde en correspondencia con Wald [104]

o d o

Rype = Fac,b_fzc,a+fchjb_rbcrea (4'12)
Ryl = T, =Tl +Te, Py + B, 19, — T, B4, —Tp, £, (4.13)
Rue = Do = Proa + Focloy — T (4.14)
Roo = Tl =T +T5 Py + B, T — T 1, —Tp £, (415)

y de forma mas general también escribimos el escalar de curvatura en térmi-

nos de las partes de la métrica y las del tensor de Ricci, i. e. R = "Ry =R
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+eR donde
B = R.d" (4.16)
R — Rac éac - éac ’)/ac (417)

de manera similar podemos encontrar la perturbaciéon en la curvatura ex-

trinseca a partir de (3.48),
~ ]_ o ~ -~ o N o [ [}
Kij = Ky Ovij +2 Du Njy+ 2D Ny _E(at hij +2 DNj))| (4.18)

que de manera consistente es solo una parte de la curvatura extrinseca total,
. o g ., o . , .
i. e, K;j =K;; +€eK;;, donde la expresién para K;; es idéntica a (3.48) pero
. . S . o
con las cantidades relacionadas con la métrica de fondo 9.
. I A _ o
Ademas podemos escribir K% =K~ +eK% donde K% puede escribirse en

términos de Kj;;, de v y las cantidades del fondo como

i _oikoil = ik odl | eik O\ o
K7 =}, Kkl—(v h +h 7 )Kkl (4.19)

mientras que la perturbacion de la traza de la curvatura extrinseca K se
calcula explicitamente con

01J

B = -2

o

° ~ ~ ) N o o o
Oyyij + 2 D Njy +2Dg Ny _E (@ hij +2 D(iNj))]

/L] o o o
+2 5 [@ hij +2 D(iNj)] (4.20)
2N




62 Teoria de perturbaciones.

Tomemos ahora el caso del campo escalar que escribimos como
b =0 +ed (4.21)

recordemos que en las ecuaciones de movimiento hemos introducido las can-
. o ~ o ~
tidades ), y II, entonces suponemos que @), =Q, +€Q, y Il =II +€ll con lo

cual sustituyendo (4.21) en las ecuaciones (3.37) y (3.38) encontramos que:

Qu = Dud+D,o (4.23)

0 1 - N -
b = 0+ 0d (4.24)
N .
. N o« NN o N .
£n¢ = _028t¢_ ) a@¢+ oal¢ (425)
N N N

también serd tutil considerar Q? = Q'Q; quedando como

Q> =0 +c (Qi O+ 0 Qi) (4.26)

sin embargo, en las ecuaciones (3.32)-(3.36) también aparecen funciones ar-
bitrarias del campo escalar (f, V' y sus derivadas), para las cuales podemos

hacer una expansién en serie de la forma

f(d+ed) = f()+edf(9) =T +ef (4.27)
Fl()+ed) = F(d)+edf"(d) =Ff +ef (4.28)
f'(b+ed) = [7(0) +edf"(d) =f +ef” (4.29)
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v (4.30)
+eV’ (4.31)

V($+ed) = V() +edV(d) =V +
VI($+ed) = V() +edV"(d) =V

asi de manera analoga podemos obtener las ecuaciones de evolucion de las

perturbaciones.

Es decir, escribimos sélo las ecuaciones de orden epsilon ya que las ex-
presiones relacionadas con el fondo son idénticas a (3.32)-(3.36) con la tinica
diferencia de tomar todas las cantidades respecto del fondo en lugar de tomar-

las respecto de la métrica total.

Obtenemos para la constriccién hamiltoniana

= 02 o
ol o ol o o 11 oll
+§ [ (D@ +KH)+7+%(1+2f )
2 F oo
= } Ena +V — Z(Eman +V) (4.32)

mientras que para las constricciones de los momentos y las ecuaciones dinami-

cas de Einstein escribimos respectivamente

~ o

~ Ol (e} ~ o
DK, + D/ K —D; K — D; K+

o |

+ D ) + GO+ DD+ 110 '+ (10 + 1 Q)1+ F )

[]% X él + ]oclbzﬁ + 12[@1 (14 }H)} } = % jimatt _ § j;n“tt)

kH°|K’=1 BC’
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g - o Z o l ~ o 7/ -~ ~ o l -~ o Z o l ~ .
OK:+N'O K;+ N oK+ K, O;N'+ Kjo; N —K:O, N — K; ON’
+D Dyl + D' D K+ DDy N - SR K - By N = N ki,

o ~ o1l o o ~ . 1 ~ ~](\)f 0ot o oll
—NKKj—NKK§+:<N—fO )[Q@-(Hf)

f f
+F (DO, + ﬁK])} + % {(@i Qi+ 0 O+ 1)
OO, P B, + i) F (00,4 D @ R

. ol ~ ol2 .
ot o 02 02 / -
_ - J — N(Q H)(fo fOfo//>
2f<1+3f0> / f
of
’ 0 2 02 ol2 )
— - ol - ol - o o2
AU IDWEEY S OY Eay ) Ty
f<1+3f?) 2f
2

0l2 ~ ol2
_(S’matt B Ematt) L+ fo + %(ématt - Ematt) 2 ;C, fNI - f {‘
f f f

o

+2 ‘} 1+ f > - (ématt - Ematt) <1 + fT
2 f f

(4.34)

~—
_— 1
N——
—_—
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cuya traza calculada con la métrica fisica se expresa de acuerdo con

~ Ol ~ ~ o ~ o o ~ e o ~ Oi‘ ~ o Oi‘
OK+ N oK+ N0 K +*AN— NK;j K~ N K, K’ -N Kin]
00/

J R Ll w
_ﬂ(DlQl‘f’DlQ —|-1_[[(—|—1_[[()_7 Nf/—i-Nf—Nfof %
f

f f
~ ol2
(DO + ) — —— i (z}’ff-fjij>

(5
+2ﬁﬁ<1+3{)+§(ﬁ2f”+2ﬁﬁ}’”)
4f 2
N N EY A NN PV SR NIy ] I
4f f
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Finalmente escribimos la ecuacion que rige la evolucion del campo escalar
(o en este caso la perturbacién del campo escalar)
~ ~ ~ . o C R R bcﬁ R e N
£nH+EnH—HK—HK—C€ (De N+ De N) - —— | Q- Q —
N N N
of - < o
"o fVof -

Lavsih@ Qv a o ity -5 [Fassf)rs]
(@2 - ﬁ2) + %(]%/ Tmatt + ];/ j)—’matt) - (f j_ 3 {rzf/ []%‘}/ -2 }I‘}
f+3%
_%(1 +3 }”)(@2 ) + = f Tmatt:| } (4.36)

donde £, II y £, 11 pueden calcularse a partir de (4.11)

Por otro lado, de las ecuaciones de conservacion de momento y energia

[(3.31) y (3.47)] obtenemos
~ ~ oli ~ o oli ol
OJ+ N (D1 S"+D;S)+NDS =] N +J'0 N —N'9, J
ol ~ o oi o ~ ~ . ~ - ol ~ oi o .
— N OJ+ N [(2 K +KoJ' +Q2K/ +K&) JJ+NQ2K,+ K &) J
OZ o
(sl +E(51)(D N+D'N)—(Si+ES)DN (4.37)
l o "’ ~ Ol
8tE+N81E+N alE+NDlJ + N (D J' +D )
EK+EK)+NGE Ky + BE)
(4.38)

—N (S i + SU sz
25 (D1 N+ Dy N)—2J" DIN

notese que hemos supuesto consistentemente que £ =F +€eFE, S =5 +eS'y

Jt :jz +eJi.




4.8 Perturbaciones al modelo de FRW 67

4.3. Perturbaciones al modelo de FRW

Hasta ahora no hemos hecho ninguna suposicién acerca de la geometria
del espacio-tiempo fisico ni de aquel que corresponde con el fondo, sin embar-
go a partir de ahora resultara 1til considerar que el Universo en el fondo es del
tipo FRW (en correspondecia con el modelo cosmolégico estandar expuesto
en el capitulo 2).

Esto es que el tensor métrico (3.27) es de la forma (2.1), de donde con-

cluimos que Ni= 0, N=1 de modo que,

1

0 0
o ) 1—kr?
hz‘j: a (t) 0 7“2 0 (439)
0 0 r2sin’d

con lo que podemos escribir directamente en tensor de Ricci en correspon-
dencia con (3.47)

2k

3 o 1 - er 0 O
Rij: 0 2]€7”2 0 (4.40)
0 0 2kr?sin?(0)

mientras que el escalar de curvatura de Ricci de acuerdo con (3.48)

6k

5 h= 200 (4.41)
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Por otro lado también K ;; debe estar en acuerdo con (3.49), esto es

—aa

o 1— kr? 0 0 0
0 0 —aar?sin? 6

cuya traza dada por K :;L” K i; obteniendo,

o

k=-3%=-3H (4.43)
a

Las perturbaciones asociadas dadas por la ec. (4.18) se expresan como

1 o~ -
Kij = 3 [at%‘j +2 Du Njyy —2HN hij] (4.44)

mientras que la perturbacién de la traza de acuerdo con (4.20) esta dada por

ij

Q

K=—

o |

o ~ ~ o ij o
(05 +2 Do Ny —2HN | + - iy (4.45)

Consistentemente las ecs. (4.22) y (4.23) se reducen respectivamente a

Qa == ba QZB (446)
H - @qg - N@t % (447)

Ahora podemos sustituir estos elementos en las ecuaciones de evolucion
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para las perturbaciones (4.32)-(4.36) para simplificarlas

o

~ ~ . oif o ~.. 2 ~ o
SR—6HK + HKy b +H by K — = [—3Hf’ il
f

ol

~ 02
L F (D@ R s i L —3H}’ﬁ+%
f

Ematt + ‘7 - (Ematt + ‘;)

ke,

~vo| DO
1

Noétese que aunque el lado derecho de la igualdad no ha sufrido simplifica-
ciones el lado izquierdo se ha simplificado principalmente por el hecho de que
@Z: 0 es una propiedad del modelo de FRW ya que de acuerdo a ec. (3.37),
@a se relaciona con el gradiente (3 dimensional) de 55, que son idénticamente
cero ya que qob es solo funcién del tiempo (por el principio cosmoldgico en que

esta basado el modelo de FRW), i. e, =0 (t).

Con este mismo argumento y por el hecho de que H = H(t), es decir
tambien H es funcion solo del tiempo al igual que [I=I1 (t), finalmente en el

fondo tenemos que los 3-momentos asociados a la materia se anulan, esto es
Omatt . .- 7 .
;, =0, con lo que la constriccién de las perturbaciones de los 3-momentos

se simplifica quedando

o ~ ~ 1 of o ~ ~ o ~ oll
Di K} — 0K + ~ [f (Ki Qi+ 0D+ 11 Qi(1+ f )} =

—

Mientras que las ecuaciones dindmicas de Einstein (evolucion de las per-
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turbaciones) se reducen a

~ . 0lo ~ - - [ 2k ~ ~ .
oK+ D' Dy N— R — Ns (¥+3H2>+H<K5§+3K}>
H ~ f o . ]_ o ol ol ~
—7< —£>H5;+;[—Hf’r[5;+f (D Qj
f f f
ol ~ ol2
o ~ 0 0 ! ~
2f<1+3f(,) f f
2f
02 0/2 ol2
- ol ~ oll ) o ~ oll
- o~ (f+3F 1) fo—f —(NH +2HH) fo—f
P 2] 2§
of
1 0l2 Séz ~ ol2
ol ~
- - o o2 2S;nattj ]‘+3fo + Tatt] 2f f,_flf
2f(1+3f0> 2 f f f
2f

ol2

-~ ol % ) )
+ N—M 2 Sratt 1+% +6§[f/17
}(1+%) 21
of

ol2 ol
+2 ‘} 1 + f o - (ématt - Ematt) <1 + fT) (450)
2 f /

mientras que la ecuacién de evolucion para la traza y para la perturbacién
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del campo escalar se simplifican respectivamente a

o ~ 30 3 02 ~ o ~ oll ~ ~+3 ~/
+2HH<1+ {)4—5(1'[ f”+2nnf)+ N—fo J:,Qf)x
ol2 oll ol2
o2 3 3 1 N . 3
i (142 +Tf - L St t B [ 142
4f 2f(1+3f0) f
2f
R 0l2 . o2 . 02
ol - o ol -~ -
+3Eornatt fo/_fof —3V fo/_fof —2V 1_3fo
/ / f 2f
~ o/ % 0l2
ol ~ ~ ol ~ —|—3 o o 3
_3(f V,+ ,V>+ N_fo fo/2 Smatt+Ematt 1+ {
f+3 d
0l2
o 3 ol o
oy (1230 ) _s (4.51)
2f
Lo+ £, 11— 11K +3HI— D. Q°
1 o ~ ~ ol ol ~ ~ o0 ol oll ~ o
- {FV+ 7V —2(f V4 o)+ | ass i
1
P(e)
2
~ oll ol ~ 1 ol ~ ~ o
+ |:/<]'+3f)+3f ”i|+§(f Tmatt+f/Tmatt)
02

o ol ol H oll

fv —2f\}+—(1+3f )+%}/fmatt (4.52)

[\
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mientras que las ecuaciones (4.37) y (4.38) que corresponden a la evolucién

de las perturbaciones de los 3-momentos,

o oli

<o x o~ oli ~ 0f 0 g~
OJ+ D S"+D S +N DS =—5HJ — (5, + E6)IN  (4.53)
y de la perturbacion de la energia

&E+Nlc’)l E + lojl J!
8" K, —~HSTj; + EK -3HE—HN(§+35)  (4.54)




Capitulo 5
Tratamiento cosmologico

Una parte importante de nuestro trabajo, consistird en obtener ecuaciones
de evolucién de la materia y de la formacion de estructura del Universo, con-
siderando la presencia del campo escalar. Para un analisis general considera-
remos que los términos de materia pueden tratarse como un fluido perfecto

T;}’ junto con otra contribucién general 7%, (que correspondera a fotones,

extra
neutrinos, materia obscura, etc., segiin estudios posteriores consideren con-
venientes) esto es
ab __ rab ab
T° =T +T, (5.1)

extra

donde T),; esta dado por la expresién (2.4) usada en la seccién 2.1. Aplicamos
la descomposicion 341 para T% y expresamos la parte del fluido perfecto de

acuerdo con (3.44)

Ey = (p+pI?—p
Jipy = (p+pTu’ (5.2)
SY = (p+p)ue) + phV

1 . 1, 4
donde se ha utilizado I' = ———— y hemos considerado u' = N(VZ — N")

V1=

hii . o ,
2= ;(Vz — N")(V7 — N7), sin embargo hemos mostrado que

con lo que u* = —=
d N
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cantidades como N y N' se escriben como una cantidad relacionada con el
fondo y una perturbacién, consistentemente podemos suponer que V¢, u?, T’
5%, J; y E deben escribirse de la misma forma. También sabemos por (2.1)
que N=1 y N - 0, ademés la homogeneidad en el fondo implica que X;Z: 0,

con lo que descartando los términos de orden €? tenemos que

podemos escribir la descomposicion total de 7% como

Epare = P +e(p+52)
Jhar = € |@P+B) + 4] (5.3)

p o ij i y
matt = Spp +€ [ oy T EU}
00

= Dh e <ﬁl§”—fm“+2"j>

donde hemos evitado hacer la descomposiciéon de T

extra

y se asume que las
cantidades > expresan esa descomposiciéon. Escribamos primeramente las
ecuaciones de orden cero, correspondientes al modelo de FRW (estas se re-
ducen en el caso sin campo escalar a aquellas dadas por [69] y presentadas

en el capitulo 2)

LN 2 . o2
k 1 o o ol o H
(g) +t5=— <Ematt +V —32 f1I +_> (5.4)
a a 3 f a 2

que corresponde a la constriccion hamiltoniana o ecuacion de Friedman ge-
neralizada, ec. (3.50). En este punto es necesario mencionar que debido a
la homogeneidad del modelo, las ecuaciones correspondientes a las constric-
ciones de momento s6lo tienen contribuciones a orden ¢, escribamos pues la

ol

ecuacion de evolucion para K; que por ser diagonal se escribe como [ver ec.
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(3.51)]
1 Pk 1 1 j 7
° 0 11 oll
CL+2(G) +ﬁ: ° ng+ o2 —5 1+f0+2f
a a a 2 f a 1 + 3fo 2 f
2f
ol2 ol2 °
o o 2 0 Sma
+VIIl=—=|+/V +f 7 (Smatt — Ematt) 2 (5.5)
2 f 2 f 3

por otro lado la ecuacion de Klein-Gordon, que proporciona la evolucion para
el campo <(;)5, en términos de la variable [T definida por la ec. (3.36) se escribe

como [ver ec.(3.52)]

o a o ol o ol o
@r&%anz— = (fV—2fV
7 37
f 1+-ﬁ)
1 o oll 52 1 oo
+5 f (1+3f)1I +3 meatt) (5.6)

donde IT= 8; ¢ de acuerdo con ec. (3.38).

Mientras que la ecuacién de conservaciéon de energia [ver ec. (2.8)](la

conservacién de momentos es idénticamente cero en el fondo):

0y b= —3% P (1 + 1) (5.7)

o

p iy .
donde 1y = - corresponde a la ecuacién de estado del fluido en el fondo.
Podemos escribir las ecuaciones anteriores ([5.4]-[5.7]) respecto del tiempo

conforme (a dr = dt) andlogo a lo que han hecho Ma y Bertschinger [55] y

Liddle [50] para el caso sin campo escalar

dya” 2 [, .
(—a) +k:a—o pmatt"'v_?)
a 3f

-
a

02
aao,o H
2fn+7> (5.8)
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. o 1 o
para este caso queda consistentemente [[= —0, ¢
a

2a  1(0,a\° k a* |0a o 1 11 olt
T "< 2)+_: 0 fll+——z |-5 |1+ 5 +2f
a 2 a 2 2 f a 1+ % 2 2 f
2f
0l2 0/l2 °
o ol o/ o ° Sma
+V 1= / |V +f—o(5matt — Ematt) | — “ (5.9)
2 f 2 f

mientras que la conservacion de energia mantiene su forma

0ra o

Oy p= 3" D (1 +1p) (5.10)

a
por otro lado la ecuacion de Klein-Gordon en términos del tiempo conforme

se escribe como:

67- o 1 ol o ol o
~0, 11+37 f1= - ~(fv-=2fv
fl1+ 312)
2f
]. of oll 52 1 ol o
+§ f (1 + 3 f ) H +§ meatt) (511)

ademas estas ecuaciones también se reducen a aquellas presentadas por Mu-
khanov [60] al eliminar la contribucién de la materia y considerar el acople

minimo del campo escalar [F(¢) = 1].

5.1. Norma Newtoniana

Ahora podemos escribir las ecuaciones a orden € que corresponden a la
evolucion de las perturbaciones. En este punto resulta ttil escribirlas en cierta
norma (para simplificar las expresiones), sin embargo la literatura no es clara

en cuanto a que norma tiene mas significado fisico, o es mas facil de interpre-
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tar. Por el momento nos limitamos a escribir las ecuaciones primeramente en

la norma Newtoniana, en la cual la métrica fisica toma la forma:

—(1+ 2¢¢) 0

0 (5.12)
0 (14 2¢ey) hij

Gab =

donde ¢ y v son conocidos como potenciales newtonianos®, notemos que para
sustituir en la ecuaciones (4.48)-(4.50), (4.53) y (4.54) conviene identificar
que N no corresponde a 2¢ sino a ¢ (de acuerdo con 2.1) mientras que 7;; =
29 ﬁij, ademas de que sera necesario calcular las perturbaciones inducidas a

los simbolos de Christoffel y al tensor de Ricci:

= . 3 oilo
T = 0 Y0, Uy — h hjr Y

~ ol()

SRij = — DD 1/) ;Lij - bzb] w
~ o l o ].Qk
3R = —4 D Dl w - a2w

sustituyendo en la ecuacién de constricciéon hamiltoniana, tenemos:

a?

o ol 0 % 1 ',, o ol °
b v+ okl 3l (8t¢—9¢)+ {—39 '+ f [Dl Q'
a a a
2

. 5 - . ~ ol o
+3 (gﬂ = at;z;) 1 —?ﬁn] NS T L I
a a ¥ a 2
1 ~ ~ f o o
=—— | Enat +V = S (Emare + V) (5.13)
2 f f

'En este punto la notacién puede resultar confusa debido a que el campo escalar se
ha denotado por ¢ al igual que el potencial newtoniano, sin embargo el campo escalar no
aparece explicitamente en las expresiones, sino que aparece implicitamnete en las nuevas
variables II, Q?, y en las funciones f, V. Proponemos entonces que de aparecer el campo
escalar se denote como ¢, evitando confusiones.
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Para la constriccion de momentos

o ] o 1 of

Di o — = Do+ o{f
a 2 f

o Jimatt (514)

mientras que para las ecuaciones dinamicas, que en general relacionan a ¢+
con las anisotropias no diagonales

i (a\?| Ky Lol
a+(a)]‘az‘z W+¢&

{82¢+ (30w — 0i9) — ¢

! V (5 Q;— 11 96! + T ¢ — —Hél)

1 ol o
t5 DD (o +Y)=——
2f
~ ol ol
~ o ot o ~ o
——(’—fof>ﬂ5§— —HH(1+fo+2f">
f 1+ 321} 2 f
02 ol % ol2 . 2 ol 5 ol2 .
Do (AL A R B (R A ff_ff
° 02 ° o
2\ F oF 2 f f
ol2 / ol2 .
/ ! ~ o
f (Smatt matt f Of Smatt Ematt)
2 f

2

ol o
+2f +v [1-

!
_2f0+6f0/{: —% 1+
2f43f 2f 2 f
0l2 ~
f o o i f
=+ (Smatt - Ematt) =+ S att j } Smatt] (515)

en particular vemos como el campo escalar presenta contribuciones no dia-
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gonales, en especifico

ol o 1 ol 61 ~ . )
DDj(¢p+v)=—-<[D @ con (i#j) (5.16)
donde no hemos tomado en cuenta las posibles contribuciones anisotrépicas
de la materia. Notemos que esta expresién es una diferencia importante re-
specto del enfoque de la cosmologia estandar en GR? ec. (2.6). Tomando la

traza de la ecuacién (5.15) podemos escribir la expresion

. .. . 2
a a a k 1 olo
O + =30 — Bip) — ¢ 2—+<—) ——f——DDz(CIH‘?ﬁ)
a a a a 3
1 o/ 1ol~ o ] o 1~
=- o[f (—D @l—natw?w—ﬁn)
2 f 3 a a
- 0! of
S (VR 10/2 —grfi+Loyof
a / 1+ 3L 2f
2f
02 ol o 0l2 . 0l2 ol % ol2
_H_ fo _f §+2f~// +‘7 1_f0 _‘;. fo _f{
2 °, o
f 2 f 2f / 2 f
0l2 ol ~ ol2 .
~ ol ol ~ ~ ~ ! o
+'V +f V/+fo(Smatt_Ematt)+ /g —fof (Smatt
2f f 2 f
2~ 60/~ 02 0l2 ol2
o + / oll o
—Ematt)—% —% 1+fo+2f +V 1—fo
2f+3f 2f 2f
ol2 ~
o [} 1~ o
+ / ~(Smatt — Fmatt) + = Omatt — io S'matt (5.17)
2 f 3 3 f

2En efecto para el caso del acople minimo (GR), f’ = 0, se obtiene f)lfjj (p+1)=0
que implica que ambos potenciales newtonianos coincidan, i. e., ¢ = —. En nuestro caso

ol

las observaciones acotardn la diferencia |¢| — |1 y por lo tanto restringirdn el valor de fT

f
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y la perturbacién a la ecuacién de Klein-Gordon

I R e (atw_qsg) +3 g
1 o ~ - ol ol ~ - ol olIN ~ o
_ {fv’+fV—2 P4 /v)+f <1+3f>HH
o 3f
f(1+ 2?)
02
IT 75 o o Lol - Py
5 [P (1438 ) +3F 7]+ 5 (F Tonase+ 7 T
~ ol ~/ 02
—|—3 o ol ol o, H oll 1010
- J:/Q fv _va+_ <1+3f > + = meatt (518)
% .3 2 2
f+%
2

donde podemos escribir de acuerdo con ec. (4.11), L, =0Ily L, 1=

—¢0, 11.

Mientras que de las ecuaciones de conservacién de energia y momento?:

8t(5 = —(1 + Vo)(lo)i 11’ + 38,57#) - 3%(5 (% — l/0>

o,y , /3 g (Y 300
———— D ( 00) 32 <7+ > ) (5.19)
P P a\p P
donde se ha utilizado la definicién usual de § = @
P

. ] . 3 1 ] Z
@@w+2@m@—3wyumr@w + &3<§0
4 1+ 1+
i L9 ¥ P, i 4
+at8120 + a 8120 + al D % + azalgb =0 (520)

o

p+D  ap+D  p+D

El sistema conformado por las ecs. (5.13)-(5.20) puede ser escrito en térmi-

3Para estas ecuaciones hemos separado explicitamente Tyor ¥ Tewira, ademds de sustituir

~ oli .
el término D; h = 20" con la finalidad de reducir la expresién.
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nos del tiempo conforme 7 antes definido

a a

) ol 0, 0, 2 ( Das.e o e ~
a® Dib) ¥+ 3k — 3 “(afw— “¢)+a—}{—3 S ] biQ
2

= 02
a—,— 87— ) 87— ~ o~ a-,- ol o H
+3(¢ - - ¢> H—3—fﬂ]+nn+£ o I }
a a a f a 2
a2 ~ ~ f o o
= T o Epae +V — T(Ematt + V) (521)
2 f f
para la constriccién del momento se escribe como
o 87- o ol o~ 87_ ~
Di o — T2 byo+ 2 {f (DiH— —f@)
a 2 f a
o A o/ aji matt
+ 1 Qi(1+ f )} = 0% (5.22)

2 f

esta norma también es usada por Perez et al. [74] en el caso del acople minimo
con el campo escalar y la ausencia de materia y son utilizadas para reproducir

el modelo inflacionario.

—af f’—fof)ﬁé;— 6;(),2 {—ﬁﬁ<1+ fo+2}”>
@ f 1+ 3L 2f
2f
02 ol 5 0ol2 . 0l2 ol 5 ol2
_% fof_fo{+2f,, T 1_fo o f _fo{
/ 2 f f 2 f
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~ ol ~ 02
2f w6 f f|

o o2 | 9
2f4+3f
}/2 T
+ o (ématt - Ematt)
2f

+ SZnattj - § Smattj (523)

notemos que esta es una de las ecuaciones que presenta variacion respecto de

su contraparte escrita en el tiempo “césmico” t, pues el coeficiente de 0,1 se

ha reducido a 2 mientras en el caso de 9, era 3.

Podemos escribir la expresion que corresponde a la traza de la ecuacion

anterior

2f
02 ol z 0l2 - ol2 ol % ol2
R N R P A Y 0 B
fooo2f 2 f fooo2f
ol2 ol =, ol2 .
+fV +f VI ! —(Smatt — Ematt) + ! o T / O{ (Somatt
2f / 2 f
2f 6 }’/ f” 02 }/2 ]%/2
o + H oll o
— Bman) =~ |~ (1t 2 [V | 1=
2f+3f 2 f 2 f
}/2 fN
o o ]_~ o
+— (Smatt — Ematt) | ¢ + 3Pmatt — g Smatt (5.24)
2 f 3f

mientras que la expresién que domina la evolucién de la perturbacién del
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campo escalar se escribe como

o ~ ~ [ [ 87- 87- 07- ~ o ~
Lo+ L, 1143 ( ¢—¢ 2“)+3 fH—DcQC
a a a
1 o ~ ~ ol ol ~ ~ o) ol ol! ~ o
=7 {fV’+fV—2(f V+ ’v)+f(1+3f)nn
()

- oll ol ~ 1 70/ ~ ~ o
+ [’(1+3f)+3f ”}-l—i(f Tmatt“"f,Tmatt)
2

o ol ol 4 10_[ ol ]_0/0
v _2fV+7(1+3f)+§meatt

— — (5.25)
3
f+%5
o ~ 1 ~ ~ o ¢ o
en este caso £, [l = -0, 1l y L, TI= —=0; II.
a a

Ademas las ecuaciones de conservacién de energia-momento se escriben

0:0 = —(1+ 1o)(D; U + 30,9 — 525 (% — yo)

a
a3 /¥ Ooa (¥ X0
B —CLDZ<OO)—3 a(7+T) (5.26)
P p a \p P
- O -, . 2 e
0.0,U° + 20,0 (1 — 3up) + QU 2 4 95 (]—35)
a 14+vy 141 p
0,0, 0% 20, D; Ll ,
L0000 | sp Gt GO DS angig—0  (5.27)
P+ b p+p 4D

i

donde hemos definido U! = Cff como la velocidad del fluido en términos

T ~ .
del tiempo conforme 7. Notemos en (5.27) que el coeficiente de 0,U* se ha

disminuido de 2 — 31y a 1 — 3y respecto de su contraparte en el tiempo
cosmico ¢, ec. (5.20).
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5.2. Norma Sincronica

Podemos escribir las mismas ecuaciones en términos de la norma sin-

-1 0
Gab = o

cronica, dada por

(5.28)
0 hij +€vij

que a diferencia de la norma Newtoniana no tiene perturbacién de la funcién
“lapse”, ademaés la perturbacién de la 3-métrica es una perturbacion tensorial.
En este caso también podemos calcular los 3-Christoffel, el tensor de Ricci y
el escalar de curvatura, sin embargo nos limitamos a anotar la expresién de
la perturbacién de este ultimo pues los otros resultan complicados

g~ 0ioj ol o 2k
SR=DD’ Vij— DD!7_¥7 (5.29)

con lo que podemos escribir la ecuacién de primer orden de la constriccién

hamiltoniana
oioj 0ot o 2 ~ f o o
DD Yij— D D; ’7 +2 aﬂ Y Ematt + V- o (Ematt +V
f f
02
a ol o H a ~, o ol o ~ of 8 o ~
-3 fH+7) -3 "M+ fDiQ—f (§H+3—H)+HH (5.30)

por otro lado la perturbacion de la constriccién del momento

% |:bl 8{%['_ bz at7:| = _% |:jmattj+ }./ < Qz D; > - ﬁ Ql<1+ f ):|

(5.31)
también hemos obtenido la expresién
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0 ko 1 Jor I~ Oy s\ o
‘|’(DD Yim— D D 'Y)Z ﬁ’ﬂ% 2}|:f (D Ql_H?—E )5]
~O/ . O/
ol vi ~ ~ o 52 o ~ oll
2 fp g -t (-l me - S nn(1+ L)
“ f 14 % 2 f
of
02 o/ % 0ol2 . 0l2 ol ) 0l2 .
S N ) Y U A B
fo2f 2f fo2f
}/2 }/ - ]%IQfN
~ ol ol ~ ~ ~ ! o o
+ /V +f V/+ O(Smatt Ematt>+ P - 02 (Smatt - Ematt)
2f f 2 f
2~ 60, ~ ) 0l2 0/2
/ ol o
—fj fo;f —% 1+f0+2f +V 1—fo
2f+3f 2f 2f
0l2 7 ~
f o [ ~Z f Oi
+—(Smatt = Ematt) | ¢+ Smatt j = 5 Smatt j (5.32)
2 f _ i

donde las ecs. (5.32) son las ecuaciones de evolucién de las perturbaciones
Vij, ¥ su traza 7y evoluciona de acuerdo a

atQ’y 3@ 1 0%o0] ol o ]C 1 of ol ~ oat’)/
—7—%@7—1(DD %j—DDIV)—2—aQV—2}[f (D Qz—HT
~ of ol
~ ~ o o~ oll
—33H)—39<f’—fof> - 30,2{—HH<1+ fo+2f>
¢ ¢ f 1+ 2L 2 f
2f
02 ol = ol2 . ol2 ol 5 ol2 .
s Frobd o) oo i) p (L8 1
/ 2 f f 2 f
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~ ol 02 0!2 ol2
/ oll °
2817 _% A i B
2f+3f 2f 2 f
ol2 T -
f o o ~ f o
+—(Smatt — Ematt) + | Smatt — ? S'matt (5.33)

~~o

2
En la norma sincronica la ecuacién de Klein-Gordon a primer orden en €

se escribe como
/ o ~
fv

o

o~ I Qe o -
Ly 1T+ 5@7 + 351_[— D.Q° = »
f<1+3fo

2f
02
5 o o o ~ o T [z olt of = 1 o -
f V) f a3 P+ [Fa+3F)+3F 7]+ 5 T
ol 02
~ o0 +3 ! o ol ol o H oll 10/0
+f/ Tmatt)_ f fo/zf fV —QfV+—(1+3f )+_meatt
o 4% 2 2
f+75
(5.34)
mientras que las ecuaciones de conservacién de energia-momento
o g 8{7 a ﬁ
0o=—-14w)|Diut+—)—-3-0|=—w
2 a \p
o El
Di 24 (5.35)

Os™ ax ,ax
p

pab ap

p p+D

. a .
00U + —o0;u' (2 -3
4 u+a a'( V) + T T
0; Dy Xl 10; Y i Ll .
+ oDl o +5 ao Oo + o p o (alDl h _81 Dl 7!1) — 0 (536)
a(P+Dp) pP+P

pP+P
Nuevamente nos permitimos escribir las ecuaciones respecto del tiempo con-

forme 7 recordando que dt = adr, entonces la ecuacién de orden e para la
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constriccién hamiltoniana se expresa como
0t o] (9Ta 2(12 ~ ~
a’DD ’Vlj_aDDz a Y = ]% [Ematt+v
f o\ L0
a o'o Q4 ~, o
Py Ematt—i_v 3 fH+_ _3 ,]._.[
i 2 a?
ol o / 87- 87-a o~
v DO —F (3l m) ] (5.37)
2a 2

v la respectiva ecuacién de constriccion de momento
1 o o a ~ ol 87—(1 ~
— |:Dl -y~ Ds 377} =—< |Jimant [ | —5 Qi
2 f a
oll
— Ds ) 11 Qi(1+ f )} (5.38)

mientras que las ecuaciones que dominan la evolucién de ;; se escriben

PNt . . a? ol ol o olo o ;
T]_T T ;—?(DD Yij+ D Djvi— D Divj— D;iD 7y) — 2kv;
ol om ol o (5Z k . a2 o/ ol ~ o 87_ a,[_a~ .
+a(D D" = D DML =590 = — |f (D Q11— - =711 5
4 2 2 f ab a
~ ol ol
ol o1 ~ a’l‘ ~ o . o ~ oll
—2fD Q;— f(’—fof)néj— ]0,2{—HH<1+ fo+2f>
a / 1+ 3L 2f
2
02 ol % 0ol2 ol2 ol 7 ol2 .
_H? fof _f D{_I_Qf// +‘7 1_ fo _‘} fof _f Of
/ 2 f 2f /
}/2 /f~/ ]%/Qf,
~ ol ol ~ ~ ~ o
'V A+ f V' = (Smatt — Emant) + -2 (Smatt = Emare)
2f 2 f
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~ ol = 02 ol2 » . ol2
i [P ) (1
2f+3f 2 f 2 f
ol2 T ~
f o o ~i f i
+—(Smatt = Ematt) | ¢+ Spate j = T Smatt j (5.39)
27 | f

notemos como para el caso de norma sincrénica, al igual que en la norma

. : . , 3
newtoniana, hay un reduccién en el coeficiente de 877;- de = a 1.

Por otro lado la expresion correspondiente a evolucién de la traza v

az aT(L a2 oioj ol o k a2 o/ ol ~ o 87—
—27——377——(1717 YVij—DDiv)—5v=—|f |D Q—1I 1
a 4 2 2 f 2a
~ of ol
0, 0, ~ 0 3 o ~ ol
-3 QaH)—3 ;L /_fof - 0’2 {_HH<1+fo+2f>
! ¢ f 1+ 2L 2 f
2f
2 / % ol2 . ol2 ol % ol2 -
it Fr o Bdop) o) o (Lf 1
f 2 f 2 f f 2 f
ol2 ol ~ ol2 .
= ol o/ ~ ~ ~ f ! f f o o
+f'V + [V + = (Snatt — Emant) + o — 5 | (Smatt — Emart)
2 f / 2 f
2 - 6 ol = 02 ol2 ol2
+ ol 0
RIETT A o PO SR Y O &
2f+3f 2f 2 f
0l2 T -
f o [} ~ f o
+2—}(Smatt - Ematt) + Smatt - S (540)

también escribimos la ecuacion para la evolucion de la perturbacién del cam-
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po escalar
o ~ 12[87- 87-@~ o ~ ]. o ~ ~ ol ol ~
Lali4 550 43500 D Q= ——— AV TV -2 7
2 a a? o 37
f{1+°5
2f
02
~ l oll ~ 11 % oll ol = 1 o -~
+f'V)+f 1+3f )HH+7 [ 1+3f)+3f } +§(f Tonatt
of 02
~ O +3 ! o ol ol o H oll ]_ ol o
+fl Tmatt) fo fo/zf fV _2fV+7(1+3f >+§meatt
3f
[ +73
(5.41)
y las ecuaciones de conservacion de energia-momento se escriben como
0 g a‘r 87' D
0.0 = —(1+wp) <Dl U+ 7) — 3—a <]3 — VO)
2 a \p
9.0 9.a¥  _9.a% PN
- o - ao - 3 ao - - Dol 0 (542)
p ap ap P

o-a

@Ul(l - 31/0) +
a

~ . q7i 29 9t > i
aq—aiUl—f— 81U a—,—VO + a 6@8 (}_’)5) n a@T@ 0

1—|—I/0 1—|—V0 p~ ﬁ_i_f)

20, Dy S8 9,00 27 ol o
G TG D g0 °+ap<aiDlh —aipm“):0(5.43)

p+D p+b  b+D
donde en la ec. (5.43) también se ha reducido en una unidad el coeficiente

o-a

de Z=9,U" de 2 — 31y a 1 — 314 y nuevamente hemos utiizado la variable U’

a
definida anteriormente.

5.3. Eleccion de la Norma

Una vez que hemos presentado las dos opciones (i. e. norma newtoniana

y norma sincrénica) conviene analizar las ventajas y desventajas de ambas.
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Para ello consideremos el caso general en que el elemento de linea es aquel
dado para un modelo de FRW con la perturbacion mas general posible de
acuerdo a la descomposicién 341, ec. (3.27), esto es que puede ser escrito

COmo
ds® = a? [—(1 +2eN)dr — 2eNida' + (hyj + e3i5) dxid;cf} (5.44)

donde hemos definido hy; = a~2(7) hi; mientras que 7;; = a~2(7)7;;. Ahora
apliquemos un cambio general de coordenadas dado por % = x® 4 €£* donde
las componentes de £ = (n,£"), ante este cambio de coordenadas podemos
considerar que las componentes del tensor métrico a primer orden transfor-

man de acuerdo a (ver apéndice C ec. (C-10)):

gab = Gga t ,Cg f]ab
= Jab + Egc 60-6(16 +€ écb%a fc +e€ éac%b fc
= goteVa&teVié (5.45)

que aplicamos a la métrica dada por (5.44), para las componentes (0,0),
(0,4) e (4,7) por separado, una vez que las cantidades de orden cero se anu-
lan por ser invariantes ante dicha transformacién de coordenadas ([5] [61]),

obtenemos el sistema de ecuaciones

N-N = o-n + aTar] (5.46)
a

2 ~ 1 o ]_ o

N;—N; = 5 V- &+ 3 Din (5.47)

. ora

hij (5.48)

o o
Vi =i = Di&t Dj &+ 20—
de donde es claro ver que ninguna componente es invariante de norma por
si sola, ademas que tenemos una ecuacién escalar, una vectorial y una ten-
sorial acopladas. Sin embargo resulta conveniente usar una descomposicién

de Helmholtz para las cantidades vectoriales y tensoriales, esquematicamente
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escribimos como:

Vi = Dy VE+VT (5.49)
1

2 hij T(5.50)

o [ 1 o o l o [

T; = (DiDj -3 hisD Dl) DE+ D DV + T +
donde VE, ME son escalares4, T es escalar y corresponde a la traza del
tensor Tj;, mientras que D VIi=0y D MV, =0, i. e. son solenoidales
(transversos) y T;;" es transverso y sin traza es decir cumple D T =0y

otj
TT _
TIT = 0.

Con esta descomposicion la parte escalar del sistema formado por las ecs.

(5.46)-(5.48) queda expresado como®:

2 ~ o-a

2 . 1 1
WE-WE - laerly (5.52)
. o 0-a
Y=y = 2D; €+ Gn—— (5.53)
ME - p = 2¢ (5.54)

las dos tltimas ecuaciones se han obtenido de la ec. (5.48) tomando la traza
0 ij ., .

con f, . Nétese también que el escalar ©) F se ha expresado Ginicamente como

&. Podemos aplicar el cambio de coordenadas al tensor de energia-momento

del fluido perfecto y aplicar el mismo tipo de descomposicion para obtener

1Las etiquetas (V) y (T) identifican a que cantidad corresponde el escalar o vector
segln sea el caso.

SLas perturbaciones vectoriales (vorticidad) son suprimidas durante la expansién del
Universo, mientras que las tensoriales estdn asociadas a ondas gravitacionales.
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un segundo sistema de ecuaciones puramente escalares

5 0-a

0—06 = —3n
a
WhH_ W — _p¢

(1 + VQ)

ﬁ_ﬁ = 7767']0)

(5.55)

(5.56)
(5.57)

a partir de ambos sistemas (presentados también por Bruni et al. [26]) resulta

util encontrar una combinacion lineal tal que las cantidades del lado dere-

cho de las ecuaciones se cancelen, es decir encontrar cantidades invariantes

de norma. Con esta idea hemos construido 4 cantidades que corresponden a

aquellas dadas por Bardeen [5] solo que las hemos obtenido de forma covari-

ante en lugar de usar el espacio de Fourier:

b, = N_Q@T(N)E_Q%UV)E_E(agw)EjL@
a 2 a
1 1 olo - 1
oy = Ly Lplp g 4% (g Ly op
3 3 a 4
0ra o _ W
em = 0+3(1+w)~ (2WE - WE)
0ra (g, 1y
gg = 0+3(1+1p) . 2 E+§8T"’E

- (7)E> (5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)

Escribamos (5.58) y (5.59) estas expresiones en términos de la norma

sincrénica, que es esta notacién estaria dada por N =0, ME =0

o, = _% <@3(7)E+8TG@T(W)E)

a

1 1 olo 0-a
(I)B — _fy_gDDl (W)E_

0, Mg
3

a

(5.62)

(5.63)
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por otro lado en la norma newtoniana N = ¢, ME =0, WE =0y v = 6¢

>, = ¢ (5.64)
oy = (5.65)

en consecuencia las ecuaciones presentadas en la seccion 5.1 son idénticas a
las expresiones en términos de los potenciales invariantes de norma, por lo
cual podemos resolver el sistema para las variables ¢ y 1 y posteriormente
generalizar para ®4 y @5 [60].

Es cierto que la norma sincronica es muy popular ya que las ecuaciones
de evolucién para las perturbaciones surgen de manera mas simple e histéri-
camente fueron escritas primero en esta norma por Liftshitz (1964), inclusive
en algunas exposiciones parecen muy sencillas (Peebles [71]) sin embargo
en dicha norma existe todavia una libertad de norma que da origen a modos
espureos, mientras que en la norma newtoniana las coordenadas estan fijadas

completamente [60].
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Capitulo 6
Revision al efecto Sachs-Wolfe

La observacion de anisotropias en la temperatura de la radiacién césmica
de fondo (CMB) es actualmente la mejor prueba experimental con la que
cualquier teoria de formacién de estructura debe ser comparada con la fina-

lidad de analizar cuales teorias pueden viables o no.

Las fluctuaciones en la temperatura son gobernadas a grandes escalas an-
gulares (mayores a diez grados) principalmente por el llamado efecto Sachs-
Wolfe (ver figura 6.1). Este efecto consiste en el corrimiento tipo Doppler de
la frecuencia con que el observador mide a los fotones provenientes de la tulti-
ma superficie de dispersién producido por las variaciones en los potenciales
gravitacionales.

Se distingue entre dos tipos de efecto Sachs-Wolfe: el no integrado, que es
causado por los pozos y crestas de potenciales gravitacionales presentes en la
ultima superficie de dispersién; mientras que el integrado (ISW) ocurre en el
trayecto de los fotones desde la ultima dispersién hasta que son observados
en la actualidad.

Algunos modelos pueden presentar contribuciones adicionales al espectro
del CMB debidas al ISW, principalmente distinguimos dos: puede variar
la altura del primer pico [79], sin embargo usualmente este efecto solo se

asocia al Sachs-Wolfe no integrado que en épocas tempranas se correlaciona
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de manera complicada con el ISW; en épocas tardias el ISW alcanza su
méaxima amplitud contribuyendo al espectro del CMB principalmente para
[ <10 [42], [20].

Escala angular
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Figura 6.1: Grafica de la curva tedrica del espectro de anisotropias del CMB
usando el modelo estandar ACDM. La contribucién del efecto Sachs-Wolfe
se da principalmente para [ < 100. Los picos actsticos y la cola amortiguada
se han discutido en la seccién 2.2.

6.1. Derivacion estandar

Consideramos como procedimiento tradicional al que se encuentra en el
articulo de Sachs y Wolfe [84], sin embargo a pesar de la simplicidad que
presenta trabajar en el espacio de Fourier preferimos revisarlo al modo de
Padmanabhan [69] en el espacio de configuracién (y nos limitaremos al caso
plano, k£ = 0).

Consideremos pues el elemento de linea que corresponde a un universo

del tipo FRW perturbado y para el cual hemos fijado la norma sincronica
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(ver seccion 5.2)
ds® = dt* — a*(t) [6ij — evij(x,1)] do'da? (6.1)

un fotén emitido en ¢ = £, es detectado por un observador que se mueve sobre
una geodésica nula en t = t4. Sea el vector unitario que apunta de la fuente

al observador 3k’ entonces la ubicacién del fotén en cierto tiempo t serd
= k' T(t) (6.2)

donde el tiempo conforme se ha definido como

r(t) = / % (63)

consideremos dos observadores localizados en ' y z'+dz" en la trayectoria del
foton. La separacién entre los observadores en cualquier tiempo ¢ esta dada

por:
0l = (—gyox'oa?)'/?

1 o
X a (1 — 5% k! 3k9) (6.4)

que hemos dejado a primer orden en €, con esto, el cambio de §l esta dado

por:
dol d a 1 o
= — =l —(1 o~ (2 e 3t 3L
v 7 dl dt(n 1) (a 5 €7 k k)él
a1 aeiges
= (5—56%3‘ °k 3143]) ot (6.5)

donde hemos usado el hecho de que 6l = 0t para los fotones. La velocidad

propia de un observador respecto del otro es v entonces el corrimiento al rojo
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del fotén esta dado! por

_dw a L . 370374

ow a
donde w es la frecuencia del fotén, notese que los primeros términos ( — = —5t)
W a

corresponden al corrimiento estandar en el fondo, por lo que resulta 1til ree-
scribir la ecuacién anterior como:
d(wa) 6(Ta) 1

_Ta) L sy |
wa Ta 26% 0 (6 7)

donde hemos usado el hecho de que el cambio en la frecuencia es proporcional
a un cambio en la temperatura medida, i. e., dw ox 0T. Integrando a lo largo

del camino del fotén de t, a t; tenemos que:

Tdad 1 ta . E hign
In (Teae) = 5/155 Yy [t, 2" ()] k' Pk dt (6.8)

en ausencia de perturbaciones T' oc @™}, los fotones emitidos del cuerpo negro

en la época en que la temperatura del Universo era T, se observaran como
Teae . : .
fotones del cuerpo negro a temperatura —— = T, mientras que la diferencia

Qq
entre las temperaturas T, y Ty sera del orden de € entonces podemos escribir

el lado izquierdo de la ec. (6.8) como

7.\ . (Ty+eT 5T
w(7) (M 5) =% o

lo que nos permite escribir

6T 1 [ N
= = 5/ Yig [t 2 ()] kPRI dt (6.10)
0 te

IEn una regién infinitesimalmente separada las leyes de la relatividad especial son
validas
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que relaciona las variaciones en la temperatura con la proyeccion de las per-
turbaciones de la métrica en el camino de los fotones y donde la integracion
del lado derecho (de acuerdo con Padmanabhan [69]) da origen al efecto
Sachs-Wolfe.

6.2. Corrimiento Gravitacional de la Luz

Obtendremos una férmula general para el corrimiento al rojo puramente
gravitacional basado en el formalismo 3+1 de la seccion 3.4. Después la apli-

caremos al caso cosmolégico para obtener el efecto Sachs-Wolfe.

W%‘D*/
( )
7

Figura 6.2: Un fotén viaja desde p. a pg, donde dos observadores normales a

las hipersuperficies ¥, y ¥, miden su frecuencia.

Para nuestra formulacién consideremos un fotén cuyo vector tangente
a

a su trayectoria (geodésica) estd dado por k% = N y dos observadores
normales a Y; caracterizados por sus 4-velicidades n¢ y nd (figura 6.2). El

observador que se encuentra en la fuente del foton observara una frecuencia

dada por w, = —k“n,|,, mientras que un observador que detecte ese mismo
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fotén observard la frecuencia dada por wy = —k®n,|,, donde p. y pg estan
caracterizados por las coordenadas x%(\.) y x%(\g) respectivamente, de esta
forma podemos escribir w, = w(z*(\.)), wa = w(x*(\g)), ademds podemos
decir que Ay = A, + A\. Consideremos pues la diferencia entre las frecuencias

(corrimiento de luz) de manera que:

wi —we _ w(a*(Aa)) —w(z*(Ae))

= A1
AN AN (6.11)
y tomando el limite en que A\ — 0 podemos escribir
dw dz®
Do
= k"V,w (6.12)

En este punto nos permitimos escribir como hemos hecho arriba w =
—k%n, v reemplazando en el segundo miembro de a ecuaciéon anterior pode-

mos expandir y obtener

dw

= — kP, Vok® — KKV yn, (6.13)

donde el primer término del lado derecho se anula idénticamente?, mientras

que el segundo término puede ser escrito mediante la curvatura extrinseca?

Ccomo d
% = kK (K + nyDy In N) (6.14)

Ahora podemos considerar la descomposicién 3+1 del vector k¢ = 3k +

2kbVpke = 0 es la ecuacién de las geodésicas
3Escribimos —Vyng = Kap + agny = Kap + 1y Do In N dada por Gourgoulhon en [35)
y que se deduce de la definicién de Ky ec. (3.31).
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wn® y escribir la ec. 6.14 utilizando los vectores normalizados? k% como
d o .
% _ (%a 30K, — 3k°D,In N) (6.15)

que es la formula mas general para el corrimiento gravitacional de la luz,
ademas de que es independiente de la teoria utilizada pues no hemos nece-
sitado ninguna ecuacién de campo en su derivaciéon sino sélo hemos usado

propiedades cinéticas del espacio-tiempo y los “potenciales” de la métrica.

Una de las propiedades mas importantes de esta formula es que no toma
en cuenta el movimiento relativo de los observadores® (corrimiento de luz de-
bido a la Relatividad Especial), pero como veremos més adelante si toma en
cuenta los efectos de arrastre debidos a la geometria del espacio-tiempo. Me-
diante esta expresiéon deduciremos la ec. (6.10), pero antes veremos algunos

ejemplos de su aplicacion.

6.2.1. Ejemplo: Espacio-tiempo estatico y esféricamente

simétrico.

Consideremos una métrica estatica con simetria esférica, esto es, aquélla

con el elemento de linea

ds* = —N*(r)dt* + A*(r)dr® 4+ r*dQ? (6.16)

Sk.a

4Podemos escribir k% = ya que

9abk k" = (hap — nanp) k" = *k* *ky —w® =0

de donde se sigue que w? = 3k® 3k,.

SEsto se puede ver directamente de la ec. (6.15), en donde se observa que para un
espacio-tiempo plano, N = 1, K, = 0, no hay corrimiento gravitacional de luz, ni el
Doppler usual de la Relatividad Especial.
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en este caso los observadores normales® a Y, son estéticos, esto es,

nt — (ﬁ,o,o,o) (6.17)

ademds para este caso K, = 0, con lo que podemos sustituir en la ec. (6.15)

para obtener
dw dwdr dw -

krdlnN
AN drdx  ar’ T TN Ty

notese que hemos usado el hecho de que debido a que los potenciales de la

(6.18)

métrica (N, A) son solo funciones de la coordenada radial, la frecuencia del
fotén emitido también serd solo funcién de esta coordenada, i. e., w = w(r),

entonces obtenemos la ecuacion diferencial
dlnw=—-dInN (6.19)

que podemos resolver integrando desde t. a t4 para obtener la relacion

wa _ N(re)
we  N(rg)

(6.20)

en el caso de la métrica de Schwarzschild (para la cual N%(r) = 1 — %)

obtenemos la relacién usualmente presentada en la literatura [104]

(6.21)

6.2.2. Ejemplo: Espacio-tiempo de FRW

Consideremos el caso del modelo de FRW sin perturbar, esto es la métrica

con la forma de la ec. (2.1), que nos resultard util mas adelante. Para este

a
caso hemos visto en la ec. (4.42) K, = ——hg, v los observadores normales
a

a a
6Coinciden con el vector de Killing temporal ¢ = <8t) ortogonal a ¥;.
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son comoviles i. e.
n* = (1,0,0,0) (6.22)

con lo que obtenemos sustituyendo en la ec. (6.15)

dw  dw dt N

dt
donde podemos sustituir oo k° = w para obtener la ecuacién diferencial:
dlnw = —dlna (6.24)

cuya solucion integrada desde t. a t; podemos escribir de la forma

w e
= (6.25)
We Qq

Esta formula provee el corrimiento de luz debida a la expansion del Uni-

Verso.

6.2.3. Ejemplo: Espacio-tiempo estacionario y axial-

mente simétrico

Consideremos un espacio-tiempo estacionario y con simetria respecto de

un eje, en forma general escribimos el elemento de linea como

ds> = — [N?(r,0) — Ny(r,0)N?(r, ¢)] dt*—2Ny(r, 0)dtdp+A*(r,0)dr’+r’dQ2°

(6.26)
en este caso vemos que la componente angular Ny (r, #) del “shift” dard lugar
a efectos de arras%re. Palxxmeste caso los observadores normales tienen ve-

locidades n® = N 0,0, N~ ) que por simplicidad ubicaremos en el plano

ecuatorial, i. e. § = 7. Calculando la curvatura extrinseca y proyectéandola
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con 3k y 3kb para posteriormente sustituir en la ec. (6.15) tenemos

3h S Ky = — 30, (= ) — 7 3y ne (6.27)
a tUr N oUr N .
s 3L o 3pa o 3Li _ spe o o dr
Ahora podemos sustituir *k; = ¢4, °k® = gu°k' = —Ny°k®, 7 = %
3ky = L donde L es el momento angular del fotén’, con lo cual el lado

dr L
derecho de la ec. (6.27) se puede escribir como —éﬁ&nN s,

La ecuacién (6.15) para el corrimiento al rojo queda de la forma

dw dwdr dr L w dr
T T ZHN - ZH N 2
dA dr d\ dA NaT Nd)\aT (6:28)

que lleva a la ecuacién diferencial
1
dw = = (LAN? + wdN) (6.29)

que podemos integrar para encontrar la solucién

w(r.)  N(rg) [1—£N?(r.)]
w(rg)  N(re) [1— £No(r,)] (6.30)

donde F = —k%y,, L = k%), son las constantes de integracién a lo largo del

camino de los fotones asociadas a los vectores de Killing temporal y espacial

o\ a1\
Xt = (E) y Y = (8_¢> respectivamente, ademés podemos tomar que

"Asociado al vector de Killing espacial 4® tal que

L = Pk’ = gak
= 903k’ = govk’

pero con la definicién de 3k,

3k = ko—wng

b
= gabk — Wng

y como ng = 0, entonces 3ky = ggppk® = L.
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la deteccion de los fotones se realiza muy lejos de la fuente, esto es ry — oo

y simplificar la solucién escribiendola como

We = @ (1 - %Nj) (6.31)

donde hemos asumido que el espacio-tiempo es asintéticamente plano, i. e.
Ny — 1, N2 — 0.
Noétese que la expresion (6.30) para el corrimiento al rojo es la misma que

se obtiene de manera directa utilizando los vectores de Killing®.

6.3. Nueva derivacion del efecto Sachs-Wolfe

6.3.1. Norma Sincronica.

Consideremos el elemento de linea que corresponde a un universo del tipo

FRW perturbado en la norma sincrénica esto es
d82 = —dtQ + (;z” +6%j)da:ida:j (632)

donde ;Lij esta dado por la ec. (2.1), calculamos la curvatura extrinseca (para

a o €
este caso K;; = - hij —5@%) y sustituimos en la ec. (6.15) obteniendo la

1 N?
8 A partir de w = —k,n® donde n® = Nxa + Wz/)“ entonces

1 1
_  _ a @ a\ _ _ _ ¢
w = (kax + N k‘ad)) N( E+LN)

Il
=zl
RS
—
|
&
=
S
SN—

por lo tanto
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expresion
dw dwdt — dw =, i
D@ Ya Y ( o "2 M RO (6.33)
que podemos reescribir como
dlnw dlna dlnwa € 3:, 34
i tTa T a2 MR (6.34)

que es una de las expresiones que ya habiamos obtenido en la seccién 6.1 [ec.

(6.7)] y por los mismos argumentos podemos recuperar la ec. (6.10).

6.3.2. Norma Newtoniana.

Utilicemos ahora la norma newtoniana y recordemos que en esta norma
. a o a a, o
N? = 1 + 2e¢ mientras que K;; = —— h;; +e (—3tw+¢— — 2¢—) hij,
a a a
ademds tenemos que para los fotones se cumple la condicién gq.,»k%k® = 0 que

explicitamente podemos desarrollar como
Gook k" + 3ga 2k 2k = —p° % + pp, = 0 (6.35)

de donde hemos definido las cantidades

w = —n.k* = NEK°
= p° = ook = (1+ep)k’ (6.36)
Pt = gtk = (1+ep)’k° (6.37)

donde no hay suma sobre los indices repetidos en (6.37). Ademas es ttil

despejar k° y 3k% de manera que

K = (1—ep)w (6.38)
e = (1 —e)p” (6.39)
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con lo que podemos calcular 3k® 3kb = (1 — 2e))p*p? con la condicién de que

P*pa = 1; asi directamente podemos sustituir en la ec. (6.15)

dw dwdt w2 {_g Te (_atw + ¢g) — € 3,1%“Da¢] (6.40)

d\  dtd\
donde hemos utilizado la aproximacién lineal de la funcion logaritmo de tal

forma que D, In(1 + €¢) ~ D,ep. De acuerdo con (6.38) podemos expresar

dt
= k% = (1 — e¢)w y despejar para obtener

dX
R T T (6.41)
wdt a " rTe ¢ '
a dz®
= — (g + €0y + e Da¢> (6.42)

por otro lado al calcular la derivada del potencial ¢ respecto del tiempo

dgp 0¢  da' 0
dt ot  dt Or

que al sustituir en (6.41)

dv @ (aw d¢ a¢)

ot dt Ot (6.43)

_ = —— — €
wdt a
podemos integrar facilmente esta expresion ademds que de las ecuaciones
de Einstein para la época dominada por materia en el contexto de la GR
¢ = —1, por otro lado hemos visto en la seccion 6.1 que w o< T' con lo que los
dos primeros términos pueden combinarse de tal forma que podemos escribir

5T |' " 0¢ [Z(t), 1]

T = ¢(fe, te) - Qb(l'_)d, td) + 2 at dt (644)

T

te

que es la expresion més sencilla del efecto Sachs-Wolfe [50] y relaciona las

variaciones en la temperatura de la CMB con la diferencia de los potenciales
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“newtonianos” gravitacionales al momento de la emision y de la deteccidn,
por otro lado el iltimo término corresponde al efecto Sachs-Wolfe integrado
y no contribuye a las anisotropia primarias ya que 0;¢ = 0 en la época de
dominacién de materia [106].

Recordemos que la férmula (6.15) es independiente de la teorfa estudiada
y solo hemos usado las ecuaciones de campo de la GR en el tltimo paso de
la deduccion del efecto Sachs-Wolfe. Resultara 1til obtener el efecto Sachs-
Wolfe en el marco de las Teorias Escalares Tensoriales para compararlo con
las observaciones, con el fin de obtener cotas a la teoria. Para ello recordemos
que la contribucion estimada del modelo estandar de este efecto a la CMB
es menor a 3x107° K [60].




Capitulo 7
Conclusiones

En este trabajo hemos proporcionado una revision del panorama cos-
moldgico actual, hemos expuesto los problemas que los modelos cosmolégicos
basados en la Relatividad General enfrentan y hemos mencionado como las
teorias alternativas de la Gravitacion han surgido desde distintas perspectivas

con la finalidad de reemplazar a la GR.

Dentro de ese contexto hemos encontrado la motivacién para revisar el
modelo estandar y entender los elementos que un modelo alternativo debe
contener. Ademads se han mencionado algunas de las observaciones impor-
tantes que han ayudado a descartar y acotar algunos de los modelos cos-

moldgicos alternativos que se estudian en la actualidad.

Nos hemos enfocado en proporcionar una revisién de las Teorias Escalares
Tensoriales en su forma mas general sin limitarnos al caso de la teoria de
Brans-Dicke. Hemos mencionado también algunas ideas histéricas predece-
soras de estas teorfas asi como los elementos tedricos que consideramos im-
portantes para seguir estudiando los modelos basados en estas teorias. Entre
dichos elementos hemos mencionado como las STT modifican de manera
relativamente sencilla a la GR de Einstein y la contienen en el limite en
que F(¢s) = cte., o equivalentemente wpp — 00, ademds de contar con

predicciones tedricas no presentes en la GR, de las cuales hemos revisa-
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do brevemente las mas importantes: la escalarizaciéon espontanea de objetos
compactos y la polarizaciéon de ondas gravitacionales. Por otro lado hemos
mencionado que la descomposicion 341 nos permite tener un problema de
Cauchy bien definido para estas teorias, lo cual abre el camino para evolu-
cionar numéricamente el sistema de ecuaciones y continuar en esta linea de
investigacion.

Interesados en obtener un modelo cosmolégico y de formacion de estruc-
tura hemos obtenido para las STT una formulaciéon en términos de per-
turbaciones hasta primer orden en un parametro perturbativo que hemos

denominado € y para un fondo arbitrario, seccion 4.2.

Con el fin de aplicar nuestros resultados al caso cosmolégico hemos pro-
puesto en primer lugar que el Universo de fondo corresponde a un modelo de
FRW, condicion que asume también el modelo estandar. Esto nos ha permiti-
do identificar términos que se anulan idénticamente debido a la homogeneidad

e isotropia.

Sin embargo, las ecuaciones de orden e continuaban siendo complicadas
por lo que la eleccién de una norma nos podria permitir algunas otras sim-
plificaciones ademés de darnos mas informaciéon de las observables fisicas.
Como ya hemos mencionado la norma sincronica puede ser muy atractiva
debido a que algunas de las ecuaciones pueden ser mucho mas sencillas pero
como analizamos, ver seccion 5.3, en general esta norma no nos proporciona
un formalismo invariante de norma directamente, dejando modos de nor-
ma, espureos, por lo cual creemos que la elecciéon mas natural es la norma
newtoniana que aunque pueda proporcionar ecuaciones un poco mas compli-
cadas permite realizar la generalizacién en términos de invariantes de norma,
ademas de que la interpretacion de los potenciales newtonianos ¢ y 1 se ha

discutido mucho en la literatura [5].

Finalmente en el contexto de la radiacién césmica de fondo hemos revisa-
do el efecto Sachs-Wolfe, que es una de las contribuciones mas importantes a

las anisotropias primarias y hemos proporcionado una deduccion alternativa
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a los enfoques usualmente usados ([60], [50], [69]), en donde la principal carac-
teristica de nuestra deduccion radica en la utilizaciéon de una nueva férmula
general para el corrimiento gravitacional de luz, la cual es independiente de
la teoria métrica, es decir, no se emplean las ecuaciones de campo de la
teoria. La propuesta de este enfoque desemboca en la futura utilizaciéon de
esta férmula en el marco de las STT para obtener el efecto Sachs-Wolfe cor-
respondiente, a partir de lo cual serd posible obtener cotas de los parametros
libres de los modelos particulares que se propongan.

Pretendemos que este trabajo sea una guia para futuros trabajos numéri-
cos de formacion de estructura y en particular se pretende que con los resulta-
dos expuestos pueda realizarse una modificacién al cédigo de CMBFAST [94]
para incluir los términos del campo escalar e investigar como las anisotropias
de la CMB pueden reproducirse en el contexto de las STT, sin quiza intro-

ducir una constante cosmologica.
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Apéndice A

Conservacion del tensor de

energia-momento.

En el marco de Jordan la identidad de Bianchi V,G% = 0 garantiza la

conservacién de 7% . (el tensor de energfa-momento de la materia), esto es

matt

V%, =0 (A-1)

matt —

que va en completa correspondencia con el principio débil de equivalencia de

Einstein.

Escribamos el tensor de energia-momento como suma de todas las con-

tribuciones:

Gesr

T, A-2
GO ab ( )

Ge
T = =2 |14, + 15, + T | =
0

Ge 1
de donde podemos escribir G]; r_ S ademads al conocer be y T Jecs.
(3.5) v (3.6)] obtenemos
1 - 1

Tab = {Va(f/vb¢s) - gabvc(flchss)

g ™ 8
+va¢svb¢s — Gab |:%VC¢SVC¢S + V:| + T;Zatt} (A_?’)
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que junto con las ecuaciones de Einstein G, = 87GoT,, implica

1 -
Gab = mTabv (A_4)

ahora lo que nos interesa es calcular V,G% = 0 para lo cual nos resulta ttil
recordar que para cualquier cantidad funcién de ¢ se cumple que V, f(¢s) =

1 (9s)Vas, entonces usando (A-4) tenemos que

Tab 1 _ a
Va (7) = ?VaT“b — FT‘”’VQ@ =0 (A-5)

tomando explicitamente (A-3) llegamos a

1

7 [Vaf"Ve0 V0 + ['NV20 V05 + ['V VNV G5 + Vo f VIV, +
f/vavavb¢s - gabvaf/lvc¢svc¢s - gabf//vavc¢sv8¢s - gabf,/vc¢svavc¢s -
9V 'V s — g [N VPO + VIV + V9,V Vo, —

gabvavc¢svc¢s _ gabvav —+ vaTngtt] — F’f‘abvagbs =0 (A_G)

simplificando podemos obtener

1

7 Va6, 4 [0 s 4 [TV, [VVHT s~

[’V eps VIV, — [NV + VIV s + VIO,V V00, —

i
VYT, = VIV + VT ] — 5TVt = 0 (A7)

la manera mas facil de simplificar esta expresion es analizar los coeficientes

de las derivadas de f por separado, asi para el coeficiente sin derivada de f

tenemos:

VQVb(Z)s + Va(bs(vavb(z)s - vaaQbS) - v2¢’svb¢s (A‘8)
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donde hemos puesto V,V?p, — V°V,0, = 0 puesto que [V,, V)¢, define la
torsion, que en el espacio que estamos trabajando es cero. Ahora analicemos
el coeficiente de f:
V. V'Vl — V'V, Vi, =
gacgbd<vavcvd¢s - vdvavc¢s) =
9“g" (Vo VeVabs — RyuVeds — VaVaVeps) = R¥V.p, (A-9)

mientras que el coeficiente de f”

va¢svavb¢s + va(,bsvavb(zss - vbva¢sva¢s - Va¢svbva¢s -
va¢s(vavb¢s - vbva¢s) + va¢s<vavb¢s - vbvad)s) = (A‘]-O)

por lo que sustituyendo (A-8)-(A-10) en (A-7) y tomando en cuenta (3.3)

1 1 r_
VaGab = ? f/Rbev€¢8 - §Vb¢sf/R + vaT#ml:ztt - ﬁTabva(rbs -
1 r_
? [f/ve¢sGbe + vaT;l;tt] - FTabva¢s =0 (A—ll)

finalmente usando (A-4) obtenemos

V.1

a

tt:O

Tab
ahora de la ec. (A-3) podemos tomar V, ( 7 ) como

Tab [ 1 f ab ¢ ab ab
Va F = Va T (T +T + Tmatt)

—

= V. |= (17 “b+T¢“b)] +Va (%Tg@tt)

£

(1 1
- v, F(TfabJrTW)] +T% VY, (F) = 0 (A-12)




116 Conservacion del tensor de energia-momento.

donde hemos usado que V,7% . = 0 y se puede concluir que

1 1
V. F (Tf ab + T¢ ab):| — —T#Ll;ttva (F) (A—13)

. | .
es decir, la combinacion Vo (Tf ab 4 T “b) solo se conserva cuando las tnicas
contribuciones al tensor de energia-momento aquellas asociadas a la presencia

del campo escalar ¢y, i. e. en ausencia de materia.




Apéndice B
Soluciones exactas.

Entre las soluciones mas importantes discutidas por Faraoni encontramos
la de Nariai Generalizada que corresponde a una solucién en potencias para

un modelo FRW plano (k = 0) con V(¢,) = 0, en general se escribe como

a(t) = ao(t — 7)) (1 — 1), (B-1)
Os(T) = o1 — 1) (1 — 7)), (B-2)

donde
¢ = - (B-3)

314w —7)F /2]

14 /238
- > (B-4)

l+w2—7)F —2w;3

S+t

donde ag, ¢g y 7+ son constantes, ademés de que 7 esta definida por el

cambio de coordenada

(B-5)

mientras que w > —3/2 es un parametro libre de la teorfa, y 7 es el pardmetro

del fluido correspondiente.
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Faraoni también discute soluciones para modelos del tipo FRW cerrados
(k = 1) y abiertos (k = —1) con V(¢s) = 0. Una de las soluciones mas
interesantes que presenta es para el caso en que V(¢,) = m?¢?/2, sin imponer

constriccion en la curvatura, y en términos del tiempo conforme n dado por

dt
dn = = B-6
= (B-6)
y las variables
2w+ 39!
X = — = B-7
12 ¢ (B-7)
a/ ¢/
Y = — - B-8
a 2¢S7 ( )
2
Z = Sd, (B-9)

donde lo primado implica derivacion respecto de 77, podemos obtener el sis-

tema dindmico:

4 — 3y Z
X' = —2XY Y2 - X2 -2 4k B-1
+ = ( et ) (B-10)
2—-3
Vo= 7(1/2—)(2+1~c)—2)(2+%z, (B-11)
7' = 27Y, (B-12)
donde se ha utilizado
1 [2w+3
A== B-13
5 3 (B-13)

y se ha asumido que w > —3/2. Los puntos criticos del sistema dindmico

dependeran de la curvatura empleada y del valor del parametro del fluido ~.




Apéndice C
Teoria de Perturbaciones.

Consideremos una familia de variedades 4 dimensionales M, que pode-
mos agrupar para formar una variedad 5 dimensional N (ver figura C.1).
Identifiquemos una de las M, para la cual ¢ = 0, ademé&s prescribimos una
congruencia de curvas & en N que permite identificar que puntos en M,

corresponden a que puntos M,. Las curvas £ son tales que
1. existe una curva £ que pasa por cada uno de los puntos de N,
2. cada curva £ intersecta a M, solamente una vez,

aparte de estas caracteristicas, la eleccién de esta congruencia es completa-
mente arbitraria.

La congruencia es llamada PIM (Point Identification Map), cada PIM
particular tiene asociado un campo 5-vectorial! X tangente a &, donde el
flujo de X es una familia de mapeos h. : N — N, esto como consecuencia
directa de (1) y (2), ademés esta familia de mapeos es tal que h (M) = M..

Entonces podemos decir que M, es la perturbaciéon de M,.

IEste es aquel cuyo generador esta dado por

o (9)
x = (5)
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Figura C.1: Variedad 5 dimencional N formada por las variedades M., ademas
la congruencia prescrita de curvas £ (PIM).

En este punto podemos construir una carta? en N, i. e. 2 = (2% ¢),
donde x%(he(po)) = x%(po) y 2*(he(po)) = €, esto es que los puntos asociados
por el PIM tienen las mismas coordenadas espaciales.

Consideremos ahora un campo tensorial (). en cada M., usando el pull-

back h*. podemos expander

QX =h *e Qe = QO + eh *e (’CXQe) + 0(62) (C_l)

donde hemos renombrado a ) x como el pull-back de la variedad Q). realizado

con el flujo X del mapeo €.

2Aqui el indice A toma valores de 0, 1, 2, 3, 4; mientras que a toma valores 0, 1, 2, 3
en correspondencia a la notacién del resto del trabajo.
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Notese que los dos términos del lado derecho (despreciando los de orden

€?) son evaluados en My, ademéas conviene renombrar?

QX =h *e (‘CXQG) (C'Q)

sin embargo, todo esto se ha realizado para un PIM arbitrario que conserva

las coordenas espaciales definidas en Mj.

Entonces de manera mas general podemos considerar dos PIMs tal que
ambos cumplan (1) y (2), pero que no conserven las coordenadas impuestas
en My, pero que para un € dado respeten la foliacion, es decir aquellos cuyos

generadores sean4

a a
M ye = (< mge ]
(2) 4 o e
@xe= (2 a+ @@ga (C-4)
Oe

donde las ©% inducen los cambios de coordenadas en M., esto es el cambio de
norma. De acuerdo con (C-1) podemos escribir los pull-back realizados por

estos mapeos (V¢ y ¢ como

Qux =Qo+Qux (C-5)
Qax=Q+Quex (C-6)

en el caso en que Q o)y = @ 2y se dice que @ es invariante de norma, sin

embargo en general eso no es cierto.

Teorema 1. Sea ¥V =R x M — M una familia uniparamétrica de difeomor-

fismos, entonces 3 oW, ... o® . grupos uniparamétricos de difeomorfismos

o
3Nétese que Qq corresponde a () usado en los otros capitulos.
1La etiquetas (V) y @) se utilizaran a partir de este punto para diferenciar entre los dos
mapeos que nos interesan, es decir aquellos que no conservan las coordenadas espaciales.
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de M tales que:

Wy =-opfo-o 90(33 o (C-7)

kl

donde los campos vectoriales ((1y,((2), ---, (k) --- SOn los generadores de W

La ec. (C-7) define lo que se conoce como difeomorfismo de caballo (Knight

diffeomorphism, ver figura C.2, [97])

Figura C.2: La accién de un difeomorfismo de caballo ¥, de rango 2 generado
por () ¥ ()

Lema 1. El pull-back V)T de un campo tensorial T' definido por una familia
uniparamétrica de difeormorfismos de caballo W con generadores ((1y, ..., k), ---

puede desarrollarse alrededor de X = 0 como

+oo too Nat2lot. kgt

Ll I
Ul = ZZ Z kvlk..l1!l2_...lky...‘CC(l)EC(m"'ECIZW”T

Lh=013=0 ;=0
(C-8)

Las demostraciones las ha presentado Bruni et al. [26].
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El teorema (1) nos permite usar (C-8) y truncar la serie para expresar
(C-5) en términos de (C-6) esto es

2

A
Qoxr=CQux i+ AL, Qox i+ o (Eﬁ(l) + Ec@)) Qex i+ ... (C9)

donde en este caso (1) = P& — Dy (o) = V¢, D¢ definen el cambio de
norma.

Noétese que a primer orden en A

RQoyx = Qux x+ AL¢, Qex a (C-10)

que es lo que se ha utilizado en la seccién (5.3) para seleccionar la norma.
Para una revision mas detallada al respecto de la teoria de perturbaciones

en varidades diferenciales se recomiendan [5], [61] y [97].
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Apéndice D
Compatibilidad de resultados

Durante la obtencion de las ecuaciones presentadas en el capitulo 5 nos
hemos preocupado de revisar la consistencia de nuestros resultados con aque-
llos reportados en la literatura procurando que bajo las consideraciones ade-
cuadas recuperemos las ecuaciones de diversos autores. Este apéndice se pre-
senta como un resumen de dichas comparaciones.

Pretendemos no solo mostrar como nuestros resultados son compatibles
(y en cierta forma justificar su validez) sino también facilitar la modificacién
de nuestras ecuaciones a las distintas notaciones empleadas si asi lo requiere

el lector.

D.1. Compatibilidad con Peebles

Peebles en su libro The Large-Scale Structure of the Universe [71] obtiene
las ecuaciones que rigen las perturbaciones en la norma sincrénical, para el
caso particular de FRW en que k£ = 0, sin contribuciones del campo escalar.

Por lo tanto en la notacién de Peebles la 3 métrica de fondo (}OLU en nuestra

notacién) corresponde a ¢;;, mientras que las perturbaciones asociadas (7;; en

!La signatura de Peebles es (4, —, —, —), contraria a la nuestra.
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nuestra notacién) se denotan® por —h;;. Ademds Peebles deja expresadas sus
ecuaciones en términos de las componentes del tensor de energia-momento
Tap. Asi la constriccion de momento ec. (5.31) coincide idénticamente con la
segunda expresién de (82.9) de [71].

Por otro lado la ec. (5.32) deberd corresponder con la tercera expresion de
(82.9) sin embargo nosotros hemos sustituido explicitamente ®R;; que Peebles
solo ha dejado indicado, ademas que del lado derecho de nuestra ecuacién
hemos despejado? el término que contiene S‘JZ mientras que Peebles ha dejado
la expresion equivalente a So; — 2.57.

La primera expresion de (82.9) es un poco mdas complicada de obtener
ya que no coindice con nuestra constriccién hamiltoniana, ec. (5.30), en el
sentido de que nosotros hemos despejado la componente 0-0 del tensor de
energia-momento, mientras que Peebles ha dejado la expresién para S,

Finalmente la ecuacién de conservacién de la energia* ec. (5.35) coincide
idénticamente con la ec. (85.8) (excepto por el signo de la traza de las per-
turbaciones v antes mencionado) mientras que la ec. (85.9) puede hacerse
coincidir con la ec. (5.36) al expandir el primer término y dividir todo entre
1+ 1.

D.2. Compatibilidad con Mukhanov et al.

Mukhanov et al. en su trabajo Theory of Cosmological Perturbations [60]
obtiene también las ecuaciones de evolucién de las perturbaciones para el
caso sin campo escalar y para el modelo inflacionario implementado con un

campo escalar acoplado minimamente a la curvatura y sin materia.

2El cambio de signo en la definicién de las perturbaciones conlleva a la, correspondencia
global de signos en algunas de ecuaciones aqui mencionadas.

3Utilizando la ec. (5.30).

4En este punto conviene aclarar que Peebles no concidera las contribuciones que hemos

~ oli o .
denotado por ¥, ademds de que los términos en ec. (5.36) (8,;Dl [ fy“) hemos

probado que son cero para el caso plano.
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En cuanto a la notacion, Mukhanov maneja la signatura contraria a
nosotros (+, —, —, —), mientras que uno de los potenciales newtonianos mane-
ja un cambio de signo, es decir en nuestras ecuaciones es necesario cambiar
1 por —1) para que las ecuaciones coincidan. Ademds, recordemos como ya
hemos mencionado en el capitulo 5 que en este caso las expresiones a com-
parar son aquellas escritas respecto del tiempo conforme 7. Es importarte
notar que para Mukhanov la derivada covariante de la métrica inducida en
las hipersuperficies (denotada con subindices |;) corresponde en nuestra no-
tacién con aD;.

Con todo lo anterior en cuenta es facil ver como las ecs. (5.14)-(5.16) de
Mukhanov coinciden con aquellas que hemos enunciado en el capitulo 5, ecs.
(5.21)-(5.23) una vez que hemos quitado la contribucién del campo escalar®.

En Theory of Cosmological Perturbations, también se presentan las ecua-
ciones para el acople minimo del campo escalar sin contribuciones de materia,
para lo cual se identifica [? = L, con lo cual las ecuaciones (6.40)-(6.42) de
[60] se identifican con ecs. (5.21)-(5.23), mientras que la ecuacién de Klein-
Gordon, ec. (5.25) coincide con (6.46).

D.3. Compatibilidad con Ma y Bertschinger

El trabajo de Ma y Bertschinger [55] nos ha servido para comparar las
ecuaciones de evolucion y de conservacion en ambas normas, sin embargo en
dicho articulo solo se obtienen las expresiones para el caso del modelo de
FRW con k = 0, ademés de que se trabaja en el espacio de Fourier®.

Respecto de la notacién de la norma newtoniana es importante tener en
cuenta que los potenciales newtonianos han sido nombrados a la inversa y
con una variacién de signo, es decir los que para nosotros son ¢ y v, tienen

que ser identificados con 1) y —¢ respectivamente.

®Notese que el cambio en la signatura afecta a la ec. (5.22), cambiando el signo de T}.
6Esta particularidad es ficilmente resuelta considerando de acuerdo con Carloni et al.
[14] que —k? en el espacio de Fourier corresponde a a2V? en el formalismo covariante.
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En particular, olvidandonos de los términos que dependen del campo
escalar, nuestra ecuacion (5.21) coincide con las ec. (22a), mientras que para
hacer la correspondencia de la ec. (5.22) con la ec. (22.b) sera necesario tomar
V¢, para que aparezca —k? del espacio de Fourier. Podemos observar que la ec.
(22.c) corresponde idénticamente con la ec. (5.24). Finalmente las ecuaciones
de conservacién de energfa y momento’, ecs. (5.26) y (5.27) coinciden con las
expresiones dadas por (29) de [55].

En cuanto a la norma sincrénica la notacion a resultado un poco mas
complicada de interpretar, nosotros hemos dejado nuestras expresiones en
términos de las perturbaciones asociadas a la métrica «;;, que hemos mostra-
do en el seccién 5.3 que tienen dos escalares asociados, el primero corresponde
a la traza -y, mientras que el segundo lo hemos denotado por M E, el cual
hemos encontrado que se relaciona con 1 de la forma que V2 O E ~ 1.

Finalmente mencionamos, omitiendo las especificaciones ya citadas, que
las ecuaciones de conservacién de energia y momento, ecs. (5.42) y (5.43)

coinciden con las expresiones (28) de [55].

D.4. Compatibilidad con otros autores

Cabe senalar que hemos revisado otros autores como Nakamura [61] y
Liddle [50], pero evitamos hacer la comparacién detallada al respecto. Acer-
ca de Nakamura basta decir que las expresiones que obtiene a primer orden
(5.16)-(5.18), para el caso sin campo escalar, y (5.31)-(5.34), en el caso de
acople minimo, coinciden con las de Mukhanov [60] que ya hemos menciona-
do. Por su lado Liddle presenta las ecuaciones de conservacion de energia y
momento en la norma newtoniana, ecs. (14.141) y (14.142) que son idénticas

a las expresiones (29) de Ma y Bertschinger [55].

"En [55] solo consideran las perturbaciones Y,; del fluido perfecto, i. e., Xgg = ¥g; = 0.
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