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Introduccion

La definicién de la dimensién de un espacio topoldgico estd dada de ma-
nera inductiva en términos de la frontera de algunas vecindades bésicas.

Como la propiedad de ser un punto frontera de un conjunto es un invari-
ante topoldgico, se desprende facilmente que, los homeomorfismos preservan
la dimensién del espacio, es decir, la dimensién de un espacio es una propiedad
topoldgica.

Esta forma de definir la dimensién de un espacio topolégico es conocida
como dimensién small. Existen otras definiciones de dimensién como lo son
la definiciéon mediante cubiertas abiertas y otra que se basa en vecindades ce-
rradas conocida como dimension large. En este trabajo sélo nos ocuparemos
de la definicién small de un espacio topolégico. Esto porque en cierta forma
es la definicién mds natural, ya que con las otras definiciones podemos encon-
trar subespacios de dimensién mayor que la del propio espacio [4 ,Ejemplo
3.1, p. 161], lo cual rompe con nuestra intuicién. Uno de los resultados mds
importantes en la teorfa clédsica de la dimensién es que en espacios métricos
separables las tres dimensiones coinciden.

En este trabajo nos planteamos como objetivo calcular la dimension de los
ejemplos de la publicaciéon “Counterexamples in Topology” de Lynn Arthur
Steen y J. Arthur Seebach, Jr. Esta publicacién cuenta con 143 ejemplos. En
cada ejemplo se enumeran varias propiedades topolégicas que satisface o no,
como lo son la compacidad, la conexidad, los axiomas de separacién, entre
otras. A saber de la dimensién, la publicacién sélo responde a los espacios
cero dimensionales. Argumenta (y en algunos casos sin desarrollo) cudndo un
ejemplo satisface tener dimensién cero. La idea de este material es justificar
con mayor detalle esas pruebas, y en caso de que el ejemplo no sea cero
dimensional, agregarle como una nueva propiedad la dimensién que resulta
tener. En otras palabras, el célculo de la dimension de estos ejemplos es la



INTRODUCCION XI

aportacién de este trabajo.

No nos fue posible calcular la dimensién de cinco ejemplos y uno mas sélo
lo pudimos desarrollar de forma parcial, esto es, aumentando las hipétesis del
ejemplo. Estos ejemplos son los siguientes: el Ejemplo 34 (La Compactacién
por un Punto de un espacio arbitrario con una topologia arbitraria) se re-
solvié aumentando la hipétesis de que el espacio debe ser métrico separable.
Los Ejemplos 60 y 61 (Los Numeros Enteros con la topologia de los Nimeros
Primos Relativos y Los Numeros Enteros con la topologia de los Nimeros
Primos) presentan un comportamiento caético en la frontera de sus vecin-
dades basicas, el cual no pudimos descifrar. El Ejemplo 92 (El Sacacorchos
Condensado de Hewitt) tiene una topologia muy rebuscada y dificil de enten-
der. El Ejemplo 110 (Compactacién de Stone-Cech de un espacio arbitrario
con una topologia arbitraria) resulté ser un ejemplo muy general y sélo lo
pudimos resolver para los espacios discretos. Por tltimo el Ejemplo 136 (El
Espacio de Duncan) presenta una estructura muy compleja.

El estudio de estos seis ejemplos se complicé demasiado, debido en unos
casos a la dificultad que presentan sus estructuras topoldgicas y en otros,
debido a la generalidad del ejemplo mismo, como es el caso de los Ejemplos 34
y 110; la generalidad de éstos hace sumamente dificil calcular sus dimensiones,
pues éstas siempre dependen de quién es el espacio y qué topologia tiene.

Sin embargo invertimos mucho tiempo para tratar de calcular la dimen-
sién del Ejemplo 34 y sélo llegamos a que si X es un espacio métrico no vacio,
localmente compacto y dim X = n, entonces la dimensién de su compactacion
por un punto no aumenta, es decir, también es n.

Por otra parte, durante el desarrollo del trabajo surgié un detalle curioso,
resulté que mi forma de percibir cémo estaba dada la topologia de un ejem-
plo fue equivocada; la forma como la habfa entendido hacia que el espacio
definido en ese ejemplo aumentara su dimensién en una unidad cada vez que
se le agregaba un nuevo punto a éste. Obviamente, esto no correspondia a la
dimensién real de ese ejemplo. Sin embargo, casualmente, esta forma equi-
vocada de entender la topologia de ese ejemplo sirvié como herramienta para
demostrar la dimensiéon de varios ejemplos de este libro. Esta topologia la
llamamos la Topologia Anidada.

Hubo varios ejemplos que me sorprendieron debido a que la dimensién
que resultaron tener fue inesperada, pero ninguno como el Ejemplo 76 (La
Topologia del Didmetro Extraido) que consiste en tomar al plano coordenado
y como bdsicos a todos los discos de R? quitdndoles su didmetro horizontal
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menos su centro. Como estos bdsicos son gordos y muy parecidos a la de la
topologia Euclidiana de R? tratamos de demostrar que este ejemplo tenia
dimensién 2, pero no fue asi, el espacio inesperadamente resulté tener di-
mensién 1. La demostraciéon fue una de las mds largas e ingeniosas de este
trabajo.

El trabajo estd dividido en siete capitulos. En el primer capitulo abor-
damos los conceptos bdsicos (definiciones, teoremas y algunos resultados sin
pruebas) de la teorfa de la dimensién. No incluimos las pruebas de algunos de
esos resultados debido a que se encuentran demostrados en el libro “Dimen-
sion Theory” de Nadler [5]. El lector solamente requiere tener conocimientos
de topologia general y un poco de teoria de continuos. Aparte de esto, prac-
ticamente partimos de cero para el estudio de la dimensién de los ejemplos
presentados.

Clasificamos a los ejemplos de la publicacién de acuerdo a la dimensién
que resultaron tener. En el segundo capitulo de este trabajo acomodamos
a todos los ejemplos de dimensién 0 y los pusimos en el mismo orden que
en la publicacién “Counterexamples in Topology”. Similarmente, en el tercer
capftulo encontramos a todos los ejemplos que resultaron tener dimensién 1.
En el cuarto capitulo encontramos a todos los ejemplos que resultaron tener
dimensién 2. En el quinto capitulo encontramos a todos los ejemplos que
resultaron tener dimensién n y también a los ejemplos de dimensién n + 1.
En el sexto capitulo se encuentran a todos los ejemplos del libro que tienen
dimensién infinita. Por tltimo en el séptimo capitulo encontramos un ejem-
plo muy genérico (La Completacién de Cauchy de un espacio cualquiera).
Aqui mostramos mediante dos ejemplos particulares que no es posible deter-
minar la dimensién en general de la Completaciéon de Cauchy de un espacio
cualquiera partiendo solamente de la dimensién original del espacio.

Damos por hecho que, para cada n € N, la dimensién de R" es n. Este
resultado que se puede considerar como obvio, no lo es de ninguna manera, se
requiere herramienta fuerte para probarlo. De hecho Nadler desarrolla nueve
capitulos del libro “Dimension Theory” [5] para poder demostrarlo.

Muchos de los ejemplos se resolvieron de forma inmediata con la apli-
cacién de los teoremas del primer capitulo de esta tesis y del libro “Dimen-
sion Theory” [5], sin embargo hubo muchos ejemplos con un alto grado de
dificultad que si pudimos resolver. El trabajo me resulta agradable por la
diversidad de ejemplos con los que cuenta. Finalmente, espero que para el
lector le resulte entretenido.



Parte 1

Teoremas sobre Teoria de la
Dimension



Capitulo 1

Dimensién, Definiciones y
Teoremas

En este capitulo enunciamos los teoremas y definiciones de la teoria de
la dimensién que son necesarios para el desarrollo de este trabajo. Cabe
mencionar que las definiciones de los conceptos topolégicos bésicos que aqui
empleamos son tomadas del libro “Counterexamples in Topology” de Lynn
Arthur Steen y J. Arthur Seebach, Jr..

1.1. Definiciones

Definicién 1.1 La dimension de un espacio topologico X es —1 st y sélo si

X =0.

Definicién 1.2 Sean X un espacio topoldgico y p € X. Denotamos la di-
mension de X en el punto p como dim, X.

Definicién 1.3 Sean X un espacio topoldgico, p € X yn € NU{0}. Decimos
que dim, X < n siy sdlo si existe una base 3 de vecindades abiertas alrededor
de p en X, tal que para cada V € B, dim Fr(V) <n — 1.

Definicién 1.4 Decimos que dim X < n si y sdlo si para todo p € X, se
tiene que, dim, X < n.
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Definicién 1.5 Decimos que dim X =n si y sélo si dim X < n y dim X £
n—1.

Definicién 1.6 Decimos que dim, X = n si y sdlo si dim, X < n ydim, X £
n—1.

Definicién 1.7 Decimos que dim X = oo si y sdlo si dim X £ n para toda
n € NU{0}.

Definicién 1.8 Decimos que dim, X = oo si y sélo si dim, X £ n para toda
n € NU{0}.

Teorema 1.9 Sean X un espacio topoldgico no vacio y p € X. Entonces
dim, X = 0 st y solo si p tiene una base de vecindades abiertas y cerradas en
X.

Demostraciéon. Para demostrar la necesidad tomamos p € X tal que
dim, X = 0. Entonces p tiene una base 3 de vecindades abiertas en X tal
que, dada V' € S, dim Fr(V) = —1, es decir, Fr(V) = (), de manera que
V=VUbd=VUFr(V)=CIl(V). Por tanto cada V' € 3 es abierto y cerrado
en X.

Para demostrar la suficiencia tomamos p € X y una base 8 de vecindades
abiertas y cerradas alrededor de p en X. De manera que, para todo V € 3,
Fr(V) =0, es decir, dim Fr(V) = —1. Por tanto tenemos que dim, X = 0.
]

Corolario 1.10 Sea (X, 7) un espacio topoldgico no vacio con T diferente a
la topologia indiscreta y tal que dim X = 0, entonces X no es conezxo.

Demostracién. Como 7 no es la topologia Indiscreta, existe U € 7 tal
que U # 0y U # X. Elegimos p € U. Como dim, X = 0, existe una base de
vecindades abiertas y cerradas alrededor de p. Tomemos entonces V' abierto
y cerrado en X tal que p € V C U. Claramente V y X — V forman una
desconexién de X. Por tanto X no es conexo. m
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Corolario 1.11 Sea (X, 7) un espacio topoldgico Ty y no vacio tal que, para
todo p € X, se tiene que, dim, X = 0, entonces, X es un espacio completa-
mente reqular.

Demostracién. Sean p € X y K C X un subconjunto cerrado tales que
p ¢ K.SeaU =X — K. Como dim, X = 0, podemos aplicar el Teorema 1.9
al punto p, y obtener que, existe una base de vecindades abiertas y cerradas
alrededor de p en X. De manera que, existe un subconjunto abierto y cerrado
Ven X talquepeV CU. De aqui que, K C X — V.
0, sizeV,
1, size X -V.

Claramente f es una funcién continua que satisface que f(p) = 0y
f(K) =1, ya que para cualquier abierto H en [0, 1], tenemos que

Sea f: X — [0,1] definida por f(z) = {

0, si0,1¢ H,

_ X si0,1le H

1 . ) ) ’
JoH) = V, si0e Hyl1¢ H,

X-V, si0¢HyleH.

Por lo tanto X es completamente regular.
Notemos que todo espacio completamente regular es regular. m

Corolario 1.12 Sea X un espacio topoldgico discreto y no vacio. Entonces
dim X = 0.

Demostraciéon. Como X es discreto, cada conjunto que consta de un
solo elemento es abierto y cerrado en X, de manera que para cada p € X, la
familia {{p}} es una base local en p. Por tanto, al aplicar el Teorema 1.9 a
cada p € X, tenemos que dim, X = 0, por lo tanto dim X = 0. =

Corolario 1.13 Sea X un espacio topoldgico T, finito y no vacio, entonces
dim X = 0.

Demostracién. Como X es T, cada conjunto que consta de un solo
elemento es cerrado en X, y como X es finito tenemos que cualquier unién de
conjuntos de un solo elemento es cerrada en X, es decir cualquier subconjunto
de X es cerrado, por consiguiente cada subconjunto de X también es abierto,
por tanto X es discreto y por el corolario anterior, dim X = 0. m
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Proposicién 1.14 Sean X un espacio topoldgico y A, B y C' subconjuntos
no vacios en X tales que A C B C C y Fr(A) N Fr(C) # 0, entonces
Fr(B) # 0.

Demostracién. Sea g € Fr(A) N Fr(C). Entonces, ¢ € Fr(A)y q €
Fr(C). Asi que, para todo abierto H que contiene a g, se tiene que HNA # (),
HN(X—-A)#£0,HNC # 0y HN(X—-C) #0.Como AC By X—-C C X—B,
tenemos que H N B # 0 y HN (X — B) # (. Por tanto, ¢ € Fr(B). Asi,
Fr(B)#£0. m

Teorema 1.15 Si {X)},., es una familia no vacia de espacios topoldgicos

de dimension cero, entonces X = [[ X, tiene dimension cero.
AEA

Demostracién. Notemos que X = [[ X, # 0. Por tanto dim X # —1,
AEA

es decir dim X > 0.
Asi que, para obtener la conclusion deseada, sélo basta probar que dim X <
0.
Por definicién dim X < 0 si y s6lo si dim, X < 0 para toda p € X.
Sea p € X y sea U un abierto de X tal que p € U, entonces existen k € N,
A1, ...\ € Ay abiertos Uy, ...,Uy, de X,,,...,X),, respectivamente, tales
k
que p € ) W;il(U)\i) C U, (donde 7y : X — X, es la funcién proyeccion,
i=1
para cada A € A). Observemos que py, € U, para toda i = 1,...,k. Por
hipdtesis tenemos que para toda A € A, dim X, = 0, lo que implica que
dim,, X, =0 paratodai=1,.. k. Seai€ {1, ..., k}, aplicamos el Teorema
1.9 a X, y obtenemos que el punto p,, tiene una base 3; de vecindades
abiertas y cerradas en X,,. Entonces py, € V), C Uy, para algin V), € 3,.
k k
De manera que p € () W;il(VAi) c N W;il(U »;) C U. Dado que la proyeccién
=1 i=1

1=

my ¢ X — X, es una funcién continua y V), es abierto y cerrado en X,

k

entonces () my'(Va,) es abierto y cerrado en X. Por tanto existe una base
i=1

de abiertos y cerrados alrededor de p en X y al aplicar el Teorema 1.9 a

p, obtenemos que dim, X = 0. Dado que p fue un punto cualquiera de X,
concluimos que dim X =0. =
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Teorema 1.16 St X es un espacio métrico, numerable y no vacio, entonces
X tiene dimension cero.

Demostraciéon. Sea d una métrica para X. Como X es numerable,
podemos enumerar a sus elementos, es decir, podemos representarlo como
X = {z1,x9,...,xp,...}. Sea p € X un punto cualquiera, y para cada i € N,
sea d; = d(p, x;). Entonces, el conjunto D = {d; : i € N} es numerable.

Demostraremos que, existe una base local 3 en el punto p, tal que para
cada V € 3, V es abierto y cerrado en X.

Sea U un abierto en X que contiene al punto p, de modo que existe una
bola de radio € > 0 y centro en p tal que B.(p) C U. Como D es numerable,
existe 0 > 0 tal que 0 < e y para todo z; € X, d(p,x;) # §. Por tanto,
p € Bs(p) C B(p) € Uy Fr(Bs(p)) C {z; € X :d(p,z;) =0} = 0. Por
tanto, Bs(p) es abierto y cerrado en X. Entonces,

B ={Bs(p):0>0yd(p,z;) # 0 para todo z; € X}

es una base local en el punto p de vecindades abiertas y cerradas en X.
Al aplicar el Teorema 1.9 a 3, obtenemos que, dim, X = 0. Por lo tanto,
dimX =0. m

El siguiente resultado es demostrado en [5, Teorema 3.2, p. 15].

Teorema 1.17 (Teorema del Subespacio). Sea X un espacio topoldgico tal
que dim X <n y sea Y C X. Entonces dimY < n.

El siguiente resultado es demostrado en [5, Teorema 7.1, p. 33].

Teorema 1.18 (Teorema de la Suma) Sea X un espacio métrico, separable
y no vacto. St X es una union numerable de subconjuntos F,, cada uno de
los cuales con dimension menor o iqual que n, entonces dim X < n.

Teorema 1.19 Sea A C R. Entonces, dim A =1 si y sélo si A contiene un
intervalo abierto y no vacio de R.

Demostraciéon. Mds adelante, en 3.9 se demuestra que dimR = 1.
Para demostrar la suficiencia tomamos un intervalo abierto no vacio
(a,b) ¢ A. Como (a,b) es homeomorfo a R y la dimensién es invariante
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topolégico, tenemos que dim(a,b) = 1. Como (a,b) C A C R, aplicando el
Teorema 1.17 (Teorema del subespacio) a A obtenemos que dim A = 1.
Para demostrar la necesidad, supongamos que dimA = 1 y que A no
contiene ningun intervalo abierto y no vacio de R. Tomemos a € A y sea
B%(a) = (a—2,a+2%). Como (a—2+,a) £ Ay (a,a+ %) € A, para cada
n € N, existen x,, y y,, € R tales que x,, € (a — %, a)—Ayyn € (a, a+ %)—A.
Para cada n € N, hacemos U,, = (z,,y,). Claramente U,, # 0, pues a € U,.
De modo que la familia 5 = {U,, : n € N} es una base de vecindades en a y
Fr4(U,) = 0, pues los tinicos candidatos a ser puntos frontera son z, y yp.
De aqui que, dim, A < 0. Por tanto, dim A < 0, lo cual es una contradiccién.

|
El siguiente teorema es una generalizacién del teorema anterior y es
demostrado en [5, Teorema 10.2, p. 53].

Teorema 1.20 Sea X C R". Entonces, dim X = n st y solo si X contiene
un subconjunto abierto y no vacio de R™.

El siguiente resultado es demostrado en [5, Corolario 10.4, p. 54].

Proposiciéon 1.21 Para todan € N, tenemos que R™ no puede ser separado
por un subconjunto de dimension menor o igual que n — 2.



Parte 11

Ejemplos



Capitulo 2

Espacios de Dimensién Cero

Este capitulo cuenta con 43 ejemplos del libro “Counterexamples in To-
pology”. Las pruebas se desarrollan con detalle. Uno de los ejemplos més in-
teresantes en este capitulo es la Compactacién de Stone-Cech de los Enteros,
en general se demuestra que la Compactacién de Stone-Cech de cualquier
espacio discreto tiene dimensiéon 0. Recordamos que el nimero dentro del
paréntesis corresponde al nimero de ejemplo del libro.

2.1. Topologia Discreta (Ejemplos 1, 2 y 3)

Cualquier conjunto no vacio con la Topologia Discreta tiene
dimension 0.

Sea (X, 7) un espacio topolégico discreto y no vacio. Entonces, aplicando
el Corolario 1.12 a (X, 7) tenemos que, dim(X, 7) = 0.

2.2. Topologia Indiscreta (Ejemplo 4)

Cualquier conjunto no vacio con la Topologia Indiscreta tiene
dimension O.
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Sea (X, 7) un espacio topolégico indiscreto y no vacio, entonces dado
x € X, el tnico conjunto abierto en (X,7) que contiene al punto z es el
total. Como F'r(X) = 0, concluimos que dim(X, 7) = 0.

2.3. Topologia de Particién (Ejemplo 5)

Cualquier conjunto no vacio con la Topologia de Particién
tiene dimension 0.

Sea X un conjunto no vacio y sea P una particién cualquiera de X,
entonces la familia P junto con el conjunto vacio forma una base para una
topologia en X, la cual es conocida como la Topologia de Particion. Notemos
que un subconjunto de X es abierto si y sélo si éste es unién de subconjuntos
pertenecientes a P.

Con esta topologia X tiene dimension cero, ya que los basicos son ajenos

dos a dos y por tanto la frontera de éstos siempre es vacfa. Por lo tanto
dim X = 0.

2.4. Topologia Par-Impar (Ejemplo 6)

El conjunto de los Nimeros Naturales con la Topologfa Par-
Impar tiene dimension 0.

Sea X = N, la Topologia Par-Impar es generada por la familia f =
{{2k — 1,2k} : k e N} U {0}.

Notemos que f forma una particién de N y por 2.3 (topologia de Parti-
cién) tenemos que dim X = 0.

2.5. Topologia de los Numeros Enteros Ex-
cluidos (Ejemplo 7)
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X con la Topologia de los Nimeros Enteros Excluidos tiene
dimension 0.

Sea X = |J (n—1,n), la Topologia de los Nimeros Enteros Ezcluidos es
n=1

generada por la familia f = {(n—=1,n) :n e N}U{0}.
Notemos que, la familia f forma una particién de X. Por tanto, dim X =
0.

2.6. Espacio Fuerte Infinito (Ejemplos 23 y
24)

El Espacio Fuerte Infinito, ya sea numerable o no numerable,
tiene dimensién 0.

Sea. X cualquier conjunto infinito. Fijamos un punto p € X, (el cual
llamaremos punto especial) y definimos una topologia en X tomando como
conjuntos abiertos a todos los subconjuntos de X cuyo complemento o bien
tiene a p o es finito. Es decir, = {U C X : p€ X — U o X — U es finito}.

Demostraremos que, cualquier conjunto infinito, numerable o no nume-
rable, con esta topologia tiene dimensién cero.

Caso 1. z # p.

Como p € X —{z}, tenemos que el conjunto {z} es abierto en X . También,
al ser finito el conjunto {z}, tenemos que X — {z} es abierto en X. Notemos
que cada uno de estos conjuntos es complemento del otro, de manera que
X — {z} y {«} también son conjuntos cerrados en X. Por tanto la familia
B = {{x}} forma una base local en el punto x de conjuntos abiertos y cerrados
en X. Aplicando el Teorema 1.9 a 3, obtenemos que dim, X = 0.

Caso 2. x = p.

Sea V' un abierto que contiene a p. Como p ¢ X — V, tenemos que
p€ X — (X —V), es decir X —V es un conjunto abierto. Por tanto V' es
abierto y cerrado en X. De modo que, 5 = {V € 7: p € V} es una base de
vecindades alrededor de p, de conjuntos abiertos y cerrados en X. Aplicando
el Teorema 1.9 a 3, obtenemos que dim, X = 0.

Por lo tanto para toda z € X, dim, X = 0. Asi, dim X = 0.
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2.7. El Espacio Fortisimo (Ejemplo 25)

El Espacio Fortisimo tiene dimensién 0.

Sea X cualquier conjunto no numerable. Fijamos a un punto p € X, (el
cual llamaremos punto especial) y definimos una topologia en X tomando
como conjuntos abiertos a los subconjunto de X cuyo complemento tenga a p
o sea numerable. Es decir, 7 ={U C X : p€ X —U o X — U es numerable}.

Calculemos la dimensién de X en todos sus puntos. Sea x € X. Conside-
remos dos casos para .

Caso 1. = # p.

Como p € X —{z}, tenemos que el conjunto {z} es abierto en X. Adems4s,
como {x} es numerable, el conjunto {x} también es cerrado en X. Por lo
tanto, la familia f = {{z}} es una base local en el punto = de conjuntos

abiertos y cerrados en X. Aplicando el Teorema 1.9 a [, obtenemos que
dim, X = 0.

Caso 2. x = p.

Sea V' un abierto que contiene a p. Como p ¢ X — V, tenemos que
pe€ X —(X—-V),es decir X —V es un conjunto abierto. Por tanto V' es
abierto y cerrado en X. Dado que V' se eligié de manera arbitraria, tenemos
que p tiene una base de conjuntos abiertos y cerrados en X. Aplicando el
Teorema 1.9 tenemos que dim, X = 0.

Por lo tanto, para toda z € X, dim, X = 0. Asi, dim X = 0.

2.8. El Espacio Fuerte de Arens (Ejemplo 26)

El Espacio Fuerte de Arens tiene dimensién 0.

Sea X = (NU{0}) x (NU {0}). Definimos una topologia en X de la
siguiente manera: dado un punto p € X — {(0,0)}, declaramos a {p} como
abierto. Las vecindades abiertas basicas del origen (0,0) son los conjuntos
que son unién de casi todas las columnas (verticales) a las que se les ha
quitado un subconjunto finito (a cada una).
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Claramente X es un espacio T7. Sea p € X. Consideremos dos casos para

Caso 1. p # (0,0).

Entonces, § = {{p}} es una base local en el punto p. Como {p} es abierto
y cerrado en X, podemos aplicar el Teorema 1.9 a 3 y obtener que, dim, X =
0.

Caso 2. p = (0,0).

Entonces, cualquier abierto V' que contiene a p también satisface tener
frontera vacia, pues X — {p} es un subespacio discreto de X. Por tanto, al
aplicar el Teorema 1.9, obtenemos que dim, X = 0.

Por lo tanto, dim X = 0.

2.9. El Conjunto de Cantor (Ejemplo 29)

El Conjunto de Cantor tiene dimensién O.

El Conjunto de Cantor C es obtenido removiendo una sucesién de in-
tervalos abiertos, conocidos como tercios medios del intervalo [0, 1] con su
topologia usual. Recordemos el proceso: si I; = [0, 1], primero removemos el
abierto (%, %), dejando a I, = [0, %] U [%, 1]. Después, removemos los conjun-
tos abiertos (%, %) y (%, S) de I, quedando I3 = [O, %] U [%, %} U [%, g} U [%, 1].
Continuamos con este proceso infinito. Entonces, el Conjunto de Cantor C

estd dado por C = () ;.

i=1
Notemos que cada conjunto I; es la unién de 2° intervalos cerrados, de

longitud %, y ajenos dos a dos. Si J es uno de estos intervalos, entonces CN.J

y C—J son intersecciones de un cerrado en [0,1] con C, asi que cada uno

de esos dos conjuntos es abierto y cerrado en C. Esto muestra que CNJ es

abierto y cerrado en C. Como la longitud de J es %, concluimos que cada

punto de C tiene vecindades abiertas y cerradas tan pequenas como se quiera.
Por tanto C tiene dimensién 0.
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2.10. El Conjunto de los Niimeros Racionales
Q (Ejemplo 30)

El Conjunto de los Numeros Racionales con la topologia in-
ducida por la Euclidiana tiene dimensién 0.

Sean p € Qy 6 ={(a,b) CQ:a<p<bya,b¢Q}. Claramente, 3 es
una base local en p tal que, para todo V' € 3, se tiene que Fr(V) = (). Por
tanto, para todo p € Q, se tiene que dim, Q = 0.

Por lo tanto dim Q = 0.

2.11. El Conjunto de los Niimeros Irracionales
R — Q (Ejemplo 31)

El Conjunto de los Nimeros Irracionales con la topologia in-
ducida por la Euclidiana tiene dimensién 0.

Seanp e R—Qy f ={(a,b) CR-Q:a<p<bya,beQ}. Clara-
mente, [ es una base local en p tal que, para todo V' € [, se tiene que
Fr(V) = 0. Por tanto, para todo p € R — Q, se tiene que dim,(R — Q) = 0.

Por lo tanto dim(R — Q) = 0.

2.12. El Espacio de Ordinales Abierto [0,])
con [' < Q) (Ejemplo 40)

El Espacio de Ordinales Abierto [0,T) tiene dimensién 0.

Sean « y v elementos cualesquiera en [0, €2], donde 2 es el primer ordinal
no numerable. Decimos que « precede a v o que 7y es el sucesor de avsi o < .
Decimos que « es el predecesor inmediato de v (o que 7 es el sucesor
inmediato de «), si v es el menor ordinal entre los sucesores de a (denotamos
a y como « + 1). También decimos que « es un ordinal limite si « # 0y «
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no es un sucesor inmediato de nadie. Es decir, si para todo ordinal £ < «, se
tiene que v # & + 1.

Notemos que todo ordinal tiene un sucesor inmediato (o < a + 1), pero
no todo ordinal tiene un predecesor inmediato, por ejemplo w (primer ordinal
infinito) y © no lo tienen.

Dado un ordinal limite I' < 2, el Espacio de Ordinales Abierto [0,I")
consiste de todos los ordinales estrictamente menores que I', junto con la
topologfa generada por la familia F = {(z,I') : € [0,[)} U {[0,y) : y €
[0,T)}. Esta familia genera una topologia conocida como la Topologia del
Orden, la cual estudiaremos con detalle en el siguiente capitulo.

Para demostrar que dim[0,I") = 0 tomemos 5 € [0,I'). Consideraremos
dos casos para (3.

Caso 1. 8 es un sucesor inmediato de algun ordinal v € [0,I").

En este caso, claramente el conjunto (v, 3+ 1) = {5} es abierto y cerrado
en [0,T). Por tanto, La familia {{#}} es una base local de  en [0,T"). Asi, 8
tiene una base formada por conjunto abiertos y cerrados en [0,T"). De manera
que, al aplicar el Teorema 1.9 a (3, concluimos que dimg[0,I") = 0.

Caso 2. § es un ordinal limite.

Notemos que la familia {(o, 5+ 1) : @ < 5} forma una base local en el
punto 5. Ademds, para cada o < 3 se cumple que (o, 5+ 1) = [a + 1, f]. De
modo que, («, 3+ 1) es abierto y cerrado en [0,T"). Es decir, § tiene una base

local de conjuntos abiertos y cerrados. Aplicando el Teorema 1.9, concluimos
que dimg[0,T") = 0.
Por lo tanto, dim[0,I") = 0.

2.13. El Espacio de Ordinales Cerrado [0,
con [' < ) y los Espacios de Ordinales
0,Q) y [0,92] (Ejemplos 41, 42 y 43).

Los Espacios [0,T] con T' < Q, [0,9), y [0,Q] tienen dimensién O.

La demostracion es exactamente la misma que hicimos en 2.12 para [0,T").
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2.14. El Espacio Discreto No Numerable de
Ordinales (Ejemplo 44)

El Espacio Discreto No Numerable de Ordinales tiene dimen-
sién 0.

Sea X ={a+1€0,9): « es un ordinal limite}, junto con la topologia
inducida por la topologia del Orden en [0, Q).

Como X C [0,9) y dim[0, ) = 0 (ver 2.13), podemos aplicar el Teorema
1.17 (Teorema del Subespacio) a X y concluir que dim X = 0.

2.15. Topologia de Sorgenfrey (o de los In-
tervalos Semi-Abiertos por la Derecha)
(Ejemplo 51)

La Recta Real con la Topologia de Sorgenfrey tiene dimensién
0.

Sean X =Ry 8 ={[a,b) : a,b € X}. La familia 5 es una base para una
topologia 7 en X. Notemos que para cualesquiera a,b € X, los conjuntos de
la forma (—o0,a), [a,b) y [b,+00) son abiertos y cerrados en X.

Sea p € X. Entonces, la familia v = {[a,b) : a < p < b} es una base local
en el punto p, formada por subconjuntos abiertos y cerrados en X. Aplicando
el Teorema 1.9, concluimos que, dim, X = 0.

Por lo tanto, dim X = 0.

2.16. Topologia de los Niimeros Enteros Es-
paciados (Ejemplo 58)

Z con la Topologia de los Numeros Enteros Espaciados tiene
dimensién O.
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Sea X = Z el conjunto de los niimeros enteros con la topologia T generada
por conjuntos de la forma § = {a + kA : A € Z}, donde a,k € Z y k # 0.

Afirmamos que el complemento de cualquier elemento de [ es un conjunto
abierto, esto es debidoaque Z—{a+kA: A€ Z} ={(a+ 1)+ kX: A€ Z}U
{la+2)+kX:NeZ}U..U{(a+ (k—1)) + kX : X\ € Z}. Por tanto, {a+kA :
A € Z} es abierto y cerrado en (X, 7).

Entonces, la familia 5 es una base local de a formada por subconjuntos
que son abiertos y cerrados en X. Aplicando el Teorema 1.9, concluimos que,
dim X = 0.

2.17. La Topologia p-ddica Sobre Z (Ejemplo
59)

El conjunto de los Nimeros Enteros con la Topologia p-ddica
tiene dimensién 0.

Sean X = Z y p un ndmero primo fijo. Definimos una topologia 7 en Z
tomando como bésicos en n € Z a todos los conjuntos de la forma U, (n) =
{n+ Ap®: X\ € Z}, donde a € N. La topologia 7 es generada por la métrica:

27k sin#£m,
d(n,m):{ 0 sinim.

Donde n,m € Z y k es la mayor potencia de p que divide a |n — m)|.

Como X es un espacio métrico y numerable, al aplicar el Teorema 1.16 a
(X, 1), obtenemos que dim X = 0.

2.18. Topologia de las Sucesiones Racionales
(Ejemplo 65)

La Recta Real con la Topologia de las Sucesiones Racionales
tiene dimensién 0.
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Sea X = R. La Topologia de las Sucesiones Racionales es definida declaran-
do a cada nimero racional como un conjunto abierto. Para elegir a los bési-
cos en los nimeros irracionales, para cada nimero irracional x se elige y
se fija una sucesiéon {z;}°; de mimeros racionales tal que limz; = x en la
topologia Euclidiana, y para cada n € N, definimos al conjunto U,(x) =
{z; i >n} U {z}. Asi, una base local para el punto irracional x estd dada
por la familia g = {U,(z) : n € N}.

Demostraremos que X es un espacio de Hausdorff. Sean p,q € X tales
que p # ¢. Consideremos tres casos para p y q.

Caso 1, p,q € Q.
Como los conjuntos unitarios {p} y {gq} son abiertos y p # ¢, tenemos

que {p} N{q} = 0.

Cas02.peQyqeR-Q.

Sea {q;}22, la sucesién de nimeros racionales que se eligi6 para ¢, entonces
lim¢; = ¢. De modo que, si p ¢ {g; : i € N}, tenemos que dada n € N, el
abierto Un(q) N {p} = ({@i:i=ntU{gh)n{p} = 0. Sip € {g:i €N},
entonces existen 7o, N € N tales que, p = ¢;, y N > ip. De manera que

p & Un(q) ={q :1> N}U{q}. De aqui que, Ux(q) N {p} = 0.

Caso3.peR-QyqeR-Q.

Supongamos sin pérdida de generalidad que, p < ¢. Sean {p; },~, v {¢}iy
las sucesiones que se eligieron para p y ¢, respectivamente. Como p < % < q,
limp; = p y limg; = ¢, existe n € N tal que p; < 1% < q; para toda i > n.
Entonces U, (p) NUy,(q) = 0. Por lo tanto, (X, 7) es un espacio de Hausdorff.

Demostraremos mediante dos casos que, para toda x € X, dim, X = 0.
Sea r € X.

Caso 1. z € Q.

Como (X, 7) es de Hausdorff, tenemos que, para todo z € X, el conjunto
que consta de un solo elemento {x} es cerrado en (X, 7). De manera que,
para cada x € Q, la familia v = {{z}} es una base local en el punto = con
{z} abierto y cerrado en X. Por tanto, al aplicar el Teorema 1.9, obtenemos
que, dim, X = 0.

Caso 2. r € R—Q.
Sea {z;}°, la sucesién de nimeros racionales que elegimos para z, en-
tonces limz; = z. Dada n € N, sea U,(x) = {z; : ¢ > n} U {z} un abierto
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bésico que contiene a x. Notemos que ningtin nimero racional puede estar
en la frontera de U, (x).

Demostraremos que ningtin nimero irracional estd en la frontera de Uy, ().

Sea z € R—Q tal que = # z. Supongamos, sin pérdida de generalidad que
x < z. Sea {z;}°, la sucesién de nimeros racionales elegida para z, entonces
limz = 2. Yaque {z; : i € N} C Q, 2 ¢ {z; : i € N}. Como limz; = z, el
conjunto{x} U {z; : i € N} es un cerrado en la topologia Euclidiana de R,
de modo que existe € > 0 tal que (z — €,z +¢) N ({z} U{z; : i € N}) = (.
Entonces existe m € N tal que |z — z;| < € para cada i > m. De manera que
Un(2)NU,(z) C (2 —€,z+e)N({z} U{z; : i € N}) = (). Esto muestra que z
no pertenece a la frontera de U, (z). Por tanto, la familia § = {U,(z) : n € N}
es una base local del punto x de conjuntos abiertos y cerrados en X. Asi que
podemos aplicar el Teorema 1.9 y obtener que dim, X = 0.

Por lo tanto, dim X = 0.

2.19. Extensién Discreta de Racionales en R
y la Extensién Discreta de Irracionales

en R (Ejemplos 70 y 71)

Las Extensiones Discretas en R (Racional o Irracional) tienen
dimensioén 0.

Sean (X, 7) con X = R y 7 la topologia Euclidiana. Definimos una nueva
topologia 7* sobre R tomando como base a la familia 5* = TU{{p} : p € Q}.
Entonces, (X,7*) es la Extension Discreta de Nimeros Racionales en R.
Analogamente, definimos a 7" como la topologia en R que tiene como base
a la familia 8’ = 7 U {{p} : p € R — Q} y llamamos a (X, 7') la Ezxtension
Discreta de Nimeros Irracionales en R.

Sélo demostraremos que la Extensién Discreta de Nimeros Racionales en
R tiene dimensioén 0, la demostraciéon para la Extension Irracional es similar.
Notemos que 7 C 7%, de modo que (R, 7*) es un espacio de Hausdorff.

Notemos que, para todo p € Q, el conjunto que consta de un solo elemento
{p} es abierto y cerrado en (X, 7*). De manera que, para cada p € Q, la
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familia {{p}} es una base local en p formada por conjuntos abiertos y cerrados
en X. Por tanto, al aplicar el Teorema 1.9, tenemos que dim, (X, 7*) = 0.
Sip € R— Q, entonces elegimos como base local en p a la familia g =
{(a,b) : a,b € Qy a < p<b}. Claramente, para todo V € 3, Fr(V) = {,
pues {a} y {b} son abiertos y cerrados en (X, 7*).
Por lo tanto, para todo p € (X, 7%), se concluye que, dim,(X,7*) = 0.
Luego, dim(X,7*) = 0.

2.20. La Topologia de Sorgenfrey en el Plano
(Ejemplo 84)

El Plano con la Topologia de Sorgenfrey tiene dimensién 0.

Sea S = (R, a) la linea real con la topologia de Sorgenfrey (ver 2.15). El
espacio producto X = S x S tiene entonces la topologia que tiene por base
a la familia § = {[a,b) X [¢,d) : a,b,c,d e Ry a<byc<d}.

Por 2.15, (R, a) tiene dimensién cero. De modo que podemos aplicar el
Teorema 1.15 a (R, «) y obtener que dim ((R, ) x (R, «)) = 0. Por tanto,
dim(X,7) = 0.

2.21. Producto Cartesiano de Michael (Ejem-
plo 85)

El Producto de Michael tiene dimensién 0.

Sea (R, 7) la linea real con la topologia FEuclidiana y sea D = R — Q,
definimos (X, 0) = (R, 7*) x (D, 7’) donde 7* es la topologia de la Extensién
Discreta de Irracionales (ver 2.19) y 7’ es la topologia Euclidiana inducida
sobre D.

Como dim(R,7*) = 0 (ver 2.19) y dim(D,7') = 0 (ver 2.11), podemos
aplicar el Teorema 1.15, usando los espacios (R, 7*) y (D, '), y obtener que
dim((R,7*) x (D, 7")) = 0. Por tanto, dim(X, o) = 0.



CAPITULO 2. ESPACIOS DE DIMENSION CERO 21

2.22. La Tabla de Tychonoff (Ejemplo 86)

La Tabla de Tychonoff tiene dimensién 0.

Sea €2 el primer ordinal no numerable, y sea w el primer ordinal infinito,
entonces la Tabla de Tychonoff T estd definida como T = [0,9] x [0,w],
ambos espacios con la topologia del Orden.

Notemos que dim[0,§2] = 0 (ver 2.13) y dim[0,w] = 0 (ver 2.13). De
manera que, al aplicar el Teorema 1.15 a los espacios [0, 2] y [0, w] obtenemos
que dim([0, 2] x [0,w]) = 0.

2.23. La Tabla Suprimida de Tychonoff T —
{(Q,w)} (Ejemplo 87)

La Tabla Suprimida de Tychonoff tiene dimensién 0.

Sea T = [0, ][0, w] la Tabla de Tychonoff definida en 2.22. El subespacio
Tw =T — {(Q,w)} es conocido como la Tabla Suprimida de Tychonoff.

Como T, C T y dimT = 0 (ver 2.22), podemos aplicar el Teorema 1.17
(Teorema del Subespacio) a T, y concluir que dim 7T, = 0.

2.24. La Tabla de Dieudonné (Ejemplo 89)

La Tabla de Dieudonné tiene dimensién 0.

Sea X = [0,] x [0,w] —{(Q,w)}. Para cada p € X, definimos una familia
7, de subconjuntos de X de la siguiente manera:

Sip € [0,9) x [0,w), hacemos v, = {{p}}. Si p = (2, ) para alguna
f < w, hacemos, para cada a < Q, V,((2,6)) = {(\,8):a<A<Q}y
definimos v, = {Vo((,8)) : 0 < a < Q}.

Finalmente, si p = (5, w) para alguna § < €2, hacemos, para cada o < w,
Ua((B,w)) ={(B,A) : a < A L w} ydefinimos v, = {Ua((B,w)) : 0 < a < w}.
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Tomamos entonces la topologia 7 en X que tiene como base a la familia
7:U{fyp:p€X}.

Notemos que no estamos considerando al espacio X con la topologfa pro-
ducto. De hecho, la topologia 7 es més fina que la topologia producto en X.
Por tanto, (X, 7) es un espacio de Hausdorff. Asi, tenemos que los conjuntos
formados de un solo elemento en [0,2) x [0,w) son abiertos y cerrados en
(X, 7).

Demostraremos que, para cada a < €2, el bésico V,((£2,3)) es abierto y
cerrado en (X, 7).

Claramente, ningtiin punto p en [0,Q) x [0,w) estd en la frontera de
Va((2,8)), pues {p} es cerrado y abierto en (X, 7). Notemos que los puntos
de la forma (€, k) donde 0 < Kk < w y Kk # [3, tampoco estdn en la frontera
de V,((€2,B)), pues las vecindades bdsicas de estos puntos son paralelas a
Vo ((€2, 8)). Por tltimo, observemos que los puntos de la forma (k,w) donde
0 < Kk <, tampoco pueden estar en la frontera de V,((£2,3)), pues existe
d > 0 tal que f < § < w, de modo que, Us((k,w)) N V4((22,5)) = 0. Por
tanto, V,((€2, 8)) es abierto y cerrado en (X, 7).

Notemos que, para cada o < w, el bésico U, ((5,w)) también es abierto y
cerrado en (X, 7). La demostracién es similar a la del basico V,((€2, 3)). Por
lo tanto v, es una base local en p cuyos elementos son abiertos y cerrados en
X. Aplicando el Teorema 1.9, concluimos que, dim X = 0.

2.25. La Tabla de Thomas (Ejemplo 93)

La Tabla de Thomas tiene dimensién 0.

Sea Lo = {(z,0) : z € (0,1)}, y para cada entero i > 1, sea L; = {(z, 1) :
x € [0,1)}. Hacemos X = |J L;. Definiremos una topologia en X diciendo
i=0
cudles son los basicos en cada punto. Si ¢ > 1, el singular de cada punto de
1

L;, excepto (0, %), es abierto; las vecindades bésicas del punto (0, 7) son los
subconjuntos de L; tales que su complemento en L; es finito. Los conjuntos
de la forma U;(z,0) = {(2,0)} U{(z,2) : n > i}, donde i € N, forman una

base para los puntos de Lg. Notemos que X es un espacio 75.
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Demostraremos que dim, X = 0, para toda p € X. Consideremos tres
Casos.

Caso 1. p = (x, 1), donde i > 1y z € (0,1).
Como X es un espacio Ty, el conjunto {p} es abierto y cerrado en X. Al
aplicar el Teorema 1.9, obtenemos que dim, X = 0.

Caso 2. p = (0, %), con i > 1.

Sea U un abierto basico en X que contiene a p, entonces U C L; y L;—U es
finito. Notemos que L; — U es abierto. Por tanto, ningtin punto de L; — U estd
en la frontera de U. Claramente, los puntos de Ly tampoco estdn en la frontera
de U, ya que para toda ¢ = (z,0) € Lo, V = {(2,0)} U{(x, %) :n > 1i+1}, no
intersecta a L;. También es claro que los puntos que pertenecen a algin L;,
con j ¢ {0,i} tienen vecindades que no tocan a U. Por lo tanto, Fr(U) = 0.
Luego, dim, X = 0.

Caso 3. p = (x,0), con 0 < z < 1.

Sea U = {(z,0)} U{(z, 1) : n > i} un abierto bésico en X que contiene a
p. Como el conjunto ((0,1) x (0,1]) N X tiene la topologia Discreta, tenemos
que, Fr(U) = (. Luego, dim, X = 0.

Por lo tanto, dim X = 0.

2.26. Topologia Débil de las Lineas Paralelas
(Ejemplo 95)

X con la Topologfa Débil de las Lineas Paralelas tiene dimen-
sién 0.

Sean A = {(2,0) : 0 <2 <1}y B={(x,1): 0 <z < 1} en R% Sea
X = AU B. Dados a,b € [0,1] tales que 0 < a < b < 1, definimos U(a, b) =
{(z,0):a<x<b}U{(z,1):a<xz<b}, W(a,b) = {(z,0):a<z<b}U
{(z,1):a <z <b}y Z(a,b) = U(a,b) UW(a,b). La Topologia Débil de las
Lineas Paralelas T tiene como base [ a los conjuntos de la forma U(a,b)
junto con los conjuntos de la forma W (a,b).

Demostraremos que v = {Z(a,b) : 0 < a < b < 1} es una base para 7.
Claramente v C 7. Sean p € X y H un abierto cualquiera que contiene a
p. Consideremos dos casos para p.
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Caso 1. p=(¢,0), con 0 < t < 1.

Entonces, existe un basico U(a,t) = {(2,0) : a <z <t} U{(z,1) 1 a <
x<t}talquep e Uy U C H.Sear € R tal que a < r < t. De manera
que, el bésico W(r,t) = {(z,0) : r < z < t} U{(z,1) : r < 2 < t} queda
contenido en U. Por tanto, p € Z(r,t) C H.

Caso 2. p=(t,1),con 0 <t < 1.

Entonces, existe un basico W (t,b) = {(x,0) : t <z < b} U {(z,1) : t <
x<b}talquepe Wy W C H.Sear € R tal que t < r < b. De manera
que, el béasico U(t,r) = {(2,0) : t < x < r}U{(z,1) : t < x < r} queda
contenido en W. Por tanto, p € Z(r,t) C H.

Por tanto, v es una base en X.

Por otra parte, notemos que para todo V = Z(a,b) € v, V también es
cerrado en X, pues X — Z(a,b) = Z(0,a) U Z(b, 1). Por tanto, v es una base
local de conjuntos abiertos y cerrados. Aplicando el Teorema 1.9, obtenemos
que dim X = 0.

2.27. El Espacio de Appert (Ejemplo 98)

El Espacio de Appert tiene dimensién O.

Sea X = Z el conjunto de los niimeros enteros. Dados n € N y un
subconjunto no vacio £ C X, definimos a N (n, F') como el nimero de enteros
que estdn en el conjunto E y que satisfacen ser menores o iguales que n.
Describimos la topologia en X tomando como conjuntos abiertos a: cualquier
subconjunto de X que excluya al entero 1 o a cualquier subconjunto £ que

contenga al 1 y que satisfaga que lim,, @ =1.

Notemos que si C' es un conjunto finito, entonces lim,, w = 0. De
aqui que, los subconjuntos que constan de un solo elemento son cerrados en
X. Es decir, para todo p € X, se tiene que {p} es cerrado en X. Por tanto
X es un espacio T1j.

Demostraremos que X tiene dimensién cero. Sea p € X, consideremos
dos casos.

Caso 1. p # 1.
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Entonces, f = {{p}} es una base local en p. Como {p} es abierto y cerrado
en X, podemos aplicar el Teorema 1.9 y obtener que dim, X = 0.

Caso 2. p = 1.

Sea U un abierto cualquiera que contiene a p. Dada ¢ € X — U, {q} es
un abierto de X que tiene a ¢ y que no intersecta a U, esto muestra que U
es cerrado. De manera que, podemos aplicar el Teorema 1.9 y obtener que
dim, X = 0.

Por lo tanto, para todo p € X, tenemos que dim, X = 0. Luego, dim X =
0.

2.28. El Producto Cartesiano N (Ejemplos
102 y 103)

El Producto Cartesiano NY tiene dimension 0.

Sea N el conjunto de los niimeros naturales con la topologfa inducida por

R, es decir, N tiene la topologfa Discreta 7. Sea X = [[ N = N¥ el producto
ieN
numerable de copias de N y sea Y = [[ N con A un conjunto de indices no
AEA
numerable; ambos espacios con la topologia Producto (Tychonoff).

Notemos que cada copia de los niimeros enteros con la topologia Discreta
tiene dimensién cero (ver 2.1). De manera que, podemos aplicar el Teorema
1.15 y obtener que dim X = dimY = 0.

2.29. La Métrica de Baire sobre R* (Ejemplo
104)

La Métrica de Baire sobre R* tiene dimension 0.

En este ejemplo X = RY es el conjunto [[ R;, donde cada R; es una copia
1EN
de R con la topologia Euclidiana. Definimos la Métrica de Baire sobre X
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usando la funcién d({z;}:°, , {yi};o;) = 3, donde k es la primera coordenada
donde {z;};°, v {vi};~, son diferentes.
Veremos que cada bésico de la forma Bl( ) es cerrado. Bastara con que

VeamosqueB1 {yGX d(z,y) < +1}

Claramente si d(x y) < +1, entonces 6 B: ( ).

Tomemos ahora y € X tal que d(z,y) < % Supongamos que r # y y que
d(x,y) = -, entonces k es la primera coordenada para la que xp # yg.

Sik < z—i— 1, entonces k < i (porque son enteros), asi que d(z,y) = % > %,
lo cual es absurdo. Por lo tanto k > i + 1. De manera que d(z,y) = % < 14%1

Esto termina la prueba de la igualdad entre los dos conjuntos y muestra que
los conjuntos de la forma B1 (x) son abiertos y cerrados. Por tanto dim X = 0.

2.30. La Compactacién de Stone-Cech de los
Enteros (Ejemplo 111)

En general la Compactacién de Stone-Cech de cualquier es-
pacio discreto tiene dimensién O.

Sea (X, 7) un espacio completamente regular (o espacio de Tychonoff) no
vacio, sea [ el intervalo cerrado [0,1] C Ry sea C (X, I) la coleccién de todas
las funciones continuas de X a I. Entonces, I°X/) = T[] I, donde I, es

AEC(X,T)
una copia de [ indexada por A\ € C' (X, I). Denotamos por (t) a los elementos
de 1¢C5D cuya A-ésima coordenada es ty. Por otra parte, definamos una
funcién continua hyx : X — 19D dada por hx(x) = (A(z),). Consideremos
Cl(hx(X)) C I¢%D vy como T9(4D es un espacio compacto y de Hausdorff,
tenemos que X = Cl(hx(X)) es un subespacio compacto y de Hausdorff de
I¢X5D) el cual es conocido como la Compactacion de Stone-Cech de (X, 7).

Tres propiedades importante de la Compactacién de Stone-
Cech.

1) hx : X — 19D es un homeomorfismo sobre su imagen, de manera
que X es homeomorfo a hx (X).

2) hx(X) es denso en SX.
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3) Cada funcién continua f : X — [0, 1] tiene una tunica extensién con-
tinua a SX. Es decir, para cada funcién continua f : X — [0, 1], existe una
funcién continua f : fX — [0,1] tal que fohyx = f.

Demostracién. Sélo demostraremos la Propiedad 3, las primeras dos
propiedades son faciles.

Sea f : X — [0, 1] una funcién continua. Notemos que f € C' (X, I). De
manera que, podemos definir a ]? como ]? =m;: X — [0,1] (la f-ésima
proyeccién de SX).

Notemos que, dado = € X, hx(z) = (Mx)y) € BX y 7m¢(hx(z)) =
mr((AM(x)r)) = f(x). Por tanto, f tiene una extensién continua a SX dada
por la f-ésima proyeccién de 5X.

Por la Propiedad 1), podemos identificar a X con h(X), asi que podemos
suponer que X C 5X. Con esta convencién, la Propiedad 3) se traduce ast:
cada funcién continua f : X — [0, 1] tiene una tnica extensién continua. Es
decir/,\ para f : X — [0,1] existe una funcién continua J/C\I X — [0,1] tal
que f |x=f. =

Definicién 2.1 Sea (X, 7) un espacio topoldgico, y sean A y B dos subcon-
juntos no vacios en X. Decimos que A y B estdn completamente separados
en X, si existe una funcion continua f : X — [0,1] tal que f(A) = {0} y
f(B) ={1}. También, decimos que f separa a los conjuntos A y B.

Lema 2.2 Sean (X,7) un espacio topoldgico de Tychonoff y A, B C X
subconjuntos no vacios que estdn completamente separados en X. Entonces
Clsx(A) N Clsx(B) = 0.

Demostracién. Sea f : X — [ una funcién continua tal que separa a
los conjuntos A y B en X, es decir, f(A) = {0} y f(B) = {1}. Entonces,
aplicando la Propiedad 3 a f, obtenemos una extensién continua de f sobre
BX dada por f : BX — I. Como el conjunto {0} es cerrado en [ y la exten-
sién J?es continua, tenemos que f_l({O}) es cerrado en $X. Por otra parte,
como A C f~1({0}), tenemos que A C Clax(A) C f~1({0}). Andlogamente,
B C Clgx(B) C f~1({1}), y como f~1({0}) N f~1({1}) = 0, tenemos que
Clﬁx(A) N Clﬁx(B) =0. m
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Lema 2.3 Sean (X, 7) un espacio topoldgico de Tychonoff y A un subconjun-
to no vacio abierto y cerrado en X. Entonces, Clgx(A) es abierta y cerrada
en X.

Demostracién. Notemos que si el conjunto A es abierto y cerrado en X,
entonces los conjuntos A y X — A estdn completamente separados, ya que
0, six € A,

1, size X —A.

Claramente, f es una funcién continua. Aplicando el lema anterior a los
conjuntos A y X — A, tenemos que Clgx(A) N Clgx(X — A) = 0; y como
BX = Clgx(A) U Clgx (X — A), tenemos que Fr,, (A) = (). Por lo tanto,
Clgx(A) = Intgx(A). Luego, Clsx(A) es abierta y cerrada. m

podemos definir a f : X — I por f(z) = {

Regresando a nuestro problema original, sea X un espacio topolégico no
vacio y discreto (y por tanto, completamente regular), hx : X — [5G0
la funcién continua definida por hx(z) = (A(x),) vy X = Cl(hx(X)) la
Compactacién de Stone-Cech de X. Para demostrar que la dimensién de
£X es cero, basta demostrar que para toda x € X, x tiene una base de
subconjuntos abiertos y cerrados en 5.X.

Sea x € X y sea V un abierto de X que tiene a x. Como X es
un espacio regular, existe un abierto no vacio W en X tal que x € W C
Clgx(W) C V.

Sea A = W N X. Entonces, como X es discreto, tenemos que A es abierto
y cerrado en X. Aplicando el lema anterior al conjunto A, obtenemos que
Clgx(A) es abierta y cerrada. Sea U = Clgx(A) = Clgx(W N X). Como
X es denso en X, Clgx(W N X) = Clgx(W). De manera que Clgx (W) es
abierto y cerrado en SX, ademds xz € Clgx (W) C V. Asi que z tiene una
base local de conjuntos abiertos y cerrados en SX. Por lo tanto, para toda
x € X, concluimos que dim, 5X = 0.

Por tanto dim X = 0.

2.31. Espacio de Novak (Ejemplo 112)

El Espacio de Novak tiene dimensién 0.

Sea N el conjunto de los niimeros naturales con la topologia Discreta y
sea SN la Compactacion de Stone-Cech de N. Para definir el Espacio de
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Novak se construye, usando induccién transfinita, un subconjunto P C SN.
Se define entonces el Espacio de Novak como el subespacio X de SN dado
por X = NU P. Entonces, por el Teorema 1.17 (Teorema del Subespacio)
dim X = 0. No repetimos aqui la construccién del conjunto P porque es
innecesaria y porque se encuentra en [3, Ejemplo 112, p. 134].

2.32. El Ultrafiltro Singular (Ejemplo 114)

X con la Topologia del Ultrafiltro Singular tiene dimensién 0.

Un ultrafiltro no principal F' de N es aquel que no tiene punto de acumu-
lacién en N. Elegimos un ultrafiltro no principal F' y hacemos X = NU{F'},
donde N es el conjunto de los nimeros naturales y F' es un ultrafiltro no
principal sobre N. Entonces, definimos una base para una topologia 7 en X
dada por los conjuntos que constan de un solo elemento en N junto con todos
los conjuntos de la forma AU {F} donde A € F.

Claramente, para toda x € N, dim, X = 0, pues N es discreto y F' no es
punto frontera de {z}, ya que la vecindad (N — {z}) U {F'} no intersecta a
{z}. Para demostrar que dim X = 0, basta ver que las vecindades bdsicas de
F son abiertas y cerradas en (X, 7).

Sea A € F. Entonces, A C N, como N es discreto, tenemos que N — A
es abierto en (X, 7). Por tanto, AU {F'} es abierto y cerrado en (X, 7). Por
tanto, dimp X = 0. Luego, dim X = 0.

2.33. El Espacio Métrico de Sierpinski (Ejem-
plo 135)

El Espacio Métrico de Sierpinski tiene dimensién 0.

Sean X = {z; : i € N} un conjunto numerable y
1+ =, sii# g,

0, sii=j.
Claramente la funcién d es una métrica sobre X.

d(z;,x;) = {
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Notemos que, para € = 3, la bola B% (x;) = {x;}. Por tanto, X es un
espacio discreto. De manera que, al aplicar el Corolario 1.12 a X, obtenemos
que dim X = 0.

2.34. La Métrica de la Oficina Postal (Ejem-
plo 139)

El Plano con la Métrica de la Oficina Postal tiene dimensiéon
0.

Sea (X, d) el plano Euclidiano con la métrica usual. Definimos una nueva

métrica d* en X, dada por:
win oy — J d0,p) +d(0,q), sip#q,

d<p7Q)_{ 0’ Sip:q.

Demostraremos que para todo p € X, dim, X = 0. Tomemos p € X y
consideremos dos casos.

Caso 1. p # 0.

Sea 7 = %2 Entonces, B,(p) = {z € R*:d*(p,z) <r} = {p}. Por
tanto la familia 5 = {{p}} es una base local alrededor del punto p formada

de conjuntos abiertos y cerrados en X. De manera que, al aplicar el Teorema
1.9, obtenemos que dim, X = 0.

Caso 2. p = 0.

Sea V' una vecindad abierta en X de p. Como vimos en el parrafo anterior,
para cada q # p, {q} es abierto en X. De manera que X — V es abierto en
X. Por lo tanto dim, X = 0.

De aquf que dim X = 0.

2.35. El Espacio de la Extensién Discreta de
Bing y el Subespacio de Michael (Ejem-
plos 142 y 143)
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El Espacio de la Extension Discreta de Bing y el Subespacio
Cerrado de Michael tienen dimensién 0.

Sean R el conjunto de los nimeros reales, P el conjunto potencia de R
y X = [ {0,1},, donde {0,1}, es una copia de un espacio discreto de dos

AEP
puntos. Para cada r € R, sea x, el punto de X cuya A-ésima coordenada

(x,), esigual a 1 siy sélosir e A

Sea M = {z, € X :r € R}. Si a X le damos la topologia Producto 7,
entonces el conjunto X — M es denso en X.

Formamos la Extension Discreta (X, o) de (X, 7) declarando abiertos (en
o) a todos los conjuntos de la forma {p} para p € X — M, mientras cada
punto en M conserva sus 7-vecindades.

Por otra parte, el Subespacio Cerrado de Michael es definido por Y =
M U F, donde F' es la coleccién de todos los x € X — M tales que (z), =1
s6lo para un nimero finito de indices .

Como X = [] {0,1}, donde {0,1}, es una copia de un espacio discreto,

AepP

podemos aplicar el Teorema 1.15 y obtener que dim(X, 7) = 0.

Notemos que 7 C 0. Ademds notemos que (X, 7) es un espacio de Haus-
dorff, ya que cada factor {0,1}, lo es. Como 7 C o, tenemos que (X,0) es
de Hausdorft.

Demostraremos que para toda x € X, dim,(X,0) = 0. Seaz € X y
consideremos dos casos para .

Caso 1.z € X — M.
Entonces, § = {{z}} es una base local de vecindades en el punto z. Como
{z} es abierto y cerrado en (X, o), tenemos que dim, (X, o) = 0.

Caso 2. x € M.

Tomemos un abierto U en o tal que z € U. Por definicién, existe un
abierto W en 7 tal que + € W C U. Como (X, ) tiene dimensién cero,
existe V' € 7 tal que V es abierto y cerrado en (X, 7) (y por tanto abierto y
cerrado en (X,0), pues 7 C o) talquepe W CV C U.

Por tanto, para toda z € M, dim,(X, o) = 0.

Por lo tanto, dim(X, o) = 0.

Por otra parte, para determinar la dimensién del Subespacio Cerrado de
Michael Y, basta observar que Y # () y que Y C X, de modo que al aplicar
el Teorema 1.17 (Teorema del Subespacio) a Y, obtenemos que dimY = 0.



Capitulo 3

Espacios de Dimensién 1

En este capitulo agrupamos 88 ejemplos del libro “Counterexamples in
Topology” que resultan tener dimensién uno. Algunos de los ejemplos mas in-
teresantes debido al ingenio empleado al calcular la dimensién son la Topologia
del Didgmetro Extraido (ejemplo 76) y la Topologia de los Ultrafiltros Fuertes
(ejemplo 113) entre otros.

3.1. Topologia del Punto Especial (Ejemplos
8, 9y 10)

Cualquier conjunto no vacio con la Topologia del Punto Es-
pecial tiene dimensién 1.

Sea X un conjunto cualquiera con méas de un puntos. Fijamos un punto
p € X, (el cual llamaremos punto especial) y definimos una topologia en X
tomando como conjuntos abiertos al conjunto vacio y a los subconjuntos de
X que contienen a p. Es decir, 7 ={U C X : p € U} U {0}.

Demostraremos que X tiene dimension 1.

Como todos los conjuntos abiertos y no vacios en X contienen al punto
p, X es conexo. De modo que, por el Corolario 1.10, tenemos que para toda
r e X,dimX > 0.

32
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Sea x € X, demostraremos mediante dos casos que dim, X = 1.

Caso 1. = # p.

En este caso la familia que consta de un solo conjunto 5 = {{z,p}} es
una base local en el punto x. Notemos que Fr({z,p}) = X —{z,p}, el cual es
un subespacio discreto de X. De modo que podemos aplicar el Corolario 1.12
a X — {x,p}, y obtener que dim (X — {x,p}) = 0. Por lo tanto dim, X < 1.
Como dim, X > 0, concluimos que dim, X = 1.

Caso 2. z = p.

La familia {{p}} es una base local en p. Notemos que Fr({p}) = X —
{p}, el cual es un subespacio discreto. Aplicando el Corolario 1.12 a X —
{p} obtenemos que dim (X — {p}) = 0. Asf que dim, X < 1. Por lo tanto,
dim, X = 1.

Por lo tanto, para toda x € X, dim, X = 1. Luego, dim X = 1.

3.2. Espacio de Sierpinski (Ejemplo 11)

El Espacio de Sierpinski tiene dimension 1.
El Espacio de Sierpinski estd formado por X = {p, ¢} y tiene la topologia
=10, X,{p}} ={U C X :pe U} U{0}.

Notemos que el Espacio de Sierpinski es un caso particular de 3.1, cuando
X tiene dos puntos. Por tanto dim X = 1.

3.3. Topologia del Punto Excluido (Ejemplos
13, 14 y 15)

Cualquier conjunto no vacio con la Topologia del Punto Ex-
cluido tiene dimensién 1.

Sea X un conjunto con mds de un punto. Fijamos un punto p € X (el cual
llamaremos punto especial) y definimos una topologia sobre X declarando co-
mo conjuntos abiertos a X y a todos los subconjuntos de X que no contienen
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al punto especial p. A esta topologia se le conoce como la Topologia del Punto
Excluido.

Notemos que X es un espacio conexo, ya que el tinico conjunto abierto que
contiene al punto especial p es el total. De manera que al aplicar el Corolario
1.10 a X, obtenemos que, para toda z € X, dim, X > 0.

Sea x € X, demostraremos mediante dos casos que dim, X < 1.

Caso 1. z = p (el punto especial).

En este caso, el tnico conjunto abierto que contiene al punto p es X y
como F'r(X) = (), concluimos que, dim, X = 0.

Caso 2. x # p.

Notemos que la familia = {{z}} es una base local en el punto z y
Fr({z}) = {p}. Como la dimensién de un conjunto que consta de un solo
elemento siempre es 0, tenemos que, dim{p} = 0. Asi que, dim, X < 1. Como
dim, X > 0 concluimos que dim, X = 1.

Por lo tanto, dim X = 1.

3.4. La Topologia de Este o Este (Ejemplo
17)

X con la Topologia de Este o Este tiene dimensién 1.

La Topologia de Este o Este esta definida sobre el intervalo cerrado X =
[—1, 1], declarando como conjuntos abiertos a los conjuntos que no contienen
al cero y a los que contienen al intervalo abierto (—1,1).

Sea p € X, calcularemos dim, X analizando tres casos.

Casol.p=—lop=1.

Notemos que los conjuntos [—1,1) y (—1,1] son conjuntos abiertos. De
manera que, los conjuntos {1} y {—1} son abiertos y cerrados en X y las
familias {{1}} y {{—1}} son bases locales en el 1 y en el —1, respectivamente.
De modo que, al aplicar el Teorema 1.9 obtenemos que dimg; X = 0y
dim{,l} X =0.

Caso 2. p € (—1,1) con p # 0.
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Notemos que el conjunto que consta de un solo elemento {p} es abierto
en X, = {{p}} es una base de vecindades en el punto p y Fr{p} = {0}.
Por tanto, dim Fr{p} = dim{0} = 0. Asi que, dim, X = 1.

Caso 3. p = 0.

En este caso, la familia § = {(—1,1),[-1,1),(—1,1],[—1, 1]} es una base
local en el punto p. Notemos que, para cada V' € 3, tenemos que Fr(V) = (),
pues {1} y {—1} son subconjuntos abiertos y cerrados en X.

Por tanto, dim Fr(V) = —1. Asi que, dim, X = 0.

Por lo tanto, dim X = 1.

3.5. La Topologia Cofinita (Ejemplos 18 y 19)

Cualquier conjunto infinito con la Topologia Cofinita tiene
dimensién 1.

Sea X un conjunto infinito cualquiera, definimos la Topologia Cofinita en
X por, 7={U C X : X — U es finito} U {0}.

Claramente, X es un espacio T} y conexo. De modo que, al aplicar el Coro-
lario 1.10 a X, obtenemos que, para toda z € X, dim, X > 0. Demostraremos
que para todo z € X, dim, X = 1.

Sean € X y [ una base local en el punto z. Entonces, para cada V € (3
con V # X, tenemos que X — V es un conjunto finito en X. Notemos que,
Fr(V)c X—V.Como X es T1 y X —V es finito, podemos aplicar el Corolario
1.13 a F'r(V), y obtener que, dim Fr(V') = 0. Por tanto, dim, X < 1. Luego,
dim, X = 1.

Por lo tanto, dim X = 1.

3.6. Topologia del Complemento Numerable
(Ejemplo 20)

Cualquier conjunto no numerable con la Topologfa del Com-
plemento Numerable tiene dimensién 1.
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Sea X un conjunto no numerable, definimos la Topologia del Complemento
Numerable por 7 = {U C X : X — U es numerable} U {(0}.

Claramente, X es un espacio T y conexo. De modo que, al aplicar el
Corolario 1.10 a X, obtenemos que para toda x € X, dim, X > 0.

Demostraremos que, para todo x € X, dim, X = 1.

Sea x € X y sea ( una base local en el punto z. Entonces, para cada
Ve pconV # X, tenemos que X — V' es un conjunto numerable en X.
Notemos que, F'r(V) C X — V.

Probaremos que X — V C Fr(V).

Sean w € X —V y U un abierto arbitrario en X que contiene a w.
Entonces, (X — V)N U # . Por otra parte, como X — V es numerable y
U es no numerable, tenemos que U NV # (). Por tanto, w € Fr(V). Luego,
Fr(V)=X-V.

Ahora, probaremos que X — V' es un subespacio discreto de X.

Sea w € X — V. Entonces, W = V U {w} es un conjunto abierto en X
que contiene al punto w, y es tal que W N (X — V) = {w}. Por tanto, el
conjunto formado por un solo elemento {w} es abierto en X — V. Ademas,
como X es Ti, el conjunto {w} es abierto y cerrado en X — V. Por tanto,
X —V es un subespacio discreto de X . Aplicando el Corolario 1.12 al conjunto
X — V, obtenemos que dim(X — V') = 0, es decir, dim Fr(V) = 0. Asi que,
dim, X < 1. Por lo tanto, para toda = € X, dim, X = 1. Luego, dim X = 1.

3.7. El Punto Dual con la Topologia del Com-
plemento Numerable (Ejemplo 21)

El Espacio del Punto Dual con la Topologia del Complemento
Numerable tiene dimension 1.

Sean Y # () con la topologia del Complemento Numerable y Z = {a, b}
con la topologia Indiscreta, entonces, X =Y X Z es el Espacio del Punto
Dual con la Topologia del Complemento Numerable.

Para demostrar que dim X = 1, demostraremos la siguiente proposicién.
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Proposicion 3.1 Sean Y y Z espacios topoldgicos no vacios, tales que para
alguna n € NU{0}, se tiene que, dimY =n y dim Z = 0, entonces dim(Y" x
Z) =n.

Demostracién. Procederemos por induccién sobre n € N U {0}.

Sea n = 0. En este caso podemos aplicar el Teorema 1.15 a Y y Z y
obtener que dim(Y x Z) = 0.

Supongamos que la proposicion es valida para n— 1. Entonces, si dimY <
n—1ydimZ =0, se tiene que dim(Y x Z) <n — 1.

Tomemos Y y Z tales que dimY = n y dim Z = 0. Demostraremos que
dim(Y x Z) =n.

Como dimY = n, dado yy € Y, existe una base local 5 en el punto yy,
tal que para todo V' € f3, se tiene que, dim Fr(V) <n — 1. Sea p = (yo, 2) €
Y x Z. Como dim Z = 0, existe una base 7 de vecindades de z en Z con
frontera vacfa.

Sean Ve gy W eytalesquepeV x .

Sabemos que Fr(V x W) = (Fr(V)x Cl(W))U(Cl(V) x Fr(W)). Como
Fr(W) = 0, tenemos que, Fr(V x W) = Fr(V) x CI(W) = Fr(V) x W.
Por otra parte, como W C Z y W # (), se tiene, al aplicar el Teorema
1.17 (Teorema del Subespacio) a W, que dimW = 0. De manera que,
dim Fr(V) < n—1y dimW = 0. Aplicando la hipdétesis de induccién a
Fr(V), obtenemos que, dim(Fr(V) x W) = dim Fr(V) < n — 1. Por tan-
to, dim Fr(V x W) = dim(Fr(V) x W) = dim Fr(V) < n — 1, por tanto,
dim, (Y x Z) < n.

Por lo tanto, dim(Y x Z) < n. Dada zy € Z, Y x {29} es un subespacio de
Y X Z que es homeomorfo a Y. Entonces n = dim(Y x {z}) < dim(Y x Z).
Por tanto dim(Y x Z) =n. =

Como Y tiene la topologia del Complemento Numerable, tenemos que
dimY = 1 (ver 3.6) y como Z es un espacio con la topologia Indiscreta,
tenemos que, dim Z = 0 (ver 2.2). Aplicando la proposicién anterior a Y X Z,
obtenemos que, dim(Y x Z) =dimY = 1.

3.8. Espacio Fuerte Modificado (Ejemplo 27)

El Espacio Fuerte Modificado tiene dimensién 1.
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Sea X = NU{x1, 22}, donde N es cualquier conjunto infinito y z1, x2 son
tales que x1 # xo y 21,20 ¢ N.Sea7={W W CN}U{Y C X :1€Y
0xy €Y y Y contiene a todos los puntos de N excepto un nimero finito de
ellos}.

Claramente, X es un espacio T;.
Sea p € X. Demostraremos, mediante tres casos, que dim, X < 1.

Caso 1. p e N.

En este caso, la familia § = {{p}} forma una base local en el punto p de
conjuntos abiertos y cerrados en X. Aplicando el Teorema 1.9, obtenemos
que dim, X = 0.

Caso 2. p = x;.

Sea V un abierto cualquiera de X que tenga a z; y tal que =5 ¢ V.
Notemos que, V' es un conjunto infinito. Cualquier abierto W que contiene
al punto x5 intersecta a V', ya que, W contiene a todos los puntos de N,
excepto a un nimero finito de ellos. Por tanto, x5 € Fr(V).

Por otra parte, dado ¢ € (X — V)N N, {¢} es un abierto que no intersecta
aV,asiqueq ¢ Fr(V). De modo que, Fr(V) = {z2}. Luego, dim Fr(V) = 0.
Por tanto, dim, X < 1.

Como probamos que Fr(V) # () para todo abierto V' que tiene a z; y que
no tiene a wq, obtenemos que dim,, X > 1.

Por tanto dim, X = 1.

Caso 3. p = x».
Este caso es similar al anterior.
Por lo tanto dim X = 1.

3.9. La Topologia Euclidiana en R (Ejemplo
28)

R con la Topologia Fuclidiana tiene dimensién 1.
Como R es conexo, al aplicar el Corolario 1.10, obtenemos que, dim, R > 0
para todo p € R.

Sean p € Ry = {(a,b) : a < p <beR}. La familia § es la base usual
en el punto p. Es claro que para todo V' € 3, Fr(V) = {a,b}. Como {a, b}
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es un subespacio discreto en R, podemos aplicar el Corolario 1.12 a {a,b} y
obtener que dim Fr(V) = 0. Asi, dim, R <1 y dim, R > 0. Por tanto, para
toda p € R, tenemos que dim, R = 1.

Por lo tanto dimR = 1.

3.10. Subconjuntos Especiales de la Linea Re-
al (Ejemplo 32)
Los Subconjuntos Especiales de la Linea Real tienen dimen-
sién 0 6 1.

Sea (R, 7) el conjunto de los nimeros reales con su topologia usual. Con-
sideremos los siguientes subconjuntos:

) A={2:neN}
2)B g% n € N} U {0}.
JC={11+151+5351+5 ., 21+ .}
4) D = (A, donde para cada n € N, A, = (1 1.1+ 1). Notemos
que D {1}.
= (0.)u (30
:[075}
7)G (0,1).
) H={0}uU]lL,2]U{3}.

)I={2:neN}u(2,3)uB3,4)u{45} U[56U([7,8)NQ).

10) J=N.

Por el Teorema 1.17 (Teorema del Subespacio) tenemos que la dimensién
de los conjuntos anteriores es menor o igual que 1, pues dimR = 1 (ver 3.9).
Por el Teorema 1.19, tenemos que la dimensién de los conjuntos A, B,C, Dy
J tienen dimensién 0, pues no contienen ningin intervalo abierto de R. Como
los conjuntos F, F, G, H, I si contienen un intervalo abierto de R, tenemos
que cada uno de ellos tiene dimension 1.

3.11. La Compactaciéon por un Punto de los
Niumeros Racionales (Ejemplo 35)
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La Compactacién de los Nimeros Racionales por un Punto
tiene dimensién 1.

Sea Q* = QU {p}, donde Q es el conjunto de los mimeros racionales con
su topologia usual 7 y p un punto especial tal que p ¢ Q. La Compactacion
de los Numeros Racionales por un Punto es formada por Q* y la siguiente
topologia:

™ =7U{U C Q" : pe Uy Q" —U es compacto en Q}. La pareja
(Q*, 7*) es entonces la Compactacion de Q por un Punto. Notemos que, para
cada U € 7, UNQ € 7. De manera que QQ, como subespacio de Q*, tiene su
topologfia usual.

Notemos que (Q*, 7*) es un espacio compacto.

Primero demostraremos que dim(Q*,7*) > 0 demostrando que (Q*,7*)
€s un espacio conexo.

Supongamos por el contrario que existen dos abiertos ajenos y no vacios
Uy V en QF tales que Q* = U U V. Sin pérdida de generalidad, supon-
gamos que el punto especial p pertenece a U. De modo que, el abierto (y
cerrado) V' = Q* — U es compacto en Q. Elegimos = € V', entonces existe
un bésico (a,b) de R tal que = € (a,b) N Q C V. Es bien sabido que el
intervalo abierto (a,b) contiene sucesiones de nimeros racionales que con-
vergen a ndmeros irracionales de (a,b), de modo que ese tipo de sucesiones
no tienen un punto de acumulacién en V; esto contradice la compacidad de
V. Por lo tanto (Q*, 7*) es conexo. Asi que, por el Corolario 1.10 aplicado
a Q*, podemos concluir que, dim,(Q*,7*) > 0 para todo = € Q*, es decir,
dim(Q*, 7*) > 0.

Ahora demostraremos que, para todo = € Q*, dim,(Q*, 7*) = 1.

Caso 1. x = p.

Sea U un abierto de Q* que contiene a p. Hagamos K = Q* — U, entonces
K es compacto en Q. De manera que K contiene a su frontera, es decir,
K =CIl(K) =Int(K)U Fr(K).

Demostraremos que Int(K) = (.

Supongamos por el contrario que Int(K) # () y tomemos x € Int(K).
Entonces, existe un bésico (a,b) de R tal que x € (a,b) y z € (a,b)NQ C K.
Notemos que (a, b) contiene sucesiones de niimeros racionales que convergen
a numeros irracionales en (a,b), las cuales no tienen puntos de acumulacién
en K. Esto contradice la compacidad de K. Por tanto Int(K) = ().

Hemos demostrado que K = Fr(K). De aqui que F'r(U) = Fr(K) = K C
Q. Como dim Q = 0, al aplicar el Teorema 1.17 (Teorema del Subespacio) a
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Fr(U), obtenemos que, dim(Fr(U)) = 0. Como U es un abierto arbitrario
que contiene a p, podemos concluir que, dim,(Q*, 7*) < 1. Como ya sabiamos
que dim,(Q*, 7*) > 0, obtenemos que dim,,(Q*, 7*) = 1.

Caso 2. x # p.

Como x # p, tenemos que = € Q. Sean a,b € R—Q tales que x € (a,b), y
V un abierto de Q* tal que p € V. El conjunto K = Q*—V es un subconjunto
compacto de Q. Como vimos antes, no es posible que (a,b) C K, lo cual
implica que V' N (a,b) # 0. Hemos mostrado que p € F'r((a,b)). Por lo tanto
B ={(a,b) :a,b e R—Qya < x < b} esuna base de vecindades en x tal que,
para todo (a,b) € B, Fro-((a,b)) = {p}. Por lo tanto, dim F'rg-((a,b)) < 0,
de modo que dim,(Q*,7*) < 1. Como (Q*,7*) es conexo, obtenemos que
dim, (Q*, 7*) = 1.

Por lo tanto dim(Q*, 7*) = 1.

3.12. Topologia del Orden (Ejemplo 39)

Si X es conexo con mds de un punto y tiene la Topologia
del Orden, entonces X tiene dimensién 1. Si X no es conexo,
entonces a lo més la dimensién de X es 1.

Sea X un espacio completamente ordenado y no vacfo. Con una flecha
apuntando hacia la derecha denotamos a los elementos en X que son mayores
que un determinado punto y € X, por Ejemplo: el intervalo (y, —) representa
a todos los elementos del espacio que son mayores que y. Es decir, (y, —) =
{re X y<uz}.

Anédlogamente, representamos a los elementos en X que son menores que
un determinado punto y, con una flecha apuntando hacia la izquierda. Es
decir, («—,y) ={r € X 1z < y}.

Si X es un conjunto completamente ordenado y no vacio. Entonces, la
familia = {(y,—) :y € X} U{(+,2): 2 € X} U{(y,2) :y,z € X} U{X}
sirve de base para una topologfa en X, la cual es conocida como la Topologia
del Orden.

A un conjunto completamente ordenado le llamaremos Espacio Topoldgico
Ordenado, cuando lo consideremos con la topologia inducida por [3.

Si X es un espacio topolégico ordenado, no degenerado y conexo, demos-
traremos que dim X = 1.
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Dados p € X y un bésico V € [ que contiene a p, tenemos que 0 <
|Fr(V)| < 2, pues si V = (y,2), entonces sélo y y z pueden pertenecer a
Fr(V), y los otros casos para V' son similares. Dado que X es Ty, F'r(V,) es
discreta. De modo que, al aplicar el Corolario 1.12 a F'r(V'), obtenemos que,
dim F'r(V) = 0. Luego, dim, X < 1. Por la conexidad de X, dim, X > 0.
Por lo tanto, dim X = 1.

Si X es un espacio topoldgico ordenado, demostraremos que, dim X es 0
6 1.

Anédlogamente al caso anterior, la frontera de cualquier bésico tiene cardi-
nalidad menor o igual a 2. De modo que, para cualquier p € X, dim, X < 1.
Asi, dim, X =0 6 dim, X = 1. Por lo tanto, dim X =0 6 dim X = 1.

3.13. La Linea Larga L y La Linea Larga Ex-
tendida L* (Ejemplos 45 y 46)

La Linea Larga L y su Extensién L* tienen dimension 1.

Consideremos el producto cartesiano L = [0,92) x [0, 1), en donde [0, 2)
es el Espacio de Ordinales Abierto con 2 el primer ordinal no numerable (ver
2.13) y [0,1) es el intervalo unidad de nimeros reales abierto superiormente.
Asignemos el orden lexicografico a L y consideremos a L con la topologia del
Orden. Entonces, L es un espacio topolégico ordenado, al cual llamaremos la
Linea Larga.

Similarmente, consideremos a L* = L U {(2,0)} y asignémosle el orden
lexicografico. Llamaremos a L* la Linea Larga FExtendida.

Los espacios L y L* tienen la topologia del Orden y ambos espacios son
conexos [10, Teorema 4.7, p. 47]. Entonces, podemos aplicar 3.12 a L y L*,
y obtener que dim L =1y dim L* = 1.

3.14. La Linea Larga Alterada (Ejemplo 47)

La Linea Larga Alterada tiene dimensién 1.
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A la Linea Larga L (definida en 3.13) le agregamos un punto p el cual no
pertenece a L. Entonces, definimos una topologia en X = L U {p}, tomando
como conjuntos abiertos a los conjuntos que ya lo eran en L, y agregamos a
los conjuntos generados por las siguientes vecindades del punto p:

a>f
Claramente, X es conexo, ya que L lo es. De manera que, podemos aplicar
el Corolario 1.10 a X, y obtener que, para toda z € X, dim, X > 0.
Para demostrar que, para toda r € X, dim, X = 1, consideremos dos
casos. Tomemos = € X.

Caso 1. = # p.
Como X — {p} tiene la topologia del Orden y el conjunto {p} es cerrado
en X, tenemos que dim, X = 1.

Us(p) =4 U (e, 0), (o + 1,0))} U {p}, donde 1 < 8 < Q.

Caso 2. x = p.

Sea 1) = {Up(p) : 1 < 8 < Q} la base local en el punto p. Para cada Up €
¢, tenemos que, Fr(Us) = {(a,0): 8 < a <}, el cual es un subespacio
de X que es homeomorfo a {a € [0,9] : f < a < Q}. En 2.13 vimos que el
espacio [0, tiene dimensién cero, asi que dim F'r(V) = 0. De aqui que,
dim, X < 1. Como ya sabfamos que dim, X > 0, concluimos que dim, X = 1.

Por lo tanto, para toda x € X, dim, X = 1. Luego, dim X = 1.

3.15. El Cuadrado Lexicogrdfico (Ejemplo 48)

El Cuadrado Lexicogréfico tiene dimensién 1.

Sea X =[0,1] x [0,1] y sean a,b,c y d € [0, 1] tales que (a,b), (¢, d) € X.
Definimos un orden < en X de la siguiente manera: (a,b) < (¢, d) si y sélo si
a<cé(a=cyb<d). Entonces, X con la topologia 7 inducida por el orden
=< es un espacio linealmente ordenado, el cual es conocido como el Cuadrado
Lezxicogrifico.

El Cuadrado Lexicografico X es conexo [10, Teorema 3.3, p. 36]. Entonces,
podemos aplicar 3.12 a X, y obtener que, para todo p € X, dim, X = 1. Por
tanto, dim X = 1.
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3.16. La Topologia de Hjalmar Ekdal (Ejem-
plo 55)

N con la Topologia de Hjalmar Ekdal tiene dimension 1.

La Topologia de Hjalmar FEkdal es definida sobre el conjunto de los
numeros naturales, tomando como base a la familia

p={{1,2},{2},{3,4} {4} ,{5,6} . {6}, ..} .

Calcularemos, para cada p € N, la dim, N. Consideramos dos casos:

Caso 1.

p = 2n — 1, para alguna n € N.

Si 5 es una base local de vecindades abiertas en p, entonces {p,p + 1} € .
Como Fr({p,p+ 1}) = 0, obtenemos que dim, N = 0.

Caso 2. p = 2n, para alguna n € N.

Si 5 es una base local de vecindades abiertas en p, entonces {p} € f.
Como Fr({p}) = {p — 1}, tenemos que dim, N > 1. Por otra parte, {{p}}
es una base local en p y dim Fr({p}) = 0, asf que dim, N < 1. Por tanto
dim, N = 1.

Por lo tanto dim N = 1.

3.17. Topologia de la Recta Real Dual (Ejem-
plo 62)

La Recta Real Dual tiene dimensién 1.

Sea X = Rx{0, 1} el producto cartesiano de la recta real con su topologia
usual y el conjunto {0, 1} con la topologia Indiscreta.

Como dim({0,1}) = 0 (ver 2.2) y dimR = 1 (ver 3.9), al aplicar la
Proposicién 3.1 a R y {0,1}, obtenemos que, dim X = dim (R x {0,1}) =
dimR = 1.

Por tanto, dim X = 1.
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3.18. Topologia de la Extensién del Comple-
mento Numerable (Ejemplo 63)

La Recta Real con la Topologfa de la Extension del Comple-
mento Numerable tiene dimensién 1.

Sea X =R y sean 71 y 72 la topologia Euclidiana sobre R y la topologia
del Complemento Numerable (ver 3.6), respectivamente. Definimos la si-
guiente topologia en R:

SeaT={WnNV:We€r,yV e€ry}. Entonces, (X, 1) es llamado el Fs-
pacio de la Extension del Complemento Numerable. Notemos que los sub-
conjuntos cerrados en (X, 7) son de la fooma C = R—- (WNV) = (R —
W)UR-V),donde W e 7y yV €7y. Sean K =R—-WyB=R-B.
Entonces, los subconjuntos cerrados en X son de la forma K U B, donde K
es un subconjunto cerrado en R con su topologia usual y B un subconjunto
numerable.

Notemos que 7 es una expansién de la topologia Euclidiana, ya que si
tomamos V =X y W € 7, tenemos que WNV =W € r.

Demostraremos que (X, 7) es un espacio conexo. Para ello, primero demos-
traremos la siguiente proposicién.

Proposicién 3.2 Sea (R, 7) el Espacio de la Extension del Complemento
Numerable y sean un abierto no vacio V- € 7 y un subconjunto cerrado C' =
KUB, donde K es cerrado en R, B es numerable y V C C, entonces V C K.

Demostracion. Sea x € V', entonces v € K o x € B.

Supongamos que x € B. Sea H un abierto cualquiera en 7 que contiene a
x. Entonces, v € VNH C KUB. Como VNH € 7, tenemos que VN H es un
subconjunto no numerable en R, y como B es un subconjunto numerable en
R, tenemos que (VNH)NK # (). De aqui que, HNK # (). En particular, esto
sucede para todo abierto en 71 que contiene a x. Por tanto, z € Clg ;) (K),
y como K es cerrado en (R, 74), concluimos que, = € K.

Por lo tanto, V C K. m

Afirmamos que (X, 7) es un espacio conexo. Supongamos por el contrario
que existen abiertos ajenos y no vacios U y V en (X, 7), tales que X = UUV.



CAPITULO 3. ESPACIOS DE DIMENSION 1 46

Entonces, U y V satisfacen ser cerrados en (X, 7). De manera que U =
K UB, donde K es un subconjunto cerrado en (R, 71) y B es un subconjunto
numerable en R. Notemos que, U C KU B. Aplicando la proposicién anterior
a U, obtenemos que U C K. De modo que, K UB C U C K. Por tanto,
U = K. Es decir, U es cerrado en (R,7;). Esto sucede también para el
conjunto V', de modo que U y V desconectan a (R, 7;), lo cual es absurdo.
Por tanto, (X, 7) es un espacio conexo.

Aplicando el Corolario 1.10 a (X, 7), obtenemos que, para todo p € X,
dim, X > 0.

Ahora demostraremos que dim, X < 1.

Seap € Rysea H=(a,b)NV,donde a <p<byR—V es numerable.
Entonces H = (a,b) — (R — V). Observemos que p € H C U, y que para
toda z < ay toda z > b, ¢ Fr(H), pues podemos encontrar abiertos de
la forma (—o0,a) o (b,00), los cuales contienen a x y no intersectan a H.
Veamos que, Fr(H) C (R—V)U{a,b}. De lo contrario, existe z € Fr(H) tal
que z ¢ (R—V)U{a, b}, entonces z € V y por lo anterior a < z < b, de modo
que z € [a,b] NV. Como z ¢ {a, b}, tenemos que z € (a,b) NV = H, lo cual
es absurdo, pues H es abierto en X. Por tanto, Fr(H) C (R —V)U {a,b}.
De aqui que, F'r(H) es numerable.

Probaremos que dim F'r(H) = 0.

Sea x € Fr(H), entonces Fr(H) — {z} es numerable. De manera que,
el conjunto R — (Fr(H) — {z}) es un abierto en 7 que tiene a z, y (R —
(Fr(H)—A{z}))NFr(H) = {z}. Como z fue un punto cualquiera en Fr(H),
tenemos que F'r(H) es un subespacio discreto, de manera que, al aplicar el
Corolario 1.12 a Fr(H), obtenemos que dim Fr(H) = 0. Como los conjuntos
que son de la forma de H constituyen una base de p en (R, 7), concluimos
que, dim, (R,7) < 1. Como ya sabfamos que dim, X > 0, concluimos que,
dim, (R, 7) = 1.

Por lo tanto dim (R, 7) = 1.

3.19. Topologia de las Sucesiones Suprimidas
de Smirnov (Ejemplo 64)

El Espacio de las Sucesiones Suprimidas de Smirnov tiene
dimensién 1.
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Sean X =Ry A= { :neN } Definimos una topologia 7 sobre X por:

T={UCR:U=V —-B,BC Ay YV esun abierto cualquiera en R}. La
pareja (X, 7) es conocida como el Espacio de las Sucesiones Suprimidas de
Smirnov.

Notemos que 7 es mds fina que la topologia usual de R, pues tomando
a B = (), obtenemos los abiertos de R. Por tanto (X,7) es de Hausdorff.
También notemos que cada elemento de 7 es de la forma U = V N (R —
B), donde V' es abierto de la topologia Euclidiana y B C A, asi que R —
(R — B) = B es numerable. De modo que U es un abierto en la topologia
de la Extensién del Complemento Numerable (ver 3.18). Esto prueba que
la topologia de las Sucesiones Suprimidas de Smirnov estd contenida en la
topologia de la Extensién del Complemento Numerable. Como ésta iltima
es conexa, T también lo es. Por tanto, para toda z € R, dim,(X,7) > 0.

Sea x € R, calcularemos dim, X. Para ello consideremos cuatro casos.

Caso 1. x € R — [0, 1].
Una base local en el punto x estd dada precisamente por los abiertos
bésicos de la topologia FEuclidiana, es decir, por

B ={(a,b) CR—1[0,1]:a <z <b}.

Claramente, para cada V € 8, Fre (V) = {a,b}. Es decir, el compor-
tamiento local de (X, 7) es igual a R con la topologia Euclidiana (ver 3.9).
Por tanto, dim, (X, 7) = 1.

Caso 2. z € (0,1) — A.

En este caso, existe N € N tal que x € (NLH, %) Elegimos como base
local en x a la siguiente familia

g = {(a,b) CR: N_+1 <a<zr<b< N}. Notemos que localmente la
topologia de X es igual a la topologia Euclidiana. Claramente, la frontera
de cada bésico (a,b) en (R, 7) es la misma que en R con su topologia usual.

Similarmente al caso anterior, concluimos que, dim, (X, 7) = 1.

Caso 3. x € A.

Aqui, existe N € N tal que z = N yx e (N— ﬁ) Elegimos como base
local de x a la siguiente familia:

B = {(a,b)CR:z € (ab)y g <a<b< 7 - Similarmente a los
casos anteriores, tenemos que, para cada V € 3, Fre (V) = {a,b}. Asi,
podemos concluir que, dim, (X, 7) = 1.
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Caso 4. x = 0.

Tomemos como base local en = a la familia:

b= {(—%, %) —B:neNyBC A}. Entonces, para cada n € N y para
cada B C A, tenemos que Fr((—21,1) — B) = {-1 11 y(Bn (-1 1)) el

cual es un subespacio discreto de X. De modo que, al aplicar el Corolario
112 a {-1 11U (BN (-21,1)), obtenemos que dim Fr((—,1) — B) = 0.

n’n

Por lo tanto dimg (X, 7) < 1. Asi que dimg (X, 7) = 1.
Por lo tanto, para toda = € X, dim, (X, 7) = 1. Luego, dim (X, 7) = 1.

3.20. La Extensién Indiscreta de R y la Ex-
tensién Puntual de R (Casos Racional
e Irracional) (Ejemplos 66, 67, 68 y 69)

La Extension Indiscreta y la Extension Puntual (racional e
irracional) de R tienen dimensién 1.

Sea X = R con 7 la topologia Euclidiana. Definimos una nueva topologia
7* sobre R que tiene como base a T U{U NQ : U € 7}. Entonces, (X, 7*) es
la Fxtension Racional Indiscreta de R. Andlogamente, definimos a 7 como
la topologia que tiene como base a TU{U N (R — Q) : U € 7} y llamamos a
(X,7) la Eztension Irracional Indiscreta de R. La Extension Racional Pun-
tual de R se define tomando a X = R y 7/ como la topologia que tiene
como base a {{z} U (UNQ):xz €U € 7}. Similarmente, definimos a 7" co-
mo la topologia que tiene como base a {{z} U(UN(R—-Q)):z €U e}y
llamamos a (X, 7") la Extension Irracional Puntual de R.

Sélo demostraremos que la Extensiéon Racional Indiscreta y la Extension
Racional Puntual de R tienen dimensién 1, la demostracién para la Extension
Irracional Indiscreta de R y la Extension Irracional Puntual de R es andloga.

Notemos que 7 C 7" C 7/, de modo que ambos espacios (R, 7*) y (R, 7’)
son de Hausdorft.

Demostraremos que los espacios topolégicos (R, 7%) y (R, 7) son conexos.
Como 7 C 7* C 7/, es suficiente demostrar que (R, 7’) es conexo. Para
ello probaremos dos afirmaciones.
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Afirmacién 1. Para cualquier abierto no vacio U en 7', tenemos que,
Cl.(U)=Cl.(U).

Dado un abierto no vacio U en 7/, tenemos claramente que, Cl.(U) C
Cl.(U).

Para probar la otra contencién tomamos p € Cl.(U). Sea V abierto en 7
que contiene a p. Entonces V NU # (). Notemos que V NU € 7. Como Q
es denso en 7/, tenemos que (VNU)NQ # 0; y como V € Ty p € V, se
concluye que {p}U(VNQ) e 7y ({p}U(VNQ))NU # 0. Asi, p € Cl.(U).
Esto termina la prueba de la Afirmacién 1.

Afirmacién 2. (R, 7’) es conexo.

Supongamos que R=UUV,donde UNV =0, U #0D#V yUV € 7.
Entonces U y V también son cerrados en 7. De manera que U = Cl(U) =
Cl,(U) y, similarmente, V = CI.(V'). Asi que U y V son cerrados no vacios
y ajenos en 7 tales que R = U U V. Esto contradice la conexidad de (R, 7) y
termina la prueba de la Afirmacién 2.

En consecuencia, como 7 C 7/, tenemos que, (R, 7*) también es conexo.
De manera que al aplicar el Corolario 1.10 a los espacios (R,7') y (R, 7%),
obtenemos que, dim, (R,7") > 1 y dim, (R, 7*) > 1, para toda = € R.

Ahora demostraremos que, dim (R,7*) < 1, posteriormente que, dim
(R,7") < 1. Sea p € R, consideremos dos casos.

Caso 1. p € Q.

En este caso, una base local en el punto p estd dada por la familia:

B={(a,b)NQ:a<p<bya,b¢ Q}. Demanera que, paracada V' € 3,
tenemos que Fr(V) = {a,b} U ((a,b) N (R —Q)) C R — Q. Notemos que la
topologia que 7* le hereda a R — QQ es la misma que la que le hereda la
topologia Euclidiana a R — Q. Como Fr(V) C R—Q y dim(R—Q) = 0 (ver
2.11), podemos aplicar el Teorema 1.17 (Teorema del Subespacio) a Fr(V)
y obtener que, dim(Fr(V)) = 0. De aquf que, dim, (R, 7*) < 1. Por tanto,
dim, (R, 7*) = 1.

Caso 2. p ¢ Q.
En este caso, una base local en p estd dada por la familia:

B ={(a,b) CR:a < p<b}. De manera que, para cada V € 3, tenemos
que Fr(V) = {a, b}, el cual es un subespacio discreto. Al aplicar el Corolario
1.12 a {a, b}, obtenemos que, dim({a, b}) = 0. Asf que, dim,, (R, 7*) < 1. Por
tanto, dim, (R, 7*) = 1.
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Concluimos que, para todo p € R, dim, (R, 7%) = 1.
Por lo tanto, dim (R, 7*) = 1.

Sea p € R. Ahora demostraremos también, mediante dos casos, que
dim (R, 7") < 1.

Caso 1. p € Q.

En este caso, una base local en p estd dada por:

B={(a,b)NQ:a<p<byab¢ Q}. Demanera que, para cada V' € 3,
tenemos que Fr(V) = [a,b] N (R — Q). Notemos que, [a,b] N (R — Q) es un
subespacio discreto de (R, 7'), ya que si x € [a,b]N(R—Q), entonces dado un
bésico V' € T que contiene a z, se tiene que, ({z}U(VNQ))N([a,bjN(R—Q)) =
{z}. De modo que al aplicar el Corolario 1.12 a Fr(V), obtenemos que,
dim F'r(V') = 0. De manera que, dim, (R, 7’) < 1. Asi, dim, (R, 7’) = 1.

Caso 2. p ¢ Q.

En este caso, una base local en p estd dada por la familia:

B ={{p}U((a,b)NQ):a<p<b}. De modo que, para cada V € f3,
tenemos que Fr(V) = ([a,b]N(R—Q)) — {p} C R—Q, el cual es discreto en
(R, 7). Similarmente al caso anterior, concluimos que, dim F'r(V) = 0. De
aqui que, dim, (R, 7") < 1. Asi, dim, (R, 7") = 1.

Por tanto, para todo p € R, tenemos que dim, (R, 7’) = 1.

Por lo tanto, dim (R, 7") = 1.

3.21. Extensién Racional en el Plano (Ejem-
plo 72)

La Extension Racional en el Plano tiene dimension 1.

Sea (X, 7) el plano Euclidiano, definimos una topologia 7* en X, tomando
como base a los conjuntos unitarios que tienen a un punto del conjunto D =

QxQ y alos elementos de la familia F = {{(z,y)} U (DNU) : (z,y) € U € 7}.

Notemos que, 7 C 7*. De manera que, (X, 7*) es un espacio de Hausdorff.
Demostraremos que la dimensién de (X, 7%) es 1. Sea p € X, consideremos
dos casos para p.

Caso 1. p € D.
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En este caso, la familia 8 = {{p}} es una base local en p. Como {p} es
abierto y cerrado en (X, 7*), podemos aplicar el Teorema 1.9 y obtener que,
dim, X = 0.

Caso 2. p ¢ D.

Notemos que los elementos de la familia £ = {{q} : ¢ € D} son abiertos y
cerrados en (X, 7%), de manera que, cualquier conjunto abierto V' que contiene
al punto p, satisface que Fr(V)N D = .

Notemos que si un punto ¢ € R? — D est4 en un bésico W de F, entonces
W N (R? — D) = {q}. De manera que R* — D es un subespacio discreto de
(X, 7*). En particular F'r(V') es un subespacio discreto de (X, 7*). Aplicando
el Corolario 1.12 a Fr(V), obtenemos que, dim(Fr(V)) = 0. Por tanto,
dim, (X, 7%) < 1.

Demostraremos que para todo p ¢ D, dim, (X, 7*) > 0.

Sea U = {q}UD = {q}U(DNX). Notemos que U es un abierto de 7* que
tiene a p. Sea W un abierto cualquiera en 7* tal que p € W C U. Entonces
existe un basico V= {p} U(DNH),donde p e H € T talque p e V C W.
Dado un punto ¢ # p con ¢ € H — D (estos puntos existen porque X — D
es denso, con la topologia 7 en X), todo bésico en F que tiene a ¢ intersecta
a H N D. De manera que ¢ € CI(V) C CI(W), y como ¢ ¢ U, tenemos que
q ¢ W. De modo que q € Fr(W). Hemos probado que Fr(W) # () para
todo abierto W en 7* tal que p € W C U. Esto prueba que dim, (X, 7*) > 0.
Luego, dim, (X, 7*) = 1.

Por lo tanto, dim (X, 7*) = 1.

3.22. Topologia Telefase (Ejemplo 73)

X con la Topologfa Telefase tiene dimensién 1.

Sea (X, 7) el espacio topoldgico formado al agregar un punto al final del
intervalo cerrado [0, 1]. Sea 1* dicho punto. Definimos la base local en el punto
1* por = {(a,1)U{1l*} :a € [0,1)} y para los puntos en [0, 1] tomamos la
base usual del intervalo.

Entonces, al conservar [0, 1] su topologia, tenemos que [0, 1] es un subes-

pacio conexo de X. Ya que [0, 1] es claramente denso en X, concluimos que
X es conexo. Por tanto, para todo x € X, dim, X > 0.
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Finalmente, demostraremos que dim X = 1. Sea x € X, consideremos
tres casos para .

Caso 1. x = 1*.

Notemos que la base local en el punto x = 1* estd dada por g =
{(a,1) U{1*} : a € [0,1)}. De manera que, para todo V' € g3, Fr(V) = {a, 1}.
Por tanto, F'r(V) es un subespacio discreto, por lo que podemos aplicar
el Corolario 1.12 a Fr(V) y obtener que, dim F'r(V) = 0. Por lo tanto,
dim, X < 1. Asi tenemos que, dim, X = 1.

Caso 2. z = 1.

En este caso, f = {(a,1] : 0 < a < 1} es una base local en el punto = = 1.
Por tanto, para todo V' € 3, se tiene que, Fr(V) = Fr((a,1]) = {a,1*}, el
cual es un subespacio discreto. Similarmente al caso anterior, tenemos que,
dim, X < 1. Asf que, dim, X < 1. Por lo tanto, dim, X = 1.

Caso 3. =z < 1.

Tomamos como base local en el punto = a la familia:

B ={(x—€ex+e):0<e<1—2z}. Claramente, para todo V € (3, se
tiene que, Fr(V) C {x — €,z + €}, asi que F'r(V) es un subespacio discre-
to. Aplicando el Corolario 1.12, obtenemos que, dim Fr(V)) = 0. Por tanto,
dim, X < 1. Asf tenemos que, dim, X = 1.

Por lo tanto, dim X = 1.

3.23. Topologia de la Inclinacién Irracional
(Ejemplo 75)

X con la Topologia de la Inclinacién Irracional tiene dimen-
sion 1.

Sean X = {(z,y):y >0y x,y € Q} y # > 0 un nimero irracional fijo.
La Topologia de la Inclinacion Irracional T sobre X tiene como base a las
e- vecindades de la forma N, ((z,y)) = {(z,y)} UB. (¢ + %) U B (z — %),
donde B. (¢) = {(r,0) € Q x {0} : |r — (| < €}. Notemos que cada vecindad
N. ((z,y)) consiste del conjunto formado con un solo elemento {(z,y)} y dos
intervalos abiertos sobre el eje = centrados en los puntos (z+%,0) y (z—4,0).
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Notemos que las lineas que unen el punto (z,y) con (z — %,0) y el punto
(z,y) con (z + %,0) tienen pendiente 6 y —6, respectivamente.

Demostraremos que la dimensién de X es 1. Sea p € X, consideremos dos
casos para p.

Caso 1. p = (x,y) con y > 0.

Dada ¢ > 0, sea N. ((z,y)) = {(z,9)} UB:(z+ %) U B (z— %) una
vecindad bdsica cualquiera del punto p, con € racional.

Para cada w € R, sea L, la recta de pendiente  que pasa por el punto
(w, 0), también sea M, la recta de pendiente —6 que pasa por el punto (w,0).

Tomamos la unién de la familia de rectas de pendiente 6 y —@, es decir,
U{LoUM)NX:wez—4—ex—4+eUlz+i—ecax+i+e}, lla
mamos F' a esta familia. Es fécil ver que F'r (N, ((x,y))) = F — (N: ((z,v))).

Mostraremos que F' — (N. ((z,y))) tiene la topologia Discreta. Para em-
pezar, notemos que F'— (N. ((x,y))) no intersecta al eje x, pues los extremos
de los intervalos [z — % —e,x — ¥4 +¢€| y [+ % — €, 2 + 4 + €] son nimeros
irracionales.

Dada ¢ = (r,t) € F — (N:((z,y))) y dada una vecindad bésica de q,
Ns(q) = {q} U Bs(r + §) U Bs(r — %), tenemos que Nj(q) intersecta a X —
(Q x {0}) (X menos el eje real) sélo en {q}, asi que (F — N ((z,9))) N
Ns(q) = {q}. Por tanto, F'r (N. ((z,y))) es un subespacio discreto. De mane-
ra que podemos aplicar el Corolario 1.12 a F'r (N, ((x,y))) y obtener que,
dim F'r (N. ((x,y))) = 0. Asi tenemos que, dim, X < 1.

Por otra parte, notemos que X es un espacio conexo, ya que la cerradura
de cualesquiera dos abiertos ajenos y no vacios en X contiene franjas infinitas
que se intersectan, pues tienen pendiente 6 y —f. De manera que, al aplicar
el Corolario 1.10 a X, obtenemos que, para todo p € X, dim, X > 0.

Por tanto, dim, X = 1.

Caso 2. p = (z,0).

En este caso, las vecindades bésicas en p son las usuales en Q x {0},
es decir, son las inducidas por la topologia usual en Q x {0}. Por tanto,
dim, X = 0 (ver 2.10).

Por lo tanto, dim X = 1.

3.24. Topologia del Diametro Extraido y del
Radio Extraido (Ejemplos 76 y 77)
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R? con la Topologia del Diametro Extraido y con la Topologia
del Radio Extraido tienen dimension 1.

Sea X el plano coordenado, definimos La Topologia del Didmetro Extraido
7 sobre X tomando como conjuntos bdsicos a todos los discos de R? quitdn-
doles su didmetro horizontal menos su centro. Andlogamente, definimos La
Topologia del Radio Extraido T sobre X tomando como conjuntos bésicos
a todos los discos abiertos de R? sin su radio horizontal derecho, dejando el
centro del disco. Entonces, (X, 7) y (X, 7*) son los espacios con La Topologia
del Diametro Extraido y La Topologia del Radio Extraido, respectivamente.
Notemos que, ambas topologias son expansiones de la topologia Euclidiana
en R?. Por tanto, ambos espacios son de Hausdorf.

Notemos que dada una recta cualquiera no horizontal L, tanto 7 como 7*
inducen en L la misma topologfa que la que le induce la Euclidiana.

Dados dos puntos diferentes, cualesquiera, p, ¢ en X, podemos trazar una
poligonal que los una con puros segmentos no horizontales, de manera que
(X,7") y (X, 7) son arco conexos. Por tanto, (X,7*) y (X, 7) son conexos.
Asi, tenemos que, para todo p € X, dim, (X, 7) > 0 y dim, (X, 7*) > 0.

Demostraremos que, para toda p € X, dim,(X,7) = 1.
Abordaremos el problema estudiando algunas propiedades del conjunto
de Cantor C.

En 2.9 vimos la construccién del conjunto de Cantor C. El conjunto de

o
Cantor C esta dado por C = () I;, donde cada conjunto I; es la unién de
i=1
2¢ intervalos cerrados, de longitud %, y ajenos dos a dos. Notemos que, para
cada i € N el complemento de I; en [0, 1] es una unién de 2° — 1 componentes
conexas (conocidas como tercios medios). También notemos que, para cada
i € N, las componentes conexas en [0, 1] — I; son de la forma (3%, ”3—4,;1) para
algunan € Ny para alguna 1 < k£ < 4. Como el conjunto de Cantor es cerrado
contiene a los extremos de cada componente conexa de [0, 1] — I; para toda
1 € N. A los extremos derechos de cada componente conexa les llamaremos
puntos extremos derechos del conjunto de Cantor y a los extremos izquierdos
de cada componente conexa les llamaremos puntos extremos izquierdos del

conjunto de Cantor.

Por otra parte, es bien sabido que podemos identificar al conjunto de
Cantor C con el producto numerable de los conjuntos A, = {0,2}, con la
topologia Discreta. Recordemos que si x € C, entonces x se puede escribir,
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a
3

(V]

de manera tinica, en la forma r = 4 +
cada i € N, a; € {0, 2}.
La funcién p : [ A, — C dada por p(aq,as,...) = Z % es un homeo-

)

(e.0)
+ 33+ Z 3, en donde, para

n=1

o
morfismo. Por tanto, tiene sentido hablar de su inversa p=! : C — [] A,,

dada por p* (Z %) = (a1, as, ...).
i=1

Sea f : HA — [0, 1] dada por f(z) = Z 7. Hagamos ¥ = fop™!

C — [0,1].
Probaremos que la funcién ¥ es continua y monétona creciente.
oo
Dado un punto = € C, lo escribimos x = ) g. De manera que, ¥(x) =

i=1

v ( 2) =1 (0 (S4)) = flana) = £

21 s < Z 2i = 1. Por tanto, la serie Z 3 st converge. Esto muestra que

=1
\I/ esta blen deﬁmda

Mg

o
~. Notemos que,

Notemos que, la funcién ¥ no es inyectiva, pues ¥(3) = V(& + & +...) =
St Et it =stmt.=tyUE)=0E+5+.)=2=1
Para ver que U es continua, bastard mostrar que f es continua. Sea x =

o0

(a1,a9,as,...) € [] An y sea € > 0. Queremos ver que, existe un abierto U
n=1

que contiene al punto z tal que si y € U, entonces |f(z) — f(y)] <.

o
Como la serie > 2i converge, tenemos que, dada ¢ > 0, existe ng € N
i=1
(0.0

tal que Y. o < e Sea U = {a1} x {as} x {as} X ... X {an,} X Apg,, X
1=ng-+1
Ao,y X ... Entonces U es un abierto en el producto [] A, que contiene a

n=1

x. Sea y € U, dado por y = (b1, b2, ...bng, bng. 1 bngss ---). Entonces b; = a;,

oo [e.9]
para toda i < ng. Asf que |f(z) — f(y)| = | > %% < 2 ‘“g;?' <
i=nog+1 i=ng+1

o o

> 2= Y, 3 <e Portanto, |f(z) — f(y)| < e. Luego, f es continua.
i=ng+1 i=ng+1
Asi, concluimos que, ¥ es continua.
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[e o]

Notemos que ¥(0) = U(3 %) = > 557x =0y ¥(1) = 232 =2 T =

=1 =1 1=

H
-
Il
—

I

=1

m3|~

Por dltimo, demostraremos que ¥ es mondétona creciente.

entonces la funcién ¥(z) = ¥ (Z %) =

Recordemos que, si x = 3,
i=1 i=1

(o (£5)) = Moo = £ g

Sean © = (ai,as,as,...) y y = (bl,bg,bg,...) tales que x < y. Sea k la
primera entrada donde = # y. Aseguramos que a; = 0 y by = 2. Supongamos
o o

por el contrario, que ay = 2y by = 0. Como v = ) 5, y = Zg— yx <y,
i=1 i=1

o0 o0 o0 o0 o0
tenemosqueZ%<Z%.Demodoque3%+ Y. <0+ X 15_1: > g—l

i=k i=k i=k+1 i=k+1 i=k+1
b = 2 _ 1
Notemos que, Y. 2 < > 2=z Como % + Z % > o, tenemos que
i=k+1 i=k+1 imh1
i a; a; a; P
231— # <3 <+ > § =73 % Portanto, ) g > > 3, lo
i=k+1 i=k+1 i=k i=k i=k

cual es una contradiccion. Por tanto, ap =0y b, = 2.

[e.9]

Demostraremos que, ¥ <Z %) < v (Z %) Es decir, demostraremos

i=1 =1

o o0 o0
a; b; a; a; .
que, Y 5t < ) 57 Como ay = 0, tenemos que, Y 5#y = Y 5y, asf
i=k i=k i=k i=k+1
o0
que, basta probar que, ST < Z Sir
i=k+1
= b 2 b 1 = b
Notemos que, > st = z57 + 5T = 55 + ), gx. Asi, tenemos
‘ i=k+1 i=k+1
o0 [o¢] b
que demostrar que, 5t < 2% + > e
i=k+1 i=k+1
a; _ _ a;
Notemos que, ot < . 5T = 57 = 55 Por tanto, ' ST <
i=k+1 i=k+1 i=k+1 i=k+1
1 1 = b o b = = = b
’ a a
2_k S 2_k + 27.-?—1 = Z 27,-:-1 ASI? O + Z 21-‘7—1 = 21-‘7—1 S Z 21-‘1—1 Lueg07
i=k+1 i=k i=k+1 i=k i=k

f(z) < f(y)

Por lo tanto, ¥ es creciente.

Definiremos una extensién continua ¥ : [0,1] — [0,1] de ¥. Para ello
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observemos lo siguiente:
Siz € [0,1] —C, entonces = € | J{[0,1] — [; : ¢ € N}. En particular, existe
ip € N tal que z estd en alguna componente conexa de [0, 1] —[;,. Recordemos

que éstas son de la forma (3%, ”3—4,;1) para alguna n € N y para alguna 1 <
k <ig. Asi que x € (3%, ”3—*,;1) para alguna n € N y para alguna 1 < k < i.
Como 31 y ”3—*,;1 son los extremos izquierdo y derecho, respectivamente, de la
componente conexa (3%, "3—J;1), éstos son puntos extremos izquierdo y derecho
del conjunto de Cantor, respectivamente.

n n+1

Notemos que también 3 y "= son puntos consecutivos del conjunto de
Cantor. Se puede probar facilmente que ¥(3) = ¥(%). Entonces, hacemos

(I\J(m) = U(g) y si # € C, entonces hacemos \Tl(x) = U(z). Se puede mostrar
que la funcién ¥ : [0, 1] — [0, 1] es continua y monétona creciente.
A la funcién V¥ se le conoce como La Escalera del Diablo.

~

Por otra parte, para toda = € [0,1], hagamos ¢;(z) = 1 — ¥(z), en-
tonces ¢1(x) es continua y mondtona decreciente. Para toda = € [—1,0], sea
g2(x) = U(z+1), entonces gs(z) es continua y mondtona creciente, pues solo
trasladamos una unidad a la izquierda a U(z).

Notemos que g;(0) = 1 — W(0) =1 -0 =1y que g2(0) = V(0 + 1) =
(1) = 1.

Construimos una nueva funcién h : [—1,1] — [0, 1], dada por:

gi(x), sixzel0,1],
hiz) = { g2(x), sixe[-1,0].

Entonces h estd bien definida y es continua en [—1,1].

Volviendo al problema original, dado p = (x,y) € X, queremos demostrar
que, dim, X = 1.

Como X es el plano coordenado, atin cuando consideremos a X con la
topologia 7, éste es homogéneo, pues dados p, ¢ € X la traslacion T : R? — R?
dada por T'(z,y) = (r1+2x2— 2,91 +y2—vy), donde p = (x1,11) y ¢ = (22, y2),
es un homeomorfismo que manda al punto p en el punto ¢, de manera que,
basta analizar la dimensién en el punto p = (0,0), pues la dimensién es un
invariante bajo homeomorfismos.

Tomemos como referencia a la bola B1((0,0)) = {(z,y) € X : ||(z,y)|] < 1}.

Sea M = {(z,h(z)) : z € [-1,1]}U{(x, —h(x)) : = € [-1,1]}. Demostrare-
mos que, para toda p € M, dim, M = 0 (con la topologia 7). Para hacer
esto, analicemos cémo es la topologia de M en los puntos de su subconjunto
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M, = {(z,h(z)) : € (0,1)}. En el resto de los puntos se puede hacer un
andlisis similar.

Como conjunto, M; se puede identificar con el intervalo (0, 1), mediante
la funcién p : My — (0,1) dada por p(z,h(x)) = x. Entonces veamos qué
topologia le induce M; a (0,1) con esa funcién. Es decir, analicemos o =
{p(UNM)C(0,1):Uer}.

Tomemos z € (0,1), si x ¢ C, existe un intervalo de la forma (a, b), donde
a,b e C,a <z <by (a,b)NC =0. Por la definicién de h, h es constante
en (a,b). De manera que si tomamos un disco pequeno centrado en (z, h(x))
al que se le ha quitado el didmetro horizoltal (salvo el punto (x,h(x))), su
interseccién con M es sélo el conjunto {(x,h(x))}. De modo que {(x, h(x))}
es abierto en M vy, por tanto {x} € . Con un argumento parecido, se puede
concluir lo siguiente. (a) si 2 es un extremo derecho del conjunto de Cantor,
entonces sus vecindades bésicas en ¢ son de la forma [z, 2 + §) donde § > 0,
(b) si = es un extremo izquierdo del conjunto de Cantor, sus vecindades
bésicas son de la forma (x — §, ], donde 6 > 0y (c) siz € Cy x no es un
extremo de C, entonces sus vecindades bdsicas son de la forma (z — §,x + §),
donde 6 > 0.

Con la topologia dada en (0, 1) por estas bases puntuales de vecindades,
tenemos que (0, 1) es homeomorfo a M;.

Estamos listos para ver que dim, (0,1) = 0, para toda = € (0,1). Ana-
lizamos tinicamente el caso en que x € C y no es extremo de C. Tomemos § >
0. Sean a,b € (0,1) talesque a,b ¢ Cyz—d < a < x < b < x+ 4. Entonces
(a,b) es un abierto en o que tiene a x y que también es cerrado, pues {a} y
{b} son abiertos. Por tanto dim, (0,1) = 0. De manera que dim (0,1) = 0.
Por tanto dim M; = 0.

Notemos que, para cada bésico Euclidiano B.(0) en X, podemos construir
un abierto H tal que 0 € H C CI(H) C B.(0) y tal que su frontera es
homeomorfa a M. Asi tenemos que, dimg X < 1 y como ya sabfamos que
dimg X > 0, tenemos que dimy X = 1.

Por lo tanto, para toda p € X, dim, X = 1.

Por lo tanto dim X = 1.

Para la Topologia del Radio Derecho Extraido podemos hacer un analisis
similar. Otra vez consideramos al conjunto M; = {(z,h(z)) : z € (0,1)} y
lo identificamos con el intervalo abierto (0, 1) con la misma funcién p. Hace-
mos 0" = {p(UNM):U € 7*}. Tomemos = € (0,1). Si z ¢ C, razonando
como antes, tenemos que las vecindades bédsicas de x en ¢* son de la forma
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(x — 6, z], donde § > 0. Si z es un extremo derecho de C, sus vecindades bédsi-
cas son de la forma (z — 0,2z + §), donde § > 0. Si = es un extremo izquierdo
de C, sus vecindades bdsicas son de la forma (z — §,x], donde 6 > 0. Si
x € C y no es extremo de C, entonces sus vecindades bésicas son de la forma
(x — 6,2 +90).

Estamos listos para ver que dim, (0,1) = 0, para toda = € (0,1). Ana-
lizamos tinicamente el caso en que z € C y no es extremo de C. Tomamos
d > 0. Sean a,b € (0,1) talesquezr —f <a <z <b<z+dyab¢C.
Entonces (a,b] es abierto y cerrado en * y = € (a,b] C (z — d,2 + ). Por
tanto dim,(0,1) = 0. Asi que dim(0, 1). Por tanto dim M; = 0.

Por lo tanto, dim M = 0.

Por lo tanto, dim, X < 1y como ya sabfamos que dim, X > 0, tenemos
que dim(X,7*) = 1.

3.25. Topologia de la Rejilla Irregular (Ejem-
plo 79)

X con la Topologia de la Rejilla Irregular tiene dimension 1.

Sea X = (N x (NU{0})) U{(0,0)}. Es decir, X consiste de todos los
puntos de la forma (7, k) con i,k > 0, junto con los puntos de la forma (i, 0)
con ¢ > 0. La Topologia de la Rejilla Irregular sobre X estd determinada por
los siguientes subconjuntos bésicos: cada conjunto de la forma {(i, k)} con i
y k > 0 es abierto en X, los puntos de la forma (7,0) con i > 0, tienen como
base local de vecindades a los conjuntos U, ((7,0)) = {(i,k) : k =00k > n},
mientras que los conjuntos V,, = {(i,k) :i =k =007y k > n} forman una
base local en el punto (0,0).

Notemos que, X es un espacio de Hausdorff.

Demostraremos que dim X = 1. Sea p € X, consideraremos tres casos.

Caso 1. p = (1,k), con i,k > 0.

Notemos que el conjunto que consiste de un solo elemento {p} es abierto
y cerrado en X, de manera que, la familia {{p}} es una base local en p. Por
tanto, al aplicar el Teorema 1.9, tenemos que, dim, X = 0.

Caso 2. p = (7,0), con i > 0.
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Tomemos la base local en el punto p = (¢,0) dada por la familia § =
{Un((7,0)) : n € N}. Notemos que, para cada n € N el bésico U, estd dado
por U, = {(4,0), (i,n), (i,n+ 1), (i,n+2),...}.

Demostraremos que, para toda n € N, Fr(U,) = (.

Dada ¢ € Nx N, {q} es abierto, asi que para todo ¢ € NxN, g ¢ Fr(U,).

Ahora demostraremos que, (0,0) ¢ Fr(U,).

Sea g = (0,0) y sea m = n + 1, entonces V,,(¢) = {(t,k):t=k=0o0ty
k > n+ 1}. Por tanto, V;,,(¢) N U,, = 0. Luego, (0,0) ¢ Fr(U,).

Por 1ltimo, notemos que si = # i, entonces claramente el punto (x,0) ¢
Fr(U,). Por tanto, Fr(U,) = . Luego, cada U,, es un subconjunto abierto
y cerrado en X. Asi que, podemos aplicar el Teorema 1.9 y obtener que
dim, X = 0.

Caso 3. p = (0,0).

Recordemos que la base local en el punto p = (0,0) estd dada por 5 =
{V.((0,0)) : n € N}. Claramente, para cada n € N, Fr(V,) = {(n,0), (n +
1,0),(n+2,0),...}.

Notemos que, {(n,0),(n + 1,0), (n 4+ 2,0),...} es un subespacio discreto
en X, pues para toda t € {n,n+1,n+2,...}, el basico U,,((t,0)) N Fr(V,) =
{(t,0)}. De manera que, podemos aplicar el Corolario 1.12 a F'r(V},), y obte-
ner que dim Fr(V,,) = 0. Por tanto, dim, X < 1.

Por 1ltimo, demostraremos que, dim, X > 0.

Sea H = {(0,0) U(N x N)}. Notemos que H es un abierto en X que tiene
a p. Sea W un abierto arbitrario que contiene a p tal que W C H. Entonces,
existe m € N tal que V,,((0,0)) ¢ W C H. Claramente, el punto (m,0) €
Fr(W), asi que Fr(W) # (. Por tanto, dim, X > 0. Luego, dim, X = 1.

Por lo tanto, dim X = 1.

3.26. Cuadrado de Arens (Ejemplo 80)

El Cuadrado de Arens tiene dimension 1.

Sea S el conjunto de parejas de niimeros racionales en el interior del
cuadrado unitario excepto los puntos que tienen como abscisa a r = %
Usaremos la simbologia (...) para referirnos a las coordenadas del plano y

usaremos los paréntesis (...) para denotar a los intervalos. Definimos a X =

SU{0,00Uu{(1,00} U{(:,rv2):r€Q, 0<rv2 <1}
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Definimos una base para la topologia de X de la siguiente manera:

Para todo p € S, los abiertos bésicos son los heredados por la topologia
Euclidiana 7 en el cuadrado unitario, para los otros puntos, dada n € N,
hacemos U,((0,0)) = {(0,0)}U{(z,y) : 0 <z < 1y0<y < i} U,((1,0)) =
{1,00} U {{z,y) : —<x<1y0<y< Dy U ((3,rv2)) = {{z,y) 1 1 <
T<ivly-rve|<

Demostraremos que la dimensién de X es 1. Sea p € X, consideraremos
cuatro casos para p.

Caso 1. p € S.

Sea p = <7”1,7"2>, con 11,13 € QN (07 1) Sea 3 = {(il,ig) X (i37i4) 0 <
1< <ty < 1, O<iz<ra<iyu<l y il,iQ,ig,i4 ¢ Q y ((il,’ig) X (23,24))0
({3} x [0,1]) = 0}. Entonces 3 es una base local de vecindades de p en X.

Notemos que las coordenadas de los puntos del contorno de cada R € (8
estan formadas por al menos una entrada irracional. Por tanto, para cada
R € 3, tenemos que, Fr(R) = (). Luego, dim, X = 0.

Caso 2. p = <%,T\/§>, para alguna r € Q tal que 0 < /2 < 1}.

En este caso, la familia 8 = {U,((3, r\/§>) :n € N} es una base local en
el punto p.

Dada n € N veamos que R = U,( %,r\/i>) no tiene puntos frontera

en su parte superior e inferior. Notemos que |y — /2 ’ < % si y sélo si

r 2—% <y < %—H"\/?,yquer\/i:l:% ¢ Q. De modo que, a lo més los
puntos <%,T\/§—|— %) y <%,T\/§— %> son candidatos a estar en la frontera
superior e inferior de R, respectivamente. Pero tampoco esto puede suceder,
ya que si rv/2 + % = ¢V/2 para algin ¢ € Q y 0 < ¢/2 < 1, entonces
V2(r —q) = £1, lo cual es imposible. Por tanto, R = U, ({1,7v/2)) no tiene
puntos frontera en su parte superior e inferior.

Por otra parte, observando los costados de R, tenemos que F'r(R) =
{1 U ly, donde f1 y ¢ estan dados por ¢ = ({}1} X (rv2 — %,r\/ﬁ—i- %)) ns
y b= ({3} x(rv2-1rv2+1)) NS Como X leinduceah y aly la
misma topologia que la Euchdlana y il = { } (( Lorv2+ ) )
tenemos que [; es un subespacio de { } x Q (con la topologla Euchdlana,)
Asi que dim/; = 0. Similarmente, dim/, = 0. Por tanto, dim(Fr(R)) = 0.
Asi, dim, X < 1.

Ahora demostraremos que, dim, X > 0, es decir, demostraremos que
existe un abierto U tal que para todo abierto V' C U que contiene a p, se
tiene que, dim Fr(V) > —1.
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Sea U = U3(<%, r\/§>) y sea V' un abierto que contiene a p tal que V' C U.
De manera que, existe m € N, con m > 3 tal que Um(<%,r\/§>) cVcUuU.
Notemos que, F'r(U,,) # 0. De hecho, Fr(U,,) C Fr(U), pues Fr(U,) =
({3} % (V2 — 4,1v2+ 1) 1 8) U ({3} % (V2 — £, 1v2 + 1)) 19).
Ast, Fr(U,) N Fr(U) # (0. Notemos que, podemos aplicar la Proposicién
1.14 a los conjuntos Um(<%,r\/§>), V' y U,y obtener que Fr(V) # (). Luego,
dim F'r(V') > —1. Por tanto, dim, X = 1.

Caso 3. p = (0,0).

Sea = {U,({(0,0)) : n € N} la base local en el punto p. De manera
que, Fr(U,((0,0))) = (((0,1) x {2} U ({3} x (0,2))) N S. Notemos que,
Fr(U,({0,0))) C R? con su topologia usual y que Fr(U,({0,0))) estd forma-
da por (((0,2) NQ) x {2} U ({1} x ((0,2) N Q)). Como (((0,%) NQ) x
HHU ) < (0.5 @) ¢ (@x{1})'U ({1} x Q), se desprende que
dim F'r(U,((0,0))) = 0. Por tanto, dim, X < 1.

Ahora demostraremos que, dim, X > 0. Sabemos que, dim, X > 0 siy
sélo si, existe un abierto U que contiene a p y es tal que, para todo abierto
V' C U que contiene a p, se tiene que dim F'r(V) > —1.

Sea U = {(0,0)} U{(z,y) : 0 <z < 1y0<y< i} Entonces, Fr(U) =
(0.3 x (1) N S)U ({3} x (0.3) N S).

Sea V' un abierto que contiene a p tal que V' C U, entonces existe m > 2
tal que = < £y U,((0,0)) CV C U.

Notemmos aue, Fr(U,((0,0))) = (((0.3) x {£}) N S) U ({3} x (0, 2)) 1
S). Asi, Fr(Un,({0,0))) N Fr(U) # 0. De modo que, podemos aplicar la
Proposicién 1.14 a los conjuntos U,,((0,0)), V' y U y obtener que Fr(V) # (.
Luego, dim F'r(V') > —1. Por tanto, dim, X = 1.

Caso 4. p = (1,0).
Este caso es andlogo al anterior. Por tanto, dim, X =1
Por lo tanto, dim X = 1.

3.27. La Tabla de Alexandroff (Ejemplo 88)

La Tabla de Alexandroff tiene dimensién 1.

Usaremos la simbologia (...) para referirnos a las coordenadas de los pun-
tos del espacio y usaremos los paréntesis (...) para denotar a los intervalos.
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Sea (X, 7) el producto de [0,9] y [-1,1], cada uno con la topologia del
Orden (definida en 3.12). Sea p = (€2, 0) € X, entonces definimos la topologia
o como la extension de 7 que tiene como base a 7 y todos los conjuntos de
la forma U(a, n) = {p} U (o, ] % (0,1)), donde o € [0,9) y n € N.

Notemos que, (X, 7) es un espacio T7.

Notemos que, dado un ordinal cualquiera « € [0, €], los subespacios [, =
{a}x[0,1] y J, = {a} x[—1,0) son homeomorfos a los respectivos intervalos
[0,1] y [-1,0). Como cada punto ¢ € X pertenece a algin I, o a algin J,,
concluimos que dim, X > 1.

Demostraremos que, dim X = 1. Sea ¢ € X, analicemos tres casos para

q.
Caso 1. ¢ = (a, ) y « es un ordinal sucesor.
Notemos que el conjunto formado por un solo elemento {«} es abierto en
[0,Q] y que {a} x [—1,1] es un abierto en X que es homeomorfo a [—1,1] y
tiene a ¢. Esto implica que dim, X = 1.

Caso 2. ¢ = (a, x), a es un ordinal limite y ¢ # (£2,0).

Sea = {(a,b) N [—1,1] : @ < x < b}. Entonces, la familia dada por v =
{AMa] xV:AX<ayV €p} es una base local en ¢q. Notemos que, dada
U= (\a] xV e~tal que (a,x) € U, se tiene que Fr(U) = [A+ 1,a] x
{Fri-11(V)}. Como los espacios [A + 1,a] y Fri_;1(V) tienen dimensién
menor o igual que cero, podemos aplicar el Teorema 1.15 a [A + 1,a] X
{Fri_1,1(V)} y concluir que, dim ([A + 1,a] x {Fr_11(V)}) < 0. Por tan-
to, dim F'r(U) = 0. Asf tenemos que, dim, X < 1. Luego, dim, X = 1.

Caso 3. ¢ = p.

Sea U(a,n) = {q} U ((e, ] x (0,1)) un bésico que contiene al punto g,
entonces Fr(U(a,n)) = (la+1,Q] x {0,2}) — {(Q,0)}. Como [a+1,9Q] y
{0, %} tienen dimensién cero, podemos aplicar el Teorema 1.15 a [a + 1, Q)] x
{0, %} y concluir que, dim ([a +1,9Q] x {0, %}) = 0. Como Fr(U(a,n)) C
l[a+1,9Q] x {0, %}, podemos aplicar el Teorema 1.17 (Teorema del Subespa-
cio) a Fr(U(a,n)), y obtener que, dim F'r(U(a,n)) = 0. Por tanto, dim, X <
1. Luego, dim, X = 1.

Por tanto, dim X = 1.
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3.28. El Sacacorchos de Tychonoff y el Saca-
corchos de Tychonoff Menos un Punto
(Ejemplos 90 y 91)

El Sacacorchos de Tychonoff y su Subespacio tienen dimen-
sion 1.

Para cada ordinal «, sea A, = {-0,—1,-2,...,,...,2,1,0} el conjunto
linealmente ordenado, con el orden de izquierda a derecha. Es decir, —0 <
—-1<-2<..<a<..<2<1<0, con la topologia del Orden 7 (ver
3.12). Sea P = Ag x A, (donde w es el primer ordinal infinito y €2 es el
primer ordinal no numerable); sea P* = P — {(Q,w)}. Entonces P* puede
ser pensado como un rejilla rectangular de puntos con Ag y A, como ejes
coordenados. Para construir el sacacorchos tomamos un nimero infinito de
copias de P* como escalones rectangulares formando una escalera de caracol
S, girando en ambas direcciones hacia arriba y hacia abajo, uniendo cada
escaléon P* con el escalén inmediato inferior de la siguiente manera:

El cuarto cuadrante de la rejilla P* se une con el primer cuadrante de
la rejilla inmediata inferior a ésta pegando los ejes positivos. En el siguien-
te parrafo se da la definicién formal. Para completar la construccién del
Sacacorchos de Tychonoff, agregamos a S dos puntos ideales a™ y a~, los
cuales pueden ser interpretados como puntos al infinito en el nivel més alto y
en el nivel mds bajo de la escalera, respectivamente. Asi, el espacio X = S'U
{a*,a"} se llama el Sacacorchos de Tychonoff. El Subespacio Y = X —{a"}
es conocido como el Sacacorchos menos un Punto Ideal.

Notemos que X puede ser pensado como:

X =(((Aqg x Ay) —{(Q,w)}) x Z)U{at,a"} con la topologia cuya base
se describe a continuacién.

Las vecindades bédsicas del punto a™ consisten de todos los puntos de
X los cuales estdn arriba de un cierto nivel k y las vecindades bdsicas del
punto a~ consisten de todos los puntos de X los cuales estdn por aba-
jo de un cierto nivel r. Es decir, para cada k € N, sea Wy, = {at} U
(A x Ay) —{(Quw)}) x {kE+1,..}1)—((2,0] x{w} x{k}), entonces 8 =
{Wy : k € Z} es una base de vecindades para a™. Para cada entero negativo
r,sea V, = {a"} U (((Aq x Ay) —{(Q,w)}) x {...,7 — 1,7}), entonces v =
{V, 1 r € Z~ } es una base de vecindades en a . Las vecindades bdsicas alrede-
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dor de los puntos p = (a,w, 2) € (2,0]x{w}x{z}, donde z € Z, son de la for-
ma (U X {w,...,n+2,n+1,n}x{z}) U (U x{-n,—n—-1,..} x {z—1}),
en donde o € U C (€2,0] con U abierto en (£2,0] y n € N.

Falta definir las vecindades bdsicas en los elementos del conjunto S =
X — ({a",a"} U ((Q,0] x {w} x Z)). Como en X no hay puntos de la for-
ma (Q,w,z) (con z € Z), el conjunto S también puede escribirse asi: S =
(Aq x Ay, X Z) — ([©2,0] x {w} x Z). Entonces, S puede ser considerado co-
mo un subespacio topoldgico del producto Ag x A, X Z (este producto es
considerado con la topologia produto) y, de hecho, es un subespacio abierto
de este producto. Entonces las vecindades bésicas de los puntos de S en X,
se definen como las vecindades bésicas que tienen en .S visto como subespacio
del producto mencionado. Como cada uno de los espacios Ag, A, v Z tiene
dimension 0, su producto también tiene dimensién 0. De manera que S tiene
dimensién 0. Por tanto, para toda p € S, dim, Y = 0 = dim, X.

En [3, Ejemplo 91, p. 109] se prueba que Y no es completamente regular.
Como todos los espacios Ty de dimensiéon 0 son completamente regulares
(Corolario 1.11) tenemos que dimY > 0 y, en consecuencia, dim X > 0.

Demostraremos que, dim X = 1. Sea p € X — 5, consideremos dos casos

para p.

Caso 1. p = (a,w, 2) € (Q,0] x {w} x {2z} para alguna z € Z.

Sea V un abierto en X tal que p € V. Como o € [Q,0], y [©2,0] tiene
dimensién 0, existe un conjunto abierto y cerrado U de [2,0] tal que o €
U C (Q,0] y el punto p satisface quep € (U x {w,...,n+2,n+ 1,n} x {z})U
(Ux{-n,—(n+1),..} x{z—1}) C V.

Para simplificar notacién sea W = (U X {w,...,n+2,n+ 1,n} x {z}) U
(U x{—n,—(n+1),...} x {z — 1}). Notemos que, como z est4 fija, podemos
definir la funcién g : U X {—n,—(n+1),...,w,...,n+ 1,n} — W dada por

_ (u,ﬁ,z), Sinﬁv
g(u,ﬁ)—{ (u,8,2—1), sif<w.

Por la forma con que se define la topologfa en X, g es un homeomorfismo.
Ya que U es cerrado en [€2, 0], U es compacto. Por tanto, W es compacto. De
manera que W es abierto y cerradoy p € W C V. Por tanto dim, X = 0.

Caso2.p=at 6p=a".

Sean p = a* y k € Z un entero arbitrario. Notemos que, para cada
keN, WyNV_y =0, asi que a™,a” ¢ Frx(W). De modo que Frx (W) C
X —{a™,a" }.
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Ya hemos visto que, para toda ¢ € X —{a*,a™}, dim, X = 0, de manera
que dim, (X — {a™,a"}) = 0. Esto muestra que dim(X — {a*,a"}) = 0. Por
tanto dim Frx(W},) < 0. Por tanto dim, X < 1.

El caso p = a™ es similar. Por tanto dim, X < 1.

Por lo tanto dim X = 1.

El Subespacio Y = X — {a~} se trata de manera similar y se concluye
que dimY = 1.

3.29. El Sacacorchos de Thomas (Ejemplo 94)

El Sacacorchos de Thomas tiene dimensién 1.

Recordemos que en el Ejemplo 2.25 definimos la Tabla de Thomas, ha-
ciendo X = |J L;, donde Ly = {(z,0) : z € (0,1)} y para cada natural : > 1,
i=0

Li = {(z,1) : 2 € [0,1)}. La topologfa 7 que se le dio a X fue la genera-
da por la siguiente base: si ¢ > 1, el singular de cada punto de L;, excepto
(0,1), es abierto; las vecindades bésicas del punto (0, 1) son los subconjuntos
de L; tales que su complemento en L; es finito. Los conjuntos de la forma
Ui(2,0) = {(2,0)} U{(2, 1) : n > i}, donde i € N, forman una base para los
puntos de Ly.

Por otra parte, vimos que dim, X = 0, para toda p € X. Es decir,

dim X = 0.

De aqui en adelante usaremos la simbologia (...) para referirnos a las
coordenadas de un punto y usaremos los paréntesis (...) para referirnos a los
intervalos.

Notemos que podemos escribir Ly = (0,1) x {0} y, para cada ¢ > 1,
L =1[0,1) x {1}.

Colocamos una copia topolégica de X en cada cuadrante del plano co-
ordenado, formando una tabla m&ds grande P, la cual no tiene al punto
(0,0). Es decir, que a P lo podemos poner como P = |J{M, :i € Z}, donde
My = ((—1,1) x{0}) — {(0,0)} y, para cada i € Z— {0}, M; = (—1,1) x {1}.

Para construir el Sacacorchos de Thomas procederemos de igual forma
que con el Sacacorchos de Tychonoff (ver 3.28). Tomamos un nimero infinito
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de copias de P como escalones rectangulares formando una escalera de caracol
S, girando en ambas direcciones hacia arriba y hacia abajo, uniendo cada
escalén P con el escalén inmediato inferior de la siguiente manera:

El cuarto cuadrante de la rejilla P se une con el primer cuadrante de la
rejilla inmediata superior a ésta pegando los ejes positivos. En el siguiente
parrafo se da la definicién formal. Para completar la construcciéon del Saca-
corchos de Thomas, agregamos a S dos puntos ideales p™ y p~, los cuales
pueden ser interpretados como puntos infinitos en el nivel més alto y en el ni-
vel més bajo de la escalera, respectivamente. Asi, el espacio T = SU{p™,p~}
es llamado el Sacacorchos de Thomas.

Observemos que T puede ser pensado como:

T = (P xZ)U{p",p~} con la topologia cuya base se describe a conti-
nuacion:

Las vecindades bésicas del punto p* consisten de todos los puntos de T
los cuales estdn arriba de un cierto nivel k y las vecindades bésicas del punto
p~ consisten de todos los puntos de 7' los cuales estdn por abajo de un cierto
nivel 7. Es decir, para cada k € N, sea Wy, = {pT} U (P x {k,k+1,..}) —
((0,1) x {0} x {k}), entonces f = {W : k € Z} es una base de vecindades
para p'. Para cada entero negativo r, sea V,, = {p~"} U (P x {...,r = 1,7}),
entonces v = {V, : 7 € Z~} es una base de vecindades en p~. Las vecindades
bésicas alrededor de los puntos p que estdn sobre la parte positiva del eje
x, es decir, los puntos de la forma p = (2,0,z) € (0,1) x {0} x {z}, donde
z € Z, son de la siguiente forma: para cada i € N, sea U;(p) = {p} U ({z} x
{£:n>i} x{z})U({z} x {-L:n>i} x {z—1}), en donde n € N. Las
vecindades bésicas alrededor de los puntos p que estén sobre la parte negativa
del eje z, es decir, p = (x,0,2) € (—1,0) x {0} x {2}, donde z € Z, son de
la siguiente forma: para cada i € N, sea H;(p) = {p} U ({z} x {2 :n > i} x
{zh U ({z} x {~2 :n>i} x {z}), en donde n € N. Para los puntos p que
no estan sobre los ejes y que no son puntos al infinito, definimos el conjunto
{p} como abierto. Por tltimo, las vecindades bédsicas alrededor de los puntos
p= <0, %, z>, donde i € Z — {0} y z € Z, son los subconjuntos de M; tales
que su complemento en M; es finito.

En [3, Ejemplo 94, p. 113] se argumenta por qué T es un espacio re-
gular que no satisface ser completamente regular. Como todos los espacios T
de dimensién 0 son completamente regulares (Corolario 1.11) tenemos que
dim T > 0.

Demostraremos que, dim 7' = 1. Sea p € T', consideremos cinco casos para
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Caso 1. p no esta sobre los ejes y no es un punto al infinito.

En este caso el conjunto {p} es abierto. Como 7" es de Hausdorff, tenemos
que p tiene una base de vecindades abiertas y cerradas en 7T'. Por el Teorema
1.9, se desprende que dim, T’ = 0.

Caso 2. p = <O,;1.,z>, donde i € Z — {0} y z € Z.

En este caso las vecindades bésicas de p son los subconjuntos de M; tales
que su complemento en M; es finito. Supongamos sin pérdida de generalidad
que i > 1. Sea U un abierto bésico en T' que contiene a p, entonces U C M; y
M; — U es finito. Notemos que M; — U es abierto, pues para cada g € M; — U,
{q} es abierto. Por tanto, ningin punto de M; — U estd en la frontera de
U. Claramente, los puntos de M, tampoco estdn en la frontera de U, ya que
para toda ¢ = (2,0,2) € My, V = {(z,0,2)} U{(z,%,2) : n > i+ 1}, no
intersecta a M;. También es claro que los puntos que pertenecen a algtin Mj,
con j ¢ {0,4} tienen vecindades que no tocan a U. Por lo tanto, Fr(U) = ().
Luego, dim, X = 0.

Caso 3. p = (x,0,2) € (0,1) x {0} x {z}, para alguna z € Z.

Claramente, para toda i € N, las vecindades U;(p) son compactas, pues
cualquier abierto del (z,0) contiene a todos los puntos de U;(p) excepto a un
nimero finito de ellos. Como T es un espacio de Hausdorff, tenemos que U;(p)
es abierta y cerrada en 7. De modo que al aplicar el Teorema 1.9 tenemos
que dim, T" = 0.

Caso 4. p = (x,0,2) € (—1,0) x {0} x {2z}, para alguna z € Z.

Este caso es similar al caso anterior.

Caso 5. p=pré6p=p .

Sean p = p" y k € Z un entero arbitrario. Notemos que, para cada
ke N, W,nNV_ =0, asi que p*,p~ ¢ Frp(W}). De modo que Fry(W},) C
T—A{p*.p}

Ya hemos visto que, para toda ¢ € T — {p*,p~}, dim, T = 0, de manera
que dim, (7 — {p*,p~}) = 0. Esto muestra que dim(7T" — {p*,p~}) = 0. Por
lo tanto dim Fry(Wy) < 0, y en consecuencia dim, 7" < 1.

El caso p = p~ es similar.
Por lo tanto dim X = 1.



CAPITULO 3. ESPACIOS DE DIMENSION 1 69

3.30. Las Lineas Paralelas con la Topologia
Fuerte (Ejemplo 96)

Las Lineas Paralelas con la Topologia Fuerte tienen dimen-
sion 1.

Sean A = {(2,0) : 0 <2 <1}y B={(z,1): 0 <z < 1} en R% Sea
X = AU B. Dados a,b € [0,1] tales que 0 < a < b < 1, definimos U (a, b) =
{(,0):a<xz<bfU{(x,1):a<xz<b}, W(a,b) = {(z,1):a<z<b}y
Z (a,b) = U (a,b) UW (a,b). La Topologia Fuerte de las Lineas Paralelas T
tiene como base (3 a los conjuntos de la forma U(a, b) junto con los conjuntos
de la forma W (a,b). Notemos, que la topologia 7 restringida a A es como la
topologia de Sorgenfrey en [0, 1], por lo que dim A = 0.

Demostraremos que la familia:
v=4Z(a,b) :0<a<b<1}U{W(a,b):0<a<b<1}

forma una base en X.
Claramente v C 7. Sean p € X y H un abierto cualquiera que contiene a
p. Consideremos dos casos para p.

Caso 1. p=(t,0), con 0 < t < 1.

Entonces, existe un bésico U(a,t) = {(2,0) :a <z <t} U{(z,1) 1 a <
x<t}talquepe Uy U C H.Sear € R tal que a < r < t. De manera
que, los basicos U(r,t) = {(z,0) : r < z < t} U{(z,1) : r <z <t} y
Wi(r,t) ={(x,1) : r <z < t} quedan contenidos en U. Por tanto, Z(r,t) =
U(r,t)UW(r,t) CU C H.

Caso 2. p=(t,1), con 0 <t < 1.

Entonces, existe un bédsico W(t,b) = {(z,1) : t < 2 < b} € ~ tal que
pe W(tb)y W(t,b) C H.

Por tanto, v es una base en X.

Demostraremos que dim X = 1. Sea p € X, consideremos dos casos para

Caso 1. p=(¢,0), con 0 < t < 1.

Notemos que los bésicos de 7, de la forma Z(a, b) son abiertos y cerrados
en X, pues X — Z(a,b) = Z(0,a) U Z(b,1). Asi que, al aplicar el Teorema
1.9, tenemos que dim, X = 0.
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Caso 2. p=(t,1), con 0 <t < 1.

Tomemos un bdsico W(t,b) = {(z,1) : t < = < b}. Notemos que
Fr(W(t,b)) = {(z,0) : t < & < b}. Como {(2,0) : t <z <b} C Ay
dim(A) = 0, podemos aplicar el Teorema 1.17 (Teorema del Subespacio) a
{(z,0) : t <z < b}, y obtener que, dim({(z,0) : t < z < b}) = 0. Por tanto,
dim, X <1.

Ahora demostraremos que, dim, X > 0.

Notemos que p = (t,1) € W (t,b). Dado un abierto cualquiera G' € 7 tal
que p € G, existe t < r < b tal que p € W(t,r) C G. Como Fr(W(t,r)) =
{(z,0):t <z <r} C Fr(W(t, 1)), podemos aplicar la Proposicién 1.14 a
los abiertos W (t,r),G y W(t,b) y obtener que, Fr(G) # (). Por tanto,
dim F'r(G) > 0. Hemos demostrado que, dim, X > 0, lo cual indica que
dim, X = 1.

Por lo tanto, dim X = 1.

3.31. Circulos Concéntricos (Ejemplo 97)

El Espacio de los Circulos Concéntricos tiene dimension 1.

Sea X el conjunto que consiste en la unién de dos circulos concéntricos C'y
y Cs en el plano Euclidiano. Sea C el circulo interior y Cs el circulo exterior.
Tomamos como base para la topologia en X a todos los subconjuntos que
constan de un solo elemento en C5 y a todos los intervalos abiertos sobre
(1 junto con su proyeccién radial sobre Cy excepto la proyeccién del punto
central.

Observemos que (' es un subespacio conexo, pues tiene la topologfa in-
ducida por la topologia Euclidiana. Por lo que, para todo p € (', se tiene que
dim, Cy > 0. Como C; C X, podemos aplicar el Teorema 1.17 (Teorema del
Subespacio) a X y obtener que, 0 < dim, C; < dim, X, para todo p € C}.

Demostraremos que dim X = 1. Sea p € X, consideremos dos casos para

Caso 1. p € (.
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El conjunto que consta de un sélo elemento {p} es abierto y cerrado en X,
de manera que, la familia {{p}} es una base local en p. Por tanto, al aplicar
el Teorema 1.9, tenemos que dim, X = 0.

Caso 2. p € (4.

Sea U un intervalo abierto en C; que tiene a p y sea V' la proyeccién
de U sobre C5 omitiendo el punto medio. Supongamos que los extremos
de U son r y s. Notemos que Fr(UUV) = {r,s} C Cy. Como C; es un
subespacio métrico, podemos aplicar el Teorema 1.16 a {r, s}, y obtener que,
dim({r, s}) = 0. Por tanto dim, X < 1y como dim, X > 0 concluimos que
dim, X = 1.

Por lo tanto, dim X = 1.

3.32. La Topologia Compacta Maximal de (Nx
N)UA{z,y} (Ejemplo 99)

X con la Topologia Compacta Maximal tiene dimensién 1.

Sea X = (NxN)U{z,y} el producto cartesiano de los niimeros naturales
con ellos mismos junto con dos puntos ideales x, y que no pertenecen a N x N.
La topologia 7 sobre X se define tomando como base (en N x N) a los
conjuntos de N x N que consisten de un solo elemento. Para el punto x
tomamos como vecindades abiertas a los conjuntos de la forma X — A, donde
A es cualquier subconjunto de N x N con un nimero finito de puntos en cada
linea horizontal (fila). Para el punto y tomamos como bdsicos a los conjuntos
de la forma X — B, donde B es cualquier subconjunto de N x N que es la
unién de un ndmero finito de lineas horizontales (filas).

Demostraremos que, dim X = 1. Sea p € X, consideremos tres casos.

Caso l.p#£xyp#y.
El conjunto formado por un solo elemento {p} es abierto y cerrado en X,

de manera que, la familia {{p}} es una base local en p. Por tanto, al aplicar
el Teorema 1.9, tenemos que dim, X = 0.

Caso 2. p = =x.
Recordemos que la base local en x estd dada por la familia

p={X—-A:ye Ay A tiene un nimero finito de puntos en cada fila} .
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Notemos que, para cada U € 3, Fr(U) = {y}.

Por lo tanto, dim(#'r(U)) = 0. Luego, dim, X < 1.

Sea U = X — {y}. Entonces, para todo abierto W C U que contiene a
x, tenemos que, y € Fr(W). Asi, Fr(W) # . Por tanto, dim, X > 0. Por
tanto, dim, X = 1.

Caso 3. p =y.
Este caso es similar al caso anterior. Por tanto dim, X = 1.
Por lo tanto, dim X = 1.

3.33. Topologia Minimal de Hausdorff (Ejem-
plo 100)

X con la Topologia Minimal de Hausdorft tiene dimensién 1.

Sea A = {1,2,3,...,w,...,—3,—2,—1}, a este conjunto lo consideramos
con el orden lineal definido por n < w < —n, para todo entero positivo n. A
este conjunto lo dotamos con la topologia del Orden. Sea N el conjunto de los
enteros positivos con la topologia Discreta. Definimos X = (A x N)U{a, —a}
el producto cartesiano de A con los nimeros naturales, junto con dos puntos
ideales a y —a. La topologia 7 sobre X es determinada por la topologia
Producto sobre A x N, junto con las vecindades bésicas de a y —a, dadas
por los conjuntos M, (a) = {a} U{(i,j) : i <wy j>n}ty M, (—a) =
{=a}U{(i,j) : i >wy j > n}, respectivamente.

Demostraremos que, dim X = 1. Sea p € X, consideremos cuatro casos.

Caso 1. p€ (AxN) - ({w} xN).

El conjunto que consta de un solo elemento {p} es abierto y cerrado en
X, de manera que, la familia {{p}} es una base local en p. Por lo tanto, al
aplicar el Teorema 1.9, tenemos que dim, X = 0.

Caso 2. p € {w} x N.

Sea z € N, tal que p = (w, z). Entonces, una base local en p estd dada
por 3 = {(n,—n) x {z} : n € N}. Notemos que, Fr((n,—n) x {z}) = (. De
manera que, cada V € [ es un subconjunto abierto y cerrado en X. Asi,
podemos aplicar el Teorema 1.9 y obtener que dim, X = 0.
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Caso 3. p = a.

Sea 8 = {M (p) : n € N} la base local en p definida anteriormente. En-
tonces, para cada V' = M (p) € [, tenemos que Fr(V) = {w} x {n +
1,n + 2,...}. Notemos que, Fr(V) es un subespacio discreto. Por tanto, al
aplicar el Corolario 1.12 a F'r(V'), obtenemos que dim F'r(V) = 0. Por tanto,
dim, X < 1.

Ahora demostraremos que, dim, X > 0.

Tomemos el basico M (p) y sea W C M (p) un abierto cualquiera que
contiene a p. Entonces existe m € N tal que m > 1y M, (p) C W C M (p).

Notemos que, Fr(M}(p)) = {w} x {m+1,m+2,..} y Fr(M; (p)) =
{w}x{1,2,....m,m+1,m+2,...}. Por tanto, F'r(M} (p))NEr(M; (p)) # 0.
De modo que podemos aplicar la Proposiciéon 1.14 a los conjuntos M} (p),
W y M (p) y obtener que, Fr(W) # (. Por tanto, dim, X > 0. Esto prueba
que dim, X = 1.

Caso 4. p = —a.
Este caso es similar al caso anterior.
Por lo tanto, dim X = 1.

3.34. Cuadrado de Alexandroff (Ejemplo 101)

El Cuadrado de Alexandroff tiene dimensién 1.

Sea X el cuadrado definido por el producto cartesiano del intervalo ce-
rrado [0, 1] con él mismo. Sea A = {(x,z) : x € [0,1]} la diagonal de X.

Dados s € [0,1], ¢ > 0 y un conjunto finito F' C [0, 1] tal que s ¢ F,
definimos las vecindades bésicas del punto (s, s) (de radio ) como:

M.((s,8),F)={(z,y) e X:s—e<y<s+eyaz¢F}.

Y para los puntos fuera de la diagonal de X, dada e > 0y (s,t) € X \ A
definimos las vecindades bésicas del punto (s, t), de radio &, tomando a:

Ne((s:1) = {(s,9) € X\ A [t —y| < e}

La familia de vecindades definida en X sirve de base para una topologia en
X. Dicha topologia recibe el nombre de Topologia de Alexandroff .
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Este espacio resulta ser un continuo no métrico, es decir, X es com-
pacto, conexo y de Hausdorff; [10, p. 61]. Asi tenemos que, para toda p € X,
dim, X > 0.

Demostraremos mediante dos casos que, para toda p € X, dim, X = 1.
Seap e X.

Caso 1. p=(s,t) € X — A.

En este caso, los basicos de la forma N,(p) tienen a lo més dos puntos en
la frontera, a saber, (s,t —€) y (s,t+¢€). Como X es T1 y Fr(N.(p)) C X
es finito, podemos aplicar el Corolario 1.13 a Fr(N(p)), y asi obtener que
dim F'r(V) = 0. Por lo tanto, dim, X <1y dim, X > 0. Luego, dim, X = 1.

Caso 2. p = (s,s) € A.

En este caso, f = {M((s,s),F):e >0y F C [0,1] — {s} es finito} for-
ma una base de vecindades en p. Dada e > 0y F' C [0, 1]—{s} finito, notemos
que Fr(M.((s,s), F)) C ([0,1] x {s+¢e}) U ([0,1] x {s —¢&}).

Si s+ e < 1, para cada ¢ € ([0,1] x {s+¢€}) — A, {¢q} es abierto en
[0,1] x {s+ €}. Esto implica que dim ([0, 1] X {s+ €}) = 0. Similarmente,
dim ([0,1] x {s —€}) < 0. Como Fr(M.((s,s),F)) C ([0,1] x {s +¢}) U
([0,1] x {s —e}), podemos aplicar el Teorema 1.17 (Teorema del Subespacio)
a Fr(M.((s,s),F)) y obtener que, dim Fr(M.((s,s), F)) < 0. Por tanto,
dim, X < 1. Como ya sabfamos que dim, X > 0, concluimos que dim, X = 1.

Por lo tanto, dim X = 1.

3.35. La Topologia de los Ultrafiltros Fuertes
(Ejemplo 113)

El Espacio de los Ultrafiltros Fuertes tiene dimensién 1.

Sea N el conjunto de los niimeros naturales y sea L la coleccién de todos los
ultrafiltros no principales sobre N (recordemos que un ultrafiltro no principal
es aquel que no tiene punto de acumulacién). Sea X = NU L y sea 7 la
topologia sobre X que tiene como base a los conjuntos de N que consisten de
un solo elemento y a los conjuntos de la forma AU {F'} donde A € F € L.

Claramente para toda z € N, dim, N = 0.
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Para demostrar que la dimensién de X es 1, primero demostraremos dos
afirmaciones.

Afirmacién 1. Sean A U {F'} una vecindad bédsicade FF € Ly G € L
un ultrafiltro tal que A € G. Entonces G € Cl(AU{F}).

Tomemos un conjunto cualquiera B € GG. Como G es un ultrafiltro, en-
tonces AN B # 0y AN B € G. De manera que para todo B € (G, tenemos
que (BU{G})N(AU{F}) # (. Por tanto G € CI(AU{F}).

Afirmacién 2. X no es un espacio T5.

Supongamos por el contrario que dado un ultrafiltro cualquiera F' € L
y un abierto AU {F'} que tiene a F, existe un B # A tal que B € F' y
FeBU{F} CCI(BU{F}) Cc AU{F}. Entonces B C A.

Notemos que, por la Afirmacién 1, Cl(B U {F'}) contiene a todos los
ultrafiltros que contienen a B. Sea G # F' un ultrafiltro tal que G € Ly
B € G. Como B C A, tenemos que A € Gy G € Cl(BU{F}) C AU{F},
por tanto G = F', lo cual contradice nuestra suposicién. Por tanto X no
puede ser Tj.

Como X no es un espacio 73, al aplicar el Corolario 1.11 a X, obtenemos
que dim X > 1.

Ahora demostraremos que la frontera de una vecindad arbitraria AU{F'}
de F' es precisamente el conjunto de todos los ultrafiltros que contienen a A.

Por una parte tenemos que N es un subespacio discreto. De modo que para
todap € N, p ¢ Fr(AU{F}). Ahora notemos que si G € L es un ultrafiltro y
A ¢ G, entonces X —A € G, asi que G no es punto de acumulaciéon de AU{F'},
ya que para el abierto (X — A)U {G} se tiene que (X — A)U{G})N (AU
{F})=0,pues G # Fy (X — A)NA = (). Esto implica que G ¢ Fr(AU{F}).
Por tanto la frontera de AU{F'} consiste exactamente de todos los ultrafiltros
que contienen a A.

Sea G € Fr(AU{F}), entonces para toda vecindad BU{G} de G en X,
tenemos que (BU{G})N(Fr(AU{F})) = {G}. Por lo tanto F'r(AU{F'}) es un
subespacio discreto, de manera que, al aplicar el Corolario 1.12 a F'r(AU{F'}),
obtenemos que dim Fr(AU {F'}) = 0. Por tanto dimysy X < 1. Concluimos
que dimgg X = 1.

Por lo tanto dim X = 1.
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3.36. Espacio de los Rectangulos Anidados
(Ejemplo 115)

El Espacio de los Rectdngulos Anidados tiene dimensién 1.

En el plano Euclidiano denotamos por L; a la recta x = 1, por Ly a la
recta x = —1, y para cada n € N, sea R, la frontera del rectdangulo centrado

en el origen de altura 2n y ancho f—fl

Hacemos X = Ly U Ly, U (J,—, R,) y le asignamos a X la topologia
inducida por R2.

Notemos que para cada n € N, el subespacio R,, es homeomorfo a la esfera
S1, de manera que, cada R, es cerrado en X y tiene dimensién 1. De modo
que, al aplicar el Teorema 1.17 (Teorema del Subespacio) a X, obtenemos
que, dim X > 1.

Notemos que X es un espacio métrico separable y que las rectas Ly y Lo
son cerradas en X y tienen dimensién 1. Por tanto, X es una unién nume-
rable de subconjuntos cerrados de dimensién 1. De manera que, al aplicar el
Teorema 1.18 (Teorema de la Suma) a X, obtenemos que dim(X) < 1.

Por lo tanto, dim X > 1 y dim(X) < 1. Luego, dim(X) = 1.

3.37. La Curva sen (%) (Ejemplos 116, 117 y
118)

La Curva sen (2) U{(0,0)}, su cerradura y su extension tienen
dimensién 1.

Sea L = {(w,sen (%)) cER?:0<a< 1} U {(0,0)}, con la topologia T
inducida por el plano Euclidiano. Sea K la cerradura de L en R?2, es decir,
K=LU{(0,y)eR?*: -1 <y<l1}yseaT =KU{(x,1) eR*:0<z <1}
la extensiéon de L.

Demostraremos que L y K tienen dimensién 1. La demostraciéon para T
es andloga.
Sea ¢ : (0,1] — L — {(0,0)} dada por ¢(z) = (z, sen (1)). Claramente,

© es continua y suprayectiva. Es més, ¢ es un homeomorfismo pues podemos
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definir su inversa ¢ : L — {(0,0)} — (0, 1] por ¢(z,y) = x. Como (0, 1] tiene
dimensién 1, tenemos que L — {(0,0)} también tiene dimensién 1, pues la
dimensién es un invariante topolégico. Si para cada n € N hacemos L, =
o( [%, 1} ), tenemos que L,, es cerrado en L y en K y tiene dimensién 1. Por
tanto L y K se pueden poner como unién numerable de espacios cerrados de
dimensién 1 (K = (U{L, : n € N})U{(0,y) € R?: —1 < y < 1}). Aplicando
el Teorema 1.18 (Teorema de la Suma), obtenemos que dim L = 1 y dim K =
1.

3.38. La Escoba Infinita y la Escoba Cerrada
Infinita (Ejemplos 119 y 120)

La Escoba Infinita y su Cerradura tienen dimensién 1.

Para cada n € N, sea L, el segmento de recta en el plano Euclidiano
formado al unir el origen (0,0) con el punto (1, +). Sea L = |J{L, : n € N}.
Entonces, La Escoba Infinita queda definida por B = LU((3, 1] x {0}) con la
topologia inducida por la topologia Euclidiana. La Fscoba Cerrada Infinita
es Cl(B) = BU((0,1] x {0}).

Cada L,, es homeomorfo a [0, 1], asi que dim L,, = 1, pues la dimensién es
un invariante topoldgico. Ademas [0, 1] x {0} es cerrado y tiene dimensi6n 1.

Por tanto Cl(B) = LU ([0,1] x {0}) es una unién numerable de espacios
cerrados de dimensién 1. Aplicando el Teorema 1.18 (Teorema de la Suma)
a Cl(B), obtenemos que dim Cl(B) = 1. Por otra parte, notemos que B
es un espacio conexo, y por el Corolario 1.10, dim B > 0. Ademds, como
B C CI(B), podemos aplicar el Teorema 1.17 (Teorema del Subespacio) a B
y obtener que, 0 < dim B < dim Cl(B) = 1. Por tanto, dim B = 1.

3.39. Espacio de los Angulos Anidados (Ejem-
plo 122)

El Espacio de los Angulos Anidados tiene dimensién 1.
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Sea X = <U L, ) U{(z,0): 2z € R} C R? en donde para cada n €
n=1

N, L, = {(x,n;fl+1) :nggn} U {(w,n%l) ::cgn}. Al conjunto X le
asignamos la topologia inducida por la topologia Euclidiana. Entonces, (X, 7)

es El Espacio de los Angulos Anidados.

Notemos que para cada n € N, L,, es cerrado en X y tiene dimensién 1.
También el conjunto {(z,0) : x € R} es cerrado en X y tiene dimensién 1. De
manera que X es una unién numerable de subespacios cerrados de dimensién
1. Aplicando el Teorema 1.18 (Teorema de la Suma) a X, obtenemos que
dim X = 1.

3.40. La Jaula Infinita (Ejemplo 123)

La Jaula Infinita tiene dimension 1.

Dada n € N, sean:

A, ={(+,9,00eR*: 0 <y < 3n}

B, ={(0,y,0) eR3:2n — 1 <y <2n+3}

Cp={(z,y,2) eR*:0<z <L y=2nyz=uz( —2)} Definimos La
Jaula Infinita como X = J~ | (A,UB,UC,) y le damos la topologfa inducida
por la topologia Euclidiana.

Notemos que para cadan € N, A,,, B, y C, tienen dimensién 1. Asf que,
por el Teorema 1.17 (Teorema del subespacio), tenemos que 1 = dim A,, =
dim B,, = dim C,,. Aplicando el Teorema 1.18 (Teorema de la Suma) a X,
obtenemos que dim X = 1.

3.41. Conjunto Conexo de Bernstein (Ejem-
plo 124)

El Conjunto Conexo de Bernstein tiene dimensién 1.

Sea F = {C, : a € [0,I")} la familia de todos los subconjuntos cerrados,
conexos y no degenerados del plano Euclidiano, bien ordenados por el primer
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ordinal I', equivalente al cardinal del continuo c. Definimos por induccién
transfinita dos sucesiones anidadas {A.}, ¥ {Ba},<r de subconjuntos del
plano tales que para toda «, 8 € [0,T'), A, N Bs = 0 y para toda v € [1,T),
A, — (U{A4a:0<v}) y B, — (U{Aa : 0 <~v}) constan de un solo punto.
Sean Ay y By dos conjuntos seleccionados de Cy € F que consisten de un solo
elemento. Notemos que si {As}, 5 ¥ {Ba},s han sido definidas, entonces
el cardinal de |J{(A, U B,) : @ < B} es menor que ¢, y la cardinalidad de
Cs es igual a c. Por lo tanto, podemos seleccionar dos puntos diferentes
ag,bg € Cp — U{Aa U By :a<f}, y definir a A5 = {ag} U (U, 4a),
Bs = {bs} U(Uqep Ba)- Sean A =J,.r Aa y B=R* — A,

Demostraremos que A y B tienen dimensién 1.

Por construccién A y B son ajenos y contienen a los conjuntos |J A, y
U Ba, respectivamente. Ademds, es claro que cualquier subconjunto cerrado,
conexo y no degenerado del plano Euclidiano intersecta tanto a A como a B.

Por otra parte, notemos que cualquier subconjunto abierto y no vacio del
plano contiene a algtin subconjunto cerrado conexo y no degenerado de R?,
basta fijarse en cualquier bola cerrada contenida en dicho abierto. De manera
que cualquier conjunto abierto de R? intersecta a A y B. Luego, los conjuntos
Ay B son densos en R2.

Probaremos que A es conexo (la demostraciéon para B es andloga).

Supongamos por el contrario, que existen K, L C A tales que K # () # L,
A=KUL,Cl(K)NL =0 = KNCI(L). Como R? es completamente normal,
existen abiertos ajenos U y V en R? tales que K C Uy L C V.

Observemos que U UV ; R2, pues R? es conexo, de manera que, R? —
(UUV) 0.

Notemos que R? — (U U V') separa al plano. Como R? no puede ser se-
parado por subconjuntos de dimensién menor o igual que cero (Proposicién
1.21), tenemos que dim(R?* — (U UV)) > 1. Sea p € R* — (U U V) tal que
dim,(R* — (U U V)) > 1. Sea D el disco cerrado de radio 1 y centro en p.
Entonces F = DN (R? — (U UV)) es compacto y como F es una vecindad
de pen R? — (UUV), dimE > 1. Como los espacios métricos totalmente
disconexos y compactos tienen dimensién cero [5, Teo 4.7, p. 22|, E no es
totalmente disconexo. De manera que F contiene un subconjunto conexo y
no degenerado G. Como R? — (U U V) es cerrado, CI(G) C R* — (U U V).
Asi que CI(G) es un subconjunto no degenerado, conexo y cerrado en R2. De
aqui que, ANCI(G) # 0. Luego, AN (R? — (U UV)) # 0, lo cual es absurdo.
Por tanto A es conexo.
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Por lo anterior, tenemos que para todo p € A, dim, A > 0.

Ahora probaremos que para todo p € A, dim, A < 1.

Supongamos que existe un subconjunto abierto no vacio W de R? tal
que W C A. Como A y B son ajenos, tenemos que W N B = (), lo cual es
imposible, pues B es denso en R2. Por lo tanto, A no puede tener contenido
ningtin subconjunto abierto no vacio del plano Euclidiano. Asi, al aplicar el
Teorema 1.20 a A, tenemos que dim A < 2. Por tanto, para todo p € A,
dim, A < 1. Luego, dim, A = 1.

Por lo tanto dim A = 1.

3.42. El Espacio de las Sucesiones de Gustin
(Ejemplo 125)

El Espacio de Sucesiones de Gustin tiene dimensién 1.

Sea X =Y U (N x W), donde Y es el espacio de todas las sucesiones
finitas de niimeros naturales con un nimero par de términos (incluyendo la
sucesién cero, denotada por 0), N es el conjunto de los nimeros naturales
y W es la coleccién de todos los pares no ordenados de elementos de Y. Si
a y [ son cualesquiera dos sucesiones finitas con un nimero par o impar
de términos, denotamos por |a| a la longitud de a y definimos a3 como la
sucesion formada agregando la sucesion 3 al final de la sucesién . Sea i € N,
diremos que la sucesién « es mayor o igual que ¢, (o > i), si para toda a € «,
a > 1. Por ultimo, escribiremos el simbolo § D i« para denotar que existe
una sucesion v > ¢ tal que g = an.

Antes de definir la topologfa en X, tomamos una biyeccién p : W — P,
donde P es el conjunto de nimeros primos positivos y definimos la funcién
q: (N x W) — N dada por ¢(n,w) = [p(w)]".

Para cualquier sucesién « (con un nimero par o impar de elementos)
y cualquier i € N, definimos U;(«) = {f € Y : 8 D ia}; y para los puntos
(n,w) = (n,{a, B}) € NxW, definimos V;((n,w)) = {(n, w) }UU;(aq(n, w))U
Ui(Bq(n, w)).

Finalmente, definimos una topologfa 7 sobre X tomando como base a los
conjuntos de la familia

F={Ui(a):ieNyaeY}U{Vi((n,w)):ieN, (n,w) e Nx W}
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Afirmacién 1. (X, 7) es un espacio de Hausdorff.
Realizaremos la demostracién analizando tres casos.

Caso 1. Sean «, € Y tales que o # [3.

Tomemos n € N tal que n > a para toda a € a y n > b para toda b € j3.
Probaremos que U, (a) N U,(8) = 0. Supongamos por el contrario que existe
deY tal que d € Uy(a) y § € Uy(B). De modo que, § D nay d D nf, es
decir, existen v, A\ > n tales que 6 = ay y 6 = BA. De esta manera, ay = SA.

Si |a| = |B], entonces existe jo € N tal que aj, # 3;,. De modo que
ary # A, lo cual es absurdo. Por tanto |a| # |53].

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que |a| < |3|. Podemos suponer
que || = ky |B] = k+ 1 (I es par). Asi, v debe tener en sus primeras [
entradas los ultimos [ elementos de 3, lo cual también es absurdo, pues para
toda b € 3, se tiene que b < n < ~. Por lo tanto U, («) N U,(B) = 0.

Caso 2. Sean vy € Y y (n,w) = (n,{a,8}) € N x W.

Elegimos m € N tal que m > ¢ para toda ¢ en alguna de las sucesiones
aq(n,w), Bq(n,w) y . Probaremos que Uy, () N V,,(n,w) = (). Supongamos
por el contrario que existe 6 € Uy, () tal que § € V,,(n,w). Como U,,(y) C Y,
tenemos que § € U, (aq(n,w)) U Uy, (Bg(n,w)). Sin pérdida de generalidad,
supongamos que 6 € U,,(ag(n,w)). De manera que § D myy d D magq(n,w).
Asi, existen \,¢ > m tales que 6 = YA y § = aq(n,w)¢. Luego, YA =
aq(n, w)o.

Si |y| = |«|, entonces el primer término de A coincide con ¢(n,w), lo cual
es absurdo, pues q(n,w) < m < A.

El caso || < |a| es andlogo al caso anterior.

Si |y| > |al, entonces podemos suponer que |y| = k+1y |a] = k, donde [
es un nimero par. Asi, ¢; = ;. (el primer término de ¢ debe coincidir con
el término k£ + 2 de 7), lo cual también es absurdo, pues 7v,,, < m < ¢. Por
lo tanto Uy, (v) N Vi, (n, w) = 0.

Caso 3. Sean (n,w) = (n,{a,B}) vy (m,z) = (m,{v,6}) € N x W tales
que (n,w) # (m, z).

Notemos que n # m o {a, 3} # {v,6}. Tomemos i € N tal que i > ¢
para toda c en alguna de las sucesiones aq(n,w), Bq(n,w),vq(m, z), 6qg(m, z).
Probaremos que V;((n,w))NV;((m, z)) = (). Supongamos por el contrario que
existe A € Vi((n,w)) N V;((m,z)), entonces A € V;((n,w)) y A € V;((m,2)).
Como (n,w) # (m, z), tenemos que A € U;(aq(n,w) U U;(Bg(n,w)) vy A €
Ui(vq(m, z)) U U;(6g(m, 2)). Sin pérdida de generalidad, supongamos que
A € U(ag(n,w)) y A € Uij(yg(m, z)). De manera que A D iag(n,w) y A D
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ivq(m, z), es decir, existen 1, ¢ > i tales que A = ag(n,w)n y A = vq(m, z)¢.
Luego, agq(n,w)n = vq(m, z)¢.

Si |a] = ||, entonces gq(n,w) = g(m,z), de aqui que (n,w) = (m, z),
lo cual contradice nuestra hipétesis. Por tanto, |a| # |y|. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que |a| < |y|. Entonces podemos suponer que |a| =
ky |v| = k+1, donde [ es un nimero par. Asi, tenemos que 1, = v, _, lo cual
no es posible, ya que 7y, , < i < n,. Por lo tanto V;((n,w)) N V;((m, z)) = 0.

Afirmacién 2. Sea U;(7y) una vecindad abierta de v € Y, definimos el
conjunto

Z(i,y) = {(n,{a, B}) : ag(n,w) D iy o Bg(n,w) D iy, donde w = {a, B} }.

Notemos que los elementos (n, {«, 5}) pertenecen a N x W. Aseguramos
que, CU(Ui(7)) = Ui(v) U Z(i,7)-
Tomemos p € Cl(U;(7)) y consideremos dos casos.

Caso l.peY.

Sea p = a. Como «a € Cl(U;(7)), tenemos que, para toda k € N, Ux(a) N
Ui(v) # 0. Fijemos k € N tal que k£ > i y k es mayor que todos los términos
de a y de 7. Tenemos que existe 5 € Up(a) y 5 € U;(7y). De manera que
existen sucesiones \, ¢ tales que, para toda a € A\, a > k, para toda d € ¢,
d>1i, =a\y [ =~. De modo que a\ = ~4.

Si |a| = ||, entonces a = . Por lo tanto, o € U;(7y) C Uy () U Z(i,7).

Si || < ||, entonces podemos suponer que |a| =n y |y| > n + 2, donde
n es un entero par. Asi, tenemos que v, ; = A1, pero v, < k < A;. Por
tanto, no puede suceder que |a| < |7].

Si |a| > |v|, entonces podemos suponer que |a| =n + [y |y| = n, donde
[ es un nimero par.

Sea X = (1, Qa, ooy Uy Ui 1y oey Qg ALy Agy ooy )y S€2 Y0 la sucesion
con n+Il+r elementos dada por Y8 = (71, Yoy ooy Vs 015 025 «ovs 015 01415 «eey O ) -
Como aA = 70, tenemos que ((q, Ag, ..., Qpy Qi 1y ooey Aty A1y A2y ooy Ap) €8
igual a (71, %9, s Vs 01,025 o0y 01, 0141, -, O141-). De modo que la sucesién «
es igual a (1,79, -s Vp, 01,02, ..., 07). Asi, o es una sucesiéon que empieza
como 7y y se completa con términos mayores o iguales que ¢. Por tanto,

a € U(y) C Ui(v) U Z(4, 7).

Caso 2. p= (n,w) e N x W.
Sea w = {«, f}. Tomemos k € N tal que & > i y k es mayor que todos
los términos de las sucesiones «, 3 y v. Como (n,w) € Cl(U;(v)), existe
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¢ € Vi((n,w))NU;(y). De modo que ¢ € (Ux(ag(n,w))JUx(Bq(n,w))NU;().
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que ¢ € Ug(aq(n,w)) N U;(7). De
manera que, existen sucesiones A, d tales que para toda a € A, a > k, para
todad € d,d>1i, ¢ =aq(n,w)Ay ¢ =~J. Luego, ag(n, w)\ = ~J.

Si |ag(n,w)| = ||, entonces aq(n,w) = 7, lo cual no es posible, ya que
Q. y 7y son sucesiones pares.

Si |ag(n,w)| < |v|, entonces podemos suponer que |ag(n,w)| =n+1y
|v| > n + 2, donde n es un entero par.

Sea ag(n,w)A = {ag, a9, ..., an, q(n,w), A1, Aa, ..., A\r) vy escribamos a
como la sucesién con n + [ elementos: ¥ = (Y1, Y2, -, Yn> Yna1s Yngzs - Vi)~
Ast, Ay = 7,49, PET0 7,5 < k < Aq. Por tanto, la cardinalidad de la sucesién
aq(n,w) no puede ser menor que la de 7.

Obtenemos entonces que |ag(n,w)| > |y|. Entonces, podemos suponer
que |ag(n,w)| =n+1y |y| =n, donde n es un nimero par.

Sea ag(n,w)\ = (ag, a9, ..., Ay, ..., (N, W), A1, Aa, ..., \,-), entonces a 79 la
podemos poner en la forma vd = (71, Yoy ooy Vs 01, 02, <oy Os11)-

Notemos que aq(n,w) = (Y1, Vg, -+, Yn, 01, 02, ...0;), ¥y como para toda d €
d, d > i, tenemos que ag(n,w) D iy. Por lo tanto, (n,w) € Z(i,y) C
Ui(v) U Z(i,7).

Asi, queda demostrada la primera contencién.

Ahora demostraremos que U;(y) U Z(i,7v) C Cl(U;(7)).

Ya sabiamos que U;(y) C Cl(U;(7)).

Sea (n,w) € Z(i,7), donde w = {«,}. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que ag(n,w) D iy, de manera que existe una sucesiéon o
tal que para toda d € 0, d > iy ag(n,w) = 0.

Demostraremos que, para toda k € N, se tiene que Vi((n, w))NU;(v) # 0.
Sea k € N. Sea ¢ = aq(n,w)(méx {k,i}). La sucesiéon formada por un solo
punto A = (méax {k,:}) satisface ser mayor o igual que k. Entonces ¢ =
aq(n,w)A, ast que ¢ € Uy(ag(n,w)) C Vi((n,w)).

Como ¢ = aq(n,w)\ = v0A\ y tanto los elementos de § como el tnico
elemento de A\ son mayores o iguales que i, tenemos que ¢ € U;(7y). Asi,
¢ € Vi((n,w)) N U;(v). Luego, Vi((n,w)) N U(y) # 0. Por tanto, Us;(y) U
Z(i,v) € CUUi(7))-

Por lo tanto Cl(U;(y)) = Ui(v) U Z(i,7).

Afirmacion 3. Sean i,j € Ny ~,0 € Y, entonces Z(i,v) N Z(j,0) # 0.
Escogemos n € N tal que ¢(n,{v,d}) > méax{i, j}. Probaremos que el
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punto (n,w) = (n,{v,0}) € Z(i,7v) N Z(j,9). Es decir, probaremos que
vq(n, w) D iy o dq(n,w) D iy y vq(n,w) D jd o 6q(n, w) D jd.

Claramente yq(n,w) D iy y dq(n,w) D jé. Por tanto, (n,w) € Z(i,v) N
Z(j,0).

Afirmacién 4. (X, 7) es un espacio conexo.

Supongamos por el contrario que, existen abiertos, ajenos y no vacios U
y V en X tales que X = UUV. Supongamos sin pérdida de generalidad, que
existe v € Y tal que v € U. Consideremos dos casos para V.

Caso 1. Existe 6 € Y tal que 6 € V.

Entonces, existen basicos U;(y) vy U;(6) tales que, v € Ui(y) C Uy
d € U;j(6) C V. Por la Afirmacién 2, tenemos que Cl(U;(7)) = Ui(y) U Z(3,7)
y ClL(U;(0)) = U;(8) U Z(j,0). De manera que, al aplicar la Afirmacién 3 a
los bésicos U;(y) y U;(6), tenemos que sus cerraduras se intersectan, pues
Z(i,v) N Z(j,0) # 0. De aqui que U NV # (), lo cual contradice lo supuesto.

Caso 2. Existe (n,w) = (n,{a, 8}) € N x W tal que (n,w) € V.

Entonces, existen bésicos U;(y) v V;((n,w)) tales que, v € U;(y) C Uy
(n,w) € V;((n,w)) C V. Por la Afirmacién 2, tenemos que CIl(U;(v)) =
Ui(v) U Z(i,v) y también tenemos que, Cl(V;((n,w))) = Cl({(n,w)}) U
Cl(Uj(ag(n,w))) U CU(U;(Bg(n,w))); esto a su vez es igual a {(n,w)} U
Uj(ag(n,w))U Z(j, ag(n, w)) UU;(Bg(n,w)U Z(j, Bq(n,w)). De manera que,
al aplicar la Afirmacién 3 a los bésicos U;(y) v V;((n,w)), tenemos que sus
cerraduras se intersectan, pues Z(i,7y) N Z(j, aq(n,w)) # 0. De aqui que,
UNV #0, lo cual contradice lo supuesto.

Por lo tanto (X, 7) es un espacio conexo.

Afirmacién 5. dim(N x W) = 0.

Sean (n,w) = (n,{a,5}) € Nx W y V;((n,w)) un bésico alrededor de
(n,w) en X dado por Vi((n,w)) = {(n,w)} U U(aq(n,w)) U U;(Bq(n,w)).
Como U;(ag(n,w)) C Y y U;(Bq(n,w) C Y, tenemos que V;((n,w)) N (N x
W) = {(n,w)}. Por tanto, N x W es un subespacio discreto. Luego, dim(N x
W) =0 (ver 2.1).

Por la Afirmacién 4, deducimos que para todo p € X, dim, X > 0.
Resta demostrar que para todo p € X, dim, X < 1. Para ello, considere-
mos dos casos.

Casol.p=~v€Y.
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Sea U;(y) un bésico cualquiera alrededor de v en X. Como U;(7) es abier-
to, Ui(v) N Fr(U;(y) = 0. Ademds, por la Afirmacién 2 aplicada a U;(7),
tenemos que U;(y) U Fr(U;(v) = Ui(y) U Z(i,7), y como U;(y) N Z(i,v) = 0,
obtenemos que Fr(U;(v)) = Z(i,7), ya que Z(i,7) C Nx Wy Z(i,v) # 0,
aplicamos la Afirmacién 5 y obtenemos que dim(Fr(U;(y))) = 0. De aqui que,
dim, X < 1. Como ya sabfamos que dim, X > 0, obtenemos que dim, X = 1.

Caso 2. p = (n,w) € N x W.

Sea Vi((n,w)) = {(n,w)} UU;(ag(n,w)) U U;(Sg(n, w)) un bésico alrede-
dor de (n,w) en X. Por la Afirmacién 1, (X, 7) es un espacio de Hausdorff. De
manera que, Cl(V;((n,w))) = {(n, w)}UC’l( i(aq(n,w)))UCHU;(Bq(n,w))).
Asi, la cerradura de V;((n,w)) estd formada por la siguiente unién {(n, w)}U
Ui(agq(n,w))U Fr(U;(agq(n,w))) UU;(Bg(n,w)) U Fr(U;(Bq(n,w))). Por tan-
to, C1(Vi((n, w))) = Vi((n,w)) U Fr(Ui(aq(n, w))) U Fr(Ui(Bg(n, w))). Como
Fr(V((n,w))) C CU(Vi((n,w))), tenemos que Fr(Vi((n,w))) C Vi((n.w)) U
Fr(U(aq(n,w))) U Fr(Ui(Bq(n,w))). Como V;((n,w)) es abierto, tenemos
que Fr(Vi((n,w))) C Fr(U;(aq(n,w)))UFr(U;(8q(n,w))). Por la Afirmacién
2, obtenemos que, F'r(U;(aq(n,w))) U Fr(U;(Bq(n,w))) C Z(i,aq(n,w)) U
Z(i, Bg(n,w)). Por tanto, Fr(Vi((n,w))) C Z(i,aq(n,w)) U Z(i, Bg(n,w)) C
N x W. Aplicando la Afirmacién 5 y el Teorema 1.17 (Teorema del Subespa-
cio) a Fr(V;((n,w))), obtenemos que, dim(Fr(V;((n,w)))) = 0. Por lo tanto,
dim,, ) X < 1. Como ya habfamos visto que dim, .,y X > 0, obtenemos que
dim(n,w) X =1

Por tanto, dim X = 1.

3.43. EIl Espacio de la Rejilla de Roy y su
Subespacio (Ejemplos 126 y 127)

El Espacio de la Rejilla de Roy y su Subespacio tienen di-
mension 1.

Sea {C;}2, una coleccién numerable de subconjuntos densos y ajenos
de @ (racionales); construimos el espacio X agregando al conjunto {(r,7) €
Q x N:r € C;} un punto ideal w

En las lineas pares, los puntos son de la forma (r,2n) y las vecindades de
éstos son los bdsicos ordinarios, es decir, dado € > 0, definimos U.(r,2n) =
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{(t,2n) € X : |t — r| < €}. Las vecindades bésicas de los puntos en las lineas
impares, es decir, en los puntos de la forma (r,2n — 1 ) estdn dadas por una
pila de tres intervalos abiertos, a saber, dado € > 0, hacemos V.(r,2n — 1) =
{t,m) e X : [t —r| <eym € {2n—2,2n — 1,2n}}. Por ultimo, una base
para el punto w, consiste de todas las lineas a partir de alguna par, es decir,
dada n € N, definimos W, (w) = {(s,i) € X : ¢ > 2n}. Estas vecindades
forman una base para una topologia 7 sobre X. El espacio (X, 7) es conocido
como la Rejilla de Roy. El Subespacio de la Rejilla de Roy esté formado por
X — {w} y es denotado por X*.

Veremos que los espacios X y X* no son regulares.

Sean (r,2n) € X y € > 0. Entonces, para todo § < &, Us(r,2n) C U.(r,2n)
y para cualesquiera s € Cy,1 1 vyt € Cy, 1 tales que r — 9 < s,t < r+ 9, te-
nemos que (s,2n+1)y (t,2n—1) € Cl(Us(r, 2n)). Por tanto, Cl(Us(r, 2n)) €
U.(r,2n). Asi, los espacios X y X* no son regulares. De modo que, al aplicar el
Corolario 1.11 a los espacios X y X*, obtenemos que dim X > 0 y dim X* >
0.

Demostraremos que dim X = 1. Sea p € X, consideramos tres casos para
P.

Caso 1. p = (r,2n) para alguna n € N.

Sea e > 0 tal que r —e,r + & ¢ Cy, UCy,_1 U Cy,y1. Observemos que
la frontera del abierto U.(r,2n) esta dada por el conjunto Fr(U.(r,2n)) =
{t,2n—1):t € Copr y |t —71| <e}U{(t,2n+ 1) :t € Copr y |t — 7| < €}.
También notemos que (X N (R x {2n —1})) U (X N (R x {2n 4 1})) tiene la
topologia inducida por la topologia Euclidiana, asi que dim F'r(U.(r,2n)) =
0. De aqui concluimos que dim, X = 1.

Caso 2. p = (r,2n — 1) para alguna n € N.

Sea € > 0 tal que r — g, r +¢ §é Czn_g U an_Q U Czn_l U an U 02n+1.
Notemos que Fr(V.(r,2n — 1)) = {(t,2n+1):t € Copp1 y |t —7| <€} U
{(t,2n —3) : t € Cop—3 y |t —r| < €}. Andlogamente al caso anterior, tene-
mos que (X N (R x {2n+1})) U (X N (R x {2n — 3})) tiene la topologia
inducida por la topologia Euclidiana, por lo que dim Fr(V.(r,2n — 1)) = 0.
De aqui concluimos que dim, X = 1.

Caso 3. p = w.
Sea n € N, entonces para cada U, (w) = {(s,7) € X : i > 2n}, tenemos
que, Fr(U,(w)) = {(s,2n — 1) : s € Cy,_1}. Observemos que X N (R x
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{2n — 1}) tiene la topologia inducida por la topologia Euclidiana, por lo que
dim F'r(U,(w)) = 0. De aqui concluimos que dim, X = 1.

Por lo tanto, dim X = 1.

Finalmente, como X* C X. Podemos aplicar el Teorema 1.17 (Teorema
del Subespacio) a X* y obtener que, 0 < dim X* < dim X = 1. Por tanto,
dim X* = 1.

3.44. La Tienda India de Cantor y la Tienda
India Agujerada de Cantor (Ejemplos
128 y 129)

La Tienda India de Cantor y la Tienda India Agujerada de
Cantor tienen dimension 1.

Sea C el conjunto de Cantor situado sobre el intervalo [0,1] y sea p =
(%, %) en el plano Euclidiano. Sea X el cono formado por los segmentos de
linea que parten de los puntos de Cx {0} y cuyo otro extremo es p. Es
decir, para cada ¢ € C, sea L(c) el segmento de linea que une a (¢,0) con
el punto p, entonces X = (J{L(c) : c € C}. Sea E el conjunto de puntos
extremos del conjunto de Cantor, entonces el cono sobre E estd dado por
el conjunto Xp = |J{L(c) : c € E}; similarmente, si F' = C — E, entonces
Xr = U{L(c) : c € F} denota el cono sobre F. Definimos los siguientes
conjuntos.

YE:{($,y) EXEyEQ}, YFI{<$,Z/) EXFy¢Q}yYIYEUYF

Los conjuntos X y Y tienen la topologfa inducida por la topologfa Eucli-
diana.

El espacio X no contiene ningin abierto de R?, de modo que al aplicar
el Teorema 1.20 a X, se tiene que dim X < 1.

Por otra parte, es claro que X es arco conexo. Por tanto, dim X > 0.
Luego, dim X = 1.

Ahora demostraremos que la dimensién del subespacio Y también es 1.

Como Y C X, podemos aplicar el Teorema 1.17 (Teorema del Subespacio)
a Y y obtener que dimY < 1.

Demostraremos que el subespacio Y es conexo.
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Supongamos por el contrario, que existen abiertos no vacios Ay B de Y
tales que AN B =0yY = AU B. Podemos suponer que p € A. Para cada
c € C, sea:

[ supBnNL(c), si BNL(c)#0,
te) = { (¢,0), si BN L(c) = 0.

Aqui se entiende a sup BN L(c) tomando como orden en L(C) el que dice
que un punto es mayor que otro si su segunda coordenada es mayor.

Afirmacién 1. Si ¢(c) # (¢,0), entonces {(c) € Clx(A) N Clx(B).

Como p € A y A es abierto, tenemos que existe z € L(c) tal que z < py
{we L(c): z<w<p} C A Yaquel(c) # (c,0), tenemos que BN L(c) # 0.
Entonces [(c) < z. Por la definicién del supremo, cualquier abierto en X que
contiene a {(c) intersecta tanto a B como a A. Luego, {(c) € Clx(A)NClx(B).

Afirmacién 2. Clx(A)NClx(B)Cc X =Y.

Sea t € Clx(A) N Clx(B) y supongamos por el contrario, que ¢t € Y.
De manera que, y € Cly(A) N Cly(B). Como A = Cly(A) y B = Cly(B),
tenemos que y € AN B, lo cual contradice que A y B son conjuntos ajenos.
Por tanto, t ¢ Y. Asi que, t € X — Y. Luego, Cix(A)NCix(B) C X -Y.

Definimos el conjunto S = {c € F : (¢,0) = ¢(c)}. Notemos que SNY =
(). A continuacién enumeremos a los nimeros racionales que pertenecen al
intervalo (O, %} mediante la sucesién {r; : i € N}.

Sea T : X — {p} — C la proyeccién continua dada por 7'(q) = ¢ si y sélo
si ¢ € L(c). Notemos que T es una funcién abierta. Sea m : X — [0, %] la

proyeccion en la segunda coordenada, es decir, 7(x,y) = y. Para cada i € N,
sea T; = {c € C:m({(c)) = r;}. Hacemos T = | J{T; : © € N}.

Afirmacién 3. ' = SUT™.

Claramente SUT™ C F.

Sea ¢ € F. Ponemos ¢(c) = (x,y). Siy ¢ Q, entonces ¢(c) € Yr C Y,y
l(¢) # (¢, 0). Las Afirmaciones 1 y 2 implican que [(c¢) ¢ Y, lo cual es absurdo.
De modo que y € QN [0,3]. Si y = 0, entonces {(c) = (z,0) = (¢,0), ast
que ¢ € S. Si y # (0, entonces y = r;, para alguna ¢ € N, de manera que
l(c) = (x,r;) yce T, C T Por lo tanto, F = SUT.

Por lo anterior, tenemos que C = EU S UT™.

Afirmacion 4. Para cada i € N, T; es denso en ninguna parte en C.
Supongamos por el contrario, que existe ig € N tal que T}, satisface que
Intc(Cl(T;,)) # 0. Notemos que, E es denso en C. De modo que, existe
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s € F tal que s € Intc(Cl(T;,)) C CI(T;,). Asi que, existe una sucesién
{tn},en en Tj, tal que limt,, — s.

Para cada n € N, ¢, € T;,. De modo que, ((t,) = (z,74,), para alguna
z € [0,3]. Por la Afirmacién 1, tenemos que {(t,) € Cly(A) N Clx(B).

Notemos que lim(t,,r;,) = (s,74,). Como para cada n € N, (t,,r;,) €
Clx(A) N Clx(B) y X es cerrado en R?, tenemos que (s,7;,) € Clx(A) N
Clx(B) y por la Afirmacién 2, concluimos que (s,7;,) € X — Y, lo cual es
una contradiccion, pues s € F y r;, € Q. Por lo tanto, para toda i € N, T;
es denso en ninguna parte en C.

Ya que F es un conjunto numerable y sin puntos aislados, concluimos que
el conjunto £ U T™ es de la primera categoria.

Sabemos que el conjunto de Cantor no es de la primera categoria. Sea U
un conjunto abierto y no vacio de C. Entonces U no es de la primera categoria
(Teorema de Baire). De manera que, U € SUT*; y como C = SU(EUT™),
se concluye que U intersecta a S. Por tanto, S es denso en C.

Como B # (), podemos elegir un punto ¢ € B. Sea U un abierto en R? tal
que ¢ € UNY C B. Notemos que T(UNY’) es abierto en C (y no vacio) asi que
existe c € T(UNY)NS. Por definicién, ) # L(c)NUNY C L(¢c)NB;c € F
y (¢,0) = £(c). Esto tltimo implica que L(c) N B = (. Esta contradiccién
completa la prueba de que Y es conexo.

Por lo tanto, al aplicar el Corolario 1.10 a Y, obtenemos que dimY > 0
y como ya sabfamos que dimY < 1, concluimos que dimY = 1.

3.45. El Pseudo Arco (Ejemplo 130)

El Pseudo Arco tiene dimension 1.

Recordemos que una Cadena L en el plano Euclidiano es una coleccién
finita de conjuntos abiertos {D; : 1 < i < n} llamados Eslabones tales que
D;ND; =0siysélosi|i—j| > 1.

Sean a y b dos puntos diferentes en el plano Euclidiano. El Pseudo Arco
que une a los puntos a y b es cualquier conjunto en R? que resulta de la
siguiente construcciéon inductiva.

Sea F = {L; : i € N} una sucesién de cadenas en el plano Euclidiano
tales que:
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i) Para cada i € N, el didmetro de cada eslabén de £; = {Di, s D;} es
menor que 1.

i1) La cerradura de cada eslabén de £; . estd contenida en algtin eslabén
de L;.

i17) L1 estd torcida (o doblada) en £;. Es decir, si D Dl e £,
con m < ny Dl c Di D' C D! con |k—h| > 2, entonces existen
D DIl e £, con m < s <t < n, tales que D! estd contenido en un
eslabén de £; adyacente a D, y Di"! est4 contenido en un eslabén adyacente
a Di.

iv) El punto a estd en el primer eslabén de cada cadena £; y el punto b
estd al final de cada eslab6n de cada cadena.

Si £F = |J Dj, denota la unién de todos los elementos de £;, entonces X =

k

() CI(L}) con la topologia inducida por el plano Euclidiano es el Pseudo-
ieN
Arco.

Como X es una interseccién anidada de subconjuntos conexos y com-
pactos, tenemos que X es conexo. Asi que, al aplicar el Corolario 1.10 a X,
obtenemos que, dim X > 0.

Demostraremos que X no contiene ningiin subconjunto abierto y no vacio
de R2. Para ello definiremos lo que es un continuo indescomponible y demostra-
remos una afirmacién al respecto.

Definicién 3.3 Un continuo no vacio X es descomponible, si existen dos
subcontinuos propios A y B de X tal que X = AU B. Decimos que X es
indescomponible si no es descomponible.

Definicién 3.4 Un continuo no vacio X es hereditariamente indescomponi-
ble st X no contiene subcontinuos descomponibles.

Proposicion 3.5 El Pseudo-Arco es hereditariamente indescomponible.

Demostracién. Sea Y C X un subcontinuo no degenerado y supon-
gamos que Y = H U K, donde H y K son dos subcontinuos propios de Y.
Entonces, existen p € Hy g € Ky j € N tales que d(H, q) > % y d(K,p) > %
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Definimos dos subcadenas £, = {D] DiLH, D] _,, Di} con |h—k| >2
y Ly = {Dith, DIt fo%,DfH} de £; y Lj41 que tienen al punto
p en el primer eslabén y al punto ¢ en el dltimo eslabon Como p € Dj,
D} N D 1 7# 0y didmetro Dj, didmetro D] +1 < 3, tenemos que todos los

j .
puntos de Dh 4, distan de p menos que 3. De manera que Dy ; no contiene

puntos de K. Asi que, Dfl +1 debe contener puntos de H, pues Y es conexo.
Similarmente, Di_l contiene puntos de K y no contiene puntos de H.

Como L1 estd doblada en £;, existen eslabones D/, DIy D] 1 con
r < s < t tales que DIt C D Ly DIt DI D . De aqui que
DJ*! no contiene puntos de K, pero Dit! y D{H contlenen puntos de K
y como r < s < t, tenemos que K no puede ser conexo. Por tanto Y es
indescomponible. m

Claramente un continuo hereditariamente indescomponible no contiene
circunferencias, pues éstas son descomponibles. Por tanto, X no puede tener
contenido ningin subconjunto abierto y no vacio de R2%. De manera que, al
aplicar el Teorema 1.20, obtenemos que dim X < 2. Por lo tanto dim X = 1.

3.46. El Conjunto Biconexo de Miller (Ejem-
plo 131)

El Conjunto Biconexo de Miller tiene dimensién 1.

Sea C' un conjunto perfecto y denso en ninguna parte contenido en el
intervalo I = [0, 1] (podemos pensar a C' como el conjunto de Cantor). Sea
W = C x I C R% Sea K un continuo indescomponible tal que K N 12 = W
(se puede construir un tal K tomando W = C x I, en el tope C' x {1} se
construye una familia de semicircunferencias centradas en el punto (%, 1) y
que unen pares de puntos de C' x {1}, como en la construccién del arcoiris de
Kanaster. Después se construye otra familia de semicircunferencias que una
a pares de puntos de (C’ N [%, 1}) x {0}, como en el Kanaster, etc).

Sea A un subconjunto denso numerable de K. Para construir el conjunto
Biconexo de Miller, se hace una construccién usando induccién transfinita
que se bosqueja en [3, Ejemplo 131, p. 148] y que no reproduciremos aqui.
En realidad sélo usaremos las siguientes dos propiedades de tal conjunto, que
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denotaremos por X, a saber: X C K C [—1,2] x [—1,2], X tiene la topologia
Euclidiana y todo continuo B C R? tal que BN K separa a K y que es ajeno
a A satisface que BN X # (. Sea D = [—1,2] x [-1,2].

Mostraremos que dim X = 1. Para empezar, notemos que el interior de
K en R? es vacio, esto es porque de lo contrario K contendria un disco D
con D # K. Como Intg:(D) # (0, entonces Intx (D) # (). Pero los continuos
indescomponibles no pueden tener subcontinuos propios con interior no vacio.
Esta contradicciéon muestra que Intgz(K) = (). De manera que dim X <
dim K <1 (Teorema 1.20).

Para concluir que dim X = 1, por el Corolario 1.10 bastard mostrar que
X es conexo.

Supongamos por el contrario que existen dos conjuntos separados Ry S
tales que X = RUS y R # () # S. Como el plano con su topologia usual es
completamente normal (7} y T5), tenemos que existen abiertos ajenos U’ y
V' en R? tales que R C U’ y S C V'. De manera que, U’ y V' separan a X.
Notemos que los conjuntos U’ N D y V' N D son ajenos, abiertos en D y que
UND#D+V'ND. Asf que, al aplicar [7, Corolario 7.72, p. 229], tenemos
que existe un continuo B C D — (U'N D) U (V'N D)) tal que B separa a
X. De aqui que, BN K separa a K.

Como X = RUS C (U'NnD)uU(V'ND), tenemos que X C (U'ND)U
(V'n D).

De esto ltimo obtenemos que, BN X = (. Esto contradice la propiedad
principal del conjunto X. Por lo tanto X es conexo.

Por lo anterior, tenemos que dim X > 0 y como dim X < 1, concluimos
que dim X = 1.

3.47. La Ruedasin Eje D;—{0} (Ejemplo 132)

La Rueda sin Eje D;—{0} tiene dimensi6n 1.

Sea X el disco unitario cerrado en R? menos el origen. La topologia 7
para X es generada agregando, a la topologia Euclidiana, todos los intervalos
abiertos contenidos sobre los rayos que parten del origen en el disco unitario
abierto. Como los intervalos abiertos no tocan a la circunferencia unitaria S*,
tenemos que ésta tiene la topologfa heredada por la topologia Euclidiana.
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Veremos que X es arco conexo. Procederemos por casos. Sean p,q € X.

Caso 1. p y ¢ estén en el mismo rayo r (que parte del origen).

Claramente, el intervalo [p, g| sobre el rayo abierto r es homeomorfo al
intervalo cerrado [0,1] en R con su topologia usual. Por tanto, [p,q] es un
arco en X.

Caso 2. p € r1 y q € ry, donde 71 y 1o son rayos diferentes en X.
Aqui estamos pensando que los rayos r; y ro son radios en el disco a los
que les faltan los extremos. Sean s = ﬁ‘ yt= ‘%' en la circunferencia S*.

N
Sea st un arco de circunferencia sobre S' que une a s con t. Claramente,

N
[p,s] U stU]t,q| es un arco en X que conecta a p con q.

Caso 3.per; yqe S
Este caso se trata en forma parecida al anterior.

Caso 4. py qe St
Este caso es mas simple.

Por tanto, X es arco conexo.
Por lo tanto, X es conexo. Asi, podemos aplicar el Corolario 1.10 a X, y
obtener que, para todo p € X, dim, X > 0.

Demostraremos mediante dos casos que, para todo p € X, dim, X = 1.

Caso 1. p ¢ S*.

Entonces, p € r, donde r es un rayo del disco unitario abierto. Notemos
que, cada bdsico en r es homeomorfo a un intervalo abierto de R con su
topologfa usual. De manera que, dim, X = 1.

Caso 2. p € S*.

En este caso una base local en el punto p estd dada por la familia
B8 = {B,(p) "Dy : 0 < r < 1}. Notemos que, para cada r € (0,1),
Frx(B,(p)) coincide con la frontera de B,(p) con la topologia Euclidiana de
D;. Asi que, Frx(B,(p)) tiene la forma de un arco de circunferencia. Tam-
bién notemos que, con la topologia que le dimos a Dy, el espacio Frx (B, (p))
resulta discreto. Asi que, podemos aplicar el Corolario 1.12 y obtener que
dim Fry(B,(p)) = 0. Por tanto, dim, X < 1y como sabfamos que dim, X >
0, concluimos que dim, X = 1.

Por lo tanto, dim X = 1.



CAPITULO 3. ESPACIOS DE DIMENSION 1 94

3.48. El Espacio Conexo de Tangora (Ejem-
plo 133)

El Espacio Conexo de Tangora tiene dimensién 1.

Sean X = {% meZyne N} el conjunto de nimeros diddicos en R,
Y =Q—-— Xy Z =R - Q. Notemos que los conjuntos X, Y y Z son
densos en R y son ajenos dos a dos. Definimos una nueva topologia 7 sobre
R agregando a su topologia usual los conjuntos X, Y y los conjuntos de la
forma {z} U{w e XUY :|lw— 2| <} donde z € Z y 6 > 0. El espacio
(R, 7) es conocido como el Espacio de Tangora.

Probaremos que (R, 7) no es un espacio regular en ninguno de sus puntos.
Sea p € R, analicemos tres casos para p.

Caso 1.p € Z.

Sea 0 > 0ysealU = {p}U((p—0,p+0)NQ). Entonces U es abierto
en (R, 7). Tomemos un abierto cualquiera W tal que p € W C U. Sean
0<e<doyV={p}U((p—e€,p+¢e)NQ) un basico tal quep € V.C W C U.
Notemos que CI(V) C CI(W) y que (CI(V) —{p}) N Z # 0. De manera que,
(CI(W) = {p}) N Z # 0. Por tanto, CI(W) € U.

Caso 2. peY.

Sea d >0ysealU = (p—0,p+9)NY. Entonces U es abierto en (R, 7).
Tomemos un abierto cualquiera W tal que p € W C U. Sean 0 < e < y
V =(p-—¢p+e)NY un bésico tal que p € V. .C W C U. Notemos que,
Cl(V) Cc Cl(W) y que Cl(V)N Z # (. De manera que, CI(W)N Z # (). Por
tanto, CI(W) € U.

Caso 3. p € X.
Este caso se trata de manera similar al Caso 2.

Por lo tanto (R, 7) no es un espacio regular en ninguno de sus puntos. Asf
que, al aplicar el Corolario 1.11 a (R, 7) obtenemos que, para toda p € R,
dim, (R, 7) > 0.

Demostraremos que, para toda p € R, dim, (R,7) = 1. Sea p € R, ana-
licemos tres casos.

Caso 1.p € Z.
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Notemos que la familia 7 = {{p} U ((p —d,p+ )N Q) : 6 > 0} es una
base local en el punto p. Para cada U € F, tenemos que Fr(U) C Z. Clara-
mente Z es un subespacio discreto de (R, 7), pues dados z € Z y § > 0,
{z}U{we XUY :|w—2z| <0})NZ = {z}. De manera que, al aplicar el
Corolario 1.12 a Z, obtenemos que dim Z = 0. Asi, por el Teorema 1.17 (Teo-
rema del Subespacio) aplicado a F'r(U), obtenemos que dim F'r(U) = 0. Por
tanto dim, (R, 7) < 1, y como ya sabiamos que dim, (R, 7) > 0, concluimos
que dim, (R, 7) = 1.

Caso 2. peY.

La familia F = {(p—d,p+J)NY :0 >0y 0 € R — Q} es una base local
en el punto p. Notemos que, paracada U = (p—,p+9d)NY € F, Fr(U) C
Z. Similarmente al Caso 1, podemos concluir que, dim, (R, 7) = 1.

Caso 3. p € X.
Este caso es similar al Caso 2.

Por tanto, para toda p € (R, 7), dim, (R, 7) = 1.
Por lo tanto dim (R, 7) = 1.

3.49. La Métrica Radial (Ejemplo 140)

El Plano con la Métrica Radial tiene dimensién 1.

Sea (X, d) el plano Euclidiano con la métrica ordinaria y sea 0 el origen
del plano. Sean p, g € X, definimos una nueva métrica d* sobre X dada por:

d*(p.q) =0,sip=q.

d*(p,q) = d(p,q), si p # q y la linea que une p con ¢ pasa por el origen.

d*(p,q) = d(p,0) + d(q,0), cuando 0 no estd en la linea que une a p con
q. El espacio (X, d*) es conocido como el Espacio de la Métrica Radial.

Demostraremos que (X, d*) es aIco CONexo.

Sean p, q € X, con p#qy sea pq la linea que los une.

Si 0 ¢ pg, entonces la unién de los segmentos pO Oq forma un arco que
conecta a p con q.

Si 0 € pg, entonces pg es un arco, pues tiene la topologfa inducida por la
topologia Euclidiana. Por tanto, X es arco conexo.
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Por lo tanto, X es conexo. Asi, al aplicar el Corolario 1.10 a X, obtenemos
que, para todo p € X, dim, X > 0.

Ahora demostraremos que, para toda p € X, dim, X = 1. Sea p € X,
consideremos dos casos para p.

Caso 1. p # 0.

Sea 8 = {B,(p) : » > 0} una base local en la topologia Euclidiana para
el punto p. Sea /¢ la linea que cruza por el origen y pasa por p. Dada r > 0,
sean {s,t} los puntos de interseccién de la frontera Euclidiana de B, (p) con
¢. Asi, una base de vecindades alrededor de p en (X, d*), estd dada por los
intervalos de la forma (s,t). Claramente, F'r((s,t)) = {s,t}. Como {s,t} es
finito y X es métrico, podemos aplicar el Teorema 1.16 a {s,t}, y obtener
que dim F'r({s,t}) = 0. Asf que, dim, X < 1, y como ya sabifamos que
dim, X > 0, concluimos que dim, X = 1.

Caso 2. p = 0.

Sea {B,(0) : > 0} una base local en el punto p = 0 en (X, d*). Notemos
que, para cada r > 0, Fr(B,(0)) es un subespacio discreto. Aplicando el
Corolario 1.12 a Fr(B,(0)), obtenemos que dim Fr(B,(0)) = 0. Por tanto,
dim, X <1, y como ya sabfamos que dim, X > 0, concluimos que dim, X =
1.

Por lo tanto, dim X = 1.

3.50. La Topologia de los Intervalos Radiales
(Ejemplo 141)

El Plano con la Topologia de los Intervalos Radiales tiene
dimensién 1.

Sea X el plano coordenado y sea (5 una base para X que consiste de todos
los intervalos abiertos que no intersectan al origen 0 y que yacen sobre las
lineas que pasan por el origen, junto con todos los conjuntos de la forma
U{Zs : 0 < 0 < 7} donde cada I, es un intervalo abierto no vacio centrado
en el origen, que hace un éngulo 6 con el eje x.

X es arco conexo (la demostracién es andloga a 3.48). Por tanto X es
conexo. Asi, al aplicar el Corolario 1.10 a X, obtenemos que, para todo
p € X, dim, X > 0.
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Demostraremos mediante dos casos que, dim, X = 1.

Caso 1. p # 0.
En este caso, la topologfa inducida en la linea que contiene a p y al origen
es precisamente la topologfa Euclidiana. Por tanto, dim, X = 1.

Caso 2. p = 0.

Notemos que, para cada abierto U que contiene al punto p = 0, Fr(U)
estd formada por la unién de todos los extremos de los segmentos Iy, donde
0 < 6 < . Asi que las semirectas que parten del origen intersectan a F'r(U)
en s6lo un punto. Por tanto, F'r(U) es un subespacio discreto. De manera
que, al aplicar el Corolario 1.12 a Fr(U), obtenemos que, dim(Fr(U)) = 0.
De aquf que, dim, X < 1, y como ya sabfamos que dim, X > 0, concluimos
que dim, X = 1.

Por lo tanto, dim X = 1.



Capitulo 4

Espacios de Dimension 2

Este capitulo contiene 8 ejemplos de dimensién dos del libro “Counte-
rexamples in Topology”. Resulta interesante ver la prueba de que el conjunto
de todos los Ideales Primos en Z tiene dimensién 2 (ejemplo 56).

4.1. Topologia del Complemento Compacto
en R (Ejemplo 22)

La Recta real con la Topologia del Complemento Compacto
tiene dimension 2.

Sea 7* ={U CR:U =0 0R—U es compacto en (R,7)}, donde 7 es la
topologia usual de R. Entonces, (R, 7*) es la Recta real con la Topologia del
Complemento Compacto.

El espacio (R, 7*) es conexo.

Sean U y V dos abiertos no vacios cualesquiera en (R, 7*). Como R — U
y R —V son acotados en (R, 7), tenemos que V no es acotadoy V ¢ R—U.
Por tanto, U NV # (). Luego, (R, 7*) es conexo. De modo que, al aplicar el
Corolario 1.10 a (R, 7*), obtenemos que, para todo p € (R, 7*), dim, (R, 7*) >
0.

Demostraremos que dim(R, 7%) = 2.

98
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Sea p € R. Definimos una base en el punto p dada por la familia § =
{(=o0,a) U (z,y) U (byo0):a<z<y<bypée (r,y)}. Aseguramos que [
es una base en el punto p. Sea U € 7* tal que p € U. Entonces R — U es
compacto en (R, 7), de modo que, R — U es cerrado y acotado en (R, 7).
Asi, U € 7. Sean, a,b € R tales que a < p < by R—-U C [a,b]. Como
UerypeU, existe n € Ntal que (p —+,p+ %) C U. Por tanto,
(—o0,a)U(p—2%,p+2)U(b,00) C U. Hemos demostrado que 3 es una base
local en el punto p.

Sea V' = (—o0,a)U(x,y)U(b, 00) € . Cada punto del espacio (R, 7%) tiene
una base similar a 5. Usando esto se demuestra que F'r(V) = Fr((—o0,a)U
(2,9) U (b,00)) = [1,2] U [y, b] =R — V.

Sea K = R — V. Afirmamos que, dim K = 1.

Demostraremos que (K, 7*) es homeomorfo a (K, 7). Sea h : (K,7) —
(K, 7*) dada por h(zx) = x.

Como 7" C 7, h es continua. Notemos que (K, 7) es compacto y que
(X, 7*) es de Hausdorff (esto es inmediato si se observan vecindades del tipo
de las de 8 para puntos en K). Por tanto h es un homeomorfismo.

Por lo tanto, dim(K,7*) = dim(K,7) = 1, pues la dimensién es un in-
variante topoldgico. Asi, dim Fr(V) = 1, por lo cual dim,(R, 7*) < 2.

Afirmamos que dim, (R, 7*) > 1.

Sean a,b, r,y € R, tales que a < x < p < y < b. Hacemos V' = (—00,a) U
(x,y)U(b, —o0) y sea U un abierto cualquiera que contiene a p tal que U C V.
De manera que existe un bédsico W = (—o0,¢) U (w, 2) U (d, —o0) tal que
peW CUcCV.Como Fr(V)=R—-V y Fr(W)=R—W, concluimos que
Cl(V) = Cl(W) = R. De aqui que CI(U) = R. Como Cl(U) = U U Fr(U)
y UN Fr(U) = 0, tenemos que Fr(U) = R — U. Por otra parte, como
R—V CR—-U CR—-W, tenemos que Fr(V) C Fr(U) C Fr(W). Como ya
sabfamos que dim Fr(V) = 1 y dim Fr(W) = 1, al aplicar el Teorema 1.17
(Teorema del Subespacio) a Fr(U), obtenemos que dim Fr(U) = 1. Luego,
dim, (R, 7*) > 1. Por lo tanto dim,(R, 7*) = 2.

4.2. Dos Subconjuntos Especiales del Plano
(Ejemplo 33)

Los Subconjuntos Especiales del Plano A ={(x,y) : 2y > 1} y
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B = {(z,y) € R? : 0 y es un nimero irracional} tienen dimensién 2 y
1, respectivamente.

Sea R? = R x R el plano Euclidiano y sean A = {(z,y) : 2y > 1} y
B ={(z,y) € R?: z 0 y es un nimero irracional}.

Afirmamos que dimA =2 y dim B = 1.

Notemos que el conjunto A* = {(x,y) : zy > 1} es abierto en R?, asf
que la dimensién de sus puntos en A* es igual a su dimensién en R2 De
manera que dim A* = 2. Como A* C A C R?, podemos aplicar el Teorema
1.17 (Teorema del Subespacio) a A y obtener que dim A = 2.

Ahora calcularemos la dimensién del conjunto B.

Afirmamos que dim B = 1. Claramente, B C R2. Notemos que ningtin
abierto del plano Euclidiano puede estar contenido en B. Por tanto, al aplicar
el Teorema 1.20 a B, obtenemos que dim B < 1.

Demostraremos que B es arco conexo.

Sea (x,y) € B. Podemos suponer que y es irracional, el caso en que x es
irracional es similar. Basta con que probemos que (x,y) se puede conectar a
(v/2,4/2) € B por un arco.

Notemos que si (z,y) # (v/2,v/2), entonces el conjunto ([v2,z] x {y})U

({\/5} X [\/57 y]) es un arco que une a (z,y) con (v/2,v/2), por puros ele-
mentos de B, donde [\/5, x} es el minimo subintervalo cerrado en R que une

arya V2 y [\/5, y] se define similarmente.

Esto termina la prueba de que B es arco conexo. Asi tenemos que B es
conexo. Aplicando el Corolario 1.10 a B, obtenemos que dim B > 0.

Por tanto 0 < dim B < 1. Luego, dim B = 1.

4.3. Los Ideales Primos (Ejemplo 56)

El conjunto de todos los Ideales Primos en Z tiene dimensién
2.

Recordemos que un ideal primo en Z es un subconjunto no vacio A C Z
que es cerrado bajo la suma, que cumple que si a € Ay z € Z, entonces
az € A; y que ademds tiene la propiedad de que si w,z € Z y wz € A,
entonces w € Ao z € A.
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Es facil probar que si A es un ideal primo en Z y A # {0}, entonces existe
un nimero primo p tal que A = {pz € Z : z € Z}. De manera que, en lugar
de trabajar con el conjunto de los ideales primos, se puede trabajar con el
conjunto P de los nimeros primos (positivos).

Consideremos entonces el conjunto X = P U{0}.

Dado un entero z, se define V, = {p € X — {0} : p{ z (p no divide a 2)}.
La topologia que se le da a X es la que tiene como base a la familia g =
{V, : z € Z}. Notemos que, efectivamente (3 es una base para una topologia en
X pues siw, z € Z, entonces V,NV,, ={0}U{pe X — {0} :ptzyptw}=
[0}U{p e X — {0} : pf 2w} = Vi

Notemos también que Vo = {p € P:p{0} U {0} = 0 U {0} = {0}. Asi
que {0} es abierto en X.

Como 0 pertenece a todos los abiertos no vacios, tenemos que X es conexo,
asi que dim, X > 0 para toda x € X.

Dada z € Z — {0}, sean py, pa, ..., p, los diferentes primos que dividen a z.
Entonces X — V, = {p1,p2, ..., pr}. Como V, es abierto, F'r(V,) C X —V, =
{p1,p2, ..., pr}. Notemos que V,,,. .,. N {p1,pa2,....,0-} = {p1}. Asi que {p1} es
abierto en {p1, pa, ..., pr}. Repitiendo este proceso para cada p;, concluimos
que {p1,p2, ..., pr } s discreto y, por tanto, F'r(V,) es discreta. De manera que
dim Fr(V,) <0.

Dada p € X — {0}, 8, = {V. € B:p € V.} es una base local en p. Si
z € Zyp €V, entonces z # 0, asi que dim Fr(V,) < 0. Esto prueba que
dim, X < 1. Como ya sabfamos que dim, X > 0, concluimos que dim, X = 1.

Ahora veamos que dimy X = 2. Ya que cualquier base local en 0 debe con-
tener a {0}, tenemos que dim F'r({0}) < dimg X —1. Notemos que Fr({0}) =
X —{0}. Dados dos abiertos bésicos no vacios V,N(X — {0}) y V,,N(X — {0}),
tenemos que z # 0 y w # 0. Por lo que probamos antes X —V, y X —V,, son
finitos, asi que (X — V,) U (X —V,,) es finito, de modo que X — (V, NV,,) es
finito y V,NV,, es infinito. Por tanto (V,N(X — {0}))N(V,N(X —{0})) # 0.
Con esto tenemos que cualesquiera dos abiertos no vacios de X — {0} se in-
tersectan. Por tanto Fr({0}) es conexa y dim Fr({0}) > 0. Esto muestra
que dimy X > 2. Para ver la otra desigualdad, tomemos como base para el 0
precisamente a {{0}}. Entonces para cada z € X — {0}, dim, (X — {0}) <
dim, X = 1. De manera que dim Fr({0}) = dim (X — {0}) < 1. Por tanto,
dimy X < 2. Por tanto dimg X =2 y dim X = 2.



CAPITULO 4. ESPACIOS DE DIMENSION 2 102

4.4. Topologia del Origen Dual (Ejemplo 74)

El Plano con la Topologia del Origen Dual tiene dimension
2.

Sea X el conjunto que consiste de todos los puntos del plano coordenado
junto con un punto adicional 0*. Las vecindades bésicas para los puntos en
R? — {(0,0),0*} son las mismas que en la topologia usual 7 de R? y para los
puntos (0,0) y 0* definimos las siguientes vecindades.

Dada n € N, sea V,,((0,0)) = {(z,y) : 2>+ y* < 5 y y > 0y U{(0,0)} ¥
Vo(09) = {(z,9) : 2> +9* < 5 y y < 0F U{0*},

Claramente, R? —{(0, 0), 0*} es un espacio conexo, pues tiene la topologfa
inducida por la topologia Euclidiana de R?. Como Clx(R? — {(0,0),0%}) =
X, tenemos que X es conexo. Asi que, aplicando el Corolario 1.10 a X,
obtenemos que, para todo p € X, dim, X > 0.

Demostraremos que, para todap € X, dim, X = 2. Seap € X, analicemos
tres casos para p.

Caso 1. p ¢ {(0,0),0*}.

Notemos que R? — {(0,0),0*} es abierto en X, asf que la dimensién de p
en R?—{(0,0),0*} es igual a su dimensién en X. Ya que R*—{(0,0),0*} tiene
la misma topologfa como subespacio de X que como subespacio de (R?, 1),
tenemos que dim, X = dim,(R? — {(0,0),0*}) = dim,(R? 7) = 2.

Por tanto, dim, X = 2.

Caso 2. p = (0,0).

Notemos que la frontera de cada V,,((0,0)) es una curva que tiene la
topologfa Euclidiana, por lo que su dimensién es 1. De manera que dim, X <
2. Supongamos que dim, X = 1. Sea Y = {(z,y) : y > 0}. Como dim, X = 1,
existe un abierto U de X tal que p € U C V;1((0,0)) y dim Frx(U) = 0.
Notemos que Fry(UNY) C Frx(U), aplicando el Teorema 1.17 (Teorema
del subespacio), tenemos que dim Fry (U NY) < 0. Ademds notemos que
Fry(UNY) tiene la topologia Euclidiana. Sea n € N tal que V,,((0,0)) C U.
Entonces 0 # V,,((0,0)) — {(0,0)} C Inty(U NY)). Como U C V;((0,0)),
UNY es acotado, asi que Exty (U NY) # (. De manera que Fry(UNY)
es un subconjunto que separa a Y y tiene dimensién menor o igual que 0,
lo cual es absurdo, pues por la Proposicién 1.21, Y no puede ser separado
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por un conjunto de dimensién < 0. Por tanto, dim, X # 1. De manera que
dim, X = 2.

Caso 3. p = 0.
Este caso es similar al Caso 2.

Por tanto, para toda p € X, dim, X = 2.
Por lo tanto dim X = 2.

4.5. Topologia del Semidisco (Ejemplo 78)

El Semiplano con la Topologfa del Semidisco tiene dimensién
2.

Sea P = {(z,y) € R* : y > 0} el semiplano superior abierto con la
topologia Euclidiana 7 y sea L el eje real  de R% Definimos una nueva
topologia en X = P U L dada por 7* = 71U{{z} U(UNP) :z € Ly
relUert}.

Como P es conexo y conserva la topologia Euclidiana cuando lo conside-
ramos como subespacio de X, tenemos que Cl(P) = PU L = X es conexo.

De modo que al aplicar el Corolario 1.10 a X, obtenemos que, para todo
p € X, dim, X > 0.

Demostraremos que, para todap € X, dim, X < 2. Seap € X, analicemos
dos casos.

Caso 1. p € P.
Como P es abierto en X, dim, X = dim, P = 2.

Caso 2. p € L.

Sea 8 = {{p} U (B.(p)NP):r e (0,00)}. Notemos que, /5 es una base
local de vecindades en p. Sea V' = {p} U (B.(p) N P) € (. Notemos que
Frx(V) = Frp(V) (la semicircunferencia sin sus extremos).

Como dim Frp(V) = 1, tenemos que dim, X < 2.

Por lo tanto, dim X = 2.
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4.6. Cuadrado de Arens Simplificado (Ejem-
plo 81)

El Cuadrado de Arens Simplificado tiene dimensién 2.

Sea S = (0,1) x (0,1) y sea X = S U {(0,0),(1,0)}. Los puntos en
S tienen la topologfa inducida por la topologia Euclidiana 7 y para cada
n € N, definimos las vecindades bésicas de los puntos (0,0) y (1,0) por
Ua((0,0)) = {(0,0)} U{(z,y) : 0 <2 < 3,y 0 <y <;}yUl0) =
{(1,0)}U{(z,y): s <z <lyO0<y<i}.

Demostraremos que, para todap € X, dim, X = 2. Seap € X, analicemos
tres casos para p.

Caso 1. p € S.
Como S es abierto en R?, tenemos que la dimensién de los puntos en S
es igual a su dimensién en R2. De manera que, para todo p € S, dim, X = 2.

Caso 2. p = (0,0).

Notemos que, para cada n € N, Frx(U,((0,0))) = Fr(s+(Un((0,0))), ast
que dim Frx(U,((0,0))) = 1. Por tanto, dim, X < 2.

Caso 3. p = (1,0).

Este caso es similar al caso anterior.

Por tanto, para toda p € X, dim, X < 2.
Por lo tanto dim X = 2.

4.7. Espacio de Niemytzki o Topologia del
Disco Tangente (Ejemplo 82)

Fl Espacio de Niemytzki tiene dimension 2.

Sea X = PUL, donde P = {(z,y) € R? : y > 0} es el semiplano superior
con la topologia Euclidiana 7y L = R x {0}. Damos una topologia 7* en X,
tomando como base, para puntos p € P, los elementos de 7 que contienen a
py, para puntos p € L, los conjuntos de la forma {p} U D, donde p € Ly D
es un disco abierto de P, el cual es tangente a L en el punto p.
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Como P conserva la topologia Euclidiana (como subespacio de X) y es
conexo, tenemos que X = CI(P) es conexo. Por el Corolario 1.10, tenemos
que, para todo p € X, dim, X > 0.

Demostraremos que, para todap € X, dim, X > 2. Seap € X, analicemos
tres casos para p.

Caso 1. p € P.
Como P es abierto en R?, tenemos que la dimensién de los puntos en P
es igual a su dimensién en R2. De manera que, para todo p € S, dim, X = 2.

Caso 2. p€ L.

Supongamos que dim, X < 1. Entonces, existe una base local 5 en el
punto p, tal que para cada V' € 3, se tiene que dim F'r(V) < 0. Como X es
conexo, tenemos que, para todo V' € 8 que cumple CI(V) # X, Fr(V) # 0
y entonces dim Fr(V) = 0.

Por otra parte, notemos que X es un espacio de Hausdorff. De manera
que, podemos elegir U € S tal que p € Uy P € CI(U). Sea W = U N P.
Como P C X yU C X, tenemos que Frp(UNP) = Frp(W) C Fr(U). Como
dim Fr(U) =0y Frp(W) # (), tenemos que dim F'rp(W) = 0. Notemos que
P es homeomorfo a R?, tiene la topologia Euclidiana y que Frp(WW) separa a
P, lo cual es absurdo, pues por la Proposicién 1.21, R? no puede ser separado
por un conjunto de dimensién cero. Por tanto, dim, X > 1.

Sea D un disco, contenido en P y tangente a L en p. Notemos que
Frx({p}UD) = Frp(D) y que ésta tultima es una circunferencia a la que se
le quita un punto. De manera que dim Fry({p} U D) = 1. Esto muestra que
dim, X < 2. Por tanto dim, X = 2.

Por lo tanto dim X = 2.

4.8. Topologia del Disco Tangente Metrizable
(Ejemplo 83).
El Semiplano con la Topologfa del Disco Tangente Metrizable
tiene dimensién 2.

SeaY = PUS, donde P = {(x,y) € R*: y > 0} es el semiplano superior
de R? y S es un subconjunto numerable contenido en la recta real. Le damos
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a Y la topologia 7 inducida por el Espacio de Niemytzki. Entonces (Y, 7) es
el Disco Metrizable.

Para todo p € Y, dim, Y = 2 (la demostracién es similar a la de 4.7).
Por lo tanto dimY = 2.



Capitulo 5

Espacios de Dimension n y n + 1

Este capitulo contiene solamente 4 ejemplos del libro “Counterexamples
in Topology”. Los primeros dos ejemplos se refieren a un espacio de dimen-
sién n que es modificado al igual que su topologfa original, haciendo que la
dimensién aumente a n + 1.

Sin duda, el ejemplo més interesante en este capitulo es la Topologia de
la Compactacién por un Punto (Ejemplo 34), en el cual se dan las hipétesis
necesarias para que la dimensién de un espacio al compactarlo por un punto
no aumente.

Recordemos que el nimero dentro del paréntesis corresponde al nimero
de ejemplo del libro.

5.1. La Extensién Cerrada (Ejemplo 12)

Dado un espacio topolégico X de dimensién n su Extensién
Cerrada tiene dimensién n + 1.

Sea (X, 7) un espacio topoldgico no vacio y sea p ¢ X un punto especial.
Formamos un nuevo espacio X* = X U {p} y definimos una topologia en X*
tomando como conjuntos abiertos al conjunto vacio y a cualquier conjunto
de la forma U U {p}, donde U € 7.

Afirmamos que si dim X = n, con n > 0, entonces dim X* = n + 1. Sea
xr € X*, analicemos dos casos para z.
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Caso 1. z = p (el punto especial).

Como @ U {p} = {p}, tenemos que la familia {{p}} es una base local en
el punto p en X*. Claramente, Fr({p}) = X* — {p} = X. De modo que,
dim Fr({p}) = dim X = n. Por tanto, dim, X* < n + 1.

Como toda base local en p debe tener a {p}, concluimos que dim, X >
n + 1. Por lo tanto, dim, X* =n 4+ 1.

Caso 2. x # p.

Queremos demostrar que dim, X* < n + 1.

Sea UU{p} un abierto cualquiera de X* que tenga a x, donde U es abierto
en X y z € U. Notemos que Frx«(U U {p}) = X — U y que la topologia
de X — U es la misma como subespacio de X* que como subespacio de X
por lo que dim(X — U) < n. Por tanto dim Frx«(U U {p}) < n. Por tanto
dim, X* <n.

Por lo tanto dim X* =n + 1.

5.2. Topologia de la Extensién Abierta (Ejem-
plo 16)

Dado un espacio topolégico X, de dimension n, su Extension
Abierta tiene dimension n + 1.

Sea (X, T) un espacio topoldgico no vacio y sea p ¢ X un punto especial.
Definimos X* = X U {p} y definimos una topologia 7* sobre X* tomando
como abiertos en X* a los elementos de 7 y a X*.

Notemos que la familia {X*} es una base local en el punto p en X* y
Fry«(X*) = 0. Por tanto, dim, X* = 0.

Demostraremos por induccién que, para toda n € NU {0}, dim X = n
implica que dim X* =n + 1.

La prueba de este hecho estard basada en las siguientes afirmaciones, que
son féciles de probar:

(a) Si A C X, entonces Fry-(A) = Frx(A) U {p}.

(b) Si A C X, entonces la topologia que tiene AU{p} como subconjunto de
X* es la topologia que se forma con los abiertos que tiene A como subespacio
de X anadiendoles el conjunto AU{p}. Para escribirlo en corto: AU{p} = A*.
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(c) Para todo = € X, las bases de vecindades (que no tienen a p) locales
de x en X* son las mismas que en X.

Para n = 0. Supongamos que dim X = 0. Claramente, X™* es un espacio
conexo, de manera que, podemos aplicar el Corolario 1.10 a X* y obtener
que dim X* > 0.

Como dim X = 0, z tiene una base [ de abiertos con frontera vacia
en X. De manera que, para todo W € [, Frx«(W) = {p}. Por tanto
dim Frx«(W) = 0, lo cual implica que dim X* < 1. Por tanto dim X* = 1.

Supongamos que la afirmacién es vilida para toda m < n — 1. Es decir,
cada vez que dimY = m < n—1 tenemos que dim Y* = m+1 (Y* = YU{p}).

Sea z € X ysea [ una base local de vecindades en X o en X* para el punto
x (son practicamente las mismas) tal que, para toda V' € §, dim Frx (V) <
n— 1.

Dada V' € 3, podemos aplicar la hip6tesis de induccién al espacio Frx (V)
y obtener que dim Fry«(V) = dim (Frx(V)U{p}) = dim (Frx(V))" =
dim Frx (V) + 1.

Estamos listos para probar que dim X* = n + 1.

Dada = € X, como dim X = n, existe una base local 5 de vecindades de
x en X tal que, para toda V € 3, dim Frx(V) < n — 1. Si pensamos a /3
como base de vecindades de = en X*, tenemos que dim Frx«(V) < n. Por
tanto dim, X < n+ 1y dim X < n + 1. Por otra parte existe zo € X tal
que dim,, X = n. Si dim,, X* < n + 1, entonces z, tiene una base local de
vecindades (3, en X* (y entonces en X) tal que dim Fry- (V') < n para toda
V € . Entonces dim Frx (V) < n — 1 para toda V € f3, lo cual es absurdo.
Por tanto dim,, X* = n + 1. Luego, dim X* =n + 1.

5.3. Topologia de la Compactaciéon por un
Punto (Ejemplo 34)

Sea X* la Compactacién por un Punto de X. Si X es un
espacio métrico, separable, localmente compacto y dim X = n,
entonces dim X* = n.

Sea (X, 7) un espacio topolégico no vacio y sea p ¢ X un punto especial.
Definimos un nuevo espacio X* = X U {p} y una topologia 7* sobre X*
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tomando como conjuntos abiertos a los elementos de 7 y a los conjuntos en
X* tales que su complemento es cerrado y compacto en X. El espacio (X*, 7%)
es conocido como la Compactacion por un Punto de (X, T).

Proposicién 5.1 Sea (X, 7) un espacio métrico, separable, no vacio y local-
mente compacto, entonces dim(X*, 7%) = dim(X, 7).

Demostracién. Sea dim X = n y sea X* = X U {p}. Como X C X*,
tenemos que, dim X* > n. De modo que, sélo basta probar que, para toda
r € X*, dim, X* <n. Sea x € X*, analicemos dos casos.

Caso 1. x # p.

Como X es un espacio métrico y localmente compacto, existe una base
local 3 en el punto x de subconjuntos relativamente compactos, es decir, para
cada abierto W C X que contiene al punto z, existe V' € 3, tal que Clx (V)
es un subconjunto compactoen X y z € V.C CI(V) C W. Como dim X = n,
tenemos que dim, X < n. Asi que existe una base local v en el punto x tal
que v C 7 y para cada U € 7, se tiene que dim Frx(U) < n — 1. De manera
que, para cada V' € f3, existe U € v tal que x € U C V C Clx (V). De aqui
que, x € U C Cl(U) C CI(V). Notemos que, Fr(U) C CI(U) C CI(V), que
p € X*—Cl(V)y X*—CI(V) es un abierto de X* que contiene a p. Por
tanto, para todo U € v, p ¢ Fr(U). Asi, tenemos que, Frx(U) = Frx-(U).
Por tanto, dim F'rx«(U) = dim Frx(U) < n — 1. Por tanto, dim, X* < n.

Caso 2. x = p.

Probaremos que dim, X* < n.

Tomemos un conjunto abierto U en X* tal que U contiene al punto p. Sea
K = X*—U, de modo que K es un subconjunto cerrado y compacto en X.
Sea q € K, entonces existe una vecindad compacta W, en X que contiene a
q. Como X* es un espacio de Hausdorff, W, es cerrada. Como K C X, para
toda ¢ € K, existe una vecindad V, que contiene a ¢, dim(Fr(V,)) <n—1y
q € V, C W,. Como W, es cerrada en X, tenemos que, g € V, C Cl(V,) C W,
y como W, es compacta, Cl(V;) es compacto.

Notemos que la familia F = {V, : ¢ € K} es una cubierta abierta
de K. Como K es compacto, existe una subcubierta finita 7/ C F de K.

Sea F' = {Vyy, Vigs s Vi, 1, entonces K © (J Vi, Sea M = (J CI(V,,). Ast
=1 =1

i
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m

que, K C M. Por otra parte, notemos que, Fr(M) C |J Fr(ClL(V,)) y que
i=1

UFT(CZ( ) C UFr( ) C M.

=1

Notemos que, M es un subconjunto métrico separable y que, U Fr(V,,)es

una unién finita de cerrados de dimensién < n — 1 contenida en M De modo

que, podemos aplicar el Teorema 1.18 (Teorema de la Suma) a U Fr(Vy,)y
i=1
obtener que, dim (U FT(VZ.)) <n-1.

Como Fr(M) C U Fr(V,,), podemos aplicar el Teorema 1.17 (Teorema

del Subespacio) a Fr(M) y obtener que, dim Fr(M) <n — 1.

Por otra parte, como K ¢ M, X* — M C X*— K = U y como M
es compacto, tenemos que X* — M es un abierto que contiene a p. Como
Fr(X*— M) = Fr(M), tenemos que dim Fr(X* — M) < n — 1. Por tanto,
los abiertos como X* — M definen una base local en el punto p con frontera
de dimensién < n — 1. Luego, dim, X* < n.

Por lo tanto, para toda x € X*, dim, X* < n. Luego, dim X* =n. =

5.4. La Métrica Acotada (Ejemplo 134)

Dado un espacio métrico (X,d) de dimensién n, tenemos que
los espacios (X,d) y (X,A) tienen dimensién n.

Sea (X, d) un espacio métrico cualquiera de dimensién n. Se definen § =
T + T2 ¥ A =min(d, 1). Es fécil ver que 0 y A son métricas acotadas para X y
que inducen en X la misma topologia que d. De manera que los tres espacios:
(X,d), (X,9) y (X,A) tienen la misma dimensién.



Capitulo 6

Espacios de Dimensién Infinita

Este capitulo contiene 16 ejemplos de dimensién infinita del libro “Coun-
terexamples in Topology”. Definimos la Topologia Anidada que sirve de base
para demostrar la dimensién infinita de varios ejemplos de este capitulo. En-
tre los ejemplos més interesantes se encuentran el Cubo de Hilbert, el Espacio
de Helly, el Espacio de las Funciones Continuas, entre otros.

6.1. Topologia Anidada

Los Nimeros Naturales con la Topologia Anidada tienen di-
mension infinita.

Este ejemplo no forma parte del libro que se esta estudiando, pero sirve
de base para demostrar la dimensién de varios ejemplos de este capitulo.

Definimos la Topologia Anidada T en N por

T={0,{1},{1,2},{1,2,3},...}.
Para cadan € N, hacemos Y,, = {1, ..., n}. Aseguramos que dim Y,, = n—1
y que dim (N, 7) = oc.
Notemos que Y; = {1} por lo que dimY; = 0. Supongamos, inducti-
vamente, que dimY, = n — 1. Notemos que Y, tiene la topologia de la
Extensiéon Abierta definida en 5.2. Es decir, Y,,+1 = Y,*. De acuerdo con 5.2,
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tenemos que dim Y,,,; = dim Y,,+1 = n. Esto completa la induccién y prueba
que, para todan € N, dimY, =n — 1.

Como cada Y,, es subespacio de N, n — 1 = dimY,, < dim N, para toda
n € N. Por tanto dim N = oo.

6.2. El Espacio de Hilbert (Ejemplo 36)

El Espacio de Hilbert tiene dimensién infinita.

El Espacio de Hilbert H consiste de todas las sucesiones x = {z;},-, de
niimeros reales tales que ), x? converge. H tiene la topologia generada
por la métrica d(x,y) = /> _(x; — y;)?.

En 6.4 se define el Cubo de Hilbert /“como un subespacio de H y se
demuestra que I tiene dimensién infinita. Por tanto, al aplicar el Teorema
1.17 (Teorema del Subespacio) a H, obtenemos que dim H = oc.

6.3. Espacio de Fréchet (Ejemplo 37)

El Espacio de Fréchet tiene dimension infinita.

El Espacio de Fréchet estd formado por X = R" y la métrica d(x,y) =
Z‘xz yz
Z 1+‘xz yz
Notemos que (R™, d) es homeomorfo a (R™, 7), en donde 7 es la topologia
Producto (topologia de Tychonoff). Claramente, el Cubo de Hilbert estd
contenido en R*. Es decir, (I*,7) C (R*,7). En 6.4 se demuestra que

dim /¥ = oco. De manera que, dim(R",7) = co. Como los homeomorfismos
Y )
preservan la dimensién, podemos concluir que, dim(RY, d) = oc.
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6.4. El Cubo de Hilbert (Ejemplo 38)

El Cubo de Hilbert tiene dimensioén infinita.

El subespacio I* del Espacio de Hilbert H formado por todos los puntos
xr = (21,2, 23,...) tales que 0 < z; < %, para toda j € N, es conocido como
el Cubo de Hilbert.

Demostraremos que /* es homeomorfo a > = [] [;, donde I = [0,1] e

1€EN
I*° tiene la topologia Producto. -

Sea f : I*° — I“ la funcién definida por f(r1,7,...) = (z1, %, %, ...).
Claramente f es una biyeccién.

Para probar que f es continua, tomamos x € I* y ¢ > 0. Ya que

oo oo
. . 2
la serie ]iz converge, existe N € N tal que > %2 < §. Sea 0 =
=1 j=N+1

62 2 3 J—
(2<1+212+;2+“_+N12)> y tomamos el abierto U = ((x; — 6,21+ ) N 1) X ... X
((xy —d,zn +0)NI) x I x ... C I*®. Notemos que U es un abierto de I
que tiene a x.

Dada y € U, tenemos que |r; —y1| < 0,...,|zny —yn| < J, de manera
00 N 2 0 2
2 zj V2 — zj j zj j
que (d(f(2), F) = (% -4 =y (2-%) + ¥ (2-4) <
i=1 i=1 J=N+1
N 00
Y j% + > j% < % + % = €% Luego, d (f(z), f (y)) < €. Esto prueba
j=1 j=N+1

que f es continua.
Ya que [I* es compacto y f es una biyeccién continua, concluimos que f
es un homemorfismo. Por lo tanto, I“ es homeomorfo a I*°.

Demostraremos que dim I*° = oo.

Seann € Ny A=[[{[0,1], : 1 <i<n+1}x[[{{0;}:ieN, i >n+2}.
Observemos que A C I*°. Notemos que ["™' = [[{[0,1], : 1 <i<n+1} es
homeomorfo a A. El homeomorfismo estd dado por h : I"*t — A, definido
por:

h(x1, Ty ooy Ty Tpy1) = (1, T2y ooy Ty, Tna1, 0,0, ...). Claramente h es in-
yectiva, sobre y continua y su inversa estd dada por:

h=Y(z1, T9, ..os T, Tng1, 0,0, ...) = (21,2, ..., T, Tny1), la cual también es
continua. Por tanto, /"' y A son homeomorfos.
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Como dim I™ = m [5, Teorema 9.5, p. 49], tenemos que dim ["™! = n+1.
Como la dimensién se preserva bajo homeomorfismos, tenemos que, dim A =
n + 1. Por tltimo, como A C I°°, al aplicar el Teorema 1.17 (Teorema del
Subespacio) a I°°, obtenemos que dim /> > n + 1, para toda n € N. Luego,
dim /*° = oo.

6.5. La Topologia (Izquierda-Derecha) del Or-
den y la Topologia Derecha del Orden en
R (Ejemplos 49 y 50)

Los Espacios con la Topologia Izquierda y Derecha del Orden
en el caso de que X sea infinito tienen dimensién infinita. Si X
es finito, entonces la dimensién de X es igual a |X| 1.

Sea X un espacio topolégico no vacio y linealmente ordenado. La topologia
7 generada por los conjuntos de la forma p, = {r € X : < a} es llamada
la Topologia Izquierda del Orden en X. La Topologia Derecha del Orden esté
definida de manera similar usando los conjuntos S, = {r € X : z > a}.

Analicemos la topologia Izquierda del Orden en X, para ello consideremos
dos casos.

Caso 1. X finito.

En este caso, podemos escribir a X como {x1, s, 3, ..., x,}. De manera
que, la topologia 7 queda determinada por

7 =10, {21}, {x1, 22}, {71, X2, 23}, ..., {®1, T2, 23, ..., x, } }. Es decir, 7 es
la topologia Anidada (ver 6.1). De manera que, dim X =n — 1.

Caso 2. X infinito.

Como, para toda n € N, podemos elegir n puntos distintos x1, ...z, en X,
tenemos que n — 1 = dim ({1, ..., 2, }) < dim X. Por lo tanto, dim X = co.

El andlisis para la topologia Derecha del Orden es similar.

En particular, la topologia Derecha del Orden en R tiene dimensién in-
finita.
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6.6. La Topologia de los Intervalos Anidados
(Ejemplo 52)

El Intervalo (0,1) con la Topologia de los Intervalos Anidados
tiene dimensién infinita.

Sea X = (0, 1), definimos una topologia 7 sobre X tomando como abiertos
a todos los conjuntos de la forma U, = (0,1 — %), para n = 2,3,4,... junto
con )y X.

Analizaremos un subespacio de X. Sea W = {%, %, %, s "T’l, ...}. Notemos

que, la topologia inducida en W es precisamente la topologia Anidada (ver
6.1), yagque un ?biert(l) [2)a1;’a 2 es {3} ” W N (0,2), para % es {3,2} =
Wn(0,3), para § es {3,3,7} = WnN(0, ), etc. Por tanto, dim W = oo.
Como W C X, podemos aplicar el Teorema 1.17 (Teorema del Subespa-
cio) a X y concluir que dim X = co.
Veremos que de hecho, para toda p € X, dim, X = oo.

Sea p € X y consideremos dos casos para p.

Caso 1. p € (0, 3).

En este caso, la familia § = {(O, %)} es una base local para p. Notemos
que, Fr((0,3)) = [5,1). Como W C [3,1), podemos aplicar el Teorema 1.17
(Teorema del Subespacio) a [3,1) y concluir que dim ([3,1)) = oo, es decir,
dim(Fr((0,1))) = oo. Por tanto, dim, X = oc.

Caso 2. p € [3,1).

La demostracién es parecida a la del caso anterior.

Por tanto, para toda p € X, dim, X = oo.

6.7. Topologia de los Intervalos Traslapados
(Ejemplo 53)

El Intervalo [-1,1] con la Topologia de los Intervalos Trasla-
pados tiene dimensién infinita.
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Sea X = [—1, 1], generamos una topologia 7 en X tomando a los conjuntos
de la forma [—1,b) con b > 0y (a,1] con a < 0. Notemos que todos los
conjuntos de la forma (a,b) con a < 0 < b también son abiertos en X.

Demostraremos que (X, 7) tiene dimensién infinita. Sea p € X, analice-
mos dos casos.

Casol.p# —1yp#1.
Entonces, los abiertos que tienen a p son los elementos de la familia 5 =

{X}U{(a,b): =1<a<0<b<1lype (ab)}. Notemos que Fr((a,b)) =
[—1,a]U[b, 1]. Notemos que los conjuntos abiertos no vacios en el subespacio
Fr((a,b)) son de la forma {(a,a] : =1 < a < a}, {[b,B) : b < < 1},
[—1,al], [b,1] y [-1,a] U[b,1]. Es decir, los subespacios [—1,a] y [b, 1] tienen
inducida la topologia Derecha del Orden y la topologia Izquierda del Orden,
respectivamente (ver 6.5). Por tanto, dim[—1,a] = oo y dim[b, 1] = oco. Por
tanto, dim, X = oo.

Caso2.p=—lop=1.

Los abiertos que tienen a p = —1 son los elementos de la familia § =
{X}U{[-1,b) : b > 0}. Notemos que, para cada b > 0, Fr([—1,b)) = [b, 1].
Como el subespacio [b, 1] tiene inducida la topologia Derecha del Orden (ver
6.5), concluimos que, dim[b, 1] = co. Por tanto, dim, X = oc.

Similarmente, dim; X = oo.

Por tanto, para toda p € X, dim, X = oo.

6.8. La Topologia de los Intervalos Encajados
(Ejemplo 54)

La Topologia de los Intervalos Encajados tiene dimensién in-
finita.

Sea X = R™ — N el conjunto de los niimeros reales positivos excluyendo
a los nimeros enteros positivos. Sea 7 la topologia sobre X generada por los
siguientes conjuntos.

Para cada n € N, sea U, = (O,%) U (n,n + 1). Es decir, para n = 1,
Uy =(0,1)U (1,2), paran =2, Uy = (0, %) U (2,3), etc. Entonces, una base
para 7 estd dada por 5 = {U, : n € N}. Notemos que, (X, 7) es conexo, ya
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que todos los bésicos intersectados con (0, 1) estdn anidados. De modo que, al
aplicar el Corolario 1.10 a X, obtenemos que, para toda r € X, dim, X > 0.

Demostraremos que la dimensién de (X, 7) es infinita.

Consideremos el siguiente subespacio de X.

Sea Y = {%, e %, }1, %, %} De manera que, la topologia inducida en Y
queda determinada por 7y = {(0, %) NY :n> 2} U{0,Y}, es decir:

1 111 1 11 1 1 1
= Y S— o= o — ey Ty — e R .
TY {®7 7{n7 75’4’3}’{”’ ’5’4}’{”’ 75}7 7{n}}

Por tanto, 7y es la topologia Izquierda del Orden (ver 6.5). De manera
que, al aplicar 6.5 a Y, obtenemos que dimY = n — 2 (tomando al punto
L como el primer elemento). Por tanto, al tomar el subespacio infinito ¥ =
{..,2, ...} 1,35} v aplicar 6.5 a Y, obtenemos que dimY = oo. Por lo
tanto dim X = oco.

6.9. Topologia de los Divisores (Ejemplo 57)

Los Nimeros Naturales con la Topologia de los Divisores tiene
dimensién infinita.

Sea X = {x € N:x > 2} y para cada n > 2, definimos el conjunto U,, =
{z € N: z divide a n}. Entonces, la familia de los U, sirve como base para
una topologfa en X, la cual es conocida como la Topologia de los Divisores.

Seam € N ysean € N tal que 2™ € U,. Entonces 2™ divide a n. Asi
que 2,22, ...,2m71 2™ dividen a n. Con esto, hemos mostrado que si 2™ € U,
entonces {2,2%...,2"} C U,. De modo que todo abierto que tiene a 2™
también contiene a {2,22,...,2™}. Esto muestra que la topologia que tiene
el conjunto Y = {2,4,8,...,2", ...} como subespacio de X tiene por abiertos
aY,0,{2},{2,4},{2,4,8},... (claramente U»» NY = {2,4,8,...,2"}). Es
decir, Y tiene la topologia Anidada (ver 6.1). Por tanto, dimY = oco. Asi
que, al aplicar el Teorema 1.17 (Teorema del Subespacio) a X, obtenemos
que dim X = oco.
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6.10. El Espacio /! (Ejemplo 105)

El Espacio I tiene dimensién infinita.

Sea [ el intervalo cerrado [0, 1] y para cada ¢ € I, sea I; una copia de I.
Definimos el producto cartesiano de todos los conjuntos I; con i € I, como el
conjunto de todas las funciones con dominio I y cuya imagen estd contenida
en /. Es decir:

I'=TLe;Li={f:1—1I: [ esunafuncién}. Consideramos al espacio
I' con la topologfa Producto 7.

Para referirnos a algin elemento del espacio coordenado I; algunas veces
escribiremos f(i) o simplemente f;. Asi, entenderemos que el valor del ele-
mento f en la i-ésima coordenada en el intervalo cerrado [0, 1] es precisamente
f@).

Mids adelante, en 6.12 se define el Espacio de Helly como un subespacio
de I y se demuestra que el Espacio de Helly tiene dimensién infinita. Por
tanto, al aplicar el Teorema 1.17 (Teorema del Subespacio) a I!, obtenemos
que dim I’ = oo.

6.11. [0,Q) x I' (Ejemplo 106)

El Producto Cartesiano de [0,9) x I tiene dimensién infinita.

Sea X = [0,9) x I con la topologia Producto.

Sabemos que, dim I7 = oo (ver 6.10). Por otra parte, notemos que dado
a € 10,Q), el conjunto {a} x IT C [0,9Q) x I'. Como {a} x I es homeomorfo
a I y los homeomorfismos preservan la dimensién, tenemos que, dim({a} x
I') = oo. Aplicando el Teorema 1.17 (Teorema del Subespacio) a [0, Q) x I,
concluimos que, dim([0, Q) x ) = cc.

6.12. Espacio de Helly (Ejemplo 107)

El Espacio de Helly tiene dimensién infinita.
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Sea X el subespacio de I? (ver 6.10) que consiste de todas las funciones
continuas y no decrecientes, éste se conoce como el Fspacio de Helly. Como
I' es un espacio de Hausdorff, X es de Hausdorff.

Consideremos al subespacio Y de X que consiste de todas las funciones

continuas f tales que para cada n € {0} UN, f es lineal en cada intervalo

n__ n+1_ . . .
cerrado [22n1, %}, es decir, f es lineal en cada uno de los intervalos

[0, %] , [%, %} , [%, %} ,... v que satisfacen que f (0) € [0, %], f (%) € [%, ﬂ,...,
f (2"—1) c [2"—1 2"+1—1}
n an 2n+1 .

Sea J* = [0, 3] x [3,3] x...x [2;;1, %] x .... Entonces, un punto t en

) 274
J* es de la forma t = (tg,t1,t3, ..., tp,...), en donde, para cada n € {0} UN,

- 2n—1 2ntl g
la n-ésima coordenada t,, € [ S SonTT

Definimos ¢ : J*® — Y como ¢ (t) = f;, donde para cada n € NU {0},
hacemos a,, = %, y definimos, para z € [a,, a,11],

fi(2) = <M> toy1 + (1 — M) t,. Es decir, f; es el elemento de

an4-1—0an an41—0an

Y que cumple f,(0) = o, fi(}) = 1, fi(2) = ts, etc.

Demostraremos que ¢ es un homeomorfismo.

Seat = (tg,t1,ta, ...y by, ...) € J*°. Tomemos un subbdsico U de la topologia
de Y. Para esto, sean n € NU{0}, € > 0, a € [ap, ani1] ¥ U, un abierto dado
por U, = (fi (@) — ¢, f; (@) + €). Entonces, U = 7! (U,) es un subbdsico en
Y que contiene al punto f; = ¢(t).

Probaremos que existe un abierto V' en J* que contiene al punto t € J*>
tal que ¢ (V) C U.

Sea V = m,  (V,) N w11 (Vat1), donde V, es un bdsico de la coorde-
nada n y V,,1 es un bésico de la coordenada n + 1 en J*°, dados por V,, =
(tn — 5y tn + %) y Vi1 = (tnﬂ — 5itnp1 + %) Sea x = (g, T1, T2, ..., T, ...) €
V. Entonces, d (v,,t,) < §y d(Tpq1,tny1) < 5.

Solo resta demostrar que ¢ () = f, € U.

Por definicién: f, () € (fi () — €, fi (o) +€) siysélosi | f, (o) — fi (a)] <

e. Notemos que las rectas, f, () = ot ) i+ (1 — 2250 ) o, fe () =
a—an a—an a—an
<an+1*an) b1 + <1 o an+1*an> tn y que 0< Gnt1—an <L

Entonces, la diferencia |f, (o) — f; («)| estd dada por |f, (o) — f; ()| =
(e (o o () 0 )

An+41—0an An41—0an An+41—0an An+41—0an ’

al agrupar los términos semejantes, tenemos que:
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<

(2252 ) @ = ) + (1= 22522 ) (@0 — )

(5252 ) s = tas)| + | (1= 5520 ) e — )] < | (25 5|+

‘ — 0 ) £l < £ £
=2

€.
An+1—an | 2
Por lo tanto f, () € (f; () — €, fy (o) + €). Luego, ¢ (z) = f, € U. De
aqui, se concluye que ¢ (V') C U, por lo tanto ¢ es continua en t para toda
te Je.

Ahora demostraremos que ¢ es inyectiva.
Sean = = (xg, T1,..., Tn,...) Y t = (to,t1, ..., tn,...) € J> tales que x # t,
entonces existe m € N tal que z,, # t,,. De manera que, f, ( S 1) =T, #
=fi (2m 1) De modo que, ¢ (x) # ¢ (t). Por lo tanto ¢ es myectiva.

Como J* es compacto concluimos que J*° es homeomorfo a Im ¢.

Por otra parte, tenemos que J*° es homeomorfo al Cubo de Hilbert 7.
De modo que, Im ¢ es homeomorfo a /*°. Como la dimensién es un invariante
topoldgico y el Cubo de Hilbert tiene dimensién infinita (ver 6.4), concluimos
que, dimIm ¢ = oco. Aplicando el Teorema 1.17 (Teorema del Subespacio) a
X, obtenemos que, dim X = oo.

6.13. El Espacio de las Funciones Continuas
C'[0,1] (Ejemplo 108)

El Espacio C[0,1] tiene dimensién infinita.

El Espacio C'[0, 1] consiste de todas las funciones continuas de valores
reales sobre el intervalo [0, 1] con la métrica del supremo, es decir, C'[0,1] =
{f:[0,1] = R : f es continua} y d(f,g) = sup{|f(t) — g(t)| : t € [0,1]}. De
modo que, un bésico en C'[0, 1] con centro en f y radio € > 0 estd dado por

B.(f)={g:10,1] = R |d(f,g) <e}.

Sean I = [0,1] y n € N. Daremos un encaje f, : C'[0,1]. Dada

t = (t1,...,t,) € I", definimos to = 0 y hacemos ¢; : [0, ] [ 1] dada por
xr— izl ' _ —x |l;— A

gi(x) = ( (f )): + G l)t Lsiie{l,..,ntyaxe [=1, £]. Notemos que

gt(%) =t; para toda i € {0,1,....,n} y que g; es continua.
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Finalmente definimos f,(t) = g¢;.

Afirmacién 1. Para toda n € N, f,, : I" — C'[0, 1] es continua.
Sean t = (t1,...,t,), $ = (S1,...,8,) € I" y € > 0 tales que las diferencias

|t1 — s1|y .oy |[tn — sn| < €. Dadas i € {1,...,n} y z € [%, %], tenemos que
z—(EL i—Si L) (ti—1—8i—
la diferencia |g;(x) — gs(z)| = Gl ”2)(t ) + G )(tl sy < |t; — si| +

n n

|ti—1 — si—1] < 2e. De manera que d(g:, gs) < 2¢. Por tanto, d(f,,(t), fu(s)) <
2e. Como el niimero € se eligié arbitrariamente obtenemos que f,, es continua.

Afirmacién 2. Para todan € N, f,, : I" — C'[0, 1] es inyectiva.

Supongamos que f,,(t) = f.(s), es decir, g; = gs. En particular, para cada
i =1,2,...,n, tenemos que g,(£) = g,(£). De manera que, ¢; = s; para toda
1=1,2,...,n. Por tanto, t = x.

Para toda n € N, f,, estd definida de un espacio compacto I™ a un espacio
de Hausdorff f,,(I"), de aqui que f, es un homeomorfismo.

Por lo tanto, I" es homeomorfo a f,(I") C C'[0,1]. Asi que, para cada
n € N, hemos encajado una n-celda en C'[0, 1].

Por otra parte, para cada n € N, dim [™ = n [5, Teorema 9.5, p. 49].
De modo que, al aplicar el Teorema 1.17 (Teorema del Subespacio) a C' [0, 1],
obtenemos que, para cadan € N, dim C' [0, 1] > n. Por lo tanto dim C'[0, 1] =
0.

6.14. Topologia Caja sobre R* (Ejemplo 109)

La Topologia Caja en R* tiene dimensién infinita.

Sea X = [[ R;, donde cada R; es una copia de R con la Topologia Eucli-

i€EN
diana. Generamos la Topologia Caja T tomando como bésicos a los conjuntos
de la forma [] U;, donde cada U; es abierto en R;.

i€N
Demostraremos que dim X > n para toda n > —1.

Sean 7* y 7 la topologia usual en el espacio producto (topologia de Ty-
chonof) y la topologia Caja, respectivamente. Definimos el conjunto A =
[1{[0,1],:1<i<n+1} x[[{{0;} : 1 €N, i >n+2}.

Afirmacién. 7 y 7 coinciden en A.
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Es claro que 7* C 7. De modo que sélo hay que demostrar la otra con-
tencién, para ello basta utilizar inicamente a los bésicos.

Sea U € 1 un bésico cualquiera, entonces U = [[{U;: 1 <i<n+ 1} x
n+1

[T{{0;}:i €N, i >n+2} =) 7;'(U,), donde cada Uj; es abierto en [0, 1]..

)
=1

Entonces, claramente U € 7*.

Por tanto 7% y 7 coinciden en A.

Por tanto (A,7*) = (A, 7). En 6.4 vimos que dim(A4, 7*) = n + 1. Como
A C X, podemos aplicar el Teorema 1.17 (Teorema del Subespacio) a X y
obtener que, dim X > n + 1. Por lo tanto, dim X > n para toda n > —1.
Luego, dim X = oo.

6.15. La Escoba de los Enteros (Ejemplo 121)

La Escoba de Enteros tiene dimension infinita.

Sea X el conjunto de puntos con coordenadas polares {(n, )} en el plano
Euclidiano, donde n € {0}UN y 6 € {0} U {%};’;1 Definimos una topologia
7 sobre X tomando como base de 7 a todos los conjuntos de la forma U x V,
donde U es un conjunto abierto de la topologia Derecha del Orden en {0} UN
(ver 6.5) y V es un abierto inducido por la topologia Euclidiana en {0} U
3 e

Demostraremos que (X, 7) tiene dimensién infinita. Para ello, basta con-
siderar el rayo Ry = {(n,1) :n € NU{0}}. Notemos que el conjunto {1}
es abierto en {0} U {%}2021 De modo que el conjunto [n,00) x {1} es un
abierto en X y [n,00) x {1} C R;. Claramente, la topologia Derecha del Or-
den coincide con la topologia Anidada (ver 6.1). De manera que, (Ry,7T) es
homeomorfo al conjunto de los nimeros naturales con la topologia Anidada
(basta tomar la proyeccién sobre la primera entrada), de modo que por 6.1,
tenemos que dim (R, 7) = oco. Asi que, al aplicar el Teorema 1.17 (Teorema
del Subespacio) a X, obtenemos que dim (X, 7) = oc.

Por lo tanto, dim X = 1.
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6.16. La Meétrica de Hausdorff (Ejemplo 138)

X con la Métrica de Hausdorff tiene dimensién infinita.

Sean (S,d) un espacio métrico no vacio y X la coleccién de todos los
subconjuntos no vacios, cerrados y acotados de S. Sea f : S x X — R*
definida por f(s, B) = inf{d(s,b):b€ B}, sea g : X x X — R dada
por g(A,B) =sup{f(a,B):a € A} y §(A, B) = max{g(A, B),g(B,A)}. El
espacio (X, d) es conocido como el Espacio de la Métrica de Hausdorff.

Cualquier espacio métrico, compacto, conexo y con mds de un punto
X con la Métrica de Hausdorff contiene copias del cubo de Hilbert, esto
es demostrado en [8, Teorema 7.6, p. 105]. De modo que al aplicar 6.4 y el
Teorema 1.17 (Teorema del Subespacio) tenemos que dim X = oc.



Capitulo 7

Espacios Genéricos

Este capitulo contiene solamente un ejemplo del libro “Counterexamples
in Topology”. Muestra que la dimensién de la Completacién de Cauchy de
un espacio métrico de dimensién n no depende de la dimensién del espa-
cio.original.

7.1. Completacién de Cauchy (Ejemplo 137)

Sea (X,d) un espacio métrico de dimensién n y sea (X*,d*) su
Completacién de Cauchy. La dimensién de (X*,d*) no es p081ble
determinarla en general a partir de la dimensién del espacio
(X, d).

Sean (X, d) un espacio métrico y X* el conjunto de todas las clases de
equivalencia de todas las sucesiones de Cauchy en X, donde la sucesién {z,, }
es equivalente a {y,} si y solo si lim, .o, d(x,,y,) = 0. Definimos una métri-
ca en X* dada por d*(z*,y*) = lim, .o d(zp,y,), donde {x,} es cualquier
elemento en la clase de equivalencia z* y {y,} es cualquier elemento en la
clase de equivalencia y*. El espacio métrico (X*,d*) es la Completacion de
Cauchy de (X, d).

Para ver que, en general, no es posible determinar dim(X*,d*) a partir
de la dimensién del espacio original daremos el siguiente ejemplo.

125
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Sea X = Q el conjunto de los niimeros racionales con su topologfa usual,
sabemos que dim@Q = 0 (ver 2.10). La Completacién de Cauchy de Q es
X*=RydimR =1 (ver 3.9). Por otra parte, sea X = [[ Q,,, sabemos que

neN
dim [[ Q, = 0 (Teorema 1.15), sin embargo la Completacién de Cauchy de

neN
[1Qnes X*=][R, ydim ][R, =00, pues I® =[] ; C [[ R, (ver 6.4).

neN neN neN i€N neN
Esto prueba que la dimensién de (X*,d*) no depende de la dimensién del

espacio original, pues en este caso los espacios originales tienen dimensién 0
y sus Completaciones de Cauchy respectivas tienen dimensién 1 y dimensién
infinita.
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