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2.1. El problema de Erdős-Szekeres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 15

2.1.1. Primer prueba del Teorema de Erdős-Szekeres . . . . . .. . . . . 15
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Caṕıtulo 1

Introducci ón

La Geometrı́a Combinatoria estudia problemas de conteo y deestructura relativos a ob-
jetos geométricos. En particular, incluye el estudio de diversas gráficas que son geométricas
por naturaleza, o que reflejan relaciones entre puntos, variedades u objetos. Por supuesto,
éste último aspecto constituye un área particular dentro de la Teorı́a de Gráficas, una rama
amplia y fundamental dentro de las Matemáticas Discretas.

Ambas disciplinas tienen sus orı́genes en el siglo XVIII contrabajos de Leonard Euler.
En el caso de la Geometrı́a Combinatoria uno de los primeros problemas considerados fue
el de contar el número de triangulaciones de un polı́gono convexo den lados. Una triangu-
lación de un polı́gonoP, es un conjunto maximal de diagonales deP tal que cualesquiera
dos de ellas no se intersectan en su interior. En 1751 LeonardEuler (en una carta a Chris-
tian Goldbach) planteó el problema de contar el número de triangulaciones distintas de un
polı́gono regular den lados (ver Figura 1.1); la soluciónCn−2 (dondeCm =

1
m+1

(

2m
m

)

), es
lo que ahora se conoce como eln-ésimo número de Catalan (en honor a Eugène Charles
Catalan quien encontró esta forma cerrada).

Se considera que el primer problema en Teorı́a de Gráficas esel conocido como “El
problema de los puentes de Königsberg”. Este problema naceen la ciudad de Königsberg
(ahora conocida como Kaliningrado). Los puentes de la ciudad de Königsberg estaban dis-
puestos como se muestra en la Figura 1.2, una pregunta entre los locales era si es posible
visitar la ciudad pasando por cada puente una y sólo una vez.Euler demostró que esto no
era posible traduciéndolo a un problema de Teorı́a de Gráficas.

Pese a que ambas áreas iniciaron hace más de dos siglos, su verdadero desarrollo no
comenzó si no hasta el siglo XX y actualmente están en una etapa de intensa actividad.

Desde la segunda mitad del siglo XX ha habido una creciente interacción entre la Ge-
ometrı́a Combinatoria y la Teorı́a de Gráficas. Esta tendencia se ha intensificado ahora a
principios del siglo XXI. Muestra de ello es la aparición detı́tulos como “Towards a Theory
of Geometric Graphs” [Pac04] y “Combinatorial Geometry andGraph Theory” [ABK05].

Esta tesis aborda problemas que se encuentran precisamenteen esta intersección, yendo
de problemas cuyo componente principal es la Geometrı́a Combinatoria a problemas donde
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6 Caṕıtulo 1. Introducci ón

Figura 1.1: Las 14 triangulaciones distintas del hexágonoregular.

Figura 1.2: Los puentes de la ciudad de Königsberg.
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domina la Teorı́a de Gráficas. Por esta razón hemos organizado el material de manera tal
que al principio la Geometrı́a Combinatoria tiene un papel predominante y conforme se
avanza lo cede a la Teorı́a de Gráficas.

A continuación damos una breve muestra del tipo de problemas que se abordarán en
esta tesis: problemas de Geometrı́a Combinatoria y de Teor´ıa de Gráficas; destacando a
la vez la contribución de cada una de ellas. Aprovechamos también la ocasión para dar
algunas definiciones.

SeaS un conjunto finito den puntos enRd. Decimos queS está enposición general
si dados cualesquierak ≤ d + 1 elementos deS, no existe un subespacio lineal afı́n de
dimensiónk − 2 que los contenga. SiS está en el plano esta definición se traduce a que
no tenga tres puntos colineales. En esta tesis salvo que explı́citamente se diga lo contrario
todos los conjuntos de puntos estarán en posición general.

Un subconjuntoC deRd esconvexosi el segmento de recta que une cualesquiera dos de
sus elementos está contenido enC. A la intersección de todos los subconjuntos convexos
deRd que contienen aS se le conoce como lacerradura convexadeS y la denotamos con
Conv(S). A la frontera de Conv(S) se le conoce comocasco convexoo casquete convexo
deS y lo denotamos como CH(S). Decimos queS está en posición convexa siS ⊂ CH(S).
Finalmente un punto deS esinterior si se encuentra al interior de Conv(S).

Uno de los teoremas de más tradición en Geometrı́a Combinatoria es el Teorema de
Erdős-Szekeres [ES35]:

Teorema 1. (Teorema de Erdős-Szekeres) Para todo entero positivo n, existe un entero pos-
itivo N(n), tal que todo conjunto de N(n) puntos en el plano en posición general contiene
un subconjunto de n puntos en posición convexa.

Mencionamos por ejemplo que aunque este es un Teorema clásico de Geometrı́a Com-
binatoria una de las pruebas dadas en [ES35] usa el Teorema deRamsey que es un resultado
de Teorı́a de Gráficas. Observamos también que es un resultado combinatorio sobre objetos
geométricos (conjuntos de puntos).

El Teorema de Erdős-Szekeres muestra que todo conjunto de puntos suficientemente
grande tiene un subconjunto de puntos arbitrariamente grande en cierta configuración (posi-
ción convexa). Es aquı́ donde está la similitud con el Teorema de Ramsey para gráficas que
en una de sus versiones dice que para todo entero positivon existe un entero positivoR(n)
que sólo depende den tal que toda gráfica completa deR(n) vértices con sus aristas colore-
adas en rojas y azules contiene una subgráfica completa den vértices tal que sus aristas son
todas rojas o todas azules.

Otro tipo de problemas son de conteo, es decir el contar o estimar cuantas configura-
ciones de un cierto tipo existen, como por ejemplo cuantas triangulaciones existen de un
conjunto den puntos en el plano.

Mencionamos brevemente qué es una triangulación de un conjunto de puntos. Und-
simplejoes la cerradura convexa de un conjunto ded+ 1 puntos enRd en posición general.
Por ejemplo un 2-simplejo es un triángulo y un 3-simplejo esun tetraedro.
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Figura 1.3: Una triangulación de un conjunto de puntos y su gráfica dual.

Una triangulacióndeS es una colecciónT ded-simplejos cuya unión es Conv(S) de
manera que losd-simplejos:

Tengan como vértices sólo elementos deS.

Tengan interiores disjuntos dos a dos.

No contengan elementos deS en su interior.

EnR3 a una triangulación se le conoce también comotetraedralización.
Un problema en el que se ha trabajado mucho es en el de estimar cuántas triangula-

ciones distintas puede tener un conjunto den puntos en el plano. David Avis probablemente
fue el primero en sugerir este problema y actualmente la mejor cota superior es que todo
conjunto den puntos en el plano contiene a lo más 43n triangulaciones distintas dada por
Sharir y Welzl en [SW06]. En lo que respecta a cotas inferiores Aichholzer, Hurtado y Noy
[AHN04] mostraron que todo conjunto den puntos en el plano tieneΩ(2.33n) triangula-
ciones distintas. En el capı́tulo 2 nosotros consideramos problemas de conteo relacionados
con el Teorema de Erdős-Szekeres.

En los problemas mencionados anteriormente la componente de Geometrı́a Combinato-
ria predomina. Sin embargo a veces se considera a las triangulaciones no como colecciones
de triángulos si no como gráficas (es decir los elementos deS son vistos como vértices de
una gráfica y son adyacentes si un segmento de recta los une).
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En estos casos se buscan triangulaciones con ciertas propiedades gráficas. Como por
ejemplo Hamiltonicidad. Unciclo Hamiltonianode una gráfica es un ciclo que pasa por
todos los vértices. Decimos que una gráfica esHamiltonianasi tiene un ciclo Hamiltoniano.

Una triangulación muy importante es la triangulación de Delaunay; en el plano la trian-
gulación de Delaunay es la triangulación que maximiza el mı́nimo ángulo (sobre los ángu-
los de todos los triángulos), esta propiedad es importanteen aspectos computacionales pues
entre más pequeño sea un ángulo los errores por redondeo al manejarlo son mayores.

Las triangulaciones de Delaunay (vistas como gráficas) tienen importancia tanto teórica
como práctica. Dillencourt mostró en [Dil87] que existenconjuntos de puntos tal que su
triangulación de Delaunay no es Hamiltoniana y en [Dil96] demostró que el problema de
determinar si una triangulación de Delaunay tiene un cicloHamiltoniano es NP-completo.

A parte de ver a las triangulaciones como gráficas otra manera en la que se ha hecho
uso de la Teorı́a de Gráficas en el estudio de triangulaciones es asociándole una gráfica (su
gráfica dual) a una triangulación.

La gráfica dualde una triangulaciónT de un conjunto de puntos enRd es la gráfica
cuyo conjunto de vértices son los elementos deT , haciendo dos de ellos adyacentes si su
intersección es un (d − 1)-simplejo.

En [AHMS96] estudian triangulaciones de diversos objetos geométricos (conjuntos de
puntos, polı́gonos, polı́gonos con hoyos) donde la gráficadual es Hamiltoniana. Hacemos
incapié en la diferencia en que una triangulación sea Hamiltoniana porque vista como gráfi-
ca es Hamiltoniana y que sea Hamiltoniana porque su gráfica dual sea Hamiltoniana. Son
conceptos distintos y ambos usados libremente en la literatura. En esta tesis tendremos la
ocasión de trabajar con triangulaciones cuya gráfica duales Hamiltoniana.

Vemos aquı́ una creciente interacción entre la Geometrı́aCombinatoria y la Teorı́a de
Gráficas pues estudiamos ahora objetos que normalmente sonde Geometrı́a Combinatoria
pero ahora vistos como gráficas esto se intensifica al asociarle a un objeto geométrico una
gráfica y estudiarlo en términos de su gráfica asociada.

El Capı́tulo 3 de esta tesis sigue esta lı́nea y consideramosproblemas de triangulaciones
en el plano y en el espacio tridimensional en términos de su gráfica dual. Ese capı́tulo tiene
también un fuerte componente computacional y sus temas pertenecen en su mayorı́a a la
Geometrı́a Computacional. La Geometrı́a Computacional estudia problemas de Geometrı́a
Combinatoria pero donde lo que se busca son soluciones algorı́tmicas.

Hasta ahora los ejemplos dados han sido de problemas donde seconsidera un objeto
geométrico (un conjunto de puntos, una triangulación etc), en un planteamiento más general
se podrı́a estudiar una colección de objetos geométricos. Por ejemplo todos los conjuntos
den puntos en el plano o todas las triangulaciones de un conjuntode puntos.

Un ejemplo de esto es la gráfica de giros. En general las gráficas de giros se definen
sobre un conjunto de objetos combinatorios de un mismo tipo tal que existe una operación
llamada giro que al aplicarla a un objeto da otro objeto del mismo tipo muy similar al
original.

Por ejemplo un giro en una triangulación de un conjunto de puntos en el plano es tomar
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Figura 1.4: Un giro en una triangulación de un conjunto de puntos en el plano.

dos triángulos que compartan una arista y tales que su unión sea un cuadrilátero convexo e
intercambiar la arista que comparten por la otra diagonal del cuadrilátero (ver Figura 1.4).

Si S está en el plano podemos definir su gráfica de giros de triangulacionesGT(S)
como la gráfica cuyo conjunto de vértices son todas la triangulaciones deS y dos de ellas
son adyacentes enGT(S) si se puede pasar de una a la otra mediante un giro.

Se han estudiado muchas de las propiedades gráficas deGT(S), en [Law72] por ejemplo
se muestraGT(S) es siempre conexa y en [HNU99] estudian el diámetro y el grado mı́nimo
de esta gráfica.

La mayorı́a de los esfuerzos se han concentrado en el caso cuandoS está en posición
convexa, esto debido a que por una parte es mucho más fácil de manejar y otra porque tiene
aplicaciones en otros ámbitos (como estructuras de datos por ejemplo). En este caso, dado
que la gráfica de giros de triangulaciones de dos conjuntos den puntos en posición convexa
en el plano son isomorfas en este caso la gráfica de giros se denota comoGT(n) (ver Figura
1.5).

En [STT88] se determina el diámetro exacto deGT(n) y en [Luc87] se prueba queGT(n)
es Hamiltoniana. Estas y otras propiedades gráficas deGT(n) son probadas nuevamente en
[HN99] en un marco teórico unificante llamado “árbol de triangulaciones”.

Se han definido gráficas de giros para diversos objetos geom´etricos sobre conjuntos de
puntos en el plano como emparejamientos, árboles generadores y trayectorias hamiltoni-
anas sin cruces [RCUG01, HHN02, HHNRC05].

En estos problemas se define una gráfica a partir de una clase de objetos geométricos
y se estudia esta gráfica. La Geometrı́a juega un papel cada vez menor en estos casos pues
se pueden definir gráficas de giros a partir de objetos meramente combinatorios. En el caso
deGT(n), por ejemplo ésta se puede también construir como la gráfica de giros de árboles
binarios con raı́z.

En el Capı́tulo 4 definimos una gráfica de giros a partir de unagráfica. Esta gráfica fue
definida por el autor en [FM07] donde sólo fue definida y sus propiedades más elementales
demostradas; En esta tesis estudiamos a detalle muchas de sus propiedades gráficas.

Éste es un ejemplo de un problema de Teorı́a de Gráficas que fue inspirado por proble-



Caṕıtulo 2

Tri ángulos Monocroḿaticos Vaćıos en
Conjuntos de Puntos Bi-coloreados

En este capı́tulo trabajaremos sobre variantes de un problema con mucha tradición en
la Geometrı́a Combinatoria: el Problema de Erdős-Szekeres. De toda la tesis es aquı́ donde
la componente de la Geometrı́a Combinatoria es más fuerte.

La Teorı́a de Gráficas está presente pero de manera muy sutil. Un ejemplo de ello es la
prueba del Teorema de Erdős-Szekeres usando el Teorema de Ramsey para hipergráficas.

En los dos capı́tulos posteriores la Teorı́a de Gráficas jugará un papel cada vez mayor.
En el siguiente capı́tulo asociaremos una gráfica a un objeto geométrico y en el último
capı́tulo definiremos una gráfica de giros sobre gráficas abstractas inspiradas en las gráficas
de giros análogas definidas para objetos geométricos.

En 1933 Esther Klein mostró que en cualquier conjunto de cinco puntos en el plano, cu-
atro de ellos forman un cuadrilátero convexo, después sugirió el siguiente problema [ES35]
(véase la Figura 2):

Can we find for a given n a number N(n) such that from any set containing at
least N(n) points it is possible to select n points forming a convex polygon?

Que se traduce al castellano como:

¿Dado un entero positivo n, podemos encontrar un número N(n) tal que para
cualquier conjunto con al menos N(n) puntos, se pueden elegir n de ellos de
manera que formen los vértices un polı́gono convexo?

Paul Erdős llamó al primer problema el “Happy ending probem” (Problema del final
feliz), pues éste llevó al matrimonio de Esther Klein con George Szekeres en 1937. Erdős
y Szekeres dieron una respuesta afirmativa a esta pregunta en[ES35], en lo que ahora se
conoce como el “Teorema de Erdős-Szekeres”. Esta lı́nea depensamiento dio lugar a varios
problemas interesantes que mencionaremos más adelante.

13



14 Caṕıtulo 2. Tri ángulos monocroḿaticos vaćıos

Figura 2.1: Un subconjunto en posición convexa de un conjunto de puntos en el plano.

El Teorema de Erdős-Szekeres es existencial en el sentido que prueba que dado un en-
tero positivok, cualquier conjunto de puntos lo suficientemente grande contiene los vértices
de unk-gono convexo. Sin embargo uno puede preguntar cuántos de estos polı́gonos ex-
isten al menos en todo conjunto den puntos en el plano. Este problema fue planteado por
Erdős y Guy por primera vez en [EG73].

Un problema relacionado es el pedir además que losk-gonos estén vacı́os. El caso para
k = 3, fue considerado primero por Katchalski y Meir en [KM88]. Es decir se preguntaron
por el mı́nimo número de triángulos vacı́os en todo conjunto den puntos en el plano.

Devillers, Hurtado, Károlyi y Seara añadieron colores a estos problemas y consideraron
en [DHKS03] problemas relacionados al Teorema de Erdős-Szekeres para conjuntos de
puntos coloreados.

En un conjunto coloreado de puntos, decimos que un polı́gonoes monocromático si
todos sus vértices son del mismo color.

El problema estudiado en este capı́tulo es:

¿Cuál es el mı́nimo número de triángulos monocromáticos que se puede garan-
tizar que existen en todo conjunto 2-coloreado de puntos en el plano?

Este problema fue planteado por Aichholzer, Hackl, Huemer,Flores-Peñaloza, Urrutia
y el autor en [AFMFP+08], mostramos en ese artı́culo que en todo conjunto 2-coloreado de
n puntos existen al menosΩ(n5/4) triángulos monocromáticos vacı́os. Esta cota fue mejo-
rada al poco tiempo por Pach y Tóth en [PT08] aΩ(n4/3).

En este capı́tulo nos enfocaremos en este problema y sus generalizaciones a dimen-
siones más altas, antes veremos a detalle los problemas mencionados previamente (para
una exposición más a profundidad de la mostrada a continuación véase [MS00]).
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2.1. El problema de Erd̋os-Szekeres

Como ya hemos mencionado, Erdős y Szkeres probaron el siguiente teorema:

Teorema 2. (Teorema de Erdős-Szekeres) Para todo entero positivo n, existe un entero pos-
itivo N(n), tal que todo conjunto de N(n) puntos en el plano en posición general contiene
un subconjunto de n puntos en posición convexa.

En [ES35], Erdős y Szekeres dieron dos pruebas de este teorema. Una de ellas usa el
Teorema de Ramsey [Ram29] y es por lo tanto enteramente combinatoria, lo otra es más
geométrica.

2.1.1. Primer prueba del Teorema de Erd̋os-Szekeres

Después de la primera prueba usando el Teorema de Ramsey se han encontrado pruebas
más sencillas que también usan el Teorema de Ramsey. Seguimos aquı́ la presentación de
[Mat02].

SeaX un conjunto con una 2-coloración de susr-conjuntos en rojos y azules, decimos
que un subconjuntoY de X es rojo si todos susr-conjuntos son rojos y azul si todos sus
r-conjuntos son azules.

Dados enteros positivoss, t y r tales quer ≤ mı́n{s, t}, definimos aR(r)(s, t) como el
mı́nimo enteron tal que para todo conjuntoX de n elementos y toda 2-coloración de sus
r-conjuntos en rojos y azules existe ya sea uns-conjunto rojo o unt-conjunto azul deX.
Claramente sir = mı́n{s, t}, R(r)(s, t) = r

Uno de los teoremas originales de Ramsey [Ram29] establece que:

Teorema 3. Dados r, s y t enteros positivos tales que r< mı́n{s, t}. R(r)(s, t) existe y
R(r)(s, t) ≤ R(r−1)(R(r)(s− 1, t),R(r)(s, t − 1))+ 1.

Demostración.Suponemos por inducción queR(r−1)(x, y), R(r)(s−1, t) y R(r)(s, t−1) existen
para todo par de enteros positivosx y y.

SeaX un conjunto deR(r−1)(R(r)(s−1, t),R(r)(s, t−1))+1 elementos con susr-conjuntos
2-coloreados en rojos y azules. Tomamos un elementox de X y definimosY = X \ {x}.
Inducimos una 2-coloración de losr − 1-conjuntos deY dando a cadar − 1-conjuntoσ de
Y el color deσ ∪ {x} en X. Por inducción, comoY tieneR(r−1)(R(r)(s− 1, t),R(r)(s, t − 1))
elementos,Y contiene unR(r)(s− 1, t)-conjunto rojo o unR(r)(s, t − 1)-conjunto azul.

Si Y tiene unR(r)(s − 1, t)-conjunto rojoZ, éste a su vez (en la 2-coloración deX)
contiene uns− 1-conjunto rojo o unt-conjunto azul. SiZ contiene uns− 1 conjunto rojo
R, R∪ {x} es uns-conjunto rojo deX por otra parte siZ contiene unt-conjunto azul éste es
un t-conjunto azul deX.

De la misma manera, siY tiene unR(r)(s, t − 1)-conjunto azulZ, éste a su vez contiene
un s-conjunto rojo o unt − 1-conjunto azul. Si contiene uns-conjunto rojo terminamos
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Figura 2.2: Una 5-taza y una 5-tapa

pues lo es también deX y si tiene unt− 1-conjunto azulA, A∪ {x} es unt-conjunto azul de
Z. �

Demostración.Primer Prueba del Teorema de Erd̋os-Szekeres usando el Teorema de
Ramsey.

Sean ≥ 5 un entero positivo. SeaS un conjunto de puntos en el plano. Coloreamos a
todos los subconjuntos de cuatro elementos deS de rojo si están en posición convexa y de
azul en caso contrario. Por el teorema de Ramsey siS tieneN = N(n) elementos existe un
subconjuntoS′ deS den elementos tal que todos sus 4-conjuntos son del mismo color.Este
color no puede ser azul pues todo conjunto de al menos 5 puntosen el plano contiene un
cuadrilátero convexo (el cual hemos coloreado de rojo). Por lo tanto todos los 4-conjuntos
deS′ están en posición convexa y por lo tanto todoS′ también. �

Finalizamos esta discusión mencionando que la versión m´as conocida del Teorema 3 es
para cuandor = 2 en este caso se interpreta como: dados dos enteros positivos s y t existe
un entero positivon tal que para toda 2-coloración de las aristas de la gráfica completaKn

en aristas rojas y azules existe una subgráfica completa contodas sus aristas de color rojo
des vértices o una subgráfica completa det vértices con todas sus aristas de color azul.

En este caso se puede mejorar la cota a:

Teorema 4. Dados dos enteros positivos s, t > 2. Se tiene que:

R(2)(s, t) ≤ R(2)(s− 1, t) + R(2)(s, t − 1)

R(2)(s, t) ≤
(

s+t−2
s−1

)

2.1.2. Segunda prueba del teorema Erd̋os-Szekeres

La segunda prueba hace uso del concepto detazasy tapas.
Decimos que un conjunto de puntos en posición convexaX es unataza si la parte

superior de su casco convexo consta de una sola arista. De manera análoga decimos que
es unatapasi la parte inferior de su casco convexo consta de una sola arista. SiX consta
der elementos decimos además que es unar-taza o unar-tapa, según sea el caso (véase la
Figura 2.2).
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k− 1k− 1 l − 1l − 1

Figura 2.3:

Demostración.Segunda Prueba del Teorema de Erd̋os-Szekeres
Dadosk y l enteros positivos definimos af (k, l) como el mı́nimo entero tal que todo

conjunto def (k, l) puntos en el plano contiene unak-taza o unal-tapa. Probaremos por
inducción sobrek y l que f (k, l) ≤

(

k+l−4
k−2

)

+ 1.
La desigualdad se cumple cuandok ≤ 2 o l ≤ 2. Supongamos por tanto quek, l ≥ 3.
SeaS un conjunto def (k− 1, l) + f (k, l − 1)− 1 puntos en el plano. Probaremos queS

contiene unak-taza o unal-tapa.
Supongamos queS no contienel-tapas. SeaE el subconjunto de todos los elementosp

deS tales que existe una (k − 1)-taza que termina enp (es decir que su elemento de más a
la derecha esp). Ahora bienS \ E no contiene (k − 1)-tazas pues hemos quitado todos los
puntos finales de todas las (k − 1)-tazas y comoS no tienel-tapasS \ E tampoco, por lo
tanto|S \ E| ≤ f (k − 1, l) − 1. Esto a su vez implica que|E| ≥ f (k, l − 1). Por inducciónE
contiene unak-taza y terminamos oE contiene una (l − 1)-tapa. El primer elementop de
esta (l − 1)-tapa (por estar enE) es el último elemento de una (k− 1)-taza enS. Ahora bien
ya sea la (l − 1)-tapa se puede extender a unal-tapa o la (k − 1)-taza se puede extender a
unak-taza (véase la figura 2.3).

Por lo tantof (k, l) ≤ f (k− 1, l) + f (k, l − 1)− 1 y por inducción:

f (k− 1, l) + f (k, l − 1)− 1 ≤
(

k+ l − 5
k− 2

)

+ 1+

(

k+ l − 5
k − 3

)

+ 1− 1 =

(

k+ l − 4
k− 2

)

+ 1

Por lo tanto todo conjunto de al menosf (n, n) =
(

2n−4
n−2

)

+1 contiene unan-taza o unan-tapa
pero ambos son conjuntos den puntos en posición convexa. �

Una vez probada la existencia deN(n), resta el problema de estimar o calcularN(n).
La segunda prueba del Teorema 2 da una estimación mejor deN(n) que la primer prue-

ba.
La cota superior paraN(n) dada por la segunda prueba es:

N(n) ≤
(

2n− 4
n− 2

)

+ 1

La mejor cota superior actualmente es [TV05]:
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N(n) ≤
(

2n− 5
n− 2

)

+ 1

La cota inferior paraN(n) dada en [ES35] es:

N(n) ≥ 2n−2 + 1

En ese mismo artı́culo conjeturaron que esta desigualdad esde hecho una igualdad.
La conjetura sigue en pie, es decir:

Conjetura 1. N(n) = 2n−2 + 1 para todo n≥ 3.

A pesar de numerosos intentos por varios autores esta conjetura no ha sido resuelta.
Una familia de problemas relacionados surge cuando ademásse pide que el polı́gono

convexo sea vacı́o, esto es: dado un entero positivon ≥ 3, determinar (si es que existe) el
mı́nimo entero positivoH(n), tal que todo conjunto de al menosH(n) puntos en el plano
contiene un subconjunto den puntos en posición convexa vacı́o. Recordamos al lector que
decimos que un polı́gono convexo con vértices en un conjunto finito S de puntos en el
plano es vacı́o, si no contiene a ningún punto deS en su interior.

Este problema fue planteado por Erdős en 1978 [Erd78]. Los valoresH(3) = 3, H(4) =
5 se pueden demostrar fácilmente. El mismo año, Harborth mostró queH(5) = 10 en
[Har78].

El problema de determinar siH(6) existe quedó desde entonces abierto hasta hace poco,
cuando en 2007 Gerken [Ger08] y Nicolás [Nic07] demostraron de manera independiente
la existencia deH(6).

En particular Nicolás dio una cota superior deH(6) ≤ N(25), mientras que Gerken
una cota superior deH(6) ≤ N(9). Esta última siendo la mejor cota superior actual. Como
cota inferior se tiene un conjunto de 29 puntos en el plano sinhexágonos convexos vacı́os,
encontrado por Overmars [Ove03].

Un problema restante en esta dirección es el de determinar el valor exacto deH(6).
Dado queN(9) es al menos

(

2∗9−5
9−2

)

+ 1 = 1717, las estimaciones actuales deH(6) son:

30≤ H(6) ≤ 1717

Mencionamos brevemente que se ha anunciado una nueva cota superior deH(6) ≤ 463
en [Kos07], sin embargo al momento de la escritura de este documento no se ha publicado
dicha prueba.

Finalmente en 1983, Horton exhibió en [Hor83], para todo entero positivok un conjunto
de 2k puntos en el plano sin heptágonos convexos vacı́os, mostrando ası́ queH(n) no existe
paran ≥ 7. Este conjunto se conoce hoy en dı́a como el conjunto de Horton.
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Figura 2.4: Conjunto de HortonH(4)

2.1.3. El conjunto de Horton

Presentamos brevemente el conjunto de Horton; seguimos la exposición de [Mat02].

Definición 1. Sean X y Y dos conjuntos finitos de puntos en el plano, decimos que X
estámuy arriba de Y o que Y estámuy abajode X, si se cumplen las siguientes propiedades:

Ninguna lı́nea determinada por dos elementos de X∪ Y es vertical.

Todos los elementos de Y se encuentran debajo de toda lı́nea determinada por dos
elementos de X.

Todos los elementos de X se encuentran por arriba de toda lı́nea determinada por
dos elementos de Y .

Dado un conjuntoX den puntos en el plano ordenamos sus elementos conforme a su
coordenadax, de manera de queX = {x1, . . . , xn} y la coordenadax de xi es mayor que la
coordenadax de xi+1, denotamos conX0 = {x2, x4, . . . } al subconjunto deX de elementos
con ı́ndice par y conX1 = {x1, x3, . . . } al subconjunto deX de elementos de ı́ndice impar.

Definición 2. Sea H un conjunto finito de puntos en el plano. H es unconjunto de Horton
si |H| ≤ 1 o bien se cumple que:
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H0 y H1 son ambos conjuntos de Horton.

H0 está muy arriba de H1 o H0 está muy abajo de H1.

Falta mostrar la existencia de los conjuntos de Horton. Dadoun entero no negativok
construimos un conjuntoH(k) de 2k puntos en el plano como sigue: definimosH(0) = {(0, 0)}
y construimos recursivamenteH(k+1) a partir deH(k). SeaA := 2H(k) = {(2x, 2y)|(x, y) ∈
H(k)} y B = A+ (1, hk), donde elegimos ahk los suficientemente grande de manera de queB
se encuentre muy arriba deA, definimos entoncesH(k) := A∪ B. Observe queH(k+1) es un
conjunto de Horton siH(k) lo es. Podemos construir conjuntos de Horton de cardinalidades
menores a 2k puntos quitando sucesivamente puntos a la derecha deH(k).

Mostramos ahora que el conjunto de Horton no contiene heptágonos convexos vacı́os.
Un conjunto finitoS de puntos en el plano estár-cerrado por arribasi para todar-taza

con vértices enS, existe un elemento deS arriba de ella. De manera análoga se dice que
S estár-cerrado por abajosi para todar-tapa con vértices enS existe un elemento deS
abajo de ella (ver Figura 2.5).

Lema 1. Todo conjunto de Horton está4-cerrado por arriba y4-cerrado por abajo.

Demostración.SeaH un conjunto de Horton, sin pérdida de generalidad suponemos que
H0 está muy arriba deH1. Procedemos inductivamente. Por vacuidadH está 4-cerrado por
arriba si|H| ≤ 1.

SeaT una 4-taza con vértices enH.
Dado queH0 y H1 son conjuntos de Horton podemos suponer queT no está enteramente

contenida enH0 o enH1 puesH0 y H1 son a su vez conjuntos de Horton y por hipótesis de
inducción están cerrados por arriba.

Por lo tantoT ∩ H0 , ∅ y T ∩ H1 , ∅. Ahora bienH0 no puede contener más de 2
elementos deT pues si contuviera 3 puntos deT estos formarı́an una 3-taza enH0 y dado
queH0 está muy arriba deH1 no podrı́an formar una 4-taza con ningún elemento deH1. Por
lo tanto hay al menos dos puntosx y y deT enH1 pero como los elementos deH alternan
entreH0 y H1 en mediox y y se encuentra al menos un elementoz deH0, dicho elemento
no puede estar en la 4-taza y se encuentra además por arriba deT.

Usando los mismos argumentos se prueba queH está cerrado por abajo. �

Teorema 5. Ningún conjunto de Horton tiene un heptágono convexo vac´ıo.

Demostración.SeaH un conjunto de Horton yC un heptágono convexo vacı́o con vértices
enH. Suponemos sin pérdida de generalidad queH0 está muy por arriba deH1.

Procedemos por inducción sobre el número de elementos deH, claramente no existe un
heptágono convexo vacı́o con vértices enH si |H| ≤ 6. Suponemos por lo tanto que|H| ≥ 7
y que ningún conjunto de Horton con menos elementos queH tiene un heptágono convexo
vacı́o. Por hipótesis de inducciónC no puede estar enteramente contenido enH0 o enH1
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Figura 2.5: Conjuntos 6-cerrado por arriba y 6-cerrado por abajo.

(pues ambos son conjuntos de Horton con menos elementos queH), por lo que alguno de
los dos contiene al menos 4 puntos deC. Supongamos sin pérdida de generalidad queH1

contiene 4 puntos deC, estos 4 puntos forman una 4-tazaT enH1 y comoH1 está 4-cerrado
por arriba existe un puntoH1 arriba deT y este punto está al interior deC. Por lo tantoC
no es vacı́o. �

2.2. El número de poĺıgonos convexos, determinados por
un conjunto de puntos en el plano

Hasta ahora todos los problemas han sido de carácter existencial, uno puede también
preguntar por el número de polı́gonos convexos en todo conjunto de puntos en el plano.
Este problema fue explı́citamente planteado por Erdős en [Erd78]. Él escribe que en una
discusión con J. Hammer se preguntaron:

Sea f(n) el entero positivo más grande tal que cualquier conjunto den pun-
tos en el plano en posición general contiene al menos f(n) subconjuntos en
posición convexa. Determina o estima f(n).

Erdős mostró que existen dos constantesc1 y c2 tales que:

nc1 logn < f (n) < nc2 logn

Un problema más especı́fico serı́a el de preguntar para un entero positivok, cual es
el mı́nimo número dek-gonos convexos en todo conjunto den puntos en el plano. Este
problema fue planteado inicialmente por Erdős y Guy en [EG73].

De esta familia de problemas probablemente el más conocidosea el casok = 4. Parak =
4 uno se pregunta por el mı́nimo número de cuadriláteros convexos en cualquier conjunto
S den puntos en el plano. Si se dibujan todos los segmentos de rectacon extremos enS,
Si dos de ellos se cruzan entonces sus extremos correspondientes forman una cuadrilátero
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convexo, viceversa por cada cuadrilátero convexo obtenemos un par de segmentos de recta
que se cruzan. Ası́ que el preguntar por el mı́nimo número decuadriláteros convexos en
todo conjunto den puntos es preguntar por el mı́nimo número de cruces de todo dibujo en
el plano de la gráfica completaKn, donde además sus aristas son dibujadas con segmentos
de recta. Este problema se conoce también como el número decruces rectilı́neo deKn y se
denota a este parámetro comocr(Kn).

Siguiendo el camino del Problema de Erdős-Szekeres, se puede añadir el requisito de
que los polı́gonos sean vacı́os y preguntarse entonces por el mı́nimo númerofk(n) de k-
gonos convexos vacı́os en todo conjunto den puntos en el plano.

Dado que parak ≥ 7, existen conjuntos de puntos sink-gonos vacı́os se tiene que
fk(n) = 0 para todok ≥ 7.

Para valores pequeños dek las mejores cotas actualmente son:

n2 −O(n logn) ≤ f3(n) ≤ 1.6195. . .n2 + o(n2)

1/2n2 ≤ f4(n) ≤ 1.9396. . .n2 + o(n2)

⌊

n− 4
6

⌋

≤ f5(n) ≤ 1.0206. . .n2 + o(n2)

Ω(n) ≤ f6(n) ≤ 0.2005. . .n2 + o(n2)

Todas las cotas superiores anteriores fueron dadas por Bárány y Valtr en [BV04]. La co-
ta inferior paraf3(n) fue probada por Bárány en correspondencia personal con Valtr (véase
[Val95]) y por Dumitrescu [Dum00]. La cota inferior paraf5(n) fue dada por Bárány y
Károlyi en [BK01]. La cota inferior lineal paraf6(n) se sigue del resultado mencionado an-
teriormente de que todo conjunto de al menos 1771 contiene unhexágono vacı́o. Basta con
ordenar verticalmente los elementos de un conjunto den puntos en el plano y después con-
siderar intervalos de 1771 puntos consecutivos para obtener un número lineal de hexágonos
vacı́os.

De estos problemas, el problema de determinar el mı́nimo número de triángulos vacı́os
en todo conjunto de puntos en el plano, es el que más atención ha recibido.

2.2.1. Triángulos vaćıos

Katchalski y Meir [KM88] fueron los primeros en considerar este problema y mostraron
que

(

n−1
2

)

≤ f3(n) ≤ 200n2. La cota superior fue demostrada al exhibir una construcci´on
explı́cita de un conjunto den puntos en el plano con menos de 200n2 triángulos vacı́os.

Bárány y Füredi [BF87] mejoraron estas cotas a:n2 − O(n logn) ≤ f3(n) ≤ 2n2. Para
la cota superior se muestra que el conjunto de Horton den elementos (donden es una
potencia de 2) contiene a lo más 2n2 triángulos vacı́os. En ese mismo artı́culo dan también
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una cota superior de 2n2 +O(n logn), algo interesante de esta cota es que da mediante una
construcción aleatoria. Se construye un conjunto aleatorio de n puntos de manera que el
valor esperado de triángulos vacı́os es de 2n2 +O(n logn).

La cota superior fue mejorada por Valtr [Val95] af3(n) ≤ 1.8n2, usando copias transfor-
madas del conjunto de Horton. Mediante la misma técnica: Dumitrescu [Dum00] mejoró es-
ta cota af3(n) ≤ 1.68n2 y finalmente Bárány y Valtr af3(n) ≤ 1.62n2. Siendo esta última la
mejor actualmente.

2.3. Variantes croḿaticas del Teorema de Erd̋os-Szekeres

Una lı́nea de investigación muy fructı́fera ha sido el considerar problemas clásicos de
Geometrı́a Combinatoria para puntos sin colores y estudiarlos ahora en conjuntos colorea-
dos de puntos.

Devillers, Hurtado, Károlyi y Seara hicieron esto con el Teorema de Erdős-Szekeres en
[DHKS03].

SeaS un conjunto den puntosk-coloreado en el plano (es decir una partición deS en
k elementos). Ellos hicieron distinciones entre varios subconjuntos deS, a un subconjunto
deS lo llaman:monocromáticosi todos sus elementos son del mismo color;policromático
si todos sus elementos son de distinto color yheterocromáticosi no es monocromático ni
policromático.

Definen los númerosnM(m, k), nP(m, k) y nH(m, k) como los menores enteros tales que
cualquier conjuntok-coloreado de puntos en el plano con al menos esa cantidad de ele-
mentos contiene los vértices de unm-gono convexo monocromático, policromático y het-
erocromático respectivamente. Este problema es precisamente la versión con colores del
problema de Erdős-Szekeres.

Siguiendo la misma lı́nea de pensamiento, se preguntaron por la existencia de polı́gonos
vacı́os (monocromáticos, policromáticos y heterocrom´aticos), añadiendo además el requi-
sito de que dichos polı́gonos fueran compatibles. Es decir que tuvieran interiores disjuntos.
Definen ası́ los númerosMC(n,m, k),HC(n,m, k) y PC(n,m, k) como los mı́nimos números
dem-gonos monocromáticos, heterocromáticos y policromáticos respectivamente, compat-
ibles en todo conjuntok-coloreado den puntos en el plano.

Entre sus resultados exhiben una 3-coloración del conjunto de Horton sin triángulos
monocromáticos vacı́os (ver Figura 2.6).

Conjeturaron también que todo conjunto 2-coloreado suficientemente grande contiene
un cuadrilátero monocromático convexo vacı́o. Este problema permanece abierto a la fecha.
Recientemente Aichholzer, Hackl, Huemer, Hurtado y Vogtenhuber mostraron en [AHHV09]
que la conjetura es cierta si se quita el requisito de convexidad, es decir que todo conjunto
2-coloreado de puntos suficientemente grande (más de 5044 puntos) en el plano contiene
un cuadrilátero monocromático (no necesariamente convexo) vacı́o.
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Figura 2.6: Una 3-coloración del conjunto de Horton sin triángulos monocromáticos vacı́os

2.4. Triángulos monocroḿaticos vaćıos en conjuntos2-coloreados
de puntos

En [AFMFP+08] consideramos el problema de estimar el número mı́nimo de triángulos
monocromáticos vacı́os en todo conjunto 2-coloreado den puntos en el plano.

Este problema es la variante cromática del problema de encontrar el mı́nimo número de
triángulos vacı́os en todo conjunto den puntos en el plano.

Dado que como mencionamos antes en [DHKS03] se mostró que existen conjuntos de
puntos 3-coloreados arbitrariamente grandes sin triángulos monocromáticos vacı́os, nosotros
consideramos el problema sólo para conjuntos 2-coloreados de puntos.

SeaS un conjunto 2-coloreado den puntos en el plano. Nos referiremos a sus clases
cromáticas comorojosy azules.

Dados los resultados anteriores para conjuntos no coloreados es fácil mostrar que siem-
pre hayΩ(n) triángulos monocromáticos vacı́os. Sin embargo el mostrar que existen más
de un número lineal de triángulos monocromáticos vacı́os es ya un problema no trivial.

Nosotros fuimos capaces de mostrar en [AFMFP+08] que siempre existenΩ(n5/4) triángu-
los monocromáticos en todo conjunto 2-coloreado den puntos en el plano.

Lo hicimos combinando los siguientes lemas:
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e1

e3

e2

Figura 2.7: Dos puntos comparables con respecto ae1 y e3, pero incomparables con respecto
ae2.

Lema 2. Sea S un conjunto de n puntos en el plano tal que exactamente3 de sus elementos
están en el casco convexo y los restantes m= n − 3 son interiores. Entonces S se puede
triangular de manera que al menos m+

√
m+ 1 de sus triángulos tengan (al menos) uno

de sus vértices en el casco convexo de S .

Demostración.Sea∆ el conjunto de aristas del casquete convexo deS y M = {p1, . . . , pm}
el conjunto de puntos interiores deS.

Para cada aristae en ∆ definimos un orden parcial enM como sigue: decimos que
pi ≤e p j si el triángulo formado pore y pi está contenido en el triángulo formado pore y
p j.

Observemos que dos elementos son comparables exactamente por el orden dado por
dos de las tres aristas del casco convexo.

Una cadena de un conjunto parcialmente ordenado es un subconjunto de elementos
comparables dos a dos y una anticadena un subconjunto de elementos no comparables dos
a dos. El Teorema de Dilworth [Dil50] afirma que todo conjuntoordenado dem elementos
contiene una cadena o un anticadena de tamaño al menos

√
m. En nuestro caso, dado que

bajo el orden dado por una arista una anticadena es una cadenabajo el orden dado por las
otras dos supondremos sin pérdida de generalidad que existe un cadenaq1 ≤e · · · ≤e q⌈√m⌉
de tamaño

⌈√
m
⌉

.
Unimos los siguientes puntos con segmentos de recta (ver Figura 2.8):qi conqi+1 (1 ≤

i ≤
⌈√

m
⌉

− 1); qi con los extremos dee (1 ≤ i ≤
⌈√

m
⌉

); q⌈√m⌉ con el vértice del casquete
convexo deS opuesto ae y por cada punto interiorp deS que no está en la cadena, existe
exactamente un extremox de e al cual se puede unir sin generar cruces con las aristas
previamente añadidas, unimosp conx.

Dichos segmentos de recta no se intersectan entre sı́ y podemos completarlos a una
triangulación. En dicha triangulación haym+

√
m+1 triángulos con (al menos) uno de sus

vértices en el casco convexo. �
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Figura 2.8: La triangulación de una cadena y su extensión atodo el conjunto de puntos.

Lema 3. (Lema de Orden) Sea S un conjunto de n puntos en posición general con exac-
tamente h puntos en su casco convexo. Entonces S se puede triangular de manera que al
menos n+

√
n− h− 2 de sus triángulos tengan (al menos) uno de su vértices en elcasco

convexo de S .

Demostración.SeaT una triangulación arbitraria de los vértices del casco convexo deS
(es decir, sin contar sus vértices interiores). Seanτ1, . . . , τh−2 los triángulos obtenidos enT .
Para cadaτi seaSi el conjunto de puntos deS al interior deτi y si su cardinal. Por el Lema
2 los elementos deτi ∪ Si, se pueden triangular de manera de que al menossi +

√
si + 1

de sus triángulos tengan uno de sus vértices en el casco convexo,es decir enτi y por tanto
en el casco convexo deS. Triangulando de esta manera cadaτi y tomando la suma sobre
todos losτi obtenemos una triangulación deS con al menos:

h−2
∑

i=1

(si +
√

si + 1) =
h−2
∑

i=1

si +

h−2
∑

i=1

√
si +

h−2
∑

i=1

1

= (n− h) +
h−2
∑

i=1

√
si + (h− 2)

≥ n+

√

√

h−2
∑

i=1

si − 2

= n+
√

n− h− 2

triángulos con (al menos) uno de sus vértices en el casco convexo deS. �

Lema 4. (Lema de Discrepancia) Sea S= R∪̇A un conjunto de n puntos2-coloreado
en el plano, tal que|R| = |A| + α. Entonces existen al menos(α−2)

6 (n + α) triángulos
monocromáticos vacı́os con vértices en S .

Demostración.Consideremos un elementor de R, unimos este punto con cada elemento
deR\ {r} con un segmento de recta. Dado que estos segmentos de recta nose cruzan entre
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sı́ los podemos completar a una triangulación deR con al menos|R| − 2 triángulos conr
como uno de sus vértices. Dado que|R| = |B| + α, al menosα − 2 de ellos no contienen
elementos deB en su interior.

Haciendo esto para cada elemento deR obtenemos al menos(α−2)
3 |R| =

(α−2)
3

n+α
2 =

(α−2)
6 (n+ α) triángulos rojos vacı́os, pues sobre contamos cada triángulo a lo más 3 veces.

�

Usando estos Lemas obtenemos una cota inferior deΩ(n5/4) triángulos monocromáticos
vacı́os.

Teorema 6. Sea S= R∪̇B un conjunto de n puntos bi-coloreado (en puntos rojos y azules)
en el plano. Entonces existenΩ(n5/4) triángulos vacı́os rojos o existe un conjunto convexo
C en el plano tal que||C ∩ R| − |C ∩ B|| = Ω(n1/4) y |C ∩ S| = Ω(n).

Demostración.La idea general detrás de la prueba es el ir quitando “capas”convexas rojas
de S. En cada capa aplicamos el Lema de Orden para obtener cerca de

√
n triángulos

monocromáticos vacı́os. Si en algún momento la diferencia entre las cardinalidades de las
clases cromáticas es muy grande detenemos el proceso y obtenemos el conjunto convexo
C con las propiedades afirmadas por el teorema. En caso contrario seguimos el proceso por
a lo más1

4n3/4 pasos, obteniendo ası́Ω(n5/4) triángulos rojos vacı́os.
Seañ = n

6. Empezamos definiendoS1 := S, R1 := R y B1 := B. En cada iteración
construiremos conjuntos más pequeñosSi+1 ⊂ Si, Ri+1 ⊆ Ri, y Bi+1 ⊆ Bi, respectivamente
(conSi+1 = Ri+1∪Bi+1). Mantendremos la invariante además de que en cada paso|Si | ≥ 2ñ.
El proceso termina si en cualquier iteracióni, se tiene que||Ri |−|Bi || ≥ ñ1/4 siendo Conv(Si)
el conjunto convexo afirmado por el Teorema. En caso contrario terminamos el proceso
después de14n3/4 pasos.

En la i-ésima iteración hacemos:

(a) Si ||Ri | − |Bi || ≥ ñ1/4 entonces Conv(Si) es el conjunto convexo buscado.

(b) En caso contrario, seaB′i ⊆ Bi el subconjunto de elementos deBi no contenidos en
Conv(Ri). Seanr i = |Ri | y bi = |Bi \ B′i |. Por la invariante, se tiene quer i ≥ ñ − ñ1/4

2 .
Por otra parter i − ñ1/4 < bi < r i + ñ1/4, pues de otra manera el conjunto convexo
Conv((Ri ∪Bi)\B′i ) contiene ˜n1/4 más elementos de un color que del otro. Esta última
desigualdad implica que|B′i | < 2ñ1/4.

Aplicamos el Lema de orden aRi para obtener al menosr i +
√

r i − |CH(Ri)| − 2
triángulos monocromáticos rojos con al menos uno de sus v´ertices en el cierre con-
vexo deSi.

Tenemos que|CH(Ri )| < 2ñ1/4, pues de lo contrario el conjunto (Ri\CH(Ri))∪(Bi\B′i )
tiene a lo másr i − 2ñ1/4 puntos rojos ybi > r i − ñ1/4, esta diferencia es más que ˜n1/4

y entoncesConv(Ri \CH(Ri )) ∪ (Bi \ B′i ) es el conjunto convexo deseado.
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Por lo tanto si en ningún momento encontramos un conjunto convexo con discrepan-

cia mayor a ˜n1/4, obtenemos al menos
√

ñ− 5
2ñ1/4 − ñ1/4 − 2 ≥

√
ñ

2 triángulos rojos
vacı́os en lai-ésima iteración. Observamos que esta última desigualdad es válida para
valores suficientemente grandes de ˜n.

Para la siguiente iteración definimosRi+1 = Ri \ CH(Ri), Bi+1 = Bi \ B′i y Si+1 =

Ri+1∪Bi+1. Dado que todos los triángulos rojos obtenidos hasta ahoratiene al menos
un vértice enCH(Ri) estos triángulos no vuelven a ser contados en las siguientes
iteraciones.

El proceso termina por que en algún paso se encontró un conjunto convexo de tamaño
lineal con al menosΩ(n1/4) más puntos de un color que del otro o después de1

4n3/4 pasos.

Como en cada paso se obtienen
√

ñ
2 triángulos rojos vacı́os, en total obtenemosΩ(n5/4)

triángulos rojos vacı́os.
Falta probar que en cada iteración se mantiene la invariante de que|Si | ≥ 2ñ. En la i-

ésima iteración quitamos|B′i |+ |CH(Ri)| < 2ñ1/4+ 2ñ1/4 = 4ñ1/4 puntos. Por lo que después
de 1

4n3/4 pasos tenemos al menosn− 1
4n3/4 · 4ñ1/4 ≥ 2ñ puntos todavı́a. �

Corolario 1. Todo conjunto bi-coloreado S de n puntos en el plano determina Ω(n5/4)
triángulos monocromáticos vacı́os.

Demostración.Por el Teorema 6, existenΩ(n5/4) triángulos vacı́os monocromáticos o ex-
iste un convexoC en el plano que contieneΩ(n) puntos deS y con al menosΩ(n1/4) más
puntos de un color que de el otro. Aplicando el Lema de discrepancia aC ∩ S obtenemos
Ω(n5/4) triángulos monocromáticos vacı́os. �

Combinando nuestros lemas de manera diferente Pach y Tóth [PT08] fueron capaces
de mejorar la cota inferior aΩ(n4/3).

Teorema 7. Sea S= R∪̇B un conjunto de n puntos bi-coloreado (en puntos rojos y azules)
en el plano. Entonces existenΩ(n4/3) triángulos vacı́os rojos o existe un conjunto convexo
C en el plano tal que||C ∩ R| − |C ∩ B|| = Ω(n1/3) y |C ∩ S| = Ω(n).

Demostración.Procedemos de manera similar a la prueba del teorema 6 con la diferencia
de que ahora en vez de quitar capas rojas convexas quitamos unpunto rojo por iteración, a
ese punto le asignaremosΩ(n1/3) triángulos rojos vacı́os. Análogamente como en la prue-
ba del Teorema 6 esto lo podremos hacer mientras la discrepancia entre las dos clases
cromáticas no se mayor a3

√
n/100.

Empezamos definiendoS1 := S, R1 := R y B1 := B. En cada iteración construiremos
conjuntos más pequeñosSi+1 ⊂ Si, Ri+1 ⊆ Ri, y Bi+1 ⊆ Bi, respectivamente, conSi+1 =

Ri+1 ∪ Bi+1. Tendremos ahora la propiedad adicional de que|Ri+1| = |Ri | − 1.
El proceso termina si en cualquier iteración, se tiene que||Ri | − |Bi || ≥ 3

√
n/100, siendo

Conv(Si) el conjunto convexo afirmado por el teorema. En caso contrario terminamos el
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proceso después den
5 pasos. En la primera iteración esta suposición sobre la diferencia de

las clases cromáticas implica que|R1| > n/2− 3
√

n/200 y como|Ri+1| = |Ri | − 1 en general
se tiene que|Ri | = |R1| − i > n/2− 3

√
n/200− i.

En la i-ésima iteración hacemos:

(a) Si ||Ri | − |Bi || ≥ 3
√

n/100. entonces Conv(Si) es el conjunto convexo buscado.

(b) En caso contrario, seaB′i := Bi ∩ Conv(Ri) (el conjunto de puntos azules al interior
de la cerradura convexa de los puntos rojos). Seanr i = |r i | y bi = |B′|. Suponemos
que|r i −bi | < 3

√
n/100 pues de lo contrario Conv(Ri) es el conjunto convexo buscado.

Por lo tantobi > r i − |r i − bi | > n/2− 3 3
√

n/200− i > n/4 (puesi ≤ n/5).

CH(Ri) tampoco puede ser muy grande, a saber si|CH(Ri)| ≥ 3
√

n/50 entonces
Conv(B′i ) contendrı́a al menos3

√
n/100 más puntos azules que rojos y serı́a el con-

junto convexo buscado.

Suponemos por lo tanto que|CH(Ri)| < 3
√

n/50. Seanp1, p2, . . . , pm los vértices de
CH(Ri) en orden de las manecillas del reloj. Triangulamos los vértices de CH(Ri)
agregando los segmentos de rectap1p j(1 = 2, . . . ,m) junto con las aristas de CH(Ri).
Para 1≤ j ≤ m− 2, seaτ j el triángulo con vérticesp1, p j+1p j+2 y seanr ′j y b′j el
número de puntos rojos y azules al interior deτ j respectivamente.

Supongamos que para algúnj se tiene que|b j − r j | > 3
√

n/50. Al menos uno de los
siguientes conjuntos convexos contiene más den/6 puntos:τ j, τ1, τ2 ∪ · · · ∪ τ j−1 o
τ j+1∪· · ·∪τm−2. Siτ j es dicho convexo terminamos el proceso puesτ j es un conjunto
convexo conn/6 puntos deS y una diferencia entre las clases cromáticas deΩ(n1/3).
Si en cambio lo esτ1, τ2∪· · ·∪τ j−1 entoncesτ1, τ2∪· · ·∪τ j−1 o τ1, τ2∪· · ·∪τ j−1∪τ j

tienen discrepanciaΩ(n1/3) y serı́an el convexo deseado. De la misma manera si
τ j+1∪· · ·∪τm−2 tuviera más den/6 elementos deS, τ j∪τ j+1∪· · ·∪τm−2 oτ j+1∪· · ·∪τm−2

serı́a el convexo afirmado por el Teorema.

Podemos suponer por lo tanto que para todoj se tiene que|b′j − r ′j | ≤
3
√

n/50. Como
∑m−2

j=1 b′j = r i y r i > n/4, existe unj tal quer ′j ≥ n/(4m) ≥ 50n2/3 y por tantob′j ≤
r ′j +

3
√

n/50. Aplicamos el Lema de Orden aτ j ∩Ri de para obtener una triangulación

con al menosr ′j +
√

r ′j + 1 > b j + 7 3
√

n/2 de sus triángulos con al menos un vértice

en el casco convexo. De estos al menos 73
√

n/2− 3
√

n/50> 3 3
√

n están vacı́os también
de puntos azules y a su vez un tercio de ellos comparte un mismovértice p de τ j.
Es decir hemos encontrado al menos3

√
n rojos vacı́os cuyo uno de sus vértices esp.

Pasamos a lai + 1-ésima iteración, definiendo ahoraRi+1 := Ri \ {p} y Bi+1 := B′i .

Si no terminamos el proceso antes den/5 iteraciones será por que hemos encontrado un
conjunto convexo con un número lineal de elementos deS y una diferencia entre sus clases
cromáticas deΩ(n1/3) en caso contrario el proceso termina después den/5 encontrando en
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cada paso al menos3
√

n triángulos rojos vacı́os. Como no hay sobre conteo se tienen n4/3/5
triángulos vacı́os rojos en total �

La mejor cota inferior actualmente por lo tanto es deΩ(n4/3) triángulos monocromáticos
vacı́os en todo conjunto bi-coloreado den puntos en el plano.

2.4.1. Cota superior

Dado que para puntos sin colores existen ejemplos de conjuntos den puntos en el
plano conΘ(n2) triángulos vacı́os, estos mismos ejemplos al ser coloreados tendránO(n2)
triángulos monocromáticos vacı́os. Podrı́a sin embargoser el caso que hubiera ejemplos
de conjuntos den puntos bi-coloreados en el plano cono(n2) triángulos monocromáticos
vacı́os, conjeturamos que este no es el caso:

Conjetura 2. Existe una constante c> 0, tal que todo conjunto de n puntos bi-coloreado
en el plano tiene al menos cn2 triángulos monocromáticos vacı́os.

Una de las razones por las que creemos la conjetura anterior es cierta es que no parece
que exista manera de colorear los ejemplos de puntos (sin colores) con pocos triángulos
para obtener un número menor que cuadrático de triángulos monocromáticos vacı́os.

El primer de estos ejemplos que viene a la mente es el del conjunto de Horton, sin
embargo toda coloración del conjunto de Horton tiene un número cuadrático de triángulos
monocromáticos vacı́os, como lo muestra el siguiente teorema:

Teorema 8. Sea n un entero positivo potencia de2. Toda2-coloración del conjunto de
Horton de n elementos tieneΩ(n2) triángulos monocromáticos vacı́os.

Demostración.SeaH un conjunto de Horton den puntos en el plano 2-coloreado en con-
juntos rojos y azules. Suponemos sin pérdida de generalidad queH0 se encuentra muy
por abajo deH1 y que a su vez (H0)0 se encuentra muy por abajo de (H0)1. Suponemos
también que los elementos deH0 sonx2, . . . xn/2 (ordenados respecto a su coordenadax).
Seaxi , xi+2, xi+4 con xi , xi+4 ∈ (H0)1 y xi+2 ∈ (H0)1. Cada una de las aristas tres aristas
xi , xi+2, xi+2, xi+4 y xi, xi+4 junto con cualquier elemento deH1 forman un triángulo vacı́o,
de estas tres al menos una es monocromática. Dado que hayn/4 ternas de este tipo al menos
n/8 son del mismo color, supongamos sin pérdida de generalidad que son rojas. Ahora bien
H1 consta den/2 puntos, supongamos que al menosn/8 de ellos son rojos, entonces junto
con las al menosn/8 aristas rojas deH0 formarı́ann2/64 triángulos rojos vacı́os. Si en
caso contrario menos den/8 puntos deH1 fueran rojos, la discrepancia entre las dos clases
cromáticas enH1 serı́a de al menos (1/4)n y aplicando el Lema de Discrepancia obten-
drı́amos (((1/4)n− 2)/6)(n/2+ (1/4)n) = ((1/24)n− 1/3)((3/4)n) = n2/96− 1/4n ≈ n2/96
triángulos monocromáticos vacı́os. �
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El Teorema 8 dificulta mucho las construcciones basadas en copias transformadas del
conjunto de Horton, que lamentablemente para el caso no coloreado son las que mejores co-
tas superiores han dado. La primera construcción de conjuntos de puntos con pocos triángu-
los vacı́os dada por Katchalski y Meir [KM88] tampoco parecetener una dos coloración
cono(n2) triángulos monocromáticos vacı́os; aclaramos que no lohemos demostrado for-
malmente.

Otra manera en la que se han dado construcciones de conjuntosde puntos ha sido de
manera aleatoria, sin embargo parece también poco probable que estas técnicas ayuden por
el siguiente teorema:

Teorema 9. Sea S un conjunto de n puntos en el plano con exactamenteτ(S) triángulos
vacı́os. Si coloreamos los elementos de S de manera aleatoria e independiente “rojo” o
“azul” con probabilidad1/2, el número esperado de triángulos monocromáticos vacı́os en
la coloración obtenida es14τ(S).

Demostración.Dado un triángulo vacı́oτ enS éste será monocromático con probabilidad
1/4 en la coloración aleatoria. Definimos la variableXτ = 1 si τ es monocromático y
Xτ = 0 en caso contrario (por lo tantoE(Xτ) = 1/4). SeaT (S) el conjunto de triángulos
vacı́os enS y seaX =

∑

τ∈T (S) Xτ. El número esperado de triángulos vacı́os esE(X) =
E(

∑

τ∈T (S) Xτ) =
∑

τ∈T (S) E(Xτ) = (1/4)τ(S). �

El Teorema 9 implica que dado cualquier conjuntoS de n puntos en el plano, existe
una manera de 2-colorearlo de manera de que sólo tenga1

4τ(S) triángulos monocromáticos
vacı́os. Si usamos la mejor cota actual dada por Bárány y Valtr de un conjunto den pun-
tos con aproximadamente 1.62n2 triángulos vacı́os, obtenemos una cota de aproximada de
0.4n2 triángulos monocromáticos vacı́os. Lamentablemente esta es la mejor cota superior
que hemos podido dar hasta el momento. Conjeturamos sin embargo que siempre hay al
menos un número cuadrático de triángulos monocromáticos vacı́os (ver Conjetura 2 y 5).

2.5. Simplices monocroḿaticos vaćıos enRd

Estudiamos ahora la generalización de nuestro problema a dimensiones más altas, donde
ahora tenemos un conjunto den puntos, 2-coloreadoS enRd y estamos interesados en dar
cotas para el mı́nimo número ded-simplejos monocromáticos vacı́os.

Usando las cotas inferiores paraR2 podemos dar cotas análogas enRd usando los sigu-
ientes lemas:

Lema 5. Sea S un conjunto de n≥ d + 2 puntos enRd y X un subconjunto de S de d− 1
elementos. Existe un conjunto de n− d d-simplejos vacı́os tal que los d-simplejos:

1. Tienen sus vértices en S .

2. Tienen interiores disjuntos.
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x

X
Π

Π′

Figura 2.9: Ejemplo de la demostración del Lema 5 enR3.

3. Contienen todos a X como subconjunto de vértices.

Demostración.SeaΠ el hiperplanod − 2 dimensional que contiene aX y seaΠ′ un plano
2-dimensional ortogonal aΠ. Proyectamos todos los elementos deS ortogonalmente a
Π′ (ver Figura 2.9). Obsérvese que todos los elementos deX son proyectados a un mismo
puntox enΠ′. Seanp1, p2, . . . , pn−(d−1) las imágenes enΠ′ de los restantesn−(d−1) puntos
enS − X. Suponemos además que están ordenados por ángulo alrededor dex. Ahora bien
las preimágenes de{pi, pi+1} ∪ {x} (1 ≤ i ≤ n − d) son una familia ded-simplejos que
cumplen las condiciones del teorema. �

Con el lema anterior podemos generalizar el Lema de Discrepancia aRd.

Lema 6. (Lema Generalizado de Discrepancia) Sea S= R∪̇A un conjunto de n puntos bi-
coloreado (en puntos rojos y azules) enRd, tal que|R| = |A|+α. Entonces existen al menos
αcdnd−1 d-simplejos monocromáticos vacı́os con vértices en S , donde cd es una constante
positiva que sólo depende de d.

Demostración.SeaX un subconjunto ded − 1 elementos deR. Por el Lema 5 existen
|R| − d d-simplejos rojos, vacı́os de puntos rojos y de manera tal quetodos contienen a
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r

Πr

Π′r

Figura 2.10: Ejemplo de la demostración del Teorema 10 enR3.

X como conjunto de vértices. Al menos|R| − d − |B| = α − d de estosd-simplejos rojos
están también vacı́os de puntos azules. Haciendo esto para cadad − 1 subconjunto deR,
obtenemos

(

|R|
2

)

=
(

(n+α)/2
2

)

d-simplejos rojos vacı́os, sobrecontamos cada uno de ellos a

lo más
(

d
d−1

)

=
(

d
2

)

veces. Por lo tanto encontramos
(

(α − d)/
(

d
2

)) (

n
d−1

)

d-simplejos rojos
vacı́os, con lo que se prueba el teorema. �

Probamos ahora la versión del Teorema 7 paraRd.

Teorema 10.Sea S= R∪̇B un conjunto de n puntos bi-coloreado (en puntos rojos y azules)
en el enRd. Entonces existenΩ(nd−2/3) d-simplejos vacı́os rojos o existe un conjunto con-
vexo C enRd tal que||C ∩ R| − |C ∩ B|| = Ω(n1/3) y |C ∩ S| = Ω(n).

Demostración.Procedemos por inducción sobred. El resultado parad = 2 es simplemente
el Teorema 7. Sea puesd ≥ 3.

Observamos que si||R| − |B|| ≥ n1/3 entoncesConv(S) es un conjunto convexo con la
diferencia deseada entre las cardinalidades de sus clases cromáticas. Suponemos por tanto
que|R| − |B|| < n1/3. Esta última desigualdad implica que|R| > n− n1/3

2 .
Sear ∈ R un punto rojo. Para todos los otros puntosp ∈ S \ {r} consideramos el rayo

infinito lr,p que tiene como baser y pasa porp. SeanΠr y Π′r dos hiperplanos paralelos
d−1 dimensionales tales que no son paralelos a ninguno de los rayoslr,p y con la propiedad
adicional de queS se encuentra contenido entreΠr y Π′r . Cada rayolr,p intersecta aΠr oΠ′r
pero no a ambos. Proyectamos los elementos deS− {r} aΠr y Π′r tomando para cada punto
la intersección de su rayo conΠr oΠ′r según sea el caso (ver Figura 2.10).
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La preimagen de un (d − 1)-simplejo rojo enΠr (o enΠ′r) junto conr es und-simplejo
enRd.

Aplicamos la hipótesis de inducción a las imágenes deS \ {r} bajo la proyección enΠr

y Π′r . Obteniendo ası́Ω(nd−1−2/3) d-simplejos rojos vacı́os o un conjunto convexoC enRd

que contiene un número lineal de elementos deS tal que||C ∪ R| − |C ∪ B|| = Ω(n1/3).
Haciendo esto por cada punto rojo encontramos por cada uno deellosΩ(nd−5/3) d-

simplejos rojos vacı́os y por tantoΩ(nd−2/3) en total (pues sobre contamos cada uno a lo
másd veces) o bien para un punto rojo encontramos el conjunto convexoC deRd con una
diferencia deΩ(n1/3) entre los puntos rojos y azules que contiene. �

Corolario 2. Todo conjunto bi-coloreado S de n puntos enRd determinaΩ(nd−2/3) d-
simplejos monocromáticos vacı́os.

Demostración.Por el Teorema 10, existenΩ(nd−3/4) d-simplejos vacı́os monocromáticos
o existe un convexoC enRd que contieneΩ(n) puntos deS y con al menosΩ(n1/4) más
puntos de un color que de él otro. Aplicando el Lema de Discrepancia Generalizado aC∩S
obtenemosΩ(nd−3/4) d-simplejos monocromáticos vacı́os enRd. �

2.6. Problemas abiertos y trabajo futuro

La generalización se puede dar en otra dirección y considerar conjuntos de puntosk-
coloreados enRd. A diferencia deR2, todo conjunto de puntos 3-coloreado suficientemente
grande enR3([Urr03]) contiene un tetraedro monocromático vacı́o. Actualmente los autores
de [AFMFP+08] estamos trabajando en esta dirección.

Vale la pena hacer una pausa antes de continuar con la generalización y mencionar
algunas propiedades de losd-simplejos y triangulaciones en dimensiones mayores a 2.
Existen conjuntos den puntos enRd que tienen triangulaciones conΩ(n⌊d+1⌋) d-simplejos.

Un ejemplo de estos conjuntos son puntos sobre la curva de momentos, la curva de
momentos enRd se define comoγ = {(t, t2, . . . , td)|t ∈ R}. Cualquier subconjunto den
puntos de la curva de momentos se puede triangular conΩ(n⌈d⌉) d-simplejos.

Estos conjuntos tienen la peculiaridad incluso en dimensiones bajas comoR3 de que
no importa como sek-coloreen, sin es lo suficientemente grande con respecto ak siempre
existe und-simplejo monocromático vacı́o.

Es posible incluso que enR3 todo conjunto den puntos admita una triangulación con
un número super lineal de tetraedros, Urrutia conjetura que éste es el caso en [Urr03], en
ese artı́culo se observa que de ser ası́, se tendrı́a la propiedad anterior enR3 para todos
los conjuntos de puntos. Es decir que sin es suficientemente grande con respecto ak,
para cualquier conjunto den puntosk-coloreados enR3 existe un tetraedro monocromático
vacı́o.

Conjeturamos que al menos esta implicación es cierta ya enR3.
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Conjetura 3. Sea k un entero positivo. Existe un entero positivo nk que sólo depende
de k tal que todo conjunto k-coloreado con al menos nk puntos enR3 tiene un tetraedro
monocromático vacı́o.

Observamos que la Conjetura 3 no implica la existencia de unatriangulación de tamaño
super lineal. Mencionamos también que Braß [Bra05] dio ejemplos de conjuntos den pun-
tos enR3 tales que cualquier tetraedralización tieneO(n5/4) tetraedros.

Conforme la dimensión aumenta es más factible que la propiedad análoga de la Conje-
tura 3 se cumpla, conjeturamos al menos que existe una dimensión d a partir de la cual la
Conjetura 3 es cierta.

Conjetura 4. Existe un entero positivo d tal que para todo entero positivok existe un
entero positivo nk tal que todo conjunto k-coloreado de al menos nk puntos enRd tiene un
d-simplejo monocromático vacı́o.

Note que si la Conjetura 4 es cierta para alguna dimensiónd entonces lo es para dimen-
siones más altas, esto se prueba usando proyecciones a hiperplanos de dimensiones más
bajas como en la prueba del Teorema 10.

Regresando a conjuntos 2-coloreados en el plano, la tarea m´as urgente probablemente
es la de dar un cota superior no trivial para el número de tri´angulos monocromáticos vacı́os.

Por otra parte si la Conjetura 2 es cierta la mejor cota superior será un conjunto 2-
coloreado den puntos en el plano con un número cuadrático de triángulosmonocromáticos
vacı́os. Conjeturamos que de hecho no puede bajar mucho el n´umero de triángulos
monocromáticos vacı́os en relación al número de triángulos vacı́os al colorear un conjunto
de puntos en el plano.

DadoS un conjunto de puntos en el plano definimos aτ(S) como el número de triángu-
los vacı́os enS. Si coloreamos aS con una 2-coloraciónc (vista como función deS a un
conjunto de 2 elementos), definimos aτc(S) como el número de triángulos monocromáticos
vacı́os enS.

Conjetura 5. Existe una constante positivaα y un entero positivo nα (que sólo depende de
α), tal que si S es un conjunto de al menos nα puntos en el plano y c cualquier2-coloración
de S , entoncesτc(S)/τ(S) ≥ α.

Se puede exhibir un conjunto de puntosS y una 2-coloraciónc de éste tal que
τc(S)/τ(S) ≈ 1/5.

SeaS un conjunto den puntos en el plano con no dos de sus puntos en una misma
lı́nea vertical (siS está en posición general podemos rotarlo hasta que cumplaesta última
condición).

Construimos a partir deS un conjunto de 2n puntosS′ = {(x, y ± ǫ)|(x, y) ∈ S} donde
ǫ > 0 lo escogemos arbitrariamente chico. Coloreamos a los puntos deS′ como sigue: a
los puntos de la forma{(x, y+ ǫ)|(x, y) ∈ S} los coloreamos de rojo a los puntos de la forma
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Figura 2.11: Construcción deS′ a partir deS.

{(x, y− ǫ)|(x, y) ∈ S} los coloreamos de azul. Denotamos conc esta coloración (ver Figura
2.11).

Ahora bien cada elementox deS y cada par de puntos deS \ {x} a distanciaǫ deter-
minan un triángulo vacı́o (no monocromático), hay en total 2n(n − 1) = 2n2 − 2n dichos
triángulos. Por cada triángulo vacı́o deS exactamente una de las copias trasladadas (enǫ)
es vacı́a (y además monocromática) enS′, por lo que por cada triángulo vacı́o enS ten-
emos 4 triángulos vacı́os enS (no usando puntos a distancia 2ǫ) de los cuales sólo uno
será monocromático (ver Figura 2.12). Siǫ es lo suficientemente pequeño estos dos tipos
de triángulos serán los únicos triángulos vacı́os enS.

Por lo tantoτ(S′) = 4τ(S) + 2n2 − 2n y τc(S′) = τ(S). La relación de triángulos
monocromáticos vacı́os a triángulos vacı́os enS′ esτc(S)/τ(S) = 1/4+ τ(S)/(2n2 − 2n).

Usando comoS el conjunto den puntos encontrado por Bárány y Valtr en [BV04] con
τ(S) = 1.62n2 triángulos vacı́os se obtiene una construcción conτc(S)/τ(S) ≈ 0.191.

Finalmente mencionamos que para superar la cota inferior deΩ(n4/3) triángulos
monocromáticos vacı́os muy probablemente se necesitarán ideas distintas a las dadas en
[AFMFP+08] y [PT08].

El Lema 2 es justo en el sentido de que existen conjuntos de puntos con cierre convexo
triangular tal que en los órdenes dados por las aristas del cierre convexo las cadenas y
anticadenas más grandes son de tamaño

√
n como lo muestra la Figura 2.13.

Suponiendo que el Lema 4 no es mejorado parece que la mejor cota que se puede
alcanzar con los Lemas 3 y 4 es probablementeΩ(n3/2). Por otra parte mejorar el Lema 4
se necesitan nuevas ideas.
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Figura 2.12: Los 4 triángulos vacı́os deS′ inducidos por un triángulo vacı́o deS.

Figura 2.13: Conjunto den puntos en el plano tal que el orden≤e dado por cualquier arista
del cierre convexoeno tiene una cadena o anticadena de tamaño mayor a

√
n.



Caṕıtulo 3

Triangulaciones y tetraedralizaciones
Hamiltonianas

Incluiremos más a la Teorı́a de Gráficas en este capı́tulo;la Geometrı́a Combinatoria
seguirá siendo importante. Asociaremos una gráfica (la gráfica dual) a cada triangulación de
un conjunto finito de puntos (enR2 y R3) y buscaremos encontrar triangulaciones tales que
su gráfica asociada cumpla ciertas propiedades gráficas. Mencionamos además que el lector
podrá observar como paulatinamente incluso en este capı́tulo la Geometrı́a Combinatoria
cede terreno a la Teorı́a de Gráficas.

Finalmente en el último capı́tulo definiremos una gráfica de giros para configuraciones
de “fichas” puestas sobre los vértices de una gráfica, esta definición está inspirada en la
gráfica de giros de triangulaciones de un conjunto de puntos.

Esta gráfica ya nada tendrá que tener con la Geometrı́a Combinatoria y se estudiará den-
tro del marco de Teorı́a de Gráficas.

SeaS un conjunto den puntos enRd y T una triangulación deS. Decimos queT es
Hamiltoniana si su gráfica dual contiene una trayectoria Hamiltoniana (recordamos que una
trayectoria Hamiltoniana en una gráficaG es un camino que pasa por todos los vértices de
G sin repetir ninguno).

Hay dos problemas respecto a triangulaciones Hamiltonianas, uno es existencial y otro
es algorı́tmico:

¿Existe siempre una triangulación Hamiltoniana de todo conjunto den > d
puntos enRd?

¿Existe un algoritmo eficiente para encontrar (si es que existe) una triangu-
lación Hamiltoniana de un conjunto den puntos enRd?

Los casos que más nos interesan son los de dimensiones bajas, en particularR2 y R3.
En R2 ambos problemas fueron planteados y resueltos por Arkin, Held, Mitchell y

Skiena en [AHMS96]. En ese artı́culo mostraron que todo conjunto de puntos en el plano

39



40 Caṕıtulo 3. Triangulaciones y tetraedralizaciones Hamiltonianas

admite una triangulación Hamiltoniana y dieron dos algoritmos para encontrarla en tiempo
O(n logn). Plantearon también el problema paraR3 y tanto el problema existencial como
el algorı́tmico siguen abiertos hasta la fecha. El problemaexistencial está listado como el
Problema 29 en la lista de problemas abiertos de [DMO].

Los algoritmos presentados en [AHMS96], pese a ser asintóticamente óptimos en uti-
lización de recursos de cómputo, tienen el problema de serdifı́ciles de implementar. En
[FMU05] Urrutia y el autor dimos un algoritmo de tiempoO(n logn) para encontrar una
triangulación Hamiltoniana de un conjunto den puntos en el plano. Nuestro algoritmo tiene
la misma complejidad asintótica que los algoritmos de [AHMS96], sin embargo es más efi-
ciente en tiempo de ejecución (por constantes multiplicativas) y más fácil de implementar.

El problema enR3 se ha estudiado poco. A la fecha sólo hay dos artı́culos que abordan
este problema. Chin, Ding y Wang exhibieron en [CDW05] un conjunto de 92 puntos enR3

que no admite triangulaciones tirantes Hamiltonianas (“pulling triangulations” en inglés).
En este capı́tulo mejoramos esta cota exhibiendo un conjunto de 84 puntos enR3 sin una
tetraedralización Hamiltoniana de este tipo.

En la cuestión algorı́tmica Escalona, Urrutia y el autor dimos en [EFMU07] un algorit-
mo de tiempoO(n3/2) para añadirO(n) puntos extra a un conjunto den puntos en el plano
de manera de que siempre podemos encontrar una triangulaci´on Hamiltoniana del conjunto
aumentado. En este mismo artı́culo abordamos el problema existencial y mostramos que
todo conjunto de a lo más 20 puntos enR3 admite una tetraedralización Hamiltoniana.

En este capı́tulo trataremos el problema de encontrar triangulaciones Hamiltonianas de
conjuntos de puntos en el plano y en el espacio tri-dimensional, abordaremos tanto los
aspectos existenciales como los algorı́tmicos.

Ası́ mismo haremos un breve resumen de los resultados que se conocen a la fecha sobre
este problema.

3.1. Graficacíon por computadora

La computadora siendo de recursos limitados sólo puede manejar descripciones finitas
de los objetos del mundo real. Esta limitación se hace patente en la graficación por com-
putadora donde en muchas ocasiones para dibujar una superficie continua, ésta se subdivide
en varios polı́gonos (normalmente triángulos y cuadrángulos) que se dibujan por separado.
Haciendo una partición lo suficientemente fina se puede aproximar tanto como se quiera a
a la superficie y dar ası́ la ilusión de continuidad (ver Figura 3.1).

En muchas aplicaciones (video juegos por ejemplo) de graficación por computadora
además se busca dibujar los objetos lo más rápido posible. Para este efecto las computado-
ras de hoy en dı́a cuentan normalmente con una pieza de hardware encargada de realizar
los cálculos involucrados en graficación por computadora, estas se conocen con el nombre
genérico de Unidad de Procesamiento Gráfico (“GPU” por sussiglas en inglés) y están
optimizadas para este efecto.
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Figura 3.1: Aumentando el número de triángulos da la ilusión de continuidad

Las GPUs cuentan normalmente con lo que en inglés se conoce como pipelining. La
ejecución de una instrucción en un procesador consta de varias etapas, cada etapa se realiza
en un ciclo del reloj. Esto permite que se empiece a ejecutar una instrucción cuando la
instrucción inmediata anterior no ha terminado de ejecutarse y a esto se le conoce como
pipelining.

La velocidad de procesamiento del GPU está acotada por lo tanto por la velocidad en
que los datos son enviados a ésta. Un triángulo normalmente se especı́fica por sus tres
vértices. Si en cambio tenemos un conjunto de triángulos ordenadosτ1, . . . , τn de manera
tal que dos triángulos consecutivos comparten una arista,una vez especificado el primer
triángulo los siguientes triángulos se pueden especificar con un solo vértice (y un bit de di-
rección) acortando ası́ la cantidad de datos que se necesita enviar al GPU. Estas sucesiones
de triángulos tales que dos consecutivos comparten una arista se conocen como tiras de
triángulos (“triangle strips” en inglés).

Los triángulos se encuentran normalmente enR3 por lo que las tiras de triángulos sir-
ven para graficar superficies en el espacio. La biblioteca para graficación por computadora
OpenGL cuenta con una función para dibujar tiras de triángulos. La convención usada por
OpenGL es que los triángulos van alternando de izquierda a derecha, es decir no hay tres
triángulos consecutivos que compartan un vértice, usando esta convención se especı́fica
una tira de triángulos como sucesión de puntos donde eli-ésimo triángulo en la tira está es-
pecificado por losi, i + 1 y i + 2 ésimos puntos en la sucesión (ver Figura 3.2).

Una malla de triángulos es un conjunto de triángulos enR3 tales que los triángulos no
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Figura 3.2: Tira de triángulos con la convención de OpenGL.

se intersectan en su interior. Las mallas de triángulos se usan para graficar objetos tridi-
mensionales y es por lo tanto deseable particionar estas mallas en el menor número de tiras
de triángulos posible, este problema sin embargo esNP-completo [EMX02].

3.2. Triangulaciones Hamiltonianas

La discusión anterior sobre tiras de triángulos motivó el estudio de triangulaciones
Hamiltonianas de diversos objetos geométricos.

En particular en [AHMS96], se estudiaron triangulaciones Hamiltonianas de conjuntos
de puntos, polı́gonos y polı́gonos con hoyos en el plano. Dada la convención de OpenGL
también se estudiaron triangulaciones Hamiltonianas donde además los triángulos alternan
de izquierda a derecha. Estas triangulaciones se conocen como triangulaciones secuen-
ciales.

En particular:

Mostraron que todo conjunto de puntos en el plano admite una triangulación Hamil-
toniana y dieron dos algoritmos de tiempoO(n logn) para encontrarla.

Exhibieron conjuntos de puntos en el plano que no admiten unatriangulación se-
cuencial y dieron un algoritmo para determinar si un conjunto de puntos en el plano
tiene una de estas triangulaciones.

Dieron un algoritmo para determinar si un polı́gono simple tiene una triangulación
Hamiltoniana y mostraron que este problema (de decisión) para polı́gonos con hoyos
esNP-completo.

A continuación detallamos los dos algoritmos mostrados en[AHMS96] para encontrar
triangulaciones Hamiltonianas de conjuntos de puntos en elplano.
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Figura 3.3: Extendiendo una trayectoria Hamiltoniana al agregar un punto interior.

3.2.1. Algoritmo de insercíon

El algoritmo de Inserción se basa en la siguiente observación:

Teorema 11.Sea S un conjunto finito de puntos en el plano y x un punto interior de S . Si
S \ {x} admite una triangulación Hamiltoniana entonces todo S admite una triangulación
Hamiltoniana.

Demostración.SeaT una triangulación Hamiltoniana deS \ {x}. Observamos quex se
encuentra al interior de un solo triánguloτ deT . Supongamos que los vértices deτ sonp1,
p2 y p3 entonces al agregar las aristasxp1, xp2 y xp3 habremos triangulado a todoS. En
esta nueva triangulaciónT ′, τ es reemplazado por 3 triángulos mutuamente adyacentes en
la gráfica dual deT ′ y por tanto el ciclo Hamiltoniano deD(T ) se puede extender aD(T ′)
(Ver Figura 3.3). �

El algoritmo es: primero se quitan todos los puntos interiores deS, se triangulan Hamil-
tonianamente los vértices de CH(S); después se regresan uno a uno los vérticesS como en
la prueba del Teorema 11.

Basta mostrar pues, que todo conjunto finito de puntos en posición convexa se puede
triangular Hamiltonianamente, para esto supongamos queS está en posición convexa y
seanp1, . . . pn sus elementos en orden de las manecillas del reloj. Para cada1 < i < n,
seaτi el triángulo formado por los vérticesp1, pi y pi+1. Observamos que estos triángulos
forman una triangulación Hamiltoniana deS.

Calcular el casquete convexo deS se puede hacer en tiempoO(n logn). Existen varios
algoritmos para este propósito, el más conocido probablemente sea el Barrido de Graham
[Gra72] que mencionaremos más adelante.

Una vez calculado CH(S), triangular y encontrar el ciclo Hamiltoniano en la gráfica
dual de solo estos vértices lleva tiempoO(n). Sólo resta regresar los vértices interiores
como en la prueba del Teorema 11.
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Ahora bien dependiendo de el orden en que se inserten los vértices la complejidad puede
subir hastaΩ(n2). Al insertar un vérticex en un triánguloτ, éste se divide en 3 triángulos
y hay que determinar en cual de estos 3 triángulos se encuentran los vértices interiores a
τ que no han sido agregados, esto se hace enO(1) por vértice interior, supongamos que
estos puntos se encuentran todos en uno de estos 3 triángulos y que esto sucede cada vez
que se insertan vértices. Si originalmente habı́amvértices interiores aτ, se realizaránm−1
operaciones de búsqueda al insertar el primer vérticem−2 al insertar el segundo etc. Dando
como complejidad totalΩ(m2) y como en principio podrı́a haberΩ(n) vértices interiores a
τ un orden malo de inserción podrı́a dar una complejidad total final deΩ(n2).

Para evitar esta situación necesitamos encontrar un vértice que al agregarlo reparta los
puntos de manera más o menos equitativa entre los tres triángulos generados. Se puede
encontrar en tiempo lineal un vértice (separador) tal que al agregarlo en cada triángulo no
deje más de 2m/3 puntos [AEG87]. Esto da un árbol de recursión de altura logarı́tmica
y en cada nivel calcular las particiones lleva tiempoO(n) por lo que finalmente escogien-
do un vértice separador se garantiza una complejidad deO(n logn). Lamentablemente el
algoritmo para encontrar este vértice separador es difı́cil de implementar.

Por tanto en [AHMS96] optaron por implementar una variante del algoritmo descrito
anteriormente, donde este vértice se escoge aleatoriamente y muestran que el tiempo de
ejecución esperado esO(n logn).

3.2.2. Algoritmo de la cebolla

El segundo algoritmo presentado en [AHMS96] triangula la región entre capas con-
vexas consecutivas del conjunto de puntos, por esto lo llaman el algoritmo de la cebolla.

Definimos la primera capa convexaC1 de S como el conjunto de vértices deS en el
casco convexo, definimos tambiénS1 := S \C1. Inductivamente definimos lai-ésima capa
convexaCi como los vértices en el casco convexo deSi−1 (siempre y cuandoSi−1 no sea
vacı́o) y aSi := S \Ci (ver Figura 3.4).

Esta partición de los vértices deS en capas convexas se puede encontrar en tiempo
O(n logn) [Cha85].

Muestran después que las regiones entre distintas capas sepueden triangular en tiempo
lineal de manera de que la triangulación final sea Hamiltoniana, dando una complejidad
total deO(n logn).

3.2.3. Algoritmo de triangulación de Graham

En [FMU05] Urrutia y el autor dimos un algoritmo de tiempoO(n logn) para calcular
una triangulación Hamiltoniana de un conjunto de puntos enel plano. Nuestro algoritmo
tiene el mismo tiempo asintótico que los dos algoritmos mostrados en [AHMS96] y de los
tres es el más fácil de implementar.
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Figura 3.4: Capas convexas de un conjunto de puntos.

Nuestro algoritmo se basa en un algoritmo mencionado anteriormente usado para en-
contrar cascos convexos de conjuntos de puntos en el plano, llamado “Barrido de Graham”.

Describimos a continuación el Barrido de Graham y despuésmostramos como modifi-
carlo para encontrar la triangulación Hamiltoniana.

Barrido de Graham

SeaS un conjunto den puntos en el plano y seap el elemento deS con menor coorde-
naday, en caso de empate lo rompemos escogiendo el de menor coordenadax. Este punto
se puede encontrar en tiempoO(n).

Ordenamos los elementos deS\{x} = {p1, . . . , pn−1} en orden contrario a las manecillas
del reloj por ángulo con respecto ax.

Usamos una pilaP, en ella guardaremos los elementos deS que son candidatos a estar
en CH(S). Empezamos por lo tanto agregando ax, p1 y a p2 a la pila.

Vamos visitando los vértices deS \ {x}. Al visitar pi vemos que elementos deP ya no
pueden formar parte de CH(S). Esto lo hacemos viendo los dos elementosp y q de arriba
de la pila y si el ángulo∠pi pqes menor aπ, p no puede estar en CH(S). Seguimos sacando
elementos deP hasta que finalmente en la pila están los vértices del cascoconvexo de
{x, p1, . . . , pi} (Ver Figura 3.5).

Ordenar los vértices por ángulo alrededor dep se hace en tiempoO(n logn) y dado que
un vértice entra y se saca a lo más una vez de la pila se hacenO(n) extracciones en total.
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El tiempo de ejecución del Barrido de Graham es por lo tantoO(n logn).

Modificación al barrido de Graham.

Sólo basta una pequeña modificación al Barrido de Graham para poder obtener al final
de su ejecución una triangulación Hamiltoniana del conjunto de puntos.

Codificaremos las trayectorias Hamiltonianas como una lista de puntos donde cada
elemento tiene además asociado un bit de dirección.

En un momento dado de la ejecución de el Barrido Graham seapun elemento cualquiera
de la pilaP y q el elemento que le precede enP.

Consideremos el triánguloτ formado porx, p y q. SeaSp = S ∩ τ, tendremos en todo
momento 3 trayectorias Hamiltonianas (con la representación mencionada anteriormente)
deSp asociadas ap: una trayectoria que entra porxp y sale porxq que denotamos como
lp; otra trayectoria que entra porqp y sale porxq que denotamos conl′p y finalmente una
trayectoria que entra porxp y sale porqp que denotamos conl′′p (ver Figura 3.6).

Supongamos quep es elemento a la cabeza de la pila,q le precede y visitamos el
siguiente elementor en la ordenación.

Como en este momento el triángulo formado porr x y el elemento a la cabeza de la pila
es vacı́o podemos construir alr ,l′r y l′′r en tiempo constante.

Al ir sacando elementos de la pila tenemos que actualizarlr , l′r y l′′r . Supongamos que
sacamos ap de la pila. Tenemos queq está ahora a la cabeza de la pila, seaτ el triángulo
formado porx, r y q e igual que antesSr = τ ∩ S.

Una trayectoria Hamiltoniana que entra porxr y sale porxqestá dada por la trayectoria
l′′r (que entra porxr y sale porpr) seguida del triángulo△pqr y finalmente siguiendo la
trayectorial′q. Dado que estas trayectorias están representadas con listas podemos actualizar
a lr en tiempo constante y de manera análoga al′r y l′′r (ver Figura 3.7).

Al terminar el Barrido de Graham tendremos los elementos de CH(S) guardados en la
pila. Para obtener la triangulación Hamiltoniana deS empezamos con una lista vacı́al y
sacamos en orden cada elementop de la pila, actualizandol := l ◦ lp. Al final l será la
representación en lista de una triangulación Hamiltoniana deS.

3.3. Tetraedralizaciones Hamiltonianas

Desde el punto de vista práctico las tetraedralizaciones Hamiltonianas de conjuntos de
puntos enR3 son deseables por la misma razón que las triangulaciones Hamiltonianas en
R2. Porque de la misma manera una tetraedralización Hamiltoniana necesita menos memo-
ria para ser representada que una no Hamiltoniana y en consecuencia puede ser procesada
más rápidamente.

Sin embargo en [AHMS96] conjeturaron que encontrar una triangulación Hamiltoniana
de un conjunto de puntos enR3 es un problemaNP-completo.
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Figura 3.5: Ejecución del Barrido de Graham.



48 Caṕıtulo 3. Triangulaciones y tetraedralizaciones Hamiltonianas
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Figura 3.6: Listas asociadas a un puntop deS.
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Figura 3.7: Actualizando las listaslr , l′r y l′′r .
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Figura 3.8: Agregando puntos interiores enR3.

De ser cierta esta conjetura, incluso en el caso en que todo conjunto de puntos enR3

admita una tetraedralización Hamiltoniana, no será posible calcularla de manera eficiente
(a menos queP = NP).

En [EFMU07] dimos un algoritmo que dado un conjunto de puntosen el espacio, agrega
puntos al conjunto original de manera que podemos calcular eficientemente una tetraedral-
ización Hamiltoniana del conjunto aumentado. En esta sección describiremos este algorit-
mo.

Damos primero un bosquejo del algoritmo y después analizamos cuestiones de imple-
mentación y complejidad.

SeaS un conjunto den puntos enR3. Hacemos la misma observación que en el plano:

Teorema 12.Sea S un conjunto finito de puntos enR3 y x un punto interior de S . Si S\ {x}
admite una tetraedralización Hamiltoniana entonces todoS admite una tetraedralización
Hamiltoniana.

Demostración.SeaT una tetraedralización Hamiltoniana deS \ {x}. Observamos quex
se encuentra al interior de un solo tetraedroτ deT . Supongamos que los vértices deτ
son p1, p2, p3 y p4 entonces al remplazarτ deT por los tetraedros formados por cada
cara deτ y x habremos tetraedralizado a todoS. En esta nueva tetraedralizaciónT ′, τ es
reemplazado por 4 tetraedros mutuamente adyacentes en la gráfica dual deT ′ y por tanto
el ciclo Hamiltoniano deD(T ) se puede extender aD(T ′) (ver Figura 3.8). �

El Teorema 12 nos permite quitar todos los puntos al interiordeS y trabajar sólo con
los puntos del casquete convexo. Suponemos de ahora en adelante queS no tiene puntos
interiores.

En R3 podemos además quitar los puntos del casco convexo de gradotres (vértices
adyacentes a solo tres vértices del casco convexo).
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Teorema 13.Sea S un conjunto finito de puntos enR3 y x un vértice del casco convexo de
S de grado3. Si S\{x} admite una tetraedralización Hamiltoniana entonces todoS admite
una tetraedralización Hamiltoniana.

Demostración.SeaT una tetraedralización Hamiltoniana deS \ {x}. Los tres vértices ady-
acentes ax en CH(S) forman una caraF de CH(S \ {x}). Seaτ1 el único tetraedro deT
que contiene aF como cara yτ2 el tetraedro formado porx y F. Observe queτ1 ∪ τ2 es
convexo. Reemplazamosτ2 enT por por los tetraedros formados porx y las caras deτ2
(distintas aF). Esto da como resultado una tetraedralizaciónT ′ deS y dado que los tres
tetraedros añadidos comparten dos a dos una cara, el ciclo Hamiltoniano deD(T ) se puede
extender aD(T ′). �

Supondremos por lo tanto que hemos quitado también a todos los vértices de grado 3
deS.

Una vez queS no contiene vértices interiores ni de grado 3, agregamos v´ertices al interi-
or de Conv(S), construyendo al mismo tiempo una tetraedralización delconjunto de puntos
hasta ese momento; la tetraedralización final será Hamiltoniana. Añadimos los vértices al
interior de Conv(S) para preservar el casco convexo original y por que de otra forma por
los teoremas anteriores basta con agregar un tetraedro que contenga todoS para tener un
conjunto de puntos que admita una tetraedralización Hamiltoniana.

Añadimos primero un puntox al interior de Conv(S). El conjunto de tetraedros forma-
dos porx y una cara de CH(S) es una tetraedralizaciónT deS∪ {x}. Esta tetraedralización
tiene una estructura muy particular pues es isomorfa a lo quellamamos la gráfica dual
de CH(S), esta gráfica tiene como vértices las caras de CH(S) y dos de sus vértices son
adyacentes si su caras correspondientes comparten una arista, la denotamos comoDS.

Dado que estamos suponiendo queS está en posición general todas las caras de CH(S)
son triángulos y por tantoDS es un gráfica cúbica, como además está inmersa en la esfera es
una gráfica plana y se puede mostrar además queDS es una gráfica 3-conexa. En resumen
DS es una gráfica 3-conexa cúbica y plana (que abreviamos como3CCP). Lo converso
también es cierto es decir dada una gráfica 3-conexa, cúbica y planaG existe un conjunto
de puntosS′ enR3 tal queDS′ es isomorfa aG [Ste92].

Un teorema de Julius Petersen [Pet91] establece que toda gr´afica cúbica plana y 2-
conexa (por aristas) tiene una emparejamiento perfecto. Como DS es 3-conexa por vértices
es 2-conexa por aristas, por lo que el Teorema de Petersen nosgarantiza queDS tiene un
emparejamiento perfectoM. Si quitamos deDS todas la aristas deM obtenemos una gráfica
(que denotamos comoDS \ M) donde todos los vértices tienen grado 2.DS \ M por tanto
es una unión de ciclos disjuntos y dado queD(T ) isomorfa aDS esta partición induce una
partición en ciclos de los vértices deD(T ).

Una vez que tengamos esta partición deV(DS) en ciclos iremos uniendo ciclos con
puntos de Steiner hasta que la partición conste de un solo ciclo este ciclo será por tanto un
ciclo Hamiltoniano en la gráfica dual de la tetraedralización correspondiente.
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Figura 3.9: Añadiendo un punto extra para unir ciclos.

3.3.1. Uniendo ciclos

SeanC1 y C2 dos ciclos disjuntos en nuestra partición cı́clica deV(D(T )) tales que
existe una aristae de DS con uno de sus vértices enC1 y el otro enC2, seanτ1 y τ2 los
tetraedros correspondientes enT .

Ahora bien dado queτ1 y τ2 son adyacentes enD(T ) estos comparten una caraF. Sea
q el vértice deτ2 opuestoF.

La operación para unirτ1 y τ2 consiste en agregar un puntop al interior deτ1 de manera
que el segmento de recta que una ap y q intersecteF. Una vez hecho esto se retiran aτ1
y τ2 de la tetraedralización y se reemplazan por los tetraedrosformados al tomar una cara
(exceptoF) deτ1 ∪ τ2 como base y ap como ápice (ver Figura 3.9). No importando como
entraban originalmente los ciclosC1 y C2 a τ1 y τ2, después de esta operación existe un
ciclo C en la gráfica dual de la nueva tetraedralización que pasa por todos los vértices de
C1 y C2 ası́ como por los vértices que corresponden a los nuevos tetraedros que hemos
agregado (ver Figura 3.10).

De esta manera en cada paso podemos reducir en uno el número de ciclos en la partición
usando exactamente un punto de Steiner. Si la partición original constaba dek ciclos habre-
mos usado por lo tantok vértices extra (k−1 para unir todos losk elementos de la partición
más el primer vértice que agregamos) para encontrar un conjunto de puntos aumentadoS′

y su tetraedralización Hamiltoniana correspondiente.
Una vez que tenemos la tetraedralización Hamiltoniana deS′ regresamos los vértices

de grado 3 en CH(S) y los vértices interiores deS (en ese orden).
Dado que originalmente quitamos los vértices de grado 3 en CH(S) no hay ciclos de

longitud 4 en la partición original. Tenemos por lo tanto que:

Teorema 14. Sea S un conjunto de n puntos enR3 con m de ellos en su casco convexo.
Añadiendo a lo más

⌊

m−2
2

⌋

puntos al interior deConv(S) se obtiene un conjunto de puntos
que admite una tetraedralización Hamiltoniana.
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C1

C1

C1

C2

C2

C2

C

C

C

Figura 3.10:DT antes y después de añadir el punto de Steiner.

Demostración.Por la fórmula de Euler, CH(S) tiene 2m− 4 caras, después de quitar los
vértices de grado 3 tenemos por tanto a lo más 2m− 4 caras.

Dado que cada ciclo de la partición consta de al menos 4 vértices la partición cı́clica
consta de a lo más

⌊

2m−4
4

⌋

=
⌊

m−2
2

⌋

elementos. �

Esto nos da ya un bosquejo del Algoritmo: quitar primero todos los vértices de grado 3
en CH(S), seguidos de los vértices interiores; agregar un punto alinterior para generar la
partición en ciclos; agregar puntos para unir ciclos hastaque la partición conste de un solo
ciclo y finalmente regresar los puntos que quitamos en un principio.

3.3.2. Complejidad e implementacíon del algoritmo

Como antes seaS un conjunto den puntos enR3 conm de ellos en su casco convexo.
Encontrar el casco convexo deS lleva tiempoO(n logn). Quitar los vértices interiores

toma tiempoO(1) pues basta con considerar solo el casco convexo que ya hemos calculado
y quitar los vértices de grado 3 del cierre convexo se puede hacer en tiempoO(m) usando
una pila donde inicialmente se agregan todos los vértices del casco convexo de grado 3,
cuando se saca un elemento de la pila éste también se elimina del casco convexo y se
verifica si alguno de sus vecinos disminuye su grado a 3; de serası́ éste se agrega a la pila
y se sigue el procedimiento hasta que la pila queda vacı́a y yano hay vértices de grado 3
en el casco convexo.

La complejidad de encontrar la partición en ciclos es la complejidad de encontrar un
emparejamiento perfecto en la gráfica dual del cierre convexo. En general encontrar un
emparejamiento perfecto en una gráfica deV vértices y|E| aristas se puede hacer en tiempo
O(|E|

√
|V|) [MV80]. Dado que en este caso la gráfica dual del casco convexo tieneO(m)
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vértices y es plana, la partición inicial en ciclos se calcula en tiempoO(m3/2) usando este
algoritmo.

Una vez que tenemos la partición en ciclos regresamos los v´ertices de grado 3, este paso
lo hacemos antes que en el bosquejo anterior para aprovecharel hecho que la gráfica dual
de la tetraedralización actual es plana. Al regresar los puntos de grado 3 ésta seguirá siendo
plana y usaremos la planaridad para regresar los vértices interiores de manera eficiente.
Regresar los vértices de grado 3 se puede hacer en tiempoO(m) regresándolos en orden
inverso en que fueron quitados. Observamos que al regresar los vértices de grado 3 el
número de elementos en la partición no aumenta.

Regresamos ahora los vértices interiores que quitamos dado que la gráfica dual de la
tetraedralización es plana podemos encontrar en que tetraedro de esta tetraedralización
se encuentra un punto interior en tiempoO(logn) [Kir83]. Una vez que sabemos en que
tetraedro se encuentra cada punto interior procedemos a insertarlos como en el Teorema
12, observamos que como en el caso del plano que la complejidad puede aumentar consid-
erablemente si el orden en que se insertan los puntos no es el adecuado y como en el caso
del plano se puede encontrar siempre un vértice separador en tiempo lineal que garantiza
que al agregarlo ninguno de los cuatro tetraedros formados tenga más de 3/4 partes de los
puntos. Esto permite reinsertar los puntos interiores en una complejidad total deO(n logn).
Si representamos a los ciclos como listas doblemente ligadas podemos hacer la unión de
dos ciclos en tiempo constante por lo que la unión de toda la partición en un solo ciclo se
puede hacer en tiempo total deO(m).

Resumiendo obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 15.Dado un conjunto de n puntos S enR3 con m de ellos en su casco convexo.
Agregando a lo más

⌊

m−2
2

⌋

puntos al interior deConv(S) se puede obtener una tetraedral-
ización Hamiltoniana del conjunto aumentado en tiempo O(m3/2) +O(n logn).

Demostración. �

3.4. Gráficas3-conexas ćubicas planas

Combinatoriamente hablando las gráficas 3-conexas planas(3CCP) sólo pueden ser
inmersas de una manera en el plano, es decir que sus caras no dependen de la manera en
que sean dibujadas[Whi32].

Esto en particular implica que cada caraF de DS corresponde a todas los caras de
CH(S) que comparten un mismo vérticepF de CH(S). De la misma manera dado un vértice
p de CH(S) todos las caras que contienen ap como vértice inducen una caraFp enDS.

SeaS un conjunto finito de puntos en posición convexa enR3 y x un elemento de
S. DefinimosTx como la tetraedralización deS dada por el conjunto de todos tetraedros
formados al tomar una cara CH(S) y x. Este tipo de tetraedralizaciones se llaman tirantes
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Figura 3.11: Ejemplo de una gráfica 3CCPsin ciclo Hamiltoniano dado por William Tutte.

(“pulling” en inglés). Por la discusión anterior la gráfica dual deTx es isomorfa aDS menos
todos los vértices deFx.

Si DS contiene un ciclo Hamiltoniano, podemos aprovechar esta propiedad de las tetrae-
dralizaciones tirantes para encontrar un vérticex de CH(S) tal queTx es una tetraedral-
ización Hamiltoniana.

Teorema 16. Sea G una gráfica3CCP con un ciclo Hamiltoniano. Entonces existe una
cara F de G tal que G\ F tiene una trayectoria Hamiltoniana.

Demostración.SeaC un ciclo Hamiltoniano deG. Definimos la distancia de dos vértices
deG como la longitud de la trayectoria más corta contenida enC que los une. De entre todos
los pares de vértices deG que están unidos por una arista que no está enC escogemos el
par (x, y) a distancia mı́nima, la aristae que los une junto con la trayectoria contenida en
C (de longitud menor) que los une forma una caraF deG, pues de otra manera habrı́a un
par a distancia menor que (x, y). Ahora bien la otra trayectoria que una ax y a y es una
trayectoria Hamiltoniana enG \ F. �

Durante mucho tiempo se pensó de hecho que toda las gráficas3CCP tenı́an un ciclo
Hamiltoniano [Tai80]. Hasta que en 1946 William Tutte [Tut46] dio a conocer la gráfica
3CCPde 46 vértices sin ciclos Hamiltonianas mostrada en la Figura 3.11. Mckay y Holton
sin embargo mostraron en [HM88] que todas las gráficas 3CCP con a lo más 36 tienen
un ciclo Hamiltoniano y exhibieron además una gráfica 3CCP de 38 vértices sin ciclos
Hamiltonianos.

Por la fórmula de Euler una gráfica 3CCP den vértices tienen+4
2 caras. Usando estas

observaciones y el Teorema 16 tenemos que:
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Figura 3.12: Reemplazando un vértice de una gráfica 3CCPcon otra gráfica 3CCP.

Corolario 3. Todo conjunto de a lo más20 puntos enR3 admite una tetraedralización
Hamiltoniana.

Demostración. �

Aunque en principio es una simple observación el Teorema 16da un vı́nculo entre
las gráficas 3CCP Hamiltonianas y conjuntos de puntos enR3 con una tetraedralización
tirante Hamiltoniana. Se sabe [ABHM00], por ejemplo que toda gráfica 3CCPde a lo más
176 vértices con la propiedad de que sus caras tienen a lo más 6 vértices tiene un ciclo
Hamiltoniano. Esto implica que todo conjunto de a lo más 90 puntos enR3 tal que todo
vértice del casco convexo es de grado a lo más 6 admite una tetraedralización Hamiltoniana.

Barnette conjetura por ejemplo que toda gráfica 3CCPbipartita tiene un ciclo Hamilto-
niano (Conjetura 5 en [bar69]). Esto implicarı́a que todo conjunto finitoS de puntos enR3

tal queDS es bipartita tendrı́a una tetraedralización Hamiltoniana.

3.4.1. Inflando v́ertices

Presentaremos una operación que nos permite reemplazar cualquier vértice de una gráfi-
ca 3CCP por otra gráfica 3CCP de manera que la gráfica resultante de esta operación
será también una gráfica 3CCP.

Usaremos esta operación para crear gráficas 3CCP tales que no sólo no tienen un ciclo
Hamiltoniano si no que además la gráfica que resulta de quitarles cualquier cara no tiene
una trayectoria Hamiltoniana.

SeanG y H gráficas 3CCPy v un vértice deH. Suponemos además queH está inmersa
en el plano de manera de quev se encuentra en la cara exterior.

SeaNH(v) = {v1, v2, v3} el conjunto de vecinos dev enH. Quitamos av deH ponemos
en su lugar un camino de cuatro vértices (v′1, v

′
2,w, v

′
3) unimos avi conv′i y llamamos a la

gráfica resultanteH′. H′ ya no es cúbica pero la podemos usar para reemplazar cualquier
vértice u de G: SeaNG(u) = {u1, u2, u3} el conjunto de vecinos deu en G en un orden
determinado; quitamos au deG y lo reemplazamos conH′; unimos av′1 conu′1 av′3 conu′3
y aw conv2. La gráfica resultanteG′ es una gráfica 3CPP(ver Figura 3.12).
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Figura 3.13: Tres maneras distintas de reemplazar un vértice.

HH′

Figura 3.14: Construyendo un ciclo Hamiltoniano enH a partir de una trayectoria Hamil-
toniana deG que entra y sale deH′

Cambiando el orden de los vértices deNG(u) podemos poner aH en una cara en partic-
ular deG′ (ver Figura 3.4.1).

Usamos esta propiedad para poner una gráfica 3-conexa cúbica y planaH sin ciclos
Hamiltonianos en cada cara deK4 (que también es una gráfica 3CCP), denotamos conG a
esta gráfica.

SeaF cualquier cara deG y supongamos que al quitarla deG existe una trayectoria
Hamiltoniana enG \ F. Como hay 4 copias deH′ enG al menos 3 de ellas no contienen a
F. De estas una al menos no contiene un extremo de la trayectoria Hamiltoniana. Es decir
la trayectoria entra y sale de esta copia deH′ y pasa por todos los vértices. Esto es una
contradicción pues a partir de esta trayectoria podemos construir un ciclo Hamiltoniano en
H (ver Figura 3.14).

Si usamos comoH a la gráfica 3CCPsin ciclos Hamiltonianos de 38 vértices tenemos
queG tiene en total 164 vértices y por lo tanto existe un conjuntode (164+ 4)/2 = 84
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puntos en posición convexa tal que ninguna tetraedralización tirante es Hamiltoniana. Un
conjunto con esta propiedad de 92 puntos se dio a conocer previamente en [CDW05]. El
mostrado aquı́ es el conjunto más pequeño con esta propiedad conocido a la fecha.

Si aplicamos esta técnica a gráficas 3CCP arbitrariamente grandes podemos construir
gráficas 3CCPden vértices, tales que toda partición en ciclos de sus vértices tiene al menos
n
41 ciclos.

Como corolario esto muestra que existen instancias para lascuales nuestro algoritmo
añadiráΩ(n) puntos extra.

3.5. Problemas abiertos

El problema de encontrar una tetraedralización Hamiltoniana en todo conjunto finito de
puntos enR3 sigue abierto tanto en el sentido existencial como en el algorı́tmico. Al mo-
mento de la escritura de este documento no se cuenta con más avances que los aquı́ mostra-
dos.

En lo referente a las aplicaciones prácticas, la tarea másimportante serı́a el determinar
si en efecto el problema de la tetraedralización Hamiltoniana es un problemaNP-Duro.

En caso de ser ası́ una lı́nea de investigación serı́a dar algoritmos de aproximación es
decir: encontrar un algoritmo de tiempo polinomial que dadoun conjuntoS den puntos en
R3 encuentre una tetraedralización y una partición de su gr´afica dual en pocos ciclos.

Otra dirección es la de minimizar el número de puntos que hay que agregar aS para
encontrar una tetraedralización Hamiltoniana.

Dimos un algoritmo de tiempo polinomial que agregaO(n) puntos para encontrar una
tetraedralización Hamiltoniana. ¿Se podrá cono(n) puntos?

Nosotros conjeturamos que no:

Conjetura 6. Dado un conjunto S de n puntos enR. El problema de añadir o(n) pun-
tos para encontrar una tetraedralización Hamiltoniana del conjunto aumentado es NP-
Completo.
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Gráfica de Fichas

En este capı́tulo definimos la Gráfica de Fichas que es de hecho una gráfica de giros
construida a partir de las configuraciones de fichas puestas en los vértices de una gráfica
inicial.

Vemos como a lo largo de la tesis la Teorı́a de Gráficas ha desplazado a la Geometrı́a
Combinatoria en importancia. Hasta que finalmente en este último Capı́tulo los problemas
que se tratan son sólo de Teorı́a de Gráficas.

SeaG una gráfica den vértices, definimos aFk(G) como la gráfica cuyo conjunto de
vértices son todos los subconjuntos dek elementos deV(G). Dos vérticesA y B son adya-
centes enFk(G), si su diferencia simétricaA△B = (A ∪ B) \ (A ∩ B) es un par de vértices
{a, b} tales quea ∈ A, b ∈ B y a es adyacente ab enG.

Esta definición se puede interpretar de manera intuitiva como: primero ponemosk
“fichas” indistinguibles unas de otras en los vértices deG (a lo más una ficha por vértice);
después construimos una gráfica cuyo conjunto de vértices son todas la configuraciones
posibles de estask fichas; finalmente hacemos dos configuraciones adyacentes sise puede
pasar de una configuración a la otra deslizando una ficha a lo largo de una arista desde su
posición actual a un vértice desocupado.

Por esta interpretación llamamos aFk(G) la gráfica dek fichas deG.
En este capı́tulo presentaremos la gráfica de fichas y probaremos algunas de sus propiedades.

4.1. Trabajo previo

La idea de poner fichas (guijarros, monedas, etc.) en los vértices de una gráfica y de-
spués moverlas con reglas preestablecidas es usada para modelar muchos problemas en
varias áreas de Matemáticas y Ciencias de la Computación. Ninguna hasta donde sabemos
tiene el carácter estructural que presentamos aquı́.

En esta sección mencionamos alguno de estos ejemplos; la exposición es breve pues
estrictamente hablando están fuera del tema tratado en este capı́tulo.
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La instancia más conocida de estas ideas probablemente seael enguijarramiento de
gráficas (“Graph Pebbling” en inglés).

Suponga quet guijarros (fichas en nuestro lenguaje) son puestos sobre losvértices de
una gráfica (sin la restricción de tener a lo más un guijarro por vértice). Un movimiento
de guijarro consiste en quitar dos guijarros de un vértice yponer un guijarro en un vértice
adyacente. Se define el número de enguijarramiento de una gráfica G como el mı́nimo
enteroπ(G) tal que: para todo vérticev deG y toda configuración inicial deπ(G) guijarros
existe una sucesión de movimientos de guijarros de manera que al final hay al menos un
guijarro env.

La idea de enguijarramiento de gráficas se introdujo para simplificar la prueba de un
teorema de Teorı́a de Números conjeturado inicialmente por Erdős y Lemke. La idea fue
primero sugerida por Lagarias y Saks y llevada a cabo por Chung en [Chu89].

El enguijarramiento de gráficas ha sido estudiado extensamente referimos al lector a
[Hur99] y [Hur05] para una exposición a detalle.

Una idea similar al enguijarramiento de gráficas es el juegodel disparo de fichas. En
el juego de disparo de fichas, fichas son puestas en los vértices de una gráfica y un vértice
puede “disparar” si tiene al menos tantas fichas como vecinos, cuando un vértice dispara le
pasa una ficha a cada uno de sus vecinos. El juego puede seguir indefinidamente o terminar
cuando ningún vértice puede disparar. El juego de disparode fichas se definió por primera
vez en [BLS91] como una realización de un juego de balanceo definido en [Spe86]. El juego
de disparo de fichas tiene conexiones con otras áreas de Combinatoria como los Matroides
y el Polinomio de Tutte. Es usado también en Fı́sica Teórica. Para una visión general de
estas conexiones véase [Mer05].

Juegos similares han sido usados para estudiar rigidez en gráficas [JH97, JT95] y como
modelos de cómputo (ver [Sav97] por ejemplo).

Otra área en que la idea de poner fichas (o guijarros) en los v´ertices de una gráfica
ha sido usada en planeación de movimiento. Aquı́, una ficha se distingue de las demás y
el resto de las fichas son vistas como obstáculos. Se busca después el mı́nimo número de
movimientos de fichas de manera de que la ficha señalada vaya de su vértice original a un
vértice destino especificado con anterioridad [AMPP96, PRST94].

La caracterı́stica común a todos los ejemplos anteriores es que la pregunta es si siempre
hay forma de llegar a una cierta configuración. Nosotros nosinteresamos por la estructura
que emerge al considerar configuraciones de fichas y sus movimientos, no hemos encon-
trado nada similar en la literatura en este sentido.

4.1.1. La gŕafica de Johnson

Existe sin embargo una gráfica muy relacionada con la Gráfica de Fichas, la Gráfica de
Johnson. La Gráfica de JohnsonJ(n,m), se define como la gráfica cuyo conjunto de vértices
son todos losm-conjuntos de un conjunto de tamañon, haciendo dos de ellos adyacentes si
su diferencia simétrica tiene cardinalidad 2. Observe quede hechoFm(Kn) ≃ J(n,m).
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G F2(G)

Figura 4.1: Una gráfica y su gráfica de 2-fichas.

A lo largo de este capı́tulo haremos referencia con frecuencia a la gráfica de Johnson
remarcando las instancias donde ésta difiere de la Gráfica de Fichas.

A continuación presentamos algunas propiedades básicasde la Gráfica de Fichas.

4.2. Propiedades b́asicas

Recordamos al lector que usaremos el términok-conjuntospara referirnos a los sub-
conjuntos de tamañok de un conjunto dado. En lo subsecuente,G denotará una gráfica de
n vértices.

El número de vértices y aristas deFk(G) está dado por:

Teorema 17. |V(Fk(G)| =
(

n
k

)

y |E(Fk(G))| =
(

n−2
k−1

)

|E(G)|.

Demostración.Por definiciónV(Fk(G)) es el conjunto dek-conjuntos deV(G) y por tanto
|V(Fk(G))| =

(

n
k

)

.
Cada arista{a, b} de G y cada par{A, B} de k-conjuntos deV(G), tales queA△B =

{a, b} determinan una arista deFk(G). Por cada arista deG, existen
(

n−2
k−1

)

de estos pares
y como cada arista deFk(G) está determinada de esta manera se tiene que|E(Fk(G))| =
(

n−2
k−1

)

|E(G)|. �

Teorema 18.F1(G) ≃ G.

Demostración.Observe que la función deV(F1(G)) a V(G) dada por{x} 7→ x es un iso-
morfismo de gráficas entreF1(G) y G. �
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Teorema 19.Fk(G) ≃ Fn−k(G).

Demostración.Considere la funciónf que mandaA ∈ V(Fk(G)) a f (A) = V(G) \ A.
ComoA es unk-conjunto deV(G), V(G) \ A es unn − k conjunto deV(G). SeanA y B
un par de vértices adyacentes enFk(G) y A△B = {a, b} (cona ∈ A y b ∈ B). Observe que
(V(G) \ A)△(V(G) \ B) = {a, b} donde ahoraa ∈ V(G) \ B y b ∈ V(G) \ A. Por lo tanto siA
y B son adyacentes enFk(G), f (A) y f (B) son adyacentes enFn−k(G).

Todo vérticeA deFn−k(G) se puede expresar comoV(G) \A′ dondeA′ es unk-conjunto
deV(G) (a saberA′ = V(G) \ A). SeanA y B son dos vértices adyacentes enFn−k(G) tales
queA△B = {a, b} (a ∈ A y b ∈ B). Al igual que antesA′△B′ = {a, b} donde ahoraa ∈ B′ y
b ∈ A′. Por lo quef −1(A) es adyacente af −1(B) enFk(G).

Esto demuestra quef es un isomorfismo de gráficas entreFk(G) y Fn−k(G). �

El Teorema 19 es la generalización a las gráficas de fichas dela misma propiedad ya
conocida de las gráficas de Johnson (es decir queJ(n,m) ≃ J(n, n − m)). Usaremos en
ocasiones el Teorema 19 para suponer quek ≤ n/2

Dado un subconjuntoX ⊂ V(G), |X| ≤ k, definimosF|Xk(G) como la subgráfica de
Fk(G) inducida por todos los vértices deFk(G) que contienen aX como subconjunto. Esto
se interpreta como el dejar|X| fichas fijas en los vértices deX y mover sólo las fichas
restantes.

Teorema 20.Para cada subconjunto X de V(G) de tamaño r≤ k se tiene que F|Xk(G) ≃
Fk−r(G \ X).

Demostración.Observe que todos los vértices deF|Xk(G) contienen aX como subconjunto.
Seaf la función deV(Fk−r(G \ X)) aV(F|Xk(G)) que manda aA ∈ V(Fk−r(G \ X)) a f (A) =
A \ X.

Dado queA tiene cardinalidadk y contiene aX como subconjunto,A \ X es un (k− r)-
conjunto deV(G), como además no contiene aX lo es también deV(G) \ X. SeanA y B
dos vértices adyacentes enFk−r(G \ X) conA△B = {a, b} (a ∈ A y b ∈ B). EntoncesA∪ X
es adyacente aB ∪ X en Fk(G) y comoa, b < X lo son también enF|Xk(G). Como todo
vérticeA deF|Xk(G) se puede expresar comoA = A′ ∪ X para algúnA ⊂ V(G \ X), f es un
isomorfismo de gráficas entreF|Xk(G) y V(Fk−r(G \ X)).

�

4.3. Conexidad y díametro

En esta sección estudiamos propiedades de conexidad y diámetro de la Gráfica de
Fichas. Estas propiedades han sido las más estudiadas en las instancias parecidas a las
Gráficas de Fichas mencionadas al principio del capı́tulo.

Recordamos queG esconexasi entre cualquier par de sus vértices existe un camino que
los une y est-conexasi el quitar menos det vértices deG no desconecta a la gráfica. Un
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subconjunto de vértices deG cuya eliminación sı́ desconecta aG se conoce comoconjunto
de corte, de esta maneraG est-conexa si todo conjunto de corte tiene cardinalidad al menos
t. La distanciaentre dos vértices deG es la longitud del camino más corto que los une. El
diámetrodeG (Diam(G)), es la distancia máxima entre todos los pares de vértices deG.

Teorema 21.Si G es conexa, Fk(G) también lo es.

Demostración.SeaA, B ∈ V(Fk(G)) conA , B. ComoG es conexa existe una trayectoria
enG, de cada elemento enA \ B a cada elemento deB \ A. Entre todas las trayectorias de
vértices deA\B a vértices deB\A, seaΓ = (x1, . . . , xr) una trayectoria de longitud mı́nima.

Por elección deΓ se tiene quex1 ∈ A, xr ∈ B y xi < A△B para todo 1< i < r. Sean
x1 = x′1, . . . , x

′
s los elementosA∩ Γ en el orden dado porΓ.

Empezando en la configuración de fichas representada porA, deslizamos la ficha enx′s
a largo deΓ hastaxr , después deslizamos la ficha enx′s−1 a x′s a lo largo deΓ ası́ sucesi-
vamente, después de mover la ficha enx′i a x′i+1 movemos la ficha enx′i−1 a x′i hasta que
finalmente movemos la ficha enx′1 a x′2, denotemos conA′ a la configuración de fichas
resultante. Observamos que|A′△B| = |A△B| − 1, puesA′ = A \ {x1} ∪ {xr}. Aplicando este
proceso inductivamente podemos encontrar una camino deA a B enFk(G). �

Teorema 22.Si G es t-conexa, también lo es Fk(G).

Demostración.Usamos el Teorema 19 para suponer quek ≤ n/2.
SeaC un conjunto de corte deFk(G). Consideramos el conjuntoD de todos los pares

de Fk(G) \ C, que se encuentran en diferentes componentes conexos deFk(G) \ C. De
todos estos pares, sea (A, B) ∈ D el par cuya diferencia simétricaA△B sea mı́nima en
cardinalidad.

Caso 1:|A△B| = 2.

Seaa ∈ A \ B y b ∈ B \ A. ComoG est-conexa por el Teorema de Menger, existen
Γ1, . . . , Γt trayectorias internamente ajenas dea ab enG.

Seana1, a2, . . . , am los elementos deA∩Γ1 en su respectivo orden enΓ1 (observe que
a1 = a).

Consideramos la siguiente sucesión de movimientos de fichas: deslizamos la ficha
enam a lo largo deΓ1 hasta que depositarla enb; movemos después la ficha enam−1

a lo largo deΓ1 hasta ponerla enam (que ahora se encuentra desocupado); seguimos
moviendo de esta manera la ficha enai aai+1; finalmente la ficha ena1 = a es puesta
ena2. La configuración final no es otra más que la representada por B.

Esta sucesión de movimientos de fichas induce un camino deA a B en Fk(G) pero
como enFk(G) \ C, A y B se encuentran en distintos componentes conexos en algún
momento debimos pasar por una configuración enC.

Haciendo esto para cadaΓi encontramost elementos deC y como lasΓi son interna-
mente ajenas todos estos elementos son distintos. Por lo tanto |C| ≥ t.
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A
B

kk

Figura 4.2: Ejemplo de dos configuraciones de fichasA y B a distanciakDiam(G) enFk(G).

Caso 2:|A△B| = 2r > 2.

SeanA \ B = {a1, . . . , ar} y B \ A = {b1, . . . , br}. Para cada 1≤ i ≤ r y x < A ∪ B
definimosAi,x := A \ {ai} ∪ {x} y Bi,x := B \ {bi} ∪ {x}.
Supongamos que para alguna elección dei, j y x se tiene queAi,xy B j,x no pertenecen
aC.

Como|A△Ai,x| = |{ai, x}| = 2 < 2r y por elección de{A, B}; A y Ai están en el mismo
componente conexo deG \ C y por los mismos argumentosB y Bi están en el mismo
componente conexo deG\C. Por lo tantoAi,x y B j,x están en diferentes componentes
conexos deFk(G)\C pero por otra parte|Ai,x△B j,x| = 2(r−1) < 2r, una contradicción.

Por lo tanto ya seaAi,x o B j,x está enC. Por cada elección dei, j y x, obtenemos al
menos un elemento deC y sobrecontamos cada elemento exactamenter veces. Como
hayr2(n− (k+ r)) elecciones distintas dei, j, x (y estamos suponiendo quek ≤ n/2),
C tiene al menosr2(n−k−r)/r = r(n−k)−r2 ≥ r(n−n/2)−r2 = rn/2−r2 elementos.

Consideramos ahora todos los conjuntos de la formaAi, j = A − {ai} ∪ {b j} y Bi, j =

B− {bi} ∪ {a j}; hay 2r2 tales conjuntos.

Supongamos queAi, j no está enC. A y Ai, j están en el mismo componente conexo de
Fk(G) \ C pues|A△Ai, j | = |{ai, b j}| < 2r. Pero al mismo tiempoB y Ai, j están en el
mismo componente conexo deFk(G)\C pues|B△Ai, j | = 2(r −1) < 2r, contradicción.

Por lo tanto todos losAi, j y por los mismos argumentos todos losBi, j están enC.
Estos conjuntos no estaba en el conteo inicial y comor ≥ 2: |C| ≥ rn/2− r2 + 2r2 =

rn/2+ r2 > n > t.

En ambos casos tenemos que|C| ≥ t y por lo tantoFk(G) est-conexa. �

Teorema 23.Diam(Fk(G)) ≤ kDiam(G).
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Demostración.SeanA y B dos configuraciones distintas de fichas sobreG. Repetimos el
argumento de la prueba del Teorema 21. Consideramos una trayectoria de menor longitud
Γ entre vértices deA \ B y B \ A.

Observe que enΓ, el primer vértice está enA; el segundo enB y ninguno de los vértices
interiores deΓ está enA△B.

Seanx1, . . . , xr los vértices deΓ ∩ A en el orden dado porΓ.
Empezando por la configuración de fichas representada porA movemos la ficha en el

vérticexr al último vértice deΓ, después movemos la ficha enxr−1 a xr , ası́ sucesivamente
movemos la ficha enxi a xi+1 hasta que finalmente movemos la ficha enx1 a x2. En total
hacemos a lo más Diam(G) movimientos de fichas.

La cardinalidad de la diferencia simétrica de esta configuración conB es una menos que
la de la diferencia simétrica deA y B. Por lo tanto con a lo máskDiam(G) movimientos de
fichas podemos llegar deA a B y el diámetro deFk(G) es a lo máskDiam(G). �

La cota superior dada por el Teorema 23 se puede alcanzar comolo muestra la Figura
4.2.

Damos ahora algunas cotas inferiores:

Teorema 24.Sea D= Diam(G), entonces:

Diam(Fk(G)) ≥ k(D − k+ 1) para k≤ (D + 1)/2.

Diam(Fk(G)) ≥ (D2 + 2D)/4 para (D + 1)/2 ≤ k ≤ D.

Fk(G) ≥ (D2 − 2D + 4k)/4 para k> D.

Demostración.Usaremos el Teorema 19 y supondremos quek ≤ n/2. Seanx y y vértices
a distanciaD enG y para cada 0≤ i ≤ D seaVi el conjunto de vértices a distanciai dex en
G por lo queV0 = {x} y y ∈ VD (ver Figura 4.3).

Ahora bien seaa el primer ı́ndice tal que
∑a

i=0 |Vi | ≥ k y análogamente seab el último
ı́ndice tal que

∑D
i=b |Vi | ≥ k.

Note quea ≤ b pues estamos suponiendo quek ≤ n/2.
Ponemos una ficha en cada elemento de∪a−i

i=0Vi y las restantesk − | ∪a−i
i=0 Vi | fichas arbi-

trariamente en elementos deVa, denotamos conA a la configuración de fichas resultante.
Definimos una configuración dek fichasB de manera similar poniendo una ficha en

cada vértice de∪D
i=b+1Vi y después colocando las fichas restantes enVb, tenemos cuidado sin

embargo de no poner las fichas en vértices ya ocupados porA (esto puede suceder cuando
a = b). Considere cualquier sucesión de movimientos de fichas que lleveA a B. cada ficha
de A es llevado a una vértice de distancia mayor o igual ax. Por lo que si una ficha (en
A) está originalmente enVi y es llevada finalmente a un vértice enV j (en B) se necesitan
j − i movimientos de fichas para lograrlo. Por lo que si tomamos la suma sobre todas las
fichas deA obtenemos una cota inferior al número de movimientos de fichas. Pero esta
suma también se puede expresar como la suma de las distancias ax de cada elemento enB
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menos la suma de las distancias ax de cada elemento enA. El primer término se minimiza
cuando hay exactamente una ficha en cadaV j ( j > b) y todas las fichas restantes enVb; el
segundo término se maximiza cuando hay exactamente una ficha en cadaVi (i < a) y las
fichas restantes enVa. La observación anterior también implica que esta suma seminimiza
cuandoa es tan grande yb tan pequeña como sea posible.

Usamos estas observaciones para obtener las cotas afirmadas:

Casok ≤ (D + 1)/2.

De las observaciones anteriores, en el peor casoa = k, b = D − (k − 1) y el número
mı́nimo de movimientos de fichas realizado serı́a:

D
∑

j=D−(k−1)

j −
k−1
∑

i=0

i = k(2D − k+ 1)/2− k(k− 1)/2 = k(D − k+ 1)

Caso (D + 1)/2 ≤ k ≤ D.

En este caso la cota inferior se minimiza cuandoa = b. Por lo que hay un elemento
de A en cadaVi (i < a) y un elemento deB en cadaV j ( j < a). La suma de las
distancias ax de estos dos conjuntos serı́a:

∑a−1
i=0 i = a(a− 1)/2 paraA y

∑D
j=a+1 j =

(D−a)(D−a+1)/2 paraB. Los elementos restantes deA están todos enVa ası́ como
los elementos restantes deB están todos enVb. Hayk−a de los primeros yk−(D−a)
de los segundos. En resumen la suma de la distancia de los elementos enB a x es
(D − a)(D − a + 1)/2 + a(k − D + a) y la suma de la distancia de los elementos
de A a x esa(a − 1)/2 + a(k − a). La diferencia de los dos estos dos términos es
(D2 + D + 2a2 − 2aD)/2. Esto nos da una cota inferior al número de movimientos de
fichas para una valor especifico dea. Esta cota se minimiza cuandoa = D/2. Dando
como cota inferior general de:

(D2 + 2D)
4

.

Casok > D.

Usamos exactamente los mismos argumentos que antes con la excepción de que aho-
ra observamos que al menosk − (D − a) − a = k − D elementos deA ∩ Va deben
ser movidos a elementos deB ∩ Va en nuestro conteo inicial esto nos aportaba 0
movimientos de fichas, sin embargo al menos una movimiento esnecesario para ca-
da uno de estos elementos, por lo que agregamos un término adicional dek − D a
la cota anterior de (D2 + D + 2a2 − 2aD)/2. La cual se minimiza otra vez cuando
a = D/2 Dando como cota inferior:

D2 − 2D + 4k
4
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x y

V0 V1 V2 VD−1 VD

Figura 4.3: Vérticesx y y a distanciaD enG y los vértices intermedios.

�

Mencionamos finalmente que se sabe que el diámetro de la Gráfica de JohnsonJ(n, k)
es igual ak [ICAB01].

4.4. Número cromático

Recordemos brevemente que: unacoloracióndeG es una asignación de colores a los
vértices deG (es decir una función deV(G) a un conjunto dado); una coloración deG es
propia si dos vértices adyacentes no reciben el mismo color; elnúmero cromáticodeG es
el mı́nimo número de colores con que se puede colorear propiamente aG y se denota como
χ(G); a todos los vértices de un mismo color se le conoce comoclase cromática.

En esta sección estudiamos el número cromático deFk(G) en términos del número
cromático deG.

Como primeras cotas tenemos:

Teorema 25.χ(Fk(G)) ≤ χ(G).

Demostración.Considere cualquier coloración propiac de G usando como conjunto de
colores a{0, 1, . . . , χ(G) − 1}. A cada vérticeA ∈ V(Fk(G)) le asignamos el colorc(A) =
∑

x∈A c(x) módχ(G). Ésto da una coloración propia de los vértices deFk(G), pues seanA
y B dos vértices adyacentes enFk(G) tal queA△B = {a, b}. Comoa es adyacente ab enG,
c(a) , c(b) y c(A) − c(B) = c(a) − c(b) , 0. Por lo tantoc(A) , c(B). �

Este resultado se conocı́a con anterioridad para las Gráficas de Johnson [GS80].

Teorema 26.χ(Fk(G)) ≥ n−k+2
n χ(G) − 1.
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Demostración.Note que la cota se cumple parak = 1 puesF1(G) ≃ G. Suponga por lo
tanto quek ≥ 2.

Considere una coloración propia deG conχ(G) colores. SeanV1, . . . ,Vχ(G) sus clases
cromáticas ordenadas de manera tal que|V1| ≥ |V2| ≥ · · · ≥ |Vχ(G)|. Para cada ı́ndicem se
tiene que

∑m
i=1 |Vi | ≥ m(n/χ(G)), de otra manera|Vm| < n/χ(G) y por tanto para todos los

Vi ’s posteriores. Esto a su vez implica que:
∑χ(G)

i=1 |Vi | =
∑m

i=1 |Vi | +
∑χ(G)

i=m+1 |Vi | < m(n/χ(G)) + (χ(G) −m)(n/χ(G)) = n, contradicción.
Escogemos pues am como el primer ı́ndice tal que

∑m
i=1 |Vi | ≥ k − 1. Por elección dem,

∑m−1
i=1 |Vi | ≤ k− 2 sim≥ 2. Por tanto (m− 1)(n/χ(G)) ≤ k− 2 y m≤ k−2

n χ(G) + 1.
SeaX ⊂

⋃m
i=1 Vi de tamañok − 1. Por el Teorema 20,F|Xk(G) ≃ F1(G \ X) ≃ G \ X es

una subgráfica deFk(G).
Por construcción

⋃χ(G)
i=m+1 Vi ⊂ V(G \ X). Suponga queG \X tiene una coloración propia

con menos deχ(G)−mcolores. Asignando estos colores a los vértices de
⋃χ(G)

i=m+1 Vi ⊂ V(G\
X) mientras conservamos los colores originales de

⋃m
i=1 Vi nos darı́a una coloración propia

deG con menos deχ(G) colores. Por lo tantoχ(G\X) ≥ χ(G)−m≥ χ(G)− (k−2)
n χ(G)−1 =

n−k+2
n χ(G) − 1. ComoG \ X es una subgráfica deFk(G), χ(Fk(G)) ≥ n−k+2

n χ(G) − 1. �

La cota inferior dada por el Teorema 26 es mala cuandok difiere poco den, en este caso
podemos usar el Teorema 19 como lo muestra el siguiente resultado:

Teorema 27.χ(Fk(G)) ≥ k+2
n χ(G) − 1.

Demostración.χ(Fk(G)) = χ(Fn−k(G)) ≥ n−(n−k)+2
n χ(G) − 1 = k+1

n χ(G) − 1. �

Combinando los Teoremas 26 y 27 obtenemos una cota superior independiente del valor
dek.

Corolario 4. Fk(G) ≥ (1
2 +

1
n)χ(G) − 2.

Demostración.

2χ(Fk(G)) ≥ n− k+ 2
n

χ(G) − 1+
k+ 2

n
χ(G) − 1 =

n+ 2
n
χ(G) − 2

�

Esto finaliza las cotas que hemos encontrado paraχ(Fk(G)). Creemos que las cotas
inferiores están lejos del valor real deχ(Fk(G)) pues los mejores ejemplos que existen son
gráficasG tales queχ(FK(G)) = χ(G) − 2. éstas se realizan con casos particulares de la
Gráfica de Johnson [EB96], en la Figura 4.4 damos un claro ejemplo de una gráfica tal que
su gráfica de fichas tiene número cromático estrictamentemenor.

Hablaremos más sobre el tema al final de este capı́tulo.
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K4 F2(K4) ≃ K2,2,2 ≃ J(4, 2)

Figura 4.4: Una gráfica de fichas con número cromático menor que la gráfica original.

4.5. Ciclos y trayectorias Hamiltonianas.

Recordamos que un ciclo Hamiltoniano en una gráficaG es un ciclo que pasa por todos
los vértices deG; de la misma manera una trayectoria Hamiltoniana es una trayectoria que
pasa por todos los vértices deG. En esta sección estudiaremos condiciones necesarias para
la existencia de ciclos y trayectorias Hamiltonianas enFk(G).

La primera observación es que la existencia de un ciclo Hamiltoniano enG no impli-
ca la existencia de una trayectoria Hamiltoniana enFk(G). Como lo muestra el hecho de
queC4 tiene un ciclo Hamiltoniano peroF2(C4) ≃ K2,4 no tiene siquiera una trayectoria
Hamiltoniana.

Ejemplos más generales de gráficas Hamiltonianas tales que sus gráficas de fichas no
son Hamiltonianas se pueden construir recordando que ninguna gráfica bipartita con un
número impar de vértices puede contener un ciclo Hamiltoniano.

SeaG una gráfica bipartita Hamiltoniana tal que
(

n
k

)

es impar. EntoncesFk(G) tiene un
número impar de vértices y por el Teorema 25 es bipartita y como mencionamos anterior-
mente no puede contener un ciclo Hamiltoniano.

Incluso en el caso en que escogemos ak de manera deFk(G) tiene un número par
de vérticesFk(G) podrı́a no contener una trayectoria Hamiltoniana, como esel caso de
Kn,n para elecciones particulares dek. SeanV1 y V2 los dos elementos de la partición de
V(Kn,n). Fk(Kn,n)) es bipartita también y los dos elementos de la particiónestá dadas por
W1 = {A ∈ V(Fk(Kn,n))||A ∩ V1| es par)} y W2 = {A ∈ V(Fk(Kn,n))||A ∩ V1| es impar)}. La
diferencia de|W1| − |W2| está dada por:

k
∑

i=0

(−1)i
(

n
i

)(

n
k− i

)

La cual es 0 cuandok es par y para valores impares dek su valor está dado por la identidad
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[Gou72]:

k
∑

i=0

(−1)i
(

n
i

)(

n
k− i

)

= (−1)k/2
(

n
k/2

)

=

(

n
k

)

2n(n− k)!
√
π

(n− k/2)!(−k/2− 1/2)!

Por lo que para valores impares dek, |W1| − |W2| es mayor a 2 y por lo tantoFk(Kn,n)
no contiene una trayectoria Hamiltoniana. Por el Lema 7 paravalores pares dek, Fk(Kn,n)
siempre contiene una trayectoria Hamiltoniana.

Para una gráficaG que contiene una trayectoria Hamiltoniana pero no necesariamente
bipartita,Fk(G) puede contener una trayectoria Hamiltoniana dependiendode la paridad de
k y n.

Consideramos primero el caso cuandoG es un trayectoria den vértices. En este caso
en particular una Trayectoria Hamiltoniana enFk(G) corresponderı́a un código de Gray de
transposiciones adyacentes en el conjunto de combinaciones dek elementos del conjunto
V(G). Este código de Gray (véase [Rus]) existe si y sólo sin es par yk es impar.

Lema 7. Si G es una trayectoria de n vértices Fk(G) es Hamiltoniana si y sólo si n es par
y k es impar.

Demostración. �

En general tenemos:

Teorema 28.Si G es una gráfica con un número par de vértices y contiene una trayectoria
Hamiltoniana, entonces Fk(G) es Hamiltoniana para todo valor impar de k (1 ≤ l ≤ n).

Demostración.ComoG contiene una trayectoria HamiltonianaPn de n vértices,Fk(G)
contiene aFk(Pn) como subgráfica la cual por el Lema 7, contiene una trayectoria Hamil-
toniana y comoV(FK(G)) = V(Fk(Pn)) tambiénFk(G). �

4.6. Clanes

Un clan en una gráficaG es una subgráfica completa deG maximal por contención.
El número de clanω(G) de G es el tamaño del clan más grande deG. En esta sección
caracterizamos los clanes deFk(G).

Lema 8. Sean A, B,C tres vértices disjuntos dos a dos de Fk(G). Se tiene que A⊂ B∪C o
bien B∩C ⊂ A.

Demostración.SeaB△C = {b, c} conb ∈ B y c ∈ C. Suponga queA * B ∪ C. Existe al
menos un elementoa en A \ (B ∪ C). Note que dado queA es adyacente aB en Fk(G) y
a < B, A \ B = {a}. Esta igualdad implica quec < A y comoA es también adyacente aC en
Fk(G), esto también implica queC \ {c} ⊂ A. PeroC \ {c} = B∩C. �
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Usamos el Lema 8 para caracterizar todas las subgráficas completas deFk(G).

Teorema 29. Sea H una subgráfica completa de Fk(G). Entonces existe una subgráfica
completa K de G y un conjunto S de vértices de G, tal que: V(H) = {{v} ∪ S|v ∈ K} o bien
V(H) = {(S ∪ K) \ {v}|v ∈ K}.

Demostración.El resultado es válido siH tiene dos vértices o menos; siH es una gráfica
completa de tres vértices el resultado se sigue del Lema 8.

Suponga por lo tanto queH tiene más de tres vértices. SeanA, B,C y D vértices de
H. Observamos que las dos opciones dadas por el Lema 8. paraA, B,C y D, B,C son
incompatibles. Esto es siA ⊂ B ∪ C pero D * B ∪ C, entoncesA y D no pueden ser
adyacentes enFk(G).

Si todos los vértices deH están contenidos enB∪C, cada vértice deH se puede expresar
comoS = B∪ C menos un vértice deG. Ahora bien, seanV = S \ {v} y U = S \ {u} dos
vértices deH. EntoncesV△U = {u, v} y comoU y V son adyacentes enFk(G) también lo
sonu y v enG.

Si por otra parte ninguno de los vértices deH (aparte deB y C) están contenidos en
B∪C, aplicando sucesivamente el Lema 8 todos los vértices deH son de la formaS = B∩C
más un vérticev deG conv ∈ K para alguna subgráfica completaK deG. �

Teorema 30.ω(Fk(G)) = máx{mı́n{ω(G), n− k+ 1},mı́n{ω(G), k+ 1}}.

Demostración.SeaK un clan deG conω(G) vértices. Considere las siguientes dos con-
strucciones de subgráficas completas deFk(G):

Tomek − 1 fichas y ponga tantas como pueda en los elementos deV(G) \ V(K), las
fichas restantes póngalas arbitrariamente en los vértices deK.

Los vértices no ocupados deJ inducen una una subgráfica completaK′ de G con
mı́n{ω(G), n− k+ 1} vértices. El dejar las primerask− 1 fichas fichas y moviendo la
ficha restante sobre los vértices deK′ induce una subgráfica completa deFk(G) con
mı́n{ω(G), n− k+ 1} vértices.

Escoja un vérticev deK y ponga tantas fichas como sea posible sobre los elementos
deV(K) \ {v}, Ponga las fichas restantes (si es que queda alguna) en los elementos de
V(G)\V(G). Los vértices ocupados deJ junto conv inducen una subgráfica completa
K′ deG con mı́n{ω(G), k+ 1} vértices. SeaB el conjunto de elementos de ocupados
deV(G) \ V(K) y seaS = B∪ V(K′). Los conjuntos de la forma{S \ {x}|x ∈ V(K′)}
inducen una subgráfica completa deFk(G) con mı́n{ω(G), k+ 1}} vértices.

Por el Teorema 29 toda gráfica completa deFk(G) se construye de estas dos maneras y
el resultado se sigue. �

Corolario 5. ω(Fk(G)) ≤ ω(G)

Demostración. �
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4.7. Problemas abiertos y trabajo futuro

Definimos a la Gráfica dek fichas de una gráfica y dimos varias cotas superiores e
inferiores de sus propiedades gráficas. A este respecto queda como trabajo futuro el ajustar
estas cotas. De éstas probablemente la más interesante y difı́cil sea la del número cromático.
Creemos que la cota superior dada por el Teorema 25 está muy cerca del valor real de
χ(Fk(G)).

Aventuramos por lo tanto la siguiente conjetura:

Conjetura 7. Existe un entero positivo c tal que para toda gráfica G y todo entero positivo
k ≤ |V(G)| se tiene queχ(Fk(G)) ≥ χ(G) − c.

En este Capı́tulo se estudio la Gráfica de Fichas en términos de la gráfica original, sin
embargo podrı́amos tratar de obtener información de la gr´afica subyacente a partir de su
gráfica de fichas.

A este respecto la pregunta fundamental es si la gráfica de fichas captura toda la infor-
mación de la gráfica original. Es decir si:

Conjetura 8. Sean G y H dos gráficas tales que para alguna k se tiene que Fk(G) ≃ Fk(H)
entonces G≃ H.

Creemos que esta conjetura es de una gran profundidad pues serelaciona de alguna
manera con un problema abierto famoso en Teorı́a de Gráficasllamada la “La Conjetura de
Reconstrucción de Gráficas” debida a Paul J. Kelly y Stanisław Ulam.

La conjetura establece que:

Conjetura 9. (Conjetura de Reconstrucción de Gráficas) Toda gráfica G con más de3
vértices se puede reconstruir a partir de todas sus subgráficas de la forma G\ v, donde v
es un vértice de G.

Es decir supongamos que nos dan todas las subgráficas (con los vértices sin etiquetar)
que resultan de quitar un vértice a una gráficaG. La pregunta es si es posible a partir de
esta información determinar aG (módulo isomorfismo).

Al multiconjunto de las subgráficas deG de la formaG \ v (conv ∈ V(G)) se le conoce
como la baraja deG y a cada uno de sus elementos como una carta.

Una formulación equivalente a la Conjetura de la Reconstrucción de Gráficas es que
si G y H son dos gráficas tales que existe una biyección entre sus barajas de manera que
las cartas asociadas son isomorfas entoncesG y H son isomorfas. Es en esta formulación
que está planteada la Conjetura 8. Pero se podrı́a reescribir como el preguntar si es posible
reconstruir aG a partir deFk(G).

Más allá de que ambas conjeturas son problemas sobre reconstruir una gráfica a partir
de cierta información de ésta, existe un vı́nculo más fuerte entre ambas. Pues considere
F2(G) y un vértice cualquierav deG. Supongamos que dejamos fija una de las dos fichas
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de G y sólo movemos la ficha restante (es decir nos fijamos enF|{v}k(G)) esta gráfica es
isomorfa aG \ v. Es decirF2(G) tiene como subgráfica inducida a cada carta de la baraja
deG.

Una pregunta relacionada serı́a si dadaFk(G) pero noG: ¿es posible determinar si una
subgráfica deFk(G) es o no una carta deG? De ser ası́ es posible que el resolver la Conjetura
8 arroje luz sobre el problema de reconstrucción de Gráficas.
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related results. InCombinatorial and computational geometry, volume 52
of Math. Sci. Res. Inst. Publ., pages 557–568. Cambridge Univ. Press, Cam-
bridge, 2005.

[Urr03] Jorge Urrutia. Coloraciones, tetraedralizaciones, y tetraedros vacı́os en col-
oraciones de conjuntos de puntos enR3. In Proc. X Encuentros de Geometrı́a
Computacional, pages 95–100, Sevilla, España, 2003.

[Val95] P. Valtr. On the minimum number of empty polygons in planar point sets.
Studia Sci. Math. Hungar., 30(1-2):155–163, 1995.

[Whi32] Hassler Whitney. Congruent Graphs and the Connectivity of Graphs.Amer.
J. Math., 54(1):150–168, 1932.


	Portada
	Índice General
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Triángulos Monocromáticos Vacíos en Conjuntos de Puntos Bi-Coloreados
	Capítulo 3. Triangulaciones y Tetraedralizaciones Hamiltonianas
	Capítulo 4. Gráfica de Fichas
	Bibliografía

