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Capitulo 1

Introducci on

La Geometria Combinatoria estudia problemas de conte@gttectura relativos a ob-
jetos geomeétricos. En particular, incluye el estudio deidias graficas que son geométricas
por naturaleza, o que reflejan relaciones entre puntogdades u objetos. Por supuesto,
éste (ltimo aspecto constituye un area particular detgrla Teoria de Graficas, una rama
amplia y fundamental dentro de las Matematicas Discretas.

Ambas disciplinas tienen sus origenes en el siglo XVIII trabajos de Leonard Euler.
En el caso de la Geometria Combinatoria uno de los primeoidemas considerados fue
el de contar el nUmero de triangulaciones de un poligoneec@ den lados. Una triangu-
lacion de un poligon®, es un conjunto maximal de diagonalesRi&al que cualesquiera
dos de ellas no se intersectan en su interior. En 1751 Le@nhded (en una carta a Chris-
tian Goldbach) plante6 el problema de contar el nUmereidegulaciones distintas de un
poligono regular de lados (ver Figura 1.1); la solucid®,_, (dondeC,, = ﬁ Zr;“)), es
lo que ahora se conoce comoreésimo nUmero de Catalan (en honor a Eugéene Charles
Catalan quien encontr6 esta forma cerrada).

Se considera que el primer problema en Teoria de Graficasamocido como “El
problema de los puentes de Konigsberg”. Este problemaeratz ciudad de Konigsberg
(ahora conocida como Kaliningrado). Los puentes de la didgakonigsberg estaban dis-
puestos como se muestra en la Figura 1.2, una pregunta esiachles era si es posible
visitar la ciudad pasando por cada puente una y s6lo und&wer demostrd que esto no
era posible traduciéndolo a un problema de Teoria de casafi

Pese a que ambas areas iniciaron hace mas de dos siglesdadero desarrollo no
comenzo6 si no hasta el siglo XX y actualmente estan en apaete intensa actividad.

Desde la segunda mitad del siglo XX ha habido una crecieteeaiccion entre la Ge-
ometria Combinatoria y la Teoria de Graficas. Esta teridese ha intensificado ahora a
principios del siglo XXI. Muestra de ello es la apariciontidelos como “Towards a Theory
of Geometric Graphs” [Pac04] y “Combinatorial Geometry &rdph Theory” [ABKO5].

Esta tesis aborda problemas que se encuentran precisanesia interseccion, yendo
de problemas cuyo componente principal es la Geometrieb@atoria a problemas donde
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Capitulo 1. Introduccibn

Figura 1.2: Los puentes de la ciudad de Konigsberg.



domina la Teoria de Graficas. Por esta razon hemos oagpime material de manera tal
gue al principio la Geometria Combinatoria tiene un papetipminante y conforme se
avanza lo cede a la Teoria de Gréaficas.

A continuaciobn damos una breve muestra del tipo de proldequna se abordaran en
esta tesis: problemas de Geometria Combinatoria y daarderGraficas; destacando a
la vez la contribucion de cada una de ellas. Aprovechanmobién la ocasion para dar
algunas definiciones.

Sea$S un conjunto finito den puntos erRY. Decimos queS esta erposicion general
si dados cualesquieta< d + 1 elementos dé&, no existe un subespacio lineal afin de
dimensionk — 2 que los contenga. S esta en el plano esta definicion se traduce a que
no tenga tres puntos colineales. En esta tesis salvo quieitxplente se diga lo contrario
todos los conjuntos de puntos estaran en posicion general

Un subconjunt@ deRY esconvexasi el segmento de recta que une cualesquiera dos de
sus elementos esta contenido@nA la interseccion de todos los subconjuntos convexos
deRY que contienen & se le conoce como keerradura convexaeS y la denotamos con
Conv(S). A la frontera de Con\g) se le conoce comoasco convexo casquete convexo
deSy lo denotamos como CI$). Decimos qué esta en posicion convexaSic CH(S).
Finalmente un punto d8 esinterior si se encuentra al interior de CoBy(

Uno de los teoremas de mas tradicion en Geometria Conobia@s el Teorema de
Erd6s-Szekeres [ES35]:

Teorema 1. (Teorema de Erd6s-Szekeres) Para todo entero positivasieain entero pos-
itivo N(n), tal que todo conjunto de (d) puntos en el plano en posicion general contiene
un subconjunto de n puntos en posicion convexa.

Mencionamos por ejemplo que aunque este es un TeoremeoctBssiGeometria Com-
binatoria una de las pruebas dadas en [ES35] usa el TeoreRentkey que es un resultado
de Teoria de Graficas. Observamos también que es ura@sgibmbinatorio sobre objetos
geomeétricos (conjuntos de puntos).

El Teorema de Erdds-Szekeres muestra que todo conjuntardespsuficientemente
grande tiene un subconjunto de puntos arbitrariamentegrmmcierta configuracion (posi-
cion convexa). Es aqui donde esta la similitud con el @ear de Ramsey para graficas que
en una de sus versiones dice que para todo entero pasixiste un entero positivie(n)
gue solo depende daetal que toda grafica completa &) vértices con sus aristas colore-
adas en rojas y azules contiene una subgrafica completaéiéces tal que sus aristas son
todas rojas o todas azules.

Otro tipo de problemas son de conteo, es decir el contar m&stuantas configura-
ciones de un cierto tipo existen, como por ejemplo cuantasgulaciones existen de un
conjunto den puntos en el plano.

Mencionamos brevemente qué es una triangulacion de yartorde puntos. Uml-
simplejoes la cerradura convexa de un conjuntaldel puntos erR? en posicion general.
Por ejemplo un 2-simplejo es un triangulo y un 3-simplejarsetraedro.
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Figura 1.3: Una triangulacion de un conjunto de puntos yratiaa dual.

Unatriangulacionde S es una colecciofi” de d-simplejos cuya union es Cor®) de
manera que lod-simplejos:

= Tengan como veértices solo elementossde
= Tengan interiores disjuntos dos a dos.

= No contengan elementos 8een su interior.

EnR3 a una triangulacion se le conoce también caetmedralizacion

Un problema en el que se ha trabajado mucho es en el de estiéra@as triangula-
ciones distintas puede tener un conjuntmgentos en el plano. David Avis probablemente
fue el primero en sugerir este problema y actualmente lamgeja superior es que todo
conjunto den puntos en el plano contiene a lo mag #sangulaciones distintas dada por
Shariry Welzl en [SWO06]. En lo que respecta a cotas infesidiehholzer, Hurtado y Noy
[AHNO4] mostraron que todo conjunto aepuntos en el plano tien@(2.33") triangula-
ciones distintas. En el capitulo 2 nosotros consideramusgmas de conteo relacionados
con el Teorema de Erd6s-Szekeres.

En los problemas mencionados anteriormente la componer@edmetria Combinato-
ria predomina. Sin embargo a veces se considera a las tid@nmues no como colecciones
de triangulos si no como graficas (es decir los element&sn vistos como vértices de
una grafica y son adyacentes si un segmento de recta los une).



En estos casos se buscan triangulaciones con ciertas ¢edpie graficas. Como por
ejemplo Hamiltonicidad. Urticlo Hamiltonianode una grafica es un ciclo que pasa por
todos los vértices. Decimos que una graficelamiltonianasi tiene un ciclo Hamiltoniano.

Una triangulacion muy importante es la triangulacion @elDnay; en el plano la trian-
gulacion de Delaunay es la triangulacion que maximizaialmmo angulo (sobre los angu-
los de todos los triangulos), esta propiedad es import&anéspectos computacionales pues
entre mas pequefio sea un angulo los errores por redohahemejarlo son mayores.

Las triangulaciones de Delaunay (vistas como graficasg¢tiémportancia tanto tedrica
como practica. Dillencourt mostro en [Dil87] que existamjuntos de puntos tal que su
triangulacion de Delaunay no es Hamiltoniana y en [Dil9&indstré que el problema de
determinar si una triangulacion de Delaunay tiene un ¢iteimiltoniano es NP-completo.

A parte de ver a las triangulaciones como graficas otra magrefa que se ha hecho
uso de la Teoria de Graficas en el estudio de triangulasiemasociandole una grafica (su
grafica dual) a una triangulacion.

La grafica dualde una triangulaciof de un conjunto de puntos @&f es la grafica
cuyo conjunto de vértices son los elementogddaciendo dos de ellos adyacentes si su
interseccion es urd(- 1)-simplejo.

En [AHMS96] estudian triangulaciones de diversos objetmnggtricos (conjuntos de
puntos, poligonos, poligonos con hoyos) donde la gréfieh es Hamiltoniana. Hacemos
incapié en la diferencia en que una triangulacion sea Hammna porque vista como grafi-
ca es Hamiltoniana y que sea Hamiltoniana porque su grafigbséa Hamiltoniana. Son
conceptos distintos y ambos usados libremente en la literaEn esta tesis tendremos la
ocasion de trabajar con triangulaciones cuya graficaetibelamiltoniana.

Vemos aqui una creciente interaccion entre la Geom€utabinatoria y la Teoria de
Graficas pues estudiamos ahora objetos que normalmentie$eaometria Combinatoria
pero ahora vistos como graficas esto se intensifica al akoaian objeto geométrico una
gréafica y estudiarlo en términos de su gréafica asociada.

El Capitulo 3 de estatesis sigue esta linea y considerprobemas de triangulaciones
en el plano y en el espacio tridimensional en terminos deadicg dual. Ese capitulo tiene
también un fuerte componente computacional y sus tema&sngeen en su mayoria a la
Geometria Computacional. La Geometria Computaciotatiesproblemas de Geometria
Combinatoria pero donde lo que se busca son solucionestahias.

Hasta ahora los ejemplos dados han sido de problemas dormd@asidera un objeto
geomeétrico (un conjunto de puntos, una triangulacié)) etcun planteamiento mas general
se podria estudiar una coleccion de objetos geomeétimrsejemplo todos los conjuntos
den puntos en el plano o todas las triangulaciones de un conflepuntos.

Un ejemplo de esto es la grafica de giros. En general laccgsafie giros se definen
sobre un conjunto de objetos combinatorios de un mismo aipgquie existe una operacion
llamada giro que al aplicarla a un objeto da otro objeto delnmoi tipo muy similar al
original.

Por ejemplo un giro en una triangulacion de un conjunto deqgsuen el plano es tomar



10 Capitulo 1. Introduccibn

Figura 1.4: Un giro en una triangulacion de un conjunto det@sien el plano.

dos triangulos que compartan una arista y tales que smge# un cuadrilatero convexo e
intercambiar la arista que comparten por la otra diagorfaldsrilatero (ver Figura 1.4).

Si S esta en el plano podemos definir su grafica de giros de triacignesGr(S)
como la grafica cuyo conjunto de vértices son todas lagtiationes dé& y dos de ellas
son adyacentes By (S) si se puede pasar de una a la otra mediante un giro.

Se han estudiado muchas de las propiedades grafiéaq 8§ en [Law72] por ejemplo
se muestr&r(S) es siempre conexay en [HNU99] estudian el diametro y elgrainimo
de esta grafica.

La mayoria de los esfuerzos se han concentrado en el casdactasta en posicion
convexa, esto debido a que por una parte es mucho masdaun@udejar y otra porque tiene
aplicaciones en otros ambitos (como estructuras de datcsggmplo). En este caso, dado
gue la grafica de giros de triangulaciones de dos conjutog@dntos en posicibn convexa
en el plano son isomorfas en este caso la grafica de girometads®mdsT(n) (ver Figura
1.5).

En [STT88] se determina el diametro exactd3i€n) y en [Luc87] se prueba qu&r (n)
es Hamiltoniana. Estas y otras propiedades grafic&({® son probadas nuevamente en
[HN99] en un marco teodrico unificante llamado “arbol damigulaciones”.

Se han definido graficas de giros para diversos objetos gfeiocns sobre conjuntos de
puntos en el plano como emparejamientos, arboles gemesagdrayectorias hamiltoni-
anas sin cruces [RCUGO01, HHNO02, HHNRCO5].

En estos problemas se define una grafica a partir de una dasgjetos geomeétricos
y se estudia esta grafica. La Geometria juega un papel eadaenor en estos casos pues
se pueden definir graficas de giros a partir de objetos meternembinatorios. En el caso
de G+ (n), por ejemplo ésta se puede también construir como Fcgrde giros de arboles
binarios con raiz.

En el Capitulo 4 definimos una grafica de giros a partir degnafica. Esta grafica fue
definida por el autor en [FM07] donde solo fue definida y sopi@dades mas elementales
demostradas; En esta tesis estudiamos a detalle muchas pi@piedades graficas.

Este es un ejemplo de un problema de Teoria de Graficas quesfoirado por proble-



Capitulo 2

Tri angulos Monocromaticos Vados en
Conjuntos de Puntos Bi-coloreados

En este capitulo trabajaremos sobre variantes de un pnaliten mucha tradicion en
la Geometria Combinatoria: el Problema de Erd6s-SzekBxetoda la tesis es aqui donde
la componente de la Geometria Combinatoria es mas fuerte.

La Teoria de Graficas esta presente pero de manera muyJsuéjemplo de ello es la
prueba del Teorema de Erdds-Szekeres usando el TeorenatRpara hipergraficas.

En los dos capitulos posteriores la Teoria de Graficaajugn papel cada vez mayor.
En el siguiente capitulo asociaremos una grafica a unwhgbmeétrico y en el Gltimo
capitulo definiremos una grafica de giros sobre graficasadias inspiradas en las graficas
de giros analogas definidas para objetos geomeétricos.

En 1933 Esther Klein mostro que en cualquier conjunto deogountos en el plano, cu-
atro de ellos forman un cuadrilatero convexo, despuésigagsiguiente problema [ES35]
(véase la Figura 2):

Can we find for a given n a number(fj such that from any set containing at
least N(n) points it is possible to select n points forming a convex gaty?

Que se traduce al castellano como:

¢,Dado un entero positivo n, podemos encontrar un nimén tdl que para
cualquier conjunto con al menos(ly puntos, se pueden elegir n de ellos de
manera que formen los vértices un poligono convexo?

Paul Erd6s llam6 al primer problema el “Happy ending prabéroblema del final
feliz), pues éste llevo al matrimonio de Esther Klein cap@e Szekeres en 1937. Erd6s
y Szekeres dieron una respuesta afirmativa a esta preguiEsa8b], en lo que ahora se
conoce como el “Teorema de Erd6s-Szekeres”. Esta linpartsamiento dio lugar a varios
problemas interesantes que mencionaremos mas adelante.

13



14 Captulo 2. Tri angulos monocronaticos vagos

Figura 2.1: Un subconjunto en posicion convexa de un caajde puntos en el plano.

El Teorema de Erd6és-Szekeres es existencial en el sentaprgeba que dado un en-
tero positivak, cualquier conjunto de puntos lo suficientemente grandeeranlos vértices
de unk-gono convexo. Sin embargo uno puede preguntar cuantostole goligonos ex-
isten al menos en todo conjunto d@untos en el plano. Este problema fue planteado por
Erd6s y Guy por primera vez en [EG73].

Un problema relacionado es el pedir ademas quk-lpsnos estén vacios. El caso para
k = 3, fue considerado primero por Katchalski y Meir en [KM88$. &cir se preguntaron
por el minimo nimero de triangulos vacios en todo cajdien puntos en el plano.

Devillers, Hurtado, Karolyi y Seara afladieron colorestagproblemas y consideraron
en [DHKSO03] problemas relacionados al Teorema de Erdége3es para conjuntos de
puntos coloreados.

En un conjunto coloreado de puntos, decimos que un poligsnmaonocromatico si
todos sus vértices son del mismo color.

El problema estudiado en este capitulo es:

¢, Cual es el minimo nimero de triangulos monocrom&tic® se puede garan-
tizar que existen en todo conjunto 2-coloreado de punto$@aren?

Este problema fue planteado por Aichholzer, Hackl, Hueflerges-Pefaloza, Urrutia
y el autor en [AFMFPQ08], mostramos en ese articulo que en todo conjunto 2-&adiarde
n puntos existen al mend3(n®4) triangulos monocromaticos vacios. Esta cota fue mejo-
rada al poco tiempo por Pach y Toth en [PTO8)@"3).

En este capitulo nos enfocaremos en este problema y susaligg@ones a dimen-
siones mas altas, antes veremos a detalle los problemasamados previamente (para
una exposicion mas a profundidad de la mostrada a cowmiihugéase [MS00]).
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2.1. El problema de Erddos-Szekeres

Como ya hemos mencionado, Erdds y Szkeres probaron etésigueorema:

Teorema 2. (Teorema de Erd6s-Szekeres) Para todo entero positivasieain entero pos-
itivo N(n), tal que todo conjunto de (d) puntos en el plano en posicibn general contiene
un subconjunto de n puntos en posicion convexa.

En [ES35], Erdds y Szekeres dieron dos pruebas de estertaoténa de ellas usa el
Teorema de Ramsey [Ram29] y es por lo tanto enteramente patolia, lo otra es mas
geomeétrica.

2.1.1. Primer prueba del Teorema de Erds-Szekeres

Después de la primera prueba usando el Teorema de Ramsayesedontrado pruebas
mas sencillas que también usan el Teorema de Ramseyn®egagui la presentacion de
[Mat02].

SeaX un conjunto con una 2-coloracion de susonjuntos en rojos y azules, decimos
gue un subconjuntd¥ de X es rojo si todos sus-conjuntos son rojos y azul si todos sus
r-conjuntos son azules.

Dados enteros positivast y r tales quer < min{s, t}, definimos aR)(s,t) como el
minimo entera tal que para todo conjuntd de n elementos y toda 2-coloracion de sus
r-conjuntos en rojos y azules existe ya seastaonjunto rojo o urt-conjunto azul dex.
Claramente si = min{s,t}, RO(s,t) =r

Uno de los teoremas originales de Ramsey [Ram?29] establece q

Teorema 3. Dados ¢ s y t enteros positivos tales quesrmin(s, t}. R¥(s, t) existe y

RO(s 1) < RFDRO(s— 1,1), RO(s t - 1)) + 1.

Demostracion.Suponemos por induccion g&é-Y(x,y), R(s-1,t) y R"(s, t—1) existen
para todo par de enteros positivog .

SeaX un conjunto d&RY(RM(s-1,t), RV(s t— 1))+ 1 elementos con susconjuntos
2-coloreados en rojos y azules. Tomamos un elememe X y definimosY = X\ {x}.
Inducimos una 2-coloracion de los- 1-conjuntos d&¥ dando a cada — 1-conjuntoo de
Y el color deo U {x} en X. Por induccion, comd tieneRID(RO(s - 1,1), R(s,t - 1))
elementosy contiene urR"(s - 1, t)-conjunto rojo o urR)(s, t — 1)-conjunto azul.

Si Y tiene unR"(s — 1, t)-conjunto rojoZ, éste a su vez (en la 2-coloracion ¥g
contiene urs — 1-conjunto rojo o uri-conjunto azul. SEZ contiene urs — 1 conjunto rojo
R, RU {X} es uns-conjunto rojo deX por otra parte sZ contiene urt-conjunto azul éste es
unt-conjunto azul deX.

De la misma manera, ¥itiene unR®)(s,t — 1)-conjunto azu¥Z, éste a su vez contiene
un s-conjunto rojo o unt — 1-conjunto azul. Si contiene usconjunto rojo terminamos
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Figura 2.2: Una 5-taza y una 5-tapa

pues lo es también dey si tiene unt — 1-conjunto azulA, AU {x} es unt-conjunto azul de
Z. O

Demostracion.Primer Prueba del Teorema de Erdds-Szekeres usando el Teorema de
Ramsey.

Sean > 5 un entero positivo. SE& un conjunto de puntos en el plano. Coloreamos a
todos los subconjuntos de cuatro elementoS de rojo si estan en posicion convexa y de
azul en caso contrario. Por el teorema de Rams8ytisineN = N(n) elementos existe un
subconjunt®’ deS den elementos tal que todos sus 4-conjuntos son del mismo Eita.
color no puede ser azul pues todo conjunto de al menos 5 pentekplano contiene un
cuadrilatero convexo (el cual hemos coloreado de roja)ld”@anto todos los 4-conjuntos
de S’ estan en posicion convexa y por lo tanto t@&ldambién. m|

Finalizamos esta discusiobn mencionando que la vers@saonocida del Teorema 3 es
para cuando = 2 en este caso se interpreta como: dados dos enteros posiiv@xiste
un entero positivan tal que para toda 2-coloracion de las aristas de la gradicgpetak,
en aristas rojas y azules existe una subgrafica completiodas sus aristas de color rojo
de sveértices 0 una subgrafica completatdeértices con todas sus aristas de color azul.

En este caso se puede mejorar la cota a:

Teorema 4. Dados dos enteros positivosts- 2. Se tiene que:
= RA(st) < RI(s-1,t) + RO(s,t - 1)

R < ()

2.1.2. Segunda prueba del teorema Efis-Szekeres

La segunda prueba hace uso del conceptazgsy tapas

Decimos que un conjunto de puntos en posicion convexas unatazasi la parte
superior de su casco convexo consta de una sola arista. Deraremaloga decimos que
es unaapasi la parte inferior de su casco convexo consta de una saf@a8iX consta
der elementos decimos ademas que esrdta&a 0 una-tapa, segun sea el caso (véase la
Figura 2.2).
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Figura 2.3:

Demostracion.Segunda Prueba del Teorema de Erdls-Szekeres

Dadosk y | enteros positivos definimos fdk, 1) como el minimo entero tal que todo
conjunto def(k,I) puntos en el plano contiene ukg&aza o und-tapa. Probaremos por
induccion sobréy | que f(k.I) < (") + 1.

La desigualdad se cumple cuaridg 2 ol < 2. Supongamos por tanto gkd > 3.

SeaS un conjunto def(k—1,1) + f(k,1 — 1) — 1 puntos en el plano. Probaremos §ue
contiene unk-taza o una-tapa.

Supongamos gu® no contiend-tapas. Se& el subconjunto de todos los elemenfos
de S tales que existe un& ¢ 1)-taza que termina epm(es decir que su elemento de mas a
la derecha ep). Ahora bienS \ E no contieneK — 1)-tazas pues hemos quitado todos los
puntos finales de todas lads{ 1)-tazas y comé no tienel-tapasS \ E tampoco, por lo
tanto|S \ E| < f(k—1,1) — 1. Esto a su vez implica quE| > f(k,|1 — 1). Por inducciorE
contiene unk-taza y terminamos & contiene unal(— 1)-tapa. El primer elementp de
esta (- 1)-tapa (por estar eR) es el Gltimo elemento de unk+{ 1)-taza erS. Ahora bien
ya sea lal(— 1)-tapa se puede extender a Urtapa o la k — 1)-taza se puede extender a
unak-taza (véase la figura 2.3).

Por lo tantof (k,1) < f(k—1,1) + f(k,| = 1) — 1 y por induccion:

kK+1-5 kK+1-5 k+1-4
f(k_l’|)+f(k,|_1)_]_§( Ko 2 )+1+( K—3 )+1—1:( K_ 2 )+1

Por lo tanto todo conjunto de al menb@, n) = (zn”_‘zf‘) + 1 contiene una-taza o unan-tapa
pero ambos son conjuntos d@untos en posicion convexa. |

Una vez probada la existencia Nén), resta el problema de estimar o calclign).

La segunda prueba del Teorema 2 da una estimacion mejdfmieue la primer prue-
ba.

La cota superior pars(n) dada por la segunda prueba es:

N(n) < (Znn__;) +1

La mejor cota superior actualmente es [TVO05]:
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N(n) < (Znn__ 25) +1

La cota inferior parad(n) dada en [ES35] es:

N(n) >2"2+1

En ese mismo articulo conjeturaron que esta desigualdadel lescho una igualdad.
La conjetura sigue en pie, es decir:

Conjetura 1. N(n) = 22 + 1 para todo n> 3.

A pesar de numerosos intentos por varios autores esta ganjed ha sido resuelta.

Una familia de problemas relacionados surge cuando adsenpisle que el poligono
convexo sea vacio, esto es: dado un entero positiv@, determinar (si es que existe) el
minimo entero positivdd(n), tal que todo conjunto de al menbkn) puntos en el plano
contiene un subconjunto aepuntos en posicion convexa vacio. Recordamos al lec®r qu
decimos que un poligono convexo con vértices en un canjfinito S de puntos en el
plano es vacio, si no contiene a ningln punt&dm su interior.

Este problema fue planteado por Erd6s en 1978 [Erd78]. AtmgesH(3) = 3, H(4) =
5 se pueden demostrar facilmente. El mismo afio, Harbodstnin queH(5) = 10 en
[Har78].

El problema de determinar Ki(6) existe quedo desde entonces abierto hasta hace poco,
cuando en 2007 Gerken [Ger08] y Nicolas [Nic07] demostral® manera independiente
la existencia déd(6).

En particular Nicolas dio una cota superior Hé6) < N(25), mientras que Gerken
una cota superior dd(6) < N(9). Esta tltima siendo la mejor cota superior actual. Como
cota inferior se tiene un conjunto de 29 puntos en el planbexagonos convexos vacios,
encontrado por Overmars [Ove03].

Un problema restante en esta direccion es el de determlinatae exacto deH(6).
Dado queN(9) es al menoézgf‘f) +1=1717, las estimaciones actualesHi®) son:

30< H(6) < 1717

Mencionamos brevemente que se ha anunciado una nueva petasdeH (6) < 463
en [Kos07], sin embargo al momento de la escritura de estengeato no se ha publicado
dicha prueba.

Finalmente en 1983, Horton exhibié en [Hor83], para todemnpositivak un conjunto
de X puntos en el plano sin heptagonos convexos vacios, mdstasi quéd (n) no existe
paran > 7. Este conjunto se conoce hoy en dia como el conjunto dehlort
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Figura 2.4: Conjunto de Hortad®

2.1.3. El conjunto de Horton

Presentamos brevemente el conjunto de Horton; seguimapdesieion de [Mat02].

Definicion 1. Sean X y Y dos conjuntos finitos de puntos en el plano, decio®sq
estamuy arriba de Y oque Y estauy abajode X, si se cumplen las siguientes propiedades:

= Ninguna linea determinada por dos elementos deYes vertical.

= Todos los elementos de Y se encuentran debajo de toda leteardnada por dos
elementos de X.

= Todos los elementos de X se encuentran por arriba de toda lileterminada por
dos elementosde Y .

Dado un conjuntX den puntos en el plano ordenamos sus elementos conforme a su
coordenad&, de manera de que = {X,..., X,} Y la coordenadx de x; es mayor que la
coordenadx de X, 1, denotamos coXg = {Xo, X4, ...} al subconjunto d&X de elementos
con indice pary coiX; = {Xg, Xs, . ..} al subconjunto d& de elementos de indice impar.

Definicion 2. Sea H un conjunto finito de puntos en el plano. H esamjunto de Horton
si|H| < 1 o bien se cumple que:
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= Hpy H; son ambos conjuntos de Horton.
= Hy esta muy arriba de IHo Hy esta muy abajo de H

Falta mostrar la existencia de los conjuntos de Horton. Radentero no negativk
construimos un conjuntd® de Z puntos en el plano como sigue: definimd® = {(0, 0)}
y construimos recursivamenké®*t) a partir deH®. SeaA = 2H® = {(2x, 2y)|(x,y) €
H®}y B = A+(1, hy), donde elegimos la los suficientemente grande de manera deRjue
se encuentre muy arriba de definimos entonceld® := AU B. Observe quéi® es un
conjunto de Horton $H® lo es. Podemos construir conjuntos de Horton de cardirddisla
menores a'2puntos quitando sucesivamente puntos a la derechide

Mostramos ahora que el conjunto de Horton no contiene beptis convexos vacios.

Un conjunto finitoS de puntos en el plano est&errado por arribasi para toda-taza
con vertices erg, existe un elemento dg& arriba de ella. De manera analoga se dice que
S estar-cerrado por abajosi para toda-tapa con vértices e8 existe un elemento d&
abajo de ella (ver Figura 2.5).

Lema 1. Todo conjunto de Horton estacerrado por arriba y4-cerrado por abajo.

Demostracion.SeaH un conjunto de Horton, sin pérdida de generalidad supoe&mue
Ho esta muy arriba del;. Procedemos inductivamente. Por vacuitesta 4-cerrado por
arriba sijH| < 1.

SeaT una 4-taza con vértices &h

Dado queHy y Hy son conjuntos de Horton podemos suponerfue esta enteramente
contenida ey 0 enH; puesHy y H; son a su vez conjuntos de Horton y por hipotesis de
induccion estan cerrados por arriba.

Por lo tantoT N Hy # 0y T N Hy # 0. Ahora bienHy no puede contener mas de 2
elementos d&@ pues si contuviera 3 puntos deestos formarian una 3-taza Eg y dado
gueH, esta muy arriba dil; no podrian formar una 4-taza con ningn elementd dé>or
lo tanto hay al menos dos puntey ydeT enH; pero como los elementos ¢kealternan
entreHp y H; en mediox y y se encuentra al menos un elementte Hy, dicho elemento
no puede estar en la 4-taza y se encuentra ademas por a&fiba d

Usando los mismos argumentos se pruebaHjesta cerrado por abajo. O

Teorema 5. Ningln conjunto de Horton tiene un heptagono convexeovac

Demostracion.SeaH un conjunto de Horton € un heptagono convexo vacio con véertices
enH. Suponemos sin pérdida de generalidadlgyiesta muy por arriba dd;.

Procedemos por induccion sobre el nUmero de elementids daramente no existe un
heptagono convexo vacio con vérticegeni |H| < 6. Suponemos por lo tanto qii¢| > 7
y que ningun conjunto de Horton con menos elementodjtiene un heptagono convexo
vacio. Por hipotesis de inducci@no puede estar enteramente conteniddigo enH;
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w5

Figura 2.5: Conjuntos 6-cerrado por arriba y 6-cerrado paja

(pues ambos son conjuntos de Horton con menos elementdd)gper lo que alguno de
los dos contiene al menos 4 puntos@eSupongamos sin pérdida de generalidadique
contiene 4 puntos dg, estos 4 puntos forman una 4-tazanH; y comoH; esta 4-cerrado
por arriba existe un puntd; arriba deT y este punto esta al interior @ Por lo tantcC
no es vacio. m|

2.2. El nimero de poigonos convexos, determinados por
un conjunto de puntos en el plano

Hasta ahora todos los problemas han sido de caractermiateuno puede también
preguntar por el nUmero de poligonos convexos en todaintmde puntos en el plano.
Este problema fue explicitamente planteado por Erdé€ei7B]. El escribe que en una
discusion con J. Hammer se preguntaron:

Sea {n) el entero positivo mas grande tal que cualquier conjuntondmin-
tos en el plano en posicion general contiene al men@g subconjuntos en
posicion convexa. Determina o estim@)f

Erdés mostrd que existen dos constamigesc, tales que:

ncllogn < f(n) < nczlogn

Un problema mas especifico seria el de preguntar paratenogpositivok, cual es
el minimo nimero dé-gonos convexos en todo conjunto dguntos en el plano. Este
problema fue planteado inicialmente por Erdés y Guy en [HG7

De esta familia de problemas probablemente el mas coneemlel cask = 4. Par&k =
4 uno se pregunta por el minimo nimero de cuadrilaterngeoms en cualquier conjunto
S den puntos en el plano. Si se dibujan todos los segmentos deaactextremos efs,

Si dos de ellos se cruzan entonces sus extremos corresptasdierman una cuadrilatero
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convexo, viceversa por cada cuadrilatero convexo obtesem par de segmentos de recta
gue se cruzan. Asi que el preguntar por el minimo nUmercuddrilateros convexos en
todo conjunto den puntos es preguntar por el minimo niamero de cruces de fibddn

el plano de la grafica compleky, donde ademas sus aristas son dibujadas con segmentos
de recta. Este problema se conoce también como el numerocks rectilineo d&,, y se
denota a este parametro coat@K,).

Siguiendo el camino del Problema de Erdés-Szekeres, ske@f@dir el requisito de
gue los poligonos sean vacios y preguntarse entonced puinieno namerof(n) de k-
gonos convexos vacios en todo conjuntaogeintos en el plano.

Dado que par& > 7, existen conjuntos de puntos dirgonos vacios se tiene que
f(n) = 0 para toddk > 7.

Para valores pequeios klas mejores cotas actualmente son:

n? — O(nlogn) < fa(n) < 1.6195...n% + o(n?)

1/2n? < f4(n) < 1.9396...n% + o(n?)

{n g 4| < f5(n) < 1.0206. .. n% + o(n?)

Q(n) < fe(n) < 0.2005...12 + o(n?)

Todas las cotas superiores anteriores fueron dadas pamyBgaialtr en [BV04]. La co-
ta inferior parafs(n) fue probada por Barany en correspondencia personal alhn(Vease
[Val95]) y por Dumitrescu [DumQQ]. La cota inferior parfg(n) fue dada por Barany y
Karolyi en [BKO1]. La cota inferior lineal paré(n) se sigue del resultado mencionado an-
teriormente de que todo conjunto de al menos 1771 contiehexagono vacio. Basta con
ordenar verticalmente los elementos de un conjuntoplentos en el plano y después con-
siderar intervalos de 1771 puntos consecutivos para abdengimero lineal de hexagonos
vacios.

De estos problemas, el problema de determinar el minimuendide triangulos vacios
en todo conjunto de puntos en el plano, es el que mas atehaitecibido.

2.2.1. Triangulos vagos

Katchalskiy Meir [KM88] fueron los primeros en consideratesproblemay mostraron
que(“;l) < f3(n) < 2007 La cota superior fue demostrada al exhibir una constoucci”
explicita de un conjunto depuntos en el plano con menos de B0@iangulos vacios.

Barany y Furedi [BF87] mejoraron estas cotas@a= O(nlogn) < fi(n) < 2n?. Para
la cota superior se muestra que el conjunto de Horton dlementos (donde es una
potencia de 2) contiene a lo mas?2riangulos vacios. En ese mismo articulo dan también
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una cota superior den2 + O(nlogn), algo interesante de esta cota es que da mediante una
construccion aleatoria. Se construye un conjunto aleatten puntos de manera que el
valor esperado de triangulos vacios es nfe+20(nlogn).

La cota superior fue mejorada por Valtr [Val95f#n) < 1.8n?, usando copias transfor-
madas del conjunto de Horton. Mediante la misma técnicenibascu [Dum00] mejoro es-
ta cota afz(n) < 1.68n? y finalmente Barany y Valtr ds(n) < 1.62n?. Siendo esta Gltima la
mejor actualmente.

2.3. Variantes cromaticas del Teorema de Erds-Szekeres

Una linea de investigacion muy fructifera ha sido el aersr problemas clasicos de
Geometria Combinatoria para puntos sin colores y estodiahora en conjuntos colorea-
dos de puntos.

Devillers, Hurtado, Karolyi y Seara hicieron esto con edfBena de Erdés-Szekeres en
[DHKSO03].

SeaS un conjunto den puntosk-coloreado en el plano (es decir una particiorsden
k elementos). Ellos hicieron distinciones entre varios saamtos deS, a un subconjunto
deS lo llaman:monocromaticsi todos sus elementos son del mismo cgbaticromatico
si todos sus elementos son de distinto coltkeyerocromaticsi no es monocromatico ni
policromatico.

Definen los numerosy (m, k), np(m, K) y ny(m, k) como los menores enteros tales que
cualquier conjuntd-coloreado de puntos en el plano con al menos esa cantidae-de e
mentos contiene los veértices de mrgono convexo monocromatico, policromatico y het-
erocromatico respectivamente. Este problema es preerganta version con colores del
problema de Erd6s-Szekeres.

Siguiendo la misma linea de pensamiento, se preguntarda @xistencia de poligonos
vacios (monocromaticos, policromaticos y heteroatoos), ahadiendo ademas el requi-
sito de que dichos poligonos fueran compatibles. Es daeituyieran interiores disjuntos.
Definen asi los numerddC(n, m, k), HC(n, m, k) y PC(n, m, k) como los minimos nameros
demgonos monocromaticos, heterocromaticos y policracoatrespectivamente, compat-
ibles en todo conjunti-coloreado de puntos en el plano.

Entre sus resultados exhiben una 3-coloracion del comjdatHorton sin triangulos
monocromaticos vacios (ver Figura 2.6).

Conjeturaron también que todo conjunto 2-coloreado sufiemente grande contiene
un cuadrilatero monocromatico convexo vacio. Estelprob permanece abierto a la fecha.
Recientemente Aichholzer, Hackl, Huemer, Hurtado y Volgtdrer mostraron en [AHHV09]
gue la conjetura es cierta si se quita el requisito de codeaelxies decir que todo conjunto
2-coloreado de puntos suficientemente grande (mas de 204ds) en el plano contiene
un cuadrilatero monocromatico (no necesariamente co)w&cio.
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Figura 2.6: Una 3-coloracion del conjunto de Horton siartgulos monocromaticos vacios

2.4. Triangulos monocronaticos vados en conjunto2-coloreados
de puntos

En [AFMFP*08] consideramos el problema de estimar el nUmero minerta@hgulos
monocromaticos vacios en todo conjunto 2-coloreado pientos en el plano.

Este problema es la variante cromatica del problema denénac@l minimo numero de
triangulos vacios en todo conjunto d@untos en el plano.

Dado que como mencionamos antes en [DHKSO03] se mostro dsterexonjuntos de
puntos 3-coloreados arbitrariamente grandes sin triasguionocromaticos vacios, nosotros
consideramos el problema solo para conjuntos 2-colosde@untos.

Sea$S un conjunto 2-coloreado depuntos en el plano. Nos referiremos a sus clases
cromaticas comeojosy azules

Dados los resultados anteriores para conjuntos no colosesifacil mostrar que siem-
pre hayQ(n) triangulos monocromaticos vacios. Sin embargo el rosfue existen mas
de un namero lineal de triangulos monocromaticos \&esya un problema no trivial.

Nosotros fuimos capaces de mostrar en [AFMB#] que siempre existe®(n®4) triangu-
los monocromaéticos en todo conjunto 2-coloreado gantos en el plano.

Lo hicimos combinando los siguientes lemas:
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Figura 2.7: Dos puntos comparables con respeety &;, pero incomparables con respecto
ae.

Lema 2. Sea S un conjunto de n puntos en el plano tal que exactard@eeteus elementos
estan en el casco convexo Yy los restantes m— 3 son interiores. Entonces S se puede
triangular de manera que al menos+mym + 1 de sus triangulos tengan (al menos) uno
de sus veértices en el casco convexo de S.

Demostracion.SeaA el conjunto de aristas del casquete convex8 geM = {py,. .., Pm}
el conjunto de puntos interiores 8e

Para cada arista en A definimos un orden parcial el como sigue: decimos que
pi <e Pj Si el triangulo formado poey p; esta contenido en el triangulo formado goy
Pj-

Observemos que dos elementos son comparables exactamemteopden dado por
dos de las tres aristas del casco convexo.

Una cadena de un conjunto parcialmente ordenado es un gubtmde elementos
comparables dos a dos y una anticadena un subconjunto denétesmo comparables dos
a dos. El Teorema de Dilworth [Dil50] afirma que todo conjuntdenado den elementos
contiene una cadena o un anticadena de tamafio al mgmo&n nuestro caso, dado que
bajo el orden dado por una arista una anticadena es una daaieral orden dado por las
otras dos supondremos sin pérdida de generalidad que exisadeng; <e - - <e ar v
de tamaﬁcf \/r_rﬂ

Unimos los siguientes puntos con segmentos de recta (veraFg8):q condi,; (1 <
i < [\/r_n] —1); g conlos extremos de(1<i < [\/r_n]); qr yw] €ON el vértice del casquete
convexo deS opuesto &y por cada punto interigp de S que no esta en la cadena, existe
exactamente un extremode e al cual se puede unir sin generar cruces con las aristas
previamente afladidas, unimpgonx.

Dichos segmentos de recta no se intersectan entre si y psdewmpletarlos a una
triangulacion. En dicha triangulacion heyt+ +/m+ 1 triangulos con (al menos) uno de sus
vértices en el casco convexo. O



26 Captulo 2. Tri angulos monocronaticos vagos

Figura 2.8: La triangulacion de una cadena y su extensidod@el conjunto de puntos.

Lema 3. (Lema de Orden) Sea S un conjunto de n puntos en posiciomajjeoa exac-
tamente h puntos en su casco convexo. Entonces S se puedgitairade manera que al
menos n+ Vn—h — 2 de sus triangulos tengan (al menos) uno de su veértices easeb
convexo de S.

Demostracion.Sea7 una triangulacion arbitraria de los vértices del casawvero deS
(es decir, sin contar sus vertices interiores). Sgan ., ,_, los triangulos obtenidos en.
Para cada; seaS; el conjunto de puntos de@ al interior der; y 5 su cardinal. Por el Lema
2 los elementos de U S;, se pueden triangular de manera de que al menesys + 1
de sus triangulos tengan uno de sus vértices en el casuexamas decir em; y por tanto
en el casco convexo d& Triangulando de esta manera cagg tomando la suma sobre
todos losr; obtenemos una triangulacion 8econ al menos:

h-2 h-2 h-2 h-2
Z(s-+ ‘/§+1):ZS+Z \/§+Zl
i—1 i=1 i=1 i=1

h-2
:(n—h)+Z Vs + (h-2)

i=1
h-2
>N+ Z s-2
i=1

=N+ Vn-h-2
triangulos con (al menos) uno de sus vértices en el caso@go deS. O

Lema 4. (Lema de Discrepancia) Sea S RUA un conjunto de n punto&-coloreado
en el plano, tal qugR = |Al + a. Entonces existen al men@(n + «a) triangulos
monocromaticos vacios con vérticesen S.

Demostracion.Consideremos un elementale R, unimos este punto con cada elemento
deR\ {r} con un segmento de recta. Dado que estos segmentos de reetaniaan entre
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si los podemos completar a una triangulaciorRdmn al meno$R| — 2 triangulos corr
como uno de sus vértices. Dado dRe= |B| + «, al menosy — 2 de ellos no contienen
elementos d® en su interior.
Haciendo esto para cada elementoRiebtenemos al meno@;—z)lﬂ = (‘*—;2”‘*7“ =
("—gjz)(n + ) triangulos rojos vacios, pues sobre contamos cadaguia a lo mas 3 veces.
O

Usando estos Lemas obtenemos una cota inferi@(de*) triangulos monocromaticos
vacios.

Teorema 6. Sea S= RUB un conjunto de n puntos bi-coloreado (en puntos rojos yesjul
en el plano. Entonces exist€{n>*) triangulos vacios rojos o existe un conjunto convexo
C en el plano tal qu§C N R — |[C N B|| = Q(nY4) y|C N S| = Q(n).

Demostracion.La idea general detras de la prueba es el ir quitando “cajmes/exas rojas
de S. En cada capa aplicamos el Lema de Orden para obtener cerga tigangulos
monocromaticos vacios. Si en algun momento la difeeeaotre las cardinalidades de las
clases cromaticas es muy grande detenemos el procesonentiis el conjunto convexo
C con las propiedades afirmadas por el teorema. En caso ¢orseguimos el proceso por
a lo maszn** pasos, obteniendo a&{(n*'*) triangulos rojos vacios.

Seari’ = g. Empezamos definiend®; := S, Ry := Ry B; := B. En cada iteracion
construiremos conjuntos mas pequeBos c S;, R;1 € R, y Bi;1 C B;, respectivamente
(conSi,; = R;1UB;,1). Mantendremos la invariante ademas de que en caddafasa@n.

El proceso termina si en cualquier iteracipse tiene quégR|—|B;|| > iiY/* siendo Convg;)
el conjunto convexo afirmado por el Teorema. En caso coattarminamos el proceso
después dgn** pasos.

En lai-ésima iteracibn hacemos:

(a) Si||R| - |B;|| > A4 entonces Con;) es el conjunto convexo buscado.

(b) En caso contrario, se2{ C B; el subconjunto de elementos Beno contenidos en
ConvR). Seanr; = |R|y by = |B; \ B]|. Por la invariante, se tiene que> fi - %/4
Por otra parte; — iY4 < by < r; + iiY/4, pues de otra manera el conjunto convexo
Conv(R UB))\ B)) contienen®* mas elementos de un color que del otro. Esta Gltima
desigualdad implica qu#;| < 2/i'/4.

Aplicamos el Lema de orden R para obtener al menas + i — [CH(R)| — 2
triangulos monocromaticos rojos con al menos uno de sttgces en el cierre con-
vexo des;.

Tenemos qUIEH(R)| < 2fi**, pues de lo contrario el conjuntg{ CH(R;))U(Bi\B!)
tiene a lo mas; — 2i4 puntos rojos ybo; > r; — ii*/4, esta diferencia es mas qo&*”
y entonce€onyR \ CH(R)) U (B; \ B) es el conjunto convexo deseado.
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Por lo tanto si en ninglln momento encontramos un conjumesc con discrepan-

cia mayor an*4, obtenemos al menogﬁ — 2AY4 - {4 -2 > % triangulos rojos
vacios en la-ésima iteracion. Observamos que esta tltima desigdadd valida para
valores suficientemente grandesde ~

Para la siguiente iteracion definimBs; = R \ CH(R), B,1 = BI\ B/ y Sj;1 =
R.;1 U Bi,1. Dado que todos los triangulos rojos obtenidos hasta dlerr@al menos
un vértice enCH(R) estos triangulos no vuelven a ser contados en las sigsient
iteraciones.

El proceso termina por que en algln paso se encontr6 unrdongonvexo de tamafo
lineal con al menoS(n*/#) méas puntos de un color que del otro o despuésndé pasos.

Como en cada paso se obtienéﬁ‘u triangulos rojos vacios, en total obtenenge@®4)
triangulos rojos vacios.

Falta probar que en cada iteracion se mantiene la invar@mgudS;| > 2A. En lai-
ésima iteracion quitamadB;| + [CH(R))| < 2fi*/4 + 2/i¥/4 = 4/i/4 puntos. Por lo que después
de zn** pasos tenemos al menos- zn** - 4% > 2 puntos todavia. O

Corolario 1. Todo conjunto bi-coloreado S de n puntos en el plano deterfim>*)
triangulos monocromaticos vacios.

Demostracion.Por el Teorema 6, existe®(n®4) triangulos vacios monocromaticos o ex-
iste un convexd en el plano que contier@(n) puntos deS y con al meno$2(n*/4) mas
puntos de un color que de el otro. Aplicando el Lema de disereip aC N S obtenemos
Q(n**) triangulos monocromaticos vacios. O

Combinando nuestros lemas de manera diferente Pach y Fo08] fueron capaces
de mejorar la cota inferior &(n*3).

Teorema 7. Sea S= RUB un conjunto de n puntos bi-coloreado (en puntos rojos yesjul
en el plano. Entonces exist€@{n*?) triangulos vacios rojos o existe un conjunto convexo
C en el plano tal qugC N R - |C N B|| = Q(n*3) y |C N S| = Q(n).

Demostracion.Procedemos de manera similar a la prueba del teorema 6 cdarendia
de que ahora en vez de quitar capas rojas convexas quitanpesitarojo por iteracion, a
ese punto le asignarem@n*/?) triangulos rojos vacios. Analogamente como en la prue-
ba del Teorema 6 esto lo podremos hacer mientras la disa@iepantre las dos clases
cromaticas no se mayor+in/100.

Empezamos definiend®, := S, R, := Ry B; := B. En cada iteracion construiremos
conjuntos mas pequei@,; Cc S, R;1 € R,y Bi;1 € B;, respectivamente, co®,; =
R;1 U Bi;1. Tendremos ahora la propiedad adicional de|gue| = |R| — 1.

El proceso termina si en cualquier iteracion, se tiene||§le- |B;|| > +/n/100, siendo
Conv(S;) el conjunto convexo afirmado por el teorema. En caso coattaminamos el
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proceso después depasos. En la primera iteracion esta suposicion sobrddaedicia de
las clases cromaticas implica giig| > n/2 — v/n/200 y comgR,,41| = |R| — 1 en general
se tiene quéR | = |Ry| —i > n/2 - vn/200-i.

En lai-ésima iteracion hacemos:

(@) Si|IR| - |Bijll = ¥/n/100. entonces Cong() es el conjunto convexo buscado.

(b) En caso contrario, séf := B; N Conv(R) (el conjunto de puntos azules al interior

de la cerradura convexa de los puntos rojos). Sean|ri| y b = |B’|. Suponemos
guelr; —bj| < 4/n/100 pues de lo contrario CorRj es el conjunto convexo buscado.
Por lo tantdo;, > r; — |r; — bj| > n/2 - 3+4/n/200-i > n/4 (pues < n/5).

CH(R) tampoco puede ser muy grande, a sabgiC#i(R)| > +/n/50 entonces
Conv(B) contendria al menos/n/100 mas puntos azules que rojos y seria el con-
junto convexo buscado.

Suponemos por lo tanto qUEH(R)| < +/n/50. Seanp,, P, . . ., Pm l0s vértices de
CH(R) en orden de las manecillas del reloj. Triangulamos losicgs de CHR)
agregando los segmentos de rgefg;(1 = 2, ..., m) junto con las aristas de CRy.
Para 1< j < m- 2, sear; el triangulo con verticeg,, pj.1pj:2 y seanr; y b} el
nimero de puntos rojos y azules al interiorrgleespectivamente.

Supongamos que para algjise tiene québ; — rj| > +/n/50. Al menos uno de los
siguientes conjuntos convexos contiene mas/@epuntos:tj, 74,7, U --- U Tj_1 O
Tj+1U- - -Utm. Sit; es dicho convexo terminamos el proceso py&s un conjunto
convexo com/6 puntos déS y una diferencia entre las clases cromaticage’3).
Sien cambio lo es;, 7,U- - -UTj_ entonces, 7oU- - -UTj_1 0Ty, ToU- - - UTj_1 UT;
tienen discrepanci@(n'’?) y serian el convexo deseado. De la misma manera si
Tj+1U- - -Utm_2 tuvieramas de/6 elementos d&, 7;Utj,1U- - \UTp2 0 Tjs1U- - -UTpy2
seria el convexo afirmado por el Teorema.

Podemos suponer por lo tanto que para tpde tiene québ; — ri| < +/n/50. Como
TIEb) = riy ri > n/4, existe unj tal quer; > n/(4m) > 500y por tantob <
ri+ vn/50. Aplicamos el Lema de Orderran R, de para obtener una triangulacion

con al menos’ + /r] +1 > bj + 74/n/2 de sus triangulos con al menos un vértice

en el casco convexo. De estos al meng®/2 — vn/50 > 3+/n estan vacios también
de puntos azules y a su vez un tercio de ellos comparte un migrtioe p de ;.
Es decir hemos encontrado al men{is rojos vacios cuyo uno de sus vérticespes
Pasamos a la+ 1-ésima iteracion, definiendo ahd®a; := R \ {p} y Bi,1 := B/.

Sino terminamos el proceso antesyb iteraciones sera por que hemos encontrado un

conjunto convexo con un nimero lineal de elementdS geina diferencia entre sus clases
cromaticas d€2(n'’3) en caso contrario el proceso termina despuéy 8encontrando en
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cada paso al meno¥n triangulos rojos vacios. Como no hay sobre conteo sertigfi&/5
triangulos vacios rojos en total O

La mejor cota inferior actualmente por lo tanto e€X{g*3) triangulos monocromaticos
vacios en todo conjunto bi-coloreadormpuntos en el plano.

2.4.1. Cota superior

Dado que para puntos sin colores existen ejemplos de cosju®n puntos en el
plano con®(n?) triangulos vacios, estos mismos ejemplos al ser calmeendrarO(n?)
triangulos monocromaticos vacios. Podria sin embaggcel caso que hubiera ejemplos
de conjuntos d@& puntos bi-coloreados en el plano cofm?) triangulos monocromaticos
vacios, conjeturamos que este no es el caso:

Conjetura 2. Existe una constantex 0, tal que todo conjunto de n puntos bi-coloreado
en el plano tiene al menos ttriangulos monocromaticos vacios.

Una de las razones por las que creemos la conjetura antgrteréa es que no parece
gue exista manera de colorear los ejemplos de puntos (nesdlcon pocos triangulos
para obtener un nimero menor que cuadratico de triaagutmocromaticos vacios.

El primer de estos ejemplos que viene a la mente es el delmongle Horton, sin
embargo toda coloracion del conjunto de Horton tiene unero cuadratico de triangulos
monocromaticos vacios, como lo muestra el siguientetear

Teorema 8. Sea n un entero positivo potencia 8eToda2-coloracion del conjunto de
Horton de n elementos tie¥n?) triangulos monocromaticos vacios.

Demostracion.SeaH un conjunto de Horton de puntos en el plano 2-coloreado en con-
juntos rojos y azules. Suponemos sin pérdida de genedatjdaH, se encuentra muy
por abajo deH; y que a su vezHg)o Se encuentra muy por abajo dégf;. Suponemos
también que los elementos g sonx,, ... X2 (ordenados respecto a su coordengda
Seax, Xi+2, Xi+a CON X, Xiz4 € (Ho)1 Y X:2 € (Hp):. Cada una de las aristas tres aristas
Xi, Xis2, Xir2, Xi+4 Y X, Xi+4 jJunto con cualquier elemento d¢, forman un triangulo vacio,
de estas tres al menos una es monocromatica. Dado queéhsrnas de este tipo al menos
n/8 son del mismo color, supongamos sin pérdida de genedajigason rojas. Ahora bien
H, consta den/2 puntos, supongamos que al meng8 de ellos son rojos, entonces junto
con las al menos/8 aristas rojas dély formariann?/64 triangulos rojos vacios. Si en
caso contrario menos ag8 puntos ddH, fueran rojos, la discrepancia entre las dos clases
cromaticas erH; seria de al menos (4)n y aplicando el Lema de Discrepancia obten-
driamos (((4)n—-2)/6)(n/2 + (1/4)n) = ((1/24)n - 1/3)((3/4)n) = n?/96—1/4n ~ n?/96
triangulos monocromaticos vacios. O
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El Teorema 8 dificulta mucho las construcciones basadasmascvansformadas del
conjunto de Horton, que lamentablemente para el caso nceealo son las que mejores co-
tas superiores han dado. La primera construccion de cmgde puntos con pocos triangu-
los vacios dada por Katchalski y Meir [KM88] tampoco partsger una dos coloracion
cono(n?) triangulos monocromaticos vacios; aclaramos que m®itnos demostrado for-
malmente.

Otra manera en la que se han dado construcciones de conflenmsitos ha sido de
manera aleatoria, sin embargo parece también poco pmbablestas técnicas ayuden por
el siguiente teorema:

Teorema 9. Sea S un conjunto de n puntos en el plano con exactaméferiangulos
vacios. Si coloreamos los elementos de S de manera alr@&andependiente “rojo” o
“azul” con probabilidad1/2, el nUmero esperado de triangulos monocromaticososen
la coloracion obtenida e%r(S).

Demostracion.Dado un triangulo vacio enS éste sera monocromatico con probabilidad
1/4 en la coloracion aleatoria. Definimos la variable = 1 si r es monocromatico y
X, = 0 en caso contrario (por lo tant&(X,) = 1/4). Sea7r (S) el conjunto de triangulos
vacios enS y seaX = }..rs) X.. El nUmero esperado de triangulos vacio€€x) =

E(ZTG‘T(S) x‘r) = ZTGT(S) E(X‘r) = (1/4)T(S) o

El Teorema 9 implica que dado cualquier conjuBtale n puntos en el plano, existe
una manera de 2-colorearlo de manera de que s6lo %@atriangulos monocromaticos
vacios. Si usamos la mejor cota actual dada por Baranyity &aun conjunto dex pun-
tos con aproximadamentesPr? triangulos vacios, obtenemos una cota de aproximada de
0.4n? triangulos monocromaticos vacios. Lamentablemerteesla mejor cota superior
gue hemos podido dar hasta el momento. Conjeturamos sinrgongae siempre hay al
menos un numero cuadratico de triangulos monocrowsatiacios (ver Conjetura 2y 5).

2.5. Simplices monocroraticos vados enR¢

Estudiamos ahora la generalizacion de nuestro problerimaendiones mas altas, donde
ahora tenemos un conjunto dguntos, 2-coloreads enRY y estamos interesados en dar
cotas para el minimo niumero desimplejos monocromaticos vacios.

Usando las cotas inferiores pa&apodemos dar cotas analogasirusando los sigu-
ientes lemas:

Lema 5. Sea S un conjunto dexad + 2 puntos erR? y X un subconjunto de S de-dl
elementos. Existe un conjunto de-d d-simplejos vacios tal que los d-simplejos:

1. Tienen sus veérticesen S.

2. Tienen interiores disjuntos.
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Figura 2.9: Ejemplo de la demostracion del Lema &Rén

3. Contienen todos a X como subconjunto de vértices.

Demostracion.Seall el hiperplanad — 2 dimensional que contieneXay seall’ un plano
2-dimensional ortogonal E. Proyectamos todos los elementos Sl@rtogonalmente a
IT" (ver Figura 2.9). Obsérvese que todos los elementoé sten proyectados a un mismo
puntox enIl’. Seanps, Py, . . ., Pn—(d-1) las imagenes el’ de los restantas— (d—1) puntos
enS — X. Suponemos ademas que estan ordenados por anguladairegex. Ahora bien
las preimagenes dgy, pi;1} U {x} (1 < i < n-d) son una familia ded-simplejos que
cumplen las condiciones del teorema. O

Con el lema anterior podemos generalizar el Lema de DiscoipaR®.

Lema 6. (Lema Generalizado de Discrepancia) Sea RUA un conjunto de n puntos bi-
coloreado (en puntos rojos y azules)®h tal que|R| = |A| + a. Entonces existen al menos
acqn®! d-simplejos monocromaticos vacios con vértices en 8delg es una constante
positiva que sblo depende de d.

Demostracion.SeaX un subconjunto del — 1 elementos d®. Por el Lema 5 existen
IR — d d-simplejos rojos, vacios de puntos rojos y de manera tatoges contienen a
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Figura 2.10: Ejemplo de la demostracion del Teorema 1R%en

X como conjunto de vértices. Al men{g — d — |B| = a — d de estog-simplejos rojos
estan también vacios de puntos azules. Haciendo esiccpded — 1 subconjunto d&,
obtenemos('?') = ((’”g)/z) d-simplejos rojos vacios, sobrecontamos cada uno de ellos a

lo mas(,,) = (§) veces. Por lo tanto encontrami@e - d)/(5))(,",) d-simplejos rojos

vacios, con lo que se prueba el teorema. |
Probamos ahora la version del Teorema 7 Bdta

Teorema 10.Sea S= RUB un conjunto de n puntos bi-coloreado (en puntos rojos yesjul
en el erRY. Entonces existef(n®?/3) d-simplejos vacios rojos o existe un conjunto con-
vexo C eRY tal que||IC N R - |C N B|| = Q(n?) y |C N S| = Q(n).

Demostracion.Procedemos por induccion solateEl resultado pard = 2 es simplemente
el Teorema 7. Sea puds> 3.

Observamos que §R| — |B|| > n*/® entonceon\yS) es un conjunto convexo con la
diferencia deseada entre las cardinalidades de sus clase&ticas. Suponemos por tanto
que|R| - |B|| < n*/3. Esta (ltima desigualdad implica gl > n — #

Sear € Run punto rojo. Para todos los otros punfos S\ {r} consideramos el rayo
infinito I, , que tiene como basey pasa pomp. Seanll, y II; dos hiperplanos paralelos
d-1 dimensionales tales que no son paralelos a ninguno deyleslfg y con la propiedad
adicional de qué& se encuentra contenido enfiey I1;. Cada rayd, , intersecta al, o I1;
pero no a ambos. Proyectamos los elementds-dé} all, y I, tomando para cada punto

la interseccion de su rayo c®h o IT; segun sea el caso (ver Figura 2.10).
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La preimagen de urd(- 1)-simplejo rojo erfl, (o enlIl;) junto conr es und-simplejo
enRY.

Aplicamos la hipotesis de induccion a las imageneS t¢r} bajo la proyeccion eil,
y IT’. Obteniendo ag2(n-*-?/3) d-simplejos rojos vacios o un conjunto convexenR®
que contiene un nimero lineal de elementoSdal que||C U R — |C U B|| = Q(nY/?).

Haciendo esto por cada punto rojo encontramos por cada uetase(n®53) d-
simplejos rojos vacios y por tanfa(n®2) en total (pues sobre contamos cada uno a lo
masd veces) o bien para un punto rojo encontramos el conjuntosse® deR® con una
diferencia de®x(n*?) entre los puntos rojos y azules que contiene. O

Corolario 2. Todo conjunto bi-coloreado S de n puntos khdeterminaQ(n®-%2) d-
simplejos monocromaticos vacios.

Demostracion.Por el Teorema 10, existed(n® /%) d-simplejos vacios monocromaticos
0 existe un convex@ enRY que contiené(n) puntos deS y con al menoK(nY4) mas
puntos de un color que de él otro. Aplicando el Lema de Djoneia Generalizado@N S
obtenemo(n?-%4) d-simplejos monocromaticos vacios e O

2.6. Problemas abiertos y trabajo futuro

La generalizacion se puede dar en otra direccion y corsidenjuntos de puntds
coloreados e‘. A diferencia deR?, todo conjunto de puntos 3-coloreado suficientemente
grande e®3([Urr03]) contiene un tetraedro monocromatico vacictusmente los autores
de [AFMFP08] estamos trabajando en esta direccion.

Vale la pena hacer una pausa antes de continuar con la geaei@ y mencionar
algunas propiedades de Idssimplejos y triangulaciones en dimensiones mayores a 2.
Existen conjuntos de puntos erRY que tienen triangulaciones ce{n'*) d-simplejos.

Un ejemplo de estos conjuntos son puntos sobre la curva desntos) la curva de
momentos erR? se define coma = {(t,t3 ...,t9[t € R}. Cualquier subconjunto de
puntos de la curva de momentos se puede triangula€©¢dfl) d-simplejos.

Estos conjuntos tienen la peculiaridad incluso en dimersidajas com&2 de que
no importa como sk-coloreen, sh es lo suficientemente grande con respedtai@mpre
existe und-simplejo monocromatico vacio.

Es posible incluso que €r® todo conjunto dan puntos admita una triangulacion con
un numero super lineal de tetraedros, Urrutia conjetueaégte es el caso en [Urr03], en
ese articulo se observa que de ser asi, se tendria la&egaspanterior eiR® para todos
los conjuntos de puntos. Es decir quenses suficientemente grande con respectq a
para cualquier conjunto depuntosk-coloreados ei®® existe un tetraedro monocromatico
vacio.

Conjeturamos que al menos esta implicacion es cierta {&.en
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Conjetura 3. Sea k un entero positivo. Existe un entero positivajme sbélo depende
de k tal que todo conjunto k-coloreado con al menpguntos erR® tiene un tetraedro
monocromatico vacio.

Observamos que la Conjetura 3 no implica la existencia dériamgulacion de tamafo
super lineal. Mencionamos también que Bral3 [Bra05] dimpjes de conjuntos depun-
tos enR?3 tales que cualquier tetraedralizacion ti€d(@>'*) tetraedros.

Conforme la dimension aumenta es mas factible que la @dapli analoga de la Conje-
tura 3 se cumpla, conjeturamos al menos que existe una disneha partir de la cual la
Conjetura 3 es cierta.

Conjetura 4. Existe un entero positivo d tal que para todo entero posikvexiste un
entero positivo ptal que todo conjunto k-coloreado de al menggpuntos erk? tiene un
d-simplejo monocromatico vacio.

Note gue si la Conjetura 4 es cierta para alguna dimermbénonces lo es para dimen-
siones mas altas, esto se prueba usando proyeccionesrpldnijps de dimensiones mas
bajas como en la prueba del Teorema 10.

Regresando a conjuntos 2-coloreados en el plano, la tameairgénte probablemente
es la de dar un cota superior no trivial para el nimero dadtlos monocromaticos vacios.

Por otra parte si la Conjetura 2 es cierta la mejor cota soipedra un conjunto 2-
coloreado de puntos en el plano con un numero cuadratico de triangatosocromaticos
vacios. Conjeturamos que de hecho no puede bajar muchionelrode triangulos
monocromaticos vacios en relacion al nUmero de trioxgvacios al colorear un conjunto
de puntos en el plano.

DadoS un conjunto de puntos en el plano definimag®) como el nUmero de triangu-
los vacios er§. Si coloreamos & con una 2-coloracion (vista como funcion d& a un
conjunto de 2 elementos), definimos.éS) como el nUmero de triangulos monocromaticos
vacios ers.

Conjetura 5. Existe una constante positivay un entero positivon(que solo depende de
a), tal que si S es un conjunto de al mengguantos en el plano y ¢ cualqui@rcoloracion
de S, entonces(S)/7(S) > a.

Se puede exhibir un conjunto de pung®yg una 2-coloraciom de éste tal que
7+(S)/7(S) ~ 1/5.

Sea$S un conjunto den puntos en el plano con no dos de sus puntos en una misma
linea vertical (SIS esta en posicion general podemos rotarlo hasta que cuasfaailtima
condicion).

Construimos a partir d& un conjunto de & puntosS’ = {(X,y + €)|(X,y) € S} donde
€ > 0 lo escogemos arbitrariamente chico. Coloreamos a loopu®@S’ como sigue: a
los puntos de la formfx, y + €)|(X, y) € S} los coloreamos de rojo a los puntos de la forma
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\/

Figura 2.11: Construccion d& a partir deS.

{(x,y — €)l(x,y) € S} los coloreamos de azul. Denotamos casta coloracion (ver Figura
2.11).

Ahora bien cada elementode S y cada par de puntos d&\ {x} a distancia deter-
minan un triangulo vacio (no monocromatico), hay enlt@tgn — 1) = 2n? — 2n dichos
triangulos. Por cada triangulo vacio 8eexactamente una de las copias trasladadas)(en
es vacia (y ademas monocromatica)3npor lo que por cada triangulo vacio &nten-
emos 4 triangulos vacios & (no usando puntos a distancia) 2le los cuales s6lo uno
sera monocromatico (ver Figura 2.12).eSs lo suficientemente pequefo estos dos tipos
de triangulos seran los Unicos triangulos vacioSen

Por lo tantor(S") = 47(S) + 2n?> — 2ny 7(S’) = 7(S). La relacion de triangulos
monocromaticos vacios a triangulos vacioSerst.(S)/7(S) = 1/4 + 7(S)/(2r? — 2n).

Usando comd el conjunto den puntos encontrado por Barany y Valtr en [BV04] con
7(S) = 1.62n? triangulos vacios se obtiene una construcciong(®)/7(S) ~ 0.191.

Finalmente mencionamos que para superar la cota inferi@(f¢®) triangulos
monocromaticos vacios muy probablemente se necesitdeas distintas a las dadas en
[AFMFP*08] y [PTO8].

El Lema 2 es justo en el sentido de que existen conjuntos degaan cierre convexo
triangular tal que en los 6rdenes dados por las aristasieiee cconvexo las cadenas y
anticadenas mas grandes son de tamgh@omo lo muestra la Figura 2.13.

Suponiendo que el Lema 4 no es mejorado parece que la mepimquetse puede
alcanzar con los Lemas 3y 4 es probablemé&X(te’?). Por otra parte mejorar el Lema 4
se necesitan nuevas ideas.
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Figura 2.12: Los 4 triangulos vacios 8éinducidos por un triangulo vacio &

Figura 2.13: Conjunto de puntos en el plano tal que el ordgpdado por cualquier arista
del cierre convexe no tiene una cadena o anticadena de tamafo mayfr. a



Capitulo 3

Triangulaciones y tetraedralizaciones
Hamiltonianas

Incluiremos mas a la Teoria de Graficas en este capilB@eometria Combinatoria
seguira siendo importante. Asociaremos una grafica@liéogrdual) a cada triangulacion de
un conjunto finito de puntos (ék? y R®) y buscaremos encontrar triangulaciones tales que
su grafica asociada cumpla ciertas propiedades grafieagibhamos ademas que el lector
podra observar como paulatinamente incluso en esteutadt Geometria Combinatoria
cede terreno a la Teoria de Gréficas.

Finalmente en el Ultimo capitulo definiremos una grafiegidos para configuraciones
de “fichas” puestas sobre los vértices de una grafica, efiaiaion esta inspirada en la
grafica de giros de triangulaciones de un conjunto de puntos

Esta gréafica ya nada tendra que tener con la GeometriaiGataba y se estudiara den-
tro del marco de Teoria de Gréaficas.

SeaS un conjunto den puntos erR? y 7~ una triangulacion d&. Decimos que/ es
Hamiltoniana si su grafica dual contiene una trayectorimianiana (recordamos que una
trayectoria Hamiltoniana en una grafiGaes un camino que pasa por todos los vértices de
G sin repetir ninguno).

Hay dos problemas respecto a triangulaciones Hamiltosjame es existencial y otro
es algoritmico:

¢ Existe siempre una triangulacion Hamiltoniana de todguedo den > d
puntos erR9?

¢ Existe un algoritmo eficiente para encontrar (Si es quéegxisa triangu-
lacibn Hamiltoniana de un conjunto deuntos erRk??

Los casos que mas nos interesan son los de dimensionesdrajasticulaiR? y R3.
En R? ambos problemas fueron planteados y resueltos por Arkifd, Hiditchell y
Skiena en [AHMS96]. En ese articulo mostraron que todowunjde puntos en el plano

39
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admite una triangulacion Hamiltoniana y dieron dos alguoos para encontrarla en tiempo
O(nlogn). Plantearon también el problema p&&y tanto el problema existencial como
el algoritmico siguen abiertos hasta la fecha. El probleristencial esta listado como el
Problema 29 en la lista de problemas abiertos de [DMO].

Los algoritmos presentados en [AHMS96], pese a ser agathente 6ptimos en uti-
lizacion de recursos de computo, tienen el problema delifieles de implementar. En
[FMUOS5] Urrutia y el autor dimos un algoritmo de tiem@{nlogn) para encontrar una
triangulacion Hamiltoniana de un conjuntorpuntos en el plano. Nuestro algoritmo tiene
la misma complejidad asintética que los algoritmos de [A58d], sin embargo es mas efi-
ciente en tiempo de ejecucion (por constantes multiptias) y mas facil de implementar.

El problema erR?® se ha estudiado poco. A la fecha solo hay dos articulos loprelan
este problema. Chin, Ding y Wang exhibieron en [CDWO05] urjeato de 92 puntos eR®
gue no admite triangulaciones tirantes Hamiltonianasliffiutriangulations” en inglés).
En este capitulo mejoramos esta cota exhibiendo un canfi;B4 puntos eR3 sin una
tetraedralizacion Hamiltoniana de este tipo.

En la cuestion algoritmica Escalona, Urrutia y el autonak en [EFMUO7] un algorit-
mo de tiempdD(n®?) para anadiO(n) puntos extra a un conjunto aegpuntos en el plano
de manera de que siempre podemos encontrar una triargutdamiltoniana del conjunto
aumentado. En este mismo articulo abordamos el problersgeesial y mostramos que
todo conjunto de a lo mas 20 puntoskhadmite una tetraedralizacion Hamiltoniana.

En este capitulo trataremos el problema de encontragtrlaniones Hamiltonianas de
conjuntos de puntos en el plano y en el espacio tri-dimeai@bordaremos tanto los
aspectos existenciales como los algoritmicos.

Asi mismo haremos un breve resumen de los resultados qoaeseen a la fecha sobre
este problema.

3.1. Graficacbn por computadora

La computadora siendo de recursos limitados s6lo puedejarastescripciones finitas
de los objetos del mundo real. Esta limitacion se hace tat@mla graficacion por com-
putadora donde en muchas ocasiones para dibujar una sigpesfitinua, ésta se subdivide
en varios poligonos (normalmente triangulos y cuaduéog) que se dibujan por separado.
Haciendo una particion lo suficientemente fina se puedexapan tanto como se quiera a
a la superficie y dar asi la ilusion de continuidad (ver Fagi1).

En muchas aplicaciones (video juegos por ejemplo) de gcaficgoor computadora
ademas se busca dibujar los objetos lo mas rapido poBiata este efecto las computado-
ras de hoy en dia cuentan normalmente con una pieza de hardneargada de realizar
los calculos involucrados en graficacion por computadestas se conocen con el nombre
genérico de Unidad de Procesamiento Grafico (“GPU” porssgias en inglés) y estan
optimizadas para este efecto.
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Figura 3.1: Aumentando el nimero de triangulos da ladlusie continuidad

Las GPUs cuentan normalmente con lo que en inglés se coonaue ipelining. La
ejecucion de una instruccibn en un procesador constar@s\eapas, cada etapa se realiza
en un ciclo del reloj. Esto permite que se empiece a ejecutarinstruccion cuando la
instruccion inmediata anterior no ha terminado de ejesaty a esto se le conoce como
pipelining.

La velocidad de procesamiento del GPU esta acotada ponto per la velocidad en
que los datos son enviados a ésta. Un triangulo normaéremespecifica por sus tres
vértices. Si en cambio tenemos un conjunto de trianguidsrmados 4, . .., 7, de manera
tal que dos triangulos consecutivos comparten una atigeayez especificado el primer
triangulo los siguientes triangulos se pueden especidmaun solo vértice (y un bit de di-
reccion) acortando asi la cantidad de datos que se neeesiar al GPU. Estas sucesiones
de triangulos tales que dos consecutivos comparten usia &€& conocen como tiras de
triangulos (“triangle strips” en inglés).

Los triangulos se encuentran normalmentékémor lo que las tiras de triangulos sir-
ven para graficar superficies en el espacio. La bibliotecagraficacion por computadora
OpenGL cuenta con una funcion para dibujar tiras de ttiéoygy La convencion usada por
OpenGL es gque los triangulos van alternando de izquierdaecta, es decir no hay tres
triangulos consecutivos que compartan un vértice, us&sth convencion se especifica
una tira de triangulos como sucesion de puntos dondés#io triangulo en la tira esta es-
pecificado por los, i + 1 yi + 2 @simos puntos en la sucesion (ver Figura 3.2).

Una malla de triangulos es un conjunto de triangulo&&tales que los triangulos no
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Figura 3.2: Tira de triangulos con la convencion de OpenGL

se intersectan en su interior. Las mallas de triangulosaa para graficar objetos tridi-
mensionales y es por lo tanto deseable particionar estdaseal el menor nUmero de tiras
de triangulos posible, este problema sin embargdRg£ompleto [EMX02].

3.2. Triangulaciones Hamiltonianas

La discusion anterior sobre tiras de triangulos motiv@studio de triangulaciones
Hamiltonianas de diversos objetos geomeétricos.

En particular en [AHMS96], se estudiaron triangulacionasiitonianas de conjuntos
de puntos, poligonos y poligonos con hoyos en el planoaladonvencion de OpenGL
también se estudiaron triangulaciones Hamiltonianadel@ademas los triangulos alternan
de izquierda a derecha. Estas triangulaciones se conocea tt@ngulaciones secuen-
ciales.

En particular:

= Mostraron que todo conjunto de puntos en el plano admiterargulacion Hamil-
toniana y dieron dos algoritmos de tiemP( logn) para encontrarla.

= Exhibieron conjuntos de puntos en el plano que no admitentniaragulacion se-
cuencial y dieron un algoritmo para determinar si un comjuig puntos en el plano
tiene una de estas triangulaciones.

= Dieron un algoritmo para determinar si un poligono simed una triangulacion
Hamiltoniana y mostraron que este problema (de decisiénm poligonos con hoyos
esNP-completo.

A continuacion detallamos los dos algoritmos mostradd#\etMS96] para encontrar
triangulaciones Hamiltonianas de conjuntos de puntos plarb.
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Figura 3.3: Extendiendo una trayectoria Hamiltoniana e¢gar un punto interior.

3.2.1. Algoritmo de insercon

El algoritmo de Insercion se basa en la siguiente obsd&maci

Teorema 11.Sea S un conjunto finito de puntos en el plano y x un punto antde S . Si
S\ {x} admite una triangulacion Hamiltoniana entonces todo S iaeloma triangulacion
Hamiltoniana.

Demostracion.Sea7 una triangulacion Hamiltoniana d& \ {x}. Observamos qug se
encuentra al interior de un solo triangulde 7. Supongamos que los vérticesdsonpy,
P2 Y ps entonces al agregar las aristgs, Xp; Yy Xps habremos triangulado a to@® En
esta nueva triangulacion’, T es reemplazado por 3 triangulos mutuamente adyacentes en
la grafica dual dg y por tanto el ciclo Hamiltoniano dB(7") se puede extenderx7)
(Ver Figura 3.3). O

El algoritmo es: primero se quitan todos los puntos intesaleS, se triangulan Hamil-
tonianamente los vértices de CFJ( después se regresan uno a uno los véricesmo en
la prueba del Teorema 11.

Basta mostrar pues, que todo conjunto finito de puntos eripasionvexa se puede
triangular Hamiltonianamente, para esto supongamosSgasta en posicion convexa y
seanpy,... pn sus elementos en orden de las manecillas del reloj. Paralcada < n,
sear; el triangulo formado por los veérticgs, p; y pi.1. Observamos que estos triangulos
forman una triangulacion Hamiltoniana 8e

Calcular el casquete convexo 8ese puede hacer en tiem@gnlogn). Existen varios
algoritmos para este proposito, el mas conocido probadi¢e sea el Barrido de Graham
[Gra72] que mencionaremos mas adelante.

Una vez calculado CHE), triangular y encontrar el ciclo Hamiltoniano en la grafica
dual de solo estos vertices lleva tiem@@n). Solo resta regresar los vértices interiores
como en la prueba del Teorema 11.
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Ahora bien dependiendo de el orden en que se inserten libsagda complejidad puede
subir hasta)(n?). Al insertar un vérticex en un triangular, éste se divide en 3 triangulos
y hay que determinar en cual de estos 3 triangulos se emandot vértices interiores a
7 que no han sido agregados, esto se hac®(&h por vértice interior, supongamos que
estos puntos se encuentran todos en uno de estos 3 triargglee esto sucede cada vez
gue se insertan vertices. Si originalmente habirtices interiores a, se realizaram-1
operaciones de busqueda al insertar el primer vamie al insertar el segundo etc. Dando
como complejidad total(m?) y como en principio podria hab&{(n) vértices interiores a
7 un orden malo de insercion podria dar una complejidad fiot de Q(n?).

Para evitar esta situacion necesitamos encontrar uic&@ue al agregarlo reparta los
puntos de manera mas 0 menos equitativa entre los tregtit@s generados. Se puede
encontrar en tiempo lineal un vértice (separador) tal dageegarlo en cada triangulo no
deje mas de @/3 puntos [AEG87]. Esto da un arbol de recursion de altugaridmica
y en cada nivel calcular las particiones lleva tien@@) por lo que finalmente escogien-
do un veértice separador se garantiza una complejidad(dégn). Lamentablemente el
algoritmo para encontrar este vértice separador esldiéémplementar.

Por tanto en [AHMS96] optaron por implementar una variamteatoritmo descrito
anteriormente, donde este vértice se escoge aleatoti@pmenuestran que el tiempo de
ejecucion esperado €nlogn).

3.2.2. Algoritmo de la cebolla

El segundo algoritmo presentado en [AHMS96] triangula Gitne entre capas con-
vexas consecutivas del conjunto de puntos, por esto lo Hahalgoritmo de la cebolla.

Definimos la primera capa convega de S como el conjunto de vértices d&en el
casco convexo, definimos tambi8n := S \ C;. Inductivamente definimos iaésima capa
convexaC; como los vértices en el casco convexoSie (siempre y cuand®;_; no sea
vacio)y aS; := S\ C; (ver Figura 3.4).

Esta particion de los vértices @& en capas convexas se puede encontrar en tiempo
O(nlogn) [Cha85].

Muestran después que las regiones entre distintas capasden triangular en tiempo
lineal de manera de que la triangulacion final sea Hamdiwai dando una complejidad
total deO(nlogn).

3.2.3. Algoritmo de triangulacion de Graham

En [FMUO5] Urrutia y el autor dimos un algoritmo de tiem@¢nlogn) para calcular
una triangulacion Hamiltoniana de un conjunto de puntoslgiano. Nuestro algoritmo
tiene el mismo tiempo asintotico que los dos algoritmostradss en [AHMS96] y de los
tres es el mas facil de implementar.
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Figura 3.4: Capas convexas de un conjunto de puntos.

Nuestro algoritmo se basa en un algoritmo mencionado antegnte usado para en-
contrar cascos convexos de conjuntos de puntos en el plamado “Barrido de Graham”.

Describimos a continuacion el Barrido de Graham y despu@&stramos como modifi-
carlo para encontrar la triangulacion Hamiltoniana.

Barrido de Graham

SeaS un conjunto den puntos en el plano y sgael elemento d& con menor coorde-
naday, en caso de empate lo rompemos escogiendo el de menor cadedeiste punto
se puede encontrar en tiempgm).

Ordenamos los elementos 8&{x} = {ps,. .., pn_1} €N Orden contrario a las manecillas
del reloj por angulo con respectxa

Usamos una pil®, en ella guardaremos los elementosSdgue son candidatos a estar
en CHES). Empezamos por lo tanto agregandq @; y a p, a la pila.

Vamos visitando los veértices &\ {x}. Al visitar p; vemos que elementos éeya no
pueden formar parte de CHl). Esto lo hacemos viendo los dos elemenigsq de arriba
de la pilay si el angulap; pges menor a, p no puede estar en CHJ. Seguimos sacando
elementos dé® hasta que finalmente en la pila estan los vértices del camoeexo de
{X, P, ..., pi} (Ver Figura 3.5).

Ordenar los véertices por angulo alrededoipdse hace en tiemp®(nlogn) y dado que
un vértice entra y se saca a lo mas una vez de la pila se Rfogextracciones en total.
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El tiempo de ejecucion del Barrido de Graham es por lo t&xtdogn).

Modificacion al barrido de Graham.

Solo basta una pequefia modificacion al Barrido de Graleamngioder obtener al final
de su ejecucion una triangulacion Hamiltoniana del cotgjule puntos.

Codificaremos las trayectorias Hamiltonianas como una tigt puntos donde cada
elemento tiene ademas asociado un bit de direccion.

En un momento dado de la ejecucion de el Barrido Graham se&lemento cualquiera
de la pilaP y q el elemento que le precede Bn

Consideremos el triangutoformado porx, py q. SeaS, = S n 7, tendremos en todo
momento 3 trayectorias Hamiltonianas (con la represemaniencionada anteriormente)
de S, asociadas @: una trayectoria que entra pRP Y sale porxg que denotamos como
lp; otra trayectoria que entra pgp y sale porxq que denotamos cdj y finalmente una
trayectoria que entra paIpy sale pogp que denotamos cdff (ver Figura 3.6).

Supongamos que es elemento a la cabeza de la pigle precede y visitamos el
siguiente elementoen la ordenacion.

Como en este momento el triangulo formado prly el elemento a la cabeza de la pila
es vacio podemos construit,d; y I’ en tiempo constante.

Al ir sacando elementos de la pila tenemos que actudlizEry |”. Supongamos que
sacamos @ de la pila. Tenemos qugesta ahora a la cabeza de la pila, sehtriangulo
formado porx, r y g e igual que anteS; =N S.

Una trayectoria Hamiltoniana que entra poly sale porxg esta dada por la trayectoria
I (que entra por y sale porpr) seguida del triangula Yy finalmente siguiendo la
trayectorid;,. Dado que estas trayectorias estan representadas esrpligtemos actualizar
al; en tiempo constante y de manera analotjeyd;” (ver Figura 3.7).

Al terminar el Barrido de Graham tendremos los elementosHiSCguardados en la
pila. Para obtener la triangulacion HamiltonianaRlempezamos con una lista va¢ig
sacamos en orden cada elemeptde la pila, actualizandb := | o I,,. Al final | sera la
representacion en lista de una triangulacion Hamiltua@esS.

3.3. Tetraedralizaciones Hamiltonianas

Desde el punto de vista practico las tetraedralizaciorasiltbnianas de conjuntos de
puntos erR3 son deseables por la misma razbn que las triangulacion@dtblaianas en
R?. Porque de la misma manera una tetraedralizacion Hargltamecesita menos memo-
ria para ser representada que una no Hamiltoniana y en cerssa puede ser procesada
mas rapidamente.

Sin embargo en [AHMS96] conjeturaron que encontrar unagt&cion Hamiltoniana
de un conjunto de puntos &3 es un problem&l P-completo.
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Figura 3.5: Ejecucion del Barrido de Graham.
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Figura 3.6: Listas asociadas a un puptde S.

Figura 3.7: Actualizando las listds |, y I;.
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Figura 3.8: Agregando puntos interioreskeh

De ser cierta esta conjetura, incluso en el caso en que tagonto de puntos ei3
admita una tetraedralizacion Hamiltoniana, no serabp@sialcularla de manera eficiente
(a menos qu® = NP).

En [EFMUQ7] dimos un algoritmo que dado un conjunto de puatosl espacio, agrega
puntos al conjunto original de manera que podemos calcfitéer@emente una tetraedral-
izaciobn Hamiltoniana del conjunto aumentado. En estai@ecescribiremos este algorit-
mo.

Damos primero un bosquejo del algoritmo y después anatigamestiones de imple-
mentacion y complejidad.

SeaS un conjunto den puntos erR3. Hacemos la misma observacion que en el plano:

Teorema 12.Sea S un conjunto finito de puntoskhy x un punto interior de S. Si g x}
admite una tetraedralizacion Hamiltoniana entonces t&dadmite una tetraedralizacion
Hamiltoniana.

Demostracion.Sea7 una tetraedralizacion Hamiltoniana 8e\ {x}. Observamos qug

se encuentra al interior de un solo tetraedrde 7. Supongamos que los vértices de
son py, P2, P3 Y ps entonces al remplazarde 7 por los tetraedros formados por cada
cara der y x habremos tetraedralizado a toBoEn esta nueva tetraedralizacién, T es
reemplazado por 4 tetraedros mutuamente adyacentes afitagtual d&/ y por tanto

el ciclo Hamiltoniano dé®(7") se puede extenderi(7 ) (ver Figura 3.8). O

El Teorema 12 nos permite quitar todos los puntos al intelé® y trabajar s6lo con
los puntos del casquete convexo. Suponemos de ahora entadgl@&S no tiene puntos
interiores.

En R3 podemos ademas quitar los puntos del casco convexo de tyemd¢vértices
adyacentes a solo tres vértices del casco convexo).
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Teorema 13.Sea S un conjunto finito de puntosihy x un vértice del casco convexo de
S de grad@. Si S\ {x} admite una tetraedralizaciobn Hamiltoniana entonces t8dadmite
una tetraedralizacion Hamiltoniana.

Demostracion.Sea/ una tetraedralizacion Hamiltoniana 8& {x}. Los tres vértices ady-
acentes a en CHE) forman una caré& de CHES \ {x}). Sear; el Gnico tetraedro d&
gue contiene & como cara yr; el tetraedro formado poty F. Observe que; U 1, €S
convexo. Reemplazamasg en 7 por por los tetraedros formados poy las caras de»
(distintas aF). Esto da como resultado una tetraedraliza6iorde S y dado que los tres
tetraedros afiadidos comparten dos a dos una cara, el @ohdtiniano deD(7°) se puede
extender (7). O

Supondremos por lo tanto que hemos quitado también a todosttices de grado 3
deS.

Una vez qué no contiene vértices interiores ni de grado 3, agregaraadses al interi-
or de Convg), construyendo al mismo tiempo una tetraedralizacioraejunto de puntos
hasta ese momento; la tetraedralizacion final sera Hamliha. Afladimos los vértices al
interior de Conv§g) para preservar el casco convexo original y por que de otrad@or
los teoremas anteriores basta con agregar un tetraedraqgtenga todd para tener un
conjunto de puntos que admita una tetraedralizacion Hanmdna.

Anadimos primero un puntwal interior de Convg). El conjunto de tetraedros forma-
dos porxy una cara de CHR) es una tetraedralizaciéh deS U {x}. Esta tetraedralizacion
tiene una estructura muy particular pues es isomorfa a ldlgom@amos la grafica dual
de CHE), esta grafica tiene como vértices las caras deSThi(dos de sus vértices son
adyacentes si su caras correspondientes comparten uaalardenotamos conids.

Dado que estamos suponiendo @uesta en posicion general todas las caras deSTH(
son triangulos y por tantDs es un grafica cubica, como ademas esta inmersa en la esfer
una grafica plana y se puede mostrar adema®gues una grafica 3-conexa. En resumen
Ds es una grafica 3-conexa clbica y plana (que abreviamos 8@@#). Lo converso
también es cierto es decir dada una grafica 3-conexasa&iytplanaG existe un conjunto
de puntosS’ enR® tal queDg es isomorfa & [Ste92].

Un teorema de Julius Petersen [Pet91] establece que taflaagctbica plana y 2-
conexa (por aristas) tiene una emparejamiento perfectno@y; es 3-conexa por vértices
es 2-conexa por aristas, por lo que el Teorema de Petersagarartiza quéds tiene un
emparejamiento perfectd. Si quitamos d®s todas la aristas del obtenemos una grafica
(que denotamos conmds \ M) donde todos los vértices tienen graddZ.\ M por tanto
es una union de ciclos disjuntos y dado @qu&) isomorfa aDs esta particion induce una
particion en ciclos de los vértices 8€7°).

Una vez que tengamos esta particion\d®s) en ciclos iremos uniendo ciclos con
puntos de Steiner hasta que la particion conste de un stpeaste ciclo sera por tanto un
ciclo Hamiltoniano en la grafica dual de la tetraedrali@aaaiorrespondiente.
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Figura 3.9: Ailadiendo un punto extra para unir ciclos.

3.3.1. Uniendo ciclos

SeanC; y C, dos ciclos disjuntos en nuestra particion ciclicavi®(7")) tales que
existe una ariste de Ds con uno de sus vértices €h y el otro enC,, seanr; y 7, los
tetraedros correspondientesEn

Ahora bien dado que; y 7, son adyacentes d(7") estos comparten una cdfaSea
g el vértice der, opuestd-.

La operacibn para unit, y 7, consiste en agregar un purgal interior der; de manera
gue el segmento de recta que unpyaq intersecte=. Una vez hecho esto se retiranra
y 7, de la tetraedralizacion y se reemplazan por los tetraddrosados al tomar una cara
(exceptoF) det; U T, como base y @ como apice (ver Figura 3.9). No importando como
entraban originalmente los cicl& y C, at, Y 75, después de esta operacion existe un
ciclo C en la grafica dual de la nueva tetraedralizacion que pastgos los vértices de
C, y C, asi como por los vértices que corresponden a los nueveedebs que hemos
agregado (ver Figura 3.10).

De esta manera en cada paso podemos reducir en uno el nigvactnd en la particion
usando exactamente un punto de Steiner. Si la particigmaticonstaba dkeciclos habre-
mos usado por lo tantovértices extrak— 1 para unir todos lok elementos de la particion
mas el primer vértice que agregamos) para encontrar jargorde puntos aumentad®)

y su tetraedralizacibn Hamiltoniana correspondiente.

Una vez que tenemos la tetraedralizaciobn Hamiltonian&’ degresamos los vértices
de grado 3 en CHR) y los veértices interiores d8 (en ese orden).

Dado que originalmente quitamos los vértices de grado 3H{SCno hay ciclos de
longitud 4 en la particion original. Tenemos por lo tantegu

Teorema 14.Sea S un conjunto de n puntos®hcon m de ellos en su casco convexo.
Anadiendo a lo ma ”;2 puntos al interior deConv(S) se obtiene un conjunto de puntos
gue admite una tetraedralizacion Hamiltoniana.
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Figura 3.10D+ antes y después de afadir el punto de Steiner.

Demostracion.Por la formula de Euler, CHH) tiene 2n — 4 caras, después de quitar los
vértices de grado 3 tenemos por tanto a lo nras-2 caras.

Dado que cada ciclo de la particion consta de al menos {&e&éria particion ciclica
consta de a lo m§$>| = | 2| elementos. O

Esto nos da ya un bosquejo del Algoritmo: quitar primero sdds vértices de grado 3
en CHE), seguidos de los vértices interiores; agregar un punittefior para generar la
particion en ciclos; agregar puntos para unir ciclos hastala particiobn conste de un solo
ciclo y finalmente regresar los puntos que quitamos en ugipim

3.3.2. Complejidad e implementadn del algoritmo

Como antes se@ un conjunto de1 puntos erR® conmde ellos en su casco convexo.

Encontrar el casco convexo &dleva tiempoO(nlogn). Quitar los vértices interiores
toma tiempdD(1) pues basta con considerar solo el casco convexo que yasteaiculado
y quitar los vértices de grado 3 del cierre convexo se puaderten tiemp®(m) usando
una pila donde inicialmente se agregan todos los vértieesasco convexo de grado 3,
cuando se saca un elemento de la pila éste también se @ldelncasco convexo y se
verifica si alguno de sus vecinos disminuye su grado a 3; dessésste se agrega a la pila
y se sigue el procedimiento hasta que la pila queda vacianp yey vértices de grado 3
en el casco convexo.

La complejidad de encontrar la particion en ciclos es lamlejidad de encontrar un
emparejamiento perfecto en la grafica dual del cierre canvién general encontrar un
emparejamiento perfecto en una graficd/deertices yE| aristas se puede hacer en tiempo
O(IE| VIV]) [MV80]. Dado que en este caso la grafica dual del casco contieneO(m)
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vértices y es plana, la particion inicial en ciclos se gien tiempdd(m®?) usando este
algoritmo.

Una vez que tenemos la particion en ciclos regresamo®lhis®s de grado 3, este paso
lo hacemos antes que en el bosquejo anterior para aprow&diecho que la grafica dual
de la tetraedralizacion actual es plana. Al regresar losgsude grado 3 ésta seguira siendo
plana y usaremos la planaridad para regresar los vértitesares de manera eficiente.
Regresar los veértices de grado 3 se puede hacer en ti@fmoregresandolos en orden
inverso en que fueron quitados. Observamos que al regesaettices de grado 3 el
numero de elementos en la particion no aumenta.

Regresamos ahora los vértices interiores que quitamas giael la grafica dual de la
tetraedralizacion es plana podemos encontrar en quedetrale esta tetraedralizacion
se encuentra un punto interior en tiemPg@ogn) [Kir83]. Una vez que sabemos en que
tetraedro se encuentra cada punto interior procedemogdaries como en el Teorema
12, observamos que como en el caso del plano que la compl@jicale aumentar consid-
erablemente si el orden en que se insertan los puntos no éscelaalo y como en el caso
del plano se puede encontrar siempre un vértice separad@mepo lineal que garantiza
gue al agregarlo ninguno de los cuatro tetraedros formastgmtmas de/3 partes de los
puntos. Esto permite reinsertar los puntos interiores arcamplejidad total d®(nlogn).

Si representamos a los ciclos como listas doblemente kgpoddemos hacer la union de
dos ciclos en tiempo constante por lo que la union de todar&cn en un solo ciclo se
puede hacer en tiempo total @¢m).

Resumiendo obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 15. Dado un conjunto de n puntos S BAcon m de ellos en su casco convexo.
Agregando a lo méF’“T‘ZJ puntos al interior deConv(S) se puede obtener una tetraedral-

izacion Hamiltoniana del conjunto aumentado en tiemgo®) + O(nlogn).

Demostracion. O

3.4. Graficas3-conexas abicas planas

Combinatoriamente hablando las graficas 3-conexas p[@@3P) solo pueden ser
inmersas de una manera en el plano, es decir que sus caraperade de la manera en
gue sean dibujadas[Whi32].

Esto en particular implica que cada carade Ds corresponde a todas los caras de
CH(S) que comparten un mismo vértipe de CHE). De la misma manera dado un vértice
p de CHE) todos las caras que contienep aomo veértice inducen una cafg enDs.

Sea$S un conjunto finito de puntos en posicion convexaReény x un elemento de
S. Definimos7 como la tetraedralizacion d& dada por el conjunto de todos tetraedros
formados al tomar una cara CE)(y x. Este tipo de tetraedralizaciones se llaman tirantes
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Figura 3.11: Ejemplo de una grafic€ 8P sin ciclo Hamiltoniano dado por William Tutte.

(“pulling” eninglés). Por la discusion anterior la gcidual d&ry es isomorfa s menos
todos los veértices dE,.

SiDs contiene un ciclo Hamiltoniano, podemos aprovechar esgaigiad de las tetrae-
dralizaciones tirantes para encontrar un vériae CHE) tal que7y es una tetraedral-
izacibn Hamiltoniana.

Teorema 16. Sea G una grafic8CCP con un ciclo Hamiltoniano. Entonces existe una
cara F de G tal que G F tiene una trayectoria Hamiltoniana.

Demostracion.SeaC un ciclo Hamiltoniano dé&. Definimos la distancia de dos vértices
deG como lalongitud de la trayectoria mas corta contenid@ goe los une. De entre todos
los pares de veértices d& que estan unidos por una arista que no est@ escogemos el
par (x,y) a distancia minima, la ariseque los une junto con la trayectoria contenida en
C (de longitud menor) que los une forma una crde G, pues de otra manera habria un
par a distancia menor que, /). Ahora bien la otra trayectoria que unxg ay es una
trayectoria Hamiltoniana €@ \ F. |

Durante mucho tiempo se pens6 de hecho que toda las gra@i€aB tenian un ciclo
Hamiltoniano [Tai80]. Hasta que en 1946 William Tutte [Toit4lio a conocer la grafica
3CCPde 46 vertices sin ciclos Hamiltonianas mostrada en larkigul1. Mckay y Holton
sin embargo mostraron en [HM88] que todas las grafi€aSBcon a lo mas 36 tienen
un ciclo Hamiltoniano y exhibieron ademas una grafiG® de 38 vértices sin ciclos
Hamiltonianos.

Por la formula de Euler una grafic&€8P den vértices tiené‘%4 caras. Usando estas
observaciones y el Teorema 16 tenemos que:
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Figura 3.12: Reemplazando un vértice de una graf@@RBcon otra graficaGCP.

Corolario 3. Todo conjunto de a lo ma20 puntos erR?® admite una tetraedralizacion
Hamiltoniana.

Demostracion. O

Aungue en principio es una simple observacion el Teoremdal@n vinculo entre
las graficas @CP Hamiltonianas y conjuntos de puntos B con una tetraedralizacion
tirante Hamiltoniana. Se sabe [ABHMOO], por ejemplo queatgthfica £CPde a lo mas
176 veértices con la propiedad de que sus caras tienen addmartices tiene un ciclo
Hamiltoniano. Esto implica que todo conjunto de a lo mas @0tgs enR? tal que todo
vértice del casco convexo es de grado a lo mas 6 admite tiaadealizacion Hamiltoniana.

Barnette conjetura por ejemplo que toda grafiC&€® bipartita tiene un ciclo Hamilto-
niano (Conjetura 5 en [bar69]). Esto implicaria que todaj@oto finitoS de puntos eiR?
tal queDs es bipartita tendria una tetraedralizacion Hamiltoaian

3.4.1. Inflando \ertices

Presentaremos una operacion que nos permite reemplatquieun vértice de una grafi-
ca CP por otra grafica @CP de manera que la grafica resultante de esta operacion
sera también una grafic€gP.

Usaremos esta operacion para crear grafi€a3RBtales que no s6lo no tienen un ciclo
Hamiltoniano si no que ademas la grafica que resulta dartgstcualquier cara no tiene
una trayectoria Hamiltoniana.

SeanGy H graficas £CPy v un vértice deH. Suponemos ademas gdeesta inmersa
en el plano de manera de qusee encuentra en la cara exterior.

SeaNy (V) = {vi, V», v3} el conjunto de vecinos deenH. Quitamos asr deH ponemos
en su lugar un camino de cuatro Vertices \,, w, v;) unimos av; conv; y llamamos a la
grafica resultantél’. H” ya no es cubica pero la podemos usar para reemplazar ceralqui
vérticeu de G: SeaNg(u) = {ug, Uy, Uz} el conjunto de vecinos de en G en un orden
determinado; quitamostadeG y lo reemplazamos coH’; unimos av; conu; av, conu,

y aw conv,. La grafica resultant&’ es una grafica@GPP (ver Figura 3.12).
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Figura 3.14: Construyendo un ciclo Hamiltonianok¢m partir de una trayectoria Hamil-
toniana des que entra y sale dd’

Cambiando el orden de los vérticesNig(u) podemos poner H en una cara en partic-
ular deG’ (ver Figura 3.4.1).

Usamos esta propiedad para poner una grafica 3-conexeacylplanaH sin ciclos
Hamiltonianos en cada cara Hg (que también es una grafic€@P), denotamos co a
esta grafica.

SeaF cualquier cara d& y supongamos que al quitarla @Geexiste una trayectoria
Hamiltoniana erG \ F. Como hay 4 copias dd’ enG al menos 3 de ellas no contienen a
F. De estas una al menos no contiene un extremo de la trayeettamiltoniana. Es decir
la trayectoria entra y sale de esta copiattiey pasa por todos los vértices. Esto es una
contradiccion pues a partir de esta trayectoria podemustizor un ciclo Hamiltoniano en
H (ver Figura 3.14).

Si usamos comél a la grafica 8 CP sin ciclos Hamiltonianos de 38 vértices tenemos
gueG tiene en total 164 vértices y por lo tanto existe un conjulddq164+ 4)/2 = 84
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puntos en posicion convexa tal que ninguna tetraedrabizdcante es Hamiltoniana. Un
conjunto con esta propiedad de 92 puntos se dio a conoceaprente en [CDWO05]. El
mostrado aqui es el conjunto mas pequefio con esta pagpiehocido a la fecha.

Si aplicamos esta técnica a grafic&C3 arbitrariamente grandes podemos construir
graficas £CPden vértices, tales que toda particion en ciclos de susogsgtiene al menos
41 Ciclos.

Como corolario esto muestra que existen instancias pa@kdes nuestro algoritmo
afadiraQ(n) puntos extra.

3.5. Problemas abiertos

El problema de encontrar una tetraedralizacion Hamétaaien todo conjunto finito de
puntos erR3 sigue abierto tanto en el sentido existencial como en erifgico. Al mo-
mento de la escritura de este documento no se cuenta corvarea que los aqui mostra-
dos.

En lo referente a las aplicaciones practicas, la tareamm@asrtante seria el determinar
si en efecto el problema de la tetraedralizacibn Hamittoaies un problemldP-Duro.

En caso de ser asi una linea de investigacion seria glamitatos de aproximacion es
decir: encontrar un algoritmo de tiempo polinomial que dad@onjuntoS den puntos en
R3 encuentre una tetraedralizacion y una particion de afiogrdual en pocos ciclos.

Otra direccion es la de minimizar el nUmero de puntos quyegu& agregar & para
encontrar una tetraedralizacion Hamiltoniana.

Dimos un algoritmo de tiempo polinomial que agrég@) puntos para encontrar una
tetraedralizacion Hamiltoniana. ¢ Se podra ofm) puntos?

Nosotros conjeturamos que no:

Conjetura 6. Dado un conjunto S de n puntos &n El problema de anadir @) pun-
tos para encontrar una tetraedralizacion Hamiltoniand denjunto aumentado es NP-
Completo.



Capitulo 4

Gr afica de Fichas

En este capitulo definimos la Grafica de Fichas que es dehathgrafica de giros
construida a partir de las configuraciones de fichas puestbss e/értices de una grafica
inicial.

Vemos como a lo largo de la tesis la Teoria de Graficas hdakesjp a la Geometria
Combinatoria en importancia. Hasta que finalmente en dé#teolCapitulo los problemas
gue se tratan son so6lo de Teoria de Graficas.

SeaG una grafica de vértices, definimos &(G) como la grafica cuyo conjunto de
vértices son todos los subconjuntoskdgdementos d&(G). Dos vérticesA y B son adya-
centes er(G), si su diferencia simétricAaB = (AU B) \ (AN B) es un par de vértices
{a,b} tales quea € A, b € By aes adyacentelaenG.

Esta definicion se puede interpretar de manera intuitivaocqprimero ponemog
“fichas” indistinguibles unas de otras en los vértice$sda lo mas una ficha por vértice);
después construimos una grafica cuyo conjunto de vérioa todas la configuraciones
posibles de estdsfichas; finalmente hacemos dos configuraciones adyacergepsede
pasar de una configuracion a la otra deslizando una fichaaago te una arista desde su
posicion actual a un vértice desocupado.

Por esta interpretacion llamamo&gG) la grafica dek fichas deG.

En este capitulo presentaremos la grafica de fichas y nolosralgunas de sus propiedades.

4.1. Trabajo previo

La idea de poner fichas (guijarros, monedas, etc.) en lde&g&rde una grafica y de-
spués moverlas con reglas preestablecidas es usada pdetammuchos problemas en
varias areas de Matematicas y Ciencias de la Computadibguna hasta donde sabemos
tiene el caracter estructural que presentamos aqui.

En esta seccibn mencionamos alguno de estos ejemplospdaiedon es breve pues
estrictamente hablando estan fuera del tema tratado e cagsitulo.

59
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La instancia mas conocida de estas ideas probablementd seguijarramiento de
gréaficas (“Graph Pebbling” en inglés).

Suponga que guijarros (fichas en nuestro lenguaje) son puestos sobrettises de
una grafica (sin la restriccion de tener a lo mas un guaijpor vertice). Un movimiento
de guijarro consiste en quitar dos guijarros de un vértiperner un guijarro en un vértice
adyacente. Se define el nUmero de enguijarramiento de @fi@agd como el minimo
enteron(G) tal que: para todo vértioede G y toda configuracion inicial de(G) guijarros
existe una sucesion de movimientos de guijarros de maneraldfinal hay al menos un
guijarro env.

La idea de enguijarramiento de graficas se introdujo pangldicar la prueba de un
teorema de Teoria de NUmeros conjeturado inicialmenté&pids y Lemke. La idea fue
primero sugerida por Lagarias y Saks y llevada a cabo por €aaofiChu89].

El enguijarramiento de graficas ha sido estudiado extemstameferimos al lector a
[Hur99] y [Hur05] para una exposicion a detalle.

Una idea similar al enguijarramiento de graficas es el jujalisparo de fichas. En
el juego de disparo de fichas, fichas son puestas en losegdicuna grafica y un vértice
puede “disparar” si tiene al menos tantas fichas como veainaesdo un vértice dispara le
pasa una ficha a cada uno de sus vecinos. El juego puede selgiinidamente o terminar
cuando ningun veértice puede disparar. El juego de dispafchas se definio por primera
vez en [BLS91] como una realizacion de un juego de balanetioido en [Spe86]. El juego
de disparo de fichas tiene conexiones con otras areas deiioria como los Matroides
y el Polinomio de Tutte. Es usado también en Fisica Tabfara una vision general de
estas conexiones véase [Mer05].

Juegos similares han sido usados para estudiar rigideagoag [JH97, JT95] y como
modelos de computo (ver [Sav97] por ejemplo).

Otra area en que la idea de poner fichas (o0 guijarros) endd&e®S de una grafica
ha sido usada en planeacion de movimiento. Aqui, una fieldissingue de las demas y
el resto de las fichas son vistas como obstaculos. Se buspaé&teel minimo nimero de
movimientos de fichas de manera de que la ficha sefialada eastawrtice original a un
vértice destino especificado con anterioridad [AMPP9&GPH:RY].

La caracteristica comin a todos los ejemplos anterigrgsie la pregunta es si siempre
hay forma de llegar a una cierta configuracion. Nosotrosmtesesamos por la estructura
gue emerge al considerar configuraciones de fichas y sus nieonos, no hemos encon-
trado nada similar en la literatura en este sentido.

4.1.1. La grafica de Johnson

Existe sin embargo una grafica muy relacionada con la Grédéd-ichas, la Grafica de
Johnson. La Grafica de Johnsi{n, m), se define como la grafica cuyo conjunto de vértices
son todos losn-conjuntos de un conjunto de tamaifdaciendo dos de ellos adyacentes si
su diferencia simétrica tiene cardinalidad 2. Observedpueechd-,(K,) ~ J(n, m).
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Figura 4.1: Una grafica y su grafica de 2-fichas.

A lo largo de este capitulo haremos referencia con fredaemta grafica de Johnson
remarcando las instancias donde ésta difiere de la Gra&iE&cHas.
A continuacion presentamos algunas propiedades bagedasGrafica de Fichas.

4.2. Propiedades hsicas

Recordamos al lector que usaremos el ternkiramnjuntospara referirnos a los sub-
conjuntos de tamafiode un conjunto dado. En lo subsecue@alenotara una grafica de
n vértices.

El nUmero de vértices y aristas Bg(G) esta dado por:

Teorema 17.|V(FW(G)| = () Y IE(FW(G))l = (3) EG)I.
Demostracion.Por definicionV(Fy(G)) es el conjunto d&-conjuntos de/(G) y por tanto
V(F(G)I = ()-

Cada aristda, b} de G y cada parfA, B} de k-conjuntos deV(G), tales queAaB =

{a, b} determinan una arista d&(G). Por cada arista d&, existen E:f de estos pares
y como cada arista dex(G) esta determinada de esta manera se tiengE(l@(G))| =

() E@). O
Teorema 18.F;(G) ~ G.

Demostracion.Observe que la funcion dé(F,(G)) a V(G) dada por{x} — X es un iso-
morfismo de graficas entfe (G) y G. m|
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Teorema 19. F(G) =~ F,_k(G).

Demostracion.Considere la funciorf que mandaA € V(Fy(G)) a f(A) = V(G) \ A
ComoA es unk-conjunto deV(G), V(G) \ A es unn — k conjunto deV(G). SeanAy B
un par de vértices adyacenteskutG) y AaB = {a, b} (cona € Ay b € B). Observe que
(V(G) \ AA(V(G) \ B) = {a,b} donde ahora € V(G) \ By b € V(G) \ A. Por lo tanto siA
y B son adyacentes df(G), f(A) y f(B) son adyacentes &f,_«(G).

Todo vérticeA deF,_«(G) se puede expresar co@G) \ A’ dondeA’ es unk-conjunto
deV(G) (a sabe®’ = V(G) \ A). SeanAy B son dos vértices adyacentesken,(G) tales
queAAB = {a,b} (a € Ay b € B). Al igual que anteg\ AB’ = {a, b} donde ahora € B' y
b e A’. Por lo quef "}(A) es adyacente &1(B) enF(G).

Esto demuestra quiees un isomorfismo de graficas enfidG) y F_«(G). |

El Teorema 19 es la generalizacion a las graficas de fichsmesma propiedad ya
conocida de las graficas de Johnson (es decirJonan) ~ J(n,n — m)). Usaremos en
ocasiones el Teorema 19 para suponerlqge/2

Dado un subconjuntX c V(G),|X| < k, definimosF(G) como la subgrafica de
F«(G) inducida por todos los vértices #g(G) que contienen X como subconjunto. Esto
se interpreta como el dejdX| fichas fijas en los vértices d¢ y mover solo las fichas
restantes.

Teorema 20. Para cada subconjunto X de(@) de tamafio r< k se tiene que [x(G) =~
I:k—r(G \ X)-

Demostracion.Observe que todos los vérticeskg(G) contienen & como subconjunto.
Seaf la funcion deV(Fy_(G \ X)) aV(Fk(G)) que manda & € V(F,_(G\ X)) a f(A) =
A\ X

Dado queA tiene cardinalidad y contiene aXx como subconjuntdA \ X es un k —r)-
conjunto deV(G), como ademas no contieneXdo es también d&(G) \ X. SeanAy B
dos vértices adyacentes Ep. (G \ X) conAAB = {a,b} (a€ Ay b € B). EntonceA U X
es adyacente B U X en F(G) y comoa,b ¢ X lo son también et «(G). Como todo
vérticeA deF«(G) se puede expresar comdo= A’ U X para alglmA c V(G \ X), f es un
isomorfismo de graficas entfe«(G) y V(Fi_r (G \ X)).

O

4.3. Conexidady dametro

En esta seccion estudiamos propiedades de conexidadnetliade la Grafica de
Fichas. Estas propiedades han sido las mas estudiadas amstiancias parecidas a las
Graficas de Fichas mencionadas al principio del capitulo.

Recordamos qué esconexasi entre cualquier par de sus vertices existe un camino que
los une y ed-conexasi el quitar menos devértices deG no desconecta a la grafica. Un
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subconjunto de vértices d&cuya eliminacion si desconect&ase conoce comoonjunto

de corte de esta manef@ est-conexa si todo conjunto de corte tiene cardinalidad al meno
t. La distanciaentre dos vértices d@ es la longitud del camino mas corto que los une. El
diametrode G (Diam(G)), es la distancia maxima entre todos los pares de vértie6.

Teorema 21.Si G es conexa, fG) también lo es.

Demostracion.SeaA, B € V(F«(G)) conA # B. ComoG es conexa existe una trayectoria
enG, de cada elemento eh\ B a cada elemento d8\ A. Entre todas las trayectorias de
vértices deA\ B a vértices dd\ A, sedl” = (X4, ..., %) unatrayectoria de longitud minima.
Por eleccion dé& se tiene que; € A, X, € By X ¢ AaB paratodo 1< i < r. Sean
X1 =X, ..., %X los elemento®\ N I" en el orden dado par.
Empezando en la configuracion de fichas representada, piaslizamos la ficha exj
a largo del” hastax,, después deslizamos la ficha ¥n, a x; a lo largo del” asi sucesi-
vamente, después de mover la fichaxga x,, movemos la ficha ex_, a x' hasta que
finalmente movemos la ficha eq a x,, denotemos co®\' a la configuracion de fichas
resultante. Observamos qu#€AB| = |AAB| — 1, pues”A’ = A\ {X1} U {X}. Aplicando este
proceso inductivamente podemos encontrar una camidoad® en Fy(G). |

Teorema 22.Si G es t-conexa, también lo eg(6).

Demostracion.Usamos el Teorema 19 para suponer kjgen/2.

SeaC un conjunto de corte dEy(G). Consideramos el conjunt® de todos los pares
de F¢(G) \ C, que se encuentran en diferentes componentes conexeg@g\ C. De
todos estos pares, se&, B) € D el par cuya diferencia simétricdaB sea minima en
cardinalidad.

= Caso 1]AAB| = 2.

Seaac A\ Byb e B\ A ComoG est-conexa por el Teorema de Menger, existen
I'y,..., T} trayectorias internamente ajenasadeb enG.

Seama, a, .. ., 8y los elementos dANT'; en su respectivo orden &h (observe que
a; = a).

Consideramos la siguiente sucesion de movimientos desficteslizamos la ficha
ena, a lo largo dd"; hasta que depositarla Bqpmovemos después la ficha ap 1

a lo largo dd™; hasta ponerla ea,, (Qque ahora se encuentra desocupado); seguimos
moviendo de esta manera la fichasg@a a;,1; finalmente la ficha ep; = a es puesta
ena,. La configuracion final no es otra mas que la representadB.po

Esta sucesion de movimientos de fichas induce un camiroaB en F¢(G) pero
como enF(G) \ C, Ay B se encuentran en distintos componentes conexos en algin
momento debimos pasar por una configuraciég en

Haciendo esto para caflaencontramos elementos d€ y como lad’j son interna-
mente ajenas todos estos elementos son distintos. Potddd@an t.
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Figura 4.2: Ejemplo de dos configuraciones de fichg® a distancik Diam(G) enF,(G).

s Caso 2]AAB| = 2r > 2.

SeanA\ B ={a;,...,a}yB\A={by,...,b}. Paracada ki <ryx¢ AUuB
definimosA x := A\ {a} U {X} y Bix := B\ {bj} U {x}.

Supongamos que para alguna eleccion ¢lg x se tiene qué\ .y B no pertenecen
acC.

Como|AaAi«| = [{a, X}| = 2 < 2r y por eleccion dgA, B}; Ay A estan en el mismo
componente conexo d&\ C y por los mismos argumentdsy B; estan en el mismo
componente conexo @&\ C. Por lo tantdA  y B;x estan en diferentes componentes
conexos dé(G)\C pero por otra parté xAB; | = 2(r—1) < 2r, una contradiccion.

Por lo tanto ya sed x 0 B, esta erC. Por cada eleccion de j y x, obtenemos al
menos un elemento @ey sobrecontamos cada elemento exactamevgees. Como
hayr?(n— (k +r)) elecciones distintas dgj, x (y estamos suponiendo gk n/2),

C tiene al menos?(n—k-r)/r = r(n—k)—r? > r(n-n/2)—r? = rn/2-r? elementos.

Consideramos ahora todos los conjuntos de la fopa= A—{a} U {bj}y Bij =
B - {bi} U {a;}; hay 22 tales conjuntos.

Supongamos qu& ; no esta ei. Ay A ; estan en el mismo componente conexo de
F(G) \ C pues|ArA;j| = l{a,bj}| < 2r. Pero al mismo tiemp8 y A ; estan en el
mismo componente conexo 8g(G) \ C puesBaA j| = 2(r —1) < 2r, contradiccion.

Por lo tanto todos lo%\ ; y por los mismos argumentos todos Bs estan erC.
Estos conjuntos no estaba en el conteo inicial y com®: |C| > rn/2 —r? + 2r2 =
mn/2+r?>n>t.

En ambos casos tenemos qde> t y por lo tantoF,(G) est-conexa. O

Teorema 23. Diam(F¢(G)) < kDiam(G).



4.3. Conexidad y dametro 65

Demostracion.SeanA y B dos configuraciones distintas de fichas sabr&epetimos el
argumento de la prueba del Teorema 21. Consideramos urgtivaya de menor longitud
I" entre vérticesdé \ By B\ A.

Observe que en, el primer vértice esta efy; el segundo eB y ninguno de los vértices
interiores dd” esta erAAB.

Seanxy,..., X los vértices dé N A en el orden dado par.

Empezando por la configuracion de fichas representada posvemos la ficha en el
vérticex, al Gltimo vértice dd”, después movemos la ficha gn; a x;, asi sucesivamente
movemos la ficha e a x,; hasta que finalmente movemos la fichaxgra x,. En total
hacemos a lo mas Dia@}] movimientos de fichas.

La cardinalidad de la diferencia simétrica de esta cordicjon corB es una menos que
la de la diferencia simétrica dey B. Por lo tanto con a lo masDiam(G) movimientos de
fichas podemos llegar dea By el diametro dd-,(G) es a lo magDiam(G). O

La cota superior dada por el Teorema 23 se puede alcanzarloameestra la Figura
4.2.
Damos ahora algunas cotas inferiores:

Teorema 24.Sea D= Diam(G), entonces:
= Diam(Fy(G)) > k(D — k+ 1) parak< (D + 1)/2.
» Diam(F(G)) > (D? + 2D)/4 para(D + 1)/2 <k < D.
» F(G) > (D? - 2D + 4k)/4 para k> D.

Demostracion.Usaremos el Teorema 19 y supondremoskjgen/2. Searx y y vertices
a distancidD enGy para cada & i < D seaV, el conjunto de vértices a distangide x en
G por lo queVy = {x} yy € Vp (ver Figura 4.3).

Ahora bien sea el primer indice tal qu& 2, |Vi| > k y analogamente sdael Gltimo
indice tal quey2, [Vi| > k.

Note quea < b pues estamos suponiendo due n/2.

Ponemos una ficha en cada element@ggzvi y las restantek — | Uf";(i) V| fichas arbi-
trariamente en elementos Wg, denotamos coA a la configuracion de fichas resultante.

Definimos una configuracion defichasB de manera similar poniendo una ficha en
cada vértice de?, ., V; y después colocando las fichas restanteg,etenemos cuidado sin
embargo de no poner las fichas en vértices ya ocupados @sto puede suceder cuando
a = b). Considere cualquier sucesion de movimientos de fichadlexeA a B. cada ficha
de A es llevado a una vértice de distancia mayor o igugl Bor lo que si una ficha (en
A) esta originalmente e¥f; y es llevada finalmente a un vértice ¥p(en B) se necesitan
j — 1 movimientos de fichas para lograrlo. Por lo que si tomamoanaassobre todas las
fichas deA obtenemos una cota inferior al nUmero de movimientos dadicRero esta
suma también se puede expresar como la suma de las distarada cada elemento €
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menos la suma de las distancias@ cada elemento én El primer termino se minimiza
cuando hay exactamente una ficha en d&dg > b) y todas las fichas restantes & el
segundo término se maximiza cuando hay exactamente umadichada/; (i < a) y las
fichas restantes evy. La observacion anterior también implica que esta sunmaisiniza
cuandoa es tan grande g tan pequefia como sea posible.

Usamos estas observaciones para obtener las cotas afirmadas

= Casok < (D +1)/2.

De las observaciones anteriores, en el peor aasd, b = D — (k- 1) y el nUmero
minimo de movimientos de fichas realizado seria:

D k-1
j =Y i=k@D-k+1)/2-kk-1)/2= k(D - k+ 1)

j=D—(k-1) i=0

= CasoD +1)/2<k<D.

En este caso la cota inferior se minimiza cuaade b. Por lo que hay un elemento
de A en cadaV; (i < a) y un elemento dé en cadaV; (j < a). La suma de las
distancias a de estos dos conjuntos serff ;i = a(a— 1)/2 paraAy ZjD:a+1 j=
(D-a)(D-a+1)/2 paraB. Los elementos restantes Aestan todos eX, asi como

los elementos restantes Bestan todos ex,. Hayk—a de los primeros ¥— (D —a)

de los segundos. En resumen la suma de la distancia de losretesrerB a x es
(D-2a)(D-a+1)/2+ak—-D+a)y lasuma de la distancia de los elementos
deAaxesa(a-1)/2+ ak — a). La diferencia de los dos estos dos términos es
(D? + D + 2a2 — 2aD)/2. Esto nos da una cota inferior al nUmero de movimientos de
fichas para una valor especifico @eEsta cota se minimiza cuandae= D/2. Dando
como cota inferior general de:

(D? + 2D)
—
s Casok > D.

Usamos exactamente los mismos argumentos que antes caefi®n de que aho-
ra observamos que al menks- (D — a) — a = k- D elementos d& n V, deben
ser movidos a elementos dN V, en nuestro conteo inicial esto nos aportaba 0
movimientos de fichas, sin embargo al menos una movimiente&ssario para ca-
da uno de estos elementos, por lo que agregamos un térmigiorad dek — D a

la cota anterior de{® + D + 2a? — 2aD)/2. La cual se minimiza otra vez cuando
a = D/2 Dando como cota inferior:

D? - 2D + 4k
4
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Vo A V, Vb-1 Vb

Figura 4.3: Verticexy y a distancieD enG y los vértices intermedios.

O

Mencionamos finalmente que se sabe que el diametro de fe&de Johnsod(n, k)
es igual & [ICABO1].

4.4. NImero cromatico

Recordemos brevemente que: wadoracionde G es una asignacion de colores a los
vértices deG (es decir una funcion d€(G) a un conjunto dado); una coloracion Gees
propiasi dos vértices adyacentes no reciben el mismo colariiglero croméaticale G es
el minimo numero de colores con que se puede coloreargmauite & y se denota como
x(G); atodos los vértices de un mismo color se le conoce odas® cromatica

En esta seccion estudiamos el nUmero cromaticé& &) en terminos del nUmero
cromatico deG.

Como primeras cotas tenemos:

Teorema 25. y(F¢(G)) < x(G).

Demostracion.Considere cualquier coloracion propgiade G usando como conjunto de
colores &0, 1,...,x(G) — 1}. A cada verticeA € V(F(G)) le asignamos el cola(A) =
S aC(X) mdd y(G). Esto da una coloracion propia de los vertices &), pues seark
y B dos veértices adyacentes ER(G) tal queAaB = {a, b}. Comoa es adyacentelaenG,
c(@) # c(b) y c(A) — c¢(B) = c(a) — c(b) # 0. Por lo tantac(A) # c(B). |

Este resultado se conocia con anterioridad para las @safie Johnson [GS80].

Teorema 26.y(F(G)) > =£2y(G) - 1.
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Demostracion.Note que la cota se cumple padta= 1 puesF(G) ~ G. Suponga por lo
tanto quek > 2.

Considere una coloracion propia @econ y(G) colores. SeaV;, . .., V,q) Sus clases
cromaticas ordenadas de manera tal fue> [Vo| > --- > |V,(g). Para cada indice se
tiene queX"; Vil = m(n/x(G)), de otra manerd/,| < n/x(G) y por tanto para todos los
V,’s posteriores. Esto a su vez implica que:

DIV = 2RI+ 2D IV < mn/x(G)) + (1(G) -~ m)(n/x(G)) = n, contradiccion.
Escogemos puesra como el primer indice tal qug™, |Vi| > k — 1. Por eleccion den,
S IVil < k=2 sim> 2. Por tantoifi— 1)(n/x(G)) < k—2ym< £2)(G) + 1.

SeaX c U, Vi de tamafidk — 1. Por el Teorema 2@ ,«(G) ~ F1(G\ X) ~ G\ X es
una subgrafica dey(G).

Por construcciérﬁjﬁﬁil Vi c V(G\ X). Suponga qué& \ X tiene una coloracion propia
con menos dg(G)—mcolores. Asignando estos colores a los vértices/ig , Vi c V(G\
X) mientras conservamos los colores originales fe Vi nos daria una coloracion propia
deG con menos dg(G) colores. Por lo tantg(G \ X) > y(G)—m > x(G) - (";nz))((G) -1=
k2 (G) — 1. ComoG \ X es una subgrafica d&(G), x(Fk(G)) > =2y(G) - 1. O

La cota inferior dada por el Teorema 26 es mala cu&difiere poco den, en este caso
podemos usar el Teorema 19 como lo muestra el siguienteadsul

Teorema 27. x(F«(G)) > £2y(G) - 1.
Demostracion v (Fi(G)) = x(Fak(G)) = ZCK21(G) - 1 = ¥14(G) - 1. O

Combinando los Teoremas 26 y 27 obtenemos una cota supetegraéndiente del valor
dek.

Corolario 4. Fi(G) > (5 + )x(G) - 2.

Demostracion.

2FG) 2 "2 10) -1+ X2 0e) - 1= T2 (e - 2

O

Esto finaliza las cotas que hemos encontrado péfa(G)). Creemos que las cotas
inferiores estan lejos del valor real gé~(G)) pues los mejores ejemplos que existen son
graficasG tales quey(Fk(G)) = x(G) — 2. éstas se realizan con casos particulares de la
Grafica de Johnson [EB96], en la Figura 4.4 damos un claromede una grafica tal que
su grafica de fichas tiene nUmero cromatico estrictanmasteor.

Hablaremos mas sobre el tema al final de este capitulo.
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Ka Fao(Kg) = Kaz22 = J(4,2)

Figura 4.4: Una grafica de fichas con nUmero cromatico mgmne la grafica original.

4.5. Ciclosy trayectorias Hamiltonianas.

Recordamos que un ciclo Hamiltoniano en una grafies un ciclo que pasa por todos
los vértices dé&s; de la misma manera una trayectoria Hamiltoniana es unadrarya que
pasa por todos los vértices @e En esta seccion estudiaremos condiciones necesaras par
la existencia de ciclos y trayectorias Hamiltoniana$gi®).

La primera observacion es que la existencia de un ciclo Hammeano enG no impli-
ca la existencia de una trayectoria Hamiltoniandg{G). Como lo muestra el hecho de
queC,4 tiene un ciclo Hamiltoniano perb,(C;) ~ K, 4 no tiene siquiera una trayectoria
Hamiltoniana.

Ejemplos mas generales de graficas Hamiltonianas takesugigraficas de fichas no
son Hamiltonianas se pueden construir recordando que méngtéfica bipartita con un
namero impar de vértices puede contener un ciclo Hamétan

SeaG una gréfica bipartita Hamiltoniana tal q(@ es impar. Entoncels,(G) tiene un
namero impar de vértices y por el Teorema 25 es bipartitanyccmencionamos anterior-
mente no puede contener un ciclo Hamiltoniano.

Incluso en el caso en que escogemdsde manera dé(G) tiene un niumero par
de vérticesF¢(G) podria no contener una trayectoria Hamiltoniana, comelesso de
Knn para elecciones particulares kleSeanV; y V, los dos elementos de la particion de
V(Knn)- Fk(Knn)) es bipartita también y los dos elementos de la partie€ta dadas por
Wy = {A € V(F(Knn)IAN Vil es par) y Wo = {A € V(Fi(Knn))IIA N V4| es impar). La
diferencia déW,| — |W,| esta dada por:

YA

La cual es 0 cuandoes par y para valores impareskdsu valor esta dado por la identidad
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[Gou72]:

i n\ (0 2(n-KiyE
2D (i )(k_ i) } (_1)k/2(k/2) ) (k) (n=k/2)\(-k/2 - 1/2)!

i=0

Por lo que para valores impares kiéW,| — |W;| es mayor a 2 y por lo tantB(Knn)
no contiene una trayectoria Hamiltoniana. Por el Lema 7 pal@es pares dk, Fy(K.n)
siempre contiene una trayectoria Hamiltoniana.

Para una grafic& que contiene una trayectoria Hamiltoniana pero no ne@sarite
bipartita,F«(G) puede contener una trayectoria Hamiltoniana dependiéadmparidad de
kyn.

Consideramos primero el caso cuar@l@s un trayectoria de vértices. En este caso
en particular una Trayectoria Hamiltonianalei{G) corresponderia un codigo de Gray de
transposiciones adyacentes en el conjunto de combinacd®ieelementos del conjunto
V(G). Este cbdigo de Gray (véase [Rus]) existe siy sOloes par yk es impatr.

Lema 7. Si G es una trayectoria de n vérticeg(6) es Hamiltoniana si y so6lo si n es par
y k es impar.

Demostracion. O
En general tenemos:

Teorema 28.Si G es una grafica con un nimero par de vértices y contiaadrayectoria
Hamiltoniana, entonces &G) es Hamiltoniana para todo valor imparde k € | < n).

Demostracion.Como G contiene una trayectoria Hamiltoniafa de n vértices,Fy(G)
contiene a(P,) como subgrafica la cual por el Lema 7, contiene una tragiedttamil-
toniana'y comd/(Fg(G)) = V(F(P,)) tambiénF(G). |

4.6. Clanes

Un clan en una grafic& es una subgrafica completa @emaximal por contencion.
El nUmero de clanu(G) de G es el tamaio del clan mas grande@eEn esta seccion
caracterizamos los clanes BJG).

Lema 8. Sean AB, C tres vértices disjuntos dos a dos dd®). Se tieneque A BUC o
bien BN C c A.

Demostracion.SeaBAC = {b,c} conb € By ¢ € C. Suponga qué ¢ B U C. Existe al
menos un elementaenA \ (B U C). Note que dado quA es adyacente B en F(G) y
a¢ B, A\ B = {a}. Estaigualdad implica que¢ Ay comoA es también adyacenteCaen
F«(G), esto también implica qué \ {c} c A. PeroC \ {c} = BN C. |
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Usamos el Lema 8 para caracterizar todas las subgraficgdetasde-(G).

Teorema 29. Sea H una subgrafica completa dg(G). Entonces existe una subgrafica
completa K de G y un conjunto S de vértices de G, tal qel)\& {{v} U S|v € K} o bien
V(H) = {(SUK) \ {v}lve K}.

Demostracion.El resultado es valido gil tiene dos vértices o menos;HKies una grafica
completa de tres vértices el resultado se sigue del Lema 8.

Suponga por lo tanto quid tiene mas de tres vértices. Se&yB,C y D vértices de
H. Observamos que las dos opciones dadas por el Lema 8ApBr& y D, B,C son
incompatibles. Esto es &§ ¢ BU C peroD ¢ B U C, entoncesA y D no pueden ser
adyacentes eRy(G).

Sitodos los vértices dd estan contenidos éBlUC, cada vértice del se puede expresar
comoS = BU C menos un vértice d&. Ahora bien, sealv = S\ {v(y U = S\ {u} dos
vértices deH. Entonces/aU = {u,v} y comoU y V son adyacentes df(G) también lo
sonuyvenG.

Si por otra parte ninguno de los vérticesldgaparte deB y C) estan contenidos en
BUC, aplicando sucesivamente el Lema 8 todos los vérticét st de la form& = BNC
mas un vérticer deG conv € K para alguna subgrafica complétaleG. |

Teorema 30. w(Fx(G)) = maxmin{w(G), n — k + 1}, min{w(G), k + 1}}.

Demostracion.SeaK un clan deG conw(G) vértices. Considere las siguientes dos con-
strucciones de subgraficas completasd&):

= Tomek — 1 fichas y ponga tantas como pueda en los elementvg@E\ V(K), las
fichas restantes pongalas arbitrariamente en los véudieks.

Los véertices no ocupados deinducen una una subgrafica complé&tade G con
min{w(G), n— k + 1} vértices. El dejar las primer&s- 1 fichas fichas y moviendo la
ficha restante sobre los vérticeskeinduce una subgrafica completalEgG) con
min{w(G), n — k + 1} vértices.

= Escoja un véertice deK y ponga tantas fichas como sea posible sobre los elementos
deV(K) \ {v}, Ponga las fichas restantes (si es que queda alguna) enrfenéts de
V(G)\V(G). Los vertices ocupados dgunto convinducen una subgrafica completa
K’ deG con mifw(G), k + 1} vértices. Se® el conjunto de elementos de ocupados
deV(G) \ V(K) y seaS = BuU V(K’). Los conjuntos de la formg \ {x}|x € V(K’)}
inducen una subgrafica completall€G) con miqw(G), k + 1}} vértices.

Por el Teorema 29 toda grafica completagéG) se construye de estas dos maneras y
el resultado se sigue. |

Corolario 5. w(F¢(G)) < w(G)

Demostracion. O
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4.7. Problemas abiertos y trabajo futuro

Definimos a la Grafica dk fichas de una grafica y dimos varias cotas superiores e
inferiores de sus propiedades graficas. A este respectiagoeno trabajo futuro el ajustar
estas cotas. De éstas probablemente la mas interesafitd geia la del nimero cromatico.
Creemos que la cota superior dada por el Teorema 25 esta ency del valor real de
X(F(G)).

Aventuramos por lo tanto la siguiente conjetura:

Conjetura 7. Existe un entero positivo c tal que para toda grafica G y tocker positivo
k < |V(G)| se tiene qug(Fx(G)) > x(G) - c.

En este Capitulo se estudio la Grafica de Fichas en tésiada grafica original, sin
embargo podriamos tratar de obtener informacion dedfiogr subyacente a partir de su
grafica de fichas.

A este respecto la pregunta fundamental es si la graficaltsfiaptura toda la infor-
macion de la gréafica original. Es decir si:

Conjetura 8. Sean G y H dos gréficas tales que para alguna k se tiene i@ = F(H)
entonces G+ H.

Creemos que esta conjetura es de una gran profundidad puels@ena de alguna
manera con un problema abierto famoso en Teoria de Gréficasda la “La Conjetura de
Reconstruccion de Graficas” debida a Paul J. Kelly y Skamit/lam.

La conjetura establece que:

Conjetura 9. (Conjetura de Reconstruccion de Gréficas) Toda graficaoB mas de3
vértices se puede reconstruir a partir de todas sus sufiagé de la forma G v, donde v
es un vertice de G.

Es decir supongamos que nos dan todas las subgraficas gco@rtices sin etiquetar)
gue resultan de quitar un vértice a una gra€icd.a pregunta es si es posible a partir de
esta informacion determinar@&(modulo isomorfismo).

Al multiconjunto de las subgraficas @Gede la formaG \ v (conv € V(G)) se le conoce
como la baraja d& y a cada uno de sus elementos como una carta.

Una formulacion equivalente a la Conjetura de la Recoostbn de Graficas es que
si Gy H son dos graficas tales que existe una biyeccion entre sagbale manera que
las cartas asociadas son isomorfas ento@cgdd son isomorfas. Es en esta formulacion
gue esta planteada la Conjetura 8. Pero se podria reéesonio el preguntar si es posible
reconstruir & a partir defF(G).

Mas alla de que ambas conjeturas son problemas sobrestagonna grafica a partir
de cierta informacion de ésta, existe un vinculo mastéuentre ambas. Pues considere
F»(G) y un vértice cualquiera de G. Supongamos que dejamos fija una de las dos fichas
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de G y s6lo movemos la ficha restante (es decir nos fijamoB giG)) esta grafica es
isomorfa aG \ v. Es decirF,(G) tiene como subgrafica inducida a cada carta de la baraja
deG.

Una pregunta relacionada seria si d&@@s) pero noG: ¢ es posible determinar si una
subgrafica d&(G) es 0 no una carta d&? De ser asi es posible que el resolver la Conjetura
8 arroje luz sobre el problema de reconstruccion de Grafica
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