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Preliminares

La estadistica direccional se desarrrollé con el fin de analizar datos direccionales' de forma
adecuada, pues éstas poseen caracteristicas propias y especiales que necesitan ser analizados
de forma distinta a la estadistica tradicional. Hoy en dia ha tomado el interés de los investi-
gadores al darse cuenta de su importante aplicaciéon a diversas areas cientificas.

Este trabajo de tesis se centra en el estudio de datos direccionales de dos dimensiones
donde los datos son representados como puntos sobre la circunferencia de un circulo unitario
centrado en el origen o como vectores unitarios que conectan a estos puntos con el origen.
Entonces, de forma andloga a la estadistica tradicional, en donde se definen funciones de
distribucion en la linea recta, también en el contexto de datos direccionales se definen dis-
tribuciones en el circulo . Para fines de este estudio, se considera la distribucién Von Mises
que presenta gran semejanza a la distribucién normal pero en el contexto direccional.

El objetivo de este estudio es la deteccién de valores discordantes en una muestra de datos
univariados cuyo modelo de probabilidad es la distribuciéon Von Mises. Asi pues, se analiza el
concepto de valores atipicos o inconsistentes: outliers, en un conjunto de datos y se examina
como su presencia puede ser detectada a través de pruebas de discordancia. Cabe destacar que
esta investigacion se retoma de la ya realizada por D. Collet y cuyo articulo se titula: “Outliers

in Circular Data” .2

La tesis se divide en cuatro capitulos: En el primer capitulo se analiza el concepto de datos
direccionales, mostrando las estadisticas descriptivas que permiten conocer su comportamien-
to. En el segundo capitulo se muestran los conceptos basicos de las distribuciones circulares y
especificamente las caracteristicas propias de la distribucién Von Mises. En el tercer capitulo
se expone el concepto de valores atipicos conocidos como “outliers”, su naturaleza y la va-
riedad de contextos en los que pueden aparecer y para los cuales se pueden tomar diferentes
tipos de acciones como respuesta a la presencia de éstos. Asimismo se explica el concepto y
las bases estadisticas para la construccion de herramientas que permiten evaluar si valores
inconsistentes en muestras univariadas son o no discordantes, y por esta razén se les conoce
como pruebas de discordancia.

'Medidas angulares.
2Collet, 1979 [3].
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Preeliminares v

Una vez analizado el concepto de valores inconsistentes en un conjunto de datos lineales y
univariados: su deteccién, tratamiento y diferentes formas de plantear pruebas de discordan-
cia, se introduce el tema para datos circulares, pues es diferente al caso lineal. Es por esto
que en el cuarto capitulo se explica la forma de identificar una observacién atipica en una
muestra circular univariada en términos de la “distancia circular 7. Ademas se definen pruebas
de discordancia para detectar si una observacién proveniente de una muestra con funcién de
probabilidad Von Mises es discordante o no. Las estadisticas de prueba que Collet define y
que se exponen son: Prueba L, Prueba C, Prueba D y Prueba M, las cuales analiza al estudiar
sus distribuciones asintéticas y puntos percentiles por medio del Método Monte Carlo a un
nivel de sinificancia de & = .01 y a = .05. Con el fin de entender dicho procedimiento se
realiz6 una simulacién en el programa R que genera las distribuciones muestrales empiricas
de las pruebas y el valor de sus cuantiles para cualquier parametro deseado.

Después se explica como evaluar el funcionamiento de las pruebas estadisticas. Se menciona
que Collet por medio de una simulacién genera la funcién potencia y otras probabilidades de
interés, presenta sus conclusiones de cudal prueba es mejor, bajo que parametros y circunstan-
cias. Asimismo para entender el procedimiento, se realizé una simulacién en R para evaluar
la potencia de las pruebas en la deteccién de valores discordantes con el objetivo de dar con-
clusiones propias y compararlas con las de Collet.

Posteriormente, se muestra un ejemplo propio de la Biologia, en donde se estudia una
muestra de direcciones que siguen 22 estrellas de mar al ser alejadas de su habitat natural
para detectar posibles observaciones atipicas a través de técnicas exploratorias simples: grafi-
ca de dispersion y gréafica P-P, y posteriormente analizar si dicha observacién atipica es o no
discordante con base en las estadisticas de prueba ya mencionadas, utilizando los cuantiles
estimados por Collet y los generados con la simulacién propuesta.

Finalmente se presentan las conclusiones y los apéndices con la informacién béasica que
se requiere para el estudio de datos direccionales y observaciones discordantes. También se
muestran los cédigos de las simulaciones hechas en R.



Capitulo 1

Datos direccionales

1.1. Introduccion

Al conjunto de observaciones cuyo valor se expresa en angulos o radianes se le conoce
como datos direccionales. En el caso de dos dimensiones y dado que las direcciones no tienen
magnitud, los datos en su forma ma&s simple son representados como puntos sobre la circun-
ferencia de un circulo unitario centrado en el origen. Debido a su representacién en un circulo
son llamados “datos circulares”. Figura 1.1

Figura 1.1: Representacién de datos direccionales sobre la circunferencia de un circulo

La representaciéon numérica de las direcciones no necesariamente es tinica ya que el valor
del dangulo depende del valor del sentido de rotacion' y de la direccion cero®. Por ejemplo, un
matematico al medir 60° considera como direcciéon cero el Este y como rotacién positiva el
sentido opuesto a las manecillas del reloj. Sin embargo un Gedlogo que toma como direcciéon
cero el Norte y como rotacién positiva el sentido de las manecillas del reloj, la misma direccion
angular es de 30°; véase figura 1.2. Luego entonces, no es posible establecer un orden natural
entre observaciones de dos o mas muestras ya que éstas dependen de la eleccién de la direccion
cero y del sentido de rotacién. Ademds, cabe destacar que las medidas angulares son ciclicas
por el hecho de que 0 = 27 y se dice que 8 es periddica por el hecho de que 6 = 0 + 27 * k,
donde el valor de @ se expresa en radianes y k es cualquier entero.

Mismo sentido a las manecillas del reloj o contrario.
2Punto de referencia inicial.
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Norte

0 =60 00 =307

Este

Figura 1.2: Importancia del sentido de rotacién y direccién cero

Es necesario senialar que es posible convertir una variable lineal que mide un evento ciclico
en una variable circular. Un claro ejemplo seria una variable cuya unidad es el tiempo, se sabe
que los datos circulares tienen un rango de 0° a 360°, o bien, de 0 a 27 radianes, entonces
un periodo de 24 horas seria equivalente a un dngulo de 360°, medio dia a un dngulo de 180°
y una hora a un angulo de 15°. De la misma forma se podria representar un mes, un ano y
cualquier otro periodo en la circunferencia de un circulo. Por ejemplo en un circulo se podrian
representar los 365 dias del afio para graficar la frecuencia de accidentes dereos y ver si éstos
se distribuyen uniformemente en las diferentes estaciones del afio.

1.2. Aplicaciones

FEn diversos campos cientificos se utilizan medidas direccionales, es por eso que la impor-
tancia y desarrollo de la estadistica circular ha ido en aumento. A continuacién se mencionan
algunas de las la aplicaciones que existen en las diversas areas:

= Biologia: En estudios sobre la orientacién y movimientos direccionales que siguen cier-
tas especies de animales. Como por ejemplo: al migrar las mariposas se estudian la
direcciones que éstas siguen en su trayectoria, para determinar si se guian o no por
senales tales como la direccién del sol o el campo magnético de la Tierra.

s Fisica: Gracias al estudio de las desviaciones de los pesos atémicos hecha por Von Mises
en 1918 se di6 a conocer una de las distribuciones basicas de la estadistica circular.

» Psicologia: En el estudio de mapas mentales que la gente utiliza para representar su
entorno.

s Medicina: En el estudio de muertes ocasionadas por enfermedades en un periodo de
tiempo.

= Geologia: FEn el estudio del cambio magnético de los polos, al analizar la direcciones
entre las corrientes de los rios y las direcciones magnéticas de los polos de la tierra en
siglos pasados.

= Fcologia: En el estudio de la contaminacion ambiental se considera como factor impor-
tante las direcciones que sigue el viento.
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1.3. Notacion

Para la representacion de datos circulares se utiliza el sistema de coordenadas rectangu-
lares o el sistema de coordenadas polares. En el primero, se tienen dos ejes perpendiculares:
X y Y, con origen en O, entonces, cualquier punto en el plano P puede ser representado como
(z,y) o en términos de coordenadas polares como (r,6), donde r es la distancia al origen y 6
es la direccion.

Es facil transformar coordenadas polares en coordenadas rectangulares y viceversa, ha-
ciendo uso de las funciones trigonométricas seno y coseno. Figura 1.3. Por ejemplo, si se toma
al punto P = (r,0) entonces las coordenadas rectangulares estén dadas por:

T = rcosf y = rsenf

Debido a que en el andlisis direccional es de interés la direccion y no la magnitud de
los vectores, entonces r = 1. Asi pues, a cada direccién le corresponde un punto P sobre la
circunferencia del circulo unitario y la conversion de coordenadas polares a rectangulares para
este punto P es:

(1,0) <= (z = cosl,y = senb)

Figura 1.3: Relacién entre coordenadas rectangulares y polares

1.4. Estadistica descriptiva

Para analizar un conjunto de datos es importante representarlos graficamente y resumir de
forma numérica sus aspectos mas relevantes a través del uso de la estadistica descriptiva. De
forma intuitiva, se pensaria en cortar el circulo en un punto apropiado y calcular las medidas
necesarias para un adecuado resumen numeérico en la linea recta. Sin embargo, estas medidas
dependen fuertemente de la eleccién del punto en que se corta el circulo. Para entender este
problema, suponga que se tiene una muestra de dos direcciones (con direccién cero en el Este
y el sentido de rotacién contrario a las manecillas del reloj) 61 = 1° y 65 = 359°. Si se corta
el circulo en 0°, la media muestral es 180° y la desviacién muestral estdndar 3 de 179°. Por
otro lado, si cortard el circulo en 180° la media muestral seria de 0° y la desviacién estandar
de 1°.

3Versién sesgada.
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De esta forma, es evidente que se requiere una forma adecuada para el calculo de medidas
descriptivas. Ademads que la necesidad de utilizar métodos y medidas estadisticas invariantes
a la eleccion de la direccién cero y sentido de rotacién, ocasiona que muchas de las técnicas y
medidas de la estadistica tradicional sean confusas y carezcan de sentido. Gran parte de las
medidas descriptivas, tales como la media y la varianza, se vuelven inapropiadas y necesitan ser
redefinidas para datos direccionales; de igual forma herramientas analiticas como la generadora
de momentos, el coeficiente de correlaciéon, modelos de inferencia, de regresién, etc. necesitan
ser redefinidas para datos direccionales.

1.4.1. Representacién grafica

Una forma de representar graficamente a un conjunto de datos direccionales en una cir-
cunferencia, es por medio de los histogramas circulares, donde es necesario ordenar y clasificar
las observaciones en grupos. Se sigue la misma analogia de un histograma lineal, es decir, la
frecuencia para cada grupo de datos se representa por medio de barras rectangulares cuya
area es proporcional a la frecuencia de cada grupo. Una variante de estos histogramas son los
Diagramas de rosa, en los cuales, las barras son reemplazadas por sectores.

270
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1.4.2. Medidas de tendencia central

Direccion media

Para definir la direccién media de forma correcta para datos direccionales, se debe con-
siderar a los datos como vectores unitarios y calcular la direccién del vector resultante.

Sea una muestra de direcciones angulares: 01, 65, ...0,, cuyos vectores unitarios son ey, es, ...y,
tal que |e;| =1, Vi=1..n, ver figura 1.4.

Figura 1.4: Representacién de los vectores unitarios

Para obtener la direccién media de los vectores unitarios se tiene que calcular la direccién
del vector resultante, la cual se obtiene al sumar los vectores unitarios:

n

Si se considera la transformacién de las componentes polares a rectangulares de e; se tiene
que sus coordenadas son:
(cosb;, senb;), i =1,..n

entonces,

R = icos@i,isen@- =(C,9)
i=1 i=1

donde:

C = Zn: cosb; Y S = Zn: senb;
i=1 i=1

siendo el tamano del vector resultante:

R=|R|=C2+ 82

Por tanto, el vector medio de la muestra, indica el centro de masa y estd dada por:

R=

S=
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siendo r la longitud del vector medio:
r=|R|| = VC?+ 52

Y asi el centro de masa de los vectores unitarios o centro de gravedad tiene componentes
cartesianas en: (C,S) y se puede encontrar dentro del circulo unitario. No obstante si los
angulos son los mismos: 6; = 0, i # j, el centro de masa estara en la circunferencia del circulo.

La direccién del vector medio tiene un dngulo bien definido llamado el dngulo medio de la
muestra: 0, y se obtiene al resolver las ecuaciones:

C =rcosf, S =rsend

Entonces 0 esta dado por:

arctan(S\C), si C>0, S>0
m\2, si C=0, S>0
0= arctan(S\C)+m, si C<O,

arctan(S\C) + 27, si C >0, S<0
inde finido, si C=0 S=0

Teorema

Sea 0 la direccién del vector medio, entonces se cumple que:

Prueba:
% > oiey sen(f; — ) = % Z?Zl(senﬁicosé — cosb;send)
= 137 senbjcosd — 237 | cosf;send
= Scos — Csend);

= rsenbcosd — rcosfsent

Como n # 0, se sigue que:

Z sen(; —0) =0
i=1

4Recuérdese que la funcién inversa arctan(tan™') toma valores entre [—m\2, 7\2].
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De forma similar:
LS Lcos(0; —0) = 137 (cosbicosh + senb;send)
= 130  cosbicosh + L3 | send;send
= Ccosf + Ssenb;
= rcosfcosl) + rsenfisend

= 1(cos?0 + sen?0)

Por lo tanto:
1 — _
- 0; —0) =
- ;_1 cos( )=r

Estos resultados ponen en contexto algunas analogias con la estadistica clasica. Dado un
conjunto de datos x1, o, ..., T, con una media muestral: T, entonces, la ecuacién 1.1 es analoga
a la suma de las desviaciones alrededor de la media, la cual es cero:

n
> (zi—3)=0
i=1
Ahora, analizando el efecto de rotacién sobre la direccién del vector medio, se verd que éste es
equivariante, es decir, si los angulos se desplazan por una cierta cantidad, también la direccion
del vector medio lo hace a esa misma cantidad.

Proposicion:

Sean los dngulos 61, 6s, ... 8, cuyo vector medio es f. Sea « el angulo de desplazamiento,
entonces, el nuevo conjunto de vectores 61 + «, 02 + o, ... , 0, + « tiene una direcciéon media
de 0 + . Supéngase que R’ es el vector medio del nuevo conjunto de observaciones, es decir,
después del cambio. Asi que se tiene:

_ 1 & 1 & o
| = . - . — 1 Q1
R = <n ;:1 cos(0; + ), - ;:1 sen(6; + a)) (G

¢ = 1370 cos(0; + )

de donde:

_ 1 n ) .
= = i_i(cosbicosa — senb;sena)
= C(Ccosa — Ssena

= rcosfcosa — rsenbflsena

= rcos(0 + )
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Similarmente:

S' = rsen(f + )

Entonces:

v =R ="+ 57

Por tanto, se concluye que:

C" =1r'cos(0 + a) S" = r'sen(0 + )

Y en consecuencia, la direccién del vector medio no depende de la direccién cero.

Mediana

Dada una muestra de datos direccionales sobre el circulo unitario, se puede obtener una
versién de la mediana muestral al dividir dicha muestra entre un didmetro tal que la mitad de
los datos estén a un lado de éste y la otra mitad del otro lado. Por consiguiente, la mediana
se define como el dngulo ¢ tal que la mitad de los datos cae en el arco [¢, ¢ + 7). Cuando
el tamano de la muestra n es impar, la mediana es una de las observaciones del conjunto
de datos. Cuando n es par la mediana muestral es el punto medio de dos datos muestrales
apropiados.

1.4.3. Medidas de dispersion y distancia circular

Varianza circular

Al tomar eq,es, ..., como vectores unitarios, entonces el tamano del vector medio r tiene
rango entre 0 y 1, es decir: 0 < r < 1. Si las direcciones 61,65, ...0,, tienden a agruparse,
entoncer r tomard un valor cercano a 1, de lo contrario, si estdn demasiado dispersos r
serd cercano a 0. Por tanto, r es una medida de concentracién del conjunto de datos. A partir
de este hecho, se define la varianza circular muestral como:

V=1-r, 0<Vv<i

Cabe senalar que la varianza circular también puede escribirse en términos del tamano
del vector resultante R, ya que la direcciéon del vector resultante es la misma que la del
vector medio f. Entonces se define a V'’ como una medida de dispersién, donde valores de R
cercanos a 0 indican que la dispersién es grande, mientras que valores cercanos a n indican
que el conjunto de observaciones tiene una dispersién pequenia o mas concentrada hacia el
centro.

Vi=n—-R, 0<V' <n
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Por otro lado, a veces es 1til conocer la desviacion estandar andloga a la de la estadistica
clasica para un conjunto de datos. Asi pues la ecuacién 1.2

1 .
E;cos(ei—e) =r

se puede escribir de la siguiente forma:

% Z 2[1 — cos(f; — 0)] = 2(1 —r)
i=1

Haciendo uso de resultados trigonométricos se sabe que para una desviacién estandar pequena
se tiene que:

2[1 — cos(8; — 0)] = (6; — é)z

En consecuencia, se puede aproximar la siguiente férmula :

LS -~ 20—
=1

De esta manera se observa que la estadistica equivalente en la estadistica tradicional es:

1 n
— Z(ml —z)? =52
i

Este resultado guia a definir la varianza circular equivalente en el modelo clasico como 2(1—7).
Sin embargo, en ocasiones es preferible permanecer con la definicién proveniente de la medida
de concentracién r en vez de querer encontrar el equivalente al modelo tradicional.

Distancia circular

Una forma razonable para medir la distancia entre dos puntos en la circunferencia, es el
tomar la distancia mas pequena de los arcos que se forman entre esos dos puntos.

Sean 0;,0; los angulos correspondientes a los dos puntos, entonces se define la distancia
circular como:

5ij = (5(9“9j) = mm(@, — 9j,27'(' — (9, — Hj)) =T — ‘7‘(’ — ‘92 — HJH

De forma clara, la distancia entre dos puntos no puede ser més grande que 7, en consecuencia,
la distancia circular toma valores entre [0, 7]

Por ejemplo, dados dos puntos A y B sobre la circunferencia, la distancia entre ellos podria
ser la longitud del arco AB; o la del arco ABs; ver la figura 1.5. Siguiendo la definicién de la
distancia circular, se observa que el arco AB; es méas pequenio que el arco ABs. Por tanto la
distancia circular entre A y B es la longitud del arco ABj.
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(D

Figura 1.5: La distancia circular es la longitud del arco AB;

Es importante examinar que J;; sea una medida de disimilaridad para poder utilizarla como
instrumento de decisién.

Entonces, d;; es una medida de disimilaridad si cumple las siguientes propiedades:
» §;; >0 V6,0, (Positiva)
B Q4 = 0V 92 (Nulidad)
L] 5@' = 5ji A Gi, 9j (Simetrfa)
w0, < max(dij,95,) V 60;,0;,0, (Ultramétrica)
Proposicion:
La distancia circular definida como d;; = m — | — |6; — 0;]| es una medida de disimilaridad.
Demostracion:
Se sabe que el valor méximo de la diferencia 6; — 0; € (—27,27) = 7 — |0; — 0;| € (—7,7) =
7 — |m — |6; — 0;]| tiene como rango [0, 7] = 6;; > 0 V i, j. Luego entonces, la distancia d;; es
positiva.

Para probar la nulidad, resulta obvio el hecho de que si |6; — 6;] =0 = 6;; =0 V,.

Por otro lado, como se cumple que |0; — 6;| = |0; — ;| = 6;; = 0j; Vi j. De esta forma, d;; es
simétrica.

Por tltimo, como d;;, € [0, 7] V; 1; entonces el max(di;, ;) € [0,27] Vi j k-
Por tanto d;; < max(d;,9;;) y se cumple la propiedad ultramétrica.

.. 0;; es una medida de disimilaridad
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Distribuciones circulares

2.1. Conceptos basicos

Las distribuciones univariadas en la estadistica clasica se representan en la linea recta.
Como ejemplo de éstas, podemos mencionar las distribuciones: Binomial, Poisson, Normal,
etc. Estas distribuciones pueden tener un rango finito como la distribucién binomial o un
rango infinito, como la distribucién Poisson y més ain tener un rango de —oo a +00 como la
distribuciéon normal univariada.

Una distribucién circular es una distribucién de probabilidad cuya probabilidad total se
concentra en la circunferencia del circulo unitario y siempre tiene un rango finito de [0, 27).
Dado que cada punto en la circunferencia representa una direccién, este tipo de distribuciones
asignan probabilidades a diferentes direcciones o definen una distribucién direccional.

Las distribuciones circulares siempre son continuas y por consiguiente existe una densidad
de probabilidad, la cual es una funcién continua para los valores de 6 con las siguientes
propiedades:

1. f(6) =0
2. [2Tf(0) d =1

3. f(0) = f(0+ (k«2m)), para cualquier entero k

2.1.1. Funcidén caracteristica

Como en la estadistica clasica, una distribucién de una variable aleatoria 6 puede ser
descrita a través de la funcion t — E[eiw]. A partir de que 6 es una variable aleatoria periddica,
entonces 6 4+ 27 tiene la misma distribuciéon y por tanto es necesario restringir el valor de ¢
a valores enteros. Por tanto, para variables aleatorias circulares, la funcién caracteristica
necesita ser definida sélo para valores enteros:

Por definicién se tiene que:

309(25) _ E[eite] _ E[eit(9+27r)] — 2Ty gOg(t)
Entonces, ya sea que @p(t) = 0 o €®?™ = 1, es decir, t debe ser un entero. La funcién

caracteristica en un entero p es llamado el p-ésimo momento trigonométrico de 6.

11
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Si f(#) es la funcién de densidad de probabilidad para una muestra aleatoria circular,
entonces:

27
oolp) = Be?) = [ f(0) o, p=0.£1,22,..
0

Hay que recordar por la relacién de Euler que:

e = cosO + isend

Por tanto se puede escribir:

2

. 21
wo(p) = E(e?) = /0 cospl f(0) db —i—/o isenpd f(0) dO

claramente,
Yo = 17 ‘(pp’ <1

donde: )
ap = Elcospl]| = / cospf f(6) do (2.1)
0

By = E[senpl] = /27r senpl f(6) do (2.2)
0

Las ecuaciones 2.1 y 2.2 se relacionan con las ecuaciones:

B
=,/a2 2 = arctan =2
pp=1/aptB Yy 1y 5

P

Entonces:

Op = ap + By = pp* P p=0,+1,42,..

Cabe notar que:

Oép = a_p7 /Bp = /B—pa ’ap‘ S 17 ’/817’ S 1
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2.1.2. Momentos trigonométricos

Se sabe que las distribuciones lineales pueden ser descritas por sus momentos. El primer
momento es la media p o la esperanza de una variable aleatoria X. Si la distribucién tiene
densidad de probabilidad entonces el e-nésimo momento es:

E[x"]:/oo 2" f(x)de, n=12.

—0o0
También, para el estudio de las distribuciones circulares es 1til el cédlculo de los momentos,
sin embargo, debido a la periodicidad que tienen las distribuciones circulares, es necesario
redefinir los momentos como momentos trigonométricos.

Sea f(0) la funcién de densidad de probabilidad de una distribucién circular, asi para cada
vector unitario con componentes: x = cosfl y = senf), se calcula la media con las siguientes
igualdades:

2 2
a1 :/0 xf(0) d@z/0 cosO f(6) do

2 2
51 :/0 yf(6) d@z/o sendf(0) do

La media poblacional con componentes «q, (31 son los componentes del vector medio que
apunta al centro de masa. Por tanto, al vector medio también se le conoce como FEl primer
momento trigonométrico de la distribucion circular y es aquél que contiene mas informacion
que cualquier otro momento ordinario:

o1 = (a1, 1) = (p1, 1)

donde p es el tamano del vector medio, u es la direccién del vector medio.

De manera general para p = 0,41, £2, .. se tiene !:

2w 2w
ap = /0 cospd f(6) d6, By = /0 senpff(0) do

de forma que, se denotard: py = py u1 = p, al considerar el primer momento trigonométri-
€O como:

1 =01 +iB = pxet

El primer momento trigonométrico: p y u, proveen las medidas tedricas o poblacionales
de la concentracién y direcciéon media, respectivamente, de 6. Se puede ver que mientras mas
grande sea el tamaifio de p, es decir, mas cercano a 1, entonces mayor es la concentracién hacia
la direcciéon media p.

La sucesién [(ap, Bp) : p = 0,£1,£2..] de momentos trigonométricos de un vector aleatorio 6 es equivalente
a la funcién caracteristica de 6.
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2.2. Distribucion Von Mises

La distribucién Von Mises es de gran importancia en la teoria estadistica para datos di-
reccionales, fue introducida por Von Mises en 1918 al estudiar las desviaciones de los pesos
atémicos y desde ese momento ha sido estudiada ampliamente y diversas técnicas inferenciales
han sido desarrolladas, por lo que su uso es de gran utilidad para distintas areas. Debido a su
semejanza con la distribucién normal para el andlisis estadistico clasico, también se le conoce
como la distribucién normal circular.

Como se ha visto, la direccién del vector resultante muestral proporciona una direccién
media razonable para la muestra. Von Mises se pregunto si habia un modelo circular en el que
6 brindara un estimador méximo verosimil, es decir, una forma de caracterizar la distribucién
circular en el que la direccién media poblacional p fuera estimada por la direccion del vector
resultante con méaxima probabilidad. Gauss demostré que la distribucién normal se puede
derivar de la funcion de verosimilitud, siguiendo la hipotesis de que la media es el valor mas
posible. En 1918 Richard Von Mises aplicé el método de Gauss para una variable circular y
derivé la distribucion Von Mises, el procedimiento a grandes rasgos es el siguiente:

Sean n observaciones 61, 6;...0,, de la densidad f(z), donde z; = 6; — p. La funcién de

verosimilitud es:
n

L=T]f(=)

i=1
Asi la ecuacién de verosimilitud es:
d logL "0 )
———— = const x — =0 2.3
du ; f(0; — ) 23)

Por otro lado, si p fuera estimada por @, también se cumple que:
n
Zsen(@i —p)=0 (2.4)
i=1

Por tanto, como las ecuaciones 2.3 y 2.4 se cumplen para todo 6; y n arbitrario, la igualdad
es cierta término a término y entonces:

= ksen(0; — p), k=cte

Lo que conduce a la siguiente solucién general:

f(zi) =cebeos= i=1,2,.n
donde los pardametros ¢ y k estan condicionados por
2

fz)dz=1
0
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y en consecuencia:

1
- f027r ekcosz d
— 1
c= ———
211, (k)

Donde I,(k) es la funcién modificada de Bessel de primer grado y de orden cero y esta dada
por:

1 2
Io(l{?) — %/Ov ekcos@ de

2.2.1. Definicién

Una variable aleatoria circular se dice que tiene una distribucién Von Mises V' (u, k), si su
funcion de densidad de probabilidad es:

_ 1 kcos(0—p)
10) =5

con dos parametros: k > 0, 0 < p < 27. El pardmetro p es la direccién media, y el
parametro k es conocido como el pardmetro de concentracion.

El centro de masa estd dado por el vector medio cuya direccién la determina p y cuya
longitud se denotara como p = A(k), donde A(k) es una funcién definida por:

I (k)
Ak)=p=
=2 =T
donde k > 0, Io(k), I;(k) son funciones de Bessel?. El pardmetro k puede ser convertido

a p y viceversa.?

En la figura 2.1, se muestra la grafica de una distribucién Von Mises, donde la longitud
del vector medio es p =.5, es decir, k£ =1.16

Figura 2.1: Gréfica circular de una distribucién Von Mises

2Ver apéndice C.1.
3Ver apéndice C.2 y C.3.
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2.2.2. Estimadores maximo verosimiles

Sea 61,09, ..0,, una muestra aleatoria con f.d.p. V(u, k). A continuacién se obtendra el
estimador méaximo verosimil para el dangulo medio p cuando k es conocida. La funcién de
densidad de probabilidad es:

1
f(0) = c explkcos(0 — )], donde c= S To(h)
La funcién de verosimilitud es:
i=1
L(O,p) = (2rIo(k)) ™" expy  klcos(6; — p)]
i=1
Aplicando logaritmo natural:
InL(8, p) = —nin(27) — ninly(k) + k Z cos(0; — ) (2.5)
i=1
Al derivar con respecto a p :
dinL -
- k Z sen(0; — p)

=1

Entonces de la ecuacién: Y -, sen(f; — 0) = 0, se tiene que el estimador méximo verosimil
del parametro p de una distribucién Von Mises es el angulo medio de la muestra, es decir:

=10
Por otro lado, se obtendra el estimador méaximo verosimil para el parametro de concen-

tracion k cuando p es conocido. Es necesario sefialar que de acuerdo a una propiedad de las
funciones de Bessel, se tiene que:

Ij(w) = L(x)

Ahora bien, partiendo de la ecuacién 2.5 y derivando con respecto a k se obtiene:

dinL -
% —nA(k) + ; cos(0; — )

donde:




Capitulo 2. Distribuciones circulares 17

Por consiguiente, InL’ es cero si:

Ak) = % Z cos(6; — )
i=1

Se observa que el lado derecho de la ecuacién anterior, es el tamano del vector medio
muestral , como lo indica la ecuacién 1.2. Por tanto, el estimador maximo verosimil de k es
la solucién de:

A(k)=r obien k=A"Y(r)

La solucién de estas dos ecuaciones se puede resolver numéricamente 4, asf el estimador
maximo verosimil del tamano del vector medio poblacional es igual al tamano del vector medio
muestral, es decir:

p=r

En el caso de que ambos parametros fuesen desconocidos, se obtienen las derivadas par-

ciales de la funcién de verosimilitud de k y u, y la solucién del sistema de ecuaciones son los

estimadores méaximo verosimiles de u y k.

2.2.3. Funcién caracteristica y momentos

A partir de que la distribucién Von Mises es simétrica alrededor de la media u, entonces,
se define al p-ésimo momento trigonométrico alrededor de la media como:

ap +if3,
donde: )
a, = Elcosp(0 — p)], By = Elsenp( — p)]

Andlogo a la ecuacién 1.1, se cumple que: 3, = E[senp(f — u)] = 0 y también:

1 2m .
- _ _ cos(0—p)
ap eTo(h) /0 cos p(6 — ) e dé
Ip(k)
Io(F)

donde I, es la funcién de Bessel modificada de primer grado, la cual se define como:

1 27
I,(k) = 2—/0 cos pf €"°°*% dg

s

Consecuentemente, la funcién caracteristica de la distribucion Von Mises es:

_ gontp(F)
=)
En particular:
a = A(k)cosu, (= A(k)senu, p=A(k)= 22:; .

“Valores de A(k) y A~1(r) se encuentran en las tablas del apéndice C.2 y C.3 respectivamente.
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2.2.4. Propiedades

= Simetria: Por la simetria de la funcién coseno, la distribucion Von mises es simétrica
alrededor de la media (también para p + 7) -

= Moda en p: Debido a que la funcién coseno toma el valor maximo cuando 6 = 0 y
asi cosf = 1, la funcién de densidad Von Mises toma su méximo cuando 8 = p y por
tanto p es la direccién modal con el maximo valor en:

ek

= 2.6
£ = 571 (26)
» Antimoda en (u+7): Dado que la funcién coseno se minimiza cuando 6 = 7, y asi cosf =

—1, la funcién de densidad Von Mises cuando € = p + 7 toma el valor minimo y por
tanto la antimoda direccional es p + m:

e—k

ISR 27)

flp+m) =

= Concentracién: k es el pardmetro que mide la concentracién de la poblacién en direccién
a la media. De las ecuaciones 2.6 y 2.7 se observa que:

F)  _ ow
flp+m)

Por tanto entre mas grandes sean los valores de k méas grandes serd el cociente de f(u)
y f(u+ ) y por consiguiente la concentracién en direccién a p.

La figura 2.2 muestra la f.p.d. Von Mises con p = 0y con diferentes valores para k . Se observa
que cuando k = 4, con un 99 % de probabilidad los datos caen en el arco (-90°,90°).

| I L L L
-180°-150 -120 -90 -60 -30 0 30 60 90 120 150 180°

Figura 2.2: Densidad de una distribucién Von Mises, u =0y k = %, 1,2,4
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2.2.5.

Relacién con otras distribuciones

Uniforme: Cuando k& = 0 la distribuciéon Von Mises se convierte en una Uniforme.

1

_ 1
~ 271(0) 2

e(]cos(@—,u) —
2rx1 2w

f(9)

Normal bivariada: Considerando que la distribucién normal bivariada tiene centro en
(m,0), desviacién esténdar s' = s> = 1 y coeficiente de correlacién igual a cero, se
observa que la distribucién bajo la restriccién x? +y? = 1 es una distribucién Von Mises
con parametro de concentracién k = m

Cardioide: La aproximacién exp(z) ~ 1 4 x, muestra que para valores pequenos de k, la
distribucién Von Mises V (i, k) denota una distribucién cardioide C'(u, k/2), cuya f.d.p.
es:

1 1
Clu,p) = 5 {1 +2pcos(0 — )} [ pl<3

Normal envuelta: La distribucién Von Mises puede ser aproximada a esta distribucién al
comparar las distribuciones de acuerdo a su primer momento trigonométrico: V' (u, k) ~
WN(u, A(k)), k — oo.La f.d.p. de la distribucién normal envuelta es:

[e.e]

_(0 — k)2
NG = 3 e {

— 00

Cauchy envuelta: También la distribucién V (i, k) es cercana a esta distribucién.

La figura 2.3 muestra una comparacién entre las distribuciones Cardioide, Normal en-
vuelta, Cauchy envuelta y Von Mises; las cuales son distribuciones simétricas y uni-
modales, y cuya gran diferencia es la posicién de los puntos de inflexién.

/ \" Cauchy

Von Mises

Norma Envuelta

Figura 2.3: Funciones de densidad semejantes a la de Von Mises
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Observaciones discordantes

3.1. Datos atipicos: outliers

3.1.1. Definicion

La existencia de observaciones dudosas o raras en un conjunto de datos han sido estu-
diadas desde hace mucho tiempo, ciertamente desde la mitad del siglo XVIII. Estos valores
se han visto como contaminantes al reducir y distorsionar la informacién que proporcionan
sobre su fuente o mecanismo que los generd. Ha sido natural buscar formas de interpretarlos,
categorizarlos y hasta rechazarlos con el fin de restaurar la propiedad de los datos o al menos
tomar en cuenta su presencia en cualquier analisis estadistico. Existe una gran diversidad de
términos para identificar estas observaciones, tanto en espanol como en inglés. Por ejemplo en
espaitiol se les conoce como observaciones discordantes, aberrantes, anormales, inconsistentes
etc.; mientras que en inglés como outliers, surprising values, inconsistent data, contaminants,
suspect value, etc. Asi pues, si se pretende dar una sola definicién de estos datos, se vera que
diferentes autores expresan de una u otra forma su opinién al respecto y como referencia se
tiene:

Grubs (1969):

Un outlier es una observacién que aparenta estar notablemente desviada de los otros miembros
de la muestra en que se encuentra.

Barnett y Lewis (1978):

Un outlier en un conjunto de datos es una observacién (o conjunto de observaciones) que
aparenta ser inconsistente con el resto de ese conjunto de datos.

Beckman y Cook(1980)

Observacion discordante: Es cualquier observacién que es inesperada o parece discrepante al
observador.

Banett y Lewis (1983)

En sus investigaciones posteriores dan una definicién mas amplia y un poco mas formal de
cémo distinguir y definir observaciones extremas, outliers, contaminantes, etc.

20
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A continuacién se explicaran estos términos :

Suponga que se tiene una muestra aleatoria de tamafno n: X1, Xo, ..., X,, cuya funcién de
distribucién es denotada como f y donde los estadisticos de orden son: X1y, X(g),..., X(n).-
Las observaciones x(1) y Z(,) son valores extremos de la muestra. Si se declara o no uno de
ellos como outlier, dependera de como aparecen en relaciéon al modelo postulado f.

Para ejemplificar esto, vednse las siguientes figuras:

(¢)

(@

v

XM X(n) XM X(n-1)  X(n)

En la figura (a), ni T(1) 0 T () parecen ser outliers. Sin embargo, en la figura (b) se observa
que () es un outlier superior, mientras que x(1) muestra indicios de ser un outlier inferior.
Cabe destacar que se podria declarar al par z(,_1), Z(,) como outliers superiores. Por tanto,
valores extremos pueden ser o no outliers. Sin embargo, cualquier outlier es siempre un valor
extremo (o relativamente extremo) en la muestra.

Ahora, suponga que no todas las observaciones provienen de la distribucién f, sino que
una o dos de ellas provienen de la distribucién g, la cual es un desplazamiento de f, es decir:
presenta una media mas grande o es una distribucién diferente a f. Las observaciones de g
son llamadas contaminantes, las cuales pudieran o no aparecer como valores extremos. En las
siguientes figuras se muestra este hecho:

(c) (d)

o900 o Ao 4 —o A4 >

X(M) X(0) X(n) XM X(n-1) X(n)

En la la figura (c), se aprecian dos observaciones contaminantes en la distribucién f: z(;
Y Z(n) , siendo una de ellas un valor extremo superior, y la otra el valor medio de la muestra.
Sin embargo z(,) es un valor extremo y contaminante pero no un outlier. En contraste, en
la figura (d) hay observaciones contaminates y no extremas y en particular estd la pareja de
observaciones x,_1 y T, que son outliers, extremos y contaminantes.

Asipues, outliers pueden ser o no contaminantes y contaminantes pueden ser o no outliers.
Ciertamente, no hay forma de saber si alguna observacién es o no contaminante, todo lo que
se puede hacer es considerar al outlier como una posible manifestacién de contaminacion y
entonces examinar a través de métodos estadisticos su comportamiento.
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3.1.2. Naturaleza y origen

Las observaciones atipicas: outliers, se pueden presentar por diferentes razones, y por tan-
to es importante conocer el motivo por el cual se origina la variabilidad o dispersién en un
conjunto de datos. Cabe senalar que la naturaleza del outlier se dice aleatoria cuando no
se saben las causas que lo ocasionan y es determinista cuando se identifica el por qué estan
presentes.

Cuando se originan por razones puramente deterministas: por errores de calculo o registro,
entonces, el remedio es claro: se remueven los valores equivocos de la muestra o se reemplazan
los valores ( por ejemplo, se corrige la observacién o se repite). Por otro lado, pueden pre-
sentarse en situaciones menos claras, donde se sospecha pero no se garantiza una explicaciéon
tangible de un outlier y por lo tanto no hay alternativa mas que el de considerar al outlier de
naturaleza aleatoria o inexplicable y por consiguiente debe ser interpretado en términos de
las propiedades de variacién de cualquier muestra aleatoria generada por el modelo de proba-
bilidad propuesto, siendo algunas veces apropiado cambiar dicho modelo de distribucién que
represente mejor al conjunto de datos, incluyendo los anémalos.

A continuacién se mencionan tres razones por las cuales se originan errores, ocasionando
una gran variabilidad en la muestra de datos.

s Variabilidad Inherente: Es la expresion de la forma en que las observaciones varian en
la poblacién, tal variacién es una caracteristica natural de la poblacién y propia del
fenémeno que no puede ser controlado, pues refleja las propiedades de un modelo de
distribucién que describe la generacion de los datos.

s Frror de medicion: Se produce cuando no se dispone de la técnica adecuada o cuando no
existe un procedimiento en el uso de instrumentos de medicién. Sin embargo, es posible
controlarlo. En este error se incluye el redondeo de valores y registro de datos.

» Error del experimentador: Es el error atribuible al propio experimentador y se basa en la
imperfecta recopilacién de datos. Algunas precauciones pueden reducir tal variabilidad
pero no se esta del todo consciente de estos errores. Se puede presentar de dos formas
diferentes:

o Error de informacion: Surge cuando se establece un modelo o estructura matematica
no adecuada o precisa a la poblacién, o bien cuando se considera informacion inicial
o hipétesis incorrectas.

e Error de planeacion: Se presenta cuando el investigador no llega a delimitar de una
forma correcta el espacio y el experimento lo realiza sobre un espacio distinto. Por
ejemplo, al incluir individuos que no son del todo representativos de la poblacion
o que provienen de una poblacién diferente a la de interés.
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3.1.3. Tratamiento

Como se vio anteriormente, el concepto de outlier ha fascinado a estudiosos de diferentes
areas desde el comienzo por querer interpretar datos. Incluso antes del desarrollo formal de
métodos estadisticos, hubo diferentes argumentos de cuando y en qué circunstancia se debian
descartar observaciones cuando éstas no eran representativas o incluso erréneas. Asi pues,
distintas posturas han variado de un extremo a otro: desde rechazarlos para restaurar la
propiedad de los datos o incluso adoptar métodos para reducir su impacto en el andlisis
estadistico. Sin embargo no es necesario adoptar uno de estos extremos, ya que al rechazar se
tiene el riesgo de perder informacién genuina, y al aceptar se tiene el riesgo de contaminar la
informacién. Es por consiguiente fundamental identificar la naturaleza y las razones por las
cuales se presentan observaciones atipicas para establecer la estrategia a tomar.

Cabe senalar, que observaciones inconsistentes no son necesariamente malas o erréneas
e incluso el investigador pudiera en ciertas situaciones no rechazarlas sino aceptarlas como
indicadores de algin inusual e inesperado tratamiento industrial o variedad del area de estudio.
No obstante, si se muestra que tales observaciones son estadisticamente irrazonables con base
en el modelo inicial de probabilidad planteado, entonces se estaria reflejando la inconveniencia
de este modelo.

Cuando la razén por la cual surgen observaciones atipicas es determinista, los valores
deben ser removidos o reemplazados por valores corregidos, tal vez por algin equivalente
estadistico, por ejemplo, al simular las observaciones de acuerdo a la distribucién supuesta.
Ahora bien, cuando el problema es aleatorio, podrian examinarse procedimientos estadisticos
para detectar discordancia. Sin embargo, no necesariamente se tiene que empezar con una
prueba de discordancia, pues existen métodos robustos en donde se busca acomodar estas
observaciones, por ejemplo: al ponderarlos con un peso menor al resto de los datos y asi tener
una menor influencia en estudios futuros o aplicar el “método de Winzorizacién”! o el de
a-truncada.

Con el fin de detectar si hay observaciones discordantes, hay que recordar que éstas no
necesariamente se muestran como outliers. Por tanto, tomando en cuenta la definiciéon de
Barnett, se sabe que un outlier es aquél que aparenta ser inconsistente y lo cual implica
el uso de un modelo inicial con respecto al cual es inconsistente. Barnett comenta que la
frase es crucial, pues es cuestion de un juicio de caracter subjetivo por parte del observador
quien decide eliminar estas observaciones o no, ya que lo que realmente preocupa es saber si
estas observaciones son miembros genuinos de la poblacién principal. Luego entonces, con el
fin de tener una correcta deteccién de valores discordantes es necesario llevar a cabo pruebas
llamadas de discordancia, y asi tomar la decisién de rechazar, o establecer un nuevo modelo de
distribucion e incorporar los datos analizados, o bien, identificarlos como factores no conocidos
de importancia practica y estudiarlos por separado.

'Ver Barnett pag. 25-26 [1].
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El esquema que a continuacién se muestra resume lo explicado en esta seccion.

FUQHT? ’de No‘rurol_ezo Tratamiento Solucion
Variacion del outlier
<& <+ < 282
. Acomodar
" (estimacion robusta)
Inherente

I—’ Aleatoria — Incorporar
e,

(en nuevo modelo)
q (Inexplicabile) |::> Prueba de
2 Discordancia Z:>

Identificar
(Estudio por separado)

Medicion

Rechazar
. (Se mantiene el
Deterministc L modelo inicial)
Emror de registro
Influencia clara Conegir
Ejecucion
S respeta of modelo inicial Rechazar
Repetir

3.2. Pruebas de discordancia

En las secciones anteriores, se analizé con detalle el término de observacién atipica: outlier,
su naturaleza y la variedad de contextos en los que pueden surgir. Se han planteado también
las diferentes soluciones que se pueden tomar ante la presencia de outliers en relacién a la
naturaleza de éstos. Se ha visto que la presencia aleatoria de outliers conlleva a pensar si
el modelo de probabilidad inicial propuesto es incorrecto Por esto, para decidir si un outlier
debe considerarse como miembro de la poblaciéon principal o no y tomar cualquier medida
de rechazo u omisién, es indispensable ejecutar un procedimiento de deteccién, una prueba
estadistica, definida como prueba de discordancia.

3.2.1. Tipos de pruebas

Pruebas intuitivas

Hay que aclarar, que existen diferentes formas de proponer una prueba de discordancia,
de hecho mucho del trabajo existente y de antano tienen una forma altamente intuitiva y
hay poca consideracién en la naturaleza de la hipotesis alternativa y nula. Por ejemplo, al
analizar pruebas intuitivas para muestras univariadas, se observa que una razén por la que la
observacién x; parece aberrante en una conjunto de datos es porque se encuentra “amplia-
mente separada del resto de la muestra”, en relacion a la dispersion de ésta. Por tal motivo, se
puede pensar en pruebas estadisticas de la forma N/D, donde el numerador es una medida de
separacion entre x; del resto de la muestra; y el denominador D es una medida de dispersién
total.
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Las medidas usadas para N incluyen: desviaciones, extremos, excesos; mientras que las
medidas para D incluyen: la desviacién estandar, el rango. Asi, al observar un outlier superior
T, en una muestra aleatoria, es natural pensar en las estadisticas que a continuacién se
muestran y que evaluan la discordancia de la observacion:

Ty — Tyn1 Ty — 2

D ’ D
donde z; es el valor i-ésimo de la muestra ordenada de forma ascendente; 2/ es la media
muestral al excluir el outlier z,,; D es alguna medida de dispersién de la muestra 2

Sin embargo, se pueden distinguir y clasificar diferentes pruebas de base intuitiva, dependiendo
si se desea examinar un solo outlier superior o dos outliers inferiores o tal vez uno superior y
otro inferior. A continuacién se muestran algunos de estos tipos pruebas:

» FEstadisticas de exceso-dispersion

Son cocientes que miden la desviacién existente entre un outlier y la observacién vecina
mas cercana a €l con respecto al rango o alguna otra medida de dispersion de la muestra.
Ejemplos para examinar al outlier superior x,:

Dixon(1951) : Irwin(1925) :
LTy — Tp—1 LTy — Tp—1
Ty — X1 o

donde o es la desviacién estandar en el modelo basico. La estadistica de Irwin supone
que o es conocido. Sin embargo, ésta se puede remplazar por algin estimador muestral
que excluya la observacion outlier.

» FEstadisticas de rango-dispersion

En estos, se reemplaza el numerador por el rango de la muestra. Por ejemplo :

Ty — T

Pearson and Stephens (1964) L , donde s puede ser remplazada por alguna medida

de dispersion total.
» FEstadisticas de desviacion-dispersion

Son cocientes que miden la desviacion que hay entre un outlier y alguna medida de
tendencia central de la muestra. Por ejemplo, para un outlier inferior:

Grubs(1950)
T—m maz|r; — T

)

S S

2Es posible considerar a D, omitiendo la observacién .
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» FEstadisticas de extremo-ubicacion

Son cocientes entre un valor extremo y alguna otra medida de tendencia central. Por
ejemplo, una prueba de discordancia para un outlier superior es:

Iy
x

Pruebas formales

Las pruebas de discordancia cuya base depende de la manera de plantear la hipotesis nula
y alternativa, surgen en un nivel méas formal de analizar y determinar ciertas caracteristicas
de éstas, como su nivel de significancia (tamano de la prueba) o su potencia. Cabe destacar
que al llevar a cabo una regla de decisién en términos estadisticos es necesario basarse en
los principios metodolégicos para pruebas de hipétesis 2. Por tanto, hay que recordar que la
hipétesis nula se conserva si no existe evidencia significativa que confirme su rechazo; mientras
que la hipdtesis alternativa afirma que la hipdtesis nula es falsa. En una prueba de discordancia,
la hipétesis nula establece como modelo de probabilidad aquel que genera todo el conjunto de
datos sin considerar la presencia de outliers; mientras que la hipdtesis alternativa expresa la
manera en que el modelo debe ser modificado con el fin de incorporar o explicar la presencia de
outliers. Por esta razdn, es necesario senalar que existen distintas formas de plantear pruebas
de discordancia ya que dependen de la manera en que la hipdtesis alternativa es especificada.
A continuacién se explicaran algunas de estas pruebas, considerando que para cada una se

establece que la hipdtesis nula afirma que todas las observaciones provienen de la distribucién
F.

H,:z; ~ F Vj=12..n

a)_Alternativa inherente

Supone que los outliers aparecen en un conjunto de datos debido a un grado inesperado
de variabiliad inherente en el modelo, por lo que la distribucion pudiera en verdad tener colas
mas pesadas. Se admite la posibilidad de que el modelo de probabilidad es otro, tal vez de la
misma familia de distribucién o diferente.

La hipdtesis alternativa establece que todos los datos provienen de la distribucién G,
Hy:zj ~ G Vj=12,...,n

b)_Alternativa mixta

Admite que la muestra refleja un ligero grado de contaminacion al aceptar la presencia de
algiin miembro extrafio que se muestra como outlier. La hipdtesis alternativa declara que los
outliers tienen la posibilidad A de provenir de algin otro modelo de distribucién G y el cual
es algo diferente al modelo inicial F' y se establece como:

Hy:zj ~ (1-MNF + XG Vj=12..,n

3Ver apéndice B.1.
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c)_Alternativa de deslizamiento

Plantea que todas las observaciones a excepcién de algiin nimero pequeiio de ellas & (una
o dos) provienen del modelo inicial F', con pardmetros de posicién y escala; mientras que
las k observaciones restantes provienen de una distribuciéon modificada de F', es decir, donde
alguno de los parametros han sido cambiados. Es el tipo de hipotesis alternativa més frecuente
para establecer un modelo de contaminacién. Por ejemplo, Guttman (1973), declara que en la
distribuciéon normal, cuando un pardametro es desconocido, se puede establecer una hipdtesis
alternativa que considera que el contaminante proviene del mismo modelo pero con media
diferente:

H,:x; ~N(u+a,o?)

De esta forma, se ha analizado la importancia de la hipdtesis alternativa en las pruebas de
discordancia y de la relevancia del método intuitivo. Sin embargo, ademas de estos procedi-
mientos béasicos para formular pruebas de discordancia, existen otros métodos extensamente
aplicables para llevarlas a cabo, como por ejemplo el Principio del cociente de verosimili-
tudes *, donde la construccién de estas pruebas depende en primera instancia de la hipétesis
alternativa empleada para explicar los outliers. En general esta prueba se construye a par-
tir de la funcién de verosimilitud de la muestra bajo la hipdtesis nula y alternativa: Ly, (0)
y L, (0). Se basa en encontrar el punto en donde se maximizan dichas funciones: L ﬁo(o),
L i (0); y asi, a partir de ellos, obtener la razén de verosimilitudes , la cual es: InL o — InL i

3.2.2. Evaluacién de la prueba

En general se ha explicado el concepto de pruebas de discordancia y las diversas formas de
plantearlas. Ahora bien, es importante conocer el criterio que permite determinar cuando una
prueba es mejor que otra. Supdngase que se desea probar si la observacién x,, es discordante,
utilizando la prueba Z. Asi pues, se calcula el valor de Z dada la observacién x, y se denota
como Z,. Entonces, se declara que x,, es discordante si Z,, > z,, donde z, es el valor critico
de Z dado el nivel de significancia «, el cual se define como:

P[Z, > z4|Hy) = «

Tomando en cuenta la hipdtesis alternativa de deslizamiento, se cree que una de las observa-
ciones de la muestra es un contaminante z., siendo el valor de la prueba de discordancia Z..
En el contexto de este particular conjunto de supuestos, David (1981) sugiere las siguientes
probabilidadades como “medidas razonables” para evaluar el desarrollo de Z,, bajo la hipétesis
alternativa.

4Ver apéndice B.2.
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La probabilidad de que un outlier sea identificado como discordante.
Py, = P[Z,, > zo|H,)

La probabilidad de que el contaminante sea identificado como discordante.
Py, = P[Z. > z,|H,]

La probabilidad de que el contaminante sea un outlier y que sea identificado como discor-
dante.

Py = P|Ze = Zy, Zp > za|Hd]

La probabilidad de que cuando el contaminante es realmente un outlier sea identificado
como discordante.

Py = P[Ze = Zn > 20, Zn-1 < 2a|Ha

Ps =P[Z. > z4|2c = Zp; Hy)



Capitulo 4

Pruebas de discordancia en la
estadistica circular

4.1. Outliers para datos circulares

En la linea, entre més extremo es el valor de un outlier, mayor es la separacién del resto
de la muestra de datos. Sin embargo, en la circunferencia un valor extremo no implica ser una
observacion angular extrema. Por ejemplo, considere el siguiente conjunto muestral de datos
angulares:

10°, 18°, 33°, 48°, 67°, 349°

Si estos datos fueran lineales, no se tendria ninguna duda en decir que el valor 349° es
extremo, pero dado de que ésta es una muestra de datos circulares, donde las observaciones
varian entre 0° y 360°, el valor 349° es perfectamente consistente con los otros. Si 349° es de
hecho un outlier, entonces éste ha aparentado ser una observacién respetable. Claramente, se
espera solamente encontrar outliers en muestras de datos angulares cuando la masa principal
de los datos se encuentra suficientemente concentrada sobre una direccién en particular. En
este ejemplo, la muestra tiene una baja concentraciéon y serd dificil encontrar una sola ob-
servacion que esté suficientemente separada del resto y que muestre evidencia de ser un outlier.

Ahora bien, observe la siguiente muestra:
8°,10°,13°,31°,32°,40°,69°, 135°,314°, 325°, 344°,347°, 350°

Se pensaria que el valor outlier es el valor extremo de la muestra: 350°. Sin embargo, al
graficar los datos, se observa que el valor més alejado del resto de los datos concentrados es
135 ©, vedse la figura 4.1. Esto hace ver que existe una manera de indentificar un valor outlier,
por ejemplo, al basarse en las desviaciones que generan los datos angulares con respecto a la
direccién del vector medio y el cual se expondra a continuacién.

29
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Figura 4.1: Gréafica de una muestra de datos direccionales donde aparece un outlier que presenta la
desviacion més grande con respecto al resto de la masa de datos y es identificado como 135°

4.2. Identificacion de outliers

A continuacién se examinard como valores inesperados, se manifiestan en una muestra de
datos direccionales. Sea 61, 0s,...,0,, una muestra circular de tamano n, entonces una obser-
vacion 0y (1 < k < n) serd inconsistente, cuando las desviaciones angulares de 6; a la direccién
media 6, estd dado por:

& =min(0],2r —0;)=7n— | m— 0 | (4.1)

donde 67 = 0; — 6, (mod 27), es el maximo sobre ¢ = 1,2,...,n. Lo que significa que la
observacién 6, es en efecto un outlier cuando se cumple que: maz;{&} = &.

Si se escribe C' = Y cosf; y S = _ senb;, entonces la direccién media muestral 6 y el
tamaiio del vector resultante muestral ||R|| = R, estan dados por: C' = Rcosf, S = Rsenf, con
R? = C? + S2. Si al valor del tamaio del vector resultante muestral se le omite la observacién
i-ésima se tiene que:

R? = (C — cosb;)?) + (S — send;)?
C? — 2Ccosb; + cos?0; + S? — 2Ssenb; + sen?6;
R? + 1 — 2(Ccosh; + Ssenb;)
R? + 1 — 2(RcosOcost; + Rsenfsend;)
= R2+1-2Rcos(f; —0)

Consecuentemente, mientras la desviacién angular de 6; a 0, &;, incrementa de 0 a T,
cos(6; — 6) decrece de 1 a -1 y R? incrementa de (R — 1) a (R + 1). En otras palabras, la
omisién de 6;, la observacién més alejada de 6, conlleva al incremento més grande del valor
del tamafo del vector muestral resultante. Entonces el valor de 8 més alejado de la direccion
media muestral es el candidato para ser examinado como un outlier.
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4.3. Pruebas de discordancia para muestras Von Mises

Considerando el caso particular de una muestra aleatoria de tamafio n, de una distribucién
Von Mises V(u, k), se sabe que su funcién de densidad es:

1
1) = 21, (k)

gheosl0-1 0 <9 <2

donde 0 < pu < 27, k > 0, y Ip(k) es la funcién de Bessel modificada de primer grado y de
orden cero.

Con el fin de evaluar si un valor inesperado en una muestra Von Mises es o no en realidad
un dato discordante, es necesario llevar a cabo una prueba de discordancia con base en la
hipétesis alternativa de deslizamiento. Asi pues, se establece como hipdtesis nula que las n
observaciones provienen de la distribucién V' (u, k). Por otro lado, la hipdtesis alternativa afir-
ma que n — 1 observaciones provienen de V' (u, k), mientras que aquella observacién restante
procede de V(u*, k) , donde pu* # u. Cabe senalar, que se estd suponiendo que el valor con-
taminante se deriva de una distribucién con diferente direccién media que del resto de la
muestra, esto es, un modelo que tiene observaciones contaminantes.

A continuacién se describiran cuatro estadisticas: L, C, D, M, para evaluar la posible dis-
cordancia de una observacién angular considerada como outlier. Dos de ellas: L y M son
definidas con una particular referencia del modelo Von Mises; las otras dos: C' 'y D, se basan
en consideraciones intuitivas y pueden ser utilizadas para otros modelos.

4.3.1. Estadistica L

Suponga que 6, es aquella observacién cuya desviacion angular de la direccién media mues-
tral es la méxima de todas las demas observaciones. Entonces el cociente de verosimilitudes
basada en la hipétesis alternativa de deslizamiento es:!

L = (Ry, + 1)k — kR — nin {1;0((]%) }

_donde % es el estimador maximo verosfmil de k, y que como ya se vio, estd dado por
A(k) = r, donde R,% = C,f + 5,3, con Cy y Sk que son los valores de C' y S basados en n — 1
observaciones, excluyendo a 6 y donde el estimador de ky, es tal que A(kg) = (Rx + 1)/n.

Ver ejemplo en el apéndice B.2.



Capitulo 4. Pruebas de discordancia en la estadistica circular 32

4.3.2. Estadistica C

Esta estadistica estd basada en el incremento relativo del valor del tamano del vector
medio muestral R (= R/n) al omitir el valor dudoso. Si se denota al tamano del vector medio
muestral basado en los n — 1 valores al omitir 6;, por R; = R;/(n — 1).

Se observa que entre més alejado se encuentre 6; del resto de los valores muestrales,
mas grande serd el valor de R; en relacion a R. De esta forma, un criterio natural es usar
maz;{R;/R} o en la forma en la que se trabajara:

Ri — R}

C = maz;
max { R

Si se denota: maz;{R;} = Ry, entonces:

Ri—TR
C={——
{ R }
4.3.3. Estadistica D

Un segundo criterio intuitivo estd basado en el uso del tamano relativo de arcos, y es
en esencia una estadistica de tipo Dixon. Si se forman las estadisticas de orden lineal de la
muestra, 01y, 6(2), ..., 0(») y se denotan los arcos que se forman entre observaciones consecutivas
como T;, entonces:

T, = 9(@'—1—1) —9(2-), 1=1,2,...n—1
T, = 2m—04) +0q)

De esta forma, una posible estadistica para evaluar la discordancia de 6; puede ser expre-
sada como:

donde queda definido Ty = T,,.

Claramente, D; es independiente de la localizacion de los 6’s. Si la lejanfa de 6, del conjunto
datos es notoria, entonces 0, debe encontrarse en el arco de mayor tamafno que contiene sélo
una observacion. Entonces Dy, es simplemente la razén de los arcos ya sea de un lado o del otro
del valor. Los valores de Dy menores o mayores a uno, sugieren que 65 es un outlier cuando
el resto de los valores de la muestra estdn suficientemente concentrados. La estadistica Dy
como fue definida es de dos colas y por tanto, por conveniencia, se trabajara en términos de
D =min(Dg, DY), 0< D < 1.
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4.3.4. Estadistica M

Fisher 2 sugiere la siguiente prueba estadistica para evaluar la discordancia de un outlier:
M= min [n—1—R;
o n—R

Por convenciencia se trabajara en términos de M =1 — M’, donde Ry = maz{R;}

maxr [(R;— R—+1

M = . _—

{ { n—R }
Ry —R+1
M=— "
n—R

4.3.5. Puntos percentiles de las pruebas estadisticas

La forma algebraica de la distribucion de cada prueba estadistica es extremadamente dificil
de conocer y es por esto que Collet en su articulo utiliza el Método Monte Carlo para obtener
los puntos percentiles de las pruebas bajo la distribucién nula. Menciona que es posible obtener
la distribucién asintética de la estadistica M para valores grandes del pardmetro k y entonces
se puede mostrar que la distribucién nula de M tiende a la distribucién nula de n(n — 1)b%x,
donde bx es la estadistica que se utiliza para la prueba de discordancia de muestras normales
univariadas.

Collet encontré que los valores percentiles simulados para la estadistica M eran exacta-
mente iguales a los valores conocidos de la distribucién asintética de M para valores grandes
de k. Por consiguiente los puntos percentiles de la distribucién nula de M para valores grandes
de k se pueden obtener de aquellos de la distribucién nula de bx.3

Con el fin de simular los puntos percentiles de la distribucién nula de las cuatro estadisticas
anteriormente expuestas y analizar sus distribuciones muestrales, se realizé una simulacién en
R? para generar 5000 muestras aleatorias de tamafio n de la distribucién Von Mises V (0, k)
con diferentes valores de n y k. Los valores de las cuatro estadisticas M, C, D, L fueron de-
terminadas para cada una de las 5000 muestras, y cada conjunto de esos 5000 valores fueron
ordenados de manera ascendente. Los valores percentiles se obtuvieron por medio de las
estadisticas de orden correspondientes y su probabilidad empirica acumulada. Este procedi-
miento se llevé a cabo para diferentes n y k. Las tablas obtenidas por Collet de los valores
percentiles al 5% y 1% de la distribucién nula de C' y D para k=2,3,4,5,7.5,10 se muestran
en el apéndice C.4 y C.5 respectivamente.

Fisher, 1995 [6].
3Ver tabla en apéndice C.6.
4Ver cédigo en apéndice D.2.
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Se verificé en la simulacion que los valores percentiles estimados de las estadisticas L y
M son independientes de los valores de k cuando k > 2 y para cada valor de n. Con el fin
de ilustrar este hecho a continuacién se muestran las gaficas de las distribuciones muestrales
empiricas de L y M en el caso cuando n=10, k = 1,2, 5, 7. Asi pues, se nombré a la distribucién
L1 cuando k=1, L2 cuando k=2, L5 cuando k=5 y L7 cuando k7; y de igual forma para M.
Se observa claramente como las distribuciones convergen a partir de que k > 2 por lo que
la distribucién nula de L y M tiende a una distribucion asintdtica independiente de k para
valores grandes de k.

Distribucién muestral de M Distribuciéon muestral de L
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4.3.6. Evaluacion de las pruebas de discordancia

Diferentes medidas para evaluar el desempenio de pruebas de discordancia fueron propues-
tas por David [1970] y posteriormente examinadas por Barnett y Lewis, quienes concluyeron
que una “buena’ prueba tiene:

1. Alta potencia,

2. Alta probabilidad de identificar un valor contaminante como outlier cuando es en efecto
un valor extremo

3. Baja probabilidad de identificar erréneamente una buena observaciéon como discordante.
Usando la notacion de David, se escribira:

= 1 — Funcién potencia

= P3 — Probabilidad de que el contaminante sea extremo y sea identificado como discor-
dante

= P5 — Probabilidad de que cuando el contaminante es realmente extremo sea identificado
como discordante.
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Entonces una buena prueba estard caracterizada al tener alto P1, alto P5 y bajo P1— P3,
este ultimo mide la probabilidad de identificar erréneamente una buena observacién como
discordante, cuando el contaminante estd presente.

Para evaluar el funcionamiento de las pruebas de discordancia con base en la hipdtesis
alternativa de deslizamiento, habra que calcular las probabilidades anteriormente expuestas,
suponiendo que n — 1 observaciones de la muestra de tamano n provienen de la distribucién
V M (u, k) mientras que la observacién restante proviene de la distribuciéon VM (u + A m, k),
0 < X\ < 1. Esta estructura implica que mientras A\ incrementa de 0 a 1, el valor contaminante
pasa de ser un miembro de la misma poblacién que las restantes n — 1 observaciones, a un
miembro de una distribucién cuya direccién media es diametralmente opuesta al resto de
los valores. Sin pérdida de generalidad, se supone que p = 0; asi la muestra de tamano n,
consiste en n — 1 observaciones de la distribucién VM (0, k), méds la observacién proveniente
de VM (A7, k). Cabe senalar que este procedimiento se puede realizar también con referencia
a la hipétesis alternativa en donde el outlier proviene de VM (u, k*).

Analisis de Collet

Con el fin de analizar el desempeno de las pruebas, Collet menciona que con la estructura
descrita anteriormente, realizé una simulacién por medio del método Monte Carlo al generar
2000 muestras de tamafnio n, para n=>5, 10, 15 ; k = 1,2,5,10 y A = 0 (.1) 1 y asi estimar
los valores de P1, P5y P1 — P3, usando un nivel de significancia del 5 %. Utilizé las mismas
muestras para cada una de las estadisticas de prueba con el fin de tener una mejor precision
al compararlas.

Al analizar P5, Collet encontré que la prueba basada en la estadistica L funciona mejor
que la M, mientras que ambas son inferiores a C y D, C siendo mejor que D. Observa que
valores de P5 sélo se aproximan a un nivel razonable cuando k& > 2. Sin embargo mientras
el tamano de la muestra aumenta, las diferencias en el desempefio de las cuatro pruebas se
vuelven menos notorias.

Al analizar los valores de la funcién potencia para diferentes valores de n y k, se encon-
tré que para grandes valores de A, la estadistica C es mas potente que la D y ambas a la vez,
mejores que L y M. Para valores grandes de n hay menos diferencia entre las pruebas.

Al analizar la medida de desempeno P1-P3, se encontré que para las pruebas L y M, los
valores de P1-P3 son muy cercanos a cero. (al menos, en la base de las 2000 simulaciones.)
Para la prueba C y D, es en general un poco mas alta. Sin embargo los valores de P1-P3
nunca exceden el .05, y se observa que mientras k£ y n aumentan, dichos valores disminuyen.

Asi pues, Collet concluye que para tamanos de muestra mayores a 15 y grandes valores de
k, la diferencia entre las cuatro pruebas es muy poca. Sin embargo para muestras pequenas las
pruebas mas potentes son aquellas cuya distribucién muestral no dependen del valor de k. La
prueba M se recomienda en ciertos casos pues los puntos percentiles son faciles de determinar.
Sin embargo, para muestras pequenas y valores moderados de k, las estadisticas C y D son
superiores a M en términos de sus desempenos. De hecho, la prueba D es mucho mas facil de
calcular que C.
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Analisis con una simulacion actual

Con el fin de analizar y entender el procedimiento para evaluar las pruebas de discordancia
a través de la funcién potencia y P3, se realizé una simulacién en R ° al generar 3000 mues-
tras con nl elementos provenientes de la distribucién VM (0, k), y n2 elementos discordantes
provenientes de VM (A m, k), 0 < A < 1, k > 0, para identificar el valor outlier (extremo) de
cada muestra, obtener las estadisticas C, D, M, L, y realizar la prueba de hipdtesis para cada
valor outlier, considerando que los valores criticos de cada prueba se pueden obtener por medio
de la simulacién anteriormente explicada, y entonces rechazar o no la hipdtesis nula, con el
objeto de determinar si se detecté correctamente el outlier discordante como contaminante.

Debido a que sélo se conocen las distribuciones asintdticas de las pruebas C, D, L, M, la
forma de estimar la funcién potencia de las pruebas es por medio del Método Monte Carlo
cuyo procedimiento es el siguiente:

1. Se selecciona un valor particular de A bajo la hipdtesis alternativa.

2. Se generan j muestras aleatorias: 64,63,...,67 ..., %an; cada una de tamano n=nl+n2,
donde j =1,...,m.

3. Se obtiene el valor outlier out; para cada muestra.

4. Se observa si el valor outlier proviene de la muestra generada con distribuciéon VM (A, k).
—La variable od; = 1 en caso afirmativo o od; = 0 en caso contrario.

5. Se realizan las pruebas de discordancia para la muestra j-ésima.

6. Se cuenta el nimero de veces en que se rechaza la hipdtesis nula para cada prueba.

—La variable d; = 1 si para la muestra j-ésima se detecta un valor discordante al nivel
de significancia o y d; = 0 en caso contrario.

7. Se cuentan los casos para los cuales se rechaza la hipdtesis nula y en efecto el valor out;
es un valor discordante.

— Si las variables od; = 1 y d;j = 1, entonces la variable r; = 1 en caso afirmativo,

r; = 0 en otro caso.

m
., . N T
8. La funcién poten(na es: m = E L
—1 Odj

j:

Siguiendo la misma metodologia el calculo de P3 es:

m
~ i
P3 = .
jz_:lnﬂ*m

donde n2 * m es el total de discordantes en la simulacion.

5Ver cédigo en el apéndice D.3.
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Asi pues, con el fin de observar el comportamiento de la funcién potencia, se tomaron en cuen-
ta dos valores de A bajo la hipdtesis alternativa: A =.5, 1. Asimismo se evaluaron muestras
de tamano n = 8, 15,30, con k = 2, 3, 7. Los valores simulados de los cuantiles para cada
prueba y bajo estos parametros se encuentran en el apéndice C.7.

El programa permite hacer un conteo de las siguientes posiblidades:

= Detectar un outlier discordante como discordante=r — Acierto

s Detectar un outlier discordante como no discordante=od-r — Error

= Detectar un outlier No discordante como discordante=d-r — Acierto

» Detectar un outlier No discordante como discordante=m+r-(od+d) — Error

A continuaciéon se muestra una tabla de los totales con los diferentes casos a evaluar
considerando la presencia o no de outliers discordantes bajo la hipdtesis nula y alternativa.

Hipétesis Alternativa,

Hipotesis Nula

‘ Outliers Discordantes No Discordantes | Totales ‘
Detectados r d-r d
No Detectados od-r m+r-(od+d) m-d
Totales od m-od m

Entonces al evaluar la funcién potencia de las pruebas para las diferentes n y k propuestas,
se observa que cuando el pardmetro de concentracién es bajo, la potencia también lo es, cuando
sélo esta presente un contaminante en cualquier muestra de tamano n. Para ejemplificar esto,
a continuacién se presentan dos gréaficos de la funcién potencia:

Funcién Potencia, n=8,k=1
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Por otro lado mientras més grande es k, la funcién potencia aumenta al presentarse un
sélo contaminante. Por ejemplo, cuando £k = 3 y n = 15, la potencia es mucho mejor que
cuando k = 1, sin embargo, siguen siendo mucho mejor las pruebas C y D sobre la M y D.
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Pero si se analiza el caso cuando k = 7 y n = 15, se observa que todas las pruebas son todavia

mas potentes y tienden a tener la misma potencia cuando A = 1.

Funcién Potencia, n=15,k=3

Funcién Potencia, n=15,k=7
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Entonces entre mas grande sea el tamano y la concentracién de la muestra, la potencia
de las pruebas seran mucho mejores, y convergeran al mismo valor. Por otro lado, P1-P3 son
muy cercanas a cero, y mientras mas se acerca A a uno, la probabilidad de cometer un error
e identificar una observaciéon buena como discordante es baja para todas las pruebas.

4.4. Ejemplo: movimiento de estrellas de mar

A continuacién se presenta un ejemplo correspondiente a la aplicacién practica de datos
direccionales en la rama de la Biologia que estudia la orientaciéon que siguen los animales
bajo cierta situacién especifica. Asi pues, se muestran las direcciones que 22 estrellas de mar
de la especie Sidinian tomaron después de 11 dias en movimiento al ser desplazadas de su
habitat natural. Cabe senalar que la posicién de la costa se consideré aproximadamente de
cero grados. Los datos se muestran en la siguiente tabla:

Observacion Direccion de Observacion Direccion de
() estrellas de mar ( °) (x;) estrellas de mar ( °)
1 0 12 45
2 1 13 147
3 3 14 298
4 3 15 329
5 8 16 332
6 13 17 335
7 16 18 340
8 18 19 350
9 30 20 354
10 31 21 356
11 43 22 357

1.0
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El objetivo del ejercicio, es evaluar la presencia de algin valor discordante en la muestra
de acuerdo a las estadisticas de prueba anteriormente explicadas. Por tanto, es necesario
establecer la hipdtesis nula y la hipotesis alternativa para realizar la prueba de hipétesis que
declarard o no al valor alejado como discordante.

Sea:
H,: Todas las observaciones de la muestra provienen de la distribucién V.M (u, 3.3)°

H,:p=0 V0y,..,60,

H,: n-1 observaciones de la muestra provienen de la distribucién VM (u,3.3) a excepcién
de una de ellas que proviene de la misma distribucion pero con pardametro p diferente, es
decir, de la distribucién VM (p+ A 7,3.3), donde 0 < A < 1

Hy:p=0 V0i,..0,1 y p=Axm, pa 0; j=1..,n

Ahora bien, con el fin de detectar de forma sencilla la posible presencia de valores incon-
sistentes en la muestra, es util realizar una gréafica de dispersién y detectar la observacién que
mas se aleja del conglomerado de datos. Es por esto que en la Figura 4.2 se presenta la grafica
de las direcciones que tomardn las 22 estrellas de mar. La grafica muestra dos observaciones
incosistentes o outliers. Una de las estrellas de mar parece haber tomado una ruta mas alejada
de la playa y cuya direccion corresponde a los 298°. Por otro lado, una estrella salié del mar,
tomando una direccién de 147°.

Movimiento de las Estrellas de Mar

Figura 4.2: Observaciones direccionales del movimiento de 22 estrellas de mar

El punto es identificar cuél de esas dos observaciones “inconsistentes” es la que se evaluard co-
mo posible dato discordante, y para lo cual, es necesario evaluarlas en términos de la distancia
circular, que permitird identificar el outlier que esta demasiado alejado de la media.

6Cabe destacar que para este ejemplo k fue estimada a través de la funcién A=*(p).
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Asi pues, al evaluar la distancia circular que hay entre las observaciones y la media, el valor
atipico es la observacién 147°, la cual efectivamente se identificé en la gréafica de dispersién
circular. La pregunta que ahora surge es si este dato es un error de medicién, o es debida a la
variabilidad propia del estudio, o si en efecto la observacién es un valor contaminante.

Se empezard por detectar si la muestra se ajusta o no al modelo de distribucién Von Mises
y en particular detectar la existencia de datos atipicos, por medio de una grafica de papel
probabilistico P-P, donde se muestra la funcién de distribucién empirica acumulada versus
la distribucién propuesta. Si los datos ajustan bien al modelo propuesto entonces los puntos
no se desvian mucho de la recta a 45°, en caso contrario, hay una desviacién prominente y
para lo cual se concluiria que la muestra no ajusta a la distribuciéon deseada y esto puede ser
debida a la observacién outlier. Por tanto, a continuacién se muestran las graficas P-P de los
datos muestrales, sin la observacién atipica y sin los dos datos inconsistentes.

Gréfica P-P de los valores muestrales Gréfica PP sin el valor atipico 147°
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FEn la grafica P-P de todos los valores muestrales se observa una desviacién prominente en
la cola de la distribucién lo que advierte una posible presencia de valores atipicos. Al graficar
sin el valor ya identificado como outlier, efectivamente los puntos se ajustan mejor a la recta
y por tanto a la distribucién deseada. Por lo que se puede concluir de primera instancia,
que los datos ajustan al modelo de distribuciéon VM (u, k) a excepcién del valor atipico 147°
cuya distribucién puede ser VM (u*, k). Por otro lado, al hacer la grafica P-P sin los valores
inconsistentes: 147° y 298° se observa todavia un mejor ajuste, sin embargo, es preciso y
necesario realizar las pruebas de discordancia correspondientes para verificar si ambos valores
son contaminantes.

Se analizard primero si el valor outlier 147° es discordante, por lo que es necesario calcular
la direccion y tamano del vector medio, el pardmetro de concentracién k tanto para la muestra
completa, como para la muestra sin dicho valor. Por tanto se tiene que:

Tamano de | Direccion del | Tamano del Paramétro de
Muestra Muestra vector medio | vector medio | concentracién k
Completa 22 3.10° .829 3.27
Sin Outlier 21 1.33° .908 5.73

Cabe destacar que el procedimiento para calcular las estadisticas de prueba: C, D, M y L, se
llevé a cabo por medio del programa R”. Asimismo, se realizé una simulacién similar a la que
hizo Collet para 5000 muestras, con el fin de generar el cuantil o =.05 de las distribuciones
muestrales para las pruebas de discordancia, para este ejemplo en particular, y compararlas
con los obtenidos al interpolar en los valores de las tablas dadas por Collet. Por otro lado, es
importante senalar que Collet en su articulo no muestra la tabla de cuantiles para la prueba
L, por lo que fue de gran utilidad realizar dicha simulacién y concluir en esta prueba si el
valor atipico era o no discordante.

La siguiente tabla muestra los resultados del valor que toman las estadisticas de prueba
al analizar el posible outlier:

Estadistica Valor de Cuantil Cuantil Conclusion
de Prueba | la Estadistica Co C, de la Prueba
Cn Interpolacion | Simulacion
C .094 ~.09 .089 Se rechaza H
D .675 ~ .45 .45 Se rechaza Hj
M .485 ~ .39 .38 Se rechaza H
L 7.88 5.8 Se rechaza Hg

Se observa que en los tres casos, como C, > C, entonces se rechaza la hipdtesis nula, es
decir, el dato outlier 147° es en efecto un dato discordante y por tanto debe ser removido de
la muestra.

"Ver apéndice D.1.
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En efecto, tomando en cuenta los cuantiles de cada prueba mostrados en las tablas de
Collet e interpolando para n = 22 y k = 3.3, se observa que estos valores coinciden con los
obtenidos en la simulacién, lo que verifica la validacién de dicha simulacién.

Por otro lado al realizar la prueba para evaluar al valor 298° como contaminante, sin la
presencia del dato 147°, se tienen los siguientes valores de las pruebas:

Estadistica Valor de Conclusion

de Prueba | la Estadistica de la Prueba
C .026 No se rechaza Hy
D 122 No se rechaza H
M 3.85 No se rechaza Hj
L .296 No se rechaza Hj

Se concluye que la direccidén 298° no es discordante y esto confirma que tal valor es debido
a la variabilidad inherente del problema.



Conclusiones

Los valores outliers en la estadistica circular se detectan de forma muy diferente que en la
estadistica tradicional, ya que se utiliza la distancia circular para detectarlos. Las pruebas de
discordancia C, D, L y M, detectan valores contaminantes a partir de que éstos son outliers,
sin embargo, no necesariamente un valor contaminante es un valor outlier.

Collet en su articulo no muestra el procedimiento para realizar sus simulaciones y encon-
trar los puntos percentiles de las pruebas, se limita a dar una explicacién muy breve y general
del proceso, por lo que fue de gran ayuda investigar la forma de desarrollar un programa que
replica el experimento Monte Carlo para cualquier valor de k, n y A deseado.

Es importante senalar el reto computacional que implica el generar las simulaciones, ya
que no solo se necesitan conocimientos béasicos de programacién sino también de los paquetes
Circstats y Clircular para el manejo de datos circulares en R. Ademas el hecho de contar
con una computadora con un buen procesador y memoria RAM facilitan el proceso de la
informacién, ya que entre mayor sea el nimero y tamano de muestra requerido mayor serd el
tiempo que se tardara en realizar la simulacién. En particular se utilizé una computadora con
memoria RAM de 2 gigas y procesador pentium de 1.8 GHz y el tiempo estimado en realizar
la simulaciéon que calcula las estadisticas de prueba y genera la funciéon potencia para 3000
muestras con n = 8 fue de medio minuto, n = 15 de un minuto, n = 30 de dos minutos y medio.

Al analizar el desempeno de las pruebas a través de la funcién potencia generada con
una simulacién para 3000 muestras, se concluye que las pruebas tienen una mejor potencia
mientras el pardametro de concentracién y el tamafno de muestra aumentan. Se observa que
a partir de que k > 3 y n > 15, la potencia de las pruebas tienden al mismo valor mientras
A crece de 0 a 1, por lo que el desempeno de las pruebas son similares y no hay diferencias
entre escoger una prueba u otra. Sin embargo, se recomienda el uso de las pruebas C y D,
particularmente cuando la muestra y la concentracién son bajas, ya que sus distribuciones
son independendientes del valor de k y tienen mas potencia que L y M.

Collet en su investigacion recomienda el uso de la estadistica M en algunos casos pues sus
puntos percentiles son faciles de determinar, y dice que la prueba D es mas facil de calcular
que la C. Sin embargo, gracias al avance computacional de hoy en dia, todas las estadisti-
cas estudiadas son ficiles de determinar, lo cual qued6 comprobado en la simulacién realizada.

Se determiné que las pruebas no son potentes cuando la muestra tiene mas de un va-

lor contaminante, por lo que el estudio de nuevas estadisticas para detectar el problema de
contaminacion multiple debe ser desarrollado.
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Apéndice A

A.1. Funciones trigonométricas

En geometria elemental, un dngulo es sencillamente la uniéon de dos semirrectas con un
punto comun inicial. Mas tiles para la trigonometria son los ”4ngulos dirigidos”, los cuales
pueden ser considerados como pares (I1,l2) de semirrectas con el mismo punto inicial.

Ahora bien, Sea P un punto en el plano cartesiano con coordenadas (x,y), al que se le
puede asignar un angulo 6 siempre y cuando P se encuentre sobre la circunferencia de un
circulo unitario y se elija a I; en la mitad positiva del eje horizontal X, entonces, el angulo
dirigido queda totalmente descrito mediante la segunda semirecta [y, que resulta al rotar la
semilinea [ (en sentido opuesto a las manecillas del reloj) hasta que ésta pasa por primera
vez por el punto P. Por consiguiente, el seno del angulo se define como ¥, y el coseno como
x, es decir, y = senf y = = cosf.

No obstante, lo que se desea es definir senz y cosx para cada numero x. Para determi-
nar completamente esto, hay que considerar al dngulo en radianes, donde los 360° de una
circunferencia son 2 radianes. Entonces, dado cualquier nimero x, se elige un punto P sobre
el circulo unitario, tal que z es la longitud del arco del circulo que empieza en (1,0) y que se
dirige hacia P en sentido contrario al de las agujas del reloj. El angulo dirigido determinado
por P recibe el nombre de ”4dngulo de x radianes”.

Las funciones trigonométricas se obtienen a través de razones trigonométricas, que se rela-
cionan con las razones de los dngulos comprendidos en el intervalo [0, 27) del siguiente modo:
si @ — 0" = k x 27, con k ntimero entero, entonces senfl = senf’, cosf = cosf’, tgh = tgf’. Es
decir, si dos niimeros difieren por un niimero entero de 27, entonces tienen las mismas razones
trigonométricas. Se considera que el dominio de # puede ser cualquier namero real, por tanto
x y y son funciones peridédicas de 6. De este modo se obtienen las funciones trigonométricas
seno 'y coseno, cuyo periodo es de 27 y su representacion graficas es:

y=semfx 1| T x4
-2 |_1 2 bl
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¥=rosx 1|

-2 l_l o 3 4m

Las razones trigonométricas senf y cosf de un mismo angulo guardan la siguiente relacion
fundamental:

sen®6 + cos?0 = 1

También se tienen las siguientes relaciones:

sen(0 + ¢) = senfcosp + cosfsend sen(0 — ¢) = senfcosp — cosfsend

cos(0 + ¢) = cosbcosp — senfseng cos(0 — @) = cosBcosp + senfseng

Las demas funciones trigonométricas no presentan absolutamente ninguna dificultad, y se
definen como:

0 1 tang senb
sect = —— antl =
cost cost
1 cost
0 = tl =
¢ senf co senf

Las graficas respectivas se presentan en la figura siguiente:

' | ' : | | h
! | sec , | ! tg i !
| ! ' ! ' ! ' ! |
i o T ! ! ! ! ! H
A x = 1 f =f| =f = |
A\ “2'/\‘2 VT B T
1 | 1 | | |
ooy b
" | | | 1
I
I AN/ W | O
]
A 1\
;r 1 ; 2'1r i L4 ;" 2x
adl I ! | 2 \! |
I | I | I !
! | l | 1

Todas las funciones trigonométricas son periédicas: sen, cos, sec y cosec tienen periodo
27; mientras que tan y cot tienen periodo de w. Se observa que para las funciones secf y tan6

el dngulo 0 es diferente de k7w + m/2; mientras que para las funciones cscf y cot, el éngulo es
diferente a kmw

En estadistica circular se utiliza con mayor frecuencia las funciones seno, coseno y tangente,

por lo que a continuacion se restringira el amplio estudio de funciones trigonométricas a éstas
funciones.
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Las inversas de las funciones trigonométricas se derivan facilmente y para esto es nece-
sario restringir las funciones trigonométricas primero a intervalos convenientes, ya que no son
funciones uno a uno. Los intervalos que generalmente se eligen son:

—7/2<60<m7/2 para senf
0<o<nm para cos6
—7m/2 <0 <m/2 para tanf

Entonces, la funcién trigonométrica inversa para y = sen#, equivale a decir: el dngulo cuyo
seno es igua @ y, y se expresa como § = arcseny o también como # = sen 'y. La funcién
arcsen es la funcion inversa o reciproca de la funcién. De la misma manera se definen las
funciones inversas para y = cosfl y y = tanf. De esta forma se definen:

0 = arcseny 0 0 = sen"ly
0 = arccosy o 0 = cos™y
0 = arctany 0 0 = tan"ly

Por otro lado, es importante sefialar algunas aproximaciones de # medido en radianes,
cuyos valores son cercanos a cero:

senb
2(1 — cosb)
cost

Qo
T

A.2. Coordenadas polares

Por medio de un sistema de coordenadas en un plano, es posible localizar cualquier punto
en el plano. En el sistema rectangular esto se efectia al referir el punto a dos rectas fijas
perpendicuales llamadas ejes de coordenadas.

En el sistema polar, un punto se localiza especificando su posicién relativa con respecto a
una recta fija y a un punto fijo de esa recta. La recta fija se llama eje polar y el punto fijo
se llama polo. En la siguiente figura se muestra un sistema de coordenadas donde la recta
horizontal OA es el eje polar y O el polo. Sea P cualquier punto en el plano coordenado. Si se
traza el segmento de recta OP, designando su longitud por r , entonces 6 es el angulo AOP.
Asi pues, la posiciéon del punto P con relacién al eje polar y al polo se determina cuando se
conocen 7y @, cantidades comunmente llamadas coordenadas polares del punto P, donde r se
llama radio vector y 6 dngulo polar. Por tanto las coordenadas de P se escriben (r,6).
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90¢

P éa,b)

El dngulo polar se mide como en trigonometria partiendo del eje polar hacia el radio
vector. La medida de un dngulo puede expresarse en radianes o en unidades angulares. Asi 6
tiene un rango entre 0° y 360° o bien entre 0 y 27; donde 7 el drea de un disco de radio 1 y
cuyo valor aproximado es de 3.14159. La medida de un dngulo en radianes estd definido por

s
f# = —, donde 6 es el dangulo central que intercepta un arco de longitud s sobre un circulo de

r
radio r. De esta definicién se tiene de inmediato la siguiente relacién:

180° = 7 radianes

de donde,
) 180°
1 radian = = 57,2958° (aprox)
T
o — T j—
1° = 180° rad = ,017453 rad (aprox)

Entonces se tienen la siguientes relaciones entre dngulos y radianes:

360° = 2w rad

90° = 7/2 rad
60° = =/3 rad
45° = 7/4 rad

30° = 7w/6 rad

Es evidente que un par de coordenadas polares (r,6) determina un solo punto en el plano
cartesiano. Sin embargo, al revés no es cierto, porque un punto P con coordenadas (r,6),
estd también determinado por los pares de coordenadas (r, 6 + 27k), k entero.

Ahora bien, las coordenadas rectangulares (a,b) de cualquier punto de un plano se pueden
transformar a coordenadas polares, por ejemplo, al considerar a r como la distancia del punto
(0,0) al punto (a,b), se tiene:

r=+va?+ b2

Ahora, se definen:

sen@—é—L cos@—g—L
v Vi 7 T Va2 12
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Por tanto:
a = rcosb, b= rsenf, 0 = arctan—
a

b
Como ya se vio, arctan— toma valores entre -90° y 90°. Cuando a > 0 se producen valores

a
polares en el primer y cuarto cuadrante; y en el segundo y tercer cuadrante cuando a < 0.
Por consiguiente, es necesario hacer una conversién de coordenadas cartesianas a polares:

arctcmé si a>0 y b>0
a
b .
180° — arctan— si a<0 y b>0
a

180°+arctan% si a<0 y b<O0

b
360°—arctana si a>0 y b<0

Y en casos excepcionales se tiene:

90° si a=0,b6>0
0 =< 270° si a=0,b<0
indeterminado si a=0, b=0

En particular, se puede seleccionar al punto (a,b) a cualquier distancia del origen. Por
muchos propdésitos es conveniente seleccionar (a,b) en un circulo de radio 1, y en este caso
senf = by cosf = a. En consecuencia, por definicién, las coordenadas polares de un punto
(a,b) en un circulo de radio 1 es: (cosf, senf).
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B.1. Prueba de hipodtesis

Una prueba de hipdtesis es un proceso cientifico que examina si un supuesto es factible
o no. Por esto, se deben inevitablemente examinar dos hipétesis: hipétesis nula e hipdtesis
alternativa. Se asume que la primera es verdadera siempre y cuando no exista evidencia sufi-
ciente para rechazarla, de lo contrario, se considera a la hipotesis alternativa como verdadera,
bajo un cierto grado de incertidumbre. Con el fin de llevar a cabo una regla de decisién que
permita aceptar o rechazar un supuesto, se deben considerar en cualquier prueba de hipdtesis,
los siguientes elementos esenciales: hipdtesis nula, hipétesis alternativa, estadistica de prueba
y regién de rechazo.

Las partes esenciales de una prueba estadistica son la estadistica de prueba y la regién de
rechazo asociada. La estadistica de prueba es una funcién de la muestra que sirve como funda-
mento para la toma de decisiones. La region de rechazo, especifica los valores de la estadistica
de prueba que establecen la veracidad de la hipdtesis alternativa. Para determinar un criterio
que evalue la decisiéon de aceptar o no la hipdtesis nula, se debe determinar la probabilidad de
incurrir en un error. De esta forma, se define al error tipo I como la probabilidad de rechazar
la hipétesis nula cuando es verdadera, se denota como «, y se le conoce como el tamaifio de la
prueba o nivel de significancia. El error tipo II es la probabilidad de aceptar la hipdtesis nula
cuando es falsa, se denota como (3. Por otro lado 1 — 3 mide la probabilidad de cometer un
acierto, al rechazar Ho cuando es en efecto falsa y se le conoce como la potencia de la prueba.

Ho es verdadera Ho es falsa
Error Tipo | Decisién Correcta
Rechazar Ho a=Tamano de la prueba 1-B: Potencia de la Prueba
Decision Correcta Error Tipo |l
Aceptar Ho 1-a: Nivel de confianza B

Hay que considerar que el hecho de aceptar o rechazar la hipétesis nula depende del valor
que tome la prueba estadistica. Es por esto, que surge la pregunta de cual prueba es preferible
a otra ante cualquier situacién en particular y como se podria evaluar el desarrollo funcional
de dichas pruebas.

49
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Hay cuatro aspectos a considerar:

1. El modelo de probabilidad inicial

2. Nivel de significancia

3. Hipotesis alternativa

4. Evaluacién del desarrollo de la prueba y la naturaleza del concepto de potencia

Es importante conocer lo que constituye un criterio apropiado para evaluar el funcionamien-
to de las pruebas de discordancia. Generalmente no hay una unica prueba, por eso para escoger
la mejor, se necesitan medidas que permitan examinar su funcionamiento. El nivel de signi-
ficancia, es una medida fundamental, la comparacién de las pruebas con el mismo nivel de
significancia debe por supuesto depender de la hipétesis nula, ya que de esta manera se puede
conocer la distribucién de la prueba estadistica, o al menos la probabilidad de alguna parte
de la cola de la distribucién para un valor particular de la prueba estadistica. Sin embargo,
no siempre en todos los caso es facil y por tanto la técnica de simulacién es requerida.

B.1.1. Potencia de la prueba

Una forma de medir el funcionamiento de una prueba es a través de su funcién potencia.
El término potencia se refiere a la habilidad de detectar el hecho de que la hipdtesis nula sea
falsa. Entonces la potencia es la capacidad de una prueba de no cometer el error tipo II. En
términos mas formales la potencia de la prueba es la probabilidad de que la prueba rechace
la hipétesis nula dado que es falsa, y se denota como 1 — (.

Como se podria esperar, la potencia de una prueba depende en parte de qué tan falsa
es la hipotesis nula, ya que si ésta se encuentra un poco alejada de la realidad, la prueba
no tendra mucha potencia, de lo contrario, la prueba serd potente. Otro factor importante
en la potencia de una prueba es el tamano de la muestra. Entre més grande sea la muestra,
mas potente es la prueba. Esto es porque entre mas grande sea la muestra, mas cercana es
la estadistica al pardametro. El hecho de que el tamafio muestral afecta de cierta forma a la
potencia de la prueba, hace posible determinar el tamano de la muestra necesaria para tener
cierto grado de potencia, considerando el riesgo de cometer el error tipo I.

0.40

Probabilidad
o
n
o
]

A
0.00 =G
H1234567891011

Probabilidad Potencia == Probabilidad
Error tipo | / de la Pruebha ~ Errortipo Il
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B.2. Pruebas de discordancia:
Principio del cociente de verosimilitudes

Como ya se vio en el capitulo concerniente a pruebas de discordancia, existen procedi-
mientos con base intuitiva que permiten establecer pruebas para la detecciéon de observaciones
contaminantes . Sin embargo existen otros métodos méas formales cuya base parte de un funda-
mento estadistico y entre ellos esta el Principio del cociente de verosimilitudes. Naturalmente
la construccion de las pruebas depende en primera instancia de la hipdtesis alternativa em-
pleada para explicar los outliers. Para fines de este trabajo se utilizé la hipétesis alternativa de
deslizamiento para detectar a través de la estadistica de prueba L observaciones discordantes
provenientes de una distribuciéon Von Mises. Por esto, es importante recordar la importancia y
el significado del principio de verosimilitud con el fin de entender el propédsito de este método.
Asi pues, al considerar la hipétesis A entonces la probabilidad de que la variable aleatoria X
tome el valor de = es p(z); mientras que al considerar la hipétesis B entonces la probilidad
es pp(z). De esta manera, la observacién X = x tiene evidencia y apoyo en la hipétesis A siy
solosi pg > pp vy el cociente de verosimilitudes p4/pp 6 pa—pp mide la fuerza de tal evidencia.

Ahora pues, para entender el procedimiento de este método se explica a continuaciéon un
ejemplo de una muestra univariada en donde se desea probar si la observacion x, un outlier
superior.

Suponga que se tiene una muestra aleatoria X7, Xo, .., X, proveniente de una funcién de
probabilidad exponencial fe % (x > 0), con 6 desconocido. Se desea probar si toda la muestra
proviene de la funcién de distribucién exponencial denotada como F' o si n — 1 observaciones
provienen de F' y la restante, digamos x,, de la distribucién G, con funcién de densidad
Me 2% (2 >0, X < 1). Luego entonces, la prueba de hipétesis es la siguiente:

H,: A=1 VS H,: <1

La funcién de verosimilitud bajo la hipdtesis nula es:

n
flz1,22,.., 2,3 0) = Hﬁe_ex
i=1
e Hne_ Z?:l 91"2
Al obtener el logaritmo natural de la funciéon de verosimilitud se tiene que:

InLy, () = nind — nbx

Asi pues, se busca el punto que maximiza la funcién Ly, (0) al igualar a cero la siguiente
ecuacién:

dl’I’LLHO . 1
a0 '8

—nT



52

Apéndice B

- 1 (. .
Por tanto Ly, (f) se maximiza cuando: § = —; y el valor maximo que alcanza la funcién
z

de verosimilitud es:

lnﬁHo = —nlnz —n

Por otro lado, la funcién de verosimilitud bajo la hipétesis alternativa es

n—1
flxy, e, .y xn;0,N) = H Ge 9% « AgeA0Tn
i=1

_ en—l e—(n—l)ei % /\96—)\050”

Al obtener logaritmo natural:

InLy,(0,)\) = nlnd + In\ — (n — 1)02’ — Nz,

donde #/ es la media de 1, xa, .., Tp_1.

Para encontrar el punto donde se maximiza L, (6, \) entonces:

dinLy,  n -
dlnLHa l 0
o oa

Tomando en cuenta que A < 1, entonces se iguala a cero y se resolve el sistema de ecua-

ciones. Por tanto, Ly, (6, \) se maximiza cuando:

Eil| —

Lo cual se cumple cuando z, > z’. Al sustituir estos valores para A y @ en la funcién
InLg,(6,)\), este alcanza su valor méximo en:
InLy, = —(n—1)ina’ — lnz, —n

Asi, la prueba estadistica que se basa en el principio del cociente de verosimilitudes es
{lni}Ha — lnﬁHa}

Y para términos de este ejemplo el cociente de verosimilitudes es :

—(n — 1)Inz’ — Inz, + ninz

n—"T T,
—(n—-1 T T=—
(n )lnn_lln \ =

Se sigue que la prueba del cociente de verosimilitudes es equivalente a rechazar H, cuando

T es grande.
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C.1. Funciones de Bessel

El astrénomo Friedrich W. Bessel (1784-1846) defini6 una familia de funciones J,,(z) como:

1

~or

2T
In(2) /0 cos(nf — zsenf) db

para el orden n = 0,+1,+2.... La variable independiente z puede ser real o compleja.

Las funciones J,(z) tienen diferentes propiedades:

Particularmente:

J()(—Z) = J()(Z)

Jl(—z) = —Jl(z)
Ta(e) = Rl =T, (2 £0)

Entonces, para n=1, se tiene la siguiente férmula de recursion:

T() = 20 = Rz, (£ 0)

Distintas integrales pueden ser expresadas como Funciones de Bessel, ejemplos:

2 .
. B 2nJ,(z) si n=0,2,4,6..
/0 cos(zsinf) cosnf df = { 0 S n=1351.
2 nr
cos(zcosf)cosnh df = QWCOSTJn(Z)
0

93
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Existe una segunda familia de funciones Bessel igualmente importantes en la estadistica
circular. Se le conoce como la funcion modificada de Bessel del n-ésimo momento, I,(z),
n=0,+1,42...; y se definen como:

1

2T
I,(z) = %/0 exp(z cosf)cos nh do

Y se relacionan con la familia J,,(z) por la ecuacién:

I,(z) =i "Jy(iz)

donde i = v/—1 es la unidad imaginaria. Por esta razén, I,,(z), tambien es conocida como la
funcion de Bessel de argumento imaginario puro.

I,(z) tiene dos propiedades muy similares a J,(z):

In(=2) = (=1)"In(2)

Ii(2) = Tna(2) = 2Ia(2), (2 #0)

Adicionalmente, se utiliza la propiedad:

dlo(2)
dz

Y se destaca que la funcin I,(k) puede ser expresada como una expansién de series de
potencias:

= Ni(z)

A
I,(k) = —
0 =2 G <2>
Para la distribucién Von Mises, una funcién de importancia es la funcién A(x) definida
como :

N Il(a;)
o IO(IIZ')7

Esta funcién es mondtona creciente a partir de que el valor A(0) = 0 en adelante. Alcanza
asintéticamente el valor de 1 mietras x tiende a infinito. Hay que recordar que cuando z es
interpretado como el pardmetro de concentracién k, entonces A(k) es igual a la distancia del
vector medio p.

= A()

(z > 0)
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C.2. Valores de y = A;'(2), 0<z <1

La siguiente tabla muestra los valores de y = A7 (z)

donde:

x = p, es decir z es el tamano del vector medio de la distribucién Von Mises,

y = k, es decir, y es el valor del parametro de concentracion de ésta distribucién.

o bien,

x = p, es decir, = es el tamano del vector medio de una muestra aleatoria con funcién de
distribuciéon Von Mises.

Y= l;', es decir, y es el estimador maximo verosimil de k

y A(y) y Ar(y) y Ai(y) y Ar(y) y Ai(y)
0.001 0.0005 0.30 0.1483 1.15 04970 2.0 0.6978 60 009124
0.005 0.0025 0.35 0.1724 120 0.5128 7.0 0.9255
0.01 0.0050 040 0.1961 125 0.5280 2.1 0.7135 8.0 0.9352

045 02195 1.30 0.5427 2.2 0.7280 9.0 0.9427
0.02 0.0100 0.50 0.2425 1.35 0.5568 2.3 0.7414 10.0 0.9486
0.03 0.0150 0.55 02651 140 0.5704 2.4 0.7536
0.04 0.0200 060 0.2873 1.45 0.5835 2.5 0.7649 150 0.9661
0.05 0.0250 0.65 0.3090 1.50 0.5961 2.6 0.7754 200 0.9747
0.06 0.0300 0.70 0.3302 1.55 0.6083 2.7 0.7850
0.07 0.0350 0.75 0.3509 1.60 06199 28 0.7939 300 0.9832
0.08 0.0400 0.80 0.3711 1.65 0.6311 29 0.8021 40.0 0.9874
009 0.0450 0.85 0.3907 1.70 06418 3.0 0.8096 50.0 0.9899
0.10  0.0499 090 0.4098 1.75 0.6521

0.95 04284 1.80 0.6620 3.5 0.8397 100.0 0.9950
0.15 0.0748 1.00 0.4464 1.85 0.6715 4.0 0.8635
0.20 0.0995 1.05 0.4638 190 06806 4.5 0.8803 500.0 0.9990
0.25 0.1240 1.10 04807 195 0.6894 5.0 0.8934

Figura C.1: La tabla muestra las soluciones de la ecuaciéon x = Aj(y), donde la funcién
A1(y) = Ii(y )/ Io(y) es el cociente de dos funciones modificadas de Bessel.
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C.3. Valores de =z = A;(y), y >0

La siguiente tabla muestra los valores de x = A;(y).

donde:

y = k, es decir, y el pardmetro de concentracién de la distribucién Von Mises.

x = p, es decir, x es el valor del tamano del vector medio de ésta distribucion.

0 bie13,

y = k, es decir, y es el estimador maximo verosimil del pardmetro de concentracion de
una muestra aleatoria con funcién de distribucién Von Mises.

x = p, es decir, = es el valor del tamano del vector medio muestral.

x A7) x  ATY(x)  x ATHX) x AT (x) x AT(x)

0.72 2.14 0.930 7.43
0.73 221 0935 7.97
0.74 2.29 0.940 8.61
0.75 237 0.945 9.37
0.76 246  0.950 10.3
0.77 2.55 0955 11.4
0.78 2.65 0.960 12.8
0.79 276  0.965 14.6
0.80 2.87 0.970 16.9
0.81 3.00 0.975 20.3
0.82 3.15 0.980 253
0.83 332 0.985 33.6
0.84 3.51  0.990 50.3
0.85 3.74
0.86 391 0991 55.8
0.87 4.18 0.992 62.7
0.88 449 0993 71.7
0.89 486 0994 83.6
0.90 5.30 0.995 100
0.996 125
0.905 556 0.997 167

0.0005 0.001 0.22 0451 047

0.23 0473 048
0.001 0.002 0.24 0.495 0.49
0.005 0.010 0.25 0.516 0.50
0.01 0.020 0.26 0.539 0.51
0.02 0.040 0.27 0.561 0.52
0.03 0.060 0.28 0.584 0.53
0.04 0.080 0.29 0.606 0.54
0.05 0.100 0.30 0.629 0.55
0.06 0.120 0.31 0.652 0.56
0.07 0.140 0.32 0.676 0.57
0.08 0.161 033 0.700 0.58
0.09 0.181 0.34 0.724 0.59
0.10 0.201 0.35 0.748 0.60
0.11 0.221 036 0.772 0.61
0.12 0.242 037 0.797 0.62
0.13 0.262 0.38 0.823 0.63
0.14 0.283 0.39 0.848 0.64
0.15 0.303 040 0.874 0.65
0.16 0.324 0.41 0900 0.66
0.17 0.345 0.42 0.927 0.67

PUANOANNAULUNABRRLWLWNNI S = ——O
A OPRAOUVOANORAONLWLOANIVORNWLWO N

0.18 0.366 043 0954 0.68 190 0910 585 0998 250
0.19 0.387 044 0982 0.69 195 0915 6.18 0999 500
0.20 0.408 045 1.0l 0.70 201 0920 6.54

0.21 0.430 046 1.04 0.71 208 0925 695 09995 1000

Figura C.2: La tabla muestra los valores del cociente A;(y) = I;(y) / lo(y), donde I (y) y
Iy(y) son dos funciones modificadas de Bessel.
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C.4. Tabla de cuantiles de la distribucion C

La siguiente tabla muestra los valores criticos simulados para a = .05 y a = .01 de la
estadistica C, para probar si un outlier es discordante en una muestra aleatoria de tamano n
de la distribuciéon Von Mises.

Tamaio de Valor de &

la Muestra 2:0 30 40 50 75 100
) 071 0-38 022 016 0-094 0-066

105 0-69 0-39 0-27 0-15 0-10
6 0-55 033 019 014 0-081 0-057
0-78 0-53 033 022 012 0-090
7 046 0-28 017 012 0072 0-051
062 042 029 018 011 0078
8 0-39 0-25 015 011 0-065 0046
051 035 026 0-16 0096 0070
9 0-34 023 014 0099 0-059 0043
043 0-31 0-23 015 0-086 0063
10 0-30 020 013 0-091 0054 0-039
0-37 027 020 014 0078 0-057
12 025 017 011 0079 0046 0-034
0-29 022 017 012 0066 0-049
14 021 015 0095 0069 0-040 0-029
024 019 014 010 0057 0042
16 018 013 0085 0-062 0-036 0026
021 016 013 0-091 0051 0037
18 016 012 0076 0057 0032 0024
0-18 0-14 011 0081 0-045 0034
20 014 011 0-069 0052 0030 0021
016 012 010 0073 0-041 0031
25 011 0-086 0056 0-043 0024 0-018
012 0097 0-080 0059 0034 0025
30 0-091 0072 0047 0038 0021 0015
010 0081 0-068 0-050 0-029 0021
35 0079 0062 0041 0033 0018 0014
0-086 0071 0059 0-046 0-025 0018
40 0070 0055 0036 0030 0-016 0012

0075 0064 0-053 0043 0-022 0-016

Figura C.3: Los datos que se muestran en la tabla en la parte superior indican el valor de los
cuantiles para o = .05, para diferentes valores de k. Mientras que los datos inferiores son los
cuantiles para a = .01.
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C.5. Tabla de cuantiles de la distribucion D

La siguiente tabla muestra los valores criticos simulados para o =.05 y a = .01 de la
estadistica D, para probar si un outlier es discordante en una muestra aleatoria de tamano n
de la distribuciéon Von Mises.

. Valor de k
Tamafo

de la Muestra 20 30 4-0 50 75 100
5 0-69 0-40 028 022 0-16 013
092 078 043 0-31 0-23 018
6 0-70 041 0-27 022 016 0-13
093 075 045 0-31 022 018
7 073 042 027 022 0-15 012
0-93 074 046 0-31 021 017
8 075 043 0-28 021 015 012
094 074 047 0-31 0-21 0-17
9 0-77 043 0-28 021 015 012
094 076 048 0-31 0-21 0-17
10 078 0-44 028 021 014 012
0-95 077 0-48 0-32 021 016
12 079 046 028 021 014 011
095 0-80 049 032 0-20 016
14 0-80 048 0-28 021 014 011
096 0-82 0-50 0-33 0-20 016
16 081 0-50 0-29 021 014 011
0-96 0-84 0-51 0-33 0-20 016
18 082 052 029 0-21 0-14 011
096 0-85 052 0-33 0-20 016
20 083 0-53 0-29 0-21 014 011
096 0-86 0-54 0-33 0-20 016
25 0-85 0-58 0-31 021 014 011
097 0-87 0-57 0-34 0-20 016
30 0-88 061 032 022 014 011
097 0-89 0:60 0-34 0-20 016
35 091 064 033 022 014 011
097 090 0-62 035 0-20 016
40 0-93 0-67 0-4 0-22 0-13 011

097 091 0-65 0-35 020 016

Figura C.4: Los datos que se muestran en la tabla en la parte superior indican el valor de los
cuantiles para o = .05, para diferentes valores de k. Mientras que los datos inferiores son los
cuantiles para a = .01.
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C.6. Tabla de cuantiles de la distribucion M

La siguiente tabla muestra el valor de los cuantiles de la distribucién de la estadistica M,

para diferentes tamanos de la muestra, con a = .05 y a = .01

a | 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 12 | 15 | 20
.05 ] .661 | .73 | .731 | .714 | .680 | .648 | .611 | .583 | .528 | .464 | .387
.01 | .661]0.75 | .774 | .776 | .763 | .743 | .708 | .683 | .629 | .564 | .474
C.7. Valores simulados de los cuantiles para L, C, D, M
‘ Prueba C ‘ k=1 ‘ k=3 ‘ k="7 ‘
n=_§ 8329 | .2417 | .0692
n=15 | .3659 | .1394 | .0426
n=30 | .1517 | .0745 | .0238
| Prueba D | k=1 [ k=3 | k=7 |
n==_§ 8963 | .4061 | .1554
n=15 | .8962 | .4687 | .1518
n=30 | .9008 | .5942 | .1406
Prueba L ‘ k=1 ‘ k=3 ‘ k="7 ‘
n=8 | 4.559]5.89 [ 531
n=15 | 3.80 | 5.58 | 5.32
n=30 | 3.29 | 5.96 | 5.60
‘ Prueba M ‘ k=1 ‘ k=3 ‘ k=17 ‘
n=_ 6385 | .7519 | .7301
n=15 | .3487 | .4978 | .4992
n=30 | .1660 | .3021 | .3036

Tamano de la muestra
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D.1. Sintaxis del ejemplo: estrellas de mar

# Muestra direccional de 22 estrellas de mar al ser alejarlas de
#su habitat natural:

star=c(0,1,3,3,8,13,16,18,30,31,43,45,147,298,329,332,335,
340,350,354 ,356,357)

# Grafica de los datos en radianes
plot.circular (rad(star),main="Movimiento de las Estrellas de Mar”)
# O bien, para que representarlos en grados:

x=circular (c(star))
plot (rad (x),cex=.9,units="degrees” ,main="Movimiento de las Estrellas de Mar”)

# Muestra sin el valor atipico 147°

star13=c(0,1,3,3,8,13,16,18,30,31,43,45,298,329,332,335,340,
350,354,356 ,357)

# Muestra sin los valores inconsistentes 147° y 298°
star2=c(0,1,3,3,8,13,16,18,30,31,43,45,329,332,335,340,350,354,356,357)

# Se hace la grafica P—P donde se grafica la funcién de distribucién
#muestral versus la distribucién Von Mises

plot.edf(rad(star))
lines (rad (star),pvonmises(rad(star),0,3),1ty=3)

pp.plot (rad (star),main="Grafica P—P de los valores muestrales”,
xlab= " Distribucién Von Mises” ,ylab="Distribucién Empirica”)

60
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# Grafica P-P sin el valor outlier

pp.plot (rad (star13),main="Grafica P—P sin el valor atipico 147°7,
xlab= " Distribucién Von Mises” ,ylab="Distribucién Empirica”)

# Grafica P—P sin los dos valores atipicos

pp.plot (rad(star2),main="Gréafica P-P sin los valores 147° y 298°”,
xlab= " Distribucién Von Mises” ,ylab="Distribucién Empirica”)

# Se calculan las componentes del vector resultante:

C=sum (cos (rad(star)))

S=sum ( sin (rad(star)))

atan2 (S,C)

# Se calcula la direccién del vector medio

medio=circ .mean(rad (star))

# Se calcula la direccién del vector medio y el tamano de éste
circ.summary(rad(star))

# El tamano del vector medio es:

rho=circ .summary (rad (star ))[3]

# Se obtiene el estimador del parametro de concentracidn

k=Alinv(rho)

# Para rectificar el pardmetro de concentracién se calcula la
#funcién A(k), es decir, el tamano del vector medio:

1.1(3.3)
1.0(3.3)
1.1(3.3)/1.0(3.3)

#Para detectar la observaciéon outlier se calculan las desviaciones
#de los édngulos a la media (por ambos lados)

dl=abs (deg(medio)—star)
d11=360—d1
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# El minimo de las distancias calculadas anteriormente para
# cada observacion i, es la verdadera distancia del angulo a su media

desvl=c ()
for (i in 1:22){
?esvl[i}znﬁn(dl[i],dll[i])

desvl

# El outlier es aquel que genera la méaxima desviacién angular con
#respecto a la media

md=max(desvl)

# Rectificando con la férmula general, la méaxima desviacién
#generada por el outlier es:

mdl=max (pi—abs(pi—rad(dl)))

# Ahora, hay que checar de qué elemento i—ésimo proviene la
#maxima desviacién, el cual, se guardard en el vector llamado outi.

obsout=c ()

for (i in 1:22){

obsout [i]=1if (max(desvl)>desvl[i])(0)else(assign(”outi”,i))
}

obsout

outi

#Se prosigue a detectar , cual es el valor de la observacién outlier ,
#el cual se guardard en el vector llamado out

outl=c ()

for (i in 1:22){

outl[i]=1if (obsout[i]!=0)(assign(”out”,star[i])) else (0)
}

outl

out

xfxxLa observaciéon outlier es el elemento 13 de la muestra de datos,
que corresponde al valor de 147°. Hay que checar si el outlier: 147°,
es un valor discordante, de acuerdo a las estadisticas de pruebaskxxxx
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# Estadisticas de prueba para la detecciéon de valores discordantes
Hxororororokorokkokk Bstadistica Csorsokoskorsokskok ok

# Recordando, C = (rk—r)/r, donde r es el tamano del vector medio
#y rk es el tamano del vector medio sin la observacion k—ésima
#es decir, sin la observacién outlier

# Se debe calcular el tamano del vector medio sin el valor 147°.
# La muestra sin el valor outlier es:

n=c(star [1:(outi —1)],star [(outi+1):length (star)])
# El vector medio y resultante de la muestra ”starl3” es
circ.summary(rad(starl3))

# Calculando el tamano del vector medio de la muestra con todas
#las observaciones y el de la muestra sin la observacién outlier

r13=(circ.summary(rad(starl3))[3])
r=(circ .summary(rad (star ))[3])

# La estadistica C es:
C=(r13—-r)/r

# En las tablas de los cuantiles para la distribucién C, con alpha=.05,
#se encuentra el valor de C para n=22 y k=3, pero no para k=3.3,
#entonces se hace una interpolacién lineal

# Interpolacién lineal.

#Dados dos puntos A(xl1,x2) y B(yl,y2), se sabe que la ecuacién de
#una linea recta es: y—yl= m(x—x1), donde m es la pendiente,
#entonces: y= m(x)—m(x1)+yl

# Da el valor de A
x1=20
yl=.11

# Da el valor de B
x2=25
y2=.086
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# Se calcula la pendiente
e (yl-y2)/(x1-x2)

# Se calcula el valor de Y al asignar el valor de X
x=22
y= mxx—(mxx1)+yl

# Se tiene que el valor del cuantil C_alpha= .1004, con alpha=.05,
#n=22, k=3, pero como k=3.3, entonces seguramente la C_alpha que
#se busca es menor a .09. Asi pues, como C_{n} > C_alpha, entonces
#se rechaza Ho y la observacién 147° es en efecto un

#outlier discordante.

sxkxxkkkkk Bstadistica Dsskskkskssrsxx

# La Estadistica D se basa en las proporciones de los arcos
#Di=Ti/Ti—1,

#donde:

#Ti=theta_(i+1)—theta_(i) y Tn=2pi—theta_(n)+theta_(1)

# Se sabe que la observacién k—ésima donde Tk es la méxima, es aquél
#que corresponde al outlier. La estadistica D es el min(Dk,D"—1)

Tk=star [14] —star [13]
Tkl=star [13] —star [12]

Dk=Tk /Tk1
Dk1=1,/Dk

# La estadistica D es es min(dk,dk"—1)

D=min (Dk,Dkl)

# Por tanto D vale .6745

# Para obtener el cuantil de D, se hace interpolacién con n=22, k=3.
# El valor de A

x1=20

y1=.53

# El valor de B

x2=25
y2=.58
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m= (yl-y2)/(x1-x2)
x=22
y= mxx—(mxx1)+yl

# Se tiene que el valor del cuantil D_alpha=.55, con alpha=.05,
#n=22 k=3, pero como k=3.3, entonces seguramente la D que se busca
#es menor o igual a .45. Por tanto como D_{n} > D_alpha se rechaza
# Ho y la observacién 147° es en efecto un outlier discordante.

sxkokkkkkkk Bstadistica Mok sxkk

#Recordando, la estadistica M= (R_{k}-R+1)/n—R, donde R es el tamano

#del vector resultante, R_{k} el tamano del vector resultante
#el elemento k—ésimo.

# Tamano del vector resultante para la muestra completa
R=rxlength (star)

# Tamano del vector resultante sin la observacién outlier
R13=r13«(length (star)—1)

# El valor de la estadistica M es:

M=(R13—R+1)/(length (star)—R)

# El valor de M_{n}= .4851 y M_alpha<.38 con alpha=.05, n=22;
se rechaza Ho y la observacién 147° es en efecto un outlier.

Hrokokorkokokokokokokk Mstadistica Lok

# Se calcula el pardmetro de concentracién con outlier
kl=est .kappa(rad(star))

# Se calcula el pardmetro de concentracién sin outlier
k2=est .kappa(rad(starl3))

L=((R13+1)xk2)—(k1+R)—( 22 % ( log( I.0(k2)/I.0(k1l) ) ) )

sin

entonces ,

# Este ejercicio fue ejecutado con el sintaxis de la simulacién y

#los valores para las estadisticas coincidieron.
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D.2. Simulacion de los puntos percentiles de C, D, L, M.

# Simulacién que genera m muestras de tamano n de la distribucién Von Mises
#y que analiza cada muestra para detectar un valor outlier y examinarlo

#a través de pruebas de discordancia: C, D, My L; por lo que se obtienen
# m valores de dichas estadisticas con las cuales se obtiene la funciéon de
#distribucién muestral para cada una de ellas y su cuantil correspondiente
#de alpha=.05

# Consideraciones: El tamano de muestra debe ser suficientemente grande
#para generar el cuantil que acumule exactamente el 95% de probabilidad.

# Da el tamano de cada muestra
n=22

# Da el parametro de concentracion
k=3.3

# Da el nimero de muestras
m=>5000

# A continuacién se generan m muestras de la distribucion Von mises de
tamano n donde los datos generados estan en radianes

# Se define la funcién que genera las muestras de la distribucién Von Mises

f=function (){
rvim(n,0,k)
}

# Se generan m muestras, donde la muestra j—ésima se guarda en
#la columna j de una matriz

muestral=matrix (nrow=n, ncol=m)
for (i in 1:n){
for (j in 1:m){
muestral [,j]=1f(
}
}

)

muestra=matrix (nrow=n, ncol=m)
for (j in 1:m){
muestra[,j|=sort (muestral[,]])

}

# Se calcula la direccién del vector medio para cada muestra
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vl=c ()
for (i
{

vl[i]=circ.mean(muestra[,i])

}

in 1:m)

# Como el vector medio estd definido por el arctan, es necesario saber
#en qué cuadrante cae el &angulo, pues el arctan tiene un rango de
#-90 a 90 grados.

# Para verificar el valor del angulo tangente en cualquier cuadrante
#entonces se calcula el vector medio a través de las componentes del
#vector resultante.

c=c ()
for (j in 1:m){
c[j]=sum(cos (muestral,j]))

}
s=c ()
for (j in 1:m){

s[j]=sum(sin (muestra[,j]))

}

# El vector medio es:
vir=atan2 (s, c)

# Ubicando el cuadrante al cual pertenece el angulo entonces:

vijl=if(c[jl&s[j]>0)(vm[j]) else
if(c[j]>0 & s[j]<0)(2«pitvm[]]) else
if (c[j]<0 & s[j]>0)(vm[j]) else
{(e[1]<0 & x[1] <02+ pism )

# Se calcula el tamano del vector medio

)
for (j in 1:m){
=(circ.summary(muestral,j])[3])
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# A continuacién se detectard el valor outlier de cada muestra
#a través de la distancia circular para determinar el valor que
#se aleja mas del conglomerado de datos.

# Se calcula la desviacién que hay entre la media y cada observacién
#de la muestra j—ésima

desvt=matrix (nrow=n, ncol=m)
for(i in 1:n){

for(j in 1:m){

desvt [i,j]=abs

1

desvt

(muestra[i,j]—v[j])

# Se calcula la desviaciéon del otro lado

desvt2=matrix (nrow=n, ncol=m)
for(i in 1:n){

for(j in 1:m){
desvt2[i,j]|=abs(2xpi—desvt[i,]j])

3
desvt2
# Rectificando lo anterior , la suma de las desviaciones debe sumar 2x*pi

desvt+desvt?2

# Ahora hay que identificar la desviacién minima entre ambas
#desviaciones calculadas anteriormente

# En la matriz desvt3 se localiza la desviacion minima entre desvt y
desvt2
desvt3=matrix (nrow=n, ncol=m)
for (i in 1:n)
{
for (j in 1:m)

{
}

desvt3[i,j]=min(desvt[i,j],desvt2[i,]])
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# Se detecta cual es la maxima desviaciéon de cada muestra

maxdesv=c ()
for (i in 1:m){
maxdesv [1]=max(desvt3[,i])

}

# Se detecta al elemento i—ésimo en la muestra que genera
#la méaxima desviacién

b ()
obsout=matrix (nrow=n, ncol=m)
for (i in 1:n){
for (j in 1:m)
{

obsout [1i ,j]:if(maxde(sv)[j]>desvt3 [1,7])(0)
else (1

if (obsout[i,j]>0)

(h[j]=o0bsout[i,j])

}

}

# Se prosigue a detectar, cual es el valor de la observacién outlier
#para cada muestra

out2=c ()
outl=matrix (nrow=n, ncol=m)
for (i in 1:n){
for (j in 1:m)
{
outl[i,j]=1if (obsout[i,j]!=0)(muestrali,j])else(0)
if (outl[i,j]>0)
(out2[j]=outl[i,j])

}
}

# Se quita el valor outlier de la muestra para analizar el vector medio
#y tamano del vector resultante sin el efecto del valor outlier

# Para la primera muestra:
n3=c(muestra [1:(h[1]—1),1], muestra [(h[l]+1):length (muestra[,1]),1])
# Ejemplo para hacer el if y tener las muestras sin outliers.

r=c ()
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for(j in 1:m){

if (h[j]==length (muestral,j]))
(I{[j]zh[ﬂ)

(r[j]=0)

}

# Por muestra, si hay varios if , entonces la forma de escribir es

#if ()(hazlo)else if()(hazlo)else(hazlo)

nb=matrix (nrow=n—1, ncol=m)
for(j in 1:m){
if (h[j]==length (muestral,j]))
J

(n5[,j]:c§muestra[1 : (h[j]—=1),i]))

if (h[j]==1)
(1;5[,j]:c(muestra[(h[j]—i-l): length (muestra[,j]),j]))
(n5],j]=c(muestra[l : (h[j]-1),j] , muestra[(h[j]+1):
length (muestra[,j]),j]))

}
ns

# Se calcula el tamafio del vector medio sin el outlier

tv2=c ()
for (j in 1:m)

{

tv2[j]=est.rtho(n5[,j])

}

# Se calcula el tamano del vector resultante sin el outlier

tv3=c ()
for (j in 1:m)

{
tv3[j]=tv2[j]*(n-1)

}

# Se calcula el tamano del vector resultante con el outlier

tvd=c ()
for (j in 1:m)

{

tv4d[j]=est.rho(muestra[,j])*n

}
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# Se calcula el pardametro de concentracién sin el outlier

pe=c ()
for (j in 1:m){
pc[j]=est.kappa(n5[,j])

}

# Se calcula el pardmetro de concentracién con el outlier

pee=c ()
for (j in 1:m)

{

pcc[j]=est .kappa(muestra[,j])

}

#xxxxxx Bstadisticas de pruebasskssksxsx

#Hxrorokkx Estadistica C sskskorskoksks

C=c ()
~f{'or (j in 1l:m)
(}3[J]=(W2[[jH—WHJH)/tV[[H]

# Se ordena la muestra de C, para tener las estadisticas de orden
sc=sort (C)

# Pasos para hacer la grafica de la distribucién empirica
# Se calcula la probabilidad muestral acumulada de la muestra

proba=c ()

proba[l]=0
for (i in 2:m){
1})r0ba[i]:(i—1)/m

proba
# Se grafica la funciéon de distribucién empirica.

plot (sc,proba,type="s")
plot (ecdf(sc), mai="C.d.f.s”)
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# Se identifica el elemento i—ésimo correspondiente al cuantil
# de alpha=.05

cuantil=c ()

for (j in 1:m)

{
cuantil [j]= if: (proba[j]==.950)
) )

J
(assign ("x”7,j))else(0)

¥

X

# Se identifica el valor del cuantil de alpha=.05 de la estadistica C
sc[x]

#Hrrorxkx Estadistica M osokskokskorssx

M=(tv3—tv4d+1)/(n—tv4)

# Se ordena la muestra de M, para tener las estadisticas de orden
sm=sort (M)

# Se grafica la funcién de distribucién empirica.

plot (sm, proba , type="s")
plot (ecdf(sm), mai="C.d.f.s")

# Se identifica el valor del cuantil de alpha=.05 de la estadistica M
sm[x]

#Hxrxwrrx Estadistica Loossskokssokkx

L=((tv3+1)*pc)—(pccxtvd)—(n*x ( log(I.0(pc)/I.0(pcc)) ) )

# Se ordena la muestra de L, para tener las estadisticas de orden
sl=sort (L)

# Se grafica la funcién de distribucién empirica.

plot (sl ,proba,type="s")
plot (ecdf(sl), mai="C.d.f.s”)

# Se identifica el valor del cuantil de alpha=.05 de la estadistica L
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sl [x]
#Hrrrxkk Estadistica D osokskoksrossssx

Dk=c ()
for(j in 1:m){

i (h[j]1=n)
(?k[j]zmuestra[(h[JHl),H—muestra[h[ﬂ D)
ka[j]:Q*pi—muestra[h[j] ,j]+muestra[l,j])
Dk

Dkl=c ()

for(j in 1:m){

if (h[j]!'=1)

(Il)kl[j]:muestra[h[j] yjl—muestra[(h[j]-1),j])
§Dk1 [j]=2«pi—muestra[n, j]+muestra[l,j])

Dk1

D1=Dk/Dk1

D2=1/D1

D=c ()

for(j in 1:m){

D[j]=min(D1[j],D2[j])

}

D

# Se ordena la muestra de D, para tener las estadisticas de orden
sd=sort (D)

# Se grafica la funcién de distribucién empirica.

plot (sd,proba,type="s” ,xlim=range(—0,1))
plot (ecdf(sd), mai="C.d.f.s”)

# Se identifica el valor del cuantil de alpha=.05 de la estadistica D

sd [x]
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D.3. Simulacion para la evaluacién de las pruebas

# El siguiente programa genera muestras que contienen elementos
#discordantes con el fin de calcular la probabilidad de que una
#observacién contaminante outlier sea detectado como discordante.

# Se generan m muestras de tamafio nl bajo la hipdtesis nula,

#y tambien m muestras de tamano n2 bajo la hipodtesis alternativa.
#El objetivo es juntar ambas muestras j—ésimas en una sola de tamano
#nl4+n2 y determinar para cada muestra si existen observaciones
#discordantes a través de las estadisticas C, D, M, L,

#y asi analizar la funcién potencia .

# Da el tamano de la muestra bajo la hipdtesis nula
nl1=29

# Da el tamano de la muestra bajo la hipdtesis alternativa , es decir,
#el total de valores discordantes.

n2=1

# Da el parametro de concentracién
k=7

# Da el ntmero de muestras
m=3000

# Da el valor de lambda bajo la hipdtesis nula
11=0

# Da el valor de lambda bajo la hipdtesis alternativa
12=1x%pi

#xxxxA continuacién se generan muestras de la distribucién Von Misess#*#x
# Se generan m muestras de tamano nl, en radianes

# Se define la funcién que genera las muestras Von Mises bajo la Ho.
fl=function (){

rvim(nl, 11 k)

}

# Se generan las muestras de tamano nl bajo la hipdtesis nula

muestral=matrix (nrow=nl, ncol=m)
for (i in 1:nl){
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for (j in 1:m){
muestral [, j]=f1()

13

# Se define la funcién que genera las muestras Von Mises bajo la
#hipotesis nula

f2=function (){
rvin(n2,12 k)
}

# Se generan las muestras bajo la hipdtesis alternativa de tamano n2

muestra2=matrix (nrow=n2, ncol=m)
for (i in 1:n2){

for (j in 1:m){
muestra2 [, j]=f2()

1

# Ahora se prosigue a juntar muestra por muestra los valores bajo la
#hipdotesis nula y los valores bajo la hipdtesis alternativa

# Entonces se tiene una muestra de tamano nl4n2
tm=n1+4n2

# Se juntan las muestras

muestra=matrix (nrow=tm, ncol=m)
for (j in 1:m){
muestra[,j]=c(muestral [,j],muestra2[,j])

1

# Por muestra se analiza cudl es el valor outlier.
# Se calcula la direccién del vector medio para cada muestra

vli=c ()
for (i
{

vl[i]=circ.mean(muestra[,i])

}

in 1:m)

#Se verifica el valor del angulo tangente en cualquier cuadrante:

c=c ()
for (j in 1:m){
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c[j]=sum(cos(muestra[,j]))

}
s=c ()
for (j in 1:m){

s[j]=sum(sin (muestral,j]))

}

# El vector medio es:
vinr=atan2 (s, c)

# Se ubica el cuadrante al cual pertenece el dngulo:

vIjl=if(c[jl&s[j]>0)(vm[j]) else
if(c[j]>0 & s[j]<0)(2«pi+vm][]]) else
if (c[j]<0 & s[j]>0)(vm[j]) else
{(e[1]<0 & s[3] <02+ pism )

# Se calcula el tamano del vector medio

tv=c ()
for (j
{

tv[j]=(circ.summary(muestral,j])[3])

}

in 1:m)

# A continuacién se detectard el valor outlier en términos
#de la distancia circular entre éste y la media.

# Desviacion de la media a la observacion

desvt=matrix (nrow=tm, ncol=m)
for (i in 1:tm){

for(j in 1:m){

desvt [i,j]=abs(muestra|i,j]-v[j])

13

# Desviacion del otro lado

desvt2=matrix (nrow=tm, ncol=m)
for (i in 1:tm){
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for(j in 1:m){
desvt2[i,j]=abs(2xpi—desvt[i,]])

}

# Rectificando lo anterior , la suma de las desviaciones debe sumar 2x*pi
desvt+desvt2

# Ahora hay que identificar la desviacién minima entre ambas desviaciones
#calculadas anteriormente

# En desvt3 se busca el minimo de las matrices desvt y desvt2

desvt3=matrix (nrow=tm, ncol=m)

for (i in 1:tm){

for (j in 1:m){

desvt3 [i,j]=min(desvt[i,]j],desvt2[i,j])
1

desvt3
# Se detecta cual es la maxima desviaciéon de cada muestra

maxdesv=c ()
for (i in 1:m){
maxdesv [ 1]=max(desvt3[,1i])

}

# Se detecta el elemento i—ésimo en la muestra que genera la
#maxima desviacidén

hec ()
obsout=matrix (nrow=tm, ncol=m)
for (i in 1:tm){

for (j
{

obsout [1i ,j]:if(maxde(sv)[j]>desvt3 [1,7])(0)
else (1

if (obsout[i,j]>0)

(h[j]=obsout[i,j])

}

¥

obsout
h

in 1:m)
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#Para identificar si es un outlier discordante pongamos uno, sino cero.

od=c ()
for (j
{

(})d[j]:if(h[j]>:n1)(1) else (0)

in 1:m)

# Se prosigue a detectar , cual es el valor de la observacién outlier

out2=c ()
outl=matrix (nrow=tm, ncol=m)
for (i in 1:tm){

for (j in 1:m)

outl[i,j]=if (obsout[i,j]!=0)(muestra[i,j])else(0)
if (outl[i,j]>0)

(out2[j]=outl[i,j])

3

# Ahora, hay que quitar el valor outlier de la muestra
nb=matrix (nrow=tm—1, ncol=m)

for(j in 1:m){
if (h[j]==length (muestral,j }))
J

(n5[,j]:c§muestra[1 : (h[j]=1),i1))
if (h[j]==1)
(n5],j]=c(muestra[(h[j]+1): length (muestral,j]),j]))

else
(n5[,jl=c(muestra[l:(h[j]—1),j], muestra[(h[j]+1):length (muestral,j]),j]))

}
ns

# Se calcula el tamano del vector medio sin el outlier

tv2=c ()
for (j in 1:m){
tv2[j]=est.rtho(n5[,j])

}

# Se calcula el tamano del vector resultante sin el outlier

tv3=c ()
for (j in 1:m){
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tv3[j]=tv2[j]*(tm—1)

}

# Se calcula el tamano del vector resultante con el outlier

tvd=c ()
for (j in 1:m){
tv4d[j]=est.rho(muestra[,j])*tm

}

# Se calcula el parametro de concentracién sin el outlier

pe=c ()
for (j in 1:m){
pc|j]=est.kappa(n5[,j])

}

# Se calcula el pardmetro de concentracién con el outlier

pee=c ()
for (j in 1:m){
pcc[j]=est .kappa(muestra[,j])

}

#xxxxxx Calculo de las estadisticas de pruebasssssx
#Hrrrxkx Estadistica C sokkokrorsssx

C=c ()
ior (j in 1l:m)
(}3[j]=(tv2[[JH—tV[[JH)/tV[HH

Hxxxrorx Estadistica M ossskorssokkx

M=(tv3—tv4d+1)/(tm—tv4)

#Hrxxrorx Estadistica Loossskokssokkx
L=((tv3+1)*pc)—(pccxtvd)—(tmx ( log(I1.0(pc)/I.0(pcc)) ) )
#Hrrrwkx Estadistica D osokskoksrorssx

# Para calcular D hay que ordenar las muestras, pues se trabaja con las
#estadisticas de orden
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mo=matrix (nrow=tm, ncol=m )
for (j in 1:m){
mo[, j]=sort (muestra[,j])

}

# Para detectar en la muestra ordenada el valor outlier

o=c ()
oo=matrix (nrow=tm, ncol=m)

for (i in 1:tm){

for (j in 1:m){

oo[i,jl=if (out2[j]!=mo[i,j])(0)
else (i)

if(ooli,j]>0)
o[j]=o0li,j]
i3

Dk=c ()
for(j in 1:m){

if (o[j]!=tm)
(?k[j]ZmO[(O[jHl),j]—mO[O[j] 3 1)
(Dk[j]=2¢pi-mof[o[j],j]+mo[l,]])

}

Dkl=c ()

for(j in 1:m){

i (o]§]1=1)

(?kl[j]ZmO[O[j |, j]-mo[(o[j]-1),i])
§Dk1[j]:Z*pi—mo[tm,j]—i-mo[l Jil)

D1=Dk/Dk1
D2=1/D1

D=c ()
for(j in 1:m){
D[j]=min (D1[]]

}

,D2[j])
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#Se debe calcular el cuantil de las pruebas con el correspondiente
#parametro de concentracion de la muestra, tomando en cuenta lambda
#bajo la hipdtesis nula. Esto se hace con el programa de ”simulacién”.

# Ahora el punto es ver si se rechaza o no la hipdtesis nula para cada
#prueba, entonces se vera para el valor outlier de cada muestra si
#se detecta como discordante o no

# Estadistica C

#lo que tengo en cada vector ”d” con valor 1 son los valores outliers
#que detectan las estadisticas como discordantes.

de=c ()

for (i in 1:m){

de[i]=1if (C[i]>.0238)(1) else (0)
¥

dc

# Es de interés saber cuales de esos valores que se detectan discordantes
#son realmente discordantes

re=c ()

for(j in 1:m){

if (od[jl==1 & dc[j]==1)
(re[j]=1)

else (rc[j]=0)

¥

rc
#Se desea calcular la funcién potencia, al dividir el ndimero de
#observaciones discordantes outliers detectadas como discordantes

#entre el nimero de discordantes outliers.

plec=sum(rc)/sum(od)
p3c=sum (rc)/(n2*m)

# Se calculan las demés estadisticas de prueba siguiendio la analogia
#anterior

# Estadistica M
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rm=c ()

for(j in 1:m){

if (od[jl==1 & dm[j]==1)
(rm [j]=1)

else (rm[j]=0)

}

rm

plm=sum (rm) /sum (od)
p3m=sum (rm)/(n2*m)

# Estadistica L

dl=c ()

for (i in 1:m)
dl[i]=1f(L[i]>5.60)(1) else (0)
dl

rl=c ()

for(j in 1:m){

if (od[jl==1 & dl[j]==1)
(r1]j]=1)

else (rl[j]=0)

}1

pll=sum(rl)/sum(od)
p3l=sum (rl)/(n2%m)

# Estadistica D

dd=c ()
for (i in 1:m
[

)
dd[i]=1f (D[i]>.1406)(1) else (0)

rd=c ()
for(j in 1:m){
if (od[jl==1 & dd[j]==1)

(rd[j]=1)

else (rd[j]=0)

¥

rd
pld=sum(rd)/sum(od)

p3d=sum (rd)/(n2xm)



Bibliografia

Barnett, V. & Lewis, T. Qutliers in Statistical Data. Second edition. London: Wiley.
Batschelet, E. Circular Statistics in Biology. 1981. London: Academic Press.
Collet, D. Outliers in Circular Data.1980. Appl. Statist. 29, 50-57 (88)

Conover, W.J. Practical Nonparametric Statistics. Third Edition. 1999. Jhonn Wiley
& Sons, inc.

Chow, L. Statistical Significance: Rationale, Validity and Utility. 1996. Sage Publica-
tions.

Fisher, N.I. Statistical Analysis of Circular Data. 1995. Cambridge, University Press.
Hogg, R. Introduction to Mathematical Statistics. Third edition. 1970.
Jammalamadaka, S.R. Topics in Circular Statistics. 2001. World Scientific.
Lehmann, C. Geometria Analitica. 1990. Editorial Limusa.

Lehmann, E.L. & Romano P.J. Testing Statistical Hypotheses. Third edition. 2005.
Springer.

Mardia, K.V. Statistics of Directional Data. 1975. London: Academic Press.
Mardia, K.V. & Jupp P. E. Directional Statistics. 2000. John Wiley and Sons, LTD.
Rizzo, M. Statistical Computing with R. 2008. Chapman& Hall/CRC.

Royall, R. Statistical Evidence: A likelihood paradigm. 1997. Chapman&Hall.
Spivak, M. Calculo Infinitesimal. 2000. Editorial Reverté, S.A.

Verzani, J. Using R for Introductory Statistics. 2005. Chapman& Hall/CRC.

Wackerly, D. & Mandenhall, W. & Scheaffer, R. FEstadistica Matemdtica con Aplica-
ciones. Sexta edicién. 2002. Thomson.

83



	Portada
	Índice General
	Preliminares
	Capítulo 1. Datos Direccionales
	Capítulo 2. Distribuciones Circulares
	Capítulo 3. Observaciones Discordantes
	Capítulo 4. Pruebas de Discordancia en la Estadística Circular
	Conclusiones
	Apéndices
	Bibliografía

