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Introduccion

Esta tesis presenta algunos aspectos interesantes de una subclase de los anillos
semiartinianos: la clase de los anillos con la propiedad NLF'.

Todos los anillos que se consideran en este trabajo se supondran asociativos
(no necesariamente conmutativos), con un elemento identidad distinto de cero.
Ademsds todos los médulos se supondran unitarios.

Como la clase de los anillos con la propiedad N LF es una subclase de los anillos
semiartinianos, es necesario hablar de los mdédulos semiartinianos: dado un R-
moédulo derecho M, éste tiene una cadena de submédulos (Zocy (M))a>0, llamada
Cadena de Loewy de M, que se define de la siguiente manera: Zoco(M) = {0} v,
de manera recursiva, Zocay1(M)/ZocoM = Zoc(M/Zoc,) para cada ordinal «,
y Zoca(M) = Upc, Zocg(M) si a es un ordinal limite. Al médulo M/Zoc, (M)
se le llama el a-ésimo factor de Loewy de M y se dice que M es semiartiniano
si Zoce(M) = M para algin ordinal . En el capitulo primero de esta tesis se
precisan las definiciones anteriores y se dan algunas de las propiedades de los
anillos semiartinianos.

El estudio de los anillos semiartinianos dio inicié en el afio de 1968 con el
articulo [16] de los matemadticos Nastasescu y Popescu, quienes emplearon por vez
primera el término “semiartiniano”. La primera construccién de un anillo semiar-
tiniano con factores longitud de Loewy preestablecida fue dada por Fuchs en el
articulo [9] de 1969. A partir de entonces varios matemdticos han estudiado este
tipo de anillos y se puede encontrar una extensa bibliografia en el libro [10] de
Golan.

En [6] Giuseppe Baccella estudié los V-anillos que son anillos semiartinianos
y regulares en el sentido de Von Neumann. En el presente trabajo (basada en el
Articulo [5] de Baccella y Giovana Di Campli) se estudiara la clase de los anillos
semiartinianos en los que sus a-ésimos factores de Loewy son no singulares. A estos
anillos se les llamara anillos NLF. Esta condicién aparecié por vez primera en el
articulo [15] de Nastasescu en 1971, y fue hasta 1997, en el articulo de Baccella y
Di Campli, que se hizo un estudio méas profundo de esta condicién.

Esta tesis estd dividida en cinco capitulos. El primero de ellos estd dedicado
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a presentar las definiciones y resultados que se utilizaran constantemente en los
demas capitulos. Estos resultados estan ordenados en tres secciones: “Moddulos
planos”, “Modulos no singulares y proyectivos” y “Mddulos semiartinianos”.

En el segundo capitulo se presentan varias caracterizaciones de los anillos NLF
en términos de su cadena de Loewy. Una de ellas dice que un anillo semiartinano
es NLF siy sélo si cada elemento de su cadena de Loewy es idempotente.

En el tercer capitulo se dan algunos ejemplos de anillos con la propiedad NLE":
se prueba que todo anillo semiartiniano y regular es un anillo NLF y que todo
anillo semiartinaiano que es semihereditario es un anillo NLF. Adem4s se da un
ejemplo que muestra que la clase de los anillos NLF' no es cerrada bajo anillos
cociente.

En el capitulo cuarto se continda con ejemplos de anillos NLF': se hacen dos
construcciones de anillos NLF' con longitudes de Loewy preestablecidas.

Finalmente, en el capitulo quinto se estudian cuatro aspectos de los anillos
NLF y cada aspecto se ve en una seccién. En la primera de ellas se prueba que
en la clase de los anillos NLF' coinciden los anillos semiprimarios con los anillos
I-finitos y con los anillos triangulares; en la segunda seccion se prueba que si R es
un anillo NLF y S es un R-médulo derecho simple, entonces la clase de R-moédulos
derechos S-homogéneos es una clase cerrada bajo extensiones (si esto pasa se dice
que S se autoescinde); en la tercera seccién se prueba que el centro de un anillo
NLF es semiartiniano y regular en el sentido de Von Neumann, y, finalmente, en
la cuarta seccién, se prueba que ser NLF' es un invariante de Morita.

Es preciso mencionar que cada capitulo y seccion se inicia explicando cuédles son
los resultados més importantes que se estudiardn en ese apartado; posteriormente
se sigue con las definiciones y los resultados necesarios para probar los resultados
mas importantes. Esto permite que cada seccién sea lo mas independiente de las
demas, dada la variedad de aspectos de las teorias de anillos y médulos que se
utilizan en esta tesis.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo estd dedicado a recordar al lector las propiedades mas importan-
tes de médulos planos, proyectivos y semiartinianos, asi como las definiciones que
se utilizaran constantemente a lo largo del presente trabajo.

Todos los anillos que se consideran seran anillos asociativos con 1. Si R es un
anillo e I es un ideal unilateral, se especificard si es derecho o izquierdo; si no hace
esta especificacién, se supondra que I es un ideal bilateral.

Dado un anillo R, se denotarda por Mod-R y R-Mod a las categorias de
R-modulos derechos y de R-moddulos izquierdos, respectivamente. A menudo se
usardan Mpr v pM para denotar a un R-moédulo derecho y a un R-médulo izquierdo
respectivamente. Se denotard con Simp-R a un conjunto completo de representan-
tes de clases de isomorfismo de R-médulos derechos simples y, con Prosimp-R,
a un conjunto completo de representantes de clases de isomorfismo de R-médulos
derechos simples y proyectivos.

Si M es un R-médulo derecho y m € M, entonces rr(m) = {r € R : mr = 0}
y TR(M) = hers TR(M). Ademds, si M € R-Mod, entonces I[g(m) = {r € R :
rm =0} ¥ lr(M) = Myens Lrn(m).

Se usard Im(f) y Nuc(f) para denotar a la imagen y al nicleo de un homo-
morfismo de R-mddulos derechos f : M — N respectivamente.

1.1. Modbdulos Planos

En el Teorema 1.7 se dara una caracterizacién de los R-médulos izquierdos pla-
nos. Las definiciones previas y los resultados anteriores a este teorema, permitiran
enunciarlo y probarlo.

Sean R un anillo, Z el anillo de los niimeros enteros y Q el campo de los
nuameros racionales. Dado un R-moédulo izquierdo M se denotard por M* al R-
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moédulo derecho Homy(M,Q/Z). Recuerde que si ¢ € M* y r € R, entonces
or € M* esta definido por (¢r)(m) = ¢(rm), para cada m € M.
Por otro lado, un homomorfismo f: M — N de R-mddulos izquierdos induce
un homomorfismo de R-médulos derechos f, : N* — M* dado por f.(¢) =¢o f.
Las asignaciones M — M* y f — fi definen un funtor contravariante de
R-Mod a Mod-R.

Lema 1.1 Para cualquier R-mddulo izquierdo M y m € M tal que m # 0, existe
X € M* tal que x(m) # 0.

Demostracion: Primero se definird un homomorfismo f : Zm — Q/Z. Como
Zm estd generado por m, entonces, para definir f, basta definir el valor de f en m: si
el orden de m es j, definimos f(m) = 1/j+Zy, si el orden de m es infinito, entonces
f(m) = 1/15+Z. Nétese que, como Q/Z es es divisible, entonces es inyectivo como
Z-médulo y, por lo tanto, existe un homomorfismo no cero x : M — Q/Z tal que

x(m) = f(m) #0. m

Lema 1.2 Sea f : N — M un homomorfismo de R-mddulos izquierdos. Entonces
a) [ es suprayectiva si y sdlo si f« es inyectiva.

b) [ es inyectiva si y solo si fi es suprayectiva.

Demostracion: a) Supdéngase que f es suprayectiva y sea ¢ € M* tal que
f«(¢) = 0. Entonces {0} = fi(p)(N) = ¢(f(N)) = ¢(M). Por lo tanto fi es
inyectiva y asi ¢ es el homomorfismo cero. Reciprocamente, si se supone que f no
es suprayectiva tomemos m € M tal que 0 # m + f(N) € M/f(N). Por el Lema
1.1, existe x € (M/f(N))* tal que x(m+ f(N)) #0.Siw: M — M/f(N) es la
proyeccién canénica, entonces 0 # oy = xom € M* y fu(xom)=xomo f=0.
Esto contradice el hecho de que x o 7(m) # 0.

b) Supdngase que f es inyectiva, y sea y € N*. Entonces f(N) es un submdédulo
de M,y definase x1 : f(N) — Q/Z como x1(f(n)) = x(n), para cadan € N. Como
Q/Z es inyectivo como Z-mdédulo, entonces existe un homomorfismo de grupos
abelianos x2 : M — Q/Z. De esto se tiene que fi(x2)n = x2(f(n)) = x(n), y
f«(x2) = x. Por lo tanto f. es suprayectiva.

Reciprocamente, supéngase que f, es suprayectiva y que f(n) =0, donde n #
0. Sea x € N* tal que x(n) # 0. Como f, es suprayectiva, existe un homomorfismo

© € M*, tal que fi(¢) = x. Entonces 0 # x(n) = (fip)(n) = ¢(f(n)) = 0. Esto es
una contradiccién. Por lo tanto f es inyectiva. g
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Es bien sabido que el funtor Hompg(., M) es un funtor exacto izquierdo para
cada M € R-Mod, y es exacto derecho cuando M es un R-médulo inyectivo.
Como Q/Z es inyectivo, se sigue que Homyz(.,Q/Z) es un funtor exacto derecho
y, de esta manera, preserva sucesiones exactas cortas. A continuacién se dard una
prueba mas explicita de este hecho.

Lema 1.3 Considere una sucesion exacta de R-mddulos izquierdos

0—sA—>p 09 (1.1)

y su correspondiente sucecion exacta de R-modulos derechos

| JC - S S — (1.2)

Entonces la sucesion (1.1) es exacta si y sélo si la sucesion (1.2) es exacta.

Demostracion: Notese que si ¢ € C*, entonces o o B4(c¢*) = ¢* o (o a). Lo
primero que se hara es probar que ay o G, =0siysélosi foa =0:si foa =0,
entonces es facil notar que para cada c¢* € C* se tiene que a0, (c*) = c*o(foa) =
0; si se supone que ay o B =0y que B o« # 0, entonces, por el Lema 1.1, existe
d* € C* tal que d*o(foa) # 0. Esto, claro, contradice el hecho de que a, 03, = 0.

Ahora continuaremos con la prueba del lema. Supéngase que la sucesién (1.1)
es exacta. Entonces por el Lema 1.2, el homomorfismo (. es monomorfismo y el
homomorfismo «, es un epimorfismo. Como «, o B, = 0, es suficiente probar que
nuc(ay) C Im(By). Para ello consideremos b* € B* tal que 0 = a,(b*) = b* o a.
Definimos ¢* : C'— Q/Z como ¢*(8(b)) = b*(b). Esta funcién estd bien definida ya
que si b,be € B son tales que 3(b) = (B(b2), entonces b — by € a(A) = Nuc(f) =
Im(a) y, asi, b*(by — by) = 0, es decir, b*(b) = b*(b2). De lo anterior se sigue
que ¢* es funcién y es rutina probar que también es un homomorfismo. Ademas
B«(c*) = (¢* o §) = b*. Por lo tanto Nuc(aw) C Im(Sy).

Ahora supdngase que la sucesion (1.2) es exacta. Por el Lema 1.2, se tiene que
a es un monomorfismo y 3 es un epimorfismo. Como (o a = 0, basta probar que
Nuc(B) C Im(a). Si esto no sucede, entonces existe b € B\ a(A) tal que 3(b) = 0.
Sea 7 : B — B/a(A) la proyeccién canénica. Como 0 # b+ «(A) € B/a(A) = D,
existe d* € D* tal que d*(m(b)) # 0. De esto se sigue que d* o : B — Q/Z,
d*om € B*y (d*om)(a(A)) = 0. Por lo tanto [aw(d* om)](A) = (d*omoa)(A) =0
y, asi, d*om € Nuc(a) = Im(S,). De esto se sigue que d*om = (3,(b*) = b* o3 para
algin b* € B*. De lo anterior se puede concluir que 0 # (d* o) (b) = (b* o 5)(b) =
b*(8 o b) = 0. Esto contradice el hecho de que b € Nuc(f3). m
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Definicién 1.4 Sea M un R-médulo derecho (izquierdo). Se dice que M es un
modulo derecho (izquierdo) plano, si para cada monomorfismo de R-médulos iz-
quierdos (derechos) i : U — V, se tiene que 1)y ® i : M QpU — M ®@p V es un
monomorfismo.

A partir de la siguiente observacién y hasta el final de esta seccién, se probaran
los resultados para la categoria de R-moddulos izquierdos; sin embargo, es necesario
aclarar que todos los resultados siguientes tienen una versién para la categoria
R-modulos derechos. Solamente en la Proposicion 1.11 se dard la versién para
R-Mod.

Observacién 1.5

a) Para un R-médulo derecho A, un S-médulo derecho C'y un R-S-bimédulo
rBg, existen isomorfismos

¢:Homg(A® B,C) — Hompg(A, Homg(B,C)) y
Y : Homg(A, Homg(B,C)) — Homg(A® B,C),

definidos de la siguiente manera: si f € Homg(A ® B, C), entonces

[p()()](b) = fla @ b);

si g € Homg(A, Homg(B, C)), entonces
b(g)(a@b) = [g(a)](b)-

b) Si R es un anillo y M es un R-mdédulo izquierdo (derecho), el homomorfismo
p: R®pr M — M dado por p(r ® m) = rm es un isomorfirmo.

Proposiciéon 1.6 Un R mddulo izquierdo M es plano si y sélo si M* es inyectivo
como R-maodulo derecho.

., (e} <z ’
Demostracion: Sea ) —— Ar —— Bgr una sucesién exacta de R-méddulos.
Ahora considérense las siguientes sucesiones:

a) 0—=AQM—BeM,

b) (BOM)* —= (A®M)* —0y
c) Hompg(B,M},) — Homp(A, M},) —=0 .
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Aplicando el Lema 1.3 (con C' = 0) se tiene que la sucesién 1) es exacta si y sélo
si la sucesion 2) es exacta. Por el inciso a) de la Observacién 1.5, la sucesién 2) es
exacta si y solo si la sucesién 3) es exacta. Ademas M}, es inyectivo si y sélo si la
sucesion 3) es exacta. Por lo tanto g M es plano si y sélo si M, es inyectivo. m

Teorema 1.7 Dado un R-Mddulo izquierdo M, las stguientes condiciones son
equivalentes:

a) M es un mddulo plano.
b) M es plano relativo a R.

¢) Para cada ideal derecho A C R el Z-morfismo
pa: ARr M — M dado por pa(a ® m) = am, es un monomorfismo.

d) Para cada ideal derecho finitamente generado A C R el Z-morfismo 14 :
A®r M — M con pa(la ®m) = am, es un monomorfismo.

Demostracion: Por el inciso b de la Observacién 1.5, sabemos que existe un
isomorfismo de R-médulos izquierdos p: R @ M — M dado por pu(r ® m) = rm.

a) = ¢) Sea A un ideal derecho de R. Como M es plano, entonces el homo-
morfismo i @ 17 : AQ M — R® M es un monomorfismo. Entonces po (i @ 157) :
A® M — M, dado por p(a ® m) = am, es un monomorfismo.

¢) = a) Supdngase que para cada ideal derecho A de R, se tiene que A ® M =
AM bajo un isomorfismo p : AQ M — AM. Sii: AM — M es la inclusién
natural, entonces f = i o u es un monomorfismo. Por el Lema 1.2, se tiene que
fo: M* — (A® M)* es un epimorfismo. Nétese que M* = (A ® M)* y, por la
Observacion 1.5, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

(A® M)* —% Homp(A, M})

f*T T

(R® M)* <7H0mR(R, My,)

En este diagrama ¢ o f, o 9 es un epimorfismo que coincide con el morfismo
Hom(i, M*) inducido por el funtor Hom(., M*) y el monomorfismo canénico i :
A — R. De esta observacién se concluye que M™* es inyectivo y asi M™ es plano
por la Proposicion 1.6.

a) = d) Es una prueba similar a la dada en a) = ¢).

d) = ¢) Supéngase que AQM = AM para cada ideal finitamente generado A de
R. Para B un ideal derecho de R. A continuacién se probard que el homomorfismo
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canénico pu : B ® M — M es un monomorfismo. Para ello consideremos & =
Yo bi®@m; € B® M y supéngase que 0 = p(§) = >, bim;. Para el ideal
finitamente generado A =" | b;R se tiene que { € AQM y p: AQM — AM es
un monomorfismo (por hipétesis). Por lo tanto, como u(£) = 0, se tiene que £ = 0
y, en consecuencia, p es un monomorfismo.

a) = b) Esta implicacién es clara.

b) = ¢) Supoéngase que g M es plano relativo a R. Sean A un ideal derecho de
Rei: A — R lainclusién natural. Como rM es plano realtivo a R, entonces el
homomorfismo i®1y; : AQM — R®M es un monomorfismo. Ademads, como RQM
es isomorfo a M bajo el isomorfismo g : R®@ M — M dado por g(r ® m) = rm, se
tiene que g4 = g o (i ® 1) es un monomorfismo. g

Proposicion 1.8 Sea F' un R-mddulo izquierdo plano y K un submddulo de F.
Considérese la siguiente sucesion exacta de R-modulos izquierdos:

7 n

0 K F M 0

donde M es un R-mddulo izquierdo isomorfo a F/K. Entonces las siguientes con-
diciones son equivalentes:

a) M es un R-mddulo izquierdo plano.
b) AFNK = AK para cada ideal derecho A, de R.

¢) AFNK = AK para cada ideal derecho finitamente generado A de R.

Demostracion: a) < b) Sea A un ideal derecho de R. Como (A ® __) es un
funtor exacto derecho, se tiene la siguiente sucesién exacta:

A K 25 Ao Fr 2% Ao M ——>o.

Como F' es un moédulo plano, por el inciso ¢) del Teorema 1.7, se tiene que
AR F=ZAFy A® K =2 AK. Por lo tanto

A® M = AF/AK. (1.3)
Ahora, obsérvese que
AM =n(AF) = AF/(AFNK). (1.4)

Por el inciso ¢ del Teorema 1.7 sabemos que rM es plano si y sélo si para cada
ideal derecho A se tiene que AQr M = AM vy, por la ecuaciones 1.3 y 1.4, se tiene
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que M es un R-médulo izquierdo plano si y sélo si AF/AK = AF/(AF N K); es
decir, M es plano si y sélo si AK = AF N K para cada ideal derecho A de R.
Nétese que la prueba de a) < ¢), es anédloga a la prueba de a) < b). g

Proposicion 1.9 Sean R un anillo y

0 K F A 0

una sucesion exacta de R-mddulos izquierdos, donde F' es un mddulo libre con
base {Ta}tacr- St u = a1, + ... + anTa, es un elemento de F, se define I,, =
a1R+ ...+ anR. Las siguientes condictones son equivalentes:

a) A es un R-mddulo izquierdo plano.

b) Siue€ K, entonces u € I, K.

Demostracion: a) = b) Como A es un médulo plano y u € K, por la Proposi-
cion 1.8, se tiene que u € K NI, F = I, K.

b) = a) Para esta implicacién se utilizara el inciso b) de la Proposicién 1.8. Sea
I un ideal derecho de R y sea u € K NIF; entonces I, C Iy, asi,u € [,LK CIK.
Esto sucede para cada u € KNIF. Por lo tanto KNIF = [K y, por la Proposiciéon
1.8, A es un médulo izquierdo plano. m

Proposicion 1.10 Sean R un anillo y

0 K F A 0

una sucesion exacta de R-modulos izquierdos, donde F' es un modulo libre con base
{Za}aex . Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) A es un mddulo izquierdo plano.
b) Dado cualquier u € K, existe un homomorfismo 0 : F — K tal que 6(u) = u.

¢) Dados cualesquiera uy, ..., u, € K, existe un homomorfismo 0 : F — K tal
que 6(u;) = wu;, para cada i € {1,...,n}.

Demostracion: a) = b) Sea u € K. Entonces v = a12q4, + ... + an%q, donde
a; € R para cada i € {1,...,n}. Sea I, = a1R + ... + a, R. Como A es un médulo
plano, por la Proposicién 1.9, se tiene que v € I, K y, asi, u = a1v1 +...+anv, € K
conv; € K paracadai € {1,...,n}. Definase 6 : F' — K como 6(z,,) = v; para cada
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ie{l,.n}yb(zy) =0sia¢{a,...,an}. Notemos que este es un homomorfismo
con las propiedades deseadas.

b) = a) Dado u = a124, + ... + an,,,, en K, sea § : ' — K un homomorfismo
tal que 0(u) = u. Entonces u = a160(zq,) + ... + anf(zq, ). Por lo tanto u € I, K,
donde I, = a1 R + ... + a, R; asi, por la Proposicién 1.9, A es un médulo plano.

b) = ¢) Sean uy,...,u, € K. Si n = 1, la existencia de la funcién 6 se sigue
de b). Supongamos que n > 1y que ¢) ocurre para k < n. S ea 6, : F — K un
homomorfismo tal que 0, (u,) = uy. Sea v; = u;—60,(u;) para cadai € {1,...,n—1};
entonces, por la hipdtesis de induccidn, existe un homomorfismo 6’ : F — K tal
que 0'(v;) = v; para cada i € {1,...,n — 1}. Definase 6 : F — K como

0(z) = 1p(z) — (Lr — 0')(1F(z) — On(x)).

Noétese que este es un homomorfismo con las propiedades deseadas.
¢) = b). Esta implicacién es clara. g

Proposicion 1.11 Sea I un ideal izquierdo (derecho) de un anillo R. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

a) R/I es un R-mddulo izquierdo (derecho) plano.
b) JNI=JI (INJ=1J) para todo ideal derecho (izquierdo) J, de R.
¢) a€al (a€la)para cada a € 1.

d) MINN =NI (NNIM = IN) para cada R-mddulo derecho (izquierdo) M
y un submaodulo N de M.

Demostracion: Como R es un R-mdédulo derecho plano, a) < b) es un caso
particular de la Proposicién 1.8.

b) = ¢) Si se supone el inciso b), entonces para cualquier a € I tenemos que
INaR =aRI C al. Por lo tanto a € al

d) = b) El enunciado b) es un caso particular de d) tomando M = Ry N = J.

¢) = d) Nétese que NI C MIN N. Entonces basta probar que MINN C NI.
Sea x € MINN tal que x = miay + ... + mpay,, donde a; € [ 'y m; € M para
cada i € {1,...,n}. Por el inciso ¢), para cada a € I, se tiene que a € al; es decir,
para cada a € [ existe e, € I tal que ae, = a. Por lo tanto el homomorfismo
¢oq : R — I dado por ¢,(x) = ae, satisface que ¢,(a) = a para cada a € I.
Por la Proposicién 1.10, lo anterior es equivalente a que exista un homomorfismo
¢ : R — I tal que ¢(a;) = a; para cada i € {1,...,n}; es decir, existe ¢ € I tal que
#(a;) = ajc = a; paracada i € {1,...,n}. En consecuencia, z = myai+...+mpa, =
mi(aic) + ... + my(anc) = zc. Por lo tanto z € NIy, asi NI = MINN. m
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Proposicion 1.12 Sea I un ideal de un anillo R. Entonces cada R/I-mddulo
izquierdo plano es un R-mddulo izquierdo plano si y sélo si R/I es plano como
R-mddulo izquierdo.

Demostracién: Si se supone que cada R/I-modulo izquierdo plano es un R-
médulo izquierdo plano, en particular r(R/I) es un médulo plano.

Supéngase que r(R/I) es un médulo plano. Sean p,rF' un médulo plano e
1 :g N —pr M un monomorfismo de R-mdédulos. A continuacién se probara que
el homomorfismo i ® 1p : N ® F — M ® F' es un monomorfismo. Como r(R/I)
es un médulo plano, por la Proposicién 1.11, se obtiene que MI NN = NI. Esto
significa que (N/NI)g puede ser considerado como un submédulo de (M/MI)g,
ya que, por el segundo teorema de isomorfismo de médulos, se tiene que

(N +MI)/MI=N/(MINN)= N/NI
y (N +MI)/MI C M/MI.

Como [ estd contenido en el anulador derecho de M /M1, este médulo puede ser
considerado como un R/I-modulo derecho. Como F' es un R/I-médulo izquierdo
plano, se tiene la siguiente sucesion exacta:

Q1 1
0—=MIeF 25 Mo P 25 M/MI @ F

donde j : MI — M es es la inclusién natural, y n : M — M/M]I es la proyeccién
canénica. Nétese que MI @ F =M @ IF = M ® {0} = {0}. Por lo tanto n® 1p :
M®F — M/MI ® F es un isomorfismo. De manera andloga, se puede probar
que 7 : N® F — N/NI ® F es un isomorfismo, donde ' : N — N/NI es
la proyecciéon candnica. Con los isomorfismos anteriores se obtiene el siguiente
diagrama conmutativo:

NoF—2Y _yveF

77/®1Fl/ l"]@)lF
'Q1lp

N/NI®F £ M/MI® F,

donde i’ : N/NI — M/MI es el monomorfismo natural. Dado que n®1py 0’ ®1p
son isomorfismos, se sigue que ¢ ® 1z es un monomorfismo. Por lo tanto g F es un
médulo plano. g
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1.2. Mobdulos no singulares y proyectivos

El resultado mas importante de esta seccion es el Teorema 1.27. En este teorema
se da una caracterizacién de los ideales idempotentes del zoclo de un anillo R.
Este teorema sera de mucha utilidad en el segundo capitulo. Antes de llegar a este
importante teorema, sera necesario dar algunas propiedades basicas de mdédulos
no singulares y proyectivos.

Definicion 1.13 Sean R un anillo, M un R-moédulo derecho y N un submédulo
de M. Se dice que N es un submddulo esencial de M (y lo denotaremos por
N C® M) si para cada submddulo no cero N’ de M, se tiene que N N N’ # {0}.

Definiciéon 1.14 Sean R un anillo y M un R-mddulo derecho. Definase
Z(M)={x € M : xI ={0} para algin Ir C* R}.

A este submédulo de M, se le conoce como el submddulo singular de M. Si Z (M) =
M, se dice que M es un médulo singular. Si Z(M) = {0} se dice que M es un
modulo no singular.

Observaciéon 1.15 Si R es un anillo; M y N son R-mdédulos derechos, y f €
Hompg(M,N), entonces f(Z(M)) C Z(N).

Proposicion 1.16 Sean R un anillo y M un R-mddulo derecho. Entonces M es
no singular si y sélo si Hompg(N, M) = {0} para cada R-mddulo derecho singular
N.

Demostracion: Sean N un R-médulo derecho singular, M un R-mddulo derecho
no singular y f : N — M un homomorfismo de R-médulos; entonces f(N) =
f(Z(N)) € Z(M) = {0} y, asi, f = 0. Por lo tanto Homp(N, M) = 0 cada vez
que N es singular y M es no singular.

Reciprocamente, si Homp(N, M) = 0 para cada médulo singular N, entonces,
para Z (M), se tiene que Homp(Z(M), M) =0y, asi, la inclusién i : Z(M) — M
es la funcién cero. Por lo tanto Z(M) =0. m

Proposiciéon 1.17 Sean R un anillo, M un R-maodulo no singular y N un submodu-
lo de M. Entonces M /N es singular si y sélo si N C® M.

Demostracion: Si M/N es singular y x € M es un elemento no cero, entonces
(x + N)I = {0} para algtin ideal derecho I C* Ry, asi, xI C N. Como M es no
singular, se tiene que zI # {0} y, asi{, xRN N # {0}. Por lo tanto N C° M.
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Ahora supéngase que N C® M, tomese m € M y definase un homomorfismo de
R-médulos derechos f, : R — M como f(r) = mr. Como f,, es un homomorfismo
de R-médulos derechos y N C® M, entonces f,,*(N) C® R. De esto se sigue que
mfY(N) C Nj es decir, f,}(N) C rr(m + N); entonces rg(m + N) es un ideal
esencial de R para cada m + N € M/N. Por lo tanto M /N es singular. g

Definiciéon 1.18 Sea R un anillo y 2 una clase de R-mddulos derechos. Se dice
que 2 es una clase cerrada bajo extensiones esenciales si cada vez que N C% M
y N € 2, entonces M € 2. A continuacion se definird otro tipo de extensiones.
Dada una sucesién exacta corta de R-médulos derechos 0 — M’ — M — M" — 0,
todos ellos contenidos en una clase 2, se dird que M es una extension de M’ por
M". Se dice que 2 es una clase cerrada bajo extensiones si M € 2 cada vez que
M es una extensién de M’ € 2 por M" € 2.

Proposicion 1.19 Sea R un anillo. La clase de todos los R-mddulos derechos no
singulares, es una clase cerrada bajo submddulos, productos directos, extensiones
esenciales y extensiones de mddulos.

Demostracion: Sean M un R-moédulo derecho no singular y N un submédulo
de M. Como Z(N)=NNZ(M)y Z(M) = {0}, se sigue que N es no singular.

Por otro lado, si N es un R-médulo derecho no singular y N C® M, como
NNZ(M)=Z(N) = {0}, se tiene que Z(M) = {0}. Por lo tanto las extensiones
esenciales de médulos no singulares son no singulares.

Sean { M }qer una coleccién de R-médulos derechos no singulares y N un R-
modulo derecho singular. Entonces, por la Proposicién 1.16, Homg(N, M,) = 0
para cada a € I. De esto se sigue que Hompg(N,][],c; Ma) = {0}. Nuevamente,
por la Proposicién 1.16, se tiene que [],.; My es no singular.

Supongamos que 0 — M’ — M — M"” — 0 es una sucesién exacta de R-
médulos derechos, donde M’ y M” son no singulares. Por la Proposicién 1.16,
se tiene que Hompr(N,M') = {0} y Homgr(N,M") = {0} para cada R-mddulo
derecho singular. Con esto y el hecho de que la sucesion

0—— Homp(N,M') —— Homg(N, M) —— Hompr(N, M")

es exacta, se obtiene que Hompg(N, M) = {0} para cada médulo N no singular.
Por lo tanto, por la Proposicién 1.16, M es no singular. g

Definicién 1.20 Sean R un anillo, A CMod-R y M € Mod-R. Definase

Tra(M) = {f(A): f € Homg(A, M), A € A}.
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En el caso de que A = { N} para algin N € Mod-R se escribird Try (M) en lugar
de Tryny(M). Nétese que Tr (M) es un submédulo derecho de M.

Proposicion 1.21 Sean R un anillo y P un R-mddulo derecho proyectivo. En-
tonces PTrp(R) = P.

Demostracion: Dado que P(Trp(R)) C P, basta probar la otra contencién.
Como P es un médulo proyectivo, existe un modulo libre A con una base B, y existe
un submdédulo P’ de A, tal que A = P@® P’. Sea p € P; entonces p = > _ bry,, donde
be Byry,€ R. Seam,: A— P la proyeccién en P. Considérese m,|p : P — P.
Entonces p = m,(>_ bry) = > mp(b)1p. Sea gy, : A — R la proyeccién canénica en la
coordenada b-ésima; entonces n,(p) = rp. Por lo tanto

p=">> mp(b)m(p)-
Nétese que 7,(b)np(p) € P(Trp(R)). Por lo tanto p € P(Trp(R)). m

Corolario 1.22 Sea P un médulo derecho proyectivo. Entonces Trp(R) = (Trp(R))2.

Demostracion: Sea H = Hompg(P, R). Por la Proposicién 1.21, se tienen las
siguientes igualdades:

Trp(R) = > {f(P): f € Homg(P,R)} = {f(P(Trp(R))): f€ H} =
> {f(P)(Trp(R): f € H} =) {f(P): f € H(Trp(R)) = (Trp(R))*.

Lema 1.23 Sea A C Simp-R. Entonces

Tra(R) = €P Trs(R).
SeA

Demostracion: Se sigue del hecho de que cada R-mddulo derecho semisimple
se puede ver como la suma directa de sus componentes homogéneas. En este caso,
las componentes homogéneas de Tr 4(R) corresponden a los submédulos Trg(R)
paracada S € A g

Lema 1.24 Si 51,52 € A C Simp-R y S1 2 So, entonces

(Trs, (R))(Trs,(R)) = 0.



1.2. MODULOS NO SINGULARES Y PROYECTIVOS 13

Demostracion: Si se supone que la multiplicacion es distinta de 0, entonces,
como Trg, (R) y Trg,(R) son ideales de R, la interseccion de estos dos ideales seria
distinta de cero, contradiciendo asi el Lema 1.23. g

Proposicion 1.25 Sea R un anillo y S un R-mddulo derecho simple. Entonces
S es no singular si y sélo si S es proyectivo.

Demostracion: Supéngase que S es un moédulo simple y no singular. Entonces
S = R/I, donde I es un ideal derecho méximo de R. Como S es no singular,
entonces I no es esencial en R y, por lo tanto, existe un ideal derecho no cero K,
de R, tal que IN K = 0. Como I es un ideal derecho maximo, entonces I § K = R
y, asi, S = R/I = K es proyectivo.

Ahora supéngase que S es proyectivo. Como S = R/I para algun ideal I
derecho méximo, de R, entonces R = I @ K para algin ideal derecho no cero K,
de R; por lo tanto I no es esencial en R y asi S es no singular. g

Corolario 1.26 Sea M un R-mddulo derecho semisimple. Entonces M es pro-
yectivo si y solo st M es no singular.

Demostracion: Sea M un médulo semisimple. Entonces M = @ ¢ 4 Sa, donde
S, es un moédulo simple para cada o« € A. Si M es no singular, entonces, por la
Proposicion 1.19, cada S, es no singular. Por la Proposicién 1.25, S, es proyectivo
para cada a € Ay, por lo tanto, M es proyectivo.

Reciprocamente, si se supone que M es proyectivo, entonces S, es proyectivo
para cada o € A. Asi, de la Proposicién 1.25, se sigue que S, es no singular para
cada o € A. Dado que la clase de médulos no singulares es cerrada bajo productos
directos y submédulos (Proposicién 1.19), entonces es cerrada bajo sumas directas.
Por lo tanto M = @ 4 Sa es no singular. m

Teorema 1.27 Sean R un anillo y K un ideal contenido en Zoc(Rg). Las si-
guientes condiciones son equivalentes:

a) K? =K.
b) R/K es un R-mddulo izquierdo plano.

c¢) Eziste un subconjunto A C Prosimpp tal que K = Try(R).
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Demostracion: a) = b) Para probar esta implicacién, se utilizara el inciso ¢)
de la Proposicién 1.11. Sea K’ un ideal derecho de R contenido en K. Como K
es semisimple, existe un ideal derecho L, de R, tal que K = K’ @ L. Por hipdtesis
K=K?=(K'®L)K = K'K ® LK. Entonces K’ = K'K vy, en particular, dado
a € K, para el ideal derecho aR, se tiene que aR = aRK = aK. De lo anterior se
concluye que a € aK y, por la Proposicién 1.11, se obtiene que r(R/K) es médulo
plano.

b) = a) Como r(R/K) es un médulo plano, por la Proposicién 1.11, a € aKK C
K? para cada a € K. Por lo tanto K = K?.

a) = ¢) Sea a € K tal que rg(a) C* R. Como K es semisimple, K C rg(a);
por lo tanto aK = {0}. Ya se vio que si K? = K, entonces r(R/K) es un médulo
plano; entonces, por la Proposicién 1.11, se tiene que a € aK. En consecuencia
a =0y, asi, K es no singular. Por el Corolario 1.26, K es proyectivo. Entonces, el
inciso ¢) se sigue al tomar A = {Ng C K : Np es simple}.

¢) = a). Por el Lema 1.23,

K = Tra(R) = @ Trs(R).
SeA
Por el Lema 1.24,
K? = (D Trs(R)(EP Trs(R)) = @ (Trs(R))>.
SeA SeA SeA
Finalmente, por el Corolario 1.22, se tiene que

K? = P(Trs(R))* = Tra(R) = K.
SeA

1.3. Moddulos Semiartinianos

Esta seccion esta dedicada a enunciar y probar las propiedades basicas de los
anillos y médulos semiartinanos derechos. El resultado que mas se utilizara, es la
caracterizacién de anillos semiartinianos (Proposicién 1.32).

Sean R un anillo y M un R-médulo derecho. Se definird una cadena (Zoc(M))q
de submédulos de M (indicada por los ordinales) de la siguiente manera:

» Zoco(M) = {0}.
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= Si a es un ordinal sucesor, entonces Zoc, (M) es el inico submédulo de M
tal que
Zoce (M)

Forr (O1) = Zoc(M/Zoco—1(M)).

= Si a es un ordinal limite, entonces

Zoco(M) = |_J Zocs(M).
B<a

Noétese que para cada R-médulo izquierdo M, la cadena (Zocy(M)), es cre-
ciente y siempre se estabiliza, es decir, existe un ordinal 3, tal que Zocg(M) =
Zocgyi(M) para cada ordinal i.

En las siguientes dos proposiciones se enunciaran dos propiedades fundamen-
tales de los submddulos Zoc,,.

Proposicion 1.28 Sean M,N € Mod-R y f € Hompr(M,N). Entonces para
cada ordinal i se tiene que f(Zoc;(M)) C Zoc;(N).

Demostracion: La prueba se hard por induccién transfinita. Para ¢ = 0 el
resultado se sigue facilmente. Antes del paso inductivo, se verd el caso ¢ = 1. En
este caso basta observar lo siguiente: si S es un submoédulo simple de M, entonces
f(S) es un submédulo simple o es el submédulo {0}; en consecuencia, f(Zoc(M)) C
Zoc(N).

Ahora, supéngase que 1 < i y para cada « < i el submédulo Zoc,, (M) satisface
el enunciado de la proposicion.

Caso 1. Si i es un ordinal limite, entonces, por hipdtesis de induccién se tiene
que f(Zoca(M)) C f(Zoco(N)) para cada a < i; en consecuencia

F(lU Zoca (M) € | Zoca(NN).
a<i a<i
Por lo tanto f(Zoc;(M)) C Zoc;(N).
Caso 2. Sea it = a+1 para algtin ordinal a. Para el homomorfismo f, considérese
la asignacion f : M/Zoco(M) — N/Zoco(N) dada por
f(m + Zoco(M)) = f(m) + Zoco(N). Es facil notar que f es un homomorfismo
de R-médulos derechos. Ahora, por lo hecho en el caso i = 1, se obtiene que

f(Zoci(M)]Zoco(M)) C Zoci(N)/Zoca(N),
es decir, f(Zoci(M)) + Zoco (M) C Zoc;(N) + Zoca(N). Por lo tanto
f(Zoci(M)) C f(Zoci(N)).
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Proposicion 1.29 Sean M un R-mddulo derecho y N un submddulo de M. En-
tonces, para cada ordinal i, se tiene que

Zoci(M)N N = Zoci(N).

Demostracion: La prueba se hard por induccién. La proposicion se sigue facil-
mente cuando ¢ = 0. Para el caso ¢ = 1 basta observar que cada submdédulo simple
de N es un submddulo simple de M.

Ahora, supéngase que i > 1y, para cada o < i, Zoco (M) NN = Zoc,(N).

Caso 1. Si i es un ordinal limite, entonces, por hipdtesis de induccion,

Zoci(M) NN = (| | Zoca(M)) NN = | J(Zoca(M) N N)

a<i a<i
= | Zoca(N) = Zoci(N).
a<li

Caso 2. Supdéngase que ¢ = « + 1 para algin ordinal «. Por la hipotesis de
induccién y el segundo teorema de isomorfismo se tiene que

Zoci(M) ~ Zoco(M)+ N M Zoco(M)+ N
Zoce (M) ﬂ Zoco (M) <Zoca(M)) Zoce (M)

Zoco(M)+ N\ N _ Zoci(N)

- ZOC( Zoco (M) ) - ZOC(ZOQ(N)) "~ Zocy(N)

Por otro lado, se tiene que

Zoc;(M) ﬂ Zoco(M)+ N _ Zoci(M)N (Zoco (M) + N) _

Zoce (M) Zoce (M) Zoce (M)
Zoco(M) + (Zoci(M)NN) _, Zoci(M) NN
ZocCo(nr) ~ Zoca(N)

De lo anterior se puede concluir que Zoc;(M) NN = Zoci(N). m

Dado un R-médulo derecho M, se denotara por L(M) al menor ordinal para
el cual Zocpy (M) = Zocpany+1(M), y se le llamard la longitud de Loewy del
moédulo M.

Definiciéon 1.30 Sean R un anillo y M un R-médulo derecho. Se dice que M es
un médulo semiartiniano si Zocpp(M) = M.

Observaciéon 1.31 Si M es un R-modulo derecho semiartiniano y finitamente
generado, entonces L(M) no puede ser un ordinal limite.
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El siguiente resultado dara una caracterizacion de los anillos semiartinianos.

Proposicion 1.32 Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
a) Todo R-mddulo derecho es semiartiniano.
b) Rp es semiartiniano.

¢) Todo R-mddulo derecho no cero contiene un submddulo simple.

Demostracion: a) = b) Es claro.
b) = ¢) Sea M € Mod-R tal que M # {0}. Sea m € M tal que m # 0. Como
mR = R/rr(m) se tiene la siguiente sucesién exacta

0—>rg(m) —= R—">mR 0.

Por hipétesis, Zocyr)(R) = R; en consecuencia, Zocyg)(R/rr(m)) = Rm, ya
que Zoc,g) es un prerradical y R estd en su clase de pretorsion. Como

{0} # Zocp(r)(Rm),

existe un R-mdédulo derecho simple tal que S € Rm C M.

c) = a) Sea M un R-médulo derecho. Se probard que Zocpn(M) = M.
Supdngase que esto no sucede. Entonces M/Zocy (M) # {0}. Por hipétesis se
tiene que Zoc(M/Zoc,yry) # {0}. Por lo tanto

Zocpy+1(M)

Zocyan @ty 2o/ Zocran (M) # {0},

Y, ast, Zocp (M) & Zocpary+1(M). Esto, claro, es una contradiccién. Por lo
tanto M es semiartiniano. g

Corolario 1.33 Sea R un anillo semiartiniano y M un R-mddulo derecho. En-
tonces Zoc(M) C¢ M.

Proposiciéon 1.34 Si R es un anillo artiniano, entonces cada R-mddulo derecho
no nulo continene submddulos simples.

Demostracion: Sean M un R-médulo no ceroy m € M tal que m # 0. Entonces
mR es artiniano porque es finitamente generado y R es artiniano. Por lo tanto mR
tiene submédulos simples no nulos. g

Como consecuencia inmediata de las Proposiciones 1.34 y 1.32 se tiene el si-
guiente resultado:
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Corolario 1.35 Si R es un anillo artiniano derecho, entonces R es semiartiniano
derecho

En la Proposicién 1.32 se probd que si R es un anillo semiartiniano derecho,
entonces cada R-moédulo derecho es semiartiniano. En el siguiente resultado se
vera que la longitud de Loewy de cada R-moédulo derecho es menor o igual que la
longitud de Loewy del anillo R.

Proposicion 1.36 Sea R un anillo semiartiniano derecho y M un R-mddulo de-
recho. Entonces L(M) < L(R).

Demostracion: Sea m € M y considérese el homomorfismo f,, : Rg — Mpg
dado por fy,(r) = mr. Por la Proposicién 1.28, para cada ordinal i, se tiene que
mZoci(RR) = fm(Zoci(Rr)) C Zoc;(Mpg); en particular,

mR =mZocpry(R) C Zocrg) (M)
y, asl, M = MR = M Zoc,g)(R) € Zocyry(Mg). Por lo tanto L(M) < L(R). m

Ahora, dado un R-mddulo derecho M y un submdédulo N, de M, se verd la
relacién que existe entre los ordinales L(M) y L(N) + L(M/N).

Proposicion 1.37 Sean R un anillo semiartiniano, M un R-mddulo derecho y
N un submddulo de M. Entonces L(M) < L(N)+ L(M/N).

Demostracion: Sean (Zoca(N))a<r(ny Y (Zoca(M/N) = Ko/N)a<rm/ny las
cadenas de Loewy de N y M/N respectivamente. Primero obsérvese que, por la
Proposicién 1.28, Zoc,(N) C Zoc, (M) para cada a < L(N).

Ahora se probard por induccién transfinita que Ko C Zocy,(n)4.q (M) para cada
a < L(M/N). Si a = 0, podemos notar que Ko = N = Zocry).

Para el paso inductivo, supéngase que o > 0 y, para cada 3 < «, se tiene que
Ky C Zocr(ny+p-

Caso 1. Si « es un ordinal limite, entonces

Ko =] K3 C | Zocrnyss(M) € Zocpanysa(M).
B<a B<a

Caso 2. Si a = 3+ 1, entonces, por hipdtesis de induccién, se tiene que Kg C
Zocr(n)4+p- Con esto en mente se puede considerar el diagrama conmutativo

Kp _— K, —— K,./Kgs

l H |

Ko
ZOCL(N)+ﬁ(M)ﬂKOC

ZOCL(N)+,6 N Ka — ch
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donde
K, K,

K, T 7 K
B ocL(m)+p M HKa

dada por n(k + Kpg) = k + (Zocp4+s(M) N Kqa) es un epimorfismo. Ademds,

Ccomo
K, . Ko+ Zocny 5(M)

Zocpomys(M)N Ko Zocpny+p(M)

y Ko/Kp es semisimple, se concluye que

Ko+ Zocp(ny45(M)
Zocp(ny4p(M)

es semisimple, es decir, Ko C Ko + Zocpng(M) € Zocr,(v)4a(M).

Finalmente, nétese que M C Ky y/n) € Zocpny+rvu/ny (M) y ast
Zocr(ny+Lv/Ny(M) = M. De lo anterior se deduce que L(N)+L(M/N) > L(M).
|



Capitulo 2

Caracterizacion de anillos NLF

El objetivo de este capitulo es dar una caracterizacién de los anillos NLF en
términos de sus factores de Loewy. Este objetivo se alcanza en el Teorema 2.9.
Se iniciard este capitulo con las siguientes definiciones:

Definicién 2.1 Sean R un anillo semiartiniano y (Zoca(RR))a<r(ry) Su cadena
de zoclos. A los cocientes R/Zocy(RR) con a < L(Rpg), se les llamara factores de
Loewy de Rp. Nétese que Zoc,(RR) es un ideal de R. Entonces los factores de
Loewy de R también tienen estructura de anillo.

Definiciéon 2.2 A un anillo semiartiniano R, cuyos factores de Loewy son anillos
no singulares, se le llamara, anillo NLF.!

Definiciéon 2.3 Si R es un anillo semiartiniano y M un R-médulo derecho, en-
tonces se denotara con h(M) al minimo ordinal para el cual

M = M(Zocyy(RR)). Dicho ordinal existe porque, al menos, M = MR =
M(ZOCL(R) (RR))

Ahora se probardan algunos resultados previos a nuestro objetivo principal de
este capitulo que es el Teorema 2.9.

Lema 2.4 Sean S y T dos ideales minimos en la reticula de ideales de un anillo

R. Si ST # {0}, entonces S = T.

Demostracion: Supéngase que ST # {0}. Entonces existen s € S'y ¢t € T tales
que st # 0. Definase f : T'— S como f(z) = sx. Nétese que f es un homomorfismo

Las siglas NLF provienen de las letras iniciales de “Nonsingular Loewy Factors”.

21
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no cero de R-médulos derechos. Ademés, al ser S y T ideales derechos minimos,
se tiene que f es un isomorfismo de R-moédulos derechos. @

Para cada anillo R y cada R mddulo derecho M se define a h(M) como el
minimo ordinal (si éste existe) tal que M = M Zocypr)(RR). Nétese que h(M)
existe exactamente cuando R es semiartinano derecho y que si M es finitamente
generado, entonces h(M) no es un ordinal limite.

Lema 2.5 Sean R un anillo semiartiniano, S un R-mddulo derecho simple y
h(S) = a+ 1. Entonces

a) Homp(S,R/Zoco(RR)) # {0};
b) S es un (R/Zocy(RR))-mddulo derecho proyectivo;

c¢) Hompg(S,R/Zocg(RR)) = {0}, para cada 3 > .

Demostracion: Para probar el inciso a), se va a definir un epimorfismo,

. Zocat1(RR)

T Zoe(rr) ~F

que se escinde. Témese = € S tal que x # 0, y definase a f como
f(l+ Zoco(RR)) = xl.

Para ver que esta asignacién es una funcién, témese | + Zoc,(Rg) y ' + Zoco(RR)
elementos de Zoca+1(RR)/Zoco(RR) tales que | + Zoco(Rg) = U + Zoca(RR).
Entonces | — ' € Zoco(RR) y, por hipétesis y el hecho de que S es simple, se
sigue que S(Zoca(R)) = {0}; en consecuencia z(l — ') = 0y, asi, zl = zl’. Por
lo tanto f esta bien definida y es distinta de la funcién cero. Nétese que f es un
homomorfismo y, ademas, es un epimorfismo ya que S es un médulo simple. Ahora,
como Zoca+1(RR)/Zoco(RR) es semisimple, el epimorfismo f se escinde; es decir,

existe un homomorfismo
Zoca+1(RR)

Zoco(RR)

tal que foh =15y h € Homg(S,R/Zoc,(RR)). Nétese que al ser f es distinto
del homomorfismo cero, A es un homomorfismo distinto de cero. Por lo tanto
Hompg(S,R/Zocy(RR)) # {0}. Lo cual prueba a).

Para probar el inciso b), supéngase que T es un ideal derecho minimo de
R/Zoco(RR) que no es isomorfo a S. Por el Lema 2.4, ST = {0}; gracias a esta
observacién y el hecho de que S(Zoco+1(RR)) = S, se puede probar que, si K es

h:S—
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la componente S-homogénea de R/Zoc,(Rpg), entonces K2 = K. Por lo tanto, el
Teorema 1.27 garantiza que S es proyectivo como R/Zocy(Rpr)-médulo. Lo cual
prueba b).

Finalmente, para el inciso ¢), supéngase que existe un ordinal § > « tal que
Hompg(S,R/Zocg(RRr)) # {0}; es decir, existe un R-homomorfismo no cero g :
S — R/Zocg(RR). Aplicando el tercer teorema de isomorfismos, la sucesion

Zocg(RR) i

0 Zoca(RR)

R/Zoco(RRr) —— R/Zocg(Rr) —— 0

es una sucesion exacta de R/Zocy(Rp)-médulos. Como S(Zoce(Rr)) = 0, puede
darsele estructura de R/Zoc,(Rg)-médulo a S; més atin, g es un homomorfismo
de R/Zoco(Rr)-médulos. Entonces, por el inciso b), existe un homomorfismo no
cero g : S — R/Zocy(RpR) tal que nog = g. Como S es un médulo simple, se
tiene que 0 = nog = g # 0. Esto, claro, es una contradiccién. Por lo tanto
Hompg(S,R/Zocg(RRr)) = 0 para cada § > o. m

Es posible que para un R-mdédulo derecho simple S, con h(S) = a+1, existan un
ordinal # < a y un homomorfismo no cero f : S — R/Zocz(Rp). A continuacién
se dard un ejemplo de ello.

Ejemplo 2.6 Sean p un nimero primo y el anillo R = Z,», donde n > 1. Como
Rp es un anillo artiniano, por el Corolario 1.35, Rr es un anillo semiartiniano,
cuya cadena de zoclos coincide con su reticula de submoédulos; es decir

Zoco(RR) = {0} C Zoci(RR) = p" ' Zyn C ...
g ZOCn_l(RR> = prn g an.

Ahora, si S es un R-médulo simple, entonces S = R/I, donde I es un ideal méximo
de R; en consecuencia, Zyn-Simp = {(Zpn /pZyn) = Zy}. Por lo tanto S es isomorfo
a Zyy, ast, Hompg(S, R/Zocg(R)) # {0}. para cada § < n.

El ejemplo anterior puede ser generalizado para anillos conmutativos que son
artinianos y locales.

Definicion 2.7 Sea R un anillo conmutativo. Se dice que R es un anillo local si
R contiene solamente un ideal maximo.

Ejemplo 2.8 Si R es un anillo conmutativo artiniano y un anillo local entonces,
para cada ordinal «, se tiene que

Hompg(S, R/Zoca(RR)) # {0}.
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En el siguiente teorema se verd que los anillos NVLF estan caracterizados por
el hecho de que cada mdédulo derecho simple se aplica no trivialmente sobre un
unico factor de Loewy.

Teorema 2.9 Sea R un anillo semiartiniano derecho, y sea (La)a§£+1 su cadena
de zoclos con §+1 = L(RpR). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) R es un anillo NLF.
b) Lo = (Ly)? para cada o < & + 1.
¢) r(R/Ly) es plano para cada o < & + 1.

d) Para cada R-mddulo M y cada cada R-médulo derecho simple S, se tiene
que

Homp(S,M/Zoc,(M)) # {0}
para, a lo mds, un ordinal .

e) Para cada o < £+ 1 y para cada R-mddulo derecho simple S, se tiene que
Homp(S, R/Lq) # {0}
siy solo si h(S) = a+ 1.

f) Para cada x € R, se tiene que h(xR) = min{fa <&+ 1:x € L,}.

Demostracion: a) = c¢). La prueba de esta implicacién se hara por induccién
sobre a. Como L; = Zoc(Rp) es un ideal bilateral y, por hipétesis, R es no
singular, entonces, por el Corolario 1.26, L1 = Tr 4(R) para algin A C Prosimpyp.
Entonces, por el Teorema 1.27, r(R/L1) es plano.

Ahora supéngase que 1 < a < £+ 1y que r(R/Lg) es plano para cada 3 < a.

Caso 1. Supdéngase que o = § + 1 para algin ordinal 3. Por a), R/Lg es un
anillo no singular. Por lo tanto L,/Lg es no singular y semisimple como R/Lg-
médulo. Por lo tanto, por el Teorema 1.27, se tiene que

R/La = (R/Lg)/(La/Lp)

es plano como R/Lg-médulo izquierdo. Por la Proposicién 1.12, se puede concluir
que R/Lq es plano como R-médulo izquierdo, ya que R/Lg es plano como R-
modulo izquierdo.

Caso 2. Supéngase que « es un ordinal limite y sea x € L,. Entonces x € Lg
para algin < «. Por hipétesis de induccién, R/Lg es un R-médulo izquierdo
plano y, asi, por el inciso ¢) de la Proposicién 1.11, se tiene que x € xLg C xL,.
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Nuevamente por el inciso ¢) de la Proposicién 1.11, se concluye que r(R/Ly) es
plano.

¢) = b) Esta implicacién es clara tomando en cuenta el Teorema 1.27.

b) = a) Sea a < &+ 1. Por b) Lot1 = (Lot1)?. Entonces

<La+1 > > Lon

Lo Lo

Por el Teorema 1.27, Ly+1/Lq es proyectivo como R/ L,- médulo, donde (R/Ly) r L
es un anillo semiartiniano; de hecho es semiartiniano como R-mddulo. Entonces,
por el Corolario 1.33, (La+1/La)r €% (R/Lqy)R- Por lo tanto (R/ L) g es no singu-
lar ya que la clase de mdédulos no singulares es cerrada bajo extensiones esenciales
(Proposicién 1.19).

d) = e). Sean S un R-médulo derecho simple y h(S) = a+ 1. Por el Lema 2.5,
Hompg(S,R/L,) # {0} y, por d), Hompg(S, R/Lg) = {0} para cada (3 # «.

e) = a). Sean a < £+ 1y S un submédulo simple de Ly41/Ls. Como h(S) =
a + 1, por el Lema 2.5, se tiene que S es proyectivo como R/L,-médulo; més
aun, S es proyectivo como R-médulo; en consecuencia L,1/L, es no singular.
Por lo tanto Ly41/Ly €% R/L, ya que R/L, es un anillo semiartiniano y, por la
Proposicién 1.19, R/L, es no singular.

¢) = f) Para esta implicacién basta probar que si z € Ry a < £ + 1, entonces
x € Ly siy solo si xR = xL,. Supéngase que R = xL,. Como r(R/L,) es
plano, por el inciso ¢) de la Proposicién 1.11, se tiene que xL, = L. Por lo tanto
xR =xL, = L,. Ahora, supéngase que = € L, y obsérvese que zR O zL,. Como
r(R/Ly) es plano, existe y € L, tal que = zy. Entonces, si zr € xR, se puede
notar que xzr = xyr € xL,. Por lo tanto xR C =L, y, asi, xR = xL,.

f) = ¢). Sean a < £+ 1y x € L, Por f) h(zR) < a. En consecuencia
xR = (zR)L, = xL,. Por lo tanto x € xL, vy, asi, por la Proposicién 1.11,
r(R/Lg) es un médulo plano.

b) = d). Sea a el minimo ordinal tal que Hompg(S, M/Zoc,(M)) # {0}. Vamos
a probar que para cada (8 > «, se tiene que

Hompg(S,M/Zoczg(M)) = {0}. (2.1)

Noétese que

M/Zocq (M)
M/Z M) = .
1Zocani(M) = A oen (M)
De la observacién anterior podemos deducir que, para probar la Igualdad (2.1),
basta probar que si S es un submoddulo simple de un R-mdédulo derecho N, en-
tonces para cualquier submédulo A de M que contenga a Zoc(N) se tiene que
Hompg(S,N/A) = {0}. Si se supone lo contrario, existe un submédulo A, de N,




26 2. CARACTERIZACION DE ANILLOS NLF

que contiene a Zoc(N) tal que Hompg(S, N/A) # 0. Entonces existe un submédulo
B, de N, que contiene a A y una sucesién exacta de R-mddulos derechos:

0 A—-p-".,g 0. (2.2)

donde i es la inclusién natural y 7 es la proyeccién candnica. Nétese que h(S) =
7 + 1 para algiin ordinal v. Debido a que L, = (Lqa)?, Modpg/y,, es una clase de
torsion hereditaria. El radical exacto izquierdo asociado a esta clase estd dado por
el funtor que se calcula Xg — lx(L,). Por lo tanto este radical induce la siguiente
sucesion exacta de R/Ly-mdédulos:

0——s ZA(La> — lB<La) — 5§ ——0.
Esta sucesién se escinde pues S es proyectivo como R/L,-médulo (Lema 2.5).

Como consecuencia la sucesién (2.2) se escinde y, asi, B = A& S. Esto contradice
el hecho de que Zoc(A) = Zoc(N) = Zoc(B). m



Capitulo 3

Algunos ejemplos interesantes

Este capitulo esté dividido en tres secciones. En las dos primeras se dan ejem-
plos de anillos con caracteristicas particulares y se prueba que son anillos NLF'. En
la tercera seccién se da un ejemplo de un anillo R que es N LF' derecho e izquierdo
y que contiene un ideal I tal que R/I no es un anillo NLF' derecho ni izquierdo.

3.1. Un anillo regular y semiartiniano es N LF

Los ejemplos que se consideran en esta seccién son los anillos semiartinianos
que son regulares en el sentido de Von Neumann.

Lema 3.1 Si R es un anillo reqular, entonces es no singular.

Demostracion: Si z € Z(Rpg) es un elemento no cero, entonces rg(z) C* R
y xR # {0}. Como R es un anillo regular existe un elemento idempotente no
cero e tal que zR = eR. Como rr(z) C° R, entonces rr(x) NeR # {0}. Sea
es € eRNrg(x). Como rr(x) = rg(e), se concluye que

0 =e(es) = es.

Por lo tanto x = 0. Esto, claro, es una contradiccién. Asi, Z(Rr) =0. m

Ejemplo 3.2 Sea R un anillo semiartiniano y (Zoca(RR))a<L(ry) SU cadena de
Loewy. Se prob6 en el Lema 3.1 que todo anillo regular, en el sentido de Von
Neumann, es no singular. De este resultado se sigue que todo factor de Loewy
R/Zocy(RR) es no singular. Ademads, como la condicién de ser regular es simétri-
ca, entonces pR es no singular y, en consecuencia, si la cadena de Loewy de g R es
(Zoca(rR))a<r(xR), entonces los factores de Loewy R/Zoc,(rR) son no singula-
res. Por lo tanto R es un anillo NLF' derecho e izquierdo.
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3.2. La clase de los anillos NLF' no es cerrada
bajo cocientes

Para el analisis de los siguientes ejemplos se necesitard calcular el zoclo de

anillos de la forma
o A B
~\0 C

donde A y C' son anillos dados y 4 B¢ es un bimédulo. Para ello se caracterizara a
los ideales izquierdos de R, luego se dird qué forma tienen los ideales esenciales y,
finalmente, se obtendrd Zoc(RRg).

En los siguientes tres resultados A y C denotaran anillos, y 4B¢ denotard un
bimédulo.

Proposicién 3.3 Sean R = (13 g)

a) Sean M un submddulo de (B & C)c y K un ideal derecho de A tal que AB
es un submodulo de M. Entonces P es un ideal derecho de R si y solo si

po( ).

b) Sean N un submddulo de A(A @ B) y L un ideal izquierdo de C' tal que BC
es un submodulo de N. Entonces P es un ideal izquierdo de R si y solo si

r=( ")

Demostracion: a). Supoéngase que P = < IO( M) Sean T — (5(1)" z> €ERy

b . . [
p= (g c> € P. Notese que P es un subgrupo con la suma de matrices. Ademas

T = a(;v ay;bz) € R, donde ax € K, y ay, (b,c)z € M. Por lo tanto P es un

ideal derecho de R.
Ahora, supéngase que P es un ideal derecho de R. Como PN (8 g) es cerrado

. T 0 B 0 BY [0
bajo la multiplicacién por elementos de (O C)’ entonces PN <0 C) = < 0 M )

para algin submédulo M, de (B @ C)¢. De manera anédloga

PN <A O> es cerrado bajo la multiplicacién por elementos de <A

0 .
0 0 >, es decir

0 0

PN <61 8) = <IO( 8), donde K es un ideal derecho de A. Ademds como P es
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B
cerrado bajo multiplicaciones por la derecha de elementos de <8 0>, entonces

K B es un submédulo de M. Finalmente, nétese que

10 10 0 0
rero ) =ron) )
crn(? Oepn(® Bycr

= 0 0 0o c)="

Por lo tanto P = < ]0{ M>

b). La prueba de esta inciso es anédloga a la de a). m

Proposiciéon 3.4 Sea R = <61 g) un anillo. Entonces

a) Un ideal derecho P, de R, es esencial si y solo si contiene un ideal de la
forma (é I{.) donde K es un ideal derecho esencial de C, J C® Bo e I

es un ideal derecho contenido esencialmente en l4(B).

b) Un ideal izquierdo P, de R, es esencial si y sdlo si contiene un ideal de la
forma (é Ii’) donde I es un ideal izquierdo esencial de A, J C**4B y K

es un ideal izquierdo contenido esencialmente en ro(B).

Demostracion: a). Supéngase que P es un ideal derecho contenido esencial-
!

1(.) M ), donde M es un submédulo de
(B®C)c eI es un ideal derecho de A tal que I’B es un submédulo de M. Como
P< 8 T> # {0} para cada submédulo T" C (B & C)¢, entonces M esta conte-
nido de manera esencial en (B @ C)¢. Por lo tanto J = M N B estd contenido
esencialmente en B¢; del mismo modo K = M N C esta contenido esencialmen-
la(B) 0

0 0

mente en R. Por la Proposicién 3.3, P =

te en Co. Ahora, nétese que < ) es un ideal derecho de R. Entonces

PN ( g 8 > # {0} para cada ideal derecho L contenido en l4(B). Se puede

notar que I = I’ Nl4(B) es un ideal derecho contenido esencialmente en 14(B).
Por lo tanto P contiene una ideal de la forma buscada.
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1
Reciprocamente, si se considera un ideal derecho de la forma < 0 IJ(> , se puede

notar que este ideal esta contenido esencialmente en R. Por lo tanto cualquier ideal
P que contenga a un ideal de esta forma es un ideal esencial de R.
b) La prueba de este inciso se sigue de manera andloga a a). g

De la proposicién anterior se sigue de forma inmediata el siguiente corolario:

Corolario 3.5 Si R = (é g) es un anillo, entonces

a) Zoc(RR) = (ZOC(ZS(B)) gzg%gg» . (si B es un A-mddulo fiel, entonces
0 Zoc(Bc)
Zoc(Rr) = <0 Zoc(Cg)>)

_ (Zoc(aA)  Zoc(aB)
( )_< 0 Zoc(re(B))

Zoe(nR) = (Zoc( 4A)  Zoc( AB)) ),

> (si B es un A-mddulo fiel, entonces

0 0

Como se habia mencionado anteriormente, el zoclo del anillo de matrices de
la forma descrita anteriormente serd fundamental en el siguiente ejemplo. En este
ejemplo se verd que la clase de los anillos NV LF' derechos no es cerrada bajo anillos
cocientes.

Ejemplo 3.6 Ezxiste un anillo NLF izquierdo y derecho, que es artiniano izquier-
do y derecho, y contiene un ideal I tal que R/I no es NLF izquierdo y no es NLF
derecho.

Demostracion: Sea F' un campo. Considérese el anillo de matrices R = UT3(F)
y el ideal

0 0 F
I=10 0 O
0 0 0
Entonces el anillo R/I es isomorfo al anillo
F F 0
s=1o F F|,
0 0 F

Por el Corolario 3.5, se tiene que
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0 F O
1. Zoc(Sg) =10 0 F |y
0 0 F
0 0 O
2. Zoc(Ss)?= |0 0 F | # Zoc(Ss).
0 0 F

Por lo tanto R/I = S no es un anillo N LF derecho. De manera andloga se muestra
que R/I no es un anillo NLF izquierdo. g

3.3. Un anillo semihereditario y semiartiniano
es un anillo NLF

En [15] Nastasescu probé que los anillos que son hereditarios derechos y se-
miartinianos derechos, son también anillos NLF'. En esta seccién se vera que, de
hecho, todos los anillos que son semihereditarios derechos y semiartinianos son
anillos NLF'.

Definicién 3.7 Se dice que un anillo R es hereditario derecho (semihereditario
derecho) si cada ideal derecho (finitamente generado) es proyectivo como R-médulo
derecho.

Lema 3.8 Si R es un anillo semihereditario derecho (hereditario), e I es un ideal
bilateral idempotente de R, entonces (R/I) es un anillo semihereditario derecho
(hereditario).

Demostracion: Sea J un ideal derecho finitamente generado de R/I. Entonces

AJrIg A
I InA

1

J

para un ideal finitamente generado A, de R. Sean f: M — Nyg: A/(INN) - N
un R/I-epimorfismo y un (R/I)-homomorfismo respectivamente. Sip : A — A/(IN
A) es el epimorfismo candnico, como A es proyectivo como R-mdédulo derecho,
existe un R-homomorfismo h: A — M tal que

foh=gop. (3.1)
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Dado que I? = I, por el Teorema 1.27, r(R/I) es un médulo plano. Entonces, por
la Proposicién 1.11, se tiene que AN I = Al. Por lo tanto si x € AN I, entonces
x=uaicona € Aeicl;asi

h(z) = h(ai) = h(a)i = 0.

Por lo tanto AN I C nuc(h). Por lo tanto existe un R- homomorfismo & : A/(AN
I) — N tal que h = k o p. De esta observacion y de la ecuacién (3.1) se sigue que

gop=/foh=fokoh;

en consecuencia g = f o k. Por lo tanto A/(I N A) = Jg/; es proyectivo. g

Lema 3.9 Si R es un anillo semihereditario derecho, entonces R es no singular.
Demostracion: Sea x € Z(Rp) y consideremos la siguiente sucesién exacta:

0 —rgr(z) R xR 0.

Como R es semihereditario, xR es proyectivo. Entonces la sucesién anterior se
escinde y, en consecuencia, rr(x) es un sumando directo de R. Como rg(x) C* R,
entonces R = 0. Por lo tanto z =0 y, asi, Z(Rr) =0. m

Proposicion 3.10 Si R es un anillo semihereditario derecho y un anillo semiar-
tiniano derecho, entonces R es un anillo NLF derecho.

Demostracion: Sea (Lqy)q la cadena de Loewy del anillo R. En el Teorema 2.9
vimos que R es un anillo NLF si y sélo si L, = L2 para cada ordinal o.. Entonces
para probar que R es un anillo NLF, basta probar, por induccién, que L, = L2
para cada ordinal a. Para o = 1, como R es semihereditario, por el Lema 3.9,
Ly = Zoc(RpR) es no singular. Como L; es semisimple, entonces L1 = Tr4(R)
para algin subconjunto A C Prosimpy, y, por el Teorema 1.27, se concluye que
L = L%. Sea o > 1 y supongamos que para cada 3 < « se tiene que Lg = L%.

Caso 1. Si a es un ordinal limite, por la hipdtesis de induccion, es facil notar
que Lo = L2.

Caso 2. Si « = 3+ 1, por el Lema 3.8, R/Lg es semihereditario y, por el
Lema 3.9, es no singular. Por lo tanto L,/Lg = Tr4(R) para algin subconjunto
A C Prosimp. Por lo tanto, por el Teorema 1.27, L, = L2.

Por lo tanto R es un anillo NLF. g



Capitulo 4

Dos construcciones de anillos
NLF

Camillo y Fuller probaron en [8] que si Rr es un anillo semiartiniano con
longitud de Loewy finita n, entonces g R también es semiartiniano y con longitud
de Loewy no mayor a 2" — 1; sin embargo, no se conoce un ejemplo de un anillo
semiartiniano R tal que L(Rgr) =n y L(rR) = 2" — 1 para algin ndmero natural
n. Con la primera construccién de este capitulo, se dard un ejemplo de un anillo
NLF izquierdo y derecho tal que L(Rg) =ny L(grR) =2n — 1.

4.1. Primera construccion

Ejemplo 4.1 Dado un anillo con division D y un entero n > 0, existe un anillo
NLF derecho e izquierdo R que extiende a D, tal que L(Rg) =n y L(gR) = 2n—1

Demostracion: Primero témese un anillo regular y semiartinaiano .S con longi-
tud de Loewy n que contenga a D como un subanillo (vea [6, Ejemplo 4.3]). Sea
(L;)o<i<n la cadena de Loewy de S y considérese el anillo

D Ly Ly ... Lo L,_1
0O D Loy ... L, o L,
R:
Ln—2 Ln—l
D Ln—l
0 D

33
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Usando induccién y el Corolario 3.5 se obtiene que

0o ... 0 L1 L2 PN Li,1 LZ

0 Ly Ly ... Li—1 L

ZOCZ'(RR) = 0 LQ e Li—l Li
Liy L;

0 L

Cuando 1 <i<n—1y Zoc,(Rr) = R. Por el Lado izquierdo se tiene que

D Li Ly ... Li Lisi +.. Lo
0O D Ly ... Li Lizi +.. Lo

Zoci(grR) = : . D L Liyr ... L
0 0 0 0

0

0 0 0 0

sil <i<n-—1.Entonces R/Zoc,_1(rR) = Sy, por lo tanto, L(rR) = n—1+4n =
2n — 1. Ahora, como S es regular, se puede concluir que Zoc;(Rr) y Zoc;(grR) son
idempotentes para cada i, por lo tanto, R es un anillo NLF' izquierdo y derecho,
por el Teorema 2.9. g

En la siguiente construccién se verd que es posible dar un anillo N LF derecho e
izquierdo con longitudes de Loewy preestablecidas (finita o transfinita). Para esta
construccion se necesitaran estudiar algunos aspectos de la dimension cldsica de
Krull y aspectos de los anillos de matrices con columnas finitas, en las siguientes
dos secciones.

4.2. Dimension clasica de Krull

Dado un conjunto parcialmente ordenado (I, <), se denotara por I°? al con-
junto parcialmente ordenado opuesto a I y por <° al orden de I°P. Recuérdese
que z < ysiysdlosiy<xzenl. SiX esun subconjunto de I, se denotaréd por
M(X) al conjunto de elementos méximos de X.
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Para cada ordinal « se define un subconjunto 1<, de I, de la siguiente manera:

10 — ¢
1) = 1@ gy M(T \ I(®) para cada a,
1@ = Uﬁ<a(1(5)), si a es un ordinal limite.

Entonces (I (a))oga es una cadena ascendente de subconjuntos de I y existe
un ordinal menor £ tal que 16+ = € A la cadena anterior la llamaremos la
filtracion cldsica de Krull del conjunto parcialmente ordenado 1. También se puede
definir la filtracion cldsica dual de Krull (I(4))o<a, de I, como () = (1°r)(@),

Definiciéon 4.2 Sean I un conjunto parcialmene ordenado y X un subconjunto de
1. Se dirda que X es un segmento inicial de I, si para cada it € I y j € X tales que
1 < j, entoncest € X.

Proposicion 4.3 Para cada ordinal o se tiene que
1) I(q) es segmento inicial de I.

2) I\ es segmento inicial de I°P.

Demostracion: 1). La prueba se hara por induccién transfinita. Para o = 0 la
afirmacién es clara. Ahora, considérese el caso a = 1, es decir, I(;) es el conjunto
de todos los elementos minimos de I. Con esta observacién se puede concluir que
I(1) es un segmento inicial de I.

Ahora, supéngase que o > 1 y que para cada § < «, el conjunto (g es
segmento inicial de I.

Caso 1. Si v es un ordinal limite, entonces, por hipétesis de induccion, s<al(B)
I (o) es un segmento inicial.

Caso 2. Supéngase que a = (3 + 1 para algin ordinal . Entonces I(,) =
Iigy UM(IP \ I(3)). Sean i € I y j € I(,), con i < j.

Si j € I(p), entonces, por hipétesis de induccion, @ € [z C I(,). Sij €
M(I°P \ I(gy), como i < j en I, entonces j <° i en I°?. Si se supone que i ¢ (),
entonces i ¢ I(g). Por lo tanto i € [P\ I (), y, como j es maximo en 7\ I gy, se
tiene que i = j € I(,). Esto, claro, es una contradiccion. Por lo tanto /() es un
segmento inicial de I.

La prueba de 2) se hace de manera dual a 1). m

Proposicion 4.4 Para un conjunto parcialmente ordenado I se tiene que
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(1) I satisface la condicion descendente de cadena si y sélo si existe un ordinal
§ tal que I(g) =1.

(2) I satisface la condicion ascendente de cadena si y sdlo si existe un ordinal
€ tal que I© = 1.

Demostracion: (1). Supdéngase que I satisface la condicion descendente de ca-
dena y que la cadena (I(a))azo se estabiliza en I(¢). Si se supone que I(¢) es un
subconjunto propio de I, entonces I \ I(¢) no contiene elementos maximos. En-
tonces se puede encontrar una cadena ascendente 1 <P xo <P ... < x,... en
I°P que no se estaciona; en consecuencia xrj > xg > ... > T, > ... es una cadena
descendente en I que no se estabiliza. Esto contradice la hipétesis. Por lo tanto
I =1

La otra implicacién se hard por induccién. Si [(1) = I, entonces cada elemento
de I es méaximo; en consecuencia todas las cadenas de elementos en I constan de
un solo elemento, es decir, I satisface la condicién descendente de cadena.

Sea a > 1y supéngase que para cada 8 < « se tiene I(g) cumple la condicién
descendente de cadena.

Caso 1. Si a es un ordinal limite, entonces I(,) = U B<a I(5); en consecuencia,
sixy > x9 > ... > x, > ... es un cadena descendente en I(a), por la Proposicion 4.3,
podemos suponer que esta cadena esta contenida en algin I(,) donde v < ay, asf,
se estaciona por la hipdtesis de induccion.

Caso 2. Supéngase que o = 3 + 1 para algtn ordinal 3, [y =Ty x1 > ... >
Tp > ... es una cadena descendente contenida en I(,). Si existe un nimero natural
n tal que z, € I(g), entonces, por la Proposicién 4.3, para cada m > n, se tiene
que xm, € I(g); por lo tanto la cadena z1 > ... > x,, > .... se estaciona.

Si para cada numero natural n, x, € I\ I(5), entonces x;, es un elemento
méximo en [P\ I y; en consecuencia x, = z,, para cada n,m € Ny, asi, la cadena
se estabiliza.

Con lo anterior se puede concluir que para cada ordinal «, el conjunto I(,)
cumple la condicién descendente de cadena en [ y, por lo tanto, I satisface la
condicion descendente de cadena.

(2). La prueba de este inciso se hace de forma andloga a (1). m

Definiciéon 4.5 Sea I un conjunto parcialmente ordenado. Si I satisface la con-
dicién ascendente de cadena, entonces se llamara la dimension cldsica de Krull de
I, al menor ordinal ¢ tal que 1) = I. Si I satisface la condicién descendente de
cadena se llamard la dimension cldsica dual de Krull de I al menor ordinal £ tal
que 1 & = 1.
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Proposiciéon 4.6 Dado un conjunto parcialmente ordenado I y un nimero natu-
ral n, las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) I satisface la condicion descendente de cadena y tiene dimensidn cldsica dual
de Krull igual a n.

(2) I satisface la condicion ascendente de cadena y tiene dimension cldsica de
Krull 1gual a n.

(3) I tiene al menos una cadena de longitud n y ninguna que exceda esa longitud.

Demostracion: (2) = (1). Esta implicacién se probara por induccién. Si I =
IMW | entonces los elementos de I son méximos y minimos en I. Por lo tanto son
maximos y minimos en [°P; es decir [(1) = I.

Ahora, supéngase que n > 1 y que para cada conjunto parcialmente ordenado
J tal que J™ = J, se tiene que Jny = J. Como I = I+ = 1) M1\ 1),
por hipétesis de induccién se tiene que I = I,y UM(I \ (). Nétese que para
cada x € M(I'\ I1,)), * es mdximo y minimo en I\ I(,,); en consecuencia x es un
elemento méximo y minimo en I°? \ I(,,). Por lo tanto M(I \ I(,,)) = M(I?\ I,,)
y, asi, [ = I(n) UM(IP\ I(n)) = I(n—i—l)'

(1) = (2). Se prueba de manera anéloga a (2) = (1).

(2) = (3). Supdngase que I tiene dimensién clésica de Krull igual a n. Entonces
I =10 = 10=DyM(I\I1" D). Sea z,, € M(I\ 1™ V). Como z,, ¢ M(I\I1"2)
e I satisface la condicién ascendente de cadena, existe x(,,_1) € M(I\ I (n=2)) tal
que Tn_1 > T, Yy, asi, se puede definir de manera recursiva, una cadena x; > xo >
... > &, donde cada z; € M(I\ I¢~Y) para cada i € {1,...,n}.

Ahora, supéngase que existe una cadena de elementos no cero x; < ... < Xy
con m > n, entonces existen x; y x; tales que i < j, x;,x; € I* Y i, xj & I*=1 De
esto se sigue que z; = x;. Esto, claro, es una contradiccion.

(3) = (2). La prueba se hard por induccién. Si I es un conjunto parcialmente
ordenado, tal que existe una cadena de longtud 1 y ninguna cadena tiene longitud
mayor que 1, entonces, para cada x € I, x es maximo y minimo. Por lo tanto
I=M(I)=1W,

Supdngase que para cada conjunto parcialmente ordenado J tal que contenga
una cadena de longitud n y ninguna que exceda esta longitud, se tiene que J = J(™).
Sea I un conjunto parcialmente ordenado tal que contiene una cadena de longitud
n + 1 y ninguna que exceda esta longitud. Sea 1 < ... < x,41 una cadena de
longitud n+ 1. Nétese que x,,+1 es un elemento maximo porque no existen cadenas
de longitud mayor que n+ 1. Por lo tanto z,, 1 € M(I) = I"). Considérese I\ IV
y nétese que 1 < ... < z, es una cadena de longitud n contenida en I \ 1M sj
se supone que existe una cadena {y; < ... < yn41} contenida en I\ IM), como
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Yn+1 NO es maximo en I, existe z € I tal que y,1+1 < x. Por lo tanto la cadena
Y1 < ... < Ynt+1 < x es una cadena de longitud n + 2 en I. Esto contradice la
hipétesis. Por lo tanto I\ (1 no contiene cadenas de longitud mayor que n. Por
lo tanto, por hipétesis de induccién, I\ I (@) tiene dimensién de Krull igual a n. En
consecuencia

[\[(1) — [(n+1) \[(1);

es decir I = It g

4.3. Matrices de columnas finitas

Para un conjunto parcialmente ordenado I y D un anillo con divisiéon. Se
denotard por CFM;(D) al conjunto de funciones a : I x I — D para las cuales,
dado i € I, se cumple que a(i,j) # 0 para un numero finito de elementos j €
I. Se denotara por a;; al elemento a(i,j). A un elemento a € CFM;(D) se le
llamara matriz y, a un elemento a;; € D, se le llamard entrada-(ij) de la matriz a.

En este conjunto se definen las siguientes operaciones: dados a = (a;;),b =
(bij) € CFM;(D),

(a) + (b) = (¢) donde ¢;j =a;; +bij ¥

(a)(b) = (c) donde cij = Y _ apby;.
kel

La primera operacion es llamada suma y la segunda es llamada producto. Notese
que la operacion producto estd bien definida ya que, para cada i € I, se tiene que
a; es distinto de cero para un ntimero finito de elementos k € 1.

Noétese también que si I = {1,...,n}, entonces el anillo CFM;(D) coincide con
el anillo de matrices de tamafnio n X n con entradas en un anillo con divisién D.

Ahora considérese el subconjunto DI, de CFM;(D), que consta de todas las
matrices a tales que a;; # a;; para un conjunto finito de pares (z,5) € I x I,y a;; es
distinto de cero s6lo para un nimero finito de pares (i, 7) € I x I en los cuales i < j.
Es facil notar que el subconjunto DI es un subanillo de CFM;(D). Ademas, si se
considera nuevamente el conjunto parcialmene ordenado I = {1...,n}, entonces DI
es el conjunto de matrices triangulares superiores de tamaifio n X n.

En lo que sigue e(;;) denotard la matriz cuya entrada-(i, j) es 1y sus demds en-
tradas son iguales a cero. Nétese que {e(;;) : 4 € I} es un conjunto de idempotentes
primitivos, ortogonales dos a dos, que es completo cuando I es finito.
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Para cada subconjunto X, de I, se define el ideal derecho H(X) y el ideal
izquierdo K (X) de la siguiente manera:

H(X) = Peu(DI):ie X}y
K(X)=@{(DDeg i€ X}.
Dados un elemento a € DI y un elemento [ € I, se tiene que, para cada h, k €

i sih=1

e(ii)a =c¢ donde Chk = { 0 de otra forma

y

B _ Qi sik=1
ac(;) = d  donde dpy = { 0  de otra forma.

Usando los célculos anteriores se puede verificar que
ae(q) € @(e(jj))(DI) paracadai el y
J<i
€)@ € EB(DI)(e(jj)) para cada i € 1.
Jj>i
De las observaciones anteriores se sigue la siguiente proposicion:

Proposicion 4.7 Sea X un subconjunto de I.

(a) Si X es un segmento inicial de I, entonces H(X) es un ideal bilateral de
DI.

(b) Si X es un segmento inicial de I°P, entonces K(X) es un ideal bilateal de
DI.

Para cada ordinal « se denotarédn por H, y K, a los ideales H(I,) y K(I%)
respectivamente. Nétese que, por las Proposiciones 4.3 y 4.7, H, y K, son ideales
bilaterales de DI.

Para fines del siguiente resultado, se denotaran por ag y [y a los siguientes
ordinales:

ap = min{a : I\ I, es finito} y
Bo = min{ar : I\ I® es finito}.

Noétese que [y () existe si y sélo si I satisface la condicién ascendente (des-
cendente) de cadena; en este caso la dimensién clasica (dual) de Krull de I es (3
(o) si I tiene una cantidad infinita de elementos minimos (méximos) y, de otra
forma, la dimensién es By + n (g + n), donde n es la dimensién clasica de Krull
del conjunto parcialmente ordenado I\ I%) (I'\ Iiag))-
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Proposiciéon 4.8 Dado un conjunto parcialmente ordenado I y un anillo con di-
vision D, usando las notaciones anteriores, se sigue que:

(a) Para cada ordinal o < ag se tiene que !

ZOCa(D[DI) :Ha. (4.1)

(b) Para cada ordinal 8 < By se tiene que >

Zoco(DIpr) = K. (4.2)

Demostracion: Se hard por induccién transfinita la prueba del inciso (b). La
prueba del inciso (a) se hace de manera analoga.

Base de induccién. Nétese que la igualdad (4.1) se cumple trivialmente para
a = 0. Ahora se vera el caso a = 1. Notese que si ¢ es un elemento maximo de 1,
entonces el ideal derecho

e(ii)DI:{aEDI:ahk:Osih;éiok:#i}

tiene dimensién 1 como espacio vectorial sobre D. De esto se sigue que es un ideal
derecho minimo de DI. Nétese que

Ki= P e;;DI C @ DIe;;DI;
jer® jeIr)

ademas, como e(;;) DI C Zoc(DIpr) para cada j € I y Zoc(DIpr) es un ideal
de DI, entonces

Dle(;;DI C Zoc(DIpy) para cada j € IV,

De lo anterior se sigue que K1 C Zoc(DIpr).

Ahora, para S un ideal derecho simple de DI, obsérvese que existen un elemento
a € S y un elemento i € I tales que la columna i, de a, es diferente de la columna
cero. Se probard que 7 tiene que ser un elemento maximo de i: supéngase que j > i
para algtin j € I; entonces b = ae;; es un elemento en S con solamente la columna
j diferente de cero. Como S es simple, se tiene que bDI = S = aDI; de esto se
sigue que existe ¢ € DI tal que a = be. Si se toma h € I tal que ap; # 0, entonces,
como i < j y b tiene solamente la columna j distinta de la columna cero, se sigue
que

0# ap; = thk% = bp;cj;.
e

LCuando g no existe, entonces la igualdad (4.1) se da para cada ordinal.
2Cuando 3 no existe, entonces la igualdad (4.2) se da para cada ordinal.
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Nétese que bpjcj; = 0, ya que @ < j. Esto, claro, es una contradiccién. Por lo
tanto, para cada ideal derecho simple S, de DI, S = e;)DI C K; para algun
elemento maximo i € [ y, asi, se concluye que Zoc(DIp;) C K;j. Por lo tanto
K1 = ZOC(DID[).

Paso inductivo. Sea § > 0, supéngase que (yp no existe o que 6 < By, ¥
supongase que Zocy(DIpr) = K, para cada v < (3.

Caso 1. Si 3 es un ordinal limite, entonces es facil notar que

Zocg(DIpy) = | J Zoc,(DIpy) = | ) Ky = Kp.
v<B v<pB

Caso 2. Supéngase que 3 = v + 1 para algin ordinal v, J = I\ I ™ vy que
el conjunto de elementos maximos de J es no vacio (M(J) # ). Considérese el
idempotente f € CFMy(D) tal que f;j; = 1si j € J y, en las demads entradas, f
vale cero. Obsérvese que fDIf = DIf es un subanillo de CFM;(D) isomorfo al
anillo DJ; ademds, el homomorfismo ¢ : DI — DJ dado por ¢(a) = af es un
homomorfismo, de anillos, suprayectivo. También se puede notar que K, C nuc(yp).
Por otro lado, si a € nuc(p), entonces a;j; = 0 para cada j € J y, como J es infinito
ya que vy < fp, se puede concluir que a € K. Entonces nuc(y) = K y, de acuerdo
con la base de induccién, se puede deducir que

Zoc(DJpy) = @{DJeyj) : j € M(J)}
y, en consecuencia,

Zocg(DIpr) = ¢ Y (Zoc(DJpy)) = Kp.

Proposicion 4.9 Dado un conjunto parcialmente ordenado finito I con dimen-
siomn clasica de Krull igual a n, entonces

(a) DI es artiniano y NLF izquierdo y derecho con longitud de Loewy n; ademds
Zoco(prDI) = H, cada vez que 0 < av < m.

(b) DI es artiniano y NLF izquierdo y derecho con longitud de Loewy igual a
n; ademds Zocg(DIpr) = Kg cada vez que 0 < 3 < n.

Demostracion: La prueba de (b) se hard por induccién. La prueba de (a) es
andloga.
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Si I es un conjunto parcialmente ordenado y tiene dimensién clasica de Krull
igual a n, entonces, utilizando los mismos argumentos de la demostracién de la
Proposicion 4.8, se prueba que

ZOCB(DID]) = Kﬁ

cada vez que 0 < B < n.

Ahora, dado que DI tiene dimensién finita como espacio vectorial sobre D,
entonces DI es artiniano derecho e izquierdo. Ademads, como Kz = Kg para cada
ordinal 3, entonces por el Teorema 2.9, DI es un anillo NLF' derecho. g

Proposicion 4.10 Sea I un conjunto parcialmente ordenado infinito.

(a) Si I satisface la condicion descendente de cadena, con dimension cldsica
dual de Krull igual a &, entonces para cada ordinal o con ag < a < & se
tiene que

Zoco(prDI) ={a € DI :a;j =0 para cadai € I\ I1o)};
ademds DI es un anillo NLF izquierdo tal que

f +1 st Qo = 57
L(piDI) = ‘
(prDI) { 19 siag < €
(b) Si I satisface la condicién ascendente de cadena, con dimension cldsica de
Krull igual a &, entonces para cada ordinal B con By < B < & se tiene que

Zocg(DIpr) ={(a € DI :a;; =0 para cadai € I\ 1, (4.3)
ademds DI es un anillo NLF izquierdo tal que

5 +1 st ﬁO = 55
o ={ S R

Demostracion: Al igual que en las proposiciones anteriores, se probara sola-
mente el inciso (b). La prueba del inciso (a) es andloga.

Supoéngase que I es un conjunto parcialmente ordenado infinito y satisface la
condicién ascendente de cadena. Entonces £ = Sg+n para algin nimero natural n;
en particuar, J = I'\ (B0) s un conjunto parcialmente ordenado y tiene dimensién
clasica de Krull igual a n.

Sin =0, la igualdad (4.3) se cumple trivialmente y L(DIp;) =& + 1.
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Ahora supdéngase que n > 1. Se denotara por f al elemento en DI tal que
Jij) = 1 para cada j € J y, en las demés entradas vale cero. Notese que existe
un homomorfismo inyectivo de anillos ¢ : D — DI dado de la siguiente manera:
i(z) = ey, donde e, tiene en todas las entradas de la diagonal a = y en las demés
entradas cero. Ahora, nétese que fDIf = DI f es isomorfo al anillo DJ y que, para
cada a € DI, existen tinicos @’ € K(I) y a’ € i(D) tales que a = a’ +a”. Entonces
es facil ver que la funcién ¢ : DI — DJ x i(D) dada por ¥(a) = (af,a”) es un
homomorfismo de anillos suprayectivo cuyo nicleo es K, = Zocg,(DIpr). Por lo
tanto, cada vez que 1 < m < n, se tiene que Zocg,ym(DI) = ¢~ (Zocy, (DJ x
i(D))). Finalmente, como Zoc,,(DJ xi(D)) es un conjunto parcialmente ordenado
finito, se puede aplicar la Proposicién 4.9 y obtener la igualdad (4.3); mds ain,
L(DIp;)=fo+n=¢( m

Como un caso particular, si & es un ordinal transfinito, entonces D&? es un anillo
NLF izquierdo, donde L(pgDE) = {41 si € es un ordinal limite y L(peDE) = £ de
otra forma. Por el lado derecho, si § es un ordinal limite, entonces Zoc(D¢p, ) = 0;
si £ = n+ n, donde 7 es un ordinal limite y n es un entero positivo, entonces se
puede calcular que

Zocn—1(DEépg) & Zocn(DEpe) = Zocn1(DEpe) # DE.

En cualquier caso D& no es semiartiniano derecho.
En la siguiente y tltima seccién de este capitulo, se construira un anillo NLF
derecho e izquierdo con longitudes de Loewy transfinitas preestablecidas.

4.4. Segunda construccién

Dado un par de conjuntos parcialmente ordenados I y J, se denotard por I xJ
al conjunto I x J parcialmente ordenado por la relacion

(i,5) < (i',7) siysélosi i<iyj<j.
Lema 4.11 Sean I y J conjuntos parcialmente ordenados. Entonces,

(a) Para cada ordinal o se tiene que

(L * ) ) = @)y x YU x J)) y

3Se considera a £ como el conjunto de todos los ordinales menores que ¢ bien ordenados
por la inclusion.
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(b) Para cada ordinal 3 se tiene que

(I« )P = (1B x Jyu (I x JO). (4.4)

Demostracion: Se hard la prueba de (b) por induccién. La demostracién de (a)
se hace de manera analoga.

Note que la igualdad (4.4) se cumple trivialmente para 3 = 0. Dado un ordinal
B > 0, supongamos que la igualdad (4.4) se da para cada [ < a.

Caso 1. Si « es un ordinal limite, entonces

(IO = JIn)D = JUI™ x)ud x J0)
v<B ¥<B
= (IP s YU (I x TPy = (IxJ)°.

Caso 2. Si 8 =+ 1, entonces se tiene que

(1) = (I+J) (<I><J>\[<“xJ)u(IxJ(’”)D
= L+ )P UM([(I\NTD) x J) 0 [1x (J\TD)])
= I =)D UM(IN\ID) x (J\ JO))
—(J*J)wu[ (NI x (J\ TN U [N\ TD) x M(T\ TD)]

= [(IP U MIN\ 1)) x JJU [T (JO UM\ TD))]
(IVH ) (IXJ('erl))
= (I%J)¥

Con lo anterior se completa la prueba de (b). m

La descripcién anterior de los elementos de la filtracion de Krull en el conjunto
parcialmente ordenado (I x J) hace posible la siguiente observacién:

Observacién 4.12 (I x J)® ( (I%J)@) ) es un subconjunto propio de (I x .J)
justamente cuando (9 (L) v J0) (J(a)) son subconjuntos propios de I y J
respectivamente.

Como consecuencia inmediata del Lema 4.11 y de la Observacion 4.12, se tiene
el siguiente corolario:

Corolario 4.13 Sean I y J conjuntos parcialmente ordenados.

(1) Si I satisface la condicion ascendente (descendente) de cadena y J no la
satisface, entonces I x J satisface la condicion ascendente (descendente) de
cadena con la misma dimension cldsica (dual) de Krull de I.
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(2) Si I y J satisfacen la condicion ascendente (descendente) de cadena con
dimensiones cldsicas (duales) de Krull & y (, entonces (I % J) satisface

la condicion ascendente (descendente) de cadena y tiene dimension cldsica
(dual) de Krull igual a min(&, ().

Finalmente, la siguiente proposicién nos da una forma de construir anillo NLF
izquierdos y derechos que tiene longitudes de Loewy transfinitas predeterminadas.

Proposicion 4.14 Sea D un anillo con division y sean & y  ordinales transfi-
nitos. Entonces D(& x C°P) es un anillo NLF izquierdo y derecho con longitud de
Loewy izquierda & o £+ 1, y longitud de Loewy derecha ¢ o ( + 1.

Demostracion: Es una consecuencia directa del Corolario 4.13 y de la Propo-
sicién 4.10. @
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Capitulo 5

Algunos aspectos de los anillos
NLF

5.1. Anillos semiprimarios, triangulares e I-
finitos

En esta seccién se probara que en la clase de los anillos NLF, los anillos trian-
gulares, semiprimarios e I-finitos son los mismos. Comenzaremos pues con las
definiciones de los anillos antes mencionados.

Definicion 5.1 Se dice que un anillo R es I-finito, si no continene algin conjunto
infinito de elementos idempotentes ortogonales dos a dos.

Definicién 5.2 Sean R un anillo y J(R) el radical de Jacobson de R. Decimos
que un anillo R es semiprimario si R/J(R) es un anillo semisimple y J(R) es un
ideal nilpotente.

Definiciéon 5.3 Se dice que un anillo R es un anillo triangular si contiene un
conjunto completo de idempotentes ortogonales {e, ..., e, } tal que cada e, Re,, es
un anillo semisimple y egRe, = 0 cada vez que o > 3.

Si suponemos que R es un anillo triangular, entonces R =e1R® ... B e, R. En
consecuencia

Endg(e1R) Hompg(eiR,eaR) ... Hompg(eiR,e,R)
R Homp(e2R, e1R) Endr(eaR) ... Hompg(e2R,e,R)
Hompg(e,R,e1R) Homp(e,R,eaR) ... Endgr(enR)

47
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Nétese que Homp(eq R, egR) = egRe,. Como egRe, = 0 cuando o > (3, se puede
asegurar que Homp(eqR,egR) = 0 cada vez que o > . Con estas observaciones
se puede notar que cada anillo triangular R tiene una representacion de la forma

A1 A12 Aln

0 Ay ... A,
R=1. . . N

0o ... 0 A,

donde A,g = egReq y Aq = Ana-

En el Teorema 5.12, se probarad que en la clase de los anillos NLF', los anillos
semiprimarios, los anillos triangulares y los I-finitos son los mismos. Todos los
resultados previos a este teorema nos permitiran probarlo.

Proposicion 5.4 Sean R un anillo y N un ideal derecho minimo de R. Entonces
N? =N si y sdlo si N = eR para algin elemento idempotente e, de R.

Demostracion: Supéngase que N = eR para algtin elemento idempotente e, de
R y nétese que N? C N. Entonces, basta probar que N C N2. Si se toma n € N,
entonces n = er para algin r € R. Como e es un elemento idempotente, se tiene
que n = er = e(er) donde e € N y er € N. Por lo tanto N C N2.

Ahora, supéngase que N? = N. Se verd que N = eR para algin elemento
idempotente e, de R. Como N2 = N y N es un ideal minimo, existe un elemento
no cero n € N tal que N = nN; en particular, existe un elemento no cero m € N
tal que n = nm. Obsérvese que nm? = nm, es decir, n(m? — m) = 0; entonces,

m? —m € rg(n). Como N es simple, se tiene que rg(n) N N = 0. Por lo tanto

m? —m = 0; es decir m es un elemento idempotente de N y, ademds, mR = N. g

Proposicion 5.5 Sea K un ideal contenido en Zoc(RR) tal que K = Try(RR)
para algin U CSimp-R. Entonces

i) K? = Try(Rg), donde V =U N Prosimpg, y

ii) K =Z(Kg)® K2

Demostracion: Para probar el inciso i) bastard probar que K* = K2, pues, si
esto sucede, se podré aplicar el Teorema 1.27 y obtener que K2 = Tryy(Rg) para
algtin subconjunto W contenido en Prosimpp. Con esto se podra concluir que

K% C Try(RR) C (Try)? C K2
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Ahora se proceders a probar la igualdad K* = K?2. Nétese que, para probar
esta igualdad, basta probar que K3 = K?2. Si K2 = {0}, el resultado se sigue
facilmente, asi que, se supondra que K? # {0}. Nétese que K2 C K2. Para probar
la otra contencién, supéngase que K2 # {0} y que K = B, Ni, donde N; es un
ideal minimo de R para cada i € I. Seanx € N; yy € N;, donde 4,j € I y xy # 0.
Entonces N;N; = N; por ser N; y N; ideales minimos de R y tener un producto
diferente de cero. Con lo anterior se puede notar que

N;N? = (N;N;)N; = N;N; = N;.

Por lo tanto V;N; = N; = NZ-N]-Q. Como N; y N; son ideales minimos, se concluye
que N; = N, ]2 Entonces, por la Proposicion 5.4, existe un elemento idempotente, e,
de N, tal que eR = N;. Por lo tanto existe r € R tal que y = er; en consecuencia
ey = €%r = er, por ser e idempotente. Con lo anterior se puede observar que
ry = xer = zey € K3. Por lo tanto K2 C K3y, asi, K3 = K?2.

Ahora, para el inciso 4i), obsérvese que, como K? es un submédulo de K y K
es semisimple, entonces K = N @ K? para algtin submédulo N, de K. Como K? es
la componente proyectiva de K, entonces, el Corolario 1.26 garantiza que K? es no
singular. Por lo tanto Z(K)N K2 = {0}. De esto se sigue que Z(K) C N. Ademss,
al ser N singular, N C Z(K). Por lo tanto Z(K) = N y, asi, K = Z(K) @ K*. m

Corolario 5.6 Para un anillo R, la componente proyectiva de Zoc(RR) estd dada
por (Zoc(RR))?.

Proposicion 5.7 Sea K un ideal derecho contenido en Zoc(Rpg). Las siguientes
condiciones son equivalentes:

a) (R/K)gR es plano.

b) Cada ideal derecho minimo contenido en K estd generado por un idempo-
tente.

c) Cada ideal derecho finitamente generado contenido en K estd generado por
un idempotente.

d) KnJ(R) = {0}.

Si cualquiera de estas condiciones ocurre para un ideal K, entonces R/K es plano
izquierdo y K = Tra(RR) para algin A C Prosimpp,.

Demostracion: Nétese que la ultima parte de la proposicion se sigue del Teo-
rema 1.27.
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Antes de comenzar la prueba de las equivalencias, se escribird K = @, ; NV,
donde N; es un ideal derecho minimo de R para cada ¢ € I.

a) = b). Sean N un ideal derecho minimo contenido en K y = € N tal que x #
0. Considérese el ideal izquierdo Rz. Como (R/K)g es plano, por la Proposicién
1.11, se tiene que Rx = K N Rx = KRx C Kx. Por lo tanto existe y € K tal que
0 # = = yx. Por lo tanto existe i € I tal que N; = N;N # {0}; en consecuencia
N;N? = (N;N)N = N;N y, como N y N; ideales derechos minimos, se puede
concluir que N2 = N. Con lo anterior y la Proposicién 5.4 se sigue el inciso b).

b) = ¢). La prueba de esta implicacién se hard por induccién. Sea H un ideal
derecho finitamente generado contenido en K. Noétese que H = Hy & ... & H,,
donde H; es un ideal derecho minimo de K para cada ¢ = 1,...,n. Si n = 1,
entonces, por b), H estd generado por un idempotente. Supéngase que n > 1 y sea
J=H®..®H, 1 =eR con e = e?. Considérese el homomorfismo o : Rp — Rp
dado por a(r) = (1 —e)r. Como H, € J, se sigue que {0} # a(H,). Por lo tanto

{0} # a(H,) = (1—e)H, = Hy,.
Ademds tenemos que
eReo(1-eH,=J& H,=H.

Por lo tanto (1 — e)H,, es un ideal minimo de R contenido en K. Por hipdtesis
este ideal estd generado por un idempotente f € K; es decir (1 —e)H,, = fR. Sea
g=e+ f(1 —e) € H. Nbtese que g es un elemento idempotente y que gR C H.
Ademas, si x € H, entonces v = ex + (1 — e)x, donde (1 —e)xr € (1 —e)H, = fR.
Por lo tanto z = ex+ f(1 —e)x = gz y, asi, H C gR. Por lo tanto H estd generado
por un idempotente.

¢) = a). Como cada z € K estd contenido en un submdédulo finitamente
generado de K, por el inciso ¢), existe un elemento e € K tal que x = ex € K.
Por la Proposicién 1.11, (R/K)rg es plano.

b) < d). Se sigue de la Proposicién 5.4. g

Proposicion 5.8 Para cualquier anillo R las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

a) R satisface la condicion de cadena ascendente para sumandos directos dere-
chos.

b) R satisface la condicion de cadena descendente para sumandos directos iz-
quierdos.
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¢) R no contiene conjuntos infinitos de idempotentes ortogonales distintos de
cero.

Demostracion: a) < b). Supéngase que eR C €¢'R (Re C Re'), donde e, ¢
son idempotentes. Al tomar los anuladores izquierdos (derechos), se obtiene que
R(1 —e) O R(1 —¢') (y con ideales derechos (1 —e)R O (1 — ¢/)R). Se puede
notar que esta inclusiéon debe ser estricta ya que, de otro modo, se pueden tomar
los anuladores derechos (izquierdos) y obtener que eR = ¢/R (Re = Re’). De estas
observaciones se sigue que las condiciones a) y b) son equivalentes.

a) = ¢). Supéngase que R contiene un conjunto infinito de elementos idempo-
tentes ortogonales. De este conjunto podemos considerar una cantidad numerable,
digamos {ej,eq,...}. Sea ¢, = €1 + ... + e, para cada n > 1. Nétese que ¢, es
idempotente para cada n > 1. Ademds

Cnpicn = (e1+ ..+ enri)(er + .o den) =c2 =cy

CnCn+1 = Cp 7é Cn+1-

De lo anterior se sigue que ¢, R C ¢,+1 R para cada n > 1. Esto contradice a).
c) = b). Supéngase que existe una cadena descendente

R=By2 B D ..

donde cada B, es un sumando directo de pR. Entonces B,_1 = A, ® B, para
algunos ideales izquierdos {4, : n > 1}. Entonces se puede escribir 1 = a; + fi,
donde a; y fi son idempotentes ortogonales tales que a1R = A1 y fiR = B;.
De la misma forma existen elementos idempotentes ortogonales as y fo tales que
asR = As y foR = Bs. Continuando de esta manera, encontramos A, = Re,
donde e, # 0 para cadan > 1,y

l=eg+fi=e1+e2+fo=e1+..+en+ fn

De esto se sigue que {eq, €2, ...} es un conjunto infinito de elementos idempotentes
ortogonales diferentes de cero. m

Teorema 5.9 Sean K un ideal bilateral idempotente contenido en Zoc(RRr) y
J(R) el radical de Jacobson de R. Entonces las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

a) K no contiene conjuntos infinitos de elementos idempotentes ortogonales.

b) K = Re para un idempotente e € R.
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c) (K+J(R))/J(R) es un R-mddulo derecho finitamente generado.

Demostracion: a) = b). La prueba de esta implicacién la haremos en varios
pasos.
Por la Proposicién 5.8 existe un conjunto maximo de elementos idempotentes

ortogonales {eq, ..., e, } contenidos en K. Sea e = e1 + ... + e,,. Nbtese que e2=e

yK=eR®((1-e)RNK).
Paso 1. En este Paso se probara, por doble contencién, que

KNnJR)=(1-e)RNK).

Primero se verd que K N J(R) 2 ((1 — e)RN K). Para ver esto es suficiente
probar que si N es un ideal minimo de (1 — e)R N K, entonces N? = {0} (esto
se debe a que J(R) contiene a cada ideal nilpotente de R); sin embargo, por la
Proposicién 5.4, basta probar que si f € (1 —e)RN K es un elemento idempotente,
entonces f = 0. Témese pues un elemento idempotente f € (1 —e)RN K y sea
g = f(1 —e). Como g un elemento idempotente y, para cada i € {1,...,n} se
tiene que ge; = 0, podemos concluir que g = 0, ya que {ey, ..., e, } es un conjunto
maximo de idempotentes ortogonales de K. De lo anterior se sigue que f = fe.
Finalmente, como f € (1 —e)R, exite r € R tal que f = (1 —e)r para algin r € R;
en consecuencia

f=r=(fe)f = flef) = fle(l—e)r) = 0.

Ahora se probard que K N J(R) C ((1 —e)RN K). Nétese que cada ideal
derecho finitamente generado de eR estd generado por un elemento idempotente,
en consecuencia, por la Proposicién 5.7, se tiene que

eRN J(R) = {0}. (5.1)

Por lo tanto
JR)NK C ((1-e)RNK).

De lo anterior se concluye que
JRYNK =KnN(l—-e)R. (5.2)

Paso 2. En este paso se probaré que eR(1—e) = {0}. Como K? = K, entonces,
por el Teorema 1.27, r(R/K) es un médulo plano y, por la Proposicién 1.11, para
todo ideal derecho I de R se tiene que I N K = JK. En particular, para los ideales
derechos eR(1 —e)R y (1 — e)R se tiene que

(eR(1—e)R)NK =eR(1 —e)RK =eR((1 —e)RN K),
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y, por las ecuaciones (5.1) y (5.2), se sigue que eR((1 —e)RN K) = {0}. Por lo
tanto eR(1 —e)R = {0} y, asi, eR(1 — e) = {0}. Esto es lo mismo que

er =ere paracada r € R. (5.3)

Paso 3. En este tltimo paso se probara que para cada ideal minimo no cero N
contenido en K, existe un epimorfismo no cero ¢ : eR — N. Supdngase lo contrario:
como cada homomorfismo ¢ se calcula como ¢(er) = nr para algin n € N distinto
de cero, entonces N = nR = {0} para cada n € N. Esto contradice el hecho de
que N # {0}. Por lo tanto existe ¢ : eR — N homomorfismo no cero. Ademds, por
el Teorema 1.27, K es semisimple y proyectivo; en consecuencia N es proyectivo.
Por lo tanto el epimorfismo ¢ se escinde; es decir, existe un monomorfismo no cero
a: N — eR.

Finalmente, con el homomorfismo o podemos demostrar b). Por la ecuacién
(5.3), se tiene que

a(z) = ea(z) = ea(r)e = a(z)e = aze).

Por lo tanto xe = x. De esta manera N C Re y, asi, K C Re. Con esto se concluye
que K = eR.

b) = ¢). Supéngase que K = Recon e2 =eysea f = f2€ (1-e)RNK.
Entonces f = fe= (fe)f = (fe)(1—e)f =0y, asi, (1 —e)RN K C J(R), lo cual
implica que

eR=(K+ J(R))/J(R).

Por lo tanto (K + J(R))/J(R) es un R-médulo finitamente generado.

¢) = a). Si K contiene un conjunto infinito de elementos idempotentes orto-
gonales, entonces (K + J(R))/J(R), siendo semisimple, no deberia ser finitamente
generado. m

Observacién 5.10 En el Teorema 5.9, dado que K?> = K, por el Teorema 1.27,
se tiene que K = Tra(Rg) para algin subconjunto A C Prosimppg. La condicion

b), implica que cada mddulo simple contenido en A se aplica no trivialmente sobre
(K + J(R))/J(R). Entonces c) implica que A es finito.

Corolario 5.11 Para un anillo R tal que Zoc(RR)?> = Zoc(RR), las siguientes
condiciones son equivalentes:

a) Zoc(RR) no contiene conjuntos infinitos de elementos idempotentes ortogo-
nales.

b) (Zoc(RR))? = Re para algin idempotente e € R.
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¢) (Zoc(RR) + J(R))/J(R) es finitamente generado como R-mddulo derecho.

Demostracion: Las condiciones a), b) y ¢) son equivalentes al tomar K =
Zoc(RpR) y aplicar el Teorema 5.9. m

Teorema 5.12 Dado un anillo R que es semiartiniano derecho con con una ca-
dena de Loewy (La)a>0 las siguientes condiciones son equivalentes:

a) R es un anillo NLF derecho e I-finito.

b) R es un anillo NLF derecho y triangular.

¢) R es un anillo NLF derecho y semiprimario.

d) R es un anillo NLF derecho y R/J(R) es semisimple.

e) Eziste un congunto completo de elementos ortogonales idempotentes {e1, ...,e,}
tal que
L, =Re1 @ ... D Re,

para cada entero aconn >a >0y R= Re; @ ... 0 Rey,.

Demostracion: a) = e) La prueba de esta implicacién se hard por recur-
sién. Como R es I-finito, Zoc(Rg) no contiene conjuntos infinitos de elemen-
tos idempotentes ortogonales. Ademas, como R es un anillo NLF, se tiene que
Zoc(RRr)? = Zoc(RR). Entonces, por el Corolario 5.11, existe un idempotente e;
tal que Ly = Rej. Ahora, para § > 1, supéngase que se ha definido un conjunto
{e1,...,eg} de elementos idempotentes ortogonales tales que Lo, = Req & ... ® Req
para cada o« < . Si e = e + ... + eg, entonces Lg = Re = ReR 'y R/Lg es
isomorfo al anillo S = (1 —e)R(1 —e) = R(1 —¢). Como S es I-finito y NLF, por
el Corolario 5.11, existe un elemento idempotente eg; tal que Segi1 = Zoc(S) =
Lgi1/Lg. De hecho {e1,...,eg+1} es un conjunto de idempotentes ortogonales y
Lﬂ+1 = Lﬁ ) Rngrl.

Ahora, como R es I-finito, existe un nimero natural n tal que R = Re; ®... P
Re,,.

e) = b) Por el inciso e) existe un elemento idempotente e; € R tal que
Zoc(RRr) = L1 = Rey. Como e; es idempotente, se tiene que R = e R® (1 —e;)R.
Como e; € L1, entonces e;R C L1 y como todo elemento de L; es invariante al
multiplicarlo por e; por la derecha, se puede concluir que

e1R = e1Re; C Rey = Zoc(RR)
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De lo anterior se sigue que e; Req es un anillo semisimple. Ahora, sean 1 < a <n

y
R

R=R/L, = .
/ Re1 @ ... ® Re,,

Entonces Z OC(RE) = Regi1, donde 571 denota la clase de e,11 en R. Utilizando el
argumento anterior se puede concluir que eqt1Reqt1 = €qr1Req+1 es semisimple.
Sil<a<mn,como R(ej+ ...+ ey) es un ideal bilateral, se obtiene que (e; + ... +
ea)R(1—e; —...—eq) = 0. Consecuentemente e, Reg = 0 cada vez que 3 > «. Por
lo tanto R es un anillo triangular.

Finalmente, para terminar de probar esta implicacién, hay que probar que R
es un anillo NLF'; sin embargo, por el Teorema 2.9, basta probar por induccién
que L, = L?X para cada @ < n. Como Rey = L1 = L1R = Re1R, entonces
Reie1 = RejReq, es decir, L = (L1)2. Ahora supéngase que k > 1 y que para
cada [ < k se tiene que L; = (L;)%. Si k > n, entonces R = L, = Ly = Lj,. Por
lo tanto Ly, 1 = (Lj41)?. Por otro lado, si se supone que k < n, entonces, por el
inciso €), R/Lj es un anillo tal que Ly11/Ly = Zoc(R/Ly) = (R/Ly)(ex+1 + Li).
Entonces por la base de induccién se sigue que (Ljpy1/Li)?> = Liy1/Li y, asi,
(Li41)? = Liy1-

Las implicaciones b) = ¢) y ¢) = d) son claras.

d) = a). Nétese que R-Simp = (R/J(R))-Simp. Como R/J(R) es finitamente
generado, existen ideales minimos Si, ..., Sy, de R/J(R) tales que

R/J(R) 2 S, & ...% Sy

Por lo tanto (R/J(R))-Simp es finito al igual que R-Simp. Del Teorema 2.9 inciso
e), se obtiene que L(RR) es finito. Si se supone que R no es I-finito, entonces existe
un nimero natural n tal que L, y1/L,, tiene una cantidad infinita de idempotentes
ortogonales. Ademés Zoc(R/L,) = Lny1/Ln, S = R/L, es un anillo NLF y
S/J(S) es semisimple y finitamente generado. Entonces (Zoc(Ss) + J(Ss))/J(Ss)
es finitamente generado. Esto contradice el Corolario 5.11. Por lo tanto R es I-
finito. m

5.2. En un anillo NLF los R-médulos dere-
chos simples se autoescinden.

Definicion 5.13 Dado un R-médulo derecho simple S, se dird que S se autoes-
cinde si la categoria de R-moédulos derechos semisimples S-homogéneos es cerrada
bajo extensiones.
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Proposiciéon 5.14 Para R un anillo e I un ideal de R. Entonces la clase
{M € Modp : xI = {0}, Vx € M} = Modg/;
es cerrada bajo extensiones si y solo si I* = 1.
Demostracidn: Supéngase que I2 =1 y sea

0 M M M/M' —=0, (5.4)

una sucesion exacta en Mod-R tal que M', (M /M') € Mod-(R/I). A continuacién
se probard que mI = {0} para cada m € M. Sea x € M.

Caso 1. Siz € M', como M' € Mod-(R/I), entonces I = {0}.

Caso 2. six ¢ M', entonces, como M/M' € Mod-R, se tiene que (m+M')I =
{0}; es decir, mI C M’. Por lo tanto {0} = (mI)I = mI? = ml.

Con lo anterior se puede concluir que M € Mod-R/I; es decir, Mod-R/I es
una clase cerrada bajo extensiones.

Ahora supéngase que Mod-R/I es una clase cerrada bajo extensiones. Dado
que I? C I, basta probar que I C I?. Considérese la sucesién exacta

0——=1/I>?— R/I? R/I 0.

Como I/I?,R/I € Mod-R/I y Mod-R es una clase cerrada bajo extensiones, se
tiene que R/I? € Mod-R/I; es decir I = RI C I%. Por lo tanto [ = I%. g

Proposicion 5.15 Si R es un anillo NLF, entonces todos los R-modulos dere-
chos simples se autoescinden.

Demostracion: Es suficiente propbar que si S es un R-médulo derecho simple,
entonces cada sucesién exacta

0 S M S 0 (5.5)

se escinde. Sean (L, )o<qa la cadena de Loewy de Rr y h(S) = a + 1 para algin
ordinal . Entonces SL, = 0 y, por el Teorema 2.9, L2 = L,. Entonces, por la
Proposicién 5.14, se tiene que M L, = {0}. Con lo anterior se puede concluir que la
sucesion 5.5 es exacta en Mod-(R/L,). Como S es proyectivo como R/L,-médulo
(Lema 2.5), entonces la sucesién 5.5 se escinde. m
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5.3. Propiedades del centro de un anillo NLF

En esta seccion se analizard el centro de un anillo NV LF'. Primero se probara que
todo anillo conmutativo, inescindible y regular (en el sentido de Von Neumann) es
un campo.

Naturalmente la primera definicién de esta seccién es la de anillo inescindible.

Definiciéon 5.16 Se dice que R es un anillo inescindible si el elemento 1 es el
unico idempotente central distinto de cero.

Proposicion 5.17 Si R es un anillo conmutativo regular e inescindible, entonces
R es un campo.

Demostracion: Para probar R es un campo, basta probar que cada elemento
no cero a de R tiene inverso multiplicativo. Sea a un elemento no cero de R. Al
ser R un anillo regular, existe un elemento = € R tal que a = axa = a’z. Como
ax es un idempotente central y R es inescindible, se concluye que ax = 1; es decir,
x es un inverso multiplicativo de a. Por lo tanto R es un campo. g

Proposicion 5.18 Si C es un subanillo reqular del centro de un anillo semiarti-
niano derecho R, entonces C' es un anillo semiartiniano.

Demostracion: Para probar que C' es semiartiniano, se probara que

Zoc(C/Zoca(C)) # {0}

para cada ordinal « tal que Zocy(Cc) € Ce. Sea I = Zoc(C). Nétese lo siguiente:
como C' es regular, entonces R tiene estructura de C-médulo derecho, entonces R¢
es plano. En consecuencia, por la Proposiciéon 1.11,

I=IC=CnNIR.

Por lo tanto, el anillo regular C'/I es isomorfo a (C' + IR)/IR (por el segundo
teorema de isomorfismo). Ademds, este tltimo es un subanillo del centro del anillo
semiartiniano R/IR. El argumento anterior se puede aplicar para cada ideal de
la cadena de Loewy; es decir, C'/Zocy(C') es un subanillo regular contenido en el
centro del anillo semiartiniano R/Zoc,(C)R. De esta forma basta probar que si C'
es un subanillo regular de un anillo semiartiniano R, entonces C tiene zoclo distinto
de cero. Para esto, se puede suponer que C' N Zoc(Rg) # {0}. Esto se debe a las
siguientes observaciones: si L(R) = &, y a = min{n < £ : Zoc,(Rr) N C # {0}},
entonces se puede notar que existe un ordinal § tal que o = G+ 1 y, asi, identificar
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a C con un subanillo del anillo semiartiniano derecho R/Zocg(Rr) y notar que
C N Zoc(R/Zocg(RR)) # {0}. Por esta tltima observacién se puede suponer que
C N Zoc(RR) # {0}.

Sean a € C N Zoc(RR) y b € C tales que a # 0 y aba = a. Como a € C,
entonces a?b = a y, asi, el elemento e = ab es un elemento idempotente central de
R. Como e € R, se puede concluir que eR es un anillo semisimple y, ademas, es un
ideal bilateral contenido en Zoc(Rpg). Entonces por el Teorema 5.9, eR no contiene
conjuntos infinitos de idempotentes ortogonales. De esta observacion se sigue que
eC' no contiene conjuntos infinitos de idempotentes ortogonales; de la Proposicién
5.8, existe un subconjunto maximo de idempotentes ortogonales {ey, ..., e, } tales
que eC' = @} e;(eC) y cada e;(eC') es un anillo inescindible. Ahora, como eC' es
regular, cada uno de los anillos e;(eC) es regular, conmutativo e inescindible, vy,
por la Proposicén 5.17, e;(eC') es un campo para cada i € {1,...,m}. Por lo tanto
{0} #eC C Zoc(C). m

Proposicion 5.19 Dado un anillo R sean I = Trppogimp-r(R) y a € Cen(R).
Entonces al = Tr(R) para algin subconjunto A C Prosimpy.

Demostracion: Supéngase que I = Pg_ Xs, donde Xg, = Trg,(R), Sa €
Prosimpp y S, es un ideal derecho minimo de R. Como a es un elemento central
de R, entonces aS, = (S4)a y, como S, es un ideal derecho minimo, se tiene que
(Sa)a = 0 o (Sa)a = Syu; en consecuencia, si (Sy)a = 0, entonces X, = 0, y si
(Sa)a = S, entonces (X,)a = X,. Con estas observaciones se puede concluir que
al = Ia = Tr 4(R) para algtin subconjunto A C Prosimpy. m

Teorema 5.20 Si R es un anillo NLF derecho, entonces Cen(R) es un subanillo
regular y semiartiniano de R.

Demostracion: Por la Proposicién 5.18, basta probar que Cen(R) es un anillo
regular.

Sean (Lqa)a<¢ la cadena de Loewy de Ry & = L(RR) su longitud. Se probara por
induccién que si a € Cen(Rp), entonces para cada o < ¢

aLy = a*Lg,. (5.6)

Como la igualdad (5.6) se cumple trivialmente para o = 0, se supondra que a > 0.
Caso 1. Si « es un ordinal limite, es evidente que aLq, = a®La,.
Caso 2. Supéngase que a = 3+ 1 para algtin ordinal §. Como Lgy1/Lg es el
zoclo derecho de R/Lg y es proyectivo por el Corolario 1.26 y el hecho de que R es
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un anillo N LF derecho. Al escribir @ = a + Lg, obtenemos, de la Proposicién 5.19,
que a(Lgy1/Lg) = Tr4(R), donde A C Prosimpp. Ademas, por el Teorema 1.27,
se tiene que @(Lgi1/Lg) = [a(Lg1/Lg)|* = @*(Lgy1/Lg). Por lo tanto

aLg_H =+ Lﬁ = (LQLg_H =+ Lﬁ.

Como consecuencia de lo anterior, dado x € Lg1, existen y € Lg1 y 2z € Lg tales
que ax = a’y + z. De la ecuacién anterior se sigue que a(z — ay) = z donde

(x —ay) € Lgy1y z € Lg. (5.7)

Como R es un anillo NLF', por el Teorema 2.9 se tiene que r(R/Lg) es plano, y
por el inciso b) del Teorema 1.27, se sigue que aLgy1 N Lg = aLg. De esta dltima
igualdad y la igualdad (5.7) se deduce que a(x — ay) = z € alLg. Finalmente,
por hipétesis de induccién, existe u € Lg tal que a(x — ay) = a’u, es decir ax =
a*(y +u) € a®Lg11. Con esto tltimo se deduce la ecuacién 5.6.

Ahora, al tomar a = £ se tiene que aR = a?R para cada a € Cen(R). Entonces,
dado a € Cen(R), existe z € R tal que a = a?x. Al tomar y = zax, se nota que
a = aya. Ahora se probara que y € Cen(R). Para r € R, entonces

Ty =rrar = CLT’LU2 = CLCCCL’I”LUQ = Irraraxr = xrraxr 'y

yr = raxr = 1327‘(1 = 1,'2?”0,33‘0, = rTararr = rarxr = rrax.

Por lo tanto Cen(R) es un subanillo regular de R. @

En el segundo resultado mas importante de esta seccién (Teorema 5.24) se
verd que, al menos en el caso conmutativo, los anillos semiartinianos cuyos médulos
simples se autoescinden (Definicién 5.13), son anillos N LF y anillos regulares. Los
siguientes lemas acerca de ideales primos y anillos regulares son importantes para
enunciar y probar este resultado.

Lema 5.21 Sean R un anillo conmutativo, y N(R) la interseccion de todos los
ideales primos de R. Entonces N(R) coincide con el ideal que consta de todos los
elementos nilpotentes de R.

Demostracion: Supdngase que J es el conjunto de elementos nilpotentes de R.
Supéngse también que z € J y que P es un ideal primo de R. Entonces j* =0 € P
para algin nimero natural n. Como P es un ideal primo, z es un elemento de P.
Por lo tanto J C N(R).

Para probar la otra contencién, se probarda que cada elemento de R que no
es nilpotente, no estd contenido en N(R). Supéngase que = no es un elemento
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nilpotente de R. Considérese el conjunto X que consta de todos los ideales «, de
R, tales que
para cadan € N z" ¢ (.

Este conjunto no es vacio ya que {0} € ¥ y es inductivo. Entonces, por el Lema
de Zorn, X contiene un elemento méaximo I. A continuacién se verd que este ideal
es un ideal primo.

Sean a,b ¢ 1. Si (a) y (b) son los ideales generados por a y b, respectivamente,
entonces los ideales I + (a) e I + (b) contienen propiamente a I. Como I es un
elemento maximo de ¥, existen ntimeros naturales n y m tales que ™ € I + (a) y
™ € I+ (b); en consecuencia z"t™ € I+ (ab) y, asi, I + (ab) ¢ 3. De la conclusién
anterior se sigue que ab ¢ I. Por lo tanto I es un ideal primo y, ademas, = ¢ I; es
decir, z ¢ N(R). m

En el siguiente lema daremos una caracterizaciéon de los anillos conmutativos
que son regulares. Se denotara por Rp la localizacién del anillo R con respecto al
conjunto multiplicativamene cerrado R\ P, donde P es un ideal primo de R.

Dado un R-médulo derecho M y un ideal primo P, de R, se denotara por Mp
al Rp-modulo derecho localizado.

Lema 5.22 Para un anillo conmutativo las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

a) R es un anillo regular.
b) R no contiene elementos nilpotentes y cada ideal primo P, de R, es mdximo.

¢) Para cada ideal mdzimo P, de R, la localizacion Rp es un campo’.

Demostracion: a) = b). Para probar que R no contiene elementos nilpotentes,
basta probar que para cada a € R, se tiene que a? # 0. Si suponemos lo contrario,
entonces existe a € R tal que a®> = 0. Como R es un anillo regular, existe b € R tal
que a’b = a. Por lo tanto 0 = a?b = a. De este hecho se puede concluir que R no
contiene elementos nilpotentes. Para mostrar que cada ideal primo P es maximo,
se probard que R = R/P es un campo. Para ello basta probar que todo elemento
a € R es unidad. Si a ¢ P, entonces a = a’x para algiin elemento x. Entonces
@ = @°%. Como P es un ideal primo, el anillo R es un dominio entero. Ahora, como
0=a—a’z= 6(1 — W), se sigue que ar = 1. Por lo tanto R es un campo y, asi,
P es un ideal méximo.

b) = ¢). Sea P un ideal méximo de R. Por la hipétesis, Pp es el tnico ideal
méximo de Rp. Entonces, para probar c), basta probar que Pp es cero. Por b), el

'Recuérdese que cada ideal méximo es un ideal primo



5.3. PROPIEDADES DEL CENTRO DE UN ANILLO NLF 61

ideal Pp es el tnico ideal primo de Rp. Del Lema 5.21 se sigue que Pp es un ideal
nil; en consecuencia, dado (x/s) € Pp, se tiene que (x/s)" = 0 para algin n € N.
Entonces tz™ = 0 para algun ¢ € R\ P; de esto se sigue que (tx)" = 0 vy, asi,
tz = 0. Por lo tanto (x/s) = 0 para cada (z/s) € Pp; es decir Rp es un campo.

¢) = a). Supéngase ¢) y considérese un elemento a € R y un ideal méximo P,
de R. Obsérvese que

(aR/a’R)p = (aR)p/(a*R)p = aRp/a*Rp.

Como Rp es un campo, aRp = a?Rp. Esto implica que (aR/a’R)p = {0}, para
cada ideal maximo P. Por lo tanto aR/a?R = {0}. De esto se sigue que existe un
elemento = € R tal que a = a’z. Por lo tanto R es un anillo regular. g

Lema 5.23 Si R es un anillo conmutativo semiartiniano y M es un ideal mdzimo
de R, entonces Ry es semiartiniano.

Demostracion: Por la Proposiciéon 1.32 basta probar que todo Rj/-médulo de-
recho tiene zoclo distinto de cero. Sea N un Rjs/-moédulo derecho. Obsérvese que
N tiene estructura de R-mdédulo derecho. Como Rpg es un anillo semiartiniano, por
la Proposicion 1.32, se sigue que N tiene zoclo distinto de cero como R-médulo
derecho. Por lo tanto existe un elemento no cero x € N tal que zR es un submédu-
lo simple de N; es decir rr(zR) es un ideal maximo. A continuacién se vera que
rr(zR) = M. Si se supone lo contrario, entonces s = 0 para algun elemento
s € R\ M. De lo anterior se siguen las siguientes igualdades:

O=zs=x(ss H=2#0

Esto, claro, es una contradiccién. Por lo tanto rr(xN) = M vy, asi, rg,, (zRym) =
Mjy. De esto se sigue que xRjs es un ideal minimo de N visto como Rj;-médulo
derecho. Por lo tanto Zoc(Ng,,) #0. m

Teorema 5.24 Si R es un anillo conmutativo y semiartiniano, entonces las si-
guientes condiciones son equivalentes:

a) R es un anillo NLF.
b) R es un anillo regular.
¢) M = M? para cada ideal mdzimo M.

d) Para cada R-mddulo simple S la clase de todos los mddulos S-homogéneos
es una clase cerrada bajo extensiones.
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Demostracion: Se puede notar que, de la Proposicién 5.20, los enunciados a) y
b) son equivalentes, y, de la Proposicién 5.14, los enunciados ¢) y d) son equivalen-
tes. Entonces, para probar este teorema, se probard que b) y ¢) son equivalentes.

b) = ¢). Como R es un anillo regular, entonces r(R/M) es un médulo plano.
Entonces, por el Teorema 1.27, se sigue que M = M?2.

¢) = b). Por la Proposicién 5.23, Rj; es un anillo semiartiniano derecho; en
consecuencia todo Rjps-médulo derecho es semiartiniano (Proposicién 1.32).

Ahora, como My es el tnico ideal maximo de Rys y M]ﬁ = My, entonces la
clase de todos los Rp;-médulos semisimples, que se denota por 7, coincide con la
clase de los médulos Rys/Mps-homogéneos. De hecho por la Proposicién 5.14, T
es una clase de torsién hereditaria que contiene a Simp-R);.

Por otro lado, la clase generada por Simp-R); es la clase de todos los médulos
semiartinianos, que se denotara por S, y es la minima que contiene a Simp-Rj;.

De todo lo anterior se puede concluir que

MOdRM g S g T;

es decir, todos los Rj/-moédulos son semisimples; en particular Rjy; es semisimple.
Como Rjs es un anillo local (Definicién 2.7), se puede concluir que Rjs es un
campo y, al aplicar la Proposicién 5.22, se deduce que Rp; es un anillo regular. g

5.4. La propiedad NLF' es un invariante de
Morita.

En este capitulo se usaran hechos ya conocidos acerca de equivalencias entre
categorias de mddulos. Estos resultados, que a continuacién enunciaremos, y que
no se exponen en esta tesis dada su extensién, son explicados detalladamente en
[1, Seccién §21].

Recuérdese que si R y S son anillos, y F' : Mod-R — Mod-S es una equi-
valencia entre categorias, entonces, para cada R-mddulo derecho M, existe un
isomorfismo (inducido por la equivalencia) de la reticula de submddulos de M en
la reticula de submédulos de F'(M)g. A este isomorfismo se le denotara por Ay y
se calcula de la siguiente manera: si K es un submédulo de M ei: K — M es la
inclusion, entonces

A (E) = Im(F(i)) 2 F(K).

Nétese que, como F' preserva sucesiones exactas, F(M/K) = F(M)/Ay(K) de
manera canénica. Denotando por La(X) a la reticula de ideales bilaterales de un
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anillo X, existe un isomorfismo de reticulas ® : Ly(R) — Lo(.S) definido por
(1) = rs(F(R/I)).

Ademds F' induce una equivalencia entre las categorias Mod-R/I y
Mod-S/®(I).
En lo que resta del capitulo se usara la notacién dada anteriormente.

Proposicion 5.25 Dados dos anillos R y S, y una equivalencia
F: Mod-R — Mod-S, para cada modulo Mg y cada ordinal o, el isomorfismo de
reticulas Ay satisface la igualdad

Api(Zoco (M) = Zoco(F(M)).

Demostracion: La prueba se hard por induccién. Como el zoclo de un médulo
es la suma de sus médulos simples, v Aps es un isomorfismo de reticulas, se sigue
que Ay Zoc(M) = Zoc(F(M)). Sea o > 1 y supéngase que Ap(Zocg(M)) =
Zocg(F(M)) para cada § < a.

Caso 1. Si a es un ordinal limite, entonces, por hipétesis de induccién y el
hecho de que Aj; un isomorfismo de reticulas, se sigue que

Ani(Zoco(M)) = Ay (| Zocg(M)) =

B<a
U Ari(Zocs(M)) = | Zocs(F(M));
B<a [B<a

es decir, Apyr(Zoco(M)) = Zocoy(F(M)).

Caso 2. Supéngase que a = +1 para algun ordinal 5. El isomorfismo A s indu-
ce un isomorfismo de reticulas entre los intervalos A = [Zocg(M ), M| y el intervalo
Ay (A) = [Zocg(F(M)), F(M)]. De esta observacién se sigue que si Zocg(M) <
H < M, entonces H/Zocg(M) es simple si y sélo si Ay(H)/Zocg(F(M)) es sim-
ple. Como consecuencia, usando nuevamente el hecho de que A ;s es un isomorfismo
de reticulas, obtenemos que

Ani(Zocgn(M)) = Ay (D {H € A:H/Zocsg(M) es simple})
= > {Ay(H) € Ay(A) : H/Zocg(M) es simple}
= Y {K € Aum(A): K/Zocg(F(M)) es simple}
= Zocgy1(F(M)).

Por lo tanto Ayf(Zoco(M)) = Zoco(F(M)) para cada ordinal «. g
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Proposiciéon 5.26 Dados dos anillos R y S y una equivalencia
F . Mod-R — Mod-S, el isomorfismo ® definido al principio de este capitulo,
satisface la siguiente igualdad:

®(Zoc(RR)) = Zoc(Ss).

Demostracion: Como F es una equivalencia, preserva sucesiones exactas. En
particular, para la sucesién exacta

Zoc(Rp) —— R —'— R/Zoc(Rp)

donde ¢ es la inclusion natural y i es la proyeccién canénica, F' induce la siguiente
sucesion exacta:

F(Zoe(Rr)) 0 F(R) L F(R/Zoc(RR)): (5.8)
Nétese que, por la Proposicién 5.25, Zoc(F(RR)) = F(Zoc(Rg)). Ademés, como

la sucesién 5.8 es exacta, se tiene que
®(Zoc(RR)) =rs(F(R/Zoc(RR))) ={s€ S: F(R)s C Zoc(F(R))}.

De lo anterior se concluye que para probar Zoc(Ss) C ®(Zoc(RR)), basta probar
que para cada s € Zocgg, se cumple que F(Rgr)s C F(Rp). Témese pues = €
F(RpR) y considérese el homomorfismo o : S — F(Rp) dado por a(s) = xs;
entonces, por la Proposicion 1.28, se concluye que

xZoc(Ss) = a(Zoc(Ss)) C Zoc(F(RR)).

Con lo anterior se puede concluir que F'(R)Zoc(Ss) C ®(Zoc(RR)).

Para probar la otra contencién, basta probar que J es semisimple. Como F' es
una equivalencia y Rg es un generador proyectivo finitamente generado, entonces
F(R) es un generador proyectivo finitamente generado ([1, Proposicién 21.8]). Por
lo tanto existen un ntmero natural n y una sucesion exacta

F(R)" —= § —0.

Dado que F(R) es proyectivo, entonces es un médulo plano; por lo tanto F(R)"®g
J = F(R)™J. Entonces se tiene la siguiente sucesién exacta:

(F(R)J)" = F(R)"J 2 F(R)" ®g J —> J =~ § & J —=0.

Como F(R)J C Zoc(F(R)gs), entonces J es cociente de un médulo semisimple y
por lo tanto J es semisimple. Por lo tanto Zoc(Ss) 2 J. Por lo tanto ®(Zoc(Rg)) =
Zoc(Ss). m
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Teorema 5.27 Sean R y S dos anillos, y F : Mod-R — Mod-S una equivalen-
cta. Entonces

(1) Si R es semiartiniano con longitud de Loewy L(Rgr) = & + 1 y cadena de
Loewy (La)a<¢t1, entonces S es semiartiniano, con la misma longitud de
Loewy y

Zocy(Ss) = ®(La). (5.9)

para cada o < €+ 1.

(2) Si R es un anillo NLF, entonces S es un anillo NLF.

Demostracion: (1). Si R es un anillo semiartiniano con longitud de Loewy
L(Rg), por la Proposicién 5.25, S es semiartiniano y la longitud de Loewy de S
es L(Ss) = L(RR).

Se usard induccién para probar la igualdad (5.9). Nétese que, para o = 0, la
igualdad se cumple trivialmente. Ahora, vamos a suponer que « > 0 y, para cada
B < a, se cumple Zocg(Ss) = ®(Lg).

Caso 1. Si a es un ordinal limite, como ® es un isomorfismo de reticulas,
entonces

O(La) = (| ) Lp) = | J (Lp) = | Zocs(Ss) = Zoca(Ss).

B<a B<a [B<a

Caso 2. Supéngase que o = 3 + 1, para algin ordinal 3, y sean R = R/Lg y
S = S/Zocg(Ss). Por hipétesis de induccién, F' induce una equivalencia entre las
categorias Mod-R y Mod-S; en consecuencia, por la Proposicion 5.26, se tiene
que

Zocg41(Ss)/Zocg(Ss) = Zoc(S/Zocg(S)) = ®(Zoc(R/Lg))
= ®(Lg1/Lg) =rg(F(R/Zoc(R))).

Como F' es una equivalencia, se tiene que
F(R/Zoc(R)) & F(R)/F(Zoc(R)).

Por lo tanto - _
Zocgi1(Ss)/Zocs(Ss) = rg(F(R)/F(Zoc(R))).
Ahora, nétese que
rg(F(R/F(Zoc(R)))) = {s + Zocg(Ss) : F(R)(s + Zocs(Ss)) C Zoc(F(R))}
= {s+ Zocg: F(R)s C Zoc(F(R))} = (Zoc(FR) : F(R))/Zocs(Ss).
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De estas igualdades y el hecho de que F' es una equivalencia, se concluye que

Zocsi1(Ss) = (Zoe(F(R)) : F(R))
— rs(F(R)/Zoc(F(R))) = rs(F(R/Zoc(R)))
— rs(F(R/Zocs(Rp))).

Gracias a estas igualdades se puede concluir que
Zocg1(Ss) = rs(F(R)) = ®(Lgt1).

Por lo tanto el inciso (1) se cumple.

(2). Del inciso (1), se sigue que R/Ly y S/Zocs(Ss) son anillos equivalentes
en el sentido de Morita para cada o < £ 4+ 1. Por lo tanto R/L, es no singular si
y s6lo si S/Zocy(Ss) es no singular ya que ® es un isomorfismo entre las reticulas
de submédulos de R/Ly v S/Zoca(S). m
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