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PRESENTACION.

En los ultimos afos, la economia ha observado una creciente
aproximacion hacia la multidisciplinariedad. La integracion
de desarrollos metodologicos provenientes de otras
disciplinas -como la ldégica formal, el Analisis Numérico, la
Estadistica, la Teoria de Juegos, etc.- a las discusiones
economicas, es actualmente una practica comun.

Este es el contexto que enmarca a la presente investigacion.
Para llevarla a cabo, hemos combinado elementos de la teoria
de decisiones bajo 1incertidumbre, estadistica Bayesiana,
analisis de regresion y teoria financiera, entre otros!. Es
precisamente en tal combinacion, asi como su aplicacion al
mercado local de capitales, donde reside la originalidad de
este trabajo.

Especificamente, nuestro objetivo ha sido analizar desde la
perspectiva Bayesiana la estabilidad paramétrica del modelo
CAPM? en el mercado de capitales mexicano. Como hipotesis de
trabajo, planteamos que el desarrollo y aplicacion de modelos
tanto normativos como prospectivos restringen su alcance en

la medida en la que no iIntegran componentes que consideren el

! Las formulaciones tedricas sobre estos temas se deben a los diversos

autores que aparecen en las citas respectivas y exceden por mucho las
aplicaciones que aqui presentamos.
?Capital Asset Pricing Model, capitulos V, VI, VII, y VIII.



Presentacién

analisis bayesiano de estabilidad paramétrica y el cambio

estructural.

Con tales propoésitos, primeramente se discuten en el Capitulo
I los elementos centrales del Analisis de Decisiones en
Condiciones de Incertidumbre. La relacion entre las
consecuencias de una decision dado un acontecimiento, y la
probabilidad relativa a esas consecuencias, se establece ahit
a través del criterio del valor monetario esperado. Asimismo,
en ese capitulo se tratan cuestiones tales como la
integracion de factores de ponderacion derivados de juicios
personales, la manera de establecer una métrica acerca de los
juicios probabilisticos (y su relacion con el valor monetario
esperado), la pérdida de oportunidad condicional y el valor
esperado de la informacion perfecta. En el marco de los
conceptos anteriores, se aborda el problema relativo a la
actitud con respecto al riesgo y su repercusion en el
caracter condicional del proceso de toma de decisiones
financieras. De esta manera, el capitulo 1 prepara |los
antecedentes para el analisis de decisiones desde una
perspectiva Bayesiana.

Este tema se desarrolla en el capitulo 1l. En primer término,
se discute ahi el propésito que tiene el proceso de
construccion de las curvas caracteristicas de error y curvas
de potencia para la seleccidon de pruebas de hipotesis. Con

ello se establece el fundamento para la representacion de los
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riesgos de la prueba en términos de su dependencia funcional
hacia el parametro que se investiga (haciendo uso de
funciones de costo).

La incorporacion de factores subjetivos para elegir la mejor
prueba se conduce a través de la integracion de funciones de
distribucidén a priori y de la redefinicion de los parametros
de 1la prueba como las variables aleatorias basicas del
problema, poniendo especial énfasis en la ventaja algebraica
de utilizar funciones de distribucidén a priori conjugadas.
Dado que el sentido de este capitulo consiste en fundamentar
una alternativa de analisis CAPM -de distinto alcance que la
tradicional basada en el enfoque frecuentista clasico- en el
capitulo Il se lleva a cabo una revision del uso del teorema
de Bayes en procesos 1iInferenciales, asi como de |las
propiedades de los principales estadisticos muestrales.

ElI capitulo 111 esta dedicado a la aplicaciéon de los métodos
Bayesianos al analisis de modelos de regresion. La
presentacion de las ideas Bayesianas se conduce a travées de
una sintesis de los resultados mas utilizados en esta teoria,
como son la descomposicion del nucleo de los estimadores de
maxima verosimilitud y el uso de funciones de pérdida de
oportunidad para la estimacion puntual. Asimismo, se incluye
en este capitulo una breve revision de los principales
trabajos orientados a la construccidon de modelos de regresion
que consideran la presencia de cambio estructural en los

parametros. Cabe sefialar que la exposicion del material que
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comprende este capitulo supone 1la lectura de los dos
capitulos precedentes.

El contenido del capitulo IV titulado Modelos de media-
varianza en la teoria financiera, es de corte descriptivo.
La discusion se centra en cuestiones tales como el papel del
proceso de diversificacion de activos en la reduccion del
riesgo asociado a un portafolio de inversion, la existencia y
los criterios para determinar Qla composicion de un
portafolios de frontera eficiente, el efecto de |la
incertidumbre sobre el manejo de los activos de capital, asi
como su relacion con conceptos como la utilidad prevista y el
rendimiento esperado, entre otros.

Lo anterior sienta las bases para la teoria que comprende el
capitulo V, que trata sobre el modelo de Markowitz. Si bien
este capitulo retoma elementos importantes del capitulo 1V,
los desarrollos que se presentan en él parten de un enfoque
mucho mas normativo. Asi, los principios que sustentan al
modelo de Markowitz son expresados en este capitulo de manera
analitica y sintetizados mediante un conjunto de ecuaciones y
desigualdades®.

Estrechamente relacionado «con el conocido modelo de
Markowitz, se encuentra el Modelo de Precios de Activos de
Capital (Capital Assets Pricing Model, CAPM). Mientras que en
el primero se establece analiticamente una relacion de

dependencia entre el riesgo y el rendimiento esperado, el

* Parte de ese conjunto de ecuaciones y desigualdades es utilizado méas

adelante para llevar a cabo los céalculos que se discuten en el capitulo
de aplicaciones.
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CAPM postula una relacidon entre la compensacion al riesgo de
un portafolio con la correspondiente compensacion que ofrece
el mercado en su conjunto. Con el CAPM como columna de
articulacion, en el capitulo VI se discuten aspectos como la
descomposicion del riesgo en sus partes sistematica vy
especifica, la funcion de los titulos libres de riesgo en el
mercado de capitales, la estimacion de los parametros del
modelo y la interpretacion de los resultados que éste arroja.
La posible existencia de distintos regimenes en el periodo
muestral del CAPM se analiza en el capitulo VII. Asimismo,
dicho analisis se combina con la teoria Bayesiana aplicada a
procesos inferenciales sobre 1los parametros del modelo
lineal.

Finalmente, se ha iIncorporado como un complemento importante
a la presente iInvestigacion un capitulo de aplicaciones. En
eél, se busca establecer evidencia empirica sobre la validez
del CAPM con cambio estructural, basandose la construccion en
series muestrales de emisoras que participan en el indice de

precios y cotizaciones del mercado nacional de capitales.



Andlisis de decisiones bajo condiciones de incertidumbre

CAPITULO 1

ANALISIS DE DECISIONES BAJO CONDICIONES
DE INCERTIDUMBRE

Todas las decisiones econdémicas se refieren en algun sentido
al futuro, dada la situacidén presente. En consecuencia, el
estudio de la toma de decisiones en economia involucra el
comportamiento de los individuos o las sociedades ante algo
que desconocen.

Una forma de tratar el problema de la incertidumbre en la
toma de decisiones consiste en realizar el analisis sobre la
base de varias estimaciones alternativas de los
acontecimientos desconocidos. EI que toma decisiones, al no
conocer qué acontecimientos ocurriran en realidad, debe
comparar de alguna manera un acto con otro para establecer
una decision.

En éste y en el capitulo siguiente examinaremos los dos
principales problemas que ocasiona la presencia de
incertidumbre en los problemas de decision:

a) ¢De qué manera se puede establecer un criterio razonable
para elegir entre distintos actos cuando sus consecuencias no
pueden ser pronosticadas con certeza?

b) Cuando Hla selecciéon no tiene que ser inmediata, ¢que
informacién adicional debe obtenerse para mejorar las
predicciones de las consecuencias de los actos?

Este capitulo tratara el tema de la seleccidén de criterios.

En el siguiente se tratara la segunda cuestidén, que es mas
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bien concerniente con la aplicacion de estadistica

inferencial y analisis numérico.

1. Andlisis Condicional . Supéngase que se tiene que decidir
cuantas unidades adquirir de un bien determinado para
posteriormente comercializarlo. Debido a los costos asociados
con el almacenaje, el bien no puede ser guardado por un
tiempo demasiado largo. Por otra parte, como la venta del

bien representa un ingreso lg, por cada unidad demandada que

se deje de satisfacer (como consecuencia de haber calculado
menor demanda), se tendra una pérdida bruta de Ig.

Si se conociera exactamente la cantidad que sera demandada en
un periodo particular, resulta claro que adquiririan las
unidades suficientes para satisfacer esa demanda, ni mas ni
menos. Sin embargo, en una situacidn concreta no se conoce
cual sera la demanda real, y a pesar de ello se debe decidir
sobre un determinado stock.

Supondremos por el momento que los agentes econdmicos
encuentran restricciones que limitan su stock a k unidades,
de manera que en ningun caso adquirirdan mas que este numero
de unidades. Por lo tanto sus posibles decisiones son los
stocks de 0, 1, 2,...,k unidades.

Ahora bien, una forma en la que los agentes podrian proceder
consiste en analizar su problema bajo varias suposiciones
alternativas con respecto a 0la magnitud de 1la demanda.

Podriamos lIlamar a tal enfoque condicional , por su caracter

de "si, entonces"; es decir, este analisis no trata de
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predecir UuUnicamente cual serd el resultado de un acto
particular, sino establecer cual sera, pero condicionando a
que ocurra cierto acontecimiento.

Como caso particular podemos tomar el acontecimiento ‘‘demanda
de L wunidades™, O < L < k, y determinar cual sera el
beneficio bruto del agente para cada acto o nivel de stock
posible. Primero debemos notar que el costo total para el
agente sera de cierta cantidad (que denotaremos c,) por
unidad, multiplicada por el numero de unidades solicitadas.
Su iIngreso sera de I L, suponiendo que el stock sea de por lo
menos L unidades. Podemos sintetizar esta situacion de la
siguiente manera:

Sea a el vector columna (0, 1, 2,..., (L-1), L, L,...,L)t de
dimensiones k x 1, cuyas componentes indican el nivel de
actividad en la venta. Por otra parte, definamos el vector b
con componentes iguales al nivel de compra, es decir, b = (0,

1,..., (k-1), k)t(l_l)- Entonces, el 1ingreso bruto (I1.B.)

esta determinado por:

e
-

L 00 0.0 0 0
o f, 0 0.0 0 1
00 I, 0.0 0
000 f,.00 .
o0 0 0.4 0 L
\ 0 f':'.l kLJ
o bien,
1.B. = IJa ...... (1.2),
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en donde | es la matriz 1identidad de dimensiones k x k.

Asimismo, el costo puede calcularse como cg(O0, 1, 2,..., k-1,

k), o bien,

B.B. = Igla-cgb -..... (1.4).

Una hipotesis adicional consistira ahora en ignorar cualquier
otro costo e ingreso distintos a los mencionados
anteriormente.

De la relacion (1.3), es posible determinar el beneficio
bruto condicional a cada nivel de stock posible k, para los
distintos niveles de demanda I, con 0 < L < k.

Ahora bien, tomando los vectores de beneficio bruto (B.B.),
ingreso bruto (1.B.) y costo (c,b), como renglones, se puede

conformar una matri z de resul tados condi ci onal es.

Ademads de la determinacion de las entradas de esta matriz,
hay dos importantes cuestiones involucradas en la
conformacion de la misma:

a) los actos que deben ser incluidos;

b) los acontecimientos se le deben asociar.

10



Andlisis de decisiones bajo condiciones de incertidumbre

2. Seguramente para algunos problemas sera relativamente
sencillo enumerar todas las alternativas posibles en un
problema de decision. En otros problemas, sin embargo, no
sera tan facil reconocer cuales son estas alternativas. No
hay regla general alguna para determinar qué alternativas
deben ser consideradas en un problema particular. Esta
determinacion debe ser una cuestion de imaginacion y juicio
en cada caso. Lo mejor que cualquier analisis puede hacer es

identificar el mejor acto entre | os exam nados.

Normas algo mas concretas pueden considerarse sobre los
acontecimientos a incluir en una matriz de resultados. En
primer lugar, surge claramente que la eleccion de
acontecimientos debe hacer posible establecer, en forma
concreta y clara, el resultado condicional de cualquier acto
dado cualquier acontecimento. Por ejemplo, no serviria
considerar una 'denanda por 3 0 4 unidades™ como
acontecimiento, ya que no seria posible establecer
univocamente el beneficio bruto para stocks de "4 o6 5
uni dades" . Sin  embargo, si  podriamos agregar el
acontecimiento "denmanda por k 6 mas uni dades", puesto que la
limitacion del stock asegura que el resultado de cada acto
posible sera el mismo para todas las demandas iguales o
mayores a k unidades.

Un segundo requisito para una relacion de acontecimientos
complementa al primero: debe ser lé6gicamente iImposible que

dos 0 mas acontecimientos de la lista ocurran

11
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simultaneamente. Es decir, no serviria incluir "demanda por 5
uni dades™ y "demanda por 5 6 nas uni dades™ en una relacidn de
acontecimientos, puesto que si la demanda es por 5 unidades,
esta ocurrencia no puede ser asignada claramente a uno u otro
de los acontecimientos. La razdén para este segundo requisito
es evitar la posibilidad de la doble consideracion de algunos
de los resultados, en virtud de haber sido incluidos
repetidamente. Otra forma de establecer que dos
acontecimientos no pueden ocurrir simultdneamente es decir
que deben ser nutuanente excluyentes.

ElI tercer requisito para una relacion de acontecimientos es
que debe ser completa, es decir, que alguno de |los
acontecimientos de la relacion debe ocurrir. Esta hipodtesis
se incluye para asegurar que son tomadas en cuenta todas las
consecuencias de un acto que puede ocurrir. En el caso que
estamos exponiendo, si cambiamos demanda por k ¢ nas uni dades
por demanda por k uni dades la relacion no sera colectivamente
exhaustiva, puesto que la matriz de resultados no mostraria
las consecuencias de una demanda por k+1 6 nmas uni dades.
Cuando el numero de actos y el numero de acontecimientos son
relativamente pequefos, la matriz de resultados es un medio
excepcionalmente conveniente para organizar los datos
econoémicos relacionados con el problema de decision bajo
incertidumbre.

Sin embargo, en un problema de naturaleza continua, o0 cuando
el conjunto de acontecimientos es de orden superior, no

resultard practica la construccion de la matriz. La

12
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estrategia entonces debe consistir en tratar de sintetizar
los datos econdmicos en forma de ecuaciones algebraicas. En
el caso que estamos exponiendo, por ejemplo, podriamos usar

las siguientes ecuaciones:

| B-CS si D<S
B. B.

v
(0]

(1,-C)S si. D

donde D representa la cantidad demandada (acontecimiento) y S
representa la cantidad en stock (acto). Estas ecuaciones
expresan exactamente la misma iInformacién que la matriz de
resultados, puesto que nos permiten encontrar el beneficio
bruto para cualquier combinacién de acontecimientos.

Al expresar la informaciéon algebraicamente, las relaciones
resultan mucho mas compactas y ademas permiten determinar el
beneficio bruto para mas combinaciones de acto-acontecimento
de las que seria posible a través de una matriz de
resultados.

Pero a pesar de las ventajas practicas de la forma
algebraica, la matriz de resultados es aun importante como
una herramienta conceptual. Frecuentemente es uOtil, al
comenzar el analisis de un problema de decisiéon bajo
incertidumbre, imaginar céomo seria la matriz de resultados,
aunque no sea practico enumerar todos [los actos vy

acontecimientos.

13
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3. Aunque la determinacién de resultados es una forma
conveniente para organizar los datos economicos relacionados
con un problema de decision bajo incertidumbre, tiene Ila
limitante de que so6lo presenta informacion condicional. Para
completar el analisis, debemos establecer entonces una forma
de elegir incondicionalmente un nejor acto.

Una posibilidad de hacer esto es concentrar la atencion sobre
el acontecimiento mas probable. Si, por ejemplo, el agente
estima mas probable que la demanda sea de L unidades que de
cualquier otro ndmero, podria atender solamente la fila
demanda por L wunidades de la matriz de resultados. En la
practica concentrarse sobre el acontecimiento mas probable es
una forma muy comin de decidir cuando se trata de problemas
bajo incertidumbre.

Otra posibilidad es adoptar el enfoque conservador, que
consiste en observar lo peor que puede ocurrir para cada acto
posible, y después elegir el acto para el cual el resultado
es el menos malo. Por ejemplo, en el problema que hemos
discutido, el acontecimiento mas desfavorable para cualquier
acto seria demanda de 0 unidades. Dado que este
acontecimiento siempre resultara en una pérdida efectiva
mientras el agente adquiera por 1o menos una unidad, la
solucidn conservadora seria no ordenar unidad alguna.

Ahora bien, hay que sefialar que un Inconveniente asociado con
este ultimo enfoque es que se concentra en una consecuencia
para cada acto, con exclusion de todas las otras. Sin

embargo, una solucidon bien razonada de un problema de

14
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decision bajo 1incertidumbre debiera considerar todas las
consecuencias que pudiera tener cada acto.

Al mismo tiempo, seria razonable establecer que no todas las
consecuencias van a ser tratadas como igualmente importantes.
Por ejemplo, si el agente considera el acontecimiento denanda
por k 6 mas unidades como bastante i1mprobable, asi como
considera demanda por L wunidades como el mas probable,
entonces querra dar mayor ponderacion a las consecuencias del
primer acontecimiento que a las del segundo.

Vamos a dejar por ahora el problema de como se puede asighar
probabilidades a los acontecimientos y suponer que el agente
ha asignado a las demandas potenciales ciertas probabilidades
de acuerdo con una distribucion particular.

Ya hemos indicado que un buen criterio para evaluar los actos
con consecuencias inciertas debe reflejar:

1) Todas las consecuencias posibles de un acto;

11) 1i1) La probabilidad relativa de esas consecuencias.

Un criterio que cumple las anteriores condiciones es el del
val or nonetario esperado. El valor monetario esperado de un
acto es un promedio ponderado de las consecuencias monetarias
condicionales de ese acto, usando las probabilidades
asignadas a los acontecimientos como ponderaciones.

Tomando las ganancias brutas condicionales de la matriz de
resultados y las probabilidades que quedan determinadas por
la regla de distribucidn, podemos calcular el valor monetario

esperado del stock de L uni dades.

15
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4. Aun cuando el criterio del valor monetario esperado
considera todas las consecuencias de un acto dado y las
pondera de acuerdo con sus probabilidades, hay que senalar
que algunas situaciones en las cuales puede no ser de
aplicacion. Supongamos, por ejemplo, que se debe elegir
entre dos actos. ElI acto 1, con absoluta seguridad, no
resultard ni en una ganancia ni en una pérdida. EI acto 2,
por el contrario, conducira ya sea a una ganancia de P, o a
una pérdida de -rP (r,P > 1) ambas alternativas con una
probabilidad de un medio.

Muy posiblemente un agente decidira elegir el Acto 1, aun
cuando el Acto 2 tiene un valor monetario esperado mayor. NoO
hay nada inherentemente irracional en tal seleccidén, dado que
hay una diferencia iImportante entre los riesgos de los dos
actos; diferencia que no es reflejada en sus valores
monetarios esperados. (Puede ser deseable renunciar a una
ganancia P, de valor para protegerse de una posible
pérdida de -rP).

Supongamos por otra parte, que se debe establecer una
eleccion entre el Acto 1 y el Acto 3, siendo el Acto 1 igual
al anterior, mientras el Acto 3 conduce alternativamente a
una ganancia 1/rP o a una pérdida de -1/rP, cada alternativa
con una probabilidad de un medio. En este caso bien podria
decidirse actuar de acuerdo con el criterio del valor

monetario esperado y elegir el Acto 3, dado que la diferencia

16



Andlisis de decisiones bajo condiciones de incertidumbre

en riesgo entre los dos actos es pequefla en términos
absolutos.

Entonces, la aplicabilidad del criterio del valor monetario
esperado a un problema particular de decision dependera de
los riesgos de los actos considerados. Ninguna regla
infFlexible y segura trataremos aqui de establecer, puesto que
el problema depende fundamentalmente de las circunstancias de
la unidad econdmica que va a tomar la decision. (Una empresa
con grandes recursos financieros, por ejemplo, sera capaz de
asumir mas riesgos que una que tiene problemas para pagar sus
cuentas; en consecuencia, esta ultima puede desear usar el
valor monetario esperado en un mayor numero de casos).

Mas adelante discutiremos un criterio que tiene en cuenta las
diferencias de riesgos entre los actos: la utilidad
esperada’.

5. Aun cuando al tomar una decisidon se carece en muchas
ocasiones de wuna base cuantitativa solida en forma de
frecuencias relativas para asignar probabilidades a los
acontecimientos, aqui afirmamos que la experiencia

cualitativa permite hacer  juicios tales como el
acontecimento A es nas probable que el acontecimento B".

Si juicios como éste pudieran ser aceptados realmente como
probabilidades, esas probabilidades podrian ser usadas para

calcular valores monetarios esperados. Reducir [os juicios

1 - = 2 Ep— - - 2 = 2 - - = -
En la discusié6n de la utilidad esperada se indicara también una prueba para identificar si
el valor monetario esperado es apropiado en un problema de decisidén particular.

17
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acerca de la probabilidad de |os acontecimentos a térm nos
cuantitativos es un probl ema de nedici 6n.

Para poder nedir Hlos juicios probabilisticos, se requiere
alguna clase de nedida estandar con la cual comparar Ilos
acontecimientos. Esperariamos que la medida fuera tal que los
valores monetarios esperados pudieran ser derivados de ella.
Conmo nedi da estandar puede usarse una urna hipotética o un
generador de nuaneros aleatorios basado en la distribucidn
uni f or me.

Cabe cuestionar cual es la utilidad de la urna estandar
hipotética si de cualquier manera las probabilidades van a
ser derivadas por jJuicios personales. ¢(No seria preferible
escribir las probabilidades directamente sin pasar por la
referencia de la urna o del generador de aleatorios? La
respuesta a esta cuestion es afirmativa. Sin embargo, es
indudable que la habilidad para estimar se adquiere a traveés
de la experiencia con mediciones reales. De la misma manera,
el uso de [la wurna estandar como marco de referencia
hipotético, es util para desarrollar la intuicidén con

respecto a la estimacion de probabilidades.

6. EIl valor de la informacion. Una de las ventajas del
criterio del valor monetario esperado es que provee una
manera para determinar el valor de la informaciéon adicional.
Esta determinacion es especialmente atil cuando la

informaciéon adicional es adquirida a un costo: convendra

18
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adquirir la informacion si y so6lo si su valor excede a su
costo.

Una de las formas de definir el Valor Esperado de la
I nformaci 6n Perfecta (VEIP) es como sigue: la diferencia
entre el beneficio (o costo) esperado del acto Optinp bajo
incertidunbre y el beneficio (o costo) esperado del acto
optinmo bajo conpleta certidunbre.

En otros términos, el VEIP es el monto para el cual el
beneficio esperado puede ser incrementado (o el costo
esperado disminuido) por la disponibilidad de una prediccidn
perfecta. Mas adelante mostraremos como puede evaluarse la

informaciéon menos que perfecta contenida en una muestra.

7. El punto de referencia para medir el VEIP es el beneficio
que se obtendria si una prediccion perfecta estuviera
disponible, y se actuara consecuentemente. Este punto de
referencia es [Ilamado Beneficio Esperado con |Informacidn
Per f ect a.

Para ilustrar este concepto volvamos al problema del nivel de
stock de un bien comercializable. Supongamos que los agentes
econoémicos pudieran disponer de una prediccion de su demanda
antes de hacer la adquisicion del periodo. ¢Cual seria su
beneficio?

Una respuesta uUnica y definitiva no puede darse a esta
pregunta puesto que, bajo iIncertidumbre, no conocemos cual
sera la demanda real. Sin embargo, podemos dar respuestas

condicionales. Es decir, podemos decir cual sera el beneficio
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para cada prondéstico dado.

Por ejemplo, si el pronostico es que la demanda sera de L
unidades, el mejor acto serd adquirir un stock de L unidades,
lo que le dara un beneficio igual al max{bj} (véase identidad
1.1) . Denominamos a esta ganancia beneficio condicional con
i nformaci 6n perfecta para una demanda de L uni dades. (En
otros problemas, por supuesto, podriamos tener pérdidas
condicionales con informacion perfecta).

De manera similar se puede obtener el beneficio condicional
con informacion perfecta para todas las otras posibles
predicciones de la demanda.

Ahora bien, para obtener el Dbeneficio esperado con
informaciéon perfecta, debemos multiplicar el beneficio
condicional bajo certidumbre por las probabilidades

apropiadas y efectuar la suma.

8. Hasta aqui, para calcular el VEIP en un problema de
decision hemos visto la necesidad de determinar primero el
acto optimo bajo incertidumbre. Ahora discutiremos otra forma
de analisis en 1la cual el acto Ooptimo y el VEIP son
determinados simultaneamente.

Para calcular el VEIP, usaremos el beneficio esperado con
informacién perfecta como un punto de referencia con el cual
comparar el beneficio del acto optimo bajo incertidumbre.
Podriamos también comparar otros actos con la accioéon

realizada con iInformacién perfecta. Pero primero debemos
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definir: la Pérdida de Oportunidad Condicional de un acto
dado un acontecimiento como |la diferencia entre el beneficio
condi ci onal del acto vy el beneficio condicional con
i nfor maci 6n perfecta.

La pérdida de Oportunidad Condicional se toma siempre como
positiva o cero. Esto es, se calcula alternativamente como:
(1) Beneficio condicional menos beneficio condicional con
informacion perfecta del acto; o (2) Costo condicional menos

costo condicional con informacion perfecta del acto.

Para dar sentido al término pérdida de oportunidad
condicional, consideremos las pérdidas correspondientes a un
nivel de stock de L unidades. Si este acto es elegido y la
demanda real resulta ser de L unidades, se alcanzara el
maximo beneficio posible dada esa demanda. Si por el
contrario la demanda real es de L+1 unidades, entonces
manteniendo un stock de sélo L unidades el agente ha perdido
la venta de una unidad, 1o que constituye la pérdida de
oportunidad.

Finalmente, si la demanda es por sOlo L-1 unidades, el agente
habria mantenido una unidad de mas en stock. Por lo tanto,
pierde la oportunidad de ahorrar el costo de esa unidad, cqQ.
Asi pues, para determinar el acto optimo debemos encontrar la
Pérdi da de Oportuni dades Esperada (POE) de cada uno de los
actos, es decir, el promedio ponderado de las pérdidas de

oportunidad condicionales usando las probabilidades como
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ponderaciones. ElI mejor acto sera aquel que tenga la mas
baja pérdida de oportunidad esperada.

Varios hechos pueden ser observados con respecto a la pérdida
de oportunidad esperada:

Proposicion 1.1: El acto optimo es el que puede obtener la
pérdida de oportunidad mas proxima a cero sobre la base de la
informacion disponible.

Proposicion 1.2: La POE de todos los otros actos es mayor que
la POE del acto optimo.

Proposicion 1.3: La diferencia en la POE entre dos actos
cualesquiera es igual a la diferencia entre sus beneficios

esperados.

Entonces, el uso de la pérdida de oportunidad esperada como
criterio, permite simultaneamente encontrar el acto optimo y

encontrar el VEIP.

9. Hemos senalado la existencia de circunstancias en las
cuales quien debe tomar una decision podria pensar que el uso
del criterio del valor monetario esperado no es apropiado.
Estas circunstancias ocurren cuando un acto tiene un valor
monetario esperado mayor que otro, pero también tiene un
riesgo sustancialmente mayor.

En tal caso, quien toma la decision bien podria resolver que
el valor esperado adicional del primer acto no es suficiente

para compensarle el riesgo adicional.
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Pero aunque la actitud hacia el riesgo es una cuestion de
preferencia individual, esto no implica que no pueda ser
tratada cuantitativamente. Ya hemos apuntado cémo un Tfactor
subjetivo -la probabilidad relativa de los acontecimientos-
puede ser expresado numéricamente. Quizas vresulte mas
interesante considerar que un mecanismo muy similar puede
utilizarse para poner la actitud con respecto al riesgo en
una base cuantitativa.

Consideremos para este efecto, el uso de un generador de
aleatorios para asignar valores condicionales a los actos
dados los acontecimientos, en forma tal que los promedios
ponderados de esos valores sean guias validas para la accion.
Los valores condicionales que obtendremos seran I1lamados
utilidades, y el criterio que resulta es llamado por algunos

autores criterio de la utilidad esperada.

10. El problema de decisién que hemos citado anteriormente
involucra tres valores monetarios condicionales: P, cero y -
kP. Trataremos ahora sobre la construccion de un estandar que
pueda usarse para asignar a esos valores monetarios los
correspondientes valores de utilidad, ademas de incorporar de
alguna manera la actitud con respecto al riesgo.

Imaginemos que si el agente realiza un ensayo cuyo resultado
es E1, recibira una cantidad P. Si en cambio el resultado del
ensayo es el evento E2, tendra una pérdida 1igual a Ila

cantidad —kP (siendo k>1) .
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Antes de poder usar este estandar para medir las utilidades,
tendra que calibrarse; es decir, establecer un acuerdo con
respecto a la unidad de medida. Para este proposito -y de
manera un tanto arbitraria- postularemos que el valor de
utilidad de P es de 1.00 y el valor de utilidad de -kP es de
0.00.

Esta ™"arbitrariedad”™ no disminuira la validez del estandar.
(La situacion es similar a los procesos de calibracion de
escalas en las Ciencias Naturales).

Si los eventos E, y E, se consideran equiprobables, tendremos
que necesariamente la probabilidad de cada uno de ellos es
igual a 1/2. Esto es igual que pensar en una urna hipotética
que contiene la mitad de bolas de color blanco y la otra
mitad de color negro. Dados nuestros dos puntos de
referencia, la utilidad esperada es simplemente
(1/72)(1.00)+(1/2)(0.00)=0.5 (-

Asi pues, si tomamos como referencia para la calibracion del
estandar los posibles cambios de composicion de la urna
hipotética, podemos producir utilidades numéricas que vayan
desde 0 hasta 1.

Supongase ahora que el agente se muestra completamente
indiferente entre: (a) $0.00 con certeza; (b) Sacar una bola
blanca de una urna con 54 bolas blancas y 46 negras.

La utilidad de la urna en el caso (b) es de 0.54. Puesto que
a juicio del agente (a) es equivalente a (b), debe asignarle

al evento (b) un valor de utilidad de 0.54.
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Puede emplearse un procedimiento similar para encontrar la
utilidad de cualquier otro valor monetario que se encuentre
en el intervalo (-kP, P). Aqui es importante enfatizar que
una vez que los valores de utilidad han sido arbitrariamente
asignados a los dos extremos de referencia, todos los demas
valores estan completamente determinados por la actitud que

se tenga con respecto al riesgo.

11. Debe notarse que la medicion de la utilidad considera
como dada la preferencia de quien toma la decision entre: (a)
Una cantidad segura, y (b) la oportunidad de obtener un
aleatorio determinado con base en la distribuciéon uniforme (o
bien, una urna hipotética).

Mientras es posible obtener un numero de utilidad que refleja
cual es esta preferencia, no es posible obtener un nudmero que
refleje cual deberia ser esta preferencia. Cual deberia ser,
es una cuestion que depende iIntegramente de la actitud
personal hacia el riesgo de quien toma las decisiones.

¢Qué valor tiene el criterio de la utilidad esperada si no
puede decir a quien toma las decisiones como debe actuar en
una eleccion tan simple? La respuesta es que, cuantificando
Sus juicios en situaciones donde es relativamente facil medir
la cantidad de riesgo involucrado, el criterio de la utilidad
esperada permite al tomador de decisiones determinar como
debe actuar en situaciones mas complicadas si desea actuar

consistentemente con sus juicios.
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12. El uso del generador de aleatorios (0o de [la urna
hipotética) para encontrar 1la utilidad de todo valor
monetario posible en un problema de decision en el que el
riesgo juega un Tfactor importante, seria tan costoso como
poco practico. Sin embargo, es posible evitar esta dificultad
en una forma simple para la mayoria de los casos. Quien toma
decisiones puede determinar la utilidad de unos pocos valores
monetarios, representar esos valores particulares en un plano

cartesiano y luego ajustar una curva suave a esoS puntos.

Figura 1

U L
w y
U L
m/ V
La curva puede ser usada para encontrar por interpolacioén

utilidades para valores monetarios adicionales.
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Este procedimiento esta indicado en la figura 1. Los puntos
en esta figura, representan las utilidades.

Una curva de utilidad de pendiente decreciente es tipica de
un agente que tiene aversion hacia el riesgo; esta dispuesto
a ceder valor monetario esperado para reducir su riesgo. EI
efecto de otras actitudes posibles hacia el riesgo sobre la
forma de la curva de utilidad, esta ilustrado en las figuras
adyacentes; el ejemplo (d) corresponde al caso comun de un
agente cuya actitud hacia el riesgo varia con el monto en
juego.

Una curva de utilidad recta (caso c) refleja la actitud de un
agente que es neutral en cuanto al riesgo. Tal agente estaria
dispuesto a ser guiado por el valor monetario esperado.
Cualquier curva suave puede ser aproximada por una linea
recta si tomamos un segmento de ella suficientemente pequefio.
Esta es la razon por la cual, si el monto en juego en un
problema de decision particular es suficientemente pequeiio,
el valor monetario esperado puede ser usado aun por alguien

que en general no es neutral acerca del riesgo.
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Si bien es cierto que el proceso de toma de decisiones ha
sido siempre inherente al ser humano, la o6ptima organizacion
en términos racionales de los elementos que conforman dicho
proceso, no siempre ha acompafnado la manera de proceder de
los individuos ni sus acciones ante la necesidad de afrontar
un futuro incierto’®.

Para terminar con la revision de este tema, destacaremos el
hecho de que formalmente, las fases de identificacion vy
analisis de un problema de decisidon, ponderacion de
criterios, generacion de alternativas de solucién en términos
probabilisticos, seleccidon y finalmente, toma de decisiones,
se han 1do 1incorporando a los modelos normativos sobre
fendmenos economicos y financieros so6lo a partir de mediados
del siglo pasado.

Es precisamente por esa época, que J. Hirshleifer (1958)
publica un articulo fundacional titulado On the Theory of
Optimal I nvestnent Decision, en The Journal of Political
Economy, en el cual introduce formalmente elementos
analiticos para la toma de decisiones financieras en
condiciones de incertidumbre.

No obstante, es hacia finales del siglo XX que surge el auge
que hasta la fecha sigue teniendo la construccion de modelos
analiticos sobre el proceso de toma de decisiones, visto éste
como factor central de [la investigacion economica Yy

financiera.

* “Toda mal a decision que tono, va seguida de otra nala
deci si 6n” afirmaba Harry Truman hacia el afio 1945, cuando el
mundo vivia el dramatico final de la segunda guerra mundial.
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En particular, en el ano 1995 1. Gilboa y D. Schmeidler
desencadenan una serie de investigaciones basadas en estudios
de caso y series de variables econdmicas (Case-Based Deci sion
Theory, The Quaterly Journal of Econom cs, 1995).

En ese mismo afo, el Journal of Mathematical Economics
publica el articulo On the value of information in nmulti-
agent decision theory, en donde los autores B. Bassan y M.
Scarsini ponen en relieve el papel de la calidad de Ila
informaciéon que alimenta el proceso de toma de decisiones.
Asimismo, en el ambito de la investigacion de operaciones, J.
E. Smith construye en 1995 un interesante modelo de
aplicaciones al analisis de decisiones en condiciones de
incertidumbre.

Por su parte, J. Peterson (1995, Journal of European Public
Policy), orienta su investigacion hacia una reformulacion del
modelo clasico de toma de decisiones aplicado a las
estrategias de integracion de la Unidon Europea y a las
politicas publicas de ésta con relacion a los Estados Unidos

de América.
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En la misma lIinea de las anteriores investigaciones, J. Jung,
Y. C. Kimy R. M. Stulz (1995) publican el articulo Ti m ng,
I nvestnent Qpportunities, Mnegerial Discretion and the
Security Issue en el Journal of Financial Economics, donde
ponen énfasis en aspectos como la evaluacion de la
intervencion oportuna (timing model), asi como otras
variantes de modelos de toma de decisiones en el ambito de
los mercados de capital®.

El papel fundamental de la informacion de calidad, la
experiencia y la heuristica como parte 1integral de los
modelos de toma de decisiones en economia y Tfinanzas son
discutidas por Busenitz y Barney (1997) en un articulo
titulado Biases and Heuristics in Strategic Decision.

En virtud de la complejidad que confiere a los procesos de
toma de decisiones economicas el hecho de que éstas deban
Ilevarse a <cabo con antelacion a Qlos acontecimientos
econémicos y muchas veces en ausencia de cualquier
conocimiento, incluso probabilistico, acerca de los
resultados que podrian tener los mismos, Foster y Vohra
(1999), discuten en su articulo Regret in the online Decision
Problem 1los costos que debe considerar el tomador de
decisiones financieras en cada estado del proceso.

Para casos en que la ausencia de conocimiento probabilistico
sobre futuros acontecimientos econémicos, hace que el
investigador decida postular una distribucidén subjetiva de

probabilidad y sobre ella basar sus decisiones, es deseable

* Pecking-order model & Agency Model
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contar con criterios de evaluacidon de las distribuciones
predictivas. Con tal proposito, Chamberlain (Econometrics and
Decision Theory, Journal of Econometrics, 2000) propone
variantes del criterio minimax asi como procedimientos
Bayesianos aplicados a modelos econémicos paramétricos®.
Posteriormente, Bewley (2002, Knightian Decision Theory,
Decisions in Economics and Finance) introduce un nuevo factor
de decision que denomina inercia de decision y que se refiere
a la determinacion y calculo del conjunto de alternativas
plausibles por el status quo de los ambitos econdémico Yy
financiero y como éste iInfluye en el proceso de toma de
decisiones.

En este mismo sentido, Fontana y Gerrard (2004) intentan ir
mas alla y en su articulo titulado A post Keynesian Theory of
Deci si on postulan los fundamentos para una generalizacion del
analisis Keynesiano de incertidumbre y su relevancia para el
desarrollo de la teoria de decisiones en condiciones de
incertidumbre asi como su contribucion en lo general a la

teoria econdmica.

" El enfoque Bayesiano en la teoria de las decisiones econémicas se
discutira con mayor detalle en el Capitulo I1.
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De forma casi simultanea, otros trabajos centraron su interés
en analizar el papel fundamental de la actitud (vgr. avidez o
aversion) hacia el riesgo financiero relacionando la teoria
de decisiones financieras con la teoria de juegos y teoria de
procesos estocasticos (Cox J.C., Sadiraj V., 2006).

Asimismo, destaca el hecho de que las conclusiones de estas
recientes 1investigaciones apuntalan el criterio del valor
monetario esperado como base fundamental de [la teoria de
decisiones y el analisis de riesgo.

Asimismo, cabe destacar finalmente que la vigencia y validez
del criterio minimax discutido en este capitulo ha superado
recientes tamices analiticos, inclusive desde la perspectiva
de las pruebas Bayesianas de hipodtesis estadisiticas

(Chamberlain, Econometrica 2007).

Hasta aqui dejaremos las referencias sobre los conceptos de
Teoria de |as Decisiones que hemos revisado en este capitulo,
no sin mencionar que los desarrollos y la publicacion de
Iinvestigaciones contindan de manera intensiva, integrando
inclusive conceptos teodricos de creciente rigor analitico
(vgr, Internacional Journal of Production Econom cs 2008,

Dimitrakos et all).
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CAPITULO 11

EL ENFOQUE BAYESIANO Y LAS TEORIAS OBJETIVAS

Durante las ultimas dos décadas, diversos econometristas han
apoyado la corriente que se califica como enfoque Bayesiano
de la estadistica de las decisiones. En esencia esta escuela
combina de manera original numerosos elementos de analisis, y
es a esa manera especial de conjugarlos que se refiere el
término Bayesiano. En rigor, la designacion es un tanto
impropia, pues si bien es cierto que en esta teoria se
utiliza con mas frecuencia que en otras el célebre teorema de
Bayes (original del reverendo Thomas Bayes, Yy publicado
péstumamente en 1763), ello no es mas que el producto de una
actitud diferente a la tradicional con respecto a lo que debe
interpretarse como probabilidad. Sin embargo, el nombre de
Bayesiano esta aceptado y servira para referirnos al enfoque
que adoptaremos en lo subsiguiente.

Las técnicas Bayesianas han alcanzado réapida difusion en su
version moderna, especialmente en algunos paises de Europa y
en los Estados Unidos. En principio, se desarrollaron como
métodos para el analisis de situaciones propias de los
negocios, pero rapidamente se han encontrado aplicaciones
variadas fuera de ese campo. A pesar de esta amplia difusion
que seflalamos, han sido relativamente pocos los trabajos en
espafiol que se han dado a conocer, especialmente en lo que
toca a aplicaciones en problemas sobre mercados financieros.

De ahi que encontremos importante iIncluir el presente
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apartado, en donde se exponen las caracteristicas principales
en forma compacta Yy buscando su vinculacién con los
resultados de esta investigacion.

Con estos propositos, presentaremos sucesivamente:

(a) Pruebas de hipotesis estadisticas, incluyendo el uso de
curvas caracteristicas de error para la seleccidén de la mejor
prueba.

(b) La manera decisionista de seleccionar la mejor prueba; y
mas propiamente en el terreno de las ideas Bayesianas,

(c) La manera subjetivista de seleccionar la mejor prueba y
(d) La manera Bayesiana de decidir estadisticamente un

problema dado.

ElI objetivo de este capitulo es llegar a los temas (c) y (d),
pero creemos que el orden para la presentacion de las ideas

facilita la comparacion de esta teoria con sus predecesoras.

1. Basaremos el primer razonamiento en una de las formas
esenciales de inferencia estadistica: el iIntervalo de
confianza.

Para establecer mejor las 1i1deas, consideremos el caso
particular de una variable aleatoria Z, con una esperanza
E(Z) y una desviacion estandar s(2).

Por consideraciones tedricas, quizas vinculadas al tamano de
las muestras, o0 por experiencia que se tiene sobre la

naturaleza de la situacion analizada, o0 quizas como una

34



El enfoque Bayesiano y las teorias objetivas

simple aproximacidén, se acepta en un principio que Z se

distribuye normalmente.

Sea kp.os5 el numero real tal que si X es una variable

aleatoria normal con esperanza nula y varianza unitaria, se

cumple que

P(X > kp.o5 ) = 0.05 (2.1)

de manera que -kp_.g5 = kg_p5- Vemos que

Z-E(Z
Fl-ip . & ——— % =105
l: 0ns .'_7(2} U.I:lj:l (2-2)
y también que
Z-E(
Pl———— 2 -k =095
( A2 0.0s) 2.3).

De estas probabilidades, se puede derivar TfTormalmente,
transponiendo términos dentro de los paréntesis, un intervalo
de confianza del 90% en el primer caso, o un limite superior
de confianza del 95% en el caso de la relacion (2.3). Por
ejemplo, si s(2Z2) fuera conocida o estimada a satisfaccion del
investigador, de tal forma que no existiera incertidumbre con

respecto a su verdadero valor, el intervalo

(2 — kg5 2], Z + g5 7(Z)) (2.4)
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es el intervalo de confianza del 90% para E(Z2) y

(—oo, 2+ Ky g5 02)) (2.5)

el limite superior de confianza del 95% para E(2Z2).

Para resaltar la naturaleza de este principio, no escribimos
el intervalo (2.4), por ejemplo, en 1la forma de una
probabilidad, pues E(Z) no es una variable aleatoria sino un
parametro.

Una forma aceptada de aclarar la naturaleza de (2.4) y (2.5)
consiste en decir que bajo una interpretacion probabilistica
de pruebas repetidas, intervalos de confianza de este tipo,
calculados para muchos valores zl, z2,...,zn del estadistico
Z, cubriran el verdadero (y generalmente desconocido) valor
de E(Z2) con el 90% y 95% de los casos respectivamente.

Esta misma linea de argumentacidon puede utilizarse para
probar hipodtesis (estadisticas) con respecto a E(Z). Asi,

dada la muestra y un valor calculado en ella, con el 90% de
confianza aceptamos la hipotesis de que E(Z2) = E,(2) si vy

solamente si E,(Z) cae dentro del intervalo

(Zg = Kops(2), 2y + Ky g5 A 2)) (2.6)

para una prueba de dos colas y simétrica en probabilidad.
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2. En el caso particular de la prueba de hipdtesis, es muy
importante advertir los efectos de un disefio descuidado de la
investigacion'.

En otras palabras, seria muy ventajoso que en la etapa de
disefio se pudieran considerar, de una manera practica, los
riesgos de cada decision en una prueba estadistica, y asi
adecuar el tamafo de la muestra y la ubicacion de los puntos
criticos, por ejemplo, a los riesgos tolerables para cada
valor del parametro.

La manera de evaluar estos riesgos en el plano probabilistico
que ha adquirido mayor aceptacion, es la de construir las
curvas caracteristicas operantes (o curvas de potencia) para
una prueba determinada. Estas curvas (o funciones) permiten
tomar en consideracion no solo el valor del parametro que
corresponde a Qla hipotesis de nula, sino un intervalo de
valores posibles del parametro y, frecuentemente, todos sus
valores posibles.

En general, la curva caracteristica operante (CCO) en una

prueba dada, es la representacion de la probabilidad de

! Supongamos que en una muestra determinada zg haya resultado igual

a 25 y el intervalo de confianza sea (16,34). Si bien en la

mayoria de los casos hay tendencia hacia la aceptacion de Ep(2)

con valores, por ejemplo, de 24, 25 6 26, una vez conocido el

resultado muestral puede haber mucha mayor dificultad para

aceptar, digamos, Epg(Z) = 33.9, a pesar que el modelo indica

claramente el juicio que se debe emitir.
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aceptar la hipotesis nula, como funcidén del parametro que se
investiga. Por su parte, la curva de potencia es la
complementariedad a la unidad, i1.e., muestra la probabilidad
de rechazar.

Para un caso como el que corresponde a (2.4), 0 sea una
prueba simétrica de dos colas en la distribucion normal, la

CCO es:

%Z—E@j ]
FEE) = A———<k_ |=PZLED +k_ o))
AZ) Q.7

Para una prueba de una sola cola como la que se deriva de

(2.5), del tipo rechacese si z > z, la CCO es

%Z—E@} ]
FB(Z) = | == Sk, | = P(Z L E(Z) +k otz
Z (2.8)

donde claramente se verifica que z = E(Z) = K . A Z) y a es

el nivel de significacion prueba (0.1 en (2.7)).

Por ejemplo, para probar la hipotesis nula de que E(Z)=E,(2)
contra la hipotesis alternativa de que E(Z) = E;(Z) donde
Eq(D)< E(@2) vy AZ) es conocido, el tipo de prueba que
corresponde a (2.5) es apropiado y las representaciones
graficas de la CCO (2.8) y de la funcidon de potencia tienen
la forma esquematica de las gréaficas 2-1 'y 2-2

respectivamente.
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GRAFIGA -1

FROBABILIOAD DE MO
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GRAFICGA 2
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REGHALAR L& PPUEBS 1

E,iZ) ELZ)

Una Tformulacion quizad mas realista es la siguiente: Por

consideraciones propias de la situacion que se esta

investigando, se ha llegado a establecer que el valor E,(2)
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del parametro que se quiere probar, es el valor de

indiferencia, de manera dque resulta apropiado que la

hipotesis nula sea E(Z) < E,(2) y la hipodtesis alternativa
que E(Z) = Ey(2).-

Para este tipo de prueba, a menudo resulta mas ilustrativo
reemplazar la CCO o la funcidon de potencia por la curva
caracteristica de error que muestra las porciones de las
otras dos curvas en las partes que corresponde a una decision
erronea de la prueba. EI esquema de la grafica 3 es tipico

de la forma de estas curvas.

GHRAFIGA 3

PRAUEARILIDAD CE
ERRAGQR EM LA PRAUERY

E L2 ELZ)

3. Por 1o menos en un plano tedrico, el investigador podria
plantear bajo la forma de la grafica 3, una gran cantidad de
las combinaciones posibles de pruebas cambiando la ubicacioén
de Z, modificando el tamafio de la muestra, o haciendo ambas

cosas a la vez. Con todo ese material a su disposicion,
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conjuntamente con el costo de cada alternativa, estaria
entonces en condiciones de decidir sobre la prueba oOptima.
Obsérvese que la variedad de curvas caracteristicas de error
que existen para un caso como el que comentamos es infinita.
Sin embargo, aun disponiendo de una experiencia limitada, se
podria llegar por eliminacidon a una cantidad manejable.

Hay que considerar ademas que si bien los costos de
realizacion de las distintas pruebas pueden estimarse
bastante adecuadamente, el poder discriminador de una prueba,
tal como aparece en la curva caracteristica de error, viene
dado en probabilidades y no en las unidades propias de la
situacion investigada.

A pesar de estas serias objeciones, es iInteresante comentar
que existen publicados iImportantes resultados que se han
conseguido al aplicar este tipo de analisis en casos

concretos.

4. Aun con estos refinamientos, es claro que existe una gran
variedad de situaciones en las que este analisis muestra
defectos. Por ejemplo, estudiando la grafica 3, vemos que la
probabilidad de error en la prueba que hemos elegido como
medida del riesgo en la decisidon, se aproxima mas al valor de
parametro que corresponde al punto de indiferencia, que a
valores mucho mas grandes o mucho mas pequefios. No obstante,
por la propia naturaleza del valor de equilibrio,
esperariamos dque los riesgos medidos en Qlas unidades

originarias del problema (costos, utilidades, etc.) se
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comportaran aproximadamente como en algunos de los esquemas

de la grafica 4.

GRAFICA 4
(&) L

EoiZ] EalZy ELZ]

L1ilinea,
COsi0E, aic

L&)

Eni Z]

En funciones tales como las representadas en la grafica los
valores dependen funcionalmente del parametro que se
investiga®, i.e., la funcion representa los riesgos de la
decision de la prueba en las unidades de medida propias del
problema.

Las funciones de costo habitualmente incluyen s6lo los
elementos afectados por la decision que se analiza. En
consecuencia, no representan necesariamente el costo total en
el sentido econdmico. Obsérvese que en los esquemas de la

grafica 4 las funciones se anulan por lo menos para Ey(2),

precisamente para hacer resaltar esa situacion.

2 Se denominan funciones de costo
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Estas funciones de costo no son fTaciles de obtener en la
practica. Sin embargo, por lo menos en muchos casos de la
investigacion economica y de Hla ingenieria, funciones de
costo pueden proponerse si se efectua un analisis detenido
del problema. En tal caso, el hecho de que se deba preparar
mas informaciéon original para aplicar las técnicas
estadisticas, redundara en un beneficio posterior, pues los

modelos podran responder mas adecuadamente muchas preguntas.

5. Si se aceptan y las ventajas del uso de la funcidén de
costo en un problema dado, el proximo paso seria emplearla
junto con la curva caracteristica de error en el disefio de la
prueba, para lograr una evaluacion mas apropiada del riesgo
asociado con cada decision. En lo sucesivo (y conforme con
la tradicion en el tema), nos referiremos a ‘‘decisiones™ y no
a "decisiones de la prueba™, con la implicacion de que al
decidir sobre la base de la estructura econdmica propia del
problema, estamos decidiendo esencialmente sobre éste y no su
version estadistica.

La manera propuesta para establecer la vinculacion entre
costos y probabilidades de error, y posiblemente la que mas
apela al buen sentido, es ponderar los valores de la funcidn
de costo por las probabilidades de la curva caracteristica de
error. La funcidn resultante, que depende también del
parametro estudiado (funcidon de costo esperado) adopta

aproximadamente la forma esquematica de la grafica 1.
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Costo Esperado

E,(2) E@)

Grafica 1

Si la funcién de costo esperado estuviera expresada en
dinero, podriamos agregarle el <costo de la informacién
muestral que corresponde a la prueba respectiva, el costo del
muestreo, con lo que tendriamos nuevas TfTunciones de forma
similar a la de la grafica 1 (éstas son las funciones de

costo total esperado).

6. Nuevamente nos enfrentamos con el problema de que existen
infinitas combinaciones de puntos criticos (z,) Yy tamafios
muestrales (n), cada una de las cuales origina una funcidn de
costo esperado o de costo total esperado.

Cuando las medidas del riesgo eran solamente probabilidades,
considerabamos que se podria usar un conocimiento adicional

sobre el problema para seleccionar la "mejor'™ prueba
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considerando curvas como las de las grafica 2 y 3.
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Como ahora las curvas de riesgo representan unidades propias
del problema y no probabilidades, podemos esperar que el
juicio informal del 1investigador sea reemplazado por un
criterio explicito para definir y seleccionar la mejor, entre
el conjunto de pruebas posibles.

Una manera de hacer esta seleccion objetivamente, consiste en
tener en cuenta el resultado mas desfavorable de cada prueba
(esto es, el maximo de la respectiva curva de costo) vy
seleccionar el que corresponda al menor de esos resultados

desfavorables®.

3 A este método de seleccidn se le conoce como criterio Minimax
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7. A pesar de que el criterio Minimax posee una serie de
propiedades muy atractivas y desde un punto de vista
intuitivo es muy razonable, un analisis detenido permite

advertir que aun presenta algunos iInconvenientes importantes.

En particular, a menudo con este tipo de criterios, resulta
imposible combinar explicitamente y como parte del modelo la
funcion de costo esperado con otra informacidon adicional que
pudiera tenerse con respecto al parametro estudiado. Esto
representa un verdadero inconveniente, pues si se consiguiera
informacion adicional de mucha credibilidad acerca de valores
particulares del parametro, obviamente seria deseable poder
utilizar este conocimiento para seleccionar la mejor prueba.

Consideraciones de esta naturaleza, Illevan a un enfoque
bastante diferente de todo el problema y este es el tema que

analizaremos en el resto de este capitulo.

8. En todo nuestro analisis hasta el punto anterior, hemos
utilizado las probabilidades bajo una interpretacion
tradicional y objetiva de pruebas repetidas, es decir, como
Iimites de frecuencias relativas. En ningun momento hemos
necesitado suponer que las probabilidades representan medidas
del grado de credibilidad que se tiene respecto de un suceso
(acorde con 1la interpretacion cotidiana que se da a la
palabra probabilidad).

Esta cuestion (tedrica, pero fundamental) debe ser analizada

para aceptar un nuevo modo de plantear un problema como el
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que fue planteado en el punto numero 7. Especificamente, la
cuestion se centra en la aceptacion de la interpretacion
subjetiva de las probabilidades.

Si estamos dispuestos a dar ese paso y reconocemos a las
probabilidades como medidas (posiblemente subjetivas) del
grado de fTactibilidad de un suceso cualquiera, repetitivo o
no, proponemos utilizar el siguiente razonamiento:

Por conocimiento que se tiene sobre [la naturaleza del
problema, se puede asignar una distribucion de probabilidades
a E@©). Es decir, el parametro que se investiga, que
revestia ese caracter bien definido en los modelos descritos
en los puntos 1-7, es considerado ahora también como una
variable aleatoria (la variable aleatoria basica del
problema). A ella se le asigna (de alguna manera), una
distribucién de probabilidad, aceptada por el investigador y
aun propuesta subjetivamente por él; para distinguir a esta
nueva distribucion de la distribucidon muestral del
estadistico que se considere en el muestreo posterior, la
Ilamamos la distribucion a priori de E(Z). Los elementos que
derivamos en los parrafos 1-7 para llegar a la curva de costo
esperado, siguen Tformando parte del modelo, con la Unica
variante que como E(Z) es ahora una variable aleatoria,
hablaremos de curvas (o funciones) caracteristicas
condicionales de error, de curvas condicionales de costo y de
curvas condicionales de costo esperado; la palabra
"condicional™ indica que los valores dependen de la variable

aleatoria basica del problema.
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Es posible revelar ahora que el criterio que se desea
proponer es el siguiente: Ponderemos los valores
condicionales esperados de las curvas de las graficas 1 a 3,
por las probabilidades a priori asignadas a E(2Z) vy
seleccionemos como mejor prueba aquella que tenga el menor
costo esperado incondicional.

9. Dejando para mas adelante 1la discusion de si las
probabilidades a priori son verdaderas probabilidades en
todos los casos, oObsérvese que estamos ya combinando la
informacidon que existe con respecto a E(Z) con los datos que
se conocen (también a priori), sobre la naturaleza de la
prueba. En particular, esta alternativa 'subjetivista', se
muestra mas razonable que utilizar el juicio del investigador
para seleccionar la mejor prueba atendiendo Unicamente a
curvas caracteristicas (condicionales) de error; estas
ultimas vienen expresadas en probabilidad Yy no puede
esperarse en todos los casos que un investigador domine su
naturaleza. En cambio, puede confiarse que dicho
investigador estard en buenas condiciones para evaluar, de la
mejor forma posible, su propio conocimiento con respecto a la

variable basica del problema.

10. Nuestra presentacion ha sido hasta ahora muy informal y
s0lo ha procurado revisar los elementos de los distintos
modelos que consideraremos mas adelante. Para proponer
normativamente el disefio de 1la prueba que nos ocupa,

utilizaremos la siguiente formulacion:

49



El enfoque Bayesiano y las teorias objetivas

Sea Z una variable aleatoria con espacio muestral R®R. Sea ¢
un punto del espacio paramétrico &, donde £ es un conjunto
finito, &2 ={#1, #2, #3, .., Fs}.

Sea p(Z/6) la distribucidn de probabilidades de Z cuando 6 es
el verdadero valor del parametro, de tal manera que existen s
distribuciones discretas de probabilidad p(Z/61), p(z/62), ...,
p(Z/6s), una sola de las cuales se supone cierta cuando se

realiza una observacion de Z.

Sea A el conjunto o espacio de las decisiones, A = {a,

a,,---, a, que se tomaran con respecto #a 6 sobre la base de

2
la observacion de Z. El conjunto {A} sera finito en todas
nuestras aplicaciones.

Una funcion decisoria, d , que pertenece a una clase de
funciones decisorias D, asocia con cada valor de Z una

decision en {A}. Por ejemplo, en nuestro caso particular

tenemos que

al. . ... . .cuakdc. P ¥rC
dir)=

@e.. ... cuakdo . r < Fe

Asociada con [la decision a, existe una funcidén de costo

C(6,a) que representa el costo de la decisiéon a cuando 6 es
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el valor del parametro. Esta funcidon esta definida en el
espacio {A} x & vy asigna a cada punto de él un numero real.
La funcion de costo esperado es entonces

F(Ed) = B{C(£d(x) = 2 C(Ed(x)p(x!
¥ail (2_9)

también llamada frecuentemente funcidén de riesgo, y la suma
se toma sobre los puntos de una region R definida por la
regla decisoria propuesta.

ElI criterio minimax aconseja seleccionar la decision d° que

satisfaga:

L = f ; 7
S(&d7) = min(ma x.r(dld]) (2.10)

El criterio subjetivista en cambio, parte de una distribucidn

a priori q(6) y llega al costo esperado incondicional:

r(&dy= 2.2 ClE.d(x)p(x! £)q(H)
il retl (2.11)

La decision d° es propuesta como "mejor' si

0= f g
d ﬁzéz..r({‘fd) (2.12)

11. A pesar de la interpretacion que hemos hecho del concepto

de probabilidad y del uso de la distribucion a priori, el
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enfoque que hemos adoptado comprende lineamientos
"tradicionales™, es decir, ha buscado diseifar la prueba de
una hipodtesis estadistica seleccionando un punto critico,
etc. Sin embargo, la aplicacion de la distribucion a priori
permite combinar los elementos del problema de una manera
diferente. Vamos a discutir a continuacion la manera
Bayesiana de analizar el problema de decision. Para ello,
existen dos acciones alternativas posibles.

Primero, supongamos dque se ha [logrado proponer una
distribucidén a priori para la variable aleatoria basica (que
denotaremos ), y que se conoce la funcién condicional de
costo (que denotaremos C(+)). Si no se dispone de otra
informacidén, es razonable proponer como criterio de decision
que se tome aquella accion que minimiza el costo esperado
E*[C(#)]., donde hemos escrito E" para indicar que la
esperanza es con respecto a la distribucién a priori q(#).
Suponemos que p s6lo toma un numero finito de valores, de

manera que q( ) es discreta.

Supongamos ademds que se ha decidido extraer una muestra
aleatoria simple de tamafio n y en ella estimar a p mediante
el estadistico Z. Sea p(Z/#) la distribucion muestral de Z
cuando “# es el valor verdadero de la variable béasica del
problema. Por el teorema de Bayes, tenemos que la

distribucién posterior de p cuando se ha observado Z es
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Pt 2y = p(Z 1 Wq(a)! 2 p(Z1 ala(.a)
r (2.13)

Se propone como criterio de decisién en este caso en que
existen simultaneamente iInformacién a priori e informacién
muestral, seleccionar 1la accién que minimiza el costo
esperado, E"[C(#)], donde la esperanza E" es con respecto a

la distribucion posterior p(#/2).

12. Para mostrar como se calculan estas probabilidades
posterior consideremos el siguiente caso: La distribucién a

priori de n (la proporciéon favorable a un cierto suceso), es

T 0.2 0.3 0.4 0.5

q(n) 0.4 0.3 0.2 0.1

Supongamos que se ha seleccionado una muestra aleatoria
simple de tamafio 20 y el estadistico r, la observacion
muestral, ha resultado ser igual a 4; supongamos ademas que
se dan las condiciones para que r pueda considerarse
distribuido como una binomial.

Utilizando la nomenclatura de distribuciones conjuntas,

marginales y condicionales, tenemos:
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Variable Distribucién a | Probabilidad | Probabilidad | Distribucién

Aleatoria priori Muestral conjunta posterior
Bésica (Marginal) p(r=4/m;) q(m)p(rim,) p(mi/r=4)

o q(m)

0.20000 0.40000 0.21819940 0.08728 0.65199

0.30000 0.30000 0.13042097 0.03913 0.29228

0.40000 0.20000 0.03499079 0.00700 0.05228

0.50000 0.10000 0.00462055 0.00046 0.00345

Obsérvese como la distribucién posterior refleja el hecho de

que el resultado muestral

la confianza que se tenia en # =0,2.

(r=4) ha contribuido a acrecentar

13. Con el propésito de hacer el problema mas general, puede

suponerse que la variable aleatoria béasica es continua.

este caso la densidad posterior es

FlalD) =

plal @ F(

[p(Z1 @ FCad ()

(2.14)

En
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Ahora bien, retomando el caso planteado en el punto numero
13, supongamos que se acepta que # es uniforme en el

intervalo [0,1]. Entonces

n
f(rr) = L‘J w(1l-m)nr

[” I w(1-m)" " dn

(2.15)
Utilizando la solucidn de la funcién beta
ri(n-r)!
Jnf(l-n)“'f dr=
(n+1)!
(2.16)

y la i1dentidad

n n!

r rh (n=rn)!

(2.17)
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resulta que la densidad posterior de dado r es:

Flrir)= (mn[f]ﬂl— P
02 721
r=12,. . .» (2.18)

14. Quiza el caso mas interesante se presenta cuando p es a

priori normal con media E"(#) y desviacion estandar o¢"(#)
y la distribucién muestral del estadistico Z es normal

(#,(2)) siendo p el verdadero valor esperado. En este
caso, si o(Z) es conocida, resulta que la distribucion a

posteriori de # dado Z también es normal con esperanza

E"(#) y desviacidén estandar " (), donde

E(s  Z

+
AV TN 1
1 A A T

22 ) "7 (Z) I (Z) (2.19)

B ()=

Si la variable aleatoria basica, #, es la esperanza de una
distribucidén normal y el estadistico muestral es la media,
entonces la distribucion posterior es normal y los parametros

(2.19) adoptan la forma particular
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E () | nx
A2 Al 1
1 M

22 (2 T (Z) I (Z) (2.20)

B () =

15. En este punto consideraremos dos aspectos estadisticos de

suma Importancia.

En primer lugar, debemos establecer propiedades de los
estadisticos muestrales que permitan seleccionar al méas
apropiado para utilizar en (2.13) 6 (2.14). Resulta que el
criterio deseado es el de suficiencia y esto es facil de
aceptar si advertimos que en la formulacidon "Bayesiana' se
define a un estadistico muestral suficiente como aquél que
permite obtener la misma distribucion posterior que una
descripcion completa de la muestra, y esto para cualquier

distribucion a priori que se proponga.

La segunda cuestién se relaciona con la seleccién de la forma
de la distribucion a priori. De la discusidon precedente se
deduce que no existe ninguna restriccion esencial sobre la
forma de dicha distribucidén; sin embargo, si la expresion
analitica de la distribucidn a priori se elige
convenientemente, el problema matematico se simplifica

notablemente, y en particular, la distribucién posterior
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entonces pertenece a una fTamilia conocida de distribuciones
de probabilidad.

Mas concretamente, puede probarse que para muchos casos
comunes de distribuciones muestrales, se puede obtener una
familia de distribuciones a priori conjugadas, intercambiando
el papel de los parametros y las variables en la expresion de
la distribucidon muestral, y entonces la distribucion a

priori.

16. Con 1la discusion hasta el punto 16, hemos reunido un
conjunto de elementos Tfundamentales para el analisis
estadistico de un problema de decisidn, pues disponemos de
una estructura economica (funcion de costo), de una
distribucidon a priori de la variable aleatoria basica del
problema y de un estadistico muestral. Ademas, como
seflalamos en la ultima parte del parrafo 12, hemos trazado
una manera precisa de combinar esos elementos mediante una
regla decisoria basada en el costo esperado incondicional (a

priori o posterior, segun exista o no muestreo).

Para terminar este capitulo, consideraremos el caso en que se
cumplen las siguientes condiciones: (1) La estructura
probabilistica es como en el parrafo 14; (2) La funciodon de
costo es lineal como en la grafica 2 y las dos ramas tienen

pendiente de igual valor absoluto k , partiendo del valor

58



El enfoque Bayesiano y las teorias objetivas

de indiferencia #;, . Se prueba que el valor esperado de la

informacién perfecta (VEIP) es

VEIP= K o(n)G(D) (2.21)

donde :¢o(u) es la desviacion estandar de la distribucidon de
v

(a priori o posterior), y D se define como

| . E ( ,.d-.':l|
D -
A, e

siendo G la funcidén Gamma definida por

12

(H@=I&—@§}e dt

que se encuentra extensamente tabulada en la gran mayoria de
los textos de estadistica.

A pesar de que la incorporaciéon de la teoria de Bayes al
enfoque cléasico de decisiones permite mayores alcances vy
robustece el analisis condicional, en la practica siguen
siendo relativamente pocos Qlos trabajos en los que se
aprovecha cabalmente la riqueza de esta teoria.

Parte de la explicacion de ello estriba en la complejidad

algebraica que puede resultar cuando se utilizan funciones de
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heuristicas distribucidon probabilistica, asi como en el hecho
de que no todos 1los investigadores aceptan como metodo
combinar la informacion estadistica (muestral) con sus
percepciones individuales, necesariamente subjetivas.

Lo anterior ha estado presente en los debates tedricos desde
la época en que el propio Reverendo Thomas Bayes publicd su
Essay toward solving a problem in the doctrine of chance, en
la gaceta Philosophical Transactions of the Royal Society of
London (1763).

En dicho articulo, Bayes establece una sencilla y clara
relacion entre la probabilidad de ocurrencia de un evento
condicionado a otro, con las probabilidades no condicionales
de cada uno de los dos eventos en lo individual.

Sin embargo, es hasta el siglo XX que el poder conceptual de
la teoria de Bayes se hace presente de manera relevante en el
ambito de las investigaciones econémicas.

En al afo de 1949, la reconocida publicacidon Econometrica da
a conocer un iInteresante trabajo desarrollado por J.K. Arrow
y D. Blackwell (1949) titulado Bayes and Minimax Solutions of
Sequential Decision Problems, en donde se establece una
caracterizacion general del problema de decisiones cuando la
sucesion de eventos econdmicos es finita.

Este desarrollo es aprovechado poco tiempo después por Wald y
Wolfwitz (1950) para demostrar el caracter oOptimo de las

pruebas Bayesianas en problemas de decisiones sucesivas.
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La factibilidad de aplicar los métodos Bayesianos para
propositos inferenciales y pruebas no paramétricas (inclusive
en muestras pequefias), la ponen en evidencia Fralick y Scott
en el afno 1971 (Non parametric risk estimation, op. cit.).
Con mayor cercania a la discusion que nos ocupara en lo
subsiguiente, en el afo de 1986 J. Ahtola, A. Ekholm y A.
Somervuori (1986) publican una extension de la teoria de
Bayes aplicada a ecuaciones de regresion multiple con cambio
de coeficientes para el caso de ecuaciones autorregresivas de
primer orden. ElI modelo que dichos autores presentan en este
articulo fue aplicado para caracterizar las series muestrales
de consumo de alcohol en los Estados Unidos.

Asimismo, con la finalidad de evaluar el marco regulatorio en
la produccidon y uso de vehiculos automotores, el Journal of
Risk and Uncertainty publicé un modelo fundamentado en el
teorema de Bayes y desarrollado por Hlos autores D. L.
Rubinfeld, y G. B. Rodgers (1992).

Por su parte, J. Krob y H. R. Scholl fueron quienes
destacaron en el ambito de las aplicaciones la utilidad del
denominado criterio minimax, basando su investigacion en
series muestrales generadas a partir de procesos de control
de calidad (Economy and Quality Control, 1997).

Dos afios después, en 1999 G. Masayuki y S. Hirasawa publican
en el Internacional Journal of Production un criterio de
validacion de modelos fundamentado en la teoria Bayesiana de

decisiones asi como la formulacion y analisis de consistencia
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para oOptimos Bayesianos relativos a puntos de cambio de
parametros.

Mas relacionado con el analisis de precios de activos
financieros, que sera otro tema de discusion en mas adelante,
Yong Zeng publica una relevante investigacion en 2003
titulada A Partially Observed Model for Micromovement of
Asset Prices with Bayes Estimation (Mathematical Finance,
2003).

En el afio 2004, los autores J. Yao y Y. Lin, ponen en relieve
el gran alcance que tiene la teoria probabilistica basada en
el analisis condicional para Qla construccion de Redes

Bayesianas de Decision®.

4 Los conceptos originales del reverendo Bayes siguen siendo aplicados
para el analisis de problemas de frontera en los mas diversos ambitos de
la ciencia. Este es el caso, vgr., de la investigacion desarrollada por
C. Ying (2005) en Internacional Review of Public Administration, donde se
presenta un modelo analitico de decisiones aplicado al problema del

calentamiento global.
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Asimismo, The Journal of Marketing Research publica en 2005
un iImportante articulo desarrollado por Horvath (2005) que
versa sobre un modelo Bayesiano de autocorreccion de errores
de estimacion, aplicado a la caracterizacion de la dinamica
de precios.

Por su parte, The Journal of Business da a conocer
recientemente una interesante version de prueba Bayesiana del
Modelo de Precios para Activos de Capital CAPM (op. cit.
capitulos VI y VIl), aplicada al analisis de los mercados
financieros internacionales (D. Avramov, J. Chao, 2006).
Finalmente, citaremos entre las publicaciones relevantes
relacionadas con los conceptos presentados en este capitulo
el articulo titulado Asymptotic Behaviour of Regresion pre-
test Estimators with Minimal Bayes Risk, (J. Reif (2007),
Journal of Econometrics) y una interesante aplicacion al
analisis factorial desarrollada por L. Sikyum (2007) en
Quantiitative Finance bajo el titulo Bayesian Analisis of

the Factor Model with Finance Applications.

Asi pues, hemos revisado en este capitulo los conceptos de
probabilidad subjetiva, distribucion del parametro principal
de la distribucion probabilistica de la muestra para la toma
de decisiones, asi como la aplicaciéon del teorema de Bayes
para el analisis de esquemas de decision basados en

distribuciones de probabilidad condicional.
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A continuacion haremos uso de estos elementos para establecer

el enfoque Bayesiano para modelos normativos de regresion

lineal.
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Capitulo 111

ANALISIS BAYESIANO DE MODELOS DE REGRESION
CON CAMBIO ESTRUCTURAL

En el capitulo precedente nos ocupamos casi exclusivamente de
problemas relacionados con pruebas estadisticas en su version
Bayesiana. En el siguiente apartado el énfasis estara puesto
en los problemas de estimaciéon en modelos de regresion, que
ademas de ser fundamentales para la presente investigacion
son de suma iImportancia en una gran variedad de estudios

econémicos.

1. EI problema de regresion lineal puede resumirse de la

siguiente manera: Dado un conjunto de T pares ordenados

que asumen los valores {(X;,Y,)}, se propone que los Y, son

generados como funciones lineales de los Xi excepto por un

término aleatorio. Esto es:

Y, = B, + B, X, + u, i=1,2,...,T, (3.1)

donde se cumple que:

1) Los X, son valores de una variable no aleatoria;
2) Los u, son aleatorios con

1) E(u) =0 para todo i

ii) E(u,,u) =0 cuando i = j
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iii) E(u,,u) = 62 cuando i # j con (0 < 62 <@} .

3) Los u, siguen una distribucion normal;

4B, ,B y o2 son parametros. Supondremos
primeramente a o2 conocida, no asi a B, vV B,-

Los problemas estadisticos que discutiremos son
principalmente:

(a) Inferencias con vrespecto a B, y B,; (b) Inferencias

(intervalos de confianza) con respecto a toda la relaciodn

(1); (c) Inferencias con respecto a E(Y,); (d) Predicciones

con respecto a un valor Y* que corresponde a un X* distinto
a los dados, pero suponiendo que la relacion Y* = §, + BX* +

uj siempre se cumple.

Ahora bien, para estimar a p, y B, podemos seguir dos caminos:

1) Eliminar el supuesto de normalidad de los residuos, o sea
que la forma de la distribucion de pu es arbitraria; en tal

caso el Teorema de Gauss-Markov indica que los estimadores de

B, Y B, por minimos cuadrados son mejores lineales insesgados

(MLT);

2) Mantener el supuesto de normalidad de los residuos, en

cuyo caso los estimadores por minimos cuadrados revisten
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ciertas propiedades estadisticas. En  particular, son

estimadores de maxima verosimilitud'.

2. Algunos resultados del caso de la regresion lineal simple
son:

Rl P
o 245 D0 =)
’ Ezﬁ&‘ff (3.2)

donde p°, y B, son los estimadores por minimos cuadrados

I

D ¢

de B, Yy B, respectivamente y, por ejemplo, & = T il

donde X es la media de los X, observados. Ademas las

varianzas y covarianzas de estos estimadores son:

X2
Pr(ﬂéwl) — :F; - :E: i
(% - X

iml

1
) = e52 —
) X, - X7

-X
(X -X)

2

COV( &, 63 = &

' Las hipétesis de normalidad en los residuos han dado origen a una serie
de procedimientos para formar intervalos de confianza y para probar
hipotesis estadisticas diversas.
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Por otra parte:

1 r
—— D~ K

53 =
T_ 2 ial

es un estimador insesgado de o2 .

Si se desea estimar el valor medio Y* que corresponde a un

cierto X* distinto a los dados, la predicciéon MLI es:
}’*= ;{‘-?1-'-;{&?‘.2 X:\k

Yy Su varianza es

si en cambio se desea estimar el valor Y* que corresponde a
un cierto X*, la misma prediccién es MLI, pero su varianza

es

F(F*) = +1(F*%
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3. Los resultados se extienden casi directamente al caso de

la regresion lineal multiple entre la variable dependiente Y

y las variables independientes X, X,,...., X:

Y, = BX, + BX, + ...+ BX, + U, = 2(X;B,) + U,

1 1] ]

1 =1,2,...,T, (3.3)
donde es frecuente tomar X,, = 1 para todo 1.

il

En notacién matricial escribimos:

Y - Tx1 B - px1
y =Xp+u
X o Txp u : Tx1 (3.4)

y los supuestos son:
a) X es no aleatoria;

b) u es un vector aleatorio con:

i) EQU) =0

1i) EQuu™) = &l (0 < 0 < =xX) (3.5)
Cc) u se distribuye como una normal para cada 1 ;

d) B y o* son parametros. Suponemos que c® €s conocida.

Nuevamente es cierto que (para el caso no singular en que

(X*X)* existe ),

B = (XTX)T Xy (3-6)

es estimador MLI de fp, cualquiera que sea la forma de la

distribucion de u, y su varianza es V(B7) = ¢ (X"X). Con la
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hipdétesis de normalidad de u, la funcidon de verosimilitud

para una muestra de T observaciones que cumplen (3.3), es:
I

1 1
L&) = l_[ @EKP{_ 5 P (v~ Z;{%x{gjz}
B L J=

iml £

= (=21 - Texp{-

1 ) 2
= ¥ ST
27 .il 0 3.7

de manera que es natural aceptar que el estimador (3.6) sera
también de maxima verosimilitud.

Utilizando las dos formas (3.3) y (3.4) de expresar los

residuos, tenemos:

T b
K- 2 5%,
i1 =1

=Y - A5 T - XN+ (F- 5 X X505

a

= (- A8 - 48

(3-8)

en donde B~ estd dado por (3.6) (Ver punto nudmero 5 mas
adelante).

De manera que la funcidn de verosimilitud puede escribirse

Lig) =Cexpl- (&7 X X554

2 .'.72 (3 - 9)
0 sea descompuesta en una parte que contiene a los parametros
desconocidos (a la que llamamos el ndcleo) y una constante C
que no los contiene. Este recurso practico es muy conveniente

para simplificar las operaciones; el valor de las constantes
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siempre puede recuperarse en una sola operacidon, pues las
distribuciones de probabilidad tienen que sumar o iIntegrar la
unidad. En (3.9) decimos que la funcidén de verosimilitud es
proporcional al nudcleo. Utilizaremos el simbolo "< para

indicar la relacion de proporcionalidad.

4 _- Deseamos demostrar (3.8), esto es que

(- &8 = (M- &8 = (T - A5V (T - AT+ (- X X505

g

(Y- X&) - A8 = (¥ - A+ X5 - A o) (V- A+ X520 =
(F - &) - A7)+ (7= XX (50

pugs

S - A X (S ( ST - A8 =0

Para demostrar esta ultima relacidon, observamos que cada
sumando es de orden 1 X 1 (escalar), de manera que no se
afecta su valor por transposicion. Como un término es la

traspuesta del otro basta demostrar, por ejemplo, que

(- L5V A( -8 =0

Reemplazando la expresion (B -p)=(X"X)-1X"u, ya que
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B =(X"X)-1X"y
tenemos:

= [X(F- S XXX K
= (- VXX X+ XX N

- W XXX -1 Xy XXX -1Xu=0

5. ElI analisis Bayesiano comienza utilizando una distribucién

de probabilidad a priori (que serad multivariante en el caso
de la regresion multiple) para B°, la variable aleatoria

basica del problema. Por ejemplo, si la distribucidén a priori

es normal de la forma

1

Fl & exp{—gw— A n, (5= B0} (3.10)

n representa la informacion disponible sobre B en unidades de

varianza del proceso c° .Por tanto n, es una matriz de orden
(p x p) y contiene la informacion disponible a priori sobre

las varianzas y covarianzas de fB; B, es un vector de orden p

formado por los valores asignados a priori a la media de fB.
Bajo los supuestos que comprende el punto numero 5, excepto
que B es ahora aleatorio, (3.9) representa adecuadamente la

funcion de verosimilitud de las T observaciones muestrales
del modelo (3.4). Si hacemos X® X = n, puede demostrarse que,
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dado que se observo el valor B~ = (X*X)X"y en la muestra, B~
a posteriori es normal de la forma (3.10) con

n, =n, +n

Bl r]l_:L (nO BO + nB')' (11)

Obsérvese la analogia con el caso del punto numero 15 del

capitulo 11.

Si tomamos a n, = 0 y ademas estimamos a B con la media a

posteriori, recuperamos el estimador de (3.6), esto es:

n, = XX

B, = NN = nnf” = B
Cabe mencionar que en este caso particular B~ es el estimador

a posteriori y su varianza es o (X" X)* .

6. Una vez combinada la informacion a priori y la muestral en
la manera descrita, el problema de la estimaciéon puntual sera
resuelto de acuerdo con una funcidon de pérdida de oportunidad
apropiada. Son escasos aun los estudios economicos en los
que se proponen justificadamente funciones de pérdidas
particulares. La alternativa mas utilizada actualmente
consiste en recurrir a funciones que tengan dos ventajas
principales:

a) Puedan servir de aproximacion (local) razonable para un

conjunto amplio de funciones;
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b) Sean algebraicamente practicas de operar.

La funcion de pérdida cuadratica satisface esas dos
condiciones y ademas conduce a resultados que no difieren en
esencia de los conocidos por vias de la estadistica

inferencial.

7. Para el caso normal multivariante que consideramos, es un
resultado conocido que cualquier distribucion marginal es
también normal, univariante o multivariante. De manera que
las estimaciones que se desean hacer con respecto a un

subconjunto de los B, se basaran en las propiedades de la

distribucion normal.

8. Para el problema de prediccion en el caso normal con
varianza conocida o°, se deduce que la distribucion a
posteriori predictiva del vector Y* como funcidén de la matriz

X* de observaciones correspondiente, es:

X*B,
y
n* = 1 - X*n-1(X*)".

9. Consideremos ahora brevemente el caso en que o es
desconocida. La distribucidn a priori que conviene utilizar
2

(la distribucién conjugada natural) para B~ y o es la

distribuciéon normal-gamma, definida en general por:
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1

1 o 1 1,
F{ b e exp{—gﬁz(,zx— pa) ml e — m}}ﬁzf EXp {Ev}z ,-}Ezfl

con parametros m, p, vy A , Yy donde p es un vector de

variables aleatorias.

En este caso utilizando como estadisticos a B~ definido en
(3.6) y as2=vt (y - XB)"(y - XB7), donde v son los grados
de libertad para s2, la distribuciéon marginal a posteriori de

2

B~ y o ° es nuevamente normal-gamma. La distribucion marginal

a posteriori de # sera entonces Student (multivariante) y la

correspondiente distribucion para cada uno de los p7, sera

Student (univariante).

Hacemos notar que para ambos casos (& conocida o
desconocida), Ulos estadisticos utilizados, B~ y s?2 son
suficientes de acuerdo con lo expresado en el parrafo 16 del

capitulo 11I.

10. Los resultados expuestos en los parrafos 6-9 corresponden
a los casos mas directos desde el punto de vista estadistico,
pues las distribuciones a priori son las conjugadas naturales
de las distribuciones muestrales, las que por otra parte se
suponen normales. No obstante, desde el punto de vista de la
aplicacion de las 1deas Bayesianas en los trabajos de
investigacion economica de caracter empirico, conviene

considerar por lo menos las siguientes situaciones:
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(i) La distribucidon a priori no es la conjugada natural,
sino una distribuciodon particular que sintetiza la informacion
disponible con respecto a las variables aleatorias basicas
del problema. En algunos de estos casos las distribuciones a
posteriori seran de formas analiticas conocidas y se
dispondra de tablas para el computo de probabilidades, pero
en otros casos debera operarse numéricamente para obtener las

probabilidades deseadas.

(i1) En la investigacidon puede desearse optar por una
distribucidén a priori que represente la 1idea de que el
conocimiento de las variables aleatorias basicas del problema

es difuso.

(il1) Se supone que p Yy o se distribuyen a priori en

forma independiente.

(iv) Se supone que p se distribuye en forma proporcional
a una constante k, y que log o se distribuye en forma
proporcional a una constante k,. Entonces se deduce que la

densidad de o es de la forma

p )« k/ o .

(v) Finalmente se deduce que a priori
P(B,o)« kk,/o

o« 1/ (3.13)
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11. Pasemos ahora a integrar estas ideas al contexto de los
modelos de regresion. Una practica prevaleciente en el
desarrollo de este tipo de modelos, ha sido la de suponer que
los coeficientes de las regresiones son siempre
constantes.

Sin embargo, el analisis de informacion debe contemplar la
posibilidad de 1introducir consideraciones tedricas Yy/o0
empiricas que, en ciertos casos, permitan arribar a la
especificacion de modelos con parametros que pudieran
presentar cambios. En un esfuerzo encaminado hacia la
precision de patrones bajo los cuales se lleva a cabo el
cambio en las relaciones de comportamiento entre las
variables, se han sugerido en la literatura mas reciente
algunos procedimientos de estimacion y pruebas de hipotesis,

mismos que revisaremos mas adelante.

12. Si definimos un cambio estructural como aquel que se
presenta en al menos uno de los parametros del modelo de
regresion, podemos afirmar que muchos modelos econométricos
pueden ser tratados bajo el enfoque de cambio estructural.
Por el momento, la mayoria del trabajo se ha orientado solo
hacia la 1i1nferencia estadistica basada en modelos bien
conocidos. La meta ha sido desarrollar procedimientos
inferenciales de prediccion de observaciones futuras, pruebas
de hipodtesis y estimacion de parametros.

Definiendo un punto comun como aquel en donde se lleva acabo

un cambio de régimen, podemos decir que la construccidn
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completa de métodos 1inferenciales para puntos comunes
resultarada fundamental en dos aspectos principalmente:

a) Para determinar evidencia sobre la validez de una teoria
particular.

b) Predicciones muy pobres pueden derivarse de modelos que no
toman en cuenta puntos comunes y cambios estructurales. Estas
predicciones errdoneas han sido frecuentemente tomadas como
evidencia de inestabilidad estructural (Goldfeld 1970, Janes

1980) .

13. Las 1i1deas alrededor de las relaciones Bayesianas
presentadas hasta aqui, han sido objeto de discusion durante
mucho tiempo. A continuacidon haremos una breve mencidn de
los planteamientos que han presentado algunos de |los
principales investigadores de las aplicaciones de la Teoria

Bayesiana.
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En primer lugar, Edwards Lindman y Savage, en su trabajo
""Bayesian Statistical Inference for Psychological Research®,
Psychological Review, 1983 (70), sostienen en su
"principio de estimacion estable™ que no es necesario aceptar
a las probabilidades a priori uniformes como simbolo general
y comun de ignorancia con respecto a un problema, sino que en
el analisis de las relaciones entre la distribucién a priori,
la funcion de verosimilitud y la distribucidn posterior,
resulta aceptable actuar como si la distribucion a priori

fuera aproximadamente uniforme en un intervalo determinado®.

Por su parte, el estudio del cambio estructural comienza con
el analisis de sucesiones sencillas de variables aleatorias
independientes, para luego progresar hacia regresiones
simples y multiples.

Primeramente, Page (1954) encontré meétodos para detectar
cambios en la distribucion de una sucesion de variables
aleatorias independientes. Su objetivo era elaborar
procedimientos eficientes para control de calidad, mismos que
trabajé bajo enfoques no paramétricos. Este es practicamente

el Unico trabajo de este tipo que se presentd en la década de

2 El hecho de que las distribuciones proporcionales a una constante
(positiva) sobre todo el eje real o sobre toda su parte positiva no
puedan "normalizarse" para que integren la unidad no crea problemas
matematicos ni conceptuales de iImportancia, pues la normalizacién es un

proceso relativamente arbitrario.
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los cincuenta. Sin embargo, en la siguiente década se observo
una explosiva actividad basada en procedimientos estadisticos
paramétricos.

Chernoff y Zacks (1964) y Kander-Zacks (1966) estudiaron
sucesiones de variables aleatorias normales y encontraron
pruebas para detectar cambios en la media.

Las propiedades de estas pruebas fueron determinadas por
Battacharya y Jhonson (1968)fundamentadas en los progresos
habtan sido presentados anteriormente por Chow(1960) y Quandt
(1960).

A fTinales de los sesenta y principios de los setenta, Hinkley
(1969, 1971) estudio el cambio estructural en sucesiones de
variables aleatorias y en modelos lineales de regresion,
empleando un método paramétrico no Bayesiano. Por ejemplo,
para detectar cambios estructurales se usd la prueba de razoén
de verosimilitudes y estimadores de maxima verosimilitud con
el fin de estimar los parametros de sucesiones normales y
binomiales.

Las propiedades asintdticas de estos procedimientos fueron
también estudiadas por Hinkley. Su trabajo resultd en un

importante estimulo para el estudio del cambio estructural.

En una de las primeras contribuciones Bayesianas, Bacon y
Watts (1971) 1introducen herramienta para el estudio de
cambios suaves en la funcidon de regresion. Anterior a este
estudio, el cambio se representaba por un puntom =1, 2,...,

n-1 en donde n es el numero de observaciones. Es decir,
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suponiendo que las primeras m variables aleatorias X, X,,.--,
X, tienen wuna distribucion comun, y que las restantes
X .»----X tienen otra distribucion comdn, el punto m,
indicaria entonces donde ocurrio el cambio.

Bacon y Watts encontraron la forma de inferir la ubicacidén de
este punto m (aunque unicamente para muestras pequefas) y su
método fue de gran utilidad para posteriores investigaciones.
Su trabajo motivo ademas Qla aparicion de contribuciones
Bayesianas durante las décadas de los setenta y los ochenta.
Los modelos lineales de cambio estructural ((univariados vy
multivariados) han recibido la mayor parte de la atencion de
los investigadores. Por ejemplo, Ferreira (1975), Holbert y
Broemling (1977), Chin Choy y Broemling (1980) han estudiado

los problemas de regresion

yi: Bll + B12)(i + ei k4
coni =1, 2,..., m;
yi = BZl + BZZXi + ei k4

con i=m+1, 2,..., n,

en donde m = 1, 2,...,n-1 y (B,,B,) diferente de (B,,B,),
siendo los e, variables aleatorias independientes con
distribucion comun.

Con base en lo anterior y suponiendo normalidad para los
errores, dos importantes problemas se han podido resolver.

Primero, asumiendo que un cambio (m < n-1) ha ocurrido, los

parametros se pueden estimar encontrando su distribuciodn
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posterior marginal. Segundo, la deteccion de un cambio en
los parametros [es decir, (B,,B,) = (B,,B,)] se examina
probando la hipdtesis 1 < m < n-1. Esto ultimo se basa en la
distribucidon posterior marginal del punto de cambio.

Ferreira también ha estudiado las propiedades del estimador
Bayesiano del punto de cambio, con tres distintas

distribuciones a priori.

14. EI articulo de Chin Choy y Broemling brinda un método
Bayesiano para detectar un cambio en los parametros del
modelo lineal general. Este método se contrasta con el
elaborado por Smith (1975), quien ha hecho muchas
contribuciones Bayesianas a los problemas de cambio
estructural, incluyendo exploraciones incipientes de procesos

autorregresivos de promedios moviles (Smith 1977, 1980).

Otro importante aporte para el estudio del cambio estructural
que debe ser mencionado es el de Box y Tiao (1975), quienes
encontraron la manera de estudiar cambios en la media de una
serie de tiempo representada por un proceso ARMA (Auto

Regresivo de Promedios Moviles).
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Dichos autores representan el cambio por una Tfuncidén de
transferencia, y su analisis estadistico se basa en técnicas

de series de tiempo construidas por Box y Jenkins (1970)°.

Mas recientemente, las investigaciones se han orientado a
examinar cambio estructural en procesos de series de tiempo
como procesos ARMA y pruebas de hipdtesis en modelos

de regresion con errores autocorrelacionados’.

Pruebas de este estilo se basan en la suposicion de que el
término de error en la regresion no padece de

autocorrelacion o0 heterocelasticidad.

En el mismo sentido, Toyoda (1974), Smith y Sicks (1979)
examinaron la sensibilidad de la prueba de Chow respecto a

la heterocelasticidad. Un criterio F corregido para el

° Este trabajo fue uno de los primeros que han tratado
cambio estructural en series de tiempo. El analisis de Box y
Tiao asume que el tiempo de cambio es conocido. Otro enfoque
alternativo para modelar cambio estructural es mediante

funciones de spline (Portier 1976).

* Pruebas de hipdtesis sobre parametros relacionadas con

la prueba F y conocidas en econometria como pruebas de Chow.
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caso de heterocelasticidad lo proponen Goldfeld y Quandt

(1978) y Tsurumi y Shelfin (1984).

Otras pruebas para determinar los parametros individuales
basadas en el estadistico T, y su modificacion para
incorporar autocorrelacion o heterocelasticidad, han sido
elaboradas por Tsurumi y Shelfin (1983) e IlImakunnas vy
Tsurumi (1984).

Afios después, son Bacon - Watts (1991) y Tsurumi (1990)
quienes proponen modelos de regresion en donde el punto
comin de dos regimenes y una trayectoria gradual hacia el

nuevo régimen se tratan como los parametros a ser estimados’.

En el ambito de las aplicaciones de los modelos de cambio
estructural, destaca la contribuciéon de Hansen (1997), quien
presenta diversas aproximaciones numéricas de distribuciones
asintoticas utilizadas para probar hipotesis de cambio
estructural en modelos aplicados al estudio de la
productividad laboral del Reino Unido (Hansen, 2001).

Maddala y Kim (1999), presentan por su parte una interesante
revision de los métodos basados en la aplicaciéon de raices

° En ocasiones, el punto comiun en donde cambia el régimen
puede no ser conocido con precision, Yy €es necesario
hacer inferencias acerca de él. Watts-Tsurumi han sido de los
primeros investigadores en proponer iInferencias sobre puntos
comunes. Para ello se preguntan por aquellos puntos en
donde la razén de verosimilitudes es mayor y a partir de

ahi desarrollan las pruebas de hipdtesis.
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unitarias y cointegracion para identificar cambio estructural
tanto desde la perspectiva clasica como Bayesiana.

Enfoques basados en modelos de tipo Markoviano han sido
relacionados recientemente también con el analisis de cambio
estructural (Carrasco, 2002).

Kramer y Sibbestern (2002), han lIlevado a cabo un proceso
para distinguir perturbaciones de larga incidencia de un mal
entendido cambio estructural en modelos de regresion lineal.

Por su parte, como una aportacion al estudio de modelos de
cambio estructural maltiple, Bai y Perron (2003)
desarrollaron pruebas de hipotesis basadas en los valores
criticos de Hla ecuacion de regresion. Asimismo, dichos
investigadores han elaborado algoritmos computacionales para
el analisis de cambio estructural (Bai y Perron 2003).

Otra investigacion relevante publicada el mismo afo (Donald,
2003), resuelve en buena medida el frecuente problema de
cambio estructural con puntos de inflexidon desconocidos, a
través de pruebas de hipotesis sobre [la inestabilidad
paramétrica de los modelos.

Los resultados del analisis de cambio estructural han sido
también aplicados recientemente en el ambito de los mercados
financieros. Morana y Beltratti (2004), han llevado a cabo
una iInteresante iInvestigacion sobre la relacidon entre la
volatilidad de largo plazo del rendimiento de mercado y el
cambio estructural.

Para terminar este capitulo, mencionaremos Tfinalmente entre
las investigaciones destacadas mas recientes, la de Lazarova
(2005), que versa sobre pruebas de hipdtesis sobre cambio
estructural en modelos de larga incidencia (long-memory), asi
como los articulos publicados por Perron y Qu (2006) vy
Papell-Prodan (2007) sobre el [I1lamado cambio estructural
restringido (i.e., se 1Imponen restricciones sobre los
posibles valores de los parametros del modelo).
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CAPITULO 1V

MODELOS DE MEDIA-VARIANZA EN LA TEORIA FINANCIERA

Para la determinacion de los cambios que se producen a traveés
del tiempo en la composicion de un determinado portafolios, o
de las diferentes preferencias de cartera de las distintas
unidades econdomicas en un momento dado, y en general para
cualquier examen de un cambio Tfinanciero, es necesario
adoptar algunas hipotesis sobre el comportamiento del
poseedor de activos.

Toda vez que hemos hecho en 1los primeros capitulos un
analisis preliminar sobre [los conceptos de riesgo e
incertidumbre, la primera parte de este capitulo presenta una
explicacion general sobre coémo las unidades econdmicas que
maximizan su utilidad prefieren, frente a un futuro incierto,
diversificar sus tenencias de activos entre Tformas

alternativas de riqueza.

Es un hecho que todas las oportunidades de inversion ofrecen
rendimientos futuros inciertos, por lo que los poseedores de
activos pueden diferenciarse en funcién del grado de utilidad
que les representa asumir un riesgo. En todos los casos en
que la distribucion prevista de probabilidades de las
retribuciones provenientes de diferentes activos no presente
una correlacion perfecta, puede demostrarse que el riesgo

total emergente de la posesion de riqueza se reduce para
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cualquier nivel dado de rendimiento previsto, por medio de la
diversificacion de las tenencias de activos. Como resultado
de esto, los poseedores de riqueza no son indiferentes a la

composicion de sus portafolios.

En el apartado siguiente ofrecemos una explicacidon en dos
partes acerca de las grandes diferencias que se observan en
el comportamiento financiero de distintos agentes econdmicos.
Esta diversidad puede relacionarse, por un lado, con las
diferencias en el conjunto de oportunidades de iInversion que
la posesion de riqueza pone a disposicion de sus
propietarios. Dichas oportunidades, a su vez, estéan
relacionadas con Qlas diferentes caracteristicas -en
especial, la complementariedad- de los activos tangibles y
financieros.

La diferencia en el comportamiento financiero también puede
explicarse mediante la forma distinta en que la posesion de
riqueza influye en las funciones de utilidad de los grupos
econoémicos. Los inversionistas tienen distintas preferencias
en cuanto a la toma del riesgo, y diferentes objetivos en
cuanto a la acumulacion a 1o largo del tiempo. Tales
diferencias en las oportunidades y las preferencias de las
unidades economicas, que explican los variados
comportamientos financieros en cuanto al capital, se
relacionan con diferencias en el comportamiento frente al

consumo y la produccidén, segun precisaremos mas adelante.
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1. Manejo de los activos en presencia de incertidumbre. La
incertidumbre es un aspecto central dentro del comportamiento
financiero. La mera existencia de activos e instituciones
financieras y del sistema de posesion indirecta de riqueza es
facilmente comprensible si se asume el hecho de que pocos
acontecimientos futuros pueden preverse con certidumbre. Si
todos los 1inversionistas tuvieran disponible una prevision
perfecta (de modo que el resultado de cada decision de
invertir se conociera por anticipado), y si todos los costos
de 1intercambio fueran nulos, el problema de cartera Ooptima
consistiria, simplemente, en elegir aquel activo con la mayor

tasa de retorno.

En un mundo caracterizado por la prevision perfecta, la
diversificacion de cartera no tendria sentido. Cada poseedor
de activos trataria de transformar toda su riqueza en el
activo de mayor tasa de rendimiento. Como toda riqueza debe
mantenerse en alguna cartera, los precios de los activos se
ajustarian de modo que todos estos rindieran idénticamente.
La tasa de interés seria una expresion redundante para la
tasa de retorno de los activos. Todos los tipos de activos
del mercado de capitales rendirian la misma tasa, y la
totalidad de la riqueza se mantendria directamente bajo la
forma de activos tangibles. No habria préstamos, aunque
existiria la posibilidad de alquilar a sus propietarios los

activos tangibles. Expresado de otro modo, los servicios de
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los activos tangibles, asi como ellos mismos, podrian

comprarse y venderse en un mercado.

La razon principal del manejo de activos y de |la
diversificacion de cartera surge de [la existencia de
incertidumbre. Aun cuando Qlos mercados de activos se
considerasen perfectos, Hla incertidumbre acerca de |las
retribuciones futuras de [los activos inducirda a |los
inversionistas cautos a diversificar y hara que todos sin
excepcion dejen de ser indiferentes respecto de la
composicion de sus portafolios. Para cada composicion de
cartera alternativa, un poseedor racional de riqueza debe
tratar de estimar la tasa de rendimiento prevista y la
posibilidad de resultados alternativos. (Como se elige una
cartera optima?

La teoria del comportamiento de cartera puede definirse
formalmente como el estudio del procedimiento por el cual la
informacion relativa a determinados activos Yy pasivos
individuales puede transformarse en una informacion relativa
a determinadas carteras y de los criterios para escoger
aquella que esté mas de acuerdo con Qlos objetivos vy

preferencias de la unidad poseedora de activos.

2. Riesgo, incertidumbre y confianza. En las ultimas décadas,

los economistas han tomado progresivamente mayor conciencia

de la necesidad de considerar adecuadamente los efectos de la
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incertidumbre sobre las decisiones de consumo e inversion de
las unidades economicas.

Probablemente, la principal dificultad para la verificacion
empirica de las hipotesis en esta area se relaciona con el
complejo proceso por el cual las unidades de decision, sobre
la base de experiencias pasadas, formulan expectativas del
futuro sobre las que puedan basar su comportamiento presente.
Sin embargo, rara vez la teoria se ocupa de variables que
pueden observarse en forma directa, y en general este
problema operativo es aun mayor cuando se trata de medir las
anticipaciones que las unidades econdmicas formulan sobre los

acontecimientos futuros.

Particularmente, cuando no existe certidumbre los insumos de
informaciéon en los que se basa el comportamiento de cartera
no se componen unicamente del calculo formal de los datos
sobre conductas pasadas, aunque por lo general esto sea lo
unico con 1o que cuenta el investigador. Los verdaderos
insumos son las creencias probabilisticas subjetivas de los

administradores de activos respecto de los hechos futuros.

Tales creencias, si bien se basan en calculos, son
interpretadas y luego complementadas con juicios intultivos.
En este sentido, quizas el primer obstaculo que se deba
superar sea la distincion entre riesgo e 1incertidumbre.
Ambos conceptos se refieren a situaciones cuyos desenlaces

futuros se conocen escasamente. Sin embargo, el término
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riesgo denota so6lo aquellos hechos futuros en los que se
conocen las probabilidades de los posibles resultados
alternativos. La probabilidad objetiva se toma generalmente
como una medida de Qla frecuencia relativa de hechos
alternativos, y, en sentido estricto, se aplica uUnicamente a
aquellos hechos de naturaleza repetitiva, con una
distribuciéon de frecuencias de la cual se pueden extraer

observaciones y hacer inferencias estadisticas’.

En contraste, la incertidumbre se refiere a una situacion
Unica, de modo que no se puede especificar en forma objetiva
la distribucion de frecuencias de los resultados posibles
(para muchas decisiones, no se dispone de ninguna
distribucidén de frecuencias relativas).

Pero aun cuando no haya datos objetivos sobre la funcidon de
distribucién de probabilidad de un evento, por lo general, el
tomador de decisiones tendra creencias acerca de la

probabilidad de los resultados alternativos’.

En este contexto, hay que destacar que la fTalta de
informacidén objetiva acerca de la probabilidad de un hecho no
debe confundirse con la falta de iInformacidén acerca de ese

hecho. Sobre todo porque las unidades inversionistas no

! Cuando se dispone de un gran numero de observaciones, la frecuencia mas
probable generada en forma aleatoria se aproxima mucho a la probabilidad
objetiva del hecho.

? La probabilidad subjetiva puede interpretarse como la medida del grado
de ignorancia o confianza que se tiene con respecto a los resultados de
determinados sucesos futuros. El término incertidumbre se usa, por lo
general, para denotar el grado de ignorancia respecto de la distribucién
de frecuencias de un hecho futuro.
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tienen otra alternativa que comprometerse con alguna
decision’.

En la presente investigacion, sostendremos la posicion de que
las probabilidades subjetivas deben iIncorporarse a una teoria
del comportamiento, dado que ciertamente éstas caracterizan
un grado de probabilidad cuya magnitud tiene que ser al menos
estimada por Qlos 1iIndividuos para tomar una decision
racional®.

En este contexto, desecharemos la idea de que las creencias
probabilisticas subjetivas pueden normaizarse, ajustandolas
por medio de algun tipo de descuento equivalente a la
certeza, para compensar el uso de wuna iInformacién no
cabalmente confiable. Hasta ahora, nadie ha sugerido la forma
de realizar independientemente una medicion operativa de este
grado de ajuste a la certeza para todas las diferentes
circunstancias.

Cabe destacar que el grado de confianza o creencia en las
estimaciones probabilisticas subjetivas es funcion tanto de
la informacién con que cuenta el individuo, como de su

habilidad para interpretarla. Ambas diferiran entre los

°* Sin embargo, algunos autores se oponen a tratar las creencias

subjetivas en términos de probabilidades.

* El problema de la incorporacién de la probabilidad subjetiva dentro de

un modelo de toma de decisiones se comentara mas adelante.
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distintos individuos y por lo general ambas podran variar con

algun costo®.

3. Recordemos que la soluciéon clasica al problema de
incorporar el riesgo en un modelo consistio en hacer que el
individuo racional encargado de tomar las decisiones
maximizara el rendimiento previsto. En el largo plazo, el
valor previsto se transforma en el valor cierto, en el
sentido de que una Media muestral obtenida en forma repetida
e 1Independiente que es extraida de una misma poblacion se
acerca asintoticamente a la media poblacional.

La regla del rendimiento previsto ejerce una gran atraccion
intuitiva pero lleva con mucha frecuencia a conclusiones que
contradicen el comportamiento observado. Al sélo buscar un
optimo de largo plazo, el criterio de la maximizacion del
rendimiento previsto es incompatible con el enfoque de

diversificacion de cartera.

A fin de subsanar estas deficiencias, la teoria reemplazo la
maximizacion del rendimiento previsto por la maximizacion de
la utilidad prevista, como principio mas general del
comportamiento racional bajo condiciones de incertidumbre.
Bajo este enfoque, no solo es posible que la satisfaccion no

varie en proporcion al ingreso, sino que ademas |las

° Por ejemplo, es caracteristico que las decisiones tomadas bajo presion

favorecen la intuiciéon a costa del analisis.

93



Modelos de media-varianza en la teoria financiera

probabilidades subjetivas pueden estar sesgadas de modo tal
que, por ejemplo, las probabilidades muy pequefas estén
sistematicamente subvaluadas o las muy grandes sobrevaluadas.
En este sentido, puede suponerse que cada unidad encargada de
tomar decisiones posee una curva de utilidad que le permite
determinar el valor subjetivo de cada resultado. Asi, es
posible considerar que la unidad elige la alternativa con la
mayor expectativa de utilidad. El encargado de tomar
decisiones no hace otra cosa que asignar cifras (utilidad) a
resultados aleatorios. La cartera Optima es entonces,
sencillamente, aquella combinacion particular de activos
acotada por [la restriccion presupuestaria externa de la
unidad econdomica, que le promete la mayor utilidad total

prevista.

De esta manera, el problema siguiente consiste en especificar
la forma de la funcidn de utilidad que surge de la posesion
de riqueza y en 1identificar las variables que se han de
incluir. Como es sabido, los activos rinden una gran cantidad
de servicios, Yy se espera que todos ellos entren en la
funcidon de utilidad. En la teoria tradicional de la demanda,
estos fTactores se diluyen bajo el calificativo de gustos o
preferencias y se centra el analisis sobre las variables mas

0 menos objetivas de Ingreso y precios.

La utilidad prevista de la posesion de diferentes activos

puede ser funcidn, por ejemplo, de la aprobacion o el rechazo

94



Modelos de media-varianza en la teoria financiera

sociales, del deseo de crear, de la avidez por el riesgo,
etc., ademads de la expectativa probabilistica subjetiva de
pérdida o ganancia. En otras palabras, la eleccion racional
depende no solo de las creencias probabilisticas subjetivas
acerca de los resultados, sino también de la forma en que se
generan, ya que se asigna utilidad tanto al juego en si mismo
como a la percepcion de una cantidad. Puesto que el modo en
que se genera Hla distribucion de los resultados sera con
frecuencia iImportante, un poseedor de activos podra, sin ser
incongruente, sentir aversion hacia el riesgo con ciertos

activos pero avidez hacia el riesgo con otros activos.

Un problema similar se presenta cuando intentamos asociar a
una empresa funciones de utilidad colectiva. Las
instituciones son responsables de una gran parte de la
inversion financiera y tangible. Es natural que los
funcionarios iInstitucionales se vean llamados a elegir los
activos de acuerdo con pautas de comportamiento socialmente
definidas, que se consideran apropiadas para la institucidn
que manejan®.

Ahora bien, para cada portafolios se puede suponer que el
administrador estimard Qla distribucion de probabilidades
subjetivas de los resultados alternativos. (Como determinara
el inversionista la composicion de esos portafolios? Si todo

lo demas permanece constante, y suponiendo que la ganancia

6

La manera en que surgen las preferencias institucionales y como influyen
sobre el comportamiento institucional son temas no tratados en la
presente Investigacion.
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prevista sea buena, preferira evidentemente un rendimiento
mayor a uno menor. Como las perspectivas de ganancias futuras
son inciertas, y la mayoria de las unidades inversionistas no
son neutrales frente al riesgo, la utilidad prevista que se
asigne a los posibles resultados también se relacionara con

la incertidumbre de la ganancia o pérdida esperados.

4. A fin de explicar las decisiones que involucran riesgo, la
funcion de utilidad debe tener ciertas propiedades. Por
ejemplo, para hacer comparaciones de riesgo diferentes, la
escala de utilidad debe ser cardinal. En forma mas precisa,
lo que esta implicito es una escala de intervalos con un
origen arbitrario y una unidad de medida no definida pero
uniformemente espaciada, ya que el acto de elegir entre
resultados 1inciertos revela el grado de las preferencias

entre alternativas, y no un simple ordenamiento.

5. En general, para los inversionistas, excepto los neutrales
frente al riesgo, la cartera oOptima se define mediante algun
tipo de combinacion entre el rendimiento previsto y el riesgo
que éste supone. A Tin de ordenar las distintas carteras
alternativas, los individuos deben, explicita o]
implicitamente, concentrarse en alguna medida de la tendencia
predominante en sus distribuciones de probabilidad
subjetivas, asi como en alguna medida de la probabilidad de

que experimenten una ganancia o pérdida excepcionales.
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La especificacion de determinadas medidas a fin de resumir
las caracteristicas mas importantes de las distribuciones de
probabilidad subjetivas todavia es, en la actualidad, una
cuestion de conveniencias analitica y operativa. Esta
situacion poco satisfactoria se debe al conocimiento
imperfecto del proceso de la toma de decisiones en una

situacion de incertidumbre.

En 1o que se refiere al rendimiento previsto, se dispone de
una cantidad de medidas alternativas de la tendencia central
de la distribucidon de probabilidad: la media, la mediana y la
moda .

La media, o0 esperanza matematica del rendimiento de un
determinado portafolios, es el promedio ponderado de todos
los resultados posibles, utilizando como ponderaciones las
respectivas probabilidades de esos resultados. Representa el
valor matematicamente justo, en el sentido de que indica el
rendimiento promedio si el inversionista mantuviera la
cartera en un numero indefinidamente grande de situaciones.
La media es mas sensible a los cambios en Ilos valores
extremos y, desde el punto de vista aritmético, es mas
conveniente de manejar que otras medidas de tendencia central
(como la mediana o la moda). Por ello es usada casi siempre
como la medida mas apropiada de la tendencia central.

Con esto no queremos sugerir que para distribuciones muy

asimétricas de un sélo extremo, como la ji cuadrada’, otra

" Cuya distribucion es : f(x;k)= (xX“*'e™*)/(2"*r(k/2))
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medida (p- ej., la moda) pueda ser el estadistico mas
relevante de la tendencia central, en la cual los individuos

basan en realidad sus expectativas.

En cuanto al riesgo, la eleccion de una medida apropiada es
mucho mas dificil. La dispersion de una distribucion de
probabilidades puede medirse utilizando el rango, la
desviacion estandar, la varianza u otros momentos de orden
superior centrados en la media. La desviacion estandar, al
ser raiz de la varianza, se puede comparar directamente con
la media y cominmente es tomada como la medida mas general y
conveniente de la variabilidad. (Ya que independientemente de
la unidad de medida, en la mayoria de las distribuciones es
de esperarse que gran parte de los puntos caeran dentro de un
intervalo de dos desviaciones estandar a ambos lados de la
media).

Por otra parte, desde el punto de vista algebraico, la
varianza es mas conveniente de manejar que la desviacion
estandar cuando se trata de obtener algun tipo de relacidn
entre la distribucion de probabilidad de los activos y de las
carteras.

Una Hlimitacion importante en lo que toca a las medidas
citadas, es que la dispersion no es una propiedad de la
distribucidén de probabilidad que sea verdaderamente relevante

para la construccion de una funcion de utilidad.
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Es decir, los que evitan el riesgo no se desalientan frente a
la probabilidad de ganancias superiores al promedio, sino
ante la posibilidad de una pérdida fuerte o de un rendimiento
nulo. De manera analoga, los individuos avidos al riesgo no
se sienten atraidos por la posibilidad de wuna pérdida
excepcional, sino que Uunicamente asignan una utilidad muy

alta a la probabilidad de una ganancia excepcional.

Por ello, debe distinguirse la probabilidad de una pérdida
excepcional de la correspondiente a una ganancia excepcional;
tanto el calculo de 1la desviacion estandar como de la
varianza toman en cuenta las retribuciones muy altas y muy
bajas como igualmente indeseables.

Por ello, en 1lugar de restringir las distribuciones de
probabilidad subjetivas de los resultados previstos a
determinadas familias de curvas con dos parametros (i.e.,
media y varianza), pueden obtenerse curvas de indiferencia a
partir del supuesto de que las funciones de utilidad del
tenedor de activos son cuadraticas dentro del intervalo que

interesa.

5. Falta considerar la gama de oportunidades con que cuentan
los poseedores de riqueza. La distribucidon de probabilidad
subjetiva de pérdida y ganancia, relacionada con las
propiedades de determinados activos variarad mucho entre los

diferentes inversionistas, en proporcion a la informacion de
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que dispongan y segun su habilidad para convertirla en un
beneficio directo.

Las combinaciones estimadas de rendimiento y riesgo, para
cada uno de los activos que considera una unidad
inversionista en particular, constituyen su campo de
oportunidades de 1inversion disponible. Estas se hallan
representadas por puntos en el cuadro de densidad de las

oportunidades de inversion indicado en la figura (4-1).

FIGLRA 4-1
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6. Ahora hay que considerar la relacion entre |las
combinaciones rendimiento-riesgo previstas por la tenencia de
determinados activos y las combinaciones rendimiento-riesgo
previstas por la tenencia en carteras compuestas por un

conjunto especifico de activos diferentes.
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Cuando las distribuciones anticipadas del rendimiento de los
activos individuales son, en cierto grado, independientes
entre si1 (conformando asi una cartera diversificada), es
posible reducir la incertidumbre del rendimiento al conjunto
que queda por debajo del promedio ponderado de los distintos
riesgos que se asocian con los activos individuales que
integran la cartera. Esto se da siempre que los resultados
individuales no estén perfecta Yy positivamente
correlacionados, debido a que es probable que los
rendimientos extremadamente bajos de algunos activos sean
compensados, de manera global, mediante rendimientos en
extremo altos de otros activos.

Recordemos aqui que la covarianza entre dos variables
aleatorias se define como el valor previsto del producto de
sus desvios respecto de cada una de sus medias. Mide, pues,
en qué grado las dos variables varian en forma conjunta’.

Por tanto, cuando dos variables aleatorias son
independientes, su covarianza sera cero. Un teorema de la
teoria de probabilidad establece que la varianza de la suma
de N variables aleatorias es igual a la suma de sus varianzas
mas el doble de la suma de todas sus covarianzas
individuales. Por ello, se deduce que si las variables no
estan correlacionadas, la varianza de la suma es igual a la
suma de las varianzas.

Dadas N variables aleatorias no correlacionadas -cada una de

ellas con la misma media y varianza-, el promedio de la suma

* Cov(X,Y)=(1/N) s (x-1ux) (X-ny)
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de estas variables es igual al valor previsto promedio de
cada una. Pero la varianza del promedio de la suma es igual a

1/N multiplicado por la varianza de cada variable.

Estas propiedades sugieren que, si las retribuciones de los
activos no estuviesen correlacionadas, @la varianza del
rendimiento promedio previsto de las carteras diversificadas
se aproximaria a cero a medida que aumenta N (la cantidad de
activos poseida). A causa de esta relacion, la
diversificacion produce, en general, un riesgo mucho menor
que el promedio ponderado de los distintos riesgos

individuales.

Sin embargo, dado que en la realidad la mayor parte de las
retribuciones de los activos estan, de hecho, correlacionadas
positivamente entre si1, las covarianzas entre las
retribuciones de los activos individuales no son cero. Como
seflalamos antes, para reducir el riesgo que involucra la
tenencia de riqueza, la diversificacion es una técnica en
extremadamente poderosa cuando los resultados son bastante
independientes o tienen correlaciéon negativa. Es mucho menos
eficiente para reducir dicho riesgo cuando existe una
correlacion positivamente elevada entre los rendimientos. En
este ultimo caso, a medida que aumenta el numero de activos,
la varianza del rendimiento del portafolios no se aproxima a
cero, sino al valor del promedio de Qlas distintas

covarianzas.
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Todo 1o anterior muestra que el 1inversionista racional no
debe tener en cuenta la combinacidon rendimiento-riesgo de un
activo aislado, sino considerar su covarianza con toda su
cartera. El riesgo total del portafolios puede reducirse
extendiendo la diversificacion para que incluya un activo de
mayor riesgo individual, siempre que su covarianza con los
demas activos que ya integran la cartera sea baja o negativa.
Es importante enfatizar que el activo que reduce el riesgo
total de una cartera puede ser inapropiado e incluso llegara
a incrementar el riesgo total de otra cartera. Si bien es
posible probar que tomar en cuenta el riesgo Illeva
racionalmente a la diversificacion de las inversiones, debe
recordarse que ésta siempre significa un sacrificio de las
probabilidades de ganancia’.

7. Por lo que se refiere al establecimiento de la frontera de
posibilidades del conjunto de oportunidades propio de la
tenencia de carteras de activos, los efectos de la
diversificacion también pueden representarse graficamente.
Una cartera se definird como eficiente si resulta imposible
obtener un rendimiento previsto superior sin un mayor riesgo,
0O una mayor certidumbre de rendimiento sin una menor

expectativa de rendimiento.

° El citado principio se aplica igualmente a las fusiones comerciales de

diferentes empresas y a la administracién financiera de activos.
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FIGURA 4-2
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Para simplificar el esquema, consideremos una cartera con dos
activos, elegidos dentro del cuadrante positivo del cuadro de
densidad de oportunidades de inversion, en la figura (4-2).
Ahora bien, el punto A de la figura (4-3) representa la
combinacion rendimiento-riesgo prevista de la tenencia del

activo A, y el punto B, la misma
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combinacion asociada con el activo B. Si los resultados
previstos de cada activo estuvieran perfectamente
correlacionados en forma positiva, la frontera de
oportunidades de la tenencia de todas las combinaciones de
cartera de los activos A y B seria la recta AB. Pero si
algunos resultados son independientes, o estan relacionados
en forma negativa, el riesgo colectivo de la cartera seréa
menor que el riesgo promedio individual, de modo que Ila
frontera de oportunidades de la cartera sera la curva ACB.
Solo la porcion CB de tal frontera es eficiente, porque se
supone que todos los i1nversionistas prefieren un mayor
rendimiento prevista a igual riesgo. Si A y B tuvieran una

perfecta correlacién negativa -es decir, si tuvieran
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covarianza suficientemente negativa-, podria eliminarse el
riesgo por completo, y la frontera de oportunidades seria la
curva ADB, constituyendo DB la porcion eficiente. Cuando hay
mas de dos activos, el conjunto de combinaciones rendimiento-
riesgo del portafolio deja de ser una curva Udnica y se
transforma en wuna superficie (que en el figura aparece
sombreada). El calculo y la representacion de la frontera
eficiente EE®" son mas complicados, pero siempre sera convexa
hacia arriba en tanto los resultados de las distintas
carteras no estén perfectamente correlacionados, y la cartera
de maximo riesgo sera la que no esté diversificada.

La posibilidad de tomar prestado, que permite a las unidades
econémicas tener activos por encima de su posicion de
patrimonio neto puede iIntroducirse sin mayores problemas en
el analisis anterior. Los préstamos elevan la frontera de
oportunidades de la posesion de riqueza, al permitir que las
unidades deudoras se desplacen hacia combinaciones
rendimiento-riesgo mas elevadas de sus carteras, en
comparacion con las que habrian alcanzado usando solo sus
propios recursos.

Para cualquier combinacion de cartera de los activos (por
ejemplo, M), puede verse que el acto de tomar prestado
extiende la combinacidéon rendimiento-riesgo hacia la derecha,
sobre cierta recta (por ejemplo MG). La pendiente de la
extension MG dependera del costo de interés de la deuda con
respecto al vrendimiento previsto de esa combinaciéon de

activos, M. La longitud de la extension MG es fTuncidon del
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<<efecto de palanca>> (leverage), de la relacion entre Ila
magnitud del préstamo y la posicion de patrimonio neto del
prestatario. En tanto se pueda considerar que la obligacidn
de pagar el iInterés por la deuda es cierta, MG sera recta y
sobre el eje de las ordenadas se podra medir la tasa de
interés del préstamo, OR, como en la figura (4-4). En sentido
estricto, en el mundo real no existen créditos ni

obligaciones de valor absolutamente conocido y cierto.

() FIGURA 4-4
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Finalmente, para terminar este capitulo destacaremos que todo
lo anterior muestra que para cualquier costo de interés del
préstamo, generalmente se financiard mediante la emisidén
representada en cualquier activo; de lo contrario, MG también
seria convexa hacia arriba. Si OR representara una tasa de

interés para un préstamo libre de riesgo, la frontera de
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eficiencia se extenderia a lo largo de MR. Las implicaciones
de este analisis en cuanto a la optimizacion de los
rendimientos de los activos financieros, se comentaran mas

adelante.
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CAPITULO V

MODELO DE MARKOWITZ.

Las i1deas expuestas en este capitulo estan orientadas hacia
la descripcion formal del proceso de eleccion de portafolios
de iInversion por parte de un agente econdmico. Nombrar a la
sintesis de los elementos aqui presentados como Teoria de
Markowitz o Teoria de Portafolio resulta util para destacar
el proposito y la ubicacion del material dentro del contexto
general de esta IiInvestigacion; sin embargo, es preciso
reconocer que tanto [la herramienta analitica como los
aspectos tedricos que se utilizan aqui exceden por mucho a
las aplicaciones que se discuten.

En particular, detrdas del proceso de construccion de
cualquier portafolio de inversion existen aspectos
fundamentales que tocan a la teoria de las decisiones bajo
incertidumbre.

En ese sentido los capitulos (11) vy ) se encuentran
relacionados, ya que Qla eleccion de un portafolio de
inversion es un ejemplo de aplicacion - suficientemente
importante para ser tratado aparte- de la teoria de

decisiones bajo incertidumbre.

La teoria de Markowitz enfatiza la importancia de incorporar
de manera explicita la presencia de iIncertidumbre en modelos
de inversion de capital. Asimismo, en esta teoria se pone

especial atencion  en el analisis de las posibles
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interrelaciones entre los resultados de un evento

(rendimiento de la inversion).

1. Para llevar a cabo la construccién de un modelo, se busca
en general que las relaciones entre Jlas variables que
comprende puedan establecerse de manera clara y univoca. En
este sentido, los modelos pueden agruparse en dos tipos
fundamentales: los modelos normativos, que nos sefalan la
manera en la que deben ser tomadas las decisiones y sirven
como guias para la accion, y los modelos prospectivos, cuya
naturaleza es mas de corte predictivo y sirven para vincular
la toma de decisiones con las relaciones de cambio esperado
entre las variables que participan.

La prueba y la implantaciéon de un modelo depende enteramente
del propoésito para el que haya sido formulado. La prueba de
un modelo de tipo prospectivo, tendra que ver necesariamente
con su capacidad de prediccion; uno normativo se tendra que
evaluar en cuanto a su capacidad de apoyo para el
entendimiento del fenomeno y la toma de decisiones. En
cualquiera de los casos, los requerimientos que deben
establecerse para la aceptacion del modelo han de considerar
un margen de error. Es suficiente que el modelo represente
al menos una mejora con respecto a otras alternativas
anteriores a su construccion para que ésta se justifique.

El apego que un modelo deba tener con la realidad es de
importancia relativa. Es decir, ante la gran complejidad que

representa un problema real, un analisis completo de todos
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los factores que determinen el comportamiento de |las
variables 1involucradas es generalmente i1mposible. En
consecuencia, se requiere establecer una abstraccion del
fendmeno y una serie de hipotesis de trabajo. La atencion
debe centrarse en aquellos aspectos -relativamente pocos- que

se consideren justificadamente como mas importantes.

2. La teoria de portafolio formula sus resultados tanto en
términos normativos como prospectivos. La frontera entre
estos dos ambitos resulta dificil de precisar, pero puede
decirse que en términos generales la parte que toca a la
construccion de portafolio lleva un corte normativo, mientras
que la teoria de mercados de capital es mas de naturaleza
prospectiva. Afortunadamente, 1la vinculacién un tanto
Iimprecisa entre estos dos ambitos no representa ningun

problema grave para el desarrollo de la teoria.

3. Tedricamente, una unidad econdémica puede consumir toda la
riqueza que posea de manera iInmediata e iInstantanea,
renunciando con ello a cualquier posible consumo futuro. En
la realidad esto no es asi. Si nos basamos en la definicion
de que la riqueza esta representada por la maxima cantidad de
dinero que (en principio) una unidad econémica puede obtener,
sera un hecho que parte de la riqueza presente se reservara
en general para acceder a posibles consumos a futuro. La
diferencia entre 1la riqueza y el consumo presentes,

constituyen el ahorro de la unidad econodmica. Este ahorro

111



Modelo de Markowitz

puede ser canalizado hacia la 1inversion en acciones de
riesgo, acciones seguras o efectivo. Desde el punto de vista
de la teoria del portafolio, todas estas alternativas son
consideradas de manera indistinta como Iinversiones
simplemente.

El conjunto de todas las decisiones que un agente econdomico
tiene a su disposicion como prospectos de inversion a futuro
constituye su portafolio. En su sentido mas amplio, la
eleccion de un portafolio puede comprender incluso el cambio
de actividad economica por parte del agente. Sin embargo, lo
comin en términos tedricos es restringir la discusion a los
tipos particulares de decisiones que se refieren a un
conjunto apropiado de 1inversiones en bienes. Asi pues, se
dice que un portafolio esta constituido por bienes, titulos o
acciones.

Hemos senfalado ya que existen dos coeficientes fundamentales
para caracterizar la distribucion de probabilidad de la tasa
de retorno de cualquier portafolio: la media E (como medida
de la tendencia central) y la varianza S°(como medida de
dispersion del rendimiento).

Las ventajas que puede ofrecer un portafolio particular en
términos de riesgo y rendimiento quedan determinadas por los
valores de E y S’. Dos portafolios cuyas distribuciones de
probabilidad son distintas pueden llegar a tener los mismos
valores de E y S°. Para efectos tedricos se toma como un
hecho que cualquier agente considerard a estos portafolios

como equivalentes.
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4. La representacion de un portafolio puede llevarse también
a expresiones graficas, como se muestra en la siguiente
figura. La desviacion estandar ( o la varianza) de la tasa
de retorno se grafica en el eje horizontal y se cruza contra

la esperanza del rendimiento en el eje vertical.

Cuando la esperanza del rendimiento entre dos portafolios es
igual, el criterio de eleccidon estara basado en el valor
minimo de los riesgos medidos por la desviacion estandar o la
varianza correspondientes. De manera alternativa, cuando dos
portafolios representan el mismo riesgo, el criterio de
eleccion se basara en el maximo de las esperanzas

correspondientes.
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La mayor parte de los resultados de la teoria de portafolio
se derivan de manera directa o indirecta del hecho de que los
inversionistas son avidos respecto a rendimientos altos y
renuentes en lo que toca a asumir riesgos. Por supuesto, el
grado de avidez o aversion que se tenga depende enteramente
de la unidad economica involucrada en la decision. En este
sentido, la representacion de las preferencias de cierta
unidad econdmica particular mediante el uso de curvas de
indiferencia (o curvas de nivel) es especialmente
conveniente.

En la siguiente figura, las preferencias de 1inversionista

estan representadas de manera grafica.

Ep

Wﬂﬂﬂ

El area sombreada representa los puntos que significan

portafolios menos asequibles -en términos de preferencias-
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que aquel marcado en el punto 1. La curva que divide la
region comprende todos los puntos que pueden considerarse
como equivalentes al portafolio 1. A medida que E se vuelve
preferente y S 1iImpreferente, 1la curva de indiferencia
acentuara su concavidad hacia arriba.

Una gran cantidad de activos pueden ser elegidos para formar
parte de un portafolio, especialmente si el término se
utiliza en su sentido mas amplio.

Sin embargo, en la practica sO0lo un subconjunto dentro de
todas las posibilidades es el que se toma realmente en
cuenta. La seleccidn de un grupo de acciones no es una tarea
facil.

Se supone que el inversionista tendrd que seleccionar un
portafolio que incluya al menos una, de un total de emisoras
o titulos disponibles. EI ndmero que elija dependera de las
ventajas o0 desventajas dque represente una configuracion
limitada frente una mas completa.

Para las emisoras, por su parte, se postula el principio de
divisibilidad perfecta; es decir, dentro de ciertos limites
bien determinados, cualquier monto deseado para invertirse en
cierto titulo puede combinarse con los demas, sin que esto
afecte de manera alguna [los tasas de rendimientos

individuales.

5. Ahora bien, formalizaremos las ideas anteriores de Ila

siguiente manera:
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Sea Xi la proporcion del destinada a invertirse en la i-ésima
accion, i=1,...,n. Entonces, debe cumplirse que
>x =1

siendo factible que X,=1, X, = X, =0.

La tasa real de rendimiento del portafolio en su conjunto no

es mas que la suma

Rp=D XR

iml

Si fuera posible predecir con suficiente exactitud la tasa
real de rendimiento de cada una de las emisoras, la tasa de
rendimiento del portafolio completo se calcularia simplemente
como una suma ponderada. Sin embargo, ni el rendimiento de
el portafolio ni los correspondientes de Qlas emisoras
individuales pueden predecirse con certidumbre.

Asi pues, otro de los problemas consiste precisamente en
establecer estimaciones de R, que puedan a su vez generar
predicciones del rendimiento a futuro del portafolio.

Ademas de las anteriores estimaciones, es fundamental contar
con alguna medida de 1la incertidumbre. En términos
formales, esta medida siempre estara relacionada, como
sefialamos anteriormente, con la varianza de la distribucion

de probabilidad.

6. Una de las mayores contribuciones de 1la teoria de

portafolio reside precisamente en el énfasis que pone sobre
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el analisis de las interrelaciones de las variables. En el
caso de los precios de las acciones, las interrelaciones se
establecen a través del coeficiente de correlacion,
coeficiente de determinacion o covarianzas. Con ellos se
estima el grado de dependencia que existe entre las
variaciones de precio de un titulo con respecto a otro.

En la siguiente figura se muestra un caso extremo:

correlacion perfecta entre dos titulos (caso a).

Rl A1 R

{a} &) fcl

A1 A1

EH (=l

El efecto que produce es un lugar geométrico determinado por
una linea recta. Esta ultima se va desvaneciendo al decrecer
la correlacion hasta el punto en que se invierte la pendiente
y recobra su nitidez cuando la correlacidon es perfecta y

negativa (caso e).
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El valor numérico que alcance el coeficiente de correlacion
dependera de la probabilidad que tenga cada una de las
posibles parejas de resultados, es decir, de la distribucidn
de probabilidad conjunta'. Aqui es importante enfatizar que
correlacion no implica necesariamente causalidad.
Simplemente se refiere -como su nombre lo 1indica- a una
medida del grado en el que dos variables se mueven de manera
conjunta.

Regresando ahora al punto que se refiere a la estimacion del

rendimiento del portafolio, recordemos que
Rp =D ¥R,
y en consecuencia

E(R,)- E, = D X,

Es decir, la esperanza del rendimiento del portafolio es una
combinacion Ulineal de las respectivas esperanzas de los
titulos individuales usando las ponderaciones como
coeficientes.

Por su parte, la desviacion estandar de [la tasa de
rendimiento del portafolio naturalmente depende de las
respectivas desviaciones de los titulos individuales, de sus

coeficientes y de las proporciones de inversion. Es decir,

! La probabilidad conjunta de dos variables X, Y, se defina como:
P(X=x;Y=y)=P(X=x]Y=y)P(Y=y).
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.'.7.'.72_;- = ZZX! Xj ,({?- .'.7! .'.7.?-

lo que indica wuna suma de N2 términos calculados
independientemente. Dado que p;; = p; Y que p;=1 para
todo i=1,2,...,n tenemos que, al sustituir en la relacion
anterior la p por su expresion en términos de la covarianza,

nos queda

o e =20 X XCy

que es la relacidén que se emplea para el analisis de riesgo-

rendimiento.

Considérese la eleccion de un portafolio que comprenda al
menos dos titulos distintos, ninguno de los cuales tenga un
rendimiento seguro. Supdéngase por el momento, que el titulo 1
tiene un rendimiento esperado menor que el titulo 2, de
manera que E, < E, , 0 <o, <o, .

En la siguiente figura se muestra la relacion entre Ep (en el

eje vertical) y X, X, (en el eje horizontal). Hay varios

hechos a destacar.

- La eleccion puede establecerse sobre la base de X, y
calcular por diferencia X,= 1-X;, o alternativamente elegir X,

y calcular X, = 1-X,.

1
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- Solo se toman en cuenta -en este caso- valores positivos

para X,, X,; con ello se estd suponiendo que

Ep

=1

1.0 it a0 23 a

el i1nversionista no cuenta con la posibilidad de emitir

acciones por cuenta propia.

- El rendimiento esperado lleva una relacion lineal con

respecto a X;.
- La desviacién estandar del rendimiento también se

relaciona con el vector de composicion del portafolio X,, de

modo que

2 2 _2 2 _2
c = Xl G1 + X2 G2 + 2X1X2p12612_
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Considérese ahora el caso en el que las tasas de rendimiento
estan perfectamente correlacionadas. Ya que
p,, toma el valor unitario, entonces
2 _ 2 2 2 2
c, = X0, + X o, + 2XX,0,0,
En consecuencia (factorizando) oy = 2K )

El segmento AB de las siguientes figuras muestra graficamente

como se dan las relaciones entre o, y X;.

En el primer caso -correlacion perfecta- la unién de A y B
estd determinada por un segmento de recta. Para observar el
cambio que se da cuando la correlacion no es perfecta,
podemos reescribir o, = X', + X', + 2(XX0,6,)p, CuyO

término entre paréntesis sera positivo siempre que al menos
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una proporciéon de cada titulo resulte invertida (i.e., X, >

0) y el rendimiento correspondiente represente un riesgo

(i.e., o, > 0).
O | ED 0 | Eb
2 2
ofh A=l A2 8
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Bajo esas condiciones, para un portafolio dado se tendra que
a menor correlacion menor riesgo (01). Otros casos se
ilustran para distintos valores del coeficiente de
correlacion. No sobra insistir en el hecho de que cuando la
correlacion entre titulos no es muy alta, el riesgo del
portafolio es menor que el riesgo correspondiente a cada uno
de los titulos tomados de manera individual. En este sentido,
la diversificaciéon ofrece un Importante beneficio en cuanto a

reduccion del riesgo sin costo de rendimiento.
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7. ElI analisis puede extenderse al caso de 3 titulos. Un
portafolio constituido exclusivamente por los titulos 1 vy 2,
genera combinaciones de riesgo y rendimiento como las que

describe la curva 1,2 de la siguiente figura.

Analogamente, los portafolios con titulos 1 y 3 aparecen en
la curva 1, 3 al igual que la combinacion 2, 3
respectivamente.

Si se combinan partes 1iguales de 2 y 3, por ejemplo, se
tendria la posicion indicada por el punto A. EI inversionista
puede ver a esta combinacidn -que por cuenta propia tiene
valores especificos de riesgo y rendimiento-, como un titulo
mas dentro de su gama de posibilidades. Asi pues, cualquier
portafolio puede ser tratado para fines analiticos como una

emisora individual. Esto fundamenta el hecho de que un
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portafolio pueda verse como combinaciones lineales de otros
portafolios en el mercado. La consecuencia inmediata es que
lo que en wun principio se vela como una curva de
posibilidades (c,E)), es ahora una superficie convexa en el
plano Ep-o,.

Con 1o anterior podemos ahora esbozar de una manera mas

precisa el conjunto de portafolios factibles en el mercado.

raj fax!

Ep Ep

Ragitn FecLiola Ragitn FacLiola

ER

Aegian no Feciible

e =33

Dado que este conjunto debe ser convexo, la forma de las
figuras (@), (b), y (¢) nos indica dos casos posibles y uno

imposible.
8. Las caracteristicas de un portafolio pueden derivarse de
un analisis de su posiciéon dentro de la superficie de

factibilidad. Debe advertirse que cualquier seleccién de
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riesgo-rendimiento en el interior del conjunto, sera
ineficiente en el sentido de que siempre existe otra
combinacion con igual riesgo pero mayor rendimiento.

Es por esta razon que los puntos de eficiencia yacen sobre
el segmento superior de la frontera del conjunto de
factibilidad, como se indica en las anteriores figuras.

Dado que el objetivo de un inversionista debe ser construir
portafolios eficientes, la seleccion de cartera nos lleva a
un problema de optimizacion. Como tal, el problema comprende
una serie de variables de decisidon, una o mas restricciones y

una funcion objetivo que debe ser maximizada o minimizada.

Las variables de decision son en este caso las proporciones

X, 1=1,2,...,n de 1inversion en los distintos titulos que

conformaran el portafolio. Cada una debe asumir un valor
entre cero y uno, por lo que se tienen N variables de
decision.

En 1o que se refiere a las restricciones, surge en primera
instancia la necesidad de postular que la suma de las

ponderaciones X, sea igual a 1. Dependiendo del problema que

se trate, podran también incluirse restricciones sobre el

signo de las X,, ya que en algunos casos sera deseable que X,

> 0 para todo i.

El propdésito sera -en todos Mlos casos- conseguir una
configuracion oOptima para el portafolio de iInversion. En

consecuencia, la funcidén objetivo debera reflejar la idea de
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construir un portafolio de rendimiento maximo Yy Vvarianza
(riesgo) minima. Como esto ocurre en donde convergen
(tangencialmente) las curvas de indiferencia con la frontera
eficiente, podemos escribir

V, = a + AE,

siendo alfa la ordenada al origen en la relacidén entre riesgo
y rendimiento sobre el plano (Vp, Ep).-

Asi pues, tendriamos como proposito la maximizacion de alfa,

escrita como a = -AE, + V,

en donde
E, =D X.F
Y, = 2.0 XX

sujeto a la restriccion
>x =1

9. La descripciéon geométrica del proceso de optimizacién
provee antecedentes importantes que facilitan el
entendimiento del procedimiento analitico. En las siguientes
figuras, se observan distintas posiciones de las curvas de
indiferencia con respecto a la frontera de eficiencia.

En primer término, aparecen isocuantas con pendiente igual a

cero, que convergen con la frontera eficiente en un punto tan
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avanzado hacia la derecha del eje de abcisas, que denotan una

eleccion en la que el riesgo no

(=1, o/

Ef Ef

Ep =]

e - :K‘
= badusis

i & fet! e
no es tomado como un factor importante. Es decir, con una A
tan grande, un pequefio incremento del rendimiento se cambia
por uno muy alto del riesgo. Por el contrario, la ultima
figura (caso d) refleja una situacion en la que el
rendimiento se ha hecho a un lado en la busqueda de minimizar
el riesgo. Para cada valor de A existe una solucidn optima

sobre la frontera cuya pendiente en cada punto es distinta.
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La solucidon del planteamiento anterior es relativamente
directa. Utilizando multiplicadores de Lagrange®’, tendriamos

que la funcidn objetivo resulta:
Z = 0> KR - D> > KX+ A1- D X

cuyas condiciones de primer orden para la maximizaciéon son:

Z
— = OB - 2K, - 2K, 4y 2K, - A= 0

1

Z
— = ®E, - 2X a3, - 2X,0,- .2 X, 7, — A= 0
"ﬁrﬂ

&
"'ﬁ;

&

— ~PE, - 215 - 2K,y 3y 2K, g — A= 0

=bE, - 22X, - 2X, ;- 2K, m, — A=

Que en términos matriciales puede expresarse como

A f b

({22, 24, . . . 2a, 1YX) [®E
217?41 21‘7;“2 . . . 2.'.7”! 1 X?e ':I:'EH
L1 1 . 1 op A) L 1)

2 Los multiplicadores de Lagrange son el fundamento de un método
algebraico para encontrar maximos y/o minimos (i.e., 6ptimos) de
funciones no lineales.
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cuyo vector de solucion puede expresarse en términos de la
inversa de la matriz de varianzas y covarianzas como X = C-K
para cada valor de ®. Este proceso de computo nos dara como
resultado un valor de las X, correspondiente a cada valor de
®. Es importante enfatizar que si consideramos la obtenciodn
de dos portafolios Optimos correspondientes a valores de ©=0
y ®=0" (algun valor muy alto) cualquier portafolio eficiente
que corresponda a un valor intermedio de @& puede ser
determinado por la combinacion de los portafolios extremos y

el vector de las X, sera una proporcion de los anteriores con

respecto a o.

10. La relacion entre el rendimiento esperado de un
portafolio eficiente y el valor de ® es también lineal. Se
puede encontrar sustituyendo X1= Ki + KiA
en Bp=2XE = DK+ RBE - 2KE)+ 2KE)® gonde el valor de
cada uno de los paréntesis es simplemente un escalar. EI
primero de ellos represente el rendimiento esperado del
portafolio de minima varianza. El segundo paréntesis, indica
el rendimiento esperado adicional por cada unidad de ®.

Si al menos dos titulos tienen rendimientos esperados
distintos, el valor de E, seguira creciendo conforme & se
incremente. Este proceso puede continuar ilimitadamente, ya

que hasta ahora no se ha impuesto restriccion alguna sobre la
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posibilidad que tiene el 1inversionista de emitir titulos a
discrecion.

Por su parte, la relacion entre la varianza del rendimiento
del portafolio con el valor de ® es de tipo cuadratico. Puede
obtenerse igualmente sustituyendo las ecuaciones obtenidas

anteriormente de la solucion

PV, = 22K X,Cy = 22K RBE, +kBIC, = D KK,C) + (DK +
e K,y + (D0 Jesde; Oy )

Nuevamente, la suma en cada uno de los paréntesis es
simplemente un escalar. ElI primero de ellos, representa la
varianza de el portafolio de minima varianza. Los paréntesis
de la derecha, representan la manera como V, 6 crece con
respecto a ®. Finalmente, si combinamos las relaciones
eliminando ®, la ecuacion de 1la frontera de eficiencia
mostrara que existe una relacion cuadratica entre E, en

funcidn de V,-

11. Es preciso recordar que la mayor parte de los problemas
de analisis de cartera resultan demasiado diversos Yy
complejos como para poder encajonarlos dentro del esquema del
planteamiento basico que acabamos de discutir. Los valores
que se les asignan a las variables de decisidon representan
generalmente restricciones en distintos sentidos. Dichas
restricciones pueden darse tanto en forma de igualdades como

de desigualdades. En 1la practica, todos los términos que
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involucran variables de decision se escriben generalmente del
lado derecho, dejando el lado izquierdo de las ecuaciones o
desigualdades para las constantes. Las técnicas de solucidn
estandar requieren de expresiones en el lado izquierdo
puestas como funcion lineal de las variables de decision,
(vgr: 0.3X, + 0.92X, - 0.1X,,) o de desigualdad débil (vgr: X,
> 12). En principio, incluir restricciones al problema basico
no debe significar un cambio sustancial en la naturaleza de
la solucion. Es decir, cada X, seguird siendo una funciodn
lineal de ®, asi como Vp sera una funcidn cuadratica de Ep
sobre la frontera eficiente. Generalmente, mientras mayor
numero de restricciones tenga un problema, la regidon de
factibilidad resultard mas pequefia y sera mas baja su
frontera de eficiencia. La presencia de mayores restricciones
implicara mayores costos de calculo, pero nunca redundara en

cambios cualitativos para los resultados.

12. Lo anterior se cumple aun para el caso en que las
restricciones adicionales sean desigualdades débiles o
estrictas. Sin embargo, el procedimiento de solucidén que debe
emplearse es distinto en cuanto a sus caracteristicas, y el
problema se convierte en uno correspondiente a programacion
matematica no lineal. Quiza el caso mas comun de inclusidén de
desigualdades como restricciones surge cuando al
inversionista se le imposibilita para emitir titulos.
Formalmente, esto se traduce en una serie de desigualdades

débiles de la forma
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X, =2 0, X, 20, X, 2 0,..., X

1 2 3

v

0. En consecuencia, el

n

problema basico se traduce en
min —o(( 28 + (2.2 KXCL)

vV ®&® >0

sujeto a 2. = 1+ restricciones L, <X, <U, L, <X, <U,, etc.,

en donde U, es la cota superior para la proporcion invertida
en el titulo 1, L, es la cota inferior para la proporcion
invertida en el titulo 1.

En la siguiente figura aparecen ilustrados los resultados
para un caso en el que se involucran tres titulos, tomando
las cotas inferiores como cero y las cotas superiores

suficientemente grandes para que no tengan efecto.

X1 : : :
| 1 1 e e

- . 1 1 A

Tea 1 {)I

L1 R

S o

1 S 1 " 1

1 n o 1

1 ‘\ 1 1

1 . 1 1

:}:2 \\.-"-'-l:l :

1 T 1 1

1 - o 1

-~ Y

__________ 4-7E3 4o m e fe—m—m—oo ol

1 1 1

% 2 Iz 4
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Como puede advertirse, existen intervalos para los valores de
® sobre los cuales la composicion del portafolio no cambia.
Ademas, los valores de X, no varian linealmente con respecto
a ® a lo largo de todo el intervalo, sino que mas bien se da
una relacion lineal por pedazos, apareciendo como
consecuencia vértices o esquinas.

Considérese la forma en la que X, cambia en funcién de un

decremento del valor de ®. Para valores mayores que &, ,
X, = 0. En @, existe justamente una esquina.

A medida que ® decrece por debajo de @, X, crece linealmente
hasta el punto ®=®,. Reducciones adicionales de @ producen

decrecimiento en X,. Esta situacion continda de manera

acentuada hasta el punto en que ® = ®,. En adelante, X

3 2

decrece lentamente conforme ® se va reduciendo. En 1los
puntos ®1, ®2, ®3, al menos una de las relaciones encuentra
un vértice. ElI portafolio representado por estos puntos se
denomina precisamente portafolio de vértice. Finalmente, el
portafolio que se obtiene cuando ®= 0 se considera igualmente
como un portafolio vértice. Como se muestra en la figura, la
frontera de la regiéon no tiene que ser una esquina en el

punto representado por un portafolio vértice.

Hemos senfalado que cualquier tipo de restriccion tiende hacia
la reduccidn de la region de factibilidad de valores (E,, V).
Tanto las cotas inferiores como las superiores para la
distribucion de titulos |llevan seguramente hacia cotas

inferiores o superiores en los niveles factibles de (E,, V).
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La region que se muestra en la figura 13 es tipica de
aquellos casos en los que proporcionas negativas se excluyen

y no existen titulos con rendimiento seguro.

figura 13

Aunque los problemas generales de analisis de cartera son
dificiles de resolver, el uso de herramienta computacional
adecuada facilita gran parte del trabajo. El paso fundamental
consiste en determinar la composicion de portafolio vértice
junto con su rendimiento esperado Yy riesgo 0 Vvarianza
asociados. Esta determinacién genera un avance suficiente

debido a que la relacidon entre dos portafolios de vértice es
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lineal. Mas aun, entre dos portafolios de vértice
cualesquiera, Qla frontera de eficiencia goza de |las

siguientes caracteristicas:

a) La relacion entre E; y ® es lineal.
b) La relacion entre V, y ® es cuadratica.

c) La relacion entre E, y V, es cuadratica.

Asi pues, el problema de analisis de cartera queda
virtualmente resuelto cuando el conjunto de portafolios de
vertice (eficientes) ha sido determinado. Cualquier otra
informacion puede calcularse en caso necesario a partir de

dichos valores.

13. Hasta aqui, nada se ha mencionado acerca de préstamos y
endeudamientos. Los préstamos son mejor vistos como
inversiones en algun titulo en particular libre de riesgo.
Por definicion, estos titulos tendran un rendimiento esperado
exactamente i1gual a su tasa de interés. Dado que se trata de
una situacion de certidumbre en este caso, la desviacion
estandar del rendimiento es igual a cero.

Por su parte, el endudamiento puede ser visto de distintas
maneras. Aqui lo consideraremos simplemente como la emisidn
por parte del agente de algun titulo libre de riesgo. En
otros términos, tendremos valores negativos en el vector de

distribuciones X, para los casos en las que se incurra en un

endeudamiento. Asi pues, las caracteristicas de un titulo
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libre de riesgo (i) son: Si X, > 0, el inversionista presta;
si X, < 0 el inversionista se endeuda; E(i) = P = tasa de

interés; ¢, =0; C, =0,=0; C,=¢C,, =0;...; C,=C, =0.

Considérese ahora el efecto de combinar dos titulos, uno de

los cuales es libre de riesgo. Como en los casos anteriores,
—_ - 2 — 2 2 2 2

Ep - X1E1 + XzEz’ G, — X1 G, + Xz G, + 2X1X2p120102_

Si el titulo 1 es seguro, las relaciones anteriores pueden

escribirse como ¢, = X,5,° = o, = X,0,. En la siguiente figura

se muestra el resultado de esta combinacion.

%2
Ep X0
w2
w11
%2
e . X1:0
1
1
I
E1 wol
¥10 !
1
1
I
¥ g

La presencia del titulo libre de riesgo produce valores de
(E,, V,) sobre el segmento de recta que une a los puntos que

representan a los dos titulos. Cualquier combinacién entre
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estos dos puntos puede derivarse de un préstamo o0 una
inversion en titulos de rendimiento seguro. De lo anterior se
desprende un resultado importante: 0la 1incorporacién de un
titulo libre de riesgo produce que al menos una parte de la
frontera eficiente de la region (E,, V) se vuelva lineal.

En la figura 15 se muestra una caso en el que no existen

valores negativos en el vector de distribucion X,.

figura 15

El area interior representa la region factible de (E,, V)) en
ausencia de titulos libres de riesgo. El complemento que
aparece como segmentos de recta constituye la regién que

resulta al hacerse disponible un titulo sin riesgo.
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El portafolio representado por el punto R es de especial
importancia, debido a que cualquier punto sobre la frontera
eficiente puede obtenerse mediante una combinacion apropiada
del titulo libre de riesgo con el portafolio R. Por su parte,
el punto P representa el caso en el que el iInversionista
presta la totalidad de sus fondos. Para puntos entre P y R se
tiene la inversion de una parte en el portafolio R y un

préstamo del resto.

Al portafolio R se le ha concedido suficiente iImportancia
para asignarle un término especial: combinacion Optima de
titulos de riesgo (COTR). Este nombre resulta claramente
adecuado si se examina la figura 15. Independientemente de la
forma que adopten las curvas de indiferencia del
inversionista, mientras sea consistente en buscar
rendimientos y rehuir al riesgo, al menos una combinacidon del
portafolio R con préstamo o endeudamiento resultara oOptima.
Por su parte, en la figura 16 el nombre resultara apropiado

solamente para aquel inversionista cuyas

138



Modelo de Markowitz

figura 16

preferencias 1o lleven a seleccionar alguno de los puntos

entre P y R (inclusive).

Las figuras 17 y 18 muestran tres casos distintos en los
cuales se tienen posesiones negativas (X,). De todas ellas,
solo las 17-c y 18-c corresponden a una situacién en la que R
no es una combinacion Optima de titulos de riesgo.

Al margen de la discusion del procedimiento analitico-
computacional para encontrar el Optimo, la idea geométrica de

el proceso es particularmente ilustrativa.
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figura 17
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figura 18
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En la figura 19 sea P el punto que corresponde el titulo sin
riesgo y sea AB la curva que representa el segmento de la
frontera eficiente dentro de la regi6n factible (Ep,Vp) en

ausencia de titulos sin riesgo.
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figura 19

“n

Las combinaciones de P con el portafolio 1 nos dan un

resultado que yace sobre el segmento de recta P,. Asimismo,

las combinaciones de P con el portafolio 2 yacen sobre el
segmento de recta P,, etc. Evidentemente, el portafolio 3
representa la combinacién Optima de titulos con riesgo. Se
puede llegar a este ultimo punto proyectando un rayo desde el
punto P de manera que toque tangencialmente a la frontera de
eficiencia en la region (E, V). Es precisamente la
existencia de la combinacidén Optima de titulos con riesgo la
que facilita el procedimiento de seleccidon de portafolio. EI
inversionista necesita Unicamente decidir qué tanto prestar o

endeudarse. Existe solo una combinacién apropiada de titulos
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riesgosos en la cual hay que invertir el remanente del
capital.

Asi pues, la consideracion de combinaciones alternativas de
titulos riesgosos puede de esta forma verse por separado de
la actitud del iInversionista respecto a los riesgos que tenga
el rendimiento esperado. A este resultado se le conoce en la
literatura con el nombre de teorema de separacion.

Las relaciones anteriores son aun mas claras cuando -
regresando al problema basico- una de las acciones es libre
de riesgo. Dado que la solucion a un problema tal tiene la
forma

X, = K + k®, X, =K, + k®,..., X =K + ko

1 n

El portafolio eficiente con menor valor posible para la
varianza se obtiene cuando ® = 0. En este caso, consistira
Jjustamente de un 100% del titulo 1 (libre de riesgo). En

consecuencia K, = 1; K, = 0, K, = 0,..., K = 0, de manera que

X, =1+ k®; X, = k®,..., X = KO.

En la figura 20 se muestra la composicion de todos los
portafolios eficientes relativos a un caso particular en el
que participan tres titulos riesgosos y uno sin riesgo. EI

portafolio R es 6ptimo en @ .
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it
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wE
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1

figura 20

Valores de ® por abajo de ® nos llevan a combinaciones de R
con préstamo, mientras que valores de ® por encima de ® nos
Ilevan a combinaciones de R con endeudamiento. Al cambiar O,
el total invertido en cualquier titulo riesgoso dado,
mantiene una proporcién constante respecto del monto
invertido en la totalidad de titulos riesgosos. Por ultimo,
cuando alguno de los titulos en un problema estandar es libre
de riesgo, el resultado sera similar al que se ilustra con la
figura 21. A la izquierda del punto

®" (que representa el portafolio R), el diagrama comparte las

mismas caracteristicas que en la figura 20.
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1
1
1
1
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figura 21
Hacia la derecha de dicho punto, el diagrama se vuelve
similar al de un problema estandar sin titulos seguros. EI
portafolio que representa uUnicamente préstamo (® = 0) asi

como el portafolio R, forman vértices adyacentes.

13. Modelo de Tobin-Sharpe-Lintner. Como se ha discutido
anteriormente, la parte central del problema de analisis de
cartera esta basada en la blusqueda de combinaciones
eficientes (E,, V). Trataremos ahora de manera sucinta el
caso en el que el portafolio a elegir esta sujeto a las

siguientes restricciones:
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DX =1+ K X 20 i=12 . X, 21

1

La primera restriccidon puede ser reescrita en su fTorma

11

estandar como 22X;_£;ﬂ= . Obsérvese que X esta acotada por

(-1) en lugar de cero. En los analisis de Tobin, Sharpe y
Lintner la variable que aqui expresamos como X representa el
total de endeudamiento (si X _ es

n+1

positivo) o de préstamo (si X, es negativo). La tasa de
rendimiento recibida (con certidumbre) por el inversionista
representa el rendimiento de un titulo sin riesgo. Un posible
conjunto de combinaciones (E,, V) para el modelo de Tobin-
Sharpe-Linther se muestra en la figura 22. Como se ilustra,
la cota iInferior de 1la region de factibilidad esta
constituida por dos ramas (no necesariamente simétricas). La
rama derecha ab tiene la forma de ™"media™ parabola con

vértice en (E,V)= (r,,0), que se extiende sin limite hacia la

derecha para todos los E > r,.

146



Modelo de Markowitz

b

T.mr

Ep

(7, 6

figura 22
La rama izquierda es también media pardbola con vértice en
(a) pero que se extiende hacia el lado contrario para valores
de E < r,. Ambas ramas pueden provenir de parabolas con
coeficientes iguales, o de pardbolas distintas. Mientras que
la rama derecha contiene todas las combinaciones (E, V)
eficientes, la rama 1izquierda -excluyendo al punto a-

contiene solo combinaciones de (E,,V) ineficientes.

Como puede observarse, la regiéon fTactible de combinaciones
(E,,V,) no se encuentra acotada superiormente. Para cualquier
E = E, dado, se pueden encontrar combinaciones factibles de
(E,, Vp) con V, > V, siendo V, el minimo factible entre las

combinaciones (E,,V).
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El conjunto de combinaciones (E,S) factibles correspondientes
a la region de la figura 22 aparece ilustrado en la figura
23. Como puede apreciarse, en este caso la cota inferior esta
constituida por dos rayos que se extienden en sentidos

opuestos.
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figura 23

{ra, o) Ep

Asi pues, el conjunto de combinaciones eficientes el modelo
de Tobin-Sharpe-Lintner es parecido al del modelo estandar
con cotas superiores. Es posible (aunque no abundaremos en la
discusion sobre este caso) que la regiéon de factibilidad
Ilegue a estar constituida por un solo punto (posibilidad que
se da en un sentido matematico estricto, cuando aceptamos una
eleccioéon arbitraria de ©).

Finalmente, cabe la posibilidad de introducir limitaciones
para el endeudamiento, a través de restricciones como X,k <

U.. en cuyo caso la solucion del modelo toma mas bien la

forma de la figura 16.
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14. Para concluir este capitulo, revisaremos a continuacion
los rasgos que han caracterizado a los distintos enfoques de
la teoria de portafolio a partir de las publicaciones mas
relevantes sobre el tema.

Comenzaremos con Hicks (1962), quien describe a la teoria de
portafolio como "Una formalizacidon de un conjunto de ideas
con las cuales los economistas han tenido familiaridad desde
1935, haciendo referencia a un trabajo presentado por el
propio Hicks en 1935. En dicho trabajo, establece que ™en un
mundo en donde el costo de las inversiones es iInsignificante,
cualquier agente puede acceder a considerables ventajas en
cuanto a reduccion del riesgo de la siguiente manera: divide
su capital en pequefias proporciones para conseguir la
diversificacion de los riesgos y con ello se protege de
pérdidas sobre el monto total de su capital. Sin embargo,
con los costos que actualmente tienen las inversiones, es
definitivamente imposible hacer una inversion pequeifia que

permita diversificar el riesgo™.

Markowitz critica la anterior afirmacion sefialando que no es
la indivisibilidad de los bienes el hecho que obstaculiza la
diversificacion: "Hicks no advierte que con frecuencia los
rendimientos de las inversiones estan fuertemente
correlacionados y que esto produce que la diversificacion no
tenga efecto sobre la varianza (riesgo). Para un portafolio
con proporciones 1idénticas de inversion en cada titulo, a

medida que el numero de titulos se incrementa la varianza del
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portafolio se aproxima al promedio de las covarianzas entre

inversiones'.

Otro precursor de la teoria moderna de portafolio fue Dickson
Leavens (1941). Leavens utilizo en sus trabajos el calculo de
la varianza como medida del riesgo de una iInversion, y mostro
heuristicamente como el riesgo puede decrecer en funcion del
numero de titulos que se obtengan cuando existe poca

correlacion entre los rendimientos de los mismos.

La era de la teoria moderna de portafolio inicia con dos
trabajos publicados en 1952. Roy (1952) utiliza las mismas
restricciones que hoy se conocen como modelo de Black con el
proposito de caracterizar conjuntos eficientes de media-
varianza. Afos mas tarde, tras haber introducido las
nociones de conjuntos eficientes (E,V), Baumol (1963)
establece que un portafolio seguro con minimo E-Ks tendra una
esperanza y una Vvarianza del rendimiento tan pequefas o
grandes como el inversionista decida al tomar un elemento del
conjunto eficiente EV. Esto - segun Baumol - obedece a que
E-Ks es una medida mucho mas apropiada del riesgo que la sola

desviacion estandar (s).

La segunda publicacion que dio entrada a la teoria moderna de
portafolio en los medios académicos Tfue presentada por
Markowitz (1952). En dicho trabajo, fueron definidos con toda

precision y fTormalidad los conceptos de eficiencia media-
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varianza acompafiados de un analisis topoldogico sobre
conjuntos eficientes y de fTactibilidad. La version general
del modelo de seleccion de portafolios la presentd Markowitz

a principios de 1956.

A pesar de que la presentacion de la teoria de portafolio se
dio desde 1952, ésta no despertd mayor interés sino hasta
después de haber sido publicados los trabajos de Tobin
(1958), Sharpe (1963, 1964) y Lintner (1965). Un reclamo en
este sentido fue hecho por William Barrenan (1955) al propio
Markowitz, al vrecordarle que a principios de los afos
cincuenta le fue rechazado su proyecto de tesis doctoral
sobre el estudio de la teoria de portafolio por considerarse

como algo “demasiado impractico” (UCLA).

Tobin (1958) utilizé los resultados de [la teoria de
portafolio para analizar 1o que lIlamé "preferencias por la
liquidez'. En su trabajo sefala que aun cuando el supuesto
de endeudamiento ilimitado puede no ser muy realista, tiene
la virtud de conferirle al modelo la posibilidad de ser
resuelto analiticamente (nodelo Tobin-Sharpe-Linter) y ser
comparado con el modelo general para el cual no existe un
conjunto de ecuaciones que describan en su totalidad las

soluciones.

Una propiedad esencial del modelo de Tobin-Sharpe-Lintner,

como se demuestra en Tobin (1958), es lo que ahora se conoce
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como teorema de separacion de Tobin. Los conjuntos de
portafolios eficientes consisten tipicamente en:

a) un portafolio X que comprende solamente acciones riesgosas
sin préstamo o endeudamiento, y

b) un portafolio X mas endeudamiento o un portafolio X mas
préstamo.

De esta manera, la eleccidon de las proporciones entre titulos
riesgosos puede considerarse enteramente por separado de la
eleccion correspondiente a prestar 0 endeudarse. Ademas, la
eleccion sobre los montos de un préstamo o un endeudamiento
dependen sO6lo de las preferencias frente al riesgo que tenga

el iInversionista.

Sharpe (1964) vy Lintner (1965) aplican la teoria de
portafolio para abordar el problema de equilibrio de precios
en activos de capital. Al momento de asumir el conjunto de
restricciones que presenta Tobin, encuentran en el curso de
su iInvestigacion el teorema de separacion de Tobin. Es
decir, al considerar que todos los inversionistas detentan
proporciones iguales X de titulos riesgosos ademas de cierta
cantidad de préstamo o endeudamiento, X debe ser precisamente
el portafolio de mercado. En particular, el mercado es un
portafolio eficiente. Ademads de esto, Sharpe y Lintner

arriban a Qla relacion fundamental (y sorprendentemente

sencilla) p, - r, = KB, donde r, es el rendimiento esperado de
un titulo libre de riesgo y B, es el coeficiente de regresion

sobre r, con respecto al mercado (ver capitulo 6).
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Mossin (1966) muestra que los resultados de Sharpe-Lintner
son igualmente ciertos si se desecha la hipotesis que hace
Tobin en su conjunto de restricciones (Xi > 0), es decir, si
se "mezcla™ de alguna manera el modelo de Black con la

presencia de titulos libres de riesgo.

Mas adelante, Sharpe (1970) y Merton (1972) muestran que si
la Unica restriccion es 283;:1 entonces -
independientemente de que exista o no un titulo libre de
riesgo-, cualquier portafolio eficiente tiene [la forma
X=al'+(1- DX con a < 0, siendo X el portafolio de minima
varianza. A este resultado se le ha dado el nombre de
Teorema de separacion de dos fondos (Two-funds separation
theorem).

Black (1972) va mas alla al demostrar que la ecuacion Sharpe-
Lintner se cumple aun cuando la Unica restriccidn es 223;:1

independientemente de que existan o no titulos libres de

riesgo.

En la década de 1los ochenta 1la mayor parte de Ilas
investigaciones se concentré en los aspectos algoritimico-
computacionales y de aplicacion sobre teoria de portafolio.

Hacia 1991, Ralf Ostermark en el European Journal of
Operational Research presenta un articulo titulado 'Vector
forecasting and Dynamic Portfolio Selection: Empirical

Efficiency of Recursive Multiperiod Strategies'™, en donde
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expone un sistema dinamico de seleccion de portafolio
combinando resultados de analisis de series de tiempo,
programacion lineal estocastica y teoria de Markowtiz. Su
modelo consta de 3 partes principales:

1) un sistema de gestidn de inventarios

1) un sistema de toma de decisiones y

1i11) un sistema de programacion multiperiodo de selecciodon de
portafolios bajo incertidumbre.

Presenta ademds wuna prueba empirica basada en datos
provenientes de la bolsa de Helsinky para 35 titulos. Un
aspecto interesante que relaciona el trabajo de Ostermark con
el interés de la presente tesis, consiste en la prueba que
dicho autor establece sobre 1la ventaja de combinar
informacién ex ante y ex post en la construccion de
portafolios eficientes, en lugar de limitar la base a la

informaciéon ex ante.

En primavera de 1992, Sorensen-Mezrich-Jhoseph-Thadani-Dilip
publican un estudio cuantitativista sobre un proceso para la
asistencia a gestores de inversion en decisiones
concernientes al uso de la teoria de portafolio dentro de la
practica cotidiana de inversion. En su articulo -publicado
por el Journal of Portfolio Manegement- presentan la idea de

incorporar moneda en las decisiones de cartera.

Por su parte, Kroll y Levy publican en 1992 en la American

Economic Review @la comparacion entre dos ejercicios -el
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primero de ellos realizado en 1988- para probar los elementos
fundamentales de la teoria de portafolio de Markowitz, Tobin,
Sharpe y Lintner. Dichos autores encuentran que, aunque los
agentes economicos diversifican efectivamente sus titulos, no
reaccionan de manera iImportante ante <cambios en la
correlacion entre titulos riesgosos, ni ante el surgimiento
de oportunidades de inversion sin riesgo. Esto, -segun los
autores - pone en tela de juicio la aplicabilidad del teorema

de separacion junto con sus implicaciones.

Dentro de un rally de iInteresantes investigaciones publicados
en 1993, aparecen cuatro de especial relevancia. La primera
de ellas (Jay, "An examination aproach to risk™, Accountancy)
examina el papel de la teoria de portafolio y el modelo de
precios de Activos de capital (Capital assets Pricing Model,
CAPM, <capitulo 6), en la evaluacion de proyectos de
inversion. Jay examina en este trabajo los distintos
escenarios que generalmente se construyen para el analisis:
a) Escenario de un portafolio bien diversificado

b) Escenario de nuevas inversiones

c) Escenario basado en los valores de betas para el modelo
CAPM.

Larr y Stampleman (1993, Journal of Commercial Lending)
presentan un modelo estandar de aplicacion de teoria de
portafolio en el ambito bancario. Sefialan en su trabajo que
un método de gran potencial para la gestiéon de iInversiones

puede derivarse de la teoria moderna de portafolio ya que en
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ella se analizan formalmente las variables fundamentales,
como son:

1) la tasa de rendimiento, medida en términos de los
dividendos alcanzados mas el porcentaje de ganancia o pérdida
que otorgue el mercado.

i11) el riesgo, medido por la volatilidad del rendimiento, y
111) la covarianza de los rendimientos.

Insisten en la idea de que la teoria de portafolio es el
mejor mecanismo, siempre que se reconozcan algunas
modificaciones para hacerla afin al ambito bancario vy
concluyen sefalando que las instituciones bancarias que
exploten con maestria estos elementos llegaran a ser de las

mas exitosas en el futuro.

Black-Fischer (Oct., 1993, Finantial Analysts Journal)
establecen en su investigacion que el elemento clave para las
inversiones es la estimacion del rendimiento esperado, y no
el calculo del rendimiento promedio como sugieren Fama y
French (1992). Black-Fischer sefialan que dichos autores no
parecen asistir mucho a [la teoria cuando estiman el
rendimiento esperado, poniendo demasiada confianza en la

informacidén que arrojan los datos.

Un articulo de corte distinto pero igualmente importante fue
publicado por Barry Burr (Pensions and Investments, 1993).
Burr analiza el complejo conjunto de herramienta

computacional y estadistica que subyace a 1o que califica
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como teoria post-moderna de portafolio. Concluye en su
articulo que la herramienta que existe actualmente para
Ilevar a cabo aplicaciones practicas de manera casi

ilimitada.

En 1994 el Journal of Finantial Planning publica un articulo
de Patula Hogan en el que se sefala el rezago que existe
entre la practica de los inversionistas con respecto al
desarrollo de la teoria de cartera. Asimismo, recientemente
Bernard Dumas (1994, European Economic Review) hace un
analisis del comportamiento de los inversionistas que acceden
a los resultados de Markowitz, Tobin, Sharpe y Lintner
principalmente, para aplicarlos en los distintos mercados
financieros de cada nacidon. Dumas enfatiza en este trabajo
las diferencias de comportamiento entre los paises e
introduce la idea de una eventual conformaciéon de un mercado

financiero unico a nivel mundial.

Por 1o que corresponde al analisis de algoritmos y métodos de
optimizacién, Bouchaud y Sornette (1998), proponen un
interesante método de distribucién de inversion de capital
para el caso en que las variaciones en los precios tienen una

cola de distribucién uniforme.

Por su parte, Shefrin y Statman(2000), desarrollan una teoria
de portafolio denominada conductista y comparan su frontera
eficiente con la correspondiente a la teoria de Markowitz.

Es el propio Markowits (2002), quien destaca este caracter
conductista (y eminentemente normativo) de la teoria moderna
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del portafolio, contrastandolo con el positivismo que
revisten otras teorias sobre activos de capital.

En virtud de que los datos y mediciones son elementos
fundamentales para la evaluacion de modelos de media-
varianza, Biglova et al (2004), proponen diversas variantes
metodologicas para las mediciones utilizadas en los procesos

de optimizacion de portafolios.

Por su parte, Bywaters y Thomas (2006), siguen esta misma
beta de analisis empirico en un iInteresante intento por
integrar un modelo de consumo segun en los ciclos de la vida

con la teoria moderna del portafolio.

En este mismo sentido empirico, destaca la investigacion
publicada recientemente por Flavin y Limosani (2007)
orientada al analisis condicional de la teoria de portafolios
aplicada a politicas fiscal y monetaria.

Finalmente, destaca entre las publicaciones mas recientes la
de Bossaerts et al (2007), quienes plantean un nuevo enfoque
de seleccion de portafolio basado en laboratorios de
experimentacion que consideran heterogeneidad en las

mediciones.

Hasta aqui dejaremos la revision de la teoria moderna de
portafolio. Cabe mencionar que dicha revisioén dista mucho de
haber sido exhaustiva. Sin embargo, estimamos que con ella
se establecen bases suficientes para dar entrada a la
discusion del siguiente capitulo, en donde revisaremos una
importante teoria complementaria referente a modelos de

precios para activos de capital.
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CAPITULO VI
MODELO DE PRECIOS PARA ACTIVOS DE CAPITAL (CAPM).

El analisis empirico de los mercados de capital ha jugado un
papel Tfundamental para el desarrollo de la econometria. En
1932, Alfred Cowles -Un analista financiero dedicado a
estudios de corte cuantitativista- impulsé Tfuertemente
iniciativas para la formaciodn de la sociedad de
econometristas en Estados Unidos. EI mismo Cowles financio el
surgimiento de la comision para la investigacion en economia
que lleva su nombre. En el seno de esta comision, junto con
colaboraciones de las universidades de Chicago y Yale, se
desarrollaron gran parte de los resultados mas importantes de

la economia moderna.

Es interesante comentar sobre un articulo publicado por el
propio Cowles en la revista oficial de 1la sociedad de
Econometristas Econometrika en su primer volumen, en donde
trata de demostrar que 'las predicciones de los analistas
financieros mas exitosos son, si acaso, apenas mejores de lo
que puede esperarse como resultado de un ejercicio de mera
intuicion. Existe cierta evidencia, en cambio, que indica que
las predicciones de la mayoria de los analistas financieros
son bastantes peores que lo que puede esperarse de la pura

intuicion'.
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Desde esa época hasta 1la actualidad, 1los métodos de
construccion de estimadores asi como la herramienta analitica
que se iIncorpora a los modelos han cambiado notablemente. Por
lo tanto, consideramos apropiado iniciar en este punto la
discusion de las primeras aplicaciones orientadas hacia la
exploracion empirica de los mercados de capital. Con este
objetivo, estableceremos primeramente los elementos
fundamentales para la construccion del modelo de precios de
activos de capital (Capital Asset Pricing Model) al cual nos
referimos como CAPM en lo sucesivo. La idea consiste en
vincular los conceptos tedricos que se trataron en el
capitulo V con los correspondientes al modelo CAPM, para
finalmente arribar a un modelo CAPM que considere cambio
estructural (capitulo VII) mismo que serd analizado desde
una perspectiva Bayesiana (capitulo 1V).

Asi pues, antes de entrar a los calculos numéricos (capitulo
VI11), trataremos de manera directa las definiciones y los

conceptos mas relevantes.

1. Supdongase en primer término que cuando un inversionista
participa en los mercados de capital obedece a una conducta
perfectamente racional, en el sentido de que tiene como
interés unico acceder a los mejores rendimientos que puedan
generarles sus propias inversiones.

Sea r la tasa de rendimiento definida como r=(p,+d-p,) en

donde:
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p,= precio del bien al final del periodo

d= dividendos (en caso de existir) pagados durante el periodo

p,= precio del bien al inicio del periodo.

Si bien el rendimiento r puede ser facilmente calculado ex
post (una vez que [la inversion se ha realizado), r es
evidentemente incierto ex ante (mientras las decisiones de
inversion no hayan sido tomadas). [Iniciaremos nuestro
analisis considerando en todo momento a r como la tasa

esperada (0o ex ante) de rendimiento.

Un 1inversionista tipico (con conducta racional) no sélo se
interesa por el rendimiento esperado de su inversion; también
le importa la distribucidén que pueda tener r cuando es vista
como una variable aleatoria.

El riesgo asociado a cada posible inversion se caracteriza
Jjustamente a través de la distribucion de r. Supondremos
también a r dominada por una distribucion normal, en cuyo
caso bastan las medidas de p y o para completar

cualquier caracterizacion.

Aun en el caso en que existiera una 1iInversion con riesgo
igual a cero, el inversionista debe demandar al menos cierto
rendimiento para optar por invertir en dicho titulo

renunciando con ello a un consumo presente.
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Denotaremos al rendimiento de un titulo <con tales
caracteristicas como r, (risk-free). Un hecho importante que
se observa tanto en los mercados nacionales como en el
extranjero, consiste en que la mayoria de los inversionistas
toman como una medida de r, la tasa que ofrecen los bonos del
tesoro de los Estados Unidos en un plazo de 30 dias. Esto se
debe a que -aparentemente- se considera improbable iIncurrir
en pérdida cuando se iInvierte en dichos bonos, i1.e., se asume

que el riesgo correspondiente es virtualmente igual a cero.

Con lo anterior podemos definir la compensacion por el riesgo
(risk premmium) del j-ésimo titulo (o 1inversion) como el
excedente de rendimiento con respecto a la tasa libre de
riesgo, es decir (r,-r.). Recordemos ahora que en el capitulo
anterior se mostro como la presencia de covarianzas entre los
rendimientos de los titulos que participan en la conformacion
de una cartera, redunda en un decremento del riesgo total
siempre que se lleve a cabo una diversificacion conveniente.
Asimismo, para propositos de toma de decisiones de inversion,
resulta fundamental atender a los valores que adoptan el

rendimiento y la varianza marginales. Es decir, supdngase que

en un portafolios inicial existiera una proporcion X, igual a

cero del k-ésimo titulo (X, = 0). Aceptamos momentaneamente

que el inversionista puede adquirir una fraccion

infFinitesimal del k-ésimo titulo sin modiFficar los

proporciones de los demas titulos X, 1 = k que comprende su

cartera.
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Entonces, el rendimiento marginal r de dicho bien sobre r,
(rendimiento del portafolios en su conjunto), queda
determinado por:

r, = dr /ox,

De igual forma, el incremento de X, afecta la varianza de

todo el portafolios. Asi pues, definimos la varianza marginal

como el cambio en & determinado por el incremento en X,
P k

i.e.,

06" /ox, = 2¥x,0, = 20

kp

siendo o la covarianza del titulo k con respecto al

kp
portafolios p.

De la relacidon anterior puede observarse que la varianza
marginal -definida como el cambio en la varianza total del
portafolios que produce wuna variacion de X- depende

solamente de la covarianza entre los rendimientos del titulo

en cuestion y del portafolios en conjunto.

2. Podemos ahora abordar un importante principio de
optimalidad: si dos titulos que participan en el mismo
portafolios tienen igual varianza marginal pero diferentes
rendimientos esperados, entonces tal portafolios no puede ser
optimo en el sentido que se definiéo en el capitulo V, es
decir, el de generar un rendimiento maximo dado un valor de

riesgo. Este hecho obedece a que seria posible en tales
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circunstancias obtener un rendimiento mayor sin incrementar
el riesgo mediante un aumento del titulo que tenga
rendimiento mas alto (ya que las varianzas marginales se
estan suponiendo 1iguales). En consecuencia, se cumple el
siguiente corolario: cuando un portafolios es oOptimo, todos
los titulos que tengan iguales varianzas marginales deberan

tener los mismos rendimientos esperados.

Evidentemente, tanto la varianza como la varianza marginal y
las covarianzas dependen absolutamente de las unidades de
medida. Sin embargo, aqui encontramos mas conveniente adoptar
el uso de medidas relativas que sean iIndependientes de las
escalas. Una de las medidas relativas mas usadas Yy
convenientes es el coeficiente beta para el titulo k, que se
calcula simplemente como
B = 6,/ ,-

Ya que el valor de beta para cada titulo depende de su
covarianza, misma que a su vez se relaciona fuertemente con
la varianza marginal, podemos combinar las expresiones
anteriores para construir un factor de proporcionalidad entre

beta y la varianza marginal (V_,, a saber

m) ?

V, = 26, = 20° B,

Ahora bien, dada la anterior relaciéon podemos afirmar que
todo 1o que discutimos previamente en el capitulo V, puede
expresarse de manera equivalente en términos de las betas en

lugar de las varianzas y covarianzas. Particularmente, si un
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portafolio es Optimo entonces todos los titulos con igual
valor de beta deben tener 1idénticos valores para el

rendimiento esperado.

Como siguiente paso discutiremos una de las contribuciones
mas importantes del CAPM al analisis empirico, misma gue nos
facilitara la implantacion del modelo que se desarrollara mas
adelante en el capitulo VIl, y que se refiere precisamente a
la obtencidn de una relacidon de primer orden entre el riesgo

y el rendimiento.

4. Supongase que un inversionista tiene un portafolios a, que
consiste en la combinacion de dos titulos. La combinacion de
estos dos titulos genera una tasa de rendimiento esperado del

portafolios que llamaremos r,, asi como un riesgo medido por

la varianza correspondiente c°, .

Considérese ahora la presencia de un titulo libre de riesgo

r., Yy pensemos que el 1inversionista puede [libremente
endeudarse o prestar de manera irrestricta con una tasa r, en
cada caso. Una posibilidad que consideraria el inversionista
en tales circunstancias es combinar su portafolios a con el
titulo libre de riesgo para conseguir con ello un nuevo

portafolios.

De esta manera, tendria que el rendimiento esperado de su

nuevo portafolio queda dado por
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r= (1-X) r. +X, r,
en donde X, representa la proporcion del total de fondos
destinada a la inversion en el portafolios a. La varianza

correspondiente a este nuevo portafolios queda dada por

o', = X206, + (1-X)20, + 2X,(1-X)o,,

en donde o, es la covarianza existente entre el rendimiento
esperado del portafolios y el rendimiento esperado del titulo

seguro.

Sin embargo, ya que por definicion el titulo seguro tiene un

riesgo igual a cero (y en consecuencia, varianza igual a

cero), el rendimiento r, tiene correlacion igual a cero (y en

consecuencia una covarianza igual a cero) con cualquier otro

L _ _ T
rendimiento, lo que implica que o, = ¢, = O.

2
a

Asi pues, la ecuacién de riesgo se reduce a ¢°, = X°c
o bien ¢, = Xo,-
Reacomodando la anterior expresion en términos de X, Yy

sustituyendo en la ecuacion de riesgo obtenemos que X, = o./c

a

y (1-X) = 1 - (o, /o) dque, fTactorizando términos nos
resulta:
rp = I’-f + (ra_rf)Ga_le ---------- (1)
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Notese que con la ecuacion anterior hemos alcanzado un

importante resultado: existe una relacion lineal entre el

rendimiento del portafolios r, y su riesgo correspondiente o,.

Especificamente, el rendimiento total del portafolios r, esta

determinado por la suma de dos términos: la tasa de
rendimiento libre de riesgo r, (primer término) , y (r,-r.)/c,
veces el riesgo del portafolios (segundo término). Obsérvese
que cuando el inversionista elige invertir exclusivamente en

el titulo seguro de modo que X, = O, entonces r=r,y o, = O.

Si por el contrario, el inversionista evita totalmente poner

alguna cantidad libre de riesgo, entonces X=1, r, = r, Yy o, =

p

c,. La tangente del angulo que determina el segmento de recta
representa la compensacion o premio que el inversionista va
teniendo conforme aumenta la proporciéon de fondos invertidos
en el portafolios riesgoso a. Dicho portafolios es, por
supuesto, uno de los muchos posibles portafolios riesgosos

que puede construir el iInversionista; los titulos pueden

combinarse de infinidad de maneras alternativas.

De esta manera regresamos a la cuestion planteada en el
capitulo V acerca de los criterios de eleccion al alcance del
inversionista para conseguir un portafolio de frontera.
Plantearemos, sin embargo, una estrategia alternativa. Para
ello, mostraremos primero que aunque Hla conformacion del
portafolios a es factible, no es oOptima en el sentido de que

el inversionista puede alcanzar un rendimiento mayor
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prestando cierta proporcion de sus fondos (1-X) a una tasa

r., e invirtiendo el

ikl

(ra-rifog

Ip

1 (Tr-rha

Ty

If

o r

remanente (W) conforme a las proporciones de alguno de los
portafolios que yacen en la frontera eficiente (portafolios
d, en la figura).

Siguiendo la anterior estrategia combinada, el inversionista
podria alcanzar el punto c, donde el rendimiento es mayor que

en a pero el riesgo es igual.

Esto es mas claro aun si se considera otro portafolio b y sus
correspondientes posibilidades de riesgo-rendimiento cuando
éste es combinado con un bien libre de riesgo. Concretamente,
si repetimos el analisis anterior hasta derivar una relacion

lineal entre riesgo y rendimiento para varias combinaciones
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del portafolios b con el titulo seguro, obtendriamos una

ecuacion lineal con ordenada al origen r, y pendiente igual a

(r,-r.)/c,. Esta recta aparece en la parte media de la figura.

Como puede verse, su pendiente es mayor a la que generan las
combinaciones del portafolios a con el titulo seguro, lo que
implica que la compensacion al riesgo es mayor para el
portafolios b combinado con el titulo seguro que para el

portafolios a.

Aplicado el mismo razonamiento se puede mostrar como existe
un portafolios ¢ que es mejor aun que el portafolio b en
términos de riesgo y rendimiento, y asi sucesivamente hasta

Ilegar al punto d.

Las implicaciones de este analisis son muy importantes:
podemos afirmar que cada inversionista racional puede
detectar un portafolios d y lograr la cantidad deseada de
riesgo a través de préstamos y endeudamientos a la tasa r,.
En particular, si o* es el riesgo maximo de acuerdo con las
preferencias del inversionista, el procedimiento hacia el
optimo consistira en mezclar los titulos 1 y 2 de acuerdo con
el portafolios d y endeudarse o prestar sus fondos a la tasa
libre de riesgo r, hasta alcanzar el punto c. Asi pues, el
inversionista se ve iInvolucrado unicamente en dos acciones:
conformar el portafolios d, y endeudarse o prestar a una tasa

r,-
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La misma linea de argumentacion puede generalizarse
facilmente a una situacion mas realista en la que el numero
de titulos riesgosos disponibles para el 1inversionista sea
mucho mayor que dos. En general, para el caso de n bienes, la
estrategia consiste en detectar n titulos en sus proporciones
Optimas sobre la frontera concava de eficiencia y después
ajustar, de acuerdo con la avidez personal hacia el riesgo,
el nivel deseado mediante préstamos o endeudamientos a tasa

segura.

Si adicionalmente adoptamos el supuesto de que todos los
inversionistas disponen de la misma informacion, y que no
existen 1mpuestos ni costos derivados de las operaciones de
transaccion, entonces aun cuando exista diversidad de
actitudes frente al riesgo, todos los agentes econdmicos
tendran la misma posibilidad de procesar la informacidn para
construir sus prospectos de inversion de manera idéntica. En
tales circunstancias, todos los inversionistas tendrian una
combinacion de d con el titulo libre de riesgo acorde con sus
preferencias. Asi pues, el portafolio de todo el mercado en
su conjunto sera un reflejo macro del portafolios d.

En consecuencia, la estrategia de optimizacion consistira en
invertir en titulos con las mismas proporciones presentes en
el mercado global (ya que en principio, corresponde a las
proporciones del mejor portafolio) y después ajustar, de

acuerdo con Qlas preferencias particulares sobre riesgo-
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rendimiento, la cantidad de endeudamiento o0 préstamo

correspondientes al titulo con tasa segura.

5. Hemos visto en los capitulos IV y V como el proceso de
diversificacion tiene un efecto directo sobre la reduccion
del riesgo debido a que, en general, los precios de los
bienes tienen wuna correlacion imperfecta. A continuacion
examinaremos este fendmeno con mayor detalle.

En un estudio empirico conducido por Wayne Wayner y Sheila
Lau (1971) se presentd una demostracion de que la
diversificacion impacta fuertemente sobre la reduccion del
riesgo en un principio, pero que después de cierto grado, la
diversificacion adicional tiene un efecto muy ligero sobre la
variabilidad del riesgo. Especificamente, mediante el uso de
muestras historicas de portafolios de distintos
configuraciones, Wagner Yy Lau demostraron que la
diversificacion puede efectivamente reducir casi a la mitad
la variabilidad de los rendimientos, pero que este efecto
puede ser conseguido con relativamente pocos titulos, ya que
la mejora decrece rapidamente cuando el numero de titulos
aumenta (proponen N=10). Por supuesto, se reconoce que el
riesgo no puede ser eliminado por completo.

A la parte del riesgo que es posible eliminar mediante
diversificacion le I lamaremos indistintamente riesgo
especifico, riesgo unico 0 riesgo asistematico.

El riesgo especifico surge del hecho de que muchos de los

peligros u oportunidades que afronta una empresa individual
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son muy particulares y so6lo le afectan a ella (si acaso, a
sus competidores mas inmediatos). De ahti la idea de eliminar
el riesgo especifico mediante la diversificacion.

Sin embargo, existen otros riesgos que no pueden evitarse,
sea cual sea la diversificacion de la cartera. A este tipo de
riesgo le llamaremos riesgo sistematico o de mercado. Surge
jJustamente del hecho de que coexisten una serie de factores
globales que representan peligros u oportunidades para
cualquier tipo de empresa. Es precisamente la presencia del
riesgo de mercado la que explica en gran medida la tendencia
hacia ciertos movimientos conjuntos. El riesgo de mercado
existira siempre, incluso cuando se logre un portafolio
optimo.

Hay que enfatizar que una de Hlas implicaciones del CAPM
consiste en que el riesgo de un portafolio bien diversificado
depende so6lo del riesgo de mercado que tengan los titulos que
lo conforman. Es decir, supdongase que se dispone de un
portafolios bien diversificado (i,e., un reflejo micro del
portafolios global de mercado) y que se quiere valorar el
grado de dependencia de los rendimientos de los activos sobre
el riesgo adicional mediante el calculo de la sensibilidad
que tiene algun titulo en especial, digamos el titulo j, con
respecto a las variaciones en el rendimiento global de

mercado.

Para ello, obviamente no se examinaria el rendimiento de la

J-ésima compafita de manera aislada, sino que se utilizaria la
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informacidén que brindan las covarianzas o los coeficientes de
correlacion del mercado en su conjunto.

Recordemos lo que sefalamos anteriormente acerca del
significado del coeficiente beta para la j-ésima empresa como
medida relativa de [la varianza marginal respecto del
portafolios. Otra interpretacion de esta nocion de variacion
relativa es que, si se espera un incremento en el rendimiento
del portafolios, digamos, de 1% , entonces la expectativa de
aumento en el rendimiento del j-ésimo titulo sera de Beta,
veces el 1% . La beta de inversion es, por lo tanto, una
medida de la sensibilidad del vrendimiento de un activo

respecto a la variacion del rendimiento del portafolio.

6. Para ciertos fines, resulta muy practico pensar en el
mercado global como un gran portafolio. Podemos definir para
tal efecto la beta de inversion del titulo j relativa al

portafolios de mercado como

en donde o, representa la covarianza entre el rendimiento
del titulo j-ésimo y el rendimiento de mercado, y o° es la

varianza del rendimiento de mercado. Sin embargo, existe un

problema para relacionar la beta, con el marco del CAPM. Los

términos de varianza y covarianza para beta, en la definicion

anterior se refieren al rendimiento total de los activos,

mientras que en contraste hemos desarrollado la discusidn
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sobre el CAPM en torno a las variaciones en los premios o
compensaciones al riesgo, es decir, sobre las diferencias de
tipo (r- r,) siendo r, el rendimiento del mercado en su
conjunto.

Para superar esto, hay que advertir como el cociente entre el
término o, de covarianza y el término o°, de varianza no se
afecta por la sustraccion del rendimiento seguro respecto del
rendimiento total. El coeficiente Beta de inversion es valido
aun cuando se defina en términos de compensaciones en lugar
de rendimientos totales. Este hecho tiene una implicacidn
importante en el contexto del CAPM, donde se consideran
premios mas que rendimientos totales. Concretamente, como la
determinacion de Beta es iInvariante ante el cambio de
términos entre rendimientos totales y compensaciones, el
valor de beta para una compafiia en particular es igual a la
covarianza entre su compensacion al riesgo y la compensacién
al riesgo que da el mercado, dividida por la varianza de la
compensacion de mercado. Esto fortalece el hecho que hemos
seflalado con anterioridad: la Beta como resumen del riesgo de

mercado tiene una amplia aplicabilidad.

Las betas de 1inversion varian considerablemente entre unos
titulos y otros. Algunas, por ejemplo, alcanzan valores
mayores a 2, lo que indica que una alza o una baja de 1% en
el mercado, repercutird en una correspondiente alza o baja de
2% para el titulo. Un titulo como este es relativamente

riesgoso. Otros, por el contrario, no son tan sensibles a los
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movimientos de mercado y tienen en consecuencia valores de
Beta mucho menores (0.5 6 menos). Algunos autores opinan que
detentar activos cuyas Betas son mayores a la unidad refleja
un comportamiento agresivo, mientras que buscar betas menores
que 1 es asumir una posicion defensiva. Como se vera en el
capitulo VIIl, algunos titulos Ilegan a alcanzar incluso
valores negativos de beta, que en los términos anteriores

significa que son titulos mas que defensivos.

Las Betas de 1inversion pueden definirse también para un
portafolio en lugar de un titulo individual. Por ejemplo,
considérese al portafolios g consistente en n titulos, y
definase su valor de beta relativo al mercado como B, = o, /

2
C -

m

Utilizando la definicidon de covarianza, se puede reescribir

la beta,, como B, = X2 X,B,,. donde nuevamente X, representa

la proporcion del portafolios g invertida en el titulo 1, vy
beta,, es el valor de la i-ésima beta respecto del
portafolios de mercado. Asi pues, el valor de beta de un
portafolio no es mas que la media ponderada de los valores de
beta de sus componentes, siendo las ponderaciones iguales a
la proporcidén de cada titulo.

Evidentemente, para el mercado en su conjunto la covarianza
es i1gual a la varianza, 1o que implica que el coeficiente
beta para el mercado es igual a 1. Mas aun, ya que la beta de
un mercado bien diversificado depende del promedio ponderado

de los titulo individuales, se tiene que la beta de dichos
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titulos es igual a 1 y que la beta;, es igual a cero cuando

el activo 1 es libre de riesgo.

7. Podemos ahora avanzar hacia la discusién econométrica del
procedimiento de implantacion operativa del CAPM. El primer
paso para ello, consiste en derivar una ecuacion que pueda
ser estimada.

Considérese para tal efecto la existencia de dos portafolios:
uno de ellos -el portafolio p- constituido exclusivamente por
un titulo (), Yy por otra parte, un amplio Yy bien
diversificado portafolios m que represente el portafolios del
mercado en su conjunto. Aplicando la ecuacidéon que obtuvimos
anteriormente podemos escribir la relacion lineal del modelo

para este caso como

I"j_rf = (Gj / cYm) (rm_ rf)

en donde nuevamente r, y r, son las tasas de rendimiento

correspondientes al titulo j y al titulo seguro

respectivamente; r,2 es el rendimiento del portafolios de
mercado (o rendimiento de mercado), y (o; / 5,) es el cociente

de las desviaciones de rendimiento entre el titulo j y el

mercado m. Asimismo, (r; - r,) es la compensaciéon al riesgo

del titulo j, mientras que (r-r,) es la correspondiente

compensacion al riesgo de mercado.
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De acuerdo con la ecuacidon anterior, la compensacion del
titulo J no es mas que el producto de un factor de
proporcionalidad (s; / o) por la compensacion de mercado.
Sin embargo, es importante notar que dicho factor expresa la
dependencia del vrendimiento del titulo J respecto del
rendimiento de mercado; dependencia que se enfatiza con toda
claridad en el CAPM. Ademas, lo anterior sugiere que el
factor de proporcionalidad (c; / o) debe estar relacionado de
algin modo con la beta, de inversion que hemos discutido con
anterioridad.

Para explorar esta relacion, generalicemos la ecuacion del

CAPM afadiéndole un componente independiente alfa, un
término estocastico u,, Yy renombremos el factor de

proporcionalidad como beta,. Con dichos cambios tendremos una
ecuacion estimable que relaciona la compensacion del titulo
con la compensacion del mercado y la perturbacion estocastica

de manera que

I’-j_rf = OLj + Bj(rm_rf) ----(3)

En la ecuacion (3) el término estocastico refleja los efectos
sobre el modelo de la presencia de riesgos especifico y de
mercado. Supondremos que este término es un ruido blanco, es
decir, que su esperanza es cero, su varianza c°,, y que es
independiente e idénticamente distribuido con respecto a la

normal. Lo siguiente es una cuestion clave: el estimador de
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minimos cuadrados ordinarios (MCO) de beta, en la ecuacion

(3) es igual a la beta definida en la ecuacion (2).

Para mostrar esto ultimo, considérese el modelo de regresion
bivariada o + Bx +u.

El estimador MCO de beta es cov(X,y)/var (X). Sea y= r,-r, de

la ecuacion y sea x = r-r,.. Entonces, el estimador MCO de

A

§

beta no es mas que = cov(r,-r,, r-ro)(var(r,-rp)).

Pero la anterior expresion es precisamente igual a cm/cﬂ

es decir, la beta de inversion definida en la ecuacion (2).
Asi pues, puede tomarse al estimador MCO del Tfactor de
proporcionalidad beta, simplemente como el cociente entre las
desviaciones de las compensaciones del titulo () y del

mercado m.

Estas relaciones implican el importante resultado de que para

cualquier titulo (J) puede estimarse la beta, de la ecuaciodn

(3) mediante los procedimientos conocidos de MCO. La

linealidad de la relacidon surge precisamente de la ecuacion

3).

7. La estimacion del parametro beta, basada en series sobre

datos de empresas individuales supone necesariamente que,
para cada una de ellas, beta, es razonablemente estable en el
tiempo. La mayor parte de los estudios econométricos
publicados en el contexto del CAPM se han basado en series de
datos mensuales, y se ha demostrado que existe una tendencia

hacia la estabilidad cuando el periodo que se toma en cuenta
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es superior a los dos afios (Hyde & Cuthbertson(2005),Rahman,
& Baten, (2006), Semenov (2007)).

Sin embargo, se prestan casos en los que las condiciones de
operacion de una industria o0 una empresa cambian
abruptamente, lo que implica que debe ser considerado un
cambio (estructural) para la beta correspondiente (ver cap.
VID).

Ademas del parametro beta, cuya importancia e interés son

evidentes, en Qla ecuacion de estimacion (3) aparece otro

parametro que Tfue afadido de manera expresa, i.e., alfa,.

Recordemos que alfa;, no aparece en la ecuacion (2) que es la

ecuacion lineal analoga a la ecuacion (1). Basados en la
teoria fTinanciera que sustenta la validez del CAPM,
debiéramos esperar que el valor de alfa, fuera
estadisticamente igual a cero. En consecuencia, la hipodtesis
nula de alfa i1gual a cero debe ser probada antes de forzar la
omision del término constante en el calculo de los parametros
de la regresion.

Como veremos en el capitulo siguiente, puede ocurrir que
mediante la aplicacion de MCO resulte que cierta firma tiene
un valor de alfa significativamente distinto de cero. Esto
implicaria que aunque la compensacidon de mercado se espera
igual a cero, los iInversionistas de esa compafifa esperan una
tasa positiva. Asimismo, para otra compafita el valor de alfa
puede resultar negativo y significativamente distinto de

cero. La respuesta del modelo CAPM a estos casos es que lo
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que debe esperarse en realidad es encontrar , en promedio, un

valor de las alfas que resulte muy proximo a cero.

8. Existen varias cuestiones que deben tomarse en cuenta para
la aplicacion empirica del CAPM:

a) La teoria fTinanciera que fundamenta al CAPM introduce
explicitamente rendimientos esperados o ex ante, mientras que
los datos que se pueden obtener son sobre rendimientos
medidos o ex post'.

b) De acuerdo con el CAPM, el portafolio de mercado debe
estar compuesto por todas las inversiones de riesgo, mientras
que la mayoria de los indices y estimaciones de r, comprenden
solo una muestra, excluyendo (inversiones TfTactibles de
diversos tipos.

c) La medida mas usada tanto en los mercados Tfinancieros
locales como en el extranjero de la tasa libre de riesgo, se
basa de una u otra manera en la tasa que ofrecen los bonos
del tesoro de los Estados Unidos. Dada la incertidumbre que
existe sobre la inflacidn, es dificil sostener que dicha tasa

esté absolutamente libre de riesgo.

Los indicadores estadisticos que surgen de la aplicacion del
CAPM a series de datos ayudan a interpretar muchas de las
cuestiones que hemos estado sefialando. Por ejemplo, el

coeficiente de correlacion reescrito como

1

Sin embargo, mediante el uso de ciertas técnicas estadisticas pueden
combinarse la informacidon observada y la informacién subjetiva, capitulos
I, 111, y VIL.
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Pin = G*jm*c*jG*m = G*jm/GZm(G*m/G*j) = B*j(G*m/G*j)

nos indica como la correlaciéon muestral entre la compensacién
de mercado es simplemente el producto de la estimacion de f,
MCO por las desviaciones estandar correspondientes. Por su
parte, el error estandar de los residuos en la ecuacidon de
regresion (3) nos ayuda a medir la proporcion del riesgo
especifico del portafolios que no es sensible a las
fluctuaciones de mercado, ya que el lado izquierdo de la
ecuacion (3) refleja los efectos tanto del riesgo especifico
como del riesgo de mercado y el término B,(r,-r.) del lado
derecho i1ncorpora sélo el impacto del riesgo de mercado.

De esta manera, un error estandar grande -digamos, del 15% en
adelante- nos indicaria que una parte importante de la
compensacion del portafolio no estd explicada por Ila
compensacion de mercado. Asimismo, la Rz indica la proporcién
del riesgo total que es de tipo sistematico, mientras que 1-
Rz nos 1indica la proporcion de riesgo que es de tipo
especifico.

En un trabajo relativamente reciente, Sharpe (1985) establece
que la Rz de una empresa tipica estad alrededor de 0.30, pero
a medida que se va diversificando la inversidon con otras
empresas, la R’ empieza a crecer debido a la reduccién del

riesgo especifico que produce la diversificacion.
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8. Otro resultado de la regresion Interesante por su
significado es el estadistico t. Ya comentamos anteriormente
la importancia de probar directamente la hipdtesis de que a =
0. Para ello se ocupa el estadistico t, asi como para llevar
a cabo la estimacion analoga de la hipdtesis nula B = O
contra la alternativa B # 0. En algunos casos
puede ser necesario examinar, por ejemplo, si los cambios de
precio de un bono en particular coinciden con los cambios
respectivos en el mercado global; para hacer esta prueba,
someteriamos a confrontacion la hipotesis nula f = 1 contra
la alternativa f =# 1, construyendo Qlos intervalos de

confianza y determinado si 3 cae o no en alguno de ellos.

Antes de proseguir con la discusion de los aspectos
econométricos del CAPM, a los que volveremos en las
aplicaciones del capitulo VII, quisiéramos terminar esta
revision con algunos comentarios sobre las investigaciones
mas relevantes sobre el modelos de precios para activos de

capital.

Desde su primera fTormulacion, el CAPM ha jugado un papel
central para el desarrollo de pruebas empiricas sobre modelos
financieros. (Black, Jensen y Scholes, 1972; Fama y MacBeth,
1973). Cada dia son mas sofisticadas las técnicas de prueba
que se discuten en las investigaciones publicadas. La
estructura general de dichas pruebas se ha basado en la

combinacion de hipdtesis sobre mercados eficientes y técnicas
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econométricas de analisis de momentos muestrales. Roll
(1978) presenta una critica en donde establece que las
pruebas empiricas fundamentadas en Hlas 1implicaciones que
tiene la existencia de un portafolios de mercado, son pruebas
de bajo alcance que probablemente no detectan desviaciones
respecto a la eficiencia media-varianza.

El papel central del portafolio de mercado en el CAPM ha sido
analizado también por otros autores; Ross (1977) ha mostrado
la existencia de elementos equivalentes entre el CAPM y la
eficiencia media-varianza del portafolios de mercado.
Asimismo, Ross (1977b) demostrOé que en ausencia de arbitraje,
existe siempre al menos un portafolio eficiente. Roll fue mas
alld de esta observacion, enfatizando la importante cuestidn
de que el portafolio de mercado es inmensurable.

Como consecuencia, la atencion puesta sobre las técnicas de
prueba del CAPM cambié y surgieron nuevas versiones que
consideraban elementos de caracter intertemporal.

En este sentido, se pueden 1identificar dos vertientes de
desarrollo. La primera de ellas, siguio esencialmente Ila
linea del CAPM arribando eventualmente a una version
intertemporal: ICAPM. Merton (1978) encabez6 esta linea
presentando un modelo de analisis de tiempo continuo en donde
muestra que el CAPM puede ser generalizado hacia Ila
intertemporalidad. Mas aun, Merton demostré que si el entorno
econoémico puede ser representado por un vector de dimensiones
finitas de variables de estado x, y si los precios de los

bienes son una variable aleatoria establecida exdgenamente,
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entonces una ecuacion de seguridad de mercado (security
market line equation, SML) existe para todo intervalo de
tiempo; ademas, la compensacion al riesgo esta dada por una
combinacion lineal de las betas de los rendimientos de cada
una de las variables de estado, x (i).

Ross (1979) desarrolld una extension intertemporal similar
del CAPM, pero en su modelo simplifica las preferencias con
el fin de afadir una restriccion intertemporal y estudiar la
dinamica del equilibrio de precios. Sin embargo, |los
desarrollos de modelos iIntertemporales han encontrado
dificultades para incorporar requerimientos relativos a la
determinacion endégena de la distribucidn de precios.

Un trabajo presentado por Cox, Ingersoll y Ross en 1985,
puede ser considerado como el ultimo intento de establecer
una extension de caracter intertemporal.

En 1992, Cadsbi publica un trabajo en el que rebate el
planteamiento hecho por Tinic y West (1984) acerca de que el
intercambio entre riesgo-rendimiento se observa en un tO0 a
principios de afo. Cadsbi demuestra que el riesgo se compensa
mas bien en etapas finales de cada periodo incluyendo meses y
semanas. Asimismo, argumenta que los efectos del calendario
en la relacion de riesgo- rendimiento son consistentes con el
CAPM.

En el mismo afo, Levy (1992) investiga en qué condiciones se
cumple el CAPM asumiendo que los bienes se intercambian a

tiempo discreto y que la aversion al riesgo de los
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inversionistas difiere en funcion del periodo en el que

participen.

Entre los escasos estudios empiricos recientes de evaluacidn
del CAPM basados en datos de inversiones fuera de los Estados
Unidos, se encuentran Qlos articulos de los Canadienses
Carmichael y Samson (1993), de los Italianos Jorion vy
Giovanni (1993) y del Belga Eun Cheol (1994).

En el primero de estos tres trabajos, Carmichael y Samson
contrastan la aplicabilidad del CAPM, que atribuye el riesgo
sistematico a la covarianza del rendimiento de un titulo
respecto al rendimiento de mercado, con el Consumption
Capital Asset Pricing Model (CCAPM), que atribuye el riesgo a
la covarianza entre la tasa de consumo y la tasa de
rendimiento de un titulo.

Concluyen que si bien la evidencia apunta hacia la validez
del CAPM, existen imprecisiones serias acerca de la
sensibilidad del modelo respecto de [la seleccion de
Inversiones.

Por su parte, Jorion y Giovanni presentan los resultados de
la aplicacion de dos distintos metodos de prueba: el primero
de ellos, basado en la estimacion del CAPM por la via de
maxima verosimilitud, complementada con un modelo explicito
de tiempo variable para primero Yy segundo momentos
muestrales. Ademads presentan otro método basado en el

procedimientos generalizado de los momentos.
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En la conclusidon de este trabajo Jorion y Giovanni sefalan
que la relajacion de 1la restriccion referente a que el
coeficiente de aversion al riesgo iguale al inverso de la
elasticidad de sustitucion intertemporal, no mejora el ajuste
del modelo.

El tercero de estos articulos de corte empirico fue publicado
por Eun Cheol (1994) en el Oxford Economic Papers Journal. En
esta investigacion el autor enfatiza la i1mportancia de
considerar la naturaleza multidimensional de [la beta de
inversion cuando se pretende aplicar o probar el CAPM.
Asimismo, sefala que la beta de inversion debe ser tomada en
cuenta como una derivacion de un componente del existente,
pero inobservable portafolios de mercado.

Por otro Qlado, Chow y Denning (1994) Illevan a cabo un
analisis en el que demuestran que, desde la perspectiva
tedrica, el modelo CAPM y el modelo alternativo de momentos
parciales, son equivalentes. En consecuencia, todo debate
entre el sesgo de la medida del riesgo sistematico
proveniente del CAPM respecto de este otro modelo, es
irrelevante.

De manera practicamente simultanea, Bauman y Miller (1994)
recuperan los elementos originales del CAPM y establecen que
un factor fundamental para la caracterizacion de los ciclos
de mercado es el calculo de las predicciones de rendimiento
basado en las betas de inversion. Aunque aceptan en su

articulo 1la existencia de correlacion entre riesgo Yy
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rendimiento, sugieren que ésta debe ser explorada por rangos

para establecer una base para un analisis por ciclos.

La distribucién de los rendimientos de activos de capital
derivada del CAPM  junto con una clasificacion de
restricciones asociadas con las preferencias del
inversionista, son presentadas por Berk (1997) en el Journal
of Economic Theory.

Por su parte, H. C. Huang (2000), lleva a cabo una novedosa
prueba del CAPM que comprende la posibilidad de derivar las
betas de riesgo a partir de dos estados (alto y bajo) del
nivel de riesgo.

Gomez y Zapatero (2003), orientan su investigacion hacia el
analisis de desempefio de inversionistas institucionales (que
consideran han a Qlos agentes de mercado) comparando
rendimiento Yy riesgo de sus portafolios con los
correspondientes a un tndice europeo de referencia.

Basados en series de datos de esta misma region, Hyde et al
(2005), analizan la consistencia entre la evolucion observada
del rendimiento de mercado y el CCAPM (consumption based
capital asset pricing model) mencionado anteriormente.
Finalmente, mencionaremos las publicaciones mas recientes
sobre otras pruebas empiricas de vigencia del CAPM que han
sido desarrolladas por Rahman et al (2006), asi como D.
Galagedera (2007), en donde nuevamente se TfTortalece Ila
evidencia de la incuestionable vigencia y amplia
aplicabilidad de diversas variantes del modelo de precios de

bienes de capital.

Dejaremos aqui la revision de los elementos que intervienen
en la construccion y aplicacion del CAPM. En el siguiente

capitulo, combinaremos esta teoria con la correspondiente a
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modelos de cambio estructural, a fin de completar los

fundamentos necesarios para dar lugar a las aplicaciones que

presentaremos en el capitulo VIII.
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CAPITULO V11

ANALISIS ESTRUCTURAL DEL CAPM.

Hace vya varios Jlustros surgié una polémica entre dos
destacados econometristas, Modercal Ezekiel y Frederick
Waugh, sobre el uso de 1la regresién para propositos de
predicciéon. Ezekiel basaba su argumentacién en que si
tenemos, por ejemplo, dos variables X y X

1 27

independientemente de que queramos hacer una prediccion de X,
dado X, o de X, dado X, la regresion sobre la que debemos
realizar el estudio vendra siempre dada por 1la variable
efecto sobre 1la variable causa. Waugh, por otro lado,
argumentaba que debemos observar la regresion de la variable
que predice sobre la variable a predecir independientemente
de la direccion de la causalidad. Ezekiel respondidé a esto
afirmando que en aquellos casos donde tenemos definitivamente
conocimientos no estadisticos sobre cual es la variable de
efecto y cual es la variable causa, la regresion a la inversa
de la variable causa sobre la variable efecto suele tener
generalmente poco significado y es comiun que se use para
obtener conclusiones i1ldgicas o0 erroneas.

La manera de dar cause a esta polémica depende del modelo
que consideremos. Es decir, en situaciones donde el modelo de
regresion cléasica o de minimos cuadrados es apropiado, por
ejemplo, la variable X se trata como no aleatoria;
independientemente de que queramos predecir Y dado X 6 Y dado
X, deberemos siempre considerar la regresiéon de Y sobre X.
Este debe ser el modelo apropiado para datos experimentales y
para curvas de crecimiento donde la variable X refleja el
tiempo. Aun con datos no experimentales, cuando consideramos
una relacién de causa-efecto, parece logico considerar la
regresion de la variable efecto sobre la causal para ambos
problemas de prediccion. Como Wold (1984) indica: '"Bajo la
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hipdétesis de dependencia unilateral, la elecciéon de la
variable dependiente sera estrictamente analoga al caso de
datos experimentales'. En otros problemas de prediccion
bivariante es natural considerar la variable a predecir como
la variable dependiente.

Cuando tenemos varias variables, la discusion es la misma. En
vez del término bivariante, tenemos que usar el término
multivariante. Wold lIlama a las dos aproximaciones (minimos
cuadrados y multivariante) especificaciones de Gauss-Fisher y
Galton-Yule, respectivamente’.

Aparte del problema de la prediccidén, existen una serie de
diferencias de menor importancia entre los dos modelos de
regresion. En el modelo de los minimos cuadrados, como se
menciond0 con anterioridad, no necesitamos asumir la
existencia de normalidad en los residuos excepto para los
procesos inferenciales. Los estimadores de minimos cuadrados
tienen propiedades Optimas independientemente de la
distribucidéon de probabilidad que sigan los residuos, siempre
que las demas condiciones se cumplan. También la relacidn
sera lineal o no por suposicion. En la regresion bivariante o
multivariante las esperanzas no tienen que ser necesariamente
lineales. Pero si asumimos la normalidad, entonces tendran
que ser lineales necesariamente. Para formalizar esto,
consideremos el siguiente apartado:

1. A Tin de simplificar la notacion, escribiremos (r -

n)':(rfqg)—&ﬁ_r?)- La ecuacion de regresion estimada es

(rp_rf).: o + (rm_rf). + U '--(7-1)

! Esta es la razén por la que el método de minimos cuadrados es atribuido
a Gauss (1809), aunque el método fuese quiza usado con anterioridad y de
forma exhaustiva por R. A. Fisher y el modelo de regresién bivariante fue
introducido por Galton y popularizado por Yule.
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Supongamos que para un valor futuro de (r-r)", que
denotaremos como (r-r.)-, tenemos que estimar la respuesta
(r-r.)" y asociar un intervalo de confianza a la estimacion.

El principal problema consistirad en obtener los limites del
intervalo de confianza de (r,-r)-, porque tanto (r-r.)- como f

se distribuyen normalmente. Para solucionar esto se utiliza
el llamado método de Fieller:

Sea 0 el equivalente de E[(r-r)"/f]1.- Entonces la variable

(r-r)"-p, se distribuye normalmente con media cero Yy

varianza
1 7
1‘72 I:1+ —:| + {53
M S:r.r . (7_2)
ya que var[(r-r)"] = var[(rm—rf)*—':rm "= &+ o*/n y

cov[(r,-r)", B1= 0.

Sustituyendo el parametro estimado o que se deriva de o
en la ecuacion (7.2), obtenemos la varianza estimada cuya
raiz cuadrada es el error estandar de (r-r)-p'6. Asimismo,
el cociente

sigue una distribucion de t con n -2 grados de libertad. Esto
puede utilizarse para construir un intervalo de confianza

para 6; Por ejemplo, para un intervalo de confianza del 95 %

buscamos un valor de t (de las tablas de t) con n- 2 grados
de libertad de tal forma que
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(e =1 )= 5% )
P s = <095
gg[1+l+ - ]
I

M

¥

Para obtener 1los Ilimites de 0, resolvemos la ecuaciodn
cuadratica

((r,-r) " -p0)*-t'c” (1+(1/n)+(6°/5,))= 0 (7-3)

Si 6, y 6, son las raices de estas ecuaciones, entonces seran
los limites para (r-r)". Las raices pueden resultar

complejas si B no es significativamente diferente de cero. En
este caso debemos concluir diciendo que cualquier valor de
(r-r)" es aceptable. Los limites obtenidos se denominan a
menudo lIimites de tolerancia, y el intervalo que acotan se
denomina intervalo de tolerancia en vez de intervalo de
confianza. También se debe tener en cuenta que el intervalo
no es simétrico sobre (r-r)-".

2. Una de las principales aplicaciones de los analisis de
varianza y covarianza es la relacionada con el problema de la
combinacion de datos de seccion cruzada con datos de series
temporales (para decidir cuestiones tales como si posible
combinar, y en su caso estimar, regresiones combinadas con
grados diferentes de combinacioén).

Inicialmente, consideremos el caso de wuna sola variable
explicativa y supongamos que se tienen datos sobre (r-r,)) Yy
(r-r.) para un cierto nimero de empresas a través del tiempo.

Postulamos una regresion separada para cada una de las
empresas o titulos dentro del portafolio:

(rm_rf)it =o0; t B(rp_rf)it + U, (7-4)
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Ahora bien, hay N titulos y T, observaciones para cada titulo
iI. Sean (r-r) e (r-r)

las medias correspondientes a dicha
empresa 1. Definimos

Wt = Z(ﬁrzr -
w,, Z(X - X%, - Fa)
W, Z(F -Fi)?

El simbolo W y el subindice 1 son utilizados para denotar que

todas las expresiones anteriores estan dentro del grupo i-
ésimo. Entonces
W —
L= ¥ ™ = T
Wm

La suma residual de cuadrados es RSS=Wyyj-Waxyij/Wxxi, que

tiene (T,-2) grados de libertad. Para la contrastacion de las
hipdtesis

H: o = = ..

1

- = a

n

a
P =B, = --- =B,
tenemos que estimar una ecuacion de regresion comun

(rm_rf)it = o t B(rp_rf)it + it.
sean 77y T7) las  medias de
basadas en

observaciones. Definamos asimismo

(r-r) y (r-r),

respectivamente, la totalidad de

las
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- =ZZ('&} _'rj‘jz':r _('r_p _f'f:':'j
T, = 2200 =)~y = 7| =73 = =1y

T, = 22 1y~ ) )

Entonces B:Txy/Txx y o =(r-r)- pB(r-r). La suma residual de

cuadrados es RSS=Tyy-Txy/Txx, con (ETi-2) grados de
libertad.

Para probar la hipotesis de homogeneidad de las regresiones,
podemos utilizar ahora una prueba F. En efecto, 1o que
estamos haciendo es estimar las ecuaciones de regresion (7.4)
sujetas a las (2N-2) restricciones lineales que implica H,

es deCi r’ alzan’ 0'2=0'n’ === an_lzan y B1:Bn’ BZZBn’ === Bn_lan'

Por lo tanto, podemos utilizar la prueba F para el propdsito
que nos ocupa. Sea

S= suma residual de cuadrados sin restricciones =ZXRSS,
con gl = 2(T,-2) = (ZT,) - 2n y s,= suma residual de cuadrados

con restricciones =RSS con gl = (CTi) - 2.

El cociente F es entonces

_ (& — S (2N - 2)
S /(T -2N)

Si este cociente F es significativo, al existir diferencias
significativas en los coeficientes, entonces no combinamos
los datos y estimamos una sola ecuacion.

En lugar de probar la hipdtesis de que los coeficientes de
pendientes, asi como las ordenadas en el origen, son iguales
para la totalidad de las empresas, estaremos iInteresados
también en la contrastaciéon de la hipdtesis de igualdad de
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los coeficientes de pendiente. La hipotesis es entonces H,:

B=B~= -.- =B,- Ahora tenemos que estimar una ecuacion de

regresion con un [ constante pero diferentes o”s. El modelo

de regresion es
(rm_rf) =o0; t B(rp_rf)it U

Minimizando Q=x((r,-rp), - o,- B(r,-r.),)’ con respecto a a, y B

se obtienen las ecuaciones normales:

el
=0 = D e - Bl —ry)y =0

o biem @y =(n, —rply S, T

L0 = St -r -y - - Sy - =0

Sustituyendo el valor de ol tenemos

2202 =14 (=i = O =)y = Uy =)y = (5 =7)0)] = 0
=

. Wzi’p—?’f Nre—trd

Wzrp—rr LAy

donde
|:r =t Kt 22 |:,r' .?}- :Iz:r I:I:.?' rj :Iz:r I:,?" 'rf)l
Wit = 2220ty =7)0 =6 =10y =11
La suma de cuadrados residual se puede simplificar a
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- _Wﬂ(rp — e )t —7e)
K] (rn—rrjl:rn—rfj W(.?"F _ "j:”:’"p _ 'rj‘:l

dado que estamos estimando (N+1) parametros (N o, y un solo

B)-

Para la prueba de la hipotesis H, utilizamos de nuevo la
prueba F. La suma residual de cuadrados con restricciones es
ahora S,. La prueba F esta dada entonces por

F=':33_S1:'IEN_1)
54 2(F-20)

También se puede considerar la hipdotesis de una ordenada en
el origen comin y diferentes pendientes.

La hipétesis es ahora H,;: o, = o, ... =o,.- Lo que tenemos que

22U @ Ay )

hacer entonces es minimizar & : con
respecto al a comin y a los N diferentes B,.

Notese que las expresiones que obtenemos ahora no son tan
claras como antes. Por ello, en este caso el mejor
procedimiento para calcular la suma de cuadrados con
restricciones es el de combinar los datos y establecer una
regresion con variables ficticias. A saber:

"'I—""'rml- 1] #1 0 4

A 1 0 by 2,

A 1 0 0 0 14
= . +J§*‘1 ) +J¢?‘2 ) + +;¢: ) +

| A 1 ] 0 &rm 22,
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Combinamos asi todos los datos y establecemos la regresion
del conjunto total de observaciones (r-r,) sobre N variables

ficticias con un término constante. Las variables ficticias
son
Dy, = (r-r,): para las observaciones del primer grupo

= 0 para las observaciones restantes.

D, = (r, -r,):, para las observaciones del segundo grupo
= 0 para las observaciones restantes.

Entonces, los coeficientes de Jlas ficticias son las
estimaciones de las . El coeficiente del término constante
es la estimacion de a. Si S, es la suma de cuadrados de

residuos de esta ecuacion, entonces 1la prueba F para
contrastar H, es

F= (34 _Sljf':N_l:'
S, F(QL(T - 2n))

3. También se pueden aplicar algunas pruebas condicionales.
Por ejemplo, si deseamos someter a contrastacion la hipotesis

H: o, =a, =0, = ... =0 ,dados B, = B, =B, = .... = B,

entonces, la suma de cuadrados de residuos sin restricciones
es S, con XT, - (N+1) grados de libertad, y la suma con
restricciones es S, con XT, -2 grados de

libertad. Por tanto, la prueba F viene dada por

7= (Sz —Sﬂf(j\f—l)
S, [ 2 - (W1

Analogamente, si queremos contrastar la hipodtesis
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HS: B1:B2:B3: === :Bn

dado o, = a, = a, = ... =

entonces, la suma de cuadrados sin restricciones es S, con XT,
- (N+1) grados de libertad, y la suma con restricciones es S,

con XT, - 2 grados de libertad. La prueba F la da

_ (wy S (V-1
Sy fZ[?Z _(N+D]

En multitud de aplicaciones préacticas, cuando la combinacién
de datos se realiza, las ecuaciones son estimadas con una
ordenada en el origen comdn y con una pendiente comin, o bien
con diferentes ordenadas pero pendiente comun. De este modo,
las pruebas necesarias son las relativas a las hipotesis H,
H, vy H,, pero no los restantes. Desde el punto de vista de

cadlculo necesitamos las medias y covarianzas dentro de cada
grupo:

&@,ﬂﬂm,\MArp,Arp)i,\MArp,Arm)i,'QArm,Arm)i

y los correspondientes valores para los totales:

IR . - _
¥, , TArp,Arp)i, TArp,Arm)i, TArm,Arm)i.

Si estimamos regresiones separadas, tenemos

W

[ Arp i o
= 7 Nz T ‘ﬁrpi - J‘{ﬁrmi

[ hrm g

“

Si estimamos una regresion con una pendiente comiun y una
ordenada en el origen también comin, obtenemos
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T

[ iy i

Tzﬂw.wli

& = & = Ay - 4,

Si  estimamos una regresion con pendiente comun, pero
diferentes ordenadas, tenemos

_ Lﬁﬂm~wli

el ¥y o’ =ﬂTﬁ—gﬁrmi

I’ﬁm,ﬁm b

La ultima es comunmente conocida como la regresion con
variable ficticia.

El método de minimos cuadrados con variables ficticias (MCVF)
es el que se utiliza mids frecuentemente para la estimacion de
parametros con datos combinados. Sin embargo, ya mencionamos
anteriormente cémo este método supone que el coeficiente de
pendiente es el mismo para todas las unidades de secciodn
cruzada, y soOlo las ordenadas en el origen son diferentes.
Por lo tanto, si hay suficientes observaciones disponibles,
es mejor verificar que los coeficientes de pendiente sean
realmente iguales (utilizando para ello la prueba descrita
anteriormente), antes de efectuar combinacién de datos
alguna.

Otro problema consiste en que a veces es necesario tratar las
ordenadas en el origen como variables aleatorias mas que como
parametros Ffijos, y entonces ocurre que estos ultimos pueden
estar correlacionados con la variable explicativa.

4. Hemos insistido repetidas veces en que el supuesto de que
los parametros son constantes para todas las observaciones
puede no ser enteramente valido. En los estudios de secciodn
cruzada puede existir heterogeneidad en los parametros a
través de las diferentes unidades de seccién cruzada.
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Asimismo en Qlas series de tiempo pueden presentarse
variaciones en los parametros a lo largo del tiempo.

En la Iliteratura econométrica reciente se han sugerido
diversas formas para abordar tales problemas. Consideraremos
a continuacion las cinco principales orientadas al caso de

nuestra variable explicativa Ar, = (r, - r,), ilustrando los

principios siempre con referencia al modelo planteado en el
capitulo anterior.

Caso a) La variable explicativas Ar,Z es conocida. Este es el

caso mas simple y de mayor sencillez de interpretacion. Sea
Arpt = BtArmt’ t = 1! 2!---, n ------- (7-5)

el modelo de premio al riesgo.
Si1 existe una variable Z que pueda explicar los movimientos

en B,, podemos escribir

Bo=a+0zZ, (7.6)
Sustituyendo esta ultima en la ecuacion (7.5), obtenemos

Ar,, = aAr, + 8ZAr,, + u, (77

pt

La hipotesis de constancia de las B, en (7.5) es equivalente a
esta otra de que en (7.7) & sea cero. Por lo tanto, es

posible contrastar facilmente la hipotesis de constancia de B,

(nota ) =

Si la Ecuacién (7.6) es aleatorizada, es decir, si

Bo= o +8Z vV, . (7.8)

entonces, sustituyendo (7.8) en (7.5), obtenemos
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Ar,, = aAr, + 8AY, Z +w, ... (7.9)

pt
donde w, = u, + VAr,,.

St suponemos Cov(u,,v.) = O para cualesquiera ty s,

var(u,) = ¢°, para todo t,

var(v,) = ¢°, para todo t,

y Cov(u,,u) = Cov(v,,v.)) = 0 para todo t# s, entonces,
var(w) = o, + 4r’ o,

y

Cov(wt,ws) =0 para t # s.

De este modo, la Ecuacion (7.6) es un modelo de regresion
usual con residuos heterocedasticos, siendo las varianzas

proporcionales a (1+ AAr®)), donde L = o°/c°,.

Las estimaciones maximo verosimiles para este modelo se
pueden obtener facilmente como sigue: EI log de la funcidn de
verosimilitud viene dado (bajo el supuesto de que u, y Vv,

estan normalmente distribuidas) por

. 1 1 (fw, — atv,, — B 707
= _ - 172 _ . 2 _ I b o]
logL=X 210g T3 E log(1+ A ) > 7 E TR

La estimacion continuaria de la siguiente forma:

Para un A dado estimamos la ecuacion de regresion
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= + .
donde ©r =1t A y calculamos la suma de cuadrados de los

residuos o°,(M)-

Sea

M

Py =3

1
log e ul A —52‘105(1 + W)

Entonces el valor de A para el cual F()) es maximo, es la
estimacién maximo verosimil de A, y las estimaciones
correspondientes de o y p son las estimaciones maximo

verosimiles de a vy 4.

Caso b) Modelo de Hildreth y Houck. El modelo considerado por
Hildreth y Houck es

Aryy = D Bl £=12,..n

donde var(v,;)= cﬂ- Estas dos ecuaciones conjuntamente pueden
expresarse de la siguiente forma:

Ar,, = ZBAr,, +w, .

— 2 2
donde var(w) = XAr <,  ..... (7.11).
Podemos escribir lo anterior en notaciéon matricial como

Ar, = Arp + W
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donde Ar, Ar, B, y W estan definidos convenientemente. Si
suponemos que los Vjt son mutuamente independientes en el

tiempo, tenemos
var(w) = =Ar,o°, .. (7.12).

Los parametros de interés en este modelo son ¢°, y B,
Hildreth y Houck proponen el siguiente método para estimar

2
Gj-

Primero estimamos la Ecuacion (7.10) mediante el método de
los minimos cuadrados ordinarios. Sea r el vector de residuos
estimados.

Entonces r=Mw donde M=1-Ar (Ar "Ar )7 Ar . De este modo, r=mg1
wWAMg2 W+, . _+mgpw,, donde (Mg1, M2, ---, Mgn) es la fFila t-

ésima de M. Puesto que E(w,)=0 para todo j, tenemos E(r)=0,

var(c,) = E(c*) = Im’,Var(w,) =

2 2 2
I GZAYT 07 -
Esta relacion se puede expresar en forma compacta como
E(r) = MXo

donde r= vector cuyos elementos son rzg

M = matriz M en 1la cual cada elemento ha sido
sustituido por su cuadrado
X = Matriz X en la cual cada elemento ha sido

sustituido por su cuadrado
¢ = vector con elementos ¢’
podemos escribir la Ecuacion (7.10) de la siguiente forma:

r=MXec + =20 +¢ ... (7.14)
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Hildreth y Houck sugieren estimar o a partir de la ecuacioén
de regresion maltiple (7.14). El estimador correspondiente en
este caso es (Z"2)Z"r.

Este método envuelve dos tipos de problemas. Primero, no
garantiza estimaciones positivas para los ci-

El otro problema es que el estimador no tiene en cuenta las
covarianzas entre los ¢ en la Ecuacion (7.14). Sin embargo,
este ultimo problema puede ser resuelto.

En efecto, puede obtenerse una estimacién de la matriz de
covarianzas de los ¢ y aplicar a continuacion el método de
los minimos cuadrados generalizados. Puede probarse que este
estimador MCG era mejor (en el sentido de error cuadratico
medio) que el estimador obtenido aplicando MCO a la ecuacion
(7.14), y éste a su vez mejor que el estimador MV. Cuando se
usan soOlo tres regresores y se emplea el método de busqueda
para calcular las estimaciones MV, esto implica simplemente
buscar dos parametros i, = ¢°/c’, y L, = ¢°,Jc°,

Caso c) Modelo de regresiéon cambiante. Este es el modelo
considerado por Quandt (1958),y estudiado mas tarde por McGee
y Carlton (1970), Hinkley (1971), el propio Goldfeld y Quandt
(1978) y Hansen (2002), entre otros.

Supongamos que tenemos n observaciones de Ar, y Ar . EI

modelo de regresion conmutada es aquel tal que

Ar

pt

a, + BAr, + ugx paral <t <n, (7.15)

Ar

pt

o, + BAr, + upg para n,< t <n (7.16)

es decir, la relacidn entre Ar, y Ar, ha cambiado de direccion
en el punto t= n, pasando de la relacion (7.15) a la (7.16).
Si n, es conocido, realmente no hay ningun problema. Se

0

estima una ecuacidén de regresion separada para cada uno de
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los regimenes. Sin embargo, generalmente no se conoce n, y es
necesario hacer una estimacion.

Si suponemos que las varianzas de los errores son iguales
para ambos regimenes, 1o Unico que tenemos que hacer es
estimar (7.15) y (7.16) para diferentes valores de n, (es
decir, diferentes particiones de la totalidad de la muestra),
fijarnos en las sumas de los residuos y elegir el valor de n,
para el cual esta suma es minima.

Si las varianzas de los errores no son iguales, hay que
maximizar el logaritmo de la Tfuncién de verosimilitud
(suponiendo que los residuos ujit Y U2t Sean independientes y

estén normalmente distribuidos)

1 1 2
log L= K -n,log & —(n—n,)log & — - ity
Ea 202, 2 3 - @~ Bbr,) 29 2]

respecto a a,, B,, a,, B,, o, Y o, para diferentes valores de n,.
Existen, no obstante, algunos problemas con este
procedimiento.

Goldfeld y Quandt (1978) analizan nuevas modificaciones de
este modelo de regresion conmutada para aquellos casos en los
que existe una conmutacidén continua de atras hacia adelante.
Dichos autores consideran modelos conmutados tanto
deterministas como estocasticos. En los modelos deterministas
hay algunas otras variables z, z,, ..., z de modo que estamos
en el régimen 1 si A = nz, + w2z, +...+ 1z < c y en el
régimen 2 si A > c. Los = han de ser estimados, y Cc es una
constante dada. En el modelo conmutado estocastico hay una
probabilidad A de que cada observacién pertenezca al régimen
1, y una probabilidad (1 - 1) de que pertenezca al régimen 2.

Todo esto puede generalizarse a casos de mas de un régimen.

McGee y Carlton (1970), Hinkley (1971) consideran por su
parte los casos en que no hay discontinuidades en la funcidn
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de regresion. Para el caso de dos regimenes, considerado en
las ecuaciones (7.16), si las dos lineas de regresion se
encuentran en el punto t=n, esto implica una restriccidon en
los parametros o, + B,x*= a, + B,x*, donde x- es el valor de Ar,
en el punto t=n_.

Si los parametros de la regresion cambian como respuesta a
cualquier cambio en las variables politicas, es cuestionable
que cambien de manera brusca, como fue establecido -via
hipdtesis- en la forma mas simple del modelo de regresion
conmutada. Cualquier cambio de un régimen al otro es probable
que sea suave. A este respecto, una modificacion considerada
por Goldfeld y Quandt (op. cit.) es prometedora. Consiste en
combinar las Ecuaciones (7.15) y (7.16) de Ila siguiente
forma:

Arpi = (a’1+BlArmi)Di + (a’2+BZArmi)(1_Di) + Diuli+ (1_Di)u2i

donde D, sera una funcion de las variables politicas y de
otras variables exdgenas. Se podria suponer que D, sigue una

curva suave. Podria adoptarse para tal curva la
correspondiente a una distribuciodn de probabilidad
acumulativa normal, la relativa a una distribucién de Cauchy,
o bien a cualquier otra funcidén de densidad apropiada.

Goldfeld y Quandt (op. cit. Ibid.) sugieren estimar este
modelo bajo el supuesto de que los residuos uqj Yy uzj tienen

una varianza comin o°. Esto es porque el modelo que
consideran es una mezcla de dos distribuciones normales, y si
suponemos distintas varianzas ¢°, y o°, para los residuos en
(7.15) y (7.16), 1la Tfuncién de verosimilitud para dicha
distribucion mixta tiende a « cuando c, >0y
o, —>0.

Una alternativa al procedimiento de Goldfeld y Quandt, que es

diferente al modelo de regresion conmutada y que no envuelve
problemas de distribuciones mixtas, es obtenida considerando
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un modelo de regresion tal como el (7.5) en el que el
parametro varia continuamente y cambiando la especificacion
(7.6) de 1la funcion Ulineal a wuna funcion de densidad
acumulada basada en [la normal o en cualquier otra
distribuciéon conveniente. Por ejemplo, si consideramos que
esta funcidon de densidad acumulada es descrita por la curva
logistica, podemos escribir

— o
> =
&=t P
1+e

Suponiendo que 6 < 0, obtenemos, cuando Zt —» «, B, > £+ oc.

Por su parte cuando Z, —» «, B, — Z Sustituyendo esta
expresion de B, en (7.5), obtenemos, en lugar de la ecuacion

lineal simple (7.7), la ecuacion:

i

w

=50

+ g
1+2

‘ﬂrpr = &, +

H

5. Modelos adaptativos. Cooley y Prescott (1976), consideran
el siguiente modelo:

Ar =a BAr +u, (7.21)
OLt:OLt_l-l_Vt—l (7 - 22)
y lo denominan modelo de regresién adaptativa. Aqui u, -

ND(O, 02), V, ~ N(O, 02) Yy u, ¥y v, son independientes para todo

t y s. Cooley y Prescott (op. cit.) también permiten que B en
(7.21) varie de una forma similar a (7.22), y lo denominan el
modelo de regresion con parametros cambiantes, pero nosotros
consideraremos primero el modelo en el cual sd6lo varia el
término de ordenada al origen.
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Cooley y Prescott (op. cit. Ibid.) argumentan que muchos
pronosticadores econométricos varian sus términos constantes
para tomar en consideracion los cambios estructurales, y de
ahi obtener mejores predicciones. Por eso, ellos consideran
un modelo dado por las Ecuaciones (7.21) y (7.22) cuando
representan graficamente el cambio estructural.

ElI término regresion adaptativa surge del hecho de que el
residuo en (7.21) es la suma de un proceso estocastico tipo
paseo aleatorio y de un error independiente. Para tales
estructuras es apropiada la prediccidon adaptativa. Se puede
dar también una jJustificacion alternativa al modelo de
regresion adaptativa, la cual es enteramente diferente a la
expuesta por Cooley y Prescott. Esto es, en términos de
variables omitidas. Supongamos que tenemos una ecuacion de
regresion

Ar =o +BAr +dz+u, (7.23)

donde z, no es observable y, por tanto, se considera omitida.
La Ecuacion (7.23) es la misma que (7.21), con o,=o+dz,. Si z,
es autorregresiva de primer orden con un coeficiente de
autorregresion elevado, entonces (7.22) es una representacion
razonablemente aproximada de o,. Con esta interpretacion, lo
que la Ecuaciéon (7.22) se supone que capta no es el cambio
estructural, sino el efecto de Ilas variables omitidas.
Fijandonos en 1la Ecuaciéon (7.23), esta claro que las
variables omitidas pueden ser combinadas también con el
residuo u,. En este caso acabamos con un modelo de regresion
en que los residuos son tanto heterocedasticos como
autocorrelacionados. De hecho, esto es también 1o que
implican las Ecuaciones (7.21) y (7.22). Para escribir estas
ecuaciones en la forma habitual del modelo de regresion es

necesario elegir una de las « como base de referencia. Cooley
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y Prescott eligen o, porque ello facilita la prediccién para

el primer periodo postmuestral. Sea o, ., = o. Entonces
(X‘n:a‘n-'-l_vn:(x‘_vn
o,_,=0,-V, ,=a-V -V,

n n

o,=a-V, -V, —-..-V, etc.

Por tanto, la Ecuacidn (7.21) puede ser expresada como:

Ar, =a+BAr +u,-v,-V,~-. . .-V,
Ar ,=a+BAr +U,-V,~V ~ . . .-V,
Ar, =a+BAr, +u -v,
Esto implica una ecuacion de regresion Ar =o+BAr, +w,, donde

los residuos w, tienen una matriz de covarianzas (suponiendo
que u, y v, estan distribuidos, iIndependiente e idénticamente,

con varianzas o7y ©?,, respectivamente):
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[ 1+nd (r- A4 A
(r= A4 1+(m-A4 . . . A
t'yzg
2 A 2 A oo 1+3a0 24 A
2 A 2 A S 24 1+24 A
A A Co A A 1+ 4
donde A = o°/c?,. Puesto que la matriz de covarianzas es
conocida salvo wuna constante multiplicativa, si A es

conocido, las estimaciones de maxima verosimilitud pueden ser
calculadas buscando A. Cooley vy Prescott analizan una
transformacion que vreduce Qla carga del calculo de la
inversiéon de la matriz (7.24) para cada valor de A que
buscamos.

La generalizacion de este modelo al caso en que varien
también los parametros de las pendientes es denominada por
Cooley y Prescott como modelo de regresidon con parametros
cambiantes. EI modelo que ellos consideran es:

"'I—""'rm = ,{ﬁ*drﬂ-rm
L= A Y,
= Tty (7.25)

El' superindice p denota el componente permanente del
parametro. Dichos autores suponen las siguientes matrices de
covarianzas para u,Z y V,

cov(u) = (1-0)c"2u;

cov(v,) = 0c2v; 0<06<1
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donde Xv y Xu se suponen conocidas. En vista de lo anterior,

por simplicidad y sin perder generalidad, podemos suponer que
son matrices identidad. Por consiguiente, nuestro problema es

estimar o2, 0 y B°.. De nuevo, no se pueden estimar las B°, para

todo t. Cooley y Prescott proponen tomar f°. como valor de
referencia, ya que éste es el valor necesitado para la
predicciéon del primer periodo post-muestral. ElI método de
estimaciéon es similar al analizado para el modelo de
regresion adaptativa.

Se ha demostrado que para la mayoria de las series de tiempo
economicas la prediccién adaptativa es mejor que la
precedente de modelos autorregresivos. Cooley y Prescott
también también dan evidencia de que su modelo ha dado
resultados satisfactorios en la practica.

Lo que su modelo 1i1mplica, en efecto, es un modelo de
regresion clasico con los residuos afectados tanto por
heterocedasticidad como por autocorrelacion. Los modelos de
regresion en donde estos dos problemas son tratados
simultaneamente no han sido considerados y podria ser
razonable suponer que ambos problemas estan presentes si
hemos omitido variables (lo cual es muy frecuente en el
trabajo econométrico)’.

6. Si bien hemos establecido en capitulos previos que el
analisis bayesiano de estabilidad estructural en modelos de
precios para activos de capital constituye el objetivo
central de la presente investigacion, no podemos avanzar
hacia las aplicaciones y resultados de éstas sin antes
revisar ciertas consideraciones que en los ultimos afios han

venido tomando importancia creciente en los diversos ambitos

2

Seria interesante considerar un modelo de regresi6on habitual con
residuos afectados tanto por heterocedasticidad como por autocorrelacién,
y comparar su funcionamiento con el del modelo de Cooley y Prescott.
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de aplicacién de modelos econométricos de regresion y de
series de tiempo.

Particularmente, queremos referirnos en primer término al
denominado problema de especificacion del modelo econométrico
(PEME) desde la perspectiva de reduccidéon probabilistica.
Cualquier revision analitica de los desarrollos recientes en
este sentido apunta a los trabajos fundacionales de dos
destacados investigadores: Anya McGuirk y Aris Spanos. Son
seguramente McGuirk y Spanos los dos econometristas que
encabezan la lista de investigaciones relevantes acerca del
problema de especificacion. Estrechamente ligadas al
mencionado problema, han tomado fuerza en afios recientes las
discusiones sobre el enfoque de reduccidon probabilistica. Por
tanto, comentaremos a qué se refiere el problema de
especificacion y, de manera sintética, las ventajas vy
limitaciones que se han encontrado al aplicar este iImportante
enfoque asi como cuales son los pasos claramente definidos
que se sugiere seguir para integrar el proceso de la
reduccidén probabilistica a la construccién de modelos
econométricos.

Con tal propdésito comentaremos brevemente sobre la evoluciodn
histérica del PEME en virtud de que el analisis mismo de su
desarrollo nos revela los elementos fundamentales para su
aplicacion.

En primer término, hay que sefialar que en enfoque de
reduccion probabilistica (ERP) descansa sobre tres principios
fundamentales que fungen como pilares de la modelacion
econométrica:

1) La brecha entre teoria y datos, que se reconoce Yy se
acepta explicitamente. Contra 1o que muchos investigadores
aplicados esperan comunmente de los modelos econométricos,

éstos no buscan explicar o describir los datos observados
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sino describir los datos que tedricamente debieran
observarse®.

Es debido a este principio que el EPR aparece entre Ilas
escasas metodologias econométricas (si no la Unica
existente), que explicitamente distingue entre el proceso de
generacion de datos, el modelo teérico?, y el modelo
estadistico, que mas bien se basa en un conjunto de
suposiciones probabilisticas relacionadas con las variables
aleatorias que estan atras de cada conjunto de datos.

11) EI segundo principio del ERP se refiera al hecho de que
el proceso de especificacion comienza a partir del analisis
de una distribuciéon conjunta de las variables observables
seleccionadas, por 1o que la distribucion condicional se
deriva como consecuencia a partir de dicha distribucién
conjunta. ElIlo contrasta con el enfoque econométrico
tradicional que liga los datos con la teoria mediante un
término de error al que se le supone cierta distribucion
probabilistica, para luego derivar de ella la distribucidn
condicional correspondiente.

111) Como tercer principio tenemos que antes de comenzar
cualquier conjunto de pruebas de hipdétesis sobre los
parametros del modelo, es necesario constatar que los
supuestos acerca de la distribucion estadistica se cumplan.
Esto es, se debe obtener un modelo estadistico adecuado que
considere las propiedades probabilisticas de los datos.

® Para una interesante discusion sobre este principio, véase Haavelmo
4 Mismo que pretende aproximar los datos aislando un conjunto reducido de
variables
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Especificacidn: Selecciona el modelo estadistico apropiado Inespecificacion: Prueba los supuestos en que se basa el
e heim abn i dak e

— =

Respecificacién: Elige una alternativa al modelo estadistico

El procedimiento de aplicacion del EPR se basa
fundamentalmente en [la seleccidon apropiada del modelo
estadistico acorde con el conjunto de informacion disponible
(a 1o que se le denomina fase de especificacion). El paso
subsiguiente consiste en probar el conjunto de hipotesis y
supuestos que se hallan detras del modelo especificado. Si
alguno de éstos no se sustenta o aparecen inconsistencias, es
necesario construir o seleccionar un modelo alternativo y
volver a probar las hipétesis sobre el mismo (a lo cual se le
denomina respecificacion del modelo estadistico).

Ahora bien, dado que en la fase de especificacion del modelo
la informacion disponible proviene generalmente de datos y
consideraciones teodricas, ello sugiere la existencia de un
vector Zt de variables aleatorias. Por tanto, el iInvestigador
comienza con cierta distribucién de probabilidad conjunta
D(Z) y determinado vector de parametros o¢. La reducciodn
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(entendida como wuna Tase del proceso) busca justamente
reducir esta distribucién de probabilidad conjunta, pero de
forma tal que no se pierda ninguna informacion sistematica
relevante.

En este sentido, puede decirse que las regularidades
relevantes quedan comprendidas en alguna de las siguientes
categorias: (D) Distribucion; (M) Dependencia y (H)
Heterogeneidad, de manera que inicialmente se establecen
todos los supuestos dentro de alguna de estas categorias.

“El modelo queda especificado entonces Unicamente en términos
de supuestos probabilisticos, teniendo sus parametros un
significado exclusivamente estadistico; hasta ese momento no
existe todavia interpretacion tedrica alguna” (Spanos, 1995).
Una vez especificado el modelo, la atencion debe orientarse
hacia las pruebas de inespecificacion para constatar si los
supestos NIID (Normal, Independiente e Idénticamente
Distribuidos) son satisfechos. Como bien enfatizan Spanos y
McGurik () lo anterior puede comenzar por la aplicacion de
técnicas de analisis grafico como son las gréaficas t asi
como graficas de dispersioén, para luego proseguir hacia las
pruebas formales de hipdtesis para normalidad, Hlinealidad,
homocedasticidad, i1ndependencia y estabilidad estructural. En
esta fase, las pruebas estadisticas son entendidas como lo
que Fisher () denomina pruebas de significancia pura, i.e.,
someter a prueba los paradmetros y si los supuestos
probabilisticos subyacentes no se satisfacen debe entonces
regresarse al modelo de distribucién conjunta de las
variables observables consideradas, para luego proponer un
conjunto diferente de supuestos de reducciéon a fin de tomar
en cuenta cualquier informacidon sistematica soslayada en los

supuestos originales.
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Los anteriores procesos de prueba, i1.e., inespecificacion y
respecificacion, contindan hasta que es acufiado un modelo
estadistico adecuado. Por adecuado, debe entenderse que los
supuestos probabilisticos subyacentes se satisfacen
plenamente y que toda aquella informacion de naturaleza
sistematica que se tenga disponible es tomada en cuenta para
la estructura del modelo.

Al cabo de este proceso y toda vez que el modelo estadistico
adecuado ha quedado estructurado, el siguiente paso consiste
en examinar la validez de la teoria que el modelo adecuado
pretende representar.

Posiblemente, la mayor riqueza que existe detras del Enfoque
de Reduccion Probabilistica (ERP) yace sobre dos principios
basicos de la modelacion econométrica. Primero, al poner
énfasis en la brecha entre teoria y datos, el ERP decanta el
proceso de generacién de informacién, de las variables y
modelos tedricos asi como de las variables observables y el
modelo estadistico. Puede decirse que lo anterior va muy en
la linea de las concepciones originales de modelacion
econométrica de Haavelmo () que hablan del cuidado que debe
tener el modelador de falsas o mal concebidas inferencias.

El segundo principio basico de la modelacion econométrica que
sustenta al proceso ERP consiste en que [los errores
inferenciales nunca surgen de supuestos estadisticos
inadecuados, toda vez que éstos ultimos son validados por
procedimiento.
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ENFOQUE DE REDUCCION PROBABILISTICA

Proceso de _ Variables y
Generacion de Variables y Modelo

Informacion Modelo Tedricos Estadisticos

—+ Brecha entre Teoria y Datos P

Por su parte, es preciso sefalar que entre las desventajas
mas iImportantes que prevalecen en el ERP se encuentra la
falta de especificidad procedimental de sus distintas fases
de implementacién. Lo anterior ha sido debatido por los
econometristas, pues muchos consideran que la falta de
especificidad procedimental forma parte del arte de selecciodn
del modelo. Sin embargo, dicha postura no contribuye con la
necesaria futura sistematizacion del proceso de
especificacion de modelos econométricos. Hay que recordar que
en la fase de especificaciéon, el conjunto de informaciodn
disponible proviene en un grado muy importante de la teoria.
“The Choice of the statistical model is influenced by the
theory iIn so far as it is required to allow the modeler to
consider the theoretical question of interest in its context”
(Spanos, 1995).

Algunos teodricos piensan que afirmaciones como la anterior
conducen a descripciones de fendmenos econdmicos basadas en
modelos simplificados, que en el pasado han gozado de un

crédito inmerecido.
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7. Iniciaremos ahora el analisis bayesiano del modelo con lo
que se conoce como distribuciones a priori conjugadas. Una
distribucidén a priori conjugada es una distribucién a priori
que, cuando se combina con la funcion de verosimilitud, da
lugar a una distribucidon a posteriori que tiene la misma
forma funcional que la distribucidén a priori. La ventaja de
una distribucion a priori de este género, es que a medida que
obtenemos nueva informacion muestral, podemos combinarla con
la distribucidon a posteriori obtenida en la primera etapa.

Consideremos el modelo Ar, = Ar, +u, donde u, ~ N(O0,c?). La

funcidon de verosimilitud basada en n observaciones es

L& D)= o exp[— DI ﬂfﬁ"m]z]

Sea p* el estimador MCO de B e igual a ZAr Ar,/SAr*. Su
varianza es ¢°/3Ar,. Podemos escribir I(Ar,-BAr )*=

S(Ar,—B*Ar,)* + (B-B*)2=Ar, . Definamos
1
o = —— D (B, — FEAS
= D (B = L)
Podemos expresar la funcidén de verosimilitud como

1
L& o) e " exp[—ﬂ’(?ﬂ — Do +( - ﬁ’*}jzﬂ%f]]

(7.26)
Consideremos ahora los siguientes casos:

Caso d) o conocido. Podemos escribir entonces:

1
L&) o Explz_g'ﬁf‘ ﬁ*}"gizﬂrmj?']
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Esta expresion sugiere que la distribucion normal es una

distribuciodn a priori adecuada. Supongamos que la
distribucidén a priori es

P(&) = exp[—ﬁw— ﬁzftZArm-f]

La media a priori es By la varianza a priori &°/m. Entonces

la funcidon de densidad a posteori es

fr
PLAES biry) = exp[-;;(ﬁ— ﬁ‘;)”] 0
¢ m > -

Esto es nuevamente una distribucién normal. Para encontrar su

media Yy su varianza, simplificamos la expresiéon entre
corchetes. En efecto, podemos escribirla como

ﬁﬂ{z&mij +mjl_2”§[’ﬁa2ﬁrmig + ,{%F‘?ﬂjl t+ "{‘}, Ezﬂrmij + J{%ﬂm=
[ owi® +m)( 55— 692+
en donde ¥ representa algunos términos independientes de B, y

L Db+ B

i z‘ﬂ?‘mij +m

Por lo tanto, la distribucidn a posteriori es
= -k 1 = = d
P&, o) = o™ expl — o [ M+l 7 = 7))

Denominaremos precision al reciproco de la varianza. En este

caso la precisiéon a priori es m/o2 y la precisiéon muestral

(la precision de p*) es z(Ar,/c°. La precision de la
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distribucion a posteriori de B = (m + ZAr,,°/c°) es igual a la
suma de la precision a priori y la precisién muestral.

También la media a posteriori B’ es un promedio ponderado del
estimador MCO p* y la media a priori f, con momentos

inversamente proporcionales a sus varianzas (o directamente
proporcionales a su respectiva precision).

Caso e: o desconocido. En este caso consideramos una

distribucidén a priori similar en su expresion a la funcion de
verosimilitud (7.26). Tal distribucidon a priori es

1
P& e ot [‘_ M+l 7= )7
"EP 21?2[ " 0 ] (7.27)

Para un o dado, esta distribucion coincide con una
distribucion normal de media p, y varianza oYm. Para un §

dado, la distribucion de o es una distribucién gama. Su

varianza decrece a medida que aumenta k. La distribucidn
(7.27) es denominada distribucidén a priori gama-normal.

Los cuatro parametros a elegir son B, k,M y m, donde B, es la

media de B y M/k-1 la media de o.

Elegimos valores grandes de m y k si tenemos nociones mas
precisas sobre B y o.

La distribucidon a posteriori es ahora

1
P(&, ol ry) = 7 expl = {(n = Do + M | +m(5= 50 + 2t (4 mﬂ]

(7.28)

Para obtener la distribucion marginal de o, es necesario
integrar (28) respecto a B. Puede verse que la distribucion

marginal a posteriori de o es una gama-2 invertida. Para
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obtener la distribucion marginal de B, tenemos que integrar

(7.28) con respecto a o. Para llevar esto a cabo, hacemos uso
de la siguiente integral:

‘I‘L (h4 [—ild 7= const L
e WP R (7-29)

Esta 1integral puede obtenerse observando que 1la integral
respecto a o de la funcidon de densidad gama-2 invertida es
igual a 1.

Utilizando la formula (7.29) para integrar o a partir de
(7.28), obtenemos

]—l:?e+.ta—1:|."2

Pl e [n-N o™ + M+m( 65— 50+ Dbt (65— £9°

La distribucién de B es ahora la distribucién t con n+k-2
grados de libertad.

La distribucién marginal de B implicada por la distribucidn
apriori gama-normal (ver ecuacién 27) es una distribucién t.
Para llegar a esta integral partiendo de (7.27) respecto a o
utilizamos (7.29), de tal forma que se obtiene

1 1
P& = T o .ana
[+ 5= )7 [1+ Gnt M6 457

(7.30)

Comparando esta ultima con la distribucidén t, se llega a
mik-21* .
[T] (47— &)

la cual tiene una distribucidon t con k-2 grados de libertad.
Analogamente podemos simplificar la expresion de (7.30). La
expresion dentro del corchete puede escribirse
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F + G(p-p*)’
donde B* fue definida en (7.17),
F=(-1)c* + M+ mp’ + CAr,Hp** - (m + ZAr »HB**
y G =m+ ZAr,/?
De este modo,

_ 112
[—(” i m] (- 5

tiene una distribucidén t con m+k-2 grados de libertad.

En consecuencia, tendremos finalmente entonces que esta
distribucién puede ser utilizada para construir intervalos de
confianza bayesianos para B casi en la misma forma en que los
construimos en los procedimientos clasicos.

En el siguiente capitulo, aprovecharemos los resultados
anteriores para aplicarlos al analisis de series recientes
correspondientes a emisoras que cotizan en el mercado
nacional de capitales.
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CAPITULO V111

APLICACIONES

Este capitulo esta dedicado a [la presentacion de los
resultados que se obtienen de aplicar el CAPM con cambio
estructural al conjunto de series de las 35 emisoras que
conforman la muestra del indice de precios y cotizaciones de
la Bolsa Mexicana de Valores (BMV).

Con dichas series, se prepar0 una base de datos cuyos
registros corresponden a las cotizaciones diarias reportadas
por las emisoras entre febrero de 2006 y septiembre de 2007.
Asimismo, se incluyeron Qlos campos relativos a |los
rendimientos de la inversion libre de riesgo (r,) y el
rendimiento de mercado (r,). Para el primer caso, -inversion
libre de riesgo- se ha tomado el rendimiento que ofrecen los

Bonos del tesoro Estadounidense.

Por su parte, la serie de rendimientos de mercado sera
determinada a partir de las variaciones del indice de precios
y cotizaciones que reporta la BMV. Esta udltima serie
corresponde a lo que hemos estado denotando como r, . Asi
pues, el calculo de las compensaciones o premios al riesgo
para cada titulo estard determinado por la diferencia entre
los vectores r, y r,, es decir, la serie (r,-r.) (incluyendo el
caso particular en que 1=m).

1. El primer hecho a destacar surge del analisis de las

curvas de rendimiento para cada una de las emisoras. Como
podra observarse a continuacion, en ningun casos existe un
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patron de regularidad que pudiera sugerir la presencia de
alguna componente sistematica dominante. Por el contrario,
dichas curvas sugieren mas bien una Tfuerte presencia de
riesgo especifico distribuido a lo largo del afo.

Como era de esperarse dentro del contexto del CAPM, existe
relacion entre las variaciones de los rendimientos de las
empresas a lo largo del periodo de analisis. Por tanto, mas
adelante se explora la relacion entre los premios al riesgo
de cada emisora y el premio de mercado. Sin embargo, antes de
formular un modelo en el que se proponga tal relaciodon, vale
la pena revisar la condicién que guardan las varianzas y
covarianzas de los titulos entre si. Dicho analisis nos
permitira justificar [la construccidon de portafolios de
frontera dentro del contexto del modelo CAPM.

Hay que recordar que el proposito de la construccion de un
portafolio es permitir una diversificacion conveniente del
riesgo que se asocia a los distintos niveles de rendimiento
asequible.
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ALFA.A AMX.L
100 40
80 30
60
20
40
20 D
0 0
1 81 161 241 1 81 161 241
Date Date

ARA* ARCA*

25 50
20 40 W_.__.———\,—/
5 W %

10 20

5 10

0 0

1 81 161 241 1 81 161 241
Date Date

BIMBO.A CEMEX.CPO
80 50
o0 o WNV"M
30
40
20
20 0
0 0
1 81 161 241 1 81 161 241
Date Date
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CICSAB-1 COMERCIUBC
5 35
30
" 25
20
15
5 0
5
0 0

Date Date

ELEKTRA.* FEMSA.UBD
250 - 60
200 A 50

150 | 40 Mﬁ%
30
100 + 20
50 4 10
O T T T T T T T T T 0
1 81 161 241 1 81 161 241
Date Date

GAP.B GCARSO.A-1
70 50
60 40
50
40 30
30 20
20
0 0
0 0
1 81 161 241 1 81 161 241
Date Date
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GEO.B GFAMSA.A
80 80
” W 60
40 40
20 20
0 0
1 81 161 241 1 81 161 241
Date Date

GFINBUR.O GFNORTE.O

35
30 50

25 20 W
20

15

10

5

0

Date Date

GMEXICO.B GMODELO.C

70

80 60
50

60 40
40 30
20

20 0
0 0

Date Date
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GRUMA.B HOM EX *
50 140
40 20
00
30 80
20 60
40
0 20
0 0
1 81 161 241 1 81 161 241
Date Date

ICA* ICH.B

80 60
50

60
40

40 30
20

20

0 0

1 81 161 241 1 81 161 241
Date Date

IDEALB-1 KIMBER.A
25 - 60
201 % WM
5 40
30
1 20
51 10
0 4 0
1 81 161 241 1 81 161 241
Date Date
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OMA.B PENOLES.*
50 200
40 W 150
30
100
20
0 50
0 0
1 81 161 241 1 81 161 241
Date Date

PINFRA * SARE.B
50 25
40 20
% 5 W
20 10

0 5

0 0

1 81 161 241 1 81 161 241
Date Date

SORIANA.B TELECOM Al
40 70
60
30 50
20 40
30
0 20
10
0 0
1 81 161 241 1 81 161 241
Date Date
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TELMEX.L TLEVISA.CPO
25 80
20 60
15
40
10
5 20
0 0
1 81 161 241 1 81 161 241
Date Date

TVAZTECA.CPO URBI.*

10 60
8 50
6 M o

30
4 20
2 10
0 0

1 81 161 241 1 81 161 241
Date Date

WALMEX.V IPyC

60 35,000
50 30,000
40 MMA“‘W 25,000
30 20,000
15,000

20 10,000
0 5,000
0 0

1 81 161 241 1 81 161 241
Date Date
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En un mercado en donde las tasas de rendimiento varian de
manera conjunta -es decir, con alta covarianza entre las
series de las emisoras- los efectos de la diversificacion se
desvanecen e incluso pueden no existir (la demostracion de la
anterior afirmacidon se encuentra desarrollada en el capitulo

VI).

Es por ello que un paso fundamental que debe darse antes de
considerar la implantacion del CAPM con portafolios en lugar
de emisoras o controladoras individuales, consiste en Ila
construccion de la matriz de varianzas y covarianzas entre
las series de rendimientos, a fin de identificar la posible
presencia de colinealidad o multicolinealidad entre los

titulos.

Asi pues, a continuacion se presenta el listado que
corresponde a la matriz de varianzas y covarianzas para las
35 empresas de la muestra seleccionada

Naturalmente, se trata de una matriz simétrica de dimensiones
35 X 35 cuyas entradas en la diagonal representan la varianza

del rendimiento porcentual de cada uno de las emisoras.
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Ma_triz de
vanar_lzas y
covarianzas
ALFA.A
AMX.L

ARA.*
ARCA.*
BIMBO.A
CEMEX.CPO
CICSA.B-1
COMERCI.UBC
ELEKTRA*
FEMSA.UBD
GAP.B
GCARSO.A-1
GEO.B
GFAMSA.A
GFINBUR.O
GFNORTE.O
GMEXICO.B
GMODELO.C
GRUMA.B
HOMEX.*
ICA*

ICH.B
IDEAL.B-1
KIMBER.A
OMA.B
PENOLES.*
PINFRA.*
SARE.B
SORIANA.B
TELECOM.A1
TELMEX.L
TLEVISA.CPO
TVAZTECA.CPO
URBL*

WALMEX.V

ALFAA

2.6E-04

1.1E-04

1.5E-04

4.4E-05

1.3E-04

9.8E-05

1.2E-04

1.3E-04

6.7E-05

1.0E-04

8.2E-05

1.3E-04

1.4E-04

5.1E-05

5.4E-05

1.4E-04

1.2E-04

9.3E-05

7.3E-05

1.2E-04

1.3E-04

1.2E-04

1.1E-04

7.7E-05

5.0E-05

1.0E-04

1.4E-04

1.1E-04

1.0E-04

1.2E-04

7.7E-05

8.9E-05

1.5E-04

1.5E-04

1.4E-04

AMX.L

1.1E-04

2.9E-04

1.7E-04

5.0E-05

1.2E-04

1.6E-04

1.5E-04

1.6E-04

6.4E-05

1.6E-04

1.1E-04

1.6E-04

1.6E-04

3.5E-05

3.3E-05

1.8E-04

1.6E-04

1.2E-04

6.9E-05

1.7E-04

1.6E-04

1.2E-04

9.8E-05

8.8E-05

3.0E-05

1.2E-04

1.4E-04

1.0E-04

1.1E-04

1.5E-04

1.5E-04

1.4E-04

1.6E-04

1.7E-04

1.7E-04

ARA.*

1.5E-04

1.7E-04

3.5E-04

4.1E-05

1.0E-04

1.4E-04

1.5E-04

1.6E-04

8.6E-05

1.5E-04

1.1E-04

1.4E-04

2.3E-04

3.5E-05

3.8E-05

1.9E-04

1.7E-04

1.1E-04

8.7E-05

1.8E-04

1.5E-04

1.2E-04

1.3E-04

9.4E-05

4.2E-05

1.2E-04

1.1E-04

1.4E-04

1.1E-04

1.3E-04

1.1E-04

1.3E-04

1.6E-04

2.0E-04

1.8E-04

ARCA.*

4.4E-05

5.0E-05

4.1E-05

1.4E-04

5.3E-05

4.4E-05

7.2E-05

5.5E-05

1.2E-05

4.6E-05

1.7E-05

6.0E-05

3.9E-05

5.3E-05

4.0E-05

5.4E-05

5.1E-05

6.4E-05

3.8E-05

5.4E-05

5.8E-05

4.6E-05

7.0E-05

4.6E-05

4.5E-07

5.3E-05

7.2E-05

3.4E-05

4.6E-05

5.9E-05

3.5E-05

3.4E-05

5.9E-05

4.7E-05

6.2E-05

BIMBO.A

1.3E-04

1.2E-04

1.0E-04

5.3E-05

2.6E-04

8.5E-05

1.1E-04

1.1E-04

7.0E-05

1.1E-04

6.7E-05

1.4E-04

1.0E-04

4.2E-05

4.2E-05

1.2E-04

9.3E-05

1.0E-04

5.9E-05

1.1E-04

9.1E-05

6.5E-05

1.0E-04

8.2E-05

1.5E-05

8.8E-05

9.5E-05

7.7E-05

9.8E-05

1.1E-04

6.5E-05

8.7E-05

1.4E-04

1.4E-04

1.2E-04

CEMEX.
CPO

9.8E-05

1.6E-04

1.4E-04

4.4E-05

8.5E-05

2.7E-04

1.4E-04

1.4E-04

6.4E-05

1.4E-04

1.0E-04

1.1E-04

1.6E-04

1.6E-05

3.2E-05

1.4E-04

1.6E-04

1.1E-04

6.5E-05

1.6E-04

1.4E-04

9.3E-05

1.0E-04

9.0E-05

2.8E-05

1.1E-04

1.2E-04

1.1E-04

9.0E-05

1.2E-04

1.2E-04

1.2E-04

1.4E-04

1.7E-04

1.3E-04

CICSA
B-1

1.2E-04

1.5E-04

1.5E-04

7.2E-05

1.1E-04

1.4E-04

4.6E-04

1.8E-04

6.0E-05

1.3E-04

1.3E-04

1.8E-04

1.8E-04

7.3E-05

3.6E-05

1.6E-04

2.0E-04

1.3E-04

9.5E-05

1.7E-04

2.2E-04

1.1E-04

2.5E-04

8.5E-05

-7.2E-07

1.6E-04

2.1E-04

1.7E-04

1.1E-04

1.1E-04

7.8E-05

9.7E-05

1.6E-04

2.1E-04

1.5E-04

COMERCI.
UBC

1.3E-04

1.6E-04

1.6E-04

5.5E-05

1.1E-04

1.4E-04

1.8E-04

4.0E-04

7.7E-05

1.6E-04

1.0E-04

1.5E-04

1.6E-04

7.5E-06

4.3E-05

1.8E-04

1.6E-04

1.1E-04

6.8E-05

1.7E-04

1.6E-04

1.4E-04

1.1E-04

1.1E-04

1.2E-05

1.4E-04

1.8E-04

1.5E-04

1.4E-04

1.4E-04

1.1E-04

1.3E-04

1.5E-04

1.7E-04

1.8E-04

ELEKTRA.*

6.7E-05

6.4E-05

8.6E-05

1.2E-05

7.0E-05

6.4E-05

6.0E-05

7.7E-05

2.8E-04

4.1E-05

5.7E-05

7.3E-05

6.7E-05

2.3E-05

3.3E-05

7.8E-05

9.9E-05

5.0E-05

3.5E-05

6.4E-05

6.1E-05

5.9E-05

8.1E-05

3.4E-05

5.6E-06

5.1E-05

6.1E-05

5.5E-05

5.0E-05

6.6E-05

4.7E-05

6.1E-05

8.2E-05

8.5E-05

8.8E-05

FEMSA
.UBD

1.0E-04

1.6E-04

1.5E-04

4.6E-05

1.1E-04

1.4E-04

1.3E-04

1.6E-04

4.1E-05

2.7E-04

1.2E-04

1.4E-04

1.7E-04

1.5E-05

4.6E-05

1.7E-04

1.8E-04

1.4E-04

8.5E-05

1.7E-04

1.5E-04

1.0E-04

9.9E-05

9.2E-05

1.5E-05

9.9E-05

1.3E-04

1.0E-04

1.2E-04

1.3E-04

1.2E-04

1.4E-04

1.3E-04

1.6E-04

1.6E-04

Aplicaciones

GAP.B

8.2E-05

1.1E-04

1.1E-04

1.7E-05

6.7E-05

1.0E-04

1.3E-04

1.0E-04

5.7E-05

1.2E-04

3.6E-04

9.7E-05

1.6E-04

4.2E-05

5.4E-06

1.2E-04

1.8E-04

8.4E-05

6.6E-05

1.7E-04

1.3E-04

9.7E-05

9.0E-05

7.4E-05

3.3E-05

9.1E-05

1.0E-04

9.9E-05

8.0E-05

9.0E-05

1.0E-04

9.9E-05

1.0E-04

1.5E-04

1.0E-04

GCARSO.A-
1

1.3E-04
1.6E-04
1.4E-04
6.0E-05
1.4E-04
1.1E-04
1.8E-04
1.5E-04
7.3E-05
1.4E-04
9.7E-05
3.7E-04
1.2E-04
4.7E-05
8.8E-05
1.6E-04
1.4E-04
1.2E-04
9.7E-05
1.5E-04
1.2E-04
1.0E-04
1.2E-04
1.1E-04
2.4E-06
1.3E-04
1.4E-04
8.4E-05
1.2E-04
1.6E-04
8.3E-05
1.2E-04
1.5E-04
1.7E-04

1.5E-04
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Ma_triz de
varlar_|zas y
covarianzas
ALFA.A
AMX.L

ARA.*
ARCA.*
BIMBO.A
CEMEX.CPO
CICSA.B-1
COMERCI.UBC
ELEKTRA*
FEMSA.UBD
GAP.B
GCARSO.A-1
GEO.B
GFAMSA.A
GFINBUR.O
GFNORTE.O
GMEXICO.B
GMODELO.C
GRUMA.B
HOMEX.*
ICA*

ICH.B
IDEAL.B-1
KIMBER.A
OMA.B
PENOLES.*
PINFRA.*
SARE.B
SORIANA.B
TELECOM.A1
TELMEX.L
TLEVISA.CPO
TVAZTECA.CPO
URBL*

WALMEX.V

GEO.B

1.4E-04

1.6E-04

2.3E-04

3.9E-05

1.0E-04

1.6E-04

1.8E-04

1.6E-04

6.7E-05

1.7E-04

1.6E-04

1.2E-04

4.0E-04

5.3E-05

5.2E-05

2.0E-04

1.9E-04

1.5E-04

8.5E-05

2.1E-04

1.6E-04

1.2E-04

1.5E-04

9.0E-05

3.2E-05

1.2E-04

1.4E-04

1.7E-04

1.3E-04

1.2E-04

1.3E-04

1.2E-04

1.5E-04

2.1E-04

1.7E-04

GFAMSA.A  GFINBUR.O GFNORTE.O GMEXICO.B GMODELO.C

5.1E-05

3.5E-05

3.5E-05

5.3E-05

4.2E-05

1.6E-05

7.3E-05

7.5E-06

2.3E-05

1.5E-05

4.2E-05

4.7E-05

5.3E-05

4.9E-04

3.1E-06

7.0E-05

4.7E-05

4.9E-05

2.9E-05

3.6E-05

2.3E-05

6.3E-05

5.1E-05

3.2E-05

7.3E-05

2.0E-05

6.2E-05

3.7E-05

2.2E-05

4.0E-05

1.6E-05

4.4E-05

5.7E-05

7.0E-05

1.7E-05

5.4E-05

3.3E-05

3.8E-05

4.0E-05

4.2E-05

3.2E-05

3.6E-05

4.3E-05

3.3E-05

4.6E-05

5.4E-06

8.8E-05

5.2E-05

3.1E-06

2.5E-04

6.7E-05

5.9E-05

6.1E-05

5.4E-05

-7.5E-07

6.2E-05

4.1E-05

7.6E-05

3.2E-05

-4.3E-06

3.8E-05

6.8E-05

3.4E-06

5.6E-05

4.2E-05

1.8E-05

2.5E-05

4.3E-05

4.0E-05

6.2E-05

1.4E-04

1.8E-04

1.9E-04

5.4E-05

1.2E-04

1.4E-04

1.6E-04

1.8E-04

7.8E-05

1.7E-04

1.2E-04

1.6E-04

2.0E-04

7.0E-05

6.7E-05

3.9E-04

1.9E-04

1.4E-04

7.7E-05

1.8E-04

1.4E-04

1.2E-04

1.1E-04

1.1E-04

1.3E-05

1.2E-04

1.4E-04

1.3E-04

1.3E-04

1.3E-04

1.3E-04

1.2E-04

1.5E-04

2.1E-04

1.9E-04

1.2E-04

1.6E-04

1.7E-04

5.1E-05

9.3E-05

1.6E-04

2.0E-04

1.6E-04

9.9E-05

1.8E-04

1.8E-04

1.4E-04

1.9E-04

4.7E-05

5.9E-05

1.9E-04

4.7E-04

1.6E-04

1.3E-04

1.9E-04

2.1E-04

1.9E-04

1.5E-04

8.2E-05

4.3E-05

1.7E-04

2.0E-04

1.3E-04

1.1E-04

1.3E-04

1.0E-04

1.5E-04

1.4E-04

2.2E-04

1.8E-04

9.3E-05

1.2E-04

1.1E-04

6.4E-05

1.0E-04

1.1E-04

1.3E-04

1.1E-04

5.0E-05

1.4E-04

8.4E-05

1.2E-04

1.5E-04

4.9E-05

6.1E-05

1.4E-04

1.6E-04

2.5E-04

7.1E-05

1.3E-04

1.2E-04

1.0E-04

1.1E-04

7.6E-05

1.7E-06

9.8E-05

1.2E-04

7.2E-05

1.2E-04

9.9E-05

7.4E-05

9.9E-05

1.2E-04

1.4E-04

1.2E-04

GRUMA.B

7.3E-05

6.9E-05

8.7E-05

3.8E-05

5.9E-05

6.5E-05

9.5E-05

6.8E-05

3.5E-05

8.5E-05

6.6E-05

9.7E-05

8.5E-05

2.9E-05

5.4E-05

7.7E-05

1.3E-04

7.1E-05

2.3E-04

6.6E-05

9.6E-05

7.0E-05

8.8E-05

4.8E-05

1.3E-05

7.7E-05

8.0E-05

3.5E-05

6.5E-05

7.0E-05

4.0E-05

7.3E-05

6.9E-05

9.7E-05

7.0E-05

HOMEX.*

1.2E-04

1.7E-04

1.8E-04

5.4E-05

1.1E-04

1.6E-04

1.7E-04

1.7E-04

6.4E-05

1.7E-04

1.7E-04

1.5E-04

2.1E-04

3.6E-05

-7.5E-07

1.8E-04

1.9E-04

1.3E-04

6.6E-05

3.5E-04

1.4E-04

1.3E-04

1.2E-04

9.8E-05

3.8E-05

1.1E-04

1.3E-04

1.5E-04

1.0E-04

1.3E-04

1.3E-04

1.4E-04

1.5E-04

1.9E-04

1.6E-04

ICA*

1.3E-04

1.6E-04

1.5E-04

5.8E-05

9.1E-05

1.4E-04

2.2E-04

1.6E-04

6.1E-05

1.5E-04

1.3E-04

1.2E-04

1.6E-04

2.3E-05

6.2E-05

1.4E-04

2.1E-04

1.2E-04

9.6E-05

1.4E-04

3.9E-04

1.3E-04

1.8E-04

8.0E-05

2.3E-05

1.4E-04

2.0E-04

1.4E-04

1.1E-04

1.3E-04

7.5E-05

8.9E-05

1.3E-04

1.7E-04

1.7E-04

Aplicaciones

ICH.B

1.2E-04

1.2E-04

1.2E-04

4.6E-05

6.5E-05

9.3E-05

1.1E-04

1.4E-04

5.9E-05

1.0E-04

9.7E-05

1.0E-04

1.2E-04

6.3E-05

4.1E-05

1.2E-04

1.9E-04

1.0E-04

7.0E-05

1.3E-04

1.3E-04

3.0E-04

1.1E-04

5.9E-05

4.9E-05

1.0E-04

1.3E-04

1.4E-04

9.9E-05

9.4E-05

7.0E-05

1.2E-04

1.1E-04

1.3E-04

1.3E-04

IDEAL.
B-1

1.1E-04
9.8E-05
1.3E-04
7.0E-05
1.0E-04
1.0E-04
2.5E-04
1.1E-04
8.1E-05
9.9E-05
9.0E-05
1.2E-04
1.5E-04
5.1E-05
7.6E-05
1.1E-04
1.5E-04
1.1E-04
8.8E-05
1.2E-04
1.8E-04
1.1E-04
3.8E-04
4.0E-05
4.0E-05
1.1E-04
2.0E-04
1.4E-04
9.0E-05
9.1E-05
6.0E-05
6.0E-05
1.3E-04
1.7E-04

1.3E-04
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KIMBER.A

7.7E-05

8.8E-05

9.4E-05

4.6E-05

8.2E-05

9.0E-05

8.5E-05

1.1E-04

3.4E-05

9.2E-05

7.4E-05

1.1E-04

9.0E-05

3.2E-05

3.2E-05

1.1E-04

8.2E-05

7.6E-05

4.8E-05

9.8E-05

8.0E-05

5.9E-05

4.0E-05

2.5E-04

2.9E-06

8.0E-05

6.1E-05

5.3E-05

1.0E-04

1.0E-04

7.8E-05

8.6E-05

9.4E-05

1.2E-04

9.1E-05



Ma_triz de
varianzas y
covarianzas
ALFA.A
AMX.L

ARA *
ARCA.*
BIMBO.A
CEMEX.CPO
CICSA.B-1
COMERCI.UBC
ELEKTRA.*
FEMSA.UBD
GAP.B
GCARSO.A-1
GEO.B
GFAMSA.A
GFINBUR.O
GFNORTE.O
GMEXICO.B
GMODELO.C
GRUMA.B
HOMEX.*
ICA*

ICH.B
IDEAL.B-1
KIMBER.A
OMA.B
PENOLES.*
PINFRA.*
SARE.B
SORIANA.B
TELECOM.A1
TELMEX.L
TLEVISA.CPO
TVAZTECA.CPO
URBI.*

WALMEX.V

OMA.B

5.0E-05

3.0E-05

4.2E-05

4.5E-07

1.5E-05

2.8E-05

-7.2E-07

1.2E-05

5.6E-06

1.5E-05

3.3E-05

2.4E-06

3.2E-05

7.3E-05

-4.3E-06

1.3E-05

4.3E-05

1.7E-06

1.3E-05

3.8E-05

2.3E-05

4.9E-05

4.0E-05

2.9E-06

2.5E-04

2.5E-05

1.4E-05

5.7E-05

-2.2E-05

1.9E-05

2.4E-05

2.1E-05

3.2E-05

2.8E-05

3.4E-05

PENOLES. PINFRA.*
*

1.0E-04

1.2E-04

1.2E-04

5.3E-05

8.8E-05

1.1E-04

1.6E-04

1.4E-04

5.1E-05

9.9E-05

9.1E-05

1.3E-04

1.2E-04

2.0E-05

3.8E-05

1.2E-04

1.7E-04

9.8E-05

7.7E-05

1.1E-04

1.4E-04

1.0E-04

1.1E-04

8.0E-05

2.5E-05

3.5E-04

1.1E-04

1.3E-04

9.5E-05

9.7E-05

7.1E-05

1.0E-04

1.3E-04

1.3E-04

1.1E-04

1.4E-04

1.4E-04

1.1E-04

7.2E-05

9.5E-05

1.2E-04

2.1E-04

1.8E-04

6.1E-05

1.3E-04

1.0E-04

1.4E-04

1.4E-04

6.2E-05

6.8E-05

1.4E-04

2.0E-04

1.2E-04

8.0E-05

1.3E-04

2.0E-04

1.3E-04

2.0E-04

6.1E-05

1.4E-05

1.1E-04

4.9E-04

1.2E-04

8.1E-05

1.5E-04

1.0E-04

7.8E-05

1.6E-04

1.6E-04

1.7E-04

SARE.B SORIANA.B TELECOM.A1 TELMEX.L TLEVISA.CPO TVAZTECA.C

1.1E-04

1.0E-04

1.4E-04

3.4E-05

7.7E-05

1.1E-04

1.7E-04

1.5E-04

5.5E-05

1.0E-04

9.9E-05

8.4E-05

1.7E-04

3.7E-05

3.4E-06

1.3E-04

1.3E-04

7.2E-05

3.5E-05

1.5E-04

1.4E-04

1.4E-04

1.4E-04

5.3E-05

5.7E-05

1.3E-04

1.2E-04

3.9E-04

8.3E-05

9.9E-05

8.1E-05

8.9E-05

1.4E-04

1.5E-04

1.3E-04

1.0E-04

1.1E-04

1.1E-04

4.6E-05

9.8E-05

9.0E-05

1.1E-04

1.4E-04

5.0E-05

1.2E-04

8.0E-05

1.2E-04

1.3E-04

2.2E-05

5.6E-05

1.3E-04

1.1E-04

1.2E-04

6.5E-05

1.0E-04

1.1E-04

9.9E-05

9.0E-05

1.0E-04

-2.2E-05

9.5E-05

8.1E-05

8.3E-05

3.4E-04

1.2E-04

6.2E-05

1.1E-04

8.9E-05

1.4E-04

1.2E-04

1.2E-04

1.5E-04

1.3E-04

5.9E-05

1.1E-04

1.2E-04

1.1E-04

1.4E-04

6.6E-05

1.3E-04

9.0E-05

1.6E-04

1.2E-04

4.0E-05

4.2E-05

1.3E-04

1.3E-04

9.9E-05

7.0E-05

1.3E-04

1.3E-04

9.4E-05

9.1E-05

1.0E-04

1.9E-05

9.7E-05

1.5E-04

9.9E-05

1.2E-04

3.5E-04

1.9E-04

9.2E-05

1.5E-04

1.5E-04

1.3E-04

7.7E-05

1.5E-04

1.1E-04

3.5E-05

6.5E-05

1.2E-04

7.8E-05

1.1E-04

4.7E-05

1.2E-04

1.0E-04

8.3E-05

1.3E-04

1.6E-05

1.8E-05

1.3E-04

1.0E-04

7.4E-05

4.0E-05

1.3E-04

7.5E-05

7.0E-05

6.0E-05

7.8E-05

2.4E-05

7.1E-05

1.0E-04

8.1E-05

6.2E-05

1.9E-04

2.4E-04

8.6E-05

1.1E-04

1.2E-04

9.8E-05

8.9E-05

1.4E-04

1.3E-04

3.4E-05

8.7E-05

1.2E-04

9.7E-05

1.3E-04

6.1E-05

1.4E-04

9.9E-05

1.2E-04

1.2E-04

4.4E-05

2.5E-05

1.2E-04

1.5E-04

9.9E-05

7.3E-05

1.4E-04

8.9E-05

1.2E-04

6.0E-05

8.6E-05

2.1E-05

1.0E-04

7.8E-05

8.9E-05

1.1E-04

9.2E-05

8.6E-05

2.4E-04

1.1E-04

1.4E-04

1.4E-04

PO

1.5E-04

1.6E-04

1.6E-04

5.9E-05

1.4E-04

1.4E-04

1.6E-04

1.5E-04

8.2E-05

1.3E-04

1.0E-04

1.5E-04

1.5E-04

5.7E-05

4.3E-05

1.5E-04

1.4E-04

1.2E-04

6.9E-05

1.5E-04

1.3E-04

1.1E-04

1.3E-04

9.4E-05

3.2E-05

1.3E-04

1.6E-04

1.4E-04

8.9E-05

1.5E-04

1.1E-04

1.1E-04

3.2E-04

1.6E-04

1.6E-04

Aplicaciones

URBI.*

1.5E-04

1.7E-04

2.0E-04

4.7E-05

1.4E-04

1.7E-04

2.1E-04

1.7E-04

8.5E-05

1.6E-04

1.5E-04

1.7E-04

2.1E-04

7.0E-05

4.0E-05

2.1E-04

2.2E-04

1.4E-04

9.7E-05

1.9E-04

1.7E-04

1.3E-04

1.7E-04

1.2E-04

2.8E-05

1.3E-04

1.6E-04

1.5E-04

1.4E-04

1.5E-04

1.2E-04

1.4E-04

1.6E-04

4.5E-04

1.6E-04

WALMEX.V

1.4E-04
1.7E-04
1.8E-04
6.2E-05
1.2E-04
1.3E-04
1.5E-04
1.8E-04
8.8E-05
1.6E-04
1.0E-04
1.5E-04
1.7E-04
1.7E-05
6.2E-05
1.9E-04
1.8E-04
1.2E-04
7.0E-05
1.6E-04
1.7E-04
1.3E-04
1.3E-04
9.1E-05
3.4E-05
1.1E-04
1.7E-04
1.3E-04
1.2E-04
1.3E-04
9.8E-05
1.4E-04
1.6E-04
1.6E-04

2.9E-04
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Aplicaciones

Existen dos aspectos de esta matriz importantes de destacar:
el primero, se refiere a los valores absolutos que alcanzan
las covarianzas entre los rendimientos de las emisoras. Como
puede apreciarse, corresponden a cifras bajas con respecto a
la traza de la matriz. El hecho que esto representa, es mas
evidente aun si se revisa el listado siguiente, en donde
aparece la matriz de correlaciones entre las series de
rendimiento. En esta segunda matriz, las unidades de
dispersion se encuentran normalizadas de acuerdo con la
formula del coeficiente de correlacion.

Obsérvese que la gran mayoria (70%), de las mas de mil
doscientas entradas de la matriz de correlaciones toma
valores menores a 0.4, lo que significa que -en general- los
rendimientos de los titulos no varian de manera conjunta.
Este mismo hecho se deriva del analisis de la matriz de
varianzas y covarianzas, aunque la presencia de unidades de
medida hace menos clara su interpretacion.
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Matriz de
Correlacion

ALFA.A
AMX.L

ARA *

ARCA.*
BIMBO.A
CEMEX.CPO
CICSA.B-1
COMERCI.UBC
ELEKTRA*
FEMSA.UBD
GAP.B
GCARSO.A-1
GEO.B
GFAMSA.A
GFINBUR.O
GFNORTE.O
GMEXICO.B
GMODELO.C
GRUMA.B
HOMEX.*
ICA*

ICH.B
IDEAL.B-1
KIMBER.A
OMA.B
PENOLES.*
PINFRA.*
SARE.B
SORIANA.B
TELECOM.A1
TELMEX.L
TLEVISA.CPO
TVAZTECA.CPO
URBI.*

WALMEX.V

ALFAA

1.00

0.42

0.50

0.23

0.49

0.37

0.35

0.42

0.25

0.39

0.27

0.42

0.44

0.14

0.21

0.44

0.36

0.37

0.30

0.40

0.40

0.43

0.36

0.31

0.20

0.35

0.39

0.35

0.35

0.39

0.31

0.36

0.52

0.45

0.52

AMX.L

0.42

0.52

0.25

0.44

0.58

0.42

0.48

0.22

0.58

0.35

0.49

0.48

0.09

0.12

0.53

0.44

0.46

0.27

0.55

0.47

0.42

0.30

0.33

0.11

0.37

0.36

0.31

0.36

0.48

0.55

0.54

0.52

0.48

0.60

ARA*

0.50

1.00

0.18

0.34

0.44

0.37

0.44

0.27

0.48

0.31

0.38

0.60

0.09

0.13

0.51

0.42

0.37

0.31

0.53

0.41

0.37

0.36

0.32

0.14

0.36

0.27

0.38

0.33

0.36

0.37

0.44

0.47

0.52

0.58

ARCA.*

0.23

0.25

0.18

1.00

0.27

0.22

0.28

0.23

0.06

0.23

0.08

0.26

0.16

0.20

0.21

0.23

0.20

0.34

0.21

0.24

0.24

0.22

0.30

0.24

0.00

0.24

0.27

0.14

0.21

0.27

0.19

0.18

0.27

0.18

0.30

BIMBO.A

0.49

0.44

0.34

0.27

1.00

0.32

0.33

0.35

0.26

0.40

0.22

0.46

0.31

0.12

0.16

0.36

0.26

0.41

0.24

0.36

0.29

0.23

0.33

0.32

0.06

0.29

0.26

0.24

0.33

0.36

0.26

0.35

0.48

0.41

0.43

CEMEX.
CPO

0.37

0.58

0.44

0.22

0.32

1.00

0.41

0.42

0.23

0.54

0.34

0.36

0.48

0.04

0.12

0.42

0.44

0.43

0.26

0.54

0.42

0.33

0.32

0.35

0.11

0.35

0.33

0.34

0.30

0.41

0.48

0.47

0.46

0.48

0.48

CICSA

B-1

0.35

0.42

0.37

0.28

0.33

0.41

0.43

0.17

0.36

0.32

0.45

0.41

0.15

0.10

0.38

0.44

0.38

0.29

0.43

0.51

0.29

0.60

0.25

0.00

0.40

0.44

0.41

0.27

0.27

0.23

0.29

0.41

0.46

0.41

COMERCI.
UBC

0.42

0.48

0.44

0.23

0.35

0.42

0.43

1.00

0.23

0.47

0.28

0.38

0.40

0.02

0.13

0.45

0.37

0.35

0.22

0.45

0.41

0.41

0.28

0.36

0.04

0.38

0.40

0.37

0.39

0.39

0.36

0.43

0.41

0.41

0.53

ELEKTRA.*

0.25

0.22

0.27

0.06

0.26

0.23

0.17

0.23

1.00

0.15

0.18

0.22

0.20

0.06

0.12

0.24

0.27

0.19

0.14

0.20

0.18

0.20

0.24

0.13

0.02

0.16

0.16

0.16

0.16

0.21

0.18

0.24

0.27

0.24

0.31

FEMSA
.UBD

0.39

0.58

0.48

0.23

0.40

0.54

0.36

0.47

0.15

1.00

0.40

0.43

0.53

0.04

0.18

0.53

0.50

0.55

0.34

0.56

0.46

0.35

0.31

0.36

0.06

0.32

0.35

0.32

0.39

0.44

0.45

0.54

0.45

0.45

0.57

GAP.B

0.27

0.35

0.31

0.08

0.22

0.34

0.32

0.28

0.18

0.40

1.00

0.26

0.42

0.10

0.02

0.32

0.43

0.28

0.23

0.48

0.34

0.29

0.24

0.25

0.11

0.26

0.24

0.27

0.23

0.26

0.36

0.34

0.30

0.36

0.32

GCARSO.

A-1

0.42

0.49

0.38

0.26

0.46

0.36

0.45

0.38

0.22

0.43

0.26

1.00

0.31

0.11

0.29

0.41

0.33

0.38

0.33

0.41

0.32

0.30

0.31

0.35

0.01

0.35

0.32

0.22

0.34

0.44

0.27

0.40

0.44

0.43

0.44

Aplicaciones
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Matriz de
Correlacion

ALFA.A
AMX.L

ARA *

ARCA.*
BIMBO.A
CEMEX.CPO
CICSA.B-1
COMERCI.UBC
ELEKTRA*
FEMSA.UBD
GAP.B
GCARSO.A-1
GEO.B
GFAMSA.A
GFINBUR.O
GFNORTE.O
GMEXICO.B
GMODELO.C
GRUMA.B
HOMEX.*
ICA*

ICH.B
IDEAL.B-1
KIMBER.A
OMA.B
PENOLES.*
PINFRA.*
SARE.B
SORIANA.B
TELECOM.A1
TELMEX.L
TLEVISA.CPO
TVAZTECA.CPO
URBI.*

WALMEX.V

GEO.B GFAMSA.A GFINBUR.O GFNORTE.O GMEXICO.B GMODELO.C GRUMAB HOMEX.*

0.44

0.48

0.60

0.16

0.31

0.48

0.41

0.40

0.20

0.53

0.42

0.31

1.00

0.12

0.16

0.51

0.43

0.47

0.28

0.56

0.40

0.35

0.39

0.29

0.10

0.32

0.31

0.44

0.36

0.33

0.43

0.40

0.42

0.49

0.49

0.14

0.09

0.09

0.20

0.12

0.04

0.15

0.02

0.06

0.04

0.10

0.11

0.12

1.00

0.01

0.16

0.10

0.14

0.09

0.09

0.05

0.16

0.12

0.09

0.21

0.05

0.12

0.08

0.05

0.10

0.05

0.13

0.14

0.15

0.04

0.21

0.12

0.13

0.21

0.16

0.12

0.10

0.13

0.12

0.18

0.02

0.29

0.16

0.01

1.00

0.21

0.17

0.24

0.22

0.00

0.20

0.15

0.24

0.13

-0.02

0.13

0.19

0.01

0.19

0.14

0.07

0.10

0.15

0.12

0.23

0.44

0.53

0.51

0.23

0.36

0.42

0.38

0.45

0.24

0.53

0.32

0.41

0.51

0.16

0.21

1.00

0.44

0.46

0.25

0.48

0.35

0.35

0.29

0.34

0.04

0.33

0.32

0.34

0.35

0.37

0.43

0.41

0.43

0.51

0.57

0.36

0.44

0.42

0.20

0.26

0.44

0.44

0.37

0.27

0.50

0.43

0.33

0.43

0.10

0.17

0.44

1.00

0.46

0.40

0.47

0.50

0.51

0.36

0.24

0.13

0.41

0.41

0.30

0.28

0.33

0.30

0.45

0.36

0.48

0.48

0.37

0.46

0.37

0.34

0.41

0.43

0.38

0.35

0.19

0.55

0.28

0.38

0.47

0.14

0.24

0.46

0.46

1.00

0.30

0.43

0.39

0.38

0.35

0.30

0.01

0.33

0.33

0.23

0.43

0.34

0.30

0.40

0.43

0.42

0.44

0.30

0.27

0.31

0.21

0.24

0.26

0.29

0.22

0.14

0.34

0.23

0.33

0.28

0.09

0.22

0.25

0.40

0.30

1.00

0.23

0.32

0.26

0.29

0.20

0.05

0.27

0.24

0.12

0.23

0.25

0.17

0.31

0.25

0.30

0.27

0.40

0.55

0.53

0.24

0.36

0.54

0.43

0.45

0.20

0.56

0.48

0.41

0.56

0.09

0.00

0.48

0.47

0.43

0.23

1.00

0.39

0.40

0.31

0.33

0.13

0.31

0.32

0.42

0.29

0.37

0.45

0.47

0.45

0.47

0.50

ICA*

0.40

0.47

0.41

0.24

0.29

0.42

0.51

0.41

0.18

0.46

0.34

0.32

0.40

0.05

0.20

0.35

0.50

0.39

0.32

0.39

1.00

0.38

0.46

0.26

0.07

0.38

0.47

0.35

0.31

0.34

0.24

0.29

0.37

0.40

0.49

ICH.B

0.43

0.42

0.37

0.22

0.23

0.33

0.29

0.41

0.20

0.35

0.29

0.30

0.35

0.16

0.15

0.35

0.51

0.38

0.26

0.40

0.38

1.00

0.34

0.22

0.18

0.31

0.33

0.40

0.31

0.29

0.26

0.43

0.35

0.36

0.43

Aplicaciones

IDEAL.

B-1

0.36

0.30

0.36

0.30

0.33

0.32

0.60

0.28

0.24

0.31

0.24

0.31

0.39

0.12

0.24

0.29

0.36

0.35

0.29

0.31

0.46

0.34

1.00

0.13

0.13

0.31

0.45

0.37

0.25

0.25

0.20

0.20

0.36

0.40

0.39

KIMBER.A
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0.31

0.33

0.32

0.24

0.32

0.35

0.25

0.36

0.13

0.36

0.25

0.35

0.29

0.09

0.13

0.34

0.24

0.30

0.20

0.33

0.26

0.22

0.13

1.00

0.01

0.27

0.18

0.17

0.35

0.35

0.32

0.35

0.33

0.35

0.34



Aplicaciones

Matriz de OMA.B PENOLES.* PINFRA* SARE.B SORIANAB TELECOM.A1 TELMEX.L TLEVISA.CPO TVAZTECA.CPO URBIL* WALMEX.V
Correlacion

ALFAA 0.20 0.35 0.39 0.35 0.35 0.39 0.31 0.36 0.52 0.45 0.52
AMX.L 0.11 0.37 0.36 0.31 0.36 0.48 0.55 0.54 0.52 0.48 0.60
ARA* 0.14 0.36 0.27 0.38 0.33 0.36 0.37 0.44 0.47 0.52 0.58
ARCA.* 0.00 0.24 0.27 0.14 0.21 0.27 0.19 0.18 0.27 0.18 0.30
BIMBO.A 0.06 0.29 0.26 0.24 0.33 0.36 0.26 0.35 0.48 0.41 0.43
CEMEX.CPO 0.11 0.35 0.33 0.34 0.30 0.41 0.48 0.47 0.46 0.48 0.48
CICSA.B-1 0.00 0.40 0.44 0.41 0.27 0.27 0.23 0.29 0.41 0.46 0.41
COMERCI.UBC 0.04 0.38 0.40 0.37 0.39 0.39 0.36 0.43 0.41 0.41 0.53
ELEKTRA.* 0.02 0.16 0.16 0.16 0.16 0.21 0.18 0.24 0.27 0.24 0.31
FEMSA.UBD 0.06 0.32 0.35 0.32 0.39 0.44 0.45 0.54 0.45 0.45 0.57
GAP.B 0.11 0.26 0.24 0.27 0.23 0.26 0.36 0.34 0.30 0.36 0.32
GCARSO.A-1 0.01 0.35 0.32 0.22 0.34 0.44 0.27 0.40 0.44 0.43 0.44
GEO.B 0.10 0.32 0.31 0.44 0.36 0.33 0.43 0.40 0.42 0.49 0.49
GFAMSA.A 0.21 0.05 0.12 0.08 0.05 0.10 0.05 0.13 0.14 0.15 0.04
GFINBUR.O -0.02 0.13 0.19 0.01 0.19 0.14 0.07 0.10 0.15 0.12 0.23
GFNORTE.O 0.04 0.33 0.32 0.34 0.35 0.37 0.43 0.41 0.43 0.51 0.57
GMEXICO.B 0.13 0.41 0.41 0.30 0.28 0.33 0.30 0.45 0.36 0.48 0.48
GMODELO.C 0.01 0.33 0.33 0.23 0.43 0.34 0.30 0.40 0.43 0.42 0.44
GRUMA.B 0.05 0.27 0.24 0.12 0.23 0.25 0.17 0.31 0.25 0.30 0.27
HOMEX.* 0.13 0.31 0.32 0.42 0.29 0.37 0.45 0.47 0.45 0.47 0.50
ICA* 0.07 0.38 0.47 0.35 0.31 0.34 0.24 0.29 0.37 0.40 0.49
ICH.B 0.18 0.31 0.33 0.40 0.31 0.29 0.26 0.43 0.35 0.36 0.43
IDEAL.B-1 0.13 0.31 0.45 0.37 0.25 0.25 0.20 0.20 0.36 0.40 0.39
KIMBER.A 0.01 0.27 0.18 0.17 0.35 0.35 0.32 0.35 0.33 0.35 0.34
OMA.B 1.00 0.09 0.04 0.18 -0.08 0.07 0.10 0.08 0.11 0.08 0.13
PENOLES.* 0.09 1.00 0.27 0.36 0.28 0.28 0.24 0.36 0.40 0.34 0.36
PINFRA.* 0.04 0.27 1.00 0.28 0.20 0.36 0.30 0.23 0.39 0.34 0.45
SARE.B 0.18 0.36 0.28 1.00 0.23 0.27 0.26 0.29 0.40 0.36 0.40
SORIANA.B -0.08 0.28 0.20 0.23 1.00 0.36 0.22 0.39 0.27 0.36 0.38
TELECOM.A1 0.07 0.28 0.36 0.27 0.36 1.00 0.64 0.32 0.44 0.38 0.40
TELMEX.L 0.10 0.24 0.30 0.26 0.22 0.64 1.00 0.35 0.38 0.36 0.37
TLEVISA.CPO 0.08 0.36 0.23 0.29 0.39 0.32 0.35 1.00 0.40 0.44 0.53
TVAZTECA.CPO 0.11 0.40 0.39 0.40 0.27 0.44 0.38 0.40 1.00 0.42 0.51
URBI.* 0.08 0.34 0.34 0.36 0.36 0.38 0.36 0.44 0.42 1.00 0.44
WALMEX.V 0.13 0.36 0.45 0.40 0.38 0.40 0.37 0.53 0.51 0.44 1.00
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Aplicaciones

2. Si bien 1la matriz de correlaciones nos brinda una
informaciéon normalizada sumamente 0Otil para iInterpretar las
variaciones conjuntas entre los rendimientos, la matriz de
varianzas Yy covarianzas es aun fundamental para la
determinacion de wun portafolio Optimo. Dos caminos con
distintas vertientes son considerados generalmente para este
proposito. En el primero, se utiliza un producto de la matriz
extendida de varianzas y covarianzas para la aplicacion del
método de multiplicadores de Lagrange, mismo que permite
determinar las componentes del vector X con las cuales se
establece una proporcién para cada titulo dentro del
portafolio de frontera.

Como se indico en el capitulo V, después de la obtencidon de
las ecuaciones normales de maximizacion de la Tfuncion
objetivo, debe calcularse la inversa del doble producto de la
matriz extendida de covarianzas. ElI resultado de esta
operacion es nuevamente una matriz cuadrada de dimensiones

(n+1l) X (n+l1l), misma que aparece a continuacion.
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Matriz
Aumentada
Inversa/
Multiplicadores
de Lagrange
ALFA.A
AMX.L

ARA.*
ARCA.*
BIMBO.A
CEMEX.CPO
CICSA.B-1
COMERCI.UBC
ELEKTRA.*
FEMSA.UBD
GAP.B
GCARSO.A-1
GEO.B
GFAMSA.A
GFINBUR.O
GFNORTE.O
GMEXICO.B
GMODELO.C
GRUMA.B
HOMEX.*
ICA*

ICH.B
IDEAL.B-1
KIMBER.A
OMA.B
PENOLES.*
PINFRA.*
SARE.B
SORIANA.B
TELECOM.A1
TELMEX.L
TLEVISA.CPO
TVAZTECA.CPO
URBL.*
WALMEX.V
A

ALFAA

8.0E+03

8.6E+02

-9.4E+02

2.7E+02

-1.7E+03

-5.0E+01

7.5E+01

-1.1E+02

-4.5E+01

4.9E+02

6.8E+01

-3.1E+02

-4.9E+02

-4.4E+01

-2.9E+02

-4.5E+02

4.5E+02

2.5E+02

-4.0E+02

2.3E+01

-4.5E+02

-1.2E+03

2.0E+02

-1.7E+00

-8.9E+02

-2.3E+02

-5.6E+02

8.3E+01

-4.8E+02

-2.6E+02

4.4E+01

2.6E+02

-1.2E+03

-3.3E+02

-7.2E+02

-4.9E-03

AMX.L

8.6E+02

9.5E+03

-6.1E+02

2.4E+02

-1.0E+03

-1.5E+03

-5.1E+02

-2.6E+01

2.6E+02

-4.8E+02

3.0E+02

-9.6E+02

-1.2E+00

3.8E+00

5.2E+02

-7.1E+02

3.0E+02

-1.9E+02

3.4E+02

-3.3E+02

-1.2E+03

-8.8E+02

6.5E+02

7.7E+02

-3.0E+02

-1.4E+02

6.5E+01

8.4E+02

-2.5E+02

1.5E+02

-2.4E+03

-1.1E+03

-7.8E+02

-1.5E+01

-1.3E+03

-1.9E-02

ARA*

-9.4E+02

-6.1E+02

6.5E+03

1.4E+02

5.6E+02

2.9E+02

3.4E+02

-3.0E+02

-3.9E+02

4.0E+01

4.6E+02

-1.3E+02

-1.7E+03

2.5E+01

2.2E+02

-2.7E+02

-4.0E+01

5.0E+02

-5.2E+02

-7.7E+02

-3.0E+02

9.5E+01

-3.3E+02

-2.2E+02

-2.3E+02

-2.7E+02

5.9E+02

5.6E+01

2.7E+01

-6.6E+01

3.1E+01

-1.1E+02

-4.8E+02

-8.2E+02

-1.4E+03

1.6E-02

ARCA.*

2.7E+02

2.4E+02

1.4E+02

8.4E+03

-7.2E+02

-2.1E+02

-3.6E+02

2.6E+01

-3.1E+01

1.8E+02

3.1E+02

2.9E+02

8.8E+02

-1.0E+03

-1.3E+03

2.4E+02

5.9E+02

-1.3E+03

-9.8E+02

-8.3E+02

-5.1E+01

-3.6E+02

-5.7E+02

-1.0E+03

-4.1E+02

-5.7E+02

-2.8E+02

-8.7E+01

-2.6E+02

-1.9E+02

-8.5E+02

1.0E+02

5.0E+00

5.5E+02

-8.2E+02

2.3E-01

BIMBO.A

-1.7E+03

-1.0E+03

5.6E+02

-7.2E+02

6.7E+03

5.4E+02

1.7E+02

-1.7E+02

-6.5E+02

-5.3E+02

-5.4E+00

-7.2E+02

3.0E+02

-1.0E+02

-1.8E+01

2.1E+02

3.4E+02

-7.8E+02

-1.6E+02

-2.8E+02

3.1E+02

7.7E+02

-5.5E+02

-4.9E+02

-1.4E+02

-6.9E+01

2.5E+02

-8.8E+01

-2.3E+02

-2.3E+02

4.1E+02

-1.3E+02

-8.1E+02

-6.1E+02

-3.7E+02

4.8E-02

CEMEX.
CPO

-5.0E+01

-1.5E+03

2.9E+02

-2.1E+02

5.4E+02

7.4E+03

-3.4E+02

-1.1E+02

-4.2E+02

-7.9E+02

2.1E+02

2.8E+02

-3.6E+02

2.6E+02

-2.4E+02

3.8E+02

-2.2E+02

-4.0E+02

-6.3E+01

-9.2E+02

-2.7E+02

4.1E+02

-1.0E+01

-5.6E+02

-3.5E+02

-1.5E+02

2.3E+01

-1.7E+02

1.0E+02

1.1E+01

-9.9E+02

-6.3E+02

-5.5E+02

-6.8E+02

5.6E+01

2.0E-02

CICSA
B-1

7.5E+01

-5.1E+02

3.4E+02

-3.6E+02

1.7E+02

-3.4E+02

5.2E+03

-8.0E+02

3.6E+02

7.2E+02

-1.7E+02

-1.1E+03

-1.5E+02

-4.2E+02

5.9E+02

-8.6E+01

-6.0E+02

-1.4E+02

-2.2E+02

-2.7E+02

-7.9E+02

8.6E+02

-2.1E+03

-2.1E+02

6.6E+02

-3.1E+02

-2.4E+02

-7.0E+02

9.6E+01

5.6E+02

1.0E+02

1.6E+02

-1.5E+02

-3.0E+02

1.3E+02

3.1E-02

COMERCI.
UBC

-1.1E+02

-2.6E+01

-3.0E+02

2.6E+01

-1.7E+02

-1.1E+02

-8.0E+02

4.6E+03

-2.5E+02

-5.6E+02

1.6E+02

1.2E+02

1.0E+02

3.6E+02

2.6E+01

-3.2E+02

3.5E+02

3.3E+02

2.0E+02

-2.7E+02

-1.0E+02

-7.3E+02

5.8E+02

-3.9E+02

9.5E+01

-3.9E+02

-6.1E+02

-2.0E+02

-5.2E+02

-2.1E+02

-8.3E+01

-2.9E+02

7.9E+01

-6.4E+01

-5.9E+02

-2.0E-02

ELEKTRA.*

-4.5E+01

2.6E+02

-3.9E+02

-3.1E+01

-6.5E+02

-4.2E+02

3.6E+02

-2.5E+02

4.0E+03

9.2E+02

-3.4E+02

-1.1E+02

2.9E+02

-2.2E+02

-5.0E+02

-6.0E+01

-3.9E+02

-1.3E+02

-2.1E+02

7.7E+01

3.0E+01

6.6E+01

-5.5E+02

-3.7E+01

-1.3E+02

8.8E+01

1.4E+02

-1.5E+02

-1.0E+02

-1.6E+01

-4.8E+02

-4.6E+02

-2.4E+02

1.2E+02

-4.8E+02

1.3E-01

FEMSA
.UBD

4.9E+02

-4.8E+02

4.0E+01

1.8E+02

-5.3E+02

-7.9E+02

7.2E+02

-5.6E+02

9.2E+02

9.4E+03

-4.0E+02

-3.5E+02

-5.7E+02

2.5E+02

-1.7E+02

-7.6E+02

-6.8E+02

-1.7E+03

-6.8E+02

-9.3E+02

-7.8E+02

7.7E+02

-1.6E+02

-1.4E+02

-1.5E+01

4.7E+02

4.2E+01

-1.3E+02

-2.0E+02

-3.9E+02

-5.5E+02

-1.6E+03

-1.6E+02

3.1E+02

-9.2E+02

3.9E-02

Aplicaciones

GAP.B

6.8E+01

3.0E+02

4.6E+02

3.1E+02

-5.4E+00

2.1E+02

-1.7E+02

1.6E+02

-3.4E+02

-4.0E+02

4.3E+03

-1.3E+02

-5.7E+02

-1.7E+02

1.3E+02

9.8E+01

-5.6E+02

2.3E+02

-2.9E+02

-1.0E+03

-4.6E+02

-1.0E+02

6.6E+01

-3.4E+02

-3.7E+02

-1.3E+02

3.1E+01

1.5E+01

-2.4E+02

4.3E+02

-1.1E+03

-2.0E+02

-1.1E+02

-1.8E+02

1.2E+02

5.6E-02

GCARSO.
A-1

-3.1E+02
-9.6E+02
-1.3E+02
2.9E+02
-7.2E+02
2.8E+02
-1.1E+03
1.2E+02
-1.1E+02
-3.5E+02
-1.3E+02
5.2E+03
4.9E+02
3.2E+01
-1.1E+03
-2.3E+02
3.8E+02
6.1E+01
-4.5E+02
-7.4E+02
5.1E+02
-1.4E+02
2.8E+02
-3.4E+02
2.9E+02
-3.4E+02
-1.0E+02
3.6E+02
4.6E+01
-1.3E+03
1.2E+03
-3.1E+02
-2.5E+02
-3.4E+02
-1.1E+02

-3.0E-02
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Matriz
Aumentada
Inversa/
Multiplicadores
de Lagrange
ALFA.A
AMX.L

ARA*
ARCA.*
BIMBO.A
CEMEX.CPO
CICSA.B-1
COMERCI.UBC
ELEKTRA.*
FEMSA.UBD
GAP.B
GCARSO.A-1
GEO.B
GFAMSA.A
GFINBUR.O
GFNORTE.O
GMEXICO.B
GMODELO.C
GRUMA.B
HOMEX.*
ICA*

ICH.B
IDEAL.B-1
KIMBER.A
OMA.B
PENOLES.*
PINFRA.*
SARE.B
SORIANA.B
TELECOM.A1
TELMEX.L
TLEVISA.CPO
TVAZTECA.CPO
URBL.*
WALMEX.V
A

GEO.B

-4.9E+02

-1.2E+00

-1.7E+03

8.8E+02

3.0E+02

-3.6E+02

-1.5E+02

1.0E+02

2.9E+02

-5.7E+02

-5.7E+02

4.9E+02

5.8E+03

-2.1E+02

-4.2E+02

-4.1E+02

-5.4E+01

-9.9E+02

-8.5E+01

-9.6E+02

9.0E+01

3.9E+02

-4.9E+02

1.5E+02

3.3E+02

1.3E+02

4.0E+01

-7.7E+02

-3.9E+02

5.1E+02

-8.9E+02

2.1E+02

3.6E+01

-2.1E+02

-4.3E+01

-4.2E-02

GFAMSA.A  GFINBUR.O GFNORTE.O

-4.4E+01

3.8E+00

2.5E+01

-1.0E+03

-1.0E+02

2.6E+02

-4.2E+02

3.6E+02

-2.2E+02

2.5E+02

-1.7E+02

3.2E+01

-2.1E+02

2.5E+03

9.9E+01

-4.9E+02

2.0E+02

-1.9E+02

-5.1E+01

2.1E+02

1.3E+02

-3.6E+02

1.9E+02

-1.5E+02

-8.8E+02

2.1E+02

-2.6E+02

5.6E+01

8.4E+00

-1.9E+02

3.1E+02

-5.1E+02

-1.4E+02

-1.1E+02

6.9E+02

2.9E-02

-2.9E+02

5.2E+02

2.2E+02

-1.3E+03

-1.8E+01

-2.4E+02

5.9E+02

2.6E+01

-5.0E+02

-1.7E+02

1.3E+02

-1.1E+03

-4.2E+02

9.9E+01

4.8E+03

-4.5E+02

-7.1E+00

-5.2E+02

-7.1E+02

1.2E+03

-3.2E+02

-1.7E+02

-6.3E+02

-3.1E+02

-4.6E+02

1.4E+01

-1.6E+02

2.2E+02

-3.3E+02

3.7E+02

-4.6E+02

6.2E+01

1.6E+02

3.5E+02

-2.2E+02

1.3E-01

-4.5E+02

-7.1E+02

-2.7E+02

2.4E+02

2.1E+02

3.8E+02

-8.6E+01

-3.2E+02

-6.0E+01

-7.6E+02

9.8E+01

-2.3E+02

-4.1E+02

-4.9E+02

-4.5E+02

5.3E+03

-3.7E+02

-4.9E+02

1.0E+02

-2.5E+02

4.3E+02

1.4E+02

3.2E+02

-2.0E+02

5.3E+02

-1.1E+02

1.4E+02

-2.5E+02

-2.3E+01

4.1E+02

-8.9E+02

6.6E+02

3.7E+01

-7.8E+02

-1.5E+03

-2.2E-02

GMEXICO
.B

4.5E+02

3.0E+02

-4.0E+01

5.9E+02

3.4E+02

-2.2E+02

-6.0E+02

3.5E+02

-3.9E+02

-6.8E+02

-5.6E+02

3.8E+02

-5.4E+01

2.0E+02

-7.1E+00

-3.7E+02

4.7E+03

-5.8E+02

-6.7E+02

-4.1E+02

-5.9E+02

-1.4E+03

3.1E+02

3.7E+02

-7.4E+01

-6.4E+02

-4.8E+02

4.8E+02

3.6E+02

-3.8E+02

5.9E+02

-4.4E+02

1.9E+02

-6.4E+02

-3.5E+02

-7.0E-02

GMODELO
.C

2.5E+02
-1.9E+02
5.0E+02
-1.3E+03
-7.8E+02
-4.0E+02
-1.4E+02
3.3E+02
-1.3E+02
-1.7E+03
2.3E+02
6.1E+01
-9.9E+02
-1.9E+02
-5.2E+02
-4.9E+02
-5.8E+02
7.8E+03
2.3E+01
-2.2E+02
-9.4E+01
-6.6E+02
-1.4E+02
-2.6E+01
1.7E+02
-2.6E+02
-9.6E+01
6.0E+02
-1.0E+03
1.6E+02
2.6E+02
-3.6E+01
-6.3E+02
-1.3E+02
4.1E+02

2.9E-02

GRUMA.B

-4.0E+02

3.4E+02

-5.2E+02

-9.8E+02

-1.6E+02

-6.3E+01

-2.2E+02

2.0E+02

-2.1E+02

-6.8E+02

-2.9E+02

-4.5E+02

-8.5E+01

-5.1E+01

-7.1E+02

1.0E+02

-6.7E+02

2.3E+01

5.7E+03

4.3E+02

-3.2E+02

-1.3E+02

-2.7E+02

-1.4E+02

-4.4E+02

-2.5E+02

-2.0E+01

3.8E+02

-1.2E+02

-1.1E+02

-4.3E+00

-8.1E+02

1.5E+02

4.7E+01

7.3E+02

1.0E-01

HOMEX.*

2.3E+01

-3.3E+02

-7.7E+02

-8.3E+02

-2.8E+02

-9.2E+02

-2.7E+02

-2.7E+02

7.7E+01

-9.3E+02

-1.0E+03

-7.4E+02

-9.6E+02

2.1E+02

1.2E+03

-2.5E+02

-4.1E+02

-2.2E+02

4.3E+02

6.7E+03

1.6E+02

-3.8E+02

1.4E+02

-1.2E+02

-1.7E+02

4.2E+02

2.1E+01

-5.1E+02

3.1E+02

2.4E+02

-4.1E+02

-2.7E+02

2.0E+01

7.5E+01

8.5E+01

-9.8E-03

ICA*

-4.5E+02

-1.2E+03

-3.0E+02

-5.1E+01

3.1E+02

-2.7E+02

-7.9E+02

-1.0E+02

3.0E+01

-7.8E+02

-4.6E+02

5.1E+02

9.0E+01

1.3E+02

-3.2E+02

4.3E+02

-5.9E+02

-9.4E+01

-3.2E+02

1.6E+02

5.1E+03

-1.5E+02

-4.3E+02

-2.8E+02

6.0E+01

-3.4E+02

-6.1E+02

-2.8E+02

-1.4E+02

-5.0E+02

1.0E+03

8.8E+02

3.5E+02

-1.3E+01

-5.9E+02

4.0E-03

Aplicaciones

ICH.B

-1.2E+03

-8.8E+02

9.5E+01

-3.6E+02

7.7E+02

4.1E+02

8.6E+02

-7.3E+02

6.6E+01

7.7E+02

-1.0E+02

-1.4E+02

3.9E+02

-3.6E+02

-1.7E+02

1.4E+02

-1.4E+03

-6.6E+02

-1.3E+02

-3.8E+02

-1.5E+02

6.0E+03

-6.7E+02

2.9E+01

-3.0E+02

1.5E+02

-1.1E+01

-1.0E+03

-3.1E+02

1.2E+02

2.8E+01

-9.6E+02

3.9E+01

6.9E+01

-6.6E+01

1.9E-02

IDEAL.
B-1

2.0E+02
6.5E+02
-3.3E+02
-5.7E+02
-5.5E+02
-1.0E+01
-2.1E+03
5.8E+02
-5.5E+02
-1.6E+02
6.6E+01
2.8E+02
-4.9E+02
1.9E+02
-6.3E+02
3.2E+02
3.1E+02
-1.4E+02
-2.7E+02
1.4E+02
-4.3E+02
-6.7E+02
5.4E+03
7.0E+02
-5.0E+02
-9.1E+01
-7.3E+02
-2.4E+02
-1.9E+02
1.9E+01
6.9E+01
6.5E+02
-1.2E+02
-5.3E+02
-2.8E+02

-4.5E-02
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KIMBER.A

-1.7E+00

7.7E+02

-2.2E+02

-1.0E+03

-4.9E+02

-5.6E+02

-2.1E+02

-3.9E+02

-3.7E+01

-1.4E+02

-3.4E+02

-3.4E+02

1.5E+02

-1.5E+02

-3.1E+02

-2.0E+02

3.7E+02

-2.6E+01

-1.4E+02

-1.2E+02

-2.8E+02

2.9E+01

7.0E+02

5.7E+03

-2.3E+02

-2.6E+02

2.3E+02

2.5E+02

-7.0E+02

-2.2E+02

-6.8E+02

-5.7E+02

-2.6E+02

-3.2E+02

1.4E+00

6.8E-02



Matriz Aumentada OMA.B

Inversa/
Multiplicadores
de Lagrange

ALFA.A
AMX.L

ARA *
ARCA.*
BIMBO.A
CEMEX.CPO
CICSA.B-1
COMERCI.UBC
ELEKTRA.*
FEMSA.UBD
GAP.B
GCARSO.A-1
GEO.B
GFAMSA.A
GFINBUR.O
GFNORTE.O
GMEXICO.B
GMODELO.C
GRUMA.B
HOMEX.*
ICA*

ICH.B
IDEAL.B-1
KIMBER.A
OMA.B
PENOLES.*
PINFRA.*
SARE.B
SORIANA.B
TELECOM.A1
TELMEX.L
TLEVISA.CPO
TVAZTECA.CPO
URBI.*
WALMEX.V
N

-8.9E+02

-3.0E+02

-2.3E+02

-4.1E+02

-1.4E+02

-3.5E+02

6.6E+02

9.5E+01

-1.3E+02

-1.5E+01

-3.7E+02

2.9E+02

3.3E+02

-8.8E+02

-4.6E+02

5.3E+02

-7.4E+01

1.7E+02

-4.4E+02

-1.7E+02

6.0E+01

-3.0E+02

-5.0E+02

-2.3E+02

4.2E+03

-2.0E+02

2.6E+02

-7.1E+02

5.0E+02

2.2E+02

-6.4E+02

-6.3E+01

2.3E+02

1.9E+02

-2.7E+02

1.8E-01

-2.3E+02

-1.4E+02

-2.7E+02

-5.7E+02

-6.9E+01

-1.5E+02

-3.1E+02

-3.9E+02

8.8E+01

4.7E+02

-1.3E+02

-3.4E+02

1.3E+02

2.1E+02

1.4E+01

-1.1E+02

-6.4E+02

-2.6E+02

-2.5E+02

4.2E+02

-3.4E+02

1.5E+02

-9.1E+01

-2.6E+02

-2.0E+02

4.3E+03

1.4E+02

-6.5E+02

-1.2E+02

1.0E+02

-8.6E+01

-6.1E+02

-4.8E+02

1.9E+02

4.3E+02

1.7E-02

PENOLES.*PINFRA.*

-5.6E+02

6.5E+01

5.9E+02

-2.8E+02

2.5E+02

2.3E+01

-2.4E+02

-6.1E+02

1.4E+02

4.2E+01

3.1E+01

-1.0E+02

4.0E+01

-2.6E+02

-1.6E+02

1.4E+02

-4.8E+02

-9.6E+01

-2.0E+01

2.1E+01

-6.1E+02

-1.1E+01

-7.3E+02

2.3E+02

2.6E+02

1.4E+02

3.5E+03

3.8E+01

3.1E+02

-3.5E+02

-4.5E+02

3.6E+02

-3.7E+02

-5.9E+01

-8.1E+02

1.7E-02

SARE.B

8.3E+01

8.4E+02

5.6E+01

-8.7E+01

-8.8E+01

-1.7E+02

-7.0E+02

-2.0E+02

-1.5E+02

-1.3E+02

1.5E+01

3.6E+02

-7.7E+02

5.6E+01

2.2E+02

-2.5E+02

4.8E+02

6.0E+02

3.8E+02

-5.1E+02

-2.8E+02

-1.0E+03

-2.4E+02

2.5E+02

-7.1E+02

-6.5E+02

3.8E+01

4.3E+03

-1.5E+02

-2.3E+02

-7.3E+01

-1.4E+02

-6.4E+02

-1.7E+02

-3.2E+02

5.5E-02

-4.8E+02

-2.5E+02

2.7E+01

-2.6E+02

-2.3E+02

1.0E+02

9.6E+01

-5.2E+02

-1.0E+02

-2.0E+02

-2.4E+02

4.6E+01

-3.9E+02

8.4E+00

-3.3E+02

-2.3E+01

3.6E+02

-1.0E+03

-1.2E+02

3.1E+02

-1.4E+02

-3.1E+02

-1.9E+02

-7.0E+02

5.0E+02

-1.2E+02

3.1E+02

-1.5E+02

4.6E+03

-9.3E+02

7.6E+02

-7.9E+02

6.2E+02

-1.7E+02

-9.3E+01

5.1E-02

Al

-2.6E+02

1.5E+02

-6.6E+01

-1.9E+02

-2.3E+02

1.1E+01

5.6E+02

-2.1E+02

-1.6E+01

-3.9E+02

4.3E+02

-1.3E+03

5.1E+02

-1.9E+02

3.7E+02

4.1E+02

-3.8E+02

1.6E+02

-1.1E+02

2.4E+02

-5.0E+02

1.2E+02

1.9E+01

-2.2E+02

2.2E+02

1.0E+02

-3.5E+02

-2.3E+02

-9.3E+02

6.5E+03

-4.1E+03

7.3E+02

-6.2E+02

-1.9E+02

-5.9E+01

-5.6E-02

4.4E+01

-2.4E+03

3.1E+01

-8.5E+02

4.1E+02

-9.9E+02

1.0E+02

-8.3E+01

-4.8E+02

-5.5E+02

-1.1E+03

1.2E+03

-8.9E+02

3.1E+02

-4.6E+02

-8.9E+02

5.9E+02

2.6E+02

-4.3E+00

-4.1E+02

1.0E+03

2.8E+01

6.9E+01

-6.8E+02

-6.4E+02

-8.6E+01

-4.5E+02

-7.3E+01

7.6E+02

-4.1E+03

9.6E+03

-4.7E+02

1.8E+02

7.0E+01

9.3E+02

1.2E-01

2.6E+02

-1.1E+03

-1.1E+02

1.0E+02

-1.3E+02

-6.3E+02

1.6E+02

-2.9E+02

-4.6E+02

-1.6E+03

-2.0E+02

-3.1E+02

2.1E+02

-5.1E+02

6.2E+01

6.6E+02

-4.4E+02

-3.6E+01

-8.1E+02

-2.7E+02

8.8E+02

-9.6E+02

6.5E+02

-5.7E+02

-6.3E+01

-6.1E+02

3.6E+02

-1.4E+02

-7.9E+02

7.3E+02

-4.7E+02

8.5E+03

1.6E+01

-5.2E+02

-1.6E+03

5.3E-02

.CPO

-1.2E+03

-7.8E+02

-4.8E+02

5.0E+00

-8.1E+02

-5.5E+02

-1.5E+02

7.9E+01

-2.4E+02

-1.6E+02

-1.1E+02

-2.5E+02

3.6E+01

-1.4E+02

1.6E+02

3.7E+01

1.9E+02

-6.3E+02

1.5E+02

2.0E+01

3.5E+02

3.9E+01

-1.2E+02

-2.6E+02

2.3E+02

-4.8E+02

-3.7E+02

-6.4E+02

6.2E+02

-6.2E+02

1.8E+02

1.6E+01

6.2E+03

1.4E+02

-4.5E+02

-3.8E-02

SORIANA.BTELECOM TELMEX.L TLEVISA TVAZTECA URBI.*
.CPO

-3.3E+02

-1.5E+01

-8.2E+02

5.5E+02

-6.1E+02

-6.8E+02

-3.0E+02

-6.4E+01

1.2E+02

3.1E+02

-1.8E+02

-3.4E+02

-2.1E+02

-1.1E+02

3.5E+02

-7.8E+02

-6.4E+02

-1.3E+02

4.7E+01

7.5E+01

-1.3E+01

6.9E+01

-5.3E+02

-3.2E+02

1.9E+02

1.9E+02

-5.9E+01

-1.7E+02

-1.7E+02

-1.9E+02

7.0E+01

-5.2E+02

1.4E+02

4.5E+03

6.3E+02

-3.0E-02

Aplicaciones

WALMEX

-7.2E+02

-1.3E+03

-1.4E+03

-8.2E+02

-3.7E+02

5.6E+01

1.3E+02

-5.9E+02

-4.8E+02

-9.2E+02

1.2E+02

-1.1E+02

-4.3E+01

6.9E+02

-2.2E+02

-1.5E+03

-3.5E+02

4.1E+02

7.3E+02

8.5E+01

-5.9E+02

-6.6E+01

-2.8E+02

1.4E+00

-2.7E+02

4.3E+02

-8.1E+02

-3.2E+02

-9.3E+01

-5.9E+01

9.3E+02

-1.6E+03

-4.5E+02

6.3E+02

9.0E+03

-6.0E-02

-4.9E-03
-1.9E-02
1.6E-02
2.3E-01
4.8E-02
2.0E-02
3.1E-02
-2.0E-02
1.3E-01
3.9E-02
5.6E-02
-3.0E-02
-4.2E-02
2.9E-02
1.3E-01
-2.2E-02
-7.0E-02
2.9E-02
1.0E-01
-9.8E-03
4.0E-03
1.9E-02
-4.5E-02
6.8E-02
1.8E-01
1.7E-02
1.7E-02
5.5E-02
5.1E-02
-5.6E-02
1.2E-01
5.3E-02
-3.8E-02
-3.0E-02
-6.0E-02

-4.8E-05
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Aplicaciones

Finalmente, para obtener las proporciones Xi de cada titulo
dentro del portafolio, debe Illevarse a cabo el producto
matricial entre la inversa de la matriz extendida y el vector
de rendimientos esperados multiplicado por el Tfactor de
riesgo. Como resultado se tendrd el vector de distribuciones
Xi cuyas componentes deben sumar la unidad, ya que ésta es
Justamente Hla restriccion que se iImpone al problema de
optimizacion.

3. Aunque méetodo método matricial de multiplicadores de
Lagrange ofrece grandes ventajas en cuanto a la simplicidad
de los calculos, existen algunos problemas inherentes a él
que en ocasiones no se pueden soslayar. Por ejemplo, la
matriz de varianzas y covarianzas puede resultar una matriz
mal condicionada; esto significa que el calculo de la inversa
estd propenso a una fuerte propagacion de errores de redondeo
y truncamiento. Por otro lado, el método supone la existencia
misma de la matriz inversa, es decir, que el determinante
asociado es distinto de cero (hecho que asegura la no
singularidad).

Si bien en la aplicacion que hemos desarrollado aqui no
fueron observados estos problemas (1.e, la matriz de
covarianzas es no singular y bien condicionada) un tercer
problema referente al signo de las componentes de Xi
representa algunas dificultades.

En efecto, el resultado de los multiplicadores de Lagrange no
excluye la posibilidad de obtener un portafolio de frontera
en el que uno o mas titulos tengan que ser emitidos por el
inversionista (es decir, existe j tal que Xj < 0). Aungque un
resultado asi no representa ninguna inconsistencia con la

teoria, si dificulta significativamente la comprobacion de
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hipdtesis y la construccion de procedimientos de operacion

practica. A continuacion aparecen los resultados de
aplicacion del método de multiplicadores de Lagrange para la

obtencion de un portafolio de frontera.

Proporcion por emisora segun multiplicador de Lagrange

<E(r) X ,=C’K

ALFA.A 1.0016611 -0.0360799
AMX.L 1.0020494 8.2466856
ARA* 1.0011306 0.0492985
ARCA* 1.0011319 -3.2355775
BIMBO.A 1.0024786 6.8992134
CEMEX.CPO 1.0005632 -6.8129536
CICSA.B-1 1.0017679 -2.1306083
COMERCI.UBC 1.0017770 0.0555896
ELEKTRA.* 1.0030617 5.3253885
FEMSA.UBD 1.0006089 -6.2748306
GAP.B 1.0018985 -0.0439994
GCARSO.A-1 1.0014225 -2.4222527
GEO.B 1.0011483 -1.5299695
GFAMSA.A 1.0025367 1.9203358
GFINBUR.O 1.0018235 3.1077379
GFNORTE.O 1.0015882 1.7236954
GMEXICO.B 1.0030527 7.1710633
GMODELO.C 1.0006807 -7.5736127
GRUMA.B 1.0009806 -4.4135244
HOMEX.* 1.0019318 5.6132679
ICA* 1.0021507 0.8358572
ICH.B 1.0012371 -5.6806190
IDEAL.B-1 1.0020972 0.5225679
KIMBER.A 1.0006660 -3.9708475
OMA.B 1.0012785 -0.6759205
PENOLES.* 1.0019789 1.5432942
PINFRA.* 1.0042481 8.8050148
SARE.B 1.0018702 2.0703426
SORIANA.B 1.0030073 8.1026176
TELECOM.A1 1.0023558 2.5407281
TELMEX.L 1.0016428 -1.3028759
TLEVISA.CPO 1.0014009 2.0220351
TVAZTECA.CPO 1.0007740 -5.1043059
URBI.* 1.0016405 -1.7917527
WALMEX.V 1.0004751 -12.5550029
A 1.0000000

Como puede observarse, aunque la suma de las componentes del
vector de distribuciones X es exactamente igual a 1, existen

valores negativos para algunas de las empresas. El paso del
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problema de optimizacion con la uUnica restriccion de que las
componentes de X sumen 1, hacia el equivalente con
restricciones sobre Xi > 0, no es inmediato; representa un
incremento importante en el grado de dificultad para
determinar las soluciones tanto algebraicas como numéricas,
ya que el problema cae dentro del campo de la programacion
matematica no lineal. Sin embargo, debido a la relevancia que
tiene la incorporacion de las restricciones de desigualdad en
la practica, el propio Markowitz desarrollé a principios de
la pasada década un algoritmo que permite calcular la
distribucion del portafolio de frontera con restricciones de

desigualdad.

La traduccion de dicho algoritmo escrito originalmente en
lenguaje SIMSCRIPT hacia aplicaciones para la llamada quinta
generacion de tecnologias de informacion, ha sido realizada
por diversas empresas dedicadas al desarrollo de paqueteria
computacional para analisis financiero'.

Asi pues, con el propoésito de construir una version del CAPM
con portafolios de frontera, presentamos a continuacion los
resultados de la aplicacion del algoritmo de linea critica de

Markowitz al conjunto de emisoras con maximo E(r,).

ALGORITMO DE LINEA CRITICA CON RESTRICCIONES X, > O

' En virtud de las grandes ventajas practicas que ofrece, para el calculo
del portafolio de frontera hemos utilizado aqui el médulo de cartera de
Markowitz del paquete para analisis financiero ECONOMATICA.
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m

O Archivo Editar Ventana Parametros  Ayuda

B-Bexichem SA de CV + Ord « MEXCHEM B+ABMY

proyecciones correlaciones optimizacidn  restricciones  carteras
precio precio retorno riesgo Y retorno tracking Sector Eco
actual objetivo proy % activo error % q
empresa clase L+ proy %
1 Telefs de Mex L 20.88 25.00 19.73 21.52 1.10 1625 Telecomunica:
2 America Maovil L 2440 4220 2267 2835 3.59 15.72 Telecomunica:
3 GMexico B 7268 74.30 223 3285 -13.68 26.17 Mineria
4 Bimbo Gpo A 65.36 71.00 3.63 26.24 -8.27 2235 Alimentos y B
& Carso Global Teleco A1 58.73 §5.50 11.53 2852 -5.82 20.99 Telecomunica:
& Homex Desarr Ord 111.45 140.00 2557 32.08 §.04 28.60 Construccion
7 Fomento Econ Mex UBD 4271 56.67 3269 21.91 12.04 18.52 Alimentos y B
& Axtel S.A.de C.V. CPO 7275 82.00 12.71 2718 -4.82 2991 Telecomunica:
9 Mexichem SA de CV Ord s0.50 [N 13.67 2711 -4.02 2863 Quimica
10 Promotora Ambienta B 31.20 35.00 1218 32.59 -5.27 35.90 Otros
risk free @
11 Tasas de Int Mx 28 5916 0.00@ -9.72 18.29
benchmark @
Indice Prec y Cotiz MX 32,088 38,000 18.42 18.29 0.00 0.00
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Los anteriores resultados son completamente consistentes con
el modelo de Markowitz. El calculo del rendimiento esperado
se lleva a cabo haciendo el producto por la derecha de la
matriz de rendimientos por el nuevo vector de distribuciones.
De esta manera se conforma la serie que utilizaremos en
adelante para determinar los premios al riesgo en la prueba

del CAPM.
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Para conservar la notacidén, nombraremos a la serie de
rendimientos del portafolio de frontera como r, (ver
capitulos V, VI, VII), siendo por su parte r, la serie
correspondiente a los rendimientos de mercado del afo de
estudio. Con estos elementos (iniciaremos los primeros
cadlculos de ajuste del CAPM para pasar a continuaciéon al
analisis de estabilidad estructural de los parametros del

modelo.
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4. Un buen punto de partida para analizar el ajuste del CAPM
a los datos muestrales consiste en determinar el valor de la
R* para la cartera Optima y compararlo con el premio de
mercado correspondiente. Considérese para este efecto el

modelo

>
=
I
-
+
=
>
=
=
+
c

Ahora bien, para obtener los parametros del CAPM de un solo
régimen debe aplicarse el método de minimos cuadrados
ordinarios a las series Ar,, y Ar, correspondientes al premio
al riesgo de la cartera Optima y de la muestra del 1IPyC
respectivamente. El resumen de los resultados de dicho

calculo aparece en el siguiente cuadro.
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Ajuste del CAPM de un solo régimen

Aplicaciones

Coeficiente de correlaciéon maltiple 0.609661

Coeficiente de determinacién R"2 0.371686

R"N"2 ajustado 0.369132

Error tipico 0.012855
Observaciones 248

- 0.82012
ANALISIS DE VARIANZA
CAPM Residuos [Total

Grados de libertad 1 246 247
Suma de cuadrados 0.024047 0.04065] 0.064697
Promedio de los cuadrados 0.024047] 0.000165

F 145.5243
Valor critico de F 1.24E-26
Coeficientes -0.00129

Error tipico 0.000822

Estadistico t -1.57406

Probabi lidad 0.11676

Inferior 95% -0.00291
Superior 95% 0.000325

Inferior 95.0% -0.00291
Superior 95.0% 0.000325
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En efecto, la proporcidon de riesgo de mercado que resulta del
ajuste bivariado entre la compensacion al riesgo del
portafolio oOptimo y la correspondiente compensacion de
mercado es de 0.1798. Asimismo, destaca el alto valor que
alcanza el coeficiente de correlacion maltiple (mayor a 0.6).
Mas aun, si observamos los valores de significancia de la
prueba t para cada uno de los parametros del modelo, podemos
sostener con base en los datos muestrales que la hipodtesis
=0 debe rechazarse.

Lecturas de similares caracteristicas se obtienen para los
ajustes de premios al riesgo de cada una de las emisoras de
la muestra del IPyC.

IPyC
35000 q
30000 4
25000 1

20000

15000

valordelindice

Canal primario ascendente de un solo régimen

10000

5000

date

Sin embargo, las inflexiones que presentan las series

originales al 1inicio y al final del segundo tercio del
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intervalo muestral, revelan la necesidad de llevar a cabo el
analisis de estabilidad paramétrica del ajuste de CAPM a los

rendimientos observados.

IPyC

35000
30000

25000 4

ice

~

0000 4

15000

valordelind

10000
Régimen 1 Régimen 2 Régimen 3
5000

date

Asi pues, presentaremos a continuacion en primer término los
resultados del analisis residual del modelo de regresion del
CAPM para tres regimenes, par luego proseguir con las pruebas
de bondad de ajuste vy finalmente el analisis de estabilidad

estructural de los parametros del modelo.
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5. Los resultados del analisis residual del ajuste del CAPM a
las series muestrales revelan que no existe evidencia que
sugiera Qla presencia de un fendmeno de autocorrelacion
residual. Por el contrario, el estadistico de Durbin- Watson
alcanza un valor de 1.775.

Hay que recordar Qla relacion que existe entre dicho
estadistico y el coeficiente de correlacion residual: cuando
el coeficiente de correlacion se anula, el valor del Durbin-
Watson se aproxima a 2. Por el contrario, para correlaciones
altas, DW se aproxima igualmente a cero que a 4, dependiendo
del signo que tenga la p. Sin embargo, podemos observar que
en nuestros resultados el valor de DW es suficientemente
bueno para descartar el problema de correlacién entre
residuos.

Al analizar la distribucion residual de las series de datos,
ha sido conveniente tomar los valores estandarizados en cada
caso. La curva de distribucidon resultante se muestra en el

histograma de residuos estandarizados.
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Distribucion Residual

20 +

sanlllll HHH

En este histograma se ha superpuesto la curva tedrica de la
distribucién normal univariada, misma que se distingue por la
linea continua. Asimismo, se destaca en el diagrama la

aproximacioéon entre las distribuciones tedrica y muestral.

En términos generales, para la aplicacién de los métodos
estadisticos se supone que los valores que asume una variable
se distribuyen de acuerdo a una distribucidon estadistica en
particular; asi, con bastante frecuencia, se supone que los
datos muestrales provienen de una distribuciéon normal. EI
método de la bondad proporciona en este caso una técnica util

para comprobar la hipdétesis de un buen ajuste, es decir:

Ho: Oi = E;j (buen ajuste)

Frente a la alternativa de un ajuste diferente, esto es:
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Hiz O; #_Ej

Se supone a continuacion un conjunto de observaciones las
cuales se han agrupado en clases y frecuencias. A esta
distribucién de frecuencias se le ajusta una distribucién
normal cuyos valores tedricos son obtenidos. ElI método 2
para comprobar la bondad de un ajuste de una distribucidn
(valores tedricos) permite ver  si efectivamente la
distribucidén tedrica “ajusta” a la observada. Al efecto se

usara el estadistico:

con =K - p — 1 grados de libertad, donde p sera el numero

de parametros estimados por la muestra. Asi, en nuestro caso,

2

bajo prueba la hipotesis de normalidad Y se estiman

2

mediante 2 parametros x y s °y K el numero de intervalos de

clase de la distribucion. Luego = K - 3.

En este contraste la regidn critica vendri determinada por:
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2 2
X~ 2 X 1-a; K-p-1

Por otra parte, para ilustrar el principio de
homocelasticidad, es util el diagrama que aparece a

continuacion.

Residuos calculados vs. Residuos esperados (prueba Durbin-Watson)

0.04 0.06

N
L

g B~

(=3}
L

S S o o o &
o O O DO D O

=
L

En este diagrama se grafica la relacion -que en principio
debe ser lineal- entre los residuos calculados y los residuos
esperados.

6. Con base en los datos observados en el periodo de estudio,
exploraremos ahora la relacion existente entre los premios
del portafolio de frontera y el rendimiento de mercado. En

primer lugar, destaca el hecho de que el proceso de
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diversificacion de riesgo especifico ha sido efectivo. Esto
se refleja en el valor de la R2 que asciende hasta 0.5126, lo
que significa que apenas la mitad del riesgo total es ahora
de mercado. Al mismo tiempo, este coeficiente evidencia la
alta relacion de dependencia que esperabamos entre el premio
del portafolio y el rendimiento de mercado en concordancia

con la teoria del CAPM.
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Coeficiente de correlacion

multiple 0.7159
Coeficiente de determinacion R"N2 0.5126
RN"2 ajustado 0.5082
Error tipico 0.0071
Observaciones 114.0000
ANALISIS DE VARIANZA

CAPM Residuos |Total
Grados de libertad 1.0000(112.0000|113.0000
Suma de cuadrados 0.0060| 0.0057 0.0117
Promedio de los cuadrados 0.0060| 0.0001
F 117.7747
Valor critico de F 0.0000

- B

Coeficientes -0.0013 0.7561
Error tipico 0.0008 0.0697
Estadistico t -1.5741 10.8524
Probabilidad 0.1168 0.0000
Inferior 95% -0.0029 0.6180
Superior 95% 0.0003 0.8941
Inferior 95.0% -0.0029 0.6180
Superior 95.0% 0.0003 0.8941
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Coeficiente de correlacion
maltiple 0.8815
Coeficiente de determinacién RN"2 0.7770
RN"2 ajustado 0.7746
Error tipico 0.0065
Observaciones 93.0000
ANALISIS DE VARIANZA

CAPM Residuos |Total
Grados de libertad 1.0000| 91.0000|92.0000
Suma de cuadrados 0.0133] 0.0038| 0.0171
Promedio de los cuadrados 0.0133| 0.0000
F 317.0734
Valor critico de F 0.0000

- B

Coeficientes -0.0015 0.9593
Error tipico 0.0007 0.0539
Estadistico t -2.1985 17.8066
Probabilidad 0.0305 0.0000
Inferior 95% -0.0028 0.8523
Superior 95% -0.0001 1.0663
Inferior 95.0% -0.0028 0.8523
Superior 95.0% -0.0001 1.0663
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Régimen 3
Coeficiente de correlacién maltiple 0.3564
Coeficiente de determinacién R"2 0.1270
R™N"2 ajustado 0.1052
Error tipico 0.0271
Observaciones 42.0000
ANALISIS DE VARIANZA

CAPM Residuos [Total
Grados de libertad 1.0000 40.0000 41.0000
Suma de cuadrados 0.0043 0.0294 0.0337
Promedio de los cuadrados 0.0043 0.0007
F 5.8210
Valor critico de F 0.0205

B

Coeficientes -0.0060 0.6333
Error tipico 0.0042 0.2625
Estadistico t -1.4212 2.4127
Probabilidad 0.1630 0.0205
Inferior 95% -0.0144 0.1028
Superior 95% 0.0025 1.1638
Inferior 95.0% -0.0144 0.1028
Superior 95.0% 0.0025 1.1638
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Bondad de ajuste del error régimen 1

- | Frecuencia | Distribucién | Frecuencia | (F:Opservada-
Categorias Observada | Normal Esperada Ejéiggﬁﬂg’
-0.018 1]0.004610477 | 0.53481538 | 0.40461949
-0.017 0/0.002399028 | 0.27828729 | 0.27828729
-0.016 0/0.003440106 | 0.39905225 | 0.39905225
-0.015 00.004827734 | 0.56001719 | 0.56001719
-0.014 1]0.006630559 | 0.76914489 | 0.06929004
-0.013 2/0.008912349 | 1.03383251 | 0.90293119
-0.012 3/0.011723828 | 1.3599641 | 1.97778586
-0.011 1]0.015093222 | 1.75081373 | 0.32197672
-0.01 60.019016461 | 2.20590953 | 6.52570847
-0.009 310.023448373 | 2.72001131 | 0.02882108
-0.008 0/0.028296388 | 3.282381| 3.282381
-0.007 410.033418316 | 3.87652461 | 0.00393295
-0.006 20.038625436 | 4.48055055 | 1.37329798
-0.005 710.043691556 | 5.06822052 | 0.73630812
-0.004 3/0.048367866 | 5.61067245 | 1.21475825
-0.003 6|0.052402455 | 6.07868477 | 0.00101853
-0.002 710.055562482 | 6.4452479 | 0.04774834
-0.001 50.057656323 | 6.68813343 | 0.42609713
0 15 0.058552783 | 6.79212285 | 9.91873217
0.001 80.058194702 | 6.75058542 | 0.23124466
0.002 710.056604982 | 6.56617786 | 0.02866228
0.003 5/0.053884165 | 6.25056316 | 0.25020277
0.004 80.050199913 | 5.82318988 | 0.81372966
0.005 2| 0.04576991| 5.3093096 | 2.06270322
0.006 1]0.040840632 | 4.7375133| 2.9485945
0.007 410.035664828 | 4.13712003 | 0.00454468
0.008 1/0.030480571| 3.5357462|1.81857193
0.009 310.025494197 | 2.95732683 | 0.00061576
0.01 20.020868674 | 2.42076613 | 0.07313558
0.011 410.016717973 | 1.93928487 | 2.18974888
0.012 0/0.013107131 | 1.52042723 | 1.52042723
0.013 3/0.010056965| 1.1666079 | 2.88128219
0.014 00.007551991 | 0.87603091 | 0.87603091
0.015 00.005549977 | 0.64379733 | 0.64379733
0.016 20.003991684 | 0.46303532 | 5.10168509
0.017 0/0.002809676 | 0.32592246 | 0.32592246
0.018 00.005536287 | 0.64220933 | 0.64220933

Aplicaciones
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Bondad de ajuste del error régimen 2

- | Frecuencia | Distribucién | Frecuencia | (F:Opservada-
Categorias Observada | Normal Esperada Ejéiggﬁﬂg’
-0.012 210.017126536 | 1.57564131 | 0.11429016
-0.011 1/0.008014182 | 0.73730472 | 0.09359605
-0.01 1/0.010944295 | 1.00687515 | 4.6945E-05
-0.009 20.014570977 | 1.34052988 | 0.32442458
-0.008 3/0.018913061 | 1.74000165 | 0.91241053
-0.007 2| 0.02393356 | 2.2018875|0.01851074
-0.006 3/0.029527391 | 2.71652001 | 0.0295823
-0.005 20.035515276 | 3.26740538 | 0.49161834
-0.004 3/0.041646417 | 3.83147037 | 0.18043803
-0.003 3/0.047611564 | 4.38026385 | 0.4349346
-0.002 50.053066397 | 4.88210853 | 0.0028468
-0.001 6]0.057663251 | 5.3050191 | 0.09104556
0 8/0.061087312| 5.6200327 | 1.0078668
0.001 50.063092143 | 5.80447715 | 0.11149729
0.002 10| 0.063528985 | 5.8446666 | 2.95428239
0.003 7 0.062365 | 5.73758001 | 0.27776593
0.004 5/0.059687352 | 5.49123639 | 0.04394515
0.005 3/0.055692417 | 5.1237024 | 0.8802447
0.006 410.050661984 | 4.66090252 | 0.09371407
0.007 410.044930441 | 4.13360053 | 0.00431805
0.008 20.038848255 | 3.57403945 | 0.69322128
0.009 3| 0.03274724 | 3.01274605 | 5.3925E-05
0.01 1]0.026912263 | 2.47592819 | 0.87981713
0.011 20.021562448 | 1.98374519 | 0.00013319
0.012 1]0.016842952 | 1.54955159 | 0.19489958
0.013 1)0.012826574 | 1.18004478 | 0.02747025
0.014 2/0.009523035 | 0.87611924 | 1.44170784
0.022 1]0.021158693 | 1.94659975 | 0.46031604

Aplicaciones
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Bondad de ajuste régimen 3

- | Frecuencia | Distribucién | Frecuencia | (F:Observada-
Categorias | opservada | Normal Esperada E:Eigg:ggggl

-0.021 1]0.001390623 | 0.05562491 | 16.03318178
-0.02 00.000739957 | 0.02959827 | 0.029598271
-0.019 0| 0.0010809 |0.04323601 | 0.043236013
-0.018 00.001551383 | 0.06205531 | 0.062055306
-0.017 0]0.002187793|0.08751172 | 0.087511717
-0.016 0| 0.00303143|0.12125719 | 0.121257187
-0.015 0/0.004127079 | 0.16508316 | 0.165083165
-0.014 1]0.005520674 | 0.22082696 | 2.74925949
-0.013 00.007255969 | 0.29023878 | 0.290238775
-0.012 0]0.009370285| 0.3748114 | 0.374811402
-0.011 0/0.011889517 | 0.47558066 | 0.475580663
-0.01 00.014822779|0.59291115 | 0.592911151
-0.009 00.018157209 | 0.72628837 | 0.72628837
-0.008 0]0.021853581 | 0.87414325 | 0.874143248
-0.007 1]0.025843432 | 1.03373727 | 0.001101057
-0.006 210.030028373|1.20113492 | 0.531318681
-0.005 210.034282105|1.37128418 | 0.28825796
-0.004 1]0.038455389 | 1.53821555 | 0.188319498
-0.003 210.042383908 | 1.69535632 | 0.054742339
-0.002 210.045898538 | 1.83594152 | 0.014660153
-0.001 1]0.048837202 | 1.95348807 | 0.465392907
0 410.051057172 | 2.04228687 1.8766417
0.001 3/0.052446535 | 2.09786141 | 0.387944616
0.002 5]0.052933537 | 2.1173415 | 3.924600765
0.003 310.052492723 | 2.09970891 | 0.386017343
0.004 1]0.051147139 | 2.04588557 | 0.534671458
0.005 1]0.048966342 | 1.95865368 | 0.469208459
0.006 1]0.046060435 | 1.84241742 | 0.385182588
0.007 210.042570866 | 1.70283463 | 0.051858974
0.008 210.038659033 | 1.54636132 | 0.133078891
0.009 00.034493999 | 1.37975998 | 1.379759979
0.01 1]0.030240584 | 1.20962337 | 0.036326973
0.011 00.026048988 | 1.04195952 | 1.041959517
0.012 00.022046801 | 0.88187205 | 0.881872047
0.013 00.018333879 | 0.73335517 | 0.733355169
0.014 1]0.014980186 | 0.59920742 | 0.268078608
0.015 1]0.012026356 | 0.48105424 | 0.559821892
0.016 1]0.009486477 | 0.37945909 | 1.014789319
0.018 1]0.027300823 | 1.0920329 | 0.007756227
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Sin embargo, quiza el resultado mas importante en el contexto

del CAPM se obtiene de probar la hipdtesis de nulidad de los

coeficientes del modelo. En efecto, de acuerdo con el

reporte, la prueba t para « = 0, debe ser rechazada mientras

0 no se rechaza (con un nivel de confianza de 95%).

que o =
En el primer caso, el valor de t es igual a -1.574 con cero
de significancia, a diferencia del segundo en donde el valor

De esta

-1.5741 con significancia de 0.4567.

de t es de
los datos muestrales prueban 1la validez de la

manera,
relaciéon entre las compensaciones al riesgo que establece el
la parte

CAPM, 1incluyendo [la ausencia de constantes en

derecha de la ecuacion.

7. En el capitulo VIl desarrollamos diversas formas de probar

la posible existencia de un fendmeno de inestabilidad

Presentaremos ahora

estructural de los parametros del CAPM.
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el resultado de aplicar estos procedimientos a los datos
muestrales.
En primer lugar, el analisis clasico de seccidn cruzada nos
arroja valores de significancia de para la prueba F de
estabilidad paramétrica que varian desde 0.1872 hasta 0.8175.
Estos resultados son consistentes con el comportamiento de la
curva de la suma cuadrada de residuos (SCR) utilizada para
explorar la posible existencia de distintos regimenes. En
particular, surge una discontinuidad en dicha curva SCR en
torno a n=116, que es el valor en donde la suma de los
residuos cambia abruptamente de 70.46 a 31.4. Un
comportamiento parecido puede identificarse si se examina la
SCR cuando n asume el valor de 209. Ambos puntos coinciden
con los que resultan de prueba de docimasia sobre estabilidad
estructural del modelo conmutado de Chow.
F-(SCR_-(SCR,+SCR,)/k) *(SCR,+SCR,/ (n-2Kk))
Considérense, por ejemplo, los resultados correspondientes al
primer régimen.
En este caso, tenemos que B = 0.7561 con una RZ de 0.5082 y
niveles de significancia para T, de cero sobre el coeficiente
(i.e., se rechaza B = 0) y de 0.116 sobre la constante. (i.e.
no se rechaza o = 0). Ademds de lo anterior, la prueba F
sobre la estabilidad de la R cuadrada nos arroja un valor de
solo 123.28 con significancia 1igual a cero, y una SCR

practicamente nula.
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Asi pues, lo anterior nos lleva a afirmar que no solo hemos
conseguido incrementar el efecto de la diversificacion del
riesgo total (ya que el riesgo especifico se reduce a menos
de la mitad), sino que adicionalmente se han alcanzado mucho
mejores indicadores sobre 1la estabilidad estructural del
modelo y la calidad del ajuste. Analogamente, en el régimen
considerado el analisis residual cumple satisfactoriamente
las hipdtesis para Ilevar a cabo procedimientos
inferenciales’. Por lo que se refiere al valor estandarizado
de la beta, el 0.925 nos indica la proporciéon en la que el
riesgo del portafolio es menor al riesgo promedio del mercado
en su conjunto. Cabe mencionar que los resultados anteriores
son consistentes con el hecho de que la 1incorporaciéon de
variables Tficticias cuya variacion ocurre en TfTuncion del
régimen que se esté considerando, nos generan pruebas t con
un valor de significancia que no justifica el rechazo de la
hipotesis p,=0, siendo B, el parametro correspondiente a la
variable ficticia.

Por lo que corresponde a los resultados de los regimenes
subsecuentes, podra observarse que de ellos se derivan
lecturas muy similares a la anterior. Por tanto,
proseguiremos a continuacion con las pruebas estadisticas
para validar la hipdtesis de que en el periodo de estudio el
CAPM presenta cambio estructural en dos de los tres

regimenes.

? En particular, el estadistico Durbin-Watson toma un valor de 1.734
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Quiza sea conveniente enfatizar en este punto la naturaleza
no frecuentista del fendmeno que hemos seleccionado para las
aplicaciones de este capitulo ya que, evidentemente, el
conjunto de condiciones que determinaron las variaciones de
las series de rendimientos de las emisoras del IPyC no

volvera a repetirse de manera exacta en el futuro’.

8. Hemos dejado como ultimo punto del capitulo la inferencia
sobre los paradmetros del modelo, misma que conduciremos a
continuacién a través de un procedimiento Bayesiano con

distribucidén a priori difusa y varianza desconocida.

Es decir, dados Ar, (i=1,2,...,n), a, B Yy o°, entonces Ar,

mi

- _ P 2 —
(i=1,2,...,n) tendra esperanza E(Ar, |Ar ., «, B, o) = a +

Armi, o, B, o°) = o°.

BAr,; y una varianza Var(Ar,,

Retomando ahora lo expuesto en los capitulos IV y V, tenemos

que:

1 1
P(&”pz‘m"m:ﬂ?: r{‘j?: ‘7:' ‘??Expl_gﬂﬁrﬂi T m)g‘l

Ahora bien, bajo el supuesto de que existe poco conocimiento
sobre la distribucion de los parametros, se propone una

distribucién previa difusa, de manera que

1
plA, &, ) con =<4, HLle ) plw

3 - - - R - -

Baste mencionar que en dicho periodo los mercados vivieron perturbaciones derivadas de
fendmenos Unicos, tales como la estabilizacion de la tasa de referencia de la FED, el
desenlace de la eleccidén mas competida en la historia de México, el desbordamiento de los
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En consecuencia, la distribucion conjunta para o, B y o esta

dada por

p[ ’ﬁ?b J‘{j‘;’ ‘7|&rpi=&rm)ﬁﬁexpl_§z(ﬂrpi T "{ﬂ'rmijz

Esta distribucién posterior conjunta es la base para llevar a
cabo inferencias sobre a, By o.

Siguiendo los pasos que se expusieron en los capitulos
anteriores, se obtiene para la distribucidén conjunta

posterior, la proporcion:

1 1 2 - 412 ot e 2
P(, 0, by D) 5oy 253 [ 72]‘”3 A=) o )3 )
) ey 2{&._ o :(r{j?_;{t? )Zﬁrm

de donde se advierte que la distribucion posterior
condicional para a y B (dado c), tiene una estructura normal
bivariada con media (o, B) y matriz de varianzas y

covarianzas

A Z‘ﬁ?‘mi _1_ HH&?‘M_&TM) Z[&”m_&Tmi)z
[Zﬁ?}m‘ z[&rmi]:{] ) 1?2

gravamenes por arbitraje en el mercado de capitales en china, las crisis inmobiliaria y de
créditos, entre muchos otros.
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Sin embargo, comentamos ya el problema principal de la

anterior formulacion: en general, el valor de & no se
conoce.Asi pues, procedemos a integrar (8.4) respecto de o,

para obtener la distribucién marginal posterior de o y B.
Dado que el resultado de esa integral tiene la estructura de
una distribucién t de Student, podemos echar mano de las
propiedades de dicha distribucidén, y asi arribar a las
relaciones

Z{E‘f’ "“‘f/] (o)1,
y
[ &= &)

¥

/| Sl - B ]

Siendo t, una variable aleatoria que se distribuye como una t

de Student con v grados de libertad.

Finalmente, con los anteriores resultados podemos ya hacer
inferencias sobre a y p (utilizando tablas o paqueteria de

computo para calcular 1los valores de 1la distribucién
acumullativa t de Student para distintos niveles de

significancia).
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AsT pues, tenemos que para nuestras series de Ar, y Ar:

i Bui Bai

-0.0013| 0.7561
-0.0015| 0.9593
-0.0060| 0.6333

w |IN |

en donde el subindice denota el régimen al que pertenecen las

series de datos.

Por ultimo, sustituyendo en (8.5) y (8.6) se obtienen las
distribuciones posteriores de B, y B,, Cuyas curvas aparecen

a continuacion.
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CONCLUSIONES

En ciencias economicas, la prueba y la implantacion de
un modelo dependen enteramente del propodsito para el
que haya sido formulado. Los requerimientos que deben
establecerse para su aceptaciéon deben considerar
margenes de imprecision. Es suficiente que el modelo
propuesto signifique al menos una aportacién con
respecto a anteriores alternativas, para que su
formulacion esté plenamente justificada.

El apego que el modelo deba tener con la realidad es de
importancia relativa. Es decir, ante la gran
complejidad que representan los problemas econdomicos
reales, un analisis completo de todos los factores que
determinan el comportamiento de las variables
involucradas es generalmente imposible. En
consecuencia, se requiere establecer una abstraccion
del fendmeno y una serie de hipdtesis de trabajo. Como
principio metodoldégico es conveniente centrarse en
aquellos aspectos, relativamente pocos, que se
consideren  justificadamente como mas importantes
(Capitulos VvV, VI y VII).

2. La practica mas comun en la formulacion de modelos
de regresion consiste en suponer que los coeficientes

de las regresiones son constantes a lo largo de todo el
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régimen. Sin embargo, hemos evidenciado porquée el
analisis de iInformacion debe contemplar ademas la
posibilidad de introducir consideraciones tedricas o
empiricas que, en cilertos casos, conducen a la
especificacion de modelos con parametros que presentan
cambios. Es decir, modelos del tipo que describen las
ecuaciones 2.1 y 2.2 para representar un cambio de
parametros. La consideracion de dichos cambios
estructurales ha resultado fundamental para determinar
evidencia sobre la validez del CAPM para describir la
relacion entre las compensaciones al riesgo de mercado
de emisoras del I1PyC.

En ciencias econdmicas, la construccion y aplicacion de
modelos deben integrar componentes que consideren el
analisis de estabilidad paramétrica vy cambio

estructural.

3. Cuando no existe certidumbre, 1los 1nsumos de
informacion en los que se basa el comportamiento
econdmico no se componen unicamente del calculo formal
de los datos sobre acontecimientos pasados, aunque por
lo general esto sea 1o Unico que utiliza el

investigador. Los verdaderos insumos son las creencias
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probabilisticas subjetivas de Qlos administradores de
activos respecto de los hechos futuros. Tales
creencias, si bien frecuentemente se acompafan de una
variedad de <calculos, son iInterpretadas vy luego
complementadas con juicios intuitivos. De ahi la
importancia de integrar estructuras TfTormales que
traduzcan los factores subjetivos en términos

probabilisticos.

4. En los que corresponde a mercados emergentes,
existen aun pocos desarrollos orientados a Incorporar
matematicamente la incertidumbre en las decisiones de
inversion de capital. Esto probablemente obedece al
grado de complejidad que caracteriza a los procesos
por los cuales las unidades econdémicas de decision,
sobre la base de experiencias pasadas, Tormulan
expectativas del Tfuturo en las que puedan basar su
comportamiento.

Como se ha senfalado, la estimacion clasica de una
probabilidad se basa en 1la frecuencia relativa de
acontecimientos alternativos. En sentido estricto, se
aplica justificadamente s6lo a aquellos eventos de
naturaleza repetitiva, con una distribucion de
frecuencias de la cual se puedan extraer observaciones

y hacer inferencias estadisticas.
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En contraste, la gran mayoria de los eventos que se
estudian en ciencias economicas se refieren a
situaciones unicas, por lo que no debiera supeditarse
el analisis a la construccidon frecuentista clasica de
una distribucion de probabilidades para los
acontecimientos posibles.

Sin embargo, las unidades econdmicas no tienen otra
alternativa que comprometerse con alguna decision y
actuar en consecuencia. En este proceso, la falta de
informacion acerca de la probabilidad de un hecho no
debe confundirse con falta de conocimiento acerca de
ese hecho.

No obstante que muchos 1nvestigadores iInsisten en
oponerse a traducir las creencias subjetivas en
términos de probabilidades, hemos buscado en este
trabajo aportar evidencia empirica no solo acerca de la
posibilidad, sino también de las ventajas que se logran
al integrar fTactores subjetivos en las proposiciones

probabilisticas.

5. A pesar de que los mercados de capitales estan
expuestos a gran incertidumbre derivada de las enormes
oscilaciones que experimentan recurrentemente, algunas
de las cuales pueden significar periodos muy largos de

recuperacion, es un hecho incuestionable que dichos
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mercados seguiran siendo en el futuro el uno de los
medios mas importantes para iIimpulsar el desarrollo
economico de cualquier regiéon del mundo. No existe
mejor mecanismo que la adecuada operacion de dichos
mercados, para apuntalar el financiamiento de Ilas
empresas y dinamizar el desarrollo de los sectores
productivos (Boulhol, 2009).

Sin embargo, las experiencias acumuladas especialmente
en los ultimos afos, revelan la urgente necesidad de
replantear el papel de las iInstituciones financieras y
organismos publicos y privados para promover un sano
desarrollo con estabilidad en los mercados de dinero.
Por ello, es primordial que se Illeve a cabo una
profunda revision de las politicas publicas, a fin de
que los oOrganos de regulacion y control financiero
garanticen en el corto plazo, al menos los siguientes
aspectos:

-Informacion mas clara y oportuna sobre las condiciones
de estabilidad estructural de los mercados financieros.
-Mayor transparencia con relaciéon a los destinos
finales de las iInversiones de capital.

-Evaluacion estricta de los pronosticos Yy
recomendaciones de intermediarios financieros Yy
calificadoras.

-Evaluacioéon permanente de la pertinencia y eficacia del
marco normativo que regula los mercados locales de
capital.

280



Conclusiones

-Mayor impulso al desarrollo de los cuerpos acadéemicos
y de investigacion en ciencias econémicas, asi como
mucha mayor vinculacion entre éstos y las instancias
responsables de las politicas publicas para la
planeaciéon y fomento al desarrollo econdémico.

6. Al  margen de las diferencias entre las corrientes
Clasica y Bayesiana, hemos enfatizado la importancia de
los esfuerzos orientados hacia el desarrollo vy
aplicacion de herramienta analitica que permita
aprovechar mejor la informacion (tanto objetiva como
subjetiva), sobre 1los valores particulares de un
parametro y asi decidir de manera condicional sobre la

mejor prueba estadistica de hipotesis.

7. La teoria financiera moderna permite actualmente
fundamentar con wuna amplia gama de criterios de
eleccion la conformacion de carteras de riesgo. Cada
dia es mads variada vy amplia esa posibilidad,
evidenciandose aqui al poner al servicio de las
aplicaciones, 1Importantes resultados que hasta hace
poco soltan ser usados so6lo para complementar un marco

descriptivo.
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