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Resumen

A casi cien anos de su descubrimiento, el fenémeno de la superconductividad es uno de los temas
mas fascinantes y controvertidos en el drea de la fisica del estado sdlido. Aunque no siempre ha
sido asi, pues después de que en el ano de 1957, John Bardeen, Leon Cooper y Robert Schieffer,
formularan la primera teoria con base en las leyes de la mecédnica cudntica, capaz de describir este
fenémeno en los materiales superconductores conocidos hasta esa fecha, como lo eran algunos meta-
les y aleaciones simples. Gran parte de la comunidad cientifica que trabajaba en el drea pensé que la
investigacion pronto llegaria a su fin, y se convertiria exclusivamente en un problema de ingenieria,
enfocado en la obtencién de materiales con temperaturas de transiciéon cada vez més elevadas, pero
siempre dentro del limite 7, ~ 30K predicho por la teoria y que tiene su origen en la gran longitud
de coherencia de sus pares de Cooper. Sin embargo, en 1986 Miiller y Bednorz descubrieron un
compuesto (La — Ba — Cu — O) con una temperatura de transicién de 35K y cuyas propiedades no
podian ser del todo explicadas a partir de la formulacién original de la teoria BCS. Desde entonces
se han descubierto una gran cantidad de materiales superconductores que pueden ser clasificados
en diversas familias, como lo son las de los cupratos, fermiones pesados, orgénicos, etc. Dadas las
diferentes topologias en la estructura cristalina de estas familias, se espera que las densidades de
estados electronicos de cada compuesto sean diferentes. Ademas, la inmensa mayoria de estos ma-
teriales se caracterizan por la pequena longitud de coherencia de sus pares de Cooper, por lo que su
descripcién tedrica debe estar basada en un modelo que tome en cuenta interacciones electrénicas
de corto alcance, como lo es el modelo de Hubbard de una sola banda.

El propésito de esta tesis fue precisamente estudiar la manera en que se ven modificadas las
propiedades del estado superconductor de sistemas cuyas densidades de estados electrénicos puedan
ser modeladas a través de funciones simples (constante, constantes por intervalos y triangulares),
como funcién de la energia de interaccién entre electrones y los parametros de los que depende
dicha densidad de estados. Esto, con base en el modelo atractivo de Hubbard para una sola banda
y a partir de la aplicacién del formalismo BCS.

Algunos resultados obtenidos de este andlisis son, que para grandes energias de interaccién
electrénica, tanto la temperatura critica como la brecha superconductora a temperatura cero, de-
penden linealmente de dicha energia. Ademads, en este caso la densidad de estados electréonicos
resulta practicamente irrelevante para el sistema.

Para el caso en que las energias de interaccién electrénica son pequenas, el sistema se vuelve
fuertemente susceptible a pequenos cambios en dicho parametro. Ademds, para una densidad de
estados electrénicos determinada, los maximos de la temperatura critica y la brecha superconductora
a temperatura cero dependen exponencialmente de la energia de interaccion.

Asimismo, se encontré que en general, para pequenas energias de interaccion, el estado super-
conductor se ve favorecido para densidades de estados electronicos altamente inhomogéneas en la
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que existe una gran cantidad de estados accesibles para energias cercanas a los limites de banda, y
este comportamiento se ve maximizado en el limite cuando la densidad de estados se convierte en
una delta de Dirac.

Adems3s de esto, se encontraron algunas simetrias para las propiedades que describen el estado
superconductor, que dependen tinicamente de los parametros que determinan la densidad de estados
electronicos.
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Capitulo 1

Introduccion

A temperatura ambiente, todos los materiales que conocemos oponen cierta resistencia al flujo
de electrones. Para mantener una corriente eléctrica a través del material es necesario aplicar una
diferencia de potencial entre sus extremos con la finalidad de remplazar la energia disipada por esta
resistencia. Sin embargo, existen algunos materiales cuya resistencia eléctrica desaparece cuando
son enfriados por debajo de cierta temperatura critica (T¢), caracteristica del material. Este com-
portamiento fue observado por vez primera en el ano de 1911, cuando el fisico holandés Kamerlingh
Onnes logré enfriar una muestra de mercurio por debajo de los 4.22K [1].

Durante los siguientes 40 anos, trabajos similares al de Onnes revelaron que muchos metales y
aleaciones simples (como Nb3Ge) presentaban transiciones al estado superconductor con tempera-
turas criticas inferiores a los 25K. En 1933 Walter Meissner y Robert Ochsenfeld descubrieron que
ademas los materiales superconductores se comportaban como diamagnetos perfectos en presencia
de campos magnéticos cuya magnitud se encontrase por debajo de cierto valor critico [2]. De esta
manera, se define un material superconductor como aquel que se comporta como un conductor
perfecto y que ademads presenta el efecto Meissner.

Un ano después de este descubrimiento, los fisicos ingleses Heinz y Fritz London formularon una
teoria fenomenoldgica basada en una extensién a las ecuaciones de Maxwell, capaz de describir el
efecto Meissner y la resistencia cero de ciertos materiales [3]. De acuerdo con esta teoria la expulsién
de campos magnéticos externos se debe a la induccién de corrientes superficiales cuyo efecto es el
apantallamiento de dicho campo. A distancias muy pequenas de la superficie del material, el campo
no puede ser completamente expelido. Esto define una longitud de penetracion de campo que fue
confirmada experimentalmente en 1939 [4].

En 1950 Vitaly Ginzburg y Lev Landau formularon una nueva teorfa [5], capaz de describir las
propiedades termodinamicas de la transicion del estado normal al estado superconductor. Un resul-
tado importante de esta teoria es el pardmetro conocido como longitud de coherencia de Ginzburg-
Landau, la cual indica la magnitud de las fluctuaciones termodinamicas en la fase superconductora.
Tanto la teoria de London como esta ultima sirvieron para establecer relaciones entre distintos
fenémenos. Sin embargo ninguna de estas descripciones es capaz de explicar el fenémeno de la
superconductividad como una consecuencia de las leyes de la mecanica cuantica.

Fue hasta el ano de 1957 cuando Bardeen, Cooper y Schrieffer formularon la primera teoria
microscépica de la superconductividad [6][7]. El punto clave detrds de esta teoria fue reconocer
que a través de las interacciones con los dtomos de la red (interacciones fonénicas), dos electrones



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

podfan formar un estado ligado conocido como par de Cooper [8] (cuya longitud de coherencia
es 4 ordenes de magnitud mayor que la separacién tipica entre electrones dentro de la red). Una
de las predicciones més importantes de esta teorfa es la existencia de un gap de energia (A(T))
entre el estado base BCS y el primer estado excitado, donde 2A(0) es la energia necesaria para
romper un par de Cooper. El gran éxito de la teoria BCS para describir las propiedades del estado
superconductor en materiales de baja temperatura critica orillé a un gran nimero de tedricos
a concluir la inexistencia del estado superconductor a temperaturas por encima de los 30K, Sin
embargo, en 1986 K. Miiller y G. Bednorz encontraron un material compuesto por lantano (La),
bario (Ba), cobre (Cu) y oxigeno (O), con una temperatura de transicién de 30 K [9]. En los meses
subsecuentes varios grupos de investigacion lograron reproducir estos resultados y comprobaron la
existencia de superconductividad a temperaturas cercanas a los 40K. Para enero de 1987, fisicos
de la Universidad de Alabama encontraron un material similar que mostraba signos inequivocos de
superconductividad a méas de 90K [10].

El descubrimiento de Miiller y Bednorz rompi6 con todas las constricciones impuestas sobre la
temperatura critica maxima predicha por la teoria convencional para metales y demés aleaciones.
Uno de los principales problemas con estos nuevos materiales consiste en la corta longitud de co-
herencia que poseen sus pares de Cooper, la cual no puede ser explicada a través del mecanismo
de interaccién electrén-fonén, propuesta originalmente por BCS. A este respecto existe toda una
gama de nuevas teorias cuyo proposito es describir el tipo de mecanismos que pueden dar origen a
interacciones de apareamiento de corto alcance. Dentro de estas, se destacan las interacciones me-
diadas por bipolarones, donde los portadores se ligan por pares para formar excitaciones bosénicas,
interacciones electrén-exciton, interacciones electron-plasmon, fluctuaciones de espin en sistemas
dopados y el modelo de apareamiento entre capas [11].

Este descubrimiento fue tan controversial que incluso ha puesto a debate la relevancia de la teoria
BCS para describir el estado superconductor en dichos materiales. Sin embargo, a ultimas fechas,
un mejor entendimiento de las propiedades de este tipo de compuestos, ha proporcionado evidencia
que sugiere que la teoria BCS es capaz de explicar satisfactoriamente la superconductividad en
estos materiales. Pero para ello, es necesario tomar en cuenta la fuerte anisotropia de su estructura
cristalina, pues la mayoria de estos materiales presentan una estructura casi bidimensional, en la
que ocurre principalmente la superconductividad.

Otro aspecto importante de los superconductores de alta temperatura critica, es que hasta el
momento todos ellos pertenecen al grupo de los denominados superconductores tipo II, que se
caracterizan por poseer dos valores de campo magnético critico. Por debajo del primero (Hc¢y),
se comportan exactamente como lo refiere el efecto Meissner, es decir, impiden completamente la
penetracién del campo magnético externo. Cuando el campo magnético externo es tal que Hop <
H < Heo, el material presenta un efecto Meissner incompleto y el interior del material es atravesado
por lineas de flujo de campo magnético (en este caso se dice que el material se encuentra en un
estado de vértices), lo cual incrementa la cantidad de corriente que pueden transportar este tipo
de materiales. Por encima del segundo campo critico (Hez), el material regresa al estado normal.

A continuacién se presenta una lista breve de materiales superconductores

= Cupratos: Se dice que un compuesto pertenece a la familia de los cupratos si este contiene
planos de CuQOs. Los cupratos que superconducen también son conocidos como superconduc-
tores de alta temperatura critica. Los compuestos a partir de los que se obtienen los cupratos
superconductores son aislantes de Mott antiferromagnéticos. Un aislante de Mott es un mate-
rial cuya conductividad se desvanece al disminuir la temperatura, a pesar de que la teoria de
bandas prediga un comportamiento metalico. Cuando los cupratos son ligeramente dopados



por huecos o electrones (cuando se modifica la concentracién de estos por celda unitaria), el
material se convierte en un superconductor al disminuir su temperatura. Hasta el momento
los cupratos son los tnicos aislantes de Mott que superconducen.

Los cupratos son materiales con grandes correlaciones electrénicas. En un metal los electrones
pueden ser estudiados bajo la aproximacion de campo medio, es decir, se asume que cada
electrén dentro del cristal se mueve dentro de un campo promedio generado por el resto de
los electrones, por lo que es innecesario conocer la posicion exacta del resto de los electrones.
En los cupratos y otros materiales con fuertes correlaciones electréonicas, deja de ser valida
la aproximacién de campo medio, pues la posiciéon y el movimiento de cada electréon estan
relacionadas con las de todos los demas electrones. Como consecuencia, la combinacién de la
correlacion electron-electron y la interaccién electrén-fonén resulta en un fuerte acoplamiento
electrénico, magnético y estructural. Esto da origen a muchos fenémenos interesantes como
lo son la superconductividad y una enorme magnetorresistencia.

Figura 1.1: Estructura cristalina del compuesto YBCO

La estructura cristalina de los cupratos es del tipo perovskita, y entre otras cosas se ca-
racterizan por ser altamente anisotropicos. Dicha estructura define de manera importante las
propiedades fisicas de los cupratos, cosa que no ocurre en los superconductores convencionales,
debido a su gran longitud de coherencia. La superconductividad en este tipo de compuestos
ocurre principalmente en los planos de 6xido de cobre, cuya estructura es basicamente te-
tragonal. En cada uno de estos planos, los iones de cobre estan fuertemente ligados a cuatro
iones de oxigeno (como se ejemplifica en la figura 1.1 donde se muestra la estructura del
compuesto YBCO). Ademas, entre cada par planos de CuO4 existen planos de otros dtomos,
generalmente tierras raras (Bi, O, Y, Ba, etc.) quienes extraen electrones de los planos de
oxido de cobre o, en otras palabras, dopan con huecos a dichos planos. El efecto de este dopaje
tiene profunda influencia en las propiedades superconductoras de los cupratos, pues al agregar
huecos a los planos de CuQOs, la red entera se vuelve inestable, lo cual se hace mas notable a
bajas temperaturas.

En los superconductores convencionales, la temperatura critica aumenta de forma mondtona
al incrementar la concentracién de portadores de carga (p). Sin embargo, en los cupratos
dicha dependencia no es monétona. Un ejemplo de ello es que en muchos cupratos dopados
con huecos dicha dependencia puede ser aproximada por la siguiente relacién empirica
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T.(p) ~ T™**[1 — 82.6(p — 0.16)?], (1.1)

donde T!"** es la méxima temperatura critica para un compuesto dado [12].

Otra propiedad importante de estos materiales es que para un nivel de dopaje fijo, la mayor
temperatura critica se obtiene para cupratos en los que las capas de CuO5 son completamente
planas y cuadradas.

Superconductores organicos: Forman parte de la familia de conductores organicos, conforma-
da por sales moleculares, polimeros y estructuras de carbono puro (como lo son los nanotubos
de carbono y compuestos de Cgp). La investigacion en este tipo de compuestos inicié en 1964,
cuando Bill Little sugirié la existencia de una transicién al estado superconductor para cade-
nas metélicas rodeadas por moléculas orgédnicas [13]. Sin embargo, el primer superconductor
orgénico, conocido como (TTMTSF)2 PFg (sal de Bechgaard) y cuya temperatura de transicién
es de 0.9K a una presion de 12kbar, fue sintetizado hasta 1980 por un grupo de investigado-
res de la universidad de Copenhague [14]. Dicho compuesto posee una estructura cristalina
formada por planos de cadenas de TMTSF' (cationes) unidas entre si por los aniones PFy ,
como se muestra en la figura 1.2.

Figura 1.2: Estructura cristalina del compuesto (TMTSF)sPFg

Desde 1980 se han descubierto mas de 80 superconductores basados en diferentes compuestos
organicos, todos ellos con una estructura similar a la mencionada anteriormente. De estos, los
materiales con mayor temperatura critica son aquellos basados en la molécula BEDT —TTF
(usualmente abreviada como ET y que corresponde a una sal de Fabre). En 1990 Jack Williams
y colaboradores del Argonne National Laboratory, obtuvieron la maxima temperatura critica
registrada para este tipo de materiales T, = 12.5K a presién atmosférica, correspondiente al
compuesto (ET)2Cu[N(CN)3]Br [15].

Algunas de las caracteristicas que impulsan la investigaciéon de estos materiales son que en
apenas 20 afios su temperatura critica se ha incrementado por un factor de 10, se preparan
a temperatura ambiente, poseen una estructura cuasi bidimensional (similar a los cupratos).
Ademsds existe una gran cantidad de moléculas orgdnicas y aniones que pueden ser usados
en su elaboracién, lo cual deja grandes expectativas para la obtencién de temperaturas de
transicion cada vez més elevadas.



Con lo que respecta a los fullerenos, se ha comprobado que al dopar la molécula de Cgy con
algunos metales alcalinos, se producen transiciones al estado superconductor con temperaturas
criticas de hasta 40K (Cs3Cg)[16]. La férmula general para este tipo de superconductores es
A3Cpgo, donde A es un metal alcalino (K, Rb o C's). Asimismo, en abril del 2001, un grupo de
investigadores de la universidad de Hong Kong, observo superconductividad en nanotubos de
carbono con una temperatura critica alrededor de los 15K[17][18].

= Borocarburos: A la fecha son uno de los sistemas superconductores menos entendidos. El
primer compuesto de esta clase fue descubierto en 1993 por Bob Cava en los laboratorios
Bell [19]. Su formulacién general es LnNisBoC, donde Ln puede ser una tierra rara o itrio.
Poseen una estructura laminada y tetragonal en la que los planos de N¢B5 se alternan con los
planos de LnC' (véase la figura 1.3, donde se muestra la estructura cristalina del compuesto
Y NiBC), lo que ocasiona que las propiedades superconductoras de este tipo de compuesto
sean altamente anisotropicas. Ademads se cree que las interacciones electrénicas en este tipo
de compuestos son principalmente mediadas por fonones. Paralelamente, en el estado normal,
su resistividad eléctrica muestra una dependencia cuadratica como funcién de la temperatura,
lo cual implica la existencia de una fuerte correlacién electrén-electron. Algunos exhiben la
coexistencia del fenémeno superconductor y antiferromagnetismo. Poseen temperatura criticas
en el rango T, = 6 — 17K. Ademads, existen compuestos para los que T, > Ty, donde Ty es
la temperatura de Néel (aquella para la que un material antiferromagnético se convierte en
un paramagneto), mientras que en otros T, < Tn.

e o0 00

Figura 1.3: Estructura cristalina del compuesto Y NiBC

= Fermiones pesados: Es una familia de superconductores cuyos compuestos estan formados
por un ion magnético con electrones 4f o 5f y uno o més metales con electrones s, p o
d. La principal caracteristica de estos materiales es que por debajo de cierta temperatura
(usualmente entre 20 y 100K), la masa efectiva de sus portadores de carga se vuelve cientos de
veces mayor que la de un electrén libre (esto se debe a la fuerte interaccién entre los electrones
localizados (f) y los electrones de conduccién). Un gran nimero de estos materiales presentan
transiciones al estado superconductor tnicamente bajo la aplicaciéon de grandes presiones
y en general poseen temperaturas criticas demasiado bajas (T, = 1K) [20]. A diferencia de
muchas otras familias de superconductores, éstos no poseen un patron general en su estructura
cristalina. El primer superconductor de este tipo (CeCuySis) fue descubierto en 1979 por
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Frank Steglich [21]. Desde entonces se han encontrado cerca de 20 compuestos formados
por Ce, U, Pu y Pr, muchos de los cuales exhiben la presencia de antiferromagnetismo y
superconductividad. Recientemente se ha agregado a esta lista un grupo de superconductores
ferromagnéticos, como lo son UGey y U RhGe.

El estudio de este tipo de materiales ha llevado al descubrimiento de fenémenos inesperados
(superconductores anti y ferro magnéticos) asi como la formulacién de nuevas teorfas, pues
actualmente existen grandes sospechas de que el fenémeno de la superconductividad en dichos
compuestos es mediado a través de interacciones magnéticas. Mas aun, la presencia de su-
perconductividad en PrOsySbio, sugiere la existencia de un nuevo mecanismo de interaccion
mediado por interacciones cuadrupolares eléctricas.

= Cobaltatos: Son compuestos descubiertos en 2003 [22], cuya formulacién es Na,CoOs - yHO.
Su estructura consiste de planos de CoOs y Na entre los cuales se intercalan moléculas de
agua. En estos compuestos la superconductividad se presenta a lo largo de los planos de C'oOs,
como se muestra en la figura 1.4. Al igual que los cupratos, todos ellos se obtienen a partir
de un aislante de Mott. Ademads son el primer tipo de superconductores que contienen agua.

Figura 1.4: Estructura cristalina de los compuestos Na,Co0Os y Na,CoOs - yHsO

= Superconductores con base en Fe: Estos superconductores fueron descubiertos en 2008 y
existen tres grupos en esta nueva familia de materiales. El primero de ellos es el conocido
como 1111, formado por compuestos de la forma M FeAsO, donde M puede ser La, Ce, Pr,
Sm o Eu [23][24]. Dichos compuestos poseen temperaturas de transicién de hasta 55K cuando
son dopados con electrones, lo cual puede conseguirse remplazando el oxigeno con fluoreno
o reduciendo la concentraciéon de oxigeno. El segundo grupo, conocido como 122, tiene la
composicion M Fe;Asy, donde M es una tierra alcalina. Estos se vuelven superconductores
cuando son dopados con huecos [25]. El tercer grupo consiste tnicamente de Fe y algin
elemento calcégeno. Un ejemplo de este tipo de compuestos es el FeSe, cuya estructura
cristalina se presenta en la figura 1.5. Este compuesto posee una temperatura de transicién de
alrededor de 8K en ausencia de dopaje o presién externa. Sin embargo, cuando es sometido
a alguno de estos factores, puede alcanzar temperaturas de transicién de hasta 27K [26]. A
diferencia de los cupratos, que se obtienen a partir de aislantes de Mott, los superconductores
basados en fierro no se obtienen a partir de dichos aislantes, lo que sugiere que las correlaciones



electronicas en estos compuestos no son tan fuertes como en los cupratos. Ademés de esto,
presentan un ordenamiento magnético, lo que hace suponer que la interaccién electrénica en
estos compuestos no es mediada por fonones.

Figura 1.5: Estructura cristalina del compuesto FeSe

Como se puede apreciar, actualmente existe una gran variedad de materiales superconductores
y se espera que cada grupo de ellos presente diferentes densidades de estados electrénicos debido
a sus diferentes topologias. En esta tesis realizaremos un estudio sistemético de las propiedades
superconductoras de diferentes sistemas modelados por densidades de estados simples, definidas
por un pequeno numero de parametros que pueden variarse. Como un modelo simple de interaccién
electron-electrén usaremos el hamiltoniano de Hubard atractivo y las propiedades superconductoras
de cada sistema se obtendran a partir del formalismo BCS que veremos en el siguiente capitulo.
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Capitulo 2

Formalismo BCS

2.1. Segunda Cuantizacién

Una formulacién de la mecanica cuantica que resulta especialmente 1til para describir sistemas
de muchas particulas, donde ademas estas pueden ser creadas o destruidas, es el formalismo de
segunda cuantizacion [27]. En esta formulacién los estados fisicos son representados por vectores en
un espacio de Hilbert. Una forma usual de definir los vectores de estado es enumerando (para cada
tipo de particula) un conjunto completo de estados correspondientes a una sola particula (), luego
se identifica el nimero de particulas (n;) que hay en cada uno de ellos

‘7_7/>:‘TL1,"' 7nia"'>' (21)

Para este espacio vectorial el producto escalar se define como:
!/ /
(N1, ng, | nh, - ml ) = H(gnm;_ (2.2)
i=1

De esta manera se cuenta con los elementos requeridos para construir el espacio de Hilbert que
describa al sistema.

Aligual que en la formulacién usual de la mecanica cudntica, un estado general puede ser escrito
como combinacién lineal de los estados que conforman la base del espacio vectorial

|‘I’(ﬁ)> = Z Cm,--wm,“'(t) |n1"" s Ty = o e ) (23)

N, -,

donde |Cy, ... n(t)|2 representa la probabilidad de encontrar n; particulas en el estado de una
sola particula i al instante de tiempo ¢.

Una forma practica y elegante de trabajar con este formalismo, es a través de la aplicacion de
operadores sobre los vectores de estado |n). Con este propésito se define el operador de creacién

al cuyo resultado es aumentar en 1 el nimero de particulas existentes en el estado 4

77

G/Z|'I’L]_,"' ’n“...):C;; ‘n17... 7711._’_1,...) (24)

de forma contraria, el operador de aniquilacién a; disminuye en 1 el nimero de particulas que se
encuentran en el estado 4



10 CAPITULO 2. FORMALISMO BCS

ai|n1’...7ni’...>:C";|nl7...,ni_l’...>. (2.5)

Con la ayuda de estos operadores es posible generar una base para el espacio de Hilbert, esto a
partir de su aplicacién sobre el estado de vacio |0), que se define como aquel estado cuyos nimeros
de ocupacién son todos nulos. Una propiedad importante que se exige al operador de aniquilacién
es que su aplicacién sobre el estado de vacio sea nula

Hasta este punto el espacio de Hilbert es completamente general en relacién al tipo de sistemas
que puede describir. Para describir sistemas formados por fermiones es preciso definir las siguientes
relaciones de conmutacién entre los operadores a y af

{ai, a5} = {al,alp =0
for) R

de donde se deducen las siguientes propiedades

{A, B} = AB + BA, (2.7)

= El estado de dos particulas es antisimétrico respecto a su intercambio.

aja;f |0) = —a}aj [0) (2.8)

= Las particulas obedecen el principio de exclusiéon de Pauli.

alal |0) =0 (2.9)
= El valor de los coeficientes C’,ﬁ es
G| =|cr| =1 (2.10)
y cero en los demds casos.
1

= Se define el operador de nimero como N; = aa;. Este operador satisface que N? = N;, con
lo que sus valores propios solo pueden ser 0 y 1.

2.2. Pares de Cooper

La idea basica detras de la teoria BCS es que los electrones de un sélido pueden formar estados
ligados, incluso a pesar de la repulsién Coulombiana existente entre ellos [8].

A bajas temperaturas los &tomos de cualquier estructura presentan vibraciones de origen térmico
que en cada punto de la red pueden ser modeladas como osciladores armonicos con una frecuencia
méxima de oscilacién dada por la frecuencia de Debye (wp) [28]. Cuando un electrén atraviesa la
red, ejerce una fuerza atractiva sobre los cationes a su alrededor, provocando que éstos sufran un
desplazamiento en direccion al electrén y posteriormente regresen a su posicién de equilibro en un
tiempo similar al periodo de oscilacién natural de la red (271' Jwp ~ 10’135), considerando que dentro
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del material los electrones se desplazan con una velocidad tipica de 10°m /s, durante ese tiempo
recorreran una distancia aproximada de 10~"m. El resultado de este proceso es el apantallamiento
de la repulsién Coulombiana entre electrones, pues la separacién entre cationes es de apenas unos
cuantos Angstroms (107%m).

Con esta imagen del mecanismo de interaccién entre electrones, lo siguiente es mostrar que éste,
en efecto, es capaz de formar estados ligados de dos electrones. Para ello Cooper pens6 en un gas
de electrones libres que no interactian entre si y que se encuentran a una temperatura T = 0K.
Por el principio de exclusién sabemos que no es posible encontrar mas de un electrén en el mismo
estado cuantico, consecuentemente, el estado base poseerd una configuracién con electrones apilados
desde el nivel de minima energia (e = 0) hasta un nivel de energia maxima (¢ = EF) sin que existan
niveles desocupados, donde la energia de un electrén, en términos de su vector de onda k, estd dada
por: ¢, = (h*|k[?/2m).

Er

Figura 2.1: Representacién esquemadtica de la energia de un gas de electrones a temperatura 0K.

Ahora agregamos al sistema dos electrones con vectores de onda kj y ko, cada uno de ellos con
energia ligeramente por encima del nivel de Fermi. Debido a la interacciéon con los dtomos de la
red el primer electrén sufrird una perdida de momento kl1 = k; — Ak, que puede ser vista como
la emisién de un fonén con momento Ak. Poco después el segundo electréon absorberd dicho fonén
resultando en una modificacién a su momento original dada por ky = ky + Ak. En términos del
formalismo de segunda cuantizacién este proceso puede ser visto como la aniquilacién de un electrén
con momento k; y la correspondiente creaciéon de un fonén con momento Ak y un electrén con
momento k;, seguido de la aniquilacién de un electrén con momento ks, la aniquilacién del fonén

y la creacién de un electrén con momento ki <k1 +ky =k, +k, = K)

kat+Ak
ki-dk

Ak

Figura 2.2: Diagrama de Feynman para la interaccion electron-electron.

Dado que todos los niveles de energia por debajo de Er se encuentran ocupados, debe satisfacerse
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que:

kp < ki,ks < kp + Ak. (2.11)

. . / / . .7 .7
En la siguiente figura se muestran los valores para k; y k, que satisfacen esta relacién (regién
sombreada), en ella se observa que el proceso de dispersién se ve maximizado para el caso en que
K =0, es decir k = k; = —kos.

4k

Figura 2.3: Representacion en el espacio K para la interaccién electrén-electrdn.

La ecuacién de Schrodinger para el problema de dos particulas es

57::7‘2 (v% +V§)¢(I‘1,I’2) +V(rl7r2)w(rlar2) = Ew (I']_,I'Q) (2 12)
= (e+2Ep)¢(r1,12), '

donde € es la energia de ambos electrones con respecto a 2Er y V es el potencial de interaccién
efectivo entre éstos. Suponiendo |V| < 1, a primer orden los eigenestados del sistema serdn iguales
que los correspondientes al problema con V = 0, que para el caso de una funciéon de onda separable
resultan ser ondas planas:

b(r) = Qe (2.13)

donde ) es un factor de normalizacién y r = r; — rs.

Sabemos que la funcién de onda debe ser antisimétrica respecto al intercambio de ambos elec-
trones, ademas el potencial de interaccién entre estos es atractivo, entonces la solucién a la parte
espacial del problema serd la correspondiente al término simétrico (cos (k- r)), lo que implica que
el término de espin debe ser antisimétrico, es decir, corresponde a un singulete.

La soluciéon mas general del problema estd dada por una superposicion de eigenestados

() =7") gk)e*T, (2.14)
k

donde de acuerdo con la expresién 2.11, g (k) debe satisfacer la siguiente condicién:
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gk)=0 s k{ < kp (2.15)

Sustituyendo 2.14 en 2.12 se obtiene:

—h s o (1 iker
o (Vi+V3) (Q Zg(k)e >

k

_|_
<
=
/N
el
@
E
Cbs
5
L]
N——

(2.16)

(e +2EF) (;2 > g(k) eik-r> ’
k

Multiplicando ambos lados por e~k r y haciendo uso de la ortogonalidad entre eigenfunciones
RKE 1 ,
g (K) + 5 D Viaeg (k) = (e +2Ep) g (K), (2.17)
k
donde
View = / V (r) e () g, (2.18)

es la energia potencial de la interaccién entre electrones.

El andlisis de este problema se torna demasiado complicado cuando se consideran expresiones
generales para Vi i/, por este motivo, en la formulacién original de la teoria, Cooper propuso la
siguiente aproximacién [8]:

4 para kr <k <kp+ Ak
View = { 0 en otro caso (2.19)
Tomando esto en cuenta la expresiéon 2.17 puede ser rescrita como:
Vot
g(K) = 5— (k). (2.20)
Rk |2 /m — € — 2EF “
Sumando sobre k’, renombrando indices y extendiendo al caso continuo se obtiene:
V kr+Ak dk
= 73/ 5 . (2.21)
(2m)3 Jip h2k|2/m — e — 2Ep

Esta es una integral esféricamente simétrica que puede ser remplazada por una integral en una
dimensién, pero para ello debe hacerse uso de la densidad de estados p(k), entonces

kptAx p(k) dk

1=V . :
ke h°k2/m — e — 2Ep

(2.22)

En este caso, se ha incluido el factor (27)~2 en la densidad de estados.
Una forma equivalente de esta expresién se obtiene remplazando la integral sobre k, por una
integral sobre energfas, dada por
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Er+hwp
p(E) dE
1=V _ 2.23

LF 2F — e — Q.EF7 ( )

donde p(FE) es la densidad de estados de energia para un electrén. Suponiendo que dicha densidad
de estados es aproximadamente constante en el intervalo (Er, Er + hiwp), o bien, que wp < EF,
se obtiene

271(4)[)

T eV

(2.24)

Hay que recordar que este anélisis ha sido hecho bajo la suposicién |V| < 1, lo que implica:

€ ~ —2hwpe 2PV (2.25)

es decir; la energia del par de electrones se encuentra por debajo de 2FE . Esta aparente contradiccién
al principio de exclusién sugiere que ambos electrones forman una pseudo particula conocida como
par de Cooper.

2.3. Teoria BCS

2.3.1. Formulacién Original

Habiendo demostrado que el mar de Fermi se vuelve inestable bajo la presencia de un potencial
efectivo de atraccién entre electrones, el siguiente reto que enfrentaron Bardeen, Cooper y Schrieffer
en la formulacién de la teoria BCS, fue la construccién de una funciéon de onda capaz de describir
las propiedades de un sistema en el que tiene lugar la formacién de un gran nimero de pares.

Dado que el nimero de ocupacion de un estado fermiénico tinicamente puede ser 0 6 1, resulta
imposible encontrar un niimero macroscépico de fermiones en el mismo estado cuantico, entonces
el problema consiste en encontrar una funciéon de onda para la que cada electréon en la vecindad
del nivel de Fermi participe en la formacién de pares de Cooper. Este problema fue brillantemente
resuelto por Schrieffer [29] al proponer la existencia de un estado coherente para el que un gran
ntimero de pares se encuentran en el mismo estado cudntico (condensado de pares de Cooper).

El objetivo de esta seccion es mostrar, de forma breve, la forma en que este problema fue resuelto,
dando con ello paso al surgimiento de la teoria BCS.

Como se mostrd en la seccién anterior, un par de electrones con energia ligeramente por encima
del nivel de Fermi, forman un estado ligado dado por:

U (1107, 1202) = 1) (11 — 1) % (111 = 111), (2.26)

siempre y cuando exista un potencial de interaccién atractivo entre ellos.
La primera propuesta realizada por Schrieffer para la solucién a este problema fue una funcién
de onda en la que cada electrén se encuentra apareado [30],

1
U (rio1,- -+ ,rNoN,) = WZ (—=D)PW (r101,r202) - ¥ (tn_10N-1,ENON) (2.27)
P
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donde la suma sobre P denota todas las permutaciones posibles (N!) para las etiquetas (r;o;,r;0;)
y la alternancia de signo (—IP ) es introducida con la finalidad de satisfacer la antisimetria requerida
para el intercambio de fermiones. Sin embargo, esta propuesta, en la que el nimero de particulas
permanece fijo, resulté poco manejable y en su lugar se opté por una representacion de estados
coherentes (en términos del formalismo de segunda cuantizacién),

t ot
W) = A <Cia O |0) | (2.28)
donde los ay son ntdmeros complejos a determinar y el estado de vacio, |0), es el estado con un

mar de Fermi completamente lleno. Dadas las relaciones de conmutacién para los operadores de
creacion y aniquilacion, esta expresion puede ser rescrita como:

) = AT] et o) . (2.29)
k

Expandiendo en series de Taylor y teniendo en cuenta que todos los términos de orden mayor que
uno son nulos se obtiene:

w) = A (1 +akC’£TCikl) 0) . (2.30)
k
Normalizando
19) = [T (e + 0l Chi ) 10} (2.31)
k
con
1 e

Uk = itlon® Yy vk = itlon® (2.32)

De esta manera la probabilidad de encontrar un par de electrones en el estado (k T,—k |) es
|vk|? y la probabilidad de que dicho estado se encuentre desocupado es |ux|? = 1 — |vi|?.

Ahora podemos hacer uso del principio variacional para encontrar los coeficientes uy y vk corres-
pondientes al estado base. Para ello usaremos un hamiltoniano dado por:

Hpes = Z €kNko 1 Z VkﬂLCilenC_u, (2.33)
ko Kl

donde el primer término representa la energia no perturbada de los electrones que participaran en
la formacién de pares y el segundo indica el potencial efectivo de interaccion entre estos. Se debe
recordar que la funcién de onda 2.30 corresponde a un estado coherente, donde la probabilidad de
encontrar el sistema en el estado |n) estd dada por una distribucién de Poisson [30], es decir, los
estados coherentes representan sistemas para los que el nimero de particulas no es constante. Sin

s

embargo, para esta distribucién An = \/(n), 6:

An 1

™~ T (2.34)
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es decir, para sistemas macroscépicos las fluctuaciones alrededor del valor medio seran pequenas
(aproximacién de campo medio). Por este motivo el hamiltoniano relevante para el sistema sera:

H = Hpcs — pN, (2.35)

donde p es el potencial quimico y N esel operador de ntimero. Este término representa un multipli-
cador de Lagrange que se ha introducido con la finalidad de fijar el nimero promedio de particulas
del sistema.

De acuerdo con el principio variacional, para encontrar uyx y vx es necesario calcular

§ (| Hpes — uN |¥) = 0. (2.36)

Haciendo uso de las propiedades de los operadores Cikt y C’IT(T se obtiene

<\If| Hpcs — [J,N |\I/> =2 kavi + Z Vi u vt vy, (2.37)
k kl

donde & = ex — p. Dado que |ug|? + |vi|? = 1, éstos pueden ser representados por:
ux = sin Ok y vk = cos Ox. (2.38)

Entonces la expresién (2.37) puede ser rescrita como:
. 1
(U| Hpes — puN |U) = Xk: i (14 cos 20h) + %: Via sin 26y sin 26;. (2.39)

Ahora es posible efectuar la variacién (2.36) con respecto a los pardmetros 6y, resultando en

8o, (V| Hpos — pN [¥) = —28sin 20 + Y  Via cos 20y sin 26) = 0, (2.40)
1

por tanto
1 .
tan 260y = @ zl: Vi sin 26;. (2.41)
Si ahora se definen

-1
Ak —— Z Viawv = 7 Z Via sin 26, (242)
1 1

B = /A2 + €2 (2.43)
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Mids adelante se mostrarda que Ey puede ser entendida como la energia de excitacién de una quasi-
particula con momento hk, mientras que Ay resultard esencialmente independiente de k, y por
tanto representara la minima energia de excitacion 6 un gap de energia.

Con estas definiciones, la expresién (2.41) puede rescribirse como

A
tan 20 = — —=. (2.44)
&k
De forma que
A
Uit = sin 20 = —= (2.45)
Ey
y
Vi — uf = cos 20y = —g—k. (2.46)
Ey

Sustituyendo (2.45) en (2.42) se obtiene la condicién de autoconsistencia para Ay

1A
Ax=-2> =

1 AN
kl=—= —Vh.
29 B 221: VAL + &

(2.47)

Una solucién a esta ecuacién se obtiene cuando Ax = 0. Lo cual implica que (2.46) se reduce a

vE — uf = —signo(&y), es decir:

. 0 si & >0
Ve = { 1 si & < 0. (2.48)

En este caso la funcién de onda del sistema corresponde a una configuraciéon donde todos los estados
por debajo de kp se encuentran ocupados (un mar de Fermi a 7' = 0). Sin embargo, al igual que
en el problema con solo un par de electrones, se espera que la energia del sistema se encuentre por
debajo del nivel de Fermi siempre que exista un potencial de interaccién atractivo entre electrones.
Por este motivo se hace uso de una expresién para Vi andloga a la utilizada en la seccién (2.2)

_ -V si &kl, [61] < hwp
Via = { 0 en otro caso. (249)

Sustituyendo este potencial en la ecuacién (2.47) se obtiene:

o A si |€k|; |§1| < hwp
B = { 0 en otro caso, (2.50)

con lo que la relacién de consistencia se reduce a:
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14 1
1= 52}(:]5—1(, (2.51)

remplazando la suma por una integral en el intervalo { € (—hwp,fiwp), y haciendo uso de la
simetria con respecto a los valores +£, la expresién anterior se rescribe como

hwp m
1 _ d¢ —In hwp + +/(hwp)? + A ] (2.52)
Vo Jo A2+ A

Entonces

A ~ 2hwpe” PV, (2.53)

donde el ultimo paso se justifica para el limite de acoplamiento débil pgV < 1
Por otra parte, es posible encontrar v y uy haciendo uso de (2.46) y la condicién |vi|?+|ux|? = 1,
obteniendo

1 1
1112{2(12;) y uf{Q(lJrg:(). (2.54)

Ahora que se cuenta con una funcién de onda para el estado base BCS se pueden obtener
distintas propiedades del sistema. En particular resulta de gran importancia verificar que la energia
del estado base se encuentra por debajo del nivel de Fermi. Para ello inicamente hace falta calcular

2 2
(E)s = (U| Hpes — uN |¥) = Z (& - g;) - A7 (2.55)
Kk

Debe recordarse que para el estado normal (A = 0) la energfa estd dada por
(E)n = (¥|Hpcs — pN |[¥) = > 2. (2.56)
‘k‘<kp

En el caso continuo y bajo la aproximacién de acoplamiento débil (pgV <« 1) la diferencia entre
estas energias es

A2 poAZ\  A? A?
A% po >_pO (2.57)

(B).- B = (G- 25 ) - 5 = -2

que en efecto resulta ser negativa, lo cual confirma la inestabilidad del mar de Fermi bajo la presencia
de un potencial atractivo entre electrones. Anticipando una dependencia de A con respecto a la
temperatura se introduce la energfa interna (U(T')) [27]. De esta manera la expresién anterior puede
ser rescrita como:

U(0) ~ Un(0) = 5 pod*(0), (2.58)
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lo cual se conoce como energia de condensacién del sistema.
Ademsds de esto, resulta interesante conocer el nimero promedio de electrones en el sistema,
para ello es necesario calcular

(U|N[W) = (U] > me [¥) =2 v (2.59)
k k
Sustituyendo en la primera expresién de (2.54) se obtiene:

N = zk: (1 — g;) . (2.60)

2.3.2. Transformacién de Bogoliubov

En el apartado anterior se hizo uso del principio variacional para encontrar la funcién de onda
y la energia del estado base BCS a temperatura cero. En esta seccién se hard uso de un método
més moderno (basado en una transformacién candnica de los operadores de aniquilacién y creacién)
con la finalidad de extender el modelo para temperaturas distintas de cero. Este método también
es autoconsistente, pero a diferencia del anterior no necesita apelar al principio variacional para
obtener resultados.

El hamiltoniano es el mismo que en (2.35)

H=> &0 Cko+ > ViawCi,CTy CrorCye).
ko kk’

Se definen los operadores de creacién y aniquilacién de pares
bl =cf,ct b = Ci1 C (2.61)
k kt“-k, Y Uk kT —k| - .
donde de acuerdo con el formalismo de la mecanica estadistica cuantica su valor esperado estd dado

por [31]:

Tr (e’ﬁku)

<bk> = W

(2.62)

Una propiedad importante de estos operadores es que (bL) = (b).
Suponiendo la formacién de una gran cantidad de pares para una muestra macroscdpica, las
fluctuaciones alrededor del valor esperado deberan ser pequenas, lo cual nos permite escribir

b = (bie) + 0bi y bl = (bl) + db], (2.63)

Haciendo uso de esta aproximacién se tiene que



20 CAPITULO 2. FORMALISMO BCS

b = (b)) + 00 ({bic) + b
= (o) (i) + (bl)dbs + (brer )30,
= (bi)bw + (b )bl — (bic) (b ) (2.64)

donde se han despreciado los términos O (51)2) y superiores (aproximacién de campo medio). Si
ahora se define

Ag = — Z Viae (bir), (2.65)
k/
es posible rescribir el hamiltoniano (2.35) como:
H = Z fkcltackg — Z (Akbl + Agbx — Ak<bk>) . (2.66)
ko k

Con la finalidad de diagonalizar el hamiltoniano se hace uso de la transformacién de Bogoliubov-
Valatin [32]

OkT = Uk + Ukﬂl (2.67)
C—kl = ’U,kﬁk — ’UkOéL, (2.68)

donde |uk|? + |vk|? = 1, y a v 3 son operadores que obedecen las relaciones de anticonmutacién
para fermiones.
Expresando (2.66) en términos de estos operadores se tiene

H o= 3 { A — & (of — uf)] (afox + B5)

k
+ [2§kukvk + Ay (U12< — ui)] (aLﬁl + Bkak)} + G (2.69)
donde
G = Z (251(1}12{ — 2A U vk + Ak<bk>) . (2.70)
k

Si ahora se eligen uyx y vi tales que

26ukvk + Ak (v —ujy) =0, (2.71)

el hamiltoniano sera diagonalizado, es decir, inicamente poseerd términos constantes y proporcio-
nales a los niimeros de ocupacién aLak y ﬂlﬂk.
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Haciendo uso de (2.71) y de la condicién de normalizacién |vi|? + |uk|? = 1 se encuentra que

1 gk 1 gk
2 - 2 -
lok|® = 5 (1 k) vy Juklf = 5 (1 + k) ) (2.72)

donde Ex = /& + A
Ahora que se han obtenido los coeficientes uy y vx que diagonalizan el hamiltoniano, la expresién
(2.69) puede ser rescrita como

H="" Eulofor+BLA) + D (b — Bic + Axclbic)). (2.73)
k k

El segundo término es una constante, que difiere de la correspondiente suma para el estado normal
aT =0 (Ex = &, Ak = 0) por exactamente la energia de condensacién (2.58). El primer término
representa el incremento de energia por encima del estado base para los fermiones oy, expresado
en términos de los operadores de niimero aJ{{ak y ﬁlﬂk. De modo que estos operadores describen
excitaciones elementales de quasi-particulas conocidas como bogoliubones, cuya energia de excitacién
es justamente Fy. De aqui que Ay juegue el papel de un gap de energia o energia minima de
excitacién, pues incluso para el nivel de Fermi, donde & = 0 sucede que Fyx = |Ag| > 0.

Para continuar con el andlisis, notemos que el operador de aniquilacién de pares puede ser
rescrito en términos de los operadores ay y Ok como:

by = —vkuka}:ak + ukvkﬁkﬂl - vﬁalﬂl + uiﬂkak. (2.74)
Entonces
(i) = wevie (1= (oene) = (B ) (2.75)
pero [32]
n 1

(ogeax) = f(Ex) = (2.76)

eEk/kBT + 17

es la funcion de distribuciéon de Fermi-Dirac, que en este caso no incluye el potencial quimico pues
los operadores af y 37 generan estados excitados pero no cambian el nimero de particulas.
Sustituyendo (2.75) y (2.76) en (2.65) se tiene

Ak = - Zka’ <bk’>
k/
= — Z ka//LLk//Uk/(]. — 2f(Ek/>) (2'77)
k/
JANW)
= —Zka/ 21;; (1—2f(Ex))
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Haciendo uso de la aproximacién (2.49) para el potencial esta expresién (condicién de autoconsis-
tencia) puede ser rescrita como

A= Z Va tanh | ~ S + 42 . (2.78)
— 2

2+ A 2kT

Remplazando la suma sobre k por una integral sobre energias en la regién £ € (Ep, Ep + hiwp) y
suponiendo que hwp < EF, se obtiene

1 th

1 VE2 + A2
— = ———tanh vE+ A d¢. (2.79)
poV 0 VE2 + A2 2kgT
Se puede proceder de forma andloga para encontrar el nimero promedio de particulas por sitio

(n=N/N,)

n—1=po

N VET A
i T tanh SET de. (2.80)

De la ecuacién (2.79) es posible obtener una solucién analitica en el caso T' — 0, dada por

AO 71//)0‘/
—_— = 2.81
2th ¢ ( 8 )

que en limite de acoplamiento débil se reduce a

Ag & 2hwpe” /oY (2.82)

Andlogamente, se define la temperatura critica T como aquella para la que A(T) — 0, es decir;
E — [€]. En este caso la solucién a la ecuacién (2.79) es [27]

1 Ath
=1 2.83
poV “(@n)’ (283)

donde A =2¢"/m ~ 1.13 y v = 0.577, es la constante de Euler. Consecuentemente

kpT. = 1.13hwpe™/PoV (2.84)

Esta es una expresién muy importante que depende de tres propiedades del material: la frecuencia de
Debye (wp), el potencial de interaccién entre electrones (V') y el ntimero de electrones disponibles
en el nivel de Fermi (pg). Nétese que tipicamente wp o mi/2, donde m es la masa atémica del
material. Esto proporciona una explicacién directa del denominado efecto isotépico. Comparando
esta expresién con (2.82), se obtiene

Ay 2

kpT. 1.13 764, (2:85)
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es decir, el gap a temperatura cero es comparable en energia con kgT,.

Para superconductores en los que se satisface el limite de acoplamiento débil, el cociente A/Ag
resulta ser una funcién monétamente decreciente de T'/T,, que alcanza su maximo en 1 y su minimo
en 0. Cerca de T' = 0 la respuesta del material a los cambios de temperatura es exponencialmente
pequena, pues en este caso el argumento de la tangente hiperbodlica es esencialmente 1, el significado
fisico de este comportamiento es que A es aproximadamente constante hasta que un nimero signi-
ficante de cuasi-particulas son térmicamente excitadas. Contrariamente, cerca de T, A(T) decrece
bruscamente.

2.4. Resultados de la teoria BCS

= Un pequefio potencial atractivo, de interaccién entre electrones (V'), ocasiona la formacién de
estados ligados (paresdeCooper) cuya energia se encuentra por debajo del nivel de Fermi. Es
decir, el mar de Fermi se vuelve inestable bajo la presencia de dicha interaccién.

= Para el modelo més simple, esta interaccion tiene su origen en el intercambio de fonones entre
electrones.

= El estado base del sistema se encuentra separado de los estados excitados por un gap de
energia (2A) dado por:

1 hup 1 (e—pZ+ A2>
VI T2 ) de

—_— = —_————— tanh
poV 0 (e — ) + A2 ( 2kpT

= La existencia de este gap de energia resulta en un flujo de electrones sin resistencia a lo largo
del material.

= En el limite de acoplamiento débil (poV < 1), la temperatura critica estd dada por:

kpT. ~ 1.13hwpe~1/PoV

= En el mismo limite, la brecha superconductora a temperatura cero y la temperatura critica
satisfacen la siguiente relacién:

Ag
kT,

= 1.764.
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Capitulo 3

Modelo de Hubbard

El modelo de Hubbard [33] es una de las aproximaciones més simples y usadas en fisica del
estado sélido, para estudiar sistemas de particulas interactuantes dentro de una red, cuyo hamil-
toniano incluye tnicamente dos términos: uno cinético, que describe el tuneleo de particulas entre
diferentes sitios de la red y un término potencial que considera las interacciones intra-atémicas.
Por este motivo, el hamiltoniano de Hubbard es un candidato natural para estudiar las propieda-
des superconductoras en materiales de alta temperatura critica, pues este tipo de estructuras se
caracterizan por la pequena longitud de coherencia de sus pares de Cooper. Por tanto, su estudio
requiere de un modelo en el que la interaccién electrénica sea descrita de manera local.

A pesar de su aparente simplicidad, no existe un tratamiento general para este modelo y hasta la
fecha unicamente se conocen dos situaciones para las que dicho hamiltoniano posee solucién exacta,
a decir; sistemas de una dimension y sistemas con infinitas dimensiones.

3.1. Hamiltoniano de Hubbard

El hamiltoniano de un sistema con muchos fermiones interactuantes en una red, puede escribirse
como

1 g
H=->">"t;Cl.Cjs + 3 > GIVIKDCCLL Clor Cre, (3.1)
ij o ijkl oo’

donde los indices latinos denotan sitios sobre la red, o =T, | representa el espin y, C’ZTU y Ci» son
operadores de creacién y aniquilacién de electrones. t;; es la integral de salto entre el sitio ¢ y
el sitio j y V es el potencial de interaccién entre cualesquiera dos particulas. Haciendo uso de la

aproximacién de salto entre primeros vecinos (denotado por (ij))

0 en otro caso,

ti; = { bosi (i) (3.2)

y de un potencial de interaccién efectivo (que para el caso de una sola banda implica ¢’ = —0)
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U sii=j=k=I

{ig|VIkl) = { 0 en otro caso, (3.3)

se obtiene una version simplificada del modelo, que usualmente se conoce como hamiltoniano de
Hubbard para una banda

H=-tY">"ClLCio+ U nini. (3.4)
(i) © i

Para escribir esta expresién en el espacio reciproco es necesario hacer uso de las siguientes
definiciones [34][35]:

1
cl, = e Ricf
o \/]Ts zk: ko
1
Cig = —= > e *RiCy, (3.5)
N =
Entonces
1 ; y
T . — lk-Ri T —ik ~R.]‘
cl Cjy = N zk:e ol ; e Cro. (3.6)

Si ahora se denota R; = R,,, + R;, donde R; son los primeros vecinos de R, se obtiene:

YOO = g [ e (ZR) CloCio 0 (37)
(i5) ° J m

k Kk’

Nétese que 6(k —k') = 1/Ny 3, e'&=K)R; Entonces la ecuacién anterior puede ser rescrita como
> ey =33 { Rl cn ). 38)
(ig) k m

Se puede proceder de forma andloga para demostrar que

>l Cie => 0, Cro, (3.9)
i k
y
1
ZniTnil =N Z C}t-i-q,TCik+q,l07k’+q,lck’+qﬁ' (3.10)
i % kk'q

Haciendo uso de (3.8), (3.9) y (3.10), el hamiltoniano (3.4) puede ser rescrito como
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H= 260 )i Cicor TN Z Clra1Clira CtraiCiorart: (3.11)
S ki'q

donde se ha definido

k)=—t) e, (3.12)

Como se vio anteriormente, en la teoria BCS se supone que los términos relevantes para la
superconductividad son aquellos con q = 0, entonces es posible efectuar la aproximacién de campo
medio para la suma correspondiente a q # 0. Para ello nétese que N = >oinap +n4p) ¥ nie =
(Nig) + 0n;e, entonces

UZniTnil ~ U
i
- VN, 2N (3.13)

De esta manera (3.11) toma su forma final, dada por

Un?
H — /,LN Z Cltocko' chiTC—le*k,le/T — 7NS. (314)

Ns kk’ 4

donde e(k) = €g(k)+Un/2 es la relacién de dispersién de una particula con auto-energia Un/2 [36).
Comparando (3.14) con (2.35) se sigue que las ecuaciones que describen el estado superconductor
de un sistema modelado a través del hamiltoniano de Hubbard son

_ Y] 1 VE + A2
2 2
n—1 = —iz#tanh VEFA (3.15b)
N, 2~ JZ A 2T

donde ¢ = e(k) — p y la suma sobre k se extiende a lo largo de la primera zona de Brillouin [37].
Remplazando la suma sobre k por una suma sobre energias y extendiendo al caso continuo

€maz _ 2 A2
1 = M L anh u de (3.16a)
2 Jenin e— )P + A2 25T
€mazx _ _ 2 A2
no1 — _ (= mpl) oy | VIEZW2HA7) (3.16b)
€min (6 - M)2 + A? 2kBT

donde p(¢) es la densidad de estados de energia del sistema. Dados p y n, estas ecuaciones pueden
ser resueltas para T'y A. En particular, la temperatura critica se obtiene cuando A = 0.
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Capitulo 4

Resultados

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos a partir de la solucién numérica de las
ecuaciones que describen el estado superconductor para el modelo de Hubbard atractivo de una
banda. Para sistemas cuyas densidades de estados electrénicos (DOS) son modeladas por medio
de funciones simples definidas por escalones y triangulos. Se determinaron la temperatura critica
(T.) v la brecha superconductora a temperatura cero (Ag) como funcién del nimero de particulas
por sitio (n), el potencial de interaccién (U) y los pardmetros caracteristicos de cada densidad de
estados electréonicos. En todos los casos se ha supuesto que las energias accesibles para cada electrén
se distribuyen a lo largo de un intervalo simétrico (—ep, €p) de ancho D = 1. Ademsds, la densidad
de estados por espin para una particula debe cumplir:

€0
/ ple)de = 1. (4.1)
—eo

Cabe mencionar que las densidades de estados electronicos de sistemas bidimensionales gene-
ralmente presentan singularidades finitas como las que se encuentran en las densidades de estados
tipo escalén. Por otra parte, en los sistemas tridimensionales las densidades de estados electréonicos
no son discontinuas pero pueden presentar discontinuidades en su pendiente, tal y como ocurre en
las densidades de estados triangulares.

4.1. Densidad de estados constante

Para determinar la temperatura critica en el caso de una DOS constante se debe resolver el
siguiente sistema de ecuaciones

plUl [« 1 [Ie—u]
1 = — tanh de 4.2a
2 ) le—nl 2kpT, (4.2a)
Ce—p [Ie—ul}
n—1 = -— tanh de. 4.2b
p/_eo le— 4l %pT, (4.2b)

Teniendo en cuenta que estas integrales seran evaluadas en un intervalo simétrico con respecto a
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cero y considerando la propiedad tanh(—xz) = — tanh(z), es posible rescribir dichas expresiones en
una forma simplificada al efectuar el cambio de variable x = 2k T , obteniendo
Ulp [ tanh
1 = &/ b de (4.3a)
2 —€Q—H x
2k, Te
-
2k Te
n—1 = prkBTC/ tanh z dz. (4.3b)
oot

La evaluacién de (4.3b) es directa, sin embargo, para obtener (4.3a) debe hacerse uso de una
representacion en series de potencias para tanh(x), resultando

Ulp o= [ Bnpa2™H (274 — 1) - -
2 s 1{ (k;Tc)’"m(mH)! [(€0 =)™ = (€0 = ) ]} (4.4a)

L ot p\) €0 — [
n—1 = 2pkgT, {ln (cosh ( T )) In (cosh ( ST )> } . (4.4b)

Es poco lo que puede hacerse para obtener una soluciéon analitica de estas ecuaciones en un caso
general.

En el caso de la brecha superconductora a temperatura cero, el sistema de ecuaciones acopladas
a resolver es el siguiente

Ulp [ 1
1 = de (4.5a)
2 /—60 \/(€—M)2+(A0)2

—

n-1 = —p [ ¢ de. (4.5b)
L. Vie—m’ + a0y

En este caso ambas integrales pueden ser evaluadas de forma directa

|U\p1 60*M+\/60* +(A)?
n
*GO*MJF\/EO* (8)?

(4.6a)

(4.6b)
-1 = o (Vo @ - Vit + 20)). (4.60)

Al igual que en el caso anterior, la solucién del sistema resulta demasiado complicada para una
situacion general, sin embargo, es posible encontrar una solucién exacta si se considera una banda
semi-llena (n = 1). Bajo este supuesto (4.6¢) implica que p = 0. Sustituyendo esto en (4.6b) se
obtiene
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2¢pel/IUlp
Esta expresion presenta los siguientes casos limite
_ | peolU] Ul > D
Ao = { 2e0el/ U U] < D. (48)

Para obtener resultados bajo situaciones generales es necesario proceder de forma numérica en la
solucién de los sistemas de ecuaciones (4.4) y (4.6) 6, equivalentemente, resolver directamente (4.2)
y (4.5). En nuestro caso se ha elaborado un programa en C™1 que resuelve (4.2) y (4.5) a través
del método de Newton. Para ello se han adimensionalizado los parametros del problema dividiendo
entre el ancho de banda (D). De esta manera la densidad de estados constante resulta ser p =1,y
evaluada en el intervalo € € (—0.5D,0.5D). Al introducir esta densidad de estados en el programa
que resuelve el sistema de ecuaciones para T, se obtienen los resultados mostrados en la figura 4.1.

Figura 4.1: Temperatura critica (7.) como Figura 4.2: Temperatura critica (7.) como
funcién de la densidad de particulas (n) pa- funcién de |U| para una densidad de particu-
ra una densidad de estados electrénicos cons- las n = 1.

tante y diferentes valores del potencial de in-
teraccién (|U]).

Como era de esperar, T, se anula para los casos de una banda vacia (n = 0) o completamente
llena (n = 2), ademds, la temperatura critica méxima siempre se obtiene para una banda semillena
sin importar el valor de U y en todos los casos se observa una simetria con respecto a n = 1.
Asimismo se aprecia que en el régimen |U| > D, T, crece linealmente con |U|. En la figura 4.2 se
presenta la dependencia de T, como funcién de |U| para el caso n = 1, lo cual nos da una idea
cualitativa de lo que ocurre para diferentes valores de n.

Lo cual coincide cualitativamente con el resultado mostrado en (2.84). Procediendo de igual
forma en la determinacién de la brecha superconductora a temperatura cero (Ap) se obtienen los
resultados mostrados en las figuras 4.3 y 4.4. Como se puede observar, el comportamiento de A
como funcién de n es similar al de T,. Ademds en la figura 4.4 se presentan tanto la solucién
numérica (cfrculos) como la analitica (linea obtenida a partir de (4.7)), lo cual sirve para verificar
los resultados obtenidos con nuestro programa.
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Figura 4.3: Brecha superconductora a tempe- Figura 4.4: Brecha superconductora a tem-
ratura cero (Ap) como funcién de la densidad peratura cero (Ag) como funcién de |U| para
de particulas (n) y para diferentes valores de una densidad de particulas n = 1.

|U]|.

Finalmente, en la figura 4.5 se presentan los resultados obtenidos para el cociente 2Aq/kpT.
como funcién de n

Figura 4.5: Cociente de la brecha superconductora a temperatura cero y la temperatura critica
(2A¢ / kpT.) como funcién la densidad de particulas (n) y para diferentes valores de |U].

Nétese que en general el cociente 2Ay/kpT,. depende de n, alcanzando su méximo para n = 1.
Miés atin, |U| tiende a cero, el cociente 2Aq/kpT, se aproxima a un valor constante 2Aq/kpT, =~ 3.53
en casi todo el intervalo n € (1,2), lo cual concuerda con el resultado obtenido en (2.85).
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4.2. Densidad de estados constante por intervalos

En esta seccién se presentan los resultados obtenidos, para las propiedades del estado supercon-
ductor, de un sistema cuya densidad de estados electronicos puede ser modelada a través de una
funcién constante por intervalos, como se muestra en la figura 4.6. Una vez fijados los limites de
la banda en €5, = —0.5D ¥y €4 = 0.5D, esta densidad de estados queda definida por la energia
para la que ocurre la discontinuidad (e1) y la relacién de alturas entre los dos intervalos constantes
(p1/p2). Los pardmetros €1, p1 v p2 estén relacionados a través de la condicién (4.1), por lo que
Unicamente se tienen dos parametros independientes.

Figura 4.6: Densidad de estados constante por intervalos, definida por e =0.1D y p1/p2 = 0.5

Cabe senalar que en lo que sigue unicamente se mostraran los resultados correspondientes a
la temperatura critica, ya que cualitativamente la brecha superconductora a temperatura cero se
comporta de manera similar, siendo un factor de escala (AF** ~ 2kpT***), la tnica diferencia
notable entre ambas.

En la figura 4.7 se muestra el comportamiento de la temperatura critica (T) como funcién de
la densidad de particulas (n), para diferentes valores del potencial de interaccién (|U]). En este
caso la densidad de estados estd determinada por los pardmetros e; = 0.1D y p1/p2 = 0.5 (como la
mostrada en la figura 4.6).

Figura 4.7: Temperatura critica (T.) como funcién de la densidad de particulas (n) y diferentes
valores del potencial de interaccién (|U|). Para una densidad de estados definida por ¢; = 0.1D y

p1/p2 = 0.5

Como se puede observar, existen algunas diferencias al comparar con los resultados mostrados en
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la figura 4.1 (correspondientes a una densidad de estados constante). Una de ellas es la pérdida de
simetria con respecto a n = 1, la cual se acentia conforme |U| tiende a cero. En este caso particular
(e1. = 0.1D y p1/p2 = 0.5), la densidad de particulas para la cual se alcanza la temperatura
critica mdxima, aumenta conforme |U| disminuye, lo cual indica que para pequenos potenciales
de interaccion, el estado superconductor se ve favorecido cuando existe una alta concentracién de
electrones por sitio con energias positivas. Exactamente lo opuesto ocurre sie; = —0.1D y p1/p2 = 2,
en cuyo caso el estado superconductor se ve favorecido cuando existe una alta concentracion de
portadores con energia negativa. Otro punto importante es que la curva correspondiente a |U| = D,
es muy parecida a la obtenida en el caso de una densidad de estados constante, lo cual sugiere que
para grandes potenciales de interaccién la densidad de estados resulta irrelevante.

Con la finalidad de encontrar la relacién entre el estado superconductor, el potencial de inte-
raccién (|U]) y los pardmetros que determinan la densidad de estados (e; y p1/p2), este andlisis
sera dividido en dos partes. En la primera se estudiard el comportamiento de la temperatura critica
como funcién de €1 y p1/p2, para |U| fijo. Mientras que en la segunda se estudiard su comportamiento
como funcién de €; y |U| para p1/p2 fijo.

Para una densidad de estados determinada (e; y p1/p2 fijos) y un valor de |U| dado, definimos
T como el maximo de la curva T, vsn. Asimismo, denotaremos por n,y: al valor de n para el
cual se alcanza T"%*.

En la figura 4.8 se presentan los resultados obtenidos para T:"** como funcién de € y p1/p2,
para |U| = D. El primer aspecto notable es que gran parte de esta superficie se encuentra por
encima de la curva correspondiente a una densidad de estados constante (definida por p;/p2 = 1),
lo cual indica que en general T7"** se ve favorecida para densidades de estados inhomogéneas.

Figura 4.8: Temperatura critica méxima 7:"** como funcién de €; y p1/p2 para el caso |[U| = D

Para facilitar el estudio de esta superficie, veamos lo que ocurre con sus proyecciones a lo largo de
los planos p;/ps = constante, como se muestra en 4.9. En ella se observan varios aspectos importan-
tes, uno de ellos es la simetria de T/"** con respecto al intercambio (€1, p1/p2) — (—€1, p2/p1), ver
por ejemplo las curvas correspondientes a p1/p2 = 0.5 (roja) y p1/p2 = 2 (verde). Teniendo en cuen-
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ta dicha simetria, a continuacién describiremos el comportamiento de las curvas correspondientes
a los casos en que p1/pa > 1.

Noétese que para cada valor de p;/p2, existe un punto €} tal que si ¢; € (—0.5D,€7), T (€1)
es menor que la correspondiente a una densidad de estados constante. Ademds, en dicho intervalo
Tma® siempre alcanza su minimo (al que denotaremos por 7). Asimismo, al aumentar el valor
de p1/pa2, € tiende a —0.5D y T/ disminuye.

Para €; € (€7,0.5D) y para cada valor de p;/ps, existe un punto €§ para el cual T*** alcanza
su méaximo, al que de ahora en adelante llamaremos temperatura critica 6ptima y que denotaremos
por T2Pt. Nétese también que estas curvas lucen bastante amplias alrededor de T°P! y presentan
una caida suave para densidades de estados en las que €; < €§. Al incrementar el valor de p1/p2,
ToP' aumenta y € tiende a € (recuérdese a que su vez €} tiende a —0.5D). Ademés se estre-
chan ligeramente alrededor de TP y la caida para valores a la izquierda de €§ es cada vez més
pronunciada.

Figura 4.9: Temperatura critica méxima (77"**) Figura 4.10: Temperatura critica méxima (7."%*)
como funcién de €, para diferentes valores de como funcién de p1/p2, para diferentes valores de
pi/p2y |U| = D. ey |Ul=D.

Teniendo en cuenta la simetria del problema, ahora analizaremos las proyecciones de 4.8 a
lo largo de los planos €; = constante para los casos p1/p2 < 1, como se muestra en la figura
4.10. Como era de esperarse, todas las curvas se intersectan en p;/p2 = 1, pues en este caso la
densidad de estados se reduce a una constante. Asimismo, para e; muy cercano a —0.5D, T
es casi una constante. Sin embargo, al incrementar ligeramente el valor de €;, T."** se comporta
como una funcién decreciente de p1/ps, que siempre estd por encima de la curva correspondiente
a una densidad de estados constante y que en principio puede ser modelada por una recta (ver
por ejemplo la curva correspondiente a €4 = —0.4D (amarilla)). Al seguir incrementando el valor
de €, (pero siempre en el intervalo (—0.5D.0D)) T/"**(p1/p2) se convierte gradualmente en una
funcién exponencialmente decreciente (curva punteada). Todas estas curvas alcanzan su méximo
en el limite cuando p1/p2 tiende a 0, situacién que corresponde a densidades de estados constantes,
pero carentes de estados con energias menores que €.

Por otra parte, para e; > 0 las curvas de T,*** como funcién de p;/ps dejan de ser monétonas.
M3és atin, para cada valor de €1 existe un punto o = py/ps para el que la curva T/ (p; /pa) alcanza
su minimo. A la derecha de dicho punto T."** crece asintéticamente hacia el valor correspondiente
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a una densidad de estados constante, mientras que a su izquierda T."** crece exponencialmente
hasta alcanzar su maximo en el limite cuando p;/p2 tiende a 0. Nétese ademds, que conforme €;
aumenta, « tiende a 0 y 72" («) disminuye.

En la figura 4.11 se muestran los resultados obtenidos para la densidad 6ptima de particulas
(nopt) correspondiente a la superficie 4.8, como funcién de €1 y p1/ps.

Figura 4.11: Densidad 6ptima de particulas n,,; como funcién de €1 y p1/p2 para el caso |U| = D

En contraste con lo ocurrido para T."**, en este caso la mayor parte de la superficie se encuentra
por debajo de la curva correspondiente a una densidad de estados constante. Ademds se aprecia
que para densidades de estados en las que pi/p2 > 1y €1 > 0, nope ~ 1, mientras que para los casos
en que p1/p2 > 1y €1 <0, nyy es notablemente menor que 1.

Para facilitar el andlisis de esta superficie observemos lo que ocurre con sus proyecciones a lo
largo de los planos p1/p2 = constante, como se muestra en la figura 4.12. En ella se aprecia que nop;
es antisimétrica ante el intercambio (€1, p1/p2) — (—€1,p2/p1) (donde dicha simetria estd referida
a la curva nep (€1, p1/p2 = 1)), ver por ejemplo las curvas correspondientes a p1/p2 = 0.5 (roja) y
p1/p2 = 2 (verde). Teniendo esto en cuenta, analicemos lo que ocurre con las curvas correspondientes
a p1/p2 > 1. El primer aspecto notable es que para todas esta curvas sucede que ngp; < 1. Ademsés,
para cada valor de p1 /pa existe un valor de ¢; que denotaremos como € para el que la curva alcanza
su minimo. Nétese también que al incrementar el valor de p;/pa, €§ se desplaza hacia la izquierda y
Nopt (€5) disminuye. Otro aspecto importante es que para puntos a la derecha de €f, npi(€1) crece
de forma asintética hacia nop = 1.

Ahora veamos lo que ocurre con las proyecciones de 4.11 a lo largo de los planos €; = constante
y para los casos en que p1/p2 < 1, como se muestra en la figura 4.13. En ella se aprecia que todas
las curvas se encuentran por encima de la correspondiente a una densidad de estados constante.
Ademsés, todas ellas satisfacen que nope(p1/p2 = 1) = nope(p1/p2 = 0) = 1, lo cual confirma que para
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Figura 4.12: Densidad o6ptima de particulas Figura 4.13: Densidad 6ptima de particulas
(nopt) como funcién de €;, para diferentes va- (nopt) como funcién de p;/p2, para diferentes
lores de p1/p2 v |U| = D. valores de €1 y |U| = D.

sistemas cuya densidad de estados electrénicos es constante, T."** siempre se alcanza para n = 1.
Otro aspecto notable es que para cada valor de €1 existe 3 = p1/p2 en el que la curva ngui(p1/p2)
alcanza su méximo. Ademads, al aumentar el valor de €1, § tiende a 0 y ngp:(5) aumenta.

Ahora veamos como se modifican las propiedades del estado superconductor como funcién de €;
y |U| para p1/p2 fijo. A este respecto, en la figura 4.14 se muestran los resultados obtenidos para
T en el caso p1/p2 = 4, aunque debemos mencionar que se obtuvieron resultados similares para
diferentes valores de p1/ps.

Figura 4.14: Temperatura critica méxima (7."%*) como funcién de €; y |U| para p1/p2 = 4.

Nétese que independientemente del valor de €, T:"** es una funcién decreciente de |U|. Ademas,
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para € fijay |U| ~ D, T/** puede ser modelada como una funcién lineal de |U|, mientras que para
el caso |U| < D, T/ (|U|) decrece de forma exponencial. Otro aspecto notable es que €§ (definida
como el valor para el que la curva T)"**(e1, p1/p2 = constante) alcanza su maximo) tiende a —0.5D
conforme |U| disminuye. Para hacer més claro este comportamiento, en la figura 4.15 se muestran
algunas curvas 1" vs e, para |U| = 0.2D y diferentes valores de p1/pa.

Figura 4.15: Temperatura critica méxima (77***) como funcién de €; para |[U| = 0.2D y diferentes
valores de p1/pa.

Al comparar éstas con las curvas correspondientes a |U| = D (figura 4.9) se aprecian algunas
diferencias. Una de ellas es que para p1/ps fijo, €§(|JU| = 0.2D) < €§(JU| = D). Nétese también
que |€§(0.2D, a) — €§(0.2D,b)| < |€5(D, a) — €5(D,b)|, donde la primera entrada de cada expresién
corresponde al valor de |U| y la segunda a p;/ps. Asimismo, si se define

_ TZ(|UL p1/p2 = o)

(U], a) = =5 , (4.9)
TE(|UL, p1/p2 = 1)
se observa que
®(0.2D, o) 1 si an~1
oD, a) { 10 si a>1 (4.10)

Lo que refleja que el sistema es mucho maés sensible a cambios en la densidad de estados cuando
|U| < D. Otra diferencia importante en comparacién con los resultados mostrados en 4.9, es que
para [U| = 0.2D y p1/p2 fijo, T:"**(e1) decrece exponencialmente para valores de €1 a la derecha
de €f.

Ahora veamos lo que ocurre con n,,; como funcién |U| y €1 para p1/p2 fijo. A este respecto, en
la figura 4.16 se muestran los resultados obtenidos para el caso p1/ps = 4.
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Figura 4.16: Densidad éptima de particulas (n,p:) como funcién de €; y |U| para p1/p2 = 4.

En este caso es extremadamente notorio el efecto de |U| sobre el sistema. En primer lugar nétese
que al disminuir el valor de |U], €} (definido como el valor para el que la curva ngp.(€1) alcanza
su minimo) tiende a —0.5D y ngp(ef) disminuye, y lo hace cada vez mas rapido. Asimismo, para
Ul < Dy e en el intervalo (€7,0.5D), nope(€1) decrece y también lo hace cada vez més rapido
conforme €; se aproxima a ef', mientras que en el intervalo (—0.5D, %), nopt(€1) = mer, con m < 1.
En la figura 4.17 se muestra que un comportamiento similar ocurre para diferentes valores de p1/ps.
Ademas se observa que conforme p;/ps aumenta, €§ tiende a —0.5D y las curvas se aproximan cada
vez mas a la recta definida por n = 1.

Figura 4.17: Densidad 6ptima de particulas (np;) como funcién de ¢; y |U| para |U| = 0.2D y
diferentes valores de p1/pa.

Ahora que hemos hecho una descripcién general de las propiedades del estado superconductor
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como funcién del potencial de interaccién y los pardmetros que determinan la densidad de estados,
estudiaremos de forma m4s detallada lo que ocurre con T°P! y su densidad de particulas correspon-
diente (a la que denotaremos por ng,). A este respecto, en las figuras 4.18 y 4.19 se muestra el
comportamiento de T°P* como funcién de p1/ps para |[U| = D y |U| = 0.2D respectivamente.

Figura 4.18: Temperatura critica éptima (72P*)  Figura 4.19: Temperatura critica éptima (T2P")
como funcién de p;/p2, para |U| = D. como funcién de p1/p2, para |[U| = 0.2D.

En ambos casos se observa que T°P! es una funcién monétonamente creciente de p1/ps que
alcanza su minimo cuando p1/ps = 1. Ademds, dicho minimo es siempre mayor que 0. Nétese
también que estas curvas crecen de forma asintética cuando pi/pe > 1, lo cual resulta particu-
larmente importante, pues indica que para un valor de |U| dado, existe una cota superior para la
temperatura critica y que ademads se alcanza en el limite cuando p;/pa — 0o. Asimismo, el valor de
€5 correspondiente a dichas curvas (figuras 4.20 y 4.21 respectivamente) decrece exponencialmente
hacia —0.5D en el mismo limite. De aqui se concluye que para un valor de |U| dado, el méximo de
TPt se alcanza en el limite cuando la densidad de estados se convierte en una delta de Dirac.

Figura 4.20: € como funcién de p;/p2, para  Figura 4.21: € como funcién de pi/p2, para
U] =D. |U| = 0.2D.

Finalmente, analicemos el comportamiento de ng,, como funcién de p; /p2 para los mismos
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valores de |U| que en los casos anteriores. En las figuras 4.22 y 4.23 se observa que ng,, no es una
funcién mondtona de py/pa, sino que para cada valor de |U| existe un punto n = p1/p2 en el que
ng, alcanza su minimo. Ademds, para p1/pa < 1, 15, (p1/p2) = m - p1/p2, donde m < 1, mientras
que para pi/ps > 1, Ngpe Crece asintéticamente hacia n = 1, es decir, para el limite en que la
densidad de estados se convierte en una delta de Dirac, T°P! siempre se alcanza para una densidad
de particulas n = 1.

Figura 4.22: ng,, como funcién de p;/pz, para  Figura 4.23: ng, como funcién de p;/ps, para
|U| = D. |U| = 0.2D.

Al suponer una densidad de estados modelada a través de una delta de Dirac centrada en
€min = —€0 (p(€) = d(e + €)), es posible obtener una solucién analitica del sistema de ecuaciones
(3.16). Bajo esta suposicién, dichas ecuaciones pueden ser rescritas como:

2
€0+ p)” + A2
1 = 1ol L tanh (€t 1) (4.11a)
(0 + 1)* + A2 2kl
(0 + p)* + A2
n—1 = (€0 + 1) tanh T (4.11b)

(eo + 1) + A2

Para encontrar la temperatura critica es necesario hacer A = 0, con lo que (4.11) se reduce a

|U| 1 leo + w
1 = — tanh 4.12
2 e+l M\ 2kpTs (4.12a)
leo + 4|
-1 = h 4.12
n Atan (21€BTC (4.12b)

donde \ = (eg + 1)/ |0 + 1l
De (4.12b) se tiene
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-1
leo + p| = 2kpT.arctanh (n}\) . (4.13)

Sustituyendo (4.13) en (4.12a) se obtiene

B @ n—1 n—1\1"
kT, = G arctanh N

- % [arct;h(i_u] , (4.14)

donde el ultimo paso se justifica porque para el caso A = —1, arctanh ("T_l) = —arctanh (n — 1).
Asimismo se tiene que el potencial quimico estd dado por
(n—DU|

p= gt e, (4.15)

Figura 4.24: Temperatura critica (T,) y brecha superconductora a temperatura cero (Ag) como
funcién de la densidad de particulas (n), para una densidad de estados dada por una delta de Dirac

(ple) = d(e + €0)).

En la figura 4.24 se muestra la gréfica de (4.14) como funcién de n (curva roja), donde se observa
que en efecto, el maximo se alcanza para n = 1, aunque (4.14) no estd definida en este punto, sin
embargo, es facil demostrar que existe el limite cuando n — 1. Para ello hagamos f(n) =n—1y
g(n) = arctanh(n — 1), con lo que de acuerdo a la regla de L’Hopital

: 1
m L g ) =1 (4.16)
n—1 g(n) n—1 g(’n) n—1 1_(717_1)2
De aqui que la temperatura critica médxima de un sistema cuya densidad de estados pueda ser
modelada por una delta de Dirac, estard dada por kgT.(n = 1) = |U|/4.
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Por otra parte, para el caso de la brecha superconductora a temperatura 0 (A), el sistema de
ecuaciones (4.11) se reduce a lo siguiente

e ! (4.17a)

2 (o +1)* + A3

n-1 = ot n (4.17D)

(€0 + N)2 + Af

De (4.17b) se obtiene
1 n—1

= (4.18)
(co+p)+a3 TN
Sustituyendo esto en (4.17a) se encuentra que u estd dado por
Ul(n—1
W= % — € (4.19)

Finalmente, al sustituir (4.19) en cualquiera de las ecuaciones (4.17) se obtiene la siguiente
expresion para Ag

Ay = %\/n (2—n) (4.20)

En la figura 4.24 se muestra la grafica de (4.20) como funcién de n (curva azul). En ella se
observa que para este caso el maximo también se alcanza cuando n = 1 y que ademas estd dado
por Ag(n =1) = |U|/2 (lo cual es facil demostrar a partir de (4.20)).

Nétese que a diferencia de lo que ocurre para T, Ag(|U]|,n) estd bien definida para cualquier
punto.

Cabe mencionar que Ag(n = 1) = 2kpT.(n = 1), en concordancia con lo mencionado al inicio
de esta seccién. Ademds, para |U| = 0.2D, kgT.(n = 1) = .05D, lo que verifica los resultados
mostrado en la figura 4.19.

Por otra parte, Ag y T, son independientes de €y, por lo que en particular, estos resultados
siguen siendo véalidos para el caso en que la delta de Dirac esta centrada en el extremo opuesto de
la banda (p(€) = d(e — €p)).
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4.3. Densidad de estados triangular

En esta seccién se presentan los resultados obtenidos para las propiedades del estado supercon-
ductor, de un sistema cuya densidad de estados electrénicos puede ser modelada a través de rectas
con pendiente finita, como se muestra en la figura 4.25.

Figura 4.25: Densidad de estados triangular, determinada por ¢, = —0.4D y p1/p2 = 2.

Para simplificar el andlisis, inicamente se consideraran los casos con dos picos, definidos por
tridngulos isdsceles y que ademads satisfagan la condicién (4.1). De esta manera, cada densidad de
estados quedard definida por dos pardmetros, a decir, la posicién del primer méximo local (e1) y la
relacién de alturas entre ambos picos (p1/p2). Se debe hacer notar que €, inicamente puede tomar
valores en el intervalo (—0.5D,0D).

Al igual que en la seccién anterior, en este caso Unicamente se presentaran los resultados obte-
nidos para la temperatura critica, pues cualitativamente la brecha superconductora a temperatura
cero se comporta de manera similar, siendo nuevamente un factor de escala la tnica diferencia
notable entre ambas (Ag ~ 2kgT,).

En la figura 4.26 se muestra el comportamiento de la temperatura critica (7) como funcién de
la densidad de particulas (n), para una densidad de estados definida por ¢; = —0.4D y p1/p2 = 2,
as{ como para diferentes valores del potencial de interaccién (|U]).

Como se puede observar, T,(n) se comporta de una manera distinta a como lo hacia para el caso
de una densidad de estados constante por intervalos (ver figura 4.6). Esta diferencia se vuelve mds
notoria para valores pequenos de |U|, pues en este caso existen dos méximos locales para T.(n),
uno de los cuales se alcanza para n < 1 y el otro para n > 1. Ademds, al disminuir el valor de
|U|, la transicién entre dichos méximos es cada vez menos suave, e incluso, pareciera que para
|U| < D, la derivada 0T.(n)/0n pudiera presentar alguna discontinuidad, ver por ejemplo la curva
correspondiente a |U| = 0.4D (estrellas azules). Aunque para la densidad de estados utilizada en la
obtencién de estas curvas, el méaximo global de T, siempre se alcanza para n > 1, méas adelante se
mostrard que existen valores de €1 y p1/p2 que dan lugar a una situacién contraria e incluso existen
caso para los que ambos méximos tienen la misma altura. Nétese también que T, decrece conforme
|U| tiende a cero.

Para estudiar con més detalle las propiedades del estado superconductor como funcién de |U]|,
€1y p1/p2, nuevamente dividiremos el estudio en dos partes. En la primera analizaremos el com-
portamiento de dichas propiedades como funcién de p;/ps v €1 para |U] fijo, mientras que en la
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Figura 4.26: Temperatura critica (T;.) como funcién de la densidad de particulas (n) y el potencial
de interaccién (|U]), para una densidad de estados definida por ¢ = —0.4D y p1/p2 = 2

segunda se estudiard su comportamiento como funcién de |U| y €1, para p1/p2 fijo.

Para una densidad de estados determinada y |U| fijo, se define T."** como el maximo de la
curva T,(n), asimismo, denotaremos por nep; al valor de n para el cual se alcanza dicho méximo.

En la figura 4.27 se muestran los resultados obtenidos para T7*** como funcién de €1 y p1/pa,
para |U| = D. Como se observa, esta superficie es muy parecida a la obtenida para el caso de
una densidad de estados constante por intervalos, siendo la diferencia méas notable, que en esta
ocasion la parte alta de la superficie se distribuye de una forma més homogénea sobre el espacio de
parametros que definen la densidad de estados, mientras que los descensos hacia las zonas en que
la superficie alcanza su minimo son mé&s pronunciados.

Figura 4.27: Temperatura critica méxima (7."**) como funcién de € y p1/p2, para |U| = D.

Analizando las proyecciones de esta superficie sobre los planos p;/ps = constante, como se
muestra en la figura 4.28, se observa que cualitativamente dichas curvas son similares a las obtenidas
para una densidad de estados constante por intervalos (figura 4.9). En particular, es importante
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resaltar que en este caso se presenta el mismo tipo de simetria que el descrito anteriormente (aunque
en esta ocasién el plano de simetria es € = —0.25D).

Sin embargo, existen algunas diferencias que deben ser resaltadas. Para ello, debemos aclarar
que al referirnos a las comparaciones de €; entre los resultados obtenidos para una densidad de
estados triangular y una densidad de estados constante por intervalos (a las que de ahora en
adelante denotaremos por DOST y DOSCI respectivamente), en realidad estaremos hablando de la
comparacion entre €1/0.5D (DOST) y €1/D (DOSCI), pues en ambos casos €; toma valores sobre
intervalos diferentes. Una vez hecha esta aclaracién, veamos cuales son las diferencias entre ambos
casos. Una de ellas es que para una DOST y para cada valor de p1/ps, € (definido como el valor
para el que la curva T!"%*(¢1) alcanza su méaximo, entes definido como T°P') estd desplazado hacia
la derecha en relacién con lo obtenido para una DOSCI. Ademds, para cada valor de pi/ps, la
diferencia |T2P* — T™**(0D)| para una DOST es menor que la correspondiente a una DOSCI, ver
por ejemplo la curva correspondiente a p1/ps = 8 (magenta), mientras que una situacién opuesta
ocurre para [T (ei") — Tma®(0D)|, donde definimos €/*" como el valor para el que la curva
T%%(¢1) alcanza su minimo.

Figura 4.28: Temperatura critica maxima (7."**) Figura 4.29: Temperatura critica méxima (7.7%")
como funcién de €; para |U| = D y diferentes como funcién de p1/ps para |U| = D y diferentes
valores de p1/pa. valores de €;.

Ahora veamos lo que ocurre con las proyecciones de 4.27 a lo largo de los planos €; = constante,
como se muestra en la figura 4.29. En ella se observa que para cada valor de €; existe un punto
a = p1/p2, para el que la curva T (py /pg) alcanza su minimo. A la izquierda de «, T/ (p1/p2)
decrece exponencialmente, mientras que a la derecha de dicho punto 7."** crece asintéticamente.
Ademds, conforme ¢; disminuye, « tiende a 0. Nétese también que para ¢; € (—0.5D,—0.25D),

T () es una funcién creciente de €, ver por ejemplo las curvas correspondientes a €; = —0.4D
(magenta) y e = —0.3D (azul), mientras que para ¢; € (—0.25D,0D), T7"**(«) es una funcién
decreciente de €1, ver por ejemplo las curvas correspondientes a € = —0.2D (verde) y ¢ = —0.1D
(amarilla)

Ahora veamos lo que sucede con el valor de n,,: asociado a la superficie 4.27, lo cual se muestra
en la figura 4.30. En este caso se aprecia una diferencias significativa con los resultados obtenidos
para una DOSCI (figura 4.11), pues en el limite cuando ¢ — —0.5D y p1/p2 > 1, el estado
superconductor se ve favorecido para densidades de particulas mayores que 1, situacién contraria a
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la obtenida para densidades de estados constantes por intervalos. Ademas, en este caso, también se
observa una pendiente més pronunciada al incrementar el valor de €1, mientras que una situacién
completamente opuesta se observa en el limite cuando €; — 0D y p1/pa — 0.

Figura 4.30: Densidad 6ptima de particulas (nep;) como funcién de €; y p1/p2, para |U| = D.

Analizando lo que ocurre con las proyecciones de 4.30 a lo largo de los planos p;/p2 = constante,
como se muestra en la figura 4.31, se aprecia que 7.y sigue siendo una funcién antisimétrica
aunque ahora lo es con respecto al plano € = —0.25D, ver por ejemplo las curvas correspondientes
a p1/p2 = 0.5 (roja) y p1/p2 = 2 (verde). Ademds, para un valor fijo de p;/p2, existe un punto
B = €1 (distinto de los extremos 0D y —0.5D) para el que np = 1, situacién que no se presentaba
para una DOSCI. Més atin, si €1 € (=0.5D, 3), ngpt(e1) > 1y siempre alcanza su méximo (ng,*).
Contrariamente, en el resto del intervalo ney(e;) < 1y siempre alcanza su minimo (n7:4"). Al

opt
; : max min ;3 :
incrementar el valor de p1/p2, B tiende a 0D y tanto ny¢* como ny " disminuyen.

Figura 4.31: Densidad o6ptima de particulas Figura 4.32: Densidad é6ptima de particulas
(nopt) como funcién de €; para |[U| = D y dife-  (nope) como funcién de p1/p2 para |U| = D y
rentes valores de p1/pa. diferentes valores de ¢;.
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Con lo que respecta a las proyecciones de 4.30 sobre los planos € = constante, en la figura 4.32
se aprecia que para cada valor de €1 existe a = p1/p2 para el que nyp(p1/p2) = 1, a la izquierda
de este punto ny: > 1y siempre alcanza su maximo, mientras que a su derecha n,,; < 1y siempre
alcanza su minimo. Asimismo, al disminuir el valor de €1, o aumenta y tanto el maximo como el
minimo de nepe(p1/p2) disminuyen.

Ahora analicemos la forma en que se modifican las propiedades del estado superconductor como
funcién de |U| y €1 para p1/p2 fijo. A este respecto, en la figura 4.33 se muestran los resultados
obtenidos para T."**(|U],€1) con p1/p2 = 1. En ella se observa que al igual que en el caso de una
DOSCI, para €; fijo, T,*** decrece de manera casi lineal al disminuir el valor de |U|. Asimismo,
nétese que para los puntos en los que la curva T:"%*(e;) alcanza su minimo (a los que denotaremos
por €14") la derivada 9T (e1)/0e; se vuelve discontinua para valores de |U| < D. Otro aspecto
notable es el cambio de concavidad de las curvas T."**(e1), para |U| < D.

Figura 4.33: Temperatura critica méxima (7T."%*) como funcién de €; y |U|, para p1/ps = 1.

Con la final de mostrar més claramente los efectos de |U| sobre el sistema, en la figura 4.34 se
muestran algunas curvas de T.**(e1) para |U| = 0.2D y diferentes valores de p1/pa.

Nétese que en contraste con lo ocurrido para [U| = D, en este caso |ToP' — T/**(0D)| >
|Timas (em) — Time® (0D)|, para cada valor de py/p2. Ademds, para puntos a la derecha de €§ (aquel
para el que se alcanza TP'), Ti™**(¢;) decrece de forma casi lineal. Por otra parte, el cociente
®(|U], @), definido de igual manera que en la seccién anterior, resulta ser

®(0.2D i ~
®(02D,0) [ 1 St a~l (4.21)
(D, o) 3 si a>1

lo cual refleja que el sistema es mds sensible a cambios en la densidad de estados cuando |U| < D
(aunque no lo es tanto como lo era para una DOSCI).
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Figura 4.34: Temperatura critica méxima (77***) como funcién de €, para |U| = 0.2D y diferentes
valores de p1/pa.

Por otra parte, en la figura 4.35 se muestra el comportamiento de n,p; como funcién de |U| y €1,
para el caso p1/ps = 1. El primer aspecto notable (y quiza el mds importante) es la discontinuidad
que se presenta para valores de |U| aproximadamente menores que 0.6D, en los puntos para los
que la curva ngp(€1) cambia de concavidad (en lo que sigue, dichos puntos serdn denotados por
€4). Ademds, para un valor fijo €1 < €{, n,p crece de forma asintética al disminuir el valor de |U|,
mientras que para €; > eﬁl se presenta un comportamiento opuesto.

Figura 4.35: Densidad éptima de particulas (n,p;) como funcién de €1 y |U|, para p1/p2 = 1.

En la figura 4.36 se muestran algunas curvas de npy(€1), para el caso |[U| = 0.2D y diferentes
valores de p;/p2. En ella se aprecia que para p;/ps = 1y €1 > €4, Nopt(€1) es siempre menor que 1
y demés puede ser modelada como una funcidn lineal y creciente. Al incrementar el valor de p1/p2,
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€l — —0.5D y nopi(er) (para e; > €f) gradualmente se convierte en una funcién que crece asintéti-

camente hacia n = 1. Cabe mencionar que para ¢; < 6‘11, nopt(el) presenta un comportamiento
opuesto al descrito anteriormente.

Figura 4.36: Densidad 6ptima de particulas (nqp¢) como funcién de €;, para |U| = 0.2D y diferentes
valores de p1/pa.

Para entender el origen de dicha discontinuidad veamos lo que ocurre con 7T, como funcién de
n, para valores de €; cercanos al punto donde la curva ngp(e1, |[U| = 0.55D, p1/p2 = 1) se vuelve
discontinua (e¢ = —0.25D), como se muestra en la figura 4.37.

Figura 4.37: Temperatura critica (T,) como funcién de la densidad de particulas (n), para |U| =
0.55D, p1/p2 = 1 y diferentes valores €.

Para densidades de estados en las que ¢; < €¢, T.(n) presenta un tinico méaximo (7"™%%), que
se alcanza para n > 1 (np), ver por ejemplo la curva correspondiente a €, = —0.33D (circulos
rojos). Conforme €; se aproxima a eil, T;*** se comporta como una funcién decreciente de €1, ¥ nopt
se comporta como una funcién creciente del mismo pardmetro. Simultdneamente, la curva T(n)
comienza a presentar un nuevo maximo local para n < 1 y éste se comporta de forma opuesta al
méximo global, como se aprecia en la curva para e; = —0.27D (circulos de color magenta). Cuando

€1 = €}, ambos maximos se vuelven completamente simétricos con respecto a n = 1. Ademds,
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justo en este punto ngp(€1) se convierte en una funcién multi valuada (linea negra correspondiente
a e = —0.25D). A partir de este momento el mdximo local se convierte en médximo global y
viceversa, y como resultado de este intercambio, 1,y se convierte en una funcién decreciente de €.

Finalmente se presentan los resultados obtenidos para T°P' y su densidad de particulas corres-
pondiente (ng,;), como funcién de |U| y los pardmetros que determinan la densidad de estados.
Dichos resultados son muy similares a los obtenidos para una densidad de estados constante por
intervalos, por tal motivo se ha decidido omitir su discusién.

Cabe mencionar que los resultados obtenidos en la seccién anterior para una densidad de estados
modelada a través de una delta de Dirac, siguen siendo vélidos en este caso, pues en dicho limite
DOST y DOSCI son indistinguibles.

Figura 4.38: Temperatura critica 6ptima (7°?!)  Figura 4.39: Temperatura critica éptima (7.7")
como funcién de p;/pa, para |U| = D. como funcién de py/p2, para |[U| = 0.2D.

Figura 4.40: € como funcién de p;/p2, para  Figura 4.41: €§ como funcién de pi/ps2, para
|U| = D. |U| = 0.2D.
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Figura 4.42: ng,, como funcién de p;/ps, para  Figura 4.43: ng, como funcién de p1/ps, para
\U| = D. |U| = 0.2D.



Capitulo 5

Conclusiones

A lo largo de este trabajo se estudiaron las propiedades del estado superconductor, para siste-
mas que pueden ser modelados por densidades de estados electronicos constantes, constantes por
intervalos y triangulares. Para ello se utiliz6 el modelo de Hubbard atractivo de una sola banda
y el formalismo BCS. En particular, se estudié el comportamiento de la temperatura critica y la
brecha superconductora a temperatura cero, como funcién de la energia de interaccién (atractiva)
entre electrones, la densidad de electrones por sitio y los pardametros que definen cada densidad de
estados. A partir de lo cual se obtuvieron las siguientes conclusiones.

Densidades de estados constantes:

= En el caso de interacciones atractivas electrén-electrén muy pequenas, se reproducen los re-
sultados obtenidos por la formulacion original de la teoria BCS.

= En general, la temperatura critica y la brecha superconductora, como funciones de la densidad
de electrones (n), siempre alcanzan su méximo en n = 1.

Densidades de estados constantes por intervalos:

» Para una densidad de estados y potencial de interaccién (|U]) fijos, la brecha superconductora
a temperatura cero (Ag) y la temperatura critica (7.), resultan cualitativamente similares,
siendo la tnica diferencia notable un factor de escala (Ag ~ 2kgT,).

s Para un valor de U dado y una densidad de estados fija, se encontraron las siguientes simetrias

T (er, p1/p2) = T"(—€1,p2/p2),
nopt(elvpl/pQ) 2— nopt(_617p2/p1)a

donde T7*%* denota al valor méximo de la temperatura critica como funcién de n y donde
Nopt S€ define como T = Te(ngpt ).
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Para |U| fijo y p1/p2 > 1, la temperatura critica éptima (7T°P*) es una funcién que crece
asintéticamente como funcién de p1/p2 v que estd acotada superiormente por el valor T,(n =
1) = |U|/4kp, donde dicha cota corresponde a la temperatura critica méxima para una
densidad de estados modelada a través de una delta de Dirac (e — —0.5D y p1/p2 — 00).

Para |U| fijo y p1/p2 > 1, la densidad de particulas correspondiente a TP (ng,;), es una
funcién no monoténica de p;/p2, en general menor que 1, que alcanza su minimo para algin

valor p1/p2 ~ 1y que tiende asintéticamente a n = 1, cuando py/p2 > 1.

Para |U| fijo y p1/p2 > 1, el valor de €; para el que se obtiene TP (€), decrece exponencial-
mente como funcién de p;/ps. Es decir, la temperatura critica éptima se ve favorecida para
densidades de estados altamente inhomogéneas, en las que le probabilidad de encontrar una
particula con energfa en el intervalo € € (—0.5,¢;1) es mayor que la de encontrarla en el resto
de la banda.

Para |U| < D, T/**(|U]) crece exponencialmente con |U| mientras que a partir de |U| ~ D,
T crece de manera aproximadamente lineal.

Para p1/p2 > 1, nep(|JU|) permanece casi constante para configuraciones de la densidad de
estados lejanas al punto en el que la curva ngp:(€1) alcanza su minimo, mientras que cerca de
este punto nep:(JU|) decrece cada vez més répido al disminuir en valor de |U].

Densidades de estados triangulares:

La temperatura critica y la brecha superconductora a temperatura cero, son cualitativamente
similares bajo las mismas condiciones en los pardmetros de cuales dependen. Ademas, en este
caso también se verifica que Ag ~ 2kgT..

Se encontraron el mismo tipo de simetrias que para el caso de una densidad de estados
electrénicos constante por intervalos.

ToPt €5y ng,e, como funcion de la energfa de interaccién electrénica y p1/pz, se comportan

de forma similar a como lo hacen para densidades de estados constantes por intervalos.

T (JU|) se comporta de forma similar a como lo hace para el caso de una densidad de
estados constante por intervalos.

En contraste con lo que ocurre en el caso de densidades de estados constantes por intervalos,
para |U| aproximadamente menor que 0.6D y p1/p2 > 1, nope se vuelve discontinua en el punto
para el que la curva ngu(€1) cambia de concavidad. Dicha discontinuidad tiene su origen en
el hecho de que las curvas de T,.vsn presentan dos maximos locales.

De forma general, se puede afirmar que T.(n) y Ag(n) son fuertemente susceptibles a modifi-
caciones en la densidad de estados del sistema para el caso en que |U| < D, mientras que para el
caso contrario la densidad de estados resulta practicamente irrelevante.

Asimismo, se encontré que en general, para pequenas energias de interaccion, el estado super-
conductor se ve favorecido para densidades de estados electronicos altamente inhomogéneas en la
que existe una gran cantidad de estados accesibles para energias cercanas a los limites de banda, y
este comportamiento se ve maximizado en el limite cuando la densidad de estados se convierte en
una delta de Dirac.
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