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Introduccion

Los espacios numerablemente compactos (aquellos en que toda cubierta
abierta numerable tiene una subcubierta finita) fueron introducidos por Fréchet
en 1906. Més tarde, en 1948, Hewitt definié los espacios pseudocompactos (es-
pacios en los que cualquier funcién continua y realvaluada es acotada). Todo
espacio numerablemente compacto es pseudocompacto.

El reciproco del enunciado anterior no es cierto. En 1954, en un articulo
titulado On completely regular spaces ([M1]), Mréwka construye un tipo de
espacios topoldgicos que son pseudocompactos y no numerablemente compactos.
A este tipo de espacios se les conoce como espacios de Mréwka, espacios de
Mrowka-Isbell, espacios de Isbell o v-espacios. La diversidad de nombres se
debe a que no se tiene certeza de la autoria de dichos espacios. De acuerdo
con el libro Rings of continuous functions escrito por L. Gillman y M. Jerison
([GJ]), estos espacios fueron comunicados por Isbell a los autores antes de que
el articulo de Mrowka fuera publicado.

A 55 anos del primer registro que se tiene de los espacios de Mréowka, se
siguen estudiando sus caracteristicas debido a lo poco convencionales que resul-
tan gran parte de ellas. El propdsito de este trabajo es dar a conocer de manera
clara y sencilla estos espacios y algunas de sus propiedades topoldgicas.

El presente trabajo consta de cinco capitulos y dos apéndices, de los cuales,
el primer capitulo consiste de conceptos y resultados de topologia general que se
usan en los subsecuentes capitulos, y los siguientes cuatro conforman el cuerpo
de la tesis. Los apéndices, el primero de teoria de conjuntos y el segundo de
topologia, contienen definiciones y resultados bésicos que se usan a lo largo
de este trabajo y tienen como propésito facilitar la lectura del mismo. En el
segundo capitulo se definen las familias casi ajenas, cuyo papel en los espacios
de Mréwka es fundamental, y se habla muy brevemente del axioma de Martin
para ver sus consecuencias respecto a las familias casi ajenas maximales. En el
tercer capitulo se definen los 1-espacios, se dan propiedades bésicas de ellos y
posteriormente, se prueba que son espacios de Moore y se da un teorema que
caracteriza los espacios de Mréwka (véase el Teorema 3.3.15). En el capitulo
cuatro, se prueba que el espacio de Niemytzki es un espacio de Mrowka y se
prueba que el espacio de Niemytzki es N-compacto. En el quinto capitulo, se
dan varios resultados necesarios para probar que, por un lado, existe un espacio
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v INTRODUCCION

de Mréwka cuyo residuo en su compactacion de Stone-Cech tiene al menos
2% puntos, y por otro, que existe un espacio de Mréwka cuyo residuo en su
compactacion de Stone-Cech es un punto.

Las demostraciones del capitulo cuatro fueron desarrolladas por la autora.
En particular, el Teorema que caracteriza a los i-espacios (véase el Teorema
3.3.15), cuyo enunciado y demostracién no aparecen en la bibliograffa fueron
(guiados por el Dr. Angel Tamariz Mascaria y) realizados por la misma.

Este trabajo no hubiera sido posible sin el apoyo brindado por parte de
mi director de tesis, mis sinodales, mis profesores de Topologia y Teoria de
Conjuntos a lo largo de la carrera, mis amigos (tanto de la facultad como fuera
de ella), en particular Alfonso Ruiz Camargo, y sobre todo mi familia. Manifiesto
mi mas sincero agradecimiento a los mencionados puesto que cada uno, a su
manera, colaboré en la realizacién de este trabajo.



Capitulo 1

Compactaciones y espacios
O-dimensionales

En este capitulo se definen algunas funciones cardinales topolégicas cuyos
valores para los espacios de Mréwka se calcularan en el capitulo 3. Se introducen
los conceptos conjunto nulo, filtro y espacios 0-dimensionales, y se analizan
algunas de sus propiedades basicas que posteriormente resultaran ttiles.

Por otra parte, se define el espacio topoldégico conocido como la linea de
Sorgenfrey y se ven algunas de sus caracteristicas que seran utilizadas maés
adelante.

Se dan un par de construcciones de la compactacién de Stone-Clech y estu-
dian brevemente los espacios N-compactos.

1.1. Funciones cardinales topolégicas

Una funcion cardinal topoldgica es una funcién ¢ que a cada espacio topolégi-
co X le asigna un numero cardinal ¢(X) > Ny tal que ¢(X) = ¢(Y) para
cualquier par de espacios homeomorfos X y Y. Este tipo de funciones son tam-
bién conocidas como invariantes cardinales. Las funciones cardinales topoldgi-
cas son generalmente utilizadas como herramienta para describir propiedades
topoldgicas.

La invariante cardinal mas frecuentemente utilizada es aquella que a cada
espacio topoldgico le asocia su cardinalidad.

Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Las siguientes funciones cardinales (junto
con la cardinalidad de un espacio topoldgico antes mencionada) surgieron en la
primera etapa de desarrollo de la topologia general.

El peso de X, que se denota como w(X), es el minimo ndmero cardinal
m > Ng, tal que m = |B| y B es base para 7.



2 CAPITULO 1. COMPACTACIONES Y ESPACIOS 0-DIMENSIONALES

Observacién 1.1.1. Un espacio X es segundo numerable si y sélo si w(X) =
Ro.

Una familia € de subconjuntos abiertos no vacios de X es celular si cua-
lesquiera dos elementos distintos A y B de € tienen interseccién vacia.

La celularidad o nimero de Souslin de X, que denotamos por ¢(X), es igual
a sup{|C| : € es una familia celular en X} + Rg.

La densidad de X, denotada por d(X), es el minimo niimero cardinal m > R
tal que m = |D| y D es un subconjunto denso de X.

Observacién 1.1.2. Un espacio X es separable si y s6lo si d(X) = Ry.

Lema 1.1.3. Todo espacio separable tiene celularidad numerable.

Demostracién. Sea X un espacio separable y sea N un subespacio denso nu-
merable de X. Consideremos una familia celular €. Como cada elemento de C
es abierto, cada C € € interseca al menos un conjunto unitario de N. De esta
manera, de ocurrir que |C| > N, existirfa un elemento de N que pertenece a
més de un elemento de €, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, ¢(X) = No.

El grado o nimero de Lindeldf de X, L(X), es el menor cardinal infinito &
tal que toda cubierta abierta tiene una subcubierta de cardinalidad a lo més k.

Observacién 1.1.4. Un espacio X es Lindelof si y sélo si L(X) = V.

Estas simples nociones se hicieron rapidamente importantes al introducirse
en la resoluciéon y demostracién de ciertos problemas. Por ejemplo, un proble-
ma fundamental en topologia es determinar si un espacio topoldgico dado es
o no metrizable, un resultado clésico al respecto es el Lema de metrizacion
de Urysohn (véase Teorema B.3.4) que afirma que todo espacio regular de pe-
so numerable es metrizable. Ademéas recordemos que los nimeros cardinales
estan bien ordenados por la relacién €, de manera que por la naturaleza de las
funciones cardinales, surgieron preguntas relacionadas con la comparacién de
magnitudes de invariantes cardinales. Gran parte de la investigacién en cuanto
a invariantes cardinales fue estimulada por el problema de estimar la cardina-
lidad de un espacio compacto, Hausdorff y primero numerable, problema que
permanecié abierto de 1923 a 1969.

Dado z € X, se llama cardcter de x en X al nimero min{|B(z)| : B(x) es
una base local de z en X} + Ry, y lo denotamos por x(x, X). Y definimos el
cardcter de X como x(X) = sup{x(z,X) : x € X}.

Observacién 1.1.5. El espacio X es primero numerable si y sélo si x(X) = Rg.
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En 1969, Arkhangel’skii probé que para todo espacio Hausdorff X, |X| <
LX) X(X) (véase [Arl], [Ar2]).

El cédlculo de funciones cardinales toma lugar en practicamente todas las
ramas de la topologia general por la naturaleza conjuntista de esta. A contin-
uacién definimos varias funciones cardinales mas que usaremos posteriormente
para estudiar algunas propiedades de los espacios de Mréwka.

Decimos que una coleccién R de subconjuntos de X es una red, si cada sub-
conjunto abierto no vacio de X es la unién de elementos de alguna subcoleccion
de R.

El peso de red de X, que usualmente se denota por nw(X), es el menor
cardinal m > Rj tal que X tiene una red de cardinalidad m.

Si X esTy y x € X, decimos que una coleccién V,, de vecindades de = es
una pseudobase de x si {x} = (V..

El pseudocardcter de X en el punto x, denotado ¥(z,X), es el ntmero
min{|V,| : V, es una pseudobase de z} + V.

El pseudocardcter de X estd dado por ¥(X) = sup,cx ¥(z, X).

La amplitud de X, denotada s(X) por su nombre en inglés (spread), se define
como el nimero cardinal s(X) = sup{|D|: D C X y D es discreto} + Rg.

La extension de X, estd dada por e(X) = sup{|D|: D C X y D es discreto
y cerrado} + N

La densidad hereditaria de X, que denotaremos hd(X), es el nimero sup{d(Y’) :
Y C X} + Rq.

La demostracion de la siguiente proposicién puede consultarse en [E, te0.3.8.12,
p.193)].

Proposicién 1.1.6. Para todo espacio topoldgico X, L(X) < nw(X).

El grado o nimero hereditario de Lindelof de X, denotado hL(X), es el
supremo de los cardinales L(Y'), con Y un subespacio de X.

Sean A un subconjunto de X y x un numero cardinal; la x-cerradura de A
es el conjunto [A], = J{clx(B): BC Ay |B| < k}.

Definimos la estrechez de X como ¢(X) = min{x > X¢ : [A], = clx A para
toda A C X}.

Lema 1.1.7. ¢(X) < x(X) para todo espacio topoldgico X .

Demostracién. Sean A C X, x € clx(A) y W(zx) base local de x de cardinal-
idad x(X). Elijjamos un punto de A en cada uno de los elementos de W(z) y
llamemos a esta coleccién de puntos B. Entonces B C A, |B| = [W(z)| = x(X)
y toda vecindad de x interseca a B, es decir, z € (J{cIx(B) : B C Ay
|Bl < x(X)} = [A]lyx)- De esta manera, clx(A) = [A]y(x) y por tanto
HX) < x(X). 0
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1.2. Conjuntos nulos y conulos

Definicién 1.2.1. Dado un espacio topoldgico X, decimos que A C X es un
conjunto nulo (o conjunto cero) de X, si existe una funcién f € C(X) (es decir
una funcién continua f : X — R) tal que A = f~1[{0}]. En este caso, denotamos
a Apor Z(f),ie. Z(f) = f~1[{0}]. Por otra parte, decimos que un subconjunto
B de X es un conjunto conulo si es el complemento de algiin conjunto nulo de
X.

Lema 1.2.2. Todo conjunto nulo en un espacio X es cerrado en X y todo
conjunto conulo de un espacio X es abierto en X.

Demostracién. Consideremos N = Z(f), para alguna f € C(X), un conjunto
nulo de X. Como {0} es cerrado en (R, 7.) (donde 7, denota la topologia usual
de R), es cerrado en X. Por otra parte, dado C' C X un conjunto conulo, existe
un conjunto nulo Z C X, tal que C' = X\Z, y por tanto C es abierto. O

Lema 1.2.3. La union y la interseccién de dos conjuntos nulos (respectivamente
conulos) son nulos (respectivamente conulos).

Demostracion. Sean Z;,Z,; C X un par de conjuntos nulos, digamos Z; =
Z(f)y Za = Z(g).

Entonces, si definimos h : X — R como h = f - g, tenemos que h es una
funcién continua y dada z € Z; U Zs, h(z) = 0. Ademéds, dada = € h=1[{0}] se
tiene que 0 = h(z) = f(z) - g(z), de modo que & € Z; o x € Zs. Por lo tanto,
Z1UZy = Z(h).

Por otra parte, si definimos A’ : X — R como h' = |f| + |g|, entonces
h' es una funcién continua. Si x € Z; N Zz, h(z) = 0 y dada z € h=*[{0}],
se tiene que 0 = h(z) = |f(z)| 4 |g(z)|, de manera que f(z) = 0 = g(x) y
asi hil[{()}] C Z1NZsy.

Con lo anterior, probado que la unién e interseccién de un par de conjuntos
nulos, son nulos.

Consideremos ahora C7,Cy C X un par de conjuntos conulos y sean Zy, Zs €
X los nulos tales que C; = X\ Z;, con ¢ = 1,2. Entonces como Z; N Z5 es nulo,
(X\Z1) U (X\Z2) = C1 Uy es conulo, y similarmente, como Z; U Zs es nulo,
C1 N Cs es conulo. Esto concluye la prueba. O

Lema 1.2.4. Si {A,}new €s una familia de conjuntos nulos de un espacio
topoldgico X, entonces (), ., An €s un conjunto nulo.

Demostracién. Supongamos que para cada n € w, A, = f,'[{0}]. Defini-
mos g, : X — R como g, = min{|f,], 2%} para cada n € w, y aseguramos que
9, '[{0}] = A, En efecto, sea x € g;,1[{0}]. Entonces 0 = g,,(z) = min{|f,|, 5}
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y por tanto |f,(z)| = 0, que implica que = € f, 1[{0}]. Por otra parte, dada
x € A,, se tiene que

, 1

0= fa(z) = |fa(2)] = min{|fu(2)], 57} = gn(2)-
Sea entonces h : X — R dada por h =} gn. Observemos que |g,| < 2%
De manera que como {3+ }ne. converge a 0, entonces ., - |gn| converge y asi,
(de la Prueba M de Weierstrass, véase [S; teo.4, p. 693]) > . g converge
uniformemente. Esto es, h es una funcién continua (véase [S; cor. de teo.3,

p.692)).

Consideremos ahora = € X tal que h(x) = 0. Entonces ) . gn(z) =0y
asi gn(z) = 0 para toda n € w, es decir, v € [, An. Por otra parte, dada
z € ,co, An, se tiene que g, (z) = 0 para toda n € w y por tanto = € b~ [{0}].
Por lo tanto, (,,c,, An €s un conjunto nulo, a saber, (), o, A, = *[{0}. O

necw

Proposicién 1.2.5. Si (X, 7) es un espacio Tychonoff, entonces la familia de
conulos es base para X .

Demostracién. Sea A € 7y sea x € A. Entonces X\ A es un cerrado en X tal
que z ¢ X\ A, y asi, por ser X un espacio Tychonoff, existe f € C(X,[0,1]) tal
que f[X\A] C {1} y f(x) = 0. Sea g : X — [0,1] dada por g(z) = 1 — f(x).
Entonces ¢ es continua y tal que g[X\A] C {0} y g(z) = 1, de manera que
X\A C g 1[{0}] y = ¢ g~ *[{0}]. Por lo tanto, X\g~'[{0}] es un conulo tal que
v € X\g~H[{0}] € A. O

Probaremos que todo espacio Tychonoff de peso m es encajable en el espacio
producto [0, 1]™. Para ello, enunciamos los siguientes conceptos y resultados.

A continuacién, un par de resultados respecto a w(X).

Proposicién 1.2.6. Si w(X) < m, entonces para toda familia {Uy}ren de
subconguntos abiertos de X, existe un conjunto Ag C A tal que |Ao] < m y

UAer Ux= UAeA Ux.

Demostracion. Sea B una base de X tal que |B| < m y denotemos por By
a la coleccién de todos los U € B tales que para alguna A € A, se tiene que
U C Uy. Para cada U € By elegimos un A\(U) € A tal que U C Uy . De esta
manera, queda definida una funcién A de By en A; resta probar que el conjunto
Ag = A[Bo] C A satisface la proposicién.

Observemos primero que

[Ao| = [A[Bo]| < [B] < m.

Consideramos ahora un punto z € [y, Ux. Entonces existe un A € A tal que
x€e€UyyunU € Btal quex € U C Uy; claramente U € By y A(U) € Ag. Asi, de
la contencion U C Uy vy, se tiene que x € U C Uy ) € Urea,Un, de manera que
Usea Ux € Uxea, Ux- La otra contencién es clara.
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Teorema 1.2.7. Sea X un espacio topoldgico. Si w(X) < m, entonces para
cada base B de X, existe una base Bg de X tal que |Bo| < m y By C B .

Demostracién. Tenemos que m > Xg y elegimos B; = {Wy}aca una base
para X tal que A < m. Sea B = {U, }yex y para cada A € A, sea T(\) = {v €
Y :U, C Wy} Como B es una base para X, tenemos que UUGT(A) U,=Wyy
de la Proposicién 1.2.6, exite un conjunto To(A) € T(A) tal que |[To(A)| < my
Wi =Upery Vo = Unery ) Vo

Sea Bo = {Us}very(n),nea- Como [A] < m, entonces se tiene que, como
m?=my [To(A)| <m, |Bo| <m.

Resta probar que Bg es base. Para ello, consideremos un punto arbitrario
z € X y una vecindad de z, digamos V. Como B; es base, tenemos que para
alguna A € A, 2 € Wi = Uyer,yUv CV, y asi, existe v € To(A) tal que
x €U, CW, CV. Ademas, por como definimos By, se tiene que U, € By, lo
que prueba que By es base para X. O

Teorema 1.2.8. Todo espacio Tychonoff de peso m > Ry es encajable en el
espacio producto [0,1]™.

Demostracion. Sea X un espacio Tychonoff. Entonces la familia de conulos
es base para X. Asi, tenemos que del Teorema 1.2.7, existe una base {Us}ses
para el espacio X, formada por conulos y tal que |S| = m. Para cada s € S,
sea Us = X\Z(fs) y sea F = {fs : s € S}. Entonces la familia F es tal que
para cada cerrado F' C X y cada z € X\F, existe f, € F tal que fs(z) ¢ fs[F].
Como X es Ty, entonces por el Teorema de la diagonal (véase B.1.28), se sigue
que la diagonal Ascgfs es encaje de X en [0, 1]™. O

Del teorema anterior y el Teorema de Tychonoff de la inmersién se desprende
el siguiente resultado ([E, teo.3.2.5, p. 139]).

Teorema 1.2.9. Todo espacio compacto Ty de peso m = Vg, es homeomorfo a
un subespacio cerrado del cubo de Tychonoff [0,1]™.

Combinando la Proposicién B.2.4 y el Teorema 1.2.9, tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 1.2.10. Un espacio topoldgico es Tychonoff si y sdlo si es encajable
en un espacio compacto Ts.

1.3. Compactaciones

A continuacién, trataremos varios conceptos relacionados con compacta-
ciones. En esta seccion, espacio topoldgico significard espacio topoldgico To
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Definicién 1.3.1. Sea X un espacio topolégico. Una pareja (Y, ¢), donde Y es
un espacio compacto y ¢: X — Y es un encaje de X en Y tal que cl(c[X]) =Y,
es llamada compactacion del espacio X.

Observacion 1.3.2. Si un espacio X es encajable en un espacio compacto Y,
i.e., si existe un homeomorfismo f : X — M con M = f[X] un subconjunto de
Y, entonces claramente la pareja (cl(f[X]),i o f), donde i denota la inclusién
de M en cl(M), es una compactacién del espacio X. Por tanto, cada espacio
encajable en un espacio compacto tiene una compactacién.

En lo que sigue del texto, utilizaremos el término compactacion de X no sélo
para referirnos a la pareja (Y, ¢), sino también al espacio compacto Y en el que
X puede ser encajado como un subespacio denso.

Notacion. Las compactaciones de un espacio X seran usualmente denotadas
mediante los simbolos c¢X, ¢; X, aX, etc., donde ¢, ¢; y a son los simbolos usados
para denotar al encaje de X en su compactacion.

Definicién 1.3.3. Diremos que un par de compactaciones ¢; X y c2 X de un
espacio X son equivalentes si existe un homeomorfismo f : ¢; X — 3 X tal que
el diagrama

id
X a - X
Cc1 C2
ClX f > CQX

es conmutativo, es decir, tal que f o ¢i(x) = c2(z) para toda = € X.

Por el Teorema 1.2.10 y la Observacion 1.3.2, obtenemos el siguiente resul-
tado.

Teorema 1.3.4. Un espacio topoldgico X tiene una compactacion Ty si y solo
st X es un espacio Tychonoff.

De acuerdo con [E], de los teoremas 1.2.8 y B.2.7, también tenemos lo si-
guiente:

Teorema 1.3.5. Todo espacio Tychonoff X tiene una compactacién (Y,c) tal

que w(Y) = w(X).

Definicién 1.3.6. Sean X un espacio Tychonoff,

B=Arccxpf: X — [0, 1]C(X,[0,1])
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la funcién diagonal definida por la coleccién C(X,[0,1]), y X la cerradura
de B[X] en [0,1]°501D), Por el Teorema de la Diagonal (véase B.1.28), (3 es
un encaje y asi (3, 6X) es compactacion de X. Dicha compactacién recibe el
nombre de compactacion de Stone-C'ech.

A continuacién mostraremos una de las propiedades que caracterizan a la
compactacién de Stone-Cech.

Definicién 1.3.7. Dados X un espacio topoldgico y Y subespacio de X, de-
cimos que Y estd C*-encajado en X si para cada f € C(Y,]0,1]) existe una
extensién continua de f a todo X, i.e. existe f € C(X,[0,1]) tal que f [y= f.

Lema 1.3.8. Cualquier espacio Tychonoff X estd C*-encajado en su com-
pactacion de Stone-C'ech.

Demostracion. Sea f € C(X,[0,1]). Por la definicién de 8 como el producto
diagonal de C(X, [0, 1]), tenemos que f = pyofB donde p; : [0, 1]¢501D) — [0, 1]
es la proyeccién correspondiente al elemento f de C(X, [0,1]). Sea f* = p; [5x.
La funcién f* es la extensién requerida. O

1.4. Espacios O-dimensionales

Ahora analizaremos algunas clases de espacios que podemos pensar que son
poco conexos y sus relaciones con clases de espacios ya mencionadas. Dado
un espacio topolégico X, llamaremos separacion de X a una pareja (U, V) de
subconjuntos abiertos de X, tales que X = UUV, UNV =0y U # 0 # V. Por
otra parte, diremos que X es conezxo si no existe una separacién de él.

Definiciéon 1.4.1. Un espacio topolégico es 0-dimensional si existe una base
para X formada por abiertos y cerrados.

Los espacios discretos son claramente 0-dimensionales. Ademaés, no es dificil
verificar que los espacios de ordinales, el conjunto de Cantor, el conjunto de
numeros racionales y la linea de Sorgenfrey también lo son. Probaremos el ultimo
de estos ejemplos en la seccién 1.5.

Lema 1.4.2. Cualquier espacio 0-dimensional y T, es Tychonoff, ya que en
dichos espacios las funciones caracteristicas de los abiertos-cerrados son conti-
nuas.

Demostracién. Sea X un espacio 0-dimensional y T7. Veamos que X es Ty-
chonoff. Sean F' C X un cerrado y « € X\ F. Entonces por la 0-dimensionalidad
de X, existe U C X abierto y cerrado tal que € U C X\ F. De esta manera,
la funcién caracteristica de U, que denotamos por xy es una funciéon conti-
nua. En efecto, dada a € (0,1), se tiene que x;;'[[0,a)] = X\U y si b € (0,1),
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X [(b,1]] = U, de manera que como 8 = {[0,a) : a € [0, 1]} U {(b,1] : b € [0,1]}
es subbase de [0,1], la imagen inversa de todo subbdsico bajo xy es abierta, y
entonces la continuidad se tiene de la Proposicién B.1.24. Ademas, dicha funcién
es tal que xy(z) =1y xu[F] C {0}, esto es, X es completamente regular. [

Proposicion 1.4.3. Cualquier subespacio de un espacio 0-dimensional es 0-
dimensional.

Demostracién. Sea X un espacio O-dimensional, B una base para X de abier-
tos y cerrados y sea Y C X. Entonces By = {BNY : B € B} es base de abiertos
y cerrados para Y. Por lo tanto, Y es O-dimensional. O

Proposicién 1.4.4. Sea {X; : j € J} familia de espacios topoldgicos. El pro-
ducto topolégico X = 1lc ;. X; es O-dimensional si cada factor es 0-dimensional.

Demostracién. Para cada j € J, sea B; una base de X; formada por subcon-
juntos cerrado-abiertos. Asi, una base para X es la coleccién B = {7r;O1 [Ao] N
. ﬁﬂjjcl[Ak} tk € w, jo,.jr € Jy Ai € Bj, para cada i < k}. Pero cada
conjunto de esta forma es tanto abierto como cerrado pues es un abierto basico
(véase Observacién B.1.17) que es interseccién de cerrados. O

Observacion 1.4.5. El reciproco de la proposicién anterior también es cierto.
La prueba puede consultarse en [CT; prop.5.16, p.179].

Definicién 1.4.6. Decimos que un espacio Tychonoff no vacio X es fuertemente
0-dimensional si cada cubierta finita de X formada por conjuntos conulos tiene
un refinamiento finito formado por abiertos ajenos por pares.

En la tdltima seccién de este capitulo veremos que la linea de Sorgenfrey §
es un espacio fuertemente 0-dimensional.

Proposicién 1.4.7. Un espacio Tychonoff X es fuertemente 0-dimensional
si y solo si para cualesquiera conjuntos nulos ajenos en X A y B, existe un
subcongunto U de X abierto y cerrado tal que ACU y BNU = .

Demostracién. =] Sean A y B nulos ajenos en X, digamos A = f~1[{0}] y
B =g~ '[{0}]. Entonces A C X\g~'[{0}], B € X\f~'[{0}] y

X = (X\g~'{0})) U (X\fH{O}])-

Por tanto, por la 0-dimensionalidad fuerte de X, existe un refinamiento finito
de {X\g~'[{0}], X\ f~1[{0}]} formado por abiertos ajenos por pares, digamos
V ={W, Va,...,V;n} para alguna m € N. Consideramos entonces, sin pérdida de
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generalidad, que Vi, ..., Vj, son los elementos de V contenidos en X\ f~1[{0}] y
hacemos

U=ViUVKU..UVk y Vi1 U...UV, =V C X\g '[{0}].

Entonces A C X\U y B C g *[{0}] € X\V C U (de hecho, mas atin, como
X =UUV,U = X\V). De modo que X\U es un abierto y cerrado tal que
ACX\UyBn(X\U)=10
<] Sea U una cubierta finita de X formada por conulos, digamos U = {Uy, Us, ...,
U,}.

Probaremos por induccién sobre n que si para cualesquiera dos subconjuntos
nulos ajenos A y B de X tales que existe un subconjunto U de X abierto y
cerrado tal que A C U y BNU = (), entonces existe un refinamiento finito de U
formado por abiertos-cerrados ajenos dos a dos.

Consideremos para cada i € {1,2,....,n}, U; = X\ f; '[{0}].

Si n = 2, tenemos que f; *[{0}] N £, '[{0}] = 0. Asi, U; y U son conjuntos
abiertos-cerrados y por lo tanto nulos. Entonces existe un conjunto abierto y
cerrado W C X, tal que X\U; C W y (X\U2) N W = (). Por tanto, {W, X\W}
es un refinamiento finito formado por abiertos-cerrados ajenos por pares de U.

Supongamos que para |U| = n existe un refinamiento finito formado por

abiertos-cerrados ajenos por pares.
Sea [U| = n + 1. Como U/ U; = UM X\ f;71[{0}] = X, entonces

n+1

() 7oy = 0.

Ademss, del Lema 1.2.4, N, f; '[{0}] es un conjunto nulo. Por lo tanto, existe
W C X abierto y cerrado tal que £, [{0}] C W y N, f; '[{0} n W = 0.

Observemos ademds, que W es nulo (pues x x\w es continua), de modo que,
como X\ (N7, fi '[{0}]NW) = X, entonces (U, X\f; '[{0})U(X\W) = X.

Esto es, V= {U1,Us,...,Up—1, (U, U(X\W))} es una cubierta abierta de X
formada por conulos, pues por el Lema 1.2.3, U,, U (X\W) es conulo.

Asi, como |V| = n, por la hipétesis de induccidn, existe un refinamiento W de
V formado por abiertos-cerrados ajenos por pares.

Sea W ={UNW :U e WHu{UnN(X\W):U € W}. Como tanto W como
cada elemento de W son abiertos-cerrados, cada elemento de W’ es abierto-
cerrado. Ademads, cada par de elementos de W son ajenos y W es ajeno a su
complemento, de manera que los elementos de W’ son ajenos dos a dos.

Por otra parte, JW = UW y X = UV = UW, de manera que W’ es
cubierta de X.

Por dltimo, sea Z € W. Si Z = V N W para alguna V € W, como W C
Ui, Ui y V C V' para alguna V' € V, Z C U para alguna U € U. Por otro
lado, si Z =V N (X\W) para alguna V€ W, como X\W C U,41, Z C Uyp11.

Por lo tanto, W’ es el refinamiento finito de U buscado. O
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Proposicion 1.4.8. Todo espacio topoldgico Ty, O-dimensional y Lindeldf es
fuertemente 0-dimensional.

Demostracion. En virtud del Lema 1.4.2, X es un espacio Tychonoff.

Sean N; y Ny un par de conjuntos nulos ajenos, digamos Ny = f; '[{0}]
y Na = 51 [{0}]. A la luz de la Proposicién 1.4.7, basta probar que existe un
conjunto U C X abierto y cerrado tal que Ny CU y NoNU = ().

Para cada i = 1,2, llamemos U; = X\ f; '[{0}]. Por ser N; y Ny ajenos,
X =U; UUs,. Como U; y Us; son abiertos y X es 0-dimensional, entonces para
cada z € X existen abiertos-cerrados C, y D, tales que x € C; C Uy si x € Uy
yx € Dy, CUysixz € U Entonces X = (U,cx Cr) U (Uyex Dz)- De esta
manera, como X es Lindeldf, existe una subcubierta numerable de {C, : x €
X}YU{D, :z € X}, digamos {C; : i € {0,1,2,..}}U{D; :i € {0,1,2,...}} (es
decir, X = (Us2; Ci) U (U2, D;)) donde U2, C; C Uy y U2, D; C Us.

Para cada n € w\{0}, definamos

=1

i=1
’ n n
vy Zn=[Cun ((J DN Vo) u (U W)l
i=1 i=1 i=1
Sean A = J;2, Vi, B=U2 Wiy C = sy Zi. Aseguramos que X\ A es un
abierto y cerrado tal que N1 C X\A y No N (X\A) = 0.

Notemos que como C; y D; son abiertos y cerrados para toda ¢ € w, entonces
Vi, Wy, vy Z,, son abiertos y por tanto A es abierto. Para probar que X\ A es
también abierto, veamos que A, B y C son ajenos por pares y que X = AUBUC.

De existir z € AN B tendriamos que

n m
xeCn\UDi y xeDm\UCi
i=1 i=1
para algunas n y m en w. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
n < m, de manera que como z ¢ J;*, C;, z ¢ Cy, lo cual es una contradiccion,
y por tanto AN B = (). Por otra parte, de existir z € AN C, tendriamos que

y @ elCan (Ui u ol

para algunas n,m € w. As{, m < n. Pero x € V,, implica que x ¢ U?Zl D;,
y & € Zy, implica que z € [J;~, D;, lo cual es una contradiccién. Por tanto,
AN C = 0 Por ultimo, de existir x € BN C, entonces

i=1
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n n n
y e [Con (DN Vi) u Wi
i=1 i=1 i=1
para algunas n,m € w. De modo que n < m. Pero z € D,\ J]_, C;, implica
que T € U?ll Vi, que es una contradiccién.

Por lo tanto A, B y C son ajenos dos a dos. Ahora, consideremos x € X y
supongamos que = ¢ C. Entonces x ¢ Z,,, para toda n € w. De esta manera, se
tienen los siguientes casos; si « € C,, para alguna n € w\{0}, entonces:

(I) si @ ¢ J;—, D;, entonces z € C,,\J;_, D; € A

(1) si 2 € U, Cj\ U=, Di, entonces = € A

(1) si =z € Ui, D;\U!_, C; C B, por tanto, z € AU B.

Por otra parte, si z ¢ (J;=, Ci, entonces € D,, para alguna m € w y
ze D \U,C;i=W,,CBC AUB.

Por tanto, tenemos que x € (AUB) y asi, X = AUBUC.

Cabe destacar que como ANB =0y ANC = (), entonces B C X\A y
C C X\A. Por lo tanto, usando que X = AU B U C, tenemos que X\A =
B UC, que es un abierto. Ademas, es evidente que A C Uy, que B C Uy y que
C C Uy NUs, de manera que N; C X\A, y NoN(X\A) = NN (BUC) C
(X\Us) N [Uz U (U NU,)] = (X\Uz) NUs = 0, con lo cual, queda probada la

afirmacion. O

Lema 1.4.9. Si X es un espacio topoldgico fuertemente 0-dimensional y Y
es un subespacio C*-encajado en X, entonces Y es también fuertemente 0-
dimensional.

Demostracién. Sean A, B C Y un par de nulos ajenos tales que existe f :
Y — [0,1] continua y tal que f[A4] C {0} v f[B] C {1}. Consideremos una
extensién continua de f, f : X — [0,1]. Entonces f[A] = f |y [4] C {0}y
fIB] = f Iy [B] C {1}. De manera que por la 0-dimensionalidad fuerte de X,
existe un abierto y cerrado U C X talque ACU y BNU = 0.

Sea V= UNY. Entonces V es abiertoy cerradoen Y y talque A = ANY CV
yBNV=BNnUNY)=BnNU=40.

Por lo tanto, de la Proposicién 1.4.7, Y es fuertemente 0-dimensional. O

1.5. La linea de Sorgenfrey

Ahora recordamos un espacio topolégico de especial relevancia, la linea de
Sorgenfrey.

Definicién 1.5.1. La linea de Sorgenfrey es un espacio topoldgico que tiene
como conjunto base a la recta real y una topologia definida mediante la base

B ={[a,b):a,b eR, a<b}.
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Denotamos a tal espacio por S.

Observacién 1.5.2. Sea z € 8. Para cadan € w\{0} definimos BY = [z, z+1).
De esta manera, se tiene que para cada abierto V C 8, existe n € w\{0} tal que
BZ C V y por lo tanto 8 es primero numerable.

Definicién 1.5.3. Decimos que un espacio X es hereditariamente Lindelof si
todo subespacio de X es Lindeldf.

Proposicion 1.5.4. § es un espacio hereditariamente Lindeldf.

Demostracién. En efecto, sea T un subespacio de 8 y denotemos por 77 al
espacio (T, 7.), donde 7. denota a la topologia euclidiana. Sea U una cubierta
abierta en 8 de T, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que los elementos
de la familia U son abiertos bésicos de 8. Definimos 1 = {(a,b) : [a,b) € U}
y hacemos Z = |Ju. Entonces como el espacio de los reales con la topologia
usual es segundo numerable, el subespacio Z de R es Lindeldf (pues si B es
una base numerable de (R, 7.), entonces B(Z) = {Z N B : B € B} es una base
numerable para Z, de manera que Z es segundo numerable, y por el inciso (3) del
Ejemplo B.2.17, Z es Lindeldf). Por lo tanto, podemos extraer una subcubierta
numerable 1 de la cubierta u de Z. Sea G = {[a,b) : (a,b) € n}.

Afirmamos que |T\ {J G| < Ng. En efecto, supongamos por el contrario que
[T\U G| > Rg. Como U es cubierta de T, para cada « € T\ |J G, podemos elegir
[az,b;) € U de manera que z € [ay, by).

Observemos que de ocurrir que = € (ag,b;), existirfa (al,, b)) € n tal que
x € (al, b)) (pues (az,b;) € uy n es subcubierta de p). Pero entonces x € |J G,
contradiciendo nuestra eleccién de z. Por tanto, x = a, para cada x € T\ G.
Ademsds, dados x,y € T\|J G distintos, sin pérdida de generalidad digamos,
x < y, se tiene que de existir z € (az, by)N(ay, by), ocurrirfa que < y < z < by,
y entonces y € |J G, lo cual es una contradiccién.

De esta manera, € = {(az,b;) : € T\ U G} es una familia de subconjuntos
abiertos no vacios de (T C R) R ajenos dos a dos, y cuya cardinalidad excede
Ny, contradiciendo la separabilidad de R.

Por tanto, |7\ J G| < Ng. Entonces hay una cantidad numerable de elementos
de U que cubren a T\ |J G, llamemos a la coleccién de estos elementos de U, #.
Entonces G U # es la subcubierta numerable de U buscada. O

Proposicién 1.5.5. La linea de Sorgenfrey S es un espacio fuertemente 0-
dimensional.

Demostracién. Recordemos que {[a,b) : a,b € R, a < b} es base para 8
y que [a,b) C 8 es abierto y cerrado para toda a y b en R (pues 8\[a,b) =
(—00,a)U[b,00) y se tiene que (—o00,a) = J,— [a—n,a) y [b,00) = U, —,[b,n)).
Entonces § es 0-dimensional. Ademas 8 es 77, puesto que cada conjunto unitario
es cerrado en 8. Por lo tanto, de las proposiciones 1.4.8 y 1.5.4, tenemos el

resultado. O
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Como es de esperarse, decimos que un espacio X es hereditariamente fuerte-
mente 0-dimensional si todo subespacio de X es fuertemente 0-dimensional.

Corolario 1.5.6. § es hereditariamente fuertemente 0-dimensional. U

1.6. Filtros sobre X y Z(X)-filtros

Definicién 1.6.1. Una familia de subconjuntos ¥ de un conjunto X tiene la
propiedad de la interseccion finita (o bien es una familia centrada) si para toda
subfamilia finita ' no vacfa de F, se tiene que (| F' # 0.

Definicién 1.6.2. Sea X un conjunto no vacio. Una coleccién no vacia F de
subconjuntos no vacios en X es llamada filtro en X o filtro sobre X si se satis-
facen las siguientes condiciones:

(i)SiFeFy FCF CX,entonces F' € .

(ii) Si Fy, Fy € F, entonces Fy N Fy € F.

Definicién 1.6.3. Un filtro F sobre un conjunto X es un ultrafiltro sobre X
si es un filtro maximal con el orden inducido por la contencién. Es decir, si no
existe un filtro G sobre X tal que F ; .

Notacioén. Sea X un espacio topolégico. Denotamos por Z(X) al conjunto

{Z(f): feC(X)}.

Definicién 1.6.4. Sea X un espacio topoldgico no vacio. Decimos que F C
Z(X) es un Z(X)-filtro, si se satisfacen las siguientes condiciones:

) F#0y0 ¢ 7.

(i) SiFeFy FCF e€Z(X), entonces F' € F.

(iii) Si Fy, Fy € F, entonces F1 N Fy € F.

El sistema de vecindades de un punto en un espacio topoldgico es un ejemplo
clasico de filtro. Veremos ahora que un filtro puede ser determinado por sub-
colecciones especiales de él. A continuacién introducimos la nocién de base de
filtro.

Definiciéon 1.6.5. Dado un filtro ¥ en un conjunto X, una subcolecciéon no
vacia B de F es una base de filtro para F si ocurre que para todo F' € F, existe
un B € B tal que B C F.

Observacion 1.6.6. Cualquier filtro y cualquier base de filtro es una familia
centrada.
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Proposicion 1.6.7. Sean X un conjunto y B una familia no vacia de subcon-
juntos de X. Entonces B es una base de filtro para algun filtro en X si y solo
si ) ¢ B y para todo By, By € B, existe By € B tal que B3 C By N Bs.

Demostraciéon. =] Si B es una base de filtro de F, entonces B C F y por
tanto () ¢ B. Ahora bien, si By, By € B, entonces B; N By € ¥y por ser B base
de filtro de JF, debe existir un elemento Bz € B tal que B3 C By N Bs.

<] Si 0 ¢ By para todo By,Bs € B existe B3 C By N Bsa, definimos
Fp = {F C X : existe B € B tal que B C F}. Entonces § ¢ Fp, y de
la definicién de Fp se deduce que si F' € Fg y F C Fy, entonces F; € Fp.
Consideremos ahora F; y F» en Fp. Existen By, By € B tales que By C F} y
By C F5. Sea B3 € B tal que B3 C By N By. Entonces By C Fy N Fy, y por lo
tanto F1 N Fy € Fp. Esto prueba que Fp es filtro, y claramente B es base de
Ip. O

Observacién 1.6.8. Si B es una coleccién no vacia que satisface que §) ¢ B y
para cualesquiera By, By € B, existe By € B tal que By C By N By, entonces el
filtro del cual B es base es la colecciéon Fp = {F C X : existe B € B tal que
B C F} y decimos que el filtro Fp es generado por B.

Enunciaremos un teorema cuyo corolario es el llamado Teorema del ultrafil-
tro, que es un debilitamiento del Axioma de Eleccién. Nuestra prueba de dicho
teorema dependera del Lema de Zorn.

Teorema 1.6.9. Sea X un conjunto. Para toda familia centrada C de subcon-
juntos de X existe un ultrafiltro G que contiene a C.

Demostracion. Sea ® el conjunto dado por
® = {D : D es una familia centrada en X con € C D}.

Es claro que este conjunto no es vacio y estd parcialmente ordenado por la
relacién de contencién de conjuntos (C). Ademds, toda cadena en (P, C) estd aco-
tada superiormente en (®,C). En efecto, consideremos una cadena no vacia
{'Da}aEJ en O.

Definamos 3 = (J,c; Da- Se tiene entonces que H € ® y que D, C H para
cada a € J. Asi, por el Lema de Zorn, existe un elemento C-maximal F € ®.

AFIRMACION. T es un ultrafiltro que contiene a C.

Veamos que F es filtro. Como C C F y F tiene la propiedad de intersecciéon
finita, se tiene que F # 0y @ ¢ F. Ademds, si A€ Fy A C B C X, entonces
la coleccién F U {B} es una familia centrada que contiene a €, de modo que,
por la C-maximalidad de ¥, F = FU {B} y por lo tanto B € F. Consideremos
ahora un par de elementos A, B € F. Es fécil verificar que FU {A N B} tiene la
propiedad de la interseccion finita y entonces, por un razonamiento similar al
anterior, AN B € F. Por lo tanto, F es un filtro.
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Ahora bien, de la Observacién 1.6.6, tenemos que si G es un filtro que contiene
a JF, entonces G es una familia centrada que contiene a ¥ y por lo tanto también
a C. Entonces, por la C-maximalidad de ¥, F = §G. De esta manera, F es un
ultrafiltro y claramente contiene a €, lo que concluye la prueba. 0

Del teorema anterior y la Observacién 1.6.6, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 1.6.10. (Teorema del ultrafiltro) Sea X un conjunto. Si F es un
filtro (respectivamente una base de filtro) sobre X, entonces existe un ultrafiltro
S que contiene a F.

Observacion 1.6.11. En el caso de que X sea un espacio topoldgico, se emplean
convenciones analogas a las senaladas en la Definicién 1.6.5 y la Observacién
1.6.8, y se tienen las versiones correspondientes a los resultados 1.6.7 y 1.6.10,
para los Z(X)-filtros.

Proposicién 1.6.12. Sea F un Z(X)-filtro. Entonces son equivalentes:
(a) F es un Z(X)-ultrafiltro y
(b) si Ae Z(X) es tal que AN B # 0 para cada B € F, entonces A € F.

Demostracién. (a)=(b) Supongamos que existe A € Z(X) tal que ANB # ()
para cada Be€ FyseaB=FU{ANF:FecTF}

Aseguramos que B es base para algin Z(X)-filtro. En efecto, como ) ¢ F
y ANF # () para toda F € F, entonces (} ¢ B. Ademds, dados By, Bs € B,
tenemos que:

1) Si By, By € F, entonces By N By € B pues F C B.

2) Si By € Fy Bo = AN F; para alguna F» € F, entonces

BiNBy =B NANE,=AN (B NE)

con By N Fy € F. Por lo tanto, By N By € B

3) Si By = ANF y Bo = ANF; para ciertos Fy, Fy € F, entonces By N By =
AN (Fy N Fy), de manera que B; N By € B.

Por tanto, de la Proposicién 1.6.7, B es base para un Z(X)-filtro, digamos
G. Observemos ademds que F C Gy que como ANFCAcZ(X)yANFeg
para cada F' € F, entonces A € G.

Entonces, como F es Z(X)-ultrafiltro, tenemos que § = G, y por lo tanto,
Aeg.
(b)=(a) Supongamos que F no es un Z(X)-ultrafiltro. Tenemos que del Teorema
1.6.10, exite un Z(X)-ultrafiltro G tal que § O F, de manera que F g G.

Sea A € G\F C Z(X). Entonces, por hipétesis, A € F, lo cual es una
contradiccién. 0
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1.7. La compactacién de Stone-Cech

En esta seccién, daremos una construccion alternativa de la compactacion
de Stone-Cech de un espacio topolédgico, que a menudo resulta bastante ttil.

En lo que sigue de esta seccién, consideraremos un espacio completamente
regular X.

Recordemos de la seccién 1.3, que la compactacién de Stone-Cech del es-
pacio X, denotada usualmente por 83X, es el espacio cl(5[X]), donde (3 es la
funcién diagonal 8 = Atco(x,o1)f : X — [0, 1]¢(X00.1]) definida por la colec-
cién C(X, [0, 1]), que para espacios Tychonoff es un encaje.

Antes de enunciar la construccién alternativa de la compactaciéon de Stone-
Cech, es menester definir ciertos conjuntos y dar algunas propiedades respecto
a ellos.

Denotemos por W al conjunto {F C Z(X) : F es Z(X)-ultrafiltro}. Dado
AeZ(X)sea S(A)={FeW: AecTF}.

Sea U, = {A € Z(X) : x € A}. Notemos entonces que si f : X — [0,1] es
la funcién constante cero, entonces x € Z(f) y por tanto, Z(f) € U,. Ademas,
dada A € Uy, se tiene que x € A y por lo tanto A # (). De esta manera, U,
es una coleccién no vacia de conjuntos no vacios. Por otra parte, si A, B € Uy,
entonces por el Lema 1.2.3, AN B € Z(X) y claramente x € AN B, por lo
que AN B € U,. Ahora bien, sean A € U, y A C B € Z(X). Entonces « € B
y por lo tanto B € U, con lo cual, se tiene que U, es un Z(X)-filtro para
toda = € X. Pero se tiene mds aun, se tiene que U, es un Z(X)-ultrafiltro.
En efecto, supongamos A € Z(X) tal que para cada B € U,, AN B # . De
ocurrir que z ¢ A, existirfa una funcién f: X — R con f(z) =0y f[A4] C {1}.
Entonces B = f~1[{0}] serfa un elemento de U, tal que AN B = 0, lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto x € A, es decir, A € U,. Asi, de la Proposicién
1.6.12, se tiene que U, es Z(X)-ultrafiltro.

Definimos e : X — ‘W tal que e(x) = U, para cada = € X.

Observemos que dados =,y € X distintos, se tiene que existe una funcién
f:X —[0,1] continua tal que f(z) =0y f(y) = 1. Entonces Z(f) € U\Uy, ¥y
asi, tenemos que e es una funcién inyectiva.

Veamos que la coleccién {S(A) : A € Z(X)} es una base para los cerrados
de alguna topologia en 'W. Para ello, probamos el siguiente lema.

Lema 1.7.1. Sean A, B € Z(X), entonces S(A)US(B) = S(AUB) y S(A)N
S(B) =S(ANB).

Demostracion. Consideremos F € S(A) U S(B), entonces, sin pérdida de
generalidad, § € S(A4). Y como A C AUB € Z(X), AUB € 3, esto es,
S(A)US(B) C S(AUB).
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Sea ahora F € S(AUB). Entonces AUB € Fy de ocurrir que A ¢ F, existiria
(de la Proposicién 1.6.12) C € F tal que ANC = . Entonces (AUB)NC € F
y por tanto, BN C € F. Por lo tanto, B € F y asi, S(A) US(B) = S(AU B).

Sea ahora F € S(A) N S(B), entonces A, B € Fy por tanto, AN B € F. De
manera que S(A) N S(B) € S(AN B). Por otra parte, dado F € S(AN B), se
tiene que AN B € F. Como ANB C Ay ANB C B, entonces F € S(A) y
F € S(B), con lo que concluimos la prueba. O]

Proposicién 1.7.2. {S(A4) : A € Z(X)} forma una base para los cerrados de
alguna topologia en W. Es decir, la coleccion = {W\S(A) : A € Z(X)} es
base para alguna topologia en 'W.

Demostracién. Tenemos que dado F € W, F € W\S(0). Y ademds, dados
A,B e Z(X),

(WAS(A)) N (W\S(B)) = W\(S(A) U S(B)) = W\S(AU B),

que es un elemento de (3 por el Lema 1.2.3. De esta manera, de la Proposicion
B.1.5, existe una unica topologia para la cual 3 es base. 0

Definicion 1.7.3. Damos una construccién equivalente de la compactacion de
Stone-C'ech como el espacio que tiene como conjunto base a W con la topologia
para la cual {S(A): A € Z(X)} es base de cerrados.

La prueba de que esta definicién es equivalente a la dada previamente (i.e.
la prueba de que W es una compactacién de X y que es equivalente como
compactacién a 5X), puede consultarse en [GJ; p. 82-88].

En lo que sigue de la seccién, supondremos a (W, e) como la compactacién
de Stone-Cech, de manera que e : X — W es un encaje de X en W tal que
cw(e[X]) =W.

A lo largo de este trabajo, el residuo de X, usualmente denotado por X\ X,
tendra dos interpretaciones. Si consideramos X = cl(8[X]) donde 8 es un en-
caje de X en el cubo [0, 1] interpretamos a 3X\X como el conjunto
c(B1X])\B[X]. Por otra parte, si X =W (véase la Definicién 1.7.3), interpre-
tamos a X\ X como el conjunto W\e[X].

A continuacién enunciamos y probamos varias propiedades de la compactacion
de Stone-Cech que usaremos posteriormente.

Lema 1.7.4. Sea A € Z(X). Entonces:
(1) S(A) =0 siy sélosi A=0y
(2) S(A) =W si y sélo si A=X.
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Demostracién. En la afirmacién (1), la suficiencia es trivial. Supongamos que
A # (). Entonces

FA)={BeZ(X): AC B}
es un Z(X)-filtro y (por el Teorema 1.6.10) existe un Z (X )-ultrafiltro G tal que
F(A) C S. Entonces § € Wy ademéds A € F(A) C G. Por lo tanto, § € S(A).

Para probar la afirmacién (2), supongamos que S(A) = W, y que existe
z € X\A. Entonces, como A € Z(X), A es un cerrado. Por lo tanto, existe
feC(X,]0,1]) tal que f(x) =0y f[A] C {1} y asi, AN Z(f) = 0. Observemos
ademads que

F(Z(f) ={B e 2(X): Z(f) < B}

es un Z(X)-filtro y por tanto, del Teorema 1.6.10, existe un Z(X)-ultrafiltro G
tal que F(Z(f)) C G. Entonces § € W = S(A), lo cual es una contradiccién.

Por otra parte, si A = X, como todo Z(X)-ultrafiltro tiene a X como ele-
mento, S(A4) =W. O

Lema 1.7.5. Si A € Z(X), entonces e[A] = S(A) Ne[X].

Demostracién. Sea U, € e[A]. Como A € Z(X) es tal que z € A, A € U,.
Por lo tanto U,, € S(A). Esto es e[A] C S(A), y como e[A] C e[X], se tiene una
de las contenciones.

Para probar la otra, consideremos U, € S(A4) N e[X]. Entonces A € U, por
lo que z € Ay asi, e(x) € e[A]. O

Lema 1.7.6. Si A € Z(X), entonces clwe[A] = S(A).

Demostraciéon. Como S(A) es cerradoen Wy e[A] C S(A), entonces clwe[A] C
S(A).

Por otra parte, sea F € S(A) y supongamos que F ¢ clywe[A]. Entonces existe
una vecindad U de F tal que F € U C W\e[4]. Como la coleccién {W\S(A) :
A€ Z(X)} es base de W, existe B € Z(X) tal que F € W\S(B) C W\e[4]. De
modo que F ¢ S(B) y asi B ¢ Fy e[A] C S(B).

Entonces, para todaz € A, U, € S(B), porloque A C B.Y como F € S(A),
A € F, por lo cual, B € F, lo cual es una contradiccién. O

Proposicién 1.7.7. Para cada abierto-cerrado A de X, clwe[A] es abierto-
cerrado en BX.

Demostracion. Sea A un conjunto abierto y cerrado en X. Claramente sélo
hay que probar que clywe[A] es abierto en SX. Observemos que como A es
abierto y cerrado, la funcién x x\ 4 es continua. Esto es, A = Z(xx\4) € Z(X).
Y de manera anéloga, X\A € Z(X).

Por lo tanto, por los lemas 1.7.6, 1.7.1 y 1.7.4, clywe[A] = S(4), W = S(A)U
S(X\A) y S(A) N S(X\A) = 0. Entonces clye[A] = S(A) = W\S(X\A). Por
lo tanto, clwe[A] es abierto ya que S(X\A) es cerrado (puesto que forma parte
de la base de cerrados de 8X) en 8 X =W O
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Para finalizar esta seccién, enunciamos una propiedad que relaciona la 0-
dimensionalidad fuerte de un espacio topolégico Tychonoff con la 0-dimensio-
nalidad de su compactacién de Stone-Cech.

Proposicién 1.7.8. Un espacio Tychonoff no vacio X es fuertemente 0-dimen-
sional si y solo si X es 0-dimensional.

Demostraciéon. =] Sea X un espacio fuertemente 0-dimensional. Considere-
mos un abierto Z CW = {F C Z(X) : F es Z(X)-ultrafiltro}. Entonces, como
{W\S(A) : A € Z(X)} es una base para la topologia de W, se tiene que dado
G e Z,existe A€ Z(X) tal que § € W\S(A) C Z. Por lo tanto A ¢ G, y asi, de
la Proposicién 1.6.12, existe B € G tal que A C X\B.

Entonces, por la Proposicién 1.4.7, existe un subconjunto de X abierto y
cerrado tal que A C U y BNU = (. De esta manera xx\y es una funcién
continua y U € Z(X). Ademds, BN U = § implica que U ¢ G, y entonces
G € W\S(U). Por otra parte, como A C U, se tiene que S(A) ={FeW:A¢c
FrC{FeW:U e F} =5U), de modo que § € W\S(U) C W\S(A) C Z,
donde W\S(U) es cerrado-abierto puesto que U lo es (véanse 1.7.6 y 1.7.7). Por
tanto, W es 0-dimensional.

<] Supongamos que X = W es 0-dimensional. Entonces, como X es com-
pacto, de la Proposicién 1.4.8, 5X es fuertemente 0-dimensional. Por otra parte,
como X estd C*-encajado en 3X (véase la Proposicién 1.3.8), entonces X es
fuertemente 0-dimensional. O

1.8. Conjuntos G5y F,

Definicién 1.8.1. Dado un espacio topolégico X, se dice que A C X es un
conjunto Gs, si A es igual a la interseccién de una cantidad a lo mas numerable
de abiertos. Se dice que un subconjunto B de X es un conjunto F,, si B es
unién de una cantidad a lo més numerable de cerrados.

Veremos una propiedad de los conjuntos G que usaremos més adelante.

Proposicion 1.8.2. Sea X un espacio normal. Entonces son equivalentes:
(a) A es un subcongunto cerrado Gs.
(b) A es un conjunto nulo.

Demostracién. (a)=(b) Sea A un subconjunto cerrado de X tal que A es G5
y sea {A, : n € w} una familia de abiertos tal que A =, An. Como A C A,
para toda n € w, entonces AN(X\A,,) = 0 para todan € w. Asi, por el Lema de
Urysohn (véase [E; teo.1.5.11, p.41]), existe una funcién continua f,, € X[0,1]
para cada n € w tal que

fn[A] - {O} y fn[X\An} c {1}

Aseguramos que A = (,.c,, f [{0}]. En efecto, por un lado, como f,[A] C

{0}, entonces dada = € A, se tiene que f,(z) = 0 para toda n € w. Por otro
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lado, dada z € X\A, se tiene que x € X\A, para alguna n € w. Entonces,
para dicha n, f,(x) = 1y asi, 2 ¢ (N, fn '[{0}]. De manera que, como la
interseccién numerable de nulos es nula (véase Lema 1.2.4), A es un nulo.
(b)=(a) Sea A un subconjunto nulo de X, digamos A = Z(f). Entonces,
como fH{0}] = T Npew (= 3)] = Nuew £ (=5 7)) con fH(=1, 1]
abierto para cada n € w por la continuidad de f. Por lo tanto, A = f~1[{0}] es
interseccién numerable de abiertos. O

Definicién 1.8.3. La clase de las funciones continuas es llamada clase 0 de
Baire. Para cada natural n > 0, las funciones que pueden ser consideradas
como limites puntuales de sucesiones de funciones de la (n — 1)-ésima clase de
Baire, se llaman elementos de la n-ésima clase de Baire.

Proposicién 1.8.4. Sea f: R — R una funcion de la primera clase de Baire.
Entonces f~1[A] es un Gs (F,) para todo cerrado (abierto) A contenido en R.

Demostracion. Sean {f, € C(R) : n € w} una coleccién de funciones tales
que lim, o fn(xz) = f(z) para cada € R y A C R un abierto. Entonces, si
para cada n € w\{0}, F,, = {z € R: d(z,R\A) > 1}, F, es cerrado para toda
new\{0} y A=, F,. Es decir, A es un conjunto F.

Aseguramos que fHA] = Up _1 Npsm fr H[Fm]. En efecto, sea z € f1[A].
Entonces f(z) € A. Sea ng € w el primer natural tal que z € F,,. De ocurrir
que & & Upe_ 1 Mpsm fn ' [Fm], entonces para cada m € w, existirfa n,, > m tal
que x ¢ f, '[Fy], de manera que f,, (z) ¢ Fp,. Ademds, como Fy C F C ... C
F,, C ... entonces

Tim_d(f,, (z), R\A) = 0.

Pero f(x) € Fp,, por lo tanto lim,, o fn,, (x) # f(z), lo cual contradice nuestra
eleccién de la sucesion (fy,)new- De esta manera,

A U N £t Fm)

m=1n>m

Para verificar que la otra contencién se da, consideremos un elemento = €
Ui Mysm foo HFm]. Entonces z € (.-, fu ' [Fm] para alguna m € w, es decir,
fn(x) € Fp, para toda n > m. Pero lim,, o fn(x) = f(z) y F,, es cerrado, de
modo que f(z) € F,, C A, con lo cual queda probada la afirmacién.

Como f,; [F,,] es cerrado para toda n y toda m en w, y la interseccién de
cerrados es cerrada, se tiene que f~1[A] es un conjunto F,.

Consideremos ahora un cerrado F' C R. De lo anterior, f~1[R\ F] = R\ f ~}[F]

es un conjunto Fy, digamos (J,,,, £n. Entonces

R =R\ Ea

necw
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= [ R\E,,

new

donde R\ E,, es abierto para cada n € w y por lo tanto f~![F] es Gy, con lo cual
concluimos la prueba. O

Teorema 1.8.5. Cualquier G5 (F,) A de R no numerable, tiene cardinalidad
280,

Demostracion. Probaremos que todo conjunto G5 no numerable contiene un
conjunto de cardinalidad 2%°.

Sea A C R un conjunto no numerable tal que A =, . A, con A, abierto
para toda n € w. La demostraciéon consiste en la construcciéon de un conjunto
homeomorfo al conjunto de Cantor (véase [R; sec.2.44, p.41]) a partir de A. Sea
A* = {x € A : para todo abierto U con = € U, |[U N A| > Ry}, a éste tltimo
conjunto se le conoce como el conjunto de los puntos de condensacion de A.
Afirmamos que A* # (0 y que A* C der(A*) (es decir, todos los puntos de A*
son puntos de acumulacién.

Supongamos que A* = (), entonces para todo z € A, existe un abierto
(az,by) C R, tal que x € (ag,by) y |(ag, by)NA| < Rg. De esta manera, {(ay,bs) :
x € A} es una cubierta abierta de A, y por la segundo numerabilidad de R,
se tiene que existe una coleccién g, Z1, ..., Ty, ... de elementos de A tales que
A C Unewl(@a,,bz,), con [(az,,bs,) N Al < R para toda n € w. Asi, [A] <
Y onew 1@z, be,) MA] < Rg - Rg = Ry, lo cual es una contradiccion puesto que
por hipétesis A es no numerable. Por lo tanto, A* # ().

Para verificar que A* C der(A*), supongamos que existe un punto aislado
x € A* y sea (a,b) C R tal que (a,b) N A* = {z}. Entonces, para toda y €
[(a,b) N A]\{z}, se tiene que y ¢ A* y por lo tanto existe (ay,b,) C R tal que
y € (ay,by) v |(ay,by) N Al < Ng. Usando el mismo argumento que para el
inciso (@), tendriamos que |(a,b) N A| < Ny, lo cual es una contradiccién pues
z € (a,b) N A* implica que |(a,b) N A| > Ry por definicién de A*. Por lo tanto,
A* C der(A*).

Construiremos el conjunto homeomorfo al conjunto de Cantor con base en
estas dos propiedades de A*.

Construiremos de manera inductiva intervalos con propiedades particulares.
Ilustraremos el procedimiento con el caso base. Sean E(0) y E(1) intervalos
cerrados (no unitarios) tales que:

1. E(0)NE(1) =0,
2. EO)NA*#£0y E(1)Nn A* £ 0,
3. E(0) U E(1) C A,

4. la longitud de los intervalos £(0) y E(1) es menor que 3.
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Podemos considerar estos intervalos dado que A* # @) y A* no tiene puntos
aislados. En efecto, sea x € A* y sea I = (a,b) tal que z € I. Entonces existe
y # x tal que y € I N A*. Hacemos § = w, E,=(x—-6x+0)y
E, = (y — 6,y + ). Asi, los intervalos E, y E, son ajenos y tienen longitud
menor que % Ahora bien, A* C A C A; y Ay es un conjunto abierto, de manera
que existen ag, b, € R tales que a, < & < b, y [az,b:] C E, N Ay. Similarmente,
existen a,, b, € R tales que ay <y < by y [ay,b,] € E, N A;.

Sean E(0) = [ay, by v E(1) = [ay, by].

Habiendo elegido 2™ intervalos cerrados cada uno asociado a una n-ada de
ceros y unos tales que:

1. si E(ag, a1, ..., an) vy E(Bo, 1, ..., 0n) son tales que para alguna m < n,
m # B entonces E(ag, a1, ...,an) N E(Bo, Br, ... Br) = 0,

2. E(ag, a1, ..., ) NA* £,

3. E(ag,a1,...,an) C A, N E(ap, a1y ey 1),

4. la longitud de los intervalos E (g, aq, ..., @) €8 menor que 3%

Elegimos, de cada uno de los intervalos dados, dos intervalos de la misma
manera que en el caso base. Entonces, por las mismas razones que en el caso
base, los 2! intervalos elegidos satisfacen las condiciones deseadas.

Observemos que por ser E,, = |J E(ap, a1, ..., @, ) unién finita de 2™ interva-
los cerrados, se tiene que E, es compacto. Llamemos € al conjunto (), ., En.
Notemos que entonces € es cerrado. Ademas, como para cada n € w E,, C A,,
entonces € C (), o, En € Nyen, An = A.

Aseguramos que [0, 1] es biyectable con €. En efecto, sea x € [0, 1] y consid-
eremos su expansién binaria como la funcién by : w — {0,1}. Llamemos E? al
intervalo E(b;(0),b,(1), ..., bz(n)) y consideremos la sucesién (EZ%),c,. Tenemos
que para cada n € w, EX | C E¥ y que lim,, o |E%| = 0. Esto es, tenemos una
sucesion de intervalos anidados cuya longitud tiende a cero y por lo tanto, ex-
iste 7 € R tal que (1, o, B = {r}. De esta manera, como (), ., E € ,c,, En,
r € €. Sea g : [0,1] — C dada por g(x) =, ., Er-

g es inyectiva puesto que dados = # y, se tiene que b, # b, y por lo tanto

ﬂnEw E;i 7& ﬂn@u E%

Veamos que es sobre €. Consideremos = € €. Dada n € w, existe b, (una
sucesién de ceros y unos) tal que x € E(b,). Observemos que de ocurrir que
para algunas I,m,n € w, con m < n, Il < my by(l) # b,(l), tendriamos que,
por la construccién de tales intervalos (condicién 1.), E(b,,) N E(b,) = 0 lo
cual es una contradiccién (puesto que se tiene que x € E(b,,) N E(by,)). Por lo
tanto, by, € by y by = |U,,¢c,, bn- De modo que tenemos que para toda n,m € w,
si x € E(b,) N E(by) y m < n entonces by, C b,. Asi, by = |J,c,, bn es una
sucesién infinita de ceros y unos que representa a x puesto que x € (), o, E(by,).
Por lo tanto, existe z € [0,1] tal que b, = b,, esto es, existe z € [0, 1] tal que

g(z) = mnew Evzz = ﬂnEw E(bn) =T O
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1.9. Espacios N-compactos

En el capitulo 7 se prueba que el espacio de Niemytzki es N-compacto.
El objetivo de esta seccién es dar las herramientas necesarias para que dicha
demostracién sea breve y concreta.

Los espacios N-compactos fueron introducidos por S. Mréwka en su articulo
On universal spaces ([M4]) en el ano 1956, donde se definié ademds el concepto
general de espacio E-compacto.

Catorce anos mas tarde, contruyé un espacio de Mréwka N-compacto (la
nocion de espacio de Mréwka serd introducida en el capitulo 4).

Definicién 1.9.1. Decimos que un espacio topoldgico X es N-compacto si es
homeomorfo a un subespacio cerrado de algin producto de copias de N.

Observacién 1.9.2. Si X es un espacio N-compacto, entonces de las proposi-
ciones 1.4.3 y 1.4.4, se tiene que X es un espacio O-dimensional.

Definiciéon 1.9.3. Dados un espacio topolégico X y S un subespacio de X,
decimos que S es Gs-cerrado en X si para cada z € X\S, existe un conjunto
GsGtalquez € Gy GNS=10.

Lema 1.9.4. Un subespacio Gs-cerrado S de un espacio N-compacto X es N-
compacto.

Demostracién. Sean Y = X\S y y € Y. Como S es Gs-cerrado, existe un
conjunto G5 E, tal que y € E, C Y. Sea {V,}22, una coleccién de abiertos en
X tales que (), V,, = E,.

Por la 0-dimensionalidad de X (véase la Observacién 1.9.2), para cada n €
w\{0}, existe un conjunto abierto y cerrado U,, C X tal que y € U,, C V},.

Reenumeremos los abiertos-cerrados U, de manera que (U,)22; sea una
sucesion decreciente de abiertos-cerrados y sea H, la interseccién de dicha colec-
cioén (es decir, H, = (o~ Uy). Sea N, = X\(,—, U,.
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Aseguramos que NNV, es N-compacto.
En efecto, como X es un espacio N-compacto, X x N también es N-compacto,

donde
XXN%@Xx{n}

new
(n € NP,e, X x {n}] dada por p((z,n)) = ((#,n),n) es un homeomor-

fismo). Sea Uy = X. Consideremos el subespacio |J,c.,((Un\Unt1) x {n}) de
X xN.

Notemos que la intersecciéon de dicho subespacio con cada uno de los sumandos
de @,,c, X x {n} = X x N es cerrada (puesto que cada U, es abierto y cerrado)
y por lo tanto es un subespacio cerrado de X x N. Definamos

h: Ny, — U ((Up\Un41) x {n}) como h(z) = (z,n.),

new

con n el inico natural tal que z € Uy, vy 2 ¢ Up_41.

De esta manera, h es una funcién biyectiva. Veamos que h es continua. Sea
z € Ny y sea W un abierto en |J,,c,(Un\Un+1) x {n}) tal que h(z) € W.
Como W es abierto en |J, ¢, ((Un\Uns1) x {n}) y este tltimo es abierto en
X x N, tenemos que W es abierto en X x N. Asi que WN (X x {n,}) es abierto
en X x {n.}y (z,n,) € WnN(X x {n.}). Como (U, \Upn.+1) X {n.} es un
abierto en X x {n,} que contiene a (z,n.), existe un abierto V de X tal que
(z,n:) € Vx{n.} SWN[(Upn \Un,+1) x {n;}]. Notemos que V C N,. Asi, V
es un abierto en N, tal que z € V y h[V] =V x {n.} CW.

Veamos que es abierta. Sea V' un abierto en Ny, y consideremos w € h[V]
con w = h(z). Entonces VN (U, \U,,+1) es un vecindad abierta de z contenida
en V tal que

WV O (Un\Un.+1)] = (V0 (Un\Un. 41)) x {n.},



26 CAPITULO 1. COMPACTACIONES Y ESPACIOS 0-DIMENSIONALES

que es abierto en |J,,c,,((Un\Un11) x {n}) y estd contenido en h[V].

Por lo tanto, hemos probado que N, es homeomorfo al subespacio cerra-
do U,ew((Un\Uny1) x {n}) del espacio N-compacto X x N. Esto es, N, es
N-compacto.

Eligiendo asi a N, para cada y € Y, tenemos que S = ﬂer N,. Més atin,
como cada factor N, es homeomorfo a un subespacio cerrado de un producto
de copias de N, el producto II,cy N, es homeomorfo a un subespacio cerrado
de un producto de productos de copias de N (véase la Proposicién B.1.20), de
manera que II,ey Ny es también N-compacto.

Sea F' = {(zy)yey € llyey Ny : y = x,, para cada y,y’ € Y'}. Notemos que
dado (zy)yey ¢ F, tenemos que existen y;,y2 € Y tales que z,, # z,, y por ser
X un espacio T5, existen un par de abiertos ajenos Vi y V5 tales que z,, € V;
Y 2y, € Vo. Sean Uy = Vi NNy, v Us = Vo N N,,. Entonces z,, € U; y U; es
abierto en N, para i = 1,2. Sea W = p, '[{U1]Np, ! [Us]. Entonces W es abierto
en II,cy Ny y (2y)yey € W. Ademads, dado (ay)yey € W, se tiene que a,, € U;
Y Gy, € Us, entonces ay, # ay, y por lo tanto W C (II,cy Ny)\F. Esto es, F es
cerrado en Il cy IV,,.

Definimos ¢ : S — F como ¢(s) = (s,)yey donde s, = s para toda y € Y.
Es claro que ¢ es biyectiva. Ademds, se tiene que ¢ seguida de cada una de las
proyecciones py es la identidad de S en S, de modo que la composicién de ¢ con
cada una de las proyecciones es continua y por lo tanto ¢ es continua (véase [E;
prop.2.3.6, p. 78]). Veamos que ¢! es continua en (z,),ecy € F. Notemos que
o 1 F — Sestal que o' ((wy)yey) = = donde z = z,, € S para caday € Y.
Sea V un abierto en S tal que ¢~ !((zy)yey) € V y sea U un abierto en X tal
que V =U N S. Entonces

(xy)yGY € (p;()l [U N Nyo]) NF,

para cualquier yo € Y. Sea (z,)yey € (py,' [UNNy,])NF, entonces z,, € UNN,,
Y 2y, = z para alguna z € S, esto es z,, = 2 € UN Ny, NS. Pero S C Ny,
de modo que z € UNS = V. Es decir ¢~ '((2y)yey) € V, que implica que
@ H(py, [U N Ny,]) N F] € V. Por lo tanto, ¢ es bicontinua y de esta forma,
S=F.

Hemos probado entonces que S es homeomorfo al subespacio cerrado F' del
espacio N-compacto II,cy N,. Por lo tanto, S es N-compacto. O

Proposicién 1.9.5. Si X es un espacio Ty primero numerable, entonces todo
subespacio Y de X es Gs-cerrado.

Demostracién. Consideremos un subespacio Y de X. Por la primero numera-
bilidad de X, cada elemento de X posee una base local de vecindades numerable.
Sin perder generalidad, podemos suponer que las bases locales de vecindades
para los puntos de X estdn formadas por abiertos de X. En particular, si {B,, :
n € w} es una base de vecindades abiertas para algtin z € X\Y, {z} =, c,, Bn-
Esto es, cada conjunto unitario de X\Y es un Gj, lo que concluye la prueba.
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Corolario 1.9.6. Todo N-compacto primero numerable es hereditariamente N-
compacto.

Demostracién. Se sigue directamente de los resultados 1.9.4 y 1.9.5. O

Antes de continuar, definimos los espacios realcompactos.

Definicién 1.9.7. Decimos que un espacio topolégico Tychonoff X es realcom-
pacto si para cada p € SX\ X, existe una funcién continua f : X — R que no
se puede extender continuamente a X U {p}.

La siguiente proposicién tiene consecuencias que motivaran el tema central
del capitulo 4.

Proposicion 1.9.8. Siun espacio topoldgico es realcompacto y pseudocompacto,
entonces es compacto.

Demostracion. Sea X un espacio realcompacto, pseudocompacto y suponga-
mos que no es compacto. Entonces existe p € BX\X. Sea f : X — R continua
tal que f no se puede extender a X U {p}.

Como X es pseudocompacto, f es acotada, es decir, existe n € w tal que
fIX] € [~n,n]. Entonces existe f : X — [—n,n] continua y tal que f [x= f
(véase el Lema 1.3.8).

Pero entonces f [ xu{p} €s una extension continua de f a X U{p}, lo cual es
una contradiccién.

Por lo tanto, X es compacto. O

Los siguientes dos resultados son esenciales para probar el iltimo Teorema de
esta seccién. Sin embargo, la prueba de cada uno de ellos es bastante extensa por
lo que no las incluiremos en este trabajo. El lector interesado puede consultarlas
en [MN; teo. 3.10, p.470] y [N; cor. 2, p.184] respectivamente.

Teorema 1.9.9. Todo espacio fuertemente 0-dimensional y realcompacto es
N-compacto.

Teorema 1.9.10. Todo espacio reqular y Lindeldf es realcompacto.

Teorema 1.9.11. Sea X un espacio Ty, tal que X es un espacio 0-dimensional
y Lindelof. Entonces X es N-compacto.

Demostracién. De la Proposicién 1.4.8, tenemos que X es fuertemente 0-
dimensional, y por tanto es Tychonoff. De esta manera, del Teorema 1.9.10, X
es realcompacto. Entonces, del Teorema 1.9.9, X es N-compacto. O
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Capitulo 2

Familias casi ajenas y
Axioma de Martin

En este capitulo definiremos y veremos propiedades de uno de los conceptos
mas importantes de la combinatoria infinita, las familias casi ajenas, cuyo papel
serd fundamental en los siguientes capitulos. Enunciaremos y veremos algunas
de las consecuencias del axioma de Martin, un enunciado independiente de los
axiomas de ZFC (es decir, los axiomas bésicos de la Teoria de Conjuntos),
nombrado asi en honor a Donald A. Martin. Con tal propdsito, definiremos
también Ordenes parciales y filtros de érdenes parciales.

2.1. Familias casi ajenas

Definicién 2.1.1. Una colecciéon A de subconjuntos de w es una familia casi
ajena si cada elemento en A es infinito y para cualesquiera dos elementos dis-
tintos A, B € A se cumple que | AN B |< V.

Un ejemplo de una familia casi ajena en w de cardinalidad R, es la coleccion
A={{p" :n € w} :pesprimo }. En efecto, todo elemento de A es infinito y
dados A, B € A distintos, digamos A = {p" : n € w} y B = {q¢™ : m € w}, se
tiene que p # ¢, de modo que AN B = (; de lo contrario, p™ serfa igual a ¢™
para ciertas m,n € w, contradiciendo el teorema fundamental de la aritmética.
Por tltimo, A es infinita puesto que el conjunto de primos lo es.

Observemos ademés que dada una familia casi ajena A de w, se tiene que
A C P(w), de modo que | A |< 2%,

Proposicion 2.1.2. Existe una familia casi ajena A en w de cardinalidad c.

Demostracion. Sea h : Q — w una funcién biyectiva. Para cada ndmero

irracional r, fijemos una sucesién s, = (qg))m@ de ndmeros racionales que

29
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converge a r y tal que qﬁ,:) * qf;/), para toda m # m/. Definimos A = {h[{qr(,f) :

m € w}] : r € I}, donde I denota al conjunto de nimeros irracionales (i.e.
I =R\Q). Aseguramos que A es un familia casi ajena de w.

Sea A € A. Entonces A = h[{qf,f) :m € w}] para alguna r € I fija. Como h

es biyectiva, h | lo es, de modo que |A| = |{q,(£) :m € w}| =Ny y asi,

(a4 mew}
tenemos que todo elemento de A es infinito.

Sean A, B € A, tales que A # B. Entonces A = h[s,], B = h[s;] para ciertos
r,t € 1, con r # t.

Veamos que |A N B| < Ng. Para ello, supongamos que |A N B| = Yy. En-

: : () (t)

tonces existen subsucesiones S, = (qm,)necw ¥ St, = (Gmp)ncw de Sp ¥ St
respectivamente, a saber las consistentes de los elementos de h~[A N B, tales
que hls, ] = h[s;,] donde para toda n # n’ y para toda i € {r,t}, q,(,? #* q,(:;)n,.
Asi, por la inyectividad de h, se tiene que s,, = ;. Pero (qg)) — 7, por
tanto, como (q,(ﬁzl) = ( 7(7?71)7 tenemos que (q,(,tl)n) — 7, que es una contradiccién
pues r # t y s; converge a t. Por tanto, |[A N B| < Ry y asi, hemos probado la

afirmacion.

Ademas, a cada r € I, podemos asociarle inyectivamente la imagen bajo h
de una sucesién s,., que es un elemento de A, con lo que podemos concluir que
[T| < |A|, y de la observacién antes hecha, esto implica que |A| = 2%0.

Por tanto, A es la familia casi ajena de la cardinalidad buscada. O

Observacién 2.1.3. Si consideramos un subconjunto numerable N de w, po-
demos definir una biyeccién de Q en N, digamos g, fijar para cada nimero

irracional r, una sucesién s, = (qfﬁ))me de ntimeros racionales que converge a r
y tal que qg) + q(r) para todam # m/, y definir B = {g[{qff{) :m e N} :rel}

m’
Entonces se sigue, de una prueba similar a la de la Proposicién 2.1.2, que B
es un familia casi ajena de cardinalidad 28 y asf, podemos concluir que dado un
subconjunto numerable de w, existe una familia casi ajena de tal subconjunto

de cardinalidad c.

Definicién 2.1.4. Una familia casi ajena A de w es mazimal si para cualquier
subconjunto infinito H de nimeros naturales, existe A € A tal que AN H es
infinito.

Proposicion 2.1.5. Cada familia casi ajena A de w estd contenida en una
familia casi ajena B que es maximal.

Demostracién. Sea 2 la coleccion de familias casi ajenas sobre w que contienen
a A. Tenemos que 2 estd parcialmente ordenado por la contencién y es diferente
de 0 pues A € . Sea € una C-cadena de familias casi ajenas. Aseguramos que
% es cota superior de €. En efecto, sean A, B € |J%. Entonces A € A para
alguna A € € y B € B para alguna B € € (de manera que cada elemento
de |J¥ es infinito). Entonces, siendo € una C-cadena, podemos suponer, sin
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pérdida de generalidad, que A C B. Entonces A, B € By asi, |AN B| < No.
Por tanto, | J% es una familia casi ajena y asi, es cota superior de €.

De manera que, por el lema de Zorn, existe un elemento C-maximal de 2,
digamos %. Entonces la familia casi ajena A estd contenida en %.

Sea H C w tal que |H| = Ny. Entonces, si H € 4, se tiene un elemento
de £ cuya interseccién con H es infinita, si no, entonces necesariamente existe
B € A tal que |BN H| = N, de otra forma, tendriamos que U {H} es una
familia casi ajena contradiciendo la C-maximalidad de 4. O

Observacién 2.1.6. Sea N C w un conjunto numerable. Entonces de argumen-
tos andlogos a los de las pruebas de las proposiciones 2.1.5 y 2.1.2, existe una
familia casi ajena maximal de cardinalidad 2% en N.

Proposicion 2.1.7. Ninguna familia casi ajena numerable en w es mazximal.

Demostracién. Consideremos A una familia casi ajena numerable y {A,, : n €

w} una enumeracién de ella. Sea B, = A,\ U, ,¢,, Am- Observemos que:

Bn = (An\ U An) U (AH\AN)

men

= An\[( U Am) N An]
= A\ | (Amn Ay

men

Y que |U,en(Am N AR < X cnlAm N Anl < g (por ser A, y A
elementos de A), mientras que |A,| = Yo, de manera que B,, # 0.

Elegimos para cada n € w, b, € B,,. Observemos que como B, N B,, = 0
por construccién, b; # b; para toda ¢ # j, con ¢,j € w.

Definimos D = {b; : i € w}, entonces |D| = Xy. Por otra parte, observemos
que si b, € A,,, entonces m > n. De manera que DN A,, C {b; : i <m}, y asi,
tenemos que D es tal que:

(i) DgAy

(i) |D N A| < Ng para toda A € A.

Y por tanto, A no es maximal. 0

Definicién 2.1.8. Definimos el cardinal a como a = min{]A| : A es una familia
casi ajena maximal infinita en w}.

Corolario 2.1.9. ¥ < a < 2%,

Demostracién. Tenemos que de la Proposicién 2.1.7, R; < a. Por otra parte,
como para toda A C P(w), |A| < 2%, entonces a < 2%, lo que completa la
prueba. O
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Corolario 2.1.10. Suponiendo la hipdtesis del continuo, a = Ry = 280,

Demostracién. Del corolario anterior, 8; < a < 28, entonces, de (HC), se
tiene el resultado. O

2.2. Axioma de Martin y familias casi ajenas

El llamado Axioma de Martin (que denotaremos por AM) es un enunciado de
tipo combinatorio que afirma que para cualquier cardinal k menor que el cardinal
del continuo y para cualquier familia de a lo mas x subconjuntos “densos”en un
orden parcial que tenga una propiedad (llamada c.c.c.), existe un subconjunto
del orden parcial, que es “genérico”en el sentido de intersecar a todos los densos.

Para presentar con precisién este axioma, definimos antes los conceptos orden
parcial, c.c.c., subconjunto densoy filtro genérico.

1. En lo que resta de este capitulo, (P, <) denotard un orden parcial reflexivo
no vacio y < el orden parcial estricto asociado a < (i.e. paraz,y € P,z <y
siysélosiz <yyax#vy). Dadas p,q € P, si p < ¢, decimos que p extiende
aq.

2. Decimos que p y g son compatibles si y solo si existe 7 € P tal que r < p
y 7 < g, en cuyo caso decimos que r es extension comun de p y de q.
Decimos que p y ¢ son incompatibles, denotado p_Lgq, si y sélo si no son
compatibles.

3. Una anticadena en P es un subconjunto A C PP tal que para cualesquiera
p,q € A, si p # q entonces plg.

4. (P, <) tiene la condicidn de cadena contable, abreviada c.c.c., si y sélo si
toda anticadena en P es a lo mas numerable.

5. D C P es denso en P si para toda p € P existe ¢ < p tal que ¢ € D.

6. G C P esun filtro en P si y sélo si se satisfacen:
(i) para cualesquiera p,q € G existe r € G talque r <pyr<gqy
(ii) para toda p € G y para toda g € P, si ¢ > p, entonces g € G.

7. El axioma de Martin (AM) es el enunciado:

Para todo k < 2%, para cualquier orden parcial P no vacio que cumple
c.c.c. y para cualquier familia D de a lo mds k subconjuntos densos en P,
existe un filtro G sobre P tal que para toda D € D, GN D # ().

Tal filtro se conoce como filtro genérico o filtro D-genérico sobre P. El
enunciado de AM para un cardinal particular x, se denota AM(k), con
esta notacién, podemos reenunciar AM como:
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para todo Kk < 2%, se satisface el enunciado AM (k).

Teorema 2.2.1. (a) Si k < k' entonces AM(r') implica AM (k).

(b) AM(2%0) es falso.

(c) AM(Ro) es verdadero (a este enunciado se le conoce también como el
Lema de Rasiowa—Sikorski).

Demostracién. Para probar (a), supongamos que x < k', que AM (') es
verdadero y consideremos (P, <) un orden parcial no vacio que satisface la c.c.c.
y & una familia de subconjuntos densos de P con cardinalidad menor o igual
que k. Entonces, 2 es una familia de subconjuntos densos de P con cardinalidad
menor (o igual) que ' y por tanto existe un filtro G en P tal que para toda
D e 2,GND #10. Esto es, AM(k) es verdadero.

Para probar (b), consideramos P el conjunto de funciones parciales finitas de
wen2,ie.P={p:p Cwx2y|p| <wypesuna funcién}, y el siguiente orden:
para cada p,q € P, p < g si y s6lo si ¢ C p. Entonces p y g son compatibles si y
s6lo si coinciden en dom(p) Ndom(q), en cuyo caso pUgq es una extensién comin
de p y q. Ademas, como P es un conjunto numerable, toda anticadena en P es
a lo mas numerable, i.e. P satisface la c.c.c.

Para cada n € w, sea D,, = {p € P : n € dom(p)}. Como cada p € P puede
extenderse a una funcién con n en su dominio, D,, es denso. Ahora, para cada
funcién h € “2, sea D), = {p € P : existe n € dom(p) tal que p(n) # h(n)}.
Entonces dada p € P, se tiene que si p # h [gom(p), existe ¢ € Dy, tal que
q < p, a saber, p mismo. Por otra parte, si p = h[gom(p), entonces consideramos
n € w\dom(p) y hacemos ¢ = p U {(n, h(n) + 1)}, donde la barra indica tomar
el residuo médulo 2. Entonces claramente ¢ < p y ¢ € Dj,. De manera que cada
D, y cada Dy es denso en P. Asi, si AM(2%0) fuera cierto, tendriamos que
existe un P-filtro G que interseca a cada D,, y a cada Dy, lo que significaria que
fa =JG es una funcién con dominio en w y rango {0, 1} distinta de cualquier
h € “2 que es una contradiccién.

Para (c), consideramos tanto P como cada D,, de la misma forma que en
(b). Sea ¥ = {D,, : n € w} y definamos inductivamente sobre n, p, € P de
manera que py sea un elemento aritrario de P (que es posible pues P # ), y
Pn+1 S€a una extensién de p, tal que p,4+1 € D,; que es posible puesto que D,
es denso. Entonces se tiene que pg > p1 > p2 > .... Sea G el filtro generado por
{pn :n €w};ie, G={qgeP:3In(qg > p,)}; entonces G es un filtro y para toda
nc€w, GND, #0. 0

Del teorema anterior, se tiene que si AM (k) es verdadero, entonces de (b),
k # 2%, Por otra parte, si AM(k), de (a) 2% ¢ k. Asi, podemos concluir
que si AM (k) es verdadero, k < 2%0. De esto se desprende que, si AM(R;) es
verdadero, N; < 280 es decir, AM(X;) implica la negacién de la hipétesis del
continuo.

La prueba del siguiente teorema puede consultarse en [J; p.277].
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Teorema 2.2.2. (Generalizacion de la Categoria de Baire) Sea r < 2%0.
Si el enunciado AM (k) es verdadero entonces dada una familia {Do, CR: a0 €

Kk} de subconjuntos densos abiertos, se tiene que ¢, Do es denso.

Como corolario, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.2.3. (Teorema de la Categoria de Baire) La interseccion de
No subconjuntos densos abiertos de R es un conjunto denso.

Pasaremos ahora a ver una de las aplicaciones de AM que tiene que ver con
familias casi ajenas.

Definicién 2.2.4. Sea A C P(w) una familia casi ajena sobre w. El orden
parcial de conjuntos casi ajenos denotado por P4, es el conjunto {(s, F) : s C w,
[s| < Vg, FC Ay |F| <Ny}, donde (s, F')y < (s, F)siysélosis Cs', F CF'
y para toda x € F se tiene que x Ns’ C s.

Ahora, es claro que la relacién < sobre P4 es reflexiva y antisimétrica. Ve-
rifiquemos que es transitiva:

Consideremos (r, F'), (s, H), (t,I) elementos de P4, tales que (r, F) < (s, H)
v (s, H) < (t,I). Entonces, por definiciénde <, s Cr, H C F y paratodaz € H,
zNr C sy porotrolado,t C s, I C H yparatodaz € I, xNs C t. De manera que
t Cr,I C Fyademds,dadox € I C H, se tiene que zNr = xN(zNr) C xNs C ¢.
Por tanto (r, F') < (t,I) y entonces se tiene que en efecto, (P4, <) es un orden
parcial.

Lema 2.2.5. En Py, (s1,F1) y (s2, F2) son compatibles si y sélo si para toda
x € F1, xNsy C 51 y para toda x € Fy, xNsy C $a, en cuyo caso ($1Usa, F1UF)
es una extension comun.

Demostracién. Supongamos que (s1, F1) y (s2, F3) son compatibles. Entonces
existe (s, F) € P4 tal que (s, F) < (s1,F1) y (s, F) < (s9, F3). Por lo tanto,
s1Cs,8 Cs, Iy CF, F, CF, para toda x € Fi, xNs C s; y para toda
x € Fy, xN's C sy3. De esta manera, para toda z € Fij, tNsys CaxNsCs1y
similarmente, para toda x € Fy, £ Ns; C s, que prueba la necesidad.
Supongamos ahora que para toda x € Fy, x Nsy C s1 y para toda x € Fy,
xNs1 C sy. Entonces, para toda z € Fi, xN(s1Usy) = (zNsy)U(xNs2) Cs1y
andlogamente, para toda x € Fy, N (s1 U s2) C so. Entonces, como para cada
i=1,28 Cs1Ussy F; C Fy UFy, (s1Usg, F1 UFy) es extensién comun de
(s1,F1) y de (s, F3), con lo que concluimos la prueba. O

La condiciéon de compatibilidad es equivalente a:
Para toda © € Fy y para toda n € x\sy se tiene que n ¢ sy y para toda
x € Fy, se tiene que x N sy C s
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Definicién 2.2.6. Si G es un filtro en Py, sea dg = |J{s : existe FF C A tal
que (s, F) € G}.

Lema 2.2.7. Si G es un filtro en Py y (s, F) € G, entonces para toda x € F
se tiene que x Ndg C s.

Demostracién. Si (s', F') € G, entonces (s, F') y (s, F) son compatibles y
asi, por el Lema 2.2.5, tNs’ C s para toda = € F. 0

Definicién 2.2.8. Sea x € A, entonces definimos D, como el conjunto {(s, F') €
Py:z € F}

Lema 2.2.9. Sea G un filtro en P4 tal que GN D, # 0, entonces |xNdg| < Vo.

Demostracién. Se sigue del Lema 2.2.7. O

Lema 2.2.10. Six € A, entonces D,, es denso en Py.

Demostracién. Para cualquier (s, F) € P4, tenemos que (s, FU{x}) < (s, F'),
y claramente z € F U {z} de manera que (s, F'U{z}) € D,. Por tanto D, es
denso en P4. |

Lema 2.2.11. P4 tiene la c.c.c.

Demostracién. Supongamos que (s¢, Fe) para & < wi, fueran incompatibles
dos a dos. Entonces, por el Lema 2.2.5, todos los s¢ serfan distintos, lo cual es
imposible. O

Teorema 2.2.12. Sea A C P(w) una familia casi ajena de cardinalidad K,
donde Ry < k < 2%, Entonces suponiendo AM (k), A no es mazimal.

Demostracion. Como A es por lo menos numerable y sus elementos se inter-
secan en un conjunto finito, para todo subconjunto finito F de A, |w\ | F| = No.

Para cada n € w, sea E,, = {(s,F) € P4 : s  n}.

Consideremos una n € w fija. Notemos que dada (s, H) € P4 arbitraria, si
m € w\|JKH es tal que m > n, se tiene que sU{m} Cwy [sU{m} < No.
De esta manera, (s U {m},H) € P4. Ademas, s C sU {m} y para toda z € X,
zN(sU{m})=(zNs)U(xzn{m}) Cs, esto es, (sU{m},H) extiende a (s, H)
(o bien (sU{m}, H) < (s, H)). M&s ain, como sU{m} Z n, (sU{m}, H) € E,.
Por lo tanto, para cada elemento de P4, existe uno en E, que lo extiende y por
lo tanto E,, es denso en Py4.
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Por lo argumentado en el parrafo anterior y por el Lema 2.2.10, {D,, : « €
A} U{E, : n € w} es una familia de x subconjuntos densos en P4. Como se
satisface AM (k), existe un filtro G en P4 que interseca a todos los elementos
en {D,:xz € A} U{E, :n € w}.

Ahora bien, para cada s C w tal que (s,F) € G, s C dg (véase la Definicién
2.2.6). Como G interseca a todos los elementos de E,,, tenemos que dg € n para
toda n € w. Por lo tanto dg es infinito. Ademads, por el Lema 2.2.9, dg N es
finito para = € A. Entonces dg es un subconjunto infinito de w cuya interseccion
con cualquier elemento de A es finita. Por lo tanto, A no es maximal. O

Recordemos que a = min{|A| : A es una familia casi ajena maximal infinita
en w} (véase la Definicién 2.1.8). Veremos un resultado més respecto a este
cardinal.

Corolario 2.2.13. Supongamos AM y la negacion de HC. Entonces Xy < a =
2No,

Demostracién. Del Corolario 2.2.12, tenemos que a = 28°. De manera que
como de la negacién de HC' se tiene que X; < 280, tenemos el resultado. O

También es posible demostrar que X; < a < 2% y R, = a < 2% son
consistentes con ZFC (los axiomas bdsicos de la Teorfa de Conjuntos). Con
respecto a esto, se pueden consultar las fuentes [K], [vD] y [RG].



Capitulo 3

Los espacios de Mréowka y
sus propiedades topologicas
basicas

Los espacios de Mréwka fueron considerados en un principio, como se men-
cioné en la introduccion, para dar un ejemplo de un espacio pseudocompacto y
no numerablemente compacto, sin embargo, estos espacios tienen muchas més
caracteristicas interesantes, algunas de las cuales estudiaremos en este capitulo.

Por otra parte, veremos ejemplos de estos espacios que son homeomorfos a
espacios que se pueden considerar cotidianos, con el propdsito de esclarecer la
belleza del estudio de los espacios de Mréwka y sus propiedades.

3.1. La definicién de ¢(A)

Dada una familia casi ajena A en w podemos asociarle un espacio topoldgico
(¥(A), Ty) como sigue:

(i) para cada elemento A € A, tomamos un punto e4 € R\w, de modo que
es #epsi A# B.

(ii) el conjunto base (A) es igual a {e4 : A € A} Uw.

(ili) a cada = € ¥(A) le asociamos una coleccién By, (z) de subconjuntos de
¥(A) como sigue:

sizew, By(x)={{z}}, vy
siz=-ey, By(x)={{ea}UD:DC Ay | A\D |< R}

Notacién. En adelante, el conjunto {e4 : A € A} para alguna familia casi
ajena A, serd denotado por M 4.

37
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Aseguramos que la familia de colecciones By (x), z € ¥(A), define en ¢(A) una
topologia en la cual cada By (x) es una base de vecindades abiertas de x.

En efecto, se tiene que para cada x € ¥(A), las colecciones B (), satisfacen
las siguientes condiciones:

(1) para cada V € By(x),z €V,

(i1) si V1, Vo € By (x), entonces existe V3 € By () tal que Vz C Vi NVy,

(i1i) para cada V € By(z) si y € V, entonces existe W € By (y) tal que
W CV.

Demostracion. El inciso (i) es claro.

Para probar (it), sean Vi, V2 € By (x). Se tienen dos casos:
caso 1: Si z € w, entonces V3 = {x} € By () es tal que V3 C Vi NV, = {z}
caso 2: Si x = ey, entonces V; = {e4} U D para alguna D C A tal que
|[A\D| < Xg y Vo = {ea} UE para alguna E C A tal que |A\E| < Xj. Sea
Vs ={ea}U(DNE). Tenemos que DNECDC Ay |[A\(DNE)|=|(A\D)U
(A\E)| < |A\D| + |A\E| < 8. Entonces V3 € By (x) es tal que Va C V4 N Va.
(i11) Sea V € By (x) y sea y € V, entonces tenemos los siguientes casos:
caso 1: si ¢ € w, entonces W =V &€ By (x) = By(y) es el elemento buscado.
caso 2: si x = ey, entonces V = {es} U D para alguna D C A tal que
|A\D| < ¥y. Entonces:
cas02.1:Siy € w,y € Dy By(y) = {{y}}, demodo que W = {y} € By (y)
es tal que W C V.
cas0 2.2: Siy € My, entoncesy =eq =z yasi W=V € By(y) = By(z)
es tal que W C V. O

De esta manera, de la Proposicion B.1.4, la familia:
T ={A C¢Y(A): para toda = € A existe V € By (x) tal que V C A}

define una topologia en 1(A) y cada coleccién B (x) es una base de vecindades
abiertas de x € 1(A) para esta topologia.

Definicién 3.1.1. Al espacio topolégico (¢(A), Ty) se le conoce como espacio
de Mrowka definido por A.

3.2. Propiedades topolégicas basicas de ¥(A)

En esta seccién, probaremos que si A es una familia casi ajena de w, entonces
(¥(A), Ty) es un espacio topoldgico con las siguientes propiedades:

(i) ¥(A) es primero numerable,

(ii) ¥ (A) es localmente compacto (i.e. todo punto en ¥(A) tiene una vecindad
con cerradura compacta),

(iii) w es denso en 9(A),
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iv) M4 es cerrado y discreto en (¢(A), 7y),

vi) (A) es 0-dimensional,
vii) ¢¥(A) es Tychonoff y

(viii) 1(A) es pseudocompacto si y sélo si A es una familia casi ajena max-
imal, de modo que en este caso, por la Proposicién B.2.25, ¢)(A) no es normal.

(
(v) si A es infinito, (¢(A), Ty) no es numerablemente compacto,
(
(

Previo a ello, veamos como son los espacios de Mrowka definidos por A
cuando A es de cardinalidad a lo méas numerable.

Proposicion 3.2.1. Sea A una familia casi ajena en w. Entonces:

(i) SiA=0, p(A) =N.

(i) Si |A| = n € w con 0 < n, entonces: si |w\ UA| = Vg, ¥(A) es ho-
meomorfo al espacio de ordinales [0,w - (n + 1)), y si |w\ UA| < Rg, (A) es
homeomorfo al espacio de ordinales [0,w - n].

(1ii) |A| = R si y sélo si P(A) es homeomorfo al espacio de ordinales
0,w - w).

Demostracién. La afirmacién (i) es clara.

(#i) Sea {A] : i € n} una enumeracién de A. Definimos Ag = Af, 4; =
AN\AG, Ay = A5\ (Aj U AY) y en general, Ay, = A7 \(U,e,m 47)-

Observemos que entonces, AL\ A; es finito para cada ¢ € w puesto que A es
una familia casi ajena. Ademds, por la definicién de A;, se tiene que |J,.. A; =
LJiGn‘4;'

Sea {b, : @ € A\} una enumeracién de w\|JA y {al,} una enumeracién de
A;.

Tenemos dos casos, si A = w, definimos entonces f : Y(A) — [0,w - (n + 1))
como:

iEn

m siz=ad;

) writ(m+1) siz=al, coni>0;
)= w-(i+1) siz=eq;
w-n+(j+1) sixz=b;.

Asi, f queda completamente determinada y es claramente biyectiva.

ad a? ad ea, ad al ear  bo b1
() [ ) [ ] L] L] L] . L] L] ()
7
0 1 2 w w+2 w-n (w-n)+2
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Observemos que, en el espacio [0,w-(n+1)), los puntos de la forma w-i+k con
k € w\{0} son puntos aislados y que los intervalos de la forma (w-i+k,w-(i+1)]
con k € w son vecindades del punto w - (i + 1).

De esta manera, dada z € ¥(A) y un abierto U C [0,w - (n + 1)) tal que
f(x) € U, tenemos que si € w, {x} es un abierto en ¥(A) tal que {z} C f~1[U].

Y si @ = ey, para alguna A; € A, f(z) = w - (i + 1), entonces existe k € w
tal que (w i+ k,w- (i+1)] C U. Asi, por la definicién de f, {a} : B > k} C
F i+ b (1)) C {aly s B> k.

De manera que f~'(w-i+ k,w- (i+1))] C A; y ademés |A;\f [(w-i+
k,w-(i+1)]]] < k+1, entonces {eqr }U f[(w-i+k,w-(i+1))] es una vecindad
de e4, contenida en f ~1[U], lo que prueba que f es continua.

Verifiquemos ahora que f es abierta. Para ello, consideramos un abierto
canénico A C 9(A). Aseguramos que f[A] es un abierto de [0,w - (n + 1)).
En efecto, si A = {a,} para alguna m € w y alguna j € w, entonces f[A] =
{w-j+m}sij=0y f[A] = {w-j+(m+1)}sij>0.Ysi A= {p} conp € w\UA,
entonces p = b; para alguna j € w, y por lo tanto, f[A] ={w-n+ (j +1)}, que
son abiertos candnicos de [0,w - (n + 1)).

Por otra parte, si A = {ea: }U(A;\S) para algiin S C A; finito (supondremos
que i # 0 sélo para facilitar la escritura aunque la prueba para i = 0 es andloga)
se tiene que de haber elementos en A}\(A4;US), necesariamente hay una cantidad
finita de estos y por la definicién de A;, A}\(A;US) C U, ¢, A = U, e; Ai- Como
las imégenes de estos puntos son aislados en [0,w - (n + 1)), f[4] = f[A}\S] =
FIANS| U fIAN(A; U S)]) = fFIANS]U{{f(y)} : y € AI\(A; US)} es abierto en
[0,w- (n+1)). Esto prueba que f es abierta.

De esta manera tenemos que f es biyectiva y bicontinua y por tanto es
homeomorfismo.

Por otra parte, si A = € w, entonces definimos ¢ : ¥(A) — [0,w - n] como:

j sixz =b;, con j €l
m+1 siz=ad;

9(w) = wei+(m+1) siz=al, coni>0;
w-(i+1) siz=ey.

Notemos que en este caso, a diferencia del anterior, los naturales que no
pertenecen a ningun elemento de A se “acomodan” junto con los naturales
pertenecientes a A, = Ag en la “primer copia de w”.
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0 0 1
bo b1 b2 bl,1 ag ay €A6 aq eA;/_l
. . e -+ o . . - . . - .

[+1 w w-n
l w+1

0 1 2 -1

Por lo demas, g esta definida como f y la prueba de que g es un homeomor-
fismo es andloga a la dada para demostrar que f es un homeomorfismo.

Veamos ahora que se da (%i). =] Consideremos { 4} : i € w} una enumeracién
de A y definamos para cada i € w, A; como en (7).

Recordemos que entonces, A;\A; es finito para cada ¢ € w puesto que A es
una familia casi ajena. Ademds, por la definicién de A;, se tiene que |J,.. A; =
Uien A, para cada n € w.

Sea {b, : @ € A} una enumeracién de w\|JA y {a’} una enumeracién de
A;.

Entonces, se tienen dos casos, si A = w, definimos h : (A) — [0,w-w) como:

iEn

0

m six = ap,;

) wri+(m+2) siz=al, coni>0;
h(z) = w-(i+1) siz=ea;

w-(j+1)+1 siz=0b,.

que resulta ser un homeomorfismo de 1(A) en [0, w-w) por un argumento similar
al dado en (ii).
Por otra parte, si A € w, entonces definimos 2’ : (A) — [0,w - w) como:

j siz = bj, con j € A;
Wy TR s

wi+ (m+1) six=al, coni>0;

w-(i+1) siz=ey.

y con un argumento analogo al dado en (i), se tiene que k' es un homeomorfismo
de ¥(A) en [0,w - w).

<] Sea f: 9(A) — [0,w - w) un homeomorfismo. Entonces cada e4 € 1(A)
tiene como imagen bajo f un ordinal limite de [0, w-w) puesto que toda vecindad
V' de e contiene una infinidad de puntos de 1(A), y reciprocamente, como toda
vecindad de un ordinal limite A de [0,w - w) tiene una infinidad de puntos de
[0,w - w), entonces f~1(\) no puede ser un ntimero natural, i.e., f=*(\) = ex
para alguna A € A.

Por tanto, hay una correspondencia entre los puntos de M4 y los ordinales
limite de w-w, de manera que hay tantos elementos en M 4 como ordinales limite
en w - w. Entonces hay Ry elementos en My, y asi [A| = Ng. O

Proposicién 3.2.2. Dada una familia casi ajena A en w, ¥(A) es Ty, primero
numerable y localmente compacto.
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Demostracién. Para ver que 1)(A) es Ty, consideremos z,y € 1(A) tales que
x # y. Entonces si x,y € w, {x} y {y} son abiertos ajenos que tienen a z y a y
respectivamente. Por otra parte, si ocurre que, sin pérdida de generalidad, z € w
yy =ea € My paraalguna A € A, entonces U = {a} y V = {es}U(A\{z}) son
abiertos ajenos. Por ultimo, six = e4 y y = ep para algunas A, B € A, entonces,
sean C = A\B y D = B\A. Se tiene que C C Ay |[A\C| = |A\(A\B)| =
|[ANB| < Rg. Anédlogamente, D C B es tal que |B\D| < 8. Por tanto {e4}UC
y {es} U D son los abiertos buscados. Esto prueba que 1(A) es Tb.

Veamos que ¢ (A) es localmente compacto. Sea x € (A), entonces, si z € w,
{z} € By(z) es compacto. Si x = eq4 € My, {ea} UA € By(x) es compacto.
En efecto, sea U una cubierta abierta de B = {e4} U A, y consideremos Uy € U
tal que eq4 € Up. Entonces existe V € By (ea) tal que V' C Uy, de modo que
V ={ea} UD, donde D C A es tal que A\D es finito. Entonces

[B\Uo| < [({ea} UA\({ea} U D) <Ro

y por tanto, B es compacto.
De esta manera, de la Proposicién B.2.9, 1)(A) es localmente compacto.

Sea xz € (A) veamos que existe una base local de vecindades numerable.
Si x € w entonces By (z) = {{z}} es la base local buscada. Por otra parte, si
x = ey para alguna A € A, entonces By (z) = {{ea}UD : D C A, |A\D| < Xo}
es una base local de vecindades numerable. En efecto, de la Observacién A.3.14,
|By(x)] = Ng. Por tanto, ¢(A) es primero numerable. O

Lema 3.2.3. N es denso en ¢(A) y M4 es un subespacio discreto y cerrado de

P(A).

Demostracién. Sea U un abierto basico de ¢(A), entonces se tienen dos casos:

1) Si U = {z} para alguna x € w, U Nw # .

2) Si U = {ea} UD para alguna A € A y para algin D C A tal que
|A\D] < N, entonces |D Nw| = Ry y asi, claramente U Nw # (.

Esto prueba que N es denso en ¢(A).

Observemos que para cada A € A, {eqa: A€ AN ({ea} UA) = {ea}, de
manera que la topologia de 9 (A) restringida a {e4 : A € A} es la topologia
discreta.

Si tomamos z € (A)\M4, entonces z € w y por lo tanto {x} C ¢(A)\Max
es abierto. Esto es, M4 es cerrado. 0

Proposicién 3.2.4. Si A es una familia casi ajena infinita en w, entonces ¥(A)
no es numerablemente compacto.

Demostracion. Por 3.2.3, tenemos que M 4 es cerrado y discreto. Por lo tanto,
como M4 es infinito ya que A es infinito, de la Proposicién B.2.14, ¢)(A) no es
numerablemente compacto. O
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Proposicién 3.2.5. Dadas una familia casi ajena A de w y x € P(A), se tiene
que cualquier elemento de la base candnica en x, By(x), es tanto abierto como
cerrado en (A) (es decir, P(A) es un espacio 0-dimensional).

Demostracién. Sea = € 1(A). Entonces, si z € w, como 1(A) es Ts, entonces
{z} es claramente abierto y cerrado.

Por otra parte, si © = e4 para alguna A € A, todo U € By(x), es de
la forma U = {ea} U (A\D) con D C w finito. Tenemos que U es abierto
en ¢(A). Consideremos ahora y € ¥(A)\U; si y € w, entonces {y} es una
vecindad en torno a y contenida en 1 (A)\U. Por otro lado, si y = ep para
algin B € A, consideramos {eg} U B € By (y). Como A es una familia casi
ajena, |(A\D) N B| < Y. Sea (A\D) N B = F. Entonces {eg} U (B\F) es una
vecindad de ep contenida en ¢(A)\U, por tanto U es abierto y cerrado en ¢(A).
Asi, para todo U € By (x), U es abierto y cerrado. O

Proposicién 3.2.6. Si A es una familia casi ajena en w, P(A) es Tychonoff.

Demostracién. Ya vimos que ¢(A) es Ts y 0-dimensional. Entonces, del Lema
1.4.2, ¥(A) es Tychonoff. O

Teorema 3.2.7. Dada una familia cast ajena infinita A en w, Y(A) es pseudo-
compacto si y solo si A es mazrimal.

Demostracion. <] Sea f : )(A) — R una funcién continua y supongamos que
f no es acotada. Sea entonces xy € (A) tal que f(zg) > 0y sea xp41 € Y(A)
tal que f(zp41) > méx{n + 1, f(z,)}. Notemos que

fzo) < f(m1) < oo < fn) < ..

Definimos L = {z, : k € w}. Observemos que existe N € A tal que [LNN| =
No. En efecto, de ocurrir que L ¢ A, la maximalidad de A nos garantiza la
existencia de dicho N. Si L € A, basta tomar N = L.

Consideremos entonces ey € ¥(A), tenemos que, como f(ey) € R, existe
s€Ztalques—1< flexy) <s+1(ie.ey€ fH(s—1,5+1)]).

Ahora, por la continuidad de f, existe un abierto bédsico, digamos {ex} U D,
con D C N tal que

{enUDC fH(s = 1,s+1)].

Como |[LN N| = Xy y |[N\D| < Yo, entonces |[L N D| = Rg. Ademds, como
D C f7Y(s — 1,5+ 1)], entonces |[L N f~*[(s — 1,5 + 1)]| = Ny. Por lo tanto,
existe k > s+ 1 tal que 7, € LN f~[(s — 1,5+ 1)], pero k > s + 1 implica que
f(xg) > s+ 1, lo cual es una contradiccion.

Por tanto, f es acotada y asi ¥(A) es pseudocompacto.

=] Supongamos ahora que A es una familia casi ajena no maximal. Entonces
existe L C w tal que L es numerable, su interseccién con A es finita para toda
A € A y ademds no pertenece a A. Sea L = {m; }icw-
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Definimos f : ¢(A) — R como

1 six=m;, coni € w;
f(x):{ 0 sized(A)\L

Observemos que entonces, dada = € ¥(A) y un abierto U C R tal que f(z) €
U, se tienen los siguientes casos. Si z € w, entonces {x} es un abierto de ¢ (A)
tal que f[{z}] C U. Por otra parte, si x = e4 € M4, entonces f(x) =0¢€ U, de
manera que el abierto {ea} U (A\L) es tal que f[{ea} U (A\L)] C flY(AN\L] =
{0}. Asi f[{ea} U (A\L)] C U y por lo tanto f es continua. Ademds, es claro
que f no es acotada de manera que ¥ (A) no es pseudocompacto. O

Proposicion 3.2.8. Si A es una familia casi ajena mazimal infinita, entonces
P(A) no es normal.

Demostracion. Supongamos que A es una familia casi ajena maximal infinita
y que ¥(A) es normal. Entonces, por el Teorema 3.2.7, ¢)(A) es pseudocompacto,
pero entonces, de la Proposicién B.2.25, ¥(A) es numerablemente compacto,
contradiciendo asi la Proposicién 3.2.4, pues por hipétesis, [A| > Ng. O

3.3. Caracterizacion de los espacios de Mréwka

En esta seccién, veremos que todo espacio de Mréwka es perfecto y dare-
mos condiciones equivalentes a que estos espacios sean perfectamente normales.
Probaremos también, dada A una familia casi ajena, una serie de condiciones
equivalentes a que A sea a lo mas numerable o bien maximal y finita. Veremos
propiedades de los subconjuntos nulos de M4 que nos seran necesarias en el
ultimo capitulo.

Por otra parte, calcularemos los valores de las funciones cardinales definidas
en el capitulo 1 valuadas en ¥(A) y probaremos que ¢ (A) es de Moore.

El resultado més notable de esta seccién (Teorema 3.3.15) es un teorema que
caracteriza los espacios de Mréwka.

Se dice que un espacio X es perfecto si todo subconjunto cerrado de X es
un conjunto Gs.

Proposicion 3.3.1. Sea A una familia casi ajena en w. Todo subconjunto de
X =¢(A) es Gs. En particular, ¥(A) es un espacio perfecto.

Demostracién. Sea F'C X ysean D = (X\F)N My y E = (X\F)Nw.

D es cerrado pues My es cerrado y discreto. Notemos ademéas que F es
a lo mds numerable. Sea entonces {z, }nec, una enumeraciéon de E (i.e. F =
Unew{Zn}). De esta manera,

X\F=DUE=DU(|J{zn}),

new
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Entonces X\ F' es unién numerable de cerrados. Por tanto, F' es interseccién
numerable de abiertos. O

De la proposiciéon anterior, se desprende un resultado ligado a los espacios
perfectamente normales.

Definicién 3.3.2. Decimos que un espacio X es perfectamente normal si X es
perfecto y normal.

Corolario 3.3.3. Sea A una familia casi ajena en w. Son equivalentes:
(a) Y(A) es normal,
(b) Y(A) es perfectamente normal,
(c) Y(A) es hereditariamente normal.

Demostracién. (a)=(b) Como ¢(A) es normal y perfecto, entonces es perfec-
tamente normal.

(b)=(c) Sean A y B subconjuntos de ¥ (A) tales que cl(A)NB = 0 =
AnNecl(B). Por la Proposicién 1.8.2, existen f, g : ¥(A) — [0,1] continuas tales
que cl(A) = Z(f) y c(B) = Z(g). Sean U = {y € ¥(A) : f(y) < g9(y)}
yV ={y € v(A) : gly) < f(y)}. U y V son abiertos ya que si hi(z) =
mdx{g(z)— £(z), 01 y ha(x) = max| f()—g(z), 0}, entonces (A)\hy L[{0}] = U
y ¥(A)\hy '[{0}] = V. Ademis tenemos que U NV = (). Mas aun, como y € A
implica f(y) =0y ANcl(B) =0, tenemos que g(y) > 0, de modo que A C U;
similarmente, B C V, completando la prueba (véase la Proposicién B.1.12).
Por dltimo, (c)=-(a) se satisface puesto que ¥ (A) es subespacio de si mismo. ]

Al principio de la seccién anterior vimos que si A es una familia casi ajena a
lo més numerable, el espacio de Mréwka definido por A es un espacio linealmente
ordenable. En la siguiente proposicién veremos una serie de equivalencias més
de esta condicién.

Proposicion 3.3.4. Sea A una familia casi ajena en w. Son equivalentes los
siguientes enunciados:

(a) [A] < Ng

(b) ¥(A) es seqgundo numerable.

)

) es o-compacto.

) es Lindeldf.

) es paracompacto.

) es metacompacto.

) es linealmente ordenable.

(i) ¥(A) es colectivamente normal.
A) es colectivamente Hausdorff.
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Demostracién. (a)=-(b) Observemos que la coleccién 8 = U, ¢, a) By (2) con
By (x) la coleccién definida en la Seccién 4.1, es base para ¥(A) y que |A| < R
implica que 1(A) es numerable. Tenemos que si ¢ € w, |By(z)| =1y six €
My, de la Observacién A.3.14, |B,(x)| = Ng. De esta manera, como la unién
numerable de conjuntos a lo mds numerables es numerable, 8 = |, ¢4y Bv(2)
es una base numerable de ¥(A).

(b)=(c) Supongamos ahora que 1)(A) es segundo numerable. Entonces como
de la Proposicién 3.2.6 se tiene que 1 (A) es regular, por el Lema de Metrizacién
de Urysohn (Lema B.3.4) ¢(A) es metrizable.

(¢)=(d) Supongamos que ©(A) es un espacio metrizable. Recordemos que
del Lema 3.2.3, w es denso en t(A), de manera que ¥(A) separable. Asi, del
Teorema B.3.3, 1(A) es segundo numerable (y entonces (b)<(c)).

Ahora bien, consideremos la familia de abiertos {{ea}UA : A € A} de ¥(A).
Entonces, como w(y(A)) = Vg, se tiene que de la Proposicién 1.2.6, existe un
conjunto B C A tal que

B <Ny (J{{eatuAd:Ae B} =| J{{ea}uA: Ac A},

pero claramente no es posible que la contencién B C A sea propia, de manera
que |A| < Vg (con lo cual, hemos probado que (¢)=(a)).

Tenemos entonces que si ¥(A) es metrizable, es numerable y por tanto es
o-compacto.

(d)=(e) Cualquier espacio o-compacto es Lindeldf. ([E; ¢j. 3.8.C(b), p. 195]).

(e)=(f) Cualquier espacio de Lindelof Tychonoff es paracompacto. (véase
[E; teo. 5.1.2, p. 300])

(f)=(g) Todo paracompacto es metacompacto.

Para probar que (g)=-(h), veremos que (g)=-(a). De esta manera, como
(a)=-(h) se obtiene de la Proposicién 3.2.1, tendremos la implicacién deseada.

Supongamos entonces que 1(A) es metacompacto y consideremos la cubierta
abierta € = {{ea}UA : A € A} U{{n} : n € w}. Sea D un refinamiento
puntualmente finito de C. Notemos que podemos considerar a D como constitu-
ido por bésicos canénicos (dado z € ¥(A) si D, = {D € D : € D}, podemos
elegir £, € By (x) tal que E; C (D, por ser D, finito).

Ahora, para cada n € w, sea D,, = {D € D : n € D}. Entonces D =
Unew Dn. Y como cada D € D tiene a lo mas un elemento de My por la
definicién de €, entonces necesariamente |A| < Ry.

(h)=(i) Todo espacio linealmente ordenado es colectivamente normal. ([M;
te0.3.4, p.496, linea 36 p.491, linea 2 p.492 y teo.2.9, p.493)).

(i)=(j) Es inmediato pues ¢ (A) es Ty y por tanto {z} es cerrado para cada
xz € P(A).

(j)=(a) Supongamos que |[A| = k = |M4]|. Enumeramos a los elementos de
A como {A, : a € k} de manera que A, # Ag siempre que o, € Ky o # .
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Sabemos, del Lema 3.2.3, que M4 es un subconjunto discreto de ¢(A). Entonces
existe una familia de abiertos ajenos {B,, : @ € k} tal que ey € B, para cada
o€ R.

Resulta entonces que si a # 3, (Bo Nw) N (BgNw) = 0, es decir, la coleccién
{Bs Nw : @ < Kk} es una coleccién de subconjuntos de w no vacios y ajenos.
Esto significa que |w| > k y por tanto |A| < Ng. O

Para el caso en que A es una familia casi ajena maximal finita, se tiene atin
mas como mostramos a continuacion.

Proposicion 3.3.5. Para una familia casi ajena maximal A, los siguientes
enunciados son equivalentes:

(a) A es finita.

(b) ¥(A) es compacto.

(c) Y(A) es numerablemente compacto.

(d) ¥(A) es secuencialmente compacto.

Demostraciéon. (a)=(b) Sea A = {Ap, 41, ..., A} una familia casi ajena ma-
ximal. Observemos que entonces H = w\(AgU...UA,,) es finito. De otra forma,
como H N A; =) para toda i € {0, ...,n}, se contradirfa la maximalidad de A.

Consideremos entonces U = {U; : j € J} una cubierta abierta de ¢(A), y
sea, para cada i € {0,...,n}, U; € U tal que ey, € U;. Entonces cada U, contiene
a A;, i € {0,...n}, salvo por una cantidad finita de puntos S;. Sea S = J;_, S; v
sean Up41, ..., Unym € U tales que para cada € HU S, « € U,4; para alguna
j €A{1,...,m}. Entonces V = {Uy, ..., Uy, ..., Upntm} €s una subcubierta finita de
U, lo que prueba que ¥(A) es compacto.

Hemos observado ya que cualquier espacio compacto es numerablemente
compacto por lo que (b)=(c) es clara.

(¢)=(d) De la Proposicién 3.2.2 1)(A) es primero numerable y en espacios
primero numerables, compacidad numerable y compacidad secuencial coinciden
(véase [E; teo. 3.10.31, p. 209]).

Para probar que (d)=(a), supongamos que 1(A) es secuencialmente com-
pacto. Esto implica que ¥ (A) es numerablemente compacto. Se vié en el Lema
3.2.3 que M4 es un subespacio discreto y cerrado de ¥(A). Entonces A debe ser
finita. |

El siguiente es un resultado respecto a los subconjuntos nulos de M4 que
usaremos mas adelante.

Proposicion 3.3.6. Sea A una familia casi ajena. Entonces,

(1) M4 es un conjunto nulo de (A).

(2) Todo subconjunto finito de Mg es un conjunto nulo de ¥(A),

(8) Si A es maximal, ningin subconjunto infinito numerable de My es nulo
en P(A).

(4) Todo subconjunto infinito E de My tal que |Ma\E| < Xg es nulo.
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Demostracién. (1) Observemos que la funcién g : ¥(A) — R dada por

g(@) {0 six € My,
= 1 P —
pw SIlx =n € w

es continua. Pues dados y € (A) y un abierto U C R tales que f(y) € U, se
tienen los siguientes casos. Siy = e4 para alguna A € A, entonces f(y) =0 € U,
de modo que existe m € w tal que [0, %) C U. Asi, dada = € A\{0,1,...,m},
z > m, y entonces f[{ea} U (A\{0,1,...,m})] C [0,-). Por otro lado, si y =
n € w, entonces {y} es abierto y claramente f[{y}] C U.

(2) Sea A € A. Aseguramos que {e4} es nulo. En efecto, sea [ : ¢(A) — R
dada por:
0 six=e4u,
fl@)=4 =5 siz=neA4;

1 siz¢ Aox e Ma\{ea}.

Veamos que dicha funcién es continua.

Sea y € ¥(A) y sea U C R un abierto tal que f(y) € U. Se tienen tres casos.
Siy = ea, entonces f(y) = 0 € U. Consideremos m € w tal que [0, 1) C Uy
observemos que entonces dada x € A\{0,1,...,m}, se tiene que z > m + 1, de
modo que f(z) < #H y asi, fl{ea} U (A\{0,1,...,m})] C[0,1) C U. Asi, en
este caso, el abierto B = {e4} U (A\{0,1,...,m}), es tal que f[B] C U.

Por otra parte, si y € w, entonces {y} es el abierto en 1(A) tal que f[{y}] C
U.

Por ultimo, siy € {eg: B € A} y y # ea, entonces f(y) = 1. Consideramos
A" € A tal que y = esr. Entonces, W = {ea/} U(A"\A) es un abierto de 9 (A)
que contiene a ey, y tal que f[W] C {1} CU.

Asi, para cada A € A, {e4} es un conjunto nulo de ¥(A), de modo que
cualquier subconjunto finito de M4 es nulo (pues la unién finita de nulos es
nula (véase Lema 1.2.3)).

(8) Consideremos ahora un subconjunto infinito £ de M4 que es nulo, di-
gamos F = Z(f) C M, y supongamos que F es numerable. Sea {e4, : n € w}
una enumeracién inyectiva de dicho conjunto.

Elijamos ko € f~![(—=1,1)] N Ao y sea r1 = min{,|f(ko)|}. Escogemos en-
tonces k1 € [f71[(—r1,71)] N A1]\Ag y hacemos ro = min{3, |f(k1)|}. Siguiendo
con este proceso y habiendo definido k,_;, definimos r, = ml’n{%7 kn-1}y
elegimos ky, € [f 1 [(=rn, 7)) N A\ A1),

Definimos B = {k, : n € w} C w. Observemos que ea, € f~L[(—r;,7)],
entonces como f~1[(—r;,7;)] es abierto por la continuidad de f, se tiene que
f7Y(=rs,r:)] N A; es infinito. Por lo tanto, podemos elegir los k; de forma que
B ¢ A. Asi, por la maximalidad de A, existe C' € A tal que B N C es infinita.
Como B interseca a A; sélo en un punto para cada i € w, tenemos que e¢ ¢ E,
por tanto, f(ec) # 0.

Como f(ec) # 0y rpy1 < 1, para todo n € w, existe e > 0 tal que
[(flec) — ¢, flec) +e)N{r, :n € w}| < 1. Sea U = (f(ec) — ¢, f(ec) + €).
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Observemos que f~1[U] es un abierto en 1(A) que contiene a ec y por tanto
a una infinidad de puntos de B N C. Entonces f[f~[U]N BN C] C U debe
contener una coleccién infinita de elementos de {r, : n € w}, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, E debe ser finito.

Para probar (4), consideremos E un subconjunto de M4 tal que |M4\F)|
< No. Sea F = My\E, y sea {ea, : k € A}, con A < w, una enumeracién
inyectiva de F.

Para cada n € A, definimos E,, como ¥(A)\({ea,} UA,) vy fn:¢v(A) = R
como sigue:

0 sixeE,,

fnl@) = { 1 siz e p(A)\En.

Dicha funcién es continua puesto que {ea, } U A,, es abierto y cerrado.

Por lo tanto, E,, es un conjunto nulo para cada n € A. Ahora bien, notemos,
que E = ((,ex £n) N M4. Entonces, siendo X a lo mas numerable, se tiene que,
del Lema 1.2.3 para el caso de A € w, y el Lema 1.2.4 para el caso A = w, E es
nulo.

Con esto conluimos la prueba. O

Observacién 3.3.7. Si P es un conjunto nulo en ¥(A), entonces P N My
también lo es. En efecto, del inciso (2) de la Proposicién 3.3.6, tenemos que M4
es un conjunto nulo, de manera que del Lema 1.2.3, PN M4 es un conjunto
nulo.

El concepto de espacio de Moore fue formulado por R. L. Moore en la primera
parte del siglo XX. Los espacios de Moore son generalmente importantes en
matematicas porque pueden aplicarse para probar teoremas interesantes respec-
to a metrizacién. Un espacio de Moore es un espacio topoldgico que satisface un
axioma que puede ser pensado como un axioma de separacién. A continuacién
enunciamos un par de conceptos para dar su definicion.

Definicién 3.3.8. Sea X un espacio topoldgico. Un desarrollo de X es una
coleccién numerable Fo, Fq, ..., F,, ... de cubiertas abiertas de X tales que para
cualquier subconjunto cerrado C' de X y cualquier punto p € X\C, existe una
cubierta J; tal que ningin elemento de J; que contenga a p interseca a C. A
un espacio con un desarrollo se le llama espacio desarrollable.

Definicién 3.3.9. Decimos que un espacio topoldgico X es un espacio de Moore
si es regular y desarrollable.

Ejemplo 3.3.10. Todo espacio métrico es un espacio de Moore ya que la suce-
sién de cubiertas abiertas formadas por bolas de radio % es un desarrollo.

A continuacién enunciamos algunas propiedades importantes respecto a los
espacios de Moore.
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1. Todo subespacio de un espacio de Moore es de Moore.

2. Todo espacio metacompacto, separable, normal y de Moore es metrizable.
Este teorema es conocido como el Teorema de Traylor (véase [Ru; VII(2),
p.44].

3. Todo espacio localmente compacto, localmente conexo, normal y de Moore
es metrizable. La demostracién de este teorema fue dada por Reed y Zenor
([Ru; VII(3), p.44])

4. Si 2% < 2™ entonces todo espacio separable, normal y de Moore es
metrizable. A este teorema se le conoce como Teorema de Jones (puede
consultarse en [AL; teo.5, p.532])

Por mucho tiempo se intent6 probar la llamada conjetura del espacio normal
de Moore que establece que todo espacio normal y de Moore es metrizable. Esta
conjetura fue inspirada en el hecho de que todos los espacios que se conocian
de Moore y no metrizables, tampoco eran normales. Hubieron varios resultados
parciales muy satisfactorios al respecto, a saber, las propiedades 2, 3 y 4 arriba
mencionadas.

Sin embargo, bajo la suposicién de AM y la negaciéon de HC, hay varios
ejemplos de espacios normales y de Moore que no son metrizables (véase [Ru;
VIL(6), p.44]).

Finalmente, Nyikos probé que la conjetura es independiente de los axio-
mas de ZFC (los axiomas basicos de la Teoria de Conjuntos). Por otra parte
Moore probé que un espacio colectivamente normal de Moore es metrizable ([Ru;
VII(1), p.44]).

Proposicion 3.3.11. Todo espacio de Mréwka es un espacio de Moore.

Demostracién. Consideremos el espacio de Mréwka 1(A). Tenemos que 1)(A)
es regular por la Proposicién 3.2.6. Resta probar que tiene un desarrollo.

Sean A € Ay n € w. De la Proposiciéon A.3.12, se desprende que hay
una cantidad numerable de subconjuntos finitos de A, en particular, hay una
cantidad numerable de subconjuntos de cardinalidad n en A. Sea {B;ﬁk ck ew}
una enumeracién de tales subconjuntos y sea A, = A\BZ, para cada k € w.

Sea h una biyeccién de w X w en w. 7

Definimos N = {{n} : n € w}. Para cada n € w, si n = h(m, k), definimos

Fo, = NU {{6,4} UA"L,k Ae .A}
Y Fony1 =NU{{ea} U (A\{n}): A€ A}

Entonces § = {&F,, : n € w} es una familia numerable de cubiertas abiertas.
Dado un cerrado C' C ¥(A) y = € ¥(A)\C, se tienen los siguientes casos:

Siz € w\|JA, tomamos cualquier F,, € §. Resulta que el tinico elemento de
F, que tiene a z como elemento es {z}. Es claro que CN{z} = 0.

Si x € A para alguna A € A , entonces consideramos la cubierta Fa, 41 € §.
Observemos que en dicha cubierta, nuevamente el tinico elemento (de ésta) que
contiene a x es {x}, cuya interseccién con C es vacia.
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Por otra parte, si x = e4 para alguna A € A, entonces, como C es cerrado,
existe S C A finito tal que {ea} U (A\S) C ¢(A)\C. Sea n = |S|. Entonces
S = B,‘ik para alguna k € w, de modo que {ea} U(A\S) € Fyp(p 1), ningtin otro
elemento de Fop(y, k) contiene a x y ({ea} U (A\S))NC = 0.

De esta manera se tiene que § es un desarrollo de ¥ (A). Por tanto, todo
espacio de Mréwka es un espacio de Moore. O

En las siguientes tres proposiciones calculamos y comparamos los valores
de las funciones cardinales topoldgicas definidas en el capitulo 1 valuadas en
espacios de Mrowka.

Proposicion 3.3.12. Para cualquier familia casi ajena A,

X($(A) = T (¥(A)) = d((A)) = t(P(A) = c(d(A)) = Ro.

Demostracién. Del Lema 3.2.3, se tiene que N es denso en ¥ (A), de manera
que d(y(A)) = Ro.
Por el Lema 1.1.3, c(y(A)) = No.

Ahora, por la Proposicién 3.2.2 ¢(A) primero numerable, por lo tanto, de la
Observacion 1.1.5, x(¢((4))) = No.

Recordemos que para todo espacio T7 X, ¥(X) < x(X), de manera que
U(yp(A)) = R [E; ej. 31F, p. 135].

Del Lema 1.1.7 t(¢)(A)) < x(¥(A)), sin embargo, veremos una prueba alter-
nativa de que t(¢(A)) = Ry que refleja un poco més de los espacios de Mréwka.
Consideremos un subconjunto A de (A), sea x € clya)(A) y U € By(z). En-
tonces [UNA| <Ry UNA C A. Ademaés, dado V' € By (x), como = € clya)(A)
y VNU es una vecindad de z, (ANU)NV = An(VNU) # 0. Por lo tanto
z € clya)(ANU) y de esta manera, x € J{clyw)(B) : B C Ay |B| < No}.
Esto es, t(¢(A)) < No.

Observemos que si A € A, entonces eq € clyq)w y para cualquier sub-
conjunto finito F' C w, eq & cly)F. Por lo cual, t(1(A)) = Ro. Con esto
concluimos la prueba. O

Proposicién 3.3.13. Para cualquier familia casi ajena infinita A, w(w(A))

= nw(P(A)) = s((A) = e(Y(A)) = hd(P(A)) = hL(Y(A)) = L(p(A)) = |A].

Demostracién. Se tiene que M4 es un subespacio discreto y cerrado de 1(A),
donde |M4| = |A|. Asi, como los subespacios de ¥(A) tienen cardinalidad a lo
més [(A)] = Ro + [Ma] = 4], entonces s(t:(4)) = e(t(A)) = A].

Ahora, para calcular la densidad hereditaria de 1)(A), observemos que, dado
que M4 es un subespacio discreto de 1(A), se tiene que el inico subconjunto
denso de M4 es él mismo y por lo tanto, d(M,4) = |A|. Por otra parte, como
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[(A)| = |A|, entonces dado Y C ¢(A), se tiene que d(Y) < |A|, lo que prueba
que hd($(A)) = 4.

Sea € una cubierta abierta de 1¥(A). Cada elemento de € puede expresarse
como unién de abiertos basicos de 1)(A). De manera que como hay |A| de ellos, la
coleccién de tales bdsicos es una subcubierta de € de cardinalidad |A|. Entonces
L(y(A)) < |A]. Ademas, la cubierta D = {{n} :n € w}U{{ea}UA: A € A} no
tiene subcubiertas de cardinalidad menor que |A|. Por lo tanto, L(t(A)) = |A|.

Ahora bien, claramente hL(1(A)) < |A|. Ademads, como el subespacio M4
de (A) es discreto, L(M4) = |A| y por tanto hL(¢(A)) = |A|.

Para verificar que el peso de 1(A) es |A[, consideremos % una base de ¥(A).
Tenemos que por la Proposicién B.1.1, dados ey € M4 y cualquier vecindad en
torno a ey, digamos V = {es} U A, existe B € % tal que eq € B C V. De esta
manera, toda base de 1)(A) tiene cardinalidad por lo menos |A|. Por otra parte,
la base U, ey a) Bu(z) de ¥(A), es tal que [U,eyn) Bu(z)| = A, entonces

w(p(A)) = [A.

Sea R una red de ¢(A). Es claro que {V : V € By(z) y = € ¢(A)} es una
red en ¥ (A). De manera que nw(¢(A)) < |[¢(A)| = |A|. Notemos por otro lado,
que como cada {ea} U A es un abierto en 1(A), entonces para cada A € A,
existe R C R, tal que |[JR' = {ea} U A. Por lo tanto toda red debe tener por lo
menos |A| elementos y asi, nw(y(A)) = |A|. O

Proposicién 3.3.14. Si A es finita, entonces w(y(A)) = nw(p(A)) = s(p(A))
= e(¥(A)) = hd(¢(A)) = hL(1p(A)) = L(1(A)) = No

Demostraciéon. Notemos que en este caso, ¥(A) es segundo numerable y Lin-
deldf (véase la Proposicién 3.3.4). De esta manera, de las observaciones 1.1.1 y
114, w((A)) = L($(A)) = No.

Se tiene ademds que la cardinalidad de ¥(A) es numerable, de modo que
todo subespacio discreto es numerable. Esto es, s(1(A)) = e(¥(A)) = Ro.

Ahora, como todo subespacio de 1(A) es numerable, todo subespacio de
(A) es separable y por lo tanto hd(1(A)) = Ry. As{ mismo, todo subespacio
de ©(A) es Lindeldf, de modo que también AL(¢)(A)) = No.

Por dltimo, {B € By(z) : « € ¥(A)} es una red de cardinalidad Ry de 1(A)
puesto que todo subconjunto abierto no vacio de ¥(A) es la unién de abiertos
bésicos de 9 (A). Por lo tanto, nw(¢(A)) = Rg. O

A continuacién, enunciamos un teorema que caracteriza los espacios de
Mrowka, cuyo enunciado y demostracion no aparecen en la bibliografia.

Teorema 3.3.15. Sea X un espacio topoldgico To. Entonces X es homeomorfo
a un espacio de Mrowka si y solo si X satisface las siguientes condiciones:

1) X es primero numerable,

2) X es localmente compacto,
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3) X es separable y
4) der(X) es discreto.

Demostracion. La necesidad es consecuencia de las proposiciones 3.2.2 y 3.2.3.
Probemos la suficiencia.

Se tienen dos casos. Si der(X) = {), entonces por la separabilidad de X, X es
numerable. De esta manera, si {2, : n € w} es una enumeracién de X, por ser
X un espacio discreto, f : X — N dada por f(z,) = n es un homeomorfismo.
Por lo tanto, por la Proposicién 3.2.1, X es un espacio de Mrowka.

Supongamos entonces que der(X) # (). Como X es localmente compacto y
Ts, cada punto de X tiene un sistema basico de vecindades cuyas cerraduras
son compactas. Asi, dado un cerrado FF C X y # € X\F, se tiene que existe
una vecindad U de z tal que cl(U) es compactoy z € U C ¢l(U) C X\F, de
manera que X es un espacio regular (véase Teorema B.1.9).

Ahora bien, sea x € der(X), y sea V una vecindad de z tal que VNder(X) =
{z} (dicha vecindad existe por la condicién (4)). Como X es T3, existe un abierto
U tal que x € U C cl(U) C V. Afirmamos que U es un conjunto cerrado. En
efecto, sea y € cl(U) y supongamos que y ¢ U. Entonces y € der(U) y y # z,
de modo que y € der(X)\{z}. Por otra parte, y € V, y por nuestra eleccién de
V, y € {z}, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto U = ¢l(U) y entonces U
es abierto y cerrado.

Con ello tenemos que X es un espacio 0-dimensional.

Llamemos N a la coleccién {x : {z} es abierto} Aseguramos que N es nu-
merable. En efecto, como cualquier denso en X contiene a NN, entonces por la
separabilidad de X (condicién (3)), N es a lo mds numerable.

Notemos que de ocurrir que |N| < ¥, tendriamos que dado x € der(X) y
V una vecindad de z tal que V Nder(X) = {z} (véase condicién (1)), |V] < No.
De manera que {z} serfa abierto, contrario a la definicién de der(X). Por tanto,
|N| = Rg. Sea f: N — w biyectiva.

Observemos que X = der(X) U N y que der(X)N N = 0.

Ahora bien, para cada x € der(X), existe un abierto en X, digamos V,, tal
que V, Nder(X) = {z}. Luego, por la compacidad local de X (condicién (2)),
existe una vecindad compacta W, de z, tal que W, C V... Y como X es primero
numerable y 0-dimensional, existe una coleccién B(x) = {Bf, BY, ..., BZ, ...} de
abierto-cerrados tales que:

= B(z) es base local de x en X,
« BEDBYD..DBID ..y
« B CW,.

Observemos que para cada n € w, se tiene que, como BY\BZ es cerrado y
B{\B: C W,,, B§\BZ es un compacto contenido en un discreto (a saber N),
por lo que |BF\BZ| < Ry.
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Para cada x € der(X), sea A, = B¥\{z}. Entonces A = {4, : z € der(X)}
es una familia casi ajena sobre N. En efecto, sean x,y € der(X) un par de
elementos distintos, entonces

A, NA, =B;NBj C W, NW,.

De manera que, como A, N A, es un cerrado contenido en W, N W,, A, N A,
es un compacto contenido en un conjunto discreto, y por tanto es finito.

Notemos ademds que la coleccién {A, : x € der(X)}, consiste de elementos
infinitos por ser der(X) el conjunto de puntos de acumulacién.

Por lo tanto, A es una familia casi ajena sobre N y C = {C, : f[4,] = Cy}
es una familia casi ajena sobre w.

Aseguramos que ¢ : X — 9(C) dada por:

gb(x)—{ f(z) sizeN,

ec, siz€der(X).

es un homeomorfismo.

Claramente ¢ esta bien definida y es biyectiva. Para verificar que ¢ es con-
tinua, consideremos x € X y un abierto U C 9(C) tal que ¢(z) € U.

Observemos que si € N, entonces {z} es un abierto en X tal que ¢[{z}] =
{¢(x)} C U. Por otra parte, si © € der(X), entonces ¢(z) = ec,, de manera
que {ec, } U (Cy\S) C U para algin S C C, finito. Sea n € w tal que BE C
{z} U A\f7HS].

Entonces B es un abierto en X tal que

1By € ol{a} U AN S]]

= (o{z} U o[AL])\S
={ec,} U(C,\S) C U.

Y por lo tanto, ¢ es continua.

Para verificar que ¢ es abierta, consideramos W un abierto en X y y €
@[W] C ¥(C). Sea x € W tal que ¢(x) = y. Entonces de ocurrir que = € N,
o[{z}] = {o(x)} = {f(x)} serfa una vecindad abierta de y contenida en ¢[W].
Supongamos que z € der(X) y sea y = ec,. Sabemos que existe n € w tal que
B* C W, donde B es de la forma {z} U A, \F, con F,, C A, finito. Entonces
o|BZ] = ¢[{z}] U d[A:\F,] = {y} U ¢[A.]\@[F,], que es una vecindad abierta
de y en ¢ (C) tal que ¢[BZ] C ¢[W]. Por lo tanto ¢[W] es abierto en ¢(C).

De esta manera, tenemos que si X es un espacio Tp que satisface las 4
condiciones enunciadas, X es homeomorfo a un espacio de Mréwka. O



Capitulo 4

El espacio de Niemytzki A\

Si A es una familia casi ajena maximal infinita, de las proposiciones 3.2.7,
1.9.8 y 3.3.5, el espacio de Mréwka definido por A no es un espacio realcompacto.

El objetivo de este capitulo es mostrar el ejemplo de un espacio de Mréwka
relativamente simple que es realcompacto, al cual Mréwka se refiere como FEl
espacio de Niemytzki y que denotaremos por Al.

4.1. El espacio de Niemytzki A\

Originalmente, el espacio de Niemytzki consiste de todos los puntos del semi-
plano superior y > 0 (al cual denotaremos por H) del plano R? con la topologia
euclidiana heredada a H, afiadiendo todos los conjuntos de la forma K U {p},
donde p es un punto de la recta y = 0 y K es el conjunto de puntos de un disco
abierto contenido en H y tangente a y = 0 en p (véase la figura 1).

O

A

O\ Do

figura 1

Se han hecho varias modificaciones de tal espacio y nosotros consideraremos
la siguiente:

Sea Rlarectay=0y R, larectay = % con n € ZT. El espacio A’ consiste
de todos los puntos de la linea Ry todos los de las rectas R, de la forma (2, 1)
conmeZyneZt.

%)
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Para cada p € R, denotamos por T}, a la interseccién de Al con el tridngulo
rectangulo e isdésceles (con fronteras), que tiene a p como uno de sus vértices,
los lados adyacentes a p como catetos y cuya hipotenusa es un segmento de R;.

Los puntos de las lineas R,, N A serdn puntos aislados y las vecindades de un
punto p € R serdn de la forma T),\\S, donde S es un subconjunto finito arbitrario
de AN\R (véase la figura 2).

Y

figura 2

A cada z € A le asociamos una coleccién By (x) de subconjuntos de AL como
sigue:

si@ € Ry, By(z) = {{z}}, y

six € R, Ba(x) ={Tx\S: S CAN\Ry |T, N S| < Ro}.

Aseguramos que la familia de colecciones By (), © € A, define en A una
topologia en la cual cada By (z) es una base de vecindades abiertas de x.

En efecto, se tiene que para cada x € A(, las colecciones Ba (), satisfacen
las siguientes condiciones:

(i) para cada V € By (x),z € V.

(i1) si V1, Vs € Ba(x), entonces existe V3 € By (z) tal que V3 C V3 N Va.

(i1i) para cada V € By (x) si y € V, entonces existe W € Ba(y) tal que
W CV.

Demostracion. (i) es claro.
(#i) Sean Vi, Va € By (). Se tienen dos casos:
caso 1: Si x € R, entonces Vi = {z} € Ba(z) es tal que V3 C V1NV = {z}
caso 2: Si ¢ = (r,0) para alguna r € R, entonces V; = T;\S para algin
S C N\R tal que [T, N S| < Ry y Vo = T;\S’ para alguna S’ C N\R tal que
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|T N S| < Rg. Sea V3 =T, \(SUS’). Entonces V3 € By (z) y V3 C V3 N k.

(i1i) Sea V € By (x) y sea y € V, entonces tenemos los siguientes casos:
caso 1: si x € R, entonces V = {x} y W =V € By (x) = Ba(y) es tal que
W CV.
caso 2: si x = (r,0), entonces V' = T,\S para alguna S C A\R tal que
|7 N S| < Ny. Entonces:
caso 2.1: Si y € R, entonces By (y) = {{y}}, de modo que W = {y} €
Ba(y) es tal que W C V.
caso 2.2: Siy € R, entonces y = (r,0) y asi W =V € By (y) = Ba(z) es
tal que W C V. O

De esta manera, de la Proposicién B.1.4, la familia
7 ={A C A : para toda x € A existe V € By (z) tal que V C A}

define una topologia en A_ y cada coleccién By () es una base de vecindades
abiertas de x € A para esta topologia.

Respecto a este espacio se tienen las siguientes propiedades:
Proposicion 4.1.1. N[ es Ts.

Demostracion. Sean x,y € A’ un par de elementos distintos de A(. Se tienen
los siguientes casos:

(i) siz,y € R, digamos ||z—y|| = § > 0, entonces T,,NT}, contiene tinicamente
puntos de las rectas de la forma R, con a menor o igual que el maximo entero
menor o igual que %. Entonces T, N T} es un subconjunto finito de A\R y asf,
T.\T, y T,\T; son abiertos ajenos y tales que z € T,\T, vy y € T,\T.

(ii) de ocurrir que, sin pérdida de generalidad x = (p,0) € Ry y € N\R,
entonces {y} v T,\{y} son los abiertos buscados.

(iii) por ultimo, si x,y € A\R, entonces {x} y {y} son abiertos ajenos que
contienen a x y a y respectivamente. O

Proposicion 4.1.2. A’ es primero numerable.

Demostracion. Aseguramos que cada x € A tiene una base local de vecin-
dades Ba (z) numerable. En efecto, dada = € A(, se tienen dos casos; si x € Ry,
entonces Ba(x) = {{z}}. Por otra parte, si x € R, tenemos que By (z) =

{T:\S : S C AL\R es finito}, y por la Observacién A.3.14, Ba (z) es numerable.
O

Proposicion 4.1.3. A es localmente compacto.
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Demostracién. Sea p € A, entonces, si p € R,,, tenemos que {p} € By (p) es
compacto. Y si p € R, consideremos T,\S tal que S C T}, es finito. Aseguramos
que T,\S € Ba(p) es compacto. En efecto, de la Proposicién B.2.3, sea U una
cubierta abierta en Al de B = T},\S, y consideremos Uy € U tal que p € U.
Entonces existe V' € By (p) tal que V' C Uy, de modo que V' = T,,\ D para algin
D C T, finito. Entonces B\Uy C B\V C D\S que es finito y por tanto, B es
compacto. 0

Proposicién 4.1.4. R es un subespacio discreto y cerrado de N y N\R es
discreto, numerable, abierto y denso en N.

Demostracién. Veamos que R es un espacio discreto de Al. Sea p € Ry
consideremos la vecindad canénica U = T, de p. Entonces U N R = {p}. De
manera que la topologia de A restringida a R es la topologia discreta.

Para ver que R es cerrado en A/, consideremos « € A\ R, entonces {z} es una
vecindad de z contenida en A'\ R. Esto prueba que A\R es abierto y discreto.

Es claro que A{\R es numerable.

Por dltimo, veamos que cl(A\R) = A[. Sea p € Ry consideremos la vecindad
bésica U = T,, de p. Entonces, claramente T}, N (A\R) # 0, lo cual prueba que
A\R es denso en A.. O

Corolario 4.1.5. A\ es un espacio de Mrowka.

Demostracién. Tenemos que |[AN\R| = [, (RaNA)| < > ore ) [RaNA] € w.
Por lo tanto, de la Proposicién 4.1.4, A es separable.

Por otra parte, observemos que der(A() es precisamente R, de manera que
nuevamente de la Proposicién 4.1.4, der(A() es discreto en Al

Por lo tanto, de las proposiciones 4.1.1, 4.1.2, 4.1.3 y el Teorema 3.3.15,
tenemos que A’ es un espacio de Mrowka. O

4.2. N es N-compacto

Recordemos que un espacio topolégico X es N-compacto si es homeomorfo
a un subespacio cerrado de algin producto de copias de N.

Como mencionamos en la seccién 3.7, los espacios N-compactos fueron in-
troducidos por S. Mréwka en [M4] en el ano 1956, donde se definié ademds el
concepto general de espacio F-compacto: dado un espacio Hausdorff E, un es-
pacio topologico X es un espacio E-compacto si es homeomorfo a un subespacio
cerrado de E™ para algin numero cardinal m.

Es posible demostrar que los espacios I-compactos (donde I es el intervalo
unitario cerrado) son los espacios compactos de Hausdorff (véase el Teorema
1.2.8) y que los espacios R-compactos son precisamente los espacios realcom-
pactos definidos en 1.9.7 (véase [E; teo. 3.11.3, p. 214 y teo. 3.11.10, p. 215]).
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De manera que, en virtud de la Proposicién B.1.20, todo espacio N-compacto
es realcompacto.

En esta seccién probaremos algo més fuerte que la realcompacidad de A;
probaremos que dicho espacio es N-compacto.

Recordemos que la linea de Sorgenfrey (véase 1.5.1) es un espacio Lindelof
(véase Proposicién 1.5.4) y es fuertemente 0-dimensional (Proposicién 1.5.5)

Denotemos por $2 al producto cartesiano de un par de lineas de Sorgenfrey.
Para probar que A es efectivamente N-compacto, veremos que existe un encaje
de A( en 82, y demostraremos que 82 es hereditariamente N-compacto.

Del Teorema 1.9.11, se tiene que 8 es un espacio N-compacto. Esto es, § es
homeomorfo a algtin subespacio cerrado de N* para algun ordinal k. De manera
que 8 x 8 = 82 es homeomorfo a un subespacio cerrado de N* x N*. En efecto, sea
¢ el encaje de 8 en N* tal que ¢[8] es cerrado en N*. Definimos ® : §2 — N* x N*

tal que @((z,y)) = (#(2), ¢(y))-

De esta manera, del Teorema B.1.25, se tiene que como ¢ es continua y
abierta, ® también lo es. Ademas ® es claramente inyectiva de manera que es
un encaje. Ademas, ®[82] = [8§] x ¢[8] entonces, de la Proposicién B.1.20, ®[8?]
es cerrado en N x N.

Lema 4.2.1. El plano 82 es hereditariamente N-compacto.

Demostracién. Para cada s = (z,y) € 8% y cada n € w, sea W,, = BX x BY =
[z, 2+ %) X [y, y+ %) (véase 1.5.2). Asi, para todo abierto V C 82 en torno a s,
se tiene que existe n € w tal que W,, C V, por lo que 82 es primero numerable.
De esta manera, del Corolario 1.9.6, 82 es hereditariamente N-compacto. 0

Teorema 4.2.2. N\ es N-compacto.

Demostracién. Definimos, como usualmente se hace, e = cos(y) + i sen(y).
Y denotamos por Re(x + iy) al nimero real x y por Im(z + iy) a y.

Dicho esto, consideremos ¢ : AL — 82 dada por
p((2,9)) = (Re(e ™" - (x +iy)), Im(e™"T - (x + iy)))

Entonces ¢ es la rotacién del conjunto base A sobre el origen, por un dngulo
de —7. Nétese que ¢ es una funcién inyectiva (véase la figura 3).
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figura 3

Llamemos M a la imagen de A’ bajo ¢

Ahora, dados 2 € AL y U C 82 un abierto tales que (&) € U, tenemos los
siguientes casos:

(I) Si & € N\R, entonces como % es aislado en A(, se tiene que {Z} es un
abierto tal que ¢[{#}] C U.

(Il) Si & = («,0), entonces p(z) = (\/2% f‘"”) de modo que [\/gz,a) X

—@ ,b) C U para ciertos a,b € R mayores que @ y V2 respectivamente.
2

Llamemos D al triangulo cuya interseccién con EM es ¢[T;]. Observemos que
los catetos del tridngulo D yacen en las rectas que pasan por ¢(&), una de
ellas paralela al eje X y la otra al eje Y. Dicho tridngulo tiene como vértices el
punto (‘/25*, ‘[‘) y las intersecciones de sus catetos con la recta ortogonal a

la identidad con ordenada al origen 1.

Sea & = (a1, ) la interseccién del cateto del tridngulo D paralelo al eje X
ylarecta z =ay 0 = (01, 52) la interseccién del cateto paralelo al eje Y y la
recta y = b (véase la figura 4).

Entonces, si D estd contenido en [@,a) x [— f“" ,0) CU,V =T; es un
abierto de A tal que p[V] C U.
Por otra parte, si D no esta contenido en [\fm a) % [—@, b),&o /3 pertenecen

a D, sea v = min{ay, B2}. Llamemos A al conjunto de puntos en M contenidos
en el tridangulo rectangulo isésceles cerrado que tiene como vértices los puntos

(22, -Y25) (3, 05) y (B1,7), sin los puntos (v, az) ni (By,7). Observemos que
entonces A es subconjunto de un tridngulo rectagulo isésceles completamente
contenido (salvo por a lo més dos puntos) en [@ a) X [— f”” ,b) CU.
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figura 4

Por otro lado, tenemos que como A C ¢[T;], entonces ¢~ L[A] C T;. De
hecho, se tiene todavia mds. Por ser ¢ una biyeccién, entonces |T;:\¢ 1[A]| =
lo[Ta\e™ Al = @[Tz \A| < Ro.

Sea V = p~1[A]. Por lo anterior, tenemos que V es un abierto de A’ que
contiene a (x,0) y ademés
G [ F)cv

plV] < [ 5

Lo que prueba que ¢ es continua.

Resta probar que ¢ es abierta. Consideremos un abierto A C A, vy § €
plA] C M. Sea & € A, tal que () =Gy U € Ba(Z) tal que U C A. Se tienen
dos casos. Si & € A\ R, digamos & = (2, 1) entonces U = {@} y ¢[U] = {¢(z)}
es un abierto en M tal que p[U] C ¢[A].

Por otra parte, si & = (x,0) para alguna x € R, entonces U = T;\S para
algin subconjunto finito S de Tz N (AN\R). Por la finitud de S, existe N € w
tal que para toda n > N, R, NT; C U. Llamemos T}, al tridngulo rectangulo
isésceles contenido en T que tiene a & como vértice, al segmento Ry NT; como
hipotenusa y cuyos catetos son segmentos de los catetos del triangulo T5.

Sea D, el cuadrado cerrado que tiene a & como uno de sus vértices, los
lados adyacentes a & contenidos en los lados de T} y diagonal de tamafio %
Supongamos que la imagen de dicho cuadrado bajo ¢ queda descrito por el
producto [a,b] X [c, d], definimos D!, como el conjunto [a,b) X [¢,d).

Entonces ¢~ ![D.] N A es un subconjunto de D, "N C T, CU C Ay su
imagen bajo ¢ es la interseccién de un abierto de 82 con M , es decir, un abierto
en M, que tiene a p(Z) = § como elemento y estd completamente contenido en
©[A]. Esto prueba que p[A] es abierto en M.

Por lo tanto ¢ es un encaje de A en 82. Y como 82 es hereditariamente
N-compacto por el Lema 4.2.1, se tiene que A’ es N-compacto. O

Corolario 4.2.3. N[ es realcompacto.

Demostracion. Como A es N compacto, para algtiin ordinal , existe un encaje
¢ : N — N¥ con @[N] cerrado en N*.
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Sea i €l encaje natural de N en Ry sea j : N — R” dada por j((z1)rex) =
(i(zx))rex- Entonces j es un encaje de N* en R” (véase el Teorema B.1.25) y
por lo tanto la imagen bajo j del cerrado ¢[A(] en un cerrado en j[N*] C R".

Ademéds, i[N] es cerrado en R, de manera que por la Proposicién B.1.20,
J[N"] es cerrado en R*. Por lo tanto, A es homeomorfo a un subespacio cerrado
de R". O

Finalizamos esta secciéon con una propiedad interesante del espacio de Niemytz-
ki que ademaés serd usada en el siguiente capitulo.

Proposicion 4.2.4. Eziste una biyeccion ¢ : R — R tal que para toda funcion
continua y real valuada f definida sobre N, f [ro¢p : R — R es de la primera
clase de Baire (véase la Definicion 1.8.3) cuando consideramos a R con su
topologia usual.

Demostracién. Sea ¢ : R — R dada por ¢(z) = (z,0) para cada = € R.

Sea f una funcién continua y con valores reales definida en A’ y denotemos
por g : R — R a la composicién f [grod.

Para cada n € w\{0} definimos f, : R — R como:

(=, 1)), si = ™ para alguna m € Z;

fulz) = si z € (2, L) para alguna

(nx —m)yz — (ne —m — 1)y, m € Z con f(<;, ) =un
y F(EL ) = ve.

Es decir, para cada n € w, la grafica de la funcién f,, es la poligonal que tiene
como vértices los puntos f({Z, 1)) con m € Z, la cual es claramente continua.

Sean ¢ > 0 y € R. Por la continuidad de f, existe un abierto bésico
U. € By((2,0)) en A tal que para todo o € U, |f(i) — f({x,0))] < 5. Sea
U. = T,\S con S C A\R un conjunto finito y 7T, dado como al inicio de este
capitulo. Entonces existe Ny € w tal que para toda n > Ny, R, N T, C Us,.

Observemos que para cada n € w, el segmento R, N T mide 2 =,y cada
punto de dicho segmento, dista de sus puntos contiguos < =. De esta manera,
como 2 - % = %, en cada segmento R,, NT, hay al menos una pareja de puntos
de AL

Esto es, a partir de cierta NV € w, sin > N y m € Z son tales que

mtl entonces (2, L) (ML Ly € [

T <<

Afirmamos que para toda n = N, |f,(z) —g(x)] < e. Seann > Ny m €
Z tales que 2 < x < mTH Entonces <%,%>,<mj{ 7711> e U, y por tanto,
F(2). £a(55L) € B (f((.0)).

Ahora blen Be(f({x,0))) es un conjunto convexo, de modo que el segmento
[fa (%), fu(PE1)] € By (f({2,0))). Pero fu(x) € [fu (%), fu(™E)], por lo tanto,
fula) € B3 (f((x,0))).
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Asi, basta observar que f({z,0)) = f |gr od(x) = g(x) para concluir la
prueba. O



Capitulo 5

La comvpactacion de
Stone-Cech de (A)

Es sencillo construir familias casi ajenas maximales de A, de modo que
B(1(A)) sea lo suficientemente grande como para que 3(1(A))\¢(A) contenga
al menos 2% puntos.

El principal resultado en esta seccién es probar que existe una familia casi
ajena maximal A tal que G(1(A)) es la compactacién por un punto de ¥(A).
Para la construccién de dicha familia casi ajena, haremos un par de “opera-
ciones”sobre espacios de Mréwka; la unién ajena y la descomposicién en clases
de equivalencia de espacios de Mréwka.

Los siguientes dos resultados muestran que la unién ajena de espacios de
Mrowka y la descomposicion en clases de un espacio de Mréwka son espacios de
Mréwka.

Proposicion 5.1.1. La unidn discreta de dos espacios de Mréwka es nueva-
mente un espacio de Mrowka.

Demostracion. Sean 1(A) y ¢(B) un par de espacios de Mréwka. Denotamos
por X al espacio ¢¥(A) x {0}, por X; al espacio ¢(B) x {1} y por X a la unién
discreta de ¥ (A) y ¥(B) (i.e. X = XoUX; con la topologia de la unién discreta).
Notemos que f : ¥(A) — Xy dada por f(z) = (2,0) vy g : ¥(B) — X3
dada por g(xz) = (z,1) son homeomorfismos de ¥(A) en Xy y ¥(B) en X;
respectivamente, de manera que Xy y X7 son un par de espacios de Mréwka.

Por el Teorema 3.3.15, basta probar que X es T3 y satisface las condiciones
(1), (2), (3) v (4) de dicho Teorema.

Sean z,y € X un par de puntos distintos. Si ocurre que, sin pérdida de
generalidad, x € Xy y y € X, entonces claramente existen abiertos ajenos U y
Vde XtalesquexeU,yyeV.

Supongamos entonces que x,y € X; para alguna ¢ = 0,1. Como X; es

65
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Hausdorff, existen un par de abiertos ajenos U y V tales que x € U y y € V.
Como U y V son abiertos y ajenos en X, entonces X es un espacio T5.

Observemos que para cada z € X, x € X; para alguna ¢ € {0,1}. Entonces
por ser X; primero numerable, se tiene que existe una base local de vecindades
numerable de z en X;, digamos B(z). De manera que para cada vecindad V
de z en X, como V N X; es una vecindad de z en X;, existe B € B(z) tal que
x € BCVNX; CV.Esto es, B(x) es una base local de vecindades numerable
en X y por lo tanto X es primero numerable (condicién (1)).

Sea x € X, entonces x € X; para alguna i € {0,1}, por ello, existe una
vecindad U del punto z en X; que contiene a = y tal que su cerradura en X;
es compacta. Claramente U es vecindad de =z en X y la cerradura de U en
X, siendo idéntica a la cerradura de U en X;, es compacta. Por lo tanto X es
localmente compacto (condicién (2)).

Sea N = (w x {0}) U (w x {1}). Entonces
cd(N) =d((wx{0})U(wx{1}))

= (cl(w x{0})) U (cl(w x {1}))
= (clxo (w x {0})) U (elx, (w x {1}))
—XoUX;, =X
y por lo tanto, tenemos que N es denso en X (condicién (3)).
Observemos que () # der(X) = (M4 x {0}) U (Mg x {1}). Sea = € der(X).

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que = = (es,0) € M4 x {0}.
Entonces U = ({ea} U A) x {0} es un abierto en torno a z y

Under(X) =[({ea} UA) x {0} N [(Ma x {0}) U (Mg x {1})]

= [({ea} x {0}) U (Ax {0} N [(Ma x {0}) U (M3 x {1})]

y como (A x {0}) N [(M4 x {0}) U (Mg x {1})] = 0, lo anterior es igual a
(fea}x{0NN[(Max{0})U(Mpx{1})] = {(ea, 0)}N[(Ma x{0})U(Mz x{1})] =
{(ea,0)}. Por lo tanto, la topologia de X restringida a der(X) es la topologia
discreta (condicién (4)).

Por lo tanto, X es un espacio de Mréwka. O

Sean X un espacio topolégico y r una relacién de equivalencia sobre X.
Recordemos que la topologia cociente sobre el conjunto base X/r estd dada
como sigue: X/r es el conjunto cociente (es decir el conjunto que consiste de
todas las clases de equivalencia inducidas por r) y un conjunto de clases de
equivalencia en X/r es abierto si y s6lo si la unién de dicho conjunto es abierta
en X.
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El conjunto cociente muchas veces es llamado descomposicion de X en clases
(inducidas por r), a las clases inducidas se les llama clases de equivalencia mddu-
lo r y el espacio cociente resultante de dicha descomposicion se refiere al espacio
topoldgico cuyo conjunto base es X/r con la topologia cociente.

En el caso particular de los espacios de Mréwka, si a es una descomposicién
de A en clases inducidas por una relacién r (i.e. si « = A/r), por espacio cociente
resultante, nos referimos al espacio que tiene como conjunto base ¥ (A)/R con
la topologia cociente, donde R C 9(A) x ¥(A) es una extensién de r definida
de la siguiente manera: eqRep si y s6lo si ArB, nRm si y sélosin =my
ninguin elemento en w esta R-relacionado con algin elemento en M 4. Denotamos
por [A] al conjunto {B € A : BrA} para cada A € A, por [e4] al conjunto
{ep € M :epRea} y por My, ala coleccion {[e4] : A € A}.

Proposicién 5.1.2. Consideremos el espacio topoldgico (A) y sea a una des-
composicion de A en clases finitas. El espacio cociente resultante es nuevamente
un espacio de Mréwka.

Demostracién. Sea r la relacién tal que o = A/r y sea R C ¢(A) x ¢(A) una
extension de r tal que el espacio cociente resultante de la descomposicion a es
el espacio ¥(A)/R. Sea p : P(A) — 1(A)/R la funcién cociente.

Dicho espacio es T» por el siguiente argumento. Dados z,y € ¥(A)/R,
distintos, se tienen tres casos. Si x,y € p|w], entonces x y y se separan por
abiertos ajenos de manera trivial. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que
r = [ea] € My y y € plw]. Entonces si para toda B C w tal que BrA,
Uy ¢ B, {y} v {lea]} Up[U[A]] son un par de conjuntos ajenos que contienen a
y y a x respectivamente. Claramente {y} es abierto y ademés, {[ea]} U p[U[A]]
es abierto puesto que

Ulealt upllJtAl) = (Jtlealh v U pllJ141)
= leal U (J14))
={ep: BrA}U( J{B: Bra})
= (Jtdes} : Bray u ((J{B : Bra})
= J{{es}UB: Bra}

que es unién finita de abiertos en 9(A) y por tanto es abierto en 1(A)/R.

Ahora bien, si | Jy € B para algin BrA, entonces {y} v {[ea]} Up[U[A]\y]),
son un par de conjuntos ajenos que contienen a y y a x respectivamente. {y} es
abierto y ademaés

Uleal} uplJiAN) = ({lealh) U (U oIl J1ANY]
= [eal U (JlA1\)
={ep: BrA}U (| J{B\y: Bra})
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=UlesruB\Jy) - Bra}

que es abierto en 1 (A). Por lo tanto, {y} y {[ea]} U p[U[A]\y] son abiertos y
ajenos en ¢ (A)/R.

Por tltimo, si z,y € My, digamos x = [e], y = [ec], entonces como z # y,
se tiene que [4] £ [C]. Sean U = {z}Up[UIAI\UICT y V' = {yUplUICT\ ULA]]

Entonces tenemos que
Uv =Uda=r vl JianUJien
= (Utlealh v Ul JIANUICT)
= [eal U (JAN i)
=[ealu (U B\ D))

BrA DrC
=lealU(J B\ D))
BrA DrC
=leaJu (BB D))
BrA DrC
= (ULeshu( B\ (BN D))
BrA BrA DrC
= J{estuB\(J BND))))
BrA DrC
que es abierto en 1(A) por ser A casi ajena y por ser finitas las clases de
equivalencia médulo r. Simétricamente |JV es abierto en ¢ (A). Por lo tanto
U y V son abiertos en ¥(A)/R, tales que x € U y y € V. Ademds, de existir
z € UNV, habrian a € U[A]\U[C] y ¢ € UIC]\ U[A] tales que p(a) = z = p(c).
Pero por como esta definida p, esto implica a = ¢, lo cual es imposible puesto
que U[AN\UIC] v UICI\ U[4] son un par de conjuntos ajenos. Por lo tanto U y
V son ajenos y de esta manera, ¥(A)/R es un espacio Ts.

Veamos que 9(A)/R es primero numerable. Sea z € 1)(A)/R, entonces si
x € plw], Br(z) = {{x}} es una base local de vecindades de z. Por otra parte,
si x = [ea] € My, entonces definimos la coleccién Br([e4]) como la coleccién
{{lea]} Up[D] : D C U[4] vy |UA\D| < Ro}. Notemos que cada uno de los
elementos de Br(z) es abierto, puesto que

J(leal} uplD]) = ((H{lealh) u ((JrlD)
= [ea]UD =[ea] U ((JIAI N D)

=lealU(|J BN D)
BrA

= J{ea}u (BN D))

BrA
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y para cada B € [4], |[B\D| < |(U[A])\D)| < Rg. Aseguramos que dicha colec-
cién es una base local de vecindades de [e]. En efecto, sea V una vecindad de
z. Entonces existe un abierto W de ¥(A)/R tal que x € W C V. Asi, W
es un abierto en ¥ (A) tal que |J{z} = U{{ep : epRea}} C |JW. Entonces
{eg} U(B\Sp) C W para algin subconjunto finito Sp de B, para cada BrA.
Por lo tanto, si T = |J{Sp : BrA}, se tiene que

{leal} U (ol JIANTY) € Br([ea])

y {lealy U (ol JIANT) € W C V.

Aseguramos que ¥ (A)/R es localmente compacto. Sea = € ¥ (A)/R. En-
tonces si © € plw], {x} € {{z}} = Bgr(x) es una vecindad compacta de z.
Por otra parte, si * = [ea] € My, {[ea]} U (p[U[A]]) € Br(lea]) es una
vecindad compacta. En efecto, consideremos U una cubierta abierta de A =
{lea]} U p[U[A]] ¥ sea Uy € U tal que [ea] € Up. Entonces existe V € Br([ea])
tal que V- C Uy. Seay V = {[ea]} Up[D], con D C | J[A4] tal que || J[A]\D] < No.
Entonces

[A\Ua| < [({leal} U plJIAT({leal} U o))
= (AN (D))
= (plJiAan\D)
= UMD < R

y asi, A es compacto.
Por lo tanto, de la Proposicién B.2.9, ¥(A)/R es localmente compacto.

Aseguramos que plw] es denso en ¥(A)/R. Sea U un abierto no vacio en
¥(A)/R. Entonces, dada = € U, como la colecciéon Bgr(z) es base local de
vecindades de z, existe W € Bg(z) tal que W C U. Si z € p|w], claramente U N
plw] # 0. Por otra parte, si x € My/,, entonces W = {[ea]} U (p[U[A]\S]) para
algiin S C |J[4] finito. De manera que como p[J[A]\S] N plw] 2 p[(U[A]\S) N
w] # 0, se tiene que U N plw] 2 W N plw] # 0.

Consideremos ahora [A] € A/r y notemos que ({[ea]} U p[U[A]]) " My, =
{[ea]}. Esto es, la topologia de 9(A)/R restringida a My, es la topologia
discreta.

Entonces, hemos probado que 9(A)/R es un espacio Ty, primero numerable,
localmente compacto, separable y tal que der(¢(A)/R) = My, es discreto en
(A)/R. Por lo tanto, en virtud del Teorema 3.3.15, 1)(A)/R es un espacio de
Mroéwka.

O
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Corolario 5.1.3. Consideremos el espacio topoldgico ¥(A) y ¢ un mapeo in-
yectivo cuyo dominio y contradominio son subconjuntos ajenos de A. El espacio
obtenido mediante la identificacion de cada A € dom(p) con p(A), es un espacio
de Mréwka, a saber ¥(B), donde B = (A\im(p)) U{AUp(A): A € dom(p)}.

A continuacién damos una serie de resultados enfocados a probar que hay
92" espacios pseudocompactos no homeomorfos dos a dos (un poco ajeno al
tema central de este capitulo) a manera de (primera) aplicacién de los dos
resultados anteriores.

o oo Rg .. .. . . .
Proposicién 5.1.4. Hay 22° familias casi ajenas mazimales infinitas A en w.

Demostracién. Sean N7 y Na subconjuntos infinitos y ajenos de w, tales que
w = N7 UN;. Tenemos que de la Observacion 2.1.6, existen familias casi ajenas
maximales A; y Ay de N7 v Ny respectivamente, cuya cardinalidad es 2%°. Sea
¢ : A1 — A una funcién biyectiva y definamos Ay = {AU@(A) : A € Ay}
Entonces Ay es una familia casi ajena maximal en w. En efecto, cada elemento
de Ay es infinito. Ademds, dados AU@(A) y BU@(B) elementos de Ay distintos,
tenemos que

(AUg(A)N(BUG(B)) = (ANB)U(ANG(B)) U (4(A) N B)U(6(A) Nd(B))
= (AN B) U (o(A) No(B)),

de manera que la interseccién de los elementos de Ay es finita, por lo tanto
Ag es una familia casi ajena. Para verificar la maximalidad de dicha familia,
consideramos un conjunto infinito H C w tal que H ¢ Ag. Entonces, si para
toda A € Ay HN (AN ¢(A)) fuera finito, para toda A € A1, HNAy HN¢(A)
serfan finitos, pero esto contradice la maximalidad de A; y As. Por lo tanto,
existe A € A; tal que H N (AU ¢(A)) es infinito y asi, Ay es una familia casi
ajena maximal.

Sean ¢ y ¢’ un par de biyecciones de A; en Aj tales que A, = Ay . Entonces
para cada A € A; existe B € A; tal que AU ¢(A) = BU ¢'(B). Ademds, como
N1 v N3 son conjuntos ajenos de w,

A= (AU@(A) NN, = (BU¢(B)) NNy = B,

y andlogamente, ¢p(A) = ¢'(B) y entonces ¢p(A) = ¢'(A). Por lo tanto, dado
un par de biyecciones de A; en A, distintas, ¢ y ¢', Ay y Ay (definidas como
antes) son también distintas.

Por supuesto, hay al menos una pareja {N1, N2} de subconjuntos numerables
y complementarios de w (por ejemplo, los pares y los impares).

Por otra parte, sea B = {f € "1 A, : f es biyectiva}. Entonces [B| = |{f €
il|Ay| ¢ f es biyectiva}|. Como |A;| = [Az] = 2%, entonces del Teorema
A.3.23, se tiene que |B| = 22",
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Por lo tanto hay al menos 22" familias casi ajenas maximales en N, pero hay
|P(P(w))| = 22 familias de subconjuntos de w. Por lo tanto hay 22°° familias
casi ajenas maximales en w. O

Con base en la Proposicién 3.2.7, podemos generar 22" espacios de Mréowka
pseudocompactos. Sin embargo, probar que hay 22" espacios pseudocompactos
no homeomorfos dos a dos, requiere de algunos resultados més. Veremos que
la coleccion de familias casi ajenas maximales infinitas que generan espacios
de Mréwka homeomorfos son a lo mas 2%° y haciendo uso de las propiedades
del producto de cardinales infinitos y del Axioma de Eleccién, obtendremos el
resultado.

Comenzamos definiendo la relacién de equivalencia Y.

Recordemos que la diferencia simétrica entre un par de conjuntos A y B,
denotada AAB, es el conjunto (A\B) U (B\A).

Con el propésito de probar el Teorema 5.1.11, definiremos una relacién de
equivalencia, y enunciaremos y probaremos las siguientes proposiciones.

Definicién 5.1.5. Dado un par de familias casi ajenas maximales A y B, deci-
mos que A estd Y-relacionada con B (que denotaremos por AYB) si existe una
funcién biyectiva ¢ : A — B tal que para cada A € A, la diferencia simétrica
entre Ay ¢(A) es finita.

Claramente la relacion T es reflexiva (puesto que la diferencia simétrica entre
un conjunto cualquiera y él mismo es vacia), simétrica (porque la relacién inversa
de una funcién biyectiva es biyectiva y por la simetria de la diferencia simétrica)
y transitiva (por propiedades de los conjuntos finitos). De esta manera, T es de
equivalencia.

Notaciéon. Dadas A, B un par de familias casi ajenas maximales tales que
AYB y A € A, denotaremos por B4 al elemento de B que le corresponde a A
bajo alguna funcién testigo de que AY B, que podemos escoger arbitrariamente
y luego fijar.

Proposicién 5.1.6. Si A y B son un par de familias casi ajenas Y-relaciona-
das, entonces ¢ : Y(A) — (B), dada por:

| e, sixT=ea;
go(x)—{x SiTEwW
b

es un homeomorfismo.

Demostracién. Es claro que ¢ estd bien definida y como la funcién que asocia

a cada elemento A € A con B4 € B es biyectiva, entonces ¢ es biyectiva.
Consideremos ahora z € 1 (A) y U C 9(B) tal que p(z) € U. Entonces, si z €

w, {z} C Y (A) es un abierto tal que ¢[{z}] € U. Por otra parte, si x = e4 para
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alguna A € A, entonces ¢(x) = ep,, de manera que {ep, } U (B4\S) C U para
algin S C By finito. Como |[AAB4| < Ry, se tiene que {e4 }U(A\(SU(A\BA)))
es un abierto de ¢(A) tal que:

pl{eat U(A\(S U (A\Ba)))] = {ep, } U (A\(S U (A\Ba)))
={eB,} U ((ANBa)\S)
y{es, JU(ANBA)\S) ={ep, }U(Ba\(SU(Ba\A))) es claramente un abierto
contenido en U. Por lo tanto ¢ es continua.

Veamos ahora que ¢ es abierta. Consideremos un abierto canénico, digamos
A. Entonces, si A = {n} para alguna n € w, ¢[A] es claramente abierto. Si
A ={ec}U(C\S) para algin S C C finito, entonces p[A] = {ep. } U(C\S) con
|BcAC| < V. Asi, SU (Bc\C) es finito y por tanto ¢[A] = {ep, } U (Bc\(SU
(Bc\C))) U (C\(Bec U S)) es abierto. O

Notacién. Dada una familia casi ajena A, denotaremos por [A]y al conjunto
de familias casi ajenas {B : BYA}.

Proposicién 5.1.7. Sea A una familia casi ajena. Entonces |[A]x| < 2%0.

Demostraciéon. Observemos que dada una familia casi ajena A, [A]y consiste
de las familias casi ajenas “parecidas” a A. Es decir, la familia casi ajena B es
tal que ATB si cada elemento de A se distingue de uno (y sélo uno) de B en un
ntimero finito de naturales. De esta manera, hay tantos elementos en [A]y como
subconjuntos de w que difieren de un elemento A € A en un nimero finito de
naturales, para cada A € A. Pero dado A € A, hay sé6lo una cantidad numerable
de subconjuntos de w que se distinguen de A en un nimero finito de naturales
(véase la Proposicién A.3.12), entonces |[A]y| = |A| - Ry < 2%, O

Lema 5.1.8. Sean A y B un par de familias casi ajenas. Si ¢ : Y(A) — ¥(B)
es un homeomorfismo entonces ¢p(n) € w para toda n € w.

Demostracién. Supongamos que existe n € w tal que ¢(n) = ep para alguna
B € B. Entonces ¢[{n}] = {ep}. Observemos que {ep} no es abierto de acuerdo
con la topologfa definida en 1 (B). Sin embargo {n} es abierto en (A), lo cual
es una contradiccidon pues ¢ es homeomorfismo y por tanto es abierta. O

Elijamos un representante de cada clase de equivalencia de familias casi
ajenas maximales inducida por Y. Llamemos al representante de la clase [A]v,
A.

Fijemos una familia casi ajena maximal A.

Sea A = {B C P(w) : B es representante de una de las clases de equivalencia
inducidas por T y 1(A) = 4(B)}.

Dado B € 2, sea ¢p un homeomorfismo de 1(A) en (B) y sea fz la
restriccién de ¢p a los naturales.
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Proposicion 5.1.9. Si fg = fe entonces BYC.

Demostracién. Sea f = fg = fe. Definimos D como la coleccién {f[A] : A €
A}. Sean: € — D la funcién definida de la siguiente manera: para cada C € e,
n(C) = f[Ac¢], donde Ac € A es tal que ¢e(ea,) = ec.

Aseguramos que, para cada C € €, |CAn(C)| < Rg. En efecto, como e (ea.. )
= e¢, por la continuidad de ¢¢e, para algin conjunto S C A¢ finito, se tiene
que

del{eact U (Ac\S)] S {ectUC.

Por lo tanto f[Ac]\C C f[S]. Como f[S] es finito, [n(C)\C| = | f[Ac]\C| < No.

Ahora bien, gi)gl (ec) = ea . Por un razonamiento andlogo al anterior se tiene
que [f7HC\Ac| < Ro. Entonces, |f[f 7 [C\Ac]| = [C\f[Ac]| = [C\n(C)| es
finito. Por lo tanto, |CAn(C)| < Rg. Es decir, CYD. De manera semejante BYD
y por lo tanto, por la transitividad de la relacién T, se tiene que BYEC. O

Proposicién 5.1.10. [2(| < 2%,

Demostracién. Definimos J: 2 —* w como J(B) = fz y aseguramos que J es
inyectiva.

Sean B, C € U tales que fg = ](@) = ](é) = fe, entonces de la Proposicién
5.1.9, se tiene que B = é, con lo que concluimos la prueba. O

Teorema 5.1.11. Hay 92" espacios de Mrowka pseudocompactos no compactos
no homeomorfos dos a dos.

Demostracién. Sea 9 el conjunto de familias casi ajenas maximales infinitas
sobre w. Para cada A € M, sea H(A) = {B € M : ¢(A) es homeomorfo a 1(B)}.
Como dado un par de familias casi ajenas A y B, la relacién “¢(A) es homeomor-
foa ¥(B)” es de equivalencia, los conjuntos H(A) y H(B) son o bien idénticos
o ajenos. Por la Proposicién 5.1.4, 91 tiene cardinalidad 22" y para cada con-
junto A, H(A) tiene cardinalidad menor o igual que 2% (véase la Proposicién
5.1.10). Por lo tanto, por el Corolario A.3.20, el conjunto {H(A) : A € M} tiene
cardinalidad 22" y asi, en virtud del Axioma de Eleccién, podemos obtener un
conjunto de 22" familias casi ajenas maximales infinitas que generan espacios
de Mréwka no homeomorfos dos a dos, digamos ‘B.

Ahora bien, recordemos que de la Proposicién 3.3.5, ¥)(A) es compacto si y
solo si A es una familia casi ajena finita, de manera que ninguno de los elementos
de B define un espacio de Mréwka compacto y por lo tanto tenemos lo que se
queria demostrar. O

Habiendo probado la proposicién anterior, retomamos el tema central de este
capitulo; la compactaciéon de Stone-Cech de los espacios de Mréwka. Probare-
mos primero que hay una familia casi ajena maximal tal que la compactacion
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de Stone-Ceech del espacio de Mréwka que define tiene un residuo con la cardi-
nalidad del continuo.

Proposicién 5.1.12. Eziste una familia casi ajena mazimal A tal que si (A) =
X, entonces X\ X tiene por lo menos 280 puntos.

Demostracion. Sea B una familia casi ajena maximal en w de cardinalidad
280 arbitraria (notemos que tal B existe de la Observacién 2.1.6).

Ahora, para cada B € B, consideremos una familia casi ajena maximal
infinita A en B (podemos considerar a dichos Ap también por la Observacién
2.1.6), y sea A = J{Ap : B € B}.

AFIRMACION. A es la familia casi ajena maximal buscada.

Primero veamos que A es efectivamente una familia casi ajena maximal
infinita. Observemos que todo elemento de A es infinito, pues dada A € A,
existe B € B tal que A € Ag y Ap es una familia casi ajena.

Consideremos ahora A, B € A distintos. Entonces tenemos dos casos; si
A, B € A¢ para alguna C € B, entonces AN B es finito por ser A¢ una familia
casi ajena. Por otra parte, si A € A¢ para alguna C € By B € Ap para
alguna D € B\{C}, entonces se tiene que, de ocurrir que A N B fuera infinito,
tendriamos que un subconjunto de C' interseca a uno de D en una infinidad
de elementos. De manera que C' N D seria infinito contradiciendo que B es una
familia casi ajena. De donde se tiene que A es una familia casi ajena.

Ademsds, si F' C w es infinito y tal que F' ¢ A, entonces para toda B € B,
F ¢ Ap. Como B es maximal, existe B € B tal que |[B N F| = Ry. Por tanto,
existe Dp € Ap tal que |[FNDp| = Ny. Asi, existe D € A tal que |[FNDg| =Ry
y entonces A es una familia casi ajena maximal.

Ahora, denotemos por ZE al conjunto {ec : C € Ap}. Entonces X =
PY(A) = (wU U{ﬁ; : B € B}, 1y). Para cada B € B, consideremos el conjunto
Fp={MeZ(X): MCApy |As\M| < Xo}.

Elijamos una B € B arbitraria, fija. Aseguramos que Ap€eZ (X). En efecto,

sea B = {b, : n € w} una enumeracién inyectiva de B. Definamos f : ¢(A) — R
como:

1 s
wT stz = bn;
fx)=¢ 0 si & = ey para alguna A € Ap;
1 en otro caso.

Observemos que asi, dada = € (A) y un abierto U C R tal que f(x) € U se
tienen tres casos: si x € w, entonces {x} es un abierto en ¥(A) tal que f[{z}] C
U. Por otro lado, si x = e4 para alguna A € Ap, tenemos que f(z) = 0y
entonces existe m € w tal que [0, L) C U. Asf, {ea}U(A\{bo, b1, ..., bn }) C ¥(A)
es abierto y tal que f[{ea} U (A\{bo,b1,...,bm})] C [0, ﬁ“) C U. Por ultimo,
si x = ec para alguna C € Ap/ con B # B’ entonces como B es una familia
casi ajena, |C'N B'| < |BN B’| < Xy. Entonces {ec} U (C\B’) es un abierto de
¥(A) tal que f[{ec} U (C\B')] € {1}.

Asi, Ap € Fp, es decir, Fp es no vacio y Fp es base de Z(X)-filtro. En
efecto, como |7{E| > Ng, 0 ¢ Fp. Ademds, dados My, My € Fp, tenemos que
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My N My C ZE y
[Ap\(M; N My)| = [(Ap\M:) U (Ap\Ms)| < Ry

Entonces existe M3 € Fp tal que M3 C M;NMs. Por lo tanto, por la Proposicién
1.6.7, Fp es base de filtro.

Sea pues §p un Z(X)-ultrafiltro que contiene a Fp (véase el Teorema 1.6.10).
Afirmamos que Gp es un Z(X)-ultrafiltro libre, es decir, que G no pertenece
aep(A)] ={{A € Z(X):z € A} : x € ¢Y(A)}. En efecto, supongamos, por el
contrario, que existe un elemento z € 1(A) tal que z € NGp y sea Hp el Z(X)-
filtro generado por Fp (véase la Observacion 1.6.8). Entonces en particular para
cada H € Hp, z € H. De manera que, como ZE € Fp, se tiene que z = e¢
para alguna C' € .AB, y por lo tanto ec € H para cada H € G{B

Por otra parte, AB\{ec} es un conjunto nulo (pues Ap y Mu\{ec} son
nulos (véase el inciso (4) de la Proposicién 3.3.6) y por lo tanto su interseccién
también lo es, véase 1.2.3), asi, por la definicién de Fp, Z;\{ec} € Hp. Pero
ec ¢ .7[;\{60}7 que es una contradiccién. Por lo tanto, G es un Z(X)-ultrafiltro
libre.

Ademas en virtud de que, dado B’ € B, Gp' es Z(X) ultraﬁltro y de que
AsNAp =0 para todo B # B’ (puesto que ec € As N Ap implica que
C € Ag N Apr, de manera que C seria un subconjunto infinito de B N B’,
que contradice que B y B’ sean elementos de la familia casi ajena B), se tiene
que 7[; € G5\Gp . De manera que hemos encontrado 2% elementos de X =
{F C Z(X) : F es Z(X)-ultrafiltro} que no pertenecen a e[yp(A)], a saber, los
Z(X)-ultrafiltros §p con B € B. O

Ahora veremos que, en contraste, también existe una familia casi ajena max-
imal cuyo espacio de Mréwka asociado tiene compactacién de Stone-Ceech con
residuo de cardinalidad 1.

Se requeriran varios resultados para probarlo, empezamos recurriendo a un
concepto definido previamente; las funciones de Baire.

Proposicion 5.1.13. FEziste una familia casi ajena A en w de cardinalidad
2% tal que para cada funcion continua realvaluada f definida en (A), f [a,
es “equivalente”a una funcién de la primera clase de Baire. (i.e. existe una
biyeccion ¢ de los reales en M4 tal que la funcion f [a, op es de la primera
clase de Baire sobre R).

Demostracion. De la seccién 6.1, tenemos que exite una familia casi ajena A
tal que A =2, ¥(A), donde identificamos (de acuerdo con la notacién del capitulo
6) a la recta R con M4 y a A\R con N.

Con tal asociacién, dada una funcién continua y realvaluada f : ¢(A) — R,
tenemos que foh : Al — R es continua. Pero de la Proposicién 4.2.4, tenemos
que existe una biyeccién ¢ : R — R tal que (foh) [gogp : R — R es de la
primera clase de Baire.
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Observemos que h [go¢ : R — My es biyectiva y que (foh) [ro¢ = f [m,
oh [go¢

Por lo tanto, existe una biyeccion £ : R — My, a saber £ = h [ro¢, tal que
f Tary o€ es de la primera clase de Baire. 0

Veremos un resultado respecto a los subconjuntos nulos de los espacios de
Mréwka definidos por familias casi ajenas que satisfacen la Proposicién 5.1.13
cuyo papel serd fundamental més adelante.

Proposicion 5.1.14. Sea A una familia casi ajena con las propiedades enun-
citadas en la Proposicion 5.1.13. Entonces todo subconjunto no numerable E C
My, que sea un conjunto nulo o conulo en (A) es de cardinalidad 2%°.

Demostracién. Sea E C My4 un conjunto nulo (respectivamente conulo) no
numerable de ¥(A). Sea g : ¥(A) — R una funcién continua tal que E =
g~ 1[{0}] (respectivamente, E = g~*[R\{0}]). Por hipétesis (g [p,)0¢: R — R
es de la primera clase de Baire, en donde ¢ es una funcién biyectiva (véase
la Proposicion 5.1.13). Ahora, la Proposicién 1.8.4 nos garantiza que [(g [,
Jod] "L [{0}] = H (respectivamente, [(g 1ar,) 0 6]~ [R\{0}] = H) es un conjunto
G5 (respectivamente un conjunto F,). Como ¢ es biyectiva y ¢[H| = E, H es
no numerable. Por lo tanto, por la Proposicién 1.8.5, H y, por lo tanto, F tienen
cardinalidad 2%°. 0

Construiremos una familia casi ajena maximal infinita A tal que si £ C M4
es infinito, entonces sean equivalentes que F sea nulo y que |[M4\E| < Xg. Esta
familia casi ajena es precisamente la que define un espacio de Mrowka cuya
compactacién de Stone-Ceech tiene residuo de cardinalidad 1.

La construcciéon de dicha familia inicia con una familia casi ajena maximal
que satisface las propiedades de la Proposicion 5.1.13. La existencia de esta
ultima familia se prueba a continuacion.

Proposicion 5.1.15. Eziste una familia casi ajena maximal con las propieda-
des enunciadas en la Proposicion 5.1.18.

Demostracién. Consideremos una familia casi ajena A’ cualquiera, que satis-
faga las propiedades enunciadas en la Proposicién 5.1.13. Extendemos A’, por la
Proposicién 2.1.5, a una familia casi ajena maximal A”. Como la cardinalidad de
A’ es 280 existe una funcién inyectiva ¢ de A”\A’ en A’. Notemos que entonces
( es un mapeo inyectivo cuyo dominio y contradominio son conjuntos ajenos de
A" (dom(p) = A\A', im(p) C A"), entonces, por el Corolario 5.1.3, el espacio
P(A) con A = (A\p[A\AT) U{AUp(A) : A € A"\A'}, es de Mréwka. Sea
X = ¢(A). Tenemos el siguiente diagrama:
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BA) — e pan —Lex —p(a)

donde i es la inclusion de ¥(A') en ¥(A”) v ¢ es el cociente descrito de ¥ (A”)
en X = ¢(A). Entonces tenemos que tanto ¢ como ¢ son funciones continuas.

Notemos ademaés que A es maximal. En efecto, consideremos un conjunto
infinito H C w. Entonces, por la maximalidad de A", existe un elemento A € A"
tal que ANH es infinita. Se tienen tres casos, si A € A"\ A’, entonces el elemento
AUp(A) € Aes tal que |HN(AU@(A))| = Rg. Por otra parte, si A € A"y
A ¢ p[A"\A'], A mismo es un elemento de A tal que su interseccién con H es
infinita. Si A € A"y A € p[A"\A'], entonces p(B) = A para alguna B € A"\ A/,
y BU@(B) € A es tal que |[H N (BUg(B))| = No.

Ademis, sabemos que existe una funcién biyectiva h : R — M4/, tal que
para toda funcién continua f : ¢(A’) — R, la composicién f[a oh: R — Rees
de la primera clase de Baire.

Definimos § : R — My como § = qla,, oila,, oh y aseguramos que dicha
funcién es biyectiva.

Consideremos un par de reales distintos, digamos = y y. Como h es biyectiva
h(z),h(y) € M, son distintos. Luego, i[ar,, oh(x) # i, oh(y).

Sean i[nr,, oh(x) = ec y ilam,, oh(y) = ep. Entonces C,D € A"y C # D.
Supongamos primero que C, D € A'\p[A"\A']. Entonces

qln,, 0t ,, oh(x) =ec # ep = qln,, ©ila,, oh(y).

De ocurrir que, sin pérdida de generalidad, C € A"\@[A"\A'] y D € p[A"\A'], se
tiene que q[ar,, 0, oh(x) = ec mientras que q[ar,, 0iar,, oh(Y) = €aup(a)
para alguna A € A"\A’ tal que ¢(A) = D y claramente ec # eayy(a). Por
tltimo, si C,D € @[A"\A'], entonces q[ar,, 0ilrr,, oh(x) = €aupa) con A €
A\A" tal que (A) = C'y qla,, oilam,, oh(y) = epups) con B € A"\A’ tal
que ¢(B) = D, de manera que eu,(4) 7 €Bug(B)- Por lo tanto, £ es inyectiva.

Consideremos ahora un elemento de M, digamos e4. Entonces, si A €
ANp[A\A], ea € My es tal que £(h~t(ea)) = ea, por otra parte, si A =
BUg(B) con B € A”\A', entonces p(B) € ¢[A”\A] es tal que £(h ™ (eg(p))) =
qla,, 0, oh(h_l(ew(B))) = ea. Asi, en efecto, £ es una biyeccion.

Mas aun, aseguramos que & es tal que para toda funcién continua f de
¥(A) en R, la funcién f [, o€ es de la primera clase de Baire. En efecto, sea
f:¥(A) — R una funcién continua y consideremos el siguiente diagrama.

BA) — e par) — X = p(a)

i g
R R
Tenemos que flar, 0§ = (foqoi)la,, oh. Ademas fogoi:h(A’) — R es

una funcién continua. Y por las caracteristicas de h, (f o qoi)la,, oh es de la
primera clase de Baire.
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Por lo tanto, ¥(A) satisface las condiciones de la Proposicién 5.1.13. O

Como mencionamos previo a la Proposicién 5.1.15, la construccién de la
familia casi ajena maximal infinita que define un espacio de Mréwka cuya com-
pactacién de Stone-Cech tiene residuo de cardinalidad 1, inicia con una familia
casi ajena A que satisface la Proposicién 5.1.13. Se considera una copia ajena
Aj vy el espacio ¥(A) @ P(Aq). Este tltimo espacio se descompondrd en clases
inducidas mediante la identificaciéon de elementos en el dominio de una funcién,
con sus respectivas imégenes. La construccion de tal funciéon hace uso del Lema
5.1.18, para el cual requeriremos introducir un nuevo concepto y enunciar un
conocido resultado; el Lema del refinamiento ajeno.

Definicién 5.1.16. La fibra de un punto y bajo la funcién f : X — Y es la
imagen inversa de {y} bajo f. Estoes, f~1[{y}] = {z € X : f(z) = y}.

Lema 5.1.17. (Lema del refinamiento ajeno)Sea m un cardinal infinito;
sea {C¢ : £ € Z} una coleccion de conjuntos tales que |=| < m y |Ce| = m para
cada £ € 2. Entonces existe una coleccion de conjuntos {Ag : £ € E} tal que
A CC¢, |[Ael =m y Ae N Agr = 0 para todo §,§ € Z con § #E'.

La prueba puede consultarse en [Ku2; prop.2, p. 330]. O

Lema 5.1.18. Sea m un cardinal infinito y F una coleccion de funciones sobre
un congunto R, donde |R| = m y |F| < m. Entonces existe una biyeccion m del
conjunto R en st mismo con la propiedad de que, si f € F es tal que fomw € F,
entonces |R\f~1[{y}]| < m para alguna y € f[R)].

Demostracién. Sea #; la coleccién de todas las funciones f en F tales que la
cardinalidad del conjunto R\ f~[{y}] es m para toda y € rang(f).

Entonces basta probar que existe una biyeccién m de R en R tal que for ¢ F
para toda f € .

Enumeremos %y como {f¢ : £ € E}. Asi, |Z| < m.

Sean =y = {{ € E : f¢ tiene una fibra de cardinalidad m} y 2o = {{ € = :
toda fibra de f¢ tiene cardinalidad menor que m}.

Para cada £ € Z;, denotamos por A¢ a una de las fibras de f¢ tal que
|A¢| = m y hacemos Be = R\ A¢. Observemos que [B¢| = m para toda § € =;
por la definicién de #y.

Para cada £ € By, sean Ce = Ry D¢, = R\fgl[{y}], para cada y € f¢[R)].

Entonces la coleccion

{Agtgeal}U{BgtgeEl}U{CgZfEEQ}U{D&y:fEEQ, yEfg[R]}

es de cardinalidad menor o igual a m y cada elemento de dicha coleccion tiene
cardinalidad m. Por lo tanto, por el Lema 5.1.17, existe una coleccion

{Ag 1 €€ E1 U B € €EJU{C 1 £ €5} U{DL, 1 €52 v y € fe[R]}
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de conjuntos ajenos dos a dos de cardinalidad m y tales que A’5 CAcy Bé C B¢
para toda £ € =y y también Cé CCey Dé’y C D¢, para toda £ € = y toda
y € fe[R].

Sea £ € Z1. Dado un conjunto K C A’f, denotamos por 7wk a una biyeccion
de Ap U Bf en Ap U By, tal que mx(z) = x para v € K y nx(z) € B; para
x € A\K.

De esta manera, si K y K’ son subconjuntos distintos de A}, y z € K\K’, se
tiene que fe o i (2) = fe(z) = y mientras que fe o g/ (2) € Be = R\fgl[{y}],
esto es, las funciones f: o mx y fe o g/ son también distintas. Como hay 2™
subconjuntos de A; y [F] < m, podemos elegir una biyeccién ¢ de Az U By en
Af U B, tal que feome # fngUBg para toda f € .

Sea D = {A C Cf : fela es inyectiva}. D es un conjunto parcialmente
ordenado por la contencién y es distinto del vacio puesto que {z} € D para
toda = € Cf.

Sea % una C-cadena de elementos de D. Aseguramos que | % es cota supe-
rior de D. En efecto, sean x y y elementos distintos de | J% . Entonces por ser
¢ una cadena, existe A € € tal que z,y € A. Como f¢[4 es inyectiva, entonces
fela (x) # fela (y). Por tanto, fe es inyectiva en |J € y asi, es cota superior de
©.

De manera que, por el lema de Zorn, existe un elemento C-maximal de D,
digamos Cy. Observemos que ademas f¢[C¢] = f¢[C{], de lo contrario, existirfa
un elemento a € CE\CY' tal que fe(a) ¢ fe[Cf]. Pero entonces, f¢ serfa inyectiva
en Cf U {a}, lo cual contradice la maximalidad de Cf'.

Sean § € Ep y E¢ = f¢[C{]. Definimos m, = |fgl[{y}] N C¢| para cada y
en la imagen de f¢. Entonces, para cada y € FE, fgl[{y}] € O/, y por lo tanto
my = |7 {y}]] < m. Ademds, Cf ~p, feC¥] = Ee y |C¢| < |f ' [fe[CElll =
|fg1[f5[0é’]]\ = |C{|. De manera que > {m, : y € E¢} = [E¢| =m.

Denotemos por x, con y € Eg, al tinico elemento de C{' tal que fe¢(zy) =y.
Consideremos el producto D* = Ilycp, Dé7y' Si hacemos mj = m para cada
y € E¢, tenemos que m; > m, para toda y € E¢, de manera que, por el Teorema
de Konig (véase A.3.26), [D*| =Tl{my; :y € B¢} > > {m, :y € B¢} =m.

Para cada elemento d* € D*, d* = (v} )yeE,, denotamos por 74« a la biyec-
cién de CY UU{D; , 1 y € E¢} en st mismo, dada por mg- () = x% y 7+ (x7) =
z, paracaday € Eg, con 74« la identidad sobre (J{ Dy , : y € Ec}\{7} : y € E¢}.
Entonces si d* y dj son un par de elementos distintos de D*, tenemos y € Eé
tal que d* y di difieren en la y-ésima coordenada. Si, digamos, d* = (z})ycE,,
entonces f¢ o mg« (7)) = fe(x,) = y, mientras que f¢ o may (z;) = fe(zy) # y, de
manera que las funciones fg o g« y fe o mgr son también distintas.

Por lo tanto, como la cardinalidad de D* es mayor que m, podemos elegir
una bigeccién me de CY UU{D;, + y € E¢} en sf mismo tal que fe ome #
chgu (D, yeBe} Para toda f € F.

Hemos definido biyecciones m¢ para toda { € Z. Como tales biyecciones
actian en conjuntos ajenos dos a dos, podemos elegir la biyeccién requerida
7 como la extensién comun de todas las m¢ en los conjuntos de la forma Ay,
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Bé, Cé y Déy para toda { € 2 con y € E¢, y como la identidad en otro caso.
Entonces dada fz € %o, se tiene que si £ € 5y, existe z € A’5 U Bé tal que
feom(z) # f(x) para toda f € F. Por otra parte, si £ € Ey, entonces para
alguna z € CY UU{D; , 1 y € E¢}, feom(x) # f(x) para toda f € #. Por lo
tanto, feom & F. Es decir, 7 es una biyecciéon de R en R tal que fomw ¢ ¥ para
toda f € Fy. Con esto conluimos la prueba. O

Probaremos una serie de equivalencias a la condicién de que una familia casi
ajena infinita sea maximal. Esta proposicién serd una herramienta fundamental
en el ultimo teorema de este trabajo.

Proposicién 5.1.19. Sea A una familia casi ajena infinita, sea X = ¥(A) y
seae: X -W={F CZ(X):F es Z(X)-ultrafiltro} tal que e(x) = {A €
Z(X) :x € A}. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) A es mazimal,

(b) X es pseudocompacto,

(c) todo subconjunto infinito A C w tiene un punto de acumulacion en My,

(d) BX\eIN] = clx Ma,

(e) para todo subconjunto cerrado A de X, clgx (A) N (BX\X) C clgx(AN
May).

Demostracién. En la Proposicién 3.2.7 se probé que (a)< (b).

Veamos que (a) implica (¢). Sea B un subconjunto infinito de w. Entonces,
por la maximalidad de A, existe A € A tal que |[AN B| = Rq y asi, todo abierto
en torno a e4 interseca a B, de manera que ey es punto de acumulacion de B.

Para probar que (¢) implica (d), recordemos que W es la compactacién de
Stone-Cech de X, que para cada A C Z(X), S(A) = {F e W: A € T},
que 8 = {W\S(A) : A € Z(X)} es base para W y que para cada z € X,
U, ={AeZ(X):xze€ A}

Ahora, de la Proposicién 3.3.6, tenemos que M 4 es nulo, entonces, del Lema
1.7.6:

ClgxMA ZClwe[MA] = S(MA) = {EFE W: My e 3:}

Por otra parte, tenemos que X \e[N] = W\¢[N], donde ¢|N] = {U,, : n € w}
y como para ninguna n € w ocurre que n € M4, entonces los elementos de
S(My) no pertenecen a e[N]. Esto es, clgx Mg C X \e[N].

Consideremos ahora un ultrafiltro F en W\e[N]. Como clgx (M4) = S(Ma),
entonces basta probar que M4 € F.

Sea B € J y supongamos que B C w. Entonces, si |B| = n para alguna
n € w, F € ¢[N]. En efecto, se tiene que necesariamente n > 0y si n = 1,
entonces claramente F = Uy, para alguna k € w. Supongamos inductivamente
que si un elemento D € F es tal que D C w y |D| = n, entonces F € ¢[N],
y sea B € F tal que B C w y |B] = n + 1. Entonces existe un elemento
C € F tal que CN B & B, de lo contrario, F no serfa un filtro maximal. Asi,

=z
|CNB| < ny uniendo a C'N B los naturales necesarios para formar un conjunto
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de n elementos, digamos D, tenemos que |[D| =n y D € F. Por lo tanto, por la
hipétesis inductiva, F € e[N].

De esta manera, si B € ¥y B C w, B es infinito. Ahora, como cualquier
elemento de F, B es nulo, de manera que del Lema 1.2.2, B es cerrado. Se tiene
que de (¢), B tiene un punto de acumulacién en M 4, lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto, no existe un elemento de ¥ completamente contenido en w, es
decir, para todo B € ¥, BN M4 # 0, de manera que de la Proposicién 1.6.12,
My e 9.

Para probar que (d)=(e), consideremos un cerrado A de X. Supongamos
que
p € [clgx (A) N (BX\X)\elgx (AN Mg).

Como clgx(A) = clgx ((ANw)U (AN My)), se tiene que p € clgx (ANw)\X.

Como clgx(ANw)\X #0y ANw C X, tenemos que A Nw es infinito.

Se tienen dos casos: que para cada B C ANw infinito, B tenga un punto de
acumulacién en M g4, o bien, que exista un subconjunto B de A Nw infinito que
sea cerrado. En el primer caso, sea V' una vecindad de p en X . La regularidad de
BX garantiza la existencia de una vecindad U de p en 8X tal que clgx (U) C V.
Como p € dgx(ANw), UN (ANw) es infinito y por lo tanto existe x €
MaNnex(UnN(ANw)). Ahora bien, por un lado,

Mancdx(UnN(ANw)) CMancpx(UN(ANw))
por ser X un subespacio de X,y
Manecgx(UN(ANw)) CMynNepgx(U) S ManV.
Por otro lado, también
Manex(UN(ANw)) C MgNelx(A)=MznNA.

Por lo tanto z € (Ma NA)NV yasip € clgx(ANMy), lo cual es una con-
tradiccién.

En el segundo caso, consideramos al conjunto B de ANw tal que B es cerrado
en X. Como B es también abierto, se tiene que es un conjunto nulo. De manera
que como M4 es nulo de la Proposicién 3.3.6, del Lema 1.7.6,

0= Clgx(BﬂMA) = Clgx(B) ﬂclﬁx(MA),

que ademds, por el inciso (d) es igual al conjunto clgx(B) N (6X\N). Por lo
tanto clgx (B) C X, y asi, B es cerrado en SX. Entonces por la compacidad de
BX, B es compacto. Pero esto es una contradicciéon puesto que B es un conjunto
discreto e infinito.

Con esto queda probado el inciso (e).

Probaremos que (e)=-(a) por reduccién al absurdo. Supongamos que A es
una familia casi ajena que no es maximal. Sea H C w un conjunto infinito tal
que para toda A € A, AN H es finito. Observemos que entonces H es cerrado
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y mas aun, es un conjunto nulo. En efecto, la funcién f : X — R dada por
f(x) =0siz € Hy f(x) = 1 en otro caso, es tal que dada =z € X y un
abierto U C R tal que f(z) € U, si € w, entonces el abierto {x} es tal que
f{z}] CU.Sixz=es € My, entonces {e4} U(A\H) es un abierto cuya imagen
bajo f estd contenida en U.

Ademds, de (e), se tiene que por ser H un cerrado,

Clﬁx(H) n (ﬁX\X) - Clgx(Hﬂ MA)

Esto es, clwe[H]N(W\e[X]) = 0, o bien, del Lema 1.7.6, S(H) C e[X]. Entonces,
del Lema 1.7.5, e[H] = S(H). De esta manera, se tiene que e[H] es cerrado en
W, o equivalentemente, que H es cerrado en 38X . Por lo tanto, H es un conjunto
compacto de 5X.

Por otra parte, se tiene también que para cada m € w, {m} es cerrado, por
lo que con un razonamiento andlogo al anterior y en virtud del Lema 1.7.6,
el[{m}] = S{{m}) = cwe[{m}]. Entonces, de la Proposicién 1.7.7, {m} =
clgx{m} es abierto y cerrado en 5X.

Esto implica que H es discreto, lo cual es una contradiccion por ser H
compacto e infinito.

Por lo tanto, A es maximal. O

Como comentamos ya, hemos de probar que existe una familia casi ajena
maximal infinita A tal que si £ C M4 es infinito, son equivalentes que E sea
un conjunto nulo en ¥(A) y que M4\E sea a lo més numerable. El siguiente
lema se usard para verificar que, a lo largo de la demostracién de esta afirmacion
(enunciada en la Proposicién 5.1.21), se cumplen las condiciones necesarias para
aplicar el Lema 5.1.18.

Lema 5.1.20. Si X es separable, la coleccion C = {f € XR : f es continua}
tiene la cardinalidad del continuo.

Demostracién. Sea D C X numerable y denso en X. Recordemos que dado
un par de funciones continuas realvaluadas f y g tales que flp=g¢glp, f =g¢.
En efecto, de existir z € X tal que f(z) # g(z), habrfan un par de abiertos
ajenos Uy y Us tales que f(x) € Uy y g(x) € Us. Por la continuidad de f y de
g, existirian también un par de abiertos W7 y W, tales que x € W1 N W5 con
f[Wl] cU; yg[WQ] C U,, pero Wy ﬂWQﬂD#@ ydadod e Wiy NWyN D, se
tiene que f(d) € Uy, g(d) € Uz y f(d) = g(d) lo cual es una contradiccién.

De esta manera, si F': € — PR estd dada por F(f) = f|p, se tiene que F
es inyectiva y por lo tanto

€] < [PR| = [R|!P! = (2%0)%0 = 9%oRo — ¢,

Por otra parte, g : R — € dada por g(z) = h, donde h, es la funcién constante
z es también inyectiva y por lo tanto 2% < |€|. Por lo tanto, por el Teorema
A.3.2, se tiene el resultado. O
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A continuacién el anunciado resultado que tiene por corolario el dltimo teo-
rema de este trabajo.

Proposicion 5.1.21. Existe una familia casi ajena mazimal infinita A tal que
si B C My es infinito, entonces E es un conjunto nulo en (A) si y sdlo si
Ma\E es a lo mds numerable.

Demostracion. Sea A’ una familia casi ajena maximal sobre w tal que |[A'| =
2% y para toda funcién continua realvaluada y definida sobre 1(A’) f, fla,,
es equivalente a una funcién de la primera clase de Baire (véase la Proposicién
5.1.15).

Sea .% la coleccion de funciones definidas sobre M4/ que pueden extenderse
continuamente a 1(A’), es decir, sea F = {f € C(My/) : existe una funcién
feCA)) tal que flm,, = f}.

Como (A) es separable (véase Lema 3.2.3), entonces del Lema 5.1.20, hay
280 funciones continuas y realvaluadas en v(A), de manera que || < 2%,
Entonces, por el Lema 5.1.18, existe una biyeccion m de My, en si mismo tal
que para toda funciéon f con dominio M4, si tanto f como f o w pertenecen a
Z , entonces para alguna y, |[Ma/\ f~[{y}]| < 2%.

Consideremos una copia ajena de 1(A’), digamos 1(A}). De la Proposicién
5.1.1, ¥ (A") ® ¢ (A]) es un espacio de Mréwka, digamos 1)(B).

Recordemos ademds que como A’ y A} son familias casi ajenas maximales,
W(A') y ¥(A}) son espacios pseudocompactos (véase la Proposicién 3.2.7), de
manera que de la Proposicién B.2.22, ¢(B) es también pseudocompacto.

Consideremos v la biyeccién natural de A’ en A}. Entonces, viendo a w
como una biyeccién de A’ en sf misma, v o (7~1) es un mapeo inyectivo cuyo
dominio y contradominio son conjuntos ajenos de B, Asi, del Corolario 5.1.3, el
espacio obtenido mediante la identificacion de cada A € dom(v o) = A’ con
vo (m 1) (A) es un un espacio de Mréwka. Llamemos a dicho espacio X.

Llamemos ¢ a la inclusién de ¢¥(A’) en ¥(B), j a la de ¥(A}) en ¥ (B) y sea
p la funcién cociente de ¥(B) en X. Notemos que X es imagen continua de un
pseudocompacto y asi, del Lema B.2.21, X es pseudocompacto. De manera que
si A es una familia casi ajena tal que X = ¥(A), A es maximal.

P(A') i
; (V(A) @ Y(AL)) = Y(B) —L—+ X = y(A)
W(A)

Aseguramos que A es tal que si E C My es infinito, entonces E es un
conjunto nulo en X siy sélo si M4\ E es a lo mds numerable. La suficiencia del
enunciado anterior se demostré en la Proposicién 3.3.6 inciso (4).

Para probar la necesidad, consideremos E C My infinito y tal que F =
g~ ![{0}] para alguna g € C(X). Sea f = g, y lamemos f a la funcién
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foplm,,0ilm, : Ma — R. Afirmamos que tanto f como fOﬂ' pertenecen a ¥ .
En efecto, (gopoi) es extensién continua de f. Por otra parte, viendo a v como
la biyeccion natural de Mas en My, y extendiéndola a la biyeccién candnica
entre ¥ (A’) en 1 (A}), digamos a la funcién v/, (gopojor’) es extensién continua
de f oT.

Por lo tanto, por el Lema 5.1.18, para alguna y, | M\ f~[{y}]] < 2%.

Por otra parte, de la Proposicién 3.3.6 inciso (3), E es un conjunto no nu-
merable y de la Proposicién 5.1.14, E es un conjunto de cardinalidad 2%°.

Sea {ea, : A € 2%} una enumeracién inyectiva de E y observemos que la
imagen inversa de este conjunto bajo p, es un conjunto de la forma

{63/\ A E QNO} U {eyo(ﬂ—l)(BA) AE 2N0}.

Sea E' = i~ l[p7![E]] = {eB, : A € 2%0}. Entonces tenemos que |E'| = 2% y
por tanto, E' N f~1[{y}] # 0. Sea z € E'N f~[{y}]. Entonces z € i~ [p~'[E]] N
(foplmy,oilm, ) *{y}]. Como E = g~'[{0}], entonces g(poi(z)) = 0y
f(poi(z)) =y. De manera que, como z € M4/, necesariamente y = 0.

Por lo tanto, |[Ma\E| = [Ma\f~[{y}]| < 2%.

Ahora bien, ¥(A)\f'[{y}] es un conjunto conulo de (A’). Por tanto,
nuevamente por la Proposicién 5.1.14, |[Ma\f~[{y}]| < Ro. Pero [M4\E| =
|Ma\f [{y}]]. De manera que concluimos que |M4\E| < No. O

Teorema 5.1.22. Eziste una familia casi ajena maximal A tal que B(A) es
la compactacidn por un punto de P(A).

Demostracion. Sea A una familia casi ajena que satisface las propiedades de la
Proposicién 5.1.21. Llamemos X al espacio de Mréwka generado por tal familia
casi ajena.

Consideramos p y ¢ un par de elementos distintos de X \X. Podemos ver
apy aqcomo un par de Z(X)-ultrafiltros distintos (véase la Definicién 1.7.3).
Entonces existe una pareja de nulos Py @ de p y g respectivamente, tales que
PN @ = 0. Por lo tanto, por la Observacién 3.3.7, PN M4 y Q N My son
nulos. De esta manera, de la Proposicién 5.1.21, se tiene que sin pérdida de
generalidad |PNM4| < 8. Como p € S(P) = clgx(P) (véase Lema 1.7.6), por
la Proposicién 5.1.19, p € clgx (PN My). Pero PN M4 es finito, de manera que
PN Mg =clgx(PNMg). Estoes, p € X, lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto, X\ X no puede tener méds de un punto. O



Apéndice A

Conceptos basicos de teoria
de conjuntos

El objetivo de este capitulo es agrupar conceptos, definiciones y teoremas
puramente conjuntistas que se utilizan a lo largo de este trabajo. A pesar de
la belleza de esta materia, con el propdsito de ser concisos, nos limitaremos
tinicamente a un desarrollo suficiente para las necesidades de este trabajo y
referiremos la mayor parte de nuestros resultados.

Citando a G. Cantor, por un conjunto se entiende un agrupamiento en un
todo de objetos que distingue con claridad nuestra intuicién o nuestro pen-
samiento. (Véase [C].)

Supondremos que el lector tiene nociones de los conceptos bésicos de la
Teoria de Conjuntos y del algebra de conjuntos.

Usaremos las palabras coleccion o familia como sinénimos de conjunto y
el simbolo € para denotar la relaciéon de pertenencia. Al lector interesado en
una introduccién axiomatica, cuidadosa y basica de la Teoria de Conjuntos, le
recomendamos [H] o [A] para un primer acercamiento o [K] para un estudio més
avanzado.

A.1. Ordenes parciales, totales y buenos

Sea r C A x A. Recordemos que:

(i) (A, r) es un conjunto parcialmente ordenado (que denotaremos por copo)
si para todo x € A, (z,z) € r (r es reflexiva en A), para todo z,y,z € A,
si (z,y) € ry (y,z) € r entonces (x,z) € r (r es transitiva en A) y para
cualesquiera z,y € A, si (z,y) € ry (y,z) € r, entonces x = y (r es antisimétrica
en A).

(ii) (A,r) es un conjunto estrictamente ordenado (que denotaremos por
copo’) si para todo x € A, (x,z) ¢ r (r es irreflexiva en A) y para todo

85



86 APENDICE A. CONCEPTOS BASICOS DE TEORIA DE CONJUNTOS

x,y,z € A, sl (z,y) €ry (y,z) € r entonces (z,z) € r (r es transitiva en A).

(iii) (A, r) es un conjunto totalmente ordenado (denotado coto) si (A, r) es un
copo’ y para cualesquiera z,y € A se cumple una de las siguientes condiciones:
x=y 6 {(x,y) €ré (y,x)€E€r.

(iv) (A4, r) es un conjunto bien ordenado (o cobo) si (A,r) es un copo’ y para
todo z C A, si « # ) entonces hay y € z tal que para todo z € x: (y,2) € r
6y = z; vy tal y se llama el r-minimo de .

Proposiciéon A.1.1. Sea r C A x A. Entonces:
(i) si (A,r) es un cobo, también es un coto.
(i) si {(A,r) es un coto, entonces (A,r) es tanto un copo’ como un cotri.

Demostracién. Veamos que se satisface (i). Si 2,y € A, entonces el conjunto
{z,y} C A es no vacio. Por lo tanto tiene r-minimo, digamos, sin pérdida de
generalidad x. Entonces si x # y, se tiene que (z,y) € r y no es posible que
(y,z) € 7, pues r es transitiva y (A,r) un copo’. Asi, ocurre que (z,y) € 7 0
(y,z) € r 0o x =y y sélo una.

La afirmacién (ii) es clara. O

A.2. Ordinales

Definicién A.2.1. Un conjunto z es transitivo si todo elemento de x es un
subconjunto de z, es decir, si para cualesquiera conjuntos y y z, y €xy 2 €y
implica que z € z (0 equivalentemente, si Uz C ).

Ejemplo A.2.2. U{0,{0}} = {0} C {0,{0}}, de manera que {0,{0}} es un
conjunto transitivo.

Definicién A.2.3. x es un ordinal si x es un conjunto transitivo y (z, €) es un
cobo.

Ejemplo A.2.4. Claramente () es un conjunto transitivo y por vacuidad (0, €)
es un cobo. Por lo tanto () es un ordinal. A dicho ordinal se le denota por 0.

Definicién A.2.5. Dado un ordinal «, definimos el sucesor de o (denotado
s(a)) como a U {a}, que es un ordinal.

Definicién A.2.6. « es un ordinal sucesor si o = s(3) para algin ordinal (.
a es un ordinal limite si o # () y a no es un ordinal sucesor.

Observacién A.2.7. Si a = s(8), 0 € a.

Notacion. Dados a y 8 un par de ordinales, denotamos por a < faa € 3,y
pra<faacféa=p.

Notemos entonces que < es irreflexiva y transitiva sobre la clase de los or-
dinales, y que para cada ordinal o, 0 < o 0 0 = «. De hecho, < bien ordena la
clase de los ordinales (véase [H; te0.9.10, p.220] para consultar la prueba).
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Definiciéon A.2.8. Un ordinal « es un numero natural si para todo 8 < «, se
tiene que 3 = () 6 B es un ordinal sucesor.

Intuitivamente, los nimeros naturales son los obtenidos de aplicar iterada-
mente la funcién s al conjunto () un niimero “finito” de veces.

Ejemplo A.2.9. {0,{0}} es un nimero natural. En efecto, del Ejemplo A.2.2,
{0,{0}} es un conjunto transitivo. Por otra parte, se tiene que € es irreflexi-
va en {0, {0}} (es facil de verificar) y transitiva por vacuidad, de manera que
({0,{0}}, €) es un copo’. Ademds es claro que cualquier subconjunto no vacfo
de {0,{0}} tiene €-minimo.
Por lo tanto ({0, {0}}, €) es un cobo y de esta manera, un ordinal sucesor.
A este natural, usualmente se le denota por 2.

Para tener un concepto mas claro de la definiciéon anterior, enunciamos el
siguiente axioma llamado Azioma de Infinito:
Eziste un conjunto x tal que ) € x y para todo elemento y de x, s(y) € .

Si = satisface el Axioma de Infinito, entonces por induccién, x contiene a
todos los niimeros naturales.

Notacién. w es el conjunto de niimeros naturales.

w es un ordinal y todos los ordinales menores que él (es decir, todos sus
elementos) son ordinales sucesores o son (). Ademés, w es un ordinal l{mite (pues
de no serlo, por la Observacién A.2.7, w = s(f) para algin § € w y entonces w
serfa un nimero natural), y por tanto, w es el menor ordinal limite. De hecho,
el Axioma de Infinito implica la existencia de un ordinal limite.

Definicién A.2.10. (Suma de Ordinales) Para todo ordinal g,

1. 6+0=0

2. B+ (a+1) = s(8+ «a) para todo «,

3. B+ a=sup{f+7:7v < a} para todo ordinal limite « # 0.

Definicién A.2.11. (Multiplicacién de Ordinales) Para todo ordinal j3:
1. 5-0=0
2. f-(a+1)=(8-a)+ g para todo «,

3. f-a=sup{f-v:v < a} para todo ordinal limite o # 0.

Ejemplo A.2.12. Sea m € w\{0}.

1) Entonces m+w = sup{m+n : n < w} = w puesto que m+n es un nimero
natural para toda n € w. Asi, m + w es el limite de la sucesién (m + n)pew,
mientras que w + m es un ordinal sucesor.

2) Similarmente m-w = sup{m-n:n € w} = w y w-m es un ordinal sucesor,
de manera que m - w # w - Mm.
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A.3. Cardinales

Para comparar el niimero de elementos de un par de conjuntos usamos fun-
ciones inyectivas.

Definicion A.3.1. Sean A y B un par de conjuntos.

(1) Decimos que A estd dominado por B, denotado A < B, si existe una
funcién inyectiva de A en B.

(2) Se dice que A es equipotente con B, denotado A ~ B, si existe una
biyeccién de A en B.

(3) A estd estrictamente dominado por B, o bien A < B,si A< By A # B.

Notacién. En lo que sigue del texto, usaremos 4B para denotar al conjunto
{f CAxB: fesfuncién y dom(f) = A}

Teorema A.3.2. (Cantor-Schroder-Bernstein) Si A< B y B < A, en-
tonces A ~ B.

La prueba de este teorema puede consultarse en [H; teo. 7.25, p. 162]. O
Definicién A.3.3. Un numero cardinal, es un nimero ordinal que no es biyectable
con ordinales anteriores (es decir, con ordinales menores que él).

Proposiciéon A.3.4. Cadan € w y w mismo son cardinales.

La prueba puede consultarse en [K; cap. 1, p. 28]. O

Para definir el cardinal de un conjunto, enunciamos el Principio de enu-
meracion, que requiere de la siguiente definicién.

Definicién A.3.5. Si (A, r) y (B, s) son un par de cotos, diremos que f : A — B
es un isomorfismo si f es suprayectiva y para todo z,y € A, x r y implica f(x)
s f(y), y en ese caso diremos que (A,r) y (B, s) son isomorfos y lo denotaremos
por (A,r) = (B,s).

Teorema A.3.6. (Principio de enumeracion) Todo buen orden es isomor-
fo a un dnico ordinal. Es decir, si (A, <) es un cobo, entonces existe un inico
ordinal v tal que (A, <a) =2 (v, €).

El lector puede consultar la prueba en [K; teo. 7.6, p. 17]. O

Definicién A.3.7. Si A es un conjunto bien ordenable, la cardinalidad de A
(denotada por |A|) es el minimo ordinal « tal que A ~ «, que es, por supuesto,
un cardinal.

Para definir la cardinalidad de un conjunto arbitrario, es necesario considerar
el Axioma de Eleccién.
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Definiciéon A.3.8. Sea A un conjunto. Una funcién de eleccién para A es una
funcién f: A — |J A tal que para cada x € A con z # ) se tiene que f(x) € z.
El azioma de eleccion, abreviado (AE), es el enunciado:

Para todo conjunto de conjuntos no vacios existe una funcion de eleccion,

Suponiendo dicho axioma, todo conjunto A es bien ordenable (véase [H;
te0.8.13, p.185] para consultar la prueba) y por lo tanto, por el Teorema de
enumeracion, existe un ordinal « tal que (A, <4) = («, €). Entonces A ~ «
y considerando la clase no vacia de ordinales biyectables con A, digamos C, se
puede verificar que [ C es el minimo de € y por lo tanto, |A] = C.

Notemos que, independientemente de AF, |a| estd definido para todo ordinal
a.

A continuacién, damos el Lema de Zorn, un enunciado equivalente al Axioma
de Eleccién. La prueba de esta equivalencia puede consultarse en [A; prop.5, p.
9g].

Definicién A.3.9. Si (4,r) es un copo’, una cadena en A es un subconjunto
C C A tal que (C,r[¢) es un coto.
El Lema de Zorn es el enunciado:

Para todo copo’ (A,r) no vacio tal que toda cadena C C A estd acotada
superiormente en A, hay un elemento m € A r-maximal en (A,r).

Definicién A.3.10. Diremos que un conjunto A es finito si |A| < w, que es
numerable si |A] = w y que es a lo mds numerable si |A| < w.

Observaciéon A.3.11. A es un conjunto finito si y sélo si es biyectable con
algin numero natural.

Como la potencia de w es no numerable, existen ordinales mayores a w.
Ademss, la clase de ordinales estd bien ordenada por la relaciéon €, de manera
que exite un minimo ordinal mayor a w. Llamamos w; a dicho ordinal.

Notacién. De la Proposicién A.3.4, tenemos que w es un cardinal, sin embargo,
para no tener problemas de ambigiiedad, cuando hablemos de cardinales, usare-
mos Ny para denotar al conjunto w, y w mismo cuando hablemos del ordinal
w.

De la definicién anterior, resulta claro que w; es un cardinal, y de mane-
ra similar a como trataremos w y Ny, usaremos N; para referirnos a w; como
cardinal y w; mismo cuando hablemos de ordinales.

La siguiente proposicién respecto a w se utiliza en varios de los resultados
del presente trabajo.

Proposicion A.3.12. El conjunto de todos los subconjuntos finitos de numeros
naturales es numerable.
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Demostracion. Consideremos el conjunto de todas las sucesiones finitas de
niimeros naturales  J, ., "w y sea D = {A € P(w) : A ~ n para alguna n € w}.

Definimos F': |J,,¢,, "w — D como:

F({ao,a1,...,an)) = {ag, a1, ...,an}

para cada elemento {(ag, a1, ...an) € U, ¢, "w. Asi, claramente F estd bien defini-
day como | J,,,, "w es un conjunto numerable y F' es funcion, entonces F[( J,, ., "w]
es a lo méds numerable. Aseguramos que D C F[lJ,,,, "w]. En efecto, sea A € D.
Entonces existe n € w tal que n ~ A, llamemos f a una biyeccién de n en A. De-
notamos a; = f(i) para cada i € n. Entonces A = {ag, a1, ..., a1 }. Considere-
mos (ag, ay, ...,an—1) € "w. Entonces F({ag, a1, ...,an—1)) = {ag, a1, ...,an_1} =
A. Por tanto D C F[J,,c, "w] S w, y asi D 5 w.

Por otra parte, observemos que para cada n € w, {n} € D. Definamos
entonces G : w — D como G(n) = {n} para cada n € w. Se tiene que G
estd bien definida y es inyectiva, por tanto w < D. Asi, por el Teorema de
Cantor-Schroder-Bernstein, w ~ D, con lo cual finalizamos la prueba. O

Corolario A.3.13. El conjunto de todos los subconjuntos finitos de un conjunto
numerable es numerable.

Observacion A.3.14. En un conjunto numerable, la colecciéon de todos los
subconjuntos cuyo complemento es finito, es numerable.

Definicién A.3.15. Dados un par de cardinales k y A, definimos las operacio-
nes k+ X\, k- Xy Kk como sigue:

(i) K+ X = [{(k x {0}) U (A x {1)

(i) K- A= |r X A

(iii) K* = |k

Respecto a tales operaciones se tienen las siguientes propiedades.

Teorema A.3.16. (Propiedades de las operaciones cardinales) Sean
K, A, b numeros cardinales. Entonces:

(i) si & < X entonces kK + pu < A+ p,

(i) sik 22y X>2, entonces K+ A< k- A\,

(iti) si k < X\ entonces k- < A [,

fiv) () = pA0,

(v) si < A, entonces pu* < A\ y

(vi) K < 2% (Teorema de Cantor).

Véase [A; teo.17, p.83] para consultar la prueba del inciso (i), [A; teo.18,
p.85] para consultar las demostraciones de (i) y (iii), y [A; teo.19, p. 86] para
las pruebas de (iv), (v)y (vi). 0
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Definicién A.3.17. Definimos ¢ como el cardinal 2%, conocido como el cardinal
del continuo.

Respecto a la relacién entre los cardinales X; y 280, se tiene un axioma
independiente de los axiomas bésicos de la Teorfa de Conjuntos (llamados ZF'C')

que enunciamos a continuacién:

Definicién A.3.18. La hipdtesis del continuo, abreviada HC es el enunciado:

Mo — R,

La demostracién del siguiente teorema puede consultarse en [A; teo.21, p.107].

Teorema A.3.19. Si k es un cardinal infinito entonces k - k = k. Es decir, si
A es un conjunto infinito, A x A ~ A.

Corolario A.3.20. Sean k y A\ cardinales; uno infinito y el distinto cero. En-
tonces,
K+ A=K\ =mix{r,\}.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que A < k. Entonces
k es infinito y A # 0, entonces

K<k+A<k+r<k - k=<K A<K-K=K

por lo tanto, Kk + A = k- A = k = max{k, A}. O

Corolario A.3.21. Si A <Xy y 2 < k < A, entonces 2* = k* = AN,
Demostracién. 2 < x < A < 2%, por lo tanto
P <N <A < (2 = 2 = 9\,
Asi pues, 2 = k* = A\ O
Observacién A.3.22. Si Ay B son un par de conjuntos ajenos, |[AUB| = |A|+
|B|. Como consecuencia, dado un par de conjuntos Ay B, |[AU B| < |4| + |B].

El siguiente teorema es un resultado utilizado en la Proposicién 5.1.4.

Teorema A.3.23. Sea x un cardinal infinito. Hay 2" funciones biyectivas de
K en k.
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Demostracién. Sea a un conjunto no vacio y consideremos ¢ : 2 — **?(ax2)

dada por ¢(f)(z,n) = (z, f(z) +n), donde la barra indica tomar el residuo
médulo 2. Probaremos que “2 < {f € **?(a x 2) : f es biyectiva}.

AFIRMACION. Para todo elemento f de *2, ¢(f) es una funcién biyectiva.

Para probar la inyectividad de la funcién, consideremos (z,n), (y,m) € a x 2
un par de elementos distintos. Entonces, si x # y, se tiene que (z, f(z) +n) #
(y, f(y) +m). Por otra parte, si * = y, entonces n # m y asi, f(x)+n #

f(z) +m = f(y) + m, de manera que (z, f(z) +n) # (y, f(y) + m).
Ahora bien, dado (z,n) € a X 2, se tiene que

(), f(z) +n) = (=, f(z) + f(z) + n) = (z,n),

de manera que ¢(f) es sobreyectiva. Con esto, concluimos la prueba de la afir-
macion.

Aseguramos que ¢ es inyectiva. En efecto, consideremos un par de funciones
fy g en “2 distintas, y sea x € a tal que f(z) # g(x). Entonces

o(f)(@,0) = (2, f(x) +0) = (z, f(z)) # (x,9(z)) = (z,9(x) + 0) = &(g)(x,0).

Por lo tanto, 2 < {f € ®*%(a x 2) : f es biyectiva} asi, 2/*l = |22| < |{f €
ax2(g x 2) : f es biyectiva}|.

Entonces, en particular para , 2% < [{f € "*?(k x 2) : f es biyectiva}|. De
manera que, como |k X 2| = k-2 = k para k > Xy (véase Corolario A.3.20),
existe una biyeccién h : k x 2 — k. Asf, la funcién g : {f € *2(k x 2) : f es
biyectiva} — {f € "k : f es biyectiva} dada por g(f) = ho f o h™! estd bien
definida y es biyectiva. Entonces 2% < [{f € "k : f es biyectiva}|.

Ademés, por supuesto, {f € “k : f es biyectiva} C “k. Entonces |{f € "k :
f es biyectiva}| < |"k| = k" = 2%,
Por lo tanto, |[{f € "k : f es biyectiva}| = 2. O

Terminamos esta seccién definiendo las sumas y productos generalizados de
cardinales y enunciamos el Teorema de Konig,.

Definicién A.3.24. Sea {A4; : i € I} un conjunto de conjuntos, definimos
HiEIAi = {f I — UiEI A para cada i € I, f(Z) S Az}

Notemos que los elementos de II;c;A; son funciones de elecciéon. De hecho,
AF es equivalente a la siguiente afirmacion: para cualquier familia de conjuntos
{A; : i € I} tal que para toda i € I, A; es no vacio ocurre que Il;c;A; # 0.

Definicién A.3.25. Sea {k; : ¢ € I'} una familia de cardinales infinitos. Defi-
nimos:

(1) Xserri = [Uies(mi x {ih)] y

(ii) Wicrk; = |Hiell€z‘|~
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Teorema A.3.26. (Teorema de Konig) Si{k;:i€ I} y{\ :i€I} son

conjuntos de cardinales tales que para cada i € I, k; < X;, entonces Y ;o ki <
HiEIAi'

La prueba de este teorema puede consultarse en [K; €j.(18, a), p. 45]. O
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Apéndice B

Espacios Topologicos

En este capitulo damos una serie de convenciones en notacién y terminologia.
Por otra parte enunciamos resultados basicos y nociones de la topologia con el
proposito de agrupar conceptos, definiciones y teoremas puramente topolégicos
que seran utilizados a lo largo de este trabajo.

Con tal propdsito, veremos primero algunas definiciones y proposiciones
bésicas.

B.1. Resultados basicos de la topologia

Recordemos que una topologia en un conjunto X es una familia 7 de sub-
conjuntos de X que satisface que los conjuntos ) y X son elementos de 7, que
si A,B € 7, entonces AN B € 7y que si A C 7, entonces | JA € 7.

Una pareja (X, 7) es un espacio topoldgico si T es una topologia en X, y los
elementos que pertenecen a 7 reciben el nombre de subconjuntos abiertos de X.
Por otra parte, decimos que F C X es un subconjunto cerrado de X si X\E es
abierto, es decir, si X\E € 7.

Una subcoleccién B de 7 es una base para (X, 7) si para cada elemento A € 7
existe A C B tal que A = [JA. Y una subcoleccién 8§ de una topologia 7 en
X es una subbase para (X,7) si B ={(|A: A C 8 es finito} es una base para
(X,71).

Proposicion B.1.1. Una subcoleccion B de una topologia 7 en X es una base
de T si y sélo si para cada A € T y cada x € A, existe B € B con la propiedad
r € BCA.

Demostracién. Supongamos que B es una base de 7. Si A = ) el consecuente
se tiene por vacuidad, por otro lado, si A € 7\{0} y x € A, por definicién,
podemos encontrar A C B tal que A = [JA. Esto significa que para algin
B e AC B se cumple que x € B C A.

95
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Reciprocamente, sea A € 7. Para cada x € A podemos encontrar B, € B tal
que = € B, C A. Resulta entonces que A = | J{B, : z € A}. 0

Observacion B.1.2. § C 7 es una subbase para 7 si y sélo si, para cada A € T
y cada x € A, existe A C 8§ finita no vacia tal que z € (A C A.

Ejemplo B.1.3. Sea (X, <) un coto no vacio tal que | X| > 2. Para cada a € X,
sean [, = {r € X:z<a}yD, ={x € X :z > a}. Entonces la coleccién
S§={l,:a€ X}U{D, : a € X} es subbase para una topologia 7 en X
a la que llamaremos topologia inducida por el orden <. Se dice que el espacio

topoldgico (X, 7<), es linealmente ordenado. Una base de 7« es pues la coleccién
B=8U{(a,b):a,be X ya<b}

Un espacio topoldgico se llama linealmente ordenable si existe un orden total
< sobre X tal que 7 es una topologia en X.

A los espacios linealmente ordenados cuyo conjunto base es un ordinal y
cuya topologia es la inducida por el orden <, se les llama espacios de ordinales.

Notacion. Para facilitar la notacion en los siguientes capitulos, cuando hable-
mos de un ordinal & como conjunto base de su espacio de ordinales, escribiremos
[0, @).

Denotaremos por N al espacio de ordinales ([0,w), 7<).

Sea x un elemento del espacio topoldgico (X, 7). A la coleccién de vecindades
de = en X le llamamos el sistema de vecindades del punto x (en (X,7)) v lo
denotamos por V(z). Una base local para x o una base de vecindades de x en
(X,7), es una familia B(z) tal que para cualquier U € 7 con z € U, existe
Ve B(X)talque VCU.

Por otra parte, decimos que una coleccién B C P(X) es base para los cerrados
de una topologia T si la colecciéon = {X\B : B € B} es base para 7.

Proposiciéon B.1.4. Supongamos que para cada elemento x de un conjunto X
existe una familia B(x) # O de subconjuntos de X que satisfacen las siguientes
condiciones:

(i) para cada V € B(x), x €V,

(ii) si Vi y Vo son miembros de B(x), entonces existe V3 € B(x) tal que
Vs CVins,

(iii) para cada V € B(x), si y € V, entonces existe W € B(y) tal que
wcCv.

Entonces la familia 7 = {A C X : para cada x € A, existe V € B(zx) con
V C A} es una topologia en X y cada B(x) resulta ser una base de vecindades
de x para esta topologia. Ademds, T es la dnica topologia en X para la cual B(x)
es una base de vecindades de cualquier punto x.



B.1. RESULTADOS BASICOS DE LA TOPOLOGIA 97

Demostracion. Por vacuidad, el conjunto vacio pertenece a 7. Por otra parte,
el hecho de que B(z) # () para cada = € X, garantiza que X € 7. Ahora bien,
si A; y As son elementos de 7y x € A; N Ay, entonces podemos encontrar
Vi, Vo € B(zx) con la propiedad V7 C Ay y Vo C A,. Como las familias elegidas
B(x) satisfacen la condicién (i), entonces existe V3 € B(z) tal que V3 C Vi N
Vo € A1 N As. Asi, podemos concluir que Ay N As € 7. Por otro lado, sea A C 7,
entonces para x € UA, x € A para alguna A € A C 7, de modo que existe
V e B(z) tal que V C A, y como A C UA, tenemos que para cada z € UA,
existe V' € B(x) tal que V' C UA. Con lo cual concluimos que 7 es topologia en
X.

Verifiquemos que B(z) C 7 para cualquier z € X. Sean x € X y V € B(x).
Para cualquier y € V, (iii) asegura la existencia de W € B(y) tal que W C V.
Por lo tanto, V' € 7.

Se tiene entonces que B(z) C V(x) para cualquier z € X. En efecto, siz € X
y V € B(x), como por (i) x € V y por lo anterior V' € 7, hay U € 7 (a saber
V) tal que x € U C V. Por lo tanto V' € V(x).

Sea ahora V' una vecindad de un punto z en (X, 7). Por definicién de vecin-
dad, V contiene un elemento A € 7 tal que x € A. Por consiguiente, existe
V. € B(x) contenida en A; es decir, z € V, C A C V. Por lo tanto, B(z) es una
base de vecindades de z.

Sea por dltimo 7’ cualquier topologia en X para la cual B(z) es una base
de vecindades de x, para todo z € X. Probemos que 7/ = 7. Sea U € 7/, y
sea x € U. Claramente, U es vecindad de z, por lo que hay V € B(x) tal que
VCu.

Reciprocamente, sea A C X tal que para toda = € A, existe V,, € B(x) tal
que V,, C A. Por definicién de base de vecindades, los elementos de B(z) son
vecindades de x, para toda x € X. Asi, para cada = € A, existe V, € B(z

hay U, € 7’ tal que x € U, €V, C A. Por tanto A = J,c4 Uy, y asi, A€ 7.

O =

Proposicion B.1.5. Sea X un conjunto no vacio y B una coleccion de subcon-
juntos de X que satisface las siguientes propiedades:

(1) Para toda x € X, existe V € B tal que xz € V.

(2) Para cualesquiera Vi, Vo € B, y para toda x € V1 N Vs, existe V3 € B tal
que z € V3 C Vi NVs.

Entonces, existe una unica topologia T en X, para la cual B es base.

Demostracion. Definamos 7 como la coleccién de todos los subconjuntos de X
que tienen la forma J, . ; Voo donde {V,}aes € B. Entonces 7 es una topologia
en X. En efecto, § € 7 (por ser unién de una familia vacfa de elementos de
B) y como la condicién (1) garantiza que existe una vecindad V,, € B tal que
x € Vg, entonces X = (J,.x Vo y por tanto X € 7. Consideremos ahora una
familia arbitraria de elementos en 7, {U, }ocs. Entonces para cada a € J existe

una familia {V;, },, e, de elementos en B tal que Us = U, c;, V5. De esta
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manera,

U Ua = U Vi

acJ a€J¥a€Ja

y por lo tanto UaeJ U, € 7. Por ultimo, sean U,V € 7y {Us, tajes, ¥
{Va, tases, un par de familias de elementos de B tales que U = U, ¢, Uns
YV =Ua,ey, Va,- Entonces

Unv=(J Ua)n( Y Vo) = U Ua,NVa,.

a1 €Jy az€J2 a1 €Jy,a2€ 02

Ahora, por la condicién (2), para cada x € Uy, NU,, existe W, € B tal que
x € W, CU,, NU,,. Entonces U,, NU,, = UzeUalmUQQ Wy. Asi, UNV se
expresa como unién de elementos de B y por lo tanto UNV € 7.

Con esto hemos probado que 7 es una topologia en X para la cual B es base.
Veamos que es Unica. Supongamos que 7' es una topologia en X para la cual
B es base. Sea U € 7. Entonces U = Uases Ua donde U, € B C 7 para toda
a € J. Asi, U € 7y por lo tanto 7/ C 7. Anédlogamente 7 C 7’. 0O

Cuando tenemos un espacio topolégico (X, 7) y un subconjunto E de X,
podemos definir los puntos que estan “muy cercanos”a F segtun 7 de la siguiente
manera: Un punto x € X es un punto de acumulacion de E si cada vecindad V de
x en (X, 7) contiene algtin punto de E diferente de z (esto es, si (ENV)\{z} # 0
para cada V € V(x)). El conjunto derivado de E, que denotaremos por der(E)
es el conjunto de todos los puntos de acumulacién de E. Un punto x en E es un
punto aislado de E si x € E\der(FE). La cerradura de E, denotada por cl(E),
es el conjunto E U der(F). Es decir, z € cl(E) si y sélo si toda vecindad de
x contiene un punto de E. El interior de E, que denotamos por int(FE), es la
union de la coleccion de subconjuntos de E que son abiertos.

Proposicién B.1.6. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sean E y F subconjun-
tos de X. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades.

(1) x € cl(E) siy sdlo si cada subconjunto abierto de X que contiene a x
tiene interseccion no vacia con E.

(2) c(E) es cerrado.

(3) Si F C X es un cerrado que contiene a E, entonces cl(E) C F.

(4) E es cerrado si y solo si E = cl(E).

(5) Si E C F entonces cl(E) C cl(F).

(6) (E) =n{F: F C X esun cerrado tal que E C F'}.

(7) A(EUF) =cl(E)Ucl(F).

(8) A(ENF) Ccl(E)Ncl(F).

(9) int(E) es un subconjunto abierto de X.

(10) Si A es un abierto en X contenido en E, entonces A C int(E) C E.

(11) Si E C F, entonces int(E) C int(F).

(12) E € T si y solo si int(E) = E.



B.1. RESULTADOS BASICOS DE LA TOPOLOGIA 99

(13) int(int(E)) = int(E)
(14) int(E N F) = int(E) N int(F).

La prueba de los primeros ocho incisos puede consultarse en [E; p.13-14] y la de
los dltimos incisos en [E; prop.1.1.4, p.14 y prop.1.1.5-1.1.6, p.15]. O

El concepto de densidad fue introducido por Georg Cantor y fue utilizado en
muchos de los resultados presentados. Dado un espacio topoldgico X, decimos
que un subconjunto A de X es denso en X, si para todo elemento x € X, se tiene
que toda vecindad V' de z contiene al menos un punto de A. Equivalentemente,
A es denso en X si el unico cerrado de X que lo contiene es X mismo.

Por otra parte, un espacio topolégico X es llamado separable si contiene un
subconjunto denso numerable.

Antes de la definicién general actual, habian varias candidatas a ser la defini-
cién de espacio topoldgico. Muchas de ellas suponfan (lo que hoy dfa conocemos
como) axiomas de separacién. Estos diferentes intentos de crear una definicién
adecuada de espacio topolégico culminaron con los trabajos de Felix Hausdorff
en 1914. Hausdorff introdujo en su célebre obra Fundamentos de la Teoria de
Conjuntos la nocién de espacio topolégico, definiéndolo como lo que ahora cono-
cemos como un espacio (de) Hausdorff.

Existen varios niveles de separacién creciente que se puede pedir a un espacio
topolégico, que suelen denominarse con la letra T' (de Trennung, separacidn en
alemén) y un subindice.

Recordemos que un espacio topoldgico (X, 7) es un espacio Ty, si para cua-
lesquiera dos puntos distintos z y y de X, existen subconjuntos abiertos U y V'
de X tales que x € U\V y y € V\U.

Teorema B.1.7. Un espacio topoldgico (X, T) es un espacio Ty siy sélo si para
todo x € X, el conjunto {x} es un subconjunto cerrado de X.

La prueba de este teorema puede consultarse en [E; p. 37, linea 11]. O

Diremos que un espacio topolégico (X, 7) es un espacio Hausdorff o T si es
tal que para cualesquiera puntos distintos x y y de X, existen abiertos U y V'
de X talesquez e U,y e VyUnV =0.

Un espacio T71 X es regular (o T3) si dados F' C X un conjunto cerrado y
x € X\F, existe una vecindad U de = y un abierto V' con F C V, tales que
unv =9.

Observacion B.1.8. Como todos los conjuntos unitarios de un espacio regular
X son subconjuntos cerrados del mismo, todo espacio T3 es un espacio T5.

Teorema B.1.9. Un espacio topologico Ty X es Ts si y solo si para cada punto
x € X y cada abierto W tal que x € W, existe un abierto U tal que x € U C
cd(U)CW.
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La demostracién de este teorema puede consultarse en [E, prop.1.5.5, p. 38].

Lema B.1.10. Dado un espacio reqular X, y un subconjunto infinito A C X,
existe una familia {Uy, : n > 0} formada por abiertos, cuyas cerraduras son
ajenas dos a dos, y tales que ANU, # () para cada n > 1.

Demostracién. Procedemos por induccién tomando Uy = ). Supongamos que
Uo, Uy..., Uy, han sido definidos de modo que cl(Up), cl(Uy), ..., cl(Un) son ajenas
dos a dos, ANUy, # 0 para 1 < k < n 'y tales que A, = A\J}, cl(U;) es un
conjunto infinito.

Sean a,b € A, un par de elementos distintos. Como X es regular, existe un
abierto V' C X tal que

a €V Ce(V)C X\(cl(Up) U...Ucl(Up) U{b})
y un abierto W tal que
beW Cd(W) C X\(c(Up) U...uc(U,)Uc(V)).

Ahora, definimos Uy, = V si cl(V) N A es finita, y U,11 = W en otro caso.
Entonces cl(Up), ..., cl(Uy),cl(Up+1) son ajenos dos a dos, A\ U?:OI c(U;) es
infinito, y AN Uy # 0 para 1 < k < n + 1, completando el paso inductivo. [

Un subespacio de un espacio topoldgico (X, 7), es un subconjunto Y de X
dotado con la topologia 7 heredada a Y. Dicha topologia es llamada topologia
T relativizada a Y, a la cual denotamos por 7y, y esta dada por:

v ={UNY :Ue€er}.

Esto es, un subconjunto de Y es abierto si y sélo si es la interseccién de Y con
algin abierto de X. En general, los subconjuntos de espacios topolédgicos seran
considerados con la topologia heredada a menos que se estipule de otra manera.
De esta manera, si F' es un subconjunto de Y, el conjunto cly (F') que denota la
cerradura de F' en'Y (es decir, la coleccién de elementos de Y tales que cada una
de sus vecindades en Y tienen un punto de F'), es tal que cly (F) = clx(F)NY.
Similarmente, el conjunto inty (F) que denota el interior de F en'Y (es decir la
unién de la coleccién de subconjuntos de F' que son abiertos en Y), es tal que
intx(F) ny C inty(F).

Proposicion B.1.11. Las propiedades Ty, Ty, To y T3, son propiedades here-
ditarias. Fs decir, si X es un espacio T; y Y C X, entonces Y también es un
espacio T, donde i =0,1,2,3.

Como ejemplo, probaremos que la propiedad T3 es hereditaria. Sea U un
abierto en Y. Entonces si V es un abierto en X tal que VNY = U, por la
regularidad de X se tiene que para toda x € V, existe un abierto W, en X tal
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que x € W, C clx(W,) C V. En particular, para todo z € U, x € W, NY C
AdxW,NY)NY Ccx(W,)NY CU. Pero clx(W, NY)NY =cly (W, NY) y
W, NY es un abierto en Y, de manera que Y es un espacio 7T3. O

Decimos que un espacio topoldgico (X, 7) es normal o Ty, si tiene las si-
guientes propiedades:

(i) X es un espacio T1; y

(ii) para cualesquiera subconjuntos cerrados y ajenos F; y Fy de X existen
subconjuntos abiertos ajenos A; y A de X tales que F} C Ay y Fr C As.

Se dice que X es hereditariamente normal si todo subespacio de X es normal.

Proposicion B.1.12. Un espacio X T es hereditariamente normal si y sélo
st para cada par de subconjuntos A y B de X con ANcl(B) =0 =cl(A)NB,
existen abiertos U yV de X tales que ACU, BCV yUNV =0.

Demostracién. =| Sean A, B subconjuntos de X tales que ANcl(B) =0 =

cl(A) N B. Observemos que de ocurrir ¢l(A) N ¢l(B) = () habriamos terminado,

puesto que X es normal. Supongamos entonces que cl(A) N cl(B) # 0.
Definimos C' = X\ (cl(A)Nel(B)), A’ = CNcl(A) y B' = CNcl(B). Entonces

ANB =Cnd(A)nc(B)=Cn((X\C)=10.

Por tanto, por la normalidad de C, existen abiertos U y V de C tales que A’ C U
yB CV.

Aseguramos que A = ANCy B= BNC. En efecto, sea © € A C X\cl(B),
entonces

z € (X\c(B))U (X\c(4)) =C,

de manera que z € AN C. El reciproco es claro y B = B N C se prueba de
manera andloga.

Por tanto, A C cl(A)NC = A’ C U y similarmente, B C V.

Entonces existen abiertos U’ y V' de X talesque U =U'NCy V =V'NnC.

Pero C' es abierto, de manera que U y V son abiertos en X y son tales que
ACU,BCVyUNV =40.

<] Consideremos ahora un subespacio Y del espacio topoldgico (X,7), y
Ty la topologia de X heredada a Y. Sean Fi, Fo C Y subconjuntos cerrados
ajenos de Y. Entonces existen cerrados F| y Fj de X tales que F} = F{NY y
Fy = F,NY. De manera que

Findx(F)=(F/NY)Ndx(F5NY)
CFNYNex(Fy)Nex(Y)
=FNYNnEyncx(Y)
=FiNYNE,=FNkK=10

y andlogamente, clx Fy N Fy = (), de manera que existen abiertos ajenos U y V
de X talesque F; CUy F, CV.Sean U =UNY y V' =V NY. Entonces U’
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y V' son abiertos y ajenos en Y y ademds Fy; C U’ y F, C V. Por lo tanto, Y
es normal. 0

Ahora trataremos un axioma de separacién intermedio entre el axioma de
regularidad y el de normalidad que determina una nueva clase de espacios
topoldgicos llamados usualmente espacios completamente regulares o espacios
de Tychonoff. Para ello, recordemos la siguiente definicién.

Dados X y Y espacios topolégicos, se dice que una funcién f : X — Y
es continua en un punto x € X, si para toda vecindad V de f(z), existe una
vecindad U de x en X tal que f[U] C V. Se dice que f es continua si es continua
para todo punto z € X. Equivalentemente, f es continua si la preimagen de todo
abierto en Y es abierto en X (que a su vez es equivalente a que la preimagen de
todo cerrado en Y es cerrado en X) (véase [E; prop.1.4.1, p.28] para consultar
la prueba de que éstas definiciones son equivalentes).

Observacién B.1.13. Sean g : X — Y y h : Y — Z un par de funciones
continuas. La preimagen de un cerrado F' de Z bajo h, es cerrado en Y por la
continuidad de h, y similarmente, g~1[h~1[F]] es cerrado en X. Por lo tanto,
la preimagen de todo cerrado en Z bajo h o g, es cerrado en X, es decir, la
composicion de funciones continuas es continua.

Recordemos que un espacio topolégico (X, 7) es completamente reqular (o
Tychonoff ), también denotado Ty 1, si satisface las siguientes condiciones:

(i) (X, 7) es un espacio T1; y

(ii) para cualquier subconjunto cerrado F' de X y cualquier punto = € X\ F,
existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que f[F] C {1} y f(z) = 0,
donde consideramos al intervalo [0, 1] con la topologia usual (llamada topologia
euclidiana).

Observacion B.1.14. De la definicién de espacio completamente regular po-
demos deducir que los espacios completamente regulares son espacios regulares.
En efecto, si X es un espacio completamente regular, ' C X es un subconjunto
cerradoy x ¢ F es arbitrario, entonces existe una funcién continua f : X — [0, 1]
tal que f[F] C {1} y f(z) = 0. Entonces los subconjuntos A; = f~'[(3,1] y
Ay = f7][0, 3)], son subconjuntos abiertos de X ajenos y satisfacen que F' C A
y x € As.

Proposicion B.1.15. La propiedad de ser TS%, es hereditaria.

Demostracién. Sean X un espacio Tychonoffy Y C X.Y es Ty por la Proposi-
ci6on B.1.11.

Ahora bien sea F' un subconjunto cerrado de Y y sea y € Y\ F. Entonces
existe un cerrado G de X tal que F = GNY yasi, y € (X\(GNY))NY =
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(X\G) NY. Por lo tanto, existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que
fIG] € {1} y f(y) = 0. Entonces si g = f[y: Y — [0, 1], se tiene que si U es un
abierto en [0, 1], f~1[U] es abierto en X, de manera que ¢~ *[U] = f U] NY
es abierto en Y y por lo tanto g es continua y més adn, g es tal que g[F| = f|y
[F] = fl[GNY] C {1} y g(y) = 0. O

A continuacién definimos una topologia del producto cartesiano de espacios
topolégicos, la topologia producto, también llamada topologia de Tychonoff. Para
ello, introducimos la siguiente notacién.

Como vimos en el capitulo 1, dada {A, : « € J} una familia de conjuntos,
el producto cartesiano Il cjA, es el conjunto de todos los mapeos ¢ : J —
Uascs Aa que satisfacen que para toda o € J, c(a) € Ay. Un elemento ¢ €
I cj A, es usualmente escrito (aq)acs, donde ¢(a) = a,, para cada o € J. Con
esta notacién, a, € A, es llamada la a-ésima coordenada de (a,). El conjunto
A, es llamado el a-ésimo factor de Il cjA, y para cada S € J, el mapeo
pg : Hpes Ay — Ag dado por (aq)ecs — ag, es llamado la proyeccién sobre el
(-ésimo factor.

Si X es un espacio topoldgico, denotamos con X al producto cartesiano
II,,e s X, donde X,,, = X para cadam € M.

Definicién B.1.16. Sea {X, : « € J} cualquier familia de espacios topoldgicos
y denotemos por 7, la topologia de X, para cada a € J. La topologia producto en
MyesXa, es aquella que tiene por subbase todos los conjuntos (Ug) = pgl(Ug),
donde Ug varfa en todos los elementos de 73 y 8 € J.

Observacion B.1.17. Los elementos de la topologia de Tychonoff son uniones
de subconjuntos de la forma Il,¢;U,, donde U, es un subconjunto abierto de
Xa, con la condicién adicional de que U, = X, para todos salvo por una
cantidad finita de indices a.

Podemos describir una base para la topologia producto usando bases de los
factores X,. Supongamos que para cada a € J, elegimos un conjunto Y, que es
o bien todo X, o bien un bésico de dicho espacio, de manera que X, = Y, para
todos salvo por una catidad finita de factores. Sea B el producto cartesiano de los
conjuntos Y,. La coleccién de todos los conjuntos B que pueden ser construidos
de esta manera es una base para X.

En particular, para un producto finito, los productos de los elementos bésicos
de cada X,, dan una base para la topologia producto.

Proposicién B.1.18. Sea {X,, : a € J} una familia de espacios topoldgicos
Ts. Entonces, el producto X = e 5 X, es To.

Demostracién. Sean z,y € X puntos distintos. Entonces existe un indice
j € J para el cual z(j) # y(j). Como el espacio X; es Hausdorff, podemos
elegir subconjuntos abiertos ajenos U y V de X tales que z(j) € U y y(j) € V.
Consideremos ahora los subconjuntos abiertos A = pj_l[U ly B= pj_l[V} del
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producto topoldgico X. Es claro que A y B son ajenos porque U y V lo son.
Ademéds, como z(j) € Uy y(j) € V, se tiene que x € Ay y € B. De manera
que X es Ts. O

Proposicién B.1.19. Sea {X, : @ € J} una familia de espacios topoldgicos T;,
coni=0,1,3, 3%. Entonces, el producto X = Il,c;X, es T;. La prueba puede
consultarse en [E; te0.2.3.11, p. 80].

Proposicién B.1.20. Sea A un conjunto de indices. Si para toda o € A, B,
es un subconjunto cerrado en el espacio topoldgico X, entonces ll,c 4B, es
cerrado en Iy,ca X, .

La prueba de este resultado puede consultarse en [E; cor.2.3.4, p. 78]. O

Antes de continuar, recordemos que dado un par de espacios topolégicos X
y Y, una funcion f: X — Y es abierta si para todo conjunto abierto A de X,
f[A] es abierto en Y. Equivalentemente, f es abierta si existe una base B de X
tal que f[U] es abierto en Y para toda U € B (véase [E; teo. 1.4.14, p.32]).

Con base en los conceptos de funcién continua y funcién abierta, introduci-
mos el siguiente. Un homeomorfismo o isomorfismo topolégico es una funcién
f : X — Y biyectiva continua y abierta (una funcién que cumple sélo las tltimas
dos propiedades es también llamada bicontinua). Un par de espacios topoldgi-
cos entre los cuales hay un homeomorfismo, se llaman homeomorfos, y desde un
punto de vista topoldgico son el mismo espacio.

La clase de espacios completamente regulares fue introducida poco tiem-
po después de que H. Tietze introdujera los espacios normales. En 1930 el
matemadtico ruso Andrei Nikolaevich Tychonoff demostré en su articulo [T] que
para todo espacio normal X existe un subespacio de un espacio producto tipo
[0,1]M, para un conjunto adecuado M (los espacios [0, 1]™ son conocidos hoy en
dia como cubos de Tychonoff), homeomorfo a X. Ademds noté que la condicién
de normalidad en su resultado no era necesaria demostrando la existencia de
espacios topoldgicos no normales homeomorfos a un subespacio producto de la
forma [0, 1], a los cuales llamé espacios completamente regulares.

Los siguientes dos teoremas son fundamentales y muestran la importancia de
la normalidad. La demostracién de estos resultados puede verse en [E; teo.1.5.11,
p. 41] y [E; teo.2.1.8, p. 69-70] respectivamente.

Teorema B.1.21. (Lema de Urysohn) Sea X un espacio Ty, entonces X
es un espacio normal si y solo si para cualesquiera subconjuntos cerrados ajenos
Fy y Fy de X existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que f[F1] C {0} y
fIF] {1}

Corolario B.1.22. Todo espacio normal es un espacio completamente regular.
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Teorema B.1.23. (Teorema de extension de Tietze-Urysohn) Un es-
pacio topoldgico X es un espacio normal si y sélo si toda funcion continua
f:F — [a,b] (0 bien f: F — R), definida en algin subconjunto cerrado F
de X, tiene una extension continua sobre todo X ; esto es, existe g : X — [a,b]
(respectivamente g : X — R) continua tal que f(x) = g(x) para toda x € F.

La siguiente proposicién serd 1til en la prueba del siguiente teorema (B.1.25).

Proposicién B.1.24. Sean (X, 7) y (Y,7) un par de espacios topoldgicos y sea
f: X =Y una funcion. Entonces, si la imagen inversa de cualquier subbdsico
de 'Y bajo f es abierto, f es continua.

Demostracién. Sea § una subbase de Y ysea B = {{JA: A C Sy 0 <
|A| < Np}. Entonces B es base para v y por tanto, dado G € +, existe una
coleccién {Cj : j € J} C B con J un conjunto de indices, tal que G = {J;c; C;.
Para cada C; € B, existe una coleccién {Sjl,sz,...,Sjnj} C 8§, tal que C; =
ﬂ{SjNS]'Z’ "'7Sjnj}' Esto es G = UjEJ(Sjl N Sj2 n..N Sjnj)7 donde Sji €8
para cada i € {1,2,...,n,;} y para cada j € J. Entonces, de ocurrir que para
toda S € 8, f~1[S] € 7, tendriamos que como

f_l[G] = f_l[U(Sjl NS, N ... mSjnj )]

jeJ
= rsnns,n.ns;,
jed '
= JU SN n S5,
jeJ

f7YG] es la unién de una interseccién finita de abiertos. Esto es, f~1[G] es un
abierto y por lo tanto, f es continua. O

Teorema B.1.25. Sea x un cardinal. Consideremos {X : A € k} y{Yr: X €
k} familias de espacios topoldgicos y fx : X — Y\ una familia de funciones.
Entonces siIIf : Mg Xa — Hacn Y estd dada por ILF((x2)rex) = (Fa(T2))rens
se tiene lo siguiente:

(i) si fa es continua para toda \ € k, entonces IIf es continua.

(ii) si cada fx es abierta y todas las fx salvo por un nidmero finito son
suprayectivas, entonces ILf es también abierta.

Demostracién. Para probar (i), sean « € k, V, un subconjunto abierto de Y,
y consideremos el abierto subbésico p;![V,] de Iye,Yy. Observemos que dada
x = (zx)rex € X, se tiene que

Pa o 1Lf(2) = pa((fa(za))ren) = fo(Ta) = fo 0 pa(T)
de manera que p, o IIf = f, 0 po. Entonces (ILf) "1 (p;[Va]) = 03 1f5 HVal]-

[0} (03

Por la continuidad de f,, se tiene que p;'[f,[Va]] es abierto en Il e, Xy. De
manera que de la Proposiciéon B.1.24, I1f es una funcién continua.
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Ahora, para verificar (i), observemos que dada @ = (Z4)ack € HrenXa,
ILf(2) = (fa(%a))aex- Entonces bajo ILf, el abierto basico p! [Uao NPy HUa, [N
. N p3t[Uq,], se mapea en

faolUag) X oo X fa, [Uan] X I{ f3[X3] : B # 0, 01, ..., p }

Como todas las funciones fy, salvo por un nimero finito, son suprayectivas,

para toda A € k, salvo por un numero finito, f)\[X,] = Y\ y los demds son
conjuntos abiertos. Entonces la imagen de p ) [Uao] N p3 ! [Ua,] N .o N p U, ]
es un conjunto abierto. De manera que IIf es abierta. O

A continuacién definimos la unién discreta de una coleccién de espacios
topoldgicos.

Definicién B.1.26. Sea {X) : A € A} una coleccién de espacios topoldgicos
con A un conjunto de indices. Consideremos el conjunto X = [y, (Xa x {A})
y la familia 7 de todos los conjuntos U C X tales que U N (X x {\}) es abierto
en X, x {\} para toda A € A. Se puede verificar fdcilmente que 7 es topologia
para X. A dicho espacio topoldgico se le llama la unidn discreta de { X }rea (0
bien unién ajena de {Xx}rea) y usualmente se le denota por @y, Xa-

Usualmente, dado un par de espacios topoldgicos, digamos X y Y, tales que
X es homeomorfo a un subespacio de Y, decimos que existe un encaje de X en
Y, o bien, que X es encajable en Y.

Como mencionamos antes, A. N. Tychonoff demostré en 1930, que los espa-
cios normales pueden encajarse en espacios de tipo [0,1]*. El método desarro-
llado por Tychonoff para la demostracion de su resultado es conocido como pro-
ducto diagonal de funcionesy es una herramienta muy importante en topologia
general para construir encajes.

A continuacién enunciamos el anunciado teorema de Tychonoff que caracte-
riza a los espacios completamente regulares.

Teorema B.1.27. (Teorema de Tychonoff de la inmersion) Un espacio
topoldgico X es completamente reqular si y solo si X es homeomorfo a un sube-
spacio de un espacio producto de tipo [0,1]™, donde M es un conjunto.

Como en el capitulo 1, denotamos por X [0, 1] al conjunto de funciones cuyo
dominio es X y contradominio es [0, 1]. Sean X un espacio completamente re-
gular, F = {f € X[0,1] : f es continua} y {f, : @ € J} una enumeracién
de la familia F. Entonces podemos definir una funcién f : X — [0,1]7 de la
siguiente manera: para cada 3 € J, f(x) es el tnico elemento de [0,1]7 cuya
B-ésima coordenada es fg(z). Dicha funcién es llamada producto diagonal de
las funciones f, y es comunmente denotada con el simbolo Af,, o bien Agczg.
Como X es Tychonoff, el producto diagonal Af, = f : X — [0,1]7 dado
por f(z)(a) = fo(z) para toda z € X y a € J, es un homeomorfismo sobre
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el subespacio f[X] de [0,1]7. La prueba de este hecho y de la suficiencia del
teorema de la imersién de Tychonoff pueden consultarse en [CT, teo. 7.21, p.254].
La prueba del Teorema de la inmersion de Tychonoff, hace uso del siguiente
resultado, conocido como el Teorema de la Diagonal.

Notacién. Denotaremos al conjunto {f € “B : f es continua} por C(A, B).
En particular, en el caso B = R, escribiremos simplemente C(A).

La prueba del Teorema de la inmersién de Tychonoff hace uso del siguiente
resultado, conocido como el Teorema de la Diagonal.

Teorema B.1.28. (Teorema de la diagonal) Si la familia F = {fs €
C(X,Ys): s € S} es tal que para cualesquiera x,y € X distintos, existe f; € F
tal que fs(x) # fs(y), entonces, la diagonal f = Agesfs : X — HsesYs es una
funcion inyectiva. Mds aiun, si la familia F es tal que para cualquier cerrado
F C X y cualquier x € X\F, existe fs € F tal que fs(x) & fs[F], entonces f es
un encaje.

La prueba de este teorema puede consultarse en [E, 2.3.20, p. 82]. O

B.2. Espacios compactos y localmente compactos

En esta seccion introduciremos la nociéon de compacidad en espacios topolégi-
cos y algunos conceptos relacionados. La compacidad aparecié desde los primeros
tiempos del andlisis clasico como una de las principales propiedades que tienen
los intervalos cerrados y acotados en la recta real, o cualquier esfera en espa-
cios euclidianos. Actualmente sigue siendo una de las propiedades topolégicas
de mayor trascendencia.

Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una coleccién U de subconjuntos de X es
una cubierta de X si X = [JU. Si ademds cada uno de los elementos de U es un
subconjunto abierto de X, entonces a U le damos el nombre de cubierta abierta
de X . Por otro lado, si U es una cubierta de X y V es una subcoleccion de U,
diremos que V es una subcubierta de U si |V = X.

Definicién B.2.1. Un espacio topoldgico X es un espacio compacto si toda
cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita.

Naturalmente cualquier espacio finito es compacto. Damos a continuacién
otro ejemplo.

Ejemplo B.2.2. El espacio de ordinales [0,w;] es compacto. En efecto, sea U
una cubierta abierta de [0,wq]. Para algin Uy € U, w; € Uy. Entonces existe
ap < wi tal que (g, wi] C Up. Sea Uy € U tal que ag € U;. Si ap > 0, entonces
podemos encontrar o < ag tal que (a1, @] € U;. Tomemos ahora Us € U que
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contiene a aj. Si ay > 0, existe as < aq tal que (a2, a1] C Us. De esta manera
podemos continuar. Notemos que para algiin n € N, debera ocurrir que «,, = 0,
puesto que de lo contrario obtendriamos una sucesién estrictamente decreciente
de la forma ... < ap41 < ap < ... < a1 < ap. Entonces {a,, : n € w}, serfa un
subconjunto de ([0, w1], €) que no tiene primer elemento, lo cual no es posible
pues € es un buen orden en [0, w].

Observemos ahora que la existencia de n € N tal que «a,, = 0 implica que la
subcoleccidn finita Uy, Uy, ..., Up41 de elementos de U cubre a [0, w;].

Una demostracion analoga nos permite afirmar que para cualquier nimero
ordinal «, el espacio [0, a] es compacto. Ademads si « es un ordinal limite mayor
que 0, [0, @) no es compacto pues la coleccién {[0,3) : 8 < a} es una cubierta
abierta de [0, &) que carece de subcubiertas finitas.

Proposicion B.2.3. Si X es un espacio topoldgico y Y es un subespacio de X,
entonces Y es compacto si y solo si toda coleccion de abiertos de X que cubre a
Y tiene una subcoleccion finita que sigue cubriendo a'Y .

Demostracion. Para probar la necesidad consideremos una coleccion U de
abiertos de X que cubren a Y. Entonces la coleccién V = {UNY : U € U} es una
cubierta abierta (en Y) de Y. Por la compacidad de Y, existe una subcubierta
finita V' de V. De esta manera, W ={U € U: UNY € V'} es una subcoleccién
finita de U que sigue cubriendo a Y.

Para probar la suficiencia, consideramos una cubierta abierta (en Y) de Y,
digamos W = {W) : A € A}. Para cada A € A, sea V) un abierto en X tal que
Wy = Vo, NY. Entonces la coleccién V = {V, : W\ € W} es una coleccién de
abiertos en X que cubre a Y. Por tanto, existe una subcoleccién finita V' de V
tal que V' sigue cubriendo a Y y asi, W = {W) : V), € V'} es una subcubierta
finita de W. Esto es, Y es compacto. O

Proposicion B.2.4. Sean X un espacio compacto y F un subespacio cerrado
de X. Entonces ' es compacto.

Demostraciéon. Sea U = {U, : A € A} una coleccién de abiertos en X que
cubre a F. Entonces V = {Ux : A € A} U {X\F} es una cubierta abierta
de X. Sea U’ una subcubierta finita de U. La familia {U € U : U € U'} es
una subcoleccion finita de U que cubre a F, y por la Proposicién B.2.3, F' es

compacto.
O

Proposicion B.2.5. Cualquier espacio compacto To es normal.

Demostracién. Sea X un espacio compacto y To y sean Fy y Fy cerrados
ajenos de X. Entonces F; y F» son compactos.

Fijamos un punto y € Fj. Para todo x € Fj, sean UY,V}Y abiertos en X
tales que z € UY, y € V¥ y UY NVY = (. La familia U = {UY : x € Fy} es
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una coleccién de abiertos en X que cubre a Fy. De la Proposiciéon B.2.3, hay
T1,T2,. .., T, en Fy tales que la subfamilia {UY ,UY ,...,UY } sigue cubriendo
a Fy. Hagamos A, = Uy U..UU! y B, =V! Nn..NVY . Notemos que la
colecciéon W = {B, : y € F1} es una coleccién de abiertos en X que cubre a Fj.
Como F es compacto, de la Proposicién B.2.3, existen yi, 4o, ...,y en F} tales
que la subcoleccién {By,, ..., By, } cubre a Fy. Definimos U = By, U...UB,, y

V=A4,nNn..NA,, . Entonces Fi CU, LCVyUNV =0. O

Proposicion B.2.6. Si X es un espacio de Hausdorff y K es subespacio com-
pacto de X, entonces K es cerrado en X.

Demostracién. Sea x € X\K y sean Fy = {z} y F» = K. Observemos que
con un argumento andlogo al de la Proposicién B.2.5, podemos concluir que
existen subconjuntos abiertos ajenos U y V que satisfacen F; C U y F», C V.
Entonces z € U C X\K y por tanto K es cerrado. O

A continuacién enunciamos otro conocido teorema de Tychonoff, el llamado
Teorema de Tychonoff del producto. Este teorema es equivalente al Axioma de
Eleccién (véase la Definicién A.3.24).

Teorema B.2.7. (Teorema de Tychonoff del producto) El producto arbi-
trario de espacios compactos es compacto.

La prueba de este teorema puede consultarse en [Du; cap. xi, teo. 1.4, p.
224]. O

Definiciéon B.2.8. Un espacio X se llama localmente compacto si todo punto
de X tiene un sistema basico de vecindades cuyas cerraduras son compactas.

Proposicion B.2.9. Si X es un espacio Hausdorff y todo punto de X tiene
una vecindad compacta, entonces X es localmente compacto.

Demostracién. Sea € X y V un abierto de X tal que x € V. Sea K
una vecindad compacta de = en X. Entonces V N intx(K) es un abierto en
el compacto K que contiene a xz. Como K es Ty (porque X lo es), K es
un espacio Ty. Por la regularidad de K, existe un abierto B en K tal que
x € B C cg(B) C VNnintx(K). Podemos elegir entonces un abierto U de
X tal que K NU = B. Como K es una vecindad de x en X, tenemos que
x €intx(K)NU C B C clg(B). Notemos ahora que intx (K)NU es un abierto
de X y que clg(B) es compacto. Entonces intx (K) N U es una vecindad de x
contenida en V', con cerradura compacta. O

Corolario B.2.10. Sea X un espacio Hausdorff. El espacio X es localmente
compacto st y sélo si todo x € X tiene una vecindad abierta U tal que la cerra-
dura de U es compacta.
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Demostracion. La suficiencia es consecuencia de la Proposicion B.2.9. El re-
ciproco es claramente cierto. O

Ejemplo B.2.11. (1) Como todo espacio topoldgico es vecindad de cada uno de
sus puntos, todo espacio compacto T5 es localmente compacto por la Proposicion
B.2.9.

(2) Tenemos ya que para cada nimero ordinal a € [0,w1), [0, & es compacto.
Por lo tanto, [0,w;) es localmente compacto.

(3) R con la topologia euclidiana es localmente compacto ya que todo z € R
tiene una vecindad compacta de la forma [z — d, x + §] para alguna 6 > 0, lo cual
implica, por la Proposiciéon B.2.9, que todo punto de R tiene un sistema basico
de vecindades compactas.

Definicién B.2.12. Un espacio topoldgico X es un espacio numerablemente
compacto si toda cubierta abierta numerable de X tiene una subcubierta finita.

Proposicién B.2.13. Un espacio topoldgico Ty es numerablemente compacto
sty sdlo si cada subconjunto infinito tiene un punto de acumulacion.

Demostracion. Sea X un espacio 7T;. Supongamos que F' es un suconjunto
infinito de X que no tiene puntos de acumulacién. Entonces F' es cerrado en X,
y para cada x € F existe una vecindad abierta V, de z tal que V, N F = {z}.
La colecciéon U = {V, : x € F} U{X\F} es una cubierta abierta de X que no
tiene subcubiertas finitas. Por lo tanto X no es numerablemente compacto.

Ahora supongamos que U = {U,, : n € w} es una cubierta abierta de X que
no tiene subcubiertas finitas.

Elegimos 9 € X y un elemento U,, € U tal que z¢ € U,,. Tenemos que
X\ U2, U; # 0. Elegimos entonces z1 € X\ U2, U;. Como U es cubierta de
X, existe n; € w tal que 1 € U,, (notemos que ng < n1). Habiendo elegido
ng, N1, ...,k € WYy To,T1,...,T, € X tales que ng < n; < ... < ng, xg € Uy,
y ;€ Unj\U?;al U; para cada j € {1,2,...,k}, elegimos z41 € X\ U %, U; v

ng+1 € w\{0,1,...,n4} tales que x41 € Uy, ,,. Entonces

ng

Trt1 € Unk+1\ U Ui

=0

y siguiendo con este procedimiento, nos es posible definir un conjunto infinito
F = {x}, : k € w} y una sucesion {Uj, : k € w} de elementos de U.

Probaremos ahora que el conjunto F' no tiene puntos de acumulacién en X.
En efecto, para cada x € X existe un natural n tal que = € U, y U, contiene a
lo més una coleccién finita G de puntos de F. Asi, (U,\G)U{z} es una vecindad
de x que no interseca a F. O

Proposicion B.2.14. Sea X un espacio numerablemente compacto y sea F un
subespacio cerrado de X. Entonces F' es numerablemente compacto.
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La prueba de este resultado es anédloga a la de la Proposiciéon B.2.4, tomando
una cubierta abierta numerable en lugar de una arbitraria. O

Definicién B.2.15. Un espacio topoldgico X es de Lindeldf si cada cubierta
abierta U de X contiene una subcoleccién numerable que cubre a X.

Observacién B.2.16. (1) De las definiciones resulta claro que cualquier espacio
compacto es numerablemente compacto y Lindelof.

(2) No es dificil verificar que todo espacio Lindel6f numerablemente com-
pacto es un espacio compacto.

Ejemplo B.2.17. (1) Si X es un espacio discreto, es decir un espacio cuya
topologia es el conjunto P(X), y ademds es infinito, entonces X no es numera-
blemente compacto. Efectivamente, si N es un subconjunto numerable de X,
entonces la coleccién U = {{z} : © € N} U{X\N} es una cubierta numerable
para X que no admite subcubiertas finitas.

Por otra parte notemos que si X es no numerable, entonces la familia V =
{{z} : © € X} es una cubierta abierta para X que no admite una subcubierta
numerable. De esta manera, si X es un espacio discreto de cardinalidad no
numerable, entonces X no es un espacio Lindelof.

(2) Claramente cualquier espacio numerable es Lindelof. De esta manera,
cualquier espacio discreto infinito numerable es un ejemplo de un espacio Lin-
del6f que no es numerablemente compacto.

(3) Cualquier espacio topolégico que tenga una base numerable es Lindeldf.

Demostracién. Sea B una base numerable para X. Consideremos ahora una
cubierta abierta U de X. Y definamos By = {B € B : existe un U € U con
B C U}. Para cada elemento B € By, fijemos un tnico elemento Up € U tal
que B C Ugp. Definamos V = {Up : B € Bp}. Como |V| < |By| < |B|, la
coleccién V es numerable. Ahora, veremos que V es una subcubierta de U. Para
ello, sea = € X arbitrario. Como U es cubierta abierta de X, existe una U € U
tal que = € U. Podemos elegir B € B tal que x € B C U ya que B es base para
X. Entonces B € By, y podemos considerar a su correspondiente Ug € V. Por
la eleccién de Up tenemos que x € B C Up. Por lo tanto, € |JV. De esta

manera se tiene que X C |JV. La contencién contraria es trivialmente cierta.
O

(4) Otro ejemplo de espacio Lindelof de especial relevancia es la linea de
Sorgenfrey, que fue definida y analizada en la seccién 1.5.

Proposicion B.2.18. 57 X es un espacio topologico y Y es un subespacio de
X, entonces Y es Lindeldf si y sélo si toda coleccion de abiertos de X que cubre
a 'Y tiene una subcoleccion numerable que sigue cubriendo a 'Y .

La prueba es muy similar a la de la Proposicién B.2.3. O
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Lema B.2.19. La imagen continua de cualquier espacio numerablemente com-
pacto es numerablemente compacto.

Demostracién. Sea f : X — Y una funcién continua y consideremos U =
{U,, : n € w} una cubierta abierta de f[Y]. Definimos V = {f~1[U,] : n € w}.
Entonces, por la continuidad de f y la sobreyectividad sobre su imagen, V es
una cubierta abierta y numerable de X. Asi, por la compacidad numerable de
X, existe una subcubierta finita de V, digamos, sin pérdida de generalidad,
{f~ Y1), fYUS), -y f7HUL]}. De esta manera, {Uy,Us, ...,U,} es una subcu-
bierta finita de U y asi f[Y] es numerablemente compacto. O

Notemos que si X es un espacio compacto y f : X — Y es una funcién
continua, entonces dada una cubierta abierta de f[Y], existe una subcubierta
finita que contiene a f[Y] (la prueba es similar a la demostracién del Lema
B.2.19). Por otra parte, por el Teorema de Heine-Borel-Lebesgue (véase [R;
t€0.2.40, p. 39]) se tiene que en R todo subespacio compacto es acotado.

Esto es, todo espacio compacto satisface que para toda funcién continua
f: X — R, f[X] es acotada.

Definicién B.2.20. Se dice que un espacio topolégico (X, 7) es pseudocompacto
si cualquier funcién continua f : X — R es acotada.

De las observaciones previas a la definiciéon anterior, tenemos que todo es-
pacio compacto es pseudocompacto.

Lema B.2.21. La imagen continua de cualquier espacio pseudocompacto es
pseudocompacto.

Demostracion. Sea Y imagen continua de X. Entonces, dado un par de fun-
ciones continuas g : X — Yy h:Y — R, se tiene que (de la Observacién B.1.13)
h o g es una funcién continua de X en R. Como consecuencia, h es acotada y
entonces Y es pseudocompacto. O

Proposicién B.2.22. Si X; y X5 son espacios pseudocompactos, entonces X1
X5 es pseudocompacto.

Demostracion. Notemos que como X; es pseudocompacto, para toda funcién
continua g : X1 x {1} — R, g estd acotada puesto que h : X; — R dada por
h(y) = g(y,1) lo estd. Esto es, X3 x {1} es pseudocompacto. Andlogamente,
Xs x {2} es pseudocompacto.

Sean f : X1 ® X2 — R una funcién continua, j; el encaje de Xy x {1} en
X1 ® Xoy jo el de Xy x {2} en X; @ Xo. Entonces dada © € X7 @ Xo, si
v e X; x {i}, foji(z) = f(x) = flx, (x) parai=1,2. Y como f = flx,x{1}
Uflx,xq2y, [ = (fogi)U(foja).

Por la continuidad de f, foj; y fojs son continuas y por lo tanto acotadas.
Asi, f es acotada y entonces X; @& X5 es pseudocompacto. O
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Proposicion B.2.23. Cualquier espacio numerablemente compacto es pseudo-
compacto.

Demostracion. Sea f : X — R una funcién continua. Supongamos que f
no es acotada. Sea entonces xzy € X tal que f(xg) > 0y sea x,41 € X tal
que f(zp41) > max{n + 1, f(x,)}. Entonces la sucesién {f(z,) : n € w} no es
convergente, esto es, { f(x,) : n € w} es un conjunto infinito que no tiene puntos
de acumulacién. Por tanto, f[X] no es numerablemente compacto. O

Ejemplo B.2.24. El espacio de ordinales [0,w;) es pseudocompacto. En efec-
to, como toda coleccién numerable de elementos en [0,w;) tiene un supremo en
[0, w1), dicho espacio es numerablemente compacto. Por lo tanto, de la Proposi-
cién B.2.23, se tiene el resultado.

Proposicion B.2.25. Si X es un espacio normal y pseudocompacto, entonces
X es numerablemente compacto.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio normal y no numerable-
mente compacto. Por la Proposicién B.2.13, existe un conjunto numerable A C
X, tal que A no tiene puntos de acumulacién (i.e. der(A) = 0). Sea A = {z,, :
n € w} una enumeracién inyectiva de A. Entonces la funcién f : A — R dada
por f(z,) = n es continua (pues para cada x € A existe un abierto V de X tal
que VN A = {z}). Ahora bien, A es un subconjunto cerrado de X, por lo tanto,
por el Teorema de extensién de Tietze-Urysohn (Teorema B.1.23), existe una
funcién continua g : X — R tal que g[a= f, de modo que g(z;) = i para toda
1 € w. Asi, tenemos que g es una funcién continua y no acotada y por tanto S
no es pseudocompacto. O

A continuacién, definimos otra clasificacién de espacios relacionada con la
compacidad.

Definicién B.2.26. Por un espacio o-compacto entenderemos un espacio to-
poldgico que es la unién de una colecciéon numerable de subespacios compactos.

Para pasar a las siguientes dos definiciones, recordemos que un refinamiento
D de una cubierta C de un espacio X es una cubierta de X que satisface que
para cada D € D, existe un C' € € tal que D C C'. Un refinamiento es localmente
finito si para cada punto en el espacio, existe una vecindad que interseca sélo
a una cantidad finita de elementos del refinamiento. Dada una cubierta abierta
U de X, se dice que un refinamiento V de U es puntualmente finito si dicho
refinamiento tiene la propiedad de que cada punto x € X pertenece sélo a una
cantidad finita de elementos de V.

Definicién B.2.27. Un espacio X es paracompacto si es regular y cada cubierta
abierta de X tiene un refinamiento abierto localmente finito.
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Definiciéon B.2.28. Decimos que un espacio topolégico X es metacompacto si
toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento puntualmente finito.

Sea X un espacio topolégico. Recordemos que una sucesion es una funcién
de N en X. La sucesién n — x,, serd representada por (Zp)ne,. Decimos que
una sucesion (Zn)new converge a un punto xg € X (denotado (x,) — xg) si
para cada vecindad V de z(, existe un nimero natural ny tal que x,, € V para
toda m = ny.

Definicién B.2.29. Un espacio topoldgico es secuencialmente compacto si toda
sucesién en el espacio tiene una subsucesion convergente.

Proposicion B.2.30. Todo espacio secuencialmente compacto es numerable-
mente compacto.

Demostracién. Sea X un espacio secuencialmente compacto y F un subcon-
junto numerable de X. Entonces si enumeramos E como {e, }ncw, por la com-
pacidad secuencial de X, existe una subsucesién convergente de {e;, }new, diga-
mos {en,, tmew. Sea x € E tal que {e,,, }mewo converge a z. Entonces z es un

punto de acumulacion de F, y asi, de la Proposiciéon B.2.13, se tiene el resultado.
O

En cuanto a clasificaciones por axiomas de separacién se refiere, definimos
por tltimo, los conceptos colectivamente Hausdorff y colectivamente normal.
Previo a ello, cabe mencionar que un subconjunto D de un espacio topolégico
X se llama subespacio discreto de X si para todo x € D, existe un abierto U
de X tal que UN D = {z}. Asimismo una familia de subconjuntos F de X es
llamada discreta si todo punto de X tiene una vecindad que interseca a lo mas
uno de los elementos de F.

Definiciéon B.2.31. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es un espacio
colectivamente Hausdorff si para cada conjunto discreto {zx : A € A} de X
existe una familia de abiertos ajenos dos a dos {Ay : A € A} tal que z) € A
para toda A € A.

Definicién B.2.32. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es un espacio
colectivamente normal si X es Ty y para toda familia discreta {Fy}aca de
subconjuntos cerrados de X, existe una familia discreta {V)}rca de abiertos en
X tal que F, C V, para cada A\ € A. Equivalentemente, X es colectivamente
normal si para cada familia discreta de cerrados {F) : A € A} de X existe una
familia de abiertos ajenos dos a dos {Uy : A € A} tal que F) C U, para toda
A € A (véase [E; teo.5.1.17, p.305]).



B.2. ESPACIOS COMPACTOS Y LOCALMENTE COMPACTOS 115

Ejemplo B.2.33. Todo espacio paracompacto es colectivamente normal (y por
lo tanto, colectivamente Hausdorff). En efecto, sea {Fs}secs una familia dicreta
de subconjuntos cerrados en un espacio paracompacto X. Para cada z € X
sea H, una vecindad abierta del punto z cuya cerradura interseca a lo mas
un elemento de {Fs}scs. Por la paracompacidad de X existe un refinamiento
abierto localmente finito W de la cubierta abierta {H,},cx. Para cada s €
S sea Vs = X\U{cd(W) : W € Wy c(W)NFy = 0}. Aseguramos que la
coleccién {Vs : s € S} es una familia discreta de abiertos en X tal que Fs C V.
Claramente Fy C V5. Ademds dado W € W, se tiene que existe H, € {H, }zex
tal que W C H,. De esta manera, cl(WW) interseca a lo méds a un elemento de
{Fs}secs, digamos F;. Notemos que entonces cl(W)NV; # 0 y que de ocurrir
que cl(W)NVy # 0, cl(W) N Fy serfa distinto de vacio y entonces t = t/, es
decir, W interseca a lo més a un elemento de la familia {V};cs.

Para terminar con esta seccion, recordamos el primer y segundo axioma de
numerabilidad.

El espacio de los niimeros reales con su topologia usual tiene algunas propie-
dades esenciales que se expresan en términos de numerabilidad y que le confieren
a (R,7.) (donde 7. denota a la topologia euclidiana) gran parte de sus carac-
teristicas fundamentales. Por ejemplo, el conjunto de los niimeros racionales, Q,
es un conjunto numerable y denso en (R, 7.). Ademds, para cada punto xz en R
la coleccion de las bolas con centro en z y radio %, donde n varia en el conjunto
w\{0}, es una base local numerable de vecindades de z. Mas atn, el conjunto
{B(r,1):r € Q, n € w\{0}} es una base numerable para la topologia 7. en R.

Estas propiedades de R fueron el incentivo para definir los conceptos de
primero y segundo numerabilidad, enunciados a continuacion.

Definicién B.2.34. Un espacio topoldgico (X, 7) es primero numerable (o sa-
tisface el primer azioma de numerabilidad) si cada punto x € X posee una base
local numerable de vecindades.

Definicién B.2.35. El espacio (X, 7) es segundo numerable (o satisface el se-
gundo axioma de numerabilidad) si existe una base numerable para 7.

Ejemplo B.2.36. Para un espacio discreto (X, 7) y un punto x en él, el conjunto
{z} es abierto, de tal manera que el tinico subconjunto denso en X es X mismo,
y cualquier base de X debe contener a todos los subconjuntos unipuntuales
de X. Por lo cual, en el espacio (X, 7) son equivalentes el segundo axioma de
numerabilidad, la separabilidad y la propiedad | X| < ®g. De esta forma tenemos
que la condicién | X| > Ry implica que X con la topologia discreta es un ejemplo
de un espacio primero numerable que no es separable (y entonces tampoco
segundo numerable).
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B.3. Espacios metrizables

El propésito de esta seccién es probar (para hacer uso de ello més adelante)
que el espacio producto [0, 1]%, llamado el cubo de Hilbert es un espacio metri-
zable.

La clase de espacios métricos fue la primera clase de espacios abstractos en la
que varias nociones y resultados, descubiertas en el estudio de los subconjuntos
de la recta real y los espacios euclidianos, fueron exitosamente generalizados.
La clase de espacios métricos es suficientemente grande como para incluir varios
objetos estudiados en distintas ramas de las matemadticas, y a la vez, suficiente-
mente simple como para permitir el uso de la intuiciéon geométrica. El concepto
de espacio métrico fue introducido en 1906 por Fréchet en su tesis doctoral. Por
muchos afios, la atencién de los topdlogos estuvo enfocada en los espacios métri-
cos y, en particular, en los espacios métricos separables. Sin duda, ésta ultima
es la clase méas estudiada de espacios topoldgicos.

Recordemos que un espacio métrico es una pareja X = (X, d), donde X es
un conjunto y d: X x X — [0,00) es una métrica, i.e., es tal que para todo z y
yen X:

(i) d(z,y) =0 <= z =y

(i) d(z,y) = d(y,z)

(iil) d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2)

Dado un espacio métrico (X,d), podemos generar, con la métrica d una
topologia en X de la siguiente forma. Para cada z € X y cada ndmero real
positivo r, tomamos el conjunto B, (z) = {y € X : d(x,y) < r}, a este conjunto
le llamaremos bola abierta de radio r y centro en x.

Definimos entonces 74 = {E C X : E es unién de bolas abiertas}. La colec-
cién 74 es una topologia en X (puede verificarse ficilmente o consultarse [CT;
sec. 2.1, p.51]) a la que llamaremos topologia en X inducida por la métrica d.

Definicién B.3.1. Un espacio topolédgico (X, 7) es un espacio metrizable si
existe una métrica d en X tal que 7y = 7.

Proposicion B.3.2. Todo espacio metrizable es regular.

Demostracién. Sea (X,7,) un espacio metrizable, con p una métrica sobre
X. Consideramos un subconjunto cerrado F' de X y € X\ F. Entonces existe
r > 0 tal que B,(z) no interseca a F'. Ahora, U = By (z) es una vecindad abierta
dexyV =U{Bz(y) : y € F'} es un abierto que contiene a Iy que no interseca
a U. En efecto, de existir z € Br(z) N Bz (y) para alguna y € F', tendriamos
que p(z,2) < 5y p(z,y) < 5. De manera que, como p(x,y) < p(z, 2) + p(y, 2),
entonces p(z,y) < r. Asi, y € B,(x), situacién que contradice nuestra eleccién
de r. Por tanto, X es regular. 0
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Teorema B.3.3. Todo espacio metrizable separable tiene una base numerable
de abiertos.

Demostracién. Sea (X, 7,) un espacio metrizable y separable, con p una métri-
ca para X . Entonces, por definicién, X contiene un subconjunto denso numera-
ble. Sea S tal denso y sea {By, }new la sucesién de bolas abiertas con centro en
algin elemento de S que tienen radios racionales positivos.

Consideramos un conjunto abierto G C X y p € G. Entonces existe n > 0
tal que para toda x € X, p(x,p) < n implica = € G.

Ahora, como S es denso, existe un s € S y algun racional ¢ > 0 tal que
p(s,p) <o < 1.

Entonces p € B,(s). Més atn, si € B,(s), entonces p(z, s) < g, de manera
que p(z,p) < p(x,s) + p(s,p) < ny asi, x € G. Por lo tanto, B,(s) C G y
entonces tenemos que { By, }ne, €8 una base para X. O

Un problema fundamental en Topologia es determinar si un espacio topolégi-
co dado es o no metrizable. Existen diversos resultados al respecto. Un ejemplo
clésico es el siguiente (su prueba puede consultarse en [Kul; §22, teo.1, p.241)):

Teorema B.3.4. (Teorema de metrizacion de Urysohn) Todo espacio
topoldgico regular que cumpla el sequndo axioma de numerabilidad es metrizable.

Probaremos el siguiente teorema para obtener como corolario que, en efecto,
el cubo de Hilbert es metrizable.

Teorema B.3.5. Sea {X;}icw una familia de espacios metrizables y sea, para
cada i € w, p; una métrica sobre el espacio X;, tal que p;(z,y) < 1 para todo
(z,y) € X; y que define la topologia de X,. Entonces, la topologia inducida
sobre el conjunto X = e, X; por la métrica p definida para x = (2;)icw,y =
(yi)icw € X, como: 1
p(z,y) = Z ?Pi(fﬂiyyi)
1EW

coincide con la topologia producto (dada en la Definicion B.1.16) en X.

Demostracién. Sean = = (2;)icw, Y = (¥i)icw, 2 = (2i)icw € X. Notemos que
p(x,y) = 0siy sdlo si p;(x;,y;) = 0 para cada i € w, de manera que p(x,y) =0
siy sélo si @ = y. Ademds, p(z,y) = Y ;e 900 (i, ¥i) = Picw 37Pi(Yir Ti) =
p(y,x). Por otra parte, como p; es métrica para cada i € w, y ademds la serie
>icw 27 (pi(@i, yi) + pi(yi, i) converge, se tiene que:

1
p(x,2) =Y =pilwi 2)
1EW

< Z %(Pi(xiayi) + pi(yi, 2i))

1EW
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1 1
= Z(?Pi(xhyi) + ?Pi@ia 2i))

S
1 1
= (Z ?Pi(xia vi)) + (Z gpi(yu z;))
1€w €W

= p(z,y) + p(y, 2),

y por lo tanto p es métrica sobre X.

Ahora bien, para © = (2;)icw, ¥ = (Yi)icw € X, tenemos que p;(z;,y;) < €
siempre que p(z,y) < 57, asi, la proyeccién p; de X sobre X; es continua respecto
a la topologia inducida sobre X por p. Se sigue entonces, de la definicién de
la topologia de Tychonoff, que la topologia inducida por p contiene a la del
producto sobre X.

Veamos ahora que todo conjunto U C X abierto con respecto a la topologia
inducida por p es también abierto con respecto a la topologia producto. Conside-
remos un punto z = (z;);e, € U. Entonces existe una r > 0 tal que B,(z) C U.
Basta encontrar un entero positivo k y abiertos U; C X; con ¢ = 0,1,2,....k
tales que xz € ﬂle p; ' (Ui) € B.(z) C U. Sea k un entero positivo tal que
EioikH QL = 2% < %’I‘ y para cada i = 0,1,2,....k, sea U; = Bz (z;) = {z € X; :
pi(xi,z) < §}. Para cada y = (yi)icw € ﬂle p[l(UZ—), tenemos que p;(z;,y;) <

5 siempre que i < k, de modo que:

k S
1 1 11
P(x,y) :ngz(l'uyz)‘i‘ Z Epl(xz,yz) < 57‘4—57':7"’
1=0 i=k+1
lo que concluye la prueba. 0

Corolario B.3.6. El cubo de Hilbert [0,1]* es un espacio metrizable.

Este corolario es consecuencia directa de que [0,1] es métrico y el teorema
anterior. O
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