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Este trabajo es motivado por el deseo del Grupo Unamalla1 de satisfacer a una gama
muy amplia de usuarios que prefieren trabajar con mallas triangulares, por lo que el
sistema Unamesh desarrollado en esta tesis podŕıa ser un módulo de una próxima
versión del sistema Unamalla.

Un antecedente de este trabajo es el desarrollo del sistema TRIANG [1], el cual es
parte del trabajo que Sergio Aguirre realizó durante su Maestŕıa en Ciencias Ma-
temáticas de la Facultad de Ciencias de la UNAM en 1995. Los métodos implemen-
tados en TRIANG buscan configuraciones óptimas de triangulaciones para generar
mallas sobre regiones en el plano.

La estructura que seguirá el documento es la siguiente:

Caṕıtulo 1 Se ilustra la importancia que tiene la generación numérica de ma-
llas, también se exhibe un panorama para la generación numérica de mallas
triangulares discutiendo los distintos enfoques en que ha sido abordada la pro-
blemática y algunas técnicas representativas.

Caṕıtulo 2. En la primera sección se presenta una somera descripción de la
teoŕıa de Triangulaciones de Delaunay en dos dimensiones incluyendo la des-
cripción de algunas técnicas para su cálculo; mientras que la versión de Persson
del método de vigas en equilibrio constituye el cuerpo del caṕıtulo. Se hace una
descripción detallada del método, se realiza un análisis sobre la convergencia y
se muestran algunos ejemplos.

Caṕıtulo 3. Se discute la dificultad para llevar a cabo la técnica de Persson
para regiones irregulares, se plantea una solución diferente que involucra algu-
nas modificaciones al método. Se hace una descripción detallada del método
modificado, se realiza un nuevo análisis sobre la convergencia y se muestran
algunos ejemplos.

Caṕıtulo 4. Se presenta la estructura del sistema Unamesh. Se hace una des-
cripción de los módulos principales, especificando la descripción de los paráme-
tros que cada módulo plantea. También se presentan los formatos usados por el
sistema para el manejo de contorno y triangulaciones

Apéndice A. Se ilustra con un ejemplo el uso del Unamesh, útil para guiar a
los usuarios.

Apéndice B. Se describe el método de suavizamiento spline cónico para el
tratamiento de un contorno.

Apéndice C. Se describe el método de reducción de nodos por criterios de
colinealidad para el tratamiento de un contorno.

1Conformado por estudiantes e investigadores de la Facultad de Ciencias, UNAM y otras depen-
dencias de México y Cuba. http://www.matematicas.unam.mx/unamalla/
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1.4.1. Por construcción simultánea de nodos y conectores . . . . . . 9
1.4.2. Generación de mallas bajo plantilla . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.4.3. Nodos Primero . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2. Método de la ecuación de equilibrio 23
2.1. Triangulaciones de Delaunay . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.1.1. Algoritmos para obtener la triangulación de Delaunay . . . . . 28
2.1.2. Triangulación de Delaunay sujeta a restricción de aristas . . . 38

2.2. Método de Persson para triangulaciones en equilibrio de fuerzas . . . 42
2.2.1. Ecuación Diferencial de disipación de part́ıculas . . . . . . . . 43
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1.3. Como el ángulo mayor es cercano a 180◦ la derivada en dirección vertical, que se

calcula a través de la interpolación lineal se hace arbitrariamente grande. . . . . 6
1.4. Elementos no conformes en una triangulación. . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.5. Ejemplo del proceso recursivo de Bykat hasta obtener un triángulo. . . . . . . . 10
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1.15. Ejemplo de la técnica de Lee. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.16. Ejemplo de generación de elementos por una técnica de avance hacia el frente. . . 20
1.17. Ejemplo de la técnica de Lewis y Robinson. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.1. Relación de adyacencia de nodos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.2. Relación de radios. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.3. Dualidad Voronoi vs Delaunay. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.4. Caso singular en una triangulación de Delaunay. . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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Caṕıtulo 1

Introducción

La Geometŕıa Computacional es una parte de la Geometŕıa que se encarga del es-
tudio de los algoritmos para resolver problemas geométricos mediante el uso de las
computadoras. Es una disciplina que, se puede decir, nace con la tesis de M. I. Samos
[32], en 1978, y que desde entonces ha madurado hasta convertirse en un área bien
establecida.

El motivo del crecimiento de esta disciplina, se debe a que diferentes áreas del cono-
cimiento necesitan plantear modelos computacionales en sus problemáticas locales,
cada vez que estos modelos sean inherentemente geométricos es necesario abordarlos
desde un enfoque desprendido de la aplicación. La necesidad de tratar tales problemas,
mediante el estudio sintetizado y unificado, ha sido la razón de ser de la Geometŕıa
Computacional. Para ello, ha tenido que crearse una disciplina donde convergen de
manera natural algunas áreas de la Matemática, como la Topoloǵıa, Combinatoria,
Álgebra, Probabilidad y, por supuesto, Geometŕıa, con aquellas de las Ciencias de la
Computación, como Algoritmos de Gráficas, Estructura de Datos y Optimización.

Es aśı que la Geometŕıa Computacional se ha avocado a problemas tales como parti-
ción de poĺıgonos, envolturas convexas, diagramas de Voronoi, disposición de rectas,
búsqueda geométrica y planeación de movimiento, entre otros.

El problema de interés para este trabajo es la generación de triangulaciones sobre
regiones irregulares, este problema han sido demandado por la Ingenieŕıa y la F́ısica
en solución de ecuaciones diferenciales parciales y para la interpolación spline.

El método que se usará en este trabajo, para la construcción de triangulaciones,
está inspirado en el método de vigas en equilibrio propuesto por Persson en su texto
A simple mesh generator in Matlab [28].

En este caṕıtulo consideramos el problema de la generación de mallas triangulares en
regiones poligonales de geometŕıa no simple, y haremos una reseña de como ha sido
abordado el problema por diferentes técnicas.
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1.1. Mallas y métodos numéricos

Muchos fenómenos f́ısicos en la ciencia y la ingenieŕıa pueden ser modelados por ecua-
ciones diferenciales parciales (EDP’s), como la deformación mecánica, la transferencia
de calor, dinámica de fluidos, la propagación de ondas electromagnéticas, y la mecáni-
ca cuántica. Cuando estas ecuaciones tienen condiciones de frontera complicadas o se
plantean sobre regiones de forma irregular, suele no haber una solución anaĺıtica y
una aproximación numérica de la solución resulta necesaria.

Los métodos de solución numérica de ecuaciónes diferenciales parciales transforman
la EDP (lineal o no lineal) en un sistema finito de ecuaciones acopladas, correspon-
dientemente lineales o no lineales.

Estos métodos numéricos son clasificados según sea el dominio f́ısico de definición; el
método de elemento finito (FEM) fue diseñado para dominios planos, mientras que
el método de volumen finito (FVM, también conocido como el método de control de
volumen) existe para dominios tridimensionales, y por último el método de elementos
de frontera (BEM) que es útil para resolver numéricamente ecuaciones diferenciales
planteadas sobre la frontera de definición de un dominio f́ısico.

Para poder transformar la EDP en un sistema de ecuaciones es necesario discretizar
el dominio f́ısico Ω, es decir, es necesario descomponer la región Ω como una unión
de regiones elementales que en general llamamos celdas; normalmente las celdas son
triangulares o cuadrangulares (en caso de un dominio bidimensional), o tetraédricas
o hexahédricas (para tres dimensiones). A la salida de este proceso de discretización
es a lo que llamamos Malla.

Una malla que sea la discretización de un dominio Ω debe ser definida de forma
simple, si la malla es una triangulación y se cuenta con las coordenadas de los tres
vértices de cada celda, entonces la malla puede ser bien representada. Aśı, resulta
satisfactorio contar con la lista de vértices de la triangulación que define la geometŕıa
de la malla, y contar también con una estructura que indique como se relacionan los
vértices en la triangulación que define la topoloǵıa de la malla.

Como los elementos tienen forma simple, es posible aproximar el comportamiento de
una EDP en cada nodo por medio de la relación de adyacencia que guardan, desde
este enfoque el problema podŕıa verse como la elección adecuada de vértices y aristas
de definición de la malla; este proceso se le llama generación de una malla triangular.
Los triángulos serán llamados elementos y los vértices serán nodos en el método de
elemento finito.
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Si Ω es una región plana y {∆i} es una triangulación de Ω, entonces usualmente:

Ωh =
⋃

∆i ⊂ Ω (1.1)

y lo que nos gustaŕıa es que

Ωh = Ω (1.2)

es decir

∂
(⋃

∆i

)
= ∂Ω (1.3)

en este caso decimos que la malla conforma la región; esto es muy fácil de lograr
en regiones poligonales, pero más dif́ıcil si la frontera es muy irregular y si contiene
“arcos curvos”.

Las mallas pueden clasificarse como estructuradas o no estructuradas, la figura 1.1
ilustra un ejemplo de cada uno. Las mallas estructuradas topológicamente presentan
una estructura en la adyacencia que es uniforme mientras que las no estructuradas
carecen de tal. En la malla estructurada, los ı́ndices de los vecinos a cualquier nodo
son fácilmente identificables por que la adyacencia resulta natural, mientras que una
malla no estructurada requiere del almacenamiento en una lista de los vecinos de cada
nodo.

(a) Malla Estructurada, generada por un mapeo
de triángulos del cuadrado unitario a la región

(b) Malla No Estructurada, generada usualmente
por algún criterio de ángulo mı́nimo sobre el
conjunto de nodos de la malla estructurada

Figura 1.1: Malla estructura vs no estructurada.

Tanto la generación de mallas estructuradas como las no estructuradas presentan
dificultades a resolver, y cada una de ellas abre una campo de estudio interesante. Este
documento considera únicamente la tarea de generación de mallas no estructuradas,
y además considera sólo mallas formadas por triángulos.
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1.2. Propiedades deseables de las mallas y sus ge-

neradores

El problema de discretización de un dominio para la simulación numérica puede ser
un problema más dif́ıcil de lo que parece a simple vista. Una malla debe ajustarse a
la región dominio a modelar, y también, debe cumplir condiciones sobre el tamaño y
la forma de sus elementos, a veces una malla útil debe satisfacer condiciones que de
primera intensión parecen contradictorias.

El primer objetivo del modelado de la región es mantener o conservar lo mejor posible
posible su forma. Los cient́ıficos e ingenieros a menudo necesitan construir modelos
sobre regiones con formas complicadas.

A menudo una curva de frontera debe ser aproximada por una frontera lineal a trozos,
por lo que los algoritmos de generación de mallas suelen suponer que de entrada la
geometŕıa es poligonal. Esta hipótesis será mantenida a lo largo de este documen-
to, aunque aqúı se presentará una estrategia para simplificar contornos irregulares y
aproximarlos por otros con fronteras más suaves pero conservando la forma.

Definición 1. Una región Ω es poligonal simplemente conexa si es simplemente co-
nexa y su frontera es un poĺıgono ∂Ω = SΩ = {p1, p2, · · · , pm}.

Trabajaremos con regiones Ω poligonales orientadas por lo que supondremos que
∂Ω = SΩ es un poĺıgono orientado positivamente, vea figura 1.2.

Figura 1.2: Ejemplo una región definida por una poligonal cerrada y simple.

En śıntesis el primer objetivo es aproximar la región f́ısica Ω̃ por una región poligonal
Ω simplemente conexa.
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Un segundo objetivo de generación de mallas es ofrecer el máximo control posible
sobre los tamaños de los elementos de la malla. Idealmente, este control incluye la
capacidad de pasar de elementos pequeños a grandes a través de una distancia rela-
tivamente corta. La razón de este requisito es que el tamaño del elemento tiene dos
efectos en una simulación de elemento finito. Los elementos pequeños, que conforman
una región densa, ofrecen más precisión que los grandes cuyo espaciamiento es ma-
yor, como lo es el tiempo de cálculo para resolver un problema numérico, ya que es
proporcional al número de elementos, y es recomendable plantear la posibilidad de
usar distintas distribuciones. Por lo tanto, elegir el tamaño supone un elemento de
negociación entre la velocidad de procesamiento y la precisión la aproximación.

Además, el tamaño del elemento necesario para alcanzar una determinada cantidad
de precisión depende del comportamiento de los fenómenos f́ısicos en que se basa el
modelo, y puede variar a lo largo del dominio. Por ejemplo, una simulación de flujo
en tres dimensiones requiere elementos más pequeños en medio de turbulencias que
en las zonas de relativa tranquilidad, el elemento ideal en una parte de la malla puede
variar en volumen por un factor de un millón o más del ideal en otra parte de la
malla. Si en lugar de considerar un cambio sustancial en el tamaño de los elementos
en toda la malla para evitar un escollo, se debe elegir un tamaño lo suficientemente
pequeño como para garantizar la suficiente precisión en las zonas de mayor exigencia
e incurrir posiblemente en la excesiva cantidad de cálculos, un generador de malla
debe ofrecer una rápida progresión de pequeño tamaño.

Dada una malla gruesa, con un número relativamente reducido de elementos, no es
dif́ıcil usarla para producir otra con un número mayor de elementos pequeños en al-
gunas zonas deseadas. El proceso inverso no es tan fácil, por lo tanto, los algoritmos
de generación de mallas con frecuencia se fijan el objetivo de poder generar mallas
con pocos elementos, y ofrecer la opción de refinar parte de la malla en donde los
elementos no sean lo suficientemente pequeños como para obtener la precisión reque-
rida.

Un tercer objetivo de la generación de mallas, y la verdadera dificultad, es que los
elementos debeŕıan ser relativamente de buena forma, ya que los elementos con ángu-
los interiores grandes o pequeños pueden degradar la calidad de la solución numérica,
aśı que se busca que el rango de los ángulos sea corto.

En los métodos numéricos, los elementos con ángulos grandes pueden causar un gran
error de discretización, es decir, la precisión de la solución dada sobre la malla puede
ser mucho menor que si los tres ángulos de cada elemento son parecidos. En princi-
pio, la solución calculada por el discreto se aproxima a la solución exacta conforme el
tamaño del elemento más grande se acerca a cero. Sin embargo, Babus̆ka y Aziz [2]
muestran que en mallas densas la convergencia a la solución exacta puede no ocurrir
si los ángulos de la malla son muy abiertos.
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Figura 1.3: Como el ángulo mayor es cercano a 180◦ la derivada en dirección vertical, que se calcula
a través de la interpolación lineal se hace arbitrariamente grande.

Otro problema causado por los grandes ángulos es de errores en las derivadas de la
solución, que surgen como efecto de interpolación sobre la malla.

La figura 1.3 muestra un elemento de la malla con los valores asociados a cada no-
do que representan una aproximación de la cantidad f́ısica de la solución. Si se usa
una interpolación lineal para estimar la solución en los puntos no nodales, el valor
interpolado en el punto medio del borde inferior es de 51. Este valor interpolado sólo
depende de los valores relacionados con los dos nodos de abajo, y es independiente
del valor asociado al tercer nodo. Como el ángulo en el tercer elemento es grande, el
punto con valor de 51 es arbitrariamente cercano al nodo superior cuyo valor es 48.

Por lo tanto, la derivada parcial de la estimación de la solución en la dirección ver-
tical podrá ser arbitrariamente grande, y el cambio resulta por demás espaciado aun
cuando los valores nodales puedan ser exactos. Este efecto se produce porque un valor
interpolado linealmente no es suficiente si la solución exacta no es lineal. Este proble-
ma puede afectar cualquier aplicación que utilice mallas de interpolación, y no sólo al
resolver una EDP. Por ejemplo, en las simulaciones de deformación mecánica, en la
que las derivadas de una solución son de interés y no tanto la solución en śı misma, el
uso de un interpolante spline de mayor grado en puede mejorar los cambios deseados.

Los triángulos con ángulos pequeños también causan problemas pues el sistema de
ecuaciones del método numérico puede ser mal condicionado. Si esto ocurre, la preci-
sión de la solución disminuye si el sistema es resuelto por métodos directos, y en con
métodos iterativos la convergencia es lenta.

Muchos algoritmos de generación de mallas optan por obligarse a superar un ángulo
mı́nimo en toda la triangulación, si se decide acotarlo inferiormente entonces el mayor
ángulo de la triangulación a su vez se estará acotando superiormente. Por ejemplo, si
ningún ángulo es más pequeño que θ, entonces ningún ángulo será mayor que 180−2θ.
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Figura 1.4: Elementos no conformes en una triangulación.

Las limitantes de tamaño del elemento y de forma del elemento son dif́ıciles de con-
ciliar porque los elementos deben compartir la totalidad de sus bordes. En la figura
1.4 se ilustra un ejemplo de adyacencia entre elementos que es considerado como
ilegal, pues el borde de un elemento es sólo una parte de un borde de un elemento
adyacente. Y aun que hay variantes del método de elemento finito que permiten tales
elementos disconformes, tales elementos no son preferidos ya que pueden degradar la
convergencia del método. Pudiese ser más fácil crear mallas con elementos de buena
calidad disconformes pero los problemas numéricos de error persisten.

1.3. Integración de un generador numérico

Los algoritmos para generar una malla útil para los métodos numéricos se conforman
por bloques básicos de construcción, cada bloque debe ser independiente y puede
ser usado en conjunción con otras técnicas para elaborar distintas estrategias de
generación de mallas. Estos bloques son conocidos por módulos.

En general, la salida de un generador de mallas no estructuradas es compuesta por
dos arreglos, la Colección de Nodo, que denotaremos S y constituye la geometŕıa de
la malla y la Colección de Elementos, que denotaremos T (S) y constituye la topoloǵıa
de la malla pues brinda la conectividad entre nodos.

La generación de una malla puede realizarse ya sea en secuencia (primero la generación
de los puntos seguido por una fase de triangulación), o simultáneamente, utilizando
una técnica de promoción hacia adelante, o una técnica de triangulación Steiner,
(la triangulación de Steiner se refiere a la inclusión de puntos adicionales en una
triangulación con el fin de mejorar la calidad de la triangulación).

El problema de la generación de mallas incluye varias fases bien definidas que se
pueden resumir como sigue:

Definición de la frontera del dominio f́ısico.

Definición de la distribución de tamaño del elemento en función de la ubicación
espacial (la distribución de la forma del elemento es también necesaria en el
caso de mallas estiradas)
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Construcción de la frontera de la malla utilizando un enfoque de discretización
adecuado.

Construcción de la malla conforme construyendo de forma secuencial o si-
multánea los nodos y sus conexiones.

Tratamiento posterior a la malla generada tendiente a mejorar la calidad del
elemento.

La frontera del dominio f́ısico normalmente se define a través de algún tipo de base
de datos, y a veces implica el uso de curvas spline en 2D, la descripción de la frontera
inicial puede ser discretizada como una colección de segmentos de recta. La discreti-
zación de la frontera del dominio f́ısico se puede realizar anterior a la generación de
la malla pero en ocasiones se hace de forma simultánea.

El procedimiento de construcción de malla debe ser capaz de garantizar la integridad
de la frontera, en dos dimensiones corresponde a la generación de la triangulación
que contengan el subconjunto de los conectores que definen la discretización de la
frontera. Dos submódulos constituyen el procedimiento de construcción de la malla
en el caso secuencial, uno para la generación de los nodos sujeto a la distribución
de tamaño del elemento deseada, el otro para el cálculo de las conecciones donde la
teoŕıa de Delaunay, que se verá más adelante, es considerada como la alternativa que
genera triangulaciones de mayor calidad.

El tratamiento posterior a la malla es una alternativa opcional aunque a veces ne-
cesaria, la necesidad se plantea en algunos casos pues a a pesar de establecer una
articulación adecuada de los nodos en regiones irregulares los elementos no cuentan
con la calidad deseada. Aśı que el tratamiento posterior busca generar un suaviza-
miento que tienda a regularizar la distribución deseada en los nodos.

1.4. Clasificación somera de los Métodos de gene-

ración de mallas

La generación numérica de mallas es un área del campo de la geometŕıa computacio-
nal relativamente reciente. Tiene su origen en la generación de mallas para simular
soluciones a EDP’s por lo que siendo la aplicación con mayores exigencias numéricas,
el desarrollo de las teoŕıas para la generación de mallas se ha centrado en cubrir las
necesidades de calidad deseada por los métodos numéricos.

La clasificación que aqúı se presenta no es exhaustiva y no busca desarrollar comple-
tamente ningún método, simplemente se busca describir las cualidades geométricas y
topológicas de los distintos enfoques; esta clasificación dada por el siguiente esquema
es basada en Ho-Le [19]. Los enfoques en muchos casos son aplicables en mallas 3D.
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1.4.1. Por construcción simultánea de nodos y conectores

Esta clase de generación se da siempre que se crean los vértices y las aristas de los
triángulos simultáneamente y da lugar al enfoque de descomposición geométrica,
el cual hace un intento por generar buenos elementos. Para ello se empieza usualmente
con la frontera de la región, y determina la ubicación óptima de los nodos y el tamaño
de los lados, de manera representativa podemos tomar el método recursivo propuesto
por Bykat [8] y el método iterativo presentado por Alan George [14].

El método de Bykat se basa en el proceso recursivo de división de un poĺıgono convexo
en dos subregiones convexas que comparten una interfaz común, para ser aplicado a
regiones no convexas es necesario hacer una subdivisión previa de la región en partes
convexas. A cada subregión definida en la recursividad se le van a insertar nodos
en la frontera para satisfacer la distribución de la densidad deseada. Una interfaz se
define como un segmento de ĺınea recta que une dos vértices pr, ps en la frontera
de la poligonal Ω y la subdivide en dos poligonales convexas Ω1 y Ω2 cerca de su
eje mayor. Ya que las dos subregiones Ω1, Ω2 son poĺıgonos convexos, es plausible
la aplicación recursiva de la operación básica de “bisección”del poĺıgono resultando
en la división de Ω en un conjunto finito de subregiones conexas, definidas por sus
respectivos vértices y almacenadas en un diagrama de árbol. Aśı es que el proceso
recursivo terminará cuando todas las subregiones tengan tres vértices y no haya la
necesidad de incluir nuevos nodos, pues la distribución de densidad ha sido alcanzada,
es decir, la terminación natural siempre será una triangulación de Ω.

0Algunas de las imagenes que ilustran las técnicas fueron retomadas de los textos señalados.
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Figura 1.5: Ejemplo del proceso recursivo de Bykat hasta obtener un triángulo.

(a) Eliminación por recorte de
Oreja

(b) Eliminación por muesca de
una Bah́ıa con inserción de

nodo
(c) caso cŕıtico de remoción de

oreja por 1 o 2 triángulos

Figura 1.6: Criterios de eliminación de triángulos de George Alan.

El método iterativo de Alan George, no es sólo para regiones poligonales, pues propone
una técnica para la colocación de nodos en la frontera de forma que en principio se
admiten triángulos curviĺıneos. Para el buen uso del método no basta con la frontera
de la región de entrada, también es necesario especificar con una sencilla regla la forma
en que cada arco será dividido. El método realiza la eliminación de un triángulo por
cada iteración, y está catalogado como un proceso de avance hacia enfrente. Para
identificar el triángulo a eliminar se hace una distinción en criterios dados por el
ángulo interior a la región de cada nodo.

En una primera fase del proceso se detectan las orejas en la frontera y las recorta, en
la figura 1.6(a) se muestra una oreja (con ángulo menor a 60 grados) y la forma en
que ésta es recortada.

Una vez que la región no cuenta con orejas se pasa a una segunda etapa, en la cual
se detectan las bah́ıa (vértices consecutivos que tengan ángulos interiores menores a
150 grados) y se hace la eliminación de un triángulo realizando una muesca para lo
cual se utiliza procedimiento de construcción de nodo, figura 1.6(b).
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Figura 1.7: Proceso de avance hacia adelante por eliminación de nodos.

En la tercer etapa del proceso (cuando no haya caso de orejas de menos de 60 grados
o bah́ıas) se detectan aquellas orejas donde el ángulo interior está entre los 60 y los
90 grados, para este caso se plantean dos posibilidades, la primera es el recorte de
la oreja como se propone en la primer etapa y la segunda es la inserción de un nodo
para la remoción simultánea de dos triángulos, para decidir que tipo de eliminación se
realizará, George propone un criterio que busca que la triangulación sea de la mejor
calidad posible, figura 1.6(c).

Finalmente, cuando la región es casi convexa, se repite el proceso de generación de
muesca para recaer en la primer etapa del proceso, en la figura 1.4.1 podemos observar
algunos pasos en el procedimiento. Cuando la región finalmente sea un triángulo el
proceso se da por terminado.
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1.4.2. Generación de mallas bajo plantilla

Para construir una malla por algoritmos bajo esta clase, una triangulación plantilla es
previamente generada en otro lugar, posteriormente la malla es adaptada a la región
dominio. Tres enfoques dentro de este caso pueden ser identificados.

Enfoque basado en rejilla

El enfoque basado en rejilla surge de la observación de que una rejilla es la malla de
alguna región, este enfoque puede hacerse siempre que las celdas que atraviesan la
frontera de la región Ω puedan convertirse en elementos. Entre más fina sea la rejilla,
mejor será la calidad de la malla, ya que los elementos internos son de por si de cali-
dad y la proporción de elementos de mala calidad tiende a desaparecer. Los métodos
actuales para la generación de mallas son más sofisticados (vease los caṕıtulos 2 y
3 de este trabajo), pero los resultados son siempre similares, ya que los elementos
internos no vaŕıan sustancialmente; la única diferencia se encuentra en los elementos
en la frontera.

Figura 1.8: Malla en base a rejilla para un ejemplo de frontera suave.

El método propuesto por Thacker, González y Putland [35] es probablemente el prime-
ro publicado bajo este enfoque. La región f́ısica primero es encerrada en un triángulo
equilátero que cuenta con una rejilla triangular. Los puntos de la rejilla que quedan
fuera de Ω se eliminan, dejando una frontera en zigzag. Los puntos de la frontera en
zigzag son entonces recolocados encima de la frontera de Ω para crear finalmente la
malla.

La variante al método propuesta por Kikuchi [22] consiste en extender el método
anterior para crear mallas con cuadriláteros en su mayoŕıa, y con algunos triángulos
para rellenar, usando una rejilla rectangular como plantilla.
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Uno de los problemas que estos métodos plantean es que las caracteŕısticas finas de
la forma de Ω se pueden perder debido al tamaño de la rejilla.

El método de Heighway y Biddlecombe [18] empieza con la frontera en zigzag total-
mente contenida en Ω 1.9(a), a continuación se reposicionan los nodos más cercanos
a la frontera 1.9(b) y se construye una malla fina entre la frontera zigzag y la frontera
de Ω con un algoritmo de triangulación. Inicialmente las rejilla es rectangular, pero
después son diagonalmente quebrados en dos triángulos 1.9(c).

(a) Ω y rejilla inicial
(b) Reposicionamiento de la

frontera zigzag
(c) celdas triangulares

Figura 1.9: Ejemplo del método de Heighway y Biddlecombe.

De manera similar el método de Kela, Perucchio y Voelcker [21] usa una rejilla de
rectángulos en el interior, pero hace un esfuerzo por rellenar la franja faltante con cua-
driláteros siempre que esto sea posible, y en último caso con triángulos. Inicialmente
sólo se generan mallas uniformes, para posteriormente permitir refinamiento en las
zonas deseadas. Para el almacenamiento computacional de la malla se usó la repre-
sentación constructiva de geometŕıa sólida que ya era conocida, la CSD se creó para
la solidez en las operaciones geométricas booleanas.

El método de Yerry y Shephard [36] comienza con una codificación quadtree de la
región, vea figura 1.4.2(a). Este quadtree se ha modificado para ser adecuado a la
generación de la malla de la siguiente manera:

El interior de la región es subdividido en cuadrantes cuyo tamaño de malla debe
satisfacer la distribución de densidad.

Los cuadrantes vecinos pueden diferir en más de un nivel de subdivisión.

Se puede hacer que los cuadrantes en la frontera crucen las puntas.

Cada cuadrante es después dividido en triángulos respetando que la malla resultante
sea conforme, vea figura 1.4.2(b). Los triángulos, especialmente en la frontera pueden
no ser de buena calidad.
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(a) Quadtree de la región (b) Triangulación resultante

Figura 1.10: Ejemplo del método de Yerry y Shephard.

Mapeo de elementos

El enfoque de mapeo de elementos en esta clase de generadores es el enfoque favorito
para trabajar con mallas estructuradas, se busca usar como plantilla una malla lógica,
ya sea triangular o rectangular, en el espacio paramétrico del triángulo equilátero o
en el cuadrado unitario según sea el caso. La frontera de Ω se subdivide manualmente
en tres (o cuatro) caras, que son consideradas elementos macro; por tal motivo no
es completamente automático. Posteriormente tomando como dominio la plantilla, se
induce una función interpolante sobre la región.

Dada una región de cuatro caras, una malla puede ser inducida por el mapeo de nodos
de alguna malla del cuadrado unitario, la metodoloǵıa de Coons1 [11] parte de dar
las coordenadas cartesianas de un punto X(ξ, η) en el cuadrilátero correspondiente a
un punto (ξ, η) de la malla lógica del espacio de parámetros. Es decir:

X(ξ, η) = (1− η)f1(ξ) + ηf3(ξ) + (1− ξ)f2(η) + ξf4(η)

−(1− ξ)(1− η)X(0, 0)− (1− ξ)ηX(0, 1)

−ξηX(1, 1)− ξ(1− η)X(1, 0)

para 0 ≤ ξ ≤ 1, 0 ≤ η ≤ 1, para las cuatro curvas parametrizadas f1(ξ), f2(η), f3(ξ)
y f4(η) adecuadamente orientadas.

1A la métodoloǵıa se le puede formular en términos de la teoŕıa proyectores como se plantea en
An operator calculus for surface and volume modeling [15]. El concepto de proyector, permite la
generalización de la técnica para el uso de interpolantes de orden superior.
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La técnica empleada se le llama la técnica de interpolación transfinita1. Para poder
inducir una distribución de densidad a la malla de Ω se debe de usar una plantilla
subdividida en un número de piezas diferente por cada región, y puede ser graduada
con espaciamiento no uniforme en las ĺıneas de la cuadŕıcula sobre ξ × η.

Figura 1.11: Interpolación transfinita.

El mapeo discreto de interpolación transfinita TFI, es otro caso especial. Para una
región poligonal Ω que se representa por una lista cerrada de los puntos situados en
la curva,

{X(ξ1, ηj), X(ξi, ηjl), X(ξil, ηj), X(ξi, η1) | i = 1, ..., il, j = 1, ..., jl} ,

el mapeo se completa asignando X(ξi, ηj) para todo (i, j), vea figura 1.12.

A menudo, los elementos producidos por un generador automático de mallas por
técnicas de mapeo de elementos no satisfacen las necesidades de las aplicaciones, es
más, para regiones muy irregulares el mapeo resultante suele no ser considerado como
una malla por existir intersección entre los elementos. Para estos casos se acostumbra
dar un tratamiento a la malla, usualmente realizado por la clase de generadores de
topologı́a primero3.

1vea A general two-dimensional graphical finite element preprocessor utillizing discrete transfinite
mappings [16] y Transfinite interpolation and applications to engineering problems [17].

2El mapeo isoparamétrico, un caso especial de la interpolación transfinita se obtiene cuando las
curvas de frontera son descritas por polinomios de Lagrange. La técnica descrita por Zienkiewicz y
Phillips [37].

3Como las diversas técnicas de estos tratamientos no serán abordadas le sugerimos consultar Ge-
neration of non-degenerate meshes [20], Adaptive discrete harmonic grid generation [4], Generating
Quality Structured Convex Grid On Irregular Regions [5] y Robust Discrete Grid Generation on
Plane Irregular Regions [6].



16 Caṕıtulo 1

Si la curva de frontera de Ω es dividida en tres se puede generar una malla de elementos
triangulares mediante el uso de una combinación trilineal descrita por el interpolante
de Barnhill, Birkhoff y Gordon [3].

La formulación más simple de la técnica es

P (υ, ν, ω) =
1

2

[
υg(ν)

1− ν
+
ωh(1− ν)

1− ν
νh(ω)

1− ω
+
υf(1− ω)

1− ω
+
ωf(υ)

1− υ

+
νg(1− υ)

1− υ
− ωf(0)− υg(0)− νh(0)

]
para υ + ν + ω = 1, y 0 ≤ υ ≤ 1, 0 ≤ ν ≤ 1, 0 ≤ ω ≤ 1.

Figura 1.12: Malla por Mapeo de elementos.

Mapeo Conforme

Este enfoque se puede usar para regiones simplemente conexas que tengan más de
cuatro lados definidos, y por lo tanto es más general que el mapeo de elementos, pero
la forma y la densidad de la malla son dif́ıciles de controlar. Varios métodos están
basados en este enfoque, y el método de Brown se expone aqúı, como representante
del enfoque. El método consta de cuatro pasos:

Se parte del supuesto de que la región a mallar es poligonal P y está trazada
en el plano complejo ω.

Se define un poĺıgono ideal Q en el plano complejo z, mismo que tiene tantos
vértices como P . Se construye una malla sobre Q compuesta por elementos
de buena calidad y fácilmente generados. La topoloǵıa de la malla sobre P
será heredada de la topoloǵıa de malla para Q.



Introducción 17

Encontrar la transformación de Schwarz Christoffel, G, que mapea el semi-plano
complejo superior u en el plano interior de Q, y la transformación F , del mismo
tipo, que mapea el semiplano superior en el interior de P (véase la figura 1.13)

La malla generada sobre Q es mapeada en P utilizando el mapeo compuesto:

ω = F (G−1(z))

Figura 1.13: Ilustración del método de Brown.

Un problema con este método es que el mapeo inverso G−1 no siempre puede ser
hallado.

1.4.3. Nodos Primero

Los métodos en esta clase se distinguen por crear en primer lugar los nodos, y luego
se conectan para formar elementos triangulares o cuadrangulares, según se desee.

En el enfoque de Descomposición Topológica se supone que los vértices de la re-
gión poligonal son los únicos vértices de la malla, un algoritmo de triangulación se
puede aplicar para crear una malla con el mı́nimo número de elementos que cubra al
objeto.
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El nombre de este enfoque es justificado ya que el conjunto mı́nimo de triángulos
está determinado principalmente por la topoloǵıa de la región, es decir, la compleji-
dad de una región irregular Ω se verá reflejada en la incidencia de elementos a cada
nodos.

La malla aśı creada cuenta en su mayoŕıa con elementos gruesos, y no se puede utili-
zar con fines prácticos, aśı que es necesario refinar la malla de manera selectiva para
obtener una malla de buena calidad.

Figura 1.14: Descomposición topológica y su refinamiento.

En el enfoque de descomposición topológica se puede generar mallas cuya densidad
esté dada sólo usando refinamiento y de manera semi-automática. El desarrollo de

técnicas automáticas que evitan refinamiento para obtener mallas con una densidad
deseada representa en todo caso un enfoque diferente.

En este otro enfoque es conocido como enfoque de Colección de Nodo se han desa-
rrollado diversas técnicas automáticas que coloquen todos los nodos de la malla final
de uno solo, ajustándose a la especificación de una densidad deseada, posteriormente
se entra a una segunda fase del generador, donde uno tiene que decidir cómo conectar
los nodos de la mejor forma posible.

Este enfoque de generación de malla es muy popular, quizá porque es conceptual-
mente simple, y abarca la mayor parte de la literatura en la generación de mallas no
estructuradas.

Para el mejor entendimiento de este enfoque explicaremos las dos fases, generación
de nodos, y la generación de elemento T (S), serán estudiadas de forma separada.

Generación de Colección de Nodo S

Algunos generadores de los nodos requieren la creación manual, pero esto no se acos-
tubra más que para motivos de investigación; para las aplicaciones, las técnicas au-
tomáticas cubren medianamente las expectativas.
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Las técnicas de generación aleatoria de nodos han sido investigadas y diseñadas;
solamente describiremos brevemente la técnica de Cavendish [10].

En la técnica de Cavendish, primeros los nodos de la frontera de Ω son añadidos a
intervalos regulares. Luego para insertar nodos al interior se usan los requisitos de
densidad de malla de la siguiente manera: el objeto se divide en una serie de zonas
de diferente tamaño dadas por la densidad, para la i-ésima zona se sobrepone una
cuadŕıcula de longitud dada r(i) y para cada celda en la cuadricula un nodo interior
es generado aleatoriamente y es aceptado siempre que este caiga en el interior de Ω
y que además la distancia a los nodos auxiliares de frontera y a los nodos generados
anteriormente sea mayor que r(i), si no es aśı otro nodo aleatorio se genera dentro de
la celda para ver si es aceptado, si después de un número fijo de intentos, digamos 5,
se realizan sin éxito entonces no se considera un nodo en esa celda.

Para la generación no aleatoria de nodos mencionaremos dos opciones.

El método de ĺıneas de Lo [26], plantea tirar ĺıneas paralelas sobre el objeto Ω con
espaciamiento l, que es el elemento de longitud deseado para cada zona. Sobre cada
ĺınea a distancia se colocan nodos a separación aproximada l para producir de manera
uniforme un conjunto de puntos distribuidos.

(a) Superposición de zona (b) Fusión de nodos

Figura 1.15: Ejemplo de la técnica de Lee.

La técnica de Lee [24], busca la colección de Nodo para cada zona de densidad, basado
en una técnica de geometŕıa constructiva sólida para objetos planos, que se creó para
la solidez en las operaciones geométricas booleanas. Algunos nodos en la superposi-
ción de zonas pueden tener que ser eliminados para mantener la solidez, o puede que
sea necesario fusionarlos o perturbarlos, vease figura 1.15.
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Generación de elementos de la triangulación

En esta fase, se busca conectar los nodos para formar los elementos de la triangulación
de manera que no se sobrepongan, cubriendo la totalidad del objeto Ω. En la mayor
parte de la literatura sobre generación de nodos también se encuentran métodos
de triangulación. Los métodos que a continuación se indican son representativos y
encaminarán la discusión hacia la siguiente sección. Vea figura 1.16

(a) Generación de elementos (b) Triangulación del conjunto de nodo S

Figura 1.16: Ejemplo de generación de elementos por una técnica de avance hacia el frente.

El método de Lewis y Robinson [25] representa un algoritmo recursivo de tipo “divide
y vencerás”, el objeto Ω se parte en dos mitades, y se sigue dividiendo cada mitad
hasta que sólo se tengan los triángulos. Se hace un intento por encontrar la mejor
ĺınea que divida la región en dos mitades de “igual tamaño”, procurando mantener
las mitades tan “redondas”como sea posible. Para regiones de geometŕıa eĺıptica una
división a lo largo del eje menor es preferible. Cualquier nodo interior que se encuentre
cerca de la ĺınea divisora propuesta se constituye como nodo de frontera de ambas
subregiones, dando aśı un efecto de serrucho, vea figura 1.17.

(a) Región original

(b) Ĺınea divisora

(c) Efecto serrucho

Figura 1.17: Ejemplo de la técnica de Lewis y Robinson.
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Para el método de Frederick [13], cada nodo debe ser rodeado con elementos de
triángulo. El método comienza por escoger un nodo Pi, y un nodo más cercano a él,
Pj. El segmento PiPj se utiliza entonces para encontrar un tercer nodo Pk tal que el
ángulo ]PiPkPj sea un máximo y que el4PiPjPk esté a la izquierda en una secuencia;
el tercer nodo Pk se convierte en este momento en el primer nodo Pi, el proceso se
repite hasta que el nodo Pi esté completamente rodeado de triángulos. En cuyo caso
se escoge un nuevo nodo Pi semilla y el proceso se repite hasta haber construido la
malla.

Los métodos de triangulación tipo Delaunay son quizás los más importantes métodos
de triangulación, ya que, una triangulación de Delaunay maximiza el ángulo más
pequeño de la malla, creando aśı la malla de un conjunto determinado de puntos. Dada
la importancia y el uso que este trabajo le dará a dichas triangulaciones, dejaremos la
explicación de los conceptos y métodos referentes a las triangulaciones de Delaunay
para la siguiente Caṕıtulo.

El método de Nelson [27], empieza con cualquier segmento de frontera como una “ĺınea
base”y busca un nodo que pueda conectar para formar un primer triángulo, un nodo
cuyo elemento resultante no cruce una región fronteriza y de tal forma que todos los
demás nodos queden fuera del ćırculo que circunscribe al elemento resultante, aśı dos
segmentos son creados por la presente relación, uno es útil como nueva “ĺınea base”y
el otro se conserva en una pila de espera. Cuando la base de referencia actual es un
segmento de frontera o preexiste se escoge una nueva referencia de la pila de espera,
cuando la pila está vaćıa, la rutina ha terminado.
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Caṕıtulo 2

Método de la ecuación de equilibrio

En este caṕıtulo se describe un sistema de interacción de part́ıculas que se utiliza
para distribuir los nodos uniformemente en un dominio Ω, con el objetivo es generar
una malla con la cualidad de que contar con conectores cuya longitud sea igual a h0,
valor constante. Como este criterio de optimalidad no es usualmente posible, pues
la malla debe corresponder a la geometŕıa de la región Ω, Se busca acercarse a esto
tanto como sea posible.

Con un esquema de interacción de part́ıculas se busca mejorar la calidad de la trian-
gulación, es decir, la malla resultante debe asemejar la longitud de sus conectores a
un solo valor, digamos l0.

Para cuantificar la calidad de la malla de la triangulación, hablaremos de dos tipos
de irregularidades: irregularidad topológica de la malla e irregularidad geométrica de
la malla.

(a) Nodo de grado 5 (b) Nodo de grado 6 (c) Nodo de grado 7

Figura 2.1: Relación de adyacencia de nodos.
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Se define la siguiente medida para la irregularidad topológica de la malla:

εt =
1

n

n∑
i=1

|δi − 6|,

donde n representa el número total de nodos interiores de la malla, δi es el grado del
i-ésimo nodo interior, o como se suele decir, número de nodos vecinos, vea figura 2.1.
Aśı que si suele ocurrir que seis elementos comparten un mismo vértice, la malla se
acerca topológicamente a una rejilla regular. En el caso general, la medida asigna un
valor positivo que refleja que tanto los conectores difieren de ser conectores de una
rejilla regular. Si todos los nodos interiores tienen seis vecinos la malla es de la mejor
calidad, situación muy particular.

(a) Elemento regular
(b) Elemento con ángulo

pequeño

(c) Elemento con ángulo
grande

Figura 2.2: Relación de radios.

Para la irregularidad geométrica de la malla, se define la medida, εg, que es una
medida de relación de los radios entre ćırculos inscritos y ćırculos circunscritos de los
elementos de la triangulación:

εg =
1

m

m∑
i=1

(
0,5− ri

Ri

)
,

donde m representa el número de elementos de la malla, Ri y ri son los radios de
los ćırculos inscritos y circunscritos del i-ésimo elemento, respectivamente. Para cual-
quier triángulo la relación ri/Ri ≤ 0,5 con máxima en un triángulo equilátero, como
se ilustra en la figura 2.2. Cuanto menor sea el valor de la medida εg, habrá más
regularidad geométrica en la malla. 1

1Consulte Shimada and Grossard [33] si desea conocer extensión de medidas de calidad de una
malla 3D.
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El caṕıtulo está estructurado de la siguiente manera. En Sección 2.1 se presenta una
breve descripción de la teoŕıa de las triangulaciones de Delaunay, donde también
se muestran algunos métodos para obtener las triangulaciones de Delaunay. En la
Sección 2.2 se describe el método de vigas en equilibrio para el caso de distribución
uniforme de los nodos, Persson [28]. Mientras que en la Sección 2.3 presenta un estudio
sobre la convergencia del método, para concluir el caṕıtulo con ejemplos del método
en la Sección 2.4.

2.1. Triangulaciones de Delaunay

Con una Colección de Nodo S dada en el plano, es posible particionar el espacio en
regiones a través de una relación de influencia a cada elemento, es decir cada pedazo
del plano es el lugar geométrico de los puntos que se encuentran más cerca del nodo
p ∈ S que del resto del conjunto, S/ {p}, este concepto es conocido como diagrama
de Voronoi. Las regiones de influencia son delimitadas por segmentos de mediatriz de
un par de nodos y son regiones poligonales convexas no necesariamente acotadas, vea
figura 2.3(a).

Este concepto establece una dualidad de diagramas, un diagrama dual se establece
al trazar (conectar) los nodos de S con una arista siempre que en el diagrama de
Voronoi exista una cara poligonal (segmento de mediatriz de estos nodos), que en el
mejor de los casos las aristas que nombraremos conectores de Delaunay descomponen
el casco convexo de S en regiones triangulares que a su vez nombraremos triángulos
de Delaunay como ilustramos en la figura 2.3(b). De ésta manera decimos que la
triangulación de Delaunay, T ∗(S), es el diagrama dual al diagrama de Voronoi.

(a) Diagrama de Voronoi (b) Triangulación de Delaunay

Figura 2.3: Dualidad Voronoi vs Delaunay.

Una caracteŕıstica visible de la dualidad es la ortogonalidad que se preserva entre un
lado de Voronoi y una arista de Delaunay, sin que necesariamente dichos segmentos
se crucen.
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Las triangulaciones de Delaunay tienen un caso especial o singular en el cual sus
conectores no encierran regiones triangulares, este caso se presenta si cuatro o mas
regiones de Voronoi tienen un punto poligonal en común, es decir si existe un punto
que tiene más de 3 nodos de S con cercańıa mı́nima, situación en la cual la descom-
posición del casco convexo de S no estará dada únicamente por triangulaciones. En la
figura 2.4 observamos un caso singular donde 4 nodos se encuentran a igual distancia
de un punto en el plano. Para este tipo de casos es posible completar la triangulación
usando diagonales de la región no triangular y se reconoce la no unicidad de la trian-
gulación de Delaunay.

Figura 2.4: Caso singular en una triangulación de Delaunay.

Si descartamos la posibilidad de un caso singular podemos probar dos propiedades
importantes de las triangulaciones de Delaunay.

Propiedad 1. Para cualquier triángulo de Delaunay 4∗ ∈ T ∗(S) no existe un cuarto
nodo de S en el interior de su ćırculo circunscrito.

Una forma sencilla de asimilar esta propiedad es suponiendo la existencia del 4to nodo
en el interior del circulo circunscrito y observar que bajo la definición de Diagrama
de Voronoi no es posible que dicho triángulo sea de Delaunay.

Por medio de este resultado podemos decir que tres nodos están conectados en el
sentido de Delaunay y forman un triángulo de Delaunay si y sólo si el circulo cir-
cunscrito en él es vaćıo en el sentido de Delaunay, como se ilustra en la figura 2.5.
Este resultado hace una equivalencia con la definición de Triangulación de Delaunay,
siempre que ésta sea única, y también es empleada para obtener las triangulaciones,
pudiendo construir distintas técnicas con este hecho.
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Figura 2.5: Circunferencias vaćıas en el sentido de Delaunay.

Propiedad 2. El ángulo más agudo de la triangulación de Delaunay es más grande
que el ángulo más agudo de cualquier otra triangulación de la lista de nodo S.

La demostración formal no es complicada pero sólo haremos un esbozo con una co-
lección de 4 nodos que sólo pueden ser trianguladas de 2 maneras. Esto facilita la
comparación y es extensible a una colección de más nodos.

(a) Ángulos internos de dos
triangulaciones

(b) Comparación de ángulos
opuestos a una cuerda común

Figura 2.6: Ángulo Máx.-Mı́n.

Comparemos los ángulos de la triangulación de Delaunay {4123,4124} con los ángu-
los de la otra triangulación posible {4134,4234} de la Fig. 2.6(a), cada triangulación
cuenta con 6 ángulos y buscamos saber si el ángulo más pequeño de la triangulación
de Delaunay es mayor a algún ángulo de la otra triangulación.

Es posible comparar el ángulo α2 y γ1 ya que ambos son opuestos al conector p1p4,
vemos en Fig. 2.6(b) que α2 > γ1 dado que p3 está fuera del circulo circunscrito 4124.
Con un argumento análogo tenemos las siguientes desigualdades: β2 > γ2, β1 > δ2

y α1 > δ1. A los ángulos β1 + β2, α1 + α2 los podemos acotar con los ángulos β1 y
α1 respectivamente. Lo cual establece que todos los ángulos de la triangulación de
Delaunay son más grandes que algún ángulo de la otra triangulación, en particular el
ángulo más pequeño no está en la triangulación de Delaunay.
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2.1.1. Algoritmos para obtener la triangulación de Delaunay

Hay varios algoritmos que sirven para crear una triangulación de Delaunay a partir
de un conjunto de puntos. Las técnicas han evolucionado hasta conseguir algoritmos
muy veloces para la obtención de la triangulación, presentaremos las técnicas más
populares.

Divide y vencerás

Los algoritmos de tipo “divide y vencerás”son teóricamente rápidos y muy elegantes,
pero de dif́ıcil implementación, el algoritmo que aqúı se describe es publicado por
Lee y Schachter [23]. De lo que se trata este método es de partir un problema en
dos subproblemas más pequeños (más o menos del mismo orden cada uno), construir
recursivamente las soluciones de cada una de esas dos partes y después combinarlas de
forma tal que se obtenga la solución al problema original. Cuando los subproblemas
son lo suficientemente pequeños t́ıpicamente se pueden resolver mediante métodos
triviales, aśı que, en esencia, lo más importante de esta metodoloǵıa radica en como
realizar efectivamente el proceso de unión.

Sea pues S = {p1, p2, ..., pn} el conjunto de nodos en cuestión. Para poder aplicar el
algoritmo necesitamos ordenar el conjunto en forma lexicográfica ascendente, es decir

pi < pj ⇔


xi < xj

ó

xi = xj, yi < yj

Si el conjunto de nodo S no cuenta con dicha estructura, hay que ordenarlo y renom-
brar los ı́ndices de forma que p1 < ... < pn, de donde denotaremos

NI(S): Nodo más a la izquierda y abajo de la colección S, o sea p1.

ND(S): Nodo más a la derecha y arriba de la colección S, o sea pn.

La separación de S en dos subconjuntos

SI =
{
p1, ..., p[ n

2
]

}
y SD =

{
p[ n

2
+1], ..., pn

}
,

implica encontrar T ∗(SI) y T ∗(SD) (puede esto hacerse recursivamente) y con ellas
encontrar la triangulación T ∗(S) a partir de la unión satisfactoria de las triangulacio-
nes derecha e izquierda.
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Figura 2.7: Ordenamiento lexicográfico inducido.

Para tener una estructura de la triangulación adecuada a este método es necesario
que para cada uno de los nodos conservemos una lista de los nodos con él conecta-
dos, diremos aśı que el nodo pi tiene una lista de adyacencia Ady(pi) = {pi1 , ..., pik}
siempre que pipij para j = 1, .., k sea conector localmente de Delaunay (figura 2.8).
La estructura de la triangulación de Delaunay se almacena en una lista por cada
nodo. Cada lista se ordena a manera de pivote, es decir de forma circular contra las
manecillas del reloj, con un criterio para decidir la posibilidad de empezar con un
primer vecino. Esta decisión de inicio de la lista Ady(pi) es útil para realizar la unión
adecuada de dos triangulaciones, por lo cual, la importancia de inicio recae en los
nodos de frontera, ya que posiblemente serán sujetos a conexión entre SI y SD para
la triangulación unión.

Figura 2.8: Lista de adyacencia de pi y pk.
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Criterio:

Si el nodo pi es interior de la triangulación podemos iniciar la lista de adyacencia
con el vecino de orden mı́nimo o en caso de existir uno o más nodos de frontera
adyacentes, se partiŕıa del nodo de frontera con orden mı́nimo.

Si el nodo pi es de frontera conviene iniciar en el nodo que le siga sobre la
frontera, corriendo ésta en el sentido contrario a las manecillas del reloj.

De esta forma se establece la relación de orden cuyo inicio está establecido.

Primero(pi): Nodo que se encuentra “a la cabeza” de la lista de adyacencia Ady(pi).

Y se establecen las relaciones geométricas entre pi y algún vecino, digamos pij .

Anterior(pij;pi): Nodo anterior a pij de la lista circular Ady(pi).

Posterior(pij;pi): Nodo posterior a pij de la lista circular de Ady(pi).

Para realizar la unión adecuada haremos nueva lista de adyacencia con la estructura
de cada triangulación, por lo que iremos agregando conexiones y despreciando otras
preexistentes, como denotamos a continuación

Insertar(pi,pj): añade al nodo pj en la lista de Ady(pi), y añade al nodo pi en la
lista de Ady(pj).

Borrrar(pi,pj): elimina al nodo pj en la lista de Ady(pi), y viceversa.

Para tomar los criterios con que se va insertar o borrar conectores de la triangulación
el método contempla tres problemas geométrico booleanos a resolver.

encirculo(pl;4 pipjpk):

{
1 Si pl está adentro del circunćırculo de 4ijk .

0 En caso contrario.

DdeL(pk;`(pi,pj)):

{
1 Si pk está la derecha de `(pi, pj) = pi + λ−−→pipj.
0 En caso contrario.

IdeL(pk;`(pi,pj)):

{
1 Si pk está la izquierda de `(pi, pj) = pi + λ−−→pipj.
0 En caso contrario.

Para darnos a la tarea de encontrar la Triangulación T ∗(S) dadas las triangulaciones
T ∗(SI) y T ∗(SD), debemos primero identificar las Tapas inferior y superior comu-
nes, que podemos entender como los dos únicos conectores de frontera a la trian-
gulación objetivo que no figuran en la lista de adyacencia de ambos subconjuntos,
T ∗(SI) ∪ T ∗(SD) = {Ady(pi)}i=1,...,n. Ver figura 2.9.
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Figura 2.9: Tapas inferior y superior.

Para encontrar la tapa inferior :

Consideremos a los nodos pM=NI(SD) y pM+1=ND(SI) como extremos iniciales de
un conector dinámico que actualiza sus extremos hasta hallar los extremos izquierdo
y derecho del conector de tapa inferior común, Tinf. La idea es partir del conector
ID = pMpM+1 e ir cambiando los extremos del conector, hasta que IS y DS queden del
lado izquierdo de `(I,D) lo cual sólo sucede para un conector de inferior de frontera.

I ← ND(SI)

D ← NI(SD)

DS ← Primero(D)

AUX ← Primero (I)

IS ← Anterior (AUX;I)

Repetir hasta caso favorable

. Si DdeL(DS;`(I,D)) es cierto, hacer

. AUX ← DS

. DS ← Posterior(DS;D)

. D ← AUX

. `(I,D)← `(I,D)

. Si DdeL(IS;`(I,D)) es cierto, hacer

. AUX ← IS

. IS ← Anterior(IS;D)

. I ← AUX

. `(I,D) ← `(I,D)

. En otro caso

. Tinf ← ID

. Pare el ciclo
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(a) Caso uno de avance (b) Caso dos de avance

Figura 2.10: Hasta no haber caso favorable.

Figura 2.11: Caso favorable de tapa inferior.

Para la Tapa superior (Tsup) es posible generar un algoritmo análogo que busque
convergencia hasta que IS y DS queden del lado derecho de `(I,D) que sólo ocurre
para un conector superior de frontera.

Una vez que se tienen ambas tapas, procedemos a realizar la unión de las triangula-
ciones mediante la eliminación ordenada de aquellos triángulos que no cumplan con el
criterio del ćırculo sobre el conjunto de nodo S, aśı como la inserción de nuevos conec-
tores entre T ∗(SI) = {Ady(pi)} y T ∗(SD) = {Ady(pi)}. Esto último se va a realizar
metódicamente de abajo hacia arriba, es decir, comenzando por la tapa inferior para
el valor inicial del conector ID del método, continuando triángulo por triángulo hasta
que el conector interno sea la tapa superior; los triángulos candidatos a eliminación
se checan antes de la inserción. Como se describe en el siguiente pseudocódigo.
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I← extremo izquierdo de Tinf

D← extremo derecho de Tinf

Repetir mientras `(ID) 6= `(Tsup)
. A ← Falso

. B ← Falso

. Insertar(I,D)

. D1 ← anterior(I;D)

. Si IdeL(D1; `(I,D)) es cierto, hacer

. D2 ← anterior(D1;D)

. Mientras encirculo(I;4D2D1D) sea cierto, hacer

. Borrar(D,D1)

. D1 ← D2

. D2 ← anterior (D1;D)

. En otro caso, hacer

. A ← Verdadero

. Fin de casos

. I1 ← Posterior(D;I)

. Si IdeL(I1; `(I,D)) es cierto, hacer

. I2 ← posterior(I1;I)

. Mientras encirculo(D;4I2I1I) sea cierto, hacer

. Borrar(I,I1)

. I1 ← I2

. I2 ← posterior (I1;I)

. En otro caso, hacer

. B ← Verdadero

. Fin de casos

. Si A es cierto, hacer

. I ← I1

. Si B es cierto, hacer

. D ← D1

. Si encirculo(I1;4IDD1) es cierto, hacer

. I ← I1

. en otro caso, hacer

. D ← D1

. Fin de casos

. `(I,D) ← `(I,D)

. Inserta(I,D)

Este algoritmo tiene una complejidad óptima de O(n·log(n)). Esto lo hace atractivo
para cuestiones de implementación.
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Hay que tener en cuenta lo siguiente: la forma en que se aplica la recursión está indu-
cida por el orden impuesto a los nodos, y obliga a que la triangulación se construya
por secciones, en donde cada una de éstas se encuentra dentro de una cierta franja
vertical. El problema es que mientras más nodos halla, más angostas serán las franjas.

Esto significa que al trabajar en los niveles más bajos de la recursión, es muy pro-
bable que se tenga que tratar con nodos cuya coordenada x es muy parecida y que,
por consiguiente, sean, o parezcan, colineales. Debe procurarse que las rutinas que se
utilicen en la implementación sean lo suficientemente robustas, como para que esta
situación no vaya a producir resultados numéricos adversos o inconsistencia.

Trueque de Aristas

Una técnica para construir la triangulación de Delaunay, cuando además de tener S
existe una triangulación inicial. En este caso se pueden ir intercambiando o corrigiendo
las aristas hasta tener todos los conectores de Delaunay.

Figura 2.12: Familia de circunferencias vaćıas con cuerda en común y centro en el segmento de
Voronoi.

Para cada conector pipj de Delaunay existe un segmento de Voronoi, es decir, un
segmento de la mediatriz y toda circunferencia que pase por pi y pj con centro sobre
el segmento de Voronoi correspondiente no contiene a ningún 3er nodo de S, es decir,
es vaćıa en el sentido de Delaunay. Dichas circunferencias constituyen una familia
de circunferencias vaćıas con centro en el segmento de Voronoi y con cuerda común
pipj, (véase Figura 2.12). Este hecho sólo ocurre para los conectores de Delaunay,
localmente de Delaunay, puesto que se desprende de la definición del diagrama de
Voronoi. Si encontramos alguna circunferencia vaćıa con cuerda pipj podemos afirmar
que existe el segmento de Voronoi correspondiente lo cual es garant́ıa suficiente para
que dicho conector sea localmente de Delaunay.
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Figura 2.13: Trueque de Aristas 2 a 2.

Aśı que para realizar el Método de Trueque de Aristas (MTA) hay que tomar una
arista de la triangulación y de no ser Delaunay local se corrige haciendo un intercambio
2 a 2, como se muestra en la figura 2.13, siempre que el otro conector sea de Delaunay.
En el caso de que ninguna de las 2 diagonales sea conector de Delaunay siempre se
puede encontrar un conector localmente Delaunay que sea transversal a la arista a
remplazar, se corrige y se completa la triangulación.

El pseudocódigo para MTA es:

Entrada T(S)=Tinicial
Mientras no halla convergencia, hacer

. Tómese una arista pipj interior de T(S)

. Si pipj no es Delaunay local, hacer

. Intercambie (pipj por phpk) en la triangulación T(S)

. Para xy ∈ {piph, pipk, pjph, pjpk} , hacer

. Si xy no está en T(S), hacer

. marcar xy en la triangulación T (S)

La única triangulación que tiene todos sus conectores localmente de Delaunay es
la triangulación de Delaunay, por lo cual se puede asegurar la convergencia a la
triangulación de Delaunay siempre que intercambiemos cada arista de la triangulación
y ésta sea remplazada por un conector de Delaunay.

En la figura 2.14 cada nodo representa una triangulación, si existe un arco del nodo
µ al nodo ν es por que esas dos triangulaciones sólo difieren localmente en una arista,
la dirección del arco responde a la exigencia de que el trueque va de una arista que no
es localmente de Delaunay a un conector localmente Delaunay. La gráfica de trueques
es aćıclica e indirectamente todos están conectados.
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Figura 2.14: Diagrama de convergencia a la triangulación de Delaunay.

Refinamiento de Delaunay

Cuando sólo se cuenta con la Colección de Nodo S el método de refinamiento de De-
launay es útil, se puede construir de manera recursiva. Es un algoritmo que combina
el trueque de aristas con la adhesión de nodos.

Este método ocupa un orden sobre la Colección de Nodo S, una vez establecido el
ı́ndice de orden sobre el conjunto se pretende conocer la triangulación de Delaunay T ∗k
de la subcolección que consta de los primeros k nodos, como el siguiente pseudocódigo
lo explica.

Sk ← S3

Tk = {4p1p2, p3}
k = 4

Mientras no halla convergencia, hacer

. Sk = Sk ∪ pk

. Tk = completar(Tk,Sk)

. Tk = MTA(Tk,Sk)

. k = k + 1

Para completar una triangulación al momento de agregar un nodo es importante ver
2 casos, si el nodo agregado se encuentra en el interior de un triángulo se realiza un
reemplazamiento 1 a 3, lo cual implica conectar al nodo añadido con los nodos del
triángulo existente, véa la figura 2.15. Y si el nuevo nodo se halla en el exterior de la
triangulación este nodo se conecta con todo nodo de frontera de Sk que se encuentre
a su alcance, es decir, siempre que no se atraviese un conector existente.
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Figura 2.15: Reemplazamiento de un triángulo por inserción de nodo.

Ya que se ha completado la triangulación, el método de trueque de aristas (MTA) se
realiza, ya que al haber agregado a pk no podemos garantizar que los conectores nue-
vos sean de Delaunay local, sin embargo no es necesario verificar todos los conectores
de la triangulación puesto que la corrección de aristas sólo ocurre alrededor de pk.
Para evidenciar este hecho nombramos al conjunto de triángulos que tiene a pk por
vértice como la estrella de pk y a todo conector de la estrella que sea opuesto a pk
lo nombramos liga, figura 2.16. El trueque de aristas se realiza espećıficamente sobre
aquellos conectores que sean parte de la liga de pk y no sean Delaunay local.

(a) Estrella de pk (b) Liga de pk

Figura 2.16: Se corrige la conectividad para que todos los conectores de la liga sean localmente de
Delaunay.
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2.1.2. Triangulación de Delaunay sujeta a restricción de aris-
tas

En esta sección se presenta un estudio de triangulaciones en el plano sujetas a ciertas
conexiones especificadas como parte de la entrada. En Chew [12] y Seidel [31] se
demuestra que hay una única triangulación con restricciones que es cercana, en cierto
sentido, a la triangulación de Delaunay sin restricciones.

Trataremos de identificar aquella triangulación con restricciones que evite ángulos
pequeños en la medida de lo posible, usando un concepto de visibilidad entre los
puntos.

Conectores Fijos

A lo largo de esta sección se han construido triangulaciones para un conjunto determi-
nado de puntos, una nueva variante surge de la necesidad de construir triangulaciones
con ciertas restricciones que se manifiestan como conexiones fijas a pesar de no ser
estas localmente de Delaunay. La entrada con que se cuenta ahora es, además de la
colección de Nodo S, un conjunto de segmentos L dada como conexión de dos puntos
de S por segmento. Es necesario que para cuales quiera dos segmentos en L no se
atraviesen y a lo más concurran en sus extremos. Para dichas entradas, se desea cons-
truir una triangulación de S que contenga todos los segmentos de L como elementos
aristas.

Triangulación de Delaunay con restricciones

Se dice que dos puntos x, y ∈ R2 son visibles uno respecto al otro si el segmento xy
no contiene ningún punto de S y no atraviesa ningún segmento de L. Formalmente,
int(xy) ∩ S = ∅ y int(xy) ∩ L = ∅. Asumiendo la posición general de Delaunay
diremos que, un segmento ab, con a, b ∈ S, pertenece a la triangulación de Delaunay
con restricciones dada para S y L si:
. (i) ab ∈ L
ó
. (ii) a y b son visibles uno respecto del otro y exista un ćırculo que pase por
ambos tal que cada punto dentro de este ćırculo sea invisible desde cualquier punto
x ∈ int(ab).

Se dice que el ćırculo en (ii) es testigo ocular de que el segmento ab es conector de
la triangulación de Delaunay con restricciones T ∗(S, L), notando que el concepto se
ajusta a la triangulación de Delaunay siempre que L = ∅.
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Figura 2.17: Triangulación de Delaunay con una restricción.

Trueque de aristas

Si se introduce un concepto generalizado de conector localmente Delaunay es posible
usarlo para demostrar que la definición anterior tiene sentido. Sea T (S, L) cualquier
triangulación con restricciones dada por S y L, un segmento ab en T (S, L) es local-
mente Delaunay si ab ∈ L, o ab es parte del casco convexo de S, o hay otros dos
nodos c, d ∈ S tales que el punto d se encuentra fuera de la visibilidad del punto c, y
además 4abc,4abd fueran elementos de la triangulación T (S, L)

Lema 1. Delaunay con restricciones
Si cada conector de T (S, L) es localmente Delaunay, entonces T es la triangulación
de Delaunay.

La prueba de este lema, se omite por no ser de interés en éste trabajo, para los detalles
se pueden consultar las referencias [12] y [31].

Este resultado sugiere que el uso del algoritmo de trueque de aristas visto antes
de sujetar la triangulación a restricciones puede ser adaptado para la construcción
de la triangulación T ∗L(S) = T ∗(S, L); con el ligero cambio de no intercambiar a los
conectores uv ∈ L puesto que por definición ya son aristas localmente de Delaunay. De
similar forma, la convergencia es del orden O(n2) un poco más veloz que el modelo sin
restricción pero sin cambiar de orden. De igual modo el análisis de cambio de ángulos
de la triangulación a triangulación se entiende, y el criterio de ángulo Máx-Mı́n se
mantiene en Delaunay sobre cualquier otra triangulación T (S, L) como se describió en
la sección 2.1.1.
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Extensión del diagrama de Voronoi

Aśı como para T ∗(S), cada diagrama T ∗(S, L) cuenta con su diagrama dual de Voro-
noi, pero en este caso resulta un diagrama más elaborado, pues está basado tanto en
S como en L.

Por la complejidad del problema conviene generalizar el diagrama a partir de un solo
segmento de restricción, imagine R2 como una hoja de papel, Σ0, con los puntos de S
y el segmentos l de restricción, para l ∈ L haremos una ranura en el papel a lo largo
del abierto dado por intl y pegamos una nueva hoja Σ1, la cual también es cortada a
lo largo de l.

Figura 2.18: “Colage”cruzado en torno a una ranura l.

Un “colage”cruzado se realiza en torno a l, de manera que cualquier trayectoria que
se trace sobre la hoja Σ0 que se prolonga para atravesar a l continúe su trazo sobre la
hoja Σ1 y viceversa. Para ilustrar el pegado de hojas la figura 2.18 muestra el cruce
de hojas por pegado de una sola ranura.

Para el caso de más restricciones llamaremos Σ0 a la hoja principal y en ella pega-
remos tantas hojas como restricciones se tenga; cada una de ellas enumerada por un
orden dado al conjunto finito de restricciones, Σi, ninguna de las hojas secundarias
está pegada con otra secundaria. Ahora, para cada punto x ∈ R2, tenemos una copia
del punto xi en la hoja Σi.

Hemos definido antes el significado de la visibilidad para dos puntos en la hoja pri-
maria, pero es necesario otro concepto para la visibilidad de dos puntos de diferente
hoja, generalmente para la visibilidad entre un nodo de la hoja primaria con cual-
quier nodo en la hoja secundaria Σi. De donde surge el concepto de distancia entre
los puntos x0 y yi.

d(x0, yi) =

{
‖x− y‖ , si x0, yi son visibles

∞, si no son invisibles
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La nueva función de distancia se utiliza para definir la extensión del diagrama de
Voronoi, que se ilustra en la figura 2.19. Un ćırculo vaćıo es testigo por cada conector
ab en la triangulación de Delaunay con restricciones que tiene su centro en la hoja
primaria o en alguna secundaria. En cualquier casos, aseguramos que el centro de la
circunferencia vaćıa se encuentra más cerca de a y de b que de cualquier otro punto
en S con la nueva función distancia. Esto implica que las regiones de influencia de a
y de b están en contacto a lo largo de una frontera no común. De forma reciproca,
todo punto en el segmento de contacto entre dos regiones de influencia (del concepto
extendido) es centro de algún ćırculo vaćıo testigo del correspondiente conector de la
triangulación de Delaunay con restricciones.

Figura 2.19: Diagrama de Voronoi dual a T ∗L(S).

En muchas ocasiones el concepto de Delaunay con restricciones es empleado para
mallar regiones poligonales, principalmente para regiones no convexas, para lograr una
triangulación adecuada se fijan todos los lados de la región y se descarta todo elemento
que quede fuera de la regíıon poligonal. En este documento no se empleará dicha
alternativa para las regiones Ω que se plantea mallar, la alternativa de triangulación
de Delaunay que será usada para restringirnos a la región T ∗ |Ω (S) será sin ningún
conector fijo, simplemente se descartará a todo elemento que quede fuera de la región
Ω generando posiblemente un problema de ajuste por permitir que halla una franja o
porción de región sin mallar, con esto se pretende anunciar que se tomará un rumbo
distinto al que sugiere el concepto de triangulaciones de Delaunay con restricción de
aristas, T ∗L(S).
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2.2. Método de Persson para triangulaciones en

equilibrio de fuerzas

En esta sección se introduce el método de vigas en equilibrio de fuerzas, este método
es descrito en la tesis doctoral de Persson en [28] en 2004.

Con el método se propone hallar un ajuste con calidad principalmente para regio-
nes de geometŕıa suave a trozos, esto quiere decir que si se tiene una triangulación
{4ijk = 4(pi, pj, pk)} que esté contenida en la región Ω se desea que reposicionando
los nodos suceda que la franja entre la malla y la región Ω \

⋃
4(p̃i, p̃j, p̃k) sea redu-

cida al mı́nimo y que la triangulación resultante sea de la mejor calidad posible.

El método de la ecuación de equilibrio de fuerzas propone simular una dinámica de
desplazamiento continuo de la posición sobre cada nodo en el conjunto de Nodo S(t),
se busca que la tendencia en el movimiento de las part́ıculas sea estacionaria, S∗.
Es decir, se pretende hallar una configuración global para S donde la fuerza que se
aplique a cada nodo sea nula. La definición de la fuerza que rige la simulación es de
suma importancia para el método, por lo que debemos mencionar que esta definición
es dependiente de la estructura de adyacencia de la malla

G∗(S; Ω) = {pipj | pi, pj ∈ S y 4ijk ∈ T ∗ |Ω para algún k}

a la estructura le llamaremos estructura de vigas de Delaunay restringida a la región
Ω, sugiriendo conocer las componentes finitas de “viga”, G∗(S; Ω) = {pipj} y de “ar-
ticulación”S = {Pi} de la malla.

Por un momento pensemos que la malla es f́ısicamente elaborada de algún material
que sea resistente a contraerse y que tiende a hincharse, como lo hace el concreto.

Imaginemos también que dicha estructura estuviese colocada horizontalmente y en-
cerrada en un espacio que delimita su expansión por medio de una fuerza externa que
impide su expansión a través de una frontera rigida.

El problema f́ısico es útil para motivar el método siempre que la estructura de vigas
esté bien acoplada, es decir, siempre que la fuerza que se asigne a cada articulación
sea dada por la fuerza que aporta cada viga que concurre en él y que a su vez la
fuerza que cada viga ejerce sobre sus extremos debe ser dada por el material con que
estén hechas.

Si una articulación soporta la fuerza intŕınseca de cada viga, este descansará en un
estado libre de tensión. Y si todas las articulaciónes de una estructura se encuentran
en ese estado de relajación diremos que la estructura se haya en equilibrio.

Regresando al método que ha sido motivado geométricamente, no hablaremos ex-
plicitamente de las vigas puesto que los planteamientos serán matemáticos, aśı que
asumiremos las tres siguientes consecuencias de la abstracción del problema.
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Las vigas seguirán siendo nombradas como conectores de la estructura

Las articulaciones serán nombrados part́ıculas.

La fuerza que será definida no corresponden a ningún material.

La tercer consecuencia de la abstracción abre la posibilidad de cambiar el tipo de
fuerza por un planteamiento matemático, aśı que será aprovechado para los fines de
calidad en que estamos interesados.

2.2.1. Ecuación Diferencial de disipación de part́ıculas

Se busca encontrar una malla para Ω que sea lo más parecido posible a una rejilla
regular, esto a partir de la propiedad de que una rejilla regular es tal que la longitud
de todos sus conectores es la misma, h0.

A partir de una triangulación T = {∆i} que se encuentre contenida en la región Ω se

busca obtener una malla TF =
{

∆F
i

}
, considerada óptima, realizando un ajuste a la

región y pretendiendo que el rango de variación de las longitudes de los conectores,
[lmin, lmax] sea lo más reducido posible.

El método que se presenta plantea una relación de fuerza-desplazamiento a aplicar
a la colección de Nodo S0, de la triangulación inicial. Con el desplazamiento de los
vértices se busca conseguir el ajuste a la región procurando que el cambio generado
en la medida ∆εg, de calidad geométrica no sea brusco.

Para la i-ésima part́ıcula,

Xi =

[
xi
yi

]
se define la fuerza como la suma de fuerzas,

Ftotal(X) = Fi(X) + Ci(X) (2.1)

donde la fuerza aplicada a la part́ıcula i puede expresarse como la suma de fuerzas
aplicadas a la part́ıcula i por sus nodos vecinos

Fi(X) =
∑
j∈N i

F ij, (2.2)

la cual sólo depende de la distancia entre las part́ıculas vecinas i y j ,

F ij =

{
(l − ‖Xi −Xj‖) Xi−Xj

‖Xi−Xj‖ , si ‖Xi −Xj‖ < l

0, si ‖Xi −Xj‖ > l
(2.3)
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El valor l es también un valor dependiente de la estructura, y es cálculado para
representar un espaciamiento deseado para la dispersión de las part́ıculas y es a este
valor al que se compara con cada conector para asignar la fuerza de repulsión, vea
figura 2.20(a). Como las interacciones son locales, la part́ıcula i interactúa sólo con los
nodos vecinos Ni. Note que la fuerza es simétrica en el siguiente sentido, F ij = −F ji.

(a) Fuerza interna de una viga
(b) Configuración del caso en que es

necesaria la función de corrección

Figura 2.20: Componentes de fuerza.

El valor l que se busca tener como distancia entre cada pareja de part́ıculas vecinas es
calculado para realizar el mejor ajuste. Para controlar el valor de longitud deseado es
posible utilizar un promedio de distancias entre vecinos. Siendo la media cuadrática
la escogida.

l∗G = Fscale ·

√√√√ ∑
(i,j)∈G

‖pi − pj‖2

n
(2.4)

La elección de la media cuadrática se da por ser éste valor mayor que la media
aritmética, sin embargo es un valor un tanto arbitrario, sólo se busca que l sea un
valor razonable para la aplicación del método por lo que se incorpora un paráme-
tro, Fscale, para aumentar la longitud de l y con ello incluir a más part́ıculas en la
asignación de fuerza. Un valor recomendado para el parametro Fscale es aquel que
incremente la media cuadrática en un 20 %.

Ahora bien, la función Ci(X), nombrada fuerza de correción, es impuesta para man-
tener inmovil a un nodo o bien para para garantizar que ninguna part́ıcula se desplace
fuera del dominio acotado Ω.
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Cuando la part́ıcula i es considerada como fija, Ci(X) = −Fi(X) de forma que la
fuerza total correspondiente sea = 0, en el caso en que la part́ıcula i se halle dentro
del dominio, no hay necesidad de aplicar fuerza de correción, por lo cual Ci(X) = 0.

Pero siempre que la part́ıcula i es posicionada fuera de la frontera por la fuerza Fi(X)
hay necesidad de correguir las correspondientes entradas de la fuerza ftotal para que
la fuerza se mantenga en la región, esto es, Ci(X) = −(n̂ · Fi(X))n̂ donde n̂ es un
vector unitario normal a la frontera como se indica en figura 2.20(b).

Para ordenar y agrupar la fuerza asociada a los nodos se pensará en los 2n-vectores
siguientes, de posición de los n nodos implicados, de fuerza interna F (X), y de fuerza
de corrección impuestas por la frontera rigida C(X)

X =



x1

y1

...
xi
yi
...
xn
yn


F (X) =



F x1 (X)
F y1 (X)

...
F xi (X)
F yi (X)

...
F xn (X)
F yn (X)


C(X) =



Cx1 (X1;F1)
Cy1 (X1;F1)

...
Cxi (Xi;Fi)
Cyi (Xi;Fi)

...
Cxn(Xn;Fn)
Cyn(Xn;Fn)


Cuando una malla se encuentre en equilibrio de fuerzas XF, ocurrirá que
Ftotal(X) = 0 y con esto se satisfacerá que ‖Xi −Xj‖ ≈ l para todo conector.

Considerando que en la naturaleza y en algunos modelos computacionales2, el movi-
miento de las part́ıculas es definido por una ecuación diferencial de segundo orden (
mẍ =

∑
i F

i(x, ẋ)), retomaremos la idea del movimiento de las part́ıculas pero para
plantear una ecuación de primer orden, tomando en consideración que la simpleza
trae el costo de ser propensos a quedar atrapados en mı́nimos locales, pero con la
ventaja de tener mayor estabilidad.

Para aproximarse a una estructura de part́ıculas en equilibrio de fuerzas, se incorpora
artificialmente la variable temporal t de forma que para las part́ıculas S(t) se man-
tega siempre la topoloǵıa que brinda la adyacencia de Delaunay, lo que significa que
simularemos numéricamente la ecuación de primer orden siguiente{

dX
dt

= F (X) + C(X) 0 < t

X(t0) = X0.
(2.5)

es decir, se plantea que el campo vectorial definido por el problema de Cauchy es
dado por la fuerza total.

2vea [34] y [7]
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2.2.2. Implementación numérica de la ecuación de equilibrio

Se desea implementar un generador numérico de mallas que por medio la ecuación
diferencial 2.5 realice un ajuste a la región, la relación de fuerza-desplazamiento que
artificialmente se ha planteado permite la integración numérica por métodos itera-
tivos, esta posibilidad da lugar a una serie de subproblemas secuenciados que es
necesario abordar.

Ofrecer un generador de triangulaciones iniciales donde todos los elementos
estén contenidos el la región Ω.

Definir la estructura G[K] que regirá la relación de cercańıa entre las part́ıculas.

Decidir que método numérico se usará para resolver el problema de Cauchy 2.5.

Describir hasta que momento se cuenta con una malla optima T ∗(S∗).

Como la estructura G[K] regirá la relación de fuerza-desplazamiento puede ser conve-
niente que la triangulación inicial cuente con la estructura deseada. Es por esta razón
que antes de presentar la malla inicial describiremos como se tomará la estructura
para el conjunto de Nodo S0.

Estructura visible y depuración de Delaunay

Para completar la geometŕıa de la región en la estructura de la malla podemos consi-
derar que la topoloǵıa de la triangulación de Delaunay es adecuada, pero considerando
que T ∗ es una triangulación de la envolvente convexa de S y que no todo elemento de
la triangulación se encuentra en el interior de Ω podemos descartar a algunos elemen-
tos para la estructura. Si Ω es no convexo habrá algún 4 ∈ T ∗ tal que 4 /∈ Ω. Para
resolver este problema hay que elegir una estructura G[K] que considere que 4 ∈ Ω
para todo 4 ∈ T [K].

Una primera alternativa seŕıa trabajar con triangulaciones de Delaunay con conec-
tores fijos, de forma que evitemos que halla conectores que atraviesen la frontera de
Ω, para posteriormente descartar aquellos triángulos que no se hallan en la región Ω.
Sin embargo la rigidez de los conectores de frontera pueden perjudicar la calidad que
se desea obtener en el óptimo y como la distinción entre nodos interiores y nodos de
frontera no está dada, habŕıa que hacer una identificación costosa para obtener las
restricciones deseadas, aśı es que consideraremos otra posibilidad más sencilla.

Dada la triangulación T ∗(S) necesitamos dar un criterio simple que nos permita saber
si 4 ∈ Ω para cualquier 4 ∈ T ∗(S).

Como cada triángulo es dado por las cordenadas de sus vértices no resulta tan sim-
ple implementar la identificación de aquellos triángulos que no están en Ω. Aśı pues,
haremos uso de la siguiente definición.
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Definición 2. Dada una región simplemente conexa Ω y un punto p ∈ R, a la función

dΩ(p) =


min
q∈∂Ω
{d(q, p)} Si p /∈ Ω

0 Si p ∈ ∂Ω

−min
q∈∂Ω
{d(q, p)} Si p ∈ Ω◦

se le nombra distancia a la región Ω asociada a la articulación p.

Ahora, para identificar si un triángulo4ijk ∈ T ∗(S) se encuentra en el interior de la re-

gión tomamos como representante del tŕıangulo al baricentro pijk =
(−→

0pi +
−→
0pj +

−→
0pk

)
/3

y si este se encuentra dentro de la región a por lo menos dΩ(p) > −gbnd entonces el
triángulo será descartado de la triangulación T ∗Ω(S[K]) y por ende no será considerado
en la estructura G[K], gbnd es un parámetro de grosor de frontera gbnd que por lo
general se escoge de forma que

gbnd
l
≈ 0,01 (2.6)

Ahora que hemos establecido como se hará el cálculo de las estructura G[K] haremos
una comparación con la estructura G[K+1].

Simplemente, supongamos que los nodos interiores a, b, c, d de una triangulación de
Delaunay formarán una configuración de triángulos adyacentes 4acd y 4bcd. Ahora
pensemos que los cuatro nodos serán desplazados de su posición, ã = a+δa, b̃ = b+δb,
c̃ = c+δc y d̃ = d+δd de forma que la configuración de la triangulación no se conserve,
vea figura 2.21.

Figura 2.21: Cambio en conexión de nodos ocasionado por perturbación.
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Para mantener la conectividad en términos de la triangulación de Delaunay es nece-
sario correguirla cada vez que los nodos sean perturbados, en caso de desear hacer
más veloz la obtención de la triangulación de Delaunay es posible considerar útil la
conectividad precursora, pues el método de trueque de aristas puede tener una con-
vergencia rápida a la conectividad sucesora siempre que la mayoŕıa de las vigas sean
localmente de Delaunay.

La importancia de calcular la fuerza en términos de la conectividad de Delaunay y
no mantener fija la conectividad (Topoloǵıa primero) trasciende a la estabilidad del
método. Puesto que si la conectividad se mantiene los elementos se empalman y su-
cede que todos los nodos son expulsados al exterior de Ω y recolocados en la frontera
por la función de corrección.

Malla Inicial

Para ofrecer un generador numérico de triangulación inicial {4i} sólo se requiere que⋃
i4i ⊂ Ω. Para explicar el generador inicial es posible rescatar la experiencia que se

tiene acumulada en la sección 1.4. Retomemos la discusión en el enfoque basado en
rejilla, las técnicas que se describen resuelven el problema de convertir una rejilla en
una malla siempre completando la franja Ω r ∪i4i ya que {4i} no es considerada
como malla hasta que la frontera de la malla se parezca a la frontera de Ω, podemos
rescatar de ese enfoque la posibilidad de tener una triangulación de buena calidad
que satisfaga todos los elementos de la malla se encuentren en Ω.

Partiremos de la construcción de la rejilla regular del plano, con parámetro de longi-
tud de lado h0.

Se propone realizar una construcción recursiva para la teselación triangular regular,
partiendo del triángulo equilátero de lado h0 cuyos vértices en coordenadas cartesia-

nas son a(0, 0), b(h0, 0), c
(
h0

2
,
√

3
2

)
, figura 2.22(a).

(a) Triángulo equilátero inicial (b) Triángulo con las ĺıneas gúıa

Figura 2.22: Principio para la construcción de la Teselación equilátera del plano.
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El primer paso en la construcción es extender las tres aristas del triángulo linealmen-
te, a las tres rectas resultantes les llamamos gúıa, como se muestra en figura 2.22(b).
Una vez establecidas las lineas gúıa procedemos a construir cada capa de la recursivi-
dad realizando un trazo recto por cada vértice de intersección de dos ĺıneas, cada una
de las nuevas rectas será trazada de forma paralela una linea gúıa, las nuevas ĺıneas
tiradas para cada capa son útiles para definir nuevos nodos siempre que dos rectas se
crucen.

Se busca completar los nodos de la capa anterior añadiendo los obtenidos en la recur-
sión. Para ilustrar la construcción presentamos las primeras cuatro capas del método
en las siguientes imágenes.

Nodos añadidos al primer paso Nodos añadidos al segundo paso

Nodos añadidos al tercer paso Nodos añadidos al cuarto paso

Figura 2.23: Primeras cuatro capas del método recursivo.

Una vez construida la rejilla procedemos a caracterizar a los elementos de la tesela-
ción Υ a partir de los vértices de la rejilla Σ como Υ = T (Σ) y también la estructura
G(Σ)

Las coordenadas cartesianas de los vértices de la rejilla pueden ser numerados de la
siguente forma.

Σ =

{
pi,j =

(
h0

2
i, αh0

(
j +

1 + (−1)i−1

4

))}
(i,j)∈Z×Z
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La estructura se puede describir como

G(Σ) =


pi,jpi+1,j,
pi,jpi+2,j,
p2i,jp2i+1,j−1,
p2i+1,jp2i+2,j+1


(i,j)∈Z×Z

,

y la triangulación como

T ∗(Σ) =


4p2i,jp2i+1,jp2i+2,j,
4p2i+1,jp2i+2,jp2i+3,j,
4p2i+1,jp2i+3,jp2i+2,j+1,
4p2i,j+1p2i+1,jp2i+2,j+1


(i,j)∈Z×Z

Para construir la triangulación inicial sólo nos interesan aquellos elementos que se
encuentren completamente contenidos en Ω, asi que hay que descartar todo elemento
que quede fuera de Ω. Para poder descartar pocos elementos es conveniente que de
entrada trabajemos con un subconjunto de Σ.

S(a, b, c, d) = {pi,j ∈ Σ|a ≤ i ≤ b, c ≤ j ≤ d} (2.7)

A partir del conjunto S0 = S(a, b, c, d) ∩ Ω realizamos la triangulación T ∗Ω(S0) como
se explicó anteriormente.

Este enfoque para la obtención de nodos se ajusta a las necesidades de calidad para
la malla inicial, puesto que la triangulación de Delaunay de este conjunto posee ele-
mentos regulares en su interior, notemos que la diferencia primordial con los métodos
planteados en 1.4.2 es que no se rellenará con elementos la porción de Ω que falta de
triangular pues se presenta el problema de ajuste a la región por el método de disi-
pación regular de part́ıculas, dejando del lado el problema de distinguir entre nodos
interiores y nodos de frontera.

Rejilla regular Región Ω Malla inicial

Figura 2.24: Ejemplo de malla inicial para ilustra la técnica.
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Integración numérica

Para resolver la ecuación de equilibrio descrita en la ecuación 2.5, la integración
numérica se puede lograr con el método de Euler hacia adelante

x(t+ ∆t) = x(t) + ∆t · (F (x) + C(x)) (2.8)

Donde la notación de tiempo puede ser omitida para dar lugar a la noción iterativa
del método, aśı el proceso de actualización de la posición de las part́ıculas estará dado
como

x← x+ ∆t · (F (x) + C(x))

Siempre que una part́ıcula se encuentre lejana a la frontera de Ω la fuerza de co-
rrección será nula y no debe resultar problemático actualizar la posición de estas
part́ıculas. Tampoco resulta complicado correguir la fuerza si la part́ıcula es inmovil
en todo tiempo.

Si la part́ıcula se halla cerca de ∂Ω y es necesario hacer una corrección en la fuerza,
Ci(x) 6= 0, resulta más sencillo aplicar la corrección hasta que se ha dado la actuali-
zación en la part́ıcula.

Por lo que, la actualización de cada part́ıcula estará dada como

xi ← xi + ∆t · Fi(x))
Si xi es fijo, hacer

. xi ← xi −∆t · Fi(x))
Si xi /∈ Ω, hacer

. xi ← xi + Ci(x))

Para realizar la fuerza de correccón cuando es necesario se usa la dirección de máximo
crecimiento en la distancia de punto al objeto, de la siguiente manera

C (pi; Ω) = −dΩ(pi) ∗ 5dΩ(pi) (2.9)

2.2.3. Algoŕıtmo

Partiendo de una estructura G0 se simula la ecuación diferencial 2.5 introduciendo el
parámetro temporal ∆t dentro del rango en que el método de Euler hacia adelante es
estable.
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Parámetros:

h0 Parámetro unico de la rejilla.

N Numero máximo de iteraciones.

gbnd Grosor de la frontera de Ω

∆t Avance temporal de Euler

Fscale Escalamiento de la fuerza

Entrada: SΩ

S0 ← Σ ∩ Ω
S ← S0

K ← 1

Mientras K ≤ N, hacer

. G ← G(S,T∗Ω(S))

. l ← l∗G

. F ← F(S,G;l)

. Para xi ∈ Sfix

. Fi ← 0

. S ← S + ∆t·F

. S ← S + C(S;gbnd)

. K ← K + 1

2.3. Convergencia

Para asegurar la convergencia del método se necesita ver como el método resuelve el
problema de mejorar de calidad de una malla.

El método de Liapunov es técnica que usualmente se aplica a una ecuación diferencial
ordinaria para poder determinar si hay o no convergencia asintótica, con este resultado
anaĺıtico se podŕıa garantizar la convergencia en el problema continuo. Aqúı supon-
dremos que dicha estabilidad asintótica está garantizada por la forma en que ha sido
planteada la ecuación diferencial, aśı que nos concentraremos en garantizar la estabi-
lidad numérica del algoritmo que ha implementando.

La dinámica simulada por la relación fuerza-desplazamiento tiende a la relajación de
fuerzas; toda part́ıcula se desplaza en la dirección en que la suma de fuerzas lo dicta
y lo hace con una magnitud suficiente para simular el problema continuo. En ese sen-
tido las part́ıculas, en conjunto, avanzan en pos de acabar con la fuerza que les rige
y se aproxima a una estructura G∗ tal que F (S∗) = 0, considerada como un estado
de equilibrio. Dicho estado estacionario cuenta con las caracteŕısticas que resuelven
el problema central, dado que la fuerza total es nula para cada part́ıcula.
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Esto significa que para la part́ıcula i y su correspondiente conjunto de vecinos N i,
ocurre alguna de las siguientes dos cosa: Con esto las distancia de cada pareja de
part́ıculas vecinas tiende a la longitud media l∗ regularizando los valores de longitud
de conectores.

El método de Euler hacia adelante es el método numérico más simple para simu-
lar una ecuación diferencial, y por lo tanto una sencilla para seguir una trayectoria
solución. La estabilidad del algoŕıtmo depende del parámetro 4t, el cual debemos
considerar como un valor pequeño, en este documento nos limitaremos a asegurar
que el parámetro 4t = 0,2 propuesto por Persson, resulta satisfactorio.

Suponemos que siempre que la región Ω sea simplemente conexa podremos hacer una
búsqueda exhaustiva hacia un punto de equilibrio hipotético, pero no podemos ir más
allá sin considerar la geometŕıa de Ω. Con esto se quiere decir que la geometŕıa de
la región es un factor determinante para la convergencia del método. Por lo cual no
es posible garantizar la estabilidad numérica del método, no para cualquier región
poligonal ni para cualquier región de frontera impĺıcita.

Por otro lado, es necesario ofrecer un criterio de paro en donde se considere que el
método ha tenido exito, es decir, hasta que punto se cree tener una buena aproxi-
mación a un estado estacionario. Para establecer el criterio se plantea una función
optimal que permita medir el desplazamiento por cada iteración, aśı que se rastrea
el nodo de mayor suma de fuerzas, y mientras la magnitud de fuerza disminuye en-
tendemos que 0 <<

∥∥F (G[k])
∥∥, por esto retomamos la funcion optimal de Persson

[28].

fop(G) = maxS

{
1

h0

‖4tFint(pi)‖
}
. (2.10)

Consideramos que el cambio de la estructura ∆G es geométricamente imperceptible
si la función optimal es numéricamente menor a tol = 0,001, es decir, menos del 0,1
por ciento del valor único de la rejilla regular h0.

No está establecido un orden de la convergencia de hecho que considera que el método
es lento, el número de iteraciones que hay que dar para llegar al minimal depende
fuertemente de la geometŕıa de Ω, aśı como de la varianza del tamaño de las vigas de
la estructura inicial G. En algunos casos puede ocurrir que la funcional optimal sea
monotonamente creciente sin embargo la mejora en la calidad permite suponer que
este efecto sobre el funcional sera momentáneo y se considera al funcional globalmente
decreciente.

La estructura inicial G0 con elementos interiores de calidad (vease 2.2.2), es favo-
rable para obtener lo antes posible una malla en equilibrio de fuerzas, ya que estas
triangulaciones requieren menos iteraciones para alcanzar el criterio de paro.
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2.4. Ejemplos

La siguiente lista de ejemplos ha sido elaborada para ilustrar la convergencia del al-
goritmo, para cada ejemplo se especificará la región Ω, el parametro único de la rejilla
h0, el numero de iteraciónes necesarias para alcanzar la convergencia fop < 0,001, y
el valor l∗G que se tiene en el óptimo. El resto de los parámetros se tomarán por default.

Ćırculo unitario. Ω = {(x, y)|x2 + y2 ≤ 1},
h0 =0.4,
31 iteraciones,
l∗G =0.64847

Triangulación inicial Malla opt́ima

Figura 2.25: Ejemplo 1 del ćırculo unitario.

Ćırculo unitario. Ω = {(x, y)|x2 + y2 ≤ 1},
h0 =0.2,
126 iteraciones,
l∗G =0.27178

Cuadrado agujerado. Ω = A \B, donde
A = {(x, y)| − 1 ≤ x ≤ 1,−1 ≤ y ≤ 1},
B = {(x, y)|x2 + y2 ≤ 0,4},
Se añaden los vértices del cuadrado como nodos fijos
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Triangulación inicial Malla óptima

Figura 2.26: Ejemplo 2 del ćırculo unitario.

h0 =0.15,
447 iteraciones,
l∗G =0.194

Triangulación inicial Malla óptima

Figura 2.27: Ejemplo de cuadrado agujerado.
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Hexágono agujerado. Ω = A \B, donde

SA =
{(

cos(θi)
sen(θi)

)
|θi = i/6

2π , i = 1, ..., 6
}

,

SB =
{

1
2

[
cos
(
π
6

)
−sin

(
π
6

)
sin
(
π
6

)
cos
(
π
6

) ](
x
y

)
|
(
x
y

)
∈ SA

}
Se añaden los vértices de ambos hexágonos como nodos fijos
h0 =0.1,
227 iteraciones,
l∗G =0.13059

Triangulación inicial Malla óptima

Figura 2.28: Ejemplo de hexágono agujerado.

Intersección de regiones. Ω = A ∩B, donde A = {(x, y)|y ≤ cos(x)},
B =

{
(x, y)|5

(
4
5

)4 ( x
2π

)4 − 5 ≤ y
}

,
Se añaden las intersecciones de las curvas de frontera como nodos fijos
h0 =0.75,
390 iteraciones,
l∗G =1.00524

Triangulación inicial Malla óptima

Figura 2.29: Ejemplo de intersección de regiones.
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Región poligonal “Gato”. La región poligonal será definida por la colección
ordenada de vértices

SΩ =



(0.02,0.79)
(0.02,0.50)
(0.21,0.50)
(0.21,0.31)
(0.11,0.31)
(0.11,0.02)
(0.40,0.02)
(0.40,0.21)
(0.69,0.21)
(0.69,0.02)
(0.98,0.02)
(0.98,0.31)
(0.79,0.31)
(0.79,0.60)
(0.60,0.60)
(0.60,0.40)
(0.31,0.40)
(0.31,0.50)
(0.50,0.50)
(0.50,0.69)
(0.21,0.69)
(0.02,0.79)



,

Que serán considerados también como nodos fijos.
h0 =0.06,
403 iteraciones,
l∗G =0.080789

Figura 2.30: Triangulación inicial, “Gato”.
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Figura 2.31: Malla óptima, “Gato”.



Caṕıtulo 3

Método de vigas en equilibrio para
regiones irregulares

La propuesta del caṕıtulo 2 ha sido ideada para la generación de mallas en cualquier
tipo de región, y la implementación a la cual se refiere Persson [28] es muestra de que
efectivamente es aplicable en regiones con frontera suave. Persson centra el interés en
la metodoloǵıa a seguir para realizar la corrección C(x) en caso de que la región sea
descrita por funciones impĺıcitas como frontera. Para ello muestra cómo simplificar
numéricamente el cálculo de la corrección, ecuación 2.9, siempre que la región Ω sea
el resultado de combinar dos geometŕıas.

Ω = A ∪B

Ω = A \B

Ω = A ∩B

para dos regiones A,B descritas por la función impĺıcita de sus fronteras.

El estudio que haremos en este caṕıtulo no seguirá la misma ĺınea pues para el tipo de
regiones en se implementa del método de equilibrio se registran otras problemáticas.

La geometŕıa de las regiones de nuestro interés es dada por un conjunto ordenado de
vértices como se ha descrito en la definición 1 de la sección 1.2, en la figura 3.1 se pue-
de observar que la irregularidad geométrica que se presenta en una región poligonal
simplemente conexa puede ser muy compleja, razón por la cual la implementación a
la ecuación de equilibrio plantea retos nuevos.
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Figura 3.1: Bah́ıa de la Habana, ejemplo de de región con geometŕıa muy irregular.

3.1. Malla Inicial

Un primer punto de la discusión es la posibilidad de incluir a los vértices de la poligo-
nal en el conjunto S0. Se ha argumentado que, de no hacerlo, el enfoque resultaŕıa ser
el anteriormente implementado que hemos visto que resulta favorable para regiones
de frontera suave.

Aśı, se plantea el subproblema de determinar que cualidades geométricas debe tener
un vértice de la poligonal para ser incluido como nodo de la triangulación. La opción
que no falla para ese cuestionamiento es incluir a todos y mantenerlos fijos a traves
de la evolución, esta opción ha sido escogida para dejar el cuestionamiento abierto.

La discusión ha dado lugar a la implementación del sistema experimental Unamesh.
Teniendo al conjunto de vértices de definición de la región en la colección de nodo S
se plantea la posibilidad de mantener el control de la geometŕıa de la malla a generar,
y esto se traduce en conseguir que los lados de la poligonal sean a su vez la frontera
de la malla obtenida.

Generalmente el control de la geometŕıa de la región en los métodos iterativos de ge-
neración de mallas irregulares optan por mantener la restricción sobre el conjunto de
conectores de frontera y mantener la topoloǵıa en todo el proceso. Sin embargo, como
la naturaleza del método de la ecuación de equilibrio no mantiene los conectores, el
control de la geometŕıa de la malla plantea el subproblema de definición de nodos de
frontera, problema que no ha sido abordado desde la implementación que se maneja
en la sección anterior.
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La alternativa que aqúı se muestra consiste en considerar que toda región poligonal
necesita un tratamiento previo al proceso de generación de malla, es decir, se rempla-
zará el poĺıgono P = ∂Ω que describe a la región por un poĺıgono Q que encierre la
misma geometŕıa Ω o que tienda a suavizarla, la finalidad del cambio de poĺıgono es
tener una nueva colección de nodos que estén distribuidos de mejor manera que los
nodos del poĺıgono P , ya que estos serán nodos fijos de la malla óptima en regulari-
dad.

Se tiene la intención de evidenciar las diferencias entre el conjunto de vértices de una
reǵıon pologonal SΩ y el conjunto de nodo S de la triangulación, para poder conjugar
de manera adecuada la frontera de la región Ω y la frontera de la triangulación. La
principal diferencia entre estos conjuntos es que el orden de aparición de SΩ sirve
como estructura para que la región simplemente conexa esté bien definida mientras
que el ordenamiento de S no favorece la estructura de la malla.

Una vez que se ha decidido incluir en S0 a todos los nodos de la poligonal con trata-
miento, es pertinente adoptar a S como conjunto con estrucutra de orden parcial, de
manera que las triangulaciones aqúı construidas además de ser de calidad, gozarán
de la estructura útil para dar las condiciones a la frontera de una ecuación diferencial
parcial, la estructura de orden parcial aqúı empleada contempla que los primeros m
nodos del arreglo S sean el conjunto ordenado SΩ, y a partir del nodo m+1 se enlisten
los nodos de la rejilla como ha sido descrito en la sección 2.2.2.

3.2. Tratamiento de Contorno

El debate trae nuevos planteamientos sobre como operar el método de la ecuación de
equilibrio, pues se desea que en el mejor de los casos la estructura de semi-orden de
S0 se mantuviera a lo largo de la aplicación del método. Supongamos que tenemos
una región Ω irregular en cuyo interior hemos colocado algunos nodos, esto es sufi-
ciente para construir una estructura de vigas inicial G0 para emplear el método de
la ecuación de equilibrio; pero ¿quién nos garantiza que S(t) mantenga la estructura
de semi-orden para t > 0?, hasta el momento no hay nada que lo haga. Si existe un
lado de la poligonal relativamente largo no habŕıa ningún impedimento para que los
nodos “interiores” fueran a parar a la frontera de la región y encontren su equilibrio
a la orilla de la región, en estos casos la estructura de semi-orden dado a la colección
S se debilita.

La alternativa es generar primero los nodos de frontera de la malla con una distribu-
ción lo más uniforme posible y posteriormente introducir los nodos interiores, para
generar los nodos de frontera se hace el tratamiento previo, un tratamiento tal que
la varianza en la longitud de los lados de la poligonal sea menor que en la poligonal
original. Para ilustrar el tratamiento que se dará, hacemos el tratamiento de los con-
tornos Avión (figura 3.2) y Bah́ıa de la Habana (figura 3.1) a lo largo del caṕıtulo.
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Figura 3.2: “Avión”, ejemplo de contorno con poca irregularidad geométrica.

Para poder identificar como vaŕıan las longitudes de los lados de la poligonal pode-
mos recurrir al histograma como un resultado visual de la dispersión de las longitudes
3.3(a), como el histograma no está considerando nunca que las aristas encierran una
región resulta ser una visualización carente de información útil para el tratamiento.

Es conveniente ilustrar con otro resultado visual la relación que guardan las longitu-
des con el orden asociado a los lados del poĺıgono, para este fin se muestra la gráfica
de la figura 3.3(b), enumerando los lados conforme el orden en la lista SΩ es posible
distinguir e identificar cuales son las aristas de longitud similar en la gráfica de un
poligonal. En el eje horizontal se usa el orden de los conectores y en el eje vertical su
longitud, la visualización simula una gráfica constante a trozos por rescatar que cada
viga tiene dos articulaciones extremo. Para completar la gráfica y hacer un estudio
más completo se opta por incluir tres rectas, una en la media µ, y otras dos altura
y = µ± σ que son puntos de inflexión.

Figura 3.3: Información de longitudes del contorno Avión.
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La gran variedad de geometŕıas que se presenta en las regiones irregulares hace dif́ıcil
generalizar cualquier tipo de teoŕıa sobre los problemas de la geometŕıa computacio-
nal. El tratamiento de contorno de una región irregular ha sido una alternativa para
mejorar la calidad de los lados de la poligonal, aqúı se trabajó con tres alternativas
al problema.

3.2.1. Tratamiento spline cónico

La alternativa consiste en encontrar una colección de nodos sobre una curva suave
definida por el contorno poligonal, dicha colección de nodos debe ser tal que la longi-
tud de arco entre cualquier par de nodos consecutivos sea constante.

Es decir, al contorno poligonal original que llamaremos poĺıgono de control se le aso-
cia una curva suave sustituyendo las esquinas por Arcos Cónicos de tal manera que
se conserve lo más posible la geometŕıa del contorno original. Al contorno suavizado
se le conoce como spline cónico, y es una curva paramétrica.1

La idea de mejorar la calidad de las aristas plantea la generación de nodos con den-
sidades distintas sobre la curva paramétrica, en particular usaremos la distribución
uniforme que es resultado de la parametrización por longitud de arco para acotar el
problema central a mallas cuasi-equiláteras, figura 3.4.

La técnica depende de dos parámetros, además de ser necesario fijar el número de
nodos que se desea en el poĺıgono suavizado (N) se solicita saber el peso w asociado
al spline cónico, el cual sirve para regular el ajuste de la curva spline al poĺıgono de
control, para esto se tiene planteado el parámetro por default w=1 y en caso de desear
que la curva se ajuste más al contorno original se usa un peso 0 < w < 1.

Figura 3.4: Contorno Avión con tratamiento spline cónico.

1En el Apendice B se presenta una breve construcción del spline cónico empleado, para una
construcción detallada del Spline y las diferentes parametrizaciones le sugerimos al lector consultar
[9] documento en que se basa la implementación del suavizameinto.
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Observemos que la poligonal posterior al tratamiento no tiene la misma longitud en
cada segmento, esto se debe a que los nodos han sido generados por tener misma
longitud de arco sobre el spline. A medida que el ángulo interior del poĺıgono original
sea muy cerrado, el tratamiento generará aristas reducidas.

3.2.2. Inserción de nodos

La segunda alternativa de tratamiento es una técnica de adhesión de puntos que
consige la conservación de la geometŕıa, la idea es colocar nodos igualmente espaciados
en los lados más largos de la poligonal, la idea es útil cuando el poĺıgono original tiene
lados largos.

Figura 3.5: Contorno Avión con tratamiento uniforme a trozos.

Esta técnica depende de un parámetro a escoger entre los dos siguientes:

Lmax Longitud tope de segmento, una distancia máxima para nodos consecutivos de
la poligonal. Dicho tope estará dado como un porcentaje de perimetro total del
contorno.

Nmin Cantidad de nodos a añadir en el segmento más corto de la poligonal original.
(En terminos de este valor se determinará cuantos nodos serán añadidos en el
resto de los segmentos).

En el ejemplo, figura 3.5, podemos observar como los segmentos tienen misma longitud
siempre que los segmentos son colineales, esto quiere decir que el tratamiento no busca
que las aristas no tiendan a un solo valor, sino que el seccionamiento se ha hecho a
trozos.
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3.2.3. Reducción de nodos

Las dos técnicas anteriores son suficientes para dar el tratamiento de contorno previo
a la generación de la triangulación, sin embargo un método de tratamiento más es
implementado para complementar a los anteriores.

Este enfoque no va dirigido a mejorar la calidad de los conectores de frontera, la
finalidad es tener un contorno intermedio entre el original y el contorno de la trian-
gulación, el método es basado en una técnica de eliminación de ruido en tratamiento
de imágenes, emplea dos criterios de reducción de nodos por colinealidad a definir
con 6 parámetros y busca eliminar los nodos más prescindibles para alterar lo menos
posible la geometŕıa de la región2.

Figura 3.6: Bah́ıa de la Habana con tratamiento por colinealidad.

3.3. Nuevas especificaciones

La implementación de la técnica ha sido desarrollada con la modificación del trata-
miento previo y aśı, el sistema funcionaŕıa adecuadamente. Ahora lo que corresponde
es replantear la finalidad del método. Si los nodos de frontera se han incluido en la
colección de part́ıculas, no se puede pensar que el problema que se tiene es de ajuste
a la región puesto que desde la malla inicial se tendŕıa el ajuste.

Si los nodos interiores a la región ya son de calidad, el problema será dotar a los ele-
mentos de frontera de la calidad deseada para la solución numérica de una ecuación
diferencial parcial. En general la técnica es útil para dar un suavizamiento a la malla.

2Para una breve explicación de los criterios de colinealidad consulte el Apendice C, consulte [29]
si desea una explicación más completa.
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Seguimos sin poder garantizar que la estructura de semi-orden se preserve al usar
el método de la ecuación de equilibrio. Es decir hasta ahora no se ha planteado que
hacer si un nodo interior encuentra su equilibrio en la orilla de la región.

Para resolver esta situación se ha optado por replantear que nodos estarán fijos, re-
plantear el uso e implementación del corrector Ci(x).

3.3.1. Fi(x) = 0

En general hemos dicho que los nodos de definición de la región serán incluidos en
la colección de part́ıculas del método de la ecuación de equilibrio, previo tratamiento
de la región. Ahora conviene retomar el cuestionamiento de que nodos mantener fijos
para mantener un control de la triangulación.

La necesidad de tener nodos de frontera fijos responde al interés de no perder la geo-
metŕıa de Ω; es decir, para evitar que los nodos de frontera encuentren su equilibrio
en el interior de la región. Se ha optado por fijar todos los nodos de frontera si la
región no ha recibido ningún tratamiento, o si fue sometida a tratamiento spline.

Si el tratamiento es por adhesión de nodos cabe la posibilidad de no fijar todos los
nodos para preservar la geometŕıa ya que la fuerza aplicada es repulsiva. Si solamente
se fijan aquellos vértices cuyo ángulo interno sea diferente de 180◦ estaremos seguros
de que la implementación será bien desarrollada.

Lo malo de esta alternativa es que con mayor facilidad un nodo interior puede encon-
trar su equilibrio en la frontera, lo cual debilita la estructura de semi-orden. Por tal
motivo la alternativa no será la opción por default.

3.3.2. Función de corrección Ci

Para mantener a los nodos de frontera sobre la frontera y a los nodos interiores dentro
de la región es necesario hacer algo con aquellos nodos interiores que encuentran su
equilibrio en la frontera. Dos opciones tenemos ante esta situación, la primera de ellas
es reordenar la colección de part́ıculas S en cada iteración reestableciendo la estructu-
ra de orden parcial y la otra opción es retirar a la part́ıcula conflictiva de la colección
S sin que esto implique reestablecer el semi-orden. La segunda opción resulta favorita
para la implementación puesto que se conserva la distribución de nodos de frontera
dada por el tratamiento al contorno y la calidad de la malla mejora expulsando a los
nodos prescindibles.
Bajo esta alternativa los únicos nodos a los que se aplica la fuerza externa seŕıa a los
nodos de frontera, es decir a los primeros m nodos de S, y esto sólo en el caso de no
ser todos fijos. En estas condiciones es más fácil identificar a que segmento hay que
proyectar al nodo saliente por lo cual la implementación que hacemos no usa la dis-
tancia d(p,Ω) para realizar la corrección, en este caso preferimos hacer la corrección
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Figura 3.7: Corrección para regiones poligonales.

por medio de la proyección de un vector en otro, Prβ(α). Vea figura 3.7.

Esta forma de pensar el método, en la que algún(os) nodo(s) interior(es) es(son)
prescindible(s) para la malla en equilibrio, en los casos más simples no afecta la esta-
bilidad del mismo, de hecho da facilidades para la convergencia del equilibrio ya que
el número de part́ıculas disminuye. La fuga de nodos, aśı como la entendemos puede
generar triangulaciones con menor cantidad de elementos y no hay gran variación en
l∗G con esta modificación.

3.3.3. L∗ Fija

Para ampliar el alcance del método de la ecuación de vigas en equilibrio de fuerzas
modificado para regiones irregulares, se ha planteado la posibilidad de habilitar al
usuario de la oportunidad de fijar el parámetro de la longitud l∗G deseada para los
conectores en el óptimo. Como el problema de generación de mallas por el método
modificado no es propiamente un problema de ajuste a la región dicho parámetro solo
es útil si es una magnitud razonable, es decir, la establilidad del método sólo se da si
la longitud promedio del óptimo está dentro de un rango no establecido previamente.
El valor default será siendo el calculado para la triangulación inicial como lo indica
la ecuación 2.4 sin cambiar uso de escalamiento (remplazando el parámetro Fscale),
ahora se ofrece la posibilidad de n recalcularlo en cada iteración.
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3.4. Algoritmo modificado

El método que se propone requiere que la región Ω tenga un tratamiento de contorno
anterior al proceso de generación de malla. En el proceso de generación por método
de vigas en equilibrio se propone que todo nodo de frontera sea part́ıcula fija y que
toda part́ıcula interior que se dirija a la frontera sea depurada de la colección S. Solo
aquellos nodos de frontera que no sean útiles para mantener la geometŕıa de la región
podran ser sujetos a la corrección en su posición.

Parámetros:

h0: Parámetro unico de la rejilla.

N: Numero máximo de iteraciones.

gbnd: Grosor de la frontera de Ω.

∆t: Avance temporal de Euler.

Fscale: Escalamiento de la fuerza.

l∗G: En caso de ser fijo.

Entrada: SΩ

SΩ ← Tratamiento(SΩ)

S0 ← (Σ ∩ Ω) ∪ SΩ

S ← S0

Sfix ← SΩ

K ← 1

Mientras K ≤ N, hacer

. G ← G(S,T∗Ω(S))

. l ← l∗G

. F ← F(S,G;l)

. Para xi ∈ Sfix, hacer

. Fi ← 0

. S ← S + ∆t ·F

. Para xi ∈ SΩ\ Sfix, hacer

. S ← S + C(S;gbnd)

. S ← S ∩ Ω

. K ← K + 1
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3.5. Convergencia

En el caṕıtulo anterior dimos la primera discusión sobre la convergencia del método
de vigas, ahi vimos que si 4t = 0,2 el método está garantizada, también vimos que
aun es posible tomar valores más grandes sin que la estabilidad del método numérico
deje ocurrir, lo único que se ha dejado abierto es el valor maximo de 4t puesto que
el valor es dependiente de la geometŕıa de la región Ω. Cualquier modificación un
método puede afectar la convergencia del mismo, por lo cual toda modificación debe
ser debidamente probada.

Para hablar de la convergencia del método modificado podemos tomar como base los
resultados de la sección 2.3, ya que el método ha sido probado con distintos ejemplos.
La diferencia entre el método original y el método modificado comienza desde el tipo
de regiones que se desea triangular.

Por lo que al momento de realizar las modificaciones se tiene la intensión de que el
método funcione para el tipo de regiones que se desea, garantizando que la conver-
gencia en la mayoria de los casos.

Revisemos por que el método original aplicado a regiones irregulares no produce bue-
nos resultados. Pensemos que se plantea un problema de ajuste sobre una región
irregular (como suele suceder cuando los nodos de frontera no son fijos o no son in-
cluidos como part́ıculas) y que se utiliza el método original en busca de convergencia.

Si el ejemplo de región irregular es suficientemente representativo, caeremos en cuenta
de que el metodo se cicla. Esto se debe a que el criterio empleado para determinar
si un elemento de la triangulación de Delaunay T ∗(S[k]) es también elemento de la
malla no estructurada T ∗ |Ω (S[k])

3, no parece responder faborablemente en esas con-
diciones.

En caso de regiones irregulares el representante (baricentro) de un elemento que se
encuentra suficientenemte cerca de la franja de frontera puede cambiar su posición
entre el interior y la frontera de la región, lo cual provoca que un conector sea visible
en algunas ocasiones mientras que en el resto no formará parte de la estructura.

Aśı que para evitar el problema se ha propuesto dar el tratamiento previo a la región
manteniendo los nodos de frontera como nodos fijos.

Aun cuando se ha logrado alcanzar la convergencia del método en la mayoria, existen
ejemplos para los cuales aun no se encuentra garantizada, otro caso de ciclado hemos
observado. Cuando la malla en equilibrio TF(Ω, l∗) = lim

n→∞
T ∗ |Ω (S[n]) tiene nodos

que son suficientemente parecidos a los nodos de una configuración singular de cuatro
nodos (en el sentido de Delaunay4).

3vea la sección 2.2.2
4vea la sección 2.1
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En estos casos en que el método no converge se sugiere agregar algún nodo para
romper la cercania con la configuracion de singularidad.

3.6. Ejemplos

Considerando que en las secciones anteriores de este caṕıtulo hemos dado tratamiento
a la región Avion y Bah́ıa de la Habana retomaremos los ejemplos, tomaremos una la
malla inicial y aplicaremos el método de vigas en equilibrio para generar una malla
óptima, mostraremos la gráfica de decaimiento de la función optimal hara ver como
fue la evolución del método.

Avión con tratamiento Spline con 60 nodos de frontera.

(a) Malla inicial, Avión con tratamiento
spline

(b) Historial del funcional optimal

Figura 3.8: Punto de partida y evolución del generador, Avión.
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Figura 3.9: Malla óptima de Avión con tratamiento spline.

Avión con tratamiento por adhesión de nodos con 65 nodos de frontera. En
este caso hubo una fuga de cuatro nodos como se muestra en la gráfica 3.10(a).

(a) Malla inicial, Avión con inserción de nodos (b) Historial del funcional optimal

Figura 3.10: Punto de partida y evolución del generador, Avión.
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(a) Gráfica de fuga de nodos (b) Malla óptima, Avión

Figura 3.11: Malla de calidad, Avión.

Al contorno de la Bah́ıa de la Habana se le ha dado un tratamiento spline con 79
nodos de frontera posterior a la reducción de nodos. En este caso pareceŕıa que entre
las iteraciones 200 y 400 el método se hab́ıa ciclado, sin embargo se logró encontrar
su equilibrio.

(a) Contorno de la Bah́ıa de la Habana
suavizado

(b) Arista vs Longitud, Bah́ıa de la Habana
suavizado

Figura 3.12: Tratamiento de contorno por suavizamiento, Bah́ıa de la Habana.
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(a) Malla inicial, Bah́ıa de la Habana
(b) Historial del funcional optimal

Figura 3.13: Punto de partida y evolución del generador, Bah́ıa de la Habana.

Figura 3.14: Malla de calidad, Bah́ıa de la Habana.
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Caṕıtulo 4

Unamesh: Sistema para la
generación de mallas de calidad

Como se mencionó desde el prefacio, para complementar el trabajo de tesis se ha crea-
do el sistema Unamesh, es decir, un sistema experimental que implementa el método
de la ecuación de equilibrio para la generación numérica de mallas no estructuradas
en regiones irregulares planas. En este caṕıtulo daremos una explicación básica para
el buen uso del sistema.

4.1. Diseño e interfase de Usuario

4.1.1. Sobre el diseño

El sistema Unamesh es un paquete computacional, que resuelve de manera eficiente el
problema de generar mallas triangulares sobre regiones irregulares planas. Este tipo
de mallas es comúnmente utilizado en la solución numérica de ecuaciones diferenciales
parciales por el método de elemento finito.

El sistema es totalmente gráfico y cuenta con una interfase gráfica que lo hace ami-
gable al usuario y muy sencillo de usar. El sistema se ha diseñado para que sea semi
automático bajo la idea de que con muy pocas opciones de tecla sea posible obtener
una malla óptima sobre la región. El sistema ha sido diseñado como un ambiente de
ventanas ejecutable sobre MATLAB 7.

El sistema permite trabajar a partir de contornos de regiones planas para obtener
sobre ellas una malla de calidad, o bien a partir de una malla triangular obtenida pre-
viamente por otros procedimientos y aplicar sobre ella la técnica de vigas en equilibrio
implantada en el sistema. Algunos autores se refieren a este enfoque de triangulación
como un enfoque de suavizamiento o post-procesamiento de la malla.
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El sistema consta de seis Menús de aplicaciones1: Main, Contour, Triangulation,
Information, View y Help, el uso de cada menú y sus opciones o submenús estarán
disponibles siempre que el proceso realizado lo permita. Por ejemplo, si se cuenta con
una malla en memoria podremos operar con la opción de suavizamiento, y mientras no
se realice este post-procesamiento no estará disponible la información referente a los
resultados del método aplicado, En las secciones siguientes haremos una descripción
de los módulos Cotour, Triangulation e Information y describiremos cada una de
las opciones del menú, cómo y cuándo es posible interactuar con cada una de ellas.

Figura 4.1: Ventana principal de Unamesh, con una malla inicial en pantalla.

1Las opciones del sistema están escritas en inglés por lo que nos referiremos a las opciones que ha
de considerar el usuario tal y como aparecen en pantalla e indicando las palabras clave en tipograf́ıa
de máquina de escribir.
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4.1.2. Interfase con el usuario

La interfase con el usuario se encuentra en la barra superior de la ventana de desplie-
gue gráfico y para algunos módulos será desplegado algún sub-panel según la opción
elegida. Los paneles consisten en un conjunto de botones, campos de entrada, contro-
les deslizadores y cajas de dialogo.

De acuerdo con el diseño del sistema, el panel de control principal va cediendo el con-
trol a otros paneles de acuerdo al trabajo que se desea realizar. Los paneles posteriores
son activados para su uso pulsando el área que los describe en el panel principal.

El usuario interactúa con el sistema a través de posicionarse y elegir la opción por
golpes poiting/clicking de los botones del mouse aśı como por secuencias de acceso
rápido por teclado ALT+<key> mientras se encuentra el panel de control activo.

A continuación listamos una serie de operaciones que podemos realizar sobre los pa-
neles.

Para pulsar un botón u opción del panel, mueva el cursor sobre el botón y
pulse uno de los botones del mouse. Puede hacer uso de la secuencia de teclas
ALT+<key> (donde key es la tecla subrayada en el botón) para ejecutar la misma
acción.

Para cambiar el valor de un campo de entrada, coloque el cursor sobre el campo
de entrada y pulse alguno de los botones del mouse, o bien haga uso de la tecla
TAB, tabulador, para obtener la misma operación, e introduzca el valor deseado.

Para cambiar la posición de un control deslizable, tome el control al posicionar
el mouse sobre él y oprimir con el botón izquierdo del mouse sin soltar mientras
“barre”el control de un lado a otro. Puede usar los indicadores de inicio y final
del control para mover el control de paso en paso.

Para cambiar un pop-menu o menú de opciones, posiciónese con el mouse sobre
el botón de la flecha indicadora y pulse uno de los botones del mouse, al ha-
cerlo será desplegada una pequeña ventana de opciones en la que podrá elegir
con el mouse al pulsar con el botón izquierdo la opción deseada. Al hacerlo
aparecerá en el letrero del menú el t́ıtulo de la opción elegida.

Cuando el indicador del mouse se encuentra sobre un botón del panel se des-
plegará una caja de t́ıtulos tip text indicando un mensaje relativo a la opción
donde se encuentra el indicador.

La ventana principal puede ser modificada en tamaño y mientras no se trabaje en
alguna acción se pueden realizar acercamientos en la malla con la acción Zoom On/Off

en el menú View.
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4.2. Estructura modular

El sistema es modular, esto es, integra una colección de tareas que permiten inter-
actuar entre ellas de manera que el usuario pueda experimentar con los elementos
del sistema: la construcción del contorno, tratamiento de contorno, la generación de
triangulaciones iniciales y la optimización por el método de la ecuación de equilibrio.

Figura 4.2: Estructura del sistema y dependencia de los módulos.

Como se describe en el diagrama esquemático de los módulos del sistema, las ope-
raciones que pueden realizarse con el sistema son dos: trabajo con contornos y con
mallas. Uno puede partir desde la información del contorno de la región previamente
obtenida, para operar algún tratamiento y generar una triangulación inicial. De igual
manera puede considerar la información de una malla, en archivo o en memoria y
sobre ella operar el suavizamiento o realizar nuevas triangulaciones.

En los siguientes apartados describiremos los módulos principales del sistema y dare-
mos la manera de interactuar con ellos.
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4.3. Módulo de contornos

El conjunto de operaciones que podemos realizar con un contorno son: obtener la
información del contorno a partir de un archivo de datos (con el formato conveni-
do), construir un contorno poligonal en pantalla, guardar el contorno en uso y dar
tratamiento al contorno ya sea por medio de un suavizamiento spline cónico, o por
una adhesión uniforme de nodos o por una reducción de nodos por dos criterios de
colinealidad.

El sistema contempla que en cada una de las opciones antes señaladas se cuente con
un panel apropiado. En el caso de tratamientos de contorno cada uno cuenta con su
propia ventana de visualización y sólo se visualizará el nuevo contorno en la ventana
principal hasta ser concluido el tratamiento.

Al solicitar la opción Contour del menú principal aparecerá en pantalla el submenu
con las opciones descritas.

Las opciones de Open y New Poligon son independientes de que exista o no algún
contorno en memoria de ah́ı que éstas opciones esén siempre disponibles.

Describamos cada una de las opciones disponibles del módulo Contour.

4.3.1. Construir un contorno en pantalla. New Polygon

Bajo esta opción el usuario puede construir un contorno poligonal para ser usado
durante el resto de su trabajo en el sistema. Esta opción abre una ventana de control
con un espacio de graficación de dimensiones [0, 1]×[0, 1] desde el cual podrá capturar
el contorno poligonal a partir de la colocación de vértices pulsando el botón izquierdo
del mouse y pulsando el botón derecho del mouse para cerrar el contorno.

Describamos cada una de las opciones integradas en éste panel.

New

Volver a iniciar la captura de un contorno. Con esta opción se
eliminará de la memoria cualquier trabajo previo realizado en el
área de trabajo. Con ello será posible iniciar una nueva captura
de datos.

Remove Point
Con esta opción el usuario podrá deshacerse del último vértice
colocado en el panel actual siempre que el contorno no se haya
cerrado.

Accept

Una vez obtenido el contorno cerrado esta opción finaliza la cap-
tura de los datos y nos regresa el módulo principal. Al pulsar la
opción se llevará a memoria los datos del contorno cerrado de-
finido y sobre éste se trabajará a partir de ese momento. Si el
contorno no fue orientado positivamente el sistema invertirá el
orden para que sea positivo.
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Help
Es una pequeña ayuda, se abre el help de Matlab y desde ah́ı se
asesora en la creación de un contorno.

Quit

Esta opción cancela todo trabajo hecho con este módulo y nos
lleva de vuelta al módulo principal. Al salir no se conservarán los
datos de un contorno previo en memoria ya que fueron borrados
al optar por la opción New Polygon.

Figura 4.3: Ventana de captura de contoro.

Dentro de este panel puede observarse una caja de diálogo. En ella se desplegará una
serie de breves señalamientos sobre el estado que guardan las acciones llevadas a cabo,
sea que no se haya cerrado el contorno, que hagan falta puntos para ello, que exista
un contorno en memoria o bien, que la ejecución haya sido satisfactoria y se cuente
con el contorno en memoria.

De igual manera se observa una caja donde se despliega la posición del mouse dentro
del área de trabajo, esto con la finalidad de conocer la posición del mouse y del punto
a elegir del contorno dentro del sistema coordenado.
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4.3.2. Abrir un archivo de datos Open

La información de un contorno puede estar contenida en un archivo de documentos
tipo ASCII en formato convenido y podemos tomar esta información para trabajar
con ella a lo largo del sistema.

Estos archivos tienen una extensión de archivo .con y a través de un browser podemos
tomar su información desde algún directorio. Al pulsar la opción Open del menú de
contornos será desplegada la ventana desde la cual podrá desplazarse por el sistema
de archivos hasta localizar el archivo de contornos deseado. Esta caja de diálogo es
la que se conoce como browser y consta de botones propios para aceptar el archivo
elegido, reescanear el directorio, y presentar información de la localización del mismo.

Cada vez que el archivo sea elegido los datos pasarán a la memoria del sistema, es
decir será posible trabajar en la región y esta será graficada en la ventana principal.

4.3.3. Guardar información Save

Una vez que el sistema cuenta con un contorno en memoria es posible almacenar su
información en un nuevo archivo o remplazar un archivo ya existente. En cualquier
momento se puede salvar el contorno aún cuando se cuente con una malla en memo-
ria. Con ello queremos decir que la información de un contorno y de una malla son
independientes.

Estando en el módulo contorno podemos pulsar la opción Save con lo cual apare-
cerá en pantalla un browser bajo el cual podemos indicar la ruta por búsqueda de
directorios donde se hospedará el archivo de datos del contorno. En la ĺınea de entrada
deberemos escribir el nombre del archivo que contendrá dichos datos. Si en el nombre
del archivo omitimos la extensión de archivo .con el sistema lo integra automática-
mente.

El browser, al igual que en la opción Open, permanece en primer plano mientras que
el panel principal se encuentra inactivo hasta que la operación haya sido concluida.
La información del contorno en memoria es guardada en el formato convenido .con.
En la sección correspondiente a los formatos de archivos se detalla dicho formato.
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4.3.4. Tratamiento por suavizamiento spline cónico

El módulo de tratamiento spline cónico se encuentra disponible una vez que se tiene
cargado un contorno.

Figura 4.4: Ventana de tratamiento spline cónico.

Parámetros.

] puntos
Cantidad de puntos deseable para construir la poligonal suaviza-
da. Recuerde que el sistema carga el nodo final y el nodo inicial,
por lo que a su cuenta debe añadir una unidad.

peso w
Valor de ajuste a la región, el parámetro por defualt es = 1 .0,
para mayor ajuste utilice 0 <w <1 y para mayor ajuste utilice 1

<w.
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Botones.

Generar

Una vez establecidos los parámetros con este botón se podrá iniciar
el proceso iterativo de suavizamiento, es cada paso del método co-
noceremos el error obtenidor por el método de Newton al aproximar
la inversa de la longitud de arco, [9]. El método converge hasta que
el error sea menor que 10−5 y en ese momento se activan los botones
posteriores.

Aceptar

Este botón permite escoger el contorno construido para trabajar en
la triangulación, se cerrará la ventana del trantamiento spline y con
ello se cederá el control al panel principal.

Cancelar
Esta opción cancela todo trabajo hecho con este módulo y nos lleva
de vuelta al módulo principal. Al salir no se conservarán los datos del
tratamiento.

Reset
Esta opción rechaza el tratamiento dado al contorno, y permite cambiar
los parámetros para realizar un nuevo tratamiento.

4.3.5. Tratamiento por adhesión de puntos

El módulo de tratamiento por adhesión de puntos es activado una vez que se tiene
cargado un contorno, y puede ser usado en cualquier momento que se desee pues se
mantiene activo a partir de ese momento.

Parámetros A escoger uno del menú de opciones.

hmax

Máximo sobre las longitudes de conector del contorno con trata-
miento, se mide en terminos del peŕımetro de la región. El paráme-
tro default indica que cada conector mide menos del 10 % del
peŕımeto de Ω.

N1

Número de puntos a insertar en el segmento más corto del contormo
original, la cantidad de nodos adheridos en el resto de los segmentos
se determina por medio del parámetro. Si se usa el parámetro por
default no se agregará ningún nodo en el segmento más corto.
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Botones.

Apply
Una vez establecido el parámetro con este botón realiza la adhesión
de puntos, se activan los botones posteriores.

Aceptar

Este botón permite escoger el contorno construido para trabajar
en la triangulación, se cerrará la ventana de trantamiento por ad-
hesión de puntos y con ello se cederá el control al panel principal.

Cancel
Esta opción cancela todo trabajo hecho con este módulo y nos lleva
de vuelta al módulo principal. Al salir no se conservarán los datos
del tratamiento.

Reset
Esta opción rechaza el tratamiento dado al contorno, y permite
cambiar los parámetros para realizar un nuevo tratamiento.

Figura 4.5: Ventana de tratamiento por adhesión de puntos.
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4.3.6. Tratamiento por reducción de puntos

El módulo de tratamiento por adhesión de puntos es activado una vez que se tiene
cargado un contorno, y se mantiene activo a partir de ese momento.

Controles Campos y barras deslizables.

N Número de puntos a tomar para aplicar los criterios de colinealidad.

R0
Parámetro 1 del criterio de longitud, para la manipulación de los
parámetros utilice las barras deslizables.

R1 Parámetro 2 del criterio de longitud, recuerde que 1 < R0 < R1.

E0 Parámetro 1 del criterio de error máximo.

E1 Parámetro 2 del criterio de error máximo, recuerde que 1 < R0 < R1.

Figura 4.6: Ventana de tratamiento por reducción de puntos.
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Botones.

Apply
Una vez establecido el parámetro con este botón realiza la adhesión
de puntos, se activan los botones posteriores.

Aceptar

Este botón permite escoger el contorno construido para trabajar en la
triangulación, se cerrará la ventana de trantamiento por adhesión de
puntos y con ello se cederá el control al panel principal.

Cancel
Esta opción cancela todo trabajo hecho con este módulo y nos lleva
de vuelta al módulo principal. Al salir no se conservarán los datos del
tratamiento.

4.4. Módulo de Mallas Triangulation

El módulo de mallas ofrece la posibilidad de crear y trabajar una malla o bien llevar
a memoria una que se encuentre en archivo de formato convenido. Las tareas que
podemos realizar con una malla son: llamar una malla desde un archivo, guardar
los resultados obtenidos, crear una triangulación inicial a partir de un contorno, dar
tratamiento por método de la ecuación de equilibrio a una triangulación, insertar
manualmente nodos en una triangulación y realizar alguna aplicación sobre la trian-
gulación.

Al pulsar la opción Triangulation del panel principal aparecerá la barra de opciones
de tareas que podemos ejecutar con el sistema.

Si contamos con una malla en memoria podremos ejecutar las opciones de operación
con ella. En cada caso los botones relativos a las operaciones deberán ser activados.
En el caso de no contar con un contorno en memoria sólo estará activada la opción
de abrir triangulación.

Describamos las operaciones que podemos obtener con éste módulo.

4.4.1. Llamar desde un archivo a una triangulación Open

Contando o no con una malla en memoria esta opción siempre estará disponible. Con
ello podemos llevar a memoria una malla en archivo, bajo el formato convenido.

Al pulsar la opción Open aparecerá en pantalla en primer plano un browser desde el
cual podremos indicar el archivo a leer de entre la lista que aparecerá en el espacio
destinado a tal efecto. De igual manera podremos movernos por el sistema de archivos
hasta localizar el archivo que contiene los datos de la triangulación deseada.
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Los archivos de datos cuentan con una estructura muy simple y se encuentran en
formato .tri. El sistema no cuenta con un análisis de datos de los archivos previo a
su lectura, lo único que verifica es la cantidad de nodos y de elementos y pasa a leer
los datos tipeados por esas cantidades. Si existen problemas en la lectura de archivos,
que no se pueda abrir el documento la operación será cancelada.

Al leer satisfactoriamente los datos en la ventana principal se dibujará la malla indi-
cando en color cyan los segmentos de frontera, en rojo los nodos de frontera, en verde
los conectores interiores que conforman los elementos y en color el fondo de la región.

Si existiera un contorno en memoria con ésta opción será eliminado. Sin embargo con-
taremos con el contorno de la región de la malla aśı léıda. Esta opción es transparente
al usuario.

4.4.2. Guardar Triangulación Save

Esta opción del módulo malla nos permite guardar los datos de la malla en curso en
un archivo de datos.

Al situarnos en la opción Save del panel principal se despliega un menú con dos op-
ciones de formato para salvar la triangulación: Unamesh format y Triangle format.
La opción de formato Unamesh es con la cual trabaja el sistema, sin embargo se ofrece
el formato Triangle por si el usuario de Unamesh también es usuario de Triangle. Si
se escoge cualquiera de las dos opciones aparecerá en primer plano de pantalla un
browser con el cual podemos indicar el directorio donde deseamos depositar dicha
información.

En la parte superior del browser se indicará el directorio en uso y en el cuerpo del
browser observaremos un listado de archivos que ah́ı se encuentran. Al pulsar la op-
ción Save los datos serán depositados en el disco y el control del sistema volverá al
panel principal. Pulsando la opción Cancel anularemos la operación de guardar in-
formación de igual forma retornaremos el control al panel principal.

4.4.3. Triangulación Inicial

Este módulo podrá usarse siempre que se cuente con un contorno aun en caso de no
haber recibido tratamiento. Para poder usarlo se recomienda que no haya muchos
nodos de grado mayor que 7.
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Figura 4.7: Ventana del módulo de triangulación inicial.

Parámetros.

L0

Parámetro de la rejilla regular, este valor puede ser escrito directa-
mente en el campo bajo su nombre pulsando el botón Make o bien
puede aumentarse o disminuirse usando los botones Thick mesh y
Fine mesh.

Check box.
Si la opción no es activada no se contará con los vertices de frontera
en la triangulación, y se da paso al problema de ajuste.

Botones.

Aceptar

Este botón permite escoger la triangulación inicial construida para
trabajar el tratamiento posterior, se cerrará la ventana en uso y con
ello se cederá el control al panel principal.

Quit

Esta opción cancela todo trabajo hecho con este módulo y nos lleva
de vuelta al módulo principal. Al salir no se cargará ninguna trian-
gulación realizada dentro del módulo.

Help
Esta opción ofrece la ayuda útil para la generación de la triangulación
inicial.
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4.4.4. Generador de Malla

En este módulo se lleva acabo la integración numérica del método de la ecuación de
equilibrio.

Panel de parámetros

Lo primero que se deberá hacer para aplicar el método es fijar los parámetros con
los que funcionará el método, para iniciar el tratamiento de la malla deberá pulsar el
botón Start.

Figura 4.8: Ventana de parámetros módulo generador de malla.

Parámetros.

No. Iter

Criterio de paro simple, número de iteraciones máximo para
la aplicación del método, se realizarán todas las iteraciones
si no se minimiza la función optimal.

Tolerance
Criterio de optimalidad, el sistema se detiene cuando la to-
lerancia se haya revasado por la funcion optimal.

Delta t Parámetro de paso del método de Euler.
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Thickness contour Valor para la definición del ancho de banda de frontera.

Scale Force Escalamiento de la longitud L∗.

Check box 1.
Fix optimal length, al activar esta opción aparecerá un campo en
el cual se puede modificar la longitud optima de conector.

Check box 2.
Fix boundary nodes, esta función se haya activa por default, pero si
la triangulación recibió tratamiento por adhesion de nodos es posible
querer que algunos nodos de frontera puedan cambiar de posición.

Check box 3.
Remove nodes, En caso de no ser activada esta función, todo nodo
interior será mantenido en la región con la aplicación del corrector.

Botones.

Default
Al pulsar el botón los parámetros serán ajustados a los valores por
default con los cuales se ofrece mayor facilidad en la convergencia.

Start

Este botón iniciar el método de vigas en equilibrio, se cerrará la
ventana de parámetros y con ello se cederá el control al panel de
datos del generador.

Exit
Esta opción cancela todo trabajo hecho con este módulo y nos lleva
de vuelta al módulo principal.

Help Esta opción ofrece la ayuda útil para el manejo de los parámetros.

Panel de datos

Este panel aparecerá una vez que se haya pulsado Start en el panel de parámetros
y mantendrá el control del sistema hasta que el usuario no pulse Exit o cierre la
ventana.
Botones.

Change parameter
Conserva la malla manejada en la última iteración del méto-
do y regresa al panel de parámetros.

Initial Mesh
Se regresa a la malla inicial por si se desean cambiar los
parámetros.

Pause/Continue Para detener el proceso por un lapso de tiempo.
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Continue
Para reanudar el método una vez que se haya alcanzado el
número de iteraciones deseado.

Stop Para detener el método por decisión del usuario.

Quit

Si se permite concluir exitosamente el proceso, se cerrará la
ventana en uso y con ello se cederá el control al panel prin-
cipal.

Figura 4.9: Ventana de despliege de datos del generador.
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4.5. Entrada y salida de datos

La especificación de los datos que emplea el sistema ayudará a intercambiar la in-
formación hacia y desde el sistema. Pasamos a describir el formato de los datos que
utiliza el sistema.

4.5.1. Formato del archivo de datos de los contornos

Los archivos de un contorno cuentan con un formato que no es originario de UNA-
MESH, como se busca generar una compatibilidad con el sistema UNAMALLA se ha
decidido optar por el formato de archivo .con, entiéndase entonces que UNAMESH
no hará uso de todos los valores que el formato almacena, los valores marcados con
(*) no serán usados.

Hemos de enfatizar que los contornos son cerrados por lo que la descripción debe con-
siderar que el punto inicial y el punto final serán los mismos; de igual manera para
fines prácticos los consideramos con un orden: el sentido contrario al de las manecillas
del reloj. Los archivos de datos tienen el formato siguiente:

m ibflag nb1 nb2 nb3 nb4

x1 y1

x2 y2

x3 y3
...

...
xm−1 ym−1

xm ym

Bajo este formato (xm, ym) = (x1, y1). Expliquemos cada una de las entradas.

m Es el número total de nodos de frontera. El primer y último deben repetirse
para considerar el contorno cerrado.

ibflag Indicador del tipo de contorno.
= 1. Los segmentos de frontera están definidos.
= 0. No hay segmentos de frontera determinados para el mapeo.

nb1* Número de nodos que describen el segmento de frontera 1.

nb2* Número de nodos que describen el segmento de frontera 2.

nb3* Número de nodos que describen el segmento de frontera 3.

nb4* Número de nodos que describen el segmento de frontera 4.

xi,yi Coordenadas x y y del contorno.
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4.5.2. Formatos de archivo de Mallas

El formato que UNAMESH utiliza para las triangulaciones plantea una distinción en-
tre nodos de frontera y nodos interiores, pues se conserva una orientación en los nodos
de frontera, a diferencia con el formato de contorno en este caso no habrá repetición
de nodo principio-fin pues no resulta necesario. En la primer ĺınea se presentan los
valores enteros de nodos de frontera, nodos interiores y cantidad de triángulos en la
malla, posteriormente se cuenta con el listado de nodos a dos columnas empezando
con los nodos de frontera y continuando con los nodos interiores, posterior a la posi-
ción de los nodos se describen la colección de triángulos dada por el ı́ndice de orden
de los tres vértices de cada triángulo. En este caso no mostraremos un ejemplo por
no ocupar mucho espacio, pero en general el formato seria de la siguiente manera.

nb ni nt

x1 y1

x2 y2
...

...
xnb ynb
xnb+1 ynb+1
...

...
xnb+ni ynb+ni
i1,1 i2,1 i3,1

i1,2 i2,2 i3,2
...

...
...

i1,nt i2,nt i3,nt

El sistema cuenta también con una alternativa de ficheros para ser trabajado con
TRIANGLE, este sistema para la generación de mallas lee tres ficheros, uno con la
colección de nodos (.node), otro con los ı́ndices de conectores de aristas de frontera
y el tercero con los ı́ndices de los tres vértices de cada elemento de la malla. Vease
http://www.cs.cmu.edu/ quake/triangle.html.
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Conclusiones

5.1. Conclusiones

En este trabajo se abordó el problema de la generación de malla casi-equiláteras sobre
regiones planas irregulares, los puntos más relevantes son los siguientes:

La generación de mallas casi-equiláteras por el método de vigas en equilibrio
sólo se hab́ıa desarrollado para regiones planas relativamente simples y con fines
de ajuste de calidad.

Se mostró que es posible usar el método de equilibrio en regiones irregulares
planas, siempre que los nodos de frontera se mantengan fijos en cada iteración
del método.

La implantación del método modificado es eficiente con los parámetros estable-
cidos, para la mayoŕıa de las regiones irregulares.

Se implementó una técnica numérica diferente a la usada por Persson para el
cálculo de la función de retención de nodos C(X).

Se implementó una técnica inovadora de depuración de nodos interiores.

Se ascendió el valor de longitud de viga promedio l∗ a nivel de parámetro de
entrada para el cálculo de la fuerza total Ftotal del método.

Se creó el sistema Unamesh para la implementación del método de vigas en
equilibrio de fuerzas en regiones irregulares, con un módulo de refinamiento
local.

Se consiguió mejorar el método incluyendo dos técnicas de tratamiento de con-
torno previo a la generación de malla.
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5.2. Trabajo Futuro

Varias ĺıneas de trabajo pueden seguirse de manera directa a partir de los desarrollos
que hemos realizado. Espećıficamente, estamos interesados en:

1. Utilizar las mallas generadas por Unamesh para resolver numéricamente algunas
ecuaciones diferenciales parciales.

2. Utilizar las mallas generadas por Unamesh para interpolar datos dispersos en
regiones planas acotadas.

3. Implementar un módulo para la generación de mallas sobre regiones irregulares
agujeradas.

4. Implementar un módulo para determinar los nodos fijos interiores.

5. Implementar un módulo para el uso local del método.

6. Aplicar nuestros resultados para generar mallas con una densidad deseada en
regiones irregulares.

7. Buscar las modificaciones pertinentes para generar mallas adaptivas.

8. Extender el método de equilibrio en regiones irregulares para generar mallas 3D
de calidad.

5.3. Nota final

El sistema Unamesh para generar mallas casi-equiláteras está disponible para su uso
o modificación, este puede ser descargado libremente en la dirección:
http://www.matematicas.unam.mx/computocientifico/



Apéndice A

Gúıa rápida de Unamesh

Para facilitar el uso del sistema Unamesh, en este apéndice se ilustra con un ejemplo
como elaborar una malla de buena calidad de una región irregular. Recordemos que
el sistema es experimental y nos permitirá generar mallas empleando el método en
diferentes modalidades.

Para empezar a usar Unamesh, inicie Matlab 7 en su computadora y sitúe el direc-
torio actual (Current Directory) en la carpeta ..\Unamesh, que contiene al sistema.
Posteriormente escriba unamesh en la ventana de comandos (Command Window).
Con esto usted debe estar visualizando la ventana principal del sistema, donde en la
parte superior verá el menú principal, vea figura A.1.

Para iniciar con el ejemplo, tomaremos la región definida por el contorno michoacan.con
que usted puede encontrar en la carpeta ...\Unamesh\contornos\mapas. Para car-
gar este contorno en el sistema use la opción Open del submenú Cotour.

Figura A.1: Ventana principal con el contorno michoacan.con
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Antes de realizar un ejemplo donde se aplique un tratamiento de contorno previo a la
generación de malla, realicemos un primer ensayo sin darle tratamiento a la región. Va-
ya directamente a la opción Initial Triangulation del submenú Triangulation,
si se realiza adecuadamente usted visualizará la siguiente ventana.

Figura A.2: Panel de Triangulación inicial.

Como se alcanza a apreciar en la figura A.2, la triangulación inicial es muy gruesa
para ante la irregularidad de la región, por lo cual es necesario modificar el parámetro
L0 que corresponde al valor de longitud de lado de cada triángulo de la rejilla inicial.
Remplace la cantidad del campo por 0.03 y pulse el botón Make para aplicar la mo-
dificación. Antes de aceptar la triangulación inicial incluya los nodos de frontera con
el check box de t́ıtulo Boundary Vertices.

Figura A.3: Triangulación inicial, L0 = 0.03 con nodos de frontera incluidos.



Gúıa rápida de Unamesh 99

Al momento de aceptar la malla inicial, el subpanel de triangulación inicial se ce-
rrará cediendo el control al panel principal, usted deberá estar viendo el panel prin-
cipal con la triangulación inicial.

Figura A.4: Panel principal, triangulación inicial en memoria.

Para iniciar el proceso de suavizamiento por el método de vigas en equilibrio, us-
ted tendrá que aplicar la opción Generation Panel del submenú Triangulation.
Primero se tiene la opción de modificar los parámetros del método, en el panel de
parámetros, figura A.5. Para efectos del ejemplo únicamente cambiaremos el número
de iteraciones por 15001.

Figura A.5: Panel de parámetros, 1500 iteraciones.

1Vea que la opción Remove nodes se encuentre activada, puesto que en esta primera corrida se
pretende que los nodos interiores sean removidos siempre que se acerquen a la frontera.



100 Apéndice A

Cuando pulse start el control del sistema será cedido a la ventana de datos del gene-
rador, ah́ı podrá conocer la información en tiempo real del método. La visualización
de la malla durante el suavizamiento será en el panel principal, verá que los nodos
interiores que se aproximan al segmento más largo de la frontera desaparecen.

Figura A.6: Ventana de datos del generador, detenida en la iteración 100.

Continuando con la gúıa rápida, se sugiere pulsar Stop en la iteración 99, para abor-
tar la búsqueda del equilibrio, pues el proceso terminaŕıa después de 45 minutos sin
hallar convergencia.

Le presentaremos los resultados de las 1500 iteraciones para que usted pueda conocer
cuales son, no es necesario que invierta su tiempo en cotejar los resultados; para que
usted sienta la seguridad de que se está realizando de forma correcta sólo compare la
ventana de datos del generador que (debe estar en la iteración 100) con la ventana
que se ilustra en la figura A.6. Posteriormente cierre la ventana de datos pulsando el
botón Quit.
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En esta corrida, el proceso de remoción de nodos interiores continua durante las 1500
iteraciones, en la figura A.7 se ve que a lo largo del método se han depurado más de
50 nodos; este hecho nos dice que la región no está debidamente encerrada por puntos
fijos. En la figura A.8 podemos ver que la función a minimizar sufre cambios bruscos
y aunque los valores de la función se acerquen a la tolerancia en algunas iteraciones
no podŕıamos garantizar que continúe aśı para futuras iteraciones. También podemos
notar en las figuras A.9 y A.10 que la calidad topológica y geométrica de la malla es
peor conforme el método avanza.

Figura A.7: Cantidad de nodos por iteración. Figura A.8: Valor de la función optimal por
iteración.

Figura A.9: Medida de calidad topológica por
iteración.

Figura A.10: Medida de calidad geométrica
por iteración.

Al cabo de las 1500 iteraciones la malla generada es la que se ilustra en A.11



102 Apéndice A

Figura A.11: Malla de Michoacán obtenida después de 1500 iteraciones, contorno sin tratamiento
y método con eliminación de nodos.

Ahora hagamos un segundo ensayo, nos preguntamos si el método converge si no
se realiza eliminación de nodos interiores. Vuelva a cargar la malla inicial como
se indica en la figura A.3 y nuevamente escoja la opción Generation Panel del
menú Triangulation. También aplicaremos 1500 iteraciones, y desactivaremos la
opción Remove nodes.

El proceso tarda aproximadamente 1 hora con 52 minutos, sin hallas convergencia.
Una ves más, no será necesario que espere a que termine el proceso, usted puede
frenarlo en el momento que guste (observe que el cambio de conectores es frecuente
en el proceso). Al cabo de las 1500 iteraciones los resultados son los siguientes:

Figura A.12: Malla de Michoacán obtenida en la iteración 1500, sin eliminación de nodos.
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De la figura A.13 podemos deducir que no basta con que el método no realice elimi-
nación de nodos interiores para que la función a minimizar no sufra cambios bruscos.
También con la figura A.14 podemos notar que frecuentemente hay cambio de conec-
tores, mientras que en la figura A.10 vemos que la medida de calidad geométrica de
la malla no cambia notablemente de una iteración a otra, (no mejora ni empeora).

Figura A.13: Función opti-
mal por iteración.

Figura A.14: Calidad to-
pológica por iteración.

Figura A.15: Calidad
geométrica por iteración.

Una vez que hemos ilustrado que la convergencia no se presenta si no hay un tra-
tamiento previo al contorno, procedamos a realizar el ejemplo completo del método.
Como contamos con el contorno de michoacán en memoria, las opciones de trata-
miento de contorno se encuentran disponibles, aplique la opción de Conic Spline

que puede encontrar en el submenú Contour\Treatment. Coloque la cantidad 136 en
el campo ] puntos y posteriormente pulse el botón generar. Cuando el método haya
terminado usted debe estar viendo la ventana que se ilustra en la figura A.16.

Figura A.16: Ventana de Tratamiento Spline Cónico, contorno de michoacán con 136 puntos.
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Acepte el tratamiento que se le ha dado al contorno y proceda a generar la triangula-
ción inicial, utilice el valor L0.03 y no olvide incluir los vértices del contorno activando
el check box de nombre Boundary Vertices. La ventana de malla inicial en dichas
condiciones se visualizará como la ventana de la figura A.17.

Figura A.17: Triangulación inicial, L0 = 0.03 con nodos de frontera incluidos.

Pulse el botón Accept para cargar la malla inicial en memoria, con esta acción se
visualizará la malla inicial en la ventana principal, figura A.18.

Figura A.18: Ventana principal con la triangulación inicial.
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Para iniciar el proceso de suavizamiento, aplique la opción Generation Panel del
submenú triangulation. Antes de iniciar el proceso de cómputo cambie, en el Panel
de parámetros2, el número de iteraciones por 1500, figura A.5.

En esta ocasión el método deberá tener éxito, el proceso terminará antes de concluir
con iteraciones estipuladas (exactamente en la iteración 625), después de 14 minutos
de haber iniciado, como se ilustra en figura A.19.

Figura A.19: Ventana de datos del generador, al finalizar exitosamente el proceso.

2Vea que la opción Remove nodes se encuentre activada, ya que pretendemos emplear el método
completo.
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Pulse Quit en el panel de datos para ceder el control al panel principal. La malla
óptima se visualiza en la ventana principal, figura A.20

Figura A.20: Ventana principal con malla óptima

La información que está disponible en menú Information\Generator muestra que
en efecto hay convergencia en este ejemplo. Como se muestra en la figura A.21 la
fuga de nodos solo se presenta en las primeras iteraciones. En la figura A.22 se puede
ver que no hay cambios bruscos en el valor del funcional, y que el método alcanza el
criterio de paro en la iteración 625.

Figura A.21: Cantidad de nodos por iteración. Figura A.22: Valor de la función optimal por
iteración.
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La estabilidad del método también es evidente desde los resultados de las medidas
calidad, figuras A.23 y A.24. El hecho de que no haya cambio en la medida de calidad
topológica en las últimas iteraciones es reflejo de que los conectores se mantienen
lo cual es condición para búsqueda de un estado estacionario. El poco cambió en la
medida de calidad geométrica en las últimas iteraciones nos dice que el refinamiento
de la malla está llegando a su fin, alcanzado un mı́nimo local.

Figura A.23: Medida de calidad topológica
por iteración.

Figura A.24: Medida de calidad geométrica
por iteración.

Con este ejemplo el usuario tuvo un primer acercamiento al sistema. En general el
procedimiento que se ha descrito puede ser aplicado para cualquier otro contorno, en
la mayoŕıa de estos ejemplos la convergencia del método está garantizada siempre que
sean usados los parámetros por default.
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Suavizamiento Spline Cónico

El siguiente tratamiento que se le puede dar a un contorno, independientemente si
se reducen puntos en él o no, es de suavizamiento. Este se lleva a cabo por medio de
Spline Cónicos con la premisa de conservar lo más que se pueda la forma del contorno
original.

Figura B.1: Contorno: Gato.

La figura B.1 muestra un contorno (izquierda) y su suavizado (derecha), donde no se
modifica sustancialmente.

La idea geométrica que hay detrás es, sustituir los picos de la poligonal por arcos
simples. Estos son arcos cónicos y están definidos por tres puntos b0 , b1 y b2 , los
cuales son llamados puntos de control, la figura B.2 muestra como se construye el
arco.

Para poder tener una expresión manejable del arco cónico se recurre al siguiente re-
sultado que ayuda a simplificar las expresiones.
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Teorema 2. Todo Arco Cónico definido de b0 a b2 puede expresarse por medio de
una Curva Racional de Bézier en la siguiente forma:

p(t) =
B2

0(t)b0 + δB2
1(t)b1 +B2

2(t)b2

B2
0(t) + δB2

1(t) +B2
2(t)

t ∈ [0, 1] (B.1)

donde δ es llamado peso y Bi(t) son los polinomios de Bernstein.

Figura B.2: Construcción del Arco Cónico.

Puntos de Control

Dentro de la metodoloǵıa empleada se tienen que considerar criterios de donde se
colocarán los puntos de control, que definen a la cónica.

Esencialmente se han trabajado dos técnicas que han mostrado ser buenas en la
práctica1. Se describirá en que consisten ambos métodos.

1véa Un punto de vista sobre las cónicas y su uso en el suavizamiento de poĺıgonos [30]
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Los lados de la poligonal son de longitudes iguales.

Se procede de la siguiente manera: cada lado de la poligonal se divide en tres partes
iguales, el arco será colocado en cada esquina, teniendo como descanso a cada costado
(lado de la poligonal) un punto de control.

Cabe mencionar que por cada lado de la poligonal, se conserva un segmento del
contorno original. La figura B.3 muestra algunos ejemplos.

Cuadrado Cruz

Figura B.3: Segmentos iguales.

Los lados de la poligonal son de longitudes diferentes.

Si los lados del poĺıgono son desiguales, se procede como sigue: búsquese la longitud
menor Lmin y con ello se realiza el siguiente criterio de asignación.

Llámese Li a la longitud del lado i-ésimo de la poligonal, aśı cuando Li > 2Lmin
entonces, el punto, supóngase b0, se pone a distancia Lmin/2 de b1 (vértice a suavizar).
Si sucede lo contrario, es decir, Li < 2Lmin entonces b0, es el punto medio del mismo
segmento.

Esta misma regla se sigue para el otro punto de control b2, hasta recorrer toda la
poligonal, véase figura B.4.
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Cisne M-22

Figura B.4: Segmentos desiguales.

Pesos

Luego de colocar los puntos de control, resta ver que tipo de cónica se asignará al
vértice de la poligonal. Para ello utilizaremos el peso δ que se muestra en [29], bajo
el criterio que se mostrará, se elige una parábola, una elipse o una hipérbola.

Si θ es el ángulo formado por los segmentos b0b1 y b1b2 , entonces:

Si 0◦ < θ < 120◦ se utiliza un Arco Hiperbólico.

Si θ = 120◦ se utiliza un Arco Parabólico.

Si 120◦ < θ < 180◦ se utiliza un Arco Eĺıptico.

Figura B.5: Tipo de Arco según el ángulo.



Suavizamiento Sline Cónico 113

Continuidad C1

Una vez que se explicó como construir la nueva curva, que sustituirá a la poligonal
original, se tiene la dificultad de tener un solo parámetro para describirla en su tota-
lidad.

Para ello se aprovecha la propiedad geométrica que se tiene al pedir que las tangentes
de los arcos cónicos sean los lados de la poligonal, a lo cual se llama continuidad
geométrica.

Las condiciones de continuidad están dadas si se tienen los Arcos Cónicos

p0(t) =
B2

0(t)b0 + δ1B
2
1(t)b1 +B2

2(t)b2

B2
0(t) + δ1B2

1(t) +B2
2(t)

y

p1(t) =
B2

0(t)b2 + δ3B
2
1(t)b3 +B2

2(t)b4

B2
0(t) + δ3B2

1(t) +B2
2(t)

Entonces el Spline Cónico definido por:

s(u) =

{
p0(t(u)) : con t(u) = u−u0

u1−u0
y u ∈ [u0, u1]

p1(t(u)) : con t(u) = u−u1

u2−u1
y u ∈ [u1, u2]

es C1 si y sólo si:
δ1(b2 − b1)

∆0

=
δ3(b3 − b2)

∆1

(B.2)

donde ∆0 = u1 − u0 y ∆1 = u2 − u1.

Figura B.6: Continuidad C1.
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La figura B.6 muestra dos arcos. La idea que hay detrás es la de garantizar la con-
tinuidad en los puntos de unión y ello se logra en base a los nodos sobre los cuales
está definida.

El algoritmo empleado para obtener la siguiente relación2, deja dos parámetros libres,
por lo que u0 es tomado como 0 y u1 = ‖b2b0‖ . De esta forma la parametrización
obtenida es C1 y el Spline Cónico expresado como:
. u0 = 0
. u1 =‖ b2b0 ‖
. ui = ui−1 + ∆i−2

δ2(i−1)+1‖∆b2(i−1)‖
δ2(i−1)−1‖∆b2(i−1)−1‖

, con i = 2, ..., n

Entonces la continuidad de la curva se da en términos de los puntos de control que la
componen, poniendo los intervalos de definición para cada arco [ui, ui+1], en función
de ellos.

Reparametrización

Cuando se genera el Spline Cónico, se comienza con una distribución uniforme en el
dominio de definición de los arcos cónicos y al realizar el suavizamiento los puntos
resultantes no conservan dicha distribución, como se muestra en las graficas de la
Figura B.7.

Figura B.7: Contornos suavizados.

Para obtener una distribución uniforme se realizar una reparametrización, ello con
ayuda de conceptos de curvas que brevemente se recordarán.

2vea Un módulo para el tratamiento de contornos en el sistema Unamalla [9]
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La función longitud de arco de una curva β(t) : I → R2, t ∈ [a, b] dada como:

s(t) =

∫ t

a

‖β′(τ)‖dτ

para a fija y t ∈ [a, b].

Teorema 3. Si β es una curva regular en R2 entonces, la reparametrización β de β̃
por la longitud de arco, tiene rapidez unitaria.

Al reparametrizar por longitud de arco, se requiere de calcular:

α(s̃) = s−1(t) y α′(s̃) =
1

‖β′(α(s̃))‖

La complicación numérica que se genera en este proceso radica en el cálculo de la
inversa de la longitud de arco. Ya que la función es no lineal:

s(t) =

∫ t

a

‖β′(τ)‖dτ

Se necesita construir una buena aproximación. Desde un punto de vista numérico,
ella se obtiene por medio del método de Newton:

tk+1
i = tki −

s(tki )− s̃i
s′(tki )

, s̃i ∈ [0, l]

Figura B.8: Reparametrización por longitud de arco.
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La figura B.8, muestra en un esquema como se utiliza la inversa de la función longitud
de arco para obtener una distribución uniforme.

Una vez exploradas las ideas se tiene el siguiente algoritmo, que esté en términos de
los intervalos de definición de los arcos cónicos.

Si el Spline α está definido en el intervalo [u0, un] de la siguiente manera:

α(u) = γi(u) ui ≤ u ≤ ui+1 i = 0, 1, ..., n− 1

y

γi(u) =

{
γi1(u) ui ≤ u ≤ ui+1/2

γi2(u) ui+1/2 ≤ u ≤ ui+1

con ui+1/2 = (1− λ)ui + λui+1, λ ∈ [0, 1]

γi1(u) =
ωiti(ui+1/2 − u) + ωi+1/2ti+1/2(u− ui)

ωi(ui+1/2 − u) + ωi+1/2(u− ui)

γi2(u) =
ωi+1/2ti+1/2(ui+1 − u) + ωi+1ti+1(u− ui+1/2)

ωi+1/2(ui+1 − u) + ωi+1(u− ui+1/2)

ωi+1 =

(
α′(ui)

α′(ui+1)

)1/2

ωi

ti+1/2 = [λωiα
′(ui) + (1− λ)ωi+1α

′(ui+1)]
ui+1 − ui
ti+1 − t

Donde λ y ω son elegidos de manera adecuada para comenzar las iteraciones [9].
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Reducción de puntos

Dado un conjunto de puntos que definen una poligonal, se desea eliminar el “exceso”de
puntos en ella y construir una nueva que cumpla con:

Aproxime al contorno original.

Respete la forma de la curva, reduciendo lo más que se pueda el número de
puntos.

La idea central en todo el procedimiento es eliminar los puntos que estén “casi alinea-
dos”. La definición de colinealidad que se usará es la que dan los siguientes conceptos.

Criterio de Longitud

Se tiene un conjunto de puntos {pi}ki=1 que determinan los vértices de una poligonal,
definida por los segmentos pipi+1 para i = 1, ..., k.

Sea D la longitud del segmento formado por el conjunto {pi}ki=1 dado como:

D =
k−1∑
i=1

li

con li la longitud del segmento pipi+1 y S a la longitud del segmento p1pk.

El criterio a seguir se observa cuando las longitudes D y S son parecidas, ello se refleja
en el cociente, si este es cercano a 1 o no.

Sean R0 y R1 constantes tal que 1 < R0 < R1 tenemos:

Si S
D
≤ R0. Los puntos son “colineales”.

Si R1 ≤ S
D

. Los puntos son no “colineales”.

Si R0 < S
D
< R1. Se aplica otra prueba de colinealidad.
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Figura C.1: Criterio de longitud.

Criterio de Error Máximo

Este criterio está basado en la siguiente idea, al igual que en el caso anterior, sea el
conjunto de puntos dado por {pi}ki=1 y E0 un número positivo.

Diremos que el conjunto de puntos está alineado si éste cae en una vecindad de radio
E0 con centro en el segmento pipk , figura C.2.

Aqúı también se tendrá un intervalo (E0, E1) de confianza donde se decidirá si acep-
tamos por “colineales”los puntos o no.

Figura C.2: Criterio de error máximo.



Reducción de puntos 119

Si dm es la distancia del punto más alejado del segmento y j es el ı́ndice del punto
que alcanza esta distancia dm = d(pj, p1pk). Entonces se procede como sigue:

Si dm ≤ E0. Los puntos son “colineales”.

Si E0 < dm < E1. Se aplica otra prueba de colinealidad.

Si dm ≥ E1. Los puntos son no “colineales”.

Parámetros

Una decisión importante es considerar, ¿cuántos puntos se deben tomar para aplicar
los criterios de colinealidad?.

La práctica ha mostrado que con 7 puntos son bastante eficientes los métodos.

Figura C.3: Valor útil en la práctica.

Ejemplos

Algunos ejemplos de contornos donde se aplicó la reducción de puntos se muestran a
continuación.

El primer ejemplo (figura C.4) corresponde al contorno de la presa de Valle de Bravo,
a la izquierda se encuentra el contorno original con 191 puntos y a la derecha el
contorno reducido con 139 puntos.
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Figura C.4: Contorno: Presa en Valle de Bravo.

El segundo ejemplo (figura C.5) corresponde al contorno del Estado de México, a la
izquierda se encuentra el contorno original con 397 puntos y a la derecha el contorno
reducido con 218 puntos.

Figura C.5: Contorno: Edo. México.
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