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Capítulo 1 Introducción

1.1 Motivo

El Mecanismo TORA (de las siglas en inglés Translational 

Osillatior Rotacional Actuator) es un sistema que junta tanto 

los movimientos longitudinales de un carro como los 

movimientos rotacionales de un péndulo. Este sistema puede 

ser utilizado para reducir las vibraciones de una masa que 

está sufriendo de algún tipo de vibración longitudinal.  La 

inspiración  de realizar este estudio viene de un artículo de 

Bupp y Wan (1995) en el cual comentan que este mecanismo es 

una simplificación de un mecanismo espacial utilizado para la 

reducción de vibraciones. 

Los intereses principales para el estudio de esta tesis era 

investigar y comparar los métodos de control que pueden ser 

utilizados para reducir las vibraciones en el sistema. El 

estudio se enfocó en el diseño del control basado en 

pasividad, el cual por medio de un motor que actúa sobre el 

péndulo reduce el nivel de vibraciones del carro.

Un segundo motivo de la tesis era entender el comportamiento 

del mecanismo TORA. Se deseaba tratar el sistema mediante el 
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uso de las ecuaciones de Lagrange en el modelado de sistemas 

mecánicos no lineales. Al realizar simplificaciones lineales 

a sistemas mecánicos se pierde  parte de la dinámica del 

sistema. Por este motivo se quiso usar el modelo no lineal 

para comprender y estudiar cual era el sistema no lineal y su 

comportamiento.

1.2 Estado del Arte

Como se sabe, muchos de los sistemas físicos que nos rodean 

son sistemas vibratorios no lineales. El poder entender estos 

sistemas y la forma de controlarlos puede llegar a ser útil 

para la sociedad. Por lo general  los sistemas mecánicos 

siempre son simplificados a sistemas lineales debido a la 

complejidad de la solución. Como se, sabe el estudio del 

péndulo es uno de los primeros mecanismo no lineal que un 

ingeniero encuentra en su camino, el cual posee muchas 

propiedades de sistemas reales.

En la literatura especializada se muestran distintos métodos 

de control para el mecanismo TORA. Diversos autores basan sus 

artículos en los estudios de control basado en pasividad. 

Jankovic y Fontaine et al.(1996) presentan un método basado 

en pasividad un modelo adimensional del mecanismo. En su 
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artículo presenta funciones de Lyapunov complejas para 

implementar.

Alleyne (1998) presenta también un método basado en 

pasividad, pero utiliza el método de mínima energía potencial 

para determinar los parámetros de control. Para su estudio 

Alleyne (1998) sigue utilizando el mismo modelo adimensional 

de Jankovic y Fontaine (1996). 

Bupp et al. (1995) presenta otro controlador del sistema 

basado en pasividad, adicionalmente  también presenta una 

comprobación experimental del sistema. Hace una comparación 

entre el método experimental y el método analítico y presenta 

similitud en los resultados. 

Una de las constantes en los trabajos previos es que los 

sistemas de control por lo general utilizan la velocidad 

rotacional del péndulo o la velocidad longitudinal de la masa 

como señal de retroalimentación del sistema de control. Burg 

y Dawson (1997) menciona en su artículo que por lo general la 

velocidad es complicada y costosa de medir. De ahí que haga 

una propuesta de un mecanismo de control basado en pasividad 

utilizando una señal filtrada de la posición con el fin de 

sustituir el uso de la velocidad. Esta misma consideración se 
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utiliza en el presente estudio. Un estudio similar fue 

propuesto por Khalil (2001) y por Escobar y Ortega et al.

(1999). En estos trabajos se presenta un sistema control el 

cual utiliza funciones de saturación para obtener sistemas 

robustos de control. Estas mismas funciones son las 

propuestas en este estudio. 

Además de los sistemas de control basados en pasividad 

mencionados previamente se tienen casos de estudio donde se 

presentan otros métodos de control. Pavlov, Jansnen et al.

(2005) presentan una solución basada en datos experimentales. 

Petres, Baranyi et al. (2007) presentan un estudio basado en 

el análisis de trayectorias. Tadmor (2001) presentó un método 

de control basado en disipación y la dinámica del sistema. 

Existe también el estudio realizado por Hung, Lin et 

al.(2007) en el cual presenta un método de control basado en 

la lógica difusa. 

1.3 Aplicaciones Prácticas

Una aplicación podría ser en una mesa horizontal donde se 

desea soportar algún tipo de equipo sensible. Esta mesa como 

la DT-6050 construido por Herzan absorbe las vibraciones del 



10

equipo que sea puesto sobre él. El tiempo de respuesta es de 

un segundo y trabaja a base de neumática.

Figura 1:1 Mesa Absorbedora de Vibraciones

El mecanismo de estudio es un mecanismo similar. El mecanismo 

TORA consta de una mesa horizontal a la cual se le agrega un 

péndulo para poder absorber las vibraciones longitudinales de 

esta.

1.4 Problema y Objetivos

El problema principal era determinar cómo se podía reducir 

las vibraciones longitudinales del carro del mecanismo TORA 

utilizando las fuerzas del péndulo. Para este problema 

solamente se consideró que el carro tenía un desplazamiento 

inicial mas no una fuerza excitadora.

Para resolver el problema se tuvo que hacer el planteamiento 

de las ecuaciones del sistema y estas se tradujeron a un 

leguaje de simulación numérica (Simulink). Teniendo esto se 
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prosiguió a determinar el control a implementar en el 

sistema.

Se deseaba tener un sistema de control que fuera fácil de 

implementar. Por este motivo se consideró los sistemas de 

control basados en pasividad con una señal filtrada simulando 

la velocidad. Este método mostró ser fácil de implementar 

dado que solo se requería la  posición angular del péndulo 

para controlar el mecanismo. 

1.5 Contribución del Trabajo de Tesis

Para el estudio presentado en este trabajo de tesis se 

considera que se tuvieron tres aportaciones principales.

En primer lugar se hizo la recopilación de la información 

relacionada con el mecanismo TORA. Dentro de la literatura 

existen muchos artículos relacionados con este mecanismo. Una 

de las primeras tareas de este trabajo fue la de recopilar la 

mayor cantidad de artículos relacionados con el mecanismo 

TORA. Se pudo recopilar cerca de doce artículos relacionados 

con el mecanismo y sus distintos métodos de control. Para el 
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caso de esta tesis solamente se consideró el método de 

control basado en pasividad.

Como segundo punto de la tesis se presenta un método de 

optimización de parámetros de control basado en la reducción 

del tiempo mínimo de respuesta. En la literatura estudiada 

por lo general se buscaba un método de optimización basado en 

la energía potencial del sistema. En el método propuesto se 

trata de minimizar el tiempo de respuesta.  Este método logró 

una reducción significante en el tiempo de respuesta de 17s a 

2s. Este método hace una optimización de los parámetros de 

control analizando la respuesta del sistema y encontrando que 

conjunto de parámetros son los óptimos basados en un nivel 

máximo de amplitud. 

Una tercera contribución fue el hecho de que se pudo 

comprobar el modelo matemático mediante la simulación 

numérica. Un método explícito de solución fue utilizado para 

resolver el mecanismo.  Para este medio se utilizó la 

herramienta SIMULINK de Matlab. 
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1.6 Organización del trabajo de tesis

En la primera sección de la tesis se presentan los conceptos 

básicos utilizados para el análisis del mecanismo TORA. 

Primero se presenta brevemente toda la teoría básica de 

mecánica de Lagrange donde se explica cómo se deben de 

determinar las ecuaciones. En esa misma sección se expone la 

teoría de control basado en pasividad, en la cual se basa el 

sistema de control del mecanismo TORA.

La segunda sección del trabajo presenta el desarrollo de las 

ecuaciones para el sistema TORA utilizando las ecuaciones de 

Lagrange. Aquí se hace una presentación de las ecuaciones sin 

fricción pero sin despreciar los términos no lineales.

En una tercera etapa se expone el desarrollo del sistema de 

control basado en pasividad para el mecanismo TORA. Se 

presentan tres distintos tipos de control. El primero de 

ellos solamente toma en cuenta la velocidad del péndulo como 

señal retroalimentación. Este primer controlador se obtiene 

suponiendo que el sistema mecánico es pasivo respecto a la 

relación par-velocidad si se toma como función de 

almacenamiento la energía total del sistema.
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En el segundo control se considera tanto la posición del 

péndulo como la velocidad del mismo. Esto asegura la 

reducción de la vibración de manera eficiente. 

El tercer control toma en consideración que la velocidad no 

es una señal fácil de medir. Mediante la medición de la 

posición y una señal filtrada de la posición podemos estimar 

la velocidad del péndulo. Este último control es muy sencillo 

de implementar dado que solo se requiere la posición del 

péndulo en todo momento.

La cuarta sección de la tesis muestra el proceso de 

optimización de los sistemas de control. Los tres mecanismos 

de control son totalmente válidos pero el tercero es el más 

simple de implementar. Con el fin de determinar las 

constantes usadas por el sistema se realiza un proceso de 

optimización del controlador. Para poder lograr esto se 

propone un nuevo método para determinar las constantes del 

controlador basado en el tiempo mínimo de respuesta.

En la última parte del capítulo se presentan las conclusiones 

del trabajo y los trabajos futuros que pueden ser generados a 

partir del estudio presentado.
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Capítulo 2 Preliminar

2.1 Modelado Matemático mediante las ecuaciones de 

Lagrange

2.1.1 Bases Teóricas

Lagrange fue un matemático del siglo XVIII que publicó su 

libro de dinámica unos cien años después de Newton (1687). La 

mecánica de Lagrange se puede considerar como una 

aproximación diferente para determinar las ecuaciones de un 

sistema físico. Este análisis se basa más que nada en 

análisis de la energía potencial, cinética y disipada del 

sistema en estudio. Este método de modelado es distinto al 

utilizado por Newton dado que las leyes de Newton se basan en 

los principios de momentum.

Este método de análisis es particularmente útil cuando se 

tienen varios grados de libertad así como no linealidades en 

el sistema.

2.1.1.1 Teoría de las ecuaciones de Lagrange

La ecuación fundamental para el estudio de la mecánica de 

Lagrange es 
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dt
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













1     
     (2.1)

Donde:

L es el Lagrangiano definido por T-V.

T es la energía cinética del sistema con respecto a los ejes 

de inercia.

V es la energía potencial del sistema.

n son los grados de libertad del sistema. 1

qi es la coordenada generalizada.

Qi es la fuerza generalizada. 

La derivada parcial con respecto a las coordenadas 

generalizadas debe de realizar suponiendo que las demás 

coordenadas generalizadas así como el tiempo son fijos. A su 

vez la derivada con respecto al tiempo se debe de hacer para 

cada una de las cantidades escalares presentes en la 

ecuación.

Definiciones

                    

1En el caso del mecanismo TORA se tienen dos grados de libertad. 
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Grado de libertad: Los grados de libertad son el número 

mínimo de parámetros que se requieren para definir en un 

sistema la posición de cada uno de los miembros del 

mecanismo. Otra forma de verlo es como el número mínimo de 

movimientos independientes que tiene el sistema.

Coordenada Generalizada: El número de coordenadas 

generalizadas corresponde al número de grados de libertad. 

Cada coordenada es independiente de las demás pero en su 

conjunto deben de ser suficientes para determinar la posición 

de cada miembro del mecanismo. Puede existir más de un 

conjunto de coordenadas generalizadas, pero por lo general 

existe un grupo de coordenadas que simplifican el análisis.  

En la imagen que se muestra a continuación se pueden deducir 

más de un conjunto de coordenadas generalizadas para la 

barra. Los primeros dos casos presentan un estado único del 

cuerpo. La coordenada de uno de sus extremos y el ángulo de 

inclinación definen las coordenadas generalizadas. En cambio 

el tercer grupo puede tener más de una posible configuración. 

La coordenada X2 puede tener distintos valores de Y2. Esto no 

es una situación deseada, aunque en ocasiones no puede ser 

evitada. 
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Figura 2:1 Coordenadas Generalizadas

Existen casos en los cuales se tienen más coordenadas 

generalizadas M que grados de libertad N.  La diferencia N-M 

es el número de ecuaciones de restricción que deben de haber 

entre las coordenadas generalizadas. Por lo general las 

ecuaciones de restricciones se pueden escribir en términos de 

las coordenadas generalizadas y del tiempo.

0),,,( 321 tqqqqf m    (2.2)

En el caso del mecanismo TORA se tienen dos coordenadas 

generalizadas. La primera es la posición longitudinal de la 

mesa y la segunda es la posición angular del péndulo.

Fuerza Generalizada: Todas las fuerzas no conservativas que 

actúan en el sistema generan trabajo. Ahora bien, ese trabajo 

puede ser expresado en términos de las coordenadas naturales. 

x

y



x

y

 x1

y1

x2
y2

y2’

Y Y Y

x x x
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Se calcula como la derivada con respecto al tiempo del 

trabajo virtual que generan todas las fuerzas externas que 

actúan en el sistema.

Fuerza Disipativa: Son funciones de disipación de energía que 

se pueden incluir en el análisis para hacer una mejor 

aproximación en el modelo. En el caso del mecanismo TORA ni 

la fricción ni el amortiguamiento viscoso serán considerados 

en el análisis.

2.2 Modelado Matemático de un péndulo Simple

El péndulo fue el primer sistema vibratorio analizado en la 

ciencia. Pero desde su estudio siempre se ha considerado como 

si fuera un sistema lineal. En realidad el péndulo simple es 

un sistema no lineal, el cual no tiene solución exacta a su 

ecuación de movimiento.
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Figura 2:2 Péndulo Simple

La ecuación general del péndulo en su. Forma línea y no 

lineal es:

 
0

0
2

2










 sen
     (2.3)

La aproximación no lineal se logra suponiendo que el ángulo 

va a ser muy pequeño durante el análisis por lo cual la 

función sen( puede sustituida por la expansión en serie de 

Taylor en donde se omiten todos los términos no lineales. 

Esta aseveración es prácticamente cierta para ángulos menores 

a 14 grados donde se generan errores menores al 1%. En el 

caso de ángulos mayores el error en las respuestas crece 

considerablemente. Cuando se incluye el primer término no 


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lineal a la ecuación esta se conoce como la ecuación general 

de Duffin.

 
0

0
322

2










 sen
    (2.4)

La ecuación de Duffin se considera una mejor aproximación 

pero solo es funcional durante los primeros 58 grados que es 

donde se genera un error del 1% en la aproximación del 

ángulo. 

Figura 2:3 Comparación de las diferentes aproximaciones de la función sen 

(x)

Como se puede ver en la tabla a medida que se van aumentando 

los términos de la serie de Taylor el error en la 

)(xsen

x

6

3x
x 

12NparaExpanción 
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aproximación es menor. Para poder considerar los 360 grados 

se requiere un polinomio de 21 términos2.

Terminos de
Serie de Taylor

Angulo
Grados

1 13.99
3 57.74
5 100.67
7 137.23
9 164.72

11 177.82
13 272.19
15 310.22
17 339.12
19 355.40
21 443.96

Tabla 2:1 Número de términos de la serie de Taylor de la función seno y 

el ángulo en grados para el cual el error ce estimación es menor al 1%

                    

2 En el caso de la serie de Taylor de senos se debe de recordar que todos 

los términos pares son cero.
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Ángulo al cual se tiene un error del 1% usando la 
serie de Taylor
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Figura 2:4 Error  en el calculo de la función sen(x) en usando series de 

Taylor.

Mediante el uso de Simulink se modelaron ambos sistemas y se 

hace una comparación de las curvas de respuesta  para 

distintas condiciones iniciales de ángulo.
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Solucion al Péndulo Simple q(0)=p /6
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Figura 2:5 Respuesta de los sistemas de simulación del péndulo usando 

teta inicial como treinta grados. 

Solucion al Péndulo Simple q(0)=p /3
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Figura 2:6 Respuesta de los sistemas de simulación del péndulo usando 

teta inicial como sesenta grados.
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Solucion al Péndulo Simple q(0)=p /2
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Figura 2:7 Respuesta de los sistemas de simulación del péndulo usando 

teta inicial como noventa grados.

Como se puede ver en las graficas anteriores la aproximación 

lineal se desfasa rápidamente de la ecuación real del sistema 

desde los treinta grado. En el caso de la ecuación de Duffin 

se puede ver esta separación más claramente a partir de los 

noventa grados. 

2.3 Sistema Pasivo

2.3.1 Sistema mecánico

La dinámica de un sistema mecánico se puede representar como

 
 xhy

uxfx


 ,

      (2.5)

u y
SISTEMA
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Figura 2:8 Representación de un Sistema Mecánico

En el sistema u es la entrada al sistema, y es la salida del 

sistema y x es el estado.  

2.3.2 Pasividad

Un sistema se puede considerar pasivo si se puede encontrar 

una función escalar, la cual es llamada función de 

almacenamiento de energía, que cumple con los siguientes 

puntos.

  xxV  ,0    (2.6)

  yuxV T     (2.7)

La ecuación 2.6 nos dice que la función de almacenamiento de 

energía debe de ser positiva para todo valor de x.  Además de 

esto, se puede ver que el cambio de la energía  xV debe de 

ser menor o igual a la potencia suministrada yuT . 

Para un sistema mecánico la función que expresa la energía 

total del sistema en todo momento será positiva o cero por lo 

que puede ser considerada como función de almacenamiento de 

energía.
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2.4 Estabilidad Lyapunov

2.4.1 Puntos de Equilibrio

Consideremos el sistema formado por la ecuación 2.5. Se 

considera que un sistema está en equilibrio cuando si cumple

con:

0)0,( xf    (2.8)

Es decir, que para una entrada cero en el sistema se tiene x

=0. Existen tres distintos tipos de equilibrio. 

El equilibrio Estable se presenta no importando la excitación 

que tenga el sistema. En la figura 2.9 podemos ver una esfera 

que está en equilibrio. x=0 es estable si:

)(  0,   tal que   )()0( txx

Figura 2:9 Equilibrio Estable

El equilibrio Asintóticamente estable se presenta cuando el 

sistema al ser excitado trata de regresar a su punto de 

equilibrio de manera asintótica. En la Figura 2.10 se puede 


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ver la esfera sobre una superficie curva. Si esta esfera 

excitada con un desplazamiento inicias se puede visualizar 

como la gravedad va a hacer que la esfera regrese al punto 

más bajo de la superficie.  x=0 es asintóticamente estable 

si: 

x=0 es estable y 0x , t

Figura 2:10 Equilibrio Asintóticamente Estable

El equilibrio Inestable, se presenta cuando el sistema al ser 

excitado pierde equilibrio y no regresa al punto de 

equilibrio. La Figura 2.11 muestra nuevamente a la esfera 

pero ahora al ser excitada esta pierde por completo el 

equilibrio y su estabilidad. x=0 es inestable si: 

x=0 no es estable



x
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Figura 2:11 Equilibrio Inestable

Una vez dadas las definiciones de estabilidad de puntos de 

equilibrio se necesita condiciones que determinen la 

estabilidad de los puntos de equilibrio. 

2.4.2 Estabilidad Asintótica (Teorema de Lyapunov)

Considere la ecuación de movimiento 2.5

 
 xhy

uxfx


 ,

      

Se supone que f (0,0)=0 entonces para x=0 es un punto de 

equilibrio. El teorema de Lyapunov, que a continuación se 

enuncia, da una condición suficiente para garantizar que sea 

asintóticamente estable. 

Se dice que un sistema en es asintóticamente estable estado 

cero si existe una función de almacenamiento continuamente 

diferenciable que cumpla con:



x

0

0
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0

0)(




x

xV
   (2.9)

Tal que

0

0)(




x

xV
   (2.10)

2.4.3 Teorema de La Salle

En el teorema de Lyapunov se requiere que 0V para poder 

garantizar la estabilidad asintótica. En el caso de 0V el 

teorema de La Salle nos proporciona las condiciones que 

garantizan la estabilidad asintótica. 

El estado cero del sistema es asintóticamente estable si 

existe una función de almacenamiento continuamente 

diferenciable, y

0

0)(




x

xV
   (2.11)

Tal que

0

0)(




x

xV
(2.12)

Si 0V , implica que 0x

2.4.4 Observabilidad de Estado Cero

Retomando las ecuaciones del sistema mecánico
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 
 xhy

uxfx


 ,

Se dice que el estado cero del sistema es observable si y=0 

 x=0.

2.5 Control de vibraciones basado en pasividad

Uno de los objetivos del sistema de control es el hacer que 

la salida del sistema tienda a cero asintóticamente. Para 

lograr este objetivo, considere las ecuaciones(2.5).

 
 xhy

uxfx


 ,

donde x representa el error de  la salida con respecto a una 

referencia dada. La metodología de control basada en 

pasividad consiste en encontrar una función de almacenamiento 

continuamente diferenciable

0

0)(




x

xV

Tal que

0

)(




x

yuxV 
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Es decir, el sistema es pasivo de u a y. Para este caso, si 

se diseña la entrada u como 

)( yu  (2.13)

donde la función . es una función continua de primer y 

tercer cuadrante es decir 0y,0)(   yy . 

Por lo tanto se tiene

0

0)()(




y

yyxV



 
  (2.14)

De acuerdo con el Teorema de Lyapunov x=0 es asintoticamente 

estable.

2.6 Propiedades de los sistemas mecánicos

Un sistema mecánico como el TORA que se considera en la tesis 

se puede expresar de la siguiente forma.

uqFqGqqqCqqM  )()(),()(    (2.15)

M es una matriz de masa la cual debe de ser positiva 

definida.

C es una matriz que define la fuerza  centrífuga y de 

Coriolis.
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G es una matriz de gravedades y donde entraría la rigidez del 

sistema.

F es la matriz de fuerzas disipativas como la fricción y el 

amortiguamiento.

u es una fuerza generalizada del sistema.

El sistema mecánico expresado por la ecuación 2.15 cumple 

las siguientes tres propiedades:

.qaudepasivoessistemaEl-3

simétrica.anties2CM2

0M  :definidapositivaesmasadeMatrizLa-1



 


Esta tercera propiedad se puede demostrar a continuación.

Demostración

Definamos una función de almacenamiento de energía positiva 

definida para todo   0, qq

  )(
2

1
, qPqMqqqV T   (2.16)
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Esta ecuación representa la suma de la energía potencial del 

sistema más la energía cinética.

Derivando la ecuación 2.16

  q
q

P
qMqqMqqMqV TTT






2

1
  (2.17)

Se debe de hacer notar que el primer y el tercer término de 

la ecuación son exactamente iguales. Por lo tanto,

simplificando la ecuación 2.17.

q
q

P
qMqqMqV TT






2

1
  (2.18)

Sustituyendo en el primer término la ecuación general de los 

sistemas mecánicos obtenemos

  q
q

P
FGqCuqqMqV TT






2

1
  (2.19)

Reescribiendo la ecuación

q
q

P
FqGqqCquqqMqV TTTTT






2

1
(2.20)

  Gqq
q
P

FquqqCMqV TTTT
 


 2

2
1

(2.21)

De la segunda propiedad de los sistemas mecánicos podemos 

eliminar el primer término. Dado que una matriz anti-

simétrica pre- y post-multiplicada por un mismo vector es 
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cero.  También se puede ver que los últimos dos términos son 

iguales. Esto se deduce del cálculo de las ecuaciones

mediante el método de Lagrange, por lo que la ecuación se 

puede reescribir como:

FquqV TT
    (2.22)

Dado que F es una matriz de fuerzas de fricción y se 

considera una fuerza disipativa, por lo que el resultado 

sería un valor negativo que al ser multiplicado por el 

negativo antepuesto se conviérte en un valor positivo.

En el caso del primer término tenemos que el producto de la 

fuerza por la velocidad es la potencia del sistema, la cual 

siempre será positiva.

Por lo tanto la derivada de nuestra función de almacenamiento 

será igual o menor que la potencia del sistema. Por lo tanto,

el sistema es pasivo respecto a la velocidad.
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Capítulo 3 Modelado Matemático

3.1 Descripción del Mecanismo TORA

El mecanismo TORA (Translational Oscillador Rotacional 

Actuator) consta de una base horizontal la cual corre 

libremente de derecha a izquierda. A esta base se le incluye 

un péndulo simple.

Figura 3:1 Vista Superior del Mecanismo Tora

Parámetros y Variables del sistema

M = Masa de la mesa m = Masa del péndulo

I = Momento de inercia 

centroidal del péndulo

r = Excentricidad del centro 

del gravedad del péndulo

F = Fuerza de Excitación u = Par de Motor

= Posición Angular del x = Posición longitudinal del 

k

M

m,I
r



u

F

x
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péndulo carro

Tabla 3:1 Parámetros y Variables del Mecanismo TORA

Debido a que el péndulo está posicionado de manera horizontal 

los efectos gravitacionales no se tomaron en cuenta en este 

modelo. El mecanismo se une a un marco de referencia fijo 

mediante un resorte. 

La idea central del mecanismo es que mediante el uso del 

péndulo se pueden atenuar las vibraciones translacionales del 

carro. Cuando el carro es excitado por una fuerza F o un 

desplazamiento inicial el péndulo debe de reaccionar 

contrario a esta condición atenuando las vibraciones del 

carro. 

En este trabajo solamente se considerara una fuerza de 

excitación impulsiva. Es decir que el análisis se hará 

suponiendo un desplazamiento inicial en el sistema.  

Para el análisis del mecanismo se consideró el problema tipo 

propuesto por Escobar, Ortega et al. (1999). En el cual 

utilizan los siguientes parámetros para el sistema.

Propiedad Valor
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M 1.3608 kg

m 0.096 kg

I 0.0002175 

kg/m2

r 0.0592 m

k 186.3 N/m

Tabla 3:2 Parámetros del para el estudio de simulación del mecanismo TORA

Estos mismos valores fueron usados en este estudio con el fin 

de poder hacer comparaciones de los métodos de atenuación de 

vibraciones.

3.2 Generación de las Ecuaciones del Mecanismo TORA

Para el desarrollo del mecanismo se utilizará el método de 

análisis de Lagrange dado que se tiene más de un grado de 

libertad. Se hacen las siguientes suposiciones para la

generación de las ecuaciones con la finalidad de simplificar 

el análisis:

1. El mecanismo trabaja de manera horizontal, por lo cual 

no hay efectos de gravedad analizados.

2. La masa y por lo tanto la inercia del resorte son 

despreciables.
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3. La fricción entre las paredes es muy baja y no presenta 

amortiguamiento.

4. El resorte se considera ideal por lo que no genera 

amortiguamiento.

5. Los desplazamientos del resorte son pequeños (Resorte de 

Hooke).

6. El aire no genera amortiguamiento en la pieza.

7. El mecanismo no se deforma.

Como se puede ver en la imagen 3.1 el mecanismo TORA tiene 

dos grados de libertad. El primer grado de libertad el 

movimiento longitudinal de carro, y el segundo es el 

movimiento rotacional del péndulo.

La energía potencial del resorte es:

2

2

1
kxV     (3.1)

La energía cinética de la caja y el péndulo es:

      2222

2

1

2

1
cos

2

1

2

1   GIsenrmrxmxMT      (3.2)

Simplificando 3.2

  22222

2

1
cos

2

1

2

1

2

1   GIxmrmrxmxMT      (3.3)
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El Lagrangiano es igual a

VTL  (3.4)

  222222

2

1

2

1
cos

2

1

2

1

2

1
kxIxmrmrxmxML G    (3.5)

Se sabe que las ecuaciones de movimiento se obtienen mediante 

la siguiente ecuación

i
ii

Q
x

L

x

L

dt

d

















(3.6)

Para la primera coordenada generalizada x1 la cual representa 

el desplazamiento longitudinal x del carro:

  cos
1




mrxmxM
x

L





(3.7)

    senmrmrxmxM
x

L

dt

d 2

1

cos 













  (3.8)

kx
x

L





1

(3.9)

    )(cos 2 tFkxsenmrmrxmxM    (3.10)

Para la segunda coordenada generalizada x2 la cual representa 

el desplazamiento angular  del péndulo:
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   
 GImrxmr
x

L



 2

2

cos   (3.11)

    senxmrImrxmr
x

L

dt

d
G













 2

2

cos   (3.12)

 senxmr
x

L 



2

  (3.13)

   tMxmrImr G   cos2  (3.14)

Usando el teorema de ejes paralelos

2mrII GO  (3.15)

   tMxmrIO   cos   (3.16)

Las ecuaciones 3.10 y 3.16 son las dos ecuaciones de 

movimiento. 

Despejando la aceleración angular de la ecuación 3.16

obtenemos:

    cosx
I

mr

I

tM

OO

  (3.17)

Sustituyendo en la ecuación 3.10

           tFkxsenmrx
I

rm
tM

I

mr
xmM

OO

  22
22

coscos  (3.18)
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Dividiendo entre M+m y despejando la aceleración lineal

       

   



cos1

)cos(

22

2

mMI

rm

tM
mMI

mr
x

mM

k
sen

mM

mr

mM

tF

x

O

O


















 (3.19)

3.3 Modelo de Simulink del Mecanismo TORA

Las ecuaciones 3.19 y 3.17 mostradas en la sección anterior 

fueron modeladas en Simulink1 de Matlab. La imagen 3.2 

muestra el sistema general del mecanismo TORA, mediante el 

uso de subsistemas se incluyó las ecuaciones de movimiento.  

Como se comento previamente las ecuaciones fueron despejadas 

para poder ser incluidas en el simulador.

La segunda imagen muestra la ecuación 3.19 la cual está

relacionada con el movimiento de translación del carro. Esta 

ecuación es la que se obtuvo de la coordenada generalizada X.

La tercera imagen representa la ecuación 3.17 del sistema, es 

la que está relacionada con el movimiento rotacional del 

péndulo obtenida de la segunda coordenada generalizada.

                    

1 Simulink: Simulador de sistemas físicos mediante diagramas de bloque 
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x1 x2

 '

theta

theta'
U(t)

Sistema de Control

1
s

Integrador Calcula 
Velocidad del Carro

1
s

Integrador Calcula 
Desplazamiento del Carro

1
s

Integrador Calcula
Velocidad angular 

del Pendulo

1
s

Integrador Calcula
Desplazamiento angular 

del Pendulo

U(t)

x''

theta

theta''

Ecuación Rotacional

X

theta''

theta'

theta

x''

Ecuación Longitudinal

Figura 3:2 Modelos de Simulink de las ecuaciones del mecanismo TORA

1

x''

Suma

Producto 1

Procucto

m*r

Masa por Radio 
de excentricidad1

m*r

Masa por Radio 
de excentricidad

1/(m+M)

Inverso de las Masas

sin

Función1

cosFunción

u2

Cuadrado

k

Constante 
del Resorte

4

theta

3

theta'

2

theta''

1

X

Figura 3:3 Ecuación Transnacional del Mecanismo Tora

1

theta''
Suma

Producto

m*r

Masa por Radio

1/I

Ganancia2

1

Ganancia

cos

Función

3

theta

2

x''

1

U(t)

Figura 3:4 Ecuación Rotacional del Mecanismo Tora
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Capítulo 4 Control de Vibraciones Basado en 

Pasividad

4.1 Propiedades del Mecanismo TORA

Tal y como se había mostrado en capítulos anteriores las 

ecuaciones para el mecanismo TORA sin fricción son:

 
 

 











































 





















U

xkxemx

Iem

emmM

O

0

00

0

00

sin0

cos

cos














(4.1)

Se mostrará cómo las propiedades de los sistemas descritas en 

el capítulo 2 se aplican las ecuaciones del mecanismo con el 

fin de verificar su resultado.

1ra Propiedad: La matriz de Masa es positiva definida:

Dado que M+m > 0 y 

 
      

   0cos1

cos
cos

cos

222

2222
2





















rmImmMIM

rmImrmM
Imrrm

rmmM

GG

G
G (4.2)

Dado que el cos(no es mayor que uno, el determinante de la 

matriz de masa es positivo en todo momento.

2da Propiedad: dM/dt-2C es anti-simétrica.
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 
 

   
  

















 












0

0

00

sin0
2

cos

cos







mlsen

mlsenem

Iem

emmM

dt

d

O


(4.3)

Se puede ver que el resultado de la operación es anti-

simétrica.

4.2 Control Con Retroalimentación de Velocidad

El sistema es pasivo de la entrada de fuerza u a la salida de 

velocidad  tomando como función de almacenamiento la 

energía total del sistema (3ra Propiedad). Como se mostró 

anteriormente la energía total del sistema en todo momento 

está dado por:

      2222

2

1
cos

2

1

2

1
kxxmrmrIxmMV G    (4.4)

Como se puede ver esta no es una función Lyapunov candidata 

dado que no importando que valor de de ángulo  se tome la 

función puede llegar a ser cero si la velocidad angular es 

cero (esto se puede ver en el tercer término). Sin embargo, 

sí es una función de almacenamiento de energía. Como se 

demostró previamente esta función satisface lo siguiente:

 uV  (4.5)
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Para poder hacer la función de almacenamiento una función 

Lyapunov candidata se propone

0),(

0
2

1 2
10







kVV
(4.6)

Esta función suma a la función de almacenamiento un término 

adicional que genera en el sistema el estado cero. 

Físicamente, se puede ver como si se agregara un resorte de 

torsión al péndulo. 

Ahora, se usará esta función Lyapunov candidata para obtener 

la ley de control de vibraciones de acuerdo con el método de 

control basado en pasividad.

Al derivar la función de almacenamiento obtenemos

  11 kukuV   (4.7)

Definiendo  como una función del primer y tercer cuadrantes

)(1   ku   (4.8)

 1)( ku   (4.9)

0)(   V   (4.10)

2
2 kV  (4.11)

 
21 kku  (4.12)

 
21 kku  (4.13)
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De aquí podemos ver la observabilidad de estado cero, cuando 

00   . De esto último vemos que de acuerdo con Teorema 

La Salle el sistema es asintóticamente estable.

Por lo tanto, como se ve este sistema de control es 

equivalente a agregar un resorte  de torsión al igual que un 

amortiguado rotativo. El problema con este sistema de control 

es que si el par del motor es pequeño no se puede controlar 

el sistema dado que las constantes hacen que el sistema 

crezca sin control lo que provocaría la quema del motor.

4.3 Control Con Retroalimentación de Velocidad y 

Posición

Para poder mejorar este sistema de control se propone la 

siguiente  función Lyapunov candidata con el fin de evitar la 

saturación del sistema.

  


dVV 
0 10 (4.14)

Aquí la función φ1 es de primer y tercer cuadrantes. 

Derivando la función Lyapunov Obtenemos: 

  uV   1
   (4.15)

De acuerdo con lo visto anteriormente

    
21 u   (4.16)
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    
21 u   (4.17)

  
2V   (4.18)

Las funciones φ1 y φ2 son continuas y de primer y tercer 

cuadrantes por lo que se puede escoger cualquiera según

convenga. Una función podría ser la función saturación, la 

cual nos permite topar el par máximo al par del motor que 

tengamos para la aplicación.

El problema con este sistema es que la velocidad de rotación 

es complicada de medir por lo que se desea un controlador que 

solo requiera de la posición angular del péndulo.

4.4 Control Con Retroalimentación de Posición

Burg y Dawson (1997) mencionan en su artículo que por lo 

general la velocidad es complicada y costosa de medir. Por 

este motivo se busca eliminar esta medición y se pretende 

sustituir mediante una señal filtrada de la posición del 

péndulo. De esta forma solo se tendrá que medir la posición y 

esto eliminaría una posibilidad de error en el sistema.

Para este tercer sistema se propone:
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    


d
b

dVV
z

 
0 20 10

1
(4.19)

Donde z es una nueva variable de estado la cual llamaremos la 

estimación de la velocidad. Derivando la función Lyapunov 

candidata obtenemos:

    zz
b

uV 
21

1    (4.20)

Dado que z es una nueva variable de estado también tiene una 

velocidad asociada. Se propone

 bazz    (4.21)

Sustituyendo en la derivada de la función de almacenamiento

       bazz
b

uV  21

1
  (4.22)

     zzz
b

a
uV 221      (4.23)

      zz
b

a
zuV 221      (4.24)

si

   zu 21     (4.25)

 zz
b

a
V 2    (4.26)

Se puede ver que si z es cero entonces la velocidad angular 

es cero y por ende todas las demás variables de estado son 

cero. Nuevamente las funciones φ son continuas y de primer y 
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tercer cuadrantes, de las cuales se puede escoger la función 

saturación.

Ahora bien para poder implementar se toma la ecuación

 bazz  (4.27)

azbz   (4.28)

  
a

b

a

b
azbz    (4.29)

    
a

b
bzabz    (4.30)

si

bzv     (4.31)


a

b
avv    (4.32)

vbz   (4.33)

La penúltima ecuación es una ecuación diferencial, la cual se 

puede resolver para cada caso de theta. Al encontrar el valor 

de v para el tiempo indicado se sustituye en la última 

ecuación y se obtiene el valor de z.

Este controlador es muy fácil de implementar dado que solo 

requiere la medición de la velocidad angular.
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Capítulo 5 Simulación e Interpretación

5.1 Análisis del Sistema DVA

En el capitulo Anterior se mostró que un control del 

mecanismo TORA era equivalente a agregar de manera activa un 

resorte de torsión y un amortiguador torsional al sistema con 

el fin de evitar su movimiento longitudinal. Existe una 

analogía de un sistema lineal conocida como Absorbedor 

Dinámico de Vibraciones o DVA por sus siglas en inglés

propuesto por Alleyne (1998).

Figura 5:1 Mecanismo DVA 

Este mecanismo es similar al TORA, pero con la diferencia de 

que es lineal. El objetivo del estudio de este mecanismo es 

el de aprender cómo se pueden optimizar las magnitudes del 

k2

F

x1

c2

M
m

x2
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resorte k2 y el amortiguador c2 con el fin de atenuar la 

vibraciones lo más posible.

Para este mecanismo existen dos métodos de optimización que 

se pueden tomar siendo el primero es el analítico. Este 

método es apropiado para los sistemas lineales dado que 

tenemos una solución  conocida la cual podemos optimizar. 

El segundo método es el numérico. Este método es de mayor 

interés dado que en el caso de los sistemas no lineales no 

podemos obtener las ecuaciones de salida del sistema. El

método consta de minimizar la energía potencial del sistema 

variando las constantes del resorte y el amortiguador. Aquel 

sistema que presente la menor cantidad de energía potencial 

será el sistema óptimo.

El método numérico será el que se utilizará en el sistema 

TORA. 

Las ecuaciones del DVA son 










































00

0

22

221

22

22 F
X

kk

kkk
X

cc

cc
X

m

M
 (5.1)
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Para el caso de estudio se supondrán los siguientes valores

los cuales fueron propuestos por Alleyne en su artículo.

M=10 kg

m = 1 kg

k1 = 10N/m

Se hará el cálculo para determinar cuál es la constante de 

amortiguamiento y de resorte óptima para el sistema. Al igual 

que en el mecanismo TORA la excitación está a cargo de un 

desplazamiento inicial.

Alleyne(1998) propone minimizar la energía potencial del 

sistema para poder determinar cuál es el sistema óptimo.

dtxV
t


0

2
1 (5.2)

Por lo tanto, al variar nuestros parámetros, aquel que genere 

la menor energía potencial será el óptimo. Para el Caso en 

estudio se analizara un tiempo de 100 segundos. Se hará una 

primera variación de las constantes del controlador de 0 a 2 

con incrementos de 0.1.

La gráfica muestra la energía potencial del sistema a medida 

que se varían las constantes del resorte y del Amortiguador. 

Se puede ver de maneras clara que existe un mínimo,  

correspondiente a k2 = 0.9 N/m  y c2 = 0.3 Ns/m
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Figura 5:2 Energía Potencial Mínima del Mecanismo DVA

Con el fin de tener una mejor aproximación se realizó una 

segunda simulación pero ahora reduciendo el área de búsqueda. 

En la segunda optimación el valor k2 fue variado de 0.8 a 1.0 

cada 0.01 y el valor de C2 fue variado de 0.2 a 0.4 cada 

0.01. 
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Figura 5:3 Energía Potencial Mínima del Mecanismo DVA 

Nuevamente la gráfica muestra un mínimo absoluto para los 

valores de K2=0.91 y C2 = 0.37Ns/m. 

Cuando se analiza el tiempo de respuesta del sistema,

utilizando las constantes obtenidas previamente, se puede 

observar que la reducción de la vibración es notable a partir 

de los 40 segundos de operación. 
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Comparacion del Tiempo de Respuesta 
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Figura 5:4 Tiempo de respuesta del Mecanismo DVA

Este método de  optimización no es el correcto dado que lo 

que se pretende es tener una reducción en la amplitud de la 

vibración en el menor tiempo posible.

El método propuesto en este trabajo hace una inspección de la 

salida  del sistema. Identifica en que tiempo el sistema 

llega a una amplitud de vibración específica. Y usa ese valor 

de tiempo para optimizar los coeficientes del sistema de 

control.
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Para poder realizar esta inspección se revisa la historia del 

desplazamiento de atrás hacia adelante. En cuanto el método 

encuentra la amplitud deseada obtiene el tiempo en el que 

sucedió el evento y lo registra. El conjunto de parámetros 

que presenten el menor tiempo serán los óptimos. 

Figura 5:5 Tiempo Mínimo de Respuesta

Este método también puede ser obtenido analizando las raíces 

de la primera derivada de la salida del sistema. A cada raíz 

le correspondería una amplitud máxima de la respuesta. Por 

simplificación de la programación no se utilizó el método de 

la derivada, auque no se descarta para futuros estudios. 

t

Amp.

Tiempo en el que se llega a 

la amplitud mínima

El Tiempo se Busca de atrás 

hacia adelante
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Este método fue programado en Matlab para que hiciera el 

análisis de la salida de Simulink. Para el caso en cuestión 

se propuso que la amplitud mínima fuera de 0.001 equivalente 

a un milímetro. 
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Figura 5:6 Tiempo Mínimo de Respuesta del Mecanismo DVA

En la primera aproximación podemos ver claramente que hay un 

mínimo absoluto, en c2=0.5 Ns/m y k2=0.8 N/m con un tiempo 

mínimo de 36.1s. A simple vista se puede ver que esto 

optimización aun en su aproximación mas simple es mejor que 

la presentada por Alleyne. 
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Para la segunda aproximación se manipula c2 de 0.4 a 0.6 cada 

0.01 y k2 de 0.7 a 0.9 cada 0.01.
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Figura 5:7 Tiempo Mínimo de Respuesta del Mecanismo DVA

En esta segunda simulación se ve que el mínimo esta en k2 = 

0.82 N/m y c2=0.45 Ns/m. Como se puede ver los valores 

obtenidos son cercanos a los que se obtienen utilizando el 

método de la energía potencial pero como se muestra en la 

imagen siguiente la diferencia en respuesta es significativa.
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Comparacion del Tiempo de Respuesta 
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Figura 5:8 Comparación de los tiempos de respuesta usando el método de 

energía potencial mínima y el tetrodo de tiempo mínimo

Como se puede ver en la gráfica la respuesta del método de 

tiempo mínimo de respuesta presenta una reducción de en la 

amplitud de la vibración cercano a los 24 segundos, que 

comparado con los 40 segundos que se presentan con el método 

de energía potencial mínima se tiene una reducción del 50% en 

el tiempo de respuesta.

En el caso del DVA los coeficientes que se presentan en el 

mecanismo deben de ser constantes dado que están 

representando de manera activa a un resorte y a un 



61

amortiguador. Se puede suponer que en caso del controlador 

pasivo del TORA dado que el resorte y el amortiguador son 

ficticios se podría investigar la posibilidad de tener 

funciones de la velocidad y la posición del carro que 

modifiquen los coeficientes del sistema de control.

5.2 Cálculo de los coeficientes de controlador basado 

en Posición 

En el caso del mecanismo TORA se había comentado en el 

capítulo anterior que le controlador que conviene es el que 

está solo en función de la posición. Esto debido a que la 

medición de la posición es más sencilla que la medición de la 

velocidad. Mediante el uso de un filtro se puede simular el 

efecto de la velocidad, la cual se puede introducir al 

sistema.

El motor que se planea usar en el mecanismo TORA es de 0.04 

Nm, por lo tanto los coeficientes utilizados deben de sumar 

0.04 o menos. No es una condición el que los coeficientes 

sumen 0.04 Nm dado que se puede dar el caso de que a una 

menor potencia se da el óptimo de reducción de 

desplazamiento.
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vbz
a

b
avv








  (5.3)

Las ecuaciones 5.3 representan el sistema de control que se 

quiere optimizar. Estas ecuaciones fueron determinadas en el 

capítulo anterior. Como primera aproximación se realiza una 

variación de los parámetros del controlador de 0.0 a 0.4 con 

un intervalo de solución de 0.0025 en ambos casos. 
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Figura 5:9 Tiempo Mínimo de respuesta del mecanismo TORA

Se puede ver en la gráfica que el mínimo se encuentra en c2 = 

0.0275 Ns/m y k2 = 0.0075 N/m. Con estos valores se realiza 
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una segunda aproximación donde c2  varía de 0.025 a 0.03 cada 

0.00025 y k2 va de 0.005 a 0.01 cada 0.00025.
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Figura 5:10 Tiempo Mínimo de respuesta del mecanismo TORA

Como se puede ver en la grafica el tiempo mínimo de respuesta 

se encuentra en k2=0.007 N/m y c2=0.0275 Ns/m. El tiempo 

mínimo de respuesta es de 2.17 segundos.

Este tiempo es considerablemente menor a los tiempos 

presentaos en los artículos que se tiene como base de 
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estudio. Además la suma de ambos coeficientes es 0.0345 menor 

a 0.040. Esto muestra que solo se requiere una fracción de la 

potencia máxima del motor par frenar el mecanismo. 

Cuando Analizamos la historia de desplazamiento del mecanismo 

se puede ver como el desplazamiento rápidamente decae a los 2 

segundos de haber iniciado el movimiento.

HISTORIA DE DESPLAZAMINETO DEL 
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Figura 5:11 Tiempo de respuesta del mecanismo TORA

Evidentemente que este consolador está calibrado para una 

cierta condición inicial, pero se ve como este puede ayudar a 

la reducción de la vibración del mecanismo. 
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En un trabajo futuro se podrá explorar la posibilidad de 

alterar los coeficientes del controlador a manera que se 

adecuen de acuerdo al estado inicial de movimiento. De esta 

forma se obtendrá la reducción óptima de vibración para cada 

caso. 
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Capítulo 6 Conclusiones y Trabajos Futuros 

En primer lugar se estudió el método energético de obtención 

de Ecuaciones de Movimiento mediante la ecuación de Lagrange. 

Este estudio permitió obtener las ecuaciones de movimiento 

par el mecanismo TORA y para el Mecanismo DVA. 

Segundamente, se pudo obtener un controlador para el 

mecanismo TORA utilizando la teoría de control basada en 

pasividad.  El control obtenido se basa simplemente en la 

medición de la posición angular del péndulo. Al poder 

realizar esto se puede ubicar la posición mediante el uso de 

un potenciómetro. El uso de un filtro permitió simular la 

velocidad del péndulo. Estos dos parámetros fueron usados 

para generar la salida del controlador utilizando funciones 

de saturación.

Además  de estos objetivos se propuso un método para 

optimizar los coeficientes del controlador basado en el 

tiempo mínimo de respuesta del sistema. Este método de 

optimización es específico para la condición inicial del 

sistema. Es por esto que se propone un trabajo futuro en el 

que se obtengan los coeficientes del sistema de control para 
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distintas condiciones iniciales. De esto modo se puede 

optimizar el funcionamiento del mecanismo para distintos 

tipos de estados iniciales.

Un segundo trabajo futuro podría ser el de incluir las 

componentes de amortiguamiento viscoso histerítico y de 

fricción al modelo matemáticos del mecanismo con el fin de 

obtener un modelo más realista del sistema TORA.

Un trabajo siguiente puede ser el de construir el mecanismo 

TORA y poner a prueba lo mostrado en este trabajo de tesis.
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