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Introduccion

Nuestro principio fundamental es
que toda cuestion que puede
resolverse por la logica, puede
resolverse sin mds.

Wittgenstein

Could it be that Ring theory is the
part of mathematics where chaos is
most present?

Nastasescu

Cuando estudia un objeto o concepto en mateméticas, algunas veces lo
que se desea es caracterizar este mediante la asociacion de invariantes, o
tratar de ver si su forma es parecida a algo conocido. En particular si el obje-
to de estudio tiene alguna estructura algebraica lo que se desea es caracteri-
zarlo en términos de tal estructura, ésa serd la esencia del presente trabajo:
caracterizar a una clase de modulos por medio de su estructura interna.

El presente trabajo se basa fundamentalmente en un articulo de Tariq
Rizvi y Cosmin Roman publicado en la revista Communications in Algebra
en 2007 en este articulo los autores dan un concepto que generaliza la no
singularidad es asi que ellos definen la k-nosingularidad de un modulo. Lo
que hacen después es seguir el camino natural, es decir, estudiar cuéles de
los resultados de la no singularidad se preservan en la k-nosingularidad. Esta
serd la manera de presentar este trabajo, tratar de dilucidar la estructura de
los modulos k-nosingulares.

En [3] Goodearl y Boyle desarrollan una teoria de descomposicion en
Tipos para moédulos nosingulares e inyectivos en moédulos de tipo I, I y
IT1, siguiendo los pasos dados por Kaplansky en [5] en el que él analiza a
profundidad los anillos de Baer haciendo notar que un anillo de Baer se



VI Introduccion

descompone de manera tnica en anillos de Tipo I, I1 y I11. Asi la teoria de
Kaplansky resulta ser la base de la teoria presentada por Goodearl y Boyle.
En particular en [3| se prueba que el anillo de endomorfismos de un modulo
no singular e inyectivo es un anillo regular en el sentido de Von Neumann y
auto-inyectivo, es de estd manera que las ideas de Kaplansky son totalmente
validas. En este caso, se descompone al anillo de endomorfismos del médulo
nosingular e inyectivo en anillos de tipo I, IT y IIT y esta descomposicion
induce de manera natural una descomposicion de cada modulo sobre el anillo.
Este sera el camino a seguir, es decir, dar una descomposiciéon para el caso k-
nosingular, y en contraste pediremos un concepto que en el caso no singular es
la inyectividad, este concepto sera el de continuidad (y en efecto inyectividad
implica continuidad). Luego procederemos como en el caso no singular e
inyectivo, primero observando que el anillo de endomorfismos de un moédulo
k-nosingular y continuo es un anillo de Baer, descomponemos este anillo en
ciertos tipos y estudiaremos la descomposicion inducida en la categoria de
modulos sobre el anillo.

A lo largo del trabajo se presentaran las pruebas necesarias para entender
la descomposicion y se pondra énfasis en la teoria de anillos de Baer (ya que
estos son el pilar para los resultados principales del trabajo que presentan
Rizvi y Roman en [9]) con base en varios articulos donde se estudian a detalle
estos. De hecho se reconstruiran las pruebas dadas en [10] donde se generaliza
un resultado que liga los conceptos de anillos de Baer con la k-nosingularidad
y éste es el resultado que da pie a la teoria de descomposiciéon que trataremos
de describir.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo estd dedicado a estudiar las propiedades basicas de los lla-
mados anillos de Baer que son fundamentales en nuestro trabajo. Como se
vera en capitulos posteriores, la condicién de que un anillo sea de Baer es
bastante poderosa. Ademas introducimos el concepto de modulo k-nosingular
y daremos un teorema bastante que relaciona estos dos conceptos.

Todos los anillos que consideraremos seréan asociativos y con unidad y los
denotaremos por la letra R, S, la palabra ideal se usari para indicar que
el ideal es bilateral y en otro caso se especificara si el ideal considerado es
izquierdo o derecho. Los modulos que consideraremos seran S — R-bimoddulos,
es decir, seran modulos derechos sobre el anillo R e izquierdos sobre el anillo S
donde S denotaré el anillo de endomorfismos de M como R-Mo6dulo derecho,
S = Endgr(M). Denotaremos por rg(.) y con ly/(.) al anulador derecho con
coeficientes en R de subconjuntos de M al anulador izquierdo con coeficientes
en M de subconjuntos de R, y por ry(.) y ls(.) los anuladores respectiva-
mente derechos con coeficientes en M de subconjuntos de S e izquierdos con
coeficientes en S de subconjuntos de M, usaremos N <®® M para indicar
que N es un submodulo esencial en M y N <% M indicard que N es un
sumando directo de M.

Definicién 1.1. Diremos que R es un anillo de Baer si el anulador derecho
de todo ideal izquierdo esta generado como ideal derecho por un elemento
idempotente e € R, es decir, para todo ideal izquierdo I de R se tiene que,

rr(I) =eR.

Definicién 1.2. Diremos que R es un anillo no singular si para todo r € R
tal que rg (1) <®* R se tiene que r = 0. Equivalentemente R es un anillo no
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singular si Z (R) = 0, donde:
Z(R) ={a € R|rg(a) <*** R}.

Definicién 1.3. Sea M € Mod — R, diremos que M es un mddulo de Baer,
si para todo N de M se tiene que, sl (N) es sumando directo de S, es decir,
sl (N) = Se, donde e es un endomorfismo idempotente de M.

Ahora, notemos que para un modulo de Baer M, al considerar cualquier
ideal izquierdo I de S y su anulador derecho, ry; (I) cumple

sl(ry (1)) :=1rp (Se) = {m € M|(se)m = s(em) =0} = eM

Reciprocamente si para todo ideal izquierdo I de S, se cumple que ry, (I) =
eM, con e un elemento idempotente de S entonces M es un moédulo de Baer.

La siguiente definicién introduce el objeto principal de estudio de los
capitulos dos y tres, por el momento s6lo usaremos este para probar uno de
los resultados del capitulo.

Definicién 1.4. Sea M € Mod — R, diremos que M es un modulo k-
nosingular si para todo ¢ € S con anulador esencial en M, entonces ¢ = 0.

En el siguiente capitulo se probara que en efecto la k-nosingularidad gen-
eraliza la no singularidad usual.

Notemos que para un modulo M que es k-nosingular al considerar un
ideal del anillo de endomorfismos de M, I < S tal que el anulador derecho
con coeficientes en M de I, rp; (I) <®* M entonces I = 0. Pues si tomamos
un elemento ¢ € S, entonces ray (I) = (,c; Nuc (1)) € Nuc(p) por lo tanto
Nucp < M, como M es k-nosingular entonces ¢ = 0 por lo que I = 0.
Ahora bien para ¢ € S tal que Nuc () <*** M, ya que 7 (S¢) = (g (f)
y como Nuc (¢) C Nuc(fp) se tiene que Nuc (p) C ry (Se) = () Nuc (fp)
entonces como por hipotesis S = 0, lo que implica o = 0 y como ¢ fue
arbitrario M es k-nosingular. Asi hemos probado que:

Lema 1.5. Un mé6dulo M es k-nosingular si y solosi [ < Sy ry () < M
= 1=0.

O

Siempre que uno introduce un nuevo concepto en teoria general de mo-
dulos surge de manera natural, el concepto dual al original, en nuestro caso
,cudl es el concepto dual a la k-nosingularidad?. Para responder eso primero
introduzcamos lo dual de no singularidad.



Definicién 1.6. Diremos que un anillo R es (co)no singular si para todo
ideal derecho Ir < R tal que gl (I) = 0 se tiene que [ <®* R.

El concepto dual a la k-nosingularidad es dado en la siguiente:

Definicién 1.7. Sea M € Mod — R, diremos que M es k-(co) nosingular
si para todo N submoédulo de M tal que gl (N) = 0 entonces N <% M.
Equivalentemente si ¢ (V) # 0 para todo endomorfismo ¢ € S no cero, se
tiene que N <% M.

Definicién 1.8. Sea M € Mod — R, diremos que M tiene la propiedad C o
M es extendible si para todo N submodulo de M, existe N' sumando directo
de M, N' <® M, tal que N <®* N,

En los capitulos siguientes analizaremos mas a fondo la propiedad de que
un modulo tenga la propiedad C o sea extendible, también se daran familias
de modulos con tal propiedad. Las siguientes proposiciones relacionan los
conceptos de la k-nosingularidad y la propiedad de que M sea de Baer.

Proposiciéon 1.9. Todo modulo extendible es k-(co)nosingular.

Demostracion. Sea N un submoédulo de M tal que para todo ¢ € S no cero
se tiene que ¢ (N) # 0, supongamos que N no es esencial en M. Entonces

existe eM € Subg (M) tal que N <°** eM, con e € S idempotente y e # 1.
Entonces el endomorfismo (1 — e) no es ceroy (1 —e) N =0 lo que es un
absurdo, por lo tanto N <®** M es decir, M es un modulo k-(co)nosingular.
U

Proposiciéon 1.10. Todo médulo k-nosingular extendible es un médulo de
Baer.

Demostracion. Sea N un submo6dulo de un médulo M, como M es extendible,
hay un endomorfismo idempotente e de S tal que N < eM. Afirmamos
que:

sL(N)=5(1-e).

Para probar ésto supongamos que S (1 —e) = gl(eM) C gl (N) por tal
motivo existe ¢ € gl (N) — gl (eM). Como ¢S = Se @ S (1 —e), se tiene
que ¢ = sie + sy (1 —e) para algin s1,s9 € S. Como s; # 0 entonces
substituyendo ¢ por ¢ — sy (1 —e) podemos suponer ¢ € Se y entonces
se tiene que @ (N) = 0 ya que ¢ € gl (N)y ¢ ((1 —e) M) = 0. Entonces
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e(N®(1—e)M) = 0y notemos que N @ (1 —e) M <* M. Al ser M
k-nosingular, se tiene que ¢ = 0 lo que es una contradicciéon por lo tanto
sl (N)=5(1—e) por lo que prueba que M es de Baer. O

Proposiciéon 1.11. Todo moédulo de Baer es k-nosingular

Demostracion. Sea M un moédulo de Baer y ¢ € S tal que Nucy <°° M.
Consideremos el ideal Sp. Como Nucy = 1y (S) = fM con f un elemento
idempotente de S se tiene que M = fM @ (1 — f) M. Por lo que Nucy = M,
por lo tanto ¢ = 0, es decir, M es k-nosingular. O

Proposiciéon 1.12. Todo modulo k-(co)nosingular de Baer es un modulo
extendible y k-nosingular.

Demostracion. Sea M € Mod— R k-(co)nosingular y de Baer, por la proposi-
cion anterior basta probar que M es extendible para esto consideremos N
un submodulo M. Por ser M de Baer se tiene que gl (N) = Sf con f% =
f € S, notemos que f(n) = 0 para todo n € N por lo que implica que
N C ry(sl(N)) = (1 — f) M. Ahora bien supongamos que N no es es-
encial en (1 — f) M por tal motivo existe P < (1 — f) M no cero tal que
NN P = {0}. Tomemos un pseudocomplemento N O N de P en M y
observemos que gl (N) es no cero al ser M k-(co)nosingular debe suceder
que N £°% M. Entonces para ¢ € S — {0} tal que o N = 0 se tiene que
©N = 0y como gl (N) = Sf entonces ¢ (1 — f) =0, pP = 0 por lo que
e(1=f)M) =0y ¢(N®P) =0y como N @ P < M. Al ser M k-
nosingular se tiene que ¢ = 0 lo cual es un absurdo que viene de suponer N
no es esencial en (1 — f) M por lo tanto M es extendible. O

Note que con las proposiciones anteriores hemos demostrado el siguiente:

Teorema 1.13. Si M € Mod — R, entonces M es un modulo k-nosingular
extendible si y solo si M es k-(co)nosingular de Baer.

La importancia del teorema anterior resaltara en capitulos posteriores ya
que es una piezas clave para nuestra teoria a desarrollar.

Teorema 1.14. Si M es un modulo de Baer entonces todo sumando directo
N de M es un moédulo de Baer.



Demostracion. Sea N un sumando directo de M y sea P un complemento
para N en M, es decir, M = N @ P. Hagamos S'=Endg (N), entonces para
todo ¢ € S existe ¢ € S definido como ¢ = ¢ B 0p,sea I < Sy

:{¢|¢=¢’@op,<p' GS/}

I no necesariamente es un ideal izquierdo de S, consideremos el ideal generado
por I, SI = I, entonces para todo ¢ € I se tiene que ¢ = Y ien Si (4,0; ) OP)
y si (¢ ®0p) (P) =0=15;(0) =0,¢; € L.

Como M es un modulo de Baer ry, (1) <® M, es decir, existe Q <% M
tal que M = ry (1) ® Q, como P C ry (I) <% M, entonces existe un
complemento L C ry, (I_) tal que rys (f) = P® L, es decir, L < M es un
sumando directo de M, y asi se tiene que PO N = M = ry, (.7) D =
P& (L® Q). Sea ny|ger:P @ (L ® Q) — N y notemos que N = M/Py
Q®L=M/P =N porloqueny(Q®L)= N entonces my (Q) Dy (L) =
N, demostraremos que ry (I') = ™ (L).

En efecto, si ¢ € I' entonces ¢ ®0p €1y (4,0 ® 0p) (L) = 0 pero todo
elemento [ € L se puede escribir como [ = 7TN( )+ 7p (1). Como mp (1) es
anulado por ¢’ ®0p entonces (¢ & 0p) my (1) = ¢ B0p (my (1)) = 0. Entonces
(¢ ®0p) mx (L) = 0, entonces ¢ (my (L)) = 0, por lo que 7y (L) C ry (I'),
ya que <p' el

Ahora sea n € N — my (L) entonces n = ny + ng con ny € ny (L) y
0 # ny € my (Q). Como Ty e es isomorfismo entonces existe ny € @ tal que
v (R2) =ngy QNry (I) =0, i.c existe o € I tal que o (71g) # 0 pero ¢ =
> ien Si (0; @ 0p), entonces existe un indice 4y tal que s;, (p;0 © 0p) (172) #
0 y entonces (go;o EBOp) (n2) # 0. Como se tiene una descomposicion de
1y = m (1) + 7p (R2), entonces ¢, (my (112)) # 0 siy solo si ¢; (n2) # 0
y mp (n2) = 0 bajo go;o por lo que ry (I') = my (L) el cual es un sumando
directo de N. Por lo tanto N es un médulo de Baer. 0J

En general la clase de médulos de Baer no es cerrada bajo submodulos ni
sumas directas. Por ejemplo, al considerar Q¢ Z, como Z-modulo es de Baer
(por la Proposicion 2.10 ya que Q es k-nosingular, de hecho es no-singular y
Zs también es k-nosingular por ser simple) el submodulo Z&Zy no es de Baer
ya que el endomorfismo ¢ (n,m) = (n,0) € Z & Zy cuyo nicleo es 2Z & Zy no
es un sumando de Z & Zs por lo que submddulos de Baer no necesariamente
son de Baer y sumas directas de modulos de Baer tampoco son de Baer (Z
y Zo son de Baer).
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Con lo que tenemos desarrollado hasta el momento podemos dar una
caracterizacion de los Z-moddulos finitamente generados de Baer.

Teorema 1.15. Si G un Z-médulo finitamente generado, G' es un Z-moédulo
de Baer si y solo si GG es o bien semisimple o bien libre de torsion.

Demostracion. Sea GG semisimple entonces todo submédulo de G es sumando
directo, por lo que GG es de Baer. Ahora si GG es libre de torsion y finitamente
generado entonces es libre y asi

G = 7", para algin n € N.

Como Z" es no singular y extendible(lo cual se demostrara en el capitulo 3
como un ejemplo) entonces por el Teorema 1.13, G es un modulo de Baer.
Supongamos ahora que G es finitamente generado de Baer, entonces

G=t(G)a f(G)

donde f (G) es la parte libre de torsion de Gy t(G) es la parte de torsion de G.
Supongamos ahora que t (G) # 0y f(G) # 0 entonces t (G) = EB?ZI Zp@(pi),
n(pi) #0y f(G)=Z"Sea 1l < jy < ky pj, el primo correspondiente a esa
entrada. Consideremos el homorfismo de Z-mdédulos

l—— 1 .
2 Pio (Pjg)

dado por z — Zj. El nucleo de este homomorfismo es esencial en Z. Ex-
tendemos ¢ a un endomorfismo ¢ de G = EszlZp,}(pi) @ Z" de la siguiente
manera:

(Tpys ooy Tpps a1y ey y) — (0,00, a7,0...,0).

Donde a3 = ¢(a;) estd en la coordenada correspondiente a pj,. Notemos

que Nucp <% G. De hecho, Nucp = @k \Z, n(e:) @pjo(pJO)Z @ Z"! pero
Nucp # G por lo que G no es de Baer, lo cual es un absurdo. Por lo tanto
t(G) =00 f(G)=
Si f(G)=0 entonces t(@)=GCGieG=2Pr 7 rv0) donde Z Rl es de
Baer, fijemos j con 1 < j < k y supongamos que n(p]) > 1. Cons1deremos el
morfismo
2 Zp?(ﬁj) — Zp?(ﬁj)



Dado por ¢ (z) = p;z. Notemos que ¢ no es cero ya que ¢, (1) = p; # 0
y notemos que Nucp # 0 ya que ﬁﬁ?(pj)fl = ﬁ?(pj) = 0. Como Z ey €8
uniforme entonces Nucyp # 7 n(pj) de donde, Nucy no puede ser su;nando

de Z n(p y. Por lo tanto Z n(p;) 1o es de Baer, lo que es una contradiccion ya

que G es de Baer, por lo que n(p;) = 1, es decir, ¢ (G) = D,cp Zy, es decir,
G es semisimple.
Por ultimo, si G = f (G) entonces f (G) = Z™ que es de Baer y libre de
torsion.
U

La siguiente definiciéon nos ayudara a dar otra caracterizacion de los mo-
dulos de Baer.

Definicién 1.16. Sea M € Mod — R Diremos que M tiene la propiedad de
la interseccion de los sumandos si para cualesquiera dos sumandos directos
N, N’ de M su interseccion N NN es un sumando directo de M y diremos
que M tiene la propiedad generalizada de la interseccion de los sumandos
si para toda familia {N,e;} C Subg (M) tal que N, <® M para toda «
entonces (),o; No <% M.

Proposiciéon 1.17. Un moédulo M es de Baer si y solamente si M tiene
la propiedad generalizada de la intersecciéon de los sumandos y el nicleo de
cualquier elemnto de S es un sumando directo de M.

Demostracion. Supongamos que M es de Baer. Sea {e;},., € S donde €7 = ¢;
para todai € Ayseal =73 ., S(1l—e;). Observemos que Nuc (1l —¢;) D
m (1) paratodai € Aysea N =),y Nuc(1l —e;) D ry (I). Entonces para

todo morfismo de I, 3, s; (1 — ;) se tiene que (> ,c, 5: (1 —¢€;)) (N) =0
(s; = 0 salvo un namero finito de indices). Entonces 73, (I) = N por lo
que tenemos lo siguiente: (;c, &M = N = rp (I) <% M. Por ser M de
Baer entonces M satisface la propiedad generalizada de la interseccion de los
sumandos.

Y claramente por ser M un mo6dulo Baer el niicleo de todo endomorfismo
de M es un sumando directo.

Ahora veamos que si M es un modulo que satisface la propiedad gener-
alizada de la interseccion de los sumandos implica que M es un modulo de
Baer.
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Para esto sea ¢ € I, para un ideal I de S tenemos que 7y (M) <%
M entonces r (I) = (N, cf Nuc(p) <¥ M ya que M tiene la propiedad
generalizada de la interseccion de los sumandos, de donde M es de Baer
como se queria. U

Uno de los objetivos inmediatos es probar (Proposicion 1.22) que el anillo
de endomorfismo de un moédulo de Baer es un anillo de Baer. La siguiente
proposicion ayudara en el objetivo.

Proposiciéon 1.18. M es un moédulo de Baer e inescindible si y solamente
si todo ¢ € S no cero es monomorfismo.

Demostracion. Sea ¢ € S no cero, como M es de Baer inescindible entonces
ra () <® M por lo que 7y (p) = 0 o bien ry (p) = M |, la hipotesis
garantiza que ¢ # 0 entonces Nuc () = 0, es decir, ¢ es monomorfismo.

Reciprocamente supongamos que M no es inescindible, entonces sea M =
M, @& M5 una descomposicion de M con My, My # 0 sea

WllMl@M2%M1

la proyeccion candnica en el factor M;. Note que Nucm; = My por lo que
m no es monomorfismo, lo que es una contradicciéon, y por lo tanto M es de
Baer. 0

Proposicién 1.19 (Condicién relativa de Rickart). Sea {1}, ., una famil-
ia de moédulos de Baer, si @,., M; es un modulo de Baer entonces {M;},
satisface lo siguiente: Para todo (4o, jo) con ig # jo € Ay ¢ € Hom (M;,, M;,),
Nucp <% M,

Demostracion. Pongamos M = @,., M; y sean M;, y M;, sumandos de M
con iy # jo, consideremos un morfismo ¢ € Hom(M;,, M;,) ahora bien como
M;, es un sumando directo de M entonces podemos extender el morfismo v a
un endomorfismo de M digamos 1& como 1&|Mj0 =1y 1& = 0 para toda 7 # jg
y asi por ser M de Baer se tiene que el nucleo de tal morfismo es un sumando
directo de M de hecho el nicleo de 1 es Nuc(ih) = D, Mi® Nuc(y) y por
ende el niicleo de este morfismo en Mj, es un sumando directo de M;, como
se deseaba.

O

Para los sumandos de los mo6dulos k-nosingulares tenemos lo analogo a
los mo6dulos de Baer.



Proposicion 1.20. Si M es un moédulo k-nosingular y N un sumando directo
de M, entonces N es k-nosingular.

Demostracion. Sea ¢ € End(N) tal que Nucy <°* N, probaremos que
@ =0.

Escribamos M = N @ N’ y extendamos ¢ a un endomorfismo de M.
@ = ¢ ® 0|y y notemos que Nuc (@) = Nuc(p) @ N <** No N = M.
Entonces por k-nosingularidad se tiene que ¢ = 0, es decir, ¢ = 0 para todo
¢ € End (N) por lo tanto N es k-nosingular. O

Con lo anterior también tenemos la siguiente.

Proposiciéon 1.21. Sea M € Mod — R, k-nosingular, si X es esencial en un
sumando directo N de M entonces N es tnico.

Demostracion. Supongamos que N; no es tnico, es decir, existe Ny # N; tal
que X <** N < My X < Ny < M con Ny y Ny sumandos directos
de M. Entonces M = Ny @ P, = Ny @ Py (N7 C Nay Ny © Nyp). Sea ¢ =
mp,0mN,, donde Tp, y Ty, denotan las proyecciones en los respectivos factores
y observemos que ¢ # 0 ya que existe x € N7 — Ny tal que 7p, (z) # 0.
Ahora sea m € M, escribamos a m, m = n; + p;. Como X <¢* N,
entonces existe r € R tal que 0 # nyr € X. Se sigue que mr # 0 , ¢ (mr) =
o (nr 4+ p1r) = (mp, o, ) (nar 4+ p17) = 7p, (ny7r) = 0 ya que nyr € X <
Ny i.e Nucy <°* M. Como M es k-nosingular se tiene que ¢ = 0 lo que es
un absurdo, por lo tanto se tiene que N; = Ny O

Regresando a Modulos de Baer.

Proposiciéon 1.22. Sea M un modulo de Baer, entonces el anillo de endo-
morfismos S de M es un anillo de Baer.

Demostracion. Sea I < S un ideal izquierdo, como M es de Baer se tiene
que 77 (I) <% M, entonces existe e? = e € S tal que ry; (I) = eM.

Probaremos que rg(I) = eS, para ello sea el) € eS observemos que
Terp = 0 pues para toda x € M de donde se sigue que leyp (x) C IeM = 0.
Entonces IeS =0y eS Crg(I).

Ahora para ¢ € rg (I) tenemos que, podemos escribir ¢ como ¢ = ep +
(1—e)p. Como Iy = 0, I (M) = 0 entonces I (¢ (M)) = 0, de donde
@ (M) Cry (M) =eM.Sim € M entonces ¢ (m) = em’', de donde ep (m) =
em = ¢ (m) de aqui se tiene que ep = . Por lo tanto ¢ € eS'y eS = rg (1)
como se deseaba. O
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Proposicién 1.23. Sea M = ®ieA M; y M; es totalmente invariante en M
para todo 7 € A, entonces EBZ.eA M; es de Baer si y solo si M; es de Baer para
toda ¢ € A.

Demostracion. Si M es de Baer entonces cualesquiera de sus sumandos di-
rectos es un modulo de Baer.

Ahora supongamos que M; es de Baer para toda ¢ € A, por hipotesis M;
es totalmente invariante para toda ¢ lo que implica que, Hom (M;, M;) = 0
para toda ¢ # j. Entonces en el anillo de endomorfismos de M visto como
anillo de matrices, cada endomorfismo solo tiene elementos no nulos en la
diagonal.

Sea I <g S, tenemos que ry (I) = @, rar, (I N S;),donde S; = Endg (M;).
Como en cada componente el anulador derecho es un sumando en M; (por
hipétesis), se tiene que 7 (1) = @icprar (INS;) <° P, Mi = M de
donde M es de Baer. O

Terminaremos este capitulo con un resultado que nos seré ttil en capitulos
posteriores.

Lema 1.24. Sea M un moédulo, y sea M = M; & M, una descomposicion
tal que My, M, son totalmente invariantes en M.Si N <% M, entonces N =
N1 @® Ny donde, N; = N N M;, cont=1,2.

Demostracion. Claramente se tiene que N; & No C N. Para la otra con-
tencion, sea n € N, por hipotesis n = my; + my donde m; € M;, i = 1,2.
Veamos que m; € N N M;, como por hipotesis M; es totalmente invariante en
M, existen prerradicales ri, 7y € R—pr talesque ry (M) = My y ro (M) = M,
y asi se tiene que:

M1 =" (M) =" (N)@Tl (K)yMQ :T2<M) :TQ(N)@T2<K)
por ser 11,79 prerradicales y asi se tiene que
M = (ri (N) ®r1(K)) @ (r2 (N) @ r2 (K))

luego entonces, m; = n; + k1 y my = no + kg por lo que se tiene que
n=mij+mey = n1+k:1+n2+k:2. Entonces n+(—n1—n2) = k‘1+k’2 e NNK = 0.
De donde n = n; + ng, por lo tanto N = N; & Ns. O



Capitulo 2

k-nosingularidad

En este capitulo estudiamos aalgunas propiedades de la clase de m6dulos
k-nosingulares, primero estableceremos la generalizacion de la no singularidad
a la k-nosingularidad, luego analizaremos las sumas directas de médulos k-
nosingulares para dar condiciones relativas para que la suma sea k-nosingular.
Por ultimo estudiaremos la relacién estrecha entre la semisimplicidad del
anillo R y los médulos k-nosingulares sobre él.

Comenzamos recordando la definiciéon de k-nosingularidad.

Definicién 2.1. Un moédulo derecho M es k-nosingular si para todo endo-
morfismo ¢ € S con Nucp <* M se tiene que ¢ = 0.

Proposicién 2.2. Todo modulo no singular es k-nosingular.

Demostracion. Supongamos que M es un modulo no singular que no es k-
nosingular, por no ser k-nosingular, existe ¢ € S no cero tal que Nucp <*
M. Como ¢ no es el morfismo cero existe m € M — Nucy no cero. Con-
sideremos el conjunto I = {r € R|mr € Nucp} y notemos que I es un ideal
derecho de R como Nucyp es esencial en M entonces I es esencial en R y asi
w(m)I =0 con ¢ (m) # 0, es decir, ¢ (m) es un elemento no cero de M
con anulador esencial, lo cual es un absurdo ya que M es no singular. Por lo
tanto M es k-nosingular. O

La siguiente proposicion establece a una clase de modulos que son k-
nosingulares.

Proposiciéon 2.3. Todo modulo poliforme es k-nosingular.
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Demostracion. Sea M un moédulo poliforme (es decir, para todo morfismo
€ Hom (K, M)y K € Subr (M) tal que Nucy <®* M implica ¢ = 0), en
particular para K = M, se sigue que M es k-nosingular. O

El reciproco a la proposicién anterior no necesariamente es cierto. Por
ejemplo para el Z-médulo Z, con p primo, notemos que este Z-modulo es
k-nosingular, pero no es no singular ya que todo elemento no cero, digamos
T € Z, tiene anulador esencial, a saber pZ.

Aunque la no singularidad, la k-nosingularidad y els er poliforme no son
condiciones que coinciden en modulos estas propiedades si se cumplen en
cualquier anillo.

Proposiciéon 2.4. Si R es un anillo entonces las siguientes condiciones son
equivalentes.

(i) R es k-nosingular.
(ii) R es no-singular.
(iii) R es poliforme.

Demostracion. Primero notemos que por las dos proposiciones anteriores solo
necesitamos probar que la condicion (i) implica las condiciones (ii) y (iii).

(i) = (ii).

Tomemos = € R tal que x tenga anulador derecho esencial en R, pero
notemos que

rr(z) ={reRlzr=0}=0
por ser R, un R-mo6dulo k-nosingular. Ya que todos los endomorfismos de R
¢ € End(R)

son de la forma ¢,.(x) = rz y asi Nucy = rg(r) que por hipotesis son
esenciales en R.
(i) = (iii).
Tomemos I < Ry f € Hom (I, R) tal que
Nucf <% M.

Veamos que f = 0, supongamos que f # 0. Entonces existe r € [ tal que
r ¢ Nucf, en particular » € R. Ahora sea (Nucf : r) = J el ideal trasladado
por r que es esencial en R y notemos que f(r)J = 0. Es decir, f(r) es
un elemento de R con anulador esencial, lo que es un absurdo ya que R es
no-singular por lo que f = 0. Por lo tanto R es poliforme. O
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Definicién 2.5. Para un mo6dulo M definimos la parte k-singular de M
como ZF (M) :=>S"{p(M): ¢ € Sy Nucp < M}.

Note que de la definicion anterior se sigue que M es k-nosingular si y sélo
si

ZF (M) =0

Proposicién 2.6. Si M es un modulo derecho entonces Z* (M) es un sub-
modulo totalmente invariante de M. Més atn Z* (M) C Z (M) donde Z (M)
es la parte singular de M.

Demostracion. Para la primera parte primero obsérvese que al considerar
cualquier endomorfismo v € Sy ¢ € S, tal que Nucy <°* M, entonces
Nucp C Nuc(yp) y asi Nuc(yp) es esencial en M.

Ahorasea x € Z*(M), entonces existen fy, ... f,, endomorfismos de M tales
que Nucf; es esencial en M para toda: € 1,...n y existen zq, ..., x,, € M tales
que z = fi(z1) + .... + fu(z,). Entonces aplicando ¢ a la expresion anterior
se tiene que ¥ (x) = ¥ fi(x1) + .... + ¥ fn(z,). Por la observacion previa cada
1 f; tiene niicleo esencial en M para toda i. Asi ¢(z) € Z*(M) por lo tanto
Z*(M) es un submodulo totalmente invariante en M.

Probaremos ahora que Z¥(M) C Z(M). Tomemos = € Z*(M) entonces,
como antes, x es de la forma z = fi(z1) + ... + fu(zs) con fi,...f, endo-
morfismos de M con niicleo esencial y 1, ...,z, € M. Sea I, = (Nucf; : x;)
el ideal derecho trasladado por z;. Como Nucf; es esencial en M, entonces
I; es un ideal derecho esencial en R, al considerar I = (), I; el cual es un
ideal esencial de R, puesto que es la interseccion finita de ideales esenciales.
Asi se tiene que xf =Y " | fi(z;)] = >, filzil) = 0 ya que [; lleva a m,
al nicleo de f; para toda i. Por lo tanto x tiene anulador esencial, es decir,
x e Z(M). O

Proposicién 2.7. Si M = @, M. entonces @, Z" (M) C Z% (B ,cn Ma)

a€N

Demostracion. Por la proposicién anterior sabemos que Z* (@ae/\ Ma) es

un submoddulo totalmente invariante en M entonces observemos que

“(g)-o(-(g) )

aEA acl
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Para esto tomemos un elemento (z,) € @ (2% (B cn Ma) N M,) este ele-
mento lo podemos escribir de la siguiente manera, como

(uaﬂ-axa) = Z Pa; (yai)
=1

Para algunos y,, € M y Nucp,, <** M donde 7, denota la proyeccion de
(@ae/\ Ma) en el factor Z*(M,) y u, la inclusion en M,. Entonces el juego
de coordenadas

(Ta) = Z(uoﬂra)(xa) = Z (Za Qpai(xai)> € Z8(M).

e} e}

Para la otra contenciéon tomemos (x,) € Z*(M). Entonces lo pensamos
como y_ . (uaTs) (z,). Entonces este es un elemento de laforma )" | 0o, (%q,)
para cada a i.e. (x,) € ZF(M) N M,.

Con ésto en mente, si fijamos un indice a € A, sea x € Z¥(M,,) entonces
T = >0 00 (%), Pa; € End(M,) y Nucp,, <° M,, para toda i =
1,...,n, extendiendo cada ¢,, a un endomorfismo de M definido por gb‘Mﬁ =0
sif#ay @|M5 = 1 si # = «. Entonces para toda 1 < ¢ < n se tiene
que Nucp < M i.e. ug(z) = Y plua(zs,)) € Z¥(M) N M,. Entonces
ZFM(M) C Z*(M)NM, y esto para toda « entonces por la primera observacion
se tiene lo deseado. O

En general, para modulos de Baer la suma de modulos k-nosingulares no
necesariamente es k-nosingular, de hecho el ejemplo es el mismo que después
de 1.14. Con lo definido anteriormente podemos dar otra prueba diferente a
la dada en 1.20.

Proposiciéon 2.8. Si M es un modulo derecho k-nosingular y si N <% M
un sumando directo de M. Entonces N es k-nosingular.

Demostracion. Tenemos que M se descompone como M = N & H. Entonces
por la proposiciéon anterior Z*¥(M) 2 Z*(N)®Z*(H). Por hipotesis Z*¥(M) =
0, por lo que Z*(N) = 0, es decir, N es k-nosingular. O

Definicién 2.9. Sean M y N modulos derechos, diremos que M es k-
nosingular relativo a N si para todo morfismo ¢ € Hom(M, N) tal que
Nucp <% M se tiene que ¢ =0
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Proposicién 2.10. Si {M,}, ., es una familia de moédulos entonces M =
P.ca Mo es k-nosingular si y solo si M, es k-nosingular relativo a Mz para
todos a, 0 € A.

Demostracion. Supongamos que M, es k-nosingular relativo a Mg. Veamos
que M es k-nosingular. Tomemos ¢ € S tal que Nucyy <® M, entonces
Nucy N M, <°* M, para toda «. Sea pues o € A fijo. Podemos ver al
endomorfismo ¥ como ) = @eampiy,, donde 75 es la proyeccion de M en
el factor My para cada 3. Entonces Nucy),, = Nucp N M, <°* M,. Como

Nuciy,, = ﬂ Nucmg,,
BEA

tenemos que Nucmgy),, <“* M,. Entonces por k-nosingularidad relativa se
tiene que w31, = 0, para toda 3. Entonces ¢;,, = 0. Como « fue arbitrario
entonces ¢ = 0, es decir, M es k-nosingular.
Ahora bien, si M es k-nosingular entonces se tiene Z*(M) = 0 por lo que
P ZF(M,) = 0. Sea
f e Hom(M,, Mg)

tal que Nucf <¢* M,. Podemos extender f a un endomorfismo F de M
mediante F' = f @ O‘M/ donde M = @#a Mpg. Por la k-nosingularidad
tenemos que F' = 0, asi que f = 0. Por lo tanto M, es k-nosingular relativo
a MB. ]

Proposicién 2.11. Sea M un R-modulo derecho tal que E(M) es k-nosingular
entonces M es k-nosingular.

Demostracion. Sea ¢ € S tal que Nucyp <* M, como E(M) es inyectivo
entonces podemos extender ¢ a un endomorfismo ¢ de F(M) de tal forma
que el siguiente diagrama conmuta

‘| £

Como Nucy C Nucg entonces Nucp <°* E(M) y por k-nosingularidad
de E(M) se tiene que @ = 0 por lo que ¢ = 0. Por lo tanto M es k-
nosingular. O
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El reciproco de la proposicion anterior es falso en general. Por ejemplo el
Z-modulo Z, tiene capsula inyectiva E(Z,) = Zp~. Z, es k-nosingular pero
Zpo 10 es k-nosingular ya que el endomorfismo o : Zyc — Z,~ dado por
a(z) = xp™ es no cero con nicleo esencial.

Definicién 2.12. Diremos que dos modulos derechos M y N sobre un anillo
R son Rickart relativos si para todo morfismo ¢ € Hom(M, N) el nicleo de
¢ es un sumando directo de M y para todo morfismo v € Hom(N, M) su
nticleo tambien es un sumando de N.

En vista de la proposicion 1.19 se tiene que cualesquiera dos modulos de
Baer son Rickart relativos.

Teorema 2.13. Sea R un anillo entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

(i) Todo M € Mod — R inyectivo es de Baer.
(ii) Todo M € Mod — R es un modulo de Baer.
(ii) R es semisimple artiniano.

Demostracion. Como todo modulo derecho M sobre un anillo semisimple
artiniano es semisimple entonces se tiene (iii)=-(ii)= (i).

(i)=(iii).

Tomemos un moédulo derecho M sobre R, consideremos el moédulo B =
E(M)®E(E(M)/M) y observemos que B es inyectivo. Mas atn, por hipote-
sis es de Baer. Sea ¢ € Hom(E (M), E(E(M)/M)) dado por ¢(x) = x + M,
para toda x € E(M), entonces Nucy = M. Como E(M)y E(E(M)/M) son
de Baer entonces son Rickart relativos por lo que M es un sumando directo
de E(M) pero M <¢* E(M) por lo tanto M = E(M). Entonces M es inyec-
tivo y como M fue arbitrario entonces todo R-modulo derecho es inyectivo
por lo que R es semisimple artiniano. O

Corolario 2.14. Sea R un anillo entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) Todo modulo derecho M es k-nosingular.
(ii) Todo modulo derecho M inyectivo es k-nosingular.

(iii) R es semisimple artiniano.
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Demostracion. (i)=>(ii)

La clase de modulos inyectivos k-nosingulares son algunos de los modulos
k-nosingulares.

(ii)=(iii)

Como todo modulo inyectivo es extendible (la prueba se dara a detalle
en el capitulo siguiente), entonces por hipotesis todo modulo inyectivo es k-
nosingular y extendible. Por 1.13 todo mo6dulo derecho sobre R es de Baer y
asi por la parte (ii) del teorema anterior R es semisimple y artiniano.

(iii)=(1)

Como todo moédulo derecho sobre R es semisimple entonces para todo
endomorfismo ¢ € S no cero se tiene que Nucy < M es un sumando directo
de M por lo que el niicleo de ¢ no es esencial en M. Entonces si Nucy <° M
se debe de tener que ¢ = 0. Por lo tanto todo médulo derecho M sobre R es
k-nosingular como se deseaba. O



Capitulo 3

Mobdulos k-nosingulares y
relaciones con sus anillos de
endomorfismos

Antes de analizar las relaciones de los mo6dulos k-nosingulares con sus
anillos de endomorfismos necesitaremos conceptos sobre cierta clase de mo-
dulos, a saber, moédulos continuos, casi-continuos y sus relaciones con sus
anillos de endomorfismos para ver despiies como se relacionan estos si el
modulo es k-nosingular.

3.1. Mobdulos A-inyectivos

Definiciéon 3.1.1. Sea A € Mod — R y N cualquier m6dulo, diremos que N
es un modulo A —inyectivo si para todo submodulo X de A y todo morfismo
¢ X — N existe p € Hom(A, N) tal que ¢, = ¢, es decir, el siguiente
diagrama conmuta.

X—>A

Lema 3.1.2. Sea N un moédulo A-inyectivo y B es un submodulo de A,
entonces N es un modulo B-inyectivo.

Demostracion. Si C < By ¢ € Homg(C,N), consideremos el siguiente
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diagrama conmutativo:
C — B — A

14

donde ¢ es la restriccion de 95’ a C por lo que el triangulo pequeno conmuta.
Por lo tanto N es tambien B-inyectivo. O

Proposiciéon 3.1.3. Si N es un R-mo6dulo derecho entonces, N es A-inyectivo
si y solo si N es (a)-inyectivo para toda a € A

Demostracion. Si N es A-inyectivo entonces es alR-inyectivo por la proposi-
cion anterior.

Reciprocamente supongamos que N es un méodulo (a)-inyectivo, para X
submodulo de Ay ¢ € Hom(X, N), consideremos la familia F de parejas
(C, p) tales que C' es un submoédulo de A que contiene a X y p es un morfismo
de C'a N que extiende a . Notemos que (F, C) es un conjunto parcialmente
ordenado con la inclusion y es no vacio puesto que (X, @) esta en F. Asi se
cumplen las hipotesis del lema de Zorn, por lo que existe una pareja (B, )
maxima tal que X < B < Ay ¢ : B — N tal que extiende a ¢. De la
maximalidad notemos que B <°* A supongamos que B # A, consideremos
un elemento a € A — By sea K = {r € R:ar € B}. Entonces aK # 0.
Definamos el morfismo p : aK — N como; p(ak) = 1 (ak). Por hipotesis
podemos extender a p a un morfismo de aR, digamos fi : aR — N. Ahora
definamos x : B+ aR — N mediante x(b+ ar) = ¥(b) + f(ar). x esta bien
definida, ya que si b+ ar = 0, entonces para r € K se tiene que bajo Y,
P(b) + plar) = Y(b) + plar) = P(b) + Y(ar) = (b + ar) = 0, ademés el
morfismo x extiende a ¢ por lo que la pareja (B + aR, x) es tal que contiene
propiamente a B lo cual contradice la maximalidad de la pareja (B, ). Por
lo que B = A. Por lo tanto NV es A-inyectivo. O

Proposicién 3.1.4. Si {4;},.;, € Mod — R es una familia de modulos y
N es un modulo, entonces N es (@ ) inyectivo si y solamente si NV es
A;-inyectivo para toda ¢ € I.

el

Demostracion. Suponga que N es A;-inyectivo para toda ¢ € I, llamemosle
A= P,c; Ai tomemos X € Subr(A) y 0 € Hom(X, N) cualquier morfismo.
Queremos extender tal morfismo. Para esto primero consideramos la familia
A de parejas de (B, p), donde p es un morfismo de B a N que exitiendea oy B
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es un submodulo de A que contiene a X. Notemos que ordenando a A con la
inclusion el conjunto (A, C) es un conjunto parcialmente ordenado y no vacio
puesto que la pareja (X, o) esta en A4 ademés (A, C) satisface las hipotesis
del lema de Zorn, por tal motivo podemos encontrar un elemento maximo
en tal familia. Sea pues (X/, ) un méaximo, y notemos que por construccion
¢ no se puede extender a un morfismo ¢ de K en N donde K contiene
propiamente a X . Mas atin X < A. Lo que afirmamos es que X = A.
Supongamos que no, entonces exise un indice j de I y a € A; tal que a ¢ X'
Como por hipotesis IV es Aj-inyectivo entonces por la proposicion anterior es
aR-inyectivo y asi podemos construir un morfismo 1 : X' +aR — N tal que
extiende a ¢, lo que contradice la maximalidad de la pareja (X', ). Por lo
tanto se debe de tener que X = A, es decir, N es A-inyectivo. El reciproco
se obtiene por el lema 3.1.2. 0

Proposicién 3.1.5. Dada una familia de modulos {M,}, .., entonces el
producto directo [ ., M, es A-inyectivo si y solo si cada factor M, es A-
inyectivo para toda « € A.

Demostracion. Es similar a la anterior. O

Definicién 3.1.6. Un modulo Q) se dice casi-inyectivo o auto-inyectivo si es
Q-inyectivo.

Teorema 3.1.7. Un modulo N es A-inyectivo si y solo si A < N para todo
1 € Homg(E(A), E(N))

Demostracion. Como E(N) es inyectivo, entonces es suficiente considerar
v € Hom(A, E(N). Supongamos que »A < N para todo morfismo ¢ €
Hom(A, E(N)). Queremos ver que dado cualquier X € Subg(A) y cualquier
¢ € Hom(X, N) existe ¢ € Hom(A, N) tal que ¢, = ¢. Sea pues X < A
y ¢ € Hom(X,N). Como E(N) es inyectivo entonces ¢ se extiende a un
morfismo ¢ € Hom(A, E(N)) y como por hipotesis »A < N entonces se
tiene que v extiende a . Por tanto N es A-inyectivo.

Para un morfismo ¢ : F(A) — E(N) consideremos el submodulo X =
{a € A:9(a) € N} < A. Al ser N un modulo A-inyectivo se tiene que si
restringimos el morfismo ¢ a X este se extiende a un morfismo v : A — N,
afirmamos que N N (v —¥)A = 0. En efecto: sin € N y a € A son tales que
n = (v —1)(a), entonces

n = v(a) - v(a)
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si y solo si
Y(a) =v(a) —n € N.

Asi a € X, y entonces n = v(a) — ¢¥(a) = ¥(a) — v(a) = 0, lo que prueba
la afirmacion y como N <°* E(N) entonces (v —1)A = 0 por lo que A =
vA < N como se queria. O

Corolario 3.1.8. Un modulo @) es casi-inyectivo si y solo si fQ < @) para
todo f € End(E(Q))

Demostracion. Se sigue del teorema anterior ya que () es (J-inyectivo. O

Definicién 3.1.9. Si A y B son mo6dulos tales que A es B-inyectivo y B es
A-inyectivo, entonces diremos que A y B son inyectivos relativos.

Corolario 3.1.10. Si A y B son moédulos inyectivos relativos tales que
E(A) = E(B) entonces A = B, de hecho cualquier isomorfismo

v : E(A) — E(B)

restringido a A da un isomorfismo de A a B. Mas ain A y B son casi-
inyectivos.

Demostracion. Sea g : E(A) — E(B) un isomorfismo. Como B es A-inyectivo,
se tiene por 3.1.7 que g(A) < B. Similarmente g~!'(B) < A por lo que
B = (997)B = g(g7'(B)) < g(A) < B. Por tanto g(A) = B y asi
g, : A — B es isomorfismo y A es A-inyectivo. O

De 3.1.4 y 3.1.5 se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1.11. M; DM, es casi-inyectivo si y solo si M; es Mj-inyectivo
(1,5 = 1,2). En particular, todo sumando directo de un modulo casi-inyectivo
es casi-inyectivo.

0

Definicién 3.1.12. Diremos que un modulo D es directamente finito si D
no es isomorfo a ningun sumando directo propio de D.

Note que D es directamente finito si y solo si X = 0, es el inico modulo
tal que D=2 D¢ X.
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Proposiciéon 3.1.13. Un modulo D es directamente finito si y s6losi fg =1
implica gf = 1 donde f,g € End(D)

Demostracion. Supongamos que D es directamente finito, sean f, g € End(D)
tales que fg = 1 entonces D = g(D) @ Nucf y por hipotesis D es directa-
mente finito y D = ¢g(D), entonces Nucf = 0. Como f es suprayectiva por
hipotesis, entonces f es isomorfismo por lo que gf = 1. Reciprocamente
suponga que D = B& C donde B = D. Sea pues ¢ : D — B un isomorfismo,
completamos ¢ a un endomorfismo ¢ de D definido como ¢ = ¢~ @ 0.
Entonces ¢ = 1 y por hipotesis se tiene que pp = 1, por lo que ¢ es
monomorfismo, por lo tanto C' = 0. Como queriamos. O

Lema 3.1.14. Si M no es directamente finito entonces X™ se sumerge en
M para algin médulo X no cero.

Demostracion. Por hipotesis M no es directamente finito, entonces se tiene
quesi M =A® X, con A= My X #0entonces A= A; & Xy con A= A
y X = X;. Iterando este proceso obtenemos

A=A, 00X, ®...0 Xo0 Xy

donde X; = X, ¢ € N. Por lo tanto M contiene una suma directa inifinita
numerable @,y X; = X — M. O

Proposicién 3.1.15. Un modulo inyectivo M no es directamente finito si y
solo si X se sumerge en M para algun moédulo X # 0

Demostracion. Si M no es directamente finito por lo anterior se tiene lo
deseado. Reciprocamente, pongamos K = XM < M con X; =2 X y X # 0.
Sea K = X1y Ky = ;°, X;, entonces K = K; & K, con Ky = K por
lo que E(K) no es directamente finito. Como E(K) es sumando directo de
M = E(M) entonces M = E(K)® N = E(K;)® E(K)@® N, es decir, M no
es directamente finito. O

Definicion 3.1.16. Sean M, M € Mod — R, diremos que M es ortogonal a
M' si My M no comparten submoédulos isomorfos no nulos.

Antes de continuar hacia nuestro primer teorema de descomposicion de
este capitulo, necesitaremos las siguientes nociones.

Consideremos una clase de modulos derechos C C Mod — R, denotemos
por Ct = {N € Mod — R : N es orotgonal a M para todo M € C}, note que

CgclJ_
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y Ct = Ct*+L. Ademas C = Ct+ si y solo si C es cerrada bajo isomorfismos,
submodulos, extensiones esenciales y sumas directas, a tales clases de modu-
los se les conoce como clases naturales y son estudiadas a profundidad por
Dauns y Zhou en [1]. A la dupla (C+,Ct) se le llama par ortogonal, es decir,
una pareja de clases (A, B) tal que

At=ByBt=A

Al considerar una clase natural C y M € Mod — R cualquier médulo
pensemos en el siguiente conjunto

F={{Hu.},cp € Sub(M) : {Ha},cs es independiente y H, € C}

Primero obsérvese que F no es vacia puesto que de la definicion las clases
naturales siempre tienen el submodulo trivial como elemento. Lo que quere-
mos encontrar es un elemento maximo en tal familia, primero notemos que
podemos ordenar a F con la inclusion y asi (F, C) es un conjunto parcial-
mente ordenado que cumple las hipotesis del lema de Zorn. Por tanto hay
méximos, sea {H,}, ., un elemento maximo en F, pongamos K = @ ., H,
y consideremos una extension esencial maxima de K digamos K en M. Por
ser C natural entonces K € C de este modo hemos argumentado que podemos
encontrar maximos con la propiedad de pertenecer a C. El hecho anterior sera
crucial para nuestros teoremas de descomposicion (para una prueba con lujo
de detalle ver [1]).

Por tltimo si la clase C es hereditaria, es decir, cerrada bajo submodulos
e isomorfimos, entonces:

C* = {M : M no tiene submodulos no cero en C}

C**+ = {M : todo submodulo de M tiene un submodulo no cero en C}

Entonces al par (C*,Ctt) como antes, se le llama la clase C-vacia y C-llena
respectivamente.

Definicion 3.1.17. Sean A y B sumandos directos de un moédulo M diremos
que A es perspectivo a B si existe un submodulo X de M tal que M =
A®X = B X y diremos que A es superspectivo a B si para todo submddulo
X de M se tiene que M = A® X siysolosi M = B® X, note que la relacion
de perspectividad es reflexiva y simetrica pero no transitiva, mientras que la
relacion de superspectividad es una relaciéon de equivalencia.



3.1 Médulos A-inyectivos 25

Una descomposicion M = M; @& M, con una propiedad P se dice tnica
salvo superspectividades si para cualquier otra descomposicion M = Ny @ Ny
con la propiedad P, se tiene que M; es superspectivo a Ny y M, es supere-
spectivo a N,. Diremos que la descomposicién es tinica salvo isomorfismos si
M; = Ny y My = N,. Note que si la descomposicion es tinica entonces es tini-
ca salvo superspectividades y también que si es tinica salvo superspectividad
entonces es tinica salvo isomorfismos.

Lema 3.1.18 (Argumento de la Proyeccion). Sea {M,}, ., una familia de
modulos derechos, v € E(@, ., M,) no cero. Entonces existe r € R no cero,
a € ANy x, € M, no cero tales que zrR = z,R con rg(zr) = rr(x,).

Demostracion. Sea n, : @ae/\ M, — M, la proyeccion y x € @%A M,,
denotemos por sop(z) al soporte de 2. Como @ ., Mo <% E(P, cp Ma),
siz € B(,cp Ma) es no cero, entonces existe ¢t € R tal que xt # 0y at €
@D, cr Mo. Como sop(x) es finito, entonces la prueba se hara por inducciéon
sobre |sop(z)].

Supongamos que |sop(z)| = 1, entonces solo existe un indice o € A tal
que Ny (xt) # 0, y si z, = no(xt) entonces 2rR = xRy rr(zr) = rr(z,).
Ahora supongamos que si 0 < |sop(zr)| < n para alguna r € R entonces
existe &« € Ay z, € M, no cero tales que zrR = x,R con rg(zr) = rr(z.).

Supongamos que |sop(zr)| = n y supongamos que existe o € |sop(xt)| tal
que rg(xt) = rr(na(xt))., sea x, = ny(xt) y por lo tanto ztR = z, R. Ahora,
suponga que para toda a € sop(xt) se tiene que rr(zt) # rr(n.(zt)). Sea
s € TR(Nay(2t)) — rr(xt) para alguna ag € sop(xt), entonces 7,,(zts) = 0
y xts # 0, por lo que 0 < |sop(xts)| < n. Por hipotesis de induccion se
tiene que existen « € Ay x, € M, no cero tales que xtsR = z,R con
rr(zts) = rr(za). O

Definiciéon 3.1.19. Un moédulo P se dice puramente in finitosi P = P& P.

Con todo ésto en mente tenemos todos los ingredientes para nuestro Teo-
rema de descomposicion.

Teorema 3.1.20. Todo modulo inyectivo E tiene una descomposicion £ =
D @ P tunica salvo superspectividades donde D es directamente finito y P
puramente infinito, més atin D y P son ortogonales.

Demostracion. Primero veamos la existencia de tal descomposicion. Con-
sidere la clase hereditaria C = {X : XN < E} y la pareja (C*,C**). Ahora
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bien, como se mencion6 anteriormente existe (por el lema de Zorn) un médu-
lo D que es C-vacio y un modulo P que es C-lleno maximos tales que D+ P es
directa ( de hecho es esencial) en E. Como FE es inyectivo, E = D@ P. Ahora
bien por construcciéon D y P son ortogonales, mas atin, por la proposicion
3.1.15, D es directamente finito.

Basta ver que P es puramente infinito. Aplicando el lema de Zorn pode-
mos encontrar una familia independiente maxima {Y,} ., en P, donde Y,

es isomorfo a Xg, sea pues K = @aeA Y,, asi
N o
r=@xi=(@x) - Pz
aEN a€A i=1
donde ZZ = @aEA Xa para toda 7 € N. Sea K1 = @;:O:l Z2n—1 y K2 =

D,> | Zon, entonces K = K1 ® Ky y K1 = K = K,. Como P es inyectivo
se tiene que P = F' @ N donde N = E(K). Por la maximalidad de K, F es
directamente finito. Ademas N = E(K) = E(K;) ® E(K;) 2 N @ N y asi
N es puramente infinito.

Ahora bien, si consideramos el conjunto de todos los monomorfismos entre
un submodulo H de F' y N, podemos encontrar por el lema de Zorn un
monomorfismo maximo f : A — N. Asi f ya no se puede extender a un
morfismo de F' en N. Por la inyectividad de P se tiene que H es un sumando
directo de F' y también que la imagen de H bajo f, f(H) es un sumando
directo de N. Pongamos F = H®H y N = f (H)®N' entonces f (H)ON =
N=2Na&N = f(H)@N @N. Como f(H) = Hy H es inyectivo y
directamente finito se tiene por 1.29 en [8], que podemos cancelar, entonces
N =2 N @ N.Como N <Ny N es puramente infinito, N’ = N, ya que en
general si L es inyectivo se tiene una descomposicion digamos L = B @ P’
con P’ puramente infinito y si B < P’ entonces L = P'. Pues si B — P’
entonces BY < P’ por ser P’ puramente infinito y por tanto @y B, < P
con B, = B para toda n. Por inyectividad de E se tiene que

P'=E@B.)eC=EDB)as E(é B,)a&C

es isomorfo a
BeE@@B.)eC=BaP =L
N

Afirmamos que: H = 0.
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Supongamos que no es cero, como H es C-lleno H' contiene un submoédulo
no cero W tal que WY — E, entonces EB;’; < E tal que W; = W para
toda j € N., y como D es C-vacio se tiene que D N (@ W;) = 0 por 3.1.14.
Por lo tanto @ W; — P. Como F directamente finito, N N ( W;) # 0, en
otro caso se tendria que @ W, — F lo cual es una contradiccién (por ser
F directamente finito) y asi de nuevo por 3.1.14 existe t € Ny T < N no
cero tal que T < N = N', entonces obtenemos un monomorfismo no cero
H > H' < N'. Pero entonces H ® H' i fH & N = N extiende a f,
lo cual es un absurdo. Por lo tanto H = 0 y asi F' = H en otras palabras
F < N, aplicando el mismo argumento para ver que N' = N se tiene que
P=F®N = N,i.e. P espuramente infinito.

Solamente falta probar la unicidad de la descomposicién

Para ésto consideremos otra descomposicion de £ digamos E = D' @ P’ con
las propiedades requeridas, es decir, que D" es un modulo C-vacio y P’ es un
modulo C-lleno. Como P’ es puramente infinito se tiene que PN «— P' < F
y asi P’ es C-lleno.

Ahora consideremos a D" y X € C no cero. Si P'N(EP:°, X;) = 0 entonces
D2, X; — D' lo que es un absurdo pues D’ es directamente finito. Asi pues
P 0 (@, Xi) # 0. Entonces por el lema 3.1.14 existe una ¢ € N y un
submodulo no cero P’ de P tal que P” — X, =2 X < D’ lo que contradice
la ortogonalidad de D" y P’. Entonces se tiene que tener X = 0y asi D’ es
C-vacio.

Por tanto la descomposicion E = D@ P es tinica (por lo tanto unica salvo
superspectividades). O

3.2. Propiedades: (1, Cy y Cf

En esta secciéon introducimos una clase de médulos llamados los modulos
(casi)continuos, y veremos algunos aspectos de su estructura. La importancia
(no solo por si mismos) de ellos en nuestro estudio resaltara mas adelante, a
saber cuando hablemos de la k-nosingularidad.

Proposicién 3.2.1. Cualquier modulo M (casi)-inyectivo satisface las siguientes
condiciones:

(1) Todo submodulo de M es esencial en un sumando directo de M.



Moédulos k-nosingulares y relaciones con sus anillos de
28 endomorfismos

(2) Si M < M tal que M = N', donde N es un sumando directo de, M
entonces M es un sumando de M.

Demostracion. (1) Sea N un submodulo de M. Como E(M) = E; & Es
donde E; = E(N), ahora observemos que en general, si A es un médulo casi-
inyectivo entonces cualquier descomposicion de E(A) = @ ., E, induce
una descomposicion de A, a saber, A = @ . (AN E,). En efecto, si al
considerar p, : @ cp Fa — @D,cp Far entonces por el Corolario 3.1.8, se
tiene que po(A) < A esto es, la E,-componente de todos los elementos de
A estd en A, y esto ocurre para toda «, por lo que se A = @ (AN E,),
entonces tenemos que M = M NE; @ MNEy,y N <** MNE; vy asi (1) se
cumple.

(2) Sea M’ L M un monomorfismo, con M’ sumando directo de M.
Por ser M un moédulo M-inyectivo se tiene que M es también M-inyectivo™,
entonces f se escinde, es decir, f(M') = My asi (2) se cumple.

U

Proposiciéon 3.2.2. Si M es un médulo que cumple (2) de la proposicion
anterior, entonces M cumple la siguiente propiedad:

Si My y M, son sumandos de M tales que M;N M, = 0, entonces M, ® M,
es un sumando de M.

Demostracion. Escribamos M = M; & M{ y sean : My & My — M la
proyeccion en M. Entonces My ® My = My @n(Ms). Como Mz, €S MONOMOTr-
fismo entonces, por hipotesis, nMs es un sumando de M y como nM, < My
entonces M; & nMsy es un sumando directo de M como se queria. O

Diremos que un R-modulo (izquierdo 6 derecho) M que tenga la propiedad
(1) de la proposicion 3.2.1 es de tipo (6 tiene la propiedad) C1, notemos que
esta propiedad (C) es la de ser un modulo extendible como se definio en
el capitulo 1. Del mismo modo un mo6dulo que cumpla la propiedad (2) de
la proposicion 3.2.1 diremos que es de tipo (6 tiene la propiedad) Cy y si
cumple la propiedad de la proposicion 3.2.2 diremos que es de tipo (6 tiene
la propiedad) C3. Estamos en condiciones de definir a los modulos continuos
y (casi)continuos.

Definiciéon 3.2.3. Un modulo derecho M es un moédulo continuo si es de
tipo C y Cs y diremos que M es casi-continuo si es de tipo C y Cs

De los comentarios anteriores se sigue que todo modulo inyectivo es continuo.
Y el siguiente:
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Lema 3.2.4. Para un médulo M se tiene:

(1) M satisface la propiedad C si y solo si todo submodulo cerrado de M
es un sumando directo de M.

(2) Un moédulo M que sea inescindible es extendible si y solo si M es
uniforme. En particular todo médulo uniforme es casi-continuo.

O

Lema 3.2.5. Sean M € Mod— Ry A < M. Si A es cerrado en un sumando
de M, entonces A es cerrado en M.

Demostracion. Pongamos M = M; ® M, tal que A es cerrado en M;. Sea
N, @ M — M, la proyeccion canoénica en M; y supongamos que A <°* B
para algin B < M. Entonces observemos que A = ny, (A) <°° ny, (B) <
M;. Como A es cerrado en M, entonces A = ny,(B) < B por lo que
(1—na,)B < Bycomo (1—ny,)BNA =0y A <°* Bentonces B = n, (B).
Por lo tanto A = B esto es, A es cerrado en M. O

Corolario 3.2.6. Si un médulo derecho tiene la propiedad C; para: = 1,2, 3.
Entonces cualquier sumando directo de el tiene la propiedad.

Demostracion. Sea M un modulo con la propiedad C y N < M un sumando
directo de M. Al considerar un submoédulo cerrado A de N se sigue que A
es cerrado en M y asi A es un sumando directo de M en particular A es
sumando de N y asi por 3.2.4(1), N es un modulo de tipo C; C1. De manera
anédloga se demuestra para Cy y Cj U

Estamos en condiciones de justificar el siguiente:
Ejemplo: Z" es extendible.

Para ésto recordemos que un submoédulo N de un médulo M no singular es
cerrado si y solo si M/N es no singular. En efecto supongamos que M es no
singular y tomemos un submodulo N de M cerrado. Si N = M entonces se
tiene lo deseado. Supongamos que N # M. Por hipdtesis existe un pseudo-
complemento K de N no cero. Ahora al ser N cerrado por hipotesis N es
pseudocomplemento para K en M por lo que K = % <®s M/N y asi K
es no singular, por lo tanto Z(M/N) = 0. El reciproco es claro.
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Con lo anterior en mente, tomemos K cerrado en Z" como Z™ es no sin-
gular entonces el cociente Z" /K es no singular, por lo tanto Z" /K es finita-
mente generado y libre de torsion. Entonces Z" /K es libre y en consecuencia
es proyectivo por lo que la sucesion

0-K—->7Z"—-7"/K -0

se escinde, es decir, K es sumando de Z". Por la parte (1) de 3.2.4, Z" es ex-
tendible. (Notese que con este argumento el teorema 1.15 queda justificado).

Teorema 3.2.7. Las siguientes condiciones son equivalentes para un Médulo
derecho M.

(1) M es casi-continuo.

(2) Si X, Y son submoédulos de M tales que cada uno es pseudocomple-
mento del otro, entonces M se descompone como M = X @Y.

(3) fM < M para todo endomorfismo idempotente en End(E(M)).
(4) Si E(M) =, cp Ea, entonces M = @ ., (M N E,).

Demostracion. Supongamos (1) y probaremos (2). Es decir, sea M casi-
continuo y tomemos X,Y € Subr(M) como en la hipotesis en particular
M tiene la propiedad C; y como X, Y son pseudocomplemento uno del otro,
entonces son cerrados y asi son sumandos y por la propiedad C3 su suma es
un sumando directo de M y es esencial en M por lo tanto M = X @ Y.

Ahora supongamos (2) y probemos (3). Sea f € End(E(M)) idempon-
tente y pongamos Ay = M N f(E(M))y As = M N (1 — f)E(M). Sean By
complemento de Ay que contenga a A; y By complemento de By que con-
tenga a A, entonces M = B; @ By, por hipotesis. Ahora consideremos la
proyeccion 1g, : M — By, lo que se afirma es que M N (f —ng, )M = 0.

Para mostrar esto, sean x,y € M tales que (f — np,)(z) = vy, entonces
flz) = np,(x) +y € M y como f(x) € Ay y (1 — f)z € M entonces
(1 — f)x € As y asi bajo 7 se tiene que n(x — f(z)) = 0. Esto es igual a que
ng, (x) — f(z) = 0. Por lo tanto np, (x) = f(x), es decir, y = 0 lo cual prueba
nuestra afirmacion. Ademas, como M <°** E(M), entonces (f —ng,)M =0,
por lo que fM =ng, (M) < M como se queria.

Supongamos (3) y probemos (4). Es claro que & ., (M N E,) < M. Sea
m € M, entonces m € €, pc, £ con F finito, si escribimmos a E(M) co-
mo E(M) = @,cpc) Ei © E*, entonces existen elementos idempotentes or-
togonales f; € End(E(M)), i € F, tales que E; = f;E(M). Por hipdtesis
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[iM < M porloquem = (3 ,.p fi)(m) = .cp film) € (M NE;). Por lo
tanto M = @, ., (M N E,).

Finalmente supongamos (4) y probemos (1). Para esto tomemos un sub-
modulo A de M arbitrario y veamos que este tiene la propiedad Cy. Es-
cribamos a la capsula inyectiva de M como E(M) = E(A) @ E*, entonces
tenemos que M = M N E(A) & M N E*. Entonces A <** M N E(A) co-
mo queriamos. Ahora veamos que cumple la propiedad C5. Consideremos
Mi y M, sumandos de M tales que M; N My = 0. Entonces tenemos que
E(M)=F, ® F, ® F donde E; = E(M;) para i = 1,2. Por (4) se tiene que
M=MNE,&MNE,&MNE'. Al ser M; sumandos de M y M; <** MNE;
para ¢ = 1,2 entonces M; = M N E; como queriamos. 0

Proposicion 3.2.8. Si la suma directa M; & M, es un modulo casi-continuo
entonces M; y M, son mdédulos derechos, inyectivos relativos.

Demostracion. Mostraremos que M, es M;i-inyectivo.

Llamemos M = M; @ Ms, al tomar X € Subr(M;)y ¢ : X — M, un
morfismo, para B = {x — p(z) : € X}, notemos que BN M, = 0. Sea M,
un pseudocomplemento de My que contenga a B, entonces M = M{ @ M,
por el teorema anterior. Ahora bien al considerar la proyeccion en el factor
My, n: M — M, para toda z € X tenemos que 0 = n(z — ¢(x)) = n(z) —
n(¢(x)) = n(x) — (), por lo tanto 7, = ¢. En otras palabras 7 extiende a
@ . Por lo tanto M5 es un moédulo derecho M;i-inyectivo. La prueba de que
M; es Ms-inyectivo se hace de manera similar. Por lo tanto M; y M; son
modulos derechos inyectivos relativos. O

Teorema 3.2.9. Si {M,}, ., es una familia de Mo6dulos derechos sobre R
tal que M, es casi-continuo para toda «. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) M =&, M, es casi-continuo.
(2) Dpro Mp es My-inyectivo para toda o € A.
(3) M, es Mg-inyectivo para toda o # (3.

Demostracion. Por 3.1.4 y 3.1.5 se tiene (2) < (3) y por el corolario anterior
también tenemos (1) = (2).

Solo queda probar (2) = (1). En vista del teorema 3.2.7 necesitamos
probar que eM < M para todo elemento idempotente, e € End(E(M)), para
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ello notemos que es suficiente mostrar que para cada elemento idempotente e
en el anillo de endomorfismo de E(M) y M = &, ., M, entonces eM, < M
para toda .

Fijemos a € A, como M, es Mpg-inyectivo para toda « distinta de /3,
entonces M, es @ﬁeAfa Mgs-inyectivo por hipotesis. Pongamos Ny = M, y
Ny = EBBE[FQ Mg, entonces N; es Ny-inyectivo y Ny es Ny-inyectivo. Asi que
Nj es casi-continuo. Sean F, E; y Fy las capsulas inyectivas de M, Ny y Ns
respectivamente, entonces se tiene £ = F; & Ey y

o — ( €11 €12 )
€21 €22

donde e;; : E; — E;. Como Ny es Ni-inyectivo, eg Ny < Ny por 3.1.7 y asi
eN1 = e11 N1 + ea1 N1 < e11 N1 + Ns. Solo falta hacer ver que e;; N7 < M.

Para ello notemos que e?> = e entonces e;; = e%l + e1ze91. Pongamos
a =e11 y b=1— ey, entonces haciendo calculos tenemos que ab = ba, luego
ab = ba = a — a* = eyzeq; € End(Ey).

Si K = Nuc(ab). Note que a K NbK =0 ya que

en1 Nuc(ejpear) N (1 — eqq)Nuc(ejgesr) = 0.
Ademas aK < Nuc(b) < Nuc(ab) = K, por tanto
K =aK & VK.
Como Ej es inyectivo y eN7 = e11 N7 + e91 N1, entonces
E(eNy) = E(e;1 N1 @ E(ea1 Ny))
es un sumando directo de E;. Entonces
E; = E(eN,)® C = (E(e11N1) @ E(ea1 Ny)) @ C.

Por lo tanto existen idempotentes ortogonales f y g en End(E;) tales que
E, = fE, @ gFEs, y también si aK < fE; y bK < gF,. Entonces fK =
flaK ®bK) = f(aK) = aK por lo que

KNfB < fK =aK < KN fE,.

En otras palabras K N fE; = aK < Nuc(b). Entonces Uy, €S TONOMOT-
fismo, y como FE; es inyectivo existe ¢» € End(FE;) tal que bf = vabf y
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wa‘b(fEl) = bf, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

bela—>E1
|
E,

Como N; es casi-continuo y ademas N; y N, son inyectivos relativos, por
el teorema anterior y por el teorema 3.1.7 tenemos que

bf N1 = abf Ny < pabNy = eizear N1 < thejaNy < Njy.
De manera analoga se prueba agN; < N;. En resumen tenemos que:
aNy = a(f + g)N1 = afNi +agNy = (=b) fN1 + agN; < Ny

Por lo tanto e;1 N7 = alN;y < N, y asi por el teorema anterior M es un
modulo derecho que es casi-continuo. O

Definicién 3.2.10. Un Modulo M se dice que es cuadrado si M = X? para
algun modulo X. Un Modulo se dice que es libre de cuadrados si no contiene
cuadrados no cero.

Definicién 3.2.11. Un submoédulo 7' de un moédulo derecho M se dice que
es raiz cuadrado si T? — M. Y M se llama lleno de cuadrados si todo
submoédulo no cero N de M contiene un submoédulo raiz cuadrado distinto
de cero en M.

Proposicién 3.2.12. Sea (C,C’) un par ortogonal de clases de modulos.

(1) Siun modulo M tiene la propiedad C; entonces M se descompone como
M=A®BcomnAecCyBeC.

(2) Si M es casi-continuo, entonces la descomposicion anterior es tnica
salvo superspectividades.

Demostracion. (1) Primero consideremos la familia
F={{Cu}ocpr C Subp(M) : {Ca},cn CCy {Ca}oecs independiente }

Ordenando parcialmente esta familia con la contencién de conjuntos se tiene
que (F, C) cumple las hipotesis del lema de Zorn, por lo que la familia tiene
elementos maximos. Sea {C,} ., uno de tales maximos en F.
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Sea C' una extension esencial maxima de @ C,, en M, observemos que si
sucediera C' C X C M, con X € C entonces C no es esencial en X por lo que
existe un K < X no cero tal que CNK =0 como X € C entonces K € C por
lo tanto se tiene que {Cy},., U {K} es independiente mayor que {Cy} .\
lo cual contradice la maximalidad de la familia {C,} ., por lo tanto C' es
méximo en C.

Sea, A como el C' del parrafo anterior, por la propiedad C; se tiene que
A es un sumando directo de M. Ahora escribamos M = A @ B. Aplicando
el mismo argumento para B, tenemos que B = L & D donde L es maximo
en C', resta ver que D = 0. Para esto suponga que no, como C' € C, se
tiene entonces que D € C por lo que M = A® (C @ D), por lo que D es
un submodulo no cero en C lo cual contradice la maximalidad de A. Por lo
tanto D =0y asi M = A® B.

(2) Tomemos dos descomposiciones de M, digamos M = A; & B; =
Ay, @ B, tales descomposiciones con Ay, Ay € Cy By, By € C'”. Veamos que
Ay es superspectivo a As. Suponga que M = A; @ X entonces By = X por lo
que X € C' yasi XNAy = 0. Como X y A, son sumandos de M y M tiene Cs,
entonces X @ Ay es un sumando directo de M. Por lo que M = (X ®Ay)DY.
Entonces A; =2 (A, ®Y)y (X @Y) = By con Ay € Cy By € C', entonces se
debe de tener Y = 0. Entonces M = A;® X. Como X fue arbitrario entonces
A; es superspectivo a A,. Similarmente B; es superspectivo a Bs.

U

Como en la seccion anterior tenemos el teorema de descomposicion para
modulos casi-continuos.

Teorema 3.2.13. Un Mo6dulo derecho M casi-continuo tiene una descom-
posicion tnica salvo superspectividades M = M; @& Ms, donde M es libre de
cuadrados, Ms es lleno de cuadrados y My, M, son ortogonales. Mas atin M,
es Ms-inyectivo.

Demostracion. La clase C = {X : X? < M}es una clase hereditaria. Por
la parte (2) de la proposicion anterior, M tiene una descomposicién como
M = M; & M, donde M; es C-vacio y My es C-lleno, por la construcciéon
dada obsérvese que M; y M, son ortogonales y notemos que M, es libre de
cuadrados por ser C-vacio. Veamos que M, es lleno de cuadrados.

Para ello sea N € Subg(Ms) no cero, como M es C-lleno, se tiene que N
contiene un submddulo 7" no cero tal que T? — M. Como M, es C-vacio por
el lema 3.1.18, T2 < My, es decir, M, es lleno de cuadrados.
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La auto-inyectividad de Ma, se sigue directo de 2.35 en [8], por ser lleno

de cuadrados y casi-continuo.
O

Con lo que hemos desarrollado a lo largo de esta seccion podemos de-
mostrar el siguiente teorema que nos da condiciones necesarias y suficientes
para que un modulo derecho casi-continuo sea directamente finito 6 pura-
mente infinito.

Teorema 3.2.14. Si M es un modulo casi-continuo entonces se tiene que:
(1) M es puramente infinito si y soélo si E(M) es puramente infinito.
(2) M es directamente finito si y sélo si E(M) es directamente finito.

Demostracion. (1) Suponga que M es puramente infinito, es decir, M =
M @® M, entonces E(M) = E(M) ® E(M).

Reciprocamente supongamos que la capsula inyectiva £(M) es un modulo
puramente infinito, entonces E(M) = E; & E, tal que E(M) = E; = E.
Ademés como M es casi-continuo entonces se tiene por el Teorema 3.2.7 que
M = M, ® M, donde M1 = MNE,y My =MnNEyy por 3.2.8 My y M, son
inyectivos relativos. Como E(M;) = E(M,) entonces por 3.1.10 M; = Mo,
es decir, M; es un moédulo M;-inyectivo. Ademés por 3.1.4 y 3.1.5 M y M;
son inyectivos relativos, en otras palabras M es puramente infinito.

(2) Si M no es un modulo directamente finito entonces M = M @& X con
X # 0. Por lo tanto E(M) = E(M) @ E(X) con E(X) # 0, es decir, E(M)
no seria directamente finito.

Para el reciproco supongamos que F(M) no es directamente finito, sabe-
mos por 3.1.20 que E(M) se descompone de manera tnica salvo superspec-
tividades en E(M) = D @ P donde D es directamente finito y P es pu-
ramente infinito. Por la casi-continuidad de M se tiene que M = N; & N,
donde Ny = M NDy Ny=MnNP. Como Ny es casi-continuo y su capsula
inyectiva es puramente infinita, entonces por (1) Ny es puramente infinito.
Por lo tanto M = Ny @ Ny = Ny @& No ® Ny = M @ Ny y Ny # 0, es decir,
M no es directamente finito lo cual es un absurdo.

O

El Teorema anterior y junto con 3.1.20 y 3.2.7 se obtiene el siguiente:
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Teorema 3.2.15. Todo Mdédulo M casi-continuo tiene una descomposicion
tnica salvo superespectividades M = D & P con D directamente finito y P
puramente infinito, mas ain D y P son ortogonales.

0

3.3. Anillos de endomorfismos

Esta seccion estd dedica al estudio del anillo de endomorfismos de mo-
dulos (casi) continuos, para ver relaciones entre ellos y tratar de responder
bajo qué condiciones se heredan las propiedades C;, C5 y C3 al anillo de
Endomorfismos del modulo.

Lema 3.3.1. Sea M € R — Mod, S = Endr(M) y denotemos por
A={aeS: Nuc(a) < M}
entonces:

(1) A es un ideal de S.

(2) Si{e;:i€ A} es una familia de elementos idempotentes de S, ortogo-
nales modulo A, entonces la suma ), , e;M es una suma directa.

Demostracion. (1) Seanayben Ay a € S entonces por definicion Nuc(a) <
M y Nuc(b) <** M. Como Nuc(a) N Nuc(b) C Nuc(a —b) y Nuc(a) <
Nuc(aa), se tiene que Nuc(a — b) y Nuc(aa) son esenciales en M entonces
a—beAyaa e A Ahorasea N = {n € M : a(n) € Nuc(a)}. Note que
N < My N < Nuc(aa) por lo que ac € A. Por lo tanto A es un ideal de
S.

(2) Basta considerar una familia finita de elementos idempotentes e;. Para
i # j se tiene que e;e; € A ya que e; y e; son ortogonales médulo A. Co-
mo la intersecciéon finita de submddulos esenciales es un submodulo esen-
cial entonces existe un submodulo K de M esencial esencial en M tal que
e;e; K = 0 para toda ¢ # j ahora ) ., e;K es directa ya que si tomamos
z € (e;K) N (3,6 K) entonces x = e;k; = ), e;k; multiplicando por e;
la igualdad anterior se tiene que e;x = efx = x = 0, ya que los e; son or-
togonales modulo A. Por lo tanto ), ¢, K es directa y como e; K < ¢, M
entonces » ., e;M es una suma directa como se queria. O
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Lema 3.3.2. Si M = M; @ My, si My y M, son ortogonales entonces S/A =
(S1/A1 x S3/Ay) donde Sy = End(M;) y Se = End(M,). El reciproco es
véalido si M; y M, son inyectivos relativos.

Demostracion. El anillo de endomorfimos de M es

S_ Sl HOm(MQ,Ml)
— \ Hom(M;y, M) S

Entonces para todo s € S, s es de la forma

S1 @
T ( U5 )
Con s1 € S1, 89 € So, 0 € Hom(My, Ms) y b € Hom(Ms, My). Observese que
1y @ se pueden considerar como elementos en .S simplemente completandolos
con el morfismo cero en su respectiva coordenada de M; y M,. Denotemos por
oy @/3 a las respectivas extensiones de ¢ y ¥. Como M; y M, son ortogonales,
entonces ¢, ¢ € Ay ademéas Nuc(s)NM; = Nuc(sy)NNucp y Nuc(s)NM,y =
Nuc(sa) N Nucp.

Probaremos primero que s € A si y solamente si s;1 € A; v s5 € Ay. Para
ello supongamos s € A, entonces Nuc(s) < M. Como Nuc(s) N M; =
Nuc(s1) N Nucp < M; entonces Nuc(sy) <°° M; por lo tanto s; € A;.
Anélogamente sy € A,.

Ahora si 81 € A1y s9 € Ag, como Nucp < M; y Nucyp < M,
entonces Nuc(s;) N Nucy < My y Nuc(sz) N Nucy <* M, por lo tanto
Nuc(s) <°* M y asi s € A. De lo anterior se sigue que

o Sl/Al 0 ~
S/A—( 0 52/A2)—51/A1X52/A2.

Finalmente probaremos que el reciproco es cierto si suponemos que M; y
M, son modulos inyectivos relativos.

Suponga que existe un submoédulo K < M, no ceroy f : K — M; un
monomorfismo. Por inyectividad relativa se tiene que existe ¢ : My — M,
tal que o, = f. Note que Nucy no es esencial en M,. Sea:

-(3%)
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Por hipotesis existen s; € S7y sy € S, tal que
0 o (s 0
(D 0)+A_( ) 82)+A.

s = ( I ) € A si tiene niicleo esencial. Entonces ( " ) € Nuc(s’) &

Por lo tanto
0 —S9 mo
-5 ¥ my \ _ ( —si(ma) +@(ma) | _ 0
0 —S9 mo —82<TTL2)
& p(ma) — s1(my) = 0, s2(mg)=0. Por lo que

0 # Nuc(s) N My = Nuc(sy) <° M,

0 # Nuc(s) N My = Nuc(sy) < M,

0 ¢
(00>6A

Por lo tanto Nucy < M lo cual es una contradiccion, por lo tanto M,
y M5 son ortogonales.

de donde

O

Lema 3.3.3. Si M es un modulo derecho libre de cuadrados entonces S/A
es un anillo reducido, en particular todos los elementos idempotentes de S/A
son centrales.

Demostracidn. Tomemos o € S tal que a? € A, llamemosle K al Nuc(a?) y
sea 0 # L un complemento para Nuc(a) en M, entonces Nuc(a) ® L <5 M
y K < M y ademéas Nuc(a) > o(K N L) = K N L, pero, por otro lado
se tiene que M 2 o(KNL)® (KNL) = (KNL)? de donde se tiene (
por ser M libre de cuadrados ) que K N L = 0. Entonces L = 0, por lo que
Nuca <% M por lo tanto o € A. O

Proposicién 3.3.4. Si M es un modulo continuo, entonces S/A es un anillo
regular (en el sentido de von Neumann) y A = J(5) donde J(5) es el radical
de Jacobson de S.
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Demostracion. Sea « € S'y L un complemento de K = Nuc(«), por hipotesis
M es continuo, en particular es extendible por lo que L es un sumando directo
de M. Ahora bien, o), es un monomorfismo entonces, por la propiedad Cy,
la imagen, «(L) es un sumando de M. Por lo tanto existe 5 € S, tal que
pa =1, porlo que (o« —afa)(K® L) = (o —afa)(L) =0. Como K ® L <
Nuc((a — afar)) y como K @ L < M entonces Nuc((a — afa)) <* M.
Por lo tanto a — afa € A, es decir, S/A es un anillo regular, ademas de lo
anterior se tiene que J(S/A) =0, por lo que J < A.
Para la otra contencion. Tomemos a € A, como Nuc(a) N Nuc(l—a) =0
y Nuc(a) < M, entonces Nuc(l —a) = 0. Asi que (1 —a)M < M es un
sumando directo por tener la propiedad Cs. Pero (1 — a)M < M ya que
Nuc(a) < (1 —a)M entonces (1 —a)M = M. Por lo tanto (1 — a) es unidad
en Sy por ende a € J(S) de donde A = J(S) como se queria.
U

Lema 3.3.5. Si M es casi-continuo entonces S/A tiene la propiedad Cj.

Demostracion. Sea S = S/A.

Como M es casi-continuo entonces por 3.2.13, M se descompone como
suma directa M = M; & M, donde M, es libre de cuadrados, My es Ms-
inyectivo y M;, M, son ortogonales. Entonces S = S; x Sy por el lema 3.3.2.
Como M, es continuo, entonces por la proposicién anterior S, es regular y
como todo anillo regular cumple C5 entonces S, cumple Cj. Para ver que S;
tiene la propiedad C3 tomemos idempotentes € y f de S; tales que €SN fS; =
0. Como € y f son centrales, por 3.3.3 se tiene que éf = fe € €S, N fS; = 0.
Por lo tanto € y f son ortogonales y asi €5; @ fS; es un sumando de S;. O

Sea M un modulo derecho y S su anillo de endomorfismo dado un ele-
mento idempotente £ € S/A diremos que £ se puede levantar a S si existe
un elemento idempotente ¢ en S tal que ¢ =& en S/A.

Lema 3.3.6. Si M es un modulo casi-continuo, entonces todos los idempo-
tentes modulo A se pueden levantar a S.

Demostracion. Considere & € S tal que €2 — €& € Ay sea K = Nuc(&2 - €).
Notese que EK N (1 — &) K = 0. Pongamos M = M; & M, tal que EK C My,
y 1 la proyeccion en el factor My, n : M — M, entonces (n — &)K C
n—8EK+ (n—8(1—-¢K =0. Como K <°% M, entonces n —& € A. 0O
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Lema 3.3.7. Sea M un modulo casi-continuo y {e; : ¢ € I} una familia de
elementos idempotentes en S, entonces las siguientes afirmaciones son equiv-
alentes:

(1) > ;€M es directa.

(2) Existen idempotentes ortogonales { f;},, tales que ¢;S = f;S para toda
1€ 1.

(3) Yoicr €S es directa.

Demostracion. (2)= (3).

Como ¢;S = f;S para toda i, basta probar que »_ f;S es una suma directa.
Para esto tomemos z € f;S N ), ; f;S, entonces x = fia; = >, fi(a;)
entonces f;(a;) = 0. Por ortogonalidad x = 0. Por lo tanto > f;S es directa
y en consecuencia ) ., e;S es directa.

(3)=-(1) Es suficiente considerar una familia {e; : i € I} que es finita. Co-
mo Sg tiene la propiedad Cs (por el lema 3.3.5), y como Y el ¢;S es directa,
entonces @ €;S es un sumando directo de S, entonces existen idempotentes
ortogonales {g;} tales que €;S = §;S. Por el lema anterior los g; los podemos
levantar a idempotentes en S, entonces Y g;M es directa por 3.3.1. Ahora
pongamos e; = g;e; entonces €; — g;¢; = 0 y por lo tanto e; — g;e; € A por
lo tanto existen submodulos esenciales K; tales que (e; — g;e;) K; = 0. Note-
mos que ¢;K; < g;K; Como Y ¢g;M es directa entonces > e;K; pero por la
propiedad C se tiene que e; K; <°** e;M para toda i. Por lo tanto »_ e; M es
directa.

(1)=(2) Sea C; una cerradura de ), e;M. Como M es un modulo casi-
continuo se tiene que, M = e,M @® C; ® D; para algun D; < M. Note que
eiM + C; + (1 — ¢;)D; es directa y por lo tanto D; < e;D; @ (1 — e;)D;. Asi

Considere fz : Gz‘M D Cz D (]_ - ez)Dz — Gz‘M y NUCfZ = CZ D (1 — ez)Dz
Entonces f? = f; y M = f;M, por lo que ¢S = f;S. Asi e;f; = fi y
fiei = e;. Ademdas como e;M < C; para toda j # 1, se tiene que fie; = 0.
Entonces f;f; = fie;f; = 0. para toda i # j, por lo tanto f; son ortogonales
para toda ¢ como se queria.

U

Teorema 3.3.8. Si M es un mddulo derecho, M-inyectivo, entonces el anillo
Sg es casi-inyectivo y regular.



3.3 Anillos de endomorfismos 41

Demostracion. Como M es M-inyectivo, en particular es continuo y asi por
la proposicion 3.3.4, S es regular.

Ahora considere A un ideal derecho de S'y ¢ : A — S cualquier morfismo.
Consideremos una familia maxima independiente de ideales principales de A
(que existe por el lema de Zorn) digamos {éig}ier Entonces @, ;S < A.
Como S es regular, todos lo idempotentes moédulo A se pueden levantar a
S por 3.3.6. Asi > e;M es directa por el lema 3.3.1. Pongamos ¢(¢;) =
z; = x;e; v definamos v; : e,M — M mediante e;m —— Z;¢;m. Tomemos,
Y = P, i, entonces estamos en la situacion:

DicseiM Z—j M

donde « extiende a ¢ ( por M-inyectividad). )
Entonces 0 = (a — 1;)e; = (o — Z;€;)¢;. Pasando a S se tiene que 0 =
(@ —zie:)e; = (i — p)ei.

Sea @ € S, entonces existe un submoédulo escencial K de S tal que
ak < @ &;S.
iel

Ast (@ — p)(@)K = (@ — ¢)(aK) < (@ — ¢)(P,e;€5) = 0. Como S es
regular y entonces es no singular, se tiene que (& — ¢)(a) = 0. Por lo tanto
a(a) = p(a), para toda a € A, en otras palabras & extiende a (.

U

Teorema 3.3.9. Si M es un modulo continuo Entonces Sg es un anillo
regular y continuo como S-moddulo derecho.

Demostracidn. Primero observe que S es regular en vista de la Proposicién
3.3.4. Ahora sea A < S un ideal derecho, como en el teorema anterior existen
idempotentes e; de S tales que @éiS’ <5 A. Consideremos una cerradura
de @,.;e;M, digamos eM.

Afirmamos que: @, ;5 < &S.

Supongamos que (€D, ; €S)N(S = 0, para algin ¢ € &S. Como S es regular,
entonces los idempotentes modulo A se pueden levantar a un idempotente
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en S. Entonces (@,;;€:5) N ¢S = 0. Como & = ( entonces e( —( € Ay
consecuentemente (e — ()K = 0, para algun K <®° M. Entonces se tiene
que, (K < eM. Por lo tanto (K = 0 ya que @,.,e;M < eM. Por lo que
(€ Ay (=0, esdecir, (S =0, lo cual prueba nuestra afirmacion.

Ahora sea a € A, entonces

aSn(PesS) < aSnA=as.

el

aSn(EPe:S) <aSneS <as.
el
por lo tanto aS NeS <% aS. Sin embargo, como S es regular, aS N &S es
generado por un idempotente. Entonces aS NeS = aS. Consecuentemente
aS < &S y se tiene que A < &S. Como D,c; ;S < A, entonces A <°* g§S.
Por lo que S cumple la propiedad C4, y cumple la propiedad Cs por ser
regular. Por lo tanto se tiene que S es continuo. O

3.4. Anillos de endomorfismos de modulos k-
nosingulares

En esta seccion estudiaremos al anillo de endomorfismos de un modulo
k-nosingular, también analizaremos algunas propiedades de anillos de Baer
para después aplicar estas propiedades a anillos de endomorfismos de moédulos
k-nosingulares continuos. Por tltimo se dan condiciones para que un Mdédulo
de Baer sea un Modulo semisimple a saber, que todo submodulo ciclico sea
un sumando directo 6 que el modulo sea regular.

Proposicién 3.4.1. Si M es un mo6dulo k-nosingular y continuo entonces S
es un anillo regular y es continuo como médulo derecho sobre si mismo.

Demostracion. Por ser M continuo se tiene S es un anillo regular y continuo
por el Teorema 3.3.9. Ademés por ser M un modulo k-nosingular, J(S) =
A =0, por lo tanto S = S como se queria. O

Proposiciéon 3.4.2. Si M es un modulo derecho tal que S es un anillo
regular, entonces M es k-nosingular.
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Demostracion. Tomemos un endomorfismo cualquiera ¢ € S, con nicleo
esencial en M, esto es Nucy <°* M. Como S es regular, existe ¢ € S
tal que pp = @. Note que ¥y es idempotente y por lo tanto Nuc(ip) es
un sumando directo de M, pero Nucy C Nuc(¢p) por lo que Nuc(ip) es
esencial en M. Como es un sumando se debe tener que Nuc(¢p) = M. Por
lo tanto ¥ = 0, por lo tanto ¢ =0 y asi M es un modulo k-nosingular.

O

Corolario 3.4.3. Si M es un modulo extendible tal que su anillo de endo-
morfismos S es un anillo regular, entonces M es de Baer y consecuentemente
S es un anillo de Baer.

Demostracion. Como M tiene anillo de endomorfismos regular entonces, por
la proposicion anterior M, es un modulo k-nosingular y por hipotesis es
extendible asi que, por el Teorema 1.13 M, es un modulo de Baer. Por 1.22
S, es un anillo de Baer. O

Proposiciéon 3.4.4. Sea M un modulo tal que su anillo de endomorfismos
S es un anillo semisimple, entonces M es un modulo de Baer.

Demostracion. Como S es un anillo semisimple entonces es un anillo de Baer,
y para todo ideal I de S se tiene que I es un sumando directo de S, entonces
I = Se donde e es un idempotente de S. Entonces, ry,(1) = (1 —e)M es un
sumando directo de M por lo que M es un moédulo de Baer.

O

Definiciéon 3.4.5. Diremos que un moédulo derecho M es retraible si para
todo submodulo no cero N de M, el Hom(M, N) # 0.

Proposiciéon 3.4.6. Sea M un modulo retraible, si M es un moédulo k-
nosingular, entonces S es un S-moédulo derecho no singular.

Demostracion. Tomemos ¢ € S, tal que rg(p) sea esencial en S. Veamos
que ¢ = 0, para esto supongamos que r;(¢) = Nucy no es esencial en M,
entonces existe un pseudocomplemento no cero N en M tal que NN Nucp =
0. Por ser M un modulo retraible existe 1) € S no cero tal que Imyp C N
pero Y # 0y entonces 1S Nrg(p) = 0 ya que para cualquier endomorfimo
digamos 1/’ la imagen de 101" esta en N, pero esto contradice la esencialidad
de r5(¢). Por lo tanto se debe tener que 7)/(p) es esencial en M. Por k-
nosingularidad ¢ = 0 por lo que S es no singular. O
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Teorema 3.4.7. Si M es un moédulo retraible entonces M es un moddulo de
Baer si y solamente si S es un anillo de Baer.

Demostracion. Ya sabemos que si M es un modulo de Baer entonces S es un
anillo de Baer por 1.22.

Ahora supongamos que S es un anillo de Baer. Tomemos [ < S un ideal
tal que rg(I) = eS donde e es un idempotente de S. Afirmamos que

ra(I) = eM.

Para probar esta igualdad notemos eM C ry(I). Para la otra contencion,
supongamos que existe m € M — eM tal que Im = 0. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que m € (1 — e)M, por ser M un modu-
lo retraible existe un endomorfismo ¢ no cero tal que I'm(p) C mR. En-
tonces IpM C ImR = 0, de donde ¢ € rg(I) pero esto implica que
v € (1—e)SNneS =0. Lo cual es un absurdo por lo que se tiene la igualdad
ra(I) = eM por lo tanto M es un modulo de Baer. O

Los siguientes resultados nos serén utiles para probar el teorema principal.

Proposicion 3.4.8. Para cualquier anillo R. Las siguientes condiciones son
equivalentes.

(1) R satisface la condicion ascendente de cadena para sumandos directos
derechos.

(2) R satisface la condicion descendente de cadena para sumandos directos
izquierdos.

(3) R no tiene conjuntos infinitos de elementos idempotentes ortogonales.

Demostracion. (1)< (2).
Observemos que si suponemos que eR C € R, donde e y € son idempo-
tentes, al tomar los anuladores izquierdos de e y € se tiene que

R(1—¢)C R(1—e).

Esta inclusion en este caso sigue siendo estricta ya que de lo contrario, si
tomamos anuladores derechos a R(1—¢') C R(1—e) obtenemos que eR = € R
lo cual es un absurdo. Con esta observacion obtenemos las equivalencias (1)
si y solo si (2).
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(1)=(3).
Suponga que R tiene un conjunto infinito de elementos idempotentes
ortogonales no cero, digamos {ej,es,...,€,...}, pongamos ¢, = e + ey +

..... +e, conn > 1y notemos que ¢, es idempotente para toda n > 1. También
Cn1Cn = (€1t tentenir)(ert.te,) = = ¥ CaCns1 = Cp # Cngr- LO
cual implica que ¢, R C ¢,.1 R para toda n. Asi (1) no es cierto, por lo tanto
R no tiene subconjuntos infinitos de elementos idempotentes ortogonales.

(3)=(2).

Suponga que existe R = By 2 By 2 --- donde cada B, es un sumando
directo de rR, entonces B,,_; = A, & B,, donde los A,, son ideales izquierdos
para toda n > 1 (de hecho los A,, son los complementos orotogonales de los
B,,). Escribamos 1 = e; + f; donde e; € Ay y fi € By, ademés pongamos
fi =es+fodondeey € Ay y fo € By, y asi sucesivamente. Entonces A,, = Re,
y €, # 0, mas atin tenemos que :

1:61—|—f1:el—|—62—|—f2:...:el+..._|_en_|_fn

es la descomposicion de 1 con respecto a la descomposicién del anillo en
R=A & ---® A, ® B,. Esto quiere decir que la familia e, e,, -+ es una
familia de idempotentes ortogonales no cero infinita lo cual contradice la
hipotesis. Por lo tanto se cumple (2).

O

Teorema 3.4.9. Si R es un anillo de Baer con s6lo una cantidad numer-
able de elmentos idempotentes, entonces R no tiene conjuntos infinitos de
elementos idempotentes ortogonales.

Demostracion. Suponga que R tiene un conjunto infinito de idempotentes
ortogonales, digamos E' = {eq },c,- Sean Ay B subconjuntos no vacios de E,
tales que A # B. Como R es un anillo de Baer, rg(A) = fuRy rr(B) = fiR
donde f, y f son idempotentes de R. Veamos que son distintos. Si sucediera
que f, = fp, entonces se tiene que rg(A) = f,R = rg(B) = f,R. Como
A # B, podemos suponer que existe un idempotente no cero e € B tal que
e¢ Ay asie€rgr(A) = f,R, es decir, e = f,r para algun r € R. Entonces
far € foR y se tiene e = ee = e(f,r) = 0. Por lo que e = 0, lo cual es un
absurdo por lo que f, # f,. Por lo que R tiene una cantidad no numerable
de idempotentes, lo cual contradice nuestra hipotesis general, por lo tanto R
no tiene conjuntos infinitos de idempotentes ortogonales. O



Moédulos k-nosingulares y relaciones con sus anillos de
46 endomorfismos

El siguiente teorema da condiciones necesarias y sufucientes para que
un anillo de Baer tenga solamente una cantidad numerable de elementos
idempotentes ortogonales.

Teorema 3.4.10. Sea R un anillo regular de Baer con solo una cantidad
numerable de elementos idempotentes, entonces R es un anillo artiniano
semisimple.

Demostracion. Como R es un anillo de Baer, entonces para todo a € R se
tiene que su anulador rg(a) = eR es un sumando directo de R. Ademas por
hipotesis R tiene s6lo una cantidad numerable de elementos idempotentes,
entonces por el Teorema anterior R no tiene conjuntos infinitos de idempo-
tentes ortogonales. Por la Proposicion 3.4.8 inciso (1) R cumple la condicion
ascendente de cadena para ideales derechos que son sumandos directos( en
nuestro caso para anuladores derechos ). Como R es un anillo regular en-
tonces todo ideal finitamente generado es generado por un idempotente y asi
R satisface la condicion ascendente de cadena para ideales finitamente gen-
erados, y note que en general si un anillo satisface la condicién ascendente
de cadena para ideales finitamente generados entonces se tiene que si [ < R
es cualquier ideal y en él consideramos r; € [ y su generado (r;), podemos
formar la cadena ascendente (r;) C (r1,79) C -+ = (rq,r9,...,7) de elemen-
tos de I y esta cadena se estaciona en un nimero finito por hipotesis y asi
I = (ry,r9,...,7x), en otras palabras todo ideal de R es finitamente generado.
Por lo tanto R es neteriano. Ademés por ser R regular, todo submodulo de
R es sumando directo de R. Por lo tanto R es artiniano semisimple. O

Teorema 3.4.11. Si M es un modulo de Baer con solo un cantidad numer-
able de sumandos directos, entonces M no contiene sumas directas infinitas.

Demostracion. Como M es de Baer, entonces S es un anillo de Baer por 1.22,
ademaés por hipotesis M tiene una cantidad numerable de sumandos directos,
entonces S tiene una cantidad numerable de elementos idempotentes y asi por
el Teorema 3.4.9, S no tiene conjuntos infinitos de elementos idempotentes
ortogonales. Por lo tanto no existen conjuntos infinitos de sumandos en M.

O

Lema 3.4.12. Sean M € Mod— Ry I < S. Suponga que se tienen elementos
idempotentes 4 € I y v € I, tales que uM NvM = 0y vu = 0. Entonces
existe un idempotente A € I, tal que uM & vM = AM, es decir, uM & vM,
es un sumando directo de M.
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Demostracion. Pongamos n = (1 — u)v entonces n € I y vy = v(1l — p)v =
v? = v mientras que n> = (1 —p)vn = (1 —p)v = n, es decir, es idempotente,
ademas un =0 = nu.

Ahora como nM = (1 —p)vM = vM — uyvM = vM y vM = vnM C nM

entonces vM = nM, como v y n son ortogonales, se tiene que
(n+n)M S pM +vM = (p+n)(pM +nM)

y

(4 m) (M +nM) S (u+n)M.
entonces uM @ vM = uM +nM = (u+n)M y asi el elemento idempotente
es (u+n)?=p+nel O

Lema 3.4.13. Sea M € Mod — R, tal que todo submoédulo ciclico de M es
un sumando directo de M, entonces dados N un sumando de M y m € M,
existe m € M tal que N +mR = N @ m'R. Por lo tanto N + mR es un
sumando de M.

Demostracion. Sea N un sumando directo de M, entonces existe e € S
idempotente tal que eM = N. Ahora mR = emR + (1 —e)mR C N &
(1 —e)mR, y la ultima suma es directa ya que N N (1 —e)M = 0, entonces
N+mRCN®(1l—-emRycomo (1 —eymR C mR+emR C mR+ N
entonces N + mR = eM @ (1 — e)mR, lo cual prueba la primera afirmacion.
Ahora como (1 — e)mR es ciclico por hipotesis se tiene que existe v € S
idempotente tal que vM = (1 — e)mR. Asi N + mR = eM @ vM y por el
lema anterior existe un idempotente A € S tal que eM & vM = AM y por lo
tanto es un sumando directo de M. O

Lema 3.4.14. Sea M € Mod — R tal que todo submodulo ciclio es sumando
directo, entonces todo submodulo finitamente generado de M es suma directa

de ciclicos y todo submodulo finitamente generado de M es sumando directo
de M.

Demostracion. La prueba es por induccién sobre el niimero de sumandos.
Note que basta mostrarlo para n = 2. Sea C' < M finitamente generado.
Si C' = m1 R entonces por hipotesis C' es un sumando directo de M. Ahora
bien si C' = (m, msy), entonces se tiene que, como (m;) es sumando directo,
M=mR®KyasiC=mR+myR=mR>ng(mR) CmR®K. Por
hipotesis nx(maR) es sumando directo de M y asi C' = m3R® ng(moR) que
es sumando de m;R @& K = M. Por lo tanto C' es sumando directo de M y
es suma directa de submodulos ciclicos (por el lema previo). O
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Definiciéon 3.4.15. Si M € Mod — R, diremos que M es un moédulo regular
si para todo m € M existe f € Hom(M, R) tal que m = mfm.

Note que submddulos de un moédulo regular son regulares.

Proposiciéon 3.4.16. Sea M un modulo regular, entonces todo submédulo
finitamente generado de M es sumando directo de M y todo submoédulo
finitamente generado de M es suma directa de modulos ciclicos regulares.

Demostracion. Por el lema anterior basta probar que todo ciclico mR de M
es un sumando de M. Como m = mfm con f € Hom(M, R) entonces M =
mR® Nuc[f, m] (donde [,] denota a la funcion R-bilineal [,] : Hom(M, R) x
M — End(M) dada por m[f,n] = mfn. Entonces [f,] es un R-morfismo).
Por lo tanto mR es un sumando directo de M. O

Estamos en condiciones de probar el teorema principal de este capitulo.
Este teorema da condiciones necesarias para que un modulo de Baer sea un
modulo semisimple.

Teorema 3.4.17. Si M es un mo6dulo de Baer con solo una cantidad nu-
merable de sumandos directos, tal que alguna de las siguientes condiciones
se cumple:

(1) Todo submodulo ciclico de M es sumando directo de M.

(2) M es un modulo regular.

Entonces M es un R-modulo semisimple.

Demostracion. (1)

Por hipotesis tenemos que todo submoédulo ciclico de M es sumando di-
recto de M. Entonces, por 3.4.14, todo submodulo finitamente generado de
M es sumando directo de M y es suma directa de submodulos ciclicos.

Y asi, como M so6lo tiene una cantidad numerable de sumandos direc-
tos (por 3.4.11) M soblo tiene una cantidad finita de sumandos. Entonces el
conjunto de submodulos finitamente generados de M satisface la condicion
ascendente de cadena y ademés como todo submoédulo finitamente generado
de M es sumando directo se tiene que M es semisimple.

(2)
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Por hipotesis M es un modulo regular, luego por 3.4.16, todo submodulo
finitamente generado de M es sumando directo y de hecho es suma directa
de submodulos ciclicos regulares. Asi estamos en las hipotesis de (1), por lo

tanto M es semisimple.
O

Proposiciéon 3.4.18. Si M es un modulo de Baer inescindible entonces S
es un dominio entero.

Demostracion. Por 1.18 todo endomorfismo no cero es monomorfismo, por
lo que S es un dominio. O

Proposiciéon 3.4.19. Si M es retraible y S es un dominio entero, entonces
M es un modulo de Baer inescindible.

Demostracion. Por ser S dominio, S es un anillo de Baer y como por hipotesis
M es retraible, por 3.4.7, se tiene que M es de Baer. Ademés como S es
dominio, entonces no tiene elementos idempotentes no cero por lo que M es
inescindible. ]



Capitulo 4

La estructura de los moédulos
k-nosingulares

Una de las técnicas méas usuales del algebra es clasificar los objetos, es-
tructuras, asi cuando uno tiene un resultado para determinar cierto tipo de
estructura en un anillo éste es de gran importancia, ya que este tipo de estruc-
tura se vera reflejado, en los ideales o en su categoria de modulos esta es la
idea central del capitulo, describir la estructura de los modulos k-nosingulares
(continuos), para ello introduciremos una teoria de descomposicién de estos
modulos, que en esencia sigue la idea de Goodearl y Boyle dada [3] y que
en efecto es una generalizacion de la teoria de descomposicion que proponen
siguiendo la linea del trabajo de Kaplansky en [5], en el cual se da una teoria
de descomposicion para anillos de Baer. Es por eso que nuestros tipos de
descomposicion llevan el nombre tipos de Kaplansky.

4.1. Tipos de Kaplansky

Proposicién 4.1.1. Sea M € Mod — R, k-nosingular y (casi)continuo, en-
tonces M tiene la propiedad de la interseccion de los sumandos ademés si
dados cualesquiera dos sumandos directos de M, P y N se tiene que P + N
es un sumando directo de M.

Demostracion. Como M es un moédulo k-nosingular continuo, en particular
es extendible. Por 1.13 M es un moédulo de Baer, por lo tanto en vista de
1.17, M cumple la propiedad de la interseccion de los sumandos.
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Para ver que M cumple la segunda propiedad, consideremos dos sumandos
My, My de M y pongamos N = M;NMs, que es un sumando directo de M por
lo anterior. Entonces M = MO K; = My K, = N@M{, por lo que existen
K, y K, sumandos de M; y M, respectivamente, tales que M; = K, ® N y
My = Ky @ N. Entonces M, + M, = K, ® N ® K, y por C3 la suma anterior
es directa.

O

Proposicioén 4.1.2. Si M es un modulo k-nosingular casi-continuo, entonces
S como modulo derecho sobre si mismo satisface C's. Mas atin si en general
S satisface C3 entonces M tiene la propiedad Cs.

Demostracion. La primera afirmacion es clara ya que por k-nosingularidad
A =0y asi por 3.3.5 S tiene la propiedad Cj.

Para la segunda parte, consideremos dos sumandos de M, digamos N; y
N5 tales que NN Ny = 0, entonces existen elementos idempotentes e; y €5 en
S tales que Ny = ey M y Ny = es M. Como Se; @ Sey es un sumando directo
de S por hipotesis, existe un idempotente f € S tal que Sf = Se; @ Ses,
veamos que fM = e;M @ e,M. Para esto tomemos m’ € fM, entonces
m = f(m) pero f =e; + ey por lo que fM C e M @ es M. Reciprocamente
sim’ € e;M@esM entonces m” = eym—+ eam. Pero eym + eam = f(m), por
lo tanto fM = e M @ es M como se queria. O

Proposicién 4.1.3. Sea M un modulo k-nosingular continuo y ¢ € S, en-
tonces tanto Nucy como Im(p) son sumandos directos de M

Demostracion. Como M es k-nosingular continuo, en particular es extendible
y asi M es un modulo de Baer por lo que Nucy es un sumando directo de
M. Ahora pongamos M = Nucy @ K, entonces ¢, (K) es isomorfo a un
sumando de M (por tener M la propiedad Cy) asi ¢(M) es un sumando de
M. O

Proposicién 4.1.4. Si M es un moédulo k-nosingular continuo e inescindible,
entonces S es un anillo con division.

Demostracion. Como M es inescindible de Baer entonces por 1.18 todo en-
domorfismo no cero ¢ es monomorfismo y como S es un anillo regular existe
f €S tal que ¢ = pfp. Entonces 1 = f¢ por lo que S es con division.

O
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Definicién 4.1.5. Un médulo M es abeliano si todos los endomorfismos
idempotentes de M son centrales, un idempotente e € S es abeliano si eM
es un moédulo abeliano.

Una proposicion que se tiene ya con esta definicion es:

Proposiciéon 4.1.6. Todo moédulo k-nosingular, libre de cuadrados es un
modulo abeliano.

Demostracion. Por 3.3.3 S/A es un anillo reducido, por ser M k-nosingular
se tiene que A = 0 y por lo tanto S es reducido y asi M es abeliano. O

Teorema 4.1.7. Si M € Mod — R entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1) M es abeliano.

2) Todo sumando directo de M es totalmente invariante.

3) Sumandos directos isomorfos de M son iguales.

(1)
(2)
(3)
(4) Si Ny y N; son sumandos de M y Ny N Ny = 0 entonces

Hom(Nl, NQ) =0.

Demostracion. (1)=(2). Sea N < M un sumando directo de M, entonces
existe un elemento idempotente e € S tal que eM = N. Ahora como M es
un mo6dulo abeliano se tiene que para todo ¢ € S, p(eM) = (ep)M C eM,
por lo tanto eM es un submoddulo totalmente invariante de M.

(2)=(3).

Sean N; y N, sumandos de M, y

1 : N; — N5 un isomorfismo.

Pongamos M = N; @ N;, como N, es totalmente invariante en M se tiene
que Ny = (No N N;) @ (Ny N N,). Ya que si consideramos las proyecciones
v, : M — Nyy g+ M — Ny, entonces 1y, (N2) © Na NV Ny y 1y (N2) ©

No N N{ por lo que

Ny C iy, (N2) @ 1y (N2) © (N2 N Np) @ (N2 0 Ny) € Ny
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Veamos ahora que Ny N N{ = 0. Para esto supongamos que esa interseccion
no es cero. Entonces 11 (Ny N N{) < N; es un sumando directo de N;
por lo que podemos construir un morfisSmo no cero zﬁ de N; en N; como
V(W Y(Na N Ny)) = ¢ y cero en el complemento de ¢~!(N, N N;). Esto es
un absurdo ya que cualquier morfismo de N; en M se puede extender a
un endomorfismo de M y N;j es invariante bajo tal morfismo, por lo tanto
Ny N N{ = 0 y asi se tiene Ny C Njp, de igual forma N; C N, por ende
N1 = NQ.

(3)=(4).

Supongamos que se tiene un morfismo no cero ¢ € Hom(Ny, No) y
pongamos M = Ny @& N, y My M — N, la proyeccién en tal factor.
Entonces Ty €S NO cero ya que N; NNy = 0. Ahora consideremos el sub-

modulo de M, P = {n + T]N{@(n) 'n e Nl}, luego notemos que PN N, =0

y que P+ N, = M. Como N; C P 4 Nj se tiene entonces que M = P @® N,
por lo que P = N;. Més atn, por hipotesis P = N; y por lo tanto P = 0.
Una contradiccion. Por lo que Hom/(Ny, Ny) = 0.

(4)=(1).

Sea e € S un elemento idempotente tal que N; = eM entonces para la
descomposicion de M como M = N; @ N se tiene que, al no haber morfismo
no cero entre Ny y Ny y se cortan en el cero, N7 y N, son submodulos
totalmente invariantes en M. Asi para cualquier endomorfismo ¢ € S, sucede
que ep(M) = e(pM) C eM = Ny, pero ¢(eM) C eM por lo tanto ep =
pe. ]

Proposicién 4.1.8. (1) Si M es un modulo de Baer y abeliano, entonces
todo sumando directo de M es un modulo de Baer y abeliano.

(2) Si {My},cp es una familia de médulos derechos sobre R, entonces
@D.ca M, es de Baer y abeliano si y solo si M, es de Baer y abeliano
para toda o € Ay Hom(M,, Mz) = 0 para todo o # [3.

Demostracion. (1) Sabemos que todo sumando directo de un modulo de Baer
es de Baer. Para ver que todo sumando directo es abeliano, tomemos P < N
sumando directo de N y N un sumando directo de M. Entonces P es un
sumando directo de M y por lo tanto es totalmente invariante por (2) del
teorema, anterior. Ahora bien, todo endomorfismo de N se puede extender a
un endomorfismo de M y asi P es un submodulo totalmente invariante de
N. Por el teorema anterior N es abeliano.
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(2) Si @,cp M, es de Baer abeliano entonces cada factor es de Baer
abeliano por el inciso anterior. En vista del teorema anterior (inciso (4)) se
tiene que Hom(M,, M) = 0 para todo a # (3. Reciprocamente si Hom(M,,, Mg) =
0 para todo « # 3, entonces M, es totalmente invariante en @, ., M, y asi
por 1.23 @, ., M, es de Baer. O

Corolario 4.1.9. Si {M,} ., es una familia de médulos derechos sobre un
anillo R entonces @, ., M, es un médulo abeliano, k-nosingular y (casi)continuo
si y solo si M, es abeliano, k-nosingular y (casi)continuo para toda « y
Hom(N,, Ng) = 0 para todo N, < M, y N3 < Mg, a # 3.

Demostracion. Supongamos que @, ., M, es un modulo k-nosingular con-
tinuo abeliano, entonces por el lema anterior inciso (1) cada factor es abeliano
para toda «. Mas atin, por 2.8 también cada factor es k-nosingular y por
3.2.6 es continuo. Ahora suponga que hay morfismo no cero entre N, < M,
y Ng < Mg. Como ., M, es continuo se tiene por 3.2.8 que M, y Mz son
inyectivos relativos y asf, si ¢ : N, — Ng es un morfismo no cero, entonces
por inyectividad relativa de M, y Mps se puede extender ¢ a un morfismo no
cero de M, a Mg. Esto contradice la parte (2) de la proposicion anterior, por
ende Hom(N,, Ng) = 0.
Reciprocamente, por la parte (2) de la proposicion anterior @, M, es
abeliano y k-nosingular (por 2.10), la continuidad se sigue de 3.2.9.
O

Definicién 4.1.10. Sea M € Mod — R, un elemento idempotente e € S se
dice que es directamente finito si eM es un modulo directamente finito.

Lema 4.1.11. (1) Todo Modulo abeliano es directamente finito.

(2) La clase de modulos directamente finitos es cerrada bajo sumandos
directos.

(3) Para toda familia de médulos derechos sobre R, {M,} ., tal que
Hom(M,, Mg) =0,a # 3

se tiene que @aeA M, es directamente finito de Baer si y solo si M, es
directamente finito de Baer para toda o € A.
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Demostracion. (1). Sean f,g € S tales que fg = 1, entonces (gf)(gf) =
9(fg)f = gf y asi gf es idempotente. Como M es abeliano entonces todos los
idempotentes son centrales, por lo que 1 = (fg)(fg) = f(9f)g = (gf)(fg) =
gf. Asi en vista de 3.1.13 M es directamente finito.

(2). Sea N < M un sumando directo de M. Veamos que N es directa-
mente finito. Sean f,g € End(N) tales que fg = 1, entonces extendemos
los morfismos f y ¢ a endomorfismos de M, es decir, si M = N @& N’ en-
tonces f = f @ idy' y g = g @ id,s. Entonces fg = (feidy)(g®idy) =
(fg@idy ) =1. Como M es directamente finito se tiene que Gf =1 por lo
que gf = 1. Por lo tanto N es directamente finito.

(3). Ahora bien, si @, M, es un moédulo directamente finito de Baer
entonces por 1.14 y el inciso anterior, M, es de Baer directamente finito.

Reciprocamente como M, es totalmente invariante en EBae A M, para to-
da a, entonces por 1.23, @ ., M, es un modulo de Baer. Veamos que es di-
rectamente finito, tomemos f,g € End(@, ., Ma). Como Hom(M,, Mg) =
0 para todo a # [ se tiene que f(M,) C M,. De igual forma para g.

Asi podemos descomponer cada endomorfismo de End(@,., M), como

f=@Bucafay 9= Poca 9o cOn fo, 90 € End(M,). Asi obtenemos 1 =
f9 = @B,cp faga entonces fogo = idar, ¥ gafa = idy, para toda a. Por
lo tanto @, gafa = 1 = gf. Por lo tanto @, ., M, es directamente fini-
to. U

Para un anillo R y B(R) el conjunto de idempotentes centrales de R. En
B(R) introducimos el siguiente orden parcial: diremos que u esta relacionado
con v, u < v siy solo si vu = u. Note que B(R) con ese orden resulta ser una
reticula booleana mas atn, si R es un anillo de Baer, entonces B(R) es una
reticula completa. Con esto en mente daremos la siguiente:

Definicién 4.1.12. Si R es un anillo de Baer y x € R un elemento cualquiera,
la cubierta central de x denotada por ¢(x), es el menor idempotente central
v € R que satisface v = z. Un idempotente e € R se dice fiel si c¢(e) = 1.

Definicion 4.1.13 (Tipos de Kaplansky). Sea R un anillo de Baer.

(i) Diremos que R es del Tipo I si tiene un idempotente abeliano fiel.

(ii) Diremos que R es del Tipo II si tiene un idempotente directamente
finito fiel, pero no tiene idempotentes abelianos no cero.

(iii) Diremos que R es del Tipo III si no tiene elementos idempotentes
centrales directamente finitos no cero.
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Definicién 4.1.14. Diremos que un anillo de Baer R es puramente in finito
si no tiene idempotentes centrales directamente finitos.

Definicién 4.1.15. Sea R un anillo de Baer diremos que R es del T'ipo Iy
si R es del Tipo I directamente finito, del T'ipo 11y si R es del Tipo 11
directamente finito, ademés diremos que R es del Tipo I, si es del Tipo [
puramente infinito y por tltimo diremos que R es de 1Tipo 11, si R es del
Tipo I1 puramente infinito.

Estamos en condiciones de enunciar el Teorema que nos dara descomposi-
ciones dela clase los modulos k-nosingulares.

Teorema 4.1.16 (Descomposicion en Tipos de Kaplansky). Un anillo de
Baer se descompone de manera tinica como la suma directa de anillos de
Baer de Tipo Iy, Tipo I, Tipo I, Tipo Il y de Tipo I11.

Daremos solamente un esbozo de la prueba y lo haremos para el Tipo I.

Demostracion. Supongamos que tenemos dados idempotentes centrales de
R, {tua},ep ¥ sea u la menor cota superior de {uq} ¢ -

Ahora supongamos que u, R es de Tipo I, entonces existen idempotentes
abelianos {e,},., con cubierta central {u,},., para cada «. Nuestra meta
es probar que uR es de Tipo 1.

Para esto consideremos el producto de los {e,},, y el anulador derecho de
tal elemento. Por ser R de Baer el anulador es de la forma rz(ey - ... - €,) =
(1—e)R. Notemos que e,(1—e) = 0, por lo que e, = e,e. Pongamos f, = ee,
y obsérvemos que f2 = f,. Afirmamos que eu, = fq.

En efecto, pongamos z = eu, — f,. Para § # « se tiene que egx =
egelly — €gee, = eglqe — egeq = 0. Ya que uy ug = 0 y como ege = eg,
entonces ug < eg y asi egz = 0. Notemos que también e,z = e eu, —eq ee, =
Ealla — €o = €4 — €4 POT ser u, cubierta central para e,. Esto quiere decir
que z anula a todos los e, por lo que z € (1 — e)R. Luego ex = 0, pero por
otro lado x — ex = 0. Entonces x = ex y por lo tanto x = 0. De lo anterior
se sigue que eu, = f, = ee,.

Afirmacidn:c(e) = u

Observemos que para toda « se tiene que e, = €, Uy = €Ul = €yU.
Entonces e,(1 —u) =0y asi e(1 —u) =0, por lo que e = eu y asi c(e) < u.
Para la otra desigualdad notemos que si multiplicamos por la izquierda los
eq por e = ec(e), se tiene que e e = e ec(e) = eqc(e), por lo que u, < c(e)
para toda «. Por ende u < ¢(e) y por lo tanto u = c(e).
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e es abeliano

Notemos primero que f, es abeliano. Definimos e, Re, RN faRfo me-
diante x — ex, entonces ¢ esta bien definida, ya que si x = e,re, en-
tonces e(e,re,) = eeareqnce,. p es morfismo de anillos, y notemos que si
tenemos un elemento cualquiera en f,Rf, digamos y = ee,ree,, entonces
pleq(re)es) = eeqree, = y. Asi ¢ es suprayectiva, de hecho es biyectiva, pues
si tomamos = € e, Re, © = eyre, tal que ex = 0, (es decir, x € (1 — e)R)
entonces © = e, = e ex = 0 (ya que e, = e,e). En definitiva tenemos que
© es un isomorfismo.

Via este isomorfismo los idempotentes centrales en e, Re, son centrales
en f,Rf,, por lo que f, es abeliano. Sea g € eRe idempotente, veamos
que conmuta con todos los elementos de eRe. Para esto probaremos que
para cualquier z € eRe se tiene que gr — xg anula a u, para toda « (y
asi xg — gx anulara a u). En efecto, como gu, es idempotente en f,Rf,,
fo abeliano, entonces conmuta con todos los xu,. En particular se tiene que
Tus, = ereu, = erf, y asi gr—xg anula a u,, para toda « por lo tanto gr —zg
anula a u. Se sigue entonces que gr = xg en eRe, o lo que es lo mismo, € es
abeliano.

Por lo tanto uR es de Tipo I.

De manera analoga se prueba que si {uq},c, es una familia de idempo-
tentes centrales ortogonales con u el menor tal que u,u = u, y cada u, R es
de tipo I1, entonces uR es de tipo I1. De hecho en la prueba si hubieramos
pedido que cada u, fuera directamente finito para toda «, entonces u seria
directamente finito y asi ul? serfa del Tipo Iy.

O

Con este resultado en mente estamos listos para dar el Teorema de De-
scomposicion para Modulos k-nosingulares extendibles.

Definicién 4.1.17. Diremos que un modulo M € Mod — R k-nosingular
extendible es de T'ipo T' si su anillo de endomorfismo S = End(M) es de
Tipo T donde T' € {Iy, I, 11, 11y II1}

Teorema 4.1.18. Un mo6dulo M k-nosingular extendible se descompone de
manera dnica en una suma directa de modulos totalmente invariantes de
Tipo Iy, Tipo I, Tipo 11, Tipo I, y de Tipo I11.

Demostracion. Por hipotesis M es k-nosingular extendible ergo M es un
modulo de Baer por el Teorema 1.13. Por ende su anillo de endomorfismos S
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es un anillo de Baer. Entonces por el Teorema anterior, podemos descomponer
a S en una suma directa de anillos de tipos Iy, I, I1¢, 11 y 111. Pongamos

S = Ser, @ Serr, @ Ser,, ® Serr,, @ Seqyr.

Entonces esta descomposicion induce una descomposicion de M como M =
eIfM D erM Ge MBer Mo e M, donde cada factor de la descom-
posicion es totalmente invariante ya que cada idempotente involucrado es
central.

Ahora el anillo de endomorfismo de cada sumando erM es de la forma
End(erM) = epSer = Ser pues er es central para todo tipo 7" por lo que
cada ep M es de tipo 7.

Solo falta ver la unicidad. Para esto suponga que se tiene dada otra de-
scomposicion de M, digamos M = f;, M @ fr;, M & f1,, M & frr,, M ® frriM,
donde cada factor es totalmente invariante en M. Asi esta descomposicion
induce una descomposicion del anillo S como

S=Sf1, ®Sfr, ®Sfr. ®Sfir. ®Sfrr.

Pero como S es de Baer entonces por el teorema anterior la primera descom-
posicion para S es tinica. Por ende

St ®Sfir, ®Sfr. ®Sfr., ®Sfirr = Ser, ®Serr, @ Ser, © Serr,, ® Seqnr

por lo que la descomposicion de M es tnica.
O

Corolario 4.1.19. Un mo6dulo k-nosingular (casi)continuo se descompone de
forma tinica como una suma directa de modulos de Tipo I, [, [1¢, 1 y 111
ortogonales.

Demostracion. Sea M k-nosingular continuo, en particular M es k-nosingular
extendible y por el teorema anterior M se descompone de manera tinica como
M = M, & Mjr, &M, @® M, &M, donde cada sumando es k-nosingular
continuo de Tipo 7' respectivamente. Mas atin por ser M continuo, My y M
son inyectivos relativos (por 3.2.8) para todo T # T'. Para la ortogonalidad,
si existiera N < Mp y ¢ : N — M+ un monomorfismo no cero, entonces
por inyectividad relativa ¢ se extenderia a un morfismo de My en M, lo
que es un absurdo, puesto que cada My es totalmente invariante en M para
toda T € {Iy, 1,11, 11y I11}. Por lo tanto My y M, son ortogonales
para toda T # T". O
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El siguiente ejemplo muestra que la teoria de descomposiciéon que acabamos
de obtener es en efecto una generalizacion de la teoria que desarrollan Good-
earl y Boyle en [3]. De hecho muestra que no siempre se puede usar la técnica
que ellos usan para la descomposicion de modulos inyectivos no singulares.

Ejemplo:

Sea p un nimero primo, sabemos que el Z-moédulo M = Z, es k-nosingular
continuo de tipo I puesto que es simple. Considere la capsula inyectiva de M
E(M) = Zy~ que es un modulo singular inyectivo, para el que la teorfa desar-
rollada por Goodearl y Boyle no es aplicable. Este ejemplo muestra el hecho
de que la teoria de tipos de descomposicion para moédulos k-nosingulares
(casi)continuos no puede, en general, ser obtenida analizando la capsula in-
yectiva del modulo en cuestion, es decir, descomponiendo a E(M) en tipos
I, 11y IIIy luego por continuidad, descomponer a M.

4.2. Mobdulos k-nosingulares continuos de Tipo
I, 11y IIll

En esta secciéon se dan algunas equivalencias para que un moédulo k-
nosingular continuo sea de Tipo I y Tipo I, para los de Tipo /1 como
se vera se tiene otro tipo de caracterizacion distinta de las de los mdédulos de
Tipo I 'y I1I.

Lema 4.2.1. Si R es un anillo extendible nosingular y semiprimo y e es un
elemento idempotente de R, entonces e es fiel si y solo si para todo f € R,
idempotente no cero se tiene que fRe es no cero.

Demostracion. Suponga que e es fiel, como R es extendible se tiene que
ReR <°** hR donde h € R es idempotente. Veamos que h es central.

En efecto, sea x € R arbitrario, entonces tReR C ReR C hR y asi
(I—h)xReR C (1—h)RNhR = 0, por lo que ((1—h)zh)(ReR®(1—h)R) = 0.
Pero ReR @& (1 — h)R <°* Ry como por hipotesis R es no-singular se tiene
que (1 — h)zh = 0. Luego zh = hzh por lo que (1 — h)Rh = 0 ya que x
fue arbitrario. Por otro lado, como R es semiprimo por hipétesis, entonces
hR(1—h)hR(1—h) = 0 se sigue que hR(1—h) = 0. Por lo que hxz(1—h) = 0.
Entonces hx = haxh = xh, por lo tanto h es central, y asi he = e, por ser e fiel.
Asi h = 1 y entonces ReR <°** R. Por ultimo, si f € R es idempotente no
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cero, si sucediera que fRe = 0 entonces fReR = 0. Asi por no singularidad
se tendria que f = 0 lo que es un absurdo puesto que f # 0.
Reciprocamente si h?> = h es central en R, tal que he = e, como (1 — h)
es central entonces (1 —h)Re = (1 — h)Rhe & (1 — h)R(1 — h)e = 0, ya que
(1 —=h)re = (1 —h)rhe+ (1 — h)r(1 — h)e = (1 — h)he = r(he — he) = 0.
Por lo tanto 1 — h = 0, entonces h = 1, es decir, e es fiel.
O

Teorema 4.2.2. Si M es un mo6dulo k-nosingular continuo entonces las sigu-
ientes afirmaciones son equivalentes:

(1) M es de Tipo 1.

(2) Todo sumando directo de M no cero contiene un sumando directo
abeliano no cero.

(3) La suma de todos los sumandos directos abelianos es esencial en M.

Demostracion. (1)=(2).

Si N un sumando directo de M, entonces existe f € S idempotente no
cero tal que N = fM. Ahora bien como M es de Tipo I existe un idempotente
e € S abeliano fiel. Mas atn, se tiene por 3.4.1 que S es regular continuo.
En particular es no singular y semiprimo y asi, por el lema anterior se tiene
que fSe # 0. Asi existe s € S tal que fse # 0y fseM C fM. Mas
atn por 4.1.3 Nuc(fs) es un sumando directo de M y asi Nuc(fs,,) =
eM N Nuc(fs). Luego por 4.1.1 Nuc(fs) es un sumando directo de eM y
Im(fs.,,) = eM/Nuc(fs,,), por ende Im(fs).,,) es un sumando directo
de M por Cy. Ahora Im(fs,,,) = fseM = eM/Nuc(fs),,,) es un sumando
directo de eM pero eM/Nuc(fs).,,) es abeliano ya que eM lo es, entonces
fseM es un sumando directo abeliano no cero de N.

(2)=(3).

Supongamos que la suma interna de todos los sumandos directos abelianos
de M no es un submoédulo esencial de M. Pero al tener M la propiedad Cy
la suma es esencial en un sumando directo de M, digamos N. Entonces
si M = N@ N, por (2) N' contiene un sumando directo abeliano y asf
NNN' #0, 1o que es un absurdo. Por lo tanto la suma de todos los sumandos
directos abelianos de M es esencial en M.

(3)=(1).

Por el teorema 4.1.18, M se descompone de forma tnica en

M = M; & M & M.
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Tomemos un sumando directo abeliano de M, digamos N, como My es
totalmente invariante en M para todo Tipo 7', se tiene que por 1.24 que
N = (NnM;) & (NN Mg)@ (NN M. Como sumandos directos de
abelianos son abelianos y que M;;, My no contienen sumandos abelianos,
se tiene que N = NN M. Entonces N C M, pero como por hipdtesis la suma
de todos los sumandos directos abelianos es esencial en M y estd contenida
en M;. Por lo que se tiene M; <°® M por lo tanto M = M;. OJ

Teorema 4.2.3. Sea M un mo6dulo k-nosingular extendible para el que su
anillo de endomorfismos S es extendible y semiprimo, entonces son equiva-
lentes:

(1) M es de Tipo 1.

(2) Todo sumando directo de M contiene un submodulo no cero abeliano
tal que es isomorfo a un sumando directo de M.

(3) La suma de todos los submo6dulos abelianos que son isomorfos a un
sumando directo de M forman un submoddulo esencial de M.

Demostracion. Antes de comenzar la prueba, notemos que por k-nosingularidad
y C1, M es de Baer y entonces S es un anillo de Baer por lo que S es no
singular y por hipotesis es semiprimo. Como en el teorema anterior y por
el Lema 4.2.1 podemos encontrar un morfismo ¢ : eM — N donde e € S
es un idempotente fiel (que existe si suponemos (1) ) y N es un sumando
directo de M. Con esto en mente: (1)=(2).

Tomemos N < M un sumando directo y ¢ : eM — N el morfismo de la
observacion anterior donde e € S es un idempotente fiel. Por k-nosingularidad
de M, como ¢ # 0 podemos restringirlo al complemento del sumando N en
M donde Nucy sea esencial. Asi ¢ es monomorfismo y si lo restringimos a la
imagen, resulta que seré la imagen isomorfa de un submoédulo abeliano de N
(como en (1) siy solo si (2) de la prueba anterior), por lo que todo sumando
directo de M contiene un submoédulo abeliano isomorfo a un sumando directo
de M.

(2)=(3).

Por hipétesis todo sumando contiene un submoédulo abeliano no cero iso-
morfo a un sumando directo de M. Como en la prueba anterior si la suma de
ellos no es esencial por ser M extendible esa suma es esencial en un sumando
directo de M. Descomponemos a M como la suma directa de ese sumando
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y su complemento que por hipétesis contiene un submodulo abeliano. Asi
no se cortan en el cero lo que es un absurdo. Por ende la suma de todos
los submoddulos abelianos que son isomorfos a un sumando directo de M es
esencial en M.

(3)=(1).

Si descomponemos a M en tipos I, I1 y I11. Por definicion M;; y My
no tienen abelianos no cero y por hipotesis todos los abelianos de M estan en
M7. Méas atan todos los submodulos de M isomorfos a un sumando abeliano
de M estan también en M;. Asi M; es un sumando esencial de M por lo
tanto M; = M. O

Para los modulos k-nosingulares se tienen las siguientes equivalencias.
Teorema 4.2.4. Si M es k-nosingular continuo entonces son equivalentes:
(1) M es de Tipo I1.

(2) Todo sumando directo no cero de M contiene un sumando directamente
finito pero M no tiene sumandos abelianos.

(3) La suma de todos los sumandos directamente finitos de M forman un
submodulo esencial en M, y M no contiene sumandos directos abelianos
no cero.

Demostracion. (1)=(2).

Como por hipotesis M es de Tipo I existe e € S idempotente fiel di-
rectamente finito. Ademés M no tiene idempotentes abelianos por hipotesis.
Ahora sea N un sumando directo de M, entonces existe un idempotente
f € S no cero tal que fM = N y como S es continuo regular (por 3.4.1)
entonces por el lema 4.2.1 se tiene que fSe # 0. Tomemos s € S no cero
entonces fse es no cero y asi se tiene que fseM C fM. Como en el teore-
ma 4.2.2, obtenemos que I'm(fs,,) < M es un sumando directo y entonces
Im(fs|.,,) = fseM = eM/Nuc(fs|,,) < M es un sumando de M directa-
mente finito puesto que eM/Nuc(fs.,,) es directamente finito. Por lo tanto
fseM es un sumando no cero directamente finito de fM.

(2)=(3).

Supongamos que la suma interna de todos los sumandos directamente
finitos no es esencial en M. Como en particular M tiene C, entonces la
suma de ellos es esencial es un sumando directo de M, digamos K, pongamos
M = K @ K'. Por hipotesis K contiene un sumando directamente finito no



64 La estructura de los médulos k-nosingulares

cero, entonces X N K # 0 lo que es una contradiccion. Por lo tanto la suma
de todos los sumandos directamente finitos de M es un submoédulo esencial
en M.

(3)=(1).

Por 4.1.19 M se descompone se manera tinica como M = M;®M®Myy;.
Sea N < M un sumando directo directamente finito. Como Mt es totalmente
invariante para todo tipo T, se tiene por 1.24 que N = (NN M;) @ (NN
M) @ (N N Mprr). Como sumandos directos de directamente finitos son
directamente finitos y como M; = 0, ya que no hay idempotentes abelianos
no cero y My = 0 (ya que no contiene sumandos directamente finitos) se
tiene entonces que N = N N M;;. Como N C M;;, como N fue arbitrario
entonces todos los sumandos directamente finitos de M estan en M;;. Como
por hipoétesis la suma de estos es esencial en M entonces, M;; es esencial en
M. Por ende M;; = M como se queria.

O

Teorema 4.2.5. Si M es un médulo k-nosingular extendible tal que su anillo
de endomorfismos S es extendible y semiprimo, entonces son equivalentes:

(1) M es de Tipo I1.

(2) Todo sumando directo de M contiene un sumando no cero directamente
finito isomorfo a un sumando directo de M y M no tiene idempotentes
abelianos no cero.

(3) La suma de todos los sumandos directamente finitos de M que son

isomorfos a un sumando directo de M forman un submédulo esencial
en M.

Demostracion. (1)=(2).

De nuevo usando el Lema 4.2.1 podemos encontrar para todo sumando
directo de M, digamos N, un morfismo no cero ¢ de eM en ese sumando,
donde e es un idempotente fiel directamente finito (por ser M de Tipo I1).
Como M es k-nosingular, de forma anéloga a la del teorema anterior ¢ se
puede restringir a un complemento de un sumando de eM donde el ntcleo
de ¢ sea esencial. Asi ¢ es un monomorfismo por lo que la imagen de ¢
restringido a ese complemento es isomorfa a un submodulo directamente
finito de N, que es isomorfo a un sumando directo de M y por hipotesis M
no tiene idempotentes abelianos no cero.
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(2)=(3). La prueba es analoga a la del teorema anterior.

(3)=(1).

Descompongamos a M = M; @ M & M;;;. Como por hipotesis M no
tiene idempotentes no cero, entonces la componente de Tipo 1 en la descom-
posicion anterior es cero y ademas la componente de Tipo [11 también es
cero por definicion de Tipo I11. Asi todos los sumandos directamente finitos
de M estan en la componente de Tipo /[ y su suma por hipotesis es esencial
en M y asi M; es un sumando esencial de M por lo que M; = M.

O

Proposiciéon 4.2.6. (1) Sea M un moédulo k-nosingular continuo de Tipo
T, entonces todo sumando directo N de M es de tipo T donde (T =
IIIIIT).

(2) M =&,cp M, es k-nosingular continuo de Tipo T si y solo si M, es
k-nosingular continuo de Tipo 7. Mas aun My es M,-inyectivo para
toda o # f3.

Demostracion. (1)

Por el teorema 4.2.2, se tiene que si M es de Tipo I, entonces todo
sumando directo de M contiene un sumando no cero abeliano, y asi todo
sumando directo de N contiene un sumando directo abeliano no cero. Como
sumandos de modulos k-nosingulares continuos son k-nosingulares continuos
N es k-nosingular continuo y asi por el mismo teorema, N es de Tipo I. De
hecho de manera analoga, por el teorema 4.2.4 si M es de Tipo I entonces
N es de Tipo I1. Por tltimo si M es de tipo 111 por definiciéon todo sumando
debe ser de Tipo I11.

(2) Si suponemos que M es k-nosingular continuo de Tipo T', entonces por
3.2.9 cada factor es continuo. De hecho también por ese mismo teorema M,
es Mpg-inyectivo. Por 2.8 cada factor es k-nosingular. Mas atn por el inciso
anterior, cada factor es de Tipo T

Ahora si suponemos que cada factor es k-nosingular continuo y ademas
tenemos que son inyectivos relativos para cada o # 3, por el teorema 2.8 M es
continuo y por 2.10 M es k-nosingular. Més atn por 4.1.19 M se descompone
en M = M;® M @ M donde cada factor (por lo anterior) es k-nosingular
continuo de Tipo T'. De hecho son totalmente invariantes, por lo que para
cada a € A se tiene que por 1.24

M, = (M,NM;) @ (MyN M) ® (Mo N Mypg).
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Por lo que si M, es de Tipo T entonces M, C My para toda a € A. Por lo
que M C My, por lo que M es de Tipo T con T'=1,11,111. O

Lema 4.2.7. Sea M = M;® M; un modulo k-nosingular continuo, tal que M,
y M, son inescindibles. Entonces M; = M, (en este caso son casi-inyectivos)
o M y M, son ortogonales .

Demostracion. Por 4.1.3 para todo mofismo no cero ¢ : M; — M, se tiene
que Nucy es un sumando directo de M;. Entonces Nucyp = 00 Nucy = M; y
también Imp es un sumando directo de M, por lo que Imp = 0 0 tmp = M.
Asi My =2 My o Hom(My, My) = 0. En conclusion M; = M, por lo tanto
Hom(M,, My) =0y Hom(Ms, M;) = 0.

Para el caso cuando Hom(M;, My) = 0y Hom(M,, M;) = 0, si se supone
que existe un morfismo no cero ¢ : M’ — M, donde M’ < M;, como M; y
Mo, son inyectivos relativos ese morfismo puede ser extendido a un morfismo
de Hom(My, M3) lo que es un absurdo por hipotesis. Por lo que M; y M,
son ortogonales.

O

Teorema 4.2.8. Sea M un moédulo k-nosingular continuo con una descom-
posicion en una suma directa de inescindibles. Entonces M es de Tipo I y es
isomorfo a una descomposicion M = @, N donde cada factor es ine-
scindible y NV, Nz son ortogonales para toda a # 3. Mas aun, si | X,| > 2,
N, es casi-inyectivo para toda a € A.

Demostracion. Pongamos M = @, M., descomposicion de M en inescindibles.
Entonces en particular, M, @ Mgz es k-nosingular continuo para toda a # 3
y asi por el lema anterior M, = Mg o M, y Mg son ortogonales. Ahora bien,
ordenando por bloques la descomposicién, obtenemos una descomposiciéon de
M como M = @, NéXo‘), donde N, no es isomorfo a Ng si o # (3. Note
que si hay mas de un bloque se debe tener que son ortogonales por el lema
anterior. En particular, si hay mas de un factor en un mismo bloque se tiene
que N, es casi-inyectivo y M es de Tipo I por definicion, ya que cada factor
es inescindible como se queria.

O

Para los modulos de Tipo I11 veremos que se tienen distintas caracteri-
zaciones. La siguiente proposicion sera de gran ayuda.
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Proposicion 4.2.9. Sea M un mddulo k-nosingular continuo y suponga que
M no tiene sumandos directos abelianos no cero , entonces existe una familia
{M;},cn de sumandos directos de M tal que MM = M para todo n € N.

Demostracion. Primero veamos que para todo sumando directo N de M,
existe un sumando directo N < N tal que N' =~ p®) para algun moédulo P.

Obsérvese que por definicion N no puede ser inescindible, ya que si lo fuera
serda abeliano y por hipotesis M y N no tiene sumandos directos abelianos
no cero. Sea K1 un sumando directo de N no cero y pongamos N = K; @ Ks.
Asi por 4.1.7, K; no es totalmente invariante en N y Hom(K;, K5) # 0.
Tomemos un morfismo ¢ : K; — K. Como N es k-nosingular continuo por
la Proposicion 4.1.3 Nucy es un sumando directo de K7 y por la propiedad Cs
la imagen Ime es un sumando directo de K5. Entonces Ki/Nucp = Imep,
ademéas Kj/Nucy es un sumando directo de K; por lo que Ki/Nucp @
Imyp = (Imy)?. Asf obtenemos lo deseado un sumando directo Ny de N con
la propiedad de que N; = P, @ P,. Como N fue arbitrario, por inducciéon
se sigue que existe Ny < N sumando directo tal que N = Pk(%) para algin
modulo Py. Eligiendo una k suficientemente grande tal que 2F > n, existe un
sumando directo de N digamos N tal que N, = Pén).

Fijemos un natural n € N y consideremos la familia A de colecciones de
submoédulos de M, {Ny}, op C Subg(M) tal que { Ny}, o es independiente,
N, es sumando de M y N, = P™ para algin médulo Py todo o € T'.

Ordenando parcialmente a A con la contencién y observando que A es no
vacio ya que contiene al sumando que acabamos de construir, se tiene que A
cumple las hipotesis del lema de Zorn. Podemos considerar un maximo de esa
familia, digamos C'. Ahora por la propiedad Cy, se tiene que Dy N <2
M', donde M es un sumando directo de M. Pongamos M = M & M. Si
sucediera que M" # 0 entonces existe un sumando directo (por lo anterior)
de ¢él, digamos N, tal que N = P(™ para alguna n. Poniendo C' U {N”} se
tiene que el conjuto anterior contradice la maximalidad de C'. Por lo tanto
se debe de tener M = 0. Se sigue que Breer N <* M por lo que si
consideramos la capsula inyectiva de M, se tiene que:

E(M)=EP N)=E(§H P™).

Nec! PM=N

Ademés

(EE@P)™) = (EEGP)™ = EEP)™=E™.
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Asi se tiene que E(M) = @,.,., Fi, donde E; = E. Mas atn, por el
teorema 3.2.7, M = @;(E; N M), por ser M continuo. Ademés por 3.2.9
MNE; y MNE; son inyectivos relativos y de hecho E(MNE;) = E;, = E; =
E(M N Ej;) . Entonces por 3.1.10 M N E; = M N E; para toda i # j. Por lo

que en definitiva se tiene M,, = M N E; y asi M = M,S"), como se queria.
O

Corolario 4.2.10. Si M es un mo6dulo k-nosingular continuo de Tipo I1 o
111, entonces M es cuadrado y de hecho M es auto-inyectivo.

Demostracion. Como M es de Tipo II o IIl entonces M no continene
sumandos abelianos no cero y asi por la Proposicion anterior M = M; @& M;.
Como M es continuo por hipotesis es M-inyectivo, por 3.2.8. O

Teorema 4.2.11. Un moédulo k-nosingular (casi)continuo M es de Tipo 111
si y s6lo si todo sumando directo N < M es puramente infinito. De nuevo
en este caso, M es M-inyectivo.

Demostracion. Si suponemos que todo sumando directo de M, digamos N es
puramente infintio, es decir, N no tiene sumandos directamente finitos. Por
definicion de Tipo 111 M es de Tipo I11.

Reciprocamente, observemos que la afirmacién basta probarla para M
puesto que todo sumando es k-nosginular continuo de Tipo I71.

Ahora, como M es de Tipo I11, M no tiene sumandos directamente fini-
tos. Por el teorema 3.2.14, parte (1), F(M) no tiene sumandos directamente
finitos. Consideremos la familia A de colecciones de submodulos de E(M),
{Na}oer C Subr(E(M)) tales que {No}, o s independiente, N, es sumando
de E(M)y N, 2 N, ® N, para toda « € T

Ordenando parcialmente a A con la contencién y notando que esa familia
no es vacia puesto que E(M) es puramente infinito, se tiene que (A, C)
cumple las hipotesis del Lema de Zorn. Asi hay méximos. Sea C' uno de tales
méximos. Como E(M) es inyectivo, se tiene que @y N < £y < E(M)
donde Ej, es un sumando directo de E(M). Si ponemos E(M) = E; &
Es, se tendria que si E5 contiene sumandos puramente infinitos no cero por
la proposicion 5.7 en [2], existe un sumando directo N' < E, tal que es
puramente infinito y N' & N = N'. Por lo que se tendria que la familia
c'u {N/} cumple las propiedades anteriores y esto contradice el hecho de
que C' sea méaxima. Por lo tanto E» no tiene sumandos puramente infinitos.
Por ende, todos los sumandos no cero de F, son directamente finitos asi
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por hipotesis, F(M) no tiene sumandos directamente finitos. En definitiva
Ey =0y asi

EM)=E(@ N)2E(@ NaeN)2E@ N)eEE@ N).

Nec Nec Nec Nec

Entonces E(M) = E(M)@ E(M). Luego por la parte (1) del teorema 3.2.14,
M = M @& M. Por ultimo, se tiene que M es M-inyectivo por 3.2.8.
0
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