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Introduion Nuestro prinipio fundamental esque toda uestión que puederesolverse por la lógia, puederesolverse sin más. WittgensteinCould it be that Ring theory is thepart of mathematis where haos ismost present?
NǎstǎsescuCuando estudia un objeto o onepto en matemátias, algunas vees loque se desea es araterizar este mediante la asoiaión de invariantes, otratar de ver si su forma es pareida a algo onoido. En partiular si el obje-to de estudio tiene alguna estrutura álgebraia lo que se desea es arateri-zarlo en términos de tal estrutura, ésa será la esenia del presente trabajo:araterizar a una lase de módulos por medio de su estrutura interna.El presente trabajo se basa fundamentalmente en un artíulo de TariqRizvi y Cosmin Roman publiado en la revista Communiations in Algebraen 2007 en este artíulo los autores dan un onepto que generaliza la nosingularidad es así que ellos de�nen la k-nosingularidad de un módulo. Loque haen después es seguir el amino natural, es deir, estudiar uáles delos resultados de la no singularidad se preservan en la k-nosingularidad. Éstaserá la manera de presentar este trabajo, tratar de diluidar la estrutura delos módulos k-nosingulares.En [3℄ Goodearl y Boyle desarrollan una teoría de desomposiión enTipos para módulos nosingulares e inyetivos en módulos de tipo I, II yIII, siguiendo los pasos dados por Kaplansky en [5℄ en el que él analiza aprofundidad los anillos de Baer haiendo notar que un anillo de Baer se



vi Introduiondesompone de manera únia en anillos de Tipo I, II y III. Así la teoria deKaplansky resulta ser la base de la teoría presentada por Goodearl y Boyle.En partiular en [3℄ se prueba que el anillo de endomor�smos de un módulono singular e inyetivo es un anillo regular en el sentido de Von Neumann yauto-inyetivo, es de está manera que las ideas de Kaplansky son totalmentevalidas. En este aso, se desompone al anillo de endomor�smos del módulonosingular e inyetivo en anillos de tipo I, II y III y esta desomposiiónindue de manera natural una desomposiión de ada módulo sobre el anillo.Este será el amino a seguir, es deir, dar una desomposiión para el aso k-nosingular, y en ontraste pediremos un onepto que en el aso no singular esla inyetividad, este onepto será el de ontinuidad (y en efeto inyetividadimplia ontinuidad). Luego proederemos omo en el aso no singular einyetivo, primero observando que el anillo de endomor�smos de un módulo
k-nosingular y ontinuo es un anillo de Baer, desomponemos este anillo eniertos tipos y estudiaremos la desomposiión induida en la ategoría demódulos sobre el anillo.A lo largo del trabajo se presentarán las pruebas neesarias para entenderla desomposiión y se pondrá énfasis en la teoría de anillos de Baer (ya queestos son el pilar para los resultados prinipales del trabajo que presentanRizvi y Roman en [9℄) on base en varios artíulos donde se estudian a detalleestos. De heho se reonstruirán las pruebas dadas en [10℄ donde se generalizaun resultado que liga los oneptos de anillos de Baer on la k-nosingularidady éste es el resultado que da pie a la teoría de desomposiión que trataremosde desribir.



Capítulo 1PreliminaresEste apítulo está dediado a estudiar las propiedades básias de los lla-mados anillos de Baer que son fundamentales en nuestro trabajo. Como severá en apítulos posteriores, la ondiión de que un anillo sea de Baer esbastante poderosa. Además introduimos el onepto de módulo k-nosingulary daremos un teorema bastante que relaiona estos dos oneptos.Todos los anillos que onsideraremos serán asoiativos y on unidad y losdenotaremos por la letra R, S, la palabra ideal se usará para indiar queel ideal es bilateral y en otro aso se espei�ará si el ideal onsiderado esizquierdo o dereho. Los módulos que onsideraremos serán S−R-bimódulos,es deir, serán módulos derehos sobre el anilloR e izquierdos sobre el anillo Sdonde S denotará el anillo de endomor�smos deM omo R-Módulo dereho,
S = EndR(M). Denotaremos por rR(.) y on lM(.) al anulador dereho onoe�ientes en R de subonjuntos deM al anulador izquierdo on oe�ientesen M de subonjuntos de R, y por rM(.) y lS(.) los anuladores respetiva-mente derehos on oe�ientes en M de subonjuntos de S e izquierdos onoe�ientes en S de subonjuntos de M , usaremos N ≤ess M para indiarque N es un submódulo esenial en M y N ≤⊕ M indiará que N es unsumando direto de M .De�niión 1.1. Diremos que R es un anillo de Baer si el anulador derehode todo ideal izquierdo esta generado omo ideal dereho por un elementoidempotente e ∈ R, es deir, para todo ideal izquierdo I de R se tiene que,
rR(I) = eR.De�niión 1.2. Diremos que R es un anillo no singular si para todo r ∈ Rtal que rR (r) ≤ess R se tiene que r = 0. Equivalentemente R es un anillo no



2 Preliminaressingular si Z (R) = 0, donde:
Z(R) = {a ∈ R|rR(a) ≤ess R} .De�niión 1.3. Sea M ∈Mod−R, diremos que M es un módulo de Baer,si para todo N de M se tiene que, Sl (N) es sumando direto de S, es deir,

Sl (N) = Se, donde e es un endomor�smo idempotente de M .Ahora, notemos que para un módulo de Baer M , al onsiderar ualquierideal izquierdo I de S y su anulador dereho, rM (I) umple
Sl (rM (I)) := rM (Se) = {m ∈M |( se)m = s(em) = 0} = eMReíproamente si para todo ideal izquierdo I de S, se umple que rM (I) =

eM , on e un elemento idempotente de S entones M es un módulo de Baer.La siguiente de�niión introdue el objeto prinipal de estudio de losapítulos dos y tres, por el momento sólo usaremos este para probar uno delos resultados del apítulo.De�niión 1.4. Sea M ∈ Mod − R, diremos que M es un módulo k-
nosingular si para todo ϕ ∈ S on anulador esenial en M, entones ϕ = 0.En el siguiente apítulo se probará que en efeto la k-nosingularidad gen-eraliza la no singularidad usual.Notemos que para un módulo M que es k-nosingular al onsiderar unideal del anillo de endomor�smos de M , I ≤ S tal que el anulador derehoon oe�ientes en M de I, rM (I) ≤ess M entones I = 0. Pues si tomamosun elemento ϕ ∈ S, entones rM (I) =

⋂

ψ∈I Nuc (ψ) ⊆ Nuc (ϕ) por lo tanto
Nucϕ ≤ess M , omo M es k-nosingular entones ϕ = 0 por lo que I = 0.Ahora bien para ϕ ∈ S tal que Nuc (ϕ) ≤ess M , ya que rM (Sϕ) =

⋂

f∈S (fϕ)y omo Nuc (ϕ) ⊂ Nuc (fϕ) se tiene que Nuc (ϕ) ⊂ rM (Sϕ) =
⋂

Nuc (fϕ)entones omo por hipótesis Sϕ = 0, lo que implia ϕ = 0 y omo ϕ fuearbitrario M es k-nosingular. Así hemos probado que:Lema 1.5. Un móduloM es k-nosingular si y sólo si I ≤ S y rM(I) ≤ess M
⇒ I = 0.Siempre que uno introdue un nuevo onepto en teoría general de mó-dulos surge de manera natural, el onepto dual al original, en nuestro aso¾uál es el onepto dual a la k-nosingularidad?. Para responder eso primerointroduzamos lo dual de no singularidad.



3De�niión 1.6. Diremos que un anillo R es (co)no singular si para todoideal dereho IR ≤ R tal que Rl (I) = 0 se tiene que I ≤ess R.El onepto dual a la k-nosingularidad es dado en la siguiente:De�niión 1.7. Sea M ∈ Mod − R, diremos que M es k-(co)nosingularsi para todo N submódulo de M tal que Sl (N) = 0 entones N ≤ess M .Equivalentemente si ϕ (N) 6= 0 para todo endomor�smo ϕ ∈ S no ero, setiene que N ≤ess M .De�niión 1.8. Sea M ∈ Mod−R, diremos que M tiene la propiedad C1 o
M es extendible si para todo N submódulo deM , existe N ′ sumando diretode M , N ′

≤⊕ M , tal que N ≤ess N
′ .En los apítulos siguientes analizaremos más a fondo la propiedad de queun módulo tenga la propiedad C1 o sea extendible, también se darán familiasde módulos on tal propiedad. Las siguientes proposiiones relaionan losoneptos de la k-nosingularidad y la propiedad de que M sea de Baer.Proposiión 1.9. Todo módulo extendible es k-(o)nosingular.Demostraión. Sea N un submódulo de M tal que para todo ϕ ∈ S no erose tiene que ϕ (N) 6= 0, supongamos que N no es esenial en M . Entonesexiste eM ∈ SubR (M) tal que N ≤ess eM , on e ∈ S idempotente y e 6= 1.Entones el endomor�smo (1 − e) no es ero y (1 − e)N = 0 lo que es unabsurdo, por lo tanto N ≤ess M , es deir, M es un módulo k-(o)nosingular.Proposiión 1.10. Todo módulo k-nosingular extendible es un módulo deBaer.Demostraión. SeaN un submódulo de un móduloM , omoM es extendible,hay un endomor�smo idempotente e de S tal que N ≤ess eM . A�rmamosque:

Sl (N) = S (1 − e) .Para probar ésto supongamos que S (1 − e) = Sl (eM) ( Sl (N) por talmotivo existe ϕ ∈ Sl (N) − Sl (eM). Como SS = Se ⊕ S (1 − e), se tieneque ϕ = s1e + s2 (1 − e) para algún s1, s2 ∈ S. Como s1 6= 0 entonessubstituyendo ϕ por ϕ − s2 (1 − e) podemos suponer ϕ ∈ Se y entonesse tiene que ϕ (N) = 0 ya que ϕ ∈ Sl (N) y ϕ ((1 − e)M) = 0. Entones



4 Preliminares
ϕ (N ⊕ (1 − e)M) = 0 y notemos que N ⊕ (1 − e)M ≤ess M . Al ser M
k-nosingular, se tiene que ϕ = 0 lo que es una ontradiión por lo tanto
Sl (N) = S (1 − e) por lo que prueba que M es de Baer.Proposiión 1.11. Todo módulo de Baer es k-nosingularDemostraión. Sea M un módulo de Baer y ϕ ∈ S tal que Nucϕ ≤ess M .Consideremos el ideal Sϕ. Como Nucϕ = rM (Sϕ) = fM on f un elementoidempotente de S se tiene queM = fM⊕(1 − f)M . Por lo que Nucϕ = M ,por lo tanto ϕ = 0, es deir, M es k-nosingular.Proposiión 1.12. Todo módulo k-(o)nosingular de Baer es un móduloextendible y k-nosingular.Demostraión. SeaM ∈Mod−R k-(o)nosingular y de Baer, por la proposi-ión anterior basta probar que M es extendible para esto onsideremos Nun submódulo M . Por ser M de Baer se tiene que Sl (N) = Sf on f 2 =
f ∈ S, notemos que f (n) = 0 para todo n ∈ N por lo que implia que
N ⊆ rM (Sl (N)) = (1 − f)M . Ahora bien supongamos que N no es es-enial en (1 − f)M por tal motivo existe P ≤ (1 − f)M no ero tal que
N ∩ P = {0}. Tomemos un pseudoomplemento N̄ ⊇ N de P en M yobservemos que Sl

(

N̄
) es no ero al ser M k-(o)nosingular debe suederque N̄ �ess M . Entones para ϕ ∈ S − {0} tal que ϕN̄ = 0 se tiene que

ϕN = 0 y omo Sl (N) = Sf entones ϕ (1 − f) = 0, ϕP = 0 por lo que
ϕ ((1 − f)M) = 0 y ϕ (N̄ ⊕ P

)

= 0 y omo N̄ ⊕ P ≤ess M . Al ser M k-nosingular se tiene que ϕ = 0 lo ual es un absurdo que viene de suponer Nno es esenial en (1 − f)M por lo tanto M es extendible.Note que on las proposiiones anteriores hemos demostrado el siguiente:Teorema 1.13. Si M ∈ Mod − R, entones M es un módulo k-nosingularextendible si y solo si M es k-(o)nosingular de Baer.La importania del teorema anterior resaltará en apítulos posteriores yaque es una piezas lave para nuestra teoría a desarrollar.Teorema 1.14. Si M es un módulo de Baer entones todo sumando direto
N de M es un módulo de Baer.



5Demostraión. Sea N un sumando direto de M y sea P un omplementopara N en M , es deir, M = N ⊕P . Hagamos S ′=EndR (N), entones paratodo ϕ′

∈ S
′ existe ϕ ∈ S de�nido omo ϕ = ϕ

′

⊕ 0P , sea I ′

≤ S
′ y

I =
{

ϕ |ϕ = ϕ
′

⊕ 0P , ϕ
′

∈ S
′

}

I no neesariamente es un ideal izquierdo de S, onsideremos el ideal generadopor I, SI = Ī, entones para todo ϕ ∈ Ī se tiene que ϕ =
∑

i∈N
si
(

ϕ
′

i ⊕ 0P
)y si (ϕ′

i ⊕ 0P
)

(P ) = 0 = si (0) = 0, ϕ
′

i ∈ Ī.Como M es un módulo de Baer rM (Ī) ≤⊕ M , es deir, existe Q ≤⊕ Mtal que M = rM
(

Ī
)

⊕ Q, omo P ⊂ rM
(

Ī
)

≤⊕ M , entones existe unomplemento L ⊆ rM
(

Ī
) tal que rM (Ī) = P ⊕ L, es deir, L ≤ M es unsumando direto de M , y así se tiene que P ⊕ N = M = rM

(

Ī
)

⊕ Q =
P ⊕ (L⊕Q). Sea πN |Q⊕L:P ⊕ (L⊕Q) −→ N y notemos que N ∼= M/P y
Q⊕L ∼= M/P ∼= N por lo que πN (Q⊕ L) ∼= N entones πN (Q)⊕ πN (L) =
N , demostraremos que rM (I ′

)

= πN (L).En efeto, si ϕ′

∈ I
′ entones ϕ′

⊕ 0P ∈ Ī y (ϕ′

⊕ 0P
)

(L) = 0 pero todoelemento l ∈ L se puede esribir omo l = πN (l) + πP (l). Como πP (l) esanulado por ϕ′

⊕0P entones (ϕ′

⊕ 0P
)

πN (l) = ϕ
′

⊕0P (πN (l)) = 0. Entones
(

ϕ
′

⊕ 0P
)

πN (L) = 0, entones ϕ′

(πN (L)) = 0, por lo que πN (L) ⊂ rN
(

I
′
),ya que ϕ′

∈ I
′.Ahora sea n ∈ N − πN (L) entones n = n1 + n2 on n1 ∈ πN (L) y

0 6= n2 ∈ πN (Q). Como πNQ⊕L es isomor�smo entones existe n̄2 ∈ Q tal que
πN (n̄2) = n2 y Q ∩ rM

(

Ī
)

= 0, i.e existe ϕ ∈ Ī tal que ϕ (n̄2) 6= 0 pero ϕ =
∑

i∈N
si
(

ϕ
′

i ⊕ 0P
), entones existe un índie i0 tal que si0 (ϕ′

i0 ⊕ 0P
)

(n̄2) 6=

0 y entones (ϕ′

i0
⊕ 0P

)

(n̄2) 6= 0. Como se tiene una desomposiión de
n̄2 = πN (n̄2) + πP (n̄2), entones ϕ′

i0
(πN (n̄2)) 6= 0 si y sólo si ϕ′

i0
(n2) 6= 0y πP (n2) = 0 bajo ϕ′

i0
por lo que rN (I ′

)

= πN (L) el ual es un sumandodireto de N . Por lo tanto N es un módulo de Baer.En general la lase de módulos de Baer no es errada bajo submódulos nisumas diretas. Por ejemplo, al onsiderar Q⊕Z2 omo Z-modulo es de Baer(por la Proposiión 2.10 ya que Q es k-nosingular, de heho es no-singular y
Z2 también es k-nosingular por ser simple) el submódulo Z⊕Z2 no es de Baerya que el endomor�smo ϕ (n, m̂) = (n̂, 0) ∈ Z⊕Z2 uyo núleo es 2Z⊕Z2 noes un sumando de Z⊕Z2 por lo que submódulos de Baer no neesariamenteson de Baer y sumas diretas de módulos de Baer tampoo son de Baer (Zy Z2 son de Baer).



6 PreliminaresCon lo que tenemos desarrollado hasta el momento podemos dar unaaraterizaión de los Z-módulos �nitamente generados de Baer.Teorema 1.15. Si G un Z-módulo �nitamente generado, G es un Z-módulode Baer si y sólo si G es o bien semisimple o bien libre de torsión.Demostraión. Sea G semisimple entones todo submódulo de G es sumandodireto, por lo que G es de Baer. Ahora si G es libre de torsión y �nitamentegenerado entones es libre y así
G ∼= Zn, para algún n ∈ N.Como Zn es no singular y extendible(lo ual se demostrará en el apítulo 3omo un ejemplo) entones por el Teorema 1.13, G es un módulo de Baer.Supongamos ahora que G es �nitamente generado de Baer, entones

G = t (G) ⊕ f (G)donde f (G) es la parte libre de torsión de G y t(G) es la parte de torsión de G.Supongamos ahora que t (G) 6= 0 y f (G) 6= 0 entones t (G) ∼=
⊕k

i=1 Zp
n(pi)
i

,
n(pi) 6= 0 y f (G) ∼= Zn.Sea 1 ≤ j0 ≤ k y pj0 el primo orrespondiente a esaentrada. Consideremos el homor�smo de Z-módulos

ϕ : Z −→ Z
pj0

n(pj0
)dado por x 7→ x̄0. El núleo de este homomor�smo es esenial en Z. Ex-tendemos ϕ a un endomor�smo ϕ̄ de G ∼= ⊕k
i=1Zp

n(pi)
i

⊕ Zn de la siguientemanera:
(xp1 , . . . , xpk

, a1, . . . , an) 7→ (0, . . . , ā1, 0 . . . , 0) .Donde ā1 = ϕ(ā1) está en la oordenada orrespondiente a pj0. Notemosque Nucϕ̄ ≤ess G. De heho, Nucϕ̄ = ⊕k
i=1Zp

n(pi)
i

⊕ p
n(pj0)

j0
Z ⊕ Zn−1 pero

Nucϕ̄ 6= G por lo que G no es de Baer, lo ual es un absurdo. Por lo tanto
t (G) = 0 o f (G) = 0.Si f (G) = 0 entones t (G) = G i.e G ∼=

⊕k

i=1 Zp
n(pi)
i

donde Z
p

n(pj )

j

es deBaer, �jemos j on 1 ≤ j ≤ k y supongamos que n(pj) > 1. Consideremos elmor�smo
ϕ : Z

p
n(pj )

j

−→ Z
p

n(pj)

j



7Dado por ϕ (x) = pjx. Notemos que ϕ no es ero ya que ϕpj
(1) = pj 6= 0y notemos que Nucϕ 6= 0 ya que p̄p̄n(pj)−1

j = p̄
n(pj)
j = 0. Como Z

p
n(pj )

j

esuniforme entones Nucϕ 6= Z
p

n(pj)

j

de donde, Nucϕ no puede ser sumandode Z
p

n(pj )

j

. Por lo tanto Z
p

n(pj )

j

no es de Baer, lo que es una ontradiión yaque G es de Baer, por lo que n(pj) = 1, es deir, t (G) =
⊕

p∈P Zp, es deir,
G es semisimple.Por último, si G = f (G) entones f (G) = Zn que es de Baer y libre detorsión.La siguiente de�niión nos ayudara a dar otra araterizaión de los mó-dulos de Baer.De�niión 1.16. Sea M ∈ Mod − R Diremos que M tiene la propiedad dela interseión de los sumandos si para ualesquiera dos sumandos diretos
N,N

′ de M su interseión N ∩N
′ es un sumando direto de M y diremosque M tiene la propiedad generalizada de la interseión de los sumandossi para toda familia {Nα∈I} ⊂ SubR (M) tal que Nα ≤⊕ M para toda αentones ⋂α∈I Nα ≤⊕ M .Proposiión 1.17. Un módulo M es de Baer si y solamente si M tienela propiedad generalizada de la interseión de los sumandos y el núleo deualquier elemnto de S es un sumando direto de M .Demostraión. Supongamos queM es de Baer. Sea {ei}i∈Λ ∈ S donde e2i = eipara toda i ∈ Λ y sea I =

∑

i∈Λ S (1 − ei). Observemos que Nuc (1 − ei) ⊃
rM (I) para toda i ∈ Λ y sea N =

⋂

i∈ΛNuc (1 − ei) ⊃ rM (I). Entones paratodo mor�smo de I, ∑i∈Λ si (1 − ei) se tiene que (∑i∈Λ si (1 − ei)
)

(N) = 0
(si = 0 salvo un número �nito de índies). Entones rM (I) = N por loque tenemos lo siguiente: ⋂i∈Λ eiM = N = rM (I) ≤⊕ M . Por ser M deBaer entones M satisfae la propiedad generalizada de la interseión de lossumandos.Y laramente por ser M un módulo Baer el núleo de todo endomor�smode M es un sumando direto.Ahora veamos que si M es un módulo que satisfae la propiedad gener-alizada de la interseión de los sumandos implia que M es un módulo deBaer.



8 PreliminaresPara esto sea ϕ ∈ I, para un ideal I de S tenemos que rM (M) ≤⊕

M entones rM (I) =
⋂

ϕ∈I Nuc (ϕ) ≤⊕ M ya que M tiene la propiedadgeneralizada de la interseión de los sumandos, de donde M es de Baeromo se quería.Uno de los objetivos inmediatos es probar (Proposiión 1.22) que el anillode endomor�smo de un módulo de Baer es un anillo de Baer. La siguienteproposiión ayudará en el objetivo.Proposiión 1.18. M es un módulo de Baer e inesindible si y solamentesi todo ϕ ∈ S no ero es monomor�smo.Demostraión. Sea ϕ ∈ S no ero, omo M es de Baer inesindible entones
rM (ϕ) ≤⊕ M por lo que rM (ϕ) = 0 o bien rM (ϕ) = M , la hipótesisgarantiza que ϕ 6= 0 entones Nuc (ϕ) = 0, es deir, ϕ es monomor�smo.Reíproamente supongamos queM no es inesindible, entones seaM =
M1 ⊕M2 una desomposiión de M on M1,M2 6= 0 sea

π1 : M1 ⊕M2 −→M1la proyeión anónia en el fator M1. Note que Nucπ1 = M2 por lo que
π1 no es monomor�smo, lo que es una ontradiión, y por lo tanto M es deBaer.Proposiión 1.19 (Condiión relativa de Rikart). Sea {Mi}i∈Λ una famil-ia de módulos de Baer, si ⊕i∈ΛMi es un módulo de Baer entones {Mi}i∈Λsatisfae lo siguiente: Para todo (i0, j0) on i0 6= j0 ∈ Λ y ψ ∈ Hom (Mj0,Mi0),
Nucψ ≤⊕ Mj0Demostraión. Pongamos M =

⊕

i∈ΛMi y sean Mj0 y Mi0 sumandos de Mon i0 6= j0, onsideremos un mor�smo ψ ∈ Hom(Mj0,Mi0) ahora bien omo
Mj0 es un sumando direto deM entones podemos extender el mor�smo ψ aun endomor�smo de M digamos ψ̂ omo ψ̂|Mj0

= ψ y ψ̂ = 0 para toda i 6= j0y así por serM de Baer se tiene que el núleo de tal mor�smo es un sumandodireto de M de heho el núleo de ψ̂ es Nuc(ψ̂) =
⊕

i6=j0
Mi⊕Nuc(ψ) y porende el núleo de este mor�smo en Mj0 es un sumando direto de Mj0 omose deseaba.Para los sumandos de los módulos k-nosingulares tenemos lo análogo alos módulos de Baer.



9Proposiión 1.20. SiM es un módulo k-nosingular y N un sumando diretode M , entones N es k-nosingular.Demostraión. Sea ϕ ∈ End (N) tal que Nucϕ ≤ess N , probaremos que
ϕ = 0.Esribamos M = N ⊕ N

′ y extendamos ϕ a un endomor�smo de M .
ϕ̄ = ϕ ⊕ 0|N ′ y notemos que Nuc (ϕ̄) = Nuc (ϕ) ⊕ N

′

≤ess N ⊕ N
′

= M .Entones por k-nosingularidad se tiene que ϕ̄ = 0, es deir, ϕ = 0 para todo
ϕ ∈ End (N) por lo tanto N es k-nosingular.Con lo anterior también tenemos la siguiente.Proposiión 1.21. Sea M ∈Mod−R, k-nosingular, si X es esenial en unsumando direto N de M entones N es únio.Demostraión. Supongamos que N1 no es únio, es deir, existe N2 6= N1 talque X ≤ess N1 ≤ M y X ≤ess N2 ≤ M on N1 y N2 sumandos diretosde M . Entones M = N1 ⊕ P1 = N2 ⊕ P2 (N1 ( N2 y N2 ( N1). Sea ϕ =
πP2 ◦πN1, donde πP2 y πN1 denotan las proyeiones en los respetivos fatoresy observemos que ϕ 6= 0 ya que existe x ∈ N1 −N2 tal que πP2 (x) 6= 0.Ahora sea m ∈ M , esribámos a m, m = n1 + p1. Como X ≤ess N1entones existe r ∈ R tal que 0 6= n1r ∈ X. Se sigue que mr 6= 0 , ϕ (mr) =
ϕ (n1r + p1r) = (πP2 ◦ πN1) (n1r + p1r) = πP2 (n1r) = 0 ya que n1r ∈ X ≤ess

N2 i.e Nucϕ ≤ess M . Como M es k-nosingular se tiene que ϕ = 0 lo que esun absurdo, por lo tanto se tiene que N1 = N2Regresando a Módulos de Baer.Proposiión 1.22. Sea M un módulo de Baer, entones el anillo de endo-mor�smos S de M es un anillo de Baer.Demostraión. Sea I ≤ S un ideal izquierdo, omo M es de Baer se tieneque rM (I) ≤⊕ M , entones existe e2 = e ∈ S tal que rM (I) = eM .Probaremos que rS (I) = eS, para ello sea eψ ∈ eS observemos que
Ieψ = 0 pues para toda x ∈ M de donde se sigue que Ieψ (x) ⊂ IeM = 0.Entones IeS = 0 y eS ⊂ rS (I).Ahora para ϕ ∈ rS (I) tenemos que, podemos esribir ϕ omo ϕ = eϕ +
(1 − e)ϕ. Como Iϕ = 0, Iϕ (M) = 0 entones I (ϕ (M)) = 0, de donde
ϕ (M) ⊂ rM (M) = eM . Sim ∈M entones ϕ (m) = em

′ , de donde eϕ (m) =
em

′

= ϕ (m) de aquí se tiene que eϕ = ϕ. Por lo tanto ϕ ∈ eS y eS = rS (I)omo se deseaba.



10 PreliminaresProposiión 1.23. Sea M =
⊕

i∈Λ
Mi y Mi es totalmente invariante en Mpara todo i ∈ Λ, entones⊕i∈Λ

Mi es de Baer si y solo si Mi es de Baer paratoda i ∈ Λ.Demostraión. Si M es de Baer entones ualesquiera de sus sumandos di-retos es un módulo de Baer.Ahora supongamos que Mi es de Baer para toda i ∈ Λ, por hipótesis Mies totalmente invariante para toda i lo que implia que, Hom (Mi,Mj) = 0para toda i 6= j. Entones en el anillo de endomor�smos de M visto omoanillo de matries, ada endomor�smo solo tiene elementos no nulos en ladiagonal.Sea I ≤S S, tenemos que rM (I) =
⊕

i∈Λ rMi
(I ∩ Si),donde Si = EndR (Mi).Como en ada omponente el anulador dereho es un sumando en Mi (porhipótesis), se tiene que rM (I) =

⊕

i∈Λ rMi
(I ∩ Si) ≤⊕

⊕

i∈Λ
Mi = M dedonde M es de Baer.Terminaremos este apítulo on un resultado que nos será útil en apitulosposteriores.Lema 1.24. Sea M un módulo, y sea M = M1 ⊕M2 una desomposiióntal que M1,M2 son totalmente invariantes en M .Si N ≤⊕ M , entones N =

N1 ⊕N2 donde, Ni = N ∩Mi, on i = 1, 2.Demostraión. Claramente se tiene que N1 ⊕ N2 ⊂ N . Para la otra on-tenión, sea n ∈ N , por hipótesis n = m1 + m2 donde mi ∈ Mi, i = 1, 2.Veamos que mi ∈ N ∩Mi, omo por hipótesisMi es totalmente invariante en
M , existen prerradiales r1, r2 ∈ R−pr tales que r1 (M) = M1 y r2 (M) = M2y asi se tiene que:

M1 = r1 (M) = r1 (N) ⊕ r1 (K) yM2 = r2 (M) = r2 (N) ⊕ r2 (K)por ser r1, r2 prerradiales y así se tiene que
M = (r1 (N) ⊕ r1 (K)) ⊕ (r2 (N) ⊕ r2 (K))luego entones, m1 = n1 + k1 y m2 = n2 + k2 por lo que se tiene que

n = m1+m2 = n1+k1+n2+k2. Entones n+(−n1−n2) = k1+k2 ∈ N∩K = 0.De donde n = n1 + n2, por lo tanto N = N1 ⊕N2.



Capítulo 2
k-nosingularidadEn este apítulo estudiamos aalgunas propiedades de la lase de módulos
k-nosingulares, primero estableeremos la generalizaión de la no singularidada la k-nosingularidad, luego analizaremos las sumas diretas de módulos k-nosingulares para dar ondiiones relativas para que la suma sea k-nosingular.Por último estudiaremos la relaión estreha entre la semisimpliidad delanillo R y los módulos k-nosingulares sobre él.Comenzamos reordando la de�niión de k-nosingularidad.De�niión 2.1. Un módulo dereho M es k-nosingular si para todo endo-mor�smo ϕ ∈ S on Nucϕ ≤ess M se tiene que ϕ = 0.Proposiión 2.2. Todo módulo no singular es k-nosingular.Demostraión. Supongamos que M es un módulo no singular que no es k-nosingular, por no ser k-nosingular, existe ϕ ∈ S no ero tal que Nucϕ ≤ess

M . Como ϕ no es el mor�smo ero existe m ∈ M − Nucϕ no ero. Con-sideremos el onjunto I = {r ∈ R|mr ∈ Nucϕ} y notemos que I es un idealdereho de R omo Nucϕ es esenial en M entones I es esenial en R y así
ϕ (m) I = 0 on ϕ (m) 6= 0, es deir, ϕ (m) es un elemento no ero de Mon anulador esenial, lo ual es un absurdo ya que M es no singular. Por lotanto M es k-nosingular.La siguiente proposiión establee a una lase de módulos que son k-nosingulares.Proposiión 2.3. Todo módulo poliforme es k-nosingular.



12 k-nosingularidadDemostraión. Sea M un módulo poliforme (es deir, para todo mor�smo
ϕ ∈ Hom (K,M) y K ∈ SubR (M) tal que Nucϕ ≤ess M implia ϕ = 0), enpartiular para K = M , se sigue que M es k-nosingular.El reíproo a la proposiión anterior no neesariamente es ierto. Porejemplo para el Z-módulo Zp on p primo, notemos que este Z-módulo es
k-nosingular, pero no es no singular ya que todo elemento no ero, digamos
x̂ ∈ Zp tiene anulador esenial, a saber pZ.Aunque la no singularidad, la k-nosingularidad y els er poliforme no sonondiiones que oiniden en módulos estas propiedades si se umplen enualquier anillo.Proposiión 2.4. Si R es un anillo entones las siguientes ondiiones sonequivalentes.(i) R es k-nosingular.(ii) R es no-singular.(iii) R es poliforme.Demostraión. Primero notemos que por las dos proposiiones anteriores soloneesitamos probar que la ondiión (i) implia las ondiiones (ii) y (iii).(i) ⇒ (ii).Tomemos x ∈ R tal que x tenga anulador dereho esenial en R, peronotemos que

rR (x) = {r ∈ R|xr = 0} = 0por ser R, un R-módulo k-nosingular. Ya que todos los endomor�smos de R
ϕ ∈ End(R)son de la forma ϕr(x) = rx y así Nucϕ = rR(r) que por hipótesis soneseniales en R.(i) ⇒ (iii).Tomemos I ≤ R y f ∈ Hom (I, R) tal que
Nucf ≤ess M.Veamos que f = 0, supongamos que f 6= 0. Entones existe r ∈ I tal que

r /∈ Nucf , en partiular r ∈ R. Ahora sea (Nucf : r) = J el ideal trasladadopor r que es esenial en R y notemos que f (r)J = 0. Es deir, f (r) esun elemento de R on anulador esenial, lo que es un absurdo ya que R esno-singular por lo que f = 0. Por lo tanto R es poliforme.



13De�niión 2.5. Para un módulo M de�nimos la parte k-singular de Momo Zk (M) :=
∑

{ϕ(M) : ϕ ∈ S y Nucϕ ≤ess M}.Note que de la de�niión anterior se sigue que M es k-nosingular si y sólosi
Zk (M) = 0Proposiión 2.6. Si M es un módulo dereho entones Zk (M) es un sub-módulo totalmente invariante deM . Más aún Zk (M) ⊆ Z (M) donde Z (M)es la parte singular de M .Demostraión. Para la primera parte primero obsérvese que al onsiderarualquier endomor�smo ψ ∈ S y ϕ ∈ S, tal que Nucϕ ≤ess M , entones

Nucϕ ⊆ Nuc(ψϕ) y así Nuc(ψϕ) es esenial en M .Ahora sea x ∈ Zk(M), entones existen f1, ...fn endomor�smos deM talesque Nucfi es esenial enM para toda i ∈ 1, ...n y existen x1, ..., xn ∈ M talesque x = f1(x1) + .... + fn(xn). Entones apliando ψ a la expresión anteriorse tiene que ψ(x) = ψf1(x1) + ....+ ψfn(xn). Por la observaión previa ada
ψfi tiene núleo esenial en M para toda i. Así ψ(x) ∈ Zk(M) por lo tanto
Zk(M) es un submódulo totalmente invariante en M .Probaremos ahora que Zk(M) ⊆ Z(M). Tomemos x ∈ Zk(M) entones,omo antes, x es de la forma x = f1(x1) + .... + fn(xn) on f1, ...fn endo-mor�smos de M on núleo esenial y x1, ..., xn ∈ M . Sea Ii = (Nucfi : xi)el ideal dereho trasladado por xi. Como Nucfi es esenial en M , entones
Ii es un ideal dereho esenial en R, al onsiderar I =

⋂n

i=1 Ii el ual es unideal esenial de R, puesto que es la interseión �nita de ideales eseniales.Así se tiene que xI =
∑n

i=1 fi(xi)I =
∑n

i=1 fi(xiI) = 0 ya que Ii lleva a mial núleo de fi para toda i. Por lo tanto x tiene anulador esenial, es deir,
x ∈ Z(M).Proposiión 2.7. SiM =

⊕

α∈Λ Mα entones⊕α∈Λ Z
k (Mα) ⊂ Zk

(
⊕

α∈ΛMα

)Demostraión. Por la proposiión anterior sabemos que Zk
(
⊕

α∈ΛMα

) esun submódulo totalmente invariante en M entones observemos que
Zk

(

⊕

α∈Λ

Mα

)

=
⊕

(

Zk

(

⊕

α∈Λ

Mα

)

∩Mα

)

.



14 k-nosingularidadPara esto tomemos un elemento (xα) ∈
⊕
(

Zk
(
⊕

α∈Λ Mα

)

∩Mα

) este ele-mento lo podemos esribir de la siguiente manera, omo
(uαπαxα) =

n
∑

i=1

ϕαi
(yαi

)Para algunos yαi
∈ M y Nucϕαi

≤ess M donde πα denota la proyeión de
(
⊕

α∈ΛMα

) en el fator Zk(Mα) y uα la inlusión en Mα. Entones el juegode oordenadas
(xα) =

∑

α

(uαπα)(xα) =
∑

α

(

nα
∑

i=1

ϕαi
(xαi

)

)

∈ Zk(M).Para la otra ontenión tomemos (xα) ∈ Zk(M). Entones lo pensamosomo∑α (uαπα) (xα). Entones este es un elemento de la forma∑n

i=1 ϕαi
(xαi

)para ada α i.e. (xα) ∈ Zk(M) ∩Mα.Con ésto en mente, si �jamos un índie α ∈ Λ, sea x ∈ Zk(Mα) entones
x =

∑nα

i=1 ϕαi
(xαi

), ϕαi
∈ End (Mα) y Nucϕαi

≤ess Mαi
para toda i =

1, ..., n, extendiendo ada ϕαi
a un endomor�smo deM de�nido por ϕ̂|Mβ

= 0si β 6= α y ϕ̂|Mβ
= 1 si β = α. Entones para toda 1 ≤ i ≤ n se tieneque Nucϕ̂ ≤ess M i.e. uα(x) =

∑

ϕ̂(uα(xαi
)) ∈ Zk(M) ∩ Mα. Entones

Zk(M) ⊂ Zk(M)∩Mα y esto para toda α entones por la primera observaiónse tiene lo deseado.En general, para módulos de Baer la suma de módulos k-nosingulares noneesariamente es k-nosingular, de heho el ejemplo es el mismo que despuésde 1.14. Con lo de�nido anteriormente podemos dar otra prueba diferente ala dada en 1.20.Proposiión 2.8. Si M es un módulo dereho k-nosingular y si N ≤⊕ Mun sumando direto de M . Entones N es k-nosingular.Demostraión. Tenemos que M se desompone omoM = N ⊕H . Entonespor la proposiión anterior Zk(M) ⊇ Zk(N)⊕Zk(H). Por hipótesis Zk(M) =
0, por lo que Zk(N) = 0, es deir, N es k-nosingular.De�niión 2.9. Sean M y N módulos derehos, diremos que M es k-
nosingular relativo a N si para todo mor�smo ϕ ∈ Hom(M,N) tal que
Nucϕ ≤ess M se tiene que ϕ = 0



15Proposiión 2.10. Si {Mα}α∈Λ es una familia de módulos entones M =
⊕

α∈ΛMα es k-nosingular si y sólo si Mα es k-nosingular relativo a Mβ paratodos α, β ∈ Λ.Demostraión. Supongamos que Mα es k-nosingular relativo a Mβ . Veamosque M es k-nosingular. Tomemos ψ ∈ S tal que Nucψ ≤ess M , entones
Nucψ ∩ Mα ≤ess Mα para toda α. Sea pues α ∈ Λ �jo. Podemos ver alendomor�smo ψ omo ψ = ⊕β∈Λπβψ|Mα

donde πβ es la proyeión de M enel fator Mβ para ada β. Entones Nucψ|Mα
= Nucψ ∩Mα ≤ess Mα. Como

Nucψ|Mα
=
⋂

β∈Λ

Nucπβψ|Mαtenemos que Nucπβψ|Mα
≤ess Mα. Entones por k-nosingularidad relativa setiene que πβψ|Mα

= 0, para toda β. Entones ψ|Mα
= 0. Como α fue arbitrarioentones ψ = 0, es deir, M es k-nosingular.Ahora bien, siM es k-nosingular entones se tiene Zk(M) = 0 por lo que

⊕

Zk(Mα) = 0. Sea
f ∈ Hom(Mα,Mβ)tal que Nucf ≤ess Mα. Podemos extender f a un endomor�smo F de Mmediante F = f ⊕ 0|

M
′
donde M ′

=
⊕

β 6=αMβ . Por la k-nosingularidadtenemos que F = 0, así que f = 0. Por lo tanto Mα es k-nosingular relativoa Mβ .Proposiión 2.11. SeaM unR-módulo dereho tal que E(M) es k-nosingularentones M es k-nosingular.Demostraión. Sea ϕ ∈ S tal que Nucϕ ≤ess M , omo E(M) es inyetivoentones podemos extender ϕ a un endomor�smo ϕ̂ de E(M) de tal formaque el siguiente diagrama onmuta
M //

ϕ

��

E(M)

ϕ̂

��

M // E(M)

.

Como Nucϕ ⊆ Nucϕ̂ entones Nucϕ̂ ≤ess E(M) y por k-nosingularidadde E(M) se tiene que ϕ̂ = 0 por lo que ϕ = 0. Por lo tanto M es k-nosingular.



16 k-nosingularidadEl reíproo de la proposiión anterior es falso en general. Por ejemplo el
Z-módulo Zp tiene ápsula inyetiva E(Zp) = Zp∞ . Zp es k-nosingular pero
Zp∞ no es k-nosingular ya que el endomor�smo α : Zp∞ −→ Zp∞ dado por
α(x) = xpn es no ero on núleo esenial.De�niión 2.12. Diremos que dos módulos derehos M y N sobre un anillo
R son Rikart relativos si para todo mor�smo ϕ ∈ Hom(M,N) el núleo de
ϕ es un sumando direto de M y para todo mor�smo ψ ∈ Hom(N,M) sunúleo tambien es un sumando de N .En vista de la proposiión 1.19 se tiene que ualesquiera dos módulos deBaer son Rikart relativos.Teorema 2.13. Sea R un anillo entones las siguientes a�rmaiones sonequivalentes.(i) Todo M ∈Mod − R inyetivo es de Baer.(ii) Todo M ∈Mod − R es un módulo de Baer.(ii) R es semisimple artiniano.Demostraión. Como todo módulo dereho M sobre un anillo semisimpleartiniano es semisimple entones se tiene (iii)⇒(ii)⇒ (i).(i)⇒(iii).Tomemos un módulo dereho M sobre R, onsideremos el módulo B =
E(M)⊕E(E(M)/M) y observemos que B es inyetivo. Más aún, por hipóte-sis es de Baer. Sea ϕ ∈ Hom(E(M), E(E(M)/M)) dado por ϕ(x) = x+M ,para toda x ∈ E(M), entones Nucϕ = M . Como E(M) y E(E(M)/M) sonde Baer entones son Rikart relativos por lo que M es un sumando diretode E(M) peroM ≤ess E(M) por lo tantoM = E(M). Entones M es inye-tivo y omo M fue arbitrario entones todo R-modulo dereho es inyetivopor lo que R es semisimple artiniano.Corolario 2.14. Sea R un anillo entones las siguientes a�rmaiones sonequivalentes:(i) Todo módulo dereho M es k-nosingular.(ii) Todo módulo dereho M inyetivo es k-nosingular.(iii) R es semisimple artiniano.



17Demostraión. (i)⇒(ii)La lase de módulos inyetivos k-nosingulares son algunos de los módulos
k-nosingulares.(ii)⇒(iii)Como todo módulo inyetivo es extendible (la prueba se dará a detalleen el apítulo siguiente), entones por hipótesis todo módulo inyetivo es k-nosingular y extendible. Por 1.13 todo módulo dereho sobre R es de Baer yasí por la parte (ii) del teorema anterior R es semisimple y artiniano.(iii)⇒(i)Como todo módulo dereho sobre R es semisimple entones para todoendomor�smo ϕ ∈ S no ero se tiene que Nucϕ ≤M es un sumando diretodeM por lo que el núleo de ϕ no es esenial enM . Entones si Nucϕ ≤ess Mse debe de tener que ϕ = 0. Por lo tanto todo módulo dereho M sobre R es
k-nosingular omo se deseaba.



Capítulo 3Módulos k-nosingulares yrelaiones on sus anillos deendomor�smosAntes de analizar las relaiones de los módulos k-nosingulares on susanillos de endomor�smos neesitaremos oneptos sobre ierta lase de mó-dulos, a saber, módulos ontinuos, asi-ontinuos y sus relaiones on susanillos de endomor�smos para ver despúes ómo se relaionan estos si elmódulo es k-nosingular.3.1. Módulos A-inyetivosDe�niión 3.1.1. Sea A ∈Mod−R y N ualquier módulo, diremos que Nes un módulo A− inyectivo si para todo submodulo X de A y todo mor�smo
ϕ : X → N existe ϕ̂ ∈ Hom(A,N) tal que ϕ̂|X = ϕ, es deir, el siguientediagrama onmuta.

X
i

//

ϕ

��

A

ϕ̂
~~~

~

~

~

NLema 3.1.2. Sea N un módulo A-inyetivo y B es un submódulo de A,entones N es un módulo B-inyetivo.Demostraión. Si C ≤ B y ψ ∈ HomR(C,N), onsideremos el siguiente



20 Módulos k-nosingulares y relaiones on sus anillos deendomor�smosdiagrama onmutativo:
C //

ϕ′

��

''

B //

ϕ̂
~~~~

~
~
~
~
~
~

A

ϕ̂′
ssNdonde ϕ̂ es la restriión de ϕ̂′ a C por lo que el triangulo pequeño onmuta.Por lo tanto N es tambien B-inyetivo.Proposiión 3.1.3. SiN es unR-módulo dereho entones,N es A-inyetivosi y solo si N es 〈a〉-inyetivo para toda a ∈ ADemostraión. Si N es A-inyetivo entones es aR-inyetivo por la proposi-ión anterior.Reiproamente supongamos que N es un módulo 〈a〉-inyetivo, para Xsubmódulo de A y ϕ ∈ Hom(X,N), onsideremos la familia F de parejas

(C, ρ) tales que C es un submódulo de A que ontiene a X y ρ es un mor�smode C a N que extiende a ϕ. Notemos que (F ,⊂) es un onjunto parialmenteordenado on la inlusión y es no vaio puesto que (X,ϕ) está en F . Así seumplen las hipótesis del lema de Zorn, por lo que existe una pareja (B,ψ)máxima tal que X ≤ B ≤ A y ψ : B → N tal que extiende a ϕ. De lamaximalidad notemos que B ≤ess A supongamos que B 6= A, onsideremosun elemento a ∈ A − B y sea K = {r ∈ R : ar ∈ B}. Entones aK 6= 0.De�namos el mor�smo µ : aK → N omo; µ(ak) = ψ(ak). Por hipótesispodemos extender a µ a un mor�smo de aR, digamos µ̄ : aR → N . Ahorade�namos χ : B + aR → N mediante χ(b+ ar) = ψ(b) + µ̄(ar). χ esta biende�nida, ya que si b + ar = 0, entones para r ∈ K se tiene que bajo χ,
ψ(b) + µ̄(ar) = ψ(b) + µ(ar) = ψ(b) + ψ(ar) = ψ(b + ar) = 0, además elmor�smo χ extiende a ϕ por lo que la pareja (B+ aR, χ) es tal que ontienepropiamente a B lo ual ontradie la maximalidad de la pareja (B,ψ). Porlo que B = A. Por lo tanto N es A-inyetivo.Proposiión 3.1.4. Si {Ai}i∈I ⊆ Mod − R es una familia de módulos y
N es un módulo, entones N es (⊕i∈I Ai

)-inyetivo si y solamente si N es
Ai-inyetivo para toda i ∈ I.Demostraión. Suponga que N es Ai-inyetivo para toda i ∈ I, llamemosle
A =

⊕

i∈I Ai tomemos X ∈ SubR(A) y ̺ ∈ Hom(X,N) ualquier mor�smo.Queremos extender tal mor�smo. Para esto primero onsideramos la familia
A de parejas de (B, ρ), donde ρ es un mor�smo de B aN que exitiende a ̺ yB



3.1 Módulos A-inyetivos 21es un submódulo de A que ontiene a X. Notemos que ordenando a A on lainlusión el onjunto (A,⊂) es un onjunto parialmente ordenado y no vaíopuesto que la pareja (X, ̺) está en A además (A,⊂) satisfae las hipótesisdel lema de Zorn, por tal motivo podemos enontrar un elemento máximoen tal familia. Sea pues (X
′

, ϕ) un máximo, y notemos que por onstruión
ϕ no se puede extender a un mor�smo ψ de K en N donde K ontienepropiamente a X ′. Más aún X ′

≤ess A. Lo que a�rmamos es que X ′

= A.Supongamos que no, entones exise un índie j de I y a ∈ Aj tal que a /∈ X
′.Como por hipótesis N es Aj-inyetivo entones por la proposiión anterior es

aR-inyetivo y así podemos onstruir un mor�smo ψ : X
′

+ aR → N tal queextiende a ϕ, lo que ontradie la maximalidad de la pareja (X
′

, ϕ). Por lotanto se debe de tener que X ′

= A, es deir, N es A-inyetivo. El reíproose obtiene por el lema 3.1.2.Proposiión 3.1.5. Dada una familia de módulos {Mα}α∈Λ, entones elproduto direto ∏α∈ΛMα es A-inyetivo si y solo si ada fator Mα es A-inyetivo para toda α ∈ Λ.Demostraión. Es similar a la anterior.De�niión 3.1.6. Un módulo Q se die asi-inyetivo o auto-inyetivo si es
Q-inyetivo.Teorema 3.1.7. Un módulo N es A-inyetivo si y solo si ψA ≤ N para todo
ψ ∈ HomR(E(A), E(N))Demostraión. Como E(N) es inyetivo, entones es su�iente onsiderar
ψ ∈ Hom(A,E(N). Supongamos que ψA ≤ N para todo mor�smo ψ ∈
Hom(A,E(N)). Queremos ver que dado ualquier X ∈ SubR(A) y ualquier
ϕ ∈ Hom(X,N) existe ϕ̂ ∈ Hom(A,N) tal que ϕ̂|X = ϕ. Sea pues X ≤ Ay ϕ ∈ Hom(X,N). Como E(N) es inyetivo entones ϕ se extiende a unmor�smo ψ ∈ Hom(A,E(N)) y omo por hipótesis ψA ≤ N entones setiene que ψ extiende a ϕ. Por tanto N es A-inyetivo.Para un mor�smo ψ : E(A) −→ E(N) onsideremos el submódulo X =
{a ∈ A : ψ(a) ∈ N} ≤ A. Al ser N un módulo A-inyetivo se tiene que sirestringimos el mor�smo ψ a X este se extiende a un mor�smo ν : A → N ,a�rmamos que N ∩ (ν − ψ)A = 0. En efeto: si n ∈ N y a ∈ A son tales que
n = (ν − ψ)(a), entones

n = ν(a) − ψ(a)



22 Módulos k-nosingulares y relaiones on sus anillos deendomor�smossi y sólo si
ψ(a) = ν(a) − n ∈ N.Así a ∈ X, y entones n = ν(a) − ψ(a) = ψ(a) − ν(a) = 0, lo que pruebala a�rmaión y omo N ≤ess E(N) entones (ν − ψ)A = 0 por lo que ψA =

νA ≤ N omo se queria.Corolario 3.1.8. Un módulo Q es asi-inyetivo si y sólo si fQ ≤ Q paratodo f ∈ End(E(Q))Demostraión. Se sigue del teorema anterior ya que Q es Q-inyetivo.De�niión 3.1.9. Si A y B son módulos tales que A es B-inyetivo y B es
A-inyetivo, entones diremos que A y B son inyetivos relativos.Corolario 3.1.10. Si A y B son módulos inyetivos relativos tales que
E(A) ∼= E(B) entones A ∼= B, de heho ualquier isomor�smo

ψ : E(A) → E(B)restringido a A da un isomor�smo de A a B. Más aún A y B son asi-inyetivos.Demostraión. Sea g : E(A) → E(B) un isomor�smo. ComoB es A-inyetivo,se tiene por 3.1.7 que g(A) ≤ B. Similarmente g−1(B) ≤ A por lo que
B = (gg−1)B = g(g−1(B)) ≤ g(A) ≤ B. Por tanto g(A) = B y así
g|A : A→ B es isomor�smo y A es A-inyetivo.De 3.1.4 y 3.1.5 se tiene la siguiente proposiión.Proposiión 3.1.11. M1⊕M2 es asi-inyetivo si y sólo siMi esMj-inyetivo
(i, j = 1, 2). En partiular, todo sumando direto de un módulo asi-inyetivoes asi-inyetivo.De�niión 3.1.12. Diremos que un módulo D es diretamente �nito si Dno es isomorfo a ningun sumando direto propio de D.Note que D es diretamente �nito si y sólo si X = 0, es el únio módulotal que D ∼= D ⊕X.



3.1 Módulos A-inyetivos 23Proposiión 3.1.13. Un módulo D es diretamente �nito si y sólo si fg = 1implia gf = 1 donde f, g ∈ End(D)Demostraión. Supongamos queD es diretamente �nito, sean f, g ∈ End(D)tales que fg = 1 entones D = g(D) ⊕ Nucf y por hipótesis D es direta-mente �nito y D ∼= g(D), entones Nucf = 0. Como f es suprayetiva porhipótesis, entones f es isomor�smo por lo que gf = 1. Reíproamentesuponga que D = B⊕C donde B ∼= D. Sea pues ϕ : D → B un isomor�smo,ompletamos ϕ a un endomor�smo ϕ̂ de D de�nido omo ϕ̂ = ϕ−1 ⊕ 0|C .Entones ϕ̂ϕ = 1 y por hipótesis se tiene que ϕϕ̂ = 1, por lo que ϕ̂ esmonomor�smo, por lo tanto C = 0. Como queriamos.Lema 3.1.14. Si M no es diretamente �nito entones X(N) se sumerge en
M para algún módulo X no ero.Demostraión. Por hipótesis M no es diretamente �nito, entones se tieneque si M = A⊕X, on A ∼= M y X 6= 0 entones A = A1 ⊕X1 on A ∼= A1y X ∼= X1. Iterando este proeso obtenemos

A = An ⊕Xn ⊕ . . .⊕X2 ⊕X1donde Xi
∼= X, i ∈ N. Por lo tanto M ontiene una suma direta ini�nitanumerable⊕i∈N

Xi = X(N) →֒M .Proposiión 3.1.15. Un módulo inyetivo M no es diretamente �nito si ysolo si X(N) se sumerge en M para algun módulo X 6= 0Demostraión. Si M no es diretamente �nito por lo anterior se tiene lodeseado. Reíproamente, pongamos K = X(N) ≤ M on Xi
∼= X y X 6= 0.Sea K1 = X1 y K2 =

⊕∞
i=2Xi, entones K = K1 ⊕ K2 on K2

∼= K porlo que E(K) no es diretamente �nito. Como E(K) es sumando direto de
M = E(M) entones M = E(K)⊕N = E(K1)⊕E(K)⊕N , es deir, M noes diretamente �nito.De�niión 3.1.16. Sean M,M

′

∈Mod−R, diremos que M es ortogonal a
M

′ si M y M ′ no omparten submódulos isomorfos no nulos.Antes de ontinuar haia nuestro primer teorema de desomposiión deeste apítulo, neesitaremos las siguientes noiones.Consideremos una lase de módulos derehos C ⊆ Mod − R, denotemospor C⊥ = {N ∈Mod − R : N es orotgonal a M para todo M ∈ C}, note que
C ⊆ C⊥⊥



24 Módulos k-nosingulares y relaiones on sus anillos deendomor�smosy C⊥ = C⊥⊥⊥. Además C = C⊥⊥ si y sólo si C es errada bajo isomor�smos,submódulos, extensiones eseniales y sumas diretas, a tales lases de módu-los se les onoe omo clases naturales y son estudiadas a profundidad porDauns y Zhou en [1℄. A la dupla (C⊥, C⊥⊥) se le llama par ortogonal, es deir,una pareja de lases (A,B) tal que
A⊥ = B y B⊥ = AAl onsiderar una lase natural C y M ∈ Mod − R ualquier módulopensemos en el siguiente onjunto

F =
{

{Hα}α∈Λ ⊆ Sub(M) : {Hα}α∈Λ es independiente y Hα ∈ C
}Primero obsérvese que F no es vaía puesto que de la de�niión las lasesnaturales siempre tienen el submódulo trivial omo elemento. Lo que quere-mos enontrar es un elemento máximo en tal familia, primero notemos quepodemos ordenar a F on la inlusión y así (F ,⊂) es un onjunto parial-mente ordenado que umple las hipótesis del lema de Zorn. Por tanto haymáximos, sea {Hα}α∈Λ un elemento máximo en F , pongamos K =

⊕

α∈ΛHαy onsideremos una extensión esenial máxima de K digamos K̂ en M . Porser C natural entones K̂ ∈ C de este modo hemos argumentado que podemosenontrar máximos on la propiedad de perteneer a C. El heho anterior seráruial para nuestros teoremas de desomposiión (para una prueba on lujode detalle ver [1℄).Por último si la lase C es hereditaria, es deir, errada bajo submodulose isomor�mos, entones:
C⊥ = {M : M no tiene submodulos no ero en C}

C⊥⊥ = {M : todo submódulo de M tiene un submodulo no ero en C}Entones al par (C⊥, C⊥⊥) omo antes, se le llama la lase C-vaía y C-llenarespetivamente.De�niión 3.1.17. Sean A y B sumandos diretos de un móduloM diremosque A es perspectivo a B si existe un submódulo X de M tal que M =
A⊕X = B⊕X y diremos que A es superspectivo a B si para todo submódulo
X deM se tiene queM = A⊕X si y solo siM = B⊕X, note que la relaiónde perspetividad es re�exiva y simetria pero no transitiva, mientras que larelaión de superspetividad es una relaión de equivalenia.



3.1 Módulos A-inyetivos 25Una desomposiión M = M1 ⊕M2 on una propiedad P se die úniasalvo superspetividades si para ualquier otra desomposiiónM = N1⊕N2on la propiedad P , se tiene que M1 es superspetivo a N1 y M2 es supere-spetivo a N2. Diremos que la desomposiión es únia salvo isomor�smos si
M1

∼= N1 yM2
∼= N2. Note que si la desomposiión es únia entones es úni-a salvo superspetividades y también que si es únia salvo superspetividadentones es únia salvo isomor�smos.Lema 3.1.18 (Argumento de la Proyeión). Sea {Mα}α∈Λ una familia demódulos derehos, x ∈ E(

⊕

α∈ΛMα) no ero. Entones existe r ∈ R no ero,
α ∈ Λ y xα ∈Mα no ero tales que xrR ∼= xαR on rR(xr) = rR(xα).Demostraión. Sea ηα :

⊕

α∈ΛMα → Mα la proyeión y x ∈
⊕

α∈ΛMα,denotemos por sop(x) al soporte de x. Como ⊕α∈ΛMα ≤ess E(
⊕

α∈ΛMα),si x ∈ E(
⊕

α∈ΛMα) es no ero, entones existe t ∈ R tal que xt 6= 0 y xt ∈
⊕

α∈ΛMα. Como sop(x) es �nito, entones la prueba se hará por induiónsobre |sop(x)|.Supongamos que |sop(x)| = 1, entones solo existe un indie α ∈ Λ talque ηα(xt) 6= 0, y si xα = ηα(xt) entones xrR ∼= xαR y rR(xr) = rR(xα).Ahora supongamos que si 0 < |sop(xr)| < n para alguna r ∈ R entonesexiste α ∈ Λ y xα ∈Mα no ero tales que xrR ∼= xαR on rR(xr) = rR(xα).Supongamos que |sop(xr)| = n y supongamos que existe α ∈ |sop(xt)| talque rR(xt) = rR(ηα(xt))., sea xα = ηα(xt) y por lo tanto xtR ∼= xαR. Ahora,suponga que para toda α ∈ sop(xt) se tiene que rR(xt) 6= rR(ηα(xt)). Sea
s ∈ rR(ηα0(xt)) − rR(xt) para alguna α0 ∈ sop(xt), entones ηα0(xts) = 0y xts 6= 0, por lo que 0 < |sop(xts)| < n. Por hipótesis de induión setiene que existen α ∈ Λ y xα ∈ Mα no ero tales que xtsR ∼= xαR on
rR(xts) = rR(xα).De�niión 3.1.19. Un módulo P se die puramente infinito si P ∼= P ⊕P.Con todo ésto en mente tenemos todos los ingredientes para nuestro Teo-rema de desomposiión.Teorema 3.1.20. Todo módulo inyetivo E tiene una desomposiión E =
D ⊕ P únia salvo superspetividades donde D es diretamente �nito y Ppuramente in�nito, más aún D y P son ortogonales.Demostraión. Primero veamos la existenia de tal desomposiión. Con-sidere la lase hereditaria C =

{

X : XN →֒ E
} y la pareja (C⊥, C⊥⊥). Ahora



26 Módulos k-nosingulares y relaiones on sus anillos deendomor�smosbien, omo se menionó anteriormente existe (por el lema de Zorn) un módu-loD que es C-vaío y un módulo P que es C-lleno máximos tales que D+P esdireta ( de heho es esenial) en E. Como E es inyetivo, E = D⊕P . Ahorabien por onstruión D y P son ortogonales, más aún, por la proposiión3.1.15, D es diretamente �nito.Basta ver que P es puramente in�nito. Apliando el lema de Zorn pode-mos enontrar una familia independiente máxima {Yα}α∈Λ en P , donde Yαes isomorfo a XN

α , sea pues K =
⊕

α∈Λ Yα, así
K ∼=

⊕

α∈Λ

XN

α
∼=

(

⊕

α∈Λ

Xα

)N

=

∞
⊕

i=1

Zidonde Zi ∼=
⊕

α∈ΛXα para toda i ∈ N. Sea K1 =
⊕∞

n=1 Z2n−1 y K2 =
⊕∞

n=1 Z2n, entones K = K1 ⊕ K2 y K1
∼= K ∼= K2. Como P es inyetivose tiene que P = F ⊕N donde N = E(K). Por la maximalidad de K, F esdiretamente �nito. Además N = E(K) = E(K1) ⊕ E(K2) ∼= N ⊕ N y así

N es puramente in�nito.Ahora bien, si onsideramos el onjunto de todos los monomor�smos entreun submódulo H de F y N , podemos enontrar por el lema de Zorn unmonomor�smo máximo f : A → N . Así f ya no se puede extender a unmor�smo de F en N . Por la inyetividad de P se tiene que H es un sumandodireto de F y también que la imagen de H bajo f , f (H) es un sumandodireto de N . Pongamos F = H⊕H
′ y N = f (H)⊕N

′ entones f (H)⊕N
′

=
N ∼= N ⊕ N = f (H) ⊕ N

′

⊕ N . Como f (H) ∼= H y H es inyetivo ydiretamente �nito se tiene por 1.29 en [8℄, que podemos anelar, entones
N

′ ∼= N
′

⊕N . Como N ′

≤ N y N es puramente in�nito, N ′ ∼= N , ya que engeneral si L es inyetivo se tiene una desomposiión digamos L = B ⊕ P
′on P ′ puramente in�nito y si B →֒ P

′ entones L ∼= P
′. Pues si B →֒ P

′entones BN →֒ P
′ por ser P ′ puramente in�nito y por tanto ⊕

N
Bn ≤ P

′on Bn
∼= B para toda n. Por inyetividad de E se tiene que

P
′

= E(
⊕

N

Bn) ⊕ C = E(B1) ⊕ E(

∞
⊕

n=2

Bn) ⊕ Ces isomorfo a
B ⊕E(

⊕

N

Bn) ⊕ C = B ⊕ P
′

= LA�rmamos que: H ′

= 0.



3.2 Propiedades: C1, C2 y C3 27Supongamos que no es ero, omo H ′ es C-lleno H ′ ontiene un submódulono ero W tal que WN →֒ E, entones ⊕∞
j=1 ≤ E tal que Wj

∼= W paratoda j ∈ N., y omo D es C-vaío se tiene que D ∩ (
⊕

Wj) = 0 por 3.1.14.Por lo tanto ⊕Wj →֒ P . Como F diretamente �nito, N ∩ (
⊕

Wj) 6= 0, enotro aso se tendría que ⊕Wj →֒ F lo ual es una ontradiión (por ser
F diretamente �nito) y así de nuevo por 3.1.14 existe t ∈ N y T ≤ N noero tal que T ≤ N ∼= N

′ , entones obtenemos un monomor�smo no ero
H

′

≥ H
′′ g
→֒ N

′ . Pero entones H ⊕ H
′′ f⊕g

→ fH ⊕ N
′

= N extiende a f ,lo ual es un absurdo. Por lo tanto H ′

= 0 y así F = H en otras palabras
F →֒ N , apliando el mismo argumento para ver que N ′ ∼= N se tiene que
P = F ⊕N ∼= N ,i.e. P es puramente in�nito.Solamente falta probar la uniidad de la desomposiiónPara ésto onsideremos otra desomposiión de E digamos E = D

′

⊕P
′ onlas propiedades requeridas, es deir, que D′ es un módulo C-vaio y P ′ es unmódulo C-lleno. Como P ′ es puramente in�nito se tiene que PN →֒ P

′

≤ Ey asi P ′ es C-lleno.Ahora onsideremos aD′ y X ∈ C no ero. Si P ′

∩(
⊕∞

i=1Xi) = 0 entones
⊕∞

i=1Xi →֒ D
′ lo que es un absurdo pues D′ es diretamente �nito. Así pues

P
′

∩ (
⊕∞

i=1Xi) 6= 0. Entones por el lema 3.1.14 existe una t ∈ N y unsubmódulo no ero P ′′ de P ′ tal que P ′′

→֒ Xt
∼= X ≤ D

′ lo que ontradiela ortogonalidad de D′ y P ′. Entones se tiene que tener X = 0 y así D′ es
C-vaio.Por tanto la desomposiión E = D⊕P es únia (por lo tanto únia salvosuperspetividades).3.2. Propiedades: C1, C2 y C3En esta seión introduimos una lase de módulos llamados los módulos(asi)ontinuos, y veremos algunos aspetos de su estrutura. La importania(no sólo por sí mismos) de ellos en nuestro estudio resaltará más adelante, asaber uando hablemos de la k-nosingularidad.Proposiión 3.2.1. Cualquier móduloM (asi)-inyetivo satisfae las siguientesondiiones:(1) Todo submódulo de M es esenial en un sumando direto de M .



28 Módulos k-nosingulares y relaiones on sus anillos deendomor�smos(2) Si M ′

≤ M tal que M ′ ∼= N
′ , donde N ′ es un sumando direto de, Mentones M ′ es un sumando de M .Demostraión. (1) Sea N un submódulo de M . Como E(M) = E1 ⊕ E2donde E1 = E(N), ahora observemos que en general, si A es un módulo asi-inyetivo entones ualquier desomposiión de E(A) =

⊕

α∈ΛEα indueuna desomposiión de A, a saber, A =
⊕

α∈Λ(A ∩ Eα). En efeto, si alonsiderar pα :
⊕

α∈ΛEα →
⊕

α∈ΛEα, entones por el Corolario 3.1.8, setiene que pα(A) ≤ A esto es, la Eα-omponente de todos los elementos de
A está en A, y esto ourre para toda α, por lo que se A =

⊕

α∈Λ(A ∩ Eα),entones tenemos que M = M ∩ E1 ⊕M ∩ E2 y N ≤ess M ∩E1 y así (1) seumple.(2) Sea M
′ f
→֒ M un monomor�smo, on M

′ sumando direto de M .Por ser M un móduloM-inyetivo se tiene que M ′ es tambiénM-inyetivo�,entones f se esinde, es deir, f(M
′

) ∼= M
′ y así (2) se umple.Proposiión 3.2.2. Si M es un módulo que umple (2) de la proposiiónanterior, entones M umple la siguiente propiedad:SiM1 yM2 son sumandos deM tales queM1∩M2 = 0, entonesM1⊕M2es un sumando de M .Demostraión. Esribamos M = M1 ⊕ M∗
1 y sea η : M1 ⊕ M∗

1 → M∗
1 laproyeión enM∗

1 . EntonesM1⊕M2 = M1⊕η(M2). Como η|M2
es monomor-�smo entones, por hipótesis, ηM2 es un sumando de M y omo ηM2 ≤M∗

1entones M1 ⊕ ηM2 es un sumando direto de M omo se quería.Diremos que unR-módulo (izquierdo ó dereho)M que tenga la propiedad(1) de la proposiión 3.2.1 es de tipo (ó tiene la propiedad) C1, notemos queesta propiedad (C1) es la de ser un módulo extendible omo se de�nio enel apítulo 1. Del mismo modo un módulo que umpla la propiedad (2) dela proposiión 3.2.1 diremos que es de tipo (ó tiene la propiedad) C2 y siumple la propiedad de la proposiión 3.2.2 diremos que es de tipo (ó tienela propiedad) C3. Estamos en ondiiones de de�nir a los módulos ontinuosy (asi)ontinuos.De�niión 3.2.3. Un módulo dereho M es un módulo ontinuo si es detipo C1 y C2 y diremos que M es asi-ontinuo si es de tipo C1 y C3De los omentarios anteriores se sigue que todo módulo inyetivo es ontinuo.Y el siguiente:



3.2 Propiedades: C1, C2 y C3 29Lema 3.2.4. Para un módulo M se tiene:(1) M satisfae la propiedad C1 si y solo si todo submódulo errado de Mes un sumando direto de M .(2) Un módulo M que sea inesindible es extendible si y sólo si M esuniforme. En partiular todo módulo uniforme es asi-ontinuo.Lema 3.2.5. Sean M ∈Mod−R y A ≤M . Si A es errado en un sumandode M , entones A es errado en M .Demostraión. Pongamos M = M1 ⊕M2 tal que A es errado en M1. Sea
ηM1 : M → M1 la proyeión anónia en M1 y supongamos que A ≤ess Bpara algún B ≤ M . Entones observemos que A = ηM1(A) ≤ess ηM1(B) ≤
M1. Como A es errado en M1, entones A = ηM1(B) ≤ B por lo que
(1−ηM1)B ≤ B y omo (1−ηM1)B∩A = 0 y A ≤ess B entones B = ηM1(B).Por lo tanto A = B esto es, A es errado en M .Corolario 3.2.6. Si un módulo dereho tiene la propiedad Ci para i = 1, 2, 3.Entones ualquier sumando direto de el tiene la propiedad.Demostraión. SeaM un módulo on la propiedad C1 y N ≤ M un sumandodireto de M . Al onsiderar un submódulo errado A de N se sigue que Aes errado en M y así A es un sumando direto de M en partiular A essumando de N y así por 3.2.4(1), N es un módulo de tipo C1 C1. De maneraanáloga se demuestra para C2 y C3Estamos en ondiiones de justi�ar el siguiente:Ejemplo: Zn es extendible.Para ésto reordemos que un submódulo N de un módulo M no singular eserrado si y sólo si M/N es no singular. En efeto supongamos que M es nosingular y tomemos un submódulo N de M errado. Si N = M entones setiene lo deseado. Supongamos que N 6= M . Por hipótesis existe un pseudo-omplemento K de N no ero. Ahora al ser N errado por hipótesis N espseudoomplemento para K en M por lo que K ∼= N⊕K

K
≤ess M/N y así Kes no singular, por lo tanto Z(M/N) = 0. El reíproo es laro.



30 Módulos k-nosingulares y relaiones on sus anillos deendomor�smosCon lo anterior en mente, tomemos K errado en Zn omo Zn es no sin-gular entones el oiente Zn/K es no singular, por lo tanto Zn/K es �nita-mente generado y libre de torsión. Entones Zn/K es libre y en onseueniaes proyetivo por lo que la suesión
0 → K → Zn → Zn/K → 0se esinde, es deir, K es sumando de Zn. Por la parte (1) de 3.2.4, Zn es ex-tendible. (Notese que on este argumento el teorema 1.15 queda justi�ado).Teorema 3.2.7. Las siguientes ondiiones son equivalentes para un Módulodereho M .(1) M es asi-ontinuo.(2) Si X, Y son submódulos de M tales que ada uno es pseudoomple-mento del otro, entones M se desompone omo M = X ⊕ Y .(3) fM ≤M para todo endomor�smo idempotente en End(E(M)).(4) Si E(M) =

⊕

α∈ΛEα, entones M =
⊕

α∈Λ(M ∩Eα).Demostraión. Supongamos (1) y probaremos (2). Es deir, sea M asi-ontinuo y tomemos X, Y ∈ SubR(M) omo en la hipotesis en partiular
M tiene la propiedad C1 y omo X, Y son pseudoomplemento uno del otro,entones son errados y así son sumandos y por la propiedad C3 su suma esun sumando direto de M y es esenial en M por lo tanto M = X ⊕ Y .Ahora supongamos (2) y probemos (3). Sea f ∈ End(E(M)) idempon-tente y pongamos A1 = M ∩ f(E(M)) y A2 = M ∩ (1 − f)E(M). Sean B1omplemento de A2 que ontenga a A1 y B2 omplemento de B1 que on-tenga a A2, entones M = B1 ⊕ B2, por hipótesis. Ahora onsideremos laproyeión ηB1 : M → B1, lo que se a�rma es que M ∩ (f − ηB1)M = 0.Para mostrar esto, sean x, y ∈ M tales que (f − ηB1)(x) = y, entones
f(x) = ηB1(x) + y ∈ M y omo f(x) ∈ A1 y (1 − f)x ∈ M entones
(1 − f)x ∈ A2 y asi bajo η se tiene que η(x− f(x)) = 0. Esto es igual a que
ηB1(x)− f(x) = 0. Por lo tanto ηB1(x) = f(x), es deir, y = 0 lo ual pruebanuestra a�rmaión. Además, omo M ≤ess E(M), entones (f − ηB1)M = 0,por lo que fM = ηB1 (M) ≤ M omo se quería.Supongamos (3) y probemos (4). Es laro que ⊕α∈Λ(M ∩Eα) ≤M . Sea
m ∈ M , entones m ∈

⊕

i∈F⊆ΛEi on F �nito, si esribimmos a E(M) o-mo E(M) =
⊕

i∈F⊆ΛEi ⊕ E∗, entones existen elementos idempotentes or-togonales fi ∈ End(E(M)), i ∈ F , tales que Ei = fiE(M). Por hipótesis
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fiM ≤M por lo que m = (

∑

i∈F fi)(m) =
∑

i∈F fi(m) ∈
⊕

(M ∩Ei). Por lotanto M =
⊕

α∈Λ(M ∩Eα).Finalmente supongamos (4) y probemos (1). Para esto tomemos un sub-módulo A de M arbitrario y veamos que este tiene la propiedad C1. Es-ribamos a la apsula inyetiva de M omo E(M) = E(A) ⊕ E∗, entonestenemos que M = M ∩ E(A) ⊕ M ∩ E∗. Entones A ≤ess M ∩ E(A) o-mo queriamos. Ahora veamos que umple la propiedad C3. Consideremos
M1 y M2 sumandos de M tales que M1 ∩M2 = 0. Entones tenemos que
E(M) = E1 ⊕E2 ⊕E

′ donde Ei = E(Mi) para i = 1, 2. Por (4) se tiene que
M = M ∩E1⊕M ∩E2⊕M ∩E

′ . Al serMi sumandos deM yMi ≤
ess M ∩Eipara i = 1, 2 entones Mi = M ∩Ei omo queriamos.Proposiión 3.2.8. Si la suma diretaM1 ⊕M2 es un módulo asi-ontinuoentones M1 y M2 son módulos derehos, inyetivos relativos.Demostraión. Mostraremos que M2 es M1-inyetivo.Llamemos M = M1 ⊕M2, al tomar X ∈ SubR(M1) y ϕ : X → M2 unmor�smo, para B = {x− ϕ(x) : x ∈ X}, notemos que B ∩M2 = 0. Sea M ′

1un pseudoomplemento de M2 que ontenga a B, entones M = M
′

1 ⊕M2por el teorema anterior. Ahora bien al onsiderar la proyeión en el fator
M2, η : M → M2 para toda x ∈ X tenemos que 0 = η(x − ϕ(x)) = η(x) −
η(ϕ(x)) = η(x) − ϕ(x), por lo tanto η|X = ϕ. En otras palabras η extiende a
ϕ . Por lo tanto M2 es un módulo dereho M1-inyetivo. La prueba de que
M1 es M2-inyetivo se hae de manera similar. Por lo tanto M1 y M2 sonmódulos derehos inyetivos relativos.Teorema 3.2.9. Si {Mα}α∈Λ es una familia de Módulos derehos sobre Rtal que Mα es asi-ontinuo para toda α. Entones las siguientes ondiionesson equivalentes:(1) M =

⊕

α∈ΛMα es asi-ontinuo.(2) ⊕β 6=αMβ es Mα-inyetivo para toda α ∈ Λ.(3) Mα es Mβ-inyetivo para toda α 6= β.Demostraión. Por 3.1.4 y 3.1.5 se tiene (2) ⇔ (3) y por el orolario anteriortambién tenemos (1) ⇒ (2).Sólo queda probar (2) ⇒ (1). En vista del teorema 3.2.7 neesitamosprobar que eM ≤M para todo elemento idempotente, e ∈ End(E(M)), para



32 Módulos k-nosingulares y relaiones on sus anillos deendomor�smosello notemos que es su�iente mostrar que para ada elemento idempotente een el anillo de endomor�smo de E(M) y M =
⊕

α∈ΛMα entones eMα ≤Mpara toda α.Fijemos α ∈ Λ, omo Mα es Mβ-inyetivo para toda α distinta de β,entones Mα es ⊕β∈Λ−αMβ-inyetivo por hipótesis. Pongamos N1 = Mα y
N2 =

⊕

β∈Λ−αMβ , entones N1 es N2-inyetivo y N2 es N1-inyetivo. Así que
N1 es asi-ontinuo. Sean E, E1 y E2 las ápsulas inyetivas de M , N1 y N2respetivamente, entones se tiene E = E1 ⊕ E2 y

e =

(

e11 e12
e21 e22

)donde eij : Ej → Ei. Como N2 es N1-inyetivo, e21N1 ≤ N2 por 3.1.7 y así
eN1 = e11N1 + e21N1 ≤ e11N1 +N2. Sólo falta haer ver que e11N1 ≤M .Para ello notemos que e2 = e entones e11 = e211 + e12e21. Pongamos
a = e11 y b = 1− e11, entones haiendo álulos tenemos que ab = ba, luego
ab = ba = a− a2 = e12e21 ∈ End(E1).Si K = Nuc(ab). Note que aK ∩ bK = 0 ya que

e11Nuc(e12e21) ∩ (1 − e11)Nuc(e12e21) = 0.Además aK ≤ Nuc(b) ≤ Nuc(ab) = K, por tanto
K = aK ⊕ bK.Como E1 es inyetivo y eN1 = e11N1 + e21N1, entones

E(eN1) = E(e11N1 ⊕ E(e21N1))es un sumando direto de E1. Entones
E1 = E(eN1) ⊕ C = (E(e11N1) ⊕ E(e21N1)) ⊕ C.Por lo tanto existen idempotentes ortogonales f y g en End(E1) tales que

E1 = fE1 ⊕ gE2, y también si aK ≤ fE1 y bK ≤ gE1. Entones fK =
f(aK ⊕ bK) = f(aK) = aK por lo que

K ∩ fE1 ≤ fK = aK ≤ K ∩ fE1.En otras palabras K ∩ fE1 = aK ≤ Nuc(b). Entones a|b(fE1)
es monomor-�smo, y omo E1 es inyetivo existe ψ ∈ End(E1) tal que bf = ψabf y
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ψa|b(fE1)

= bf , es deir, el siguiente diagrama onmuta:
bfE1

a
//

��

E1

ψ
||y

y

y

y

E1Como N1 es asi-ontinuo y además N1 y N2 son inyetivos relativos, porel teorema anterior y por el teorema 3.1.7 tenemos que
bfN1 = ψabfN1 ≤ ψabN1 = ψe12e21N1 ≤ ψe12N2 ≤ N1.De manera análoga se prueba agN1 ≤ N1. En resumen tenemos que:

aN1 = a(f + g)N1 = afN1 + agN1 = (−b)fN1 + agN1 ≤ N1.Por lo tanto e11N1 = aN1 ≤ N1, y así por el teorema anterior M es unmódulo dereho que es asi-ontinuo.De�niión 3.2.10. Un Módulo M se die que es cuadrado si M ∼= X2 paraalgun módulo X. Un Módulo se die que es libre de cuadrados si no ontieneuadrados no ero.De�niión 3.2.11. Un submódulo T de un módulo dereho M se die quees raiz cuadrado si T 2 →֒ M . Y M se llama lleno de cuadrados si todosubmódulo no ero N de M ontiene un submódulo raiz uadrado distintode ero en M .Proposiión 3.2.12. Sea (C, C
′

) un par ortogonal de lases de módulos.(1) Si un móduloM tiene la propiedad C1 entonesM se desompone omo
M = A⊕ B on A ∈ C y B ∈ C

′ .(2) Si M es asi-ontinuo, entones la desomposiión anterior es úniasalvo superspetividades.Demostraión. (1) Primero onsideremos la familia
F =

{

{Cα}α∈Λ ⊆ SubR(M) : {Cα}α∈Λ ⊆ C y {Cα}α∈Λ independiente }Ordenando parialmente esta familia on la ontenión de onjuntos se tieneque (F ,⊂) umple las hipótesis del lema de Zorn, por lo que la familia tieneelementos máximos. Sea {Cα}α∈Λ uno de tales máximos en F .



34 Módulos k-nosingulares y relaiones on sus anillos deendomor�smosSea C una extensión esenial máxima de⊕Cα en M , observemos que sisuediera C ( X ⊆M , on X ∈ C entones C no es esenial en X por lo queexiste un K ≤ X no ero tal que C∩K = 0 omo X ∈ C entones K ∈ C porlo tanto se tiene que {Cα}α∈Λ ∪ {K} es independiente mayor que {Cα}α∈Λlo ual ontradie la maximalidad de la familia {Cα}α∈Λ por lo tanto C esmáximo en C.Sea A omo el C del parrafo anterior, por la propiedad C1 se tiene que
A es un sumando direto de M . Ahora esribamos M = A ⊕ B. Apliandoel mismo argumento para B, tenemos que B = L ⊕ D donde L es máximoen C

′ , resta ver que D = 0. Para esto suponga que no, omo C ∈ C
′ , setiene entones que D ∈ C por lo que M = A ⊕ (C ⊕ D), por lo que D esun submódulo no ero en C lo ual ontradie la maximalidad de A. Por lotanto D = 0 y asi M = A⊕ B.(2) Tomemos dos desomposiiones de M , digamos M = A1 ⊕ B1 =

A2 ⊕ B2 tales desomposiiones on A1, A2 ∈ C y B1, B2 ∈ C
′�. Veamos que

A1 es superspetivo a A2. Suponga que M = A1⊕X entones B1
∼= X por loque X ∈ C

′ y asiX∩A2 = 0. ComoX y A2 son sumandos deM yM tiene C2,entones X⊕A2 es un sumando direto deM . Por lo queM = (X⊕A2)⊕Y .Entones A1
∼= (A2 ⊕ Y ) y (X ⊕ Y ) ∼= B2 on A1 ∈ C y B2 ∈ C

′ , entones sedebe de tener Y = 0. Entones M = A2⊕X. Como X fue arbitrario entones
A1 es superspetivo a A2. Similarmente B1 es superspetivo a B2.Como en la seión anterior tenemos el teorema de desomposiión paramódulos asi-ontinuos.Teorema 3.2.13. Un Módulo dereho M asi-ontinuo tiene una desom-posiión únia salvo superspetividades M = M1 ⊕M2, donde M1 es libre deuadrados, M2 es lleno de uadrados y M1, M2 son ortogonales. Mas aún M2es M2-inyetivo.Demostraión. La lase C = {X : X2 →֒ M}es una lase hereditaria. Porla parte (2) de la proposiión anterior, M tiene una desomposiión omo
M = M1 ⊕ M2 donde M1 es C-vaío y M2 es C-lleno, por la onstruióndada obsérvese que M1 y M2 son ortogonales y notemos que M1 es libre deuadrados por ser C-vaio. Veamos que M2 es lleno de uadrados.Para ello sea N ∈ SubR(M2) no ero, omo M2 es C-lleno, se tiene que Nontiene un submódulo T no ero tal que T 2 →֒ M . Como M1 es C-vaio porel lema 3.1.18, T 2 →֒ M2, es deir, M2 es lleno de uadrados.



3.2 Propiedades: C1, C2 y C3 35La auto-inyetividad de M2, se sigue direto de 2.35 en [8℄, por ser llenode uadrados y asi-ontinuo.Con lo que hemos desarrollado a lo largo de esta seión podemos de-mostrar el siguiente teorema que nos da ondiiones neesarias y su�ientespara que un módulo dereho asi-ontinuo sea diretamente �nito ó pura-mente in�nito.Teorema 3.2.14. Si M es un módulo asi-ontinuo entones se tiene que:(1) M es puramente in�nito si y sólo si E(M) es puramente in�nito.(2) M es diretamente �nito si y sólo si E(M) es diretamente �nito.Demostraión. (1) Suponga que M es puramente in�nito, es deir, M ∼=
M ⊕M , entones E(M) ∼= E(M) ⊕E(M).Reíproamente supongamos que la apsula inyetiva E(M) es un módulopuramente in�nito, entones E(M) = E1 ⊕ E2 tal que E(M) ∼= E1

∼= E2.Además omo M es asi-ontinuo entones se tiene por el Teorema 3.2.7 que
M = M1 ⊕M2 donde M1 = M ∩E1 y M2 = M ∩E2 y por 3.2.8M1 y M2 soninyetivos relativos. Como E(M1) ∼= E(M2) entones por 3.1.10 M1

∼= M2,es deir, M1 es un módulo M1-inyetivo. Además por 3.1.4 y 3.1.5 M y M1son inyetivos relativos, en otras palabras M es puramente in�nito.(2) Si M no es un módulo diretamente �nito entones M ∼= M ⊕X on
X 6= 0. Por lo tanto E(M) ∼= E(M) ⊕ E(X) on E(X) 6= 0, es deir, E(M)no sería diretamente �nito.Para el reíproo supongamos que E(M) no es diretamente �nito, sabe-mos por 3.1.20 que E(M) se desompone de manera únia salvo superspe-tividades en E(M) = D ⊕ P donde D es diretamente �nito y P es pu-ramente in�nito. Por la asi-ontinuidad de M se tiene que M = N1 ⊕ N2donde N1 = M ∩D y N2 = M ∩ P . Como N2 es asi-ontinuo y su ápsulainyetiva es puramente in�nita, entones por (1) N2 es puramente in�nito.Por lo tanto M = N1 ⊕ N2

∼= N1 ⊕ N2 ⊕ N2
∼= M ⊕ N2 y N2 6= 0, es deir,

M no es diretamente �nito lo ual es un absurdo.El Teorema anterior y junto on 3.1.20 y 3.2.7 se obtiene el siguiente:



36 Módulos k-nosingulares y relaiones on sus anillos deendomor�smosTeorema 3.2.15. Todo Módulo M asi-ontinuo tiene una desomposiiónúnia salvo superespetividades M = D ⊕ P on D diretamente �nito y Ppuramente in�nito, mas aún D y P son ortogonales.
3.3. Anillos de endomor�smosEsta seión está dedia al estudio del anillo de endomor�smos de mó-dulos (asi) ontinuos, para ver relaiones entre ellos y tratar de responderbajo qué ondiiones se heredan las propiedades C1, C2 y C3 al anillo deEndomor�smos del módulo.Lema 3.3.1. Sea M ∈ R−Mod, S = EndR(M) y denotemos por

∆ = {α ∈ S : Nuc(α) ≤ess M}entones:(1) ∆ es un ideal de S.(2) Si {ei : i ∈ Λ} es una familia de elementos idempotentes de S, ortogo-nales módulo ∆, entones la suma ∑i∈Λ eiM es una suma direta.Demostraión. (1) Sean a y b en ∆ y α ∈ S entones por de�niiónNuc(a) ≤ess

M y Nuc(b) ≤ess M . Como Nuc(a) ∩ Nuc(b) ⊆ Nuc(a − b) y Nuc(a) ≤
Nuc(αa), se tiene que Nuc(a − b) y Nuc(αa) son eseniales en M entones
a − b ∈ ∆ y αa ∈ ∆. Ahora sea N = {n ∈M : α(n) ∈ Nuc(a)}. Note que
N ≤ess M y N ≤ Nuc(aα) por lo que aα ∈ ∆. Por lo tanto ∆ es un ideal de
S. (2) Basta onsiderar una familia �nita de elementos idempotentes ei. Para
i 6= j se tiene que eiej ∈ ∆ ya que ei y ej son ortogonales módulo ∆. Co-mo la interseión �nita de submódulos eseniales es un submódulo esen-ial entones existe un submódulo K de M esenial esenial en M tal que
eiejK = 0 para toda i 6= j ahora ∑n

i=1 eiK es direta ya que si tomamos
x ∈ (eiK) ∩ (

∑

i6=j ejK) entones x = eiki =
∑

i6=j ejkj multipliando por eila igualdad anterior se tiene que eix = e2ix = x = 0, ya que los ei son or-togonales módulo ∆. Por lo tanto∑n

i=1 eiK es direta y omo eiK ≤ess eiMentones ∑n

i=1 eiM es una suma direta omo se quería.



3.3 Anillos de endomor�smos 37Lema 3.3.2. SiM = M1 ⊕M2, siM1 y M2 son ortogonales entones S/∆ ∼=
(S1/∆1 × S2/∆2) donde S1 = End(M1) y S2 = End(M2). El reíproo esválido si M1 y M2 son inyetivos relativos.Demostraión. El anillo de endomor�mos de M es

S =

(

S1 Hom(M2,M1)
Hom(M1,M2) S2

)Entones para todo s ∈ S, s es de la forma
s =

(

s1 ϕ
ψ s2

)Con s1 ∈ S1, s2 ∈ S2, ϕ ∈ Hom(M1,M2) y ψ ∈ Hom(M2,M1). Observese que
ψ y ϕ se pueden onsiderar omo elementos en S simplemente ompletandoloson el mor�smo ero en su respetiva oordenada deM1 yM2. Denotemos por
ϕ̂ y ψ̂ a las respetivas extensiones de ϕ y ψ. ComoM1 yM2 son ortogonales,entones ϕ̂, ψ̂ ∈ ∆ y ademásNuc(s)∩M1 = Nuc(s1)∩Nucϕ y Nuc(s)∩M2 =
Nuc(s2) ∩Nucψ.Probaremos primero que s ∈ ∆ si y solamente si s1 ∈ ∆1 y s2 ∈ ∆2. Paraello supongamos s ∈ ∆, entones Nuc(s) ≤ess M . Como Nuc(s) ∩ M1 =
Nuc(s1) ∩ Nucϕ ≤ess M1 entones Nuc(s1) ≤ess M1 por lo tanto s1 ∈ ∆1.Análogamente s2 ∈ ∆2.Ahora si s1 ∈ ∆1 y s2 ∈ ∆2, omo Nucϕ ≤ess M1 y Nucψ ≤ess M2entones Nuc(s1) ∩ Nucϕ ≤ess M1 y Nuc(s2) ∩ Nucψ ≤ess M2 por lo tanto
Nuc(s) ≤ess M y asi s ∈ ∆. De lo anterior se sigue que

S/∆ =

(

S1/∆1 0
0 S2/∆2

)

∼= S1/∆1 × S2/∆2.Finalmente probaremos que el reíproo es ierto si suponemos que M1 y
M2 son módulos inyetivos relativos.Suponga que existe un submódulo K ≤ M2 no ero y f : K → M1 unmonomor�smo. Por inyetividad relativa se tiene que existe ϕ : M2 → M1tal que ϕ|K = f . Note que Nucϕ no es esenial en M2. Sea:

s =

(

0 ϕ
0 0

)



38 Módulos k-nosingulares y relaiones on sus anillos deendomor�smosPor hipótesis existen s1 ∈ S1 y s2 ∈ S2 tal que
(

0 ϕ
0 0

)

+ ∆ =

(

s1 0
0 s2

)

+ ∆.Por lo tanto
s′ =

(

−s1 ϕ
0 −s2

)

∈ ∆ si tiene núleo esenial. Entones ( m1

m2

)

∈ Nu(s') ⇔
(

−s1 ϕ
0 −s2

)(

m1

m2

)

=

(

−s1(m1) + ϕ(m2)
−s2(m2)

)

= 0

⇔ ϕ(m2) − s1(m1) = 0, s2(m2)=0. Por lo que
0 6= Nuc(s

′

) ∩M1 = Nuc(s1) ≤
ess M1y

0 6= Nuc(s
′

) ∩M2 = Nuc(s2) ≤
ess M2de donde

(

0 ϕ
0 0

)

∈ ∆Por lo tanto Nucϕ ≤ess M lo ual es una ontradiión, por lo tanto M1y M2 son ortogonales.Lema 3.3.3. Si M es un módulo dereho libre de uadrados entones S/∆es un anillo reduido, en partiular todos los elementos idempotentes de S/∆son entrales.Demostraión. Tomemos α ∈ S tal que α2 ∈ ∆, llamemosle K al Nuc(α2) ysea 0 6= L un omplemento para Nuc(α) enM , entones Nuc(α)⊕L ≤ess My K ≤ess M y además Nuc(α) ≥ α(K ∩ L) ∼= K ∩ L, pero, por otro ladose tiene que M ⊇ α(K ∩ L) ⊕ (K ∩ L) ∼= (K ∩ L)2, de donde se tiene (por ser M libre de uadrados ) que K ∩ L = 0. Entones L = 0, por lo que
Nucα ≤ess M por lo tanto α ∈ ∆.Proposiión 3.3.4. SiM es un módulo ontinuo, entones S/∆ es un anilloregular ( en el sentido de von Neumann) y ∆ = J(S) donde J(S) es el radialde Jaobson de S.



3.3 Anillos de endomor�smos 39Demostraión. Sea α ∈ S y L un omplemento deK = Nuc(α), por hipótesis
M es ontinuo, en partiular es extendible por lo que L es un sumando diretode M . Ahora bien, α|L es un monomor�smo entones, por la propiedad C2,la imagen, α(L) es un sumando de M . Por lo tanto existe β ∈ S, tal que
βα = 1|L, por lo que (α−αβα)(K⊕L) = (α−αβα)(L) = 0. Como K⊕L ≤
Nuc((α − αβα)) y omo K ⊕ L ≤ess M entones Nuc((α − αβα)) ≤ess M .Por lo tanto α − αβα ∈ ∆, es deir, S/∆ es un anillo regular, además de loanterior se tiene que J(S/∆) = 0, por lo que J ≤ ∆.Para la otra ontenión. Tomemos a ∈ ∆, omo Nuc(a)∩Nuc(1−a) = 0y Nuc(a) ≤ess M , entones Nuc(1 − a) = 0. Así que (1 − a)M ≤ M es unsumando direto por tener la propiedad C2. Pero (1 − a)M ≤ess M ya que
Nuc(a) ≤ (1− a)M entones (1− a)M = M . Por lo tanto (1− a) es unidaden S y por ende a ∈ J(S) de donde ∆ = J(S) omo se queria.Lema 3.3.5. Si M es asi-ontinuo entones S/∆ tiene la propiedad C3.Demostraión. Sea S̄ = S/∆.Como M es asi-ontinuo entones por 3.2.13, M se desompone omosuma direta M = M1 ⊕ M2 donde M1 es libre de uadrados, M2 es M2-inyetivo y M1, M2 son ortogonales. Entones S̄ = S̄1 × S̄2 por el lema 3.3.2.Como M2 es ontinuo, entones por la proposiión anterior S̄2 es regular yomo todo anillo regular umple C2 entones S̄2 umple C3. Para ver que S̄1tiene la propiedad C3 tomemos idempotentes ē y f̄ de S̄1 tales que ēS̄1∩f̄ S̄1 =
0. Como ē y f̄ son entrales, por 3.3.3 se tiene que ēf̄ = f̄ ē ∈ ēS̄1 ∩ f̄ S̄1 = 0.Por lo tanto ē y f̄ son ortogonales y así ēS̄1 ⊕ f̄ S̄1 es un sumando de S̄1.Sea M un módulo dereho y S su anillo de endomor�smo dado un ele-mento idempotente ξ ∈ S/∆ diremos que ξ se puede levantar a S si existeun elemento idempotente ζ en S tal que ζ = ξ en S/∆.Lema 3.3.6. Si M es un módulo asi-ontinuo, entones todos los idempo-tentes módulo ∆ se pueden levantar a S.Demostraión. Considere ξ ∈ S tal que ξ2 − ξ ∈ ∆ y sea K = Nuc(ξ2 − ξ).Notese que ξK ∩ (1− ξ)K = 0. Pongamos M = M1 ⊕M2 tal que ξK ⊆M1,y η la proyeión en el fator M1, η : M → M1, entones (η − ξ)K ⊆
(η − ξ)ξK + (η − ξ)(1− ξ)K = 0. Como K ≤ess M , entones η − ξ ∈ ∆.



40 Módulos k-nosingulares y relaiones on sus anillos deendomor�smosLema 3.3.7. Sea M un módulo asi-ontinuo y {ei : i ∈ I} una familia deelementos idempotentes en S, entones las siguientes a�rmaiones son equiv-alentes:(1) ∑i∈I eiM es direta.(2) Existen idempotentes ortogonales {fi}i∈I tales que eiS = fiS para toda
i ∈ I.(3) ∑i∈I ēiS̄ es direta.Demostraión. (2)⇒ (3).Como eiS = fiS para toda i, basta probar que∑ fiS es una suma direta.Para esto tomemos x ∈ fiS ∩

∑

i6=j fjS, entones x = fiai =
∑

i6=j fj(aj)entones fi(ai) = 0. Por ortogonalidad x = 0. Por lo tanto ∑ fiS es diretay en onseuenia ∑i∈I ēiS̄ es direta.(3)⇒(1) Es su�iente onsiderar una familia {ei : i ∈ I} que es �nita. Co-mo S̄S̄ tiene la propiedad C3 (por el lema 3.3.5), y omo∑i∈I ēiS̄ es direta,entones ⊕ ēiS̄ es un sumando direto de S̄, entones existen idempotentesortogonales {ḡi} tales que ēiS̄ = ḡiS̄. Por el lema anterior los ḡi los podemoslevantar a idempotentes en S, entones ∑ giM es direta por 3.3.1. Ahorapongamos ēi = ḡiēi entones ēi − ḡiēi = 0̄ y por lo tanto ei − giei ∈ ∆ porlo tanto existen submódulos eseniales Ki tales que (ei − giei)Ki = 0. Note-mos que eiKi ≤ giKi Como ∑ giM es direta entones ∑ eiKi pero por lapropiedad C1 se tiene que eiKi ≤
ess eiM para toda i. Por lo tanto∑ eiM esdireta.(1)⇒(2) Sea Ci una erradura de∑j 6=i ejM . ComoM es un módulo asi-ontinuo se tiene que, M = eiM ⊕ Ci ⊕ Di para álgun Di ≤ M . Note que

eiM + Ci + (1 − ei)Di es direta y por lo tanto Di ≤ eiDi ⊕ (1 − ei)Di. Así
M = eiM ⊕ Ci ⊕ (1 − ei)Di.Considere fi : eiM ⊕ Ci ⊕ (1 − ei)Di → eiM y Nucfi = Ci ⊕ (1 − ei)Di.Entones f 2

i = fi y eiM = fiM , por lo que eiS = fiS. Así eifi = fi y
fiei = ei. Además omo ejM ≤ Ci para toda j 6= i, se tiene que fiej = 0.Entones fifj = fiejfj = 0. para toda i 6= j, por lo tanto fi son ortogonalespara toda i omo se quería.Teorema 3.3.8. SiM es un módulo dereho,M-inyetivo, entones el anillo
S̄S̄ es asi-inyetivo y regular.



3.3 Anillos de endomor�smos 41Demostraión. Como M es M-inyetivo, en partiular es ontinuo y así porla proposiión 3.3.4, S̄ es regular.Ahora onsidere Ā un ideal dereho de S̄ y ϕ : Ā→ S̄ ualquier mor�smo.Consideremos una familia máxima independiente de ideales prinipales de Ā(que existe por el lema de Zorn) digamos {ēiS̄}i∈I . Entones⊕i∈I ēiS̄ ≤ess Ā.Como S̄ es regular, todos lo idempotentes módulo ∆ se pueden levantar a
S por 3.3.6. Así ∑ eiM es direta por el lema 3.3.1. Pongamos ϕ(ēi) =
x̄i = x̄iēi y de�namos ψi : eiM −→ M mediante eim 7−→ x̄iēim. Tomemos,
ψ =

⊕

i∈I ψi, entones estamos en la situaión:
⊕

i∈I eiM
i

//

ψ

��

M

α
zzt

t

t

t

t

t

Mdonde α extiende a ψ ( por M-inyetividad).Entones 0 = (α − ψi)ei = (α − x̄iēi)ēi. Pasando a S̄ se tiene que 0 =
(ᾱ− x̄iēi)ēi = (ᾱi − ϕ)ēi.Sea ā ∈ S̄, entones existe un submódulo esenial K̄ de S̄ tal que

āK̄ ≤
⊕

i∈I

ēiS̄.Así (ᾱ − ϕ)(ā)K̄ = (ᾱ − ϕ)(āK̄) ≤ (ᾱ − ϕ)(
⊕

i∈I ēiS̄) = 0. Como S̄ esregular y entones es no singular, se tiene que (ᾱ − ϕ)(ā) = 0. Por lo tanto
ᾱ(ā) = ϕ(ā), para toda ā ∈ Ā, en otras palabras ᾱ extiende a ϕ.Teorema 3.3.9. Si M es un módulo ontinuo Entones S̄S̄ es un anilloregular y ontinuo omo S̄-módulo dereho.Demostraión. Primero observe que S̄ es regular en vista de la Proposiión3.3.4. Ahora sea Ā ≤ S̄ un ideal dereho, omo en el teorema anterior existenidempotentes ei de S tales que ⊕ ēiS̄ ≤ess Ā. Consideremos una erradurade ⊕i∈I eiM , digamos eM .A�rmamos que:⊕i∈I ēiS̄ ≤ess ēS̄.Supongamos que (

⊕

i∈I ēiS̄)∩ ζ̄S̄ = 0, para algún ζ̄ ∈ ēS̄. Como S̄ es regular,entones los idempotentes módulo ∆ se pueden levantar a un idempotente



42 Módulos k-nosingulares y relaiones on sus anillos deendomor�smosen S. Entones (
⊕

i∈I eiS) ∩ ζS = 0. Como ēζ̄ = ζ̄ entones eζ − ζ ∈ ∆ yonseuentemente (eζ − ζ)K = 0, para álgun K ≤ess M . Entones se tieneque, ζK ≤ eM . Por lo tanto ζK = 0 ya que ⊕i∈I eiM ≤ess eM . Por lo que
ζ ∈ ∆ y ζ̄ = 0̄, es deir, ζ̄S̄ = 0, lo ual prueba nuestra a�rmaión.Ahora sea ā ∈ Ā, entones

āS̄ ∩ (
⊕

i∈I

ēiS̄) ≤ess āS̄ ∩ Ā = āS̄.y
āS̄ ∩ (

⊕

i∈I

ēiS̄) ≤ āS̄ ∩ ēS̄ ≤ āS̄.por lo tanto āS̄ ∩ ēS̄ ≤ess āS̄. Sin embargo, omo S̄ es regular, āS̄ ∩ ēS̄ esgenerado por un idempotente. Entones āS̄ ∩ ēS̄ = āS̄. Conseuentemente
āS̄ ≤ ēS̄ y se tiene que Ā ≤ ēS̄. Como ⊕i∈I ēiS̄ ≤ Ā, entones Ā ≤ess ēS̄.Por lo que S̄ umple la propiedad C1, y umple la propiedad C2 por serregular. Por lo tanto se tiene que S̄ es ontinuo.3.4. Anillos de endomor�smos de módulos k-nosingularesEn esta seión estudiaremos al anillo de endomor�smos de un módulo
k-nosingular, también analizaremos algunas propiedades de anillos de Baerpara después apliar estas propiedades a anillos de endomor�smos de módulos
k-nosingulares ontinuos. Por último se dan ondiiones para que un Módulode Baer sea un Módulo semisimple a saber, que todo submódulo ílio seaun sumando direto ó que el módulo sea regular.Proposiión 3.4.1. Si M es un módulo k-nosingular y ontinuo entones Ses un anillo regular y es ontinuo omo módulo dereho sobre sí mismo.Demostraión. Por ser M ontinuo se tiene S̄ es un anillo regular y ontinuopor el Teorema 3.3.9. Además por ser M un módulo k-nosingular, J(S) =
∆ = 0, por lo tanto S̄ = S omo se quería.Proposiión 3.4.2. Si M es un módulo dereho tal que S es un anilloregular, entones M es k-nosingular.



3.4 Anillos de endomor�smos de módulos k-nosingulares 43Demostraión. Tomemos un endomor�smo ualquiera ϕ ∈ S, on núleoesenial en M , esto es Nucϕ ≤ess M . Como S es regular, existe ψ ∈ Stal que ϕψϕ = ϕ. Note que ψϕ es idempotente y por lo tanto Nuc(ψϕ) esun sumando direto de M , pero Nucϕ ⊆ Nuc(ψϕ) por lo que Nuc(ψϕ) esesenial en M . Como es un sumando se debe tener que Nuc(ψϕ) = M . Porlo tanto ψϕ = 0, por lo tanto ϕ = 0 y así M es un módulo k-nosingular.Corolario 3.4.3. Si M es un módulo extendible tal que su anillo de endo-mor�smos S es un anillo regular, entones M es de Baer y onseuentemente
S es un anillo de Baer.Demostraión. ComoM tiene anillo de endomor�smos regular entones, porla proposiión anterior M , es un módulo k-nosingular y por hipótesis esextendible así que, por el Teorema 1.13 M , es un módulo de Baer. Por 1.22
S, es un anillo de Baer.Proposiión 3.4.4. Sea M un módulo tal que su anillo de endomor�smos
S es un anillo semisimple, entones M es un módulo de Baer.Demostraión. Como S es un anillo semisimple entones es un anillo de Baer,y para todo ideal I de S se tiene que I es un sumando direto de S, entones
I = Se donde e es un idempotente de S. Entones, rM(I) = (1 − e)M es unsumando direto de M por lo que M es un módulo de Baer.De�niión 3.4.5. Diremos que un módulo dereho M es retraíble si paratodo submódulo no ero N de M , el Hom(M,N) 6= 0.Proposiión 3.4.6. Sea M un módulo retraíble, si M es un módulo k-nosingular, entones S es un S-módulo dereho no singular.Demostraión. Tomemos ϕ ∈ S, tal que rS(ϕ) sea esenial en S. Veamosque ϕ = 0, para esto supongamos que rM(ϕ) = Nucϕ no es esenial en M ,entones existe un pseudoomplemento no ero N enM tal que N ∩Nucϕ =
0. Por ser M un módulo retraíble existe ψ ∈ S no ero tal que Imψ ⊆ Npero ψϕ 6= 0 y entones ψS ∩ rS(ϕ) = 0 ya que para ualquier endomor�modigamos ψ′ la imagen de ψ◦ψ′ esta en N , pero esto ontradie la esenialidadde rS(ϕ). Por lo tanto se debe tener que rM(ϕ) es esenial en M . Por k-nosingularidad ϕ = 0 por lo que S es no singular.



44 Módulos k-nosingulares y relaiones on sus anillos deendomor�smosTeorema 3.4.7. Si M es un módulo retraible entones M es un módulo deBaer si y solamente si S es un anillo de Baer.Demostraión. Ya sabemos que siM es un módulo de Baer entones S es unanillo de Baer por 1.22.Ahora supongamos que S es un anillo de Baer. Tomemos I ≤ S un idealtal que rS(I) = eS donde e es un idempotente de S. A�rmamos que
rM(I) = eM.Para probar esta igualdad notemos eM ⊆ rM(I). Para la otra ontenión,supongamos que existe m ∈ M − eM tal que Im = 0. Sin pérdida degeneralidad podemos suponer que m ∈ (1 − e)M , por ser M un módu-lo retraíble existe un endomor�smo ϕ no ero tal que Im(ϕ) ⊆ mR. En-tones IϕM ⊆ ImR = 0, de donde ϕ ∈ rS(I) pero esto implia que

ϕ ∈ (1− e)S ∩ eS = 0. Lo ual es un absurdo por lo que se tiene la igualdad
rM(I) = eM por lo tanto M es un módulo de Baer.Los siguientes resultados nos serán utiles para probar el teorema prinipal.Proposiión 3.4.8. Para ualquier anillo R. Las siguientes ondiiones sonequivalentes.(1) R satisfae la ondiión asendente de adena para sumandos diretosderehos.(2) R satisfae la ondiión desendente de adena para sumandos diretosizquierdos.(3) R no tiene onjuntos in�nitos de elementos idempotentes ortogonales.Demostraión. (1)⇔(2).Observemos que si suponemos que eR ( e

′

R, donde e y e′ son idempo-tentes, al tomar los anuladores izquierdos de e y e′ se tiene que
R(1 − e

′

) ( R(1 − e).Está inlusión en este aso sigue siendo estrita ya que de lo ontrario, sitomamos anuladores derehos a R(1−e
′

) ⊆ R(1−e) obtenemos que eR = e
′

Rlo ual es un absurdo. Con esta observaión obtenemos las equivalenias (1)si y sólo si (2).



3.4 Anillos de endomor�smos de módulos k-nosingulares 45(1)⇒(3).Suponga que R tiene un onjunto in�nito de elementos idempotentesortogonales no ero, digamos {e1, e2, . . . , en . . .}, pongamos cn = e1 + e2 +
.....+en on n ≥ 1 y notemos que cn es idempotente para toda n ≥ 1. También
cn+1cn = (e1+....+en+en+1)(e1+....+en) = c2n = cn y cncn+1 = cn 6= cn+1. Loual implia que cnR ( cn+1R para toda n. Así (1) no es ierto, por lo tanto
R no tiene subonjuntos in�nitos de elementos idempotentes ortogonales.(3)⇒(2).Suponga que existe R = B0 ! B1 ! · · · donde ada Bn es un sumandodireto de RR, entones Bn−1 = An⊕Bn donde los An son ideales izquierdospara toda n ≥ 1 (de heho los An son los omplementos orotogonales de los
Bn). Esribamos 1 = e1 + f1 donde e1 ∈ A1 y f1 ∈ B1, además pongamos
f1 = e2+f2 donde e2 ∈ A2 y f2 ∈ B2, y así suesivamente. Entones An = Reny en 6= 0, mas aún tenemos que :

1 = e1 + f1 = e1 + e2 + f2 = · · · = e1 + · · · + en + fnes la desomposiión de 1 on respeto a la desomposiión del anillo en
R = A1 ⊕ · · · ⊕ An ⊕ Bn. Esto quiere deir que la familia e1, e2, · · · es unafamilia de idempotentes ortogonales no ero in�nita lo ual ontradie lahipotesis. Por lo tanto se umple (2).Teorema 3.4.9. Si R es un anillo de Baer on sólo una antidad numer-able de elmentos idempotentes, entones R no tiene onjuntos in�nitos deelementos idempotentes ortogonales.Demostraión. Suponga que R tiene un onjunto in�nito de idempotentesortogonales, digamos E = {eα}α∈Λ. Sean A y B subonjuntos no vaíos de E,tales que A 6= B. Como R es un anillo de Baer, rR(A) = faR y rR(B) = fbRdonde fa y fb son idempotentes de R. Veamos que son distintos. Si suedieraque fa = fb, entones se tiene que rR(A) = faR = rR(B) = fbR. Como
A 6= B, podemos suponer que existe un idempotente no ero e ∈ B tal que
e /∈ A y así e ∈ rR(A) = faR, es deir, e = far para algún r ∈ R. Entones
far ∈ fbR y se tiene e = ee = e(far) = 0. Por lo que e = 0, lo ual es unabsurdo por lo que fa 6= fb. Por lo que R tiene una antidad no numerablede idempotentes, lo ual ontradie nuestra hipótesis general, por lo tanto Rno tiene onjuntos in�nitos de idempotentes ortogonales.



46 Módulos k-nosingulares y relaiones on sus anillos deendomor�smosEl siguiente teorema da ondiiones neesarias y sufuientes para queun anillo de Baer tenga solamente una antidad numerable de elementosidempotentes ortogonales.Teorema 3.4.10. Sea R un anillo regular de Baer on solo una antidadnumerable de elementos idempotentes, entones R es un anillo artinianosemisimple.Demostraión. Como R es un anillo de Baer, entones para todo a ∈ R setiene que su anulador rR(a) = eR es un sumando direto de R. Además porhipótesis R tiene sólo una antidad numerable de elementos idempotentes,entones por el Teorema anterior R no tiene onjuntos in�nitos de idempo-tentes ortogonales. Por la Proposiión 3.4.8 iniso (1) R umple la ondiiónasendente de adena para ideales derehos que son sumandos diretos( ennuestro aso para anuladores derehos ). Como R es un anillo regular en-tones todo ideal �nitamente generado es generado por un idempotente y así
R satisfae la ondiión asendente de adena para ideales �nitamente gen-erados, y note que en general si un anillo satisfae la ondiión asendentede adena para ideales �nitamente generados entones se tiene que si I ≤ Res ualquier ideal y en él onsideramos r1 ∈ I y su generado 〈r1〉, podemosformar la adena asendente 〈r1〉 ⊆ 〈r1, r2〉 ⊆ · · · = 〈r1, r2, ..., rk〉 de elemen-tos de I y esta adena se estaiona en un número �nito por hipótesis y así
I = 〈r1, r2, ..., rk〉, en otras palabras todo ideal de R es �nitamente generado.Por lo tanto R es neteriano. Además por ser R regular, todo submódulo de
R es sumando direto de R. Por lo tanto R es artiniano semisimple.Teorema 3.4.11. Si M es un módulo de Baer on solo un antidad numer-able de sumandos diretos, entones M no ontiene sumas diretas in�nitas.Demostraión. ComoM es de Baer, entones S es un anillo de Baer por 1.22,además por hipótesisM tiene una antidad numerable de sumandos diretos,entones S tiene una antidad numerable de elementos idempotentes y así porel Teorema 3.4.9, S no tiene onjuntos in�nitos de elementos idempotentesortogonales. Por lo tanto no existen onjuntos in�nitos de sumandos en M .Lema 3.4.12. SeanM ∈Mod−R y I ≤ S. Suponga que se tienen elementosidempotentes µ ∈ I y ν ∈ I, tales que µM ∩ νM = 0 y νµ = 0. Entonesexiste un idempotente λ ∈ I, tal que µM ⊕ νM = λM , es deir, µM ⊕ νM ,es un sumando direto de M .



3.4 Anillos de endomor�smos de módulos k-nosingulares 47Demostraión. Pongamos η = (1 − µ)ν entones η ∈ I y νη = ν(1 − µ)ν =
ν2 = ν mientras que η2 = (1−µ)νη = (1−µ)ν = η, es deir, es idempotente,además µη = 0 = ηµ.Ahora omo ηM = (1−µ)νM = νM −µνM = νM y νM = νηM ⊆ ηMentones νM = ηM , omo ν y η son ortogonales, se tiene que

(µ+ η)M ⊆ µM + νM = (µ+ η)(µM + ηM)y
(µ+ η)(µM + ηM) ⊆ (µ+ η)M.entones µM ⊕ νM = µM + ηM = (µ+ η)M y así el elemento idempotentees (µ+ η)2 = µ+ η ∈ I.Lema 3.4.13. Sea M ∈ Mod − R, tal que todo submódulo ílio de M esun sumando direto de M , entones dados N un sumando de M y m ∈ M ,existe m′

∈ M tal que N + mR = N ⊕ m
′

R. Por lo tanto N + mR es unsumando de M .Demostraión. Sea N un sumando direto de M , entones existe e ∈ Sidempotente tal que eM = N . Ahora mR = emR + (1 − e)mR ⊆ N ⊕
(1 − e)mR, y la última suma es direta ya que N ∩ (1 − e)M = 0, entones
N + mR ⊆ N ⊕ (1 − e)mR y omo (1 − e)mR ⊆ mR + emR ⊆ mR + Nentones N +mR = eM ⊕ (1− e)mR, lo ual prueba la primera a�rmaión.Ahora omo (1 − e)mR es ílio por hipótesis se tiene que existe ν ∈ Sidempotente tal que νM = (1 − e)mR. Así N + mR = eM ⊕ νM y por ellema anterior existe un idempotente λ ∈ S tal que eM ⊕ νM = λM y por lotanto es un sumando direto de M .Lema 3.4.14. Sea M ∈Mod−R tal que todo submódulo ílio es sumandodireto, entones todo submódulo �nitamente generado deM es suma diretade ílios y todo submódulo �nitamente generado de M es sumando diretode M .Demostraión. La prueba es por induión sobre el número de sumandos.Note que basta mostrarlo para n = 2. Sea C ≤ M �nitamente generado.Si C = m1R entones por hipótesis C es un sumando direto de M . Ahorabien si C = 〈m1, m2〉, entones se tiene que, omo 〈m1〉 es sumando direto,
M = m1R⊕K y así C = m1R +m2R = m1R⊕ ηK(m2R) ⊆ m1R⊕K. Porhipótesis ηK(m2R) es sumando direto de M y asi C = m1R⊕ ηK(m2R) quees sumando de m1R ⊕K = M . Por lo tanto C es sumando direto de M yes suma direta de submódulos ílios (por el lema previo).



48 Módulos k-nosingulares y relaiones on sus anillos deendomor�smosDe�niión 3.4.15. SiM ∈Mod−R, diremos que M es un módulo regularsi para todo m ∈M existe f ∈ Hom(M,R) tal que m = mfm.Note que submódulos de un módulo regular son regulares.Proposiión 3.4.16. Sea M un módulo regular, entones todo submódulo�nitamente generado de M es sumando direto de M y todo submódulo�nitamente generado de M es suma direta de módulos ílios regulares.Demostraión. Por el lema anterior basta probar que todo ílio mR de Mes un sumando de M . Como m = mfm on f ∈ Hom(M,R) entones M =
mR⊕Nuc[f,m] (donde [, ] denota a la funión R-bilineal [, ] : Hom(M,R)×
M → End(M) dada por m[f, n] = mfn. Entones [f, ] es un R-mor�smo).Por lo tanto mR es un sumando direto de M .Estamos en ondiiones de probar el teorema prinipal de este apítulo.Este teorema da ondiiones neesarias para que un módulo de Baer sea unmódulo semisimple.Teorema 3.4.17. Si M es un módulo de Baer on solo una antidad nu-merable de sumandos diretos, tal que alguna de las siguientes ondiionesse umple:(1) Todo submódulo ílio de M es sumando direto de M .(2) M es un módulo regular.Entones M es un R-módulo semisimple.Demostraión. (1)Por hipótesis tenemos que todo submódulo ílio de M es sumando di-reto de M . Entones, por 3.4.14, todo submódulo �nitamente generado de
M es sumando direto de M y es suma direta de submódulos ílios.Y así, omo M sólo tiene una antidad numerable de sumandos dire-tos (por 3.4.11) M sólo tiene una antidad �nita de sumandos. Entones elonjunto de submódulos �nitamente generados de M satisfae la ondiiónasendente de adena y además omo todo submódulo �nitamente generadode M es sumando direto se tiene que M es semisimple.(2)



3.4 Anillos de endomor�smos de módulos k-nosingulares 49Por hipótesis M es un módulo regular, luego por 3.4.16, todo submódulo�nitamente generado de M es sumando direto y de heho es suma diretade submódulos ílios regulares. Así estamos en las hipótesis de (1), por lotanto M es semisimple.Proposiión 3.4.18. Si M es un módulo de Baer inesindible entones Ses un dominio entero.Demostraión. Por 1.18 todo endomor�smo no ero es monomor�smo, porlo que S es un dominio.Proposiión 3.4.19. Si M es retraíble y S es un dominio entero, entones
M es un módulo de Baer inesindible.Demostraión. Por ser S dominio, S es un anillo de Baer y omo por hipótesis
M es retraíble, por 3.4.7, se tiene que M es de Baer. Además omo S esdominio, entones no tiene elementos idempotentes no ero por lo que M esinesindible.



Capítulo 4La estrutura de los módulos
k-nosingularesUna de las ténias más usuales del álgebra es lasi�ar los objetos, es-truturas, asi uando uno tiene un resultado para determinar ierto tipo deestrutura en un anillo éste es de gran importania, ya que este tipo de estru-tura se verá re�ejado, en los ideales o en su ategoria de módulos esta es laidea entral del apitulo, desribir la estrutura de los módulos k-nosingulares(ontinuos), para ello introduiremos una teoría de desomposiión de estosmódulos, que en esenia sigue la idea de Goodearl y Boyle dada [3℄ y queen efeto es una generalizaión de la teoría de desomposiión que proponensiguiendo la linea del trabajo de Kaplansky en [5℄, en el ual se da una teoríade desomposiión para anillos de Baer. Es por eso que nuestros tipos dedesomposiión llevan el nombre tipos de Kaplansky.4.1. Tipos de KaplanskyProposiión 4.1.1. Sea M ∈ Mod − R, k-nosingular y (asi)ontinuo, en-tones M tiene la propiedad de la interseión de los sumandos además sidados ualesquiera dos sumandos diretos de M , P y N se tiene que P +Nes un sumando direto de M .Demostraión. Como M es un módulo k-nosingular ontinuo, en partiulares extendible. Por 1.13 M es un módulo de Baer, por lo tanto en vista de1.17, M umple la propiedad de la interseión de los sumandos.



52 La estrutura de los módulos k-nosingularesPara ver queM umple la segunda propiedad, onsideremos dos sumandos
M1,M2 deM y pongamosN = M1∩M2, que es un sumando direto deM porlo anterior. Entones M = M1⊕K1 = M2⊕K2 = N⊕M

′

1, por lo que existen
K

′

1 y K ′

2 sumandos de M1 y M2 respetivamente, tales que M1 = K
′

1 ⊕N y
M2 = K

′

2 ⊕N . Entones M1 +M2 = K
′

1 ⊕N ⊕K
′

2 y por C3 la suma anteriores direta.Proposiión 4.1.2. SiM es un módulo k-nosingular asi-ontinuo, entones
S omo módulo dereho sobre si mismo satisfae C3. Mas aún si en general
SS satisfae C3 entones M tiene la propiedad C3.Demostraión. La primera a�rmaión es lara ya que por k-nosingularidad
∆ = 0 y así por 3.3.5 S tiene la propiedad C3.Para la segunda parte, onsideremos dos sumandos de M , digamos N1 y
N2 tales que N1∩N2 = 0, entones existen elementos idempotentes e1 y e2 en
S tales que N1 = e1M y N2 = e2M . Como Se1 ⊕ Se2 es un sumando diretode S por hipótesis, existe un idempotente f ∈ S tal que Sf = Se1 ⊕ Se2,veamos que fM = e1M ⊕ e2M . Para esto tomemos m′

∈ fM , entones
m

′

= f(m) pero f = e1 + e2 por lo que fM ⊆ e1M ⊕ e2M . Reíproamentesi m′′

∈ e1M ⊕ e2M entones m′′

= e1m+ e2m. Pero e1m+ e2m = f(m), porlo tanto fM = e1M ⊕ e2M omo se quería.Proposiión 4.1.3. Sea M un módulo k-nosingular ontinuo y ϕ ∈ S, en-tones tanto Nucϕ omo Im(ϕ) son sumandos diretos de MDemostraión. ComoM es k-nosingular ontinuo, en partiular es extendibley así M es un módulo de Baer por lo que Nucϕ es un sumando direto de
M . Ahora pongamos M = Nucϕ ⊕ K, entones ϕ|K(K) es isomorfo a unsumando de M (por tener M la propiedad C2) así ϕ(M) es un sumando de
M .Proposiión 4.1.4. SiM es un módulo k-nosingular ontinuo e inesindible,entones S es un anillo on división.Demostraión. Como M es inesindible de Baer entones por 1.18 todo en-domor�smo no ero ϕ es monomor�smo y omo S es un anillo regular existe
f ∈ S tal que ϕ = ϕfϕ. Entones 1 = fϕ por lo que S es on división.



4.1 Tipos de Kaplansky 53De�niión 4.1.5. Un módulo M es abeliano si todos los endomor�smosidempotentes de M son entrales, un idempotente e ∈ S es abeliano si eMes un módulo abeliano.Una proposiión que se tiene ya on esta de�niión es:Proposiión 4.1.6. Todo módulo k-nosingular, libre de uadrados es unmódulo abeliano.Demostraión. Por 3.3.3 S/∆ es un anillo reduido, por ser M k-nosingularse tiene que ∆ = 0 y por lo tanto S es reduido y asi M es abeliano.Teorema 4.1.7. Si M ∈ Mod − R entones las siguientes a�rmaiones sonequivalentes:(1) M es abeliano.(2) Todo sumando direto de M es totalmente invariante.(3) Sumandos diretos isomorfos de M son iguales.(4) Si N1 y N2 son sumandos de M y N1 ∩N2 = 0 entones
Hom(N1, N2) = 0.Demostraión. (1)⇒(2). Sea N ≤ M un sumando direto de M , entonesexiste un elemento idempotente e ∈ S tal que eM = N . Ahora omo M esun módulo abeliano se tiene que para todo ϕ ∈ S, ϕ(eM) = (eϕ)M ⊆ eM ,por lo tanto eM es un submódulo totalmente invariante de M .(2)⇒(3).Sean N1 y N2 sumandos de M , y

ψ : N1 −→ N2 un isomor�smo.Pongamos M = N1 ⊕ N
′

1, omo N2 es totalmente invariante en M se tieneque N2 = (N2 ∩ N1) ⊕ (N2 ∩ N
′

1). Ya que si onsideramos las proyeiones
ηN1 : M → N1 y ηN ′

1
: M → N

′

1, entones ηN1(N2) ⊆ N2 ∩ N1 y ηN ′

1
(N2) ⊆

N2 ∩N
′

1 por lo que
N2 ⊆ ηN1(N2) ⊕ ηN ′

1
(N2) ⊆ (N2 ∩N1) ⊕ (N2 ∩N

′

1) ⊆ N2



54 La estrutura de los módulos k-nosingularesVeamos ahora que N2 ∩N
′

1 = 0. Para esto supongamos que esa interseiónno es ero. Entones ψ−1(N2 ∩ N
′

1) ≤ N1 es un sumando direto de N1por lo que podemos onstruir un mor�smo no ero ψ̂ de N1 en N
′

1 omo
ψ̂(ψ−1(N2 ∩ N

′

1)) = ψ y ero en el omplemento de ψ−1(N2 ∩ N
′

1). Esto esun absurdo ya que ualquier mor�smo de N1 en M se puede extender aun endomor�smo de M y N1 es invariante bajo tal mor�smo, por lo tanto
N2 ∩ N

′

1 = 0 y asi se tiene N2 ⊆ N1, de igual forma N1 ⊆ N2 por ende
N1 = N2.(3)⇒(4).Supongamos que se tiene un mor�smo no ero ϕ ∈ Hom(N1, N2) ypongamos M = N1 ⊕ N

′

1 y ηN ′

1
: M → N

′

1 la proyeión en tal fator.Entones ηN ′

1
ϕ es no ero ya que N1 ∩ N2 = 0. Ahora onsideremos el sub-módulo de M , P =

{

n+ ηN ′

1
ϕ(n) : n ∈ N1

}, luego notemos que P ∩N
′

1 = 0y que P +N
′

1 = M . Como N1 ⊆ P +N
′

1 se tiene entones que M = P ⊕N
′

1por lo que P ∼= N1. Más aún, por hipótesis P = N1 y por lo tanto η
N

′

1
ϕ = 0.Una ontradiión. Por lo que Hom(N1, N2) = 0.(4)⇒(1).Sea e ∈ S un elemento idempotente tal que N1 = eM entones para ladesomposiión de M omoM = N1⊕N2 se tiene que, al no haber mor�smono ero entre N1 y N2 y se ortan en el ero, N1 y N2 son submódulostotalmente invariantes enM . Así para ualquier endomor�smo ϕ ∈ S, suedeque eϕ(M) = e(ϕM) ⊆ eM = N1, pero ϕ(eM) ⊆ eM por lo tanto eϕ =

ϕe.Proposiión 4.1.8. (1) Si M es un módulo de Baer y abeliano, entonestodo sumando direto de M es un módulo de Baer y abeliano.(2) Si {Mα}α∈Λ es una familia de módulos derehos sobre R, entones
⊕

α∈ΛMα es de Baer y abeliano si y sólo si Mα es de Baer y abelianopara toda α ∈ Λ y Hom(Mα,Mβ) = 0 para todo α 6= β.Demostraión. (1) Sabemos que todo sumando direto de un módulo de Baeres de Baer. Para ver que todo sumando direto es abeliano, tomemos P ≤ Nsumando direto de N y N un sumando direto de M . Entones P es unsumando direto de M y por lo tanto es totalmente invariante por (2) delteorema anterior. Ahora bien, todo endomor�smo de N se puede extender aun endomor�smo de M y asi P es un submódulo totalmente invariante de
N . Por el teorema anterior N es abeliano.



4.1 Tipos de Kaplansky 55(2) Si ⊕α∈ΛMα es de Baer abeliano entones ada fator es de Baerabeliano por el iniso anterior. En vista del teorema anterior (iniso (4)) setiene queHom(Mα,Mβ) = 0 para todo α 6= β. Reíproamente siHom(Mα,Mβ) =
0 para todo α 6= β, entones Mα es totalmente invariante en⊕α∈ΛMα y asípor 1.23⊕α∈ΛMα es de Baer.Corolario 4.1.9. Si {Mα}α∈Λ es una familia de módulos derehos sobre unanilloR entones⊕α∈ΛMα es un módulo abeliano, k-nosingular y (asi)ontinuosi y sólo si Mα es abeliano, k-nosingular y (asi)ontinuo para toda α y
Hom(Nα, Nβ) = 0 para todo Nα ≤Mα y Nβ ≤Mβ, α 6= β.Demostraión. Supongamos que ⊕α∈ΛMα es un módulo k-nosingular on-tinuo abeliano, entones por el lema anterior iniso (1) ada fator es abelianopara toda α. Mas aún, por 2.8 también ada fator es k-nosingular y por3.2.6 es ontinuo. Ahora suponga que hay mor�smo no ero entre Nα ≤ Mαy Nβ ≤ Mβ. Como⊕α∈ΛMα es ontinuo se tiene por 3.2.8 que Mα yMβ soninyetivos relativos y así, si ϕ : Nα → Nβ es un mor�smo no ero, entonespor inyetividad relativa de Mα y Mβ se puede extender ϕ a un mor�smo noero deMα aMβ. Esto ontradie la parte (2) de la proposiión anterior, porende Hom(Nα, Nβ) = 0.Reíproamente, por la parte (2) de la proposiión anterior⊕α∈ΛMα esabeliano y k-nosingular (por 2.10), la ontinuidad se sigue de 3.2.9.De�niión 4.1.10. Sea M ∈ Mod − R, un elemento idempotente e ∈ S sedie que es diretamente �nito si eM es un módulo diretamente �nito.Lema 4.1.11. (1) Todo Módulo abeliano es diretamente �nito.(2) La lase de módulos diretamente �nitos es errada bajo sumandosdiretos.(3) Para toda familia de módulos derehos sobre R, {Mα}α∈Λ tal que

Hom(Mα,Mβ) = 0, α 6= βse tiene que⊕α∈ΛMα es diretamente �nito de Baer si y solo si Mα esdiretamente �nito de Baer para toda α ∈ Λ.



56 La estrutura de los módulos k-nosingularesDemostraión. (1). Sean f, g ∈ S tales que fg = 1, entones (gf)(gf) =
g(fg)f = gf y asi gf es idempotente. ComoM es abeliano entones todos losidempotentes son entrales, por lo que 1 = (fg)(fg) = f(gf)g = (gf)(fg) =
gf . Así en vista de 3.1.13 M es diretamente �nito.(2). Sea N ≤ M un sumando direto de M . Veamos que N es direta-mente �nito. Sean f, g ∈ End(N) tales que fg = 1, entones extendemoslos mor�smos f y g a endomor�smos de M , es deir, si M = N ⊕ N

′ en-tones f̂ = f ⊕ idN ′ y ĝ = g ⊕ idN ′ . Entones f̂ ĝ = (f ⊕ idN ′ )(g ⊕ idN ′ ) =

(fg ⊕ idN ′ ) = 1. Como M es diretamente �nito se tiene que ĝf̂ = 1 por loque gf = 1. Por lo tanto N es diretamente �nito.(3). Ahora bien, si ⊕α∈ΛMα es un módulo diretamente �nito de Baerentones por 1.14 y el iniso anterior, Mα es de Baer diretamente �nito.Reíproamente omo Mα es totalmente invariante en⊕α∈ΛMα para to-da α, entones por 1.23,⊕α∈ΛMα es un módulo de Baer. Veamos que es di-retamente �nito, tomemos f, g ∈ End(
⊕

α∈ΛMα). Como Hom(Mα,Mβ) =
0 para todo α 6= β se tiene que f(Mα) ⊆ Mα. De igual forma para g.Así podemos desomponer ada endomor�smo de End(

⊕

α∈ΛMα), omo
f =

⊕

α∈Λ fα y g =
⊕

α∈Λ gα on fα, gα ∈ End(Mα). Así obtenemos 1 =
fg =

⊕

α∈Λ fαgα entones fαgα = idMα
y gαfα = idMα

para toda α. Porlo tanto ⊕α∈Λ gαfα = 1 = gf . Por lo tanto ⊕α∈ΛMα es diretamente �ni-to. Para un anillo R y B(R) el onjunto de idempotentes entrales de R. En
B(R) introduimos el siguiente orden parial: diremos que u esta relaionadoon v, u ≺ v si y sólo si vu = u. Note que B(R) on ese orden resulta ser unaretíula booleana más aún, si R es un anillo de Baer, entones B(R) es unaretíula ompleta. Con esto en mente daremos la siguiente:De�niión 4.1.12. SiR es un anillo de Baer y x ∈ R un elemento ualquiera,
la cubierta central de x denotada por c(x), es el menor idempotente entral
v ∈ R que satisfae vx = x. Un idempotente e ∈ R se die fiel si c(e) = 1.De�niión 4.1.13 (Tipos de Kaplansky). Sea R un anillo de Baer.(i) Diremos que R es del T ipo I si tiene un idempotente abeliano �el.(ii) Diremos que R es del T ipo II si tiene un idempotente diretamente�nito �el, pero no tiene idempotentes abelianos no ero.(iii) Diremos que R es del T ipo III si no tiene elementos idempotentesentrales diretamente �nitos no ero.



4.1 Tipos de Kaplansky 57De�niión 4.1.14. Diremos que un anillo de Baer R es puramente infinitosi no tiene idempotentes entrales diretamente �nitos.De�niión 4.1.15. Sea R un anillo de Baer diremos que R es del T ipo Ifsi R es del Tipo I diretamente �nito, del T ipo IIf si R es del Tipo IIdiretamente �nito, además diremos que R es del T ipo I∞ si es del Tipo Ipuramente in�nito y por último diremos que R es de lT ipo II∞ si R es delTipo II puramente in�nito.Estamos en ondiiones de enuniar el Teorema que nos dará desomposi-iones dela lase los módulos k-nosingulares.Teorema 4.1.16 (Desomposiión en Tipos de Kaplansky). Un anillo deBaer se desompone de manera únia omo la suma direta de anillos deBaer de Tipo If , Tipo I∞, Tipo IIf , Tipo II∞ y de Tipo III.Daremos solamente un esbozo de la prueba y lo haremos para el Tipo I.Demostraión. Supongamos que tenemos dados idempotentes entrales de
R, {uα}α∈Λ y sea u la menor ota superior de {uα}α∈Λ.Ahora supongamos que uαR es de Tipo I, entones existen idempotentesabelianos {eα}α∈Λ on ubierta entral {uα}α∈Λ para ada α. Nuestra metaes probar que uR es de Tipo I.Para esto onsideremos el produto de los {eα}α y el anulador dereho detal elemento. Por ser R de Baer el anulador es de la forma rR(e1 · ... · eα) =
(1−e)R. Notemos que eα(1−e) = 0, por lo que eα = eαe. Pongamos fα = eeαy obsérvemos que f 2

α = fα. A�rmamos que euα = fα.En efeto, pongamos x = euα − fα. Para β 6= α se tiene que eβx =
eβeuα − eβeeα = eβuαe − eβeα = 0. Ya que uαuβ = 0 y omo eβe = eβ,entones uβ ≺ eβ y así eβx = 0. Notemos que también eαx = eαeuα−eαeeα =
eαuα − eα = eα − eα por ser uα ubierta entral para eα. Esto quiere deirque x anula a todos los eα por lo que x ∈ (1 − e)R. Luego ex = 0, pero porotro lado x − ex = 0. Entones x = ex y por lo tanto x = 0. De lo anteriorse sigue que euα = fα = eeα.A�rmaión:c(e) = uObservemos que para toda α se tiene que eα = eαuα = eαuαu = eαu.Entones eα(1 − u) = 0 y así e(1 − u) = 0, por lo que e = eu y así c(e) ≺ u.Para la otra desigualdad notemos que si multipliamos por la izquierda los
eα por e = ec(e), se tiene que eαe = eαec(e) = eαc(e), por lo que uα ≺ c(e)para toda α. Por ende u ≺ c(e) y por lo tanto u = c(e).



58 La estrutura de los módulos k-nosingulares
e es abelianoNotemos primero que fα es abeliano. De�nimos eαReα ϕ

→ fαRfα me-diante x 7→ ex, entones ϕ esta bien de�nida, ya que si x = eαreα en-tones e(eαreα) = eeαreαeeα. ϕ es mor�smo de anillos, y notemos que sitenemos un elemento ualquiera en fαRfα digamos y = eeαreeα, entones
ϕ(eα(re)eα) = eeαreeα = y. Así ϕ es suprayetiva, de heho es biyetiva, puessi tomamos x ∈ eαReα x = eαreα tal que ex = 0, (es deir, x ∈ (1 − e)R)entones x = eαx = eαex = 0 (ya que eα = eαe). En de�nitiva tenemos que
ϕ es un isomor�smo.Vía este isomor�smo los idempotentes entrales en eαReα son entralesen fαRfα, por lo que fα es abeliano. Sea g ∈ eRe idempotente, veamosque onmuta on todos los elementos de eRe. Para esto probaremos quepara ualquier x ∈ eRe se tiene que gx − xg anula a uα para toda α (yasí xg − gx anulará a u). En efeto, omo guα es idempotente en fαRfα,
fα abeliano, entones onmuta on todos los xuα. En partiular se tiene que
xuα = ereuα = erfα y así gx−xg anula a uα para toda α por lo tanto gx−xganula a u. Se sigue entones que gx = xg en eRe, o lo que es lo mismo, e esabeliano.Por lo tanto uR es de Tipo I.De manera análoga se prueba que si {uα}α∈Λ es una familia de idempo-tentes entrales ortogonales on u el menor tal que uαu = uα y ada uαR esde tipo II, entones uR es de tipo II. De heho en la prueba si hubieramospedido que ada uα fuera diretamente �nito para toda α, entones u seríadiretamente �nito y así uR sería del Tipo If .Con este resultado en mente estamos listos para dar el Teorema de De-somposiión para Módulos k-nosingulares extendibles.De�niión 4.1.17. Diremos que un módulo M ∈ Mod − R k-nosingularextendible es de T ipo T si su anillo de endomor�smo S = End(M) es deTipo T donde T ∈ {If , I∞, IIf , II∞ y III}Teorema 4.1.18. Un módulo M k-nosingular extendible se desompone demanera únia en una suma direta de módulos totalmente invariantes deTipo If , Tipo I∞, Tipo IIf , Tipo II∞ y de Tipo III.Demostraión. Por hipótesis M es k-nosingular extendible ergo M es unmódulo de Baer por el Teorema 1.13. Por ende su anillo de endomor�smos S



4.1 Tipos de Kaplansky 59es un anillo de Baer. Entones por el Teorema anterior, podemos desomponera S en una suma direta de anillos de tipos If , I∞, IIf , II∞ y III. Pongamos
S = SeIf ⊕ SeIIf ⊕ SeI∞ ⊕ SeII∞ ⊕ SeIII .Entones esta desomposiión indue una desomposiión de M omo M =

eIfM ⊕ eIIfM ⊕ eI∞M ⊕ eII∞M ⊕ eIIIM , donde ada fator de la desom-posiión es totalmente invariante ya que ada idempotente involurado esentral.Ahora el anillo de endomor�smo de ada sumando eTM es de la forma
End(eTM) = eTSeT = SeT pues eT es entral para todo tipo T por lo queada eTM es de tipo T .Sólo falta ver la uniidad. Para esto suponga que se tiene dada otra de-somposiión de M , digamosM = fIfM ⊕ fIIfM ⊕ fI∞M ⊕ fII∞M ⊕ fIIIM ,donde ada fator es totalmente invariante en M . Así esta desomposiiónindue una desomposiión del anillo S omo

S = SfIf ⊕ SfIIf ⊕ SfI∞ ⊕ SfII∞ ⊕ SfIII .Pero omo S es de Baer entones por el teorema anterior la primera desom-posiión para S es únia. Por ende
SfIf ⊕ SfIIf ⊕ SfI∞ ⊕ SfII∞ ⊕ SfIII = SeIf ⊕ SeIIf ⊕ SeI∞ ⊕ SeII∞ ⊕ SeIIIpor lo que la desomposiión de M es únia.Corolario 4.1.19. Un módulo k-nosingular (asi)ontinuo se desompone deforma únia omo una suma direta de módulos de Tipo If , I∞, IIf , II∞ y IIIortogonales.Demostraión. SeaM k-nosingular ontinuo, en partiularM es k-nosingularextendible y por el teorema anteriorM se desompone de manera únia omo
M = MIf ⊕MIIf ⊕MI∞ ⊕MII∞ ⊕MIII , donde ada sumando es k-nosingularontinuo de Tipo T respetivamente. Más aún por serM ontinuo,MT yMT

′son inyetivos relativos (por 3.2.8) para todo T 6= T
′. Para la ortogonalidad,si existiera N ≤ MT y ϕ : N −→ MT

′ un monomor�smo no ero, entonespor inyetividad relativa ϕ se extendería a un mor�smo de MT en MT
′ loque es un absurdo, puesto que ada MT es totalmente invariante en M paratoda T ∈ {If , I∞, IIf , II∞ y III}. Por lo tanto MT y MT

′ son ortogonalespara toda T 6= T
′.



60 La estrutura de los módulos k-nosingularesEl siguiente ejemplo muestra que la teoría de desomposiión que aabamosde obtener es en efeto una generalizaión de la teoría que desarrollan Good-earl y Boyle en [3℄. De heho muestra que no siempre se puede usar la téniaque ellos usan para la desomposiión de módulos inyetivos no singulares.Ejemplo:Sea p un número primo, sabemos que el Z-móduloM = Zp es k-nosingularontinuo de tipo I puesto que es simple. Considere la ápsula inyetiva de M
E(M) = Zp∞ que es un módulo singular inyetivo, para el que la teoría desar-rollada por Goodearl y Boyle no es apliable. Este ejemplo muestra el hehode que la teoría de tipos de desomposiión para módulos k-nosingulares(asi)ontinuos no puede, en general, ser obtenida analizando la ápsula in-yetiva del módulo en uestión, es deir, desomponiendo a E(M) en tipos
I, II y III y luego por ontinuidad, desomponer a M .4.2. Módulos k-nosingulares ontinuos de Tipo

I, II y IIIEn esta seión se dan algunas equivalenias para que un módulo k-nosingular ontinuo sea de Tipo I y Tipo II, para los de Tipo III omose verá se tiene otro tipo de araterizaión distinta de las de los módulos deTipo I y II.Lema 4.2.1. Si R es un anillo extendible nosingular y semiprimo y e es unelemento idempotente de R, entones e es �el si y solo si para todo f ∈ R,idempotente no ero se tiene que fRe es no ero.Demostraión. Suponga que e es �el, omo R es extendible se tiene que
ReR ≤ess hR donde h ∈ R es idempotente. Veamos que h es entral.En efeto, sea x ∈ R arbitrario, entones xReR ⊆ ReR ⊆ hR y así
(1−h)xReR ⊆ (1−h)R∩hR = 0, por lo que ((1−h)xh)(ReR⊕(1−h)R) = 0.Pero ReR ⊕ (1 − h)R ≤ess R y omo por hipótesis R es no-singular se tieneque (1 − h)xh = 0. Luego xh = hxh por lo que (1 − h)Rh = 0 ya que xfue arbitrario. Por otro lado, omo R es semiprimo por hipótesis, entones
hR(1−h)hR(1−h) = 0 se sigue que hR(1−h) = 0. Por lo que hx(1−h) = 0.Entones hx = hxh = xh, por lo tanto h es entral, y así he = e, por ser e �el.Así h = 1 y entones ReR ≤ess R. Por último, si f ∈ R es idempotente no



4.2 Módulos k-nosingulares ontinuos de Tipo I, II y III 61ero, si suediera que fRe = 0 entones fReR = 0. Así por no singularidadse tendria que f = 0 lo que es un absurdo puesto que f 6= 0.Reíproamente si h2 = h es entral en R, tal que he = e, omo (1 − h)es entral entones (1 − h)Re = (1 − h)Rhe⊕ (1 − h)R(1 − h)e = 0, ya que
(1 − h)re = (1 − h)rhe + (1 − h)r(1 − h)e = r(1 − h)he = r(he − he) = 0.Por lo tanto 1 − h = 0, entones h = 1, es deir, e es �el.Teorema 4.2.2. SiM es un módulo k-nosingular ontinuo entones las sigu-ientes a�rmaiones son equivalentes:(1) M es de Tipo I.(2) Todo sumando direto de M no ero ontiene un sumando diretoabeliano no ero.(3) La suma de todos los sumandos diretos abelianos es esenial en M .Demostraión. (1)⇒(2).Si N un sumando direto de M , entones existe f ∈ S idempotente noero tal que N = fM . Ahora bien omoM es de Tipo I existe un idempotente
e ∈ S abeliano �el. Más aún, se tiene por 3.4.1 que S es regular ontinuo.En partiular es no singular y semiprimo y así, por el lema anterior se tieneque fSe 6= 0. Así existe s ∈ S tal que fse 6= 0 y fseM ⊆ fM . Másaún por 4.1.3 Nuc(fs) es un sumando direto de M y así Nuc(fs|eM

) =
eM ∩ Nuc(fs). Luego por 4.1.1 Nuc(fs) es un sumando direto de eM y
Im(fs|eM

) ∼= eM/Nuc(fs|eM
), por ende Im(fs|eM

) es un sumando diretode M por C2. Ahora Im(fs|eM
) = fseM ∼= eM/Nuc(fs|eM

) es un sumandodireto de eM pero eM/Nuc(fs|eM
) es abeliano ya que eM lo es, entones

fseM es un sumando direto abeliano no ero de N .(2)⇒(3).Supongamos que la suma interna de todos los sumandos diretos abelianosde M no es un submódulo esenial de M . Pero al tener M la propiedad C1la suma es esenial en un sumando direto de M , digamos N . Entonessi M = N ⊕ N
′ , por (2) N ′ ontiene un sumando direto abeliano y así

N∩N
′

6= 0, lo que es un absurdo. Por lo tanto la suma de todos los sumandosdiretos abelianos de M es esenial en M .(3)⇒(1).Por el teorema 4.1.18, M se desompone de forma únia en
M = MI ⊕MII ⊕MIII .



62 La estrutura de los módulos k-nosingularesTomemos un sumando direto abeliano de M , digamos N , omo MT estotalmente invariante en M para todo Tipo T , se tiene que por 1.24 que
N = (N ∩ MI) ⊕ (N ∩ MII) ⊕ (N ∩ MIII). Como sumandos diretos deabelianos son abelianos y que MII , MIII no ontienen sumandos abelianos,se tiene que N = N∩MI . Entones N ⊆MI pero omo por hipótesis la sumade todos los sumandos diretos abelianos es esenial en M y está ontenidaen MI . Por lo que se tiene MI ≤

ess M por lo tanto M = MI .Teorema 4.2.3. Sea M un módulo k-nosingular extendible para el que suanillo de endomor�smos S es extendible y semiprimo, entones son equiva-lentes:(1) M es de Tipo I.(2) Todo sumando direto de M ontiene un submódulo no ero abelianotal que es isomorfo a un sumando direto de M .(3) La suma de todos los submódulos abelianos que son isomorfos a unsumando direto de M forman un submódulo esenial de M .Demostraión. Antes de omenzar la prueba, notemos que por k-nosingularidady C1, M es de Baer y entones S es un anillo de Baer por lo que S es nosingular y por hipotesis es semiprimo. Como en el teorema anterior y porel Lema 4.2.1 podemos enontrar un mor�smo ϕ : eM −→ N donde e ∈ Ses un idempotente �el (que existe si suponemos (1) ) y N es un sumandodireto de M . Con esto en mente: (1)⇒(2).Tomemos N ≤M un sumando direto y ϕ : eM −→ N el mor�smo de laobservaión anterior donde e ∈ S es un idempotente �el. Por k-nosingularidadde M , omo ϕ 6= 0 podemos restringirlo al omplemento del sumando N en
M donde Nucϕ sea esenial. Así ϕ es monomor�smo y si lo restringimos a laimagen, resulta que será la imagen isomorfa de un submódulo abeliano de N(omo en (1) si y sólo si (2) de la prueba anterior), por lo que todo sumandodireto deM ontiene un submódulo abeliano isomorfo a un sumando diretode M .(2)⇒(3).Por hipótesis todo sumando ontiene un submódulo abeliano no ero iso-morfo a un sumando direto deM . Como en la prueba anterior si la suma deellos no es esenial por ser M extendible esa suma es esenial en un sumandodireto de M . Desomponemos a M omo la suma direta de ese sumando



4.2 Módulos k-nosingulares ontinuos de Tipo I, II y III 63y su omplemento que por hipótesis ontiene un submódulo abeliano. Asíno se ortan en el ero lo que es un absurdo. Por ende la suma de todoslos submódulos abelianos que son isomorfos a un sumando direto de M esesenial en M .(3)⇒(1).Si desomponemos a M en tipos I, II y III. Por de�niión MII y MIIIno tienen abelianos no ero y por hipótesis todos los abelianos deM están en
MI . Más aún todos los submódulos de M isomorfos a un sumando abelianode M estan también en MI . Así MI es un sumando esenial de M por lotanto MI = M .Para los módulos k-nosingulares se tienen las siguientes equivalenias.Teorema 4.2.4. Si M es k-nosingular ontinuo entones son equivalentes:(1) M es de Tipo II.(2) Todo sumando direto no ero deM ontiene un sumando diretamente�nito pero M no tiene sumandos abelianos.(3) La suma de todos los sumandos diretamente �nitos de M forman unsubmódulo esenial enM , yM no ontiene sumandos diretos abelianosno ero.Demostraión. (1)⇒(2).Como por hipótesis M es de Tipo II existe e ∈ S idempotente �el di-retamente �nito. Además M no tiene idempotentes abelianos por hipótesis.Ahora sea N un sumando direto de M , entones existe un idempotente
f ∈ S no ero tal que fM = N y omo S es ontinuo regular (por 3.4.1)entones por el lema 4.2.1 se tiene que fSe 6= 0. Tomemos s ∈ S no eroentones fse es no ero y así se tiene que fseM ⊆ fM . Como en el teore-ma 4.2.2, obtenemos que Im(fs|eM

) ≤M es un sumando direto y entones
Im(fs|eM

) = fseM ∼= eM/Nuc(fs|eM
) ≤ M es un sumando de M direta-mente �nito puesto que eM/Nuc(fs|eM
) es diretamente �nito. Por lo tanto

fseM es un sumando no ero diretamente �nito de fM .(2)⇒(3).Supongamos que la suma interna de todos los sumandos diretamente�nitos no es esenial en M . Como en partiular M tiene C1, entones lasuma de ellos es esenial es un sumando direto deM , digamosK, pongamos
M = K ⊕K

′. Por hipótesis K ′ ontiene un sumando diretamente �nito no



64 La estrutura de los módulos k-nosingularesero, entones K ∩K
′

6= 0 lo que es una ontradiión. Por lo tanto la sumade todos los sumandos diretamente �nitos de M es un submódulo esenialen M .(3)⇒(1).Por 4.1.19M se desompone se manera únia omoM = MI⊕MII⊕MIII .Sea N ≤M un sumando direto diretamente �nito. ComoMT es totalmenteinvariante para todo tipo T , se tiene por 1.24 que N = (N ∩MI) ⊕ (N ∩
MII) ⊕ (N ∩ MIII). Como sumandos diretos de diretamente �nitos sondiretamente �nitos y omo MI = 0, ya que no hay idempotentes abelianosno ero y MIII = 0 (ya que no ontiene sumandos diretamente �nitos) setiene entones que N = N ∩MII . Como N ⊆ MII , omo N fue arbitrarioentones todos los sumandos diretamente �nitos de M están en MII . Comopor hipótesis la suma de estos es esenial en M entones, MII es esenial en
M . Por ende MII = M omo se quería.Teorema 4.2.5. SiM es un módulo k-nosingular extendible tal que su anillode endomor�smos S es extendible y semiprimo, entones son equivalentes:(1) M es de Tipo II.(2) Todo sumando direto deM ontiene un sumando no ero diretamente�nito isomorfo a un sumando direto de M y M no tiene idempotentesabelianos no ero.(3) La suma de todos los sumandos diretamente �nitos de M que sonisomorfos a un sumando direto de M forman un submódulo esenialen M .Demostraión. (1)⇒(2).De nuevo usando el Lema 4.2.1 podemos enontrar para todo sumandodireto de M , digamos N , un mor�smo no ero ϕ de eM en ese sumando,donde e es un idempotente �el diretamente �nito (por ser M de Tipo II).Como M es k-nosingular, de forma análoga a la del teorema anterior ϕ sepuede restringir a un omplemento de un sumando de eM donde el núleode ϕ sea esenial. Así ϕ es un monomor�smo por lo que la imagen de ϕrestringido a ese omplemento es isomorfa a un submódulo diretamente�nito de N , que es isomorfo a un sumando direto de M y por hipótesis Mno tiene idempotentes abelianos no ero.



4.2 Módulos k-nosingulares ontinuos de Tipo I, II y III 65(2)⇒(3). La prueba es análoga a la del teorema anterior.(3)⇒(1).Desompongamos a M = MI ⊕MII ⊕MIII . Como por hipótesis M notiene idempotentes no ero, entones la omponente de Tipo II en la desom-posiión anterior es ero y además la omponente de Tipo III también esero por de�niión de Tipo III. Así todos los sumandos diretamente �nitosde M están en la omponente de Tipo II y su suma por hipótesis es esenialen M y así MI es un sumando esenial de M por lo que MI = M .Proposiión 4.2.6. (1) Sea M un módulo k-nosingular ontinuo de Tipo
T , entones todo sumando direto N de M es de tipo T donde (T =
I, II, III).(2) M =

⊕

α∈ΛMα es k-nosingular ontinuo de Tipo T si y sólo si Mα es
k-nosingular ontinuo de Tipo T . Más aún Mβ es Mα-inyetivo paratoda α 6= β.Demostraión. (1)Por el teorema 4.2.2, se tiene que si M es de Tipo I, entones todosumando direto de M ontiene un sumando no ero abeliano, y así todosumando direto de N ontiene un sumando direto abeliano no ero. Comosumandos de módulos k-nosingulares ontinuos son k-nosingulares ontinuos

N es k-nosingular ontinuo y así por el mismo teorema, N es de Tipo I. Deheho de manera análoga, por el teorema 4.2.4 si M es de Tipo II entones
N es de Tipo II. Por último siM es de tipo III por de�niión todo sumandodebe ser de Tipo III.(2) Si suponemos queM es k-nosingular ontinuo de Tipo T , entones por3.2.9 ada fator es ontinuo. De heho también por ese mismo teorema Mαes Mβ-inyetivo. Por 2.8 ada fator es k-nosingular. Más aún por el inisoanterior, ada fator es de Tipo T .Ahora si suponemos que ada fator es k-nosingular ontinuo y ademástenemos que son inyetivos relativos para ada α 6= β, por el teorema 2.8M esontinuo y por 2.10M es k-nosingular. Más aún por 4.1.19M se desomponeen M = MI⊕MII ⊕MIII donde ada fator (por lo anterior) es k-nosingularontinuo de Tipo T . De heho son totalmente invariantes, por lo que paraada α ∈ Λ se tiene que por 1.24

Mα = (Mα ∩MI) ⊕ (Mα ∩MII) ⊕ (Mα ∩MIII).



66 La estrutura de los módulos k-nosingularesPor lo que si Mα es de Tipo T entones Mα ⊆ MT para toda α ∈ Λ. Por loque M ⊆MT , por lo que M es de Tipo T on T = I, II, III.Lema 4.2.7. SeaM = M1⊕M2 un módulo k-nosingular ontinuo, tal queM1y M2 son inesindibles. Entones M1
∼= M2 (en este aso son asi-inyetivos)o M1 y M2 son ortogonales .Demostraión. Por 4.1.3 para todo mo�smo no ero ϕ : M1 −→ M2 se tieneque Nucϕ es un sumando direto deM1. Entones Nucϕ = 0 o Nucϕ = M1 ytambién Imϕ es un sumando direto deM2 por lo que Imϕ = 0 o imϕ = M2.Así M1

∼= M2 o Hom(M1,M2) = 0. En onlusión M1
∼= M2, por lo tanto

Hom(M1,M2) = 0 y Hom(M2,M1) = 0.Para el aso uando Hom(M1,M2) = 0 y Hom(M2,M1) = 0, si se suponeque existe un mor�smo no ero ψ : M
′

−→ M2 donde M ′

≤ M1, omo M1 y
M2, son inyetivos relativos ese mor�smo puede ser extendido a un mor�smode Hom(M1,M2) lo que es un absurdo por hipótesis. Por lo que M1 y M2son ortogonales.Teorema 4.2.8. Sea M un módulo k-nosingular ontinuo on una desom-posiión en una suma direta de inesindibles. Entones M es de Tipo I y esisomorfo a una desomposiión M ∼=

⊕

α∈ΛN
(Xα)
α donde ada fator es ine-sindible y Nα, Nβ son ortogonales para toda α 6= β. Más aún, si |Xα| ≥ 2,

Nα es asi-inyetivo para toda α ∈ Λ.Demostraión. PongamosM =
⊕

α∈ΛMα, desomposiión deM en inesindibles.Entones en partiular, Mα ⊕Mβ es k-nosingular ontinuo para toda α 6= βy así por el lema anteriorMα
∼= Mβ oMα y Mβ son ortogonales. Ahora bien,ordenando por bloques la desomposiión, obtenemos una desomposiión de

M omo M ∼=
⊕

α∈ΓN
(Xα)
α , donde Nα no es isomorfo a Nβ si α 6= β. Noteque si hay más de un bloque se debe tener que son ortogonales por el lemaanterior. En partiular, si hay mas de un fator en un mismo bloque se tieneque Nα es asi-inyetivo y M es de Tipo I por de�niión, ya que ada fatores inesindible omo se quería.Para los módulos de Tipo III veremos que se tienen distintas arateri-zaiones. La siguiente proposiión será de gran ayuda.



4.2 Módulos k-nosingulares ontinuos de Tipo I, II y III 67Proposiión 4.2.9. SeaM un módulo k-nosingular ontinuo y suponga que
M no tiene sumandos diretos abelianos no ero , entones existe una familia
{Mi}i∈N

de sumandos diretos de M tal que M (n)
n

∼= M para todo n ∈ N.Demostraión. Primero veamos que para todo sumando direto N de M ,existe un sumando direto N ′

≤ N tal que N ′ ∼= P (n) para algun módulo P .Obsérvese que por de�niiónN no puede ser inesindible, ya que si lo fueraseráa abeliano y por hipótesis M y N no tiene sumandos diretos abelianosno ero. Sea K1 un sumando direto de N no ero y pongamos N = K1⊕K2.Así por 4.1.7, K1 no es totalmente invariante en N y Hom(K1, K2) 6= 0.Tomemos un mor�smo ϕ : K1 → K2. Como N es k-nosingular ontinuo porla Proposiión 4.1.3Nucϕ es un sumando direto deK1 y por la propiedad C2la imagen Imϕ es un sumando direto de K2. Entones K1/Nucϕ ∼= Imϕ,además K1/Nucϕ es un sumando direto de K1 por lo que K1/Nucϕ ⊕
Imϕ ∼= (Imϕ)2. Así obtenemos lo deseado un sumando direto N1 de N onla propiedad de que N1 = P1 ⊕ P1. Como N fue arbitrario, por induiónse sigue que existe Nk ≤ N sumando direto tal que Nk

∼= P
(2k)
k para algúnmódulo Pk. Eligiendo una k su�ientemente grande tal que 2k ≥ n, existe unsumando direto de N digamos N ′ tal que N ′

k
∼= P

(n)
k .Fijemos un natural n ∈ N y onsideremos la familia A de oleiones desubmódulos de M , {Nα}α∈Γ ⊂ SubR(M) tal que {Nα}α∈Γ es independiente,

Nα es sumando de M y Nα
∼= P (n) para algún módulo P y todo α ∈ Γ.Ordenando parialmente a A on la ontenión y observando que A es novaío ya que ontiene al sumando que aabamos de onstruir, se tiene que Aumple las hipótesis del lema de Zorn. Podemos onsiderar un máximo de esafamilia, digamos C ′ . Ahora por la propiedad C1, se tiene que ⊕N∈C′ N ≤ess

M
′ , donde M ′ es un sumando direto de M . Pongamos M = M

′

⊕M
′′ . Sisuediera que M ′′

6= 0 entones existe un sumando direto (por lo anterior)de él, digamos N ′′ , tal que N ′′ ∼= P (n) para alguna n. Poniendo C
′

∪
{

N
′′
} setiene que el onjuto anterior ontradie la máximalidad de C

′ . Por lo tantose debe de tener M ′′

= 0. Se sigue que ⊕N∈C′ N ≤ess M por lo que sionsideramos la ápsula inyetiva de M , se tiene que:
E(M) = E(

⊕

N∈C
′

N) ∼= E(
⊕

P (n)∼=N

P (n)).Además
(E(
⊕

P )(n)) ∼= (E(
⊕

P ))(n) ∼= E(
⊕

P )(n) ∼= E(n).



68 La estrutura de los módulos k-nosingularesAsí se tiene que E(M) =
⊕

1≤i≤nEi, donde Ei ∼= E. Más aún, por elteorema 3.2.7, M =
⊕

i(Ei ∩ M), por ser M ontinuo. Además por 3.2.9
M ∩Ei yM ∩Ej son inyetivos relativos y de heho E(M ∩Ei) = Ei ∼= Ej =
E(M ∩ Ej) . Entones por 3.1.10 M ∩ Ei ∼= M ∩ Ej para toda i 6= j. Por loque en de�nitiva se tiene Mn = M ∩E1 y asi M ∼= M

(n)
n , omo se quería.Corolario 4.2.10. Si M es un módulo k-nosingular ontinuo de Tipo II o

III, entones M es uadrado y de heho M es auto-inyetivo.Demostraión. Como M es de Tipo II o III entones M no ontinenesumandos abelianos no ero y así por la Proposiión anterior M ∼= M1 ⊕M1.Como M es ontinuo por hipótesis es M-inyetivo, por 3.2.8.Teorema 4.2.11. Un módulo k-nosingular (asi)ontinuoM es de Tipo IIIsi y sólo si todo sumando direto N ≤ M es puramente in�nito. De nuevoen este aso, M es M-inyetivo.Demostraión. Si suponemos que todo sumando direto deM , digamos N espuramente in�ntio, es deir, N no tiene sumandos diretamente �nitos. Porde�niión de Tipo III M es de Tipo III.Reíproamente, observemos que la a�rmaión basta probarla para Mpuesto que todo sumando es k-nosginular ontinuo de Tipo III.Ahora, omo M es de Tipo III, M no tiene sumandos diretamente �ni-tos. Por el teorema 3.2.14, parte (1), E(M) no tiene sumandos diretamente�nitos. Consideremos la familia A de oleiones de submódulos de E(M),
{Nα}α∈Γ ⊂ SubR(E(M)) tales que {Nα}α∈Γ es independiente,Nα es sumandode E(M) y Nα

∼= Nα ⊕Nα para toda α ∈ Γ.Ordenando parialmente a A on la ontenión y notando que esa familiano es vaía puesto que E(M) es puramente in�nito, se tiene que (A,⊂)umple las hipótesis del Lema de Zorn. Así hay máximos. Sea C
′ uno de talesmáximos. Como E(M) es inyetivo, se tiene que ⊕N∈C′ N ≤ess E1 ≤ E(M)donde E1, es un sumando direto de E(M). Si ponemos E(M) = E1 ⊕

E2, se tendría que si E2 ontiene sumandos puramente in�nitos no ero porla proposiión 5.7 en [2℄, existe un sumando direto N ′

≤ E2 tal que espuramente in�nito y N
′

⊕ N
′ ∼= N

′ . Por lo que se tendría que la familia
C

′

∪
{

N
′
} umple las propiedades anteriores y esto ontradie el heho deque C

′ sea máxima. Por lo tanto E2 no tiene sumandos puramente in�nitos.Por ende, todos los sumandos no ero de E2 son diretamente �nitos asi



69por hipótesis, E(M) no tiene sumandos diretamente �nitos. En de�nitiva
E2 = 0 y así

E(M) = E(
⊕

N∈C′

N) ∼= E(
⊕

N∈C′

N ⊕N) ∼= E(
⊕

N∈C′

N) ⊕ E(
⊕

N∈C′

N).Entones E(M) ∼= E(M)⊕E(M). Luego por la parte (1) del teorema 3.2.14,
M ∼= M ⊕M . Por último, se tiene que M es M-inyetivo por 3.2.8.
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