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Introduccion

En el transcurso de la historia de la Humanidad diversas culturas han interpretado
y tratado de dar razones acerca del movimiento de los cuerpos. Por ejemplo, para
poder medir el tiempo con los cuerpos celestes, los primeros astrénomos desarrollaron
modelos empiricos con base en las regularidades observadas en el paso de los astros
por el cielo. Sin embargo, fue hasta el siglo XVII en que se dio la interpretacién
adecuada de las causas del movimiento. Intrigado por las leyes de la caida de los
cuerpos descubiertas por Galileo, por las leyes de Kepler, y por el movimiento de los
astros, Isaac Newton formulé la forma clasica de la interaccién gravitacional.

El problema central de la Mecéanica Celeste es el estudio del problema de n cuerpos.
Se puede decir que el problema de n cuerpos fue formulado por primera vez en 1687
con la publicacién de los Principia de Newton. Es en este contexto que las leyes
de la mecanica juntamente con la ley de gravitacién universal permiten traducir
en ecuaciones diferenciales los movimientos de los cuerpos celestes, y por lo tanto
ser estudiados desde el punto de vista de un sistema dindmico. Es decir, como las
soluciones de las ecuaciones diferenciales en el espacio de fases.

El problema de 2 cuerpos es completamente integrable y se conocen todas sus
soluciones, las cuales son secciones conicas. Sin embargo, el problema de n cuerpos
para n > 3 es un problema abierto.

Un camino para estudiar el problema de n cuerpos es el estudio de o6rbitas
periddicas, las cuales son importantes porque estan definidas para todo tiempo t
y satisfacen la condicién x(t) = z(t + T) para alguna 7" > 0, llamada periodo.
La construcciéon de estas orbitas puede ser realizada usando el principio de minima
accion, el cual describiremos en este trabajo.

El célculo de variaciones consiste en encontrar extremos (maximo, minimo o punto
silla) de funciones cuyos dominios estan en un espacio infinito dimensional: el espacio
de curvas.

La funcién Lagrangiana L(z,&) es la diferencia de la energfa cinética 1|&|* y la
energia potencial —U(z), y el funcional de accién A(x) es la integral del Lagrangiano.
Denotamos por V' como el espacio de configuracién. Usualmente éste es definido como
un subespacio de (R?*)™ ¢ (R3)" con centro de masa fijo en el origen. Introducimos el
espacio de Sobolev X = H'([0,T], V) como el espacio de curvas cerradas o lazos en el
espacio de configuracién, las cuales tienen periodo minimo 7', donde T' es un nimero



real positivo. Luego, definimos el funcional
T
A:x SRU{oo), A() :/ L(x(t), & (t))dt,
0

como el funcional de accién, donde z : [0,T] — V. Luego los puntos criticos
del funcional de accién dan origen a las ecuaciones de Euler-Lagrange, y como
consecuencia las soluciones del problema de n cuerpos definido por & = VU(x), son
el conjunto de curvas “extremales” del funcional de accién. Esto es conocido como
el principio de minima accion. Luego los puntos criticos del funcional de accion del
espacio de trayectorias X son soluciones periddicas del problema de n cuerpos, pero
posiblemente con colisiones.

El funcional de accién es coercitivo si toma valores infinitos cuando el momento
de inercia Z se hace grande. Esta propiedad asegura que los minimos absolutos del
funcional sean finitos. Existen dos caminos naturales para asegurar la coercitividad
y evitar que los puntos criticos no se alcancen en el infinito: restricciones topolégicas
(pueden ser homolégicas u homotépicas) y restricciones de simetria.

Por otro lado, existen varias razones por las cuales los métodos variacionales no
son muy usuales en el estudio de soluciones del problema de n cuerpos.

e El funcional de accion del problema de n cuerpos no es coercitivo, de tal forma
que el minimo puede ser alcanzado en el “infinito”.

e El minimo puede ser alcanzado en una orbita con colisién.

Si X es un espacio de Banach reflexivo, Xy C X es un subconjunto débilmente
cerrado, y la accién A # 400, es semicontinua inferiormente y coercitiva, entonces el
Teorema de Tonelli garantiza la existencia de minimizadores (ver [28]).

La primera utilizacién de este método en el problema de n cuerpos fue realizada
en una nota de Poincaré que data de 1896 (ver [22]). Poincaré estudié los minimos de
la accién para el problema de 3 cuerpos en el plano con un potencial de tipo “strong
force” (es decir, U, = 1/|z|* con o > 2) en una clase de homologia del espacio de
configuraciones médulo rotaciones. Mds precisamente, €l se intereso en las soluciones
periddicas, de tal forma que después de un cierto tiempo 7', la configuracién de los 3
cuerpos es igual a la configuracién inicial, salvo rotaciones.

Por el Lema de Du Boid Raimond, los puntos criticos del funcional de accién en un
subconjunto Xy C X son también soluciones del problema de n cuerpos, garantizando
que existen suficientes “variaciones admisibles” en X,. Si este subconjunto tiene la
propiedad de que todos los puntos criticos de A(x) son soluciones del problema de n
cuerpos, entonces es llamado subconjunto admisible.

Se dice que un conjunto Xy C X satisface la condicién no central (NC) con indice
v si todo elemento z € X, satisface la desigualdad

2(0) - (7)) < (L= w)[x(0)] - [2(7)]
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para algin 7, € (0,7] y v € (0,2], la cual da informacién del dngulo formado por la
posicion inicial z(0) y la posicién después de un tiempo 7., z(7;).

Se demuestra que si Xy es un subconjunto débilmente cerrado de X, y satisface la
condicién no central, entonces el funcional de accién tiene un infimo en X.

Luego, se debe tomar un subconjunto admisible con la condicién no-central, y
considerar el problema de minimizacion del funcional de accién en este subconjunto.
Con estas condiciones podremos encontrar puntos criticos del funcional de accién que
resuelve el problema de los n cuerpos.

Por otro lado, si imponemos condiciones de simetria al espacio de érbitas podemos
buscar soluciones periddicas con la simetria dada.

Sea p la representacién ortogonal de algin grupo G en el subespacio X. El
funcional de accién restringido al espacio de elementos p—invariantes tiene un conjunto
de puntos criticos, llamados puntos p—criticos. Usando el criterio de Palais [21], si
la accién A(z) es p-invariante entonces los puntos p—criticos son puntos criticos del
funcional en todo el espacio X.

En el Capitulo 2 veremos que las érbitas periddicas en el problema de 2 cuerpos
son elipses. Nos referiremos a éstas como elipses Keplerianas, dentro de las cuales
se incluyen las elipses degeneradas llamadas orbitas de colision—expulsion, las cuales
son segmentos de recta con punto final en el origen. Estas representan las soluciones
con colision del problema de 2 cuerpos. A lo largo del capitulo, se estudia el método
de minimizacién de la accién para la buisqueda de soluciones periddicas del problema

de Kepler. Es decir, buscamos soluciones peridédicas de la ecuacién mi = aﬁ
T (m «

en X. En este caso la accién es A(x) = / §|x(t)\2 + =@ dt y buscamos sus
0 x

minimizadores en el espacio de lazos X = H'([0,T],C) de periodo T que dan k
vueltas alrededor del origen. En 1977, en [16] Gordon demostré que para k = £1, los
minimizadores son exactamente las soluciones elipticas de periodo Ty excentricidad
arbitraria, mientras que si k # 0, =1 los minimizadores son soluciones de tipo colision—
expulsion. La convexidad de la accion garantiza que una sucesion de érbitas con varias
colisiones y expulsiones en un intervalo de tiempo T tienen una accién mayor que la
asociada a una solucién con una tnica expulsion-colision durante el mismo periodo de
tiempo, excluyendo con esto que los puntos criticos sean érbitas con colisién. Ademas,
todas las elipses de periodo T tienen la misma accién, la cual es una funcion del eje
mayor de la elipse, de la energia y del periodo. Por lo tanto hay toda una familia
de minimizadores que comparten el mismo valor de la accion. En la frontera del
conjunto de esta familia estan las érbitas de colision—expulsién.

Cuando n > 3 los movimientos més simples son los llamados homograficos, y son
tales que la configuracién no cambia con el tiempo. Si x € R™ param = 1,2, 6 3
estos movimientos necesariamente son de tipo Kepleriano; si en particular la energia
1|&[?=U(z) es negativa, la solucién es periddica, y cada cuerpo se mueve describiendo
una elipse de igual excentricidad.



Una solucién coreografica del problema de n cuerpos es una solucién periédica
cuya oOrbita es unién de curvas, y cada una de esas curvas es una trayectoria de al
menos dos cuerpos. Si existe s6lo una curva, entonces todas las masas van una tras
otra haciendo un lazo. En este caso la coreografia se llama coreografia simple.

Exceptuando la solucién de triangulo equildtero Lagrangiano con masas iguales,
no habia sido posible dar algiin ejemplo de soluciéon coreogréafica para el problema
de 3 cuerpos, hasta el ano 1993, en que fue descubierta la 6rbita en forma de figura
ocho. Esta érbita fue primero encontrada numéricamente por Chris Moore [18], y
posteriormente A. Chenciner y R. Montgomery [9] demostraron su existencia por
métodos variacionales.

El Capitulo 3 estd dedicado a estudiar la demostracion de la existencia y
configuracion de una curva libre de colisién, la cual minimiza la accién del problema
plano de 3 cuerpos con masas iguales, y ademdas une una configuracién colineal
de Euler (E3), con otra configuracién isésceles (M;) en el tiempo T = 12T.
Esta curva comprende un doceavo de la solucién en forma de ocho. En otras
palabras, imponiendo ciertas simetrias a la érbita y usando los métodos variacionales
demostraremos la existencia de una solucién periédica del problema plano de 3
cuerpos libre de colisiones, y por ultimo demostraremos que la configuracion de la
orbita tiene la forma de ocho, donde el punto de autointerseccién de la curva esté en el
origen, y coincide con el centro de masa. A lo largo del periodo T, las tres masas pasan
a través de las configuraciones colineales de Euler de forma periddica, alternando con
configuraciones isésceles. En resumen, damos los detalles de las demostraciones del
articulo [9], complementando con técnicas proporcionadas en la tesis doctoral de
Kuo-Chang Chen [5] y el articulo de Gordon [16] .



Capitulo 1

Problema de n cuerpos

Consideremos n particulas de masa m; > 0 moviéndose bajo la accién gravitatoria de
Newton en el espacio tridimensional R? con n > 1. Dadas posiciones y velocidades
para las n particulas, calcular sus posiciones y velocidades para todo tiempo ¢ (es
decir caracterizar la totalidad de los posibles movimientos) es lo que se conoce como
el problema de n cuerpos.

A partir de las leyes de la dindmica de Newton las ecuaciones de movimiento de
las n particulas son n ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden definidas
en un conjunto abierto de R3, dadas por:

mkik:a(ku(x), k=1,...,n (1.1)

donde z;, € R? es la posicién de my, y

U(x) = U(SL’1, RN 71’”) = Z mim;

1<i<j<n

|2 — ;]

es el negativo de la funcién potencial. Por simplicidad nos referiremos a éste
simplemente como el potencial.

Seax = (z1,...,2,) YY = (Y1,...,yn) € R3. El sistema (1.1) puede ser escrito
como

i = My,
= VU(x) (1.2)
donde M = diag[my, my, mq, ..., my,, m,, m,| es la matriz de masas. Las ecuaciones

(1.2) son llamadas ecuaciones de Hamilton de (1.1), y definen un sistema dinamico
en RO, Existen 10 integrales cldsicas que permiten reducir la dimensién del espacio



fase a una variedad de dimension 6n — 10 (llamada variedad integral):

n

Z(mkxk — tyg) 3 componentes del centro de masa
kil

Z Yk 3 componentes del momento lineal
k=1

Z T X Yk 3 componentes del momento angular
k=1

H = K(M™'y) —U(x) integral de energia

donde K(#) = K(M™ly) = %yTMfly es la energia cinética. La integral de energia
H = H(z,y) es llamada funcién Hamiltoniana de (1.1).

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el centro de masa esta en el
origen:

k=1

El espacio de configuracion o de posiciones V' de (1.1) es un espacio vectorial de
dimensién 3(n — 1), el cual consta de todos los z € R que satisfacen la ecuacién del
centro de masa (1.3).

Sea {e;, ey, e3} la base canénica de R3. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que el vector momento angular tiene la misma direccién que e3. Ya que
el sistema (1.1) es invariante bajo rotaciones (una accién SO(2) en la variedad
integral) alrededor del eje e3, la dimensién del sistema puede ser reducida a 6n — 11
por el cociente de las simetrias de rotacion. Si M denota la variedad integral, la
variedad integral reducida y el espacio de configuracién reducido se definen como
M =M/SO2)y V =V/SO(2), respectivamente.

La variedad integral M = M (h,w) dependiente de la energia total i y el momento
angular w es una subvariedad de dimensién 6n — 10 del haz tangente TV en V., y M
es una subvariedad 6n — 11 dimensional de la subvariedad T'V.

El problema de n cuerpos esta resuelto para n = 2.

En el caso del problema plano de n cuerpos, tenemos 6 integrales clésicas en
lugar de 10. La variedad integral reducida y espacio de configuracion reducido son de
dimensién 4n — 7 y 2n — 3, respectivamente. En particular, el problema de 2 cuerpos
reducido al problema de Kepler es completamente integrable.

Sea A = {x = (z1,...,x,) € (R*)" : 2; = x; para alguna i # j} es el conjunto de
colision. ANV es el conjunto de singularidades del campo vectorial en TV definido
por (1.2). Al menos que se especifique otra cosa, cuando hablemos de una “solucién”
de (1.1) nos referiremos a soluciones sin colisién, es decir soluciones en V' '\ A.

El problema de 2 cuerpos esta completamente resuelto, porque puede ser reducido
al llamado problema de Kepler, cuyas soluciones son secciones coénicas: circulos,
elipses, parabolas e hipérbolas. Sin embargo el problema de 3 cuerpos (n = 3)

6



presenta una dificultad mayor que el problema de 2 cuerpos, y la compresion de su
dindmica aun esta lejos de ser entendida. Muchos de los resultados obtenidos para el
problema de 3 cuerpos pueden ser generalizados para n > 3.

Debido a la dificultad de resolver el problema de n cuerpos para n > 3, siguiendo la
idea de Poincaré, un enfoque consiste en buscar y estudiar propiedades de soluciones
periddicas, es decir, soluciones z(t) tales que z(t) = z(t + T'), donde T es llamado
periodo.

1.1 Soluciones periédicas del problema de n cuer-
pos

Existen dos importantes clases de soluciones periddicas : soluciones homograficas y
soluciones coreograficas.

e Soluciones homograficas

Una solucion homogrdfica del problema de n cuerpos es una solucion donde la
configuracion de los n cuerpos permanece semejante para todo tiempo t. En la
Figura 1.1 cada particula se mueve sobre una orbita eliptica, en todo momento la
configuracion es de un triangulo equilatero, es decir, podra variar de tamano pero
nunca de forma. Una solucién homografica es llamada homotética si la configuracién
no tiene rotaciéon. Si una solucién periddica homografica es rigida en el sentido
de que la configuracién de los n cuerpos permanece congruente a su configuracién
inicial, entonces es llamada equilibrio relativo. Un equilibrio relativo es un equilibrio
del sistema (1.1) en un sistema de coordenadas rotatorio. Existen movimientos
homotéticos y equilibrios relativos en el problema plano de n cuerpos, asi como otros
movimientos homograficos, las llamadas configuraciones centrales.

Figura 1.1: Solucién homografica de 3 cuerpos.



Definicién 1.1. Se dice que n cuerpos forman una configuracion central

x = (x1,...,7,) en el tiempo ¢, si existe un A € R tal que
ou
i, =—, 1<j5<n.

Es decir, cuando las posiciones son proporcionales a sus velocidades. Si
1 n
2
I(z) = 5 > milzi|
i=1

es el momento de inercia, se cumple

—U(x)

A= 27 (x)

< 0.

Equivalentemente,

VU(x) = A\VZ(x).

Notemos que el potencial U(z) es una funcién homogénea de grado —1, y se

U
verifica que \ = —21(5)), de tal forma que la anterior identidad se puede escribir
x
como

2Z(z)VU(z) + U(z)VI(x) = 0.

Luego,  es una configuracién central si y sélo si es un punto critico de U := v/ZU.

La propiedad mas simple que caracteriza a una configuracion central es que define
un movimiento homotético si las velocidades iniciales son elegidas convenientemente,
por ejemplo si todas son cero. Por otro lado, notemos que U es una funcién
homogénea de grado cero y es invariante bajo transformaciones ortogonales, de tal
forma que dos configuraciones centrales son equivalentes si estan relacionadas por
dilataciones y transformaciones ortogonales. Como consecuencia, cuando se habla
del niimero de configuraciones centrales, lo que significa es el nimero de clases de
equivalencia de configuraciones centrales, o equivalentemente, el nimero de O(3)-
6rbitas de configuraciones centrales en la esfera de configuracion (o esfera de las
formas, elipsoide de masas): S =V NZ (1) donde S es la (3n — 4)-esfera para el
problema espacial de n cuerpos y es una (2n — 3)-esfera para el caso plano.

Las configuraciones centrales son importantes en mecénica celeste por varias
razones. Cuando las n particulas tienden a colision o se escapan al infinito, las
posiciones de las particulas tienden a una configuracién central, [25]. Ademads, la
topologia de las variedades integrales M(h,w) C TV cambia en una configuracién
central.

Para el problema de 3 cuerpos, existen exactamente 5 configuraciones centrales:
dos tridngulos equilateros de Lagrange, y tres configuraciones colineales o de Euler.



En 1767 Euler encontré orbitas periddicas colineales, en las cuales los 3 cuerpos
de masas arbitrarias se mueven a lo largo de una linea recta. Posteriormente, en 1772
Lagrange descubrid, que para el problema de 3 cuerpos, existe un equilibrio relativo
en forma de tridngulo equilatero, ver la Figura 1.2.

Figura 1.2: Configuracién de Lagrange.

e Soluciones coreograficas

Una solucion coreogrdfica (coreografia) del problema de n cuerpos es una solucién
periodica que es unién de curvas cerradas, cada una de las cuales es la trayectoria
de al menos dos cuerpos. Si ésta es una tnica curva cerrada entonces la solucién es
llamada coreografia simple, ver la Figura 1.3.

. . l l

Figura 1.3: Ejemplos de coreografias simples y no simples.

Una 6rbita Kepleriana eliptica es una coreografia si y sélo si las dos masas son
iguales. El primer ejemplo de coreografia en el problema de los 3 cuerpos es el
triangulo equilatero de Lagrange con masas iguales.



1.2 Resultados previos

En esta seccién presentamos algunos resultados de Analisis Funcional que son
necesarios en las demostraciones de algunos resultados fundamentales para este
trabajo.

Definicién 1.2. Un espacio vectorial normado (X, | - ||) es un espacio vectorial
(sobre un campo K, que puede ser real o complejo), equipado con una funcién
| -] : X — Rt U{0} llamada norma, la cual cumple:

i) ||z]| > 0 donde = € X, la igualdad se cumple si y sélo si x = 0,
ii) || Az|| = |A|||x| para toda z € X y A € K,
iii) ||z 4+ y|| < ||lz|| + ||ly|| para toda z,y € X.

Ejemplo 1.3. Espacios normados.

1. C%a,b) :={f:[a,b] =K | f es continua en [a,b]} con || f|| = |f|o = max |f(x)].

2. C'a,b] = {f : [a,b] =K | f es continuamente diferenciable en [a, b]} con

_ - !
I71= 17 = max ()| + ma | /(2)].

, _ _ b ) 1/2
3. Cla,b] con ||| = If 2= | [ f(@)da)

Proposicién 1.4. Todo espacio vectorial normado es un espacio métrico, es decir,
si || - es la norma de X, entonces la funcion d(-,-) : X x X — RT U {0} definida
por d(z,y) = ||x — y|| satisface:

i) d(z,y) =0,

i) d(z,y) = d(y, z),

iii) d(z,z) =0,

w) d(z,y) #0 siz #y,
v)d(z,y) <d(z,z)+d(zvy),

para todo x,y,z € X
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Definicién 1.5. (Convergencia Fuerte) Una sucesién {z,} en un espacio vectorial
normado X, converge fuertemente si existe un elemento x € X tal que,

lim ||z, —z| = 0.

n—oo

Se dice que x es el limite fuerte de {z,} y se denota como lim x, = x, 6 simplemente
n—oo
Tp — T.

Definicién 1.6. Un espacio métrico es completo si toda sucesién de Cauchy converge
(fuertemente) en X.

Definicién 1.7. Si X es un espacio vectorial normado y completo, entonces X es un
espacio de Banach.

Ejemplo 1.8. Espacios de Banach.

1. Los espacios de funciones C°[a, b] con la norma |f|o y C*[a, b] con la norma | f|
son espacios de Banach.

2. C%a,b] con la norma || f||o no es un espacio de Banach ([4], pagina 38).

Definicién 1.9. Sea X un espacio vectorial (sobre un campo K, que puede ser real
o complejo). Un producto interior de X es una funcién (-,-) : X x X — K la cual
cumple:

i) (x+y,2) = (2,2) +(y, 2),

ii)(cz,y) = c(z,y),

iii) <$’y> = (y,x),
iv) (z,z) >0siz#0
para todo x,y,z € X yce K.

Proposicion 1.10. Todo espacio vectorial con un producto interior define una norma

dada por || - || = /().

Definicién 1.11. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial completo con la
métrica definida por el producto interior.

Observacion 1.12. Cada espacio de Hilbert es un espacio de Banach con la norma
inducida por el producto interior que tiene asociada el espacio de Hilbert.
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Ejemplo 1.13. El espacio

Ila.b] = {f(@)con [ |f(@)dr < oo}

donde la integral es tipo Lebesgue, equipado con el producto interior

b
(f.9) = [ F(@) - gla) da
es un espacio de Hilbert, ver [15].

Se designa por X* al espacio dual de X, es decir el espacio de todos los funcionales
continuos sobre X. Si X un espacio normado entonces el espacio dual X* esta
equipado con la norma

1f]

x+= sup |[f(z)].

zeX, =<1
Definicién 1.14. Sean X y Y espacios de Banach. Un operador T : X — Y es
acotado si existe una constante ¢ > 0 tal que ||T'(z)|| < ¢||z|| para toda =z € X.

Teorema 1.15 (Representacion de Riesz). Todo funcional lineal acotado F en un
espacio de Hilbert X puede ser representado en términos del producto interior, es
decir,

F(z) = (z,0)
donde v es unico y depende de F, y tiene norma ||v|| = ||F|.
Demostracion. Ver la demostracién en [15] pagina 189. O

1.2.1 Convergencia débil

En un espacio de Banach (X, || - ||), hablamos de la topologia fuerte cuando ésta es la
generada por la norma del espacio || - ||, es decir, los abiertos son unién arbitraria de
bolas abiertas de X y diremos que la topologia fuerte es la topologia inducida por la
norma || - ||.

El siguiente teorema nos dice que hay pocos conjuntos compactos en espacios de
dimension infinita con la topologia inducida por la norma.

Teorema 1.16 (F. Riesz). Sea X un espacio vectorial normado equipado con la
topologia fuerte, tal que bola unitaria Bx = {z € X : ||z|| < 1} es compacta. Entonces
X tiene dimension finita.

Demostracion. Ver la demostracién en [4] pagina 92. O
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Es decir, la bola unitaria Bx en un espacio de Banach de dimension infinita
nunca es compacta con la topologia fuerte, asi concluimos que los conjuntos cerrados
y acotados, con la topologia fuerte, de un espacio de Banach en general no son
compactos, habremos de introducir una nueva topologia en la que se cumpla esto.

Las dos topologias de mayor importancia en espacios de Banach, son la topologia
débil y la topologia débil*, recibiendo dichos nombres por ser las topologias mas
débiles que la inducida por la norma, es decir, tienen menos cantidad de abiertos.
Estas topologias estan més relacionadas con la estructura lineal.

La topologia débil se puede definir en cualquier espacio vectorial normado, en
cambio, la topologia debil* sélo se define en los espacios duales, aunque esto tltimo
tiene como compensacién que la bola unitaria en el espacio dual resulta ser débil*-
compacta.

Definiremos una topologia particular para un espacio normado X, denotada por
o(X,X*). Sea f € X*, se designa por ¢y : X — K a la funcién definida por
o¢(z) = f(x) con K =R o K =C.

Definicién 1.17. La topologia débil sobre X, denotada por o(X, X*), es la topologia
menos fina (con un niimero minimo de abiertos) sobre X, tal que todas las aplicaciones
{¢s} rex+ son continuas.

Se dice que una sucesién {z, } converge converge débilmente a un elemento z € X
si la sucesién converge en el espacio (X, o(X, X*)) y se denota por z,, — z.

Lema 1.18. Sea {z,} una sucesion débilmente convergente en un espacio normado
X. Entonces:

i) El limite débil x de {x,} es dnico.
ii) Toda subsucesion de {x,} converge débilmente a .

i11) La sucesion {||x,||} es acotada.

Demostracion. Ver la demostracién en [15], pagina 258. O

Definicién 1.19. Sea €2 un subconjunto de X. Decimos que 2 es débilmente cerrado
si para toda sucesién {z,} en Q tal que x,, — z, se cumple que = € Q.

Si f € X*yx e X denotaremos a f(z) por (f,x).

Proposicién 1.20. Sea {x,} una sucesion en X. FEntonces x, — x si y sdlo si
(f,2a) — {f, ), para toda f € X",

Lema 1.21 (Convergencia fuerte y débil). Sea {z,} una sucesion en un espacio
vectorial normado X, entonces se cumple lo siguiente:
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i) Si{x,} converge fuertemente, entonces converge débilmente al mismo limite.
ii) Sidim X < oo, entonces la convergencia débil implica la convergencia fuerte.
Demostracion. Ver la demostracién en [15] pdgina 259. O

Definicién 1.22. Sea X un espacio de Banach, decimos que un funcional F': X — R
es secuencialmente débilmente semicontinuo inferiormente, si dada una sucesion tal
que z,, — x, se cumple que F(x) < liminf F(x,).

n—oo

Lema 1.23. Sea {z,} una sucesion en X. Entonces se satisfacen las siguientes
afirmaciones:

i) Si x, — x entonces ||z| <liminf ||z,||, es decir la norma es secuencialmente
n—oo
débilmente semicontinua inferiormente.

i) Si x, — x y f, — [ converge fuertemente en X* (es decir, ||f, — f|| — 0),
entonces fn(z,) — f(x).

Demostracion. Ver la demostracion en [4], pagina 36. O

Ahora, vamos a definir una topologia particular sobre el espacio dual X*, la cual
es la topologia débil*, denotada por o(X*, X). Para cada z € X, consideremos la
aplicacién ¢, : X* — K definida por ¢,(f) = f(z). Cuando x recorre a todo X,
obtenemos una familia de aplicaciones {p, },cx continuas.

Definicién 1.24. Una topologia débil*, denotada por o(X*, X), es la topologia menos
fina (con un ndimero minimo de abiertos) sobre X* de tal forma que todas las
aplicaciones {¢, }zcx son continuas.

1.2.2 Espacios reflexivos

Sea X un espacio de Banach. La inyeccién candnica del espacio X al espacio doble
dual X** = (X*)* estd dada por la funcién i definida por x — i(x) € X**, donde

i(x)(f) = f(x) paratodax € X, f € X".

La inyeccién i es lineal, y ademds es una isometria, véase [4].
Por otro lado, usando i siempre se puede identificar X con un subespacio de X**.
Decimos que X es reflexivo si i(X) = X**.

Lema 1.25. Sea X un espacio de Banach. Entonces X es reflexivo si y solo si su
espacio dual X* es reflexivo.

Teorema 1.26 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). La bola unitaria Bx» = {f € X*
Ifl| <1} es compacta en la topologia débil* o(X*, X).

14



Demostracion. Ver la demostracién en [4] pag. 43. O
Corolario 1.27. X es reflexivo si y solo si su bola unitaria es compacta en la topologia
débil.

Definicién 1.28. Sean X y Y dos espacios de Banach. Un operador T': X — Y es
compacto si para todo subconjunto M acotado de X, la imagen T'(M) es relativamente
compacta, esto es, T'(M) es compacto.

Proposicion 1.29. Sea X un espacio de Banach reflexivo y'Y un espacio de Banach.
Entonces el operador T : X — Y es compacto si y solo si toda sucesion {x,} que
converge débilmente a xo en X, x, — xo, entonces T(x,) converge fuertemente a
T(xg), T(xn) — T(x0).

Demostracion. Ver la demostracién en [29] pag. 467. O

Teorema 1.30 (Eberlein-Smulian). Sea X un espacio de Banach. Entonces toda
sucesion acotada {x,} posee una subsucesion {x, } convergente en la topologia
(X, X*) si y solo si X es reflexivo.

Demostracion. Ver la demostracion en [4] pag. 50. O

1.2.3 Espacios de Sobolev

Definicién 1.31. El soporte de una funcion continua es el complementario del mayor
abierto sobre el que f se anula. Se dice que una funcién tiene soporte compacto si el
conjunto donde no se anula, forma un conjunto cerrado y acotado, es decir, si

supp f = {z € R|f(z) # 0}

es cerrado y acotado.

Denotamos por C¥(2) el espacio de las funciones con soporte compacto, y la
k—ésima derivada continua, y equipado con la norma

If]l = sup | f(z)].
el
Ahora, consideremos p € R con 1 < p < oo, y I = (a,b). Definimos
b
LP(I)={f:1—R| f es Lebesgue medible y/ |f|P < oo}
En general, los espacios de Sobolev W1P(I) son subconjuntos de los L? y éstos
estdn compuestos por clases de equivalencia a través de la relacién ~, donde u ~ v

si y sélo si u = v casi en todas partes en I.
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Definicién 1.32. Sea I = (a,b) un intervalo acotado o no, y sea p € R con
1 < p < oo, un espacio de Sobolev W'P(I) se define como

Wt (1) = {:L‘ € LP(I)| Fy € LP(I) tal que /a:go’ = —/ygo Vo € Ccl([)}

En la definicién de WP se dice que ¢ es una funcidn test.

En este trabajo utilizaremos el espacio W2, es decir, con p = 2. Una justificacién
parcial de esto es lo siguiente. Consideremos el espacio C'(I,R"™) equipado con la
norma

l2li?2 = [ (2@ + @) ) dt,

es decir, queremos medir tanto la funcion original como su derivada en el espacio de
las funciones continuamente diferenciables en el intervalo I. Una dificultad radica
en el hecho que C' no es un espacio Banach con la norma ||z||;2. Es por ello que
trabajaremos con el espacio que resulta de su completacién, denotado por H' (I, R™)

o simplemente por H'. En [1] se demuestra que H'(I,R") es igual al espacio
WL2(I,R).

Proposicién 1.33. El espacio WP es un espacio de Banach para 1 < p < oo. El
espacio WP es reflexivo ! para 1 < p < oo y separable para 1 < p < co. El espacio
H' es un espacio de Hilbert separable.

Demostracion. Ver la demostracién en [4], pagina 121. O

En otras palabras, H' es un espacio de Hilbert que admite una base ortonormal
numerable.

Teorema 1.34 (Densidad). Sea u € W'P(I) con 1 < p < co. Entonces existe una
sucesion {u,} en CX(R) tal que u”‘[ — u en WHP(I).

Demostracion. Ver la demostracién en [4], pagina 127. O

El siguiente Teorema afirma que toda funcién de un espacio de Sobolev WP (I)
tiene un representante continuo.

Teorema 1.35. Dado u € WYP(I), existe una funcién u € C°(I) tal que v = U casi
en todas partes en I.

Demostracion. Ver demostracién en [4] pag. 122. O

! Esta propiedad es una ventaja considerable del espacio WP con respecto al espacio de funciones
de clase C1, el cual no es reflexivo.
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En ocasiones estaremos utilizando representantes continuos con la misma letra.

Como consecuencia del teorema anterior, podemos considerar la inyeccion
j : WP(I) — C°(I). La topologia uniforme en el espacio de funciones continuas
C%(I) es la topologfa generada por la norma del supremo

I fllco =sup{f(#) : t € I},
donde f € C°(1).
Teorema 1.36. Eziste una constante C' (dependiente sdlo de |I| < oo) tal que
|ullpoe(ry < Cllullwrny  para todaw € WHP(I),  para toda 1l < p < o,

dicho de otro modo WP(I) C L*(I) con inyeccion continua para todo 1 < p < oo.
Ademds cuando I es acotado se verifica

(a) la inyeccion WIP(I) C C°(I) es compacta para 1 < p < co.
(b) la inyeccion WHH(I) C Li(I) es compacta para 1 < q < o0o.
Demostracion. Ver la demostracién en [4], pagina 129. O

A partir de la Proposicién 1.29 concluimos que la convergencia débil en WhP(I)
implica la convergencia uniforme en C°(I), es decir, si x,, — zy entonces x,, — xo con
la norma del supremo. La convergencia en C°(1) se llama convergencia uniforme.

1.3 Meétodos variacionales de minimizacion

En el caso de dimension finita una manera de encontrar minimos de funciones
f X C R — R es construir sucesiones minimizantes convergentes, o bien, acotadas y
haciendo uso de la compacidad de X extraiamos subsucesiones convergentes, entonces
la continuidad de f aseguraba el minimo.

En espacios de dimension infinita, para resolver el primer problema se toma X
espacio de Banach reflexivo dotado de la topologia débil para que toda sucesién
acotada tenga una subsucesion convergente (Teorema de Eberlein-S mulian) y para
poder concluir supondremos que f es débilmente inferiormente semicontinuo en X,
un concepto mas débil que la continuidad.

Para asegurar la existencia de minimos, el subespacio a elegir debe ser de tal
forma que las sucesiones convergentes puedan ser minimizantes. Una condicién para
garantizar esto es pedir que la funcion f sea coercitivo en Xy C X.

Definicién 1.37. Un funcional F' en un espacio normado X, es llamado coercitivo en
un subconjunto Xy C X si F(x) — 400, cuando ||z|| — 400, x € X,.
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Teorema 1.38. Sea X un espacio de Banach reflexivo y M un subconjunto débilmente
cerrado de X. Dado un funcional f : X — R U {400} coercitivo y débilmente
inferiormente semicontinuo en M. Entonces f|y es acotado inferiormente y alcanza
su infimo.

Demostracion. Si f = 400 no hay nada que demostrar. Supongamos f # +o00. Sean
a = infy f < 400 y {z,} una sucesién minimizante en M, esto es, f(z,) — a.
Si {z,} no estuviera acotada, entonces existirfa una subsucesiéon {z,,} tal que
||€n, || — 400y por la coercitividad tendriamos que f(z,,) — +0o lo cual es imposible
ya que a < 400, por lo tanto la sucesién {z,} es acotada en X. Puesto que X es
reflexivo, existe una subsucesién {z,, } de {z,} tal que z,, — z( para algin z, € X.
Pero M es débilmente cerrado, por lo tanto xg € M. Por la semicontinuidad tenemos
que
F(z0) < liminf f(z,,) =
k—+o00

y asi xp es un minimo de f en M. O

Si F' es un funcional definido en un subconjunto de un espacio de Banach X,
y si queremos encontrar condiciones para que F' tenga minimo, necesitamos una
generalizacion apropiada del concepto de derivada.

Definicién 1.39. Sea X un espacio de Banach y F': X — R U {+oc} un funcional.
Supongamos que F'(z) < +oo. Decimos que F' es Gateauz diferenciable en x en la
direccion de h € X si existe L € X* tal que

lim F(x + sh) — F(x)

s—0 S

= L(h).

L se llama la derivada de Gateauzr en z y se denota por 0, F(h) = L(h).

3. F(h) es la variacion de Gateauz de F' en x en la direccién de h. En caso de que el
limite no esté definido para toda direccion h € X, se considera el subconjunto B, C X
de direcciones donde el limite exista, llamado espacio de variaciones admaisibles. La
funcién 0F(z) : B, — R es llamada variacion de Gateaux 6 primera variacion de F
en .

Si F' es Gateaux diferenciable para todo x € X, se dice que F es Gateaux
diferenciable.

Observaciéon 1.40. Notemos que si s € R es suficientemente pequeno, podemos
tomar s — F'(z + sh), y como consecuencia, si existe la variacién de Gateaux de F
en x en la direccién de h, debemos tener

d
3. F(h) = %F(x + sh) B
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Definicién 1.41. Sea F : X — R U {+oo} un funcional, y supongamos que
F(z) < 4o00. Decimos que F es Fréchet diferenciable en x si existe L € X* tal
que

F(x+h)— F(x)— L(h)

im = 0.
k][0 il

L se llama derivada de Fréchet de F en z y se denota por DF(x) = L.
La relacion entre la derivada de Gateaux y la derivada de Fréchet es la siguiente:

e Si I’ es Fréchet diferenciable entonces F' es Gateaux diferenciable y ambas
derivadas coinciden.

e Si F' es Gateaux diferenciable y la derivada de Gateaux 0F : X — X* es
continua, entonces F' es Fréchet diferenciable.

Ahora vamos a generalizar estos conceptos a espacios de Banach, de tal forma que
podamos dar la condicién necesaria para la existencia de un maximo o un minimo
local de F'en x € X

DF(z)=F'(z)=0 (1.4)

cuando F' es Gateaux diferenciable en x. Cualquier z € X que satisface la condicién
(1.4) se llama punto critico de F,y el correspondiente numero F(x) se llama valor
critico.

Si Xg C X es un subespacio de X tal que xg € Xgy DF(z0) = 0 como un funcional
lineal en T, Xy = X, entonces decimos que zy es un punto critico de F' en X.

El teorema de representacion de Fréchet—Riesz garantiza la siguiente definicion.

Definicién 1.42. Si X es un espacio de Hilbert con producto interior (-,-)x y F
Gateaux diferenciable entonces definimos el gradiente de F' en xy, como el tnico
elemento de VF(zy) € X tal que

(VF(xg),h)x = DF(x)(h)
para todo h € X.

Definicién 1.43. Un conjunto C' se dice balanceado si dado un z € C' 'y A € R tal
que |A| < 1 se tiene Az € C.

Proposicién 1.44. Sea F' : X — R U {+o0} un funcional. Supongamos que F
restringido a un subconjunto Xy C X tiene un extremo relativo finito en xg € Xy. Si
existe un conjunto balanceado no vacio B C B,, tal que xo + B C Xy, entonces

IF(x9)(v) =0

para toda v € B.
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Demostracion. Supongamos primero que zg es un minimo relativo de F'|y,. Tenemos
que zo +tv € Xy para [t| <1y v e B CB,,. Luego

F(xo + tv) — F(xo) >0
; >

para<t<ly

F(xo + tv) — F(xo) <0
P <
para —1 < t < 0. Tomando los limites laterales respectivos en ambas desigualdades
concluimos que 0F(xg)(v) > 0y dF(x)(v) < 0, por lo tanto 6F(zg)(v) = 0 para
toda v € ‘B. u

1.4 Ecuaciones de Euler-Lagrange

Introduciremos el Lagrangiano y las ecuaciones de Euler-Lagrange con el siguiente
sistema fisico (véase por ejemplo [12]). Consideremos un péndulo moviéndose en un
plano vertical en el que solo actia la fuerza de gravedad. Este consta de una varilla
de longitud [ con una particula de masa m unida al extremo inferior de la varilla.

/

o

Figura 1.4: Péndulo simple.

La posicién del péndulo se describe con el dangulo x que forma con la vertical
medido en sentido contrario a las manecillas del reloj, como se muestra en la
Figura 1.4. La componente de la fuerza gravitatoria responsable del movimiento
es perpendicular a la varilla [, la cual tiene el valor de —mgsenz, donde g es la
constante gravitatoria. Por lo tanto, por la segunda ley de Newton, tenemos que la
ecuacion del movimiento es

mi = —=senx (1.5)
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donde z € St. St es llamado el espacio de posiciones. El Lagrangiano, denotado por
L, asociado a la ecuacién (1.5) es simplemente la diferencia entre su energfa cinética,
K, y su energia potencial, U, es decir,

L(:c,i)zK—Uz%\i‘P%—%cosx (1.6)
el cual estd definido sobre el haz tangente TS' = S! x R de la variedad S!. TS! es
llamado espacio de posiciones y velocidades. Observemos que %L(:c, T) = —9senxy
también 4L [(z,i) = 4mi = mi. Por lo tanto,

d d d
——L(x, %) = —L(x,2). 1.
o gL t) = - L(z, &) (1.7)

La ecuacion (1.7) es llamada la ecuacion de Euler-Lagrange asociado al Lagrangiano
(1.6). Consideremos un numero 7" > 0, entonces el funcional de accion asociado a
(1.6) es

F(z(t) :/OTL(x(z),j;@))dz:/OTZ|¢(t)|2+?cosx(t) dt.

El objetivo de esta seccion es demostrar que los extremos relativos del funcional de
accion son soluciones de la ecuacion de Euler-Lagrange. Es decir, si x es un minimo
6 maximo de F' entonces z = x(t) es solucién de la ecuacién de Euler-Lagrange.
Iniciemos por considerar el caso general, sea f : R" X R" x R - RU {400} y T >0
un numero fijo. Entonces

F(z) = /OTf(x(t),m'(t),t) dt (1.8)

donde z € C*([0, T],R™).
Para obtener la derivada de Gateaux del funcional F' supondremos lo siguiente

reX=H'Y(0,T],2), [feC(QxR"xRR) (1.9)

donde €2 es un subconjunto abierto de R" y ademaés que
L ralr), a(0).1) € (0, 7] B (1.10)
B. = {h € C([0,T],R") : h(0) = h(T), [souT]% |h| < €} (1.11)

Lema 1.45. Sea F,f,X,B. como en (1.8),(1.9), (1.10) y (1.11). Entonces la
variacion de Gateaux del funcional F' en x € X en la direccion h € B, es

5,F(h) = /OT (;Ef(:c,j;,t) - @(t)) hdt (1.12)
donde ¢,(t) = [y 2 f(x(7),&(7), T)dT.
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Lema 1.46 (Lema de Du Bois-Reymond). Sea ¢ > 0 y B. como antes, si
H e ([0, T],R") y

T .
/ H(t) - h(t)dt =0
0
para cualquier h € B, entonces existe ¢ € R™ tal que H(t) = ¢ para toda t € [0,T].
Demostracion. Sea ¢ = & [ H(t)dt y h(t) = + [{(H(T)

es continuamente diferenciable cuya derivada es h(t) = &(H(t) — ¢) y ademds
h(0) = R(T) = 0. Escojamos K > 0 tal que supy s |h| < €. Entonces h € B,

y

c)dr. Claramente h

/OT|H(t) —cldt = /OT(H(t) — ) (H(t) — c)dt

T :
= K [ (H(t)—c)-h(t)dt
0
T .
= —K | c-h(t)dt
0
= —K(c-h(T)—c-h(0))
= 0.
Por lo tanto, |[H(t) — c|* = 0 en [0,T]. Luego, H(t) = ¢ para toda t € [0, T]. O

Teorema 1.47. Sea F, f,X,B. como en (1.8),(1.9), (1.10) y (1.11). Supongamos
que F' restringido a un subconjunto Xy de X tiene un extremo relativo en x, y
x4+ B, C Xy para algin € > 0, entonces

d 0 . 0 :
g o @020, 0) = o f(x(1), i(1). 1) (1.13)
para toda t € [0,T].

La ecuacién (1.13) es llamada la ecuacion de Fuler-Lagrange del funcional F'.

Demostracion. Sea x el extremo relativo de F' restringido a Xy. Por la Proposicion
1.44 y el Lema 1.45 tenemos que

5, F(h) = /OT ((%f(x,ga,t) - qu(t)) hdt =0

para cualquier h € B.. Ahora, por el Lema 1.46, existe ¢ € R" tal que para obtener

% (x,2,t) — ¢ (t) = ¢, o equivalentemente,

O pwit) = [ 2 fa(r),i(r), 7)d
—flx,2,t) — | —f(z(7),2(r),7)dT =c

az” 0o Ox ’ ’

para cualquier ¢ € [0,T]. [y 2 f(z(7),&(r),7)dr es diferenciable con respecto a la
variable ¢, luego % f(x,2,t) también. Por lo tanto, la ecuacién de arriba implica la
ecuacion de Euler- Lagrange (1.13). O
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Ahora consideremos el problema de n cuerpos (1.1). Sea V el espacio de
configuracion y

X = HY([0, T}, V) = W(0,7], V) (1.14)
El Lagrangiano L(x,%) de x € X esta definido por
1 im;
L&) = K@) +U@) == mlag2+ Y 20 (1.15)
2 k=1 1<i<j<n ij

donde r;; = |x;—x;|. Sea @ = V\ A, donde A es el conjunto de colisiones. Claramente
2 es abierto. Si z(t) € Q para cualquier ¢ € [0, 7] entonces L satisface (1.9) y (1.10)

El funcional de accion A : X — R U {400} de (1.1) en el intervalo [0,77] estd
definido por

A= /OTL(x,y'c) dt (1.16)

Proposicién 1.48. Las ecuaciones de Euler-Lagrange del funcional de accion (1.16)
son (1.1).

Demostracion. Por el Teorema 1.47 las ecuaciones de Euler-Lagrange del funcional
(1.16) son
d 0 0

——L(x(t),z(t)) = =—L(x(t), z(t

L), (0)) = 5 L(s(0). (1)
para k= 1,2,...,ny L es como en (1.15). Puesto que la energia cinética K (&) y la
energia potencial —U(x) dependen unicamente de & y x respectivamente, tenemos

d 0 0

L %K) = —U(x).
Fero d o d o d

0t D T8 = Gy g el = gy = i,
luego,
. 0 U(x)
miiy = —U(x).
KR = g

]

Observemos que el Lagrangiano (1.15) es una funcién definida en el haz tangente
(r,y) € TV = V x R¥" VD la cual es diferenciable excepto en z € A. Si
z(t) € V\ A para toda t € [0, T], entonces para algin € > 0 suficientemente pequeno,
x(t) + h(t) € V' \ A para cualquier t € [0,T] y h € B, donde

B.={hcCY[0,T],V) : h(0) = h(T), Su% |h| < €}. (1.17)

0,1

Una consecuencia inmediata del Teorema 1.47 es el siguiente
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Corolario 1.49. Sea X, A,B. como en (1.14), (1.16) y (1.17). Supongamos que
existe un extremo relativo en x de A en un subconjunto Xy de X. Six + B, C Xy y
x(t) € V\ A para toda t € [0,T], entonces x(t) es una solucion de (1.1).

Supongamos que Xy es un subespacio de X y x un punto critico de F' en Xq. Si
x + B, C Xy entonces x(t) resuelve (1.1) cuando x(t) € V' \ A.

Por lo tanto, el problema de encontrar soluciones sin colisiéon ¢ mas especificamente
soluciones periddicas sin colisiéon de (1.1) es transformado en un problema de
encontrar extremos relativos del funcional de accién A restringido a un subconjunto
Xo de X, véase la Observacion 1.50. Por el Teorema 1.38, para mostrar la existencia
de tales extremos relativos es necesario que Xy y A cumpla con

e El subconjunto X, sea débilmente cerrado en X,
e ¢l funcional A sea secuencialmente débilmente inferiormente semicontinuo

e y coercitivo en Xj.

T
Observacién 1.50. El funcional de accién A(x) = / L(x,2) dt (asociado al pro-
0
blema de n cuerpos) restringido al espacio X = H'([0,T],V) 6 H'(Sy, V) con Sy :=
[0,7]/{0,T}, no alcanza su minimo. Para demostrar esto, observemos que A(z) > 0
para toda x € X, ahora consideremos la sucesién (1" (¢), . .. ;20 (1)) € (R®)™ definida
por
™ (4) = (k cos(2mi/k), k sen (2mi k), 0).

Esta sucesion z(*) es divergente y A(z*)) — 0 cuando k — 4o00. Luego infzx A = 0,
es decir, el infimo no se alcanza en X.

Para aplicar el Teorema 1.38 al sistema de ecuaciones que corresponde al problema
de n cuerpos, es necesario probar la semicontinuidad débil inferior del funcional de
accion correspondiente. Iniciemos con el siguiente lema.

Lema 1.51. La accion Lagrangiana es débilmente inferiormente semicontinua en X.

Demostracion. Sea x*) = (chk),xék), ...,z una sucesién en X la cual converge
débilmente a = (21, 2, ..., x,). Basta considerar el caso lim inf;_ ., A(z®) < +o0.

Entonces, existe una subsucesién *) de z*) tal que ¢ = lim;_., A(z*™)) < +o0.
Sin pérdida de generalidad trabajaremos con la sucesién original z®), es decir,
supondremos que ¢ = liminfy_. A(z*). Por lo tanto, la sucesién A(z®) esta
acotada por una constante C' > 0.
k) . _ k) _ (k) k ; R
Sea r;;’ = |x; x;"|, entonces r7; converge uniformemente a 7y = |z; — x5,
puesto que la inclusiéon X < C°([0,T],V) es compacta (Teorema 1.36). Para

cualquier par i, 7, 1 < i < j < n, la sucesién % es acotada en L'[0,T] puesto
ij

que A(x™®)) es acotado.
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Sea E;; = {t € [0,T] : r;;(t) # 0}. Demostraremos que E;; tiene medida de
Lebesgue g1 completa. Supongamos lo contrario, sea x;; = p([0,7] \ Ei;) > 0. Sea

€ij = —a—% y Nij € N tal que Hrfjk) — 1ijllco < € cuando k > N;;. Entonces

T
mw):/LwQNwt
0

> [ T
0 Tij
1
[0,T\E;; Tij
Z mimj/iij _ C,
Gij

lo cual es una contradiccion.

Sobre E;; la sucesién —= converge a - puntualmente, por el Lema de Fatou
¥

T

T
/ﬁgmmflﬁ
0

k
Tij k—o0 0 T'L(j )

Usando el hecho de que la norma es secuencialmente débilmente inferiormente
semicontinuo (Lema 1.23) tenemos

sl = llz 3 — eIz < limint [1257]5 = 2] ..
T
Puesto que ||zF — z||2, = / (z® — z) - (2™ — ) dt y ademés por la convergencia
0
uniforme ||z — z|| — 0 tenemos que 2* converge a x en L%([0,T], V). Entonces
. k e (R
lim inf |7 — [l2;]132 = lminf )7,
Por lo tanto,
22 < liin |57
k—o00
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En consecuencia,

ry & _ MM
Aw) = [ S mlal+ 3 T

j=1 1<i<j<n  Tij
12 2 m;my;
= Sy millile X[ A
]:1 1<i<j<n 2
< - Zm] hmlnf ||x HLz + > hmlnf/ Zm] dt
1<i<j<n Z]
< 1 msz dt

§hm1anijx HLz—i—hmmf >

1<i<j<n /0 Tij

< h]gnmfA(as ).

Esto demuestra el Lema. O

1.5 Principio de Palais

En esta seccién relacionaremos los puntos criticos del funcional de accién (1.8) con
la simetria de un subespacio Xy de (1.9). Es decir, consideraremos elementos del
subespacio Xj los cuales tienen cierta simetria y ademds son puntos criticos del
funcional de accion en algin subespacio de Xy. El resultado principal de esta seccion
(Teorema 1.54) afirma que también son puntos criticos de Xy. Para esto es necesario
hablar de la accién de un grupo sobre un conjunto, en particular sobre una variedad
diferenciable.

Definicién 1.52. Sea G un grupo multiplicativo con elemento identidad e. Se dice
que G actia (por la izquierda) en una variedad diferenciable X cuando existe una
funcion 0 : G x X — X, llamada accion de G en X que satisface

1. Para cada g € G la funcién 6,(x) : X — X dada por 6,(x) = 6(g,x) es un
difeomorfismo y 6, = Idx

2. Si h,g € G entonces 0y, = 0}, 0 0,

Es comin denotar a 6(g, x) simplemente por gz, asi tenemos que las propiedades
1y 2 se pueden escribir como ex = z y (hg)x = h(gx). Una consecuencia inmediata
de las propiedades es (6,)"! = 6,1

Sea Diff(X) el grupo difeomorfismos de X en X con la operacién composicién. La
funcién p : G — Diff(¥) dado por p(g) = 6, define un homomorfismo de grupos
llamado homomorfismo inducido por 6.

Consideremos un funcional F' sobre un espacio de Banach X;. Supongamos que
un grupo G actia sobre X a través de la accion 6. Consideremos al homomorfismo
p : G — Diff(Xy) inducido por la accién. Tenemos la siguiente definicién
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Definicién 1.53. Diremos que un funcional F': Xg — RU{+00} es p-invariante en
Xy si F(p(g)x) = F(z) para cualquier z € X, y para cualquier g € G. El conjunto

X5 :={reXy: p(g)r=x paratodage G}

es llamado p-invariante en Xg. Los puntos criticos de la restriccién F| x¢ son llamados
puntos p-criticos en X.

Xf es un subespacio de Xy si p es una representacion lineal, es decir, si p(g) es un
automorfismo lineal para toda g € GG. Es natural preguntarse si los puntos p-criticos
son en realidad puntos criticos del funcional F'. Una respuesta parcial a esta pregunta
es el siguiente Teorema el cual es un caso especial del Principio de Simetria de Palais

([21], pag. 23).

Teorema 1.54. Sean F, X como en (1.8) y (1.9) respectivamente. Consideremos
la restriccion de F en un subespacio Xy de X. Sea G un grupo que actua sobre
Xo a través de la representacion ortogonal p : G — GL(Xy). (GL(Xy) es el grupo de
automorfismos lineales en Xy ). Supongamos que F es p-invariante en Xo y es Fréchet
diferenciable en x € X,.

(a) Six € X[ es un punto p-critico de F' en Xo, entonces x es un punto critico de
F en X,.

(b) Sean f y B, como en (1.9), (1.11). Si Xo+*B. = X, para algin € > 0, entonces
un punto p-critico de F' en Xo resuelve la ecuacion de Euler-Lagrange (1.13).

Demostracion. Por simplicidad denotaremos a la restriccion de F' en Xy por F'.

Iniciemos por demostrar (a). Por ser F' p-invariante, y haciendo uso de la regla
de la cadena, tenemos que F' es Fréchet diferenciable en p(g)z para cualquier g € G
y su derivada es

DFE(z) = D(F o p(g))(x) = DF(p(g)z) o p(g).
Consideremos el gradiente VF(z) de F' en z. Entonces

(VFE(x),h)gn = DF(x)(h)
= DF(p(g9)z)(p(9)h)
(VE(p(g)x), p(g)h)
= (p(9) "V F(p(g)x), h)

para toda g € G, h € Xo. Por lo tanto p(¢9)VF(x) = VF(p(g)x). Por ser z
p-invariante, p(g)VF(x) = VF(x) para toda g € G. Asi VF(x) € X{. Puesto que z
es punto p-critico de F' en Xy, VF(z)h = (VF(z),h) = 0 para cualquier h € X{j, en
particular para h = VF(z), luego VF(z) = 0. De esta manera concluimos diciendo
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que los puntos criticos de F restringida a X} son en realidad puntos criticos de F' en
XO.

Ahora vamos a la demostraciéon de (b). Por el inciso (a) todo punto p-critico de
F |z, y del Teorema 1.47, x resuelve las ecuaciones de Euler-Lagrange. O]

1.6 El problema de n cuerpos y la condicién (NC),
En esta seccién mostraremos un criterio general para la existencia de minimos.

Definicién 1.55. Sea X = H'([0,T],V), el subconjunto X, C X satisface la
condicion de (NC'), en X, v € (0,2] si para toda = € X, existe algin 7, € (0,7], tal
que

2(0) - x(7) < (1= w)[x(0)] - [2(7:)]. (1.18)

Es claro que la ecuacion anterior es valida para v < 0, y falsa para v > 2
(por la desigualdad de Cauchy—Schwartz). Ademads, el hecho de que v € (0,2] es
independiente de z € X, esto garantiza que las curvas en X, deben desviarse de
su posicién inicial en un cierto dngulo. En este sentido la ecuacién (1.18) es una
condicion no central, la cual prohibe que las curvas se muevan sélo a lo largo de la
direccion central.

Teorema 1.56. Sea X, L, A, B, definidas como en (1.9), (1.8) y (1.11). Supon-
gamos que Xg es un subconjunto débilmente cerrado de X que satisface la condicion
(NC), para algin v € (0,2], entonces A es coercitivo y alcanza su minimo en Xy. Si
ademds el minimo x € Xy satisface que v + B, C Xy para algin € > 0, entonces x es
solucion de (1.1) siempre que x(t) € V' \ A.

Demostracion. Sea x € Xy y consideremos la funcion

1) = — .
(z) Shggfgﬂmsl) z(s2)]

Ya que X, satisface la condicién (NC'),, escogemos un 7, € (0,7] tal que se
satisfaga
2(0) - (7)) < (1 = v)[z(0)] - [2(72)]-

Consideremos primero el caso donde z(0) # 0 y x(7,) # 0. Sea 6 el dngulo entre z(0)
y ©(7), 6 € [0, 7] (ver la Figura 1.5).

Luego, ¢ = |z(0) — x(7:)| > |z(0)|send y la igualdad se cumple sélo cuando
x(0) — x(7,) es perpendicular a z(7,). Por hipdtesis tenemos que

2(0) - 2(re) < (L= w)[x(0)] - [2(7)],
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Figura 1.5: |2(0) — z(7;)| - sen¢ = |z(0)| - send

o equivalentemente,

O alT) oy,

|2(0)] - [ (7)]
Ya que x(0) - z(7;) = |2(0)| - |x(7:)| cos O, tenemos que cos# < (1 — v). Realicemos el
estudio en varios casos.

e Caso 1. Si cosf > 0 tenemos que

cos?f < (1 —v)?
1—sen?0<1—2w+1°

sen 20 > 2u — 12

senf > \/v(2—v):=C,

Entonces |2(0) — z(7,)| = |x(0)| send > C,|z(0)| y por lo tanto |x(0) — z(7,)| >
Cy|z(0)].

e Caso 2. Si v = 2. En este caso tenemos que cosf < —1, § = 7, ya que
|cos @] < 1. Esto implica que z(7,) y z(0) son paralelos, luego x(7,) = Cz(0),
con C' < 0. Entonces, z(0) — z(7,) = x(0) — Cz(0) = (1 — C)z(0), y por lo
tanto |x(0) — z(7,)| = (1 — C) |z(0)| > |z(0)| pues C < 0.

e Caso 3. 1 < v < 2. Esto implica que cosf < 1 — v < 0 lo cual implica
que /2 < 0 < 7, y se sigue que z(7;) - £(0) < 0. Ademds tenemos que
|2(0) — (7)) > = |2(0)|* — 22(72) - 2(0) + |z(7,)|> > |2(0)|?, pero v < 1 con lo
cual tenemos |x(0) — z(7;)| > |z(0)| = 1 |z(0)| > C,|z(0)|.

e Caso 4. 0 < v < 1. Aqui tenemos que 0 < 1 — v, asi como cosf < 0 con
0 € (5, 7. Ya que x es continua, podemos elegir un nuevo 7, tal que

cosf >0 y cosf<1—w.

Con lo cual el resultado se sigue del Caso 1.
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Observemos que si z(0) = 0 6 z(7,) = 0, tenemos
|2(0) — 2(72)| = [2(0)] = C,[z(0)].
En conclusién, tenemos que en cualquiera de los casos siempre se cumple:

|2(0) — z(72)| = Culz(0)].

Notemos que |z(0)| < W, y por lo tanto para toda ¢ € (0,7 se cumple
— 1
z(t)] < |z(0 +5:USM+5:U§—+1 o(x).
C C

Ahora, elevando al cuadrado e integrando, tenemos

2

/ " a2t < ((; +1) 8T

Por otro lado, aplicando la desigualdad de Cauchy—-Schwarz obtenemos la siguiente

desigualdad
T 2 T
52(x)§</ |:i;|dt> gT/ i |2dt.
0 0

Finalmente la norma de Sobolev es acotada por la accién, pues se cumple:

T T
|zl|2, = /0 |x]2dt+/0 i |2dt

1 ? 2 e
< (+1> 5() T+/ | 2dt
C, 0
1 2 T T
< [+1} TT/ |x’|2dt+/ || 2dt
C, 0 0
<

1 g T
KCVH) T +11/O |2t

< i [(é + 1>2T2 + 1] A(z)

donde m = min;{m;}. Esto implica que s ||z||3: — oo entonces A(x) — oo, es decir,
A |x, es coercitivo. Entonces por el Teorema 1.38 y Lema 1.51, el funcional de accién
A restringido a X, alcanza su minimo.

Siz € Xy es un minimo tal que x + B, C Xy para alguna ¢ > 0, entonces por
el Corolario 1.49, x es solucién de las ecuaciones (1.1) del problema de n cuerpos,
siempre que z(t) € V \ A. Con esto queda demostrada la segunda parte del
teorema. [
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Ejemplo 1.57. SiV = Cy Xy = {x € X : 2(0),iz(T) € R}, entonces X, es
débilmente cerrado y satisface la condicién (NC), (escogiendo 7 = 7, = T') para
todo = € X, entonces la ecuacién (1.18) se satisface con v = 1. Por el Teorema 1.56,
A alcanza su minimo en X, y tal minimo resuelve las ecuaciones de movimiento (1.1)

siz(t) e V\A.

Ejemplo 1.58. Sea X; el espacio de orbitas cerradas antisimétricas en X =
HY([0,T],V), es decir

X ::{xE%:x(t):—x(t—i-%) donde()gtgg}.

X, es débilmente cerrado y satisface la condicién (NC)s: elegimos 7 = 7, = %, para
todo = € X;, entonces la ecuacion (1.18) se satisface con v = 2. Como consecuencia,
el funcional de accion A alcanza su minimo en X;, y tal minimo resuelve la ecuacién
de movimiento para el problema de n cuerpos si z(t) € V' \ A.

Observacién 1.59. La simetria z(t) = —z(t + ) es llamada simetria italiana en [6]
y [7] ya que ella fue introducida y estudiada por un grupo de matematicos italianos
coordinados por V. Coti Zelati, ver [11], [10] y [26].
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Capitulo 2

El problema de 2 cuerpos

Newton resolvié el problema de 2 cuerpos reduciéndolo al problema de Kepler el cual
es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que describen el movimiento de
una particula bajo la accién de atraccion gravitatoria de la otra particula fija en el
origen. En otras palabras, el vector x = x9 — 21 satisface el problema de Kepler

dx? x

a2z~ P
donde 1 = my + ms y todas sus soluciones son secciones conicas con un foco en el
origen. Las soluciones periédicas son elipses, y entonces nos referimos a éstas como
elipses Keplerianas, que incluyen elipses degeneradas, algunas veces llamadas érbitas
de colision-expulsion, las cuales son segmentos de lineas con un punto final en el
origen. Estas representan soluciones con colision del problema de 2 cuerpos.

2.1 Leyes de Kepler

Consideremos el problema de 2 cuerpos con masas my y my. Del sistema (1.1) con
n = 2 obtenemos las ecuaciones de movimiento del problema de 2 cuerpos

0

—U k=12
8xk Y )

My =

donde U = |Zl_”;z|. El problema de dos cuerpos es llamado el problema de Kepler en
honor a Johannes Kepler quien descubrio las tres leyes del movimiento planetario.

Al derivar el potencial U las ecuaciones de movimiento quedan de la forma

X1 — T2

v = —_— 2.1
miay mymsa S (2.1)
. Ty — T2
Mmooy = —mlmgig
|21 — @9
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Consideremos el centro de masa en el origen, mix; + moxs = 0 y tomemos el
vector x = x1 — w9, relativo a las posiciones de los dos cuerpos. Por el hecho de que
el centro de masa esta en el origen, las posiciones de los cuerpos x; y zo quedan en
términos del vector z de la siguiente manera

mao
r = —=
mi + Mo

my
Tyg = ——————
my + Mo

Sustituyendo estas ultimas ecuaciones en (2.1) obtenemos una tnica ecuacion,

.. Xz
xr = (ml + mg)w

Tenemos nuestro primer resultado

Proposicién 2.1. Resolver el problema de dos cuerpos (2.1) es equivalente a resolver
la ecuacion
mi = o—r (2.2)

mima

es llamada la masa reducida y o = myms.
mi1+m2

donde r =11 — o2, y m =

De esta manera hemos convertido nuestro sistema de ecuaciones (2.1) en la
ecuacién (2.2), es decir, hemos reducido el problema de dos cuerpos a un problema
de un cuerpo equivalente, en el que inicamente debe determinarse el movimiento de
un cuerpo de masa m. Las soluciones de esta nueva ecuacién son llamadas orbitas
Keplerianas. Una vez que se haya obtenido una solucién de (2.2) podemos encontrar
los movimientos individuales de z; y 2. El Lagrangiano asociado a la ecuacién (2.2)
es o

Lz, i) = K (&) + U(z) = %W + (2.3)

|z
Veamos que el movimiento de los 2 cuerpos se realiza en un plano. A partir de
aqui denotaremos por J el vector momento angular.

Proposicion 2.2. Las orbitas Keplerianas estdn en el plano perpendicular al vector
momento dngular.

Demostracion. El momento angular, denotado por J es el producto vectorial J =
x x mi. Consideremos cualquier orbita Kepleriana z(t). Entonces, utilizando la
ecuacién (2.2) tenemos

d d

%J = %x(t) x mi(t) =z x mi = 0.
Por lo tanto J es un vector constante. Ademéas J -z = 0. Luego, todas las soluciones
de (2.2) estan contenidas en un plano perpendicular al momento angular. Il
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Es posible escribir el Lagrangiano (2.3) en coordenadas polares

L= %(ﬂ +r26?) + 2 (2.4)
T

donde z = re. Las ecuaciones de Euler-Lagrange son las siguientes

m(i —rf?) = —%,
r

mr2 = J

(2.5)

donde J = |J| es el momento angular (escalar).

De acuerdo a la segunda ecuacién, J = 0 si y sélo si hay colisién (r = 0) o el
movimiento es colineal (6 constante).

Observemos que si J # 0, entonces 6 # 0 y como consecuencia 6 = 0(t) siempre
es invertible.

A continuacion enunciaremos y demostraremos las tres famosas leyes de Kepler.
Las dos primeras leyes aparecieron en 1609, mientras que la tercera fue propuesta
en 1619, basandose en datos obtenidos de las observaciones astronémicas del danés

Tycho Brahe.

Proposicién 2.3 (Segunda Ley de Kepler). Las dreas recorridas por el radio vector
x en tiempos iguales son iguales.

Demostracién. Tenemos que mr20 = J, por lo tanto, el drea formada por el vector x
en el tiempo to — t; es

B 02 1 9 B ta 1 9 L J
A= [ 750 = /t 51 (0)8dt = (12~ 1)
donde tl = t(@l) y tQ = t(‘gg) ]

Proposiciéon 2.4 (Primera Ley de Kepler). Los planetas se mueven en drbitas
elipticas que tienen al Sol en uno de sus focos.

Demostracion. Para demostrar la primer ley de Kepler escribiremos a r en términos
de 6 y veremos que la ecuacion es la de una conica. Iniciemos por hacer el cambio de
variable u = . Considerando que ¢ = §(t) obtenemos

du 1 drdt

b = rdide



Derivando una vez maés

d*u m . dt

do? AT

mr

S Jé
m2

o o D .
= T
Ahora sumamos la segunda derivada con la funcién original y obtenemos la ecuacién
diferencial

P w1
a2z T T TR
m2r? ) J2
- 2 ( T+ m2r3>
2.2
_ mj;” (=7 + r6?)
_omAr? ( a >
g2 \mr2
mo
= ?
Hemos obtenido la ecuacidon de Clairaut
d*u mao
cuyas soluciones son de la forma
w(f) = Bcos(f — 6y) + %, (2.7)

donde B y 6, son constantes que quedan completamente determinadas a partir de las
condiciones iniciales. Luego, r y 6 estan relacionados por

P
0) = , 2.8

r(®) 1+ ecos(f — 0y) (2:8)
donde p = J?/ma y e = BJ?/ma, la cual es la ecuacién normal de una cénica de
latus rectum p y excentricidad e. Se trata de una elipse si 0 < e < 1 (en particular

de una circunferencia si e = 0), de una parabola si e = 1 y de una hipérbola si e > 1,
ver la Figura 2.1. 0

Antes de demostrar la tercera ley de Kepler veamos qué tipo de conica obtenemos
al variar la energia total de la ecuacién (2.2), denotada por H, también llamado
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~ l+ecosf

- _P (semieje mayor)
3

a
b= \/1;[17 (semieje menor)

Figura 2.1: Orbitas solucién del Problema de Kepler

Hamiltoniano. Para esto expresemos la energia total en términos de la excentricidad.
La energia total sera entonces

«

H(z,i) = K(3) — U(z) = 2 — 2. (2.9)
2 |z
Usando (2.4) y (2.5) obtenemos
H = 2242 -2
m .9 J2 «
= — - — 2.1
2 (T + m2r2> r (2.10)
En la demostracién de la segunda ley de Kepler obtuvimos que % (%) = —37, por

lo tanto




Por dltimo, utilizando la ecuacién (2.8) y reduciendo se obtiene

2
H = 2J (sten2(9 —6p) + %(1 + 2e cos(f — ) + e? cos?(0 — 90))>
m p
- Z(l + ecos(d — 0p))
J? o 1 2 a
= 5 (B + ] + P cos(60 — (90))> T aB cos(0 — 0y)

— LZ BQ—l—i _g
2m p*) p

J?’B?  ma?
2m 2.J2

ma? [ B2J*
- 272 \m2a2 !
ma?

= o575 (e —1).

Luego, la energia total queda expresada en términos de la excentricidad como

ma?

= 57 (e —1). (2.11)

Resumimos los distintos tipos de cénicas en la siguiente tabla

excentricidad | energia orbita

e=0 H = —ma?/2J? | circunferencia
0<e<l1 H<O0 elipse

e=1 H=0 parabola
e>1 H>0 hipérbola

Demostremos la tercera ley de Kepler.

Proposicién 2.5 (Tercera Ley de Kepler). El cuadrado del periodo de revolucion es
proporcional al cubo del semieje mayor.

Demostracion. Supongamos que x(t) = r(t)e?®®) es una érbita Kepleriana de perfodo
T. Sin pérdida de generalidad supongamos que 6y = 0 y que 6(0) = 0, esto siempre
es posible eligiendo apropiadamente un sistema de coordenadas y una traslacién en
el tiempo. De las ecuaciones (2.5) y (2.8) obtenemos

2

‘]T—/gﬁédt—/w g DT (2.12)
2m  Jo ~Jo (I+ecosf)2  (1—e2)3/2 '
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El semieje mayor de la elipse, denotado por a, y el latus rectum estan relacionados

por a = L. Sustituyendo a p = J?/ma y 1 — e* = —=2J°H/ma?, véase (2.11), en
la ecuacién anterior y simplificando obtenemos a = —%.
De la ecuacién (2.12) tenemos
T am?pr? p3 _ 4m?2pr? S 4mm? I
J? (1 —e?)3 J? a
de donde )
4
72 = T 3 (2.13)
a

2.2 Minimizando el funcional de accion

Sea X = H'([0,T],C), entonces el funcional de accién asociado a (2.2) estd dado por

T (m o
= et + = | dt, zeX.
Aw) = [ (G oo )
Proposicién 2.6. Sea Xy := {x € X : 2(0),iz(T) € R}, entonces A alcanza su
minimo en Xy y cualquier minimo resuelve la ecuacion (2.2), donde x # 0.

Demostracion. Observemos que Xy es un subespacio débilmente cerrado en X, esto
se da por la compacidad de la inclusion X — C°([0,T], V'), ademds es cerrado en la
topologia débil.

Sea xr € X, y consideremos la funciéon

5(x) = — .
(z) , nax |z(s1) — 2(s2)]

Ademas notemos que

5(x) 2 [2(0) = ()| = /e (O) + (D)2 = [2(0)]
Como |z(t)| — |z(0)] < |z(t) — x(0)] < é(x), entonces
|z(t)| < |z(0)| + 6(x) < 2§(z), para cualquier t € [0, 7.
Elevando al cuadrado e integrando, obtenemos
T
/ (1) [2dt < 46(2)?T
0
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Por otro lado, aplicamos la desigualdad de Cauchy—Schwarz a |z - 1],

T 2 T T
(/ |:'c-1|) < [Miapar [Mppa
0 0 0

simplificando, la desigualdad queda expresada como

T 2 T
</ |g;~-1|> gT/ i |2dt
0 0
L e 2< " lif2d
() < [T
o ¥ =7\ M) =77

Por ultimo calculamos la norma de Sobolev

finalmente

Entonces

T T T 2
ol = [ laPde+ [l < (47?4 1) [ jfae < (4724 1) (=) Adw),

de donde concluimos que A(z) restringido a X, es coercitivo. Por el Teorema 1.38 y
Lema 1.51 tenemos que A(z) |x, alcanza su minimo. Observemos que B, C X, para
toda € > 0. Ahora, por el Corolario 1.49, cualquier minimo resuelve la ecuacién (2.2)
siempre que x # 0. O

Proposicién 2.7. Sea X; = {z € X : (t) = —2(t + L), donde 0 < t < L}, entonces
A(z) alcanza su minimo en X4, y tal minimo resuelve la ecuacion (2.2), con x # 0.

Demostracion. El subespacio X; C X es cerrado en las topologias fuerte y débil. Sea
x € X;. Entonces x(0) = z(T') y = puede extenderse a una funcién periédica en R

con la simetrfa italiana z(t) = —z(t + 1), para alguna t € R, entonces
1 2 1( % ?
=i (7)o <3 ([ o)
T [tz
<= :(r)[2dr = / d
A [#(r)[PdT = 1 7)[*dr.

Por lo tanto al integrar con respecto de ¢, obtenemos

2

T 9 T T . 9
| la@Pd < 2 [z
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la norma de Sobolev es

el = [ e+ [ itar< (Toe1) [Mapar< (To4) (2) A
B o = \16 o = \16 m) T

Entonces el funcional de accién A(x) alcanza su minimo en X;.

Ahora, para verificar la ultima afirmaciéon de la proposiciéon necesitamos tener
en cuenta algunas cuestiones. Ya que el subespacio X; no contiene ningun 8., no
se puede aplicar directamente el Corolario 1.49. Considérese el siguiente espacio de
funciones

Xo={rxeX:2(0)=aT)}

Por lo tanto Xy + B, = X, para cualquier ¢ > 0, entonces el Corolario 1.49 se puede
aplicar. Obsérvese que X; C Xj el cual es invariante bajo la representacién ortogonal

p: Zy — GL(X) definida como

p(1)(2(t)) = —z (t 4 ig)

Esto es X; = Xf. El funcional A no es coercitivo en X,, entonces necesitamos
considerar los minimos de la accién en X;. Tomando en cuenta que Alx, es
p-invariante, la afirmaciéon de que cualquier minimo = € X; resuelve la ecuacién
(2.2), es consecuencia del Teorema 1.54. O

2.3 Accién de las orbitas Keplerianas elipticas y
colineales

Iniciemos con algunas definiciones necesarias para los resultados del resto del capitulo.

Definicién 2.8. [14] Sea C' una curva cerrada y orientada, definida por z(t) con
t € [a,b], y sea p un punto del plano que no esté en la curva. Entonces, la funcién
¢ : C — S! dada por
_x(t)—p

EOR)
define la aplicacion que da la posicién de la curva relativa al punto p. Cuando un
punto en C' da vuelta alrededor de la curva una vez, su punto imagen ¢(z(t)) se
moverd alrededor de S! un nimero de veces, este ntimero es llamado el grado de la
curva (numero de vueltas) C' relativo al punto p, y denotamos esto por deg(z, p).

t € la,bl,

Definicién 2.9. Si x(t) es una 6rbita T periddica de grado k, definimos el periodo

T T
minimo de la 6rbita como = La érbita - periddica se dice orbita de periodo minimo.
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Lema 2.10. Sea x una orbita Kepleriana de (2.2) con periodo minimo T. Entonces
el funcional de accion de x es

ma?r?\ "/
A(r) =3 ( 5 ) T3, (2.14)
Demostracion. Consideremos una solucién eliptica Kepleriana z(t) = r(t)e?® de

(2.2). Supongamos que tiene periodo minimo 7. El funcional de accién de esta
solucion es

Alz) = /OT L(w, ) dt = /OTK(.Q':) U ) dt
- /OT H(x, %) +2U(z)dt = HT + Z/OT Ulx) dt,

donde H(z, 1) = K(&) — U(x).
Ahora, calculemos esta tltima integral, recordando que U(z) =

T T/2 T/2 Tmax
/ U(z)dt = 2/ Ulx)dt = 2a/ At Qa/ @ (2.15)
0 0 o r(t) Pmin  TT

Para terminar de calcular la integral es conveniente introducir una variable auxiliar
1, llamada anomalia excéntrica, definida implicitamente por

r=a(l —ecos). (2.16)

La variable ¢ estd bien definida ya que es conocido que r toma el valor minimo en
r =a(l —e) y el valor maximo en 7 = a(1 + e), en cuyo caso estamos.
Despejando a 7 de la ecuacién (2.10) tenemos

2 Q J?
rl=\—(H+——
i \lm ( r 2m7’2>
Sustituyendo el Hamiltoniano H por —g-, y recordando que a = 5 y p = n‘%
obtenemos
i 2 a  a  pa
o= o2ty 3
1 2« \/ 72 a(l —e?)
= y—/-——4+r—-——"
r\ m 2a 2
Por tltimo, sustituyamos a r por a(l — ecos)), y simplificando obtenemos
I a esen
Pl=y—|———|,
ma \ 1 —ecosv
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de donde

1 1
— dr:w—ma esenw:w—ma.
7|7 a esent) a

Por lo tanto, la integral (2.15) queda expresada como

T Tmax ™
/ Ux)dt = 2a/ dr 2@/ 1/@ d = 2v/maar.
0 T 0 «

min rr

De esta manera la accién de cualquier érbita Kepleriana z(t) de periodo minimo 7T
es

A(z) = HT + 4y/maar

Finalmente, usando la tercera ley de Kepler, y H = —Z-, podemos escribir la accion
en términos de m, ay 1"

Alz) =3 (m“2”2> v T3,

Notemos que la acciéon no depende de la excentricidad e de la orbita.

Observacién 2.11. Sea x = z(t) una drbita eliptica Kepleriana T-periddica con

periodo minimo % Consideremos a y = y(t) la 6rbita T-periédica definida por

y(t) = x(f), es decir, la érbita y tiene periodo minimo 7'y ademés cumplen con

9 9 % % , 2,2 % N 9
kA(z) = 3k (mo‘;> G;) — k33 (ma;> T3 = k3 Aly) > Aly).

Es decir, la accién de una érbita con periodo minimo 7" es no es mayor que la accién
de una orbita con periodo T

Ahora consideremos las érbitas Keplerianas colineales (es decir con J = 0).
Una solucion extendida x(t) de la ecuacién de movimiento (2.2), con t € [0,7], es
una curva continua cuya trayectoria es la unién de érbitas Keplerianas y el origen.
Sea E, C [0,7] un conjunto cerrado en el cual x se anula. Por continuidad x(t)
inicia 6 termina en colisién en cada componente de [0, T]\E,, de tal forma que las
componentes de x(t) son lineas rectas, pues las érbitas Keplerianas colisionan sélo en
configuracion colineal.

La Figura 2.2 muestra una solucién extendida con una tinica componente, ademés
de una solucién extendida de dos componentes. Esta dltima tiene componentes de
periodos 17 y 15, y el periodo total de la trayectoria es T' = T + 15, la cual inicia en
el punto de reposo ¢, luego la particula va hacia el origen, emergiendo de aqui con
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Figura 2.2: Solucién extendida con una y dos componentes, respectivamente.

un angulo arbitrario para moverse hacia el punto ¢, donde toca la curva de velocidad
cero; luego en ¢ toma camino de reversa, y la trayectoria termina en ¢;.

En este contexto, consideremos el caso de drbitas de colisién—expulsién con una
unica colisién, es decir tomemos las érbitas Keplerianas que inician con velocidad
cero y se mueven hacia el origen hasta que ocurre una colision en ¢t = %, entonces las

masas después de colisionar regresan a su posiciéon inicial en t = T. Este es un caso
particular de las soluciones 7' periddicas extendidas para el problema de Kepler, las
cuales pueden ser consideradas como Orbitas elipticas degeneradas. En este caso el
momento angular es cero y el eje mayor a = |z(0)].

A partir de (2.13) y (2.16), la férmula del cuadrado del periodo (2.13) puede ser
obtenida para una de las érbitas colineales. Notemos que ésta no depende de e. Los
calculos para la accion de x son similares, esto es, ya que la colision ocurre al tiempo
%, definimos 7 = % y por tanto 7" = 27. Luego como un caso particular del Lema
2.10 tenemos

En [16], Gordon llama “piernas” a las componentes de las soluciones extendidas,
por lo tanto éstas pueden ser érbitas de colision—expulsion 6 expulsién—colisién. Si
una Orbita extendida tiene k£ componentes con tiempos de colision 7; entonces el
periodo total T' = Zle 27;.

Resumimos los ultimos célculos en el siguiente lema.
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Lema 2.12. i) Sea x(t) una drbita Kepleriana colineal extendida con periodo minimo
T, tal que satisface

o(5) =0, z(t)=a(T —1t), para todo t € [0,L], &(0)=i(T)=0. (2.17)

Entonces el funcional de accion en x estd dado por (2.14).
it) St £(0) = 0 y la orbita x(t) se mueve hacia el origen hasta que ocurre una colision
en x(1) = 0, entonces

/T L(z,z)dt = L;)(moc27r2)§7'§.
0

Observacién 2.13. Observemos que g(t) = ¢3 es una funcién convexa para

€ [0,00). Sea x una drbita periédica extendida del problema de Kepler, y sean
t; las longitudes de los componentes de E,. Si la accién de x es finita y consideramos
>-jt; =T, por convexidad se cumple

Zt}z(Zt) = T3,

J

w \

Como consecuencia la accién total satisface

(57 55

S ol
|
w
N
3
() Q
3
N——
W=
3
VR
NI
N—
W=

En particular si x es una orbita con una tnica colisién tenemos que t; = ty, = %
Luego la igualdad se cumple en la ecuacién anterior si y sélo si existe solo una colisién.
En otras palabras, la accion de las soluciones periédicas extendidas del problema de
Kepler de la forma (2.17) tienen una accién menor que las dérbitas extendidas con

mas de una colision.

2.4 El teorema de Gordon

En 1977, W. Gordon [16] demostré que los minimos del funcional de accién A en
Xr para el problema de Kepler con periodo minimo 7', son exactamente las orbitas
Keplerianas.

En esta seccién vamos a redemostrar el Teorema de Gordon dado en [16] y
caracterizaremos los minimos de la accién en el espacio de las 6rbitas cerradas (lazos)
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de grado k alrededor del origen (centro de masa). Si k = =+1, los minimos son
exactamente las elipses de Kepler.

A pesar de que el funcional de accién A no tiene minimos en el espacio X :=
HY([0,T],C) 6 Xr := H(S7,C), Sr = [0,7]/{0,T} (ver la Observacién 1.50),
Gordon demostré que cualquier o6rbita periddica Kepleriana con periodo minimo 7T
es un minimo local de la accién A en Xr. Este resultado revolucioné la aplicacién de
los métodos variacionales en el estudio del problema de los n cuerpos.

En la seccion anterior definimos el grado de una curva, la cual podemos considerar
de forma equivalente tomando deg(z;a) como el numero de vueltas que da la curva
x(t) alrededor del punto a € C.

Iniciemos por considerar el espacio de curvas cerradas (lazos) X1 en X que dan
vueltas alrededor del origen:

Xo={reXp:2(t) #0 y deg(x;0) # 0}
X5 =X U{xr e Xr: A(x) < +oo, z(t) =0 para alguna t € [0,7]}.
Consideremos los siguientes espacios ya vistos en la secciéon anterior:
Xo:={x € X:x(0), iz(T) € R},

2.18
X ={zeX:z(t)=—2(t+%) cuando 0 <t < L} (2.18)
El conjunto X3 no es subespacio y no es débilmente cerrado tanto en X como en Xrp.

Lema 2.14. Sea A° c € R denota el conjunto de nivel A~((—o0,c]) C Xr de A,
entonces

(a) A
(b) X3 es abierto en Xr,

xx es coercitivo
2 7

(c) AN X5 es débilmente cerrado en Xr para cualquier ¢ € R.

Demostracion. (a) Para cualquier x € X3, existe algin 7, € (0,7) tal que z(0) y
x(7,) estan en direccién opuesta, es decir z(0) - z(7,) = —|z(0)| - |z(7)|, por lo tanto
X3 satisface la condicion (NC')y y por el Teorema 1.56, Alx; es coercitivo.

(b) Dado que la inclusion H' < C es compacta, tenemos que para cualquier
x € X9 podemos definir €, := ||z||co, el cual es un nimero positivo y se satisface

I = yllco < Cllz = yllur <&

para alguna C' > 0 independiente de x, y para cualquier y tal que ||z — y|m < &.
Entonces y € X5 si y estd en una H! vecindad pequeiia de .

Ahora demostremos el inciso (¢). En el caso A° N X5 = () el resultado es obvio.
Luego, supongamos que A° N X5 # 0 y sea {z}} una sucesién en A°N X;. Ya
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que A° N X5 es coercitivo, obtenemos que {x;} es acotada, y aplicando el Teorema
de Banach—Alaoglu [4], existe una subsucesién de {z;} que converge débilmente a
r € Xr. Sin pérdida de generalidad supongamos que {z;} converge débilmente a
x. Notemos que como consecuencia de la compacidad de la inclusién H' — C° se
cumple z € X5. Por el Lema 1.51, tenemos

A(z) < liminf A(zy) < c.

k—o0
Entonces z € A° N X%, y por lo tanto se cumple A° N X% es débilmente cerrado. [
Ahora si, estamos en posibilidad de demostrar el Teorema de Gordon [16].

Teorema 2.15. Alx, alcanza sus minimos en las drbitas elipticas Keplerianas; es
decir, en las soluciones de (2.2), donde T es el periodo minimo.

Demostracion. Sea ¢ € R tal que A° N X5 # (). Por el Lema 2.14, Lema 1.51 y el
Teorema 1.38, el funcional de accién A alcanza su minimo en A° N X3.

Supongamos que z € X5\ X5 es un minimo de A en X3. Por la observacion 2.13 x
tiene una solucién extendida con una sola colisién en S, y ésta tiene la forma (2.17).
Por el Lema 2.12, x tiene la misma accién que una orbita Kepleriana eliptica con
perfodo minimo 7' Por lo tanto Alx; (v luego Alx,) alcanza su minimo en X,. Por
el Lema 2.10, estos minimos son dérbitas Keplerianas elipticas de (2.2), donde T es el
periodo minimo. Il
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Capitulo 3

La orbita ocho

El primer ejemplo de una coreografia simple en el problema de los 3 cuerpos fue dado
por J. L. Lagrange en 1772, la cual se obtiene al colocar tres cuerpos sobre los vértices
de un triangulo equilatero con velocidades iniciales dadas adecuadamente.

El segundo ejemplo fue descubierto cerca de dos siglos después, y es descrito por
tres masas iguales y cada una de ellas sigue un movimiento en forma de ocho. En
1993, C. Moore [18] la descubrié numéricamente, posteriormente la existencia de
dicha érbita fue rigurosamente demostrada por A. Chenciner y R. Montgomery en
1999, [9]; su demostracién estd basada en métodos variacionales.

El objetivo de este capitulo es exponer en detalle los métodos usados por A.
Chenciner y R. Montgomery en [9] para la construccién de la 6rbita ocho.

Veremos que el espacio de configuracién V' puede ser identificado con C?. Ademds,
usando la fibracién de Hopf, V' es transformado en el espacio de configuracion reducido
V =V/SO(2) = C?/S! = R3. Luego, tomando el momento de inercia constante, los
triangulos formados por los tres cuerpos, pueden ser vistos como puntos en la esfera
S?c C R3 llamada la esfera de las formas (en inglés shape sphere).

3.1 Coordenadas de Jacobi

Las ecuaciones de movimiento del problema de 3 cuerpos son

donde x;, € R? es la posicién de la masa my, y

1Mo mims maoinsg
U(z) = U(z1, 22, 23) = + + , Tij = |Ti — T
J J
712 713 723

es el potencial.
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En el problema de n cuerpos, el espacio de configuracion, denotado por V', se
define como

{x— (z1,...,2,) €R™| kaxk—()}

k=1

el cual tiene dimensién 3n — 3 puesto que el espacio de configuracién coincide con
el nicleo de la transformacién lineal 7 : R3™ — R?® dada por 7 (zy,...,7,) =
> k=1 MET-

Por lo tanto, el espacio de configuracién V es isomorfo a R3 . De manera
analoga, si el movimiento de los n cuerpos se realiza en un plano, entonces V =
R2"=1_ Para el caso de tres cuerpos, n = 3, tenemos V = R* = C2. La identificacién
del espacio de configuracion, para el caso de los 3 cuerpos, se hard a través de la
funcién de Jacobi.

(n—1)

Primero consideremos el caso espacial con x, € R3, con k = 1,2, 3. Iniciemos por
introducir las coordenadas de Jacobi, en las cuales la primera coordenada es el vector
que une la masa m; con my y la segunda coordenada es el vector que va del centro
de masa de my y mo a la masa mg.

Denotemos las coordenadas de Jacobi por &, & € R3, las cuales formalmente
estan dadas por

§1 = 29 — 1,

mq Mo
=23 — | ———= +x>. 3.2
& =m— (g (32)
)
ms3
)
&2
&1

my

Figura 3.1: El problema de 3 cuerpos en coordenadas de Jacobi.

Las coordenadas de Jacobi definen un isomorfismo llamado funcion de Jacobi,
definida como J : V — RS dada por (x1,z2,73) — (£1,&) donde myxy + mows +

20



mgxz = 0, con inversa

¢ ¢

T = — — ,

! m1+m2 ! m1+m2+m3 2
mi ms

To = —

. &1 e ———— €2, (3.3)
m1+m2

T3 = &o.

mi + Mo + M3

La energia cinética K (&) se puede expresar en términos de & y & como

K(&, &) = (M1‘51| + M| &)%)

donde M; = =2y M, = % De forma similar, el potencial U(x) puede

expresarse en términos de & y & tomando la forma

m1Mms m1m3 maoms
U(&1, &2) = + m :
‘51‘ ‘52 + m1+m2 | ‘52 m1+1’mz£1|

Las coordenadas de Jacobi pueden ser normalizadas haciendo
(21, 22) == \/ Mi&1, 1) M), (3.4)
de esta forma la funcién de Jacobi J esta dada por

21 =/ M (xz - $1)

(3.5)
29 = M2<$3—< e r1+ e 352)),

mi + Mo my + Mo

con inversa J ! dada por

mo ms 2

Ty = ,

! m1+m2 \/ 1 m1+m2+m3 VM,

ma ms Z9

To = ,

2T my+my \/_1 my + ma +my /My, (36)
. mi + mo 29

3 f—

ml—l—mg—I—mg \/MQ'

Mas adelante demostraremos que la funcion de Jacobi es una isometria. La energia
cinética y el potencial en términos de z; y 25 estan dados por

L. 1. )
K(21, %) = §(|Zl| + [ 2a]),

1Mo/ M1 m17Tl3\/ 4 mgmgv

m2

U(Zl7 22) =

|22 — Z\

51



3.2 El problema plano de 3 cuerpos

A partir de esta seccion estaremos considerando el caso en que el movimiento de los
3 cuerpos se lleva a cabo en un plano, es decir z;, € R2 2= C, con k = 1,2,3. En este
caso el espacio de configuracién es

V = {2 = (z1,72,73) € C* : myzy + moxy +mazs =0}

y puede ser identificado con C? a través de la funcién de Jacobi J : V — C2.
Equipamos a V' con el producto escalar total Hermitiano. En el caso de masas
iguales a uno, éste es

3
(z,y) = Tpyp = v -y + iw(z,y)
k=1

donde w(z,y) es el momento angular. Las partes real e imaginaria son el producto
escalar total y la estructura simpléctica total, respectivamente..

Las ecuaciones (3.1) son invariantes bajo rotaciones, es decir si (z1,22,23) es
solucion al problema de 3 cuerpos, entonces (A(z1), A(z2), A(z3)) también es solucién,
donde A € SO(3).

A continuacion introducimos el espacio de configuracion reducido, el cual reduce
en uno la dimensién de V. Para realizar esto damos una relacion de equivalencia en
el espacio de configuracién V' con ayuda del grupo de rotaciones SO(2) C SO(3).

Iniciemos considerando al grupo de rotaciones SO(2) en R?, el cual es isomorfo
al grupo unitario U(1) = S' = {z € C,|z| = 1}, que consiste de todos los niimeros
complejos de médulo 1, y tal que estda equipado con la multiplicacién de nimeros
complejos como operacién de grupo. Este isomorfismo esta dado por

cos(2mf) —sen (276) 2
A= ( sen (270)  cos(270) ) e (3.7

Ahora vamos a definir una relacién de equivalencia en V. Decimos que z =
(21, T2, x3) estd relacionado con ' = (z, x4, 2%) en V, x ~ 2/, si existe un elemento
A € S0(2) tal que Ax = 2/, es decir A(zy) = z), para k =1,2,3.

El espacio de configuracion reducido, denotado por f/, es el conjunto de las clases
de equivalencia de V bajo la relacién ~, es decir, V = V/~. En otras palabras, vV
se define como el espacio de érbitas de V' donde actia el grupo SO(2), denotado por
V/SO(2), es decir, el espacio cociente que se obtiene con la accciéon SO(2) x V. — V
dado por (A, (z1,x2,x3)) — (Azy, Azy, Axs).

Ahora veamos cudl es la relacién de equivalencia en C2. Usando el isomorfismo
de Jacobi (3.6), as{ como el isomorfismo de grupos (3.7), la relacién en C? estd dada
de la siguiente forma: (z1, 22) esta relacionado con (21, z5) si existe § € R/Z tal que

(€270 €20 2,) = 270 (21 2} = (2, 2).
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3.3 La fibracion de Hopf

La identificacion del espacio de configuraciéon reducido se hara con ayuda de la
fibracién de Hopf, la cual es un objeto matematico que fue estudiado por Hopf en 1931
[13], el cual le permitié determinar el tercer grupo de homotopia de una 2-esfera y
mostré, en particular, que es un grupo no trivial, exhibiendo una aplicaciéon adecuada
de la 3-esfera a la 2-esfera. En pocas palabras podemos resumir esto diciendo que

entre estas esferas existe una fibracién.
La fibracién de Hopf es la funcién K : S* — S? definida por

K(a,b,c,d) = (a® +b* — & — d*,2(ad + be), 2(bd — ac)),

donde el espacio base es S?, el espacio total S? y la fibra es S!.
Si hacemos z; = a + ib, zo = ¢ + id la fibracion de Hopf en términos de ntimeros
complejos esta dada por K (21, 22) = (|21|> = |22|%, 22120) = (uy, ug+iug) = (uy, us, uz).
Ahora, verifiquemos que la funcién K aplica la esfera S® en S?.

(21, 22) 2 = (|21]? = [22]?)? + 4171 [?| 22|
= a1l + 221?22 + | 2/*
= (|2 + |22*)?
— ((l2+b2+02+d2)2
=1.

Por lo tanto, K(z) aplica la esfera unitaria S* de C? en la esfera unitaria S en el
espacio euclidiano R3.

Entenderemos por la funcion de Hopf como la extensién de I definida en todo
C2. Si no causa confusién continuaremos denotéandola con la misma letra, es decir,
K : C?> — R3. Notemos que la funcién de Hopf es invariante bajo la relacién ~, es
decir, si (21, 22) estd relacionado con (21, z5) entonces K(z1, 29) = K(21, 25). Luego, K
induce una funcién K : C?/St — R? definida por K([z1, 22]) = K(z1, 22), donde [21, 29|

es una clase de equivalencia bajo esta relacién. Se tiene que K es un homeomorfismo.
Como consecuencia, tenemos la siguiente composicion de funciones

(21, T2, x3) > (21, 22) — [(21, 22)] — (uq, ug, us).

Por lo tanto, el estudio de la dindmica del problema de los 3 cuerpos en el plano,
puede visualizarse como el movimiento de puntos en R3.

3.4 El espacio reducido

Consideremos coordenadas esféricas en el espacio reducido V = R?

(uy, s, us) = (1% cos p cos O, r? cos g sen §, r? sen ).
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Las esferas de radio r = ¢ > 0 son conocidas como esferas de las formas (en inglés
shape sphere). A lo largo de este trabajo denotaremos por S? a la 2-esfera unitaria
de las formas de radio r = 1.

O isdsceles

O colineal

coliineal ; @® colision doble

A iridngulo equildtero

3 1
v

Figura 3.2: La esfera de las formas S?.

La Figura 3.2 es debida a R. Moeckel [17], y relaciona las configuraciones del
problema de 3 cuerpos con puntos en la esfera. En la figura, M, representa tridngulos
isosceles con la j—ésima masa a igual distancia de las otras dos. Enseguida damos
unas observaciones las cuales se desprenden de la descripcién geométrica de los puntos
en S7.

e Notemos que %ug = Im(Z122) = e3 - (21 A 22), por lo tanto, %Ug es el drea con
signo del paralelogramo generado por zi,2; € C. Por otro lado, el area con
signo del tridngulo formado por los 3 cuerpos en C con vértices x1, o y =3 €s
A = les- (z2 — 1) A (x5 — x1). Usando (3.2) podemos escribir esta drea como
A = %63 &N (& + %61) = %63 &1 A &. Ahora, usando (3.4) ésta toma la

-l .1 — 1 /mitmotms , |
forma A = Jes e N2 = gy e es (21 A 2z9).

Por lo tanto, el area con signo del triangulo con vértices x1, x2 y o3, en términos

de u3 estd dada por la ecuacién A = 1, /matmedma,,.  Fp particular, us = 0
4 mimoms )

si y sélo si la configuraciéon es colineal. Luego, las colisiones se encuentran

localizadas en el ecuador. Podemos concluir, que el area es positiva si y sélo

si 21 Az (6 (x2 —a1) A (x5 — 1)) es un multiplo positivo del drea estandar

formada por e; A es.
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e Los tridngulos del hemisferio superior (uz > 0) con vértices (xy,x2,x3) tienen
orientaciéon positiva, 6 equivalentemente (zo — x1) A (23 — 1) es un multiplo
positivo del area formada por e; A eg; mientras que en el hemisferio inferior, los
triangulos tienen orientacién negativa.

e El polo norte (¢ = 7) corresponde a la configuracién de un tridngulo equilatero

con orientacién positiva; y el polo sur (p = —
de un triangulo con orientacién negativa.

T

5) estd asociado a la configuracion

3.5 El problema de minimizar

Consideremos el problema plano de 3 cuerpos con las tres masas iguales, m; = my =
ms3 = 1. En este caso las ecuaciones de movimiento son:

0
iy = —U k=1,2,3 3.8
L aCUk (]}')7 ) & ( )
1 1
donde z, € R? y U(x) = — + — + —. En este caso el espacio de configuracion es

12 13 723
V = {(21, 29, 23) € (R?)® : 21 + 29 + 25 = 0}

y el funcional de accion es
1, ., 1
A@):/O S|4 — 4+ — + —dt (3.9)

para algin 7 > 0. Consideremos el espacio X = H'(S7 V), donde T = 12T y
Sz = [0,T]/{0,T}. Estamos interesados en considerar trayectorias en el espacio X
definidas para todo tiempo t € R, asi como aquellas soluciones periddicas que son
extendibles.

A partir de ahora, denotaremos por E; a la configuracion de Euler con la i-ésima
masa en medio de las otras dos, y por M; a la configuracién de tridngulo isésceles con
la j—ésima masa a igual distancia de las otras dos. Ahora, consideremos el problema
de minimizar la accién A sobre el subespacio vectorial Xy de X, donde

:{0 = {ZL’ e X J}(O) € Eg, JZ(T) € Ml}

Para realizar ésto, iniciemos por considerar el grupo diédrico.
El grupo diédrico Dg de orden 12 es el grupo de simetrias de un hexagono regular,

s
el cual consiste de 6 rotaciones o, por un angulo ?] con j = 0,1,...,5 junto con
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reflexiones 7, respecto a los 6 ejes de simetria del hexagono. El grupo diédrico lo
describimos en términos de sus generadores de la siguiente forma:

>=1,0=1, or =107

Dg = (o, 7; T
donde 7 es una reflexion (orden 2), y o una rotacién de orden 6, tales que satisfacen
oTO =T.

Ahora consideremos la representacién del grupo diédrico p : Dg — GL(Xy), de tal
forma que las acciones de los generadores del grupo diédrico en un lazo x : R/TZ — X
estdn definidas por las siguientes férmulas: si z(t) = (z1(t), x2(t), x3(t)),

p(o)(w1(t), 22(t), w3(t)) = (Alws(t + 2T)), A(w1( + 2T)), Ao (¢ + 27))),

p(T)(x1(t), 22(t), 23(t)) = (—x2(—t), —x1(—1), —23(—1)) (3.10)

—1
dondeA:< 0 1

y el funcional de accion A se preservan bajo esta accién. De hecho, basta notar que z,
Z € C tienen el mismo médulo y que |(z1, x2, x3)| = |(x;, z;,x))| donde i, j,k =1,2,3
son diferentes entre si. Luego, la representacién es ortogonal. Definimos el espacio
p-invariante Xf en X, como

) es la simetria con respecto al eje y en R?. La norma de Sobolev

X ={reXy: plg)r =2 paratoda g € Dg}.
Notemos que

p(0?) (1 (t), 22(t), 23(t)) = p(o)(A(xs(t +2T)), Axy(t + 27)), A(a(t + 27)))
= (A*(2o(t +4T)), A%(x3(t +4T)), A*(z1(t + 47)))
= (2a(t +4T), x3(t + 4T"), 21 (t + 47T)).

Luego, para todo x = (x1(t), z2(t), x3(t)) € X{ se sigue de la invariancia de la accién
de p(c?) la igualdad

(x1(t), xo(t), x3(t)) = (x2(t +4T), x3(t + 4T), z1(t + 4T)))
para toda t € R.

Proposicién 3.1. La accion A toma un minimo en X{y. Mds ain, cualquier minimo
x € X{j es un punto critico de A en Xy, y x es solucion de (3.8) cuando x(t) € V\A.

Demostracion. En X{, usando (3.10) se tiene que el funcional de accién dado en (3.9)
puede escribirse como

T1 1 1 1
A@zéjW+—+—+—ﬁ

12 13 23
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De hecho, ya que p(c?)x = x y la norma de Sobolev es preservada por ésta, fijamos
s =t — 4T y obtenemos

/()12T[;|¢|2+U(x)]dt:/o [|:1:]2+U }dw/ {WHJ o) ar

o

MW+U)

f]j:|2 + U(x)| dt

dt.

_3/

Por otro lado, ya que p(o)x = z, hacemos s =t — 2T y tenemos:

3 [" dtzs(/ ars [F
—6/ [|x|2+U )

Ademds usando el hecho p(o7)z = z, hacemos s =t — 2T para obtener

6/ [|xP+U‘)c1:6</ dﬁ+/
._u/ Lip 4+ u( ﬂd

Como consecuencia, podemos concluir que

\x|2+U (z) |x!2+U ]9:\2+U (x)

)

dt.

—|&|* + U(x) MP+U (7)

)

A(:v):/o[ %+ U(x) }dt_m/ { 2+ U )]d

Luego, el problema de minimizar A en X} se ha transformado en el problema
de minimizar X, en el intervalo [0,7]. Sea z € X{ un minimizador de A en X{, en
particular es un punto critico. Entonces por el Teorema 1.54, x es también punto
critico de A en Xy. Notemos que el subespacio Xg de X satisface Xy + B, = X, para
todo € > 0, donde

B.={h e CY[0,T)),V : h(0) = h(T) = O,[sup] |h| < €}.

Luego usando el Corolario 1.49, obtenemos que z(t) es solucién de (3.8) cuando
z(t) € V' \ A. Ahora lo que hace falta es demostrar la existencia de minimizadores
de la accién A restringida a Xf.
Primero observemos que X§ es débilmente cerrado en X. Esto se sigue de la
compacidad de la inclusién H' — C°, pues z,, — z entonces z,, — . Luego
2(t) = lim ,(t) = lim p(g)za(t) = p(g)x(t)

n—oo n—oo
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donde g € Dg. Ademés, si x € X} es invariante por p(c?), implica que
E3 3 (21(0), 22(0), 25(0)) = (22(4T), 23(4T), 21(4T))
tal que éste es un elemento en Es, y obtenemos x3(0) = 21(47") = 0. Luego,

2(0) - x(4T) = (21(0), 22(0), 5(0)) - (21(4T), 22(4T), 3 (4T))

Ademas,

[2(O)* = |21(0)* + [22(0)* = |z2(4T)* + |22(0)]* ¥
2(4T)[* = 22 (AT)* + |5 (AT)[* = |22(4T)[* + |22(0)[.

Esto implica que
x(0) - x(4T) = 25(0) - zo(47)

LG + |0

= 1ra(0)] - [22(4T)|.

IN

Como consecuencia el espacio X satisface la condicién (NC')1 en X. Luego por el

1
2
Teorema 1.54, A tiene un minimo en X. O

3.6 Puntos sobre la esfera S?r

Una vez que hemos garantizado la existencia de una solucién en X, el siguiente paso
es localizar los puntos en la esfera Sfc correspondientes a los puntos de colisién dobles,
puntos de Lagrange, puntos de Euler, y también a los tres tipos de tridngulos isésceles.
Seguiremos considerando las masas m; = ms = mg = 1, y ademdas con momento de
inercia Z = |z1| + |z2| + |z3] = 1. Con esta restriccién garantizamos que un punto
(71,19, 23) € V corresponda a (uy, us,u3) = K(J (z1,71,73)) € S?, ya que la funcién
de Jacobi J es una isometria, y la funcién de Hopf K aplica la esfera S* en la esfera

S2.

3.6.1 Puntos de colision doble

La funcion de Jacobi es la siguiente

T (1, T, 13) = (\}5@2 —x1), 2 (953 - ;(% +£E2)>) :
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Un punto (z1,22,23) € V en la esfera S} estd dado por K(J(x1,21,23)). Para
estudiar las colisiones dobles habremos de considerar tres casos: 1 = x9, 1 = 23 ¥
To = I3.

e r; = 1. En este caso tenemos

2 2
KoJ(wy,z1,23) =K (07 5 (3 — $1)) = (—§|953 —x1/%,0,0)

3
= (~1,0,0).
e 11 = x3. Aqui obtenemos
Ko T(er,m2,m) =K (e — 1), = (21— )
o J (w1, 10, 11) = —(wg — 1), —= (x1 — x
1, T2, T1 /5 2 — I3 NG 1 2

1 g 1 2 2 2
= z|lze —21|" — =|22 — T1|", ——=|T2 — 1|7, 0
<2| 2 1| 6| 2 1| \/ﬁ| 2 1| >

(1| 2L oo o)
= | o|ze — 1|7, ——=|r2 — 21/,
3 2 1 \/§ 2 1

1 1 3/1 1
= |T2 —T 2 77_770 =3 77_770
. (3 V3 ) 2<3 V3 )
_<1 V3 0)

27 2
e 15 = x3. Para este ultimo caso tenemos

K o T (0,79, 75) = K (;5(‘”2 — ), \}6 (25— :m))

1 1 2
= <2|$2 - x1|2 - 6|$2 - 901|27 ﬁlm - I1|2’0>

1 1
= <3|I2 - $1|2, ﬁ@z - $1|270>

| ‘2 1 1 0 3(1 1 0
= |y —x - — =— |-, —
2 1 37 \/ga 9 3a \/gv
(L V3,
S\2 27 )
En resumen tenemos que las colisiones dobles donde se satisface r15 = 0, 713 =0

y 193 = 0, vistas como puntos en la esfera, son Cjs = (—1,0,0), Ci3 = (1 —@, O) y

29
Coz = (%, ?, 0), respectivamente.
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3.6.2 Los puntos de Lagrange

Consideremos el caso cuando el tridngulo con vértices x1, x5 y x3 es equilatero. Es
decir, cuando d := |z1 — xo| = |xe — 23| = |27 — 23].

Ya que estamos considerando el caso en que m; = my = mg = 1, el centro de masa
esta en el origen, x1+x2+2x3 = 0, y ademas el momento de inercia es constante e igual
auno, Z = |z1|? + |za|? + |23|> = 1, podemos concluir que |z1| = |25| = |z3| = 1/v3
y los lados del tridngulo miden uno, d = 1. Véase la Figura 3.3.

A

ol

wly

Figura 3.3: Configuracién de Lagrange.

En este caso la composicién de las funciones de Jacobi y Hopf estd dada por

1 2 1
(21, 2, 23) > (\/5@2 — 1), 3 (963 - §($1 +$2)>> = (21, 22) = (|21 =] 2", 221 20).
Ahora calculemos las componentes, iniciando con |z1|>—|25|?. Por un lado tenemos

2
que |z1)? = ‘%(xg - xl)’ = 1.y considerando que el centro de masa estd en el origen,
obtenemos

1 1 3
1'3—*(11314‘372) = T3+ =3 :*‘1’3‘ :\/3/2,
2 2 2
1 2 213 |2 1
5l = [\/2/3(0s = @+ w)| =5 [Sa =5

Luego concluimos que |21 |* — |2]? = 0.
El paso siguiente es encontrar el valor de 2z; z5, para lo cual es necesario considerar
dos casos, los cuales dependen de la orientacion del triangulo. Sin pérdida de
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generalidad, fijaremos el vértice x; en el eje z positivo. Consideraremos la orientacién
positiva del tridangulo cuando la numeracién de los vértices esta en sentido contrario
a las manecillas del reloj, y la orientacién negativa cuando sea en sentido a las
manecillas, véase la Figura 3.4.

A

To T3

T3 )

Figura 3.4: Tridngulos con orientacion positiva y negativa.
Al calcular 2725 obtenemos

22125 = 2 (\}5(@ - W) ( §<x3 - ;(xl i xz»)

(xg — 1) (xg — ;(:1:1 + :cg))

i ()
= \/g(xg — I1)T3.

SRS

Consideraremos primero el caso en que el tridngulo tiene orientacion positiva.
Ahora, con ayuda de la Figura 3.5 escribiremos los vectores x3 y x3 — z; en forma
polar, es decir, x5 = %ew y 23 — 1 = € donde ¢ = 7+ F y ¢) = 7 + £. Luego,
2Z12 = V3(x3 — x1)a3 = @) = /2 — j Por lo tanto, cuando el tridngulo
equilatero {x1, x5, x3} tiene orientacién positiva el punto correspondiente, denotado
por LT, en la esfera §% es K(J (1, 22, 23)) = (0,0, 1).

Ahora, consideremos el segundo caso, en el que consideramos que {z1,xq, 23}

tiene orientacion negativa. Con ayuda de la Figura 3.6 tenemos que z3 = %ew y

r3 — 11 = ¥ donde ¢ = T — Ty =m— % Luego, 2Z12 = V3(zs — x1)as =
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o]

\/

w3
olx

T

T3 — I

Figura 3.5: Orientacion positiva.

¥ t¥) = ¢=m/2 = i Por lo tanto, cuando el tridngulo equildtero {z;, s, 3} tiene
orientacién negativa el punto correspondiente, denotado por L™, en la esfera S?c es

K(T (21, 22,23)) = (0,0, —1).

T3 — I

T2

Figura 3.6: Orientacion negativa.

3.6.3 Puntos de Euler

Las configuraciones colineales F1, Es, F3, en la cual una masa estd en medio de las
otras (en el punto medio con respecto a las otras dos masas) se llaman puntos de
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Euler en S2.

e F;. Consideremos x; = 0, usando la ecuacién del centro de masa tenemos
9 + x3 = 0, y la composicién de las funciones de Jacobi y Hopf es

1 2 1
Ko ‘_7(0,372,1'3) =K (\/51'2, § (1'3 - 2%2))

1 3 2 /3
= (’x2|2 - *’l’2|2, S ’$2|270) = (—‘$2’2,—\/§’5L’2|2,O)

e [5. Consideremos x5 = 0, a partir de la ecuacion del centro de masa tenemos
Ty + T3 = 0 y

KoJ(x1,0,23) =K (—\}5261, \/g (:Ug — ;w))
=K (—\}5331, \/g (—:1:1 - ;331)) =K (—\}51’1, —\/gxl)

e [J3. Por ultimo consideremos x3 = 0. A partir de la ecuacién del centro de masa
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tenemos x1 + 22 =0y

1 21
IC e} j(l’l,xg, 0) = ’C (—\/5(15'2 — .CCl), —\/;2((131 + 1’2))

()

K
1
<2|5U2 —931| 0 0> = |ZU2 —5E1|2 (2a070>

(1,0,0)

donde |z — 1| = /2.

3.7 Configuracion de triangulo isésceles

En esta seccion veremos que las configuraciones de triangulo isésceles formados por los
vértices {x1, x2, 23}, en la esfera S? corresponden a meridianos, los cuales intersecan
al ecuador en un punto de Euler y un punto de colisién doble. Podemos clasificar
los posibles tridangulos usando las distancias relativas, de tal forma que tres tipos de
tridangulos isdsceles son posibles: 113 = 793, 791 = 131 0 12 = T39.

® 713 = T23.
Para esto ubiquemos, como siempre, el origen del sistema de referencia en el
centro de masa, y ademas el vértice x3 estard sobre el eje horizontal positivo,
vedse la Figura 3.7.

Puesto que z; = x5 y 21 + 22 + x3 = 0, tenemos que las coordenadas de los
vértices seran r1 = —a + tb, ro = —a — ib y x3 = 2a donde a,b € R.

Utilizando el momento de inercia veremos cudles son los valores de a y 0. Ya
que |z >+ |zo 2+ |z3)? = (a® +0?) + (a® +b?) + (4a?) = 1, por lo tanto se cumple
6a? +20% = 1.

Recordemos que la composicién de funciones que manda el punto (z1, zg, x3) a
un punto (u, u, u3) en la esfera S} estd dada por

(21, T2, x3) (\}5(1‘2 — 1), \/g (xg — ;(:cl + :@))) = (z1, 22)

seguido de
(21, 22) = (|21]” = [22]*, 22120) = (ua, ua, ug).

Veamos a que es igual |21|> — |23|>. Consideremos cada término por separado.
El primero es |21]? = i|lza — 1] = 1|2b]> = 2b%. Por otro lado, ya que
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—a +1b

—a — b

Figura 3.7: Triangulo isésceles ri3 = 7a3.

x5 — 3(x1 + x2) = 3+ 3(x3) = 323, obtenemos que |z|* = 2[3x5)* = 3|us)* =
6a?, de donde concluimos |z;|? — |2|? = 2b* — 6a?.

A continuacién escribiremos a 2Z; 2, en términos de a y b.
1
22122 =2 (

2 1
\/5( To — I )) ( g(l‘3 — §(I1 + 532)))

2 /(3
= 5 ) (3)
= V3(x1 — x3)x3 = V/3(2ib)(20)
= 4+/3abi.

Por otro lado, tenemos que la funcién Ko J en términos de a y b, cuando ry3 =
793, esta dado por (x1, 9, 13) — (262 —64a?, 0, 4+/3ab) donde 6a>42b* = 1. Vamos

a parametrizar esta curva, para lo cual tomamos a = iﬁ cosf y b= % sen 6.
Entonces 2b%>—6a? = sen 20 —cos? § = — cos 20 y 4v/3ab = 2 cos f sen f = sen 26.
Luego, la funcién K o J en términos de € con la restriccién ri3 = ro3,

estd dada por u = (—cos26,0, sen20). Al evaluar esta parametrizaciéon en
0 = 0 obtenemos (—1,0,0), mientras que en § = 7/2 tenemos (1,0,0), luego
corresponde al meridiano que pasa por los polos, interseca al ecuador en el
punto de Euler F5 y en el punto de colisién C'.

ro3 = T91. Aqui realizaremos un andlisis similar al caso anterior. Utilizando la
Figura 3.8 obtenemos que x1 = —a — @b, x5 = 2a y r3 = —a + tb. Veamos qué
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—a +1b

\4

,772:2(1

—a —1b
Figura 3.8: Triangulo isdsceles 193 = 191.

curva obtenemos en S} a partir de tomar la imagen de K(J ({(21, 2, ¥3) : 723 =
r21})). Para esto expresemos a (|z1]? — |22]%,22122) en términos de a y b.

La primera coordenada es

1 3 1 3
|21 — |2|* = 5’952 — ] — §|$3|2 = 5(9a2 +b%) — 5((12 + 1) = 3a* - V?

y la segunda es

27129 = \/g(@ —Ty)T3 = \/§(x2 — x3)T3
= V3(3a — ib)(—a + ib) = V3(b* — 3a*) + 4v/3abi.

Los triangulos isdésceles que cumplen con ri3 = 793 vistos en S?c estan
parametrizados por (3a? — b?,v/3(b* — 3a?),4v/3ab) con 6a® + 26> = 1. Si
parametrizamos con 6, tenemos (% cos 20, —? cos 26, sen 26) = Asr/3(u) donde
u=(—cos26,0, sen20) y

cos(2m/3) —sen(27/3) 0 —1/2 —V3/2 0
Asrjs = | sen(2m/3) cos(2r/3) 0 | =| V3/2 —1/2 0
0 0 1 0 0 1

es una matriz de rotacién de 27/3 en las dos primeras coordenadas.

Ahora, evaluando (% cos 20, —? cos 26, sen 20) en § = 0, tenemos (2 —?, 0),

mientras que en 6 = 7/2 tenemos (—3, —?, 0).
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Por lo tanto la familia de tridngulos isosceles que satisfacen ro3 = r9; representa
un meridiano en S?c que ademas pasa por el punto de Euler E5 y por el punto
de colisién C'3.

e 791 = r3;. Utilizando una figura similar a las consideradas en los dos casos
anteriores, obtenemos que r; = 2a, xro = —a + by x3 = —a — 1b. Veamos qué
curva obtenemos en §7 a partir de tomar la imagen de KC(J ({ (1, 2, 73) : o1 =
731})). Para esto expresemos a (|21]? — |22|%,2%122) en términos de a y b.

La primera coordenada es
1 3 1 3
|21|* = [22]? = §|332 — 1] — §|$3\2 = 5(9(12 +b%) — 5(@2 +b%) = 3a® — V?

y la segunda es

2?122 == \/§<T2 - f1>$3 = \/g(xg - 1’1)1'3 == \/g(—?)a — zb)(—a - Zb)
= V/3(3a* — b?) + 4V/3abi.

Por lo tanto, los tridngulos isésceles que cumplen con r13 = ry3 vistos en S?‘ estan
dados por (z1, 79, 73) — (3a® — b?,1/3(3a® — b?),4+/3ab) donde 6a® + 2b* = 1.
Si introducimos la variable 6 tenemos (% cos 20, § cos 20, sen 20) = Aurss(u)
donde u = (—cos 20,0, sen 20) y

cos(4m/3) —sen(4w/3) 0 —1/2  V/3/2 0
Atz = | sen(4r/3) cos(dm/3) 0 | =] —v3/2 —1/2 0
0 0 1 0 0 1

es una matriz de rotacién de 47 /3 en las dos primeras coordenadas.

Ahora, evaluando (% cos?@,@cos?@, sen29) en § = 0, tenemos (%,@,0),

mientras que en 6 = 7/2 tenemos (—1, —?, 0).

Por lo tanto la familia de triangulos isésceles que satisfacen ro; = r3; representa
un meridiano en S?c que ademas pasa por el punto de Euler E; y por el punto
de colisién Cys.

A partir de los calculos obtenidos en la secciéon 3.6, podemos resumir que los

. 2

pUI}tOS de colision doble, los puntos de Euler y puntos de Lagrange en la esfera S%
estan dados por:
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(—cos 26,0, sen 20)

1 -
<2 cos 20, § cos 26, sen 26’)

<; cos 20, ,g cos 20, sen 29)

Figura 3.9: Meridianos correspondientes a las configuraciones isésceles.

Ci2 = (—1,0,0) asociados a 7119 = 0

1 v3
Cys = ( V3 O) asociados a 193 = 0

27 2
1 3
Ci3 = <2, —\2_, O) asociados a 113 =0

e Puntos de Euler

1 3 1 v3
E, = <_27_\é_70> ) Ey = <_ \é_ao> ) E3 = (17070)

e Puntos de Lagrange

Lt =1(0,0,1), L~ =(0,0,—1).

3.8 Energia cinética en términos de 61 y Sg

La energia cinética en las coordenadas (z1, z3, x3) es

. 1 ) ) 1 .
K(Il, 1’2) = §m1|x1|2 + §m2|x2|2 + §m3|x3]2
1 1 1

= §m1(9é1,x‘1) + §m2<3:'2, Za) + §m3<:1:'3, Z3).
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Ahora vamos a escribir la energia cinética en términos de las coordenadas de Jacobi
&1, &, para lo cual usaremos las ecuaciones (3.3). Utilizando las ecuaciones de Jacobi

obtenemos
K(&,6) =
2 1< m1+m2€1 m1+m2+m3£2 ml—i—ngl m1+m2+m352
1 ma : ms . mq . ms .
+ 5y < 1 25 1= 2>
2 my + me mi + Mo + M3 my + Mme mi + Mo + M3
1

o

my + Mo . my + mo >
29

2
my + Mo + M3 mi + Mo + M3

mymj mimams .o
(51 52) §m<617€1> (ml + m2)(m1 + Mg + m3> <€17£2>
1 mym3 o 1 m2my o
+ B (1 + g + mg)? (&2, &2) + §m<§1,§1>
- T (6.6
(my + mg)(my + mg + mg) SR
1 mom3 . 1 (my+mo)Pms -
+§<m1+m2+m3)2 <£27£2> T3 (m + mgy + my ) <£27€2>

simplificando

(61 52)

1 m1m2 + m2my 1 m1m3 + mam3 4+ ma(my + my)?

(ml n m2) <£1a §1> (ml +my + mg) <527§2>
1 mlmg(ml + ms) 2 1 m1m3 + mom3 + (mq + ma)?mg -
~2 (mq 4+ my)? |£1| (mq 4+ mg + mg)? €]
1 mime |€ |2 (m1 + mo + mg)(ml -+ mg)mg |§ |2
2mq + mo (mq + mg + mg)?
1 myms 2 (m1 +ma)ms | - 5
2m1+m2|€| 2 1+m2+m3|§2|'

Haciendo M, = mm2 v \f, — (mtma)ms (b, an, g

mi1+ma y mi1+ma+ms3

K(&,6) = (M1\51|2+M2|52! )-

Observacion 3.2. Utilizando un procedimiento similar a éste, podemos demostrar
que ma|x1[* 4+ ma|zal* + malas|? = Mi[& [ + Ma|&l? = |21 + |Z2|2 donde (21, 23) =

(VMi&1, VM6s).
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Luego, si asumimos que my|z1|*> + ma|za|* + ms|zs|> = |21]? + |22]? y tomamos
mp = my = ms = 1 concluimos

21?4 [a2]? + |asf* = |21 + |2
Por lo tanto tenemos la siguiente Proposicion.

Proposicién 3.3. La funcion de Jacobi J(x1,xo,x3) = (21, 22) definida por

j(l’l,xg,.’lﬁg) = (\}§<.’E2 — 1’1), g (1’3 — ;(.1'1 +[B2)>) s ($1,$2,$3) eV

es una isometria.

Demostracion. Véase la observacion 3.2. O

3.9 El potencial en términos de (£1,&) y de (21, 29)

La energia potencial para el problema de 3 cuerpos es

mims mims mams3
+ +

U(z) =U(zy, 22, 73) =

r12 713 723
. mymy mims YR
o1 —@a| oy — @3] |wg — s
A partir de la primera ecuacién de (3.2) tenemos que |x; — 5| = |&;], mientras

que de la primera y tercera ecuacion de (3.3) obtenemos

meo ms m1+m2
|z — a3 = |— & — § — &
my + me mi + mo + Mg mi + mo + ms
mo
=16+ —&]-
5 m1+m2£

De la segunda y tercera ecuacién de (3.3) tenemos

ma ms mi + Mo

To — X3 = — —

|2 3| m1+m2£1 m1+m2+m3§2 m1+m2+m3§2‘
N P L
=& m1+m2£1-

Por lo tanto, la energia potencial en términos de &; y & toma la forma

mims mims mamns3

|€l’ ’52 -+ mz_zm2fl‘ ‘62 - mﬁlmzfl‘

U, &) =
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Ahora consideremos el cambio de coordenadas (z1,22) = (vVMi1&1, v Ma&s). Ex-

presaremos cada término del potencial U = U(£1, &) en funcion de las variables z; y
29.

Iniciemos con el primer término del potencial. Tenemos que & = \/Z]\}—l, luego

mime _ m1Mmay/ Ml
[s1 |21

Ahora el segundo término
Mo 29 Mo Mo my + m2
S+ &1 = +
mi + Mo \/MQ mi + Mo \/ \/ ) m1 + m2 mimeso

Z9 4 mo | m1m2
= VAR —
vV M2 mi (m1 -+ mz) L= 2 m1 my + m2
Z9 AV M1
Vv My my

Z9 + 7]\7{111]\42 1
VM

Por lo tanto,

mims mlmgv
&+ ] [z + LR \

Por ultimo el tercer término del potencial
¢ mq ¢ z2 my my mi + mg
2 — 1= \/
my1 + Mo VM, m1 + ma \/ \/ 2 m1 —|—m2 M1 Mo
_mama
m1 —|— m2 my + mg

ZM‘TZ“

My Mo
Z9 — pros 21

VAL,

Luego,
meoms . mgmgng
__my - _ VMM !
’52 m1+m2£1‘ ‘22 m2 Zl‘

y como consecuencia obtenemos

U o mqma~/ M1 mlmgv moing\/ M2
(Zl, ZQ) = +

|21 |zg + Y1222 | MMy

ma2

|29 — 21|.
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3.10 Lema de Hsiang

Usando el potencial U = U(z1, 25) podemos expresar las distancias relativas ri,

r13 y ro3 en términos de z; y 2o. Para esto consideremos las masas iguales a la

unidad, m; = my = m3 = 1, tenemos que las expresiones que involucran a las
: : _ mimg . 1 _ (m1+m2)m3 _ \/i

masas se simplifican, /M, = /52 =5y VM =\, = +m3 Luego las

distancias entre los tres cuerpos son ry5 = \‘/A}—' = \/_|z1| ri3 = F ’z + VMM, ‘

‘( 3/2)z + (1/V/2) Zl‘yr23—\/7—2’22 ‘—‘FZQ (1/V2) 21‘

Estas tres distancias representan los lados del tridngulo (tal vez degenerado)
formado por los vértices x1, x5 y x3. También (x1, 29, x3) € V representa un punto
u = K(J (1,22, 23)) sobre la esfera 7.

El siguiente lema expresa las distancias relativas (lados de los tridngulos) en
términos de los puntos de colisién Cs, Cy3, Cy3 v del punto u € S?.

Lema 3.4 (Hsiang). FEl punto u = (uy,us,u3) en la esfera S? representa un tridngulo

con lados 119 = /1 —Cla-u, 113 =+/1—Cl3-u yrez3=+/1—Chs - u.

Demostracidn. Primero demostraremos que 7%, = 1 — Cj5 - u. Considerando que

el punto de colisién doble 715 = 0 es C1o = (—1,0,0), usando el producto punto
usual en R? obtenemos que 7%, = 1 — (—1,0,0) - (uy, ug, u3) = 1 + uy. Al sustituir
r2 = V22| y ur = |z1]* — |22]? obtenemos 2|z = 1 4 |z1* — |2|?. Es decir
|21)? + 22> = 1 6 w? + u3 + uZ = 1 ya que K(z1,22) = (u1, ug, u3) es una isometria.
Entonces 7%, = 1 — C'5 - u es equivalente a u? + u3 + u3 = 1 lo cual es cierto porque
u = (uy,us,uz) € S%

Usando una forma similar vamos a demostrar que r?; = 1 — Cj3 - u para lo
cual veremos que es equivalente a |z1]? + ]zz|2 1. El punto de colisiéon r13 = 0

es Ci3 = (l,—i ) luego ri; = 1 — u1 + LUQ Teniendo en cuenta que

ris = |(y/3/2)z + (1/v2)),

siguientes equivalencias:

ri, =1—(1/2)u; + \/%UQ
& (\3/22 + (1/v2)2)(/3/22 + (1/V2)=)
=1—(1/2)(]z1]* — [22]*) + (V3/2)(2Re(z122))
& (3/2)| 222 + (1/2)|21)* + V37122 + V3215
=1—(1/2)|z1> + (1/2)|22)* + V3Re (21 22)
& a)? 4 |2 + V3Re(z122)
=1+ \/gRe(leg)

up = |z1)* — |22]* v us = 2Re(Z122) obtenemos las
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Entonces, ahora lo que queremos demostrar es que 7?3 = 1 — C}3 - u es equivalente a
|21|% +]22)* = 1, lo cual es cierto ya que K(z1, 22) = (u1, ug, u3) € S* y K es isometria.

Por dltimo demostraremos de la misma forma que en los dos casos anteriores que

72, = 1 — Cys - u. El punto de colisién doble 793 = 0 es Coz = (%, @, ) Por lo

tanto, 13, = 1 — %ul - §u2. Teniendo en cuenta que ro3 = ‘\/3/222 - (1/\/5)21

up = |21|* — |22|? v uz = 2Re(Z122) obtenemos las siguientes equivalencias:

9

73, =1—(1/2)u; — \@1@
& (1/3/22 = (VD)) (y/3/22 — (1/V2)2)
=1 (1/2)(|z1]* = |22[*) = (V3/2)(2Re(z12:))
& (3/2)|2) + (1/2)|21* — V32120 — V3212
=1—(1/2)|z)* + (1/2)|22]* — V3Re(z12)
& |22+ |22]? — V3Re(Z12)
=1—/3Re(z122)

Entonces, lo que queremos demostrar r2; = 1 —Cyz-u es equivalente a |z1|? +|2]* = 1
lo cual se satisface. O

3.11 El potencial en términos de coordenadas
esféricas

Cuando el momento de inercia es constante, entonces podemos escribir el potencial
U = U(zx) en términos de las coordenadas esféricas, es decir, podemos hacer
U=U0,p)donde 0 <0 <21y =2/ < <2/m.

Para realizar esto, iniciemos por aplicar las coordenadas de Jacobi, las cuales de-
finen el isomorfismo isométrico J(z1, x9, x3) = (%(:@ — 1), \/g (xg — 3(21 + :1:'2)))
y después al tomar el cociente de rotaciones utilizamos la funciéon de Hopf (21, 22) =
(|21)* — |22]%,22122) = (u1,ug,u3) € R®  De esta manera tenemos la relacién
K(T (@) = (w1, uz, us).

Si consideramos el conjunto de nivel Z7'(1) € V del momento de inercia
I(x) = x-x = Ty T+ X9 Ty +T3- T3, tenemos que la funciéon Ko T : ZT-1(1) — S? estd
bien definida ya que J es una isometria y K aplica la esfera S® en la esfera S%. Ahora, al
utilizar las coordenadas esféricas (uy,us,uz) = (r?cos pcos @, r? cos psen 6, r* sen )
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y el lema de Hsiang obtenemos r%, = 1+ u; = 1 + cos ¢ cos 0,

1
7’%3 =1- 5U1+7U2

1 3
=1- 5cosg00059+ 7cosgpsen9

4
=1+ cosycos <0+ ;)

y
. 13
Tos = 1— §U1 — 7?,62
1 3
=1- 5008(,0008«9 — 7cosgosen0
2
=1+ cos ¢ cos (9+ ;) )
Finalmente el potencial U(z) = - + E + = queda escrito de la siguiente forma
1 1 1
U, ) = + + :
V1+cospcost \/1 + cos p cos(f + 4F) \/1 + cos g cos(f + 2F)
(3.11)
Figura 3.10: Curva equipotencial U(f, ) = %, asociada a los puntos de Euler,
dibujada en la esfera unitaria de las formas.
La representacién de la curva equipotencial en Z = 1 que une E3 (i.e. ¢

=0 = )
y My (ie. 0 =% 66 = %) estd definida por la funcién implicita U(6, ¢) =

Sl o
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Célculos numéricos realizados por Carles Simé (ver [9]) demuestran que la accién de
una curva equipotencial en la esfera S?c definida por Z = Z; = 2 la cual se mueve
de E3 a M; con velocidad constante estd muy cerca del minimo de A en X, ver la
seccién 3.5.

3.12 El teorema principal

Sea T un nimero real positivo. Definimos el grupo de Klein Z/27Z x Z/27 en R/T7Z
y en R? de la siguiente forma: si o y 7 son los generadores,

o-t=1+

t t—i—T
T -1 = — _
27

T
57
0~(m,y):(—x,y), T'(I,y):(l’,—y).

Teorema 3.5. Eriste un lazo plano en forma de “ocho” q : (R/TZ),0 — R? 0 con
las siguientes propiedades:

(i) para cada t, B B
q(t) +q(t +T/3) 4+ q(t +27T/3) = 0;

(ii) q es equivariante con respecto a las acciones de 7./27 x Z./27 en R/TZ y en
R? definida antes:

go-t)=o-qt) y q(r-t)=7-q(t);
(iii) el lazo x : R/TZ — V \ A definido por

2(t) = (q(t +2T/3),q(t + T/3), q(t))

es una solucion T periddica del problema plano de 3 cuerpos con masas iquales
y momento angular cero.

Dedicaremos las secciones siguientes a la demostracion de este teorema.

3.13 Estructura de la demostracion del Teorema
3.5

(i) El método directo. Un doceavo de la drbita se obtiene mediante la minimizacion
de la accién (notemos T' = T'/12), ver la Proposicién 3.1.

T
A:/O (2K+U>
7
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en el espacio Xy de H'([0,T],V) que consiste de las trayectorias que inician en
la configuracién de Euler, digamos F3 (mg en medio) de tamano arbitrario y
punto final en configuracion isésceles, digamos M; (rjs = r13), nuevamente de
tamano arbitrario. La existencia de trayectorias minimizantes es estandar. Lo
principal es demostrar que dicha érbita no tiene colisién.

(ii) Reduccion. La energia cinética puede ser expresada como la suma de dos
términos no negativos: K = Kyeq + Kot (Esto es la descomposicién de las
velocidades.) K, eq corresponde a la métrica Riemanniana en el espacio cociente
V/SO(2) inducida por la métrica de K en V. Esta es la parte de la deformacién
de la energia cinética, incluyendo la parte homotética.

(iii) Comparacion con el problema de Kepler para excluir las colisiones. En lugar
de calcular la variacion local de la accién, calcularemos el infimo de la accion
de todas las trayectorias en H'([0,T], V) con colisiones. Denotemos este infimo
por As, el “2” denota dos cuerpos porque explicitamente hemos calculado A,
por medio de un problema de dos cuerpos.

Comparamos A, con la accion a que ha sido cuidadosamente elegida como una
“trayectoria prueba” libre de colisién en Xy. Entonces demostramos que A, > a,
teniendo como resultado que el minimizador debe estar libre de colision.

(iv) Simetrias y regla del drea. El hecho de que las masas sean iguales da una
fuente de simetrias asociadas al intercambio de las masas. Usando este hecho,
a partir de (i) construimos otras once copias del minimizador. La férmula de
la primera variacién de la accién muestra que esas copias se ajustan de forma
diferenciable con la original para formar una 6rbita simple y periddica, en el
espacio de configuracién reducido (i.e, médulo rotaciones), de periodo 127
Para reconstruir el movimiento en el plano inercial, es decir, en V', usamos la
combinacién de simetrias con la férmula del drea (ver [19]). Esas herramientas
nos permiten deducir que el movimiento en V es peridédico, y que todas las
masas necesariamente se mueven sobre la misma curva en el plano inercial,
satisfaciendo el grupo de simetrias de Klein descrito en el Teorema 3.5.

(v) Demostracion de que la drbita tiene forma de “figura ocho”. Demostramos que
el momento angular de cada uno de los tres cuerpos es cero si y sélo si este
cuerpo pasa por el origen. Esto implica que cada uno de los dos l6bulos que la
curva forma esta estrellado, es decir, la orbita tiene forma de ocho.

3.14 Exclusion de las colisiones

Recordemos que X; es el subespacio de X que consiste de todas las curvas que
inician en una configuracion de Euler F5 de tamano arbitrario, y terminan en una
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configuracién isésceles del tipo M; de tamano arbitrario. Es decir Xy = {z € X :
JZ(O) S Eg, l’(T) S Ml}

La Proposicion 3.1 garantiza la existencia de un punto critico x € X, del funcional
de accién (3.9), y ademés si éste no tiene colisiones, es decir z(t) € V\A, entonces
x = z(t) es solucién en el problema plano de 3 cuerpos con masas iguales (3.8). En
esta seccion demostraremos el siguiente resultado, el cual garantiza que tal solucién
no tiene colisiones.

Proposicién 3.6. Una curva en Xy que minimiza la accion

Az) :/OT <;|j;|2+1+1+1> dt

12 13 T23

no tiene colisiones.

Para poder realizar la demostracién de esta proposicién primero requerimos
demostrar algunos lemas auxiliares.

Observacion 3.7. El primer punto clave es notar que la accién

Tl1 . m;m;
A(mlam27m3;x) = /0 (2 ZT)/L'IC|‘,I;]€|2 + Z j) dt
k=1

1<i<j<3 |z(t) — 2i(t)]

a lo largo de la trayectoria t — z(t) = (x1(t), z2(t), z3(t)) es una funcién creciente
para cualquier valor de las masas. Por ejemplo, si tomamos m; = 0, obtenemos

A(x) = A(1,1,1;2) > A(0,1, 1; ).

El ultimo término corresponde a la accién del problema de 2 cuerpos con masas
iguales. Usaremos esta observacion en el siguiente Lema.

Lema 3.8. Si z € H'([0,T],V) tiene una colision, ya sea doble o triple, entonces
A(x) > Ag, donde As es la accion de la solucion colineal del problema de 2 cuerpos,
en el cual dos masas unitarias inician en colision y terminan con velocidad cero en
el tiempo T, y el centro de masa estd fijo (esto se puede decir que es la mitad de una
orbita eliptica de colision—expulsion).

Observacion 3.9. La afirmacion del lema es que el infimo de la accién A(z) de todas
las trayectorias con colisién en H'([0,T], V) es mayor 6 igual a A;. Necesariamente
este infimo es igual a A,. Si tomamos una sucesion x,, de trayectorias en las cuales
mo v mg realizan la mitad de una orbita Kepleriana de colisiéon-expulsién descrita
por el lema, mientras que m; permanence fija, y a distancia n del centro de masa de
mo-mg. Vamos a tener A(x,) — A cuando n — oo.
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Demostracion del Lema 3.8. Supongamos que las masas my y mg (y posiblemente
my ) colisionan en el tiempo 7} € [0, 7. Disminuiremos la accién de la curva haciendo
la masa m; = 0. Podemos olvidarnos de la posicién de la masa m; para esta nueva
accion, y quedarnos unicamente con la accién Kepleriana del problema de 2 cuerpos,
investigada por Gordon en [16]. De acuerdo con Gordon cada parte de la curva
x, antes y después de T, tiene una accién mayor o igual que la correspondiente al
movimiento colineal de las masas mq y mg, las cuales colisionan en el tiempo 77, y
estan en reposo en los puntos finales t = 0 6 t = T. De hecho, si doblamos cada
parte y las unimos entre si, pero en direcciones opuestas, obtenemos dos trayectorias
cerradas, las cuales van de colisién a colision, una en el tiempo 27} y la otra en el
tiempo 2(T" — T3). El minimo absoluto del problema de colisién a colisién mostrado
por Gordon es la solucion de colision—expulsion. Esta solucion es proporcional a
T3, la cual es una funcién convexa de perfodo 7. A partir del trabajo de Gordon,
se sigue que la convexidad implica que la acciéon es menor, ademas si reemplazamos
los dos movimientos anteriores por una solucién simple de colision-expulsiéon que
inicie y termine en colisién sin colisiones intermedias. La mitad de esta curva realiza
el infimo de colisiéon en el tiempo T para el problema de Kepler. Esto termina la
demostracion. O

Antes de continuar vamos a tomar la notacién introducida en [8]. Definimos la
funcién homogénea de grado cero U = v/ZU, donde 7 es el momento de inercia y U
la funcién potencial. Notemos que los puntos criticos de U son puntos criticos de U
restringida a la esfera 7 = constante, las cuales son las configuraciones centrales.

Trayectorias equipotenciales prueba.

Fijemos T = Zy y U = Uy donde Uy es el valor de la funciéon potencial para
cualquiera de las configuraciones de Euler en la esfera Z = Z;,. Visto en el espacio de
configuracién reducido, ésto define una curva en la 2-esfera de radio v/Z;. Tomemos
un doceavo de esta curva en el tramo que pasa por arriba del ecuador, la cual conecta
Es5 con M. Esta trayectoria es recorrida con velocidad constante, de tal forma que
la velocidad se elige para que tenga el punto final en el tiempo t = T. FKEsto nos
da una familia de trayectorias prueba en el espacio reducido definido por V/SO(2) y
dependiente de Zy. Las correspondientes trayectorias en V' son aquellas que tienen
momento angular cero y se proyectan en éstas. Las longitudes de esas trayectorias
son ov/Zy donde £, es la longitud de la trayectoria cuando Zy = 1, y es llamada la
longitud del equipotencial de Euler.

El siguiente lema reduce la demostracién de la Proposicién 3.6 al calculo de la
longitud de ¢; en la esfera de formas.

Lema 3.10. El minimo, denotado por a, de las acciones dadas por las trayectorias
equipotenciales prueba es menor que Ao, el infimo de las acciones de las orbitas de
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colision en tiempo T, si y sélo si la longitud equipotencial de Euler ¢y satisface

s
ly < —.
5

Demostracion. La accién A, del Lema 3.8 es la mitad de la accién de una solucién

de colisién-expulsion en el problema de Kepler de periodo 27T

1 7T2 1/3 s 7_(_2 1/3 s

Ahora, calculemos el minimo a de las acciones de las trayectorias equipotenciales
prueba. Por definicién, la trayectoria prueba esta contenida en la curva equipotencial
de Euler en la esfera 7 = 7, y su velocidad es constante. Si denotamos por K al
cuadrado de la velocidad, entonces es el cuadrado del cociente de la longitud ¢ov/Iy ¥
el tiempo T (distancia recorrida por unidad de tiempo), donde ¢, es la longitud de la
trayectoria en la esfera de radio Zy = 1. Por otro lado, dos veces la energia cinética es
lo mismo que la velocidad de la trayectoria al cuadrado ya que la trayectoria se eligié
de tal forma que K,,; = 0, y K,.q no tiene parte homotética porque Z es constante.
Como hemos dicho antes, Uy es el valor de la funcién potencial para cualquiera de

las configuraciones de Euler en la esfera de radio v/Zy, entonces Uy = f/]—% donde la

constante Up = % es el valor de U(0,¢) en los puntos de Euler, ver Apéndice A.
Luego en el célculo de la accién A(Zy) de la curva prueba de radio v/Zy se tiene

1 |
(K + U) dt = (2K0 + UO) T,

AlZo) :/T 2

0

— EO IO 2 _ UE . . .,
donde Ko = (=25) vy Uy = it Como consecuencia reducimos la demostracién a
minimizar la funcién

1

- L

T V2V,

El tinico punto critico de A(Zy) es

5\
Ty=|——| T3
’ <¢§63>

el cual corresponde a un minimo, y la correspondiente accién es



Por dltimo, a < Ay si y sélo si

lo cual después de hacer simplificaciones toma la forma

€0<*.

3.15 Calculo de la longitud de ¢

La energia cinética puede ser expresada como la suma de dos términos no negativos:
K = Kieq + Ko (ésta es la descomposiciéon de Saari). Kyeq corresponde a la métrica
Riemanniana en el espacio cociente V/SO(2) inducida por la métrica de K en V. Esta
es la parte de la deformacion de la energia cinética, incluyendo la parte homotética.
K.t es la parte rotacional de la energia cinética. Dado que estamos considerando el
problema plano, K., = |w|?>/Z donde w el vector momento angular.

Ahora, vamos a obtener la métrica reducida K,.q mediante el calculo de la
distancia d(z,y) entre las érbitas correspondientes a z y y en V/SO(2). Como SO(2)
actia por isometrias tenemos,

: i
d*(z,y) = 11011“21: |z — e“y,)?,
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donde

3

oy — €PyiP =" (w5 — €y;) (x; — €Py;)

J Jj=1
3
_ = —i0 ., 0, = 0 _—i0,
= (2575 — e ayg; — ey;z; + €V y;;)
=1

=z -z +iw(r,z) —e Py z+iw(y, )
— ez y+iw(e,y) +y-y+iwy,y)

=x-x+y-y—(cosl—isend)(y-x+iw(y,x))

— (cosf +isenf)(x -y +iw(z,y))
=z-r4+y-y—cosby-z+iw(y,z)+z-y+iw(z,y))

+isenf(y - v+ iw(y,z) — -y —iw(z,y))
=z-x+y-y—cosb(x-y—iwlz,y +z- y+iw(ry))

+isenf(z-y+iw(y,z) — v -y —iw(z,y))
=z-x+y-y—2r-ycosl+isend(—iw(x,y) —iw(x,y))
=z-x+y-y—2x-ycosl — 2i’w(x,y)send
= |z* + |y|* — 22 - ycos O + 2w(z,y) sen f

por lo tanto

d*(z,y) = i%f[|$|2 + |yl> — 22 - y cos @ + 2w(z,y) sen 6].

Ahora, calculamos la derivada de d?(x,%y) con respecto a 6, y obtenemos que el
minimo ocurre cuando 6 = 6y donde x - ysen by + w(x,y) cosfy = 0. Esto implica que
(- y)?sen?0y = w(z,y)? cos? Oy y también —w(x,y) cosy = x - ysen by

Multiplicando la 1ltima ecuacién por 2z - y sen §y obtenemos

—22 - yw(x, 1) sen Oy cos Oy = 2(z - y)? sen 26,.
Utilizando la ecuacién (z - y)?sen 20y = w(x, y)? cos® 6y tenemos

—272 - yw(x,y) sen by cos by = (x - y)? sen 20y + (x - y)* sen 26,
= (z - y)?sen *0y + w(z,y)* cos® fy
= (z-y)*(1 — cos® ) + w(x,y)*(1 — sen?6).

Lo cual es equivalente a
(z-y)?cos® Oy — 22 - yw(w, y) sen by cos Oy + w(z,y)? sen 20y = (z - y)* + w(x,y)?

es decir,

—x - ycosby +w(x,y)senty = —\/(x cy)? +w(x,y)?.
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Notemos que hemos elegido el signo negativo ya que la segunda derivada de d*(z,y)
con respecto a 6 en 6 = 6y corresponde a un minimo. Por lo tanto,

d*(z,y) = |2* + |y|* — 22 - y cos O + 2w(z,y) sen O
= |z|* + |y|* — 22 - y cos Oy + 2w(z, y) sen by
= [2f* + [y* = 2/ (2 - 9)? + w(z,y)?
= [z* + |y[* - 2/(z,y)]

donde (,-) es el producto interior Hermitiano.

Ahora desarrollamos en serie de Taylor la expresién para d?(x, x+cv) con respecto
al parametro ¢ alrededor de ¢ = 0 a orden 2, para lo cual consideramos 1 = (x11, 12),
o = (T91,%2) v o3 = (x31,x32) con vectores de velocidad vy = (v11,v12), V2 =
(v91,V22) y v3 = (v31, U32), respectivamente. Luego

d*(z, 2+ ev) =

2

V1211 — V11%12 + V22T21 — V21T22 + V3231 — T31T32

(U%I + V7, + V3 + U3y + U§1 + U§2 - ( o) 3 5) 3 2 2 ) £?
T + X1 + Xy + Tog + TF + T3

+O(e)?.

Consideremos el primer término no nulo de d?(x,z + ev) el cual corresponde al
coeficiente de €2, es decir,

(V122011 — V1112 + V22%a1 — Va1T22 + V3aTg1 — 55315532)2
T}y 4 2y + 23 + 235 + 13 + 13,

((z1 Avy + 29 Avg + 23 Avs) - €3)2

||

2 2 2 2 2 2
V1 T Vi T U3y Vg + U3y T+ VUzg —

= |v1|* + |v2]? + |vs|* —

w(x,v)?

_ 2 _
- ’U| ‘LE|2

donde e3 = (0,0,1) y w(x,v)? es la norma del vector momento angular al cuadrado.

Por otro lado, ya que las masas son iguales tenemos que Z = x -z y 2K =2 -1 =
|#|* = |[v|?, de donde

2K = ’UP = Kred + Krot

2
w(zx,v
= red_‘_(z,-)

Luego, el coeficiente de €2 en la expresiéon de d*(z,x + €v) es la energfa cinética
reducida K eq(x,v) correspondiente a la descomposicion Kyoq = K — K. Tenemos

w(z,v)?

Krea(z,v) = |vf* = |2
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Notemos que Kyeq(z,v) = 0 cuando el vector velocidad v es tangente a la érbita de
x, es decir, cuando v es proporcional a ix.

3.15.1 La longitud /; en coordenadas esféricas

Es conveniente usar coordenadas esféricas definidas en la esfera de formas Sfc Cc R?
definidas por

uy = 1 cos g cosb, Uy = 17 cos @ sen b, us = r’sen .

2
r* = \Jud+ui+ui=1,

lo cual justifica la eleccion de r.

Luego tenemos

Lema 3.11 (ver [20]). En coordenadas esféricas la métrica cociente correspondiente
a la energia cinética reducida K, .4 es

2
ds? = dr? + %(cos2 0df? + dg?).

En particular la esfera S?c dada por T = r? =1 es isométrica a la esfera estdndar de
radio 1/2, y el espacio reducido R? es el cono sobre esta esfera, que consiste de todos
los puntos a distancia 1 de colision triple.

Demostracion. Expresaremos la energia reducida K,eq en términos de r, 6 y . Como
hemos visto, la energia reducida estda dada por

2
w(z,v
Krea(z,0) = |[0]* — (‘37”2)

Utilizando la funcién de Jacobi obtenemos
Im2 (51 21 + ZQ?‘;Q)
217 + |22]?

Kred<zla ZZ) = |Z'1|2 + |Z'/2|2 -

Sabemos que funcién de Hopf es K(z1, 29) = (|21|> — |22|%, 221 22) = (w1, ug, u3), donde
(21,29) € C* y (uj,uz,uz) € R% Recordemos la relacién de equivalencia en C?
para obtener el espacio reducido: z; estd relacionado con 2, si v sélo si z; = €™z,
para algiin § € S'. Entonces, es posible definir la funcién K sobre estas clases
de equivalencias, es decir, KC(z1,29) = K(21, 25) donde (z1, 29) estd relacionado con
(21, 23).

Si consideramos coordenadas esféricas como fueron descritas anteriormente, en-
tonces la funcién IC definida sobre estas clases de equivalencia es una funcion biyectiva
con inversa K~1(r, p,0) = (z1, 29), donde

ry/cospcosf + 1
21 =
V2
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ry/1 — cos pcosf
V2

Usando la inversa de la funcién K sobre las SO(2)-6rbitas tenemos

29 = exp(7 arctan(tan ¢ csc6)).

2 .
Krea(r,0,0) = 7> + %(0082 0%+ &?)

O
Lema 3.12. La longitud de la curva equipotencial de Euler satisface by < 7/5.
Demostracion. Usaremos la métrica
2
ds* = dr* + %(0082 0 db? + dp?) (3.12)

del espacio cociente, para estimar la longitud de la curva equipotencial de Euler ¢;.
La curva equipotencial asociada a los puntos colineales de Euler

1 1
_l’_
V1 + cospcost \/1—|—Cos<pcos(0+4§)
, : (3.13)

+ _UE_ia
\/1 + cos p cos(f + ) V2

tiene una longitud tal que podriamos cubrir dos veces el ecuador ¢ = 0, ver detalles
en el Apéndice A. Parametricemos esta curva por la funcién ¢ = ¢(6), donde 0 puede
variar en un intervalo de longitud 47, ver la Figura 3.11.

Estamos interesados en calcular la longitud ¢y que es un doceavo de la longitud
de la curva definida por (3.13). A partir de la ecuacién (3.12) tenemos

1 4 11 4
= — —_ 2 2 2
4y 12/0 ds 122/0 \/cos wdbf? + dy
1 2m
- = /0 \Joos? 0 62 + ' (0)2 do®

- ; /0 § Vcos? p(8) + ¢2(6) db. (3.14)

Usando el método de Newton para calcular ¢(f) y derivando implicitamente (3.13)
para obtener ¢'(0), y después el método del trapecio para calcular la integral (3.14),
Carles Simé6 y Jacques Laskar lograron acotar el valor de ¢, obteniendo:

™ ™

</l < :
5.082553924511 5.082553924509
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Figura 3.11: Curva equipotencial dada por la curva de nivel Ug dada en (3.13).

Nosotros hemos corroborado este cdlculo usando 1000 iterados de Newton y hemos
obtenido £y < 0.617781 < £.

Observaciéon 3.13. Aqui se explica el significado de las coordenadas esféricas a
partir de tridngulos. Los paralelos ¢ = constante en la esfera S? corresponden a
triangulos con la misma orientacién y el mismo momento de inercia, salvo rotaciones.
Necesariamente este conjunto de triangulos esta caracterizado por un area comun,
ver [2]. Sin embargo, el drea es proporcional a Imz; 25 que es ug = sen ¢, que a su vez
es la funcion altura de la esfera. Los meridianos 6 = constante en la esfera S?c estan
definidos por una relacion entre los cuadrados de las distancias mutuas.

3.16 Simetrias: Demostracion de la existencia de
la orbita ocho

Lema 3.14. Después de equipar con una simetria de acuerdo a la curva equipotencial
de FEuler en la esfera de las formas Sfc, una orbita minimizadora x da una orbita
cerrada periddica (continuando denotandola por x), con momento angular cero, la
cual salvo traslacion en el tiempo y del espacio de rotacion, es de la forma

x(t) = (q(t +2T/3),q(t +T/3),q(t)),
descrita en el Teorema 3.5.

Realizaremos la demostracion del Lema 3.14 en 4 etapas.
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FEtapa 1. Observemos que el arco minimizador es ortogonal a las variedades F5 y
M restringiendo sus puntos finales. Esto se sigue del término limite que aparece en
la formula de la primera variacién para la accién.

e Ortogonalidad a Fjs

La accién esta dada por

y la primera variacién es

T (0L d oL oL |t
(5Ax(h)—/0 <ax—dt&b>-hdt—a$-h10

Sea z(t) = (x1(t), x2(t), z3(t)) el minimo de la accién que inicia en Ej y termina
en M;. Entonces, x(t) es solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange, y la
primera variacién calculada en este minimo toma la forma

oL
— %h)j

5 Au(h) —0 (3.15)

para toda h € C*([0,T],V), donde V es el espacio de configuracién. Observemos
que g—é = (&1, &, T3).

Por otro lado, E3 es un espacio vectorial de dimensién 2 con la base {u,v},
donde u = (1,0,—1,0,0,0) y v = (0,1,0,—1,0,0). Consideremos las funciones
By, by, € CY([0,T],V) definidas por h,(t) = (1 - %) uy hy(t) = (1 - %) v. De
la ecuacién (3.15) tenemos que £(0)-u = 0y @(0)-v = 0, de donde z1(0) = x2(0).
Ahora vamos a encontrar un conjunto en el espacio de configuraciéon reducido
correspondiente a F3. Para esto, primero consideremos la imagen de E3 bajo
la funcion de Jacobi J, sea Au + pv € E3 donde A\, u € R. Por ser lineal J,
tenemos

J(Au + pv) = M () + pd (v) = A(=v/2,0,0,0) + (0, =v/2,0,0).
Por lo tanto, J(F3) = {(A\V/2,111/2,0,0) : A, u € R} = {(2,0,0) : z, € C}.
Ahora, consideremos la imagen de J(F3) bajo la funcién de Hopf K. Sea
(21,0,0) € J(E3),
K(J(E3)) = {(|z1]?,0,0) : 2z, € C}.

Por lo tanto, el conjunto E3 en V/SO(2) es el eje u; no negativo.
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Por ltimo veremos que #(0) es ortogonal a Ej3 visto en V/SO(2). Para esto
consideremos el siguiente diagrama entre los espacios tangentes

dJ, dK 5
TV 2 TieonC? 22 TkueoyV/SO0(?2)

Hemos visto que #(0) € T,V y E3 son ortogonales, ahora veremos que siguen
cumpliendo con esta COHdlClOIl en el espacio tangente Ti(j(z(0)))V/SO(2)

Para esto calculemos d.J,)(£(0)). Puesto que J es lineal, obtenemos que 2, =0

y %2 = —V/61(0). Para calcular dK j(;(0)) derivemos la funcién de Hopf
a b —c —d
A1) =2 ¢ d a b
d —c —=b a

donde 2 = (a,b) y 2o = (¢,d). Por lo tanto, dK 40y (1, 22) = 44/3(0, 21(0))
con J(x(0)) = (—=v/2,0,0,0) = (21, 22).

Luego, el vector d(K o J)g(0)(#(0)) es ortogonal al eje uy, es decir, es ortogonal

a K(J(Es)).

Ortogonalidad a M,

Consideremos el espacio de tridngulos isésceles My = {(z1,x2,23) € V @ 119 =
r13}. Usando el hecho de que z1+z2+23 = 0 se demuestra que la condicion ris =
r13 es equivalente a |zo| = |z, luego My = {(x1,29,23) € V : |xo| = |z3]}.
Ahora consideremos el conjunto M = {(z1,x2,23) € V \ {Colisién triple} :
|zo| = |x3|}, Demostraremos que M es una variedad de dimensién 3. Para
esto definimos la siguiente funcién f : V \ {Colisién triple} — R dada por
f(@1,20,23) = 3(Ja2]* — |z3)%), observemos que M = f~'(0). Veamos que
0 es un valor regular de f. Calculando el gradiente de f tenemos que
V f(x1,z2,23) = (0,29, x3), por lo tanto x = (z1,x2,r3) es un punto regular
si y s6lo si x no es colisién triple, es decir z # 0. Por lo tanto, cualquier z € M
es un punto regular de f, es decir, 0 es un valor regular de f. Luego, M es una
variedad de dimension 3.

Sea x = z(T) € M. Calculemos el espacio tangente T,M. Sabemos que
T.M = Ker df,. Hagamos x = (1, x2, x3) = (21(T), 22(T), z3(T)). Entonces,
Kerdf, = {a€V : Vf(r,x9,23)a =0}
= {a eV :(0,29,23)"(a1,a0,a3)}
= {a eV : 2bay + 2az = 0}
= {(a1,a9,a3) €C* : ay +ay+a3 =0, zhay +akas =0}
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donde a = (aj,as,a3) € V. Consideramos el espacio tangente T, M visto
desde el espacio reducido, podemos considerar que el punto zy = (xa1, T22)
estd sobre el eje horizontal, y por lo tanto x5 = (x91,0), donde x5 # 0,
ya que en caso contrario tendriamos colisién triple contradiciendo el hecho
de que la curva x(t) es libre de colisién. Tenemos que x3 = ey, ya que
|z2] = |z3|. Entonces, de la condicién zhas + zhaz = 0 obtenemos que
a91 + azpcosf + azgsenf = 0. Utilizando esta ultima ecuacién junto con
a1 + as + az = 0, obtenemos una base para el espacio tangente T, M dada por
{u,v,w}, donde u = (cosf — 1,0, — cos6,0,1,0), v = (senf, —1, —sen 6, 0,0, 1)
y w=(0,-1,0,1,0,0).

Como z(t) es solucién de las ecuaciones de Euler Lagrange, la primera variacién
de la accion calculada en este minimo queda como

oL
— %h)j

dA.(h) =0

para toda h € C'([0,7],V), donde V es el espacio de configuraciéon. Para
las funciones hy, hy, hy, € C([0,T],V) dadas por h,(t) = %u, h,(t) = +v y
hw(t) = %w, obtenemos que

cosf +1 cosf — 2 —2cosf +1
y 4y ) 7_2
sen f sen 6 sen f

&= i(T) = d1s <
Calculando J(i) obtenemos que

, B -3 V3(—2cosf + 1)
J@#1) = (ﬂsen@’o’ v2sen 7_\/5\6) '

Ahora hacemos lo mismo con x = z(7),

J(z(T)) = 3\13'/2% (2 + cosf, senf, V3 cos ), ﬁsen@) :

Calculamos la diferencial de la funcién de Hopf en el punto J(z(7)),

2+ cosf sen 6 —v/3cos —/3send
A j (1)) = \/§x21 V3cosh /3senf 2+ cosf sen 6
V3senf —+/3cosf —senf 2+ cosf

Entonces, el vector velocidad 4(T") visto en el espacio reducido V/SO(2), estd
dado por

d’CJ(z(T)) (J(QZ’(T))) = (-6.1"12.’1721 cot 9, —6\/3.2.512(1321 cot 9, —8\/52'7121'21).
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A continuacién, veremos como es el espacio tangente T, M visto desde el espacio
de configuracién. Para esto, primero consideremos la imagen de este espacio
bajo la funcién de Jacobi, esto es, J(T,M) = {\J(u) + pJ(v) + nJ(w)

A i, € R} donde J(u) = %(1 —2c0s0,0,v3,0), J(v) = +(—2sen, 1,0, V/3)
y J(w) = (0,4/2,0,0). Luego, consideremos la imagen de J(7,M) bajo la
diferencial de la funcién de Hopf, es decir,

Al j(a(r)) (J (T M) =
MK sy (J () + pdIC s o(ry) (S (V) +1dK jary (J(w)) = A, n € RY,

donde K ;(x(ry) (J (1)) = @21 (1—6 cos f—cos 20, 2v/3(cos O+ sen 20), —/3 sen 20),
A j(u(ry) (J(v)) = x21(—6send — sen26,2v/3(1 — cosf)send,2v/3cos’ ) y
AR 7o) (J(w)) = 221 (25en 0, 2v/3 sen 6, —2+/3 cos 0).

Por ltimo, para demostrar que el vector velocidad z(T") es ortogonal al espacio
tangente T, M en el espacio reducido, es decir,

AR 5 a1y (J(2(T))) LAK sz (J (T M),
basta observar que,

<(—6Zt12$21 cot 9, —6\/§i‘121‘21 cot 9, —8\/§i'12$21),
Zo1(1 — 6cosf — cos 20, 2\/§(COSQ9 + sen ?6), —v/3sen 20)) =0,

<(—6I"12I21 cot 6, —6\/5‘7.}12‘7521 cot 0, —8\/§$12$21),
Zo1(—6send — sen 26, 2v/3(1 — cos A) sen 6, 2v/3 cos? §)) = 0

<(-6jﬂ'12$21 cot 9, —6\/§.j?12$21 cot 9, —8\/§j312£l?21>,
Z91(2sen 6, 2v/3senf, —2v/3 cos ) = 0

siempre se cumplen.

FEtapa 2. Observemos que haciendo la reflexiéon de este arco con respecto a uno
de los tres meridianos, o al ecuador, vamos a obtener otro arco que sera solucién
minimizante, el cual tendrd la condicion de punto final perturbado; es decir, con
E; y My en el lugar de E3 y M;. Usando esas reflexiones podemos construir la
curva solucién completa en el espacio de configuracion reducido. Esta consiste de 12
subarcos congruentes al minimizador original. La ortogonalidad garantiza que estos
son curvas diferenciables, y por tanto forman una solucion.
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Mas precisamente, la reflexion con respecto del meridiano M; es una simetria de
la accién reducida (por tanto de las ecuaciones), y el arco minimizador es ortogonal
al meridiano en el extremo final, cuando continuamos la solucién representada por
el arco que pasa por el meridiano M, de tal forma que el resultado es el mismo
que si reflejamos sobre el meridiano, y luego invertimos el tiempo. En simbolos:
(T /12+1t) = s1(x(T/12 —t)) donde s; es la reflexién con respecto al meridiano My,
donde T' = 12T ser4 el perfodo de la érbita completa (T es el tiempo en que el arco
minimizador toca al meridiano M).

La reflexiéon s; se realiza en el plano inercial de la siguiente forma: en el tiempo
T = T/12 el tridgngulo es un tridngulo isésceles de tipo M; y entonces tiene una

simetrfa de reflexién 7. Elegimos coordenadas en R? tal que 7(z,y) = (x,—y),
es decir, tal que la mediatriz del segmento que une msy y ms3 es el eje x. Sea
Si(xy,x9,23) = (x1,23,72) la operaciéon de intercambio de las masas my y msg.

Entonces s; = S;jo7 =70 35].

Ahora tenemos una solucién que va de F3 a Fy en el tiempo 2T = T/6. Por un
argumento similar, al continuar el arco solucion que pasa por Ey debemos realizar
una media de vuelta Hy en Fs e invertimos en el tiempo: x(27 —t) = Ho(z (2T +1t)).
Esta media vuelta es una simetria de la accién que es la composicién de una reflexién
con respecto al ecuador y una reflexién con respecto al meridiano Ms. Esto se lleva a
cabo en el plano inercial al intercambiar las masas m; y ms y entonces realizar una
media vuelta inercial o o 7(z,y) = (—x, —y) con respecto al origen.

Mediante este proceso obtenemos un arco soluciéon de Fs a E; en el tiempo

4T = T/3. Continuando este proceso en torno al ecuador con reflexiones o medias
vueltas apropiadas construimos una curva suave en el espacio de configuracién
reducido el cual consiste de 12 arcos congruentes, alternadamente en parejas sobre y
debajo del ecuador, para tener la misma simetria que la curva equipotencial. Esta es
una curva solucién, y es T periédica médulo rotaciones.
Etapa 3. Hemos construido la proyeccion de la curva solucion en el espacio de
configuracion reducido. Ahora construiremos la curva solucién completa, mostrando
que es periodica en el espacio inercial, ademas mostrando que satisface todas las
propiedades descritas en el Teorema 3.5. Esto es, haciendo uso de la regla del area
para la reconstruccion de la dindmica original a partir de la dinamica reducida, asi
como de las simetrias de la curva.

La Figura 3.12 muestra los segmentos de la drbita en la esfera de las formas S%,
y nos dice cémo es la orbita reconstruida en el plano inercial.

La regla del drea nos dice como se realiza el movimiento de las masas en el plano
inercial, el cual esta dado por la curva que representa el movimiento en la esfera de
las formas S?. Supongamos que la curva es cerrada. Entonces los tridngulos inicial
y final en el plano inercial son semejantes. El angulo de rotaciéon que relaciona esos
dos triangulos es un multiplo escalar de dos veces el area esférica encerrada por la
shape curva (el area de la esfera de radio 1/2 es ). Para la demostracion de la regla

90



Figura 3.12: Areas encerradas por las curvas sobre la esfera S} y las correspondientes
orbitas en el plano inercial.

del area, consultar [19] o el Apéndice B de esta tesis. En el caso de que la shape
curva no fuera cerrada, ésta iniciara y terminard en el ecuador, lo cual corresponde a
iniciar y terminar en configuracién colineal, y para cerrarla recorremos hacia “atras”
la curva a lo largo del ecuador desde el punto final hasta que alcance el punto inicial,
ver la Figura 3.13. Posteriormente calculamos dos veces el area con signo encerrada
por esta curva cerrada. Esta es igual al angulo formado entre dos lineas en el plano
inercial, las cuales contienen la configuracion inicial y final para cualquier curva con
momento angular cero que cumpla con la shape curva dadal, ver la Figura 3.14.

Finalmente, si la curva inicia o termina en uno de los tres triangulos isdsceles
(asociados a los meridianos), calculamos el angulo entre los ejes de simetria del
triangulo isdsceles inicial y final, siguiendo el meridiano adecuado hacia arriba o hacia
abajo del ecuador, viajando a lo largo del ecuador hasta cerrar la curva, y entonces
calculamos el area encerrada por la curva cerrada que obtengamos.

El hecho de que las areas con signo representadas en la Figura 3.12 sean iguales
a cero implica que recorremos la curva solucién en la siguiente forma:

(i) siiniciamos en la configuracién de Euler F3 y seguimos la 6rbita hasta un tiempo
T/3 = 4T, habremos de pasar por la configuraciéon de Euler E, en el tiempo
2T, de tal forma que en el tiempo T/3 = 4T llegamos a la configuracién de
Euler E;, donde las tres masas estan en la misma linea como la configuracion

IExisten dos formas de cerrar la curva hasta formar un lazo, dependiendo del sentido en que se
recorre el ecuador. Los dos dngulos difieren en 7, el cual es dos veces el area de un hemisferio de
la esfera de radio 1/2. Esto no es problema ya que el dngulo entre dos lineas no orientadas estd
definido médulo 7.
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Figura 3.13: Shape curva que inicia y termina en una configuracion colineal en el
ecuador.

de Euler inicial F53. En otras palabras, al pasar de E3 a E; no existe rotacion
en la linea de Euler, contrario a lo que sucede en el tiempo 27"

(ii) después de un tiempo 7'/2; una configuracion isésceles regresa a ella misma,
salvo reflexién, es decir, salvo el intercambio de los vértices de simetria. Como
consecuencia, no existe rotacion de los ejes de simetria de los triangulos.

Ahora, elegimos el origen del tiempo en t = 0 el cual corresponde a la configuracion
de Euler F3. Definimos ¢(t) = x3(t) donde z(t) = (x1(t), z2(t), z3(t)) es la curva
solucién en el plano inercial (R?). La primera propiedad implica que

q(t) = x3(t) para 0<t<T/3,
q(t) = zo(t—T/3) para T/3<t<2T/3,
q(t) = x(t—2T/3) para 2T/3<t<T.

Entonces, después del tiempo T/3 (respectivamente, 27°/3), habremos reem-
plazado los cuerpos msy, ms, my por los cuerpos ms, my, mo (respectivamente, ms,
ms, m3 ) con las mismas velocidades. Los tres cuerpos se mueven a lo largo de la
misma curva cerrada ¢(t) de perfodo T, donde la fase relativa de un cuerpo con re-
specto del otro es de T'/3. Luego, la simetria de Klein se sigue de manera inmediata,
ver la Figura 3.15.

La Figura 3.16 muestra la érbita (continuamos llaméndola x) en el espacio de

configuracion reducido.
Etapa 4. S6lo queda demostrar que la curva equivariante ¢(t) que hemos construido
no solo tiene los requerimientos de simetria sino también la forma de la figura ocho
sin lazos pequenos adicionales u otras caracteristicas. Para esto vamos a demostrar
el siguiente Lema:
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Figura 3.14: A# es el angulo formado por dos lineas rectas en el plano inercial, las
cuales contienen la configuracion inicial y final.

Lema 3.15. El momento angular q(t) A ¢(t) no se anula en ningin 0 < t < T/4;
es decir, en cualquier cuarto de curva el momento angular de la masa que traza esta
curva no se anula.

Demostracion del Lema 3.15. Aqui vamos a usar el hecho de que las ecuaciones de
Newton se cumplen, y de dos consecuencias de minimalidad de la curva en la esfera
SZ

f'

Iniciemos por calcular la derivada de g A ¢ con respecto al tiempo. Es decir,

d d*q
—(qgNG) =g A —.
AN =an
Ahora vamos a usar el hecho de que ¢(t) = z3(t) donde (z1(t), z2(t), x3(t)) cumple las
ecuaciones de Newton, ademés usamos que el centro de masa estd en el origen para
todo tiempo: 1 + x5 + x3 = 0. Calculando obtenemos

Lang = gngt AT gng
FUND = dNGHaN g =aNg

= (—x1 — 22) N (=31 — &9)

= .I'l/\filﬁ—flfl/\i’g—'—.fg/\fl}l—i-xg/\i'g

To — X T3 — T Try — X T3 — X
:371/\<231+331>+$1A(132+332>+

12 13 12 T23

To — X1 T3 — I 1 — X9 T3 — T2
To N < 3 + 3 + 29 A 3 + 3
12 T13 12 T23
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t =107 =5T/6 (E)) s \

\

t=77=7T/12 (M) °

t=6T =T/2 (Es)
R
1

Figura 3.15: Orbita de la figura ocho, calculado con las condiciones iniciales de Carles
Simé [9].

1 _
t = 5T = 5T/12 (My)
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x(t+ ZTl/s)/ e

X(=t+T6) T 4

> g xft+ T/ 6) | x(—t+ 5T/6)
X(—t+ 2T/ /), ‘/ ! h \\*\ \
| = \\ x(——t‘k’l_‘/:)\‘
) ==
) X(=t4 T/2) X(t+ 5T/6)
x(t\+ T/ \ Xt 4

Figura 3.16: Orbita ocho en el espacio de configuracién reducido, figura tomada de

[9]-

Al realizar la distribucion y tomando en cuenta que x; Ax; = 0, la iltima expresion
toma la forma

d . l‘l/\IQ l’l/\l‘g iL'l/\fL'Q ZL‘l/\IQ Zlfl/\l'g
%(q NG = 5 T3 .3 .3 T3
712 T'13 712 723 723

.TQ/\]Il IQ/\.Tg .I’Q/\I'l l’g/\xl IQ/\Ig
T3 3 o 3 3 3

T'i2 T'i3 T'i3 T'12 733
Por otro lado, usando xy A x9 = —xz9 A x1 v 3 = —x; — T, obtenemos
1 N T3 = —T9 A T3 ¥y COMO consecuencia
d N Ti ATy myAxp [ 1 1
TN =———— - — =5~ | (@A)
733 713 iz Ta3
Ademas,
1’1/\.’172:.1'1/\(—1’1—333) = —1’1/\$1—$1A$3:ZL’3/\$1.

Entonces obtenemos lo siguiente:

d 1 1
—gNg) == ——= A .
and= (o - ) rana

Por lo tanto, existen sélo dos formas en que %(q A ) sea cero:

(i) @1 y x3 son linealmente dependientes, 6
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(11) T13 = T'23.

Para eliminar esas posibilidades, usamos el principio de reflexién en la esfera S?.
Primero, si x; y x5 son linealmente dependientes, entonces la configuracién de las tres
masas es colineal. Entonces éste cruza el ecuador de la esfera S?c. Esto puede suceder
para un arco minimizador solamente en un punto de Euler. Pero si éste fuera otro
punto, el arco minimizador entre la configuracién de Euler e Isosceles (0 < ¢ < T/12)
podria derivar en dos (6 méas) subarcos, uno de los cuales estaria debajo del ecuador
y el otro arriba. Ahora, reflejamos uno de esos arcos en el ecuador, y dejamos el otro
fijo. El arco resultante tendria la misma accién, no tendria colisiones, y conectaria
una configuracion de Euler con una Isdsceles, y como consecuencia tendria que ser
un minimizador libre de colisién. Pero este arco ya no seria analitico, contradiciendo
el hecho de que los minimizadores libres de colisiéon corresponden a soluciones, ver la
Figura 3.17.

Figura 3.17: Reflexién de un subarco minimizador con respecto al ecuador, caso (i),
y a un meridiano, caso (ii), respectivamente.

Lo siguiente es suponer que 713(t) = 793(t) para algtn tiempo ¢, con 0 < t < T/12.
Esto implicaria que la curva ha vuelto a cruzar el meridiano isésceles M3 pasando
por el punto inicial de Euler, F5. Ahora, aplicamos el mismo principio de reflexion,
con el meridiano que pasa por el punto de Euler E3 tomando el papel del ecuador,
ver la Figura 3.18.

Continuando con el analisis, supongamos que, como en la Figura 3.16, que el arco
minimizador esta en el cuarto superior izquierdo de la esfera Sfc para 0 <t < T/6.
En el hemisferio norte de S? los triangulos estan positivamente orientados, entonces
x5 Axq = 21 A xy > 0. Ademds para us > 0, el factor + — T% es negativo, pues

13 23

1 3 1 3
7"%3_7“33 = 1—7u1—|—£u2— 1—7u1—£u2 :\/§UQ.

2 2 2 2
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Figura 3.18: Reflexién de un subarco minimizador con respecto al meridiano que pasa
por el punto de Euler Fjs.

Luego, para 0 < ¢t < T/6 el momento angular q(t) A ¢(t) es decreciente tomando
valores desde 0, mientras que para T/6 <t < T/4 es creciente pues z3 Az < 0, 2
ver la Figura 3.19.

Ahora, sélo hace falta hacer notar que el momento angular es negativo en t = T'/4,
de tal forma que podemos concluir que permanece estrictamente negativo para
0<t< T/ 4. Como consecuencia tenemos que el momento angular es estrictamente
negativo para 0 < t < T/2 y estrictamente positivo para T/2 <t < T. O

A partir de la soluciéon numérica obtenida consideramos la posicién de la tercera
particula ¢(t) = x3(t), para obtener el momento angular de ésta, la cual graficamos y
hacemos notar cada tiempo ¢ en el cual la configuracion de las tres particulas zq, x9
y o3 es de tipo E; 6 Ms, observando que esta funcién es periddica de periodo T, ver
la Figura 3.19.

Corolario 3.16. Cada I6bulo de la érbita es la frontera de un conjunto estrellado®:
el unico tiempo en que x; \Nx; es cero, parai = 1,2,3, es cuando x; pasa por el origen.

Demostracion del Corolario. En coordenadas polares (r, ) el momento angular tiene
una expresién bien conocida x; A #; = (r?0)e; A e3. A partir se esto se sigue que
el angulo polar 0(t) de la curva ¢(t) decrece monétonamente en el intervalo (0,7°/2)

2Recordemos que un bivector en el plano es llamado positivo si es un miiltiplo positivo del area
estandar formada por e; A es.

3En inglés starshaped. Esta propiedad significa que el segmento de recta que va del origen a
cualquier punto sobre la curva estd completamente contenido en el interior de la curva.
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Figura 3.19: Comportamiento cualitativo del momento angular ¢ A ¢, calculado con
las condiciones iniciales de Carles Simé [9].

a partir de su valor maximo en 6(0) cuando r(0) = 0, hasta su valor minimo en

0(T/2) = —0(0). O

Utilizando las condiciones iniciales dadas por Carles Simé en [9], integramos
numéricamente con un Runge-Kutta de orden 4, las ecuaciones de movimiento del
problema de 3 cuerpos con masas iguales en el plano. A continuacién con la funcién
de Jacobi J y la funcién de Hopf K obtenemos la curva ocho proyectada en el espacio
reducido, homeomorfo a R?. Notemos que la curva ocho obtenida se conserva muy
cerca de la esfera de radio v/2 con centro en el origen, es decir, el momento de inercia
es aproximadamente r> = 2, donde r es el radio de esta esfera, ver la Figura 3.20.
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Figura 3.20: Orbita ocho en el espacio de configuracion reducido.
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Apéndice A

Curva equipotencial

A.1 Curva equipotencial en los puntos de Euler

El potencial en coordenadas esféricas con r =1 es

1 1 1
= + + .
V1 + cospcost \/1+cosgocos(0+%”) \/1+cos<pcos(9+2§)

U(o,»)

Veamos el valor de ésta en los tres puntos de Euler, evaluando en el punto sobre el
ecuador ¢ = 0:

E; (ug,u9,u3z)  (cospcosh,cospsenb, sen )
E (1,0,0) 0=0,0=0,
E2 (_%7_7370> Y=V 9:_2%7
E3 (%a_gv ) 90:07 0_2%
1 1 1
V1 +cosOcos0 \/1+cos()cos(0+4§“) \/1+COSOCOS(O+2§)
o 1 . 1
VI+1 \/1+cos(4§”) \/1—1—005(2%)
1 1 1
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2 1 1 1
U (—W o) +

37 \/1+COSOCOS( \/1+cos()cos( 3—1—4?”) \/l—i—cosOcos(—%”—k%”)
1 1 1
\/1‘|“COS§ \/1+COS§) V14 cos0
1
\/1—f \/1—7 VIF1
S
% ;oV2

_5
=7
2 1 1 1
v (50)-
3 \/1+COSOCOS?7T \/l+cosOcos( +?7r \/1+cosOcos( +%’f)
1 1 1
+
\/1 + cos(%) \/1 + cos 27r) 1+ cos(%)
1

\/1—f V1+1 \/1—%

fff

14242
RV, PRI, RSk
V2 V2
5

75
A.2 Curva equipotencial en M,

A continuacién demostraremos que el potencial U restringuido al conjunto M; toma
el valor de f Por el Lema de Hsiang 3.4, el potencial queda expresado como

U 1 " 1 " 1 B 1 + 1 n 1
12 13 723 \/1—C12-u \/1—013'U \/1—023'10

donde u = (U17U2,u3) € S?, Cio = (—17070) Ciz = ( _\[ ) y Cos = (27 ?70)

27
Usando el hecho de que la configuracion isésceles M, queda parametrizada, en el

esfera de formas, como (% COS 297§COS 20, sen 29) = (u1,us,uz), obtenemos que
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u = (uy, V3uy, /1 — 4u?). Por lo tanto, el potencial en términos de uy, restringido a

M, esta dado por
2 1

Uly = .
[ VIt A 2u;

Ul

A

5
V2
Uy
Figura A.1: Gréfica de la funcién Uy, .
Para demostrar que Uly, = %, basta observar la gréafica de Uy, con la

intersecciéon de la recta horizontal %, ver la Figura A.1.
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Apéndice B

Formula integral del angulo de

rotacion de dos triangulos

semejantes en S?e

El espacio de configuracion ) de los tres cuerpos consiste de todas las ternas de
vectores ¢ = (q1, q2,q3) cuyo centro de masa q, € R3 est4 en el origen: 3. m,qq = 0.

En el problema de los 3 cuerpos, la configuracion de las tres masas siempre forman
un triangulo, de tal forma que las ecuaciones de Newton definen un sistema dinamico
en el espacio de tridngulos. Las formas de los tridngulos (clases congruentes) son
variables. Las clases de tridngulos semejantes forman una 2-esfera, denotada por S2,
y llamada la esfera de las formas.

Luego, dados los tridngulos inicial y final, los cuales son semejantes, jcual es la
rotacion R, tnica salvo un multiplo escalar, que relaciona esos dos triangulos?.

Sea Jy el momento angular de los planos definidos por los triangulos inicial y final.
En otras palabras, Jo = Jyes donde Jy es la magnitud del momento angular y es es
el vector unitario. Sean ng y n; los vectores normales a los planos inicial y final. Sea
Ry la rotacién mas pequena en el plano e3-ng el cual envia ny a e3 y R; a la rotacién
analoga en el plano e3-n;. Si el vector normal n; coincide con ez entonces la rotacién
R; es la identidad. Ya que R envia ny a ny, ésta puede ser escrita como

R - RlRJg Ro

donde Ry, es la rotacién alrededor del eje Jy = e3 con un angulo de Af.
En [19], Richard Montgomery demostré que este angulo estd dado mediante la

formula integral
t1
A@:/ () dt+// Q. (B.1)
0 Jp

La primera integral, / wdt es llamada fase dindmica. El integrando w representa
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la velocidad angular instantanea del tridngulo en movimiento ¢(t), con respecto al eje
Jo. Esta esta dada por

w(t) = e3- ](q(t))_lJo

el cual es igual a Joes - I(q(t))"tes. Aqui I(q) es el momento de inercia del tridngulo
q, definido por la matriz

w-1(q) w=|wxq|?

donde w X ¢ = (w X q1,w X q2,w X q3) denota la rotacién infinitesimal del tridngulo
q con velocidad angular w.

La segunda integral / / Q es la llamada fase geométrica. Esta es la integral de la

2-forma, €2, en el disco D, en cierto “espacio reducido” el cual denotamos por Z. La
2-forma, €2, es cerrada e independiente de la elecciéon del potencial del problema de
los 3 cuerpos.

En el caso del problema plano de 3 cuerpos, para la férmula de la 2-forma (2
en Z usamos coordenadas esféricas (¢, 6) en las esferas S?(p), asf como coordenadas
(z,0) donde z = cos ¢ es la normalizacién de la altura de un punto por debajo del
circulo ecuatorial ¢ = 7/2, de tal forma que pz es la altura usual, y —1 < z < 1.
Esas coordenadas esféricas, junto con la trivializacién de Z en el producto de las dos
esferas S? induce las coordenadas (21, 01, 22, 602) en Z. R. Montgomery en [19] también
demostro que

|
0= — {Qd(zlz2) A dby + dzs A d92} . (B.2)

Ademas la coordenada de altura z; en la esfera de las formas es proporcional al area
A del triangulo. Explicitamente

m1Mmaoims A
1 = 4 -
mi+me +mg I

donde I = my||qi||* + ma||q2||* + ms||qi||* = ||¢]|* es el momento de inercia polar, y
también el cuadrado de la norma euclidiana en ). Ademas, A = %n (g2 — q1) X
(a3 — q1) es el drea orientada del tridngulo, donde n es la normal al tridngulo.

La coordenada de altura en las esferas fibradas es dada por

1

- J..
Jooom

Z9

la cual es la componente del momento angular total normal al tridngulo.

Una descripcién simple del angulo Af de rotacién para dos tridngulos similares es
la siguiente. El integrando w para la fase dinamica es WJ o. Para obtener la 2-forma
planar, simplemente definimos z, = 1 en la férmula (B.2) para . Esta restriccién
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describe la inclusion del problema planar en un espacial: la normal del triangulo esta
alineada con el vector de momento angular. Ahora dz; =0y

1 1
Q= —§d21 N d91 = §SGH le dgbl A db

es la 2-forma a integrar en la esfera de las formas S?c, la cual es dos veces la forma de
rea en la esfera S? de radio 1/2. En otras palabras, si consideramos que el diferencial
del area es la 2-forma

1
Q:2Zsen¢d¢/\d9

entonces al integrar obtenemos

- ), bomodo - 212 - 3

En [19], se demuestra que ésta es la unica 2-forma esférica simétrica en la esfera, cuya
integral total es 27.

Ahora supongamos que ¢ = ¢(t) es una curva en S?(1) la cual es frontera del disco
D. C $?(3) vy tal que ¢(0) = ¢(T), lo cual significa que que los tridngulos inicial y
final estan relacionados entre si por una homotecia y una rotacién. Luego de (B.1)
obtenemos que el angulo de rotacién para el caso planar es

T
Af = 2 drea(D,) + /0 I{(]t)’

donde I(t) es el momento de inercia instantdaneo del tridngulo y J es el momento
angular constante del movimiento.
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