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3.16 Simetŕıas: Demostración de la existencia . . . . . . . . . . . . . . . . 85
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Introducción

En el transcurso de la historia de la Humanidad diversas culturas han interpretado
y tratado de dar razones acerca del movimiento de los cuerpos. Por ejemplo, para
poder medir el tiempo con los cuerpos celestes, los primeros astrónomos desarrollaron
modelos emṕıricos con base en las regularidades observadas en el paso de los astros
por el cielo. Sin embargo, fue hasta el siglo XVII en que se dio la interpretación
adecuada de las causas del movimiento. Intrigado por las leyes de la cáıda de los
cuerpos descubiertas por Galileo, por las leyes de Kepler, y por el movimiento de los
astros, Isaac Newton formuló la forma clásica de la interacción gravitacional.

El problema central de la Mecánica Celeste es el estudio del problema de n cuerpos.
Se puede decir que el problema de n cuerpos fue formulado por primera vez en 1687
con la publicación de los Principia de Newton. Es en este contexto que las leyes
de la mecánica juntamente con la ley de gravitación universal permiten traducir
en ecuaciones diferenciales los movimientos de los cuerpos celestes, y por lo tanto
ser estudiados desde el punto de vista de un sistema dinámico. Es decir, como las
soluciones de las ecuaciones diferenciales en el espacio de fases.

El problema de 2 cuerpos es completamente integrable y se conocen todas sus
soluciones, las cuales son secciones cónicas. Sin embargo, el problema de n cuerpos
para n ≥ 3 es un problema abierto.

Un camino para estudiar el problema de n cuerpos es el estudio de órbitas
periódicas, las cuales son importantes porque están definidas para todo tiempo t
y satisfacen la condición x(t) = x(t + T ) para alguna T > 0, llamada peŕıodo.
La construcción de estas órbitas puede ser realizada usando el principio de mı́nima
acción, el cual describiremos en este trabajo.

El cálculo de variaciones consiste en encontrar extremos (máximo, mı́nimo o punto
silla) de funciones cuyos dominios están en un espacio infinito dimensional: el espacio
de curvas.

La función Lagrangiana L(x, ẋ) es la diferencia de la enerǵıa cinética 1
2
|ẋ|2 y la

enerǵıa potencial −U(x), y el funcional de acción A(x) es la integral del Lagrangiano.
Denotamos por V como el espacio de configuración. Usualmente éste es definido como
un subespacio de (R2)n ó (R3)n con centro de masa fijo en el origen. Introducimos el
espacio de Sobolev X = H1([0, T ], V ) como el espacio de curvas cerradas o lazos en el
espacio de configuración, las cuales tienen peŕıodo mı́nimo T , donde T es un número
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real positivo. Luego, definimos el funcional

A : X → R ∪ {∞}, A(x(t)) =
∫ T

0
L(x(t), ẋ(t))dt,

como el funcional de acción, donde x : [0, T ] → V . Luego los puntos cŕıticos
del funcional de acción dan origen a las ecuaciones de Euler–Lagrange, y como
consecuencia las soluciones del problema de n cuerpos definido por ẍ = ∇U(x), son
el conjunto de curvas “extremales” del funcional de acción. Esto es conocido como
el principio de mı́nima acción. Luego los puntos cŕıticos del funcional de acción del
espacio de trayectorias X son soluciones periódicas del problema de n cuerpos, pero
posiblemente con colisiones.

El funcional de acción es coercitivo si toma valores infinitos cuando el momento
de inercia I se hace grande. Esta propiedad asegura que los mı́nimos absolutos del
funcional sean finitos. Existen dos caminos naturales para asegurar la coercitividad
y evitar que los puntos cŕıticos no se alcancen en el infinito: restricciones topológicas
(pueden ser homológicas u homotópicas) y restricciones de simetŕıa.

Por otro lado, existen varias razones por las cuales los métodos variacionales no
son muy usuales en el estudio de soluciones del problema de n cuerpos.

• El funcional de acción del problema de n cuerpos no es coercitivo, de tal forma
que el mı́nimo puede ser alcanzado en el “infinito”.

• El mı́nimo puede ser alcanzado en una órbita con colisión.

Si X es un espacio de Banach reflexivo, X0 ⊂ X es un subconjunto débilmente
cerrado, y la acción A 6≡ +∞, es semicontinua inferiormente y coercitiva, entonces el
Teorema de Tonelli garantiza la existencia de minimizadores (ver [28]).

La primera utilización de este método en el problema de n cuerpos fue realizada
en una nota de Poincaré que data de 1896 (ver [22]). Poincaré estudió los mı́nimos de
la acción para el problema de 3 cuerpos en el plano con un potencial de tipo “strong
force” (es decir, Uα = 1/|x|α con α ≥ 2) en una clase de homoloǵıa del espacio de
configuraciones módulo rotaciones. Más precisamente, él se interesó en las soluciones
periódicas, de tal forma que después de un cierto tiempo T , la configuración de los 3
cuerpos es igual a la configuración inicial, salvo rotaciones.

Por el Lema de Du Boid Raimond, los puntos cŕıticos del funcional de acción en un
subconjunto X0 ⊂ X son también soluciones del problema de n cuerpos, garantizando
que existen suficientes “variaciones admisibles” en X0. Si este subconjunto tiene la
propiedad de que todos los puntos cŕıticos de A(x) son soluciones del problema de n
cuerpos, entonces es llamado subconjunto admisible.

Se dice que un conjunto X0 ⊂ X satisface la condición no central (NC) con ı́ndice
ν si todo elemento x ∈ X0 satisface la desigualdad

x(0) · x(τx) ≤ (1− ν)|x(0)| · |x(τx)|
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para algún τx ∈ (0, T ] y ν ∈ (0, 2], la cual da información del ángulo formado por la
posición inicial x(0) y la posición después de un tiempo τx, x(τx).

Se demuestra que si X0 es un subconjunto débilmente cerrado de X, y satisface la
condición no central, entonces el funcional de acción tiene un ı́nfimo en X0.

Luego, se debe tomar un subconjunto admisible con la condición no-central, y
considerar el problema de minimización del funcional de acción en este subconjunto.
Con estas condiciones podremos encontrar puntos cŕıticos del funcional de acción que
resuelve el problema de los n cuerpos.

Por otro lado, si imponemos condiciones de simetŕıa al espacio de órbitas podemos
buscar soluciones periódicas con la simetŕıa dada.

Sea ρ la representación ortogonal de algún grupo G en el subespacio X. El
funcional de acción restringido al espacio de elementos ρ–invariantes tiene un conjunto
de puntos cŕıticos, llamados puntos ρ–cŕıticos. Usando el criterio de Palais [21], si
la acción A(x) es ρ–invariante entonces los puntos ρ–cŕıticos son puntos cŕıticos del
funcional en todo el espacio X.

En el Caṕıtulo 2 veremos que las órbitas periódicas en el problema de 2 cuerpos
son elipses. Nos referiremos a éstas como elipses Keplerianas, dentro de las cuales
se incluyen las elipses degeneradas llamadas órbitas de colisión–expulsión, las cuales
son segmentos de recta con punto final en el origen. Éstas representan las soluciones
con colisión del problema de 2 cuerpos. A lo largo del caṕıtulo, se estudia el método
de minimización de la acción para la búsqueda de soluciones periódicas del problema
de Kepler. Es decir, buscamos soluciones periódicas de la ecuación mẍ = α x

|x|3

en X. En este caso la acción es A(x) =
∫ T

0

(
m

2
|ẋ(t)|2 +

α

|x(t)|

)
dt y buscamos sus

minimizadores en el espacio de lazos X = H1([0, T ],C) de peŕıodo T que dan k
vueltas alrededor del origen. En 1977, en [16] Gordon demostró que para k = ±1, los
minimizadores son exactamente las soluciones eĺıpticas de peŕıodo T y excentricidad
arbitraria, mientras que si k 6= 0,±1 los minimizadores son soluciones de tipo colisión–
expulsión. La convexidad de la acción garantiza que una sucesión de órbitas con varias
colisiones y expulsiones en un intervalo de tiempo T tienen una acción mayor que la
asociada a una solución con una única expulsión-colisión durante el mismo peŕıodo de
tiempo, excluyendo con esto que los puntos cŕıticos sean órbitas con colisión. Además,
todas las elipses de peŕıodo T tienen la misma acción, la cual es una función del eje
mayor de la elipse, de la enerǵıa y del peŕıodo. Por lo tanto hay toda una familia
de minimizadores que comparten el mismo valor de la acción. En la frontera del
conjunto de esta familia están las órbitas de colisión–expulsión.

Cuando n ≥ 3 los movimientos más simples son los llamados homográficos, y son
tales que la configuración no cambia con el tiempo. Si x ∈ Rm para m = 1, 2, ó 3
estos movimientos necesariamente son de tipo Kepleriano; si en particular la enerǵıa
1
2
|ẋ|2−U(x) es negativa, la solución es periódica, y cada cuerpo se mueve describiendo

una elipse de igual excentricidad.

3



Una solución coreográfica del problema de n cuerpos es una solución periódica
cuya órbita es unión de curvas, y cada una de esas curvas es una trayectoria de al
menos dos cuerpos. Si existe sólo una curva, entonces todas las masas van una tras
otra haciendo un lazo. En este caso la coreograf́ıa se llama coreograf́ıa simple.

Exceptuando la solución de triángulo equilátero Lagrangiano con masas iguales,
no hab́ıa sido posible dar algún ejemplo de solución coreográfica para el problema
de 3 cuerpos, hasta el año 1993, en que fue descubierta la órbita en forma de figura
ocho. Esta órbita fue primero encontrada numéricamente por Chris Moore [18], y
posteriormente A. Chenciner y R. Montgomery [9] demostraron su existencia por
métodos variacionales.

El Caṕıtulo 3 está dedicado a estudiar la demostración de la existencia y
configuración de una curva libre de colisión, la cual minimiza la acción del problema
plano de 3 cuerpos con masas iguales, y además une una configuración colineal
de Euler (E3), con otra configuración isósceles (M1) en el tiempo T = 12T .
Esta curva comprende un doceavo de la solución en forma de ocho. En otras
palabras, imponiendo ciertas simetŕıas a la órbita y usando los métodos variacionales
demostraremos la existencia de una solución periódica del problema plano de 3
cuerpos libre de colisiones, y por último demostraremos que la configuración de la
órbita tiene la forma de ocho, donde el punto de autointersección de la curva está en el
origen, y coincide con el centro de masa. A lo largo del peŕıodo T , las tres masas pasan
a través de las configuraciones colineales de Euler de forma periódica, alternando con
configuraciones isósceles. En resumen, damos los detalles de las demostraciones del
art́ıculo [9], complementando con técnicas proporcionadas en la tesis doctoral de
Kuo-Chang Chen [5] y el art́ıculo de Gordon [16] .
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Caṕıtulo 1

Problema de n cuerpos

Consideremos n part́ıculas de masa mi > 0 moviéndose bajo la acción gravitatoria de
Newton en el espacio tridimensional R3 con n > 1. Dadas posiciones y velocidades
para las n part́ıculas, calcular sus posiciones y velocidades para todo tiempo t (es
decir caracterizar la totalidad de los posibles movimientos) es lo que se conoce como
el problema de n cuerpos.

A partir de las leyes de la dinámica de Newton las ecuaciones de movimiento de
las n part́ıculas son n ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden definidas
en un conjunto abierto de R3, dadas por:

mkẍk =
∂

∂xk

U(x), k = 1, . . . , n (1.1)

donde xk ∈ R3 es la posición de mk, y

U(x) = U(x1, . . . , xn) =
∑

1≤i<j≤n

mimj

|xi − xj| ,

es el negativo de la función potencial. Por simplicidad nos referiremos a éste
simplemente como el potencial.

Sea x = (x1, . . . , xn) y y = (y1, . . . , yn) ∈ R3n. El sistema (1.1) puede ser escrito
como

ẋ = M−1y,

ẏ = ∇U(x) (1.2)

donde M = diag[m1,m1,m1, . . . , mn,mn,mn] es la matriz de masas. Las ecuaciones
(1.2) son llamadas ecuaciones de Hamilton de (1.1), y definen un sistema dinámico
en R6n. Existen 10 integrales clásicas que permiten reducir la dimensión del espacio
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fase a una variedad de dimensión 6n− 10 (llamada variedad integral):

n∑

k=1

(mkxk − tyk) 3 componentes del centro de masa

n∑

k=1

yk 3 componentes del momento lineal

n∑

k=1

xk × yk 3 componentes del momento angular

H = K(M−1y)− U(x) integral de enerǵıa

donde K(ẋ) = K(M−1y) = 1
2
yT M−1y es la enerǵıa cinética. La integral de enerǵıa

H = H(x, y) es llamada función Hamiltoniana de (1.1).
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el centro de masa está en el

origen:
n∑

k=1

mkxk = 0. (1.3)

El espacio de configuración o de posiciones V de (1.1) es un espacio vectorial de
dimensión 3(n− 1), el cual consta de todos los x ∈ R3n que satisfacen la ecuación del
centro de masa (1.3).

Sea {e1, e2, e3} la base canónica de R3. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que el vector momento angular tiene la misma dirección que e3. Ya que
el sistema (1.1) es invariante bajo rotaciones (una acción SO(2) en la variedad
integral) alrededor del eje e3, la dimensión del sistema puede ser reducida a 6n− 11
por el cociente de las simetŕıas de rotación. Si M denota la variedad integral, la
variedad integral reducida y el espacio de configuración reducido se definen como
M̃ = M/SO(2) y Ṽ = V/SO(2), respectivamente.

La variedad integralM = M(h, ω) dependiente de la enerǵıa total h y el momento
angular ω es una subvariedad de dimensión 6n− 10 del haz tangente TV en V , y M̃
es una subvariedad 6n− 11 dimensional de la subvariedad T Ṽ .

El problema de n cuerpos está resuelto para n = 2.
En el caso del problema plano de n cuerpos, tenemos 6 integrales clásicas en

lugar de 10. La variedad integral reducida y espacio de configuración reducido son de
dimensión 4n− 7 y 2n− 3, respectivamente. En particular, el problema de 2 cuerpos
reducido al problema de Kepler es completamente integrable.

Sea 4 = {x = (x1, . . . , xn) ∈ (R3)n : xj = xi para alguna i 6= j} es el conjunto de
colisión. 4∩ V es el conjunto de singularidades del campo vectorial en TV definido
por (1.2). Al menos que se especifique otra cosa, cuando hablemos de una “solución”
de (1.1) nos referiremos a soluciones sin colisión, es decir soluciones en V \ 4.

El problema de 2 cuerpos está completamente resuelto, porque puede ser reducido
al llamado problema de Kepler, cuyas soluciones son secciones cónicas: ćırculos,
eĺıpses, parabolas e hipérbolas. Sin embargo el problema de 3 cuerpos (n = 3)
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presenta una dificultad mayor que el problema de 2 cuerpos, y la compresión de su
dinámica aun está lejos de ser entendida. Muchos de los resultados obtenidos para el
problema de 3 cuerpos pueden ser generalizados para n > 3.

Debido a la dificultad de resolver el problema de n cuerpos para n ≥ 3, siguiendo la
idea de Poincaré, un enfoque consiste en buscar y estudiar propiedades de soluciones
periódicas, es decir, soluciones x(t) tales que x(t) = x(t + T ), donde T es llamado
peŕıodo.

1.1 Soluciones periódicas del problema de n cuer-

pos

Existen dos importantes clases de soluciones periódicas : soluciones homográficas y
soluciones coreográficas.

• Soluciones homográficas

Una solución homográfica del problema de n cuerpos es una solución donde la
configuración de los n cuerpos permanece semejante para todo tiempo t. En la
Figura 1.1 cada part́ıcula se mueve sobre una órbita eĺıptica, en todo momento la
configuración es de un triángulo equilátero, es decir, podrá variar de tamaño pero
nunca de forma. Una solución homográfica es llamada homotética si la configuración
no tiene rotación. Si una solución periódica homográfica es ŕıgida en el sentido
de que la configuración de los n cuerpos permanece congruente a su configuración
inicial, entonces es llamada equilibrio relativo. Un equilibrio relativo es un equilibrio
del sistema (1.1) en un sistema de coordenadas rotatorio. Existen movimientos
homotéticos y equilibrios relativos en el problema plano de n cuerpos, aśı como otros
movimientos homográficos, las llamadas configuraciones centrales.

Figura 1.1: Solución homográfica de 3 cuerpos.
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Definición 1.1. Se dice que n cuerpos forman una configuración central
x = (x1, . . . , xn) en el tiempo t, si existe un λ ∈ R tal que

λmjxj =
∂U

∂xj

, 1 ≤ j ≤ n.

Es decir, cuando las posiciones son proporcionales a sus velocidades. Si

I(x) =
1

2

n∑

i=1

mi|xi|2

es el momento de inercia, se cumple

λ =
−U(x)

2I(x)
< 0.

Equivalentemente,
∇U(x) = λ∇I(x).

Notemos que el potencial U(x) es una función homogénea de grado −1, y se

verifica que λ = − U(x)

2I(x)
, de tal forma que la anterior identidad se puede escribir

como
2I(x)∇U(x) + U(x)∇I(x) = 0.

Luego, x es una configuración central si y sólo si es un punto cŕıtico de Ũ :=
√IU .

La propiedad más simple que caracteriza a una configuración central es que define
un movimiento homotético si las velocidades iniciales son elegidas convenientemente,
por ejemplo si todas son cero. Por otro lado, notemos que Ũ es una función
homogénea de grado cero y es invariante bajo transformaciones ortogonales, de tal
forma que dos configuraciones centrales son equivalentes si están relacionadas por
dilataciones y transformaciones ortogonales. Como consecuencia, cuando se habla
del número de configuraciones centrales, lo que significa es el número de clases de
equivalencia de configuraciones centrales, o equivalentemente, el número de O(3)-
órbitas de configuraciones centrales en la esfera de configuración (o esfera de las
formas, elipsoide de masas): S = V ∩ I−1(1) donde S es la (3n − 4)-esfera para el
problema espacial de n cuerpos y es una (2n− 3)-esfera para el caso plano.

Las configuraciones centrales son importantes en mecánica celeste por varias
razones. Cuando las n part́ıculas tienden a colisión o se escapan al infinito, las
posiciones de las part́ıculas tienden a una configuración central, [25]. Además, la
topoloǵıa de las variedades integrales M(h,w) ⊂ TV cambia en una configuración
central.

Para el problema de 3 cuerpos, existen exactamente 5 configuraciones centrales:
dos triángulos equiláteros de Lagrange, y tres configuraciones colineales o de Euler.

8



En 1767 Euler encontró órbitas periódicas colineales, en las cuales los 3 cuerpos
de masas arbitrarias se mueven a lo largo de una ĺınea recta. Posteriormente, en 1772
Lagrange descubrió, que para el problema de 3 cuerpos, existe un equilibrio relativo
en forma de triángulo equilátero, ver la Figura 1.2.

Figura 1.2: Configuración de Lagrange.

• Soluciones coreográficas

Una solución coreográfica (coreograf́ıa) del problema de n cuerpos es una solución
periódica que es unión de curvas cerradas, cada una de las cuales es la trayectoria
de al menos dos cuerpos. Si ésta es una única curva cerrada entonces la solución es
llamada coreograf́ıa simple, ver la Figura 1.3.

Figura 1.3: Ejemplos de coreograf́ıas simples y no simples.

Una órbita Kepleriana eĺıptica es una coreograf́ıa si y sólo si las dos masas son
iguales. El primer ejemplo de coreograf́ıa en el problema de los 3 cuerpos es el
triángulo equilátero de Lagrange con masas iguales.
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1.2 Resultados previos

En esta sección presentamos algunos resultados de Análisis Funcional que son
necesarios en las demostraciones de algunos resultados fundamentales para este
trabajo.

Definición 1.2. Un espacio vectorial normado (X, ‖ · ‖) es un espacio vectorial
(sobre un campo K, que puede ser real o complejo), equipado con una función
‖ · ‖ : X → R+ ∪ {0} llamada norma, la cual cumple:

i) ‖x‖ ≥ 0 donde x ∈ X, la igualdad se cumple si y sólo si x = 0,

ii) ‖λx‖ = |λ|‖x‖ para toda x ∈ X y λ ∈ K,

iii) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ para toda x, y ∈ X.

Ejemplo 1.3. Espacios normados.

1. C0[a, b] := {f : [a, b] →K | f es continua en [a, b]} con ‖f‖ = |f |0 = max
x∈[a,b]

|f(x)|.

2. C1[a, b] = {f : [a, b] →K | f es continuamente diferenciable en [a, b]} con

‖f‖ ≡ |f |1 = max
x∈[a,b]

|f(x)|+ max
x∈[a,b]

|f ′(x)|.

3. C0[a, b] con ‖f‖ ≡ ‖f‖2 =

(∫ b

a
f(x)2dx

)1/2

.

Proposición 1.4. Todo espacio vectorial normado es un espacio métrico, es decir,
si ‖ · ‖ es la norma de X, entonces la función d(·, ·) : X × X → R+ ∪ {0} definida
por d(x, y) = ‖x− y‖ satisface:

i) d(x, y) ≥ 0,

ii) d(x, y) = d(y, x),

iii) d(x, x) = 0,

iv) d(x, y) 6= 0 si x 6= y,

v) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y),

para todo x, y, z ∈ X
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Definición 1.5. (Convergencia Fuerte) Una sucesión {xn} en un espacio vectorial
normado X, converge fuertemente si existe un elemento x ∈ X tal que,

lim
n→∞ ‖xn − x‖ = 0.

Se dice que x es el ĺımite fuerte de {xn} y se denota como lim
n→∞xn = x, ó simplemente

xn → x.

Definición 1.6. Un espacio métrico es completo si toda sucesión de Cauchy converge
(fuertemente) en X.

Definición 1.7. Si X es un espacio vectorial normado y completo, entonces X es un
espacio de Banach.

Ejemplo 1.8. Espacios de Banach.

1. Los espacios de funciones C0[a, b] con la norma |f |0 y C1[a, b] con la norma |f |1
son espacios de Banach.

2. C0[a, b] con la norma ‖f‖0 no es un espacio de Banach ([4], página 38).

Definición 1.9. Sea X un espacio vectorial (sobre un campo K, que puede ser real
o complejo). Un producto interior de X es una función 〈·, ·〉 : X × X → K la cual
cumple:

i) 〈x + y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉,

ii)〈cx, y〉 = c〈x, y〉,

iii) 〈x, y〉 = 〈y, x〉,

iv) 〈x, x〉 > 0 si x 6= 0

para todo x, y, z ∈ X y c ∈ K.

Proposición 1.10. Todo espacio vectorial con un producto interior define una norma

dada por ‖ · ‖ =
√
〈·, ·〉.

Definición 1.11. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial completo con la
métrica definida por el producto interior.

Observación 1.12. Cada espacio de Hilbert es un espacio de Banach con la norma
inducida por el producto interior que tiene asociada el espacio de Hilbert.

11



Ejemplo 1.13. El espacio

L2[a, b] = {f(x) con
∫ b

a
|f(x)|2dx < ∞}

donde la integral es tipo Lebesgue, equipado con el producto interior

〈f, g〉 =
∫ b

a
f(x) · g(x) dx

es un espacio de Hilbert, ver [15].

Se designa por X∗ al espacio dual de X, es decir el espacio de todos los funcionales
continuos sobre X. Si X un espacio normado entonces el espacio dual X∗ está
equipado con la norma

‖f‖X∗ = sup
x∈X, ‖x‖≤1

|f(x)|.

Definición 1.14. Sean X y Y espacios de Banach. Un operador T : X → Y es
acotado si existe una constante c > 0 tal que ‖T (x)‖ < c‖x‖ para toda x ∈ X.

Teorema 1.15 (Representación de Riesz). Todo funcional lineal acotado F en un
espacio de Hilbert X puede ser representado en términos del producto interior, es
decir,

F (x) = 〈x, v〉
donde v es único y depende de F , y tiene norma ‖v‖ = ‖F‖.

Demostración. Ver la demostración en [15] página 189.

1.2.1 Convergencia débil

En un espacio de Banach (X, ‖ · ‖), hablamos de la topoloǵıa fuerte cuando ésta es la
generada por la norma del espacio ‖ · ‖, es decir, los abiertos son unión arbitraria de
bolas abiertas de X y diremos que la topoloǵıa fuerte es la topoloǵıa inducida por la
norma ‖ · ‖.

El siguiente teorema nos dice que hay pocos conjuntos compactos en espacios de
dimensión infinita con la topoloǵıa inducida por la norma.

Teorema 1.16 (F. Riesz). Sea X un espacio vectorial normado equipado con la
topoloǵıa fuerte, tal que bola unitaria BX = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1} es compacta. Entonces
X tiene dimensión finita.

Demostración. Ver la demostración en [4] página 92.
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Es decir, la bola unitaria BX en un espacio de Banach de dimensión infinita
nunca es compacta con la topoloǵıa fuerte, aśı concluimos que los conjuntos cerrados
y acotados, con la topoloǵıa fuerte, de un espacio de Banach en general no son
compactos, habremos de introducir una nueva topoloǵıa en la que se cumpla esto.

Las dos topoloǵıas de mayor importancia en espacios de Banach, son la topoloǵıa
débil y la topoloǵıa débil*, recibiendo dichos nombres por ser las topoloǵıas mas
débiles que la inducida por la norma, es decir, tienen menos cantidad de abiertos.
Estas topoloǵıas están más relacionadas con la estructura lineal.

La topoloǵıa débil se puede definir en cualquier espacio vectorial normado, en
cambio, la topoloǵıa debil* sólo se define en los espacios duales, aunque esto último
tiene como compensación que la bola unitaria en el espacio dual resulta ser débil*-
compacta.

Definiremos una topoloǵıa particular para un espacio normado X, denotada por
σ(X,X∗). Sea f ∈ X∗, se designa por ϕf : X → K a la función definida por
ϕf (x) = f(x) con K = R o K = C.

Definición 1.17. La topoloǵıa débil sobre X, denotada por σ(X, X∗), es la topoloǵıa
menos fina (con un número mı́nimo de abiertos) sobre X, tal que todas las aplicaciones
{ϕf}f∈X∗ son continuas.

Se dice que una sucesión {xn} converge converge débilmente a un elemento x ∈ X
si la sucesión converge en el espacio (X, σ(X, X∗)) y se denota por xn ⇀ x.

Lema 1.18. Sea {xn} una sucesión débilmente convergente en un espacio normado
X. Entonces:

i) El ĺımite débil x de {xn} es único.

ii) Toda subsucesión de {xn} converge débilmente a x.

iii) La sucesión {‖xn‖} es acotada.

Demostración. Ver la demostración en [15], página 258.

Definición 1.19. Sea Ω un subconjunto de X. Decimos que Ω es débilmente cerrado
si para toda sucesión {xn} en Ω tal que xn ⇀ x, se cumple que x ∈ Ω.

Si f ∈ X∗ y x ∈ X denotaremos a f(x) por 〈f, x〉.
Proposición 1.20. Sea {xn} una sucesión en X. Entonces xn ⇀ x si y sólo si
〈f, xn〉 → 〈f, x〉, para toda f ∈ X∗.

Lema 1.21 (Convergencia fuerte y débil). Sea {xn} una sucesión en un espacio
vectorial normado X, entonces se cumple lo siguiente:
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i) Si {xn} converge fuertemente, entonces converge débilmente al mismo ĺımite.

ii) Si dim X < ∞, entonces la convergencia débil implica la convergencia fuerte.

Demostración. Ver la demostración en [15] página 259.

Definición 1.22. Sea X un espacio de Banach, decimos que un funcional F : X → R
es secuencialmente débilmente semicontinuo inferiormente, si dada una sucesión tal
que xn ⇀ x, se cumple que F (x) ≤ lim inf

n→∞ F (xn).

Lema 1.23. Sea {xn} una sucesión en X. Entonces se satisfacen las siguientes
afirmaciones:

i) Si xn ⇀ x entonces ‖x‖ ≤ lim inf
n→∞ ‖xn‖, es decir la norma es secuencialmente

débilmente semicontinua inferiormente.

ii) Si xn ⇀ x y fn → f converge fuertemente en X∗ (es decir, ‖fn − f‖ → 0),
entonces fn(xn) → f(x).

Demostración. Ver la demostración en [4], página 36.

Ahora, vamos a definir una topoloǵıa particular sobre el espacio dual X∗, la cual
es la topoloǵıa débil∗, denotada por σ(X∗, X). Para cada x ∈ X, consideremos la
aplicación ϕx : X∗ → K definida por ϕx(f) = f(x). Cuando x recorre a todo X,
obtenemos una familia de aplicaciones {ϕx}x∈X continuas.

Definición 1.24. Una topoloǵıa débil∗, denotada por σ(X∗, X), es la topoloǵıa menos
fina (con un número mı́nimo de abiertos) sobre X∗ de tal forma que todas las
aplicaciones {ϕx}x∈X son continuas.

1.2.2 Espacios reflexivos

Sea X un espacio de Banach. La inyección canónica del espacio X al espacio doble
dual X∗∗ = (X∗)∗ está dada por la función i definida por x 7→ i(x) ∈ X∗∗, donde

i(x)(f) = f(x) para toda x ∈ X, f ∈ X∗.

La inyección i es lineal, y además es una isometŕıa, véase [4].
Por otro lado, usando i siempre se puede identificar X con un subespacio de X∗∗.

Decimos que X es reflexivo si i(X) = X∗∗.

Lema 1.25. Sea X un espacio de Banach. Entonces X es reflexivo si y sólo si su
espacio dual X∗ es reflexivo.

Teorema 1.26 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). La bola unitaria BX∗ = {f ∈ X∗ :
‖f‖ ≤ 1} es compacta en la topoloǵıa débil∗ σ(X∗, X).
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Demostración. Ver la demostración en [4] pág. 43.

Corolario 1.27. X es reflexivo si y sólo si su bola unitaria es compacta en la topoloǵıa
débil.

Definición 1.28. Sean X y Y dos espacios de Banach. Un operador T : X → Y es
compacto si para todo subconjunto M acotado de X, la imagen T (M) es relativamente
compacta, esto es, T (M) es compacto.

Proposición 1.29. Sea X un espacio de Banach reflexivo y Y un espacio de Banach.
Entonces el operador T : X → Y es compacto si y sólo si toda sucesión {xn} que
converge débilmente a x0 en X, xn ⇀ x0, entonces T (xn) converge fuertemente a
T (x0), T (xn) → T (x0).

Demostración. Ver la demostración en [29] pág. 467.

Teorema 1.30 (Eberlein–Šmulian). Sea X un espacio de Banach. Entonces toda
sucesión acotada {xn} posee una subsucesión {xnk

} convergente en la topoloǵıa
σ(X,X∗) si y sólo si X es reflexivo.

Demostración. Ver la demostración en [4] pág. 50.

1.2.3 Espacios de Sobolev

Definición 1.31. El soporte de una función continua es el complementario del mayor
abierto sobre el que f se anula. Se dice que una función tiene soporte compacto si el
conjunto donde no se anula, forma un conjunto cerrado y acotado, es decir, si

supp f = {x ∈ R|f(x) 6= 0}

es cerrado y acotado.

Denotamos por Ck
c (Ω) el espacio de las funciones con soporte compacto, y la

k–ésima derivada continua, y equipado con la norma

‖f‖ = sup
x∈Ω

|f(x)|.

Ahora, consideremos p ∈ R con 1 ≤ p < ∞, y I = (a, b). Definimos

Lp(I) = {f : I → R | f es Lebesgue medible y
∫ b

a
|f |p < ∞}.

En general, los espacios de Sobolev W 1,p(I) son subconjuntos de los Lp y éstos
están compuestos por clases de equivalencia a través de la relación ∼, donde u ∼ v
si y sólo si u = v casi en todas partes en I.

15



Definición 1.32. Sea I = (a, b) un intervalo acotado o no, y sea p ∈ R con
1 ≤ p ≤ ∞, un espacio de Sobolev W 1,p(I) se define como

W 1,p(I) =
{
x ∈ Lp(I)| ∃ y ∈ Lp(I) tal que

∫
xϕ′ = −

∫
yϕ ∀ϕ ∈ C1

c (I)
}

.

En la definición de W 1,p se dice que ϕ es una función test.

En este trabajo utilizaremos el espacio W 1,2, es decir, con p = 2. Una justificación
parcial de esto es lo siguiente. Consideremos el espacio C1(I,Rn) equipado con la
norma

‖x‖2
1,2 =

∫

I
(|x(t)|2 + |ẋ(t)|2) dt,

es decir, queremos medir tanto la función original como su derivada en el espacio de
las funciones continuamente diferenciables en el intervalo I. Una dificultad radica
en el hecho que C1 no es un espacio Banach con la norma ‖x‖1,2. Es por ello que
trabajaremos con el espacio que resulta de su completación, denotado por H1(I,Rn)
o simplemente por H1. En [1] se demuestra que H1(I,Rn) es igual al espacio
W 1,2(I,Rn).

Proposición 1.33. El espacio W 1,p es un espacio de Banach para 1 ≤ p ≤ ∞. El
espacio W 1,p es reflexivo 1 para 1 < p < ∞ y separable para 1 ≤ p < ∞. El espacio
H1 es un espacio de Hilbert separable.

Demostración. Ver la demostración en [4], página 121.

En otras palabras, H1 es un espacio de Hilbert que admite una base ortonormal
numerable.

Teorema 1.34 (Densidad). Sea u ∈ W 1,p(I) con 1 ≤ p < ∞. Entonces existe una

sucesión {un} en C∞
c (R) tal que un

∣∣∣
I
→ u en W 1,p(I).

Demostración. Ver la demostración en [4], página 127.

El siguiente Teorema afirma que toda función de un espacio de Sobolev W 1,p(I)
tiene un representante continuo.

Teorema 1.35. Dado u ∈ W 1,p(I), existe una función ũ ∈ C0(I) tal que u = ũ casi
en todas partes en I.

Demostración. Ver demostración en [4] pág. 122.

1Esta propiedad es una ventaja considerable del espacio W 1,p con respecto al espacio de funciones
de clase C1, el cual no es reflexivo.
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En ocasiones estaremos utilizando representantes continuos con la misma letra.
Como consecuencia del teorema anterior, podemos considerar la inyección

j : W 1,p(I) → C0(Ī). La topoloǵıa uniforme en el espacio de funciones continuas
C0(Ī) es la topoloǵıa generada por la norma del supremo

‖f‖C0 = sup{f(t) : t ∈ Ī},

donde f ∈ C0(Ī).

Teorema 1.36. Existe una constante C (dependiente sólo de |I| ≤ ∞) tal que

‖u‖L∞(I) ≤ C‖u‖W 1,p(I) para toda u ∈ W 1,p(I), para toda 1 ≤ p ≤ ∞,

dicho de otro modo W 1,p(I) ⊂ L∞(I) con inyección continua para todo 1 ≤ p ≤ ∞.
Además cuando I es acotado se verifica

(a) la inyección W 1,p(I) ⊂ C0(Ī) es compacta para 1 < p ≤ ∞.

(b) la inyección W 1,1(I) ⊂ Lq(I) es compacta para 1 ≤ q < ∞.

Demostración. Ver la demostración en [4], página 129.

A partir de la Proposición 1.29 concluimos que la convergencia débil en W 1,p(I)
implica la convergencia uniforme en C0(Ī), es decir, si xn ⇀ x0 entonces xn → x0 con
la norma del supremo. La convergencia en C0(Ī) se llama convergencia uniforme.

1.3 Métodos variacionales de minimización

En el caso de dimensión finita una manera de encontrar mı́nimos de funciones
f : X ⊂ R→ R es construir sucesiones minimizantes convergentes, o bien, acotadas y
haciendo uso de la compacidad de X extráıamos subsucesiones convergentes, entonces
la continuidad de f aseguraba el mı́nimo.

En espacios de dimensión infinita, para resolver el primer problema se toma X

espacio de Banach reflexivo dotado de la topoloǵıa débil para que toda sucesión
acotada tenga una subsucesión convergente (Teorema de Eberlein–Šmulian) y para
poder concluir supondremos que f es débilmente inferiormente semicontinuo en X,
un concepto más débil que la continuidad.

Para asegurar la existencia de mı́nimos, el subespacio a elegir debe ser de tal
forma que las sucesiones convergentes puedan ser minimizantes. Una condición para
garantizar esto es pedir que la función f sea coercitivo en X0 ⊂ X.

Definición 1.37. Un funcional F en un espacio normado X, es llamado coercitivo en
un subconjunto X0 ⊂ X si F (x) → +∞, cuando ||x|| → +∞, x ∈ X0.
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Teorema 1.38. Sea X un espacio de Banach reflexivo y M un subconjunto débilmente
cerrado de X. Dado un funcional f : X → R ∪ {+∞} coercitivo y débilmente
inferiormente semicontinuo en M . Entonces f |M es acotado inferiormente y alcanza
su ı́nfimo.

Demostración. Si f ≡ +∞ no hay nada que demostrar. Supongamos f 6= +∞. Sean
α = infM f < +∞ y {xn} una sucesión minimizante en M , esto es, f(xn) → α.
Si {xn} no estuviera acotada, entonces existiŕıa una subsucesión {xnk

} tal que
‖xnk

‖ → +∞ y por la coercitividad tendŕıamos que f(xnk
) → +∞ lo cual es imposible

ya que α < +∞, por lo tanto la sucesión {xn} es acotada en X. Puesto que X es
reflexivo, existe una subsucesión {xnk

} de {xn} tal que xnk
⇀ x0 para algún x0 ∈ X.

Pero M es débilmente cerrado, por lo tanto x0 ∈ M . Por la semicontinuidad tenemos
que

f(x0) ≤ lim inf
k→+∞

f(xnk
) = α

y aśı x0 es un mı́nimo de f en M.

Si F es un funcional definido en un subconjunto de un espacio de Banach X,
y si queremos encontrar condiciones para que F tenga mı́nimo, necesitamos una
generalización apropiada del concepto de derivada.

Definición 1.39. Sea X un espacio de Banach y F : X → R ∪ {+∞} un funcional.
Supongamos que F (x) < +∞. Decimos que F es Gâteaux diferenciable en x en la
dirección de h ∈ X si existe L ∈ X∗ tal que

lim
s→0

F (x + sh)− F (x)

s
= L(h).

L se llama la derivada de Gâteaux en x y se denota por δxF (h) = L(h).

δxF (h) es la variación de Gâteaux de F en x en la dirección de h. En caso de que el
ĺımite no esté definido para toda dirección h ∈ X, se considera el subconjunto Bx ⊂ X

de direcciones donde el ĺımite exista, llamado espacio de variaciones admisibles. La
función δF (x) : Bx → R es llamada variación de Gâteaux ó primera variación de F
en x.

Si F es Gâteaux diferenciable para todo x ∈ X, se dice que F es Gâteaux
diferenciable.

Observación 1.40. Notemos que si s ∈ R es suficientemente pequeño, podemos
tomar s → F (x + sh), y como consecuencia, si existe la variación de Gâteaux de F
en x en la dirección de h, debemos tener

δxF (h) =
d

ds
F (x + sh)

∣∣∣∣
s=0

.
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Definición 1.41. Sea F : X → R ∪ {+∞} un funcional, y supongamos que
F (x) < +∞. Decimos que F es Fréchet diferenciable en x si existe L ∈ X∗ tal
que

lim
‖h‖→0

F (x + h)− F (x)− L(h)

‖h‖ = 0.

L se llama derivada de Fréchet de F en x y se denota por DF (x) = L.

La relación entre la derivada de Gâteaux y la derivada de Fréchet es la siguiente:

• Si F es Fréchet diferenciable entonces F es Gâteaux diferenciable y ambas
derivadas coinciden.

• Si F es Gâteaux diferenciable y la derivada de Gâteaux δF : X → X∗ es
continua, entonces F es Fréchet diferenciable.

Ahora vamos a generalizar estos conceptos a espacios de Banach, de tal forma que
podamos dar la condición necesaria para la existencia de un máximo o un mı́nimo
local de F en x ∈ X

DF (x) = F ′(x) = 0 (1.4)

cuando F es Gâteaux diferenciable en x. Cualquier x ∈ X que satisface la condición
(1.4) se llama punto cŕıtico de F , y el correspondiente número F (x) se llama valor
cŕıtico.

Si X0 ⊂ X es un subespacio de X tal que x0 ∈ X0 y DF (x0) = 0 como un funcional
lineal en TxX0 = X0, entonces decimos que x0 es un punto cŕıtico de F en X0.

El teorema de representación de Fréchet–Riesz garantiza la siguiente definición.

Definición 1.42. Si X es un espacio de Hilbert con producto interior 〈·, ·〉X y F
Gâteaux diferenciable entonces definimos el gradiente de F en x0, como el único
elemento de ∇F (x0) ∈ X tal que

〈∇F (x0), h〉X = DF (x0)(h)

para todo h ∈ X.

Definición 1.43. Un conjunto C se dice balanceado si dado un x ∈ C y λ ∈ R tal
que |λ| < 1 se tiene λx ∈ C.

Proposición 1.44. Sea F : X → R ∪ {+∞} un funcional. Supongamos que F
restringido a un subconjunto X0 ⊂ X tiene un extremo relativo finito en x0 ∈ X0. Si
existe un conjunto balanceado no vaćıo B ⊂ Bx0 tal que x0 + B ⊂ X0, entonces

δF (x0)(v) = 0

para toda v ∈ B.
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Demostración. Supongamos primero que x0 es un mı́nimo relativo de F |X0 . Tenemos
que x0 + tv ∈ X0 para |t| < 1 y v ∈ B ⊂ Bx0 . Luego

F (x0 + tv)− F (x0)

t
≥ 0

para 0 < t < 1 y
F (x0 + tv)− F (x0)

t
≤ 0

para −1 < t < 0. Tomando los ĺımites laterales respectivos en ambas desigualdades
concluimos que δF (x0)(v) ≥ 0 y δF (x0)(v) ≤ 0, por lo tanto δF (x0)(v) = 0 para
toda v ∈ B.

1.4 Ecuaciones de Euler-Lagrange

Introduciremos el Lagrangiano y las ecuaciones de Euler-Lagrange con el siguiente
sistema f́ısico (véase por ejemplo [12]). Consideremos un péndulo moviéndose en un
plano vertical en el que solo actúa la fuerza de gravedad. Este consta de una varilla
de longitud l con una part́ıcula de masa m unida al extremo inferior de la varilla.

m

lx

mg

Figura 1.4: Péndulo simple.

La posición del péndulo se describe con el ángulo x que forma con la vertical
medido en sentido contrario a las manecillas del reloj, como se muestra en la
Figura 1.4. La componente de la fuerza gravitatoria responsable del movimiento
es perpendicular a la varilla l, la cual tiene el valor de −mg sen x, donde g es la
constante gravitatoria. Por lo tanto, por la segunda ley de Newton, tenemos que la
ecuación del movimiento es

mẍ = −g

l
sen x (1.5)
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donde x ∈ S1. S1 es llamado el espacio de posiciones. El Lagrangiano, denotado por
L, asociado a la ecuación (1.5) es simplemente la diferencia entre su enerǵıa cinética,
K, y su enerǵıa potencial, U , es decir,

L(x, ẋ) = K − U =
m

2
|ẋ|2 +

g

l
cos x (1.6)

el cual está definido sobre el haz tangente TS1 = S1 × R de la variedad S1. TS1 es
llamado espacio de posiciones y velocidades. Observemos que d

dx
L(x, ẋ) = −g

l
sen x y

también d
dt

d
dẋ

L(x, ẋ) = d
dt

mẋ = mẍ. Por lo tanto,

d

dt

d

dẋ
L(x, ẋ) =

d

dx
L(x, ẋ). (1.7)

La ecuación (1.7) es llamada la ecuación de Euler-Lagrange asociado al Lagrangiano
(1.6). Consideremos un número T > 0, entonces el funcional de acción asociado a
(1.6) es

F (x(t)) =
∫ T

0
L(x(t), ẋ(t))dt =

∫ T

0

m

2
|ẋ(t)|2 +

g

l
cos x(t) dt.

El objetivo de esta sección es demostrar que los extremos relativos del funcional de
acción son soluciones de la ecuación de Euler-Lagrange. Es decir, si x es un mı́nimo
ó máximo de F entonces x = x(t) es solución de la ecuación de Euler-Lagrange.
Iniciemos por considerar el caso general, sea f : Rn × Rn × R→ R ∪ {+∞} y T > 0
un número fijo. Entonces

F (x) =
∫ T

0
f(x(t), ẋ(t), t) dt (1.8)

donde x ∈ C1([0, T ],Rn).
Para obtener la derivada de Gâteaux del funcional F supondremos lo siguiente

x ∈ X = H1([0, T ], Ω), f ∈ C2(Ω× Rn × R,R) (1.9)

donde Ω es un subconjunto abierto de Rn y además que

∂

∂ẋ
f(x(t), ẋ(t), t) ∈ C0([0, T ],Rn) (1.10)

Bε = {h ∈ C1([0, T ],Rn) : h(0) = h(T ), sup
[0,T ]

|h| < ε} (1.11)

Lema 1.45. Sea F, f, X,Bε como en (1.8),(1.9), (1.10) y (1.11). Entonces la
variación de Gâteaux del funcional F en x ∈ X en la dirección h ∈ Bε es

δxF (h) =
∫ T

0

(
∂

∂ẋ
f(x, ẋ, t)− φx(t)

)
· ḣ dt (1.12)

donde φx(t) =
∫ t
0

∂
∂x

f(x(τ), ẋ(τ), τ)dτ.
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Lema 1.46 (Lema de Du Bois-Reymond). Sea ε > 0 y Bε como antes, si
H ∈ C0([0, T ],Rn) y ∫ T

0
H(t) · ḣ(t)dt = 0

para cualquier h ∈ Bε, entonces existe c ∈ Rn tal que H(t) = c para toda t ∈ [0, T ].

Demostración. Sea c = 1
T

∫ T
0 H(t)dt y h(t) = 1

K

∫ t
0(H(τ) − c)dτ . Claramente h

es continuamente diferenciable cuya derivada es ḣ(t) = 1
K

(H(t) − c) y además
h(0) = h(T ) = 0. Escojamos K > 0 tal que sup[0,T ] |h| < ε. Entonces h ∈ Bε

y
∫ T

0
|H(t)− c|2dt =

∫ T

0
(H(t)− c) · (H(t)− c)dt

= K
∫ T

0
(H(t)− c) · ḣ(t)dt

= −K
∫ T

0
c · ḣ(t)dt

= −K(c · h(T )− c · h(0))

= 0.

Por lo tanto, |H(t)− c|2 = 0 en [0, T ]. Luego, H(t) = c para toda t ∈ [0, T ].

Teorema 1.47. Sea F, f, X,Bε como en (1.8),(1.9), (1.10) y (1.11). Supongamos
que F restringido a un subconjunto X0 de X tiene un extremo relativo en x, y
x + Bε ⊂ X0 para algún ε > 0, entonces

d

dt

∂

∂ẋ
f(x(t), ẋ(t), t) =

∂

∂x
f(x(t), ẋ(t), t) (1.13)

para toda t ∈ [0, T ].

La ecuación (1.13) es llamada la ecuación de Euler-Lagrange del funcional F .

Demostración. Sea x el extremo relativo de F restringido a X0. Por la Proposición
1.44 y el Lema 1.45 tenemos que

δxF (h) =
∫ T

0

(
∂

∂ẋ
f(x, ẋ, t)− φx(t)

)
· ḣ dt = 0

para cualquier h ∈ Bε. Ahora, por el Lema 1.46, existe c ∈ Rn tal que para obtener
∂
∂ẋ

f(x, ẋ, t)− φx(t) = c, o equivalentemente,

∂

∂ẋ
f(x, ẋ, t)−

∫ t

0

∂

∂x
f(x(τ), ẋ(τ), τ)dτ = c

para cualquier t ∈ [0, T ].
∫ t
0

∂
∂x

f(x(τ), ẋ(τ), τ)dτ es diferenciable con respecto a la
variable t, luego ∂

∂ẋ
f(x, ẋ, t) también. Por lo tanto, la ecuación de arriba implica la

ecuación de Euler- Lagrange (1.13).
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Ahora consideremos el problema de n cuerpos (1.1). Sea V el espacio de
configuración y

X = H1([0, T ], V ) = W 1,2([0, T ], V ) (1.14)

El Lagrangiano L(x, ẋ) de x ∈ X está definido por

L(x, ẋ) = K(ẋ) + U(x) =
1

2

n∑

k=1

mk|ẋk|2 +
∑

1≤i<j≤n

mimj

rij

(1.15)

donde rij = |xi−xj|. Sea Ω = V \∆, donde ∆ es el conjunto de colisiones. Claramente
Ω es abierto. Si x(t) ∈ Ω para cualquier t ∈ [0, T ] entonces L satisface (1.9) y (1.10)

El funcional de acción A : X → R ∪ {+∞} de (1.1) en el intervalo [0, T ] está
definido por

A =
∫ T

0
L(x, ẋ) dt (1.16)

Proposición 1.48. Las ecuaciones de Euler-Lagrange del funcional de acción (1.16)
son (1.1).

Demostración. Por el Teorema 1.47 las ecuaciones de Euler-Lagrange del funcional
(1.16) son

d

dt

∂

∂ẋk

L(x(t), ẋ(t)) =
∂

∂xk

L(x(t), ẋ(t))

para k = 1, 2, . . . , n y L es como en (1.15). Puesto que la enerǵıa cinética K(ẋ) y la
enerǵıa potencial −U(x) dependen únicamente de ẋ y x respectivamente, tenemos

d

dt

∂

∂ẋk

K(ẋ) =
∂

∂xk

U(x).

Pero
d

dt

∂

∂ẋk

K(ẋ) =
d

dt

∂

∂ẋk

mk|ẋk|2 =
d

dt
mkẋk = mkẍk,

luego,

mkẍk =
∂

∂xk

U(x).

Observemos que el Lagrangiano (1.15) es una función definida en el haz tangente
(x, y) ∈ TV = V × R3(n−1), la cual es diferenciable excepto en x ∈ ∆. Si
x(t) ∈ V \∆ para toda t ∈ [0, T ], entonces para algún ε > 0 suficientemente pequeño,
x(t) + h(t) ∈ V \∆ para cualquier t ∈ [0, T ] y h ∈ Bε, donde

Bε = {h ∈ C1([0, T ], V ) : h(0) = h(T ), sup
[0,T ]

|h| < ε}. (1.17)

Una consecuencia inmediata del Teorema 1.47 es el siguiente
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Corolario 1.49. Sea X,A, Bε como en (1.14), (1.16) y (1.17). Supongamos que
existe un extremo relativo en x de A en un subconjunto X0 de X. Si x + Bε ⊂ X0 y
x(t) ∈ V \∆ para toda t ∈ [0, T ], entonces x(t) es una solución de (1.1).

Supongamos que X0 es un subespacio de X y x un punto cŕıtico de F en X0. Si
x + Bε ⊂ X0 entonces x(t) resuelve (1.1) cuando x(t) ∈ V \∆.

Por lo tanto, el problema de encontrar soluciones sin colisión ó mas espećıficamente
soluciones periódicas sin colisión de (1.1) es transformado en un problema de
encontrar extremos relativos del funcional de acción A restringido a un subconjunto
X0 de X, véase la Observación 1.50. Por el Teorema 1.38, para mostrar la existencia
de tales extremos relativos es necesario que X0 y A cumpla con

• El subconjunto X0 sea débilmente cerrado en X,

• el funcional A sea secuencialmente débilmente inferiormente semicontinuo

• y coercitivo en X0.

Observación 1.50. El funcional de acción A(x) =
∫ T

0
L(x, ẋ) dt (asociado al pro-

blema de n cuerpos) restringido al espacio X = H1([0, T ], V ) ó H1(ST , V ) con ST :=
[0, T ]/{0, T}, no alcanza su mı́nimo. Para demostrar esto, observemos que A(x) > 0

para toda x ∈ X, ahora consideremos la sucesión (x
(k)
1 (t), . . . , x(k)

n (t)) ∈ (R3)n definida
por

x
(k)
i (t) ≡ (k cos(2πi/k), k sen (2πi/k), 0).

Esta sucesión x(k) es divergente y A(x(k)) → 0 cuando k → +∞. Luego infXA = 0,
es decir, el ı́nfimo no se alcanza en X.

Para aplicar el Teorema 1.38 al sistema de ecuaciones que corresponde al problema
de n cuerpos, es necesario probar la semicontinuidad débil inferior del funcional de
acción correspondiente. Iniciemos con el siguiente lema.

Lema 1.51. La acción Lagrangiana es débilmente inferiormente semicontinua en X.

Demostración. Sea x(k) = (x
(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x(k)

n ) una sucesión en X la cual converge
débilmente a x = (x1, x2, . . . , xn). Basta considerar el caso lim infk→∞A(x(k)) < +∞.
Entonces, existe una subsucesión x(kl) de x(k) tal que c ≡ liml→∞A(x(kl)) < +∞.
Sin pérdida de generalidad trabajaremos con la sucesión original x(k), es decir,
supondremos que c = lim infk→∞A(x(k)). Por lo tanto, la sucesión A(x(k)) está
acotada por una constante C > 0.

Sea r
(k)
ij := |x(k)

i − x
(k)
j |, entonces rk

ij converge uniformemente a rij = |xi − xj|,
puesto que la inclusión X ↪→ C0([0, T ], V ) es compacta (Teorema 1.36). Para
cualquier par i, j, 1 ≤ i < j ≤ n, la sucesión 1

r
(k)
ij

es acotada en L1[0, T ] puesto

que A(x(k)) es acotado.
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Sea Eij = {t ∈ [0, T ] : rij(t) 6= 0}. Demostraremos que Eij tiene medida de
Lebesgue µ completa. Supongamos lo contrario, sea κij = µ([0, T ] \ Eij) > 0. Sea

εij = mimjκij

C
y Nij ∈ N tal que ‖r(k)

ij − rij‖C0 < εij cuando k > Nij. Entonces

A(x(k)) =
∫ T

0
L(x(k), ẋ(k)) dt

≥
∫ T

0

mimj

r
(k)
ij

dt

≥ mimj

∫

[0,T ]\Eij

1

r
(k)
ij

dt

≥ mimjκij

εij

= C,

lo cual es una contradicción.

Sobre Eij la sucesión 1

r
(k)
ij

converge a 1
rij

puntualmente, por el Lema de Fatou

∫ T

0

1

rij

dt ≤ lim inf
k→∞

∫ T

0

1

r
(k)
ij

dt.

Usando el hecho de que la norma es secuencialmente débilmente inferiormente
semicontinuo (Lema 1.23) tenemos

‖ẋj‖2
L2 = ‖xj‖2

H1 − ‖xj‖2
L2 ≤ lim inf

k→∞
‖x(k)

j ‖2
H1 − ‖xj‖2

L2 .

Puesto que ‖xk − x‖2
L2 =

∫ T

0
(x(k) − x) · (x(k) − x) dt y además por la convergencia

uniforme ‖x(k) − x‖ → 0 tenemos que xk converge a x en L2([0, T ], V ). Entonces

lim inf
k→∞

‖x(k)
j ‖2

H1 − ‖xj‖2
L2 = lim inf

k→∞
‖ẋ(k)

j ‖2
L2 .

Por lo tanto,

‖ẋj‖2
L2 ≤ lim inf

k→∞
‖ẋ(k)

j ‖2
L2 .
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En consecuencia,

A(x) =
∫ T

0

1

2

n∑

j=1

mj|ẋj|2 +
∑

1≤i<j≤n

mimj

rij

dt

=
1

2

n∑

j=1

mj‖ẋj‖2
L2 +

∑

1≤i<j≤n

∫ T

0

mimj

rij

dt

≤ 1

2

n∑

j=1

mj lim inf
k→∞

‖ẋ(k)
j ‖2

L2 +
∑

1≤i<j≤n

lim inf
k→∞

∫ T

0

mimj

r
(k)
ij

dt

≤ 1

2
lim inf

k→∞

n∑

j=1

mj‖ẋ(k)
j ‖2

L2 + lim inf
k→∞

∑

1≤i<j≤n

∫ T

0

mimj

r
(k)
ij

dt

≤ lim inf
k→∞

A(xk).

Esto demuestra el Lema.

1.5 Principio de Palais

En esta sección relacionaremos los puntos cŕıticos del funcional de acción (1.8) con
la simetŕıa de un subespacio X0 de (1.9). Es decir, consideraremos elementos del
subespacio X0 los cuales tienen cierta simetŕıa y además son puntos cŕıticos del
funcional de acción en algún subespacio de X0. El resultado principal de esta sección
(Teorema 1.54) afirma que también son puntos cŕıticos de X0. Para esto es necesario
hablar de la acción de un grupo sobre un conjunto, en particular sobre una variedad
diferenciable.

Definición 1.52. Sea G un grupo multiplicativo con elemento identidad e. Se dice
que G actúa (por la izquierda) en una variedad diferenciable X cuando existe una
función θ : G× X → X, llamada acción de G en X que satisface

1. Para cada g ∈ G la función θg(x) : X → X dada por θg(x) = θ(g, x) es un
difeomorfismo y θe = IdX

2. Si h, g ∈ G entonces θhg = θh ◦ θg

Es común denotar a θ(g, x) simplemente por gx, aśı tenemos que las propiedades
1 y 2 se pueden escribir como ex = x y (hg)x = h(gx). Una consecuencia inmediata
de las propiedades es (θg)

−1 = θg−1 .
Sea Diff(X) el grupo difeomorfismos de X en X con la operación composición. La

función ρ : G → Diff(X) dado por ρ(g) = θg define un homomorfismo de grupos
llamado homomorfismo inducido por θ.

Consideremos un funcional F sobre un espacio de Banach X0. Supongamos que
un grupo G actúa sobre X0 a través de la acción θ. Consideremos al homomorfismo
ρ : G → Diff(X0) inducido por la acción. Tenemos la siguiente definición
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Definición 1.53. Diremos que un funcional F : X0 → R∪{+∞} es ρ-invariante en
X0 si F (ρ(g)x) = F (x) para cualquier x ∈ X0 y para cualquier g ∈ G. El conjunto

Xρ
0 := {x ∈ X0 : ρ(g)x = x para toda g ∈ G}

es llamado ρ-invariante en X0. Los puntos cŕıticos de la restricción F |Xρ
0

son llamados
puntos ρ-cŕıticos en X0.

Xρ
0 es un subespacio de X0 si ρ es una representación lineal, es decir, si ρ(g) es un

automorfismo lineal para toda g ∈ G. Es natural preguntarse si los puntos ρ-cŕıticos
son en realidad puntos cŕıticos del funcional F . Una respuesta parcial a esta pregunta
es el siguiente Teorema el cual es un caso especial del Principio de Simetŕıa de Palais
([21], pág. 23).

Teorema 1.54. Sean F , X como en (1.8) y (1.9) respectivamente. Consideremos
la restricción de F en un subespacio X0 de X. Sea G un grupo que actúa sobre
X0 a través de la representación ortogonal ρ : G → GL(X0). (GL(X0) es el grupo de
automorfismos lineales en X0). Supongamos que F es ρ-invariante en X0 y es Fréchet
diferenciable en x ∈ X0.

(a) Si x ∈ Xρ
0 es un punto ρ-cŕıtico de F en X0, entonces x es un punto cŕıtico de

F en X0.

(b) Sean f y Bε como en (1.9), (1.11). Si X0 +Bε = X0 para algún ε > 0, entonces
un punto ρ-cŕıtico de F en X0 resuelve la ecuación de Euler-Lagrange (1.13).

Demostración. Por simplicidad denotaremos a la restricción de F en X0 por F .
Iniciemos por demostrar (a). Por ser F ρ-invariante, y haciendo uso de la regla

de la cadena, tenemos que F es Fréchet diferenciable en ρ(g)x para cualquier g ∈ G
y su derivada es

DF (x) = D(F ◦ ρ(g))(x) = DF (ρ(g)x) ◦ ρ(g).

Consideremos el gradiente ∇F (x) de F en x. Entonces

〈∇F (x), h〉H1 = DF (x)(h)

= DF (ρ(g)x)(ρ(g)h)

= 〈∇F (ρ(g)x), ρ(g)h〉H1

= 〈ρ(g)−1∇F (ρ(g)x), h〉H1

para toda g ∈ G, h ∈ X0. Por lo tanto ρ(g)∇F (x) = ∇F (ρ(g)x). Por ser x
ρ-invariante, ρ(g)∇F (x) = ∇F (x) para toda g ∈ G. Aśı ∇F (x) ∈ Xρ

0. Puesto que x
es punto ρ-cŕıtico de F en X0, ∇F (x)h = 〈∇F (x), h〉 = 0 para cualquier h ∈ Xρ

0, en
particular para h = ∇F (x), luego ∇F (x) = 0. De esta manera concluimos diciendo
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que los puntos cŕıticos de F restringida a Xρ
0 son en realidad puntos cŕıticos de F en

X0.

Ahora vamos a la demostración de (b). Por el inciso (a) todo punto ρ-cŕıtico de
F |X0 y del Teorema 1.47, x resuelve las ecuaciones de Euler-Lagrange.

1.6 El problema de n cuerpos y la condición (NC)ν

En esta sección mostraremos un criterio general para la existencia de mı́nimos.

Definición 1.55. Sea X = H1([0, T ], V ), el subconjunto X0 ⊂ X satisface la
condición de (NC)ν en X, ν ∈ (0, 2] si para toda x ∈ X0 existe algún τx ∈ (0, T ], tal
que

x(0) · x(τx) ≤ (1− ν)|x(0)| · |x(τx)|. (1.18)

Es claro que la ecuación anterior es válida para ν ≤ 0, y falsa para ν > 2
(por la desigualdad de Cauchy–Schwartz). Además, el hecho de que ν ∈ (0, 2] es
independiente de x ∈ X0, esto garantiza que las curvas en X0 deben desviarse de
su posición inicial en un cierto ángulo. En este sentido la ecuación (1.18) es una
condición no central, la cual proh́ıbe que las curvas se muevan sólo a lo largo de la
dirección central.

Teorema 1.56. Sea X, L, A, Bε definidas como en (1.9), (1.8) y (1.11). Supon-
gamos que X0 es un subconjunto débilmente cerrado de X que satisface la condición
(NC)ν para algún ν ∈ (0, 2], entonces A es coercitivo y alcanza su mı́nimo en X0. Si
además el mı́nimo x ∈ X0 satisface que x + Bε ⊂ X0 para algún ε > 0, entonces x es
solución de (1.1) siempre que x(t) ∈ V \∆.

Demostración. Sea x ∈ X0 y consideremos la función

δ(x) := max
s1,s2∈[0,T ]

|x(s1)− x(s2)|.

Ya que X0 satisface la condición (NC)ν , escogemos un τx ∈ (0, T ] tal que se
satisfaga

x(0) · x(τx) ≤ (1− ν)|x(0)| · |x(τx)|.
Consideremos primero el caso donde x(0) 6= 0 y x(τx) 6= 0. Sea θ el ángulo entre x(0)
y x(τx), θ ∈ [0, π] (ver la Figura 1.5).

Luego, ϕ = |x(0) − x(τx)| ≥ |x(0)| sen θ y la igualdad se cumple sólo cuando
x(0)− x(τx) es perpendicular a x(τx). Por hipótesis tenemos que

x(0) · x(τx) ≤ (1− ν)|x(0)| · |x(τx)|,
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Figura 1.5: |x(0)− x(τx)| · sen φ = |x(0)| · sen θ

o equivalentemente,
x(0) · x(τx)

|x(0)| · |x(τx)| ≤ (1− ν).

Ya que x(0) · x(τx) = |x(0)| · |x(τx)| cos θ, tenemos que cos θ ≤ (1− ν). Realicemos el
estudio en varios casos.

• Caso 1. Si cos θ > 0 tenemos que

cos2 θ ≤ (1− ν)2

1− sen 2θ ≤ 1− 2ν + ν2

sen 2θ ≥ 2ν − ν2

sen θ ≥
√

ν(2− ν) := Cν

Entonces |x(0)−x(τx)| = |x(0)| sen θ ≥ Cν |x(0)| y por lo tanto |x(0)−x(τx)| ≥
Cν |x(0)|.

• Caso 2. Si ν = 2. En este caso tenemos que cos θ ≤ −1, θ = π, ya que
| cos θ| ≤ 1. Esto implica que x(τx) y x(0) son paralelos, luego x(τx) = Cx(0),
con C < 0. Entonces, x(0) − x(τx) = x(0) − Cx(0) = (1 − C)x(0), y por lo
tanto |x(0)− x(τx)| = (1− C) |x(0)| ≥ |x(0)| pues C < 0.

• Caso 3. 1 ≤ ν < 2. Esto implica que cos θ ≤ 1 − ν ≤ 0 lo cual implica
que π/2 ≤ θ ≤ π, y se sigue que x(τx) · x(0) ≤ 0. Además tenemos que
|x(0) − x(τx)|2 = |x(0)|2 − 2x(τx) · x(0) + |x(τx)|2 ≥ |x(0)|2, pero ν ≤ 1 con lo
cual tenemos |x(0)− x(τx)| ≥ |x(0)| = 1 |x(0)| ≥ Cν |x(0)|.

• Caso 4. 0 < ν ≤ 1. Aqúı tenemos que 0 ≤ 1 − ν, aśı como cos θ < 0 con
θ ∈ (π

2
, π]. Ya que x es continua, podemos elegir un nuevo τ̄x tal que

cos θ > 0 y cos θ < 1− ν.

Con lo cual el resultado se sigue del Caso 1.
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Observemos que si x(0) = 0 ó x(τx) = 0, tenemos

|x(0)− x(τx)| ≥ |x(0)| ≥ Cν |x(0)|.

En conclusión, tenemos que en cualquiera de los casos siempre se cumple:

|x(0)− x(τx)| ≥ Cν |x(0)|.

Notemos que |x(0)| ≤ |x(0)− x(τx)|
Cν

, y por lo tanto para toda t ∈ (0, T ] se cumple

|x(t)| ≤ |x(0)|+ δ(x) ≤ |x(0)− x(τx)|
Cν

+ δ(x) ≤
(

1

Cν

+ 1
)

δ(x).

Ahora, elevando al cuadrado e integrando, tenemos

∫ T

0
|x(t)|2dt ≤

(
1

Cν

+ 1
)2

δ(x)2T.

Por otro lado, aplicando la desigualdad de Cauchy–Schwarz obtenemos la siguiente
desigualdad

δ2(x) ≤
(∫ T

0
|ẋ|dt

)2

≤ T
∫ T

0
|ẋ|2dt.

Finalmente la norma de Sobolev es acotada por la acción, pues se cumple:

‖x‖2
H1 =

∫ T

0
|x|2dt +

∫ T

0
|ẋ|2dt

≤
(

1

Cν

+ 1
)2

δ(x)2T +
∫ T

0
|ẋ|2dt

≤
[

1

Cν

+ 1
]2

TT
∫ T

0
|ẋ|2dt +

∫ T

0
|ẋ|2dt

≤
[(

1

Cν

+ 1
)2

T 2 + 1

] ∫ T

0
|ẋ|2dt

<
2

m

[(
1

Cν

+ 1
)2

T 2 + 1

]
A(x)

donde m = mini{mi}. Esto implica que śı ‖x‖2
H1 →∞ entonces A(x) →∞, es decir,

A |X0 es coercitivo. Entonces por el Teorema 1.38 y Lema 1.51, el funcional de acción
A restringido a X0 alcanza su mı́nimo.

Si x ∈ X0 es un mı́nimo tal que x + Bε ⊂ X0 para alguna ε > 0, entonces por
el Corolario 1.49, x es solución de las ecuaciones (1.1) del problema de n cuerpos,
siempre que x(t) ∈ V \ ∆. Con esto queda demostrada la segunda parte del
teorema.
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Ejemplo 1.57. Si V = C y X0 = {x ∈ X : x(0), ix(T ) ∈ R}, entonces X0 es
débilmente cerrado y satisface la condición (NC)ν (escogiendo τ = τx = T ) para
todo x ∈ X0, entonces la ecuación (1.18) se satisface con ν = 1. Por el Teorema 1.56,
A alcanza su mı́nimo en X0 y tal mı́nimo resuelve las ecuaciones de movimiento (1.1)
si x(t) ∈ V \ 4.

Ejemplo 1.58. Sea X1 el espacio de órbitas cerradas antisimétricas en X =
H1([0, T ], V ), es decir

X1 := {x ∈ X : x(t) = −x
(
t + T

2

)
donde 0 ≤ t ≤ T

2
}.

X1 es débilmente cerrado y satisface la condición (NC)2: elegimos τ = τx = T
2
, para

todo x ∈ X1, entonces la ecuación (1.18) se satisface con ν = 2. Como consecuencia,
el funcional de acción A alcanza su mı́nimo en X1, y tal mı́nimo resuelve la ecuación
de movimiento para el problema de n cuerpos si x(t) ∈ V \ 4.

Observación 1.59. La simetŕıa x(t) = −x(t+ T
2
) es llamada simetŕıa italiana en [6]

y [7] ya que ella fue introducida y estudiada por un grupo de matemáticos italianos
coordinados por V. Coti Zelati, ver [11], [10] y [26].
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Caṕıtulo 2

El problema de 2 cuerpos

Newton resolvió el problema de 2 cuerpos reduciéndolo al problema de Kepler el cual
es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que describen el movimiento de
una part́ıcula bajo la acción de atracción gravitatoria de la otra part́ıcula fija en el
origen. En otras palabras, el vector x = x2 − x1 satisface el problema de Kepler

dx2

dt2
= −µ

x

|x|3

donde µ = m1 + m2 y todas sus soluciones son secciones cónicas con un foco en el
origen. Las soluciones periódicas son elipses, y entonces nos referimos a éstas como
elipses Keplerianas, que incluyen elipses degeneradas, algunas veces llamadas órbitas
de colisión-expulsión, las cuales son segmentos de ĺıneas con un punto final en el
origen. Éstas representan soluciones con colisión del problema de 2 cuerpos.

2.1 Leyes de Kepler

Consideremos el problema de 2 cuerpos con masas m1 y m2. Del sistema (1.1) con
n = 2 obtenemos las ecuaciones de movimiento del problema de 2 cuerpos

mkẍk =
∂

∂xk

U, k = 1, 2

donde U = m1m2

|x1−x2| . El problema de dos cuerpos es llamado el problema de Kepler en
honor a Johannes Kepler quien descubrió las tres leyes del movimiento planetario.

Al derivar el potencial U las ecuaciones de movimiento quedan de la forma

m1ẍ1 = m1m2
x1 − x2

|x1 − x2|3 (2.1)

m2ẍ2 = −m1m2
x1 − x2

|x1 − x2|3
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Consideremos el centro de masa en el origen, m1x1 + m2x2 = 0 y tomemos el
vector x = x1 − x2, relativo a las posiciones de los dos cuerpos. Por el hecho de que
el centro de masa está en el origen, las posiciones de los cuerpos x1 y x2 quedan en
términos del vector x de la siguiente manera

x1 =
m2

m1 + m2

x

x2 = − m1

m1 + m2

x

Sustituyendo estas últimas ecuaciones en (2.1) obtenemos una única ecuación,

ẍ = (m1 + m2)
x

|x|3
Tenemos nuestro primer resultado

Proposición 2.1. Resolver el problema de dos cuerpos (2.1) es equivalente a resolver
la ecuación

mẍ = α
x

|x|3 (2.2)

donde x = x1 − x2, y m = m1m2

m1+m2
es llamada la masa reducida y α = m1m2.

De esta manera hemos convertido nuestro sistema de ecuaciones (2.1) en la
ecuación (2.2), es decir, hemos reducido el problema de dos cuerpos a un problema
de un cuerpo equivalente, en el que únicamente debe determinarse el movimiento de
un cuerpo de masa m. Las soluciones de esta nueva ecuación son llamadas órbitas
Keplerianas. Una vez que se haya obtenido una solución de (2.2) podemos encontrar
los movimientos individuales de x1 y x2. El Lagrangiano asociado a la ecuación (2.2)
es

L(x, ẋ) = K(ẋ) + U(x) =
m

2
|ẋ|2 +

α

|x| (2.3)

Veamos que el movimiento de los 2 cuerpos se realiza en un plano. A partir de
aqúı denotaremos por J el vector momento angular.

Proposición 2.2. Las órbitas Keplerianas están en el plano perpendicular al vector
momento ángular.

Demostración. El momento angular, denotado por J es el producto vectorial J =
x × mẋ. Consideremos cualquier orbita Kepleriana x(t). Entonces, utilizando la
ecuación (2.2) tenemos

d

dt
J =

d

dt
x(t)×mẋ(t) = x×mẍ = 0.

Por lo tanto J es un vector constante. Además J · x = 0. Luego, todas las soluciones
de (2.2) están contenidas en un plano perpendicular al momento angular.
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Es posible escribir el Lagrangiano (2.3) en coordenadas polares

L =
m

2
(ṙ2 + r2θ̇2) +

α

r
(2.4)

donde x = reiθ. Las ecuaciones de Euler-Lagrange son las siguientes

m(r̈ − rθ̇2) = − α

r2
, (2.5)

mr2θ̇ = J

donde J = |J| es el momento angular (escalar).
De acuerdo a la segunda ecuación, J = 0 si y sólo si hay colisión (r = 0) o el

movimiento es colineal (θ constante).
Observemos que si J 6= 0, entonces θ̇ 6= 0 y como consecuencia θ = θ(t) siempre

es invertible.
A continuación enunciaremos y demostraremos las tres famosas leyes de Kepler.

Las dos primeras leyes aparecieron en 1609, mientras que la tercera fue propuesta
en 1619, basándose en datos obtenidos de las observaciones astronómicas del danés
Tycho Brahe.

Proposición 2.3 (Segunda Ley de Kepler). Las áreas recorridas por el radio vector
x en tiempos iguales son iguales.

Demostración. Tenemos que mr2θ̇ = J, por lo tanto, el área formada por el vector x
en el tiempo t2 − t1 es

A =
∫ θ2

θ1

1

2
r2(θ)dθ =

∫ t2

t1

1

2
r2(θ)θ̇dt =

J

2m
(t2 − t1)

donde t1 = t(θ1) y t2 = t(θ2).

Proposición 2.4 (Primera Ley de Kepler). Los planetas se mueven en órbitas
eĺıpticas que tienen al Sol en uno de sus focos.

Demostración. Para demostrar la primer ley de Kepler escribiremos a r en términos
de θ y veremos que la ecuación es la de una cónica. Iniciemos por hacer el cambio de
variable u = 1

r
. Considerando que t = θ(t) obtenemos

du

dθ
= − 1

r2

dr

dt

dt

dθ

= − 1

r2

ṙ

θ̇

= −m

J
ṙ.
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Derivando una vez más

d2u

dθ2
= −m

J
r̈
dt

dθ

= −m

J

r̈

θ̇

= −m2

J2
r2r̈.

Ahora sumamos la segunda derivada con la función original y obtenemos la ecuación
diferencial

d2u

dθ2
+ u = −m2

J2
r2r̈ +

1

r

=
m2r2

J2

(
−r̈ +

J2

m2r3

)

=
m2r2

J2
(−r̈ + rθ̇2)

=
m2r2

J2

(
α

mr2

)

=
mα

J2
.

Hemos obtenido la ecuación de Clairaut

d2u

dθ2
+ u =

mα

J2
, (2.6)

cuyas soluciones son de la forma

u(θ) = B cos(θ − θ0) +
mα

J2
, (2.7)

donde B y θ0 son constantes que quedan completamente determinadas a partir de las
condiciones iniciales. Luego, r y θ están relacionados por

r(θ) =
p

1 + e cos(θ − θ0)
, (2.8)

donde p = J2/mα y e = BJ2/mα, la cual es la ecuación normal de una cónica de
latus rectum p y excentricidad e. Se trata de una elipse si 0 ≤ e < 1 (en particular
de una circunferencia si e = 0), de una parábola si e = 1 y de una hipérbola si e > 1,
ver la Figura 2.1.

Antes de demostrar la tercera ley de Kepler veamos qué tipo de cónica obtenemos
al variar la enerǵıa total de la ecuación (2.2), denotada por H, también llamado
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Figura 2.1: Órbitas solución del Problema de Kepler

Hamiltoniano. Para esto expresemos la enerǵıa total en términos de la excentricidad.
La enerǵıa total será entonces

H(x, ẋ) = K(ẋ)− U(x) =
m

2
|ẋ|2 − α

|x| . (2.9)

Usando (2.4) y (2.5) obtenemos

H =
m

2
(ṙ2 + r2θ̇2)− α

r

=
m

2

(
ṙ2 +

J2

m2r2

)
− α

r
(2.10)

En la demostración de la segunda ley de Kepler obtuvimos que d
dθ

(
1
r

)
= −m

J
ṙ, por

lo tanto

H =
m

2


 J2

m2

(
d

dθ

1

r

)2

+
J2

m2r2


− α

r

=
J2

2m




(
d

dθ

1

r

)2

+
1

r2


− α

r
.
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Por último, utilizando la ecuación (2.8) y reduciendo se obtiene

H =
J2

2m

(
B2sen2(θ − θ0) +

1

p2
(1 + 2e cos(θ − θ0) + e2 cos2(θ − θ0))

)

− α

p
(1 + e cos(θ − θ0))

=
J2

2m

(
B2 +

1

p2
+

2e

p2
cos(θ − θ0))

)
− α

p
− αB cos(θ − θ0)

=
J2

2m

(
B2 +

1

p2

)
− α

p

=
J2B2

2m
− mα2

2J2

=
mα2

2J2

(
B2J4

m2α2
− 1

)

=
mα2

2J2
(e2 − 1).

Luego, la enerǵıa total queda expresada en términos de la excentricidad como

H =
mα2

2J2
(e2 − 1). (2.11)

Resumimos los distintos tipos de cónicas en la siguiente tabla

excentricidad enerǵıa órbita
e = 0 H = −mα2/2J2 circunferencia
0 < e < 1 H < 0 elipse
e = 1 H = 0 parábola
e > 1 H > 0 hipérbola

Demostremos la tercera ley de Kepler.

Proposición 2.5 (Tercera Ley de Kepler). El cuadrado del peŕıodo de revolución es
proporcional al cubo del semieje mayor.

Demostración. Supongamos que x(t) = r(t)eiθ(t) es una órbita Kepleriana de peŕıodo
T . Sin pérdida de generalidad supongamos que θ0 = 0 y que θ(0) = 0, esto siempre
es posible eligiendo apropiadamente un sistema de coordenadas y una traslación en
el tiempo. De las ecuaciones (2.5) y (2.8) obtenemos

JT

2m
=

∫ T
2

0
r2θ̇dt =

∫ π

0

p2

(1 + e cos θ)2
dθ =

p2π

(1− e2)3/2
. (2.12)
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El semieje mayor de la elipse, denotado por a, y el latus rectum están relacionados
por a = p

1−e2 . Sustituyendo a p = J2/mα y 1 − e2 = −2J2H/mα2, véase (2.11), en
la ecuación anterior y simplificando obtenemos a = − α

2H
.

De la ecuación (2.12) tenemos

T 2 =
4m2pπ2

J2

p3

(1− e2)3
=

4m2pπ2

J2
a3 =

4mπ2

α
a3,

de donde

T 2 =
4mπ2

α
a3. (2.13)

2.2 Minimizando el funcional de acción

Sea X = H1([0, T ],C), entonces el funcional de acción asociado a (2.2) está dado por

A(x) =
∫ T

0

(
m

2
|ẋ(t)|2 +

α

|x(t)|

)
dt, x ∈ X.

Proposición 2.6. Sea X0 := {x ∈ X : x(0), ix(T ) ∈ R}, entonces A alcanza su
mı́nimo en X0 y cualquier mı́nimo resuelve la ecuación (2.2), donde x 6= 0.

Demostración. Observemos que X0 es un subespacio débilmente cerrado en X, esto
se da por la compacidad de la inclusión X ↪→ C0([0, T ], V ), además es cerrado en la
topoloǵıa débil.

Sea x ∈ X0, y consideremos la función

δ(x) = max
s1,s2∈[0,T ]

|x(s1)− x(s2)|.

Además notemos que

δ(x) ≥ |x(0)− x(T )| =
√
|x(0)|2 + |x(T )|2 ≥ |x(0)|.

Como |x(t)| − |x(0)| ≤ |x(t)− x(0)| ≤ δ(x), entonces

|x(t)| ≤ |x(0)|+ δ(x) ≤ 2δ(x), para cualquier t ∈ [0, T ].

Elevando al cuadrado e integrando, obtenemos

∫ T

0
|x(t)|2dt ≤ 4δ(x)2T.
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Por otro lado, aplicamos la desigualdad de Cauchy–Schwarz a |ẋ · 1|,
(∫ T

0
|ẋ · 1|

)2

≤
∫ T

0
|ẋ|2dt

∫ T

0
|1|2dt,

simplificando, la desigualdad queda expresada como

(∫ T

0
|ẋ · 1|

)2

≤ T
∫ T

0
|ẋ|2dt

finalmente
1

T

(∫ T

0
|ẋ · 1|

)2

≤
∫ T

0
|ẋ|2dt.

Entonces ∫ T

0
|ẋ|2dt ≥ 1

T

(∫ T

0
|ẋ|

)2

≥ δ(x)2

T
.

Por último calculamos la norma de Sobolev

‖x‖2
H1 =

∫ T

0
|x|2dt +

∫ T

0
|ẋ|2dt ≤ (4T 2 + 1)

∫ T

0
|ẋ|2dt ≤ (4T 2 + 1)

(
2

m

)
A(x),

de donde concluimos que A(x) restringido a X0 es coercitivo. Por el Teorema 1.38 y
Lema 1.51 tenemos que A(x) |X0 alcanza su mı́nimo. Observemos que Bε ⊂ X0 para
toda ε > 0. Ahora, por el Corolario 1.49, cualquier mı́nimo resuelve la ecuación (2.2)
siempre que x 6= 0.

Proposición 2.7. Sea X1 = {x ∈ X : x(t) = −x(t + T
2
), donde 0 ≤ t ≤ T

2
}, entonces

A(x) alcanza su mı́nimo en X1, y tal mı́nimo resuelve la ecuación (2.2), con x 6= 0.

Demostración. El subespacio X1 ⊂ X es cerrado en las topoloǵıas fuerte y débil. Sea
x ∈ X1. Entonces x(0) = x(T ) y x puede extenderse a una función periódica en R
con la simetŕıa italiana x(t) = −x(t + T

2
), para alguna t ∈ R, entonces

|x(t)|2 =
1

4

∣∣∣∣x
(
t +

T

2

)
− x(t)

∣∣∣∣
2

≤ 1

4

(∫ t+T
2

t
|ẋ(τ)|2dτ

)2

≤ T

8

∫ t+T
2

t
|ẋ(τ)|2dτ =

T

16

∫ T

0
|ẋ(τ)|2dτ.

Por lo tanto al integrar con respecto de t, obtenemos

∫ T

0
|x(t)|2dt ≤ T 2

16

∫ T

0
|ẋ(t)|2dt,
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la norma de Sobolev es

‖x‖2
H1 =

∫ T

0
|x|2dt +

∫ T

0
|ẋ|2dt ≤

(
T 2

16
+ 1

) ∫ T

0
|ẋ|2dt ≤

(
T 2

16
+ 1

) (
2

m

)
A(x).

Entonces el funcional de acción A(x) alcanza su mı́nimo en X1.
Ahora, para verificar la última afirmación de la proposición necesitamos tener

en cuenta algunas cuestiones. Ya que el subespacio X1 no contiene ningún Bε, no
se puede aplicar directamente el Corolario 1.49. Considérese el siguiente espacio de
funciones

X0 = {x ∈ X : x(0) = x(T )}.
Por lo tanto X0 + Bε = X0 para cualquier ε > 0, entonces el Corolario 1.49 se puede
aplicar. Obsérvese que X1 ⊂ X0 el cual es invariante bajo la representación ortogonal
ρ : Z2 → GL(X) definida como

ρ(1)(x(t)) := −x
(
t +

T

2

)

Esto es X1 = Xρ
0. El funcional A no es coercitivo en X0, entonces necesitamos

considerar los mı́nimos de la acción en X1. Tomando en cuenta que A|X1 es
ρ-invariante, la afirmación de que cualquier mı́nimo x ∈ X1 resuelve la ecuación
(2.2), es consecuencia del Teorema 1.54.

2.3 Acción de las órbitas Keplerianas eĺıpticas y

colineales

Iniciemos con algunas definiciones necesarias para los resultados del resto del caṕıtulo.

Definición 2.8. [14] Sea C una curva cerrada y orientada, definida por x(t) con
t ∈ [a, b], y sea p un punto del plano que no está en la curva. Entonces, la función
ϕ : C → S1 dada por

ϕ =
x(t)− p

|x(t)− p| , t ∈ [a, b],

define la aplicación que da la posición de la curva relativa al punto p. Cuando un
punto en C da vuelta alrededor de la curva una vez, su punto imagen ϕ(x(t)) se
moverá alrededor de S1 un número de veces, este número es llamado el grado de la
curva (número de vueltas) C relativo al punto p, y denotamos esto por deg(x, p).

Definición 2.9. Si x(t) es una órbita T periódica de grado k, definimos el peŕıodo

mı́nimo de la órbita como
T

k
. La órbita

T

k
periódica se dice órbita de peŕıodo mı́nimo.
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Lema 2.10. Sea x una órbita Kepleriana de (2.2) con peŕıodo mı́nimo T . Entonces
el funcional de acción de x es

A(x) = 3

(
mα2π2

2

)1/3

T 1/3. (2.14)

Demostración. Consideremos una solución eĺıptica Kepleriana x(t) = r(t)eiθ(t) de
(2.2). Supongamos que tiene peŕıodo mı́nimo T . El funcional de acción de esta
solución es

A(x) =
∫ T

0
L(x, ẋ) dt =

∫ T

0
K(ẋ) + U(x) dt

=
∫ T

0
H(x, ẋ) + 2U(x) dt = HT + 2

∫ T

0
U(x) dt,

donde H(x, ẋ) = K(ẋ)− U(x).
Ahora, calculemos esta última integral, recordando que U(x) = α

|x| = α
r
,

∫ T

0
U(x) dt = 2

∫ T/2

0
U(x) dt = 2α

∫ T/2

0

dt

r(t)
= 2α

∫ rmax

rmin

dr

rṙ
. (2.15)

Para terminar de calcular la integral es conveniente introducir una variable auxiliar
ψ, llamada anomaĺıa excéntrica, definida implićıtamente por

r = a(1− e cos ψ). (2.16)

La variable ψ está bien definida ya que es conocido que r toma el valor mı́nimo en
r = a(1− e) y el valor máximo en r = a(1 + e), en cuyo caso estamos.

Despejando a ṙ de la ecuación (2.10) tenemos

|ṙ| =
√√√√ 2

m

(
H +

α

r
− J2

2mr2

)

Sustituyendo el Hamiltoniano H por − α
2a

, y recordando que a = p
1−e2 y p = J2

mα

obtenemos

|ṙ| =

√
2

m

√
− α

2a
+

α

r
− pα

2r2

=
1

r

√
2α

m

√
− r2

2a
+ r − a(1− e2)

2

Por último, sustituyamos a r por a(1− e cos ψ), y simplificando obtenemos

|ṙ| =
√

α

ma

(
e sen ψ

1− e cos ψ

)
,
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de donde
1

r|ṙ| dr =

√
ma

α

1

e sen ψ
e sen ψ =

√
ma

α
.

Por lo tanto, la integral (2.15) queda expresada como

∫ T

0
U(x) dt = 2α

∫ rmax

rmin

dr

rṙ
= 2α

∫ π

0

√
ma

α
dψ = 2

√
maαπ.

De esta manera la acción de cualquier órbita Kepleriana x(t) de periodo mı́nimo T
es

A(x) = HT + 4
√

maαπ

Finalmente, usando la tercera ley de Kepler, y H = − α
2a

, podemos escribir la acción
en términos de m, α y T :

A(x) = 3

(
mα2π2

2

)1/3

T 1/3.

Notemos que la acción no depende de la excentricidad e de la órbita.

Observación 2.11. Sea x = x(t) una órbita eĺıptica Kepleriana T -periódica con
peŕıodo mı́nimo T

k
. Consideremos a y = y(t) la órbita T -periódica definida por

y(t) = x( t
k
), es decir, la órbita y tiene peŕıodo mı́nimo T y además cumplen con

kA(x) = 3k

(
mα2π2

2

) 1
3 (

T

k

) 1
3

= k
2
3 3

(
mα2π2

2

) 1
3

T
1
3 = k

2
3A(y) ≥ A(y).

Es decir, la acción de una órbita con peŕıodo mı́nimo T es no es mayor que la acción
de una órbita con peŕıodo T .

Ahora consideremos las órbitas Keplerianas colineales (es decir con J = 0).
Una solución extendida x(t) de la ecuación de movimiento (2.2), con t ∈ [0, T ], es
una curva continua cuya trayectoria es la unión de órbitas Keplerianas y el origen.
Sea Ex ⊂ [0, T ] un conjunto cerrado en el cual x se anula. Por continuidad x(t)
inicia ó termina en colisión en cada componente de [0, T ]\Ex, de tal forma que las
componentes de x(t) son ĺıneas rectas, pues las órbitas Keplerianas colisionan sólo en
configuración colineal.

La Figura 2.2 muestra una solución extendida con una única componente, además
de una solución extendida de dos componentes. Ésta última tiene componentes de
peŕıodos T1 y T2, y el peŕıodo total de la trayectoria es T = T1 + T2, la cual inicia en
el punto de reposo q1, luego la part́ıcula va hacia el origen, emergiendo de aqúı con
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Figura 2.2: Solución extendida con una y dos componentes, respectivamente.

un ángulo arbitrario para moverse hacia el punto q2, donde toca la curva de velocidad
cero; luego en q2 toma camino de reversa, y la trayectoria termina en q1.

En este contexto, consideremos el caso de órbitas de colisión–expulsión con una
única colisión, es decir tomemos las órbitas Keplerianas que inician con velocidad
cero y se mueven hacia el origen hasta que ocurre una colisión en t = T

2
, entonces las

masas después de colisionar regresan a su posición inicial en t = T. Éste es un caso
particular de las soluciones T periódicas extendidas para el problema de Kepler, las
cuales pueden ser consideradas como órbitas eĺıpticas degeneradas. En este caso el
momento angular es cero y el eje mayor a = |x(0)|.

A partir de (2.13) y (2.16), la fórmula del cuadrado del peŕıodo (2.13) puede ser
obtenida para una de las órbitas colineales. Notemos que ésta no depende de e. Los
cálculos para la acción de x son similares, esto es, ya que la colisión ocurre al tiempo
T
2
, definimos τ = T

2
y por tanto T = 2τ . Luego como un caso particular del Lema

2.10 tenemos

1

2
A(x(2τ)) =

1

2
3

(
mα2π2

2

) 1
3

(2τ)
1
3

=
(

1

2

) 2
3

3

(
mα2π2

2

) 1
3

τ
1
3

=
3

2
(mα2π2)

1
3 τ

1
3 .

En [16], Gordon llama “piernas” a las componentes de las soluciones extendidas,
por lo tanto éstas pueden ser órbitas de colisión–expulsión ó expulsión–colisión. Si
una órbita extendida tiene k componentes con tiempos de colisión τi entonces el
periodo total T =

∑k
i=1 2τi.

Resumimos los últimos cálculos en el siguiente lema.
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Lema 2.12. i) Sea x(t) una órbita Kepleriana colineal extendida con peŕıodo mı́nimo
T , tal que satisface

x(T
2
) = 0, x(t) = x(T − t), para todo t ∈ [0, T

2
], ẋ(0) = ẋ(T ) = 0. (2.17)

Entonces el funcional de acción en x está dado por (2.14).
ii) Si ẋ(0) = 0 y la órbita x(t) se mueve hacia el origen hasta que ocurre una colisión
en x(τ) = 0, entonces ∫ τ

0
L(x, ẋ)dt =

3

2
(mα2π2)

1
3 τ

1
3 .

Observación 2.13. Observemos que g(t) = t
1
3 es una función convexa para

t ∈ [0,∞). Sea x una órbita periódica extendida del problema de Kepler, y sean
tj las longitudes de los componentes de Ex. Si la acción de x es finita y consideramos∑

j tj = T , por convexidad se cumple

∑

j

t
1
3
j ≥

( ∑

j

tj

) 1
3

= T
1
3 .

Como consecuencia la acción total satisface

3

(
mα2π2

2

) 1
3 ∑

j

t
1
3
j = 3

(
mα2π2

2

) 1
3

T
1
3

∑

j

(
tj
T

) 1
3

≥ 3

(
mα2π2

2

) 1
3

T
1
3


∑

j

(
tj
T

)


1
3

= 3

(
mα2π2

2

) 1
3

T
1
3

En particular si x es una órbita con una única colisión tenemos que t1 = t2 = T
2
.

Luego la igualdad se cumple en la ecuación anterior si y sólo si existe sólo una colisión.
En otras palabras, la acción de las soluciones periódicas extendidas del problema de
Kepler de la forma (2.17) tienen una acción menor que las órbitas extendidas con
más de una colisión.

2.4 El teorema de Gordon

En 1977, W. Gordon [16] demostró que los mı́nimos del funcional de acción A en
XT para el problema de Kepler con peŕıodo mı́nimo T , son exactamente las órbitas
Keplerianas.

En esta sección vamos a redemostrar el Teorema de Gordon dado en [16] y
caracterizaremos los mı́nimos de la acción en el espacio de las órbitas cerradas (lazos)
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de grado k alrededor del origen (centro de masa). Śı k = ±1, los mı́nimos son
exactamente las elipses de Kepler.

A pesar de que el funcional de acción A no tiene mı́nimos en el espacio X :=
H1([0, T ],C) ó XT := H1(ST ,C), ST = [0, T ]/{0, T} (ver la Observación 1.50),
Gordon demostró que cualquier órbita periódica Kepleriana con peŕıodo mı́nimo T
es un mı́nimo local de la acción A en XT . Este resultado revolucionó la aplicación de
los métodos variacionales en el estudio del problema de los n cuerpos.

En la sección anterior definimos el grado de una curva, la cual podemos considerar
de forma equivalente tomando deg(x; a) como el número de vueltas que da la curva
x(t) alrededor del punto a ∈ C.

Iniciemos por considerar el espacio de curvas cerradas (lazos) XT en X que dan
vueltas alrededor del origen:

X2 := {x ∈ XT : x(t) 6= 0 y deg(x; 0) 6= 0}
X∗

2 := X2 ∪ {x ∈ XT : A(x) < +∞, x(t) = 0 para alguna t ∈ [0, T ]}.

Consideremos los siguientes espacios ya vistos en la sección anterior:

X0 := {x ∈ X : x(0), ix(T ) ∈ R},
X1 := {x ∈ X : x(t) = −x(t + T

2
) cuando 0 ≤ t ≤ T

2
}. (2.18)

El conjunto X2 no es subespacio y no es débilmente cerrado tanto en X como en XT .

Lema 2.14. Sea Ac, c ∈ R denota el conjunto de nivel A−1((−∞, c]) ⊂ XT de A,
entonces

(a) A|X∗2 es coercitivo,

(b) X2 es abierto en XT ,

(c) Ac ∩ X∗
2 es débilmente cerrado en XT para cualquier c ∈ R.

Demostración. (a) Para cualquier x ∈ X∗
2, existe algún τx ∈ (0, T ) tal que x(0) y

x(τx) están en dirección opuesta, es decir x(0) · x(τx) = −|x(0)| · |x(τx)|, por lo tanto
X∗

2 satisface la condición (NC)2 y por el Teorema 1.56, A|X∗2 es coercitivo.
(b) Dado que la inclusión H1 ↪→ C0 es compacta, tenemos que para cualquier

x ∈ X2 podemos definir εx := ‖x‖C0 , el cual es un número positivo y se satisface

‖x− y‖C0 ≤ C‖x− y‖H1 < εx

para alguna C > 0 independiente de x, y para cualquier y tal que ‖x − y‖H1 < εx

C
.

Entonces y ∈ X2 si y está en una H1 vecindad pequeña de x.
Ahora demostremos el inciso (c). En el caso Ac ∩ X∗

2 = ∅ el resultado es obvio.
Luego, supongamos que Ac ∩ X∗

2 6= ∅ y sea {xk} una sucesión en Ac ∩ X∗
2. Ya
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que Ac ∩ X∗
2 es coercitivo, obtenemos que {xk} es acotada, y aplicando el Teorema

de Banach–Alaoglu [4], existe una subsucesión de {xk} que converge débilmente a
x ∈ XT . Sin pérdida de generalidad supongamos que {xk} converge débilmente a
x. Notemos que como consecuencia de la compacidad de la inclusión H1 ↪→ C0 se
cumple x ∈ X∗

2. Por el Lema 1.51, tenemos

A(x) ≤ lim inf
k→∞

A(xk) ≤ c.

Entonces x ∈ Ac ∩ X∗
2, y por lo tanto se cumple Ac ∩ X∗

2 es débilmente cerrado.

Ahora śı, estamos en posibilidad de demostrar el Teorema de Gordon [16].

Teorema 2.15. A|X2 alcanza sus mı́nimos en las órbitas eĺıpticas Keplerianas; es
decir, en las soluciones de (2.2), donde T es el peŕıodo mı́nimo.

Demostración. Sea c ∈ R tal que Ac ∩ X∗
2 6= ∅. Por el Lema 2.14, Lema 1.51 y el

Teorema 1.38, el funcional de acción A alcanza su mı́nimo en Ac ∩ X∗
2.

Supongamos que x ∈ X∗
2\X2 es un mı́nimo de A en X∗

2. Por la observación 2.13 x
tiene una solución extendida con una sola colisión en ST , y ésta tiene la forma (2.17).
Por el Lema 2.12, x tiene la misma acción que una órbita Kepleriana eĺıptica con
peŕıodo mı́nimo T . Por lo tanto A|X∗2 (y luego A|X2) alcanza su mı́nimo en X2. Por
el Lema 2.10, estos mı́nimos son órbitas Keplerianas eĺıpticas de (2.2), donde T es el
peŕıodo mı́nimo.
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Caṕıtulo 3

La órbita ocho

El primer ejemplo de una coreograf́ıa simple en el problema de los 3 cuerpos fue dado
por J. L. Lagrange en 1772, la cual se obtiene al colocar tres cuerpos sobre los vértices
de un triángulo equilátero con velocidades iniciales dadas adecuadamente.

El segundo ejemplo fue descubierto cerca de dos siglos después, y es descrito por
tres masas iguales y cada una de ellas sigue un movimiento en forma de ocho. En
1993, C. Moore [18] la descubrió numéricamente, posteriormente la existencia de
dicha órbita fue rigurosamente demostrada por A. Chenciner y R. Montgomery en
1999, [9]; su demostración está basada en métodos variacionales.

El objetivo de este caṕıtulo es exponer en detalle los métodos usados por A.
Chenciner y R. Montgomery en [9] para la construcción de la órbita ocho.

Veremos que el espacio de configuración V puede ser identificado con C2. Además,
usando la fibración de Hopf, V es transformado en el espacio de configuración reducido
Ṽ = V/SO(2) ∼= C2/S1 ∼= R3. Luego, tomando el momento de inercia constante, los
triángulos formados por los tres cuerpos, pueden ser vistos como puntos en la esfera
S2

f ⊂ R3 llamada la esfera de las formas (en inglés shape sphere).

3.1 Coordenadas de Jacobi

Las ecuaciones de movimiento del problema de 3 cuerpos son

mkẍk =
∂

∂xk

U(x), k = 1, 2, 3 (3.1)

donde xk ∈ R3 es la posición de la masa mk y

U(x) = U(x1, x2, x3) =
m1m2

r12

+
m1m3

r13

+
m2m3

r23

, rij = |xi − xj|

es el potencial.
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En el problema de n cuerpos, el espacio de configuración, denotado por V , se
define como {

x = (x1, . . . , xn) ∈ R3n |
n∑

k=1

mkxk = 0

}

el cual tiene dimensión 3n − 3 puesto que el espacio de configuración coincide con
el núcleo de la transformación lineal T : R3n → R3 dada por T (x1, . . . , xn) =∑n

k=1 mkxk.

Por lo tanto, el espacio de configuración V es isomorfo a R3(n−1). De manera
análoga, si el movimiento de los n cuerpos se realiza en un plano, entonces V ∼=
R2(n−1). Para el caso de tres cuerpos, n = 3, tenemos V ∼= R4 ∼= C2. La identificación
del espacio de configuración, para el caso de los 3 cuerpos, se hará a través de la
función de Jacobi.

Primero consideremos el caso espacial con xk ∈ R3, con k = 1, 2, 3. Iniciemos por
introducir las coordenadas de Jacobi, en las cuales la primera coordenada es el vector
que une la masa m1 con m2 y la segunda coordenada es el vector que va del centro
de masa de m1 y m2 a la masa m3.

Denotemos las coordenadas de Jacobi por ξ1, ξ2 ∈ R3, las cuales formalmente
están dadas por

ξ1 = x2 − x1,

ξ2 = x3 −
(

m1

m1 + m2

x1 +
m2

m1 + m2

x2

)
. (3.2)

Figura 3.1: El problema de 3 cuerpos en coordenadas de Jacobi.

Las coordenadas de Jacobi definen un isomorfismo llamado función de Jacobi,
definida como J : V → R6 dada por (x1, x2, x3) 7→ (ξ1, ξ2) donde m1x1 + m2x2 +
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m3x3 = 0, con inversa

x1 = − m2

m1 + m2

ξ1 − m3

m1 + m2 + m3

ξ2,

x2 =
m1

m1 + m2

ξ1 − m3

m1 + m2 + m3

ξ2,

x3 =
m1 + m2

m1 + m2 + m3

ξ2.

(3.3)

La enerǵıa cinética K(ẋ) se puede expresar en términos de ξ1 y ξ2 como

K(ξ̇1, ξ̇2) =
1

2
(M1|ξ̇1|2 + M2|ξ̇2|2)

donde M1 = m1m2

m1+m2
y M2 = (m1+m2)m3

m1+m2+m3
. De forma similar, el potencial U(x) puede

expresarse en términos de ξ1 y ξ2 tomando la forma

U(ξ1, ξ2) =
m1m2

|ξ1| +
m1m3

|ξ2 + m2

m1+m2
ξ1| +

m2m3

|ξ2 − m1

m1+m2
ξ1| .

Las coordenadas de Jacobi pueden ser normalizadas haciendo

(z1, z2) := (
√

M1ξ1,
√

M2ξ2), (3.4)

de esta forma la función de Jacobi J está dada por

z1 =
√

M1 (x2 − x1)

z2 =
√

M2

(
x3 −

(
m1

m1 + m2

x1 +
m2

m1 + m2

x2

))
,

(3.5)

con inversa J −1 dada por

x1 = − m2

m1 + m2

z1√
M1

− m3

m1 + m2 + m3

z2√
M2

,

x2 =
m1

m1 + m2

z1√
M1

− m3

m1 + m2 + m3

z2√
M2

,

x3 =
m1 + m2

m1 + m2 + m3

z2√
M2

.

(3.6)

Más adelante demostraremos que la función de Jacobi es una isometŕıa. La enerǵıa
cinética y el potencial en términos de z1 y z2 están dados por

K(ż1, ż2) =
1

2
(|ż1|+ |ż2|),

U(z1, z2) =
m1m2

√
M1

|z1| +
m1m3

√
M2

|z2 +
√

M1M2

m2
z1|

+
m2m3

√
M2

|z2 −
√

M1M2

m2
z1|

.
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3.2 El problema plano de 3 cuerpos

A partir de esta sección estaremos considerando el caso en que el movimiento de los
3 cuerpos se lleva a cabo en un plano, es decir xk ∈ R2 ∼= C, con k = 1, 2, 3. En este
caso el espacio de configuración es

V = {x = (x1, x2, x3) ∈ C3 : m1x1 + m2x2 + m3x3 = 0}
y puede ser identificado con C2 a través de la función de Jacobi J : V → C2.

Equipamos a V con el producto escalar total Hermitiano. En el caso de masas
iguales a uno, éste es

〈x, y〉 =
3∑

k=1

x̄kyk = x · y + iω(x, y)

donde ω(x, y) es el momento angular. Las partes real e imaginaria son el producto
escalar total y la estructura simpléctica total, respectivamente..

Las ecuaciones (3.1) son invariantes bajo rotaciones, es decir si (x1, x2, x3) es
solución al problema de 3 cuerpos, entonces (A(x1), A(x2), A(x3)) también es solución,
donde A ∈ SO(3).

A continuación introducimos el espacio de configuración reducido, el cual reduce
en uno la dimensión de V . Para realizar esto damos una relación de equivalencia en
el espacio de configuración V con ayuda del grupo de rotaciones SO(2) ⊂ SO(3).

Iniciemos considerando al grupo de rotaciones SO(2) en R2, el cual es isomorfo
al grupo unitario U(1) = S1 = {z ∈ C, |z| = 1}, que consiste de todos los números
complejos de módulo 1, y tal que está equipado con la multiplicación de números
complejos como operación de grupo. Este isomorfismo esta dado por

A =

(
cos(2πθ) − sen (2πθ)
sen (2πθ) cos(2πθ)

)
7→ e2πiθ. (3.7)

Ahora vamos a definir una relación de equivalencia en V . Decimos que x =
(x1, x2, x3) está relacionado con x′ = (x′1, x

′
2, x

′
3) en V , x ∼ x′, si existe un elemento

A ∈ SO(2) tal que Ax = x′, es decir A(xk) = x′k para k = 1, 2, 3.
El espacio de configuración reducido, denotado por Ṽ , es el conjunto de las clases

de equivalencia de V bajo la relación ∼, es decir, Ṽ = V/∼. En otras palabras, Ṽ
se define como el espacio de órbitas de V donde actúa el grupo SO(2), denotado por
V/SO(2), es decir, el espacio cociente que se obtiene con la accción SO(2)× V → V
dado por (A, (x1, x2, x3)) 7→ (Ax1, Ax2, Ax3).

Ahora veamos cuál es la relación de equivalencia en C2. Usando el isomorfismo
de Jacobi (3.6), aśı como el isomorfismo de grupos (3.7), la relación en C2 está dada
de la siguiente forma: (z1, z2) está relacionado con (z′1, z

′
2) si existe θ ∈ R/Z tal que

(e2πiθz1, e2πiθz2) = e2πiθ(z1, z2) = (z′1, z
′
2).
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3.3 La fibración de Hopf

La identificación del espacio de configuración reducido se hará con ayuda de la
fibración de Hopf, la cual es un objeto matemático que fue estudiado por Hopf en 1931
[13], el cual le permitió determinar el tercer grupo de homotoṕıa de una 2-esfera y
mostró, en particular, que es un grupo no trivial, exhibiendo una aplicación adecuada
de la 3-esfera a la 2-esfera. En pocas palabras podemos resumir esto diciendo que
entre estas esferas existe una fibración.

La fibración de Hopf es la función K : S3 → S2 definida por

K(a, b, c, d) = (a2 + b2 − c2 − d2, 2(ad + bc), 2(bd− ac)),

donde el espacio base es S2, el espacio total S3 y la fibra es S1.
Si hacemos z1 = a + ib, z2 = c + id la fibración de Hopf en términos de números

complejos esta dada por K(z1, z2) = (|z1|2−|z2|2, 2z1z2) = (u1, u2+iu3) = (u1, u2, u3).
Ahora, verifiquemos que la función K aplica la esfera S3 en S2.

|K(z1, z2)|2 = (|z1|2 − |z2|2)2 + 4|z1|2|z2|2
= |z1|4 + 2|z1|2|z2|2 + |z2|4
= (|z1|2 + |z2|2)2

= (a2 + b2 + c2 + d2)2

= 1.

Por lo tanto, K(z) aplica la esfera unitaria S3 de C2 en la esfera unitaria S2 en el
espacio euclidiano R3.

Entenderemos por la función de Hopf como la extensión de K definida en todo
C2. Si no causa confusión continuaremos denotándola con la misma letra, es decir,
K : C2 → R3. Notemos que la función de Hopf es invariante bajo la relación ∼, es
decir, si (z1, z2) está relacionado con (z′1, z

′
2) entonces K(z1, z2) = K(z′1, z

′
2). Luego, K

induce una función K̄ : C2/S1 → R3 definida por K̄([z1, z2]) = K(z1, z2), donde [z1, z2]
es una clase de equivalencia bajo esta relación. Se tiene que K̄ es un homeomorfismo.

Como consecuencia, tenemos la siguiente composición de funciones

(x1, x2, x3) 7→ (z1, z2) 7→ [(z1, z2)] 7→ (u1, u2, u3).

Por lo tanto, el estudio de la dinámica del problema de los 3 cuerpos en el plano,
puede visualizarse como el movimiento de puntos en R3.

3.4 El espacio reducido

Consideremos coordenadas esféricas en el espacio reducido Ṽ = R3

(u1, u2, u3) = (r2 cos ϕ cos θ, r2 cos ϕ sen θ, r2 sen ϕ).
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Las esferas de radio r = c > 0 son conocidas como esferas de las formas (en inglés
shape sphere). A lo largo de este trabajo denotaremos por S2

f a la 2-esfera unitaria
de las formas de radio r = 1.

Figura 3.2: La esfera de las formas S2
f .

La Figura 3.2 es debida a R. Moeckel [17], y relaciona las configuraciones del
problema de 3 cuerpos con puntos en la esfera. En la figura, Mj representa triángulos
isósceles con la j–ésima masa a igual distancia de las otras dos. Enseguida damos
unas observaciones las cuales se desprenden de la descripción geométrica de los puntos
en S2

f .

• Notemos que 1
2
u3 = Im(z1z2) = e3 · (z1 ∧ z2), por lo tanto, 1

2
u3 es el área con

signo del paralelogramo generado por z1, z2 ∈ C. Por otro lado, el área con
signo del triángulo formado por los 3 cuerpos en C con vértices x1, x2 y x3 es
4 = 1

2
e3 · (x2 − x1) ∧ (x3 − x1). Usando (3.2) podemos escribir esta área como

4 = 1
2
e3 · ξ1 ∧ (ξ2 + m2

m1+m2
ξ1) = 1

2
e3 · ξ1 ∧ ξ2. Ahora, usando (3.4) ésta toma la

forma 4 = 1
2
e3 · 1√

M1M2
z1 ∧ z2 = 1

2

√
m1+m2+m3

m1m2m3
e3 · (z1 ∧ z2).

Por lo tanto, el área con signo del triángulo con vértices x1, x2 y x3, en términos
de u3 está dada por la ecuación 4 = 1

4

√
m1+m2+m3

m1m2m3
u3. En particular, u3 = 0

si y sólo si la configuración es colineal. Luego, las colisiones se encuentran
localizadas en el ecuador. Podemos concluir, que el área es positiva si y sólo
si z1 ∧ z2 (ó (x2 − x1) ∧ (x3 − x1)) es un múltiplo positivo del área estándar
formada por e1 ∧ e2.
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• Los triángulos del hemisferio superior (u3 > 0) con vértices (x1, x2, x3) tienen
orientación positiva, ó equivalentemente (x2 − x1) ∧ (x3 − x1) es un múltiplo
positivo del área formada por e1 ∧ e2; mientras que en el hemisferio inferior, los
triángulos tienen orientación negativa.

• El polo norte (ϕ = π
2
) corresponde a la configuración de un triángulo equilátero

con orientación positiva; y el polo sur (ϕ = −π
2
) está asociado a la configuración

de un triángulo con orientación negativa.

3.5 El problema de minimizar

Consideremos el problema plano de 3 cuerpos con las tres masas iguales, m1 = m2 =
m3 = 1. En este caso las ecuaciones de movimiento son:

ẍk =
∂

∂xk

U(x), k = 1, 2, 3 (3.8)

donde xk ∈ R2 y U(x) =
1

r12

+
1

r13

+
1

r23

. En este caso el espacio de configuración es

V = {(x1, x2, x3) ∈ (R2)3 : x1 + x2 + x3 = 0}

y el funcional de acción es

A(x) =
∫ T

0

1

2
|ẋ|2 +

1

r12

+
1

r13

+
1

r23

dt (3.9)

para algún T > 0. Consideremos el espacio X = H1(ST , V ), donde T = 12T y
ST = [0, T ]/{0, T}. Estamos interesados en considerar trayectorias en el espacio X

definidas para todo tiempo t ∈ R, aśı como aquellas soluciones periódicas que son
extendibles.

A partir de ahora, denotaremos por Ei a la configuración de Euler con la i-ésima
masa en medio de las otras dos, y por Mj a la configuración de triángulo isósceles con
la j–ésima masa a igual distancia de las otras dos. Ahora, consideremos el problema
de minimizar la acción A sobre el subespacio vectorial X0 de X, donde

X0 = {x ∈ X : x(0) ∈ E3, x(T ) ∈ M1}.

Para realizar ésto, iniciemos por considerar el grupo diédrico.

El grupo diédrico D6 de orden 12 es el grupo de simetŕıas de un hexágono regular,

el cual consiste de 6 rotaciones σ, por un ángulo
πj

3
con j = 0, 1, . . . , 5 junto con
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reflexiones τ , respecto a los 6 ejes de simetŕıa del hexágono. El grupo diédrico lo
describimos en términos de sus generadores de la siguiente forma:

D6 = 〈σ, τ ; τ 2 = 1, σ6 = 1, στ = τσ−1〉

donde τ es una reflexión (orden 2), y σ una rotación de orden 6, tales que satisfacen
στσ = τ.

Ahora consideremos la representación del grupo diédrico ρ : D6 → GL(X0), de tal
forma que las acciones de los generadores del grupo diédrico en un lazo x : R/TZ→ X

están definidas por las siguientes fórmulas: si x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t)),

ρ(σ)(x1(t), x2(t), x3(t)) = (A(x3(t + 2T )), A(x1(t + 2T )), A(x2(t + 2T ))),

ρ(τ)(x1(t), x2(t), x3(t)) = (−x2(−t),−x1(−t),−x3(−t))
(3.10)

donde A =

(
−1 0
0 1

)
es la simetŕıa con respecto al eje y en R2. La norma de Sobolev

y el funcional de acción A se preservan bajo esta acción. De hecho, basta notar que z,
z̄ ∈ C tienen el mismo módulo y que |(x1, x2, x3)| = |(xi, xj, xk)| donde i, j, k = 1, 2, 3
son diferentes entre śı. Luego, la representación es ortogonal. Definimos el espacio
ρ–invariante Xρ

0 en X0 como

Xρ
0 := {x ∈ X0 : ρ(g)x = x para toda g ∈ D6}.

Notemos que

ρ(σ2)(x1(t), x2(t), x3(t)) = ρ(σ)(A(x3(t + 2T )), A(x1(t + 2T )), A(x2(t + 2T )))

= (A2(x2(t + 4T )), A2(x3(t + 4T )), A2(x1(t + 4T )))

= (x2(t + 4T ), x3(t + 4T ), x1(t + 4T )).

Luego, para todo x = (x1(t), x2(t), x3(t)) ∈ Xρ
0 se sigue de la invariancia de la acción

de ρ(σ2) la igualdad

(x1(t), x2(t), x3(t)) = (x2(t + 4T ), x3(t + 4T ), x1(t + 4T ))

para toda t ∈ R.

Proposición 3.1. La acción A toma un mı́nimo en Xρ
0. Más aún, cualquier mı́nimo

x ∈ Xρ
0 es un punto cŕıtico de A en X0, y x es solución de (3.8) cuando x(t) ∈ V \∆.

Demostración. En Xρ
0, usando (3.10) se tiene que el funcional de acción dado en (3.9)

puede escribirse como

A(x) =
∫ T

0

1

2
|ẋ|2 +

1

r12

+
1

r13

+
1

r23

dt.
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De hecho, ya que ρ(σ2)x = x y la norma de Sobolev es preservada por ésta, fijamos
s = t− 4T y obtenemos

∫ 12T

0

[
1

2
|ẋ|2 + U(x)

]
dt =

∫ 4T

0

[
1

2
|ẋ|2 + U(x)

]
dt +

∫ 8T

4T

[
1

2
|ẋ|2 + U(x)

]
dt

+
∫ 12T

8T

[
1

2
|ẋ|2 + U(x)

]
dt

= 3
∫ 4T

0

[
1

2
|ẋ|2 + U(x)

]
dt.

Por otro lado, ya que ρ(σ)x = x, hacemos s = t− 2T y tenemos:

3
∫ 4T

0

[
1

2
|ẋ|2 + U(x)

]
dt = 3

(∫ 2T

0

[
1

2
|ẋ|2 + U(x)

]
dt +

∫ 4T

2T

[
1

2
|ẋ|2 + U(x)

]
dt

)

= 6
∫ 2T

0

[
1

2
|ẋ|2 + U(x)

]
dt.

Además usando el hecho ρ(στ)x = x, hacemos s = t− 2T para obtener

6
∫ 2T

0

[
1

2
|ẋ|2 + U(x)

]
dt = 6

(∫ T

0

[
1

2
|ẋ|2 + U(x)

]
dt +

∫ 2T

T

[
1

2
|ẋ|2 + U(x)

]
dt

)

= 12
∫ T

0

[
1

2
|ẋ|2 + U(x)

]
dt.

Como consecuencia, podemos concluir que

A(x) =
∫ T

0

[
1

2
|ẋ|2 + U(x)

]
dt = 12

∫ T

0

[
1

2
|ẋ|2 + U(x)

]
dt.

Luego, el problema de minimizar A en Xρ
0 se ha transformado en el problema

de minimizar X0 en el intervalo [0, T ]. Sea x ∈ Xρ
0 un minimizador de A en Xρ

0, en
particular es un punto cŕıtico. Entonces por el Teorema 1.54, x es también punto
cŕıtico de A en X0. Notemos que el subespacio X0 de X satisface X0 + Bε = X0 para
todo ε > 0, donde

Bε = {h ∈ C1([0, T ]), V : h(0) = h(T ) = 0, sup
[0,T ]

|h| < ε}.

Luego usando el Corolario 1.49, obtenemos que x(t) es solución de (3.8) cuando
x(t) ∈ V \ ∆. Ahora lo que hace falta es demostrar la existencia de minimizadores
de la acción A restringida a Xρ

0.
Primero observemos que Xρ

0 es débilmente cerrado en X. Esto se sigue de la
compacidad de la inclusión H1 ↪→ C0, pues xn ⇀ x entonces xn → x. Luego

x(t) = lim
n→∞xn(t) = lim

n→∞ ρ(g)xn(t) = ρ(g)x(t)
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donde g ∈ D6. Además, si x ∈ Xρ
0 es invariante por ρ(σ2), implica que

E3 3 (x1(0), x2(0), x3(0)) = (x2(4T ), x3(4T ), x1(4T ))

tal que éste es un elemento en E3, y obtenemos x3(0) = x1(4T ) = 0. Luego,

x(0) · x(4T ) = (x1(0), x2(0), x3(0)) · (x1(4T ), x2(4T ), x3(4T ))

= x2(0) · x2(4T ).

Además,

|x(0)|2 = |x1(0)|2 + |x2(0)|2 = |x2(4T )|2 + |x2(0)|2 y

|x(4T )|2 = |x2(4T )|2 + |x3(4T )|2 = |x2(4T )|2 + |x2(0)|2.

Esto implica que

x(0) · x(4T ) = x2(0) · x2(4T )

≤ 1

2
(|x2(4T )|2 + |x2(0)|2)

=
1

2
|x2(0)| · |x2(4T )|.

Como consecuencia el espacio Xρ
0 satisface la condición (NC) 1

2
en X. Luego por el

Teorema 1.54, A tiene un mı́nimo en Xρ
0.

3.6 Puntos sobre la esfera S2
f

Una vez que hemos garantizado la existencia de una solución en X0, el siguiente paso
es localizar los puntos en la esfera S2

f correspondientes a los puntos de colisión dobles,
puntos de Lagrange, puntos de Euler, y también a los tres tipos de triángulos isósceles.
Seguiremos considerando las masas m1 = m2 = m3 = 1, y además con momento de
inercia I = |x1| + |x2| + |x3| = 1. Con esta restricción garantizamos que un punto
(x1, x2, x3) ∈ V corresponda a (u1, u2, u3) = K(J (x1, x1, x3)) ∈ S2, ya que la función
de Jacobi J es una isometŕıa, y la función de Hopf K aplica la esfera S3 en la esfera
S2.

3.6.1 Puntos de colisión doble

La función de Jacobi es la siguiente

J (x1, x2, x3) =


 1√

2
(x2 − x1),

√
2

3

(
x3 − 1

2
(x1 + x2)

)
 .
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Un punto (x1, x2, x3) ∈ V en la esfera S2
f está dado por K(J (x1, x1, x3)). Para

estudiar las colisiones dobles habremos de considerar tres casos: x1 = x2, x1 = x3 y
x2 = x3.

• x1 = x2. En este caso tenemos

K ◦ J (x1, x1, x3) = K

0,

√
2

3
(x3 − x1)


 = (−2

3
|x3 − x1|2, 0, 0)

= (−1, 0, 0).

• x1 = x3. Aqúı obtenemos

K ◦ J (x1, x2, x1) = K
(

1√
2
(x2 − x1),

1√
6

(x1 − x2)

)

=

(
1

2
|x2 − x1|2 − 1

6
|x2 − x1|2,− 2√

12
|x2 − x1|2, 0

)

=

(
1

3
|x2 − x1|2,− 1√

3
|x2 − x1|2, 0

)

= |x2 − x1|2
(

1

3
,− 1√

3
, 0

)
=

3

2

(
1

3
,− 1√

3
, 0

)

=

(
1

2
,−
√

3

2
, 0

)
.

• x2 = x3. Para este último caso tenemos

K ◦ J (x1, x2, x2) = K
(

1√
2
(x2 − x1),

1√
6

(x2 − x1)

)

=

(
1

2
|x2 − x1|2 − 1

6
|x2 − x1|2, 2√

12
|x2 − x1|2, 0

)

=

(
1

3
|x2 − x1|2, 1√

3
|x2 − x1|2, 0

)

= |x2 − x1|2
(

1

3
,

1√
3
, 0

)
=

3

2

(
1

3
,

1√
3
, 0

)

=

(
1

2
,

√
3

2
, 0

)
.

En resumen tenemos que las colisiones dobles donde se satisface r12 = 0, r13 = 0
y r23 = 0, vistas como puntos en la esfera, son C12 = (−1, 0, 0), C13 =

(
1
2
,−

√
3

2
, 0

)
y

C23 =
(

1
2
,
√

3
2

, 0
)
, respectivamente.
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3.6.2 Los puntos de Lagrange

Consideremos el caso cuando el triángulo con vértices x1, x2 y x3 es equilátero. Es
decir, cuando d := |x1 − x2| = |x2 − x3| = |x1 − x3|.

Ya que estamos considerando el caso en que m1 = m2 = m3 = 1, el centro de masa
está en el origen, x1+x2+x3 = 0, y además el momento de inercia es constante e igual
a uno, I = |x1|2 + |x2|2 + |x3|2 = 1, podemos concluir que |x1| = |x2| = |x3| = 1/

√
3

y los lados del triángulo miden uno, d = 1. Véase la Figura 3.3.

Figura 3.3: Configuración de Lagrange.

En este caso la composición de las funciones de Jacobi y Hopf está dada por

(x1, x2, x3) 7→

 1√

2
(x2 − x1),

√
2

3

(
x3 − 1

2
(x1 + x2)

)
 = (z1, z2) 7→ (|z1|2−|z2|2, 2z1z2).

Ahora calculemos las componentes, iniciando con |z1|2−|z2|2. Por un lado tenemos

que |z1|2 =
∣∣∣ 1√

2
(x2 − x1)

∣∣∣
2

= 1
2
, y considerando que el centro de masa está en el origen,

obtenemos
∣∣∣∣x3 − 1

2
(x1 + x2)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣x3 +

1

2
x3

∣∣∣∣ =
3

2

∣∣∣x3

∣∣∣ =
√

3/2,

|z2|2 =
∣∣∣∣
√

2/3(x3 − 1

2
(x1 + x2))

∣∣∣∣
2

=
2

3

∣∣∣∣
3

2
x3

∣∣∣∣
2

=
1

2
.

Luego concluimos que |z1|2 − |z2|2 = 0.
El paso siguiente es encontrar el valor de 2z̄1z2, para lo cual es necesario considerar

dos casos, los cuales dependen de la orientación del triángulo. Sin pérdida de
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generalidad, fijaremos el vértice x1 en el eje x positivo. Consideraremos la orientación
positiva del triángulo cuando la numeración de los vértices está en sentido contrario
a las manecillas del reloj, y la orientación negativa cuando sea en sentido a las
manecillas, véase la Figura 3.4.

Figura 3.4: Triángulos con orientación positiva y negativa.

Al calcular 2z1z2 obtenemos

2z1z2 = 2

(
1√
2
(x2 − x1)

) 


√
2

3
(x3 − 1

2
(x1 + x2))




=
2√
3
(x2 − x1)

(
x3 − 1

2
(x1 + x2)

)

=
2√
3
(x3 − x1)

(
3

2
x3

)

=
√

3(x3 − x1)x3.

Consideraremos primero el caso en que el triángulo tiene orientación positiva.
Ahora, con ayuda de la Figura 3.5 escribiremos los vectores x3 y x3 − x1 en forma
polar, es decir, x3 = 1√

3
eiϕ y x3 − x1 = eiψ donde ϕ = π + π

3
y ψ = π + π

6
. Luego,

2z1z2 =
√

3(x3 − x1)x3 = ei(ϕ+ψ) = eiπ/2 = i. Por lo tanto, cuando el triángulo
equilátero {x1, x2, x3} tiene orientación positiva el punto correspondiente, denotado
por L+, en la esfera S2

f es K(J (x1, x2, x3)) = (0, 0, 1).
Ahora, consideremos el segundo caso, en el que consideramos que {x1, x2, x3}

tiene orientación negativa. Con ayuda de la Figura 3.6 tenemos que x3 = 1√
3
eiϕ y

x3 − x1 = eiψ donde ϕ = π − π
3

y ψ = π − π
6
. Luego, 2z1z2 =

√
3(x3 − x1)x3 =
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Figura 3.5: Orientación positiva.

ei(ϕ+ψ) = e−iπ/2 = −i. Por lo tanto, cuando el triángulo equilátero {x1, x2, x3} tiene
orientación negativa el punto correspondiente, denotado por L−, en la esfera S2

f es
K(J (x1, x2, x3)) = (0, 0,−1).

Figura 3.6: Orientación negativa.

3.6.3 Puntos de Euler

Las configuraciones colineales E1, E2, E3, en la cual una masa está en medio de las
otras (en el punto medio con respecto a las otras dos masas) se llaman puntos de

62



Euler en S2.

• E1. Consideremos x1 = 0, usando la ecuación del centro de masa tenemos
x2 + x3 = 0, y la composición de las funciones de Jacobi y Hopf es

K ◦ J (0, x2, x3) = K

 1√

2
x2,

√
2

3

(
x3 − 1

2
x2

)


= K

 1√

2
x2,

√
2

3

(
−x2 − 1

2
x2

)
 = K


 1√

2
x2,−

√
3

2
x2




=


1

2
|x2|2 − 3

2
|x2|2,− 2√

2

√
3

2
|x2|2, 0


 =

(
−|x2|2,−

√
3|x2|2, 0

)

= |x2|2
(
−1,−

√
3, 0

)

=

(
−1

2
,−
√

3

2
, 0

)
.

• E2. Consideremos x2 = 0, a partir de la ecuación del centro de masa tenemos
x1 + x3 = 0 y

K ◦ J (x1, 0, x3) = K

− 1√

2
x1,

√
2

3

(
x3 − 1

2
x1

)


= K

− 1√

2
x1,

√
2

3

(
−x1 − 1

2
x1

)
 = K


− 1√

2
x1,−

√
3

2
x1




=


1

2
|x1|2 − 3

2
|x1|2, 2√

2

√
3

2
|x1|2, 0




=
(
−|x1|2,

√
3|x1|2, 0

)
= |x1|2

(
−1,

√
3, 0

)

=

(
−1

2
,

√
3

2
, 0

)
.

• E3. Por último consideremos x3 = 0. A partir de la ecuación del centro de masa
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tenemos x1 + x2 = 0 y

K ◦ J (x1, x2, 0) = K

− 1√

2
(x2 − x1),−

√
2

3

1

2
(x1 + x2)




= K
(
− 1√

2
(x2 − x1), 0

)

=
(

1

2
|x2 − x1|2, 0, 0

)
= |x2 − x1|2

(
1

2
, 0, 0

)

= (1, 0, 0)

donde |x2 − x1| =
√

2.

3.7 Configuración de triángulo isósceles

En esta sección veremos que las configuraciones de triángulo isósceles formados por los
vértices {x1, x2, x3}, en la esfera S2

f corresponden a meridianos, los cuales intersecan
al ecuador en un punto de Euler y un punto de colisión doble. Podemos clasificar
los posibles triángulos usando las distancias relativas, de tal forma que tres tipos de
triángulos isósceles son posibles: r13 = r23, r21 = r31 ó r12 = r32.

• r13 = r23.
Para esto ubiquemos, como siempre, el origen del sistema de referencia en el
centro de masa, y además el vértice x3 estará sobre el eje horizontal positivo,
veáse la Figura 3.7.

Puesto que x̄1 = x2 y x1 + x2 + x3 = 0, tenemos que las coordenadas de los
vértices serán x1 = −a + ib, x2 = −a− ib y x3 = 2a donde a, b ∈ R.

Utilizando el momento de inercia veremos cuáles son los valores de a y b. Ya
que |x1|2 + |x2|2 + |x3|2 = (a2 +b2)+(a2 +b2)+(4a2) = 1, por lo tanto se cumple
6a2 + 2b2 = 1.

Recordemos que la composición de funciones que manda el punto (x1, x2, x3) a
un punto (u1, u2, u3) en la esfera S2

f está dada por

(x1, x2, x3) 7→

 1√

2
(x2 − x1),

√
2

3

(
x3 − 1

2
(x1 + x2)

)
 = (z1, z2)

seguido de
(z1, z2) 7→ (|z1|2 − |z2|2, 2z̄1z2) = (u1, u2, u3).

Veamos a que es igual |z1|2 − |z2|2. Consideremos cada término por separado.
El primero es |z1|2 = 1

2
|x2 − x1|2 = 1

2
|2b|2 = 2b2. Por otro lado, ya que
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Figura 3.7: Triángulo isósceles r13 = r23.

x3 − 1
2
(x1 + x2) = x3 + 1

2
(x3) = 3

2
x3, obtenemos que |z2|2 = 2

3
|3
2
x3|2 = 3

2
|x3|2 =

6a2, de donde concluimos |z1|2 − |z2|2 = 2b2 − 6a2.

A continuación escribiremos a 2z̄1z2 en términos de a y b.

2z̄1z2 = 2

(
1√
2
( x2 − x1 )

) 


√
2

3
(x3 − 1

2
(x1 + x2))




=
2√
3
(x̄2 − x̄1)

(
3

2
x3

)

=
√

3(x1 − x2)x3 =
√

3(2ib)(2a)

= 4
√

3abi.

Por otro lado, tenemos que la función K◦J en términos de a y b, cuando r13 =
r23, está dado por (x1, x2, x3) 7→ (2b2−6a2, 0, 4

√
3ab) donde 6a2+2b2 = 1. Vamos

a parametrizar esta curva, para lo cual tomamos a = 1√
6
cos θ y b = 1√

2
sen θ.

Entonces 2b2−6a2 = sen 2θ−cos2 θ = − cos 2θ y 4
√

3ab = 2 cos θ sen θ = sen 2θ.

Luego, la función K ◦ J en términos de θ con la restricción r13 = r23,
está dada por u = (− cos 2θ, 0, sen 2θ). Al evaluar esta parametrización en
θ = 0 obtenemos (−1, 0, 0), mientras que en θ = π/2 tenemos (1, 0, 0), luego
corresponde al meridiano que pasa por los polos, interseca al ecuador en el
punto de Euler E3 y en el punto de colisión C12.

• r23 = r21. Aqúı realizaremos un análisis similar al caso anterior. Utilizando la
Figura 3.8 obtenemos que x1 = −a − ib, x2 = 2a y x3 = −a + ib. Veamos qué
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Figura 3.8: Triángulo isósceles r23 = r21.

curva obtenemos en S2
f a partir de tomar la imagen de K(J ({(x1, x2, x3) : r23 =

r21})). Para esto expresemos a (|z1|2 − |z2|2, 2z̄1z2) en términos de a y b.

La primera coordenada es

|z1|2 − |z2|2 =
1

2
|x2 − x1|2 − 3

2
|x3|2 =

1

2
(9a2 + b2)− 3

2
(a2 + b2) = 3a2 − b2

y la segunda es

2z̄1z2 =
√

3(x2 − x1)x3 =
√

3(x2 − x3)x3

=
√

3(3a− ib)(−a + ib) =
√

3(b2 − 3a2) + 4
√

3abi.

Los triángulos isósceles que cumplen con r13 = r23 vistos en S2
f están

parametrizados por (3a2 − b2,
√

3(b2 − 3a2), 4
√

3ab) con 6a2 + 2b2 = 1. Si

parametrizamos con θ, tenemos
(

1
2
cos 2θ,−

√
3

2
cos 2θ, sen 2θ

)
= A2π/3(u) donde

u = (− cos 2θ, 0, sen 2θ) y

A2π/3 =




cos(2π/3) − sen (2π/3) 0
sen (2π/3) cos(2π/3) 0

0 0 1


 =



−1/2 −√3/2 0√

3/2 −1/2 0
0 0 1




es una matriz de rotación de 2π/3 en las dos primeras coordenadas.

Ahora, evaluando
(

1
2
cos 2θ,−

√
3

2
cos 2θ, sen 2θ

)
en θ = 0, tenemos (1

2
,−

√
3

2
, 0),

mientras que en θ = π/2 tenemos (−1
2
,−

√
3

2
, 0).
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Por lo tanto la familia de triángulos isósceles que satisfacen r23 = r21 representa
un meridiano en S2

f que además pasa por el punto de Euler E2 y por el punto
de colisión C13.

• r21 = r31. Utilizando una figura similar a las consideradas en los dos casos
anteriores, obtenemos que x1 = 2a, x2 = −a + ib y x3 = −a − ib. Veamos qué
curva obtenemos en S2

f a partir de tomar la imagen de K(J ({(x1, x2, x3) : r21 =
r31})). Para esto expresemos a (|z1|2 − |z2|2, 2z1z2) en términos de a y b.

La primera coordenada es

|z1|2 − |z2|2 =
1

2
|x2 − x1|2 − 3

2
|x3|2 =

1

2
(9a2 + b2)− 3

2
(a2 + b2) = 3a2 − b2

y la segunda es

2z1z2 =
√

3(x2 − x1)x3 =
√

3(x3 − x1)x3 =
√

3(−3a− ib)(−a− ib)

=
√

3(3a2 − b2) + 4
√

3abi.

Por lo tanto, los triángulos isósceles que cumplen con r13 = r23 vistos en S2
f están

dados por (x1, x2, x3) 7→ (3a2 − b2,
√

3(3a2 − b2), 4
√

3ab) donde 6a2 + 2b2 = 1.

Si introducimos la variable θ tenemos
(

1
2
cos 2θ,

√
3

2
cos 2θ, sen 2θ

)
= A4π/3(u)

donde u = (− cos 2θ, 0, sen 2θ) y

A4π/3 =




cos(4π/3) − sen (4π/3) 0
sen (4π/3) cos(4π/3) 0

0 0 1


 =




−1/2
√

3/2 0

−√3/2 −1/2 0
0 0 1




es una matriz de rotación de 4π/3 en las dos primeras coordenadas.

Ahora, evaluando
(

1
2
cos 2θ,

√
3

2
cos 2θ, sen 2θ

)
en θ = 0, tenemos (1

2
,
√

3
2

, 0),

mientras que en θ = π/2 tenemos (−1
2
,−

√
3

2
, 0).

Por lo tanto la familia de triángulos isósceles que satisfacen r21 = r31 representa
un meridiano en S2

f que además pasa por el punto de Euler E1 y por el punto
de colisión C23.

A partir de los cálculos obtenidos en la sección 3.6, podemos resumir que los
puntos de colisión doble, los puntos de Euler y puntos de Lagrange en la esfera S2

f

están dados por:
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Figura 3.9: Meridianos correspondientes a las configuraciones isósceles.

•
C12 = (−1, 0, 0) asociados a r12 = 0

C23 =

(
1

2
,

√
3

2
, 0

)
asociados a r23 = 0

C13 =

(
1

2
,−
√

3

2
, 0

)
asociados a r13 = 0

• Puntos de Euler

E1 =

(
−1

2
,−
√

3

2
, 0

)
, E2 =

(
−1

2
,

√
3

2
, 0

)
, E3 = (1, 0, 0)

• Puntos de Lagrange

L+ = (0, 0, 1), L− = (0, 0,−1).

3.8 Enerǵıa cinética en términos de ξ̇1 y ξ̇2

La enerǵıa cinética en las coordenadas (x1, x2, x3) es

K(ẋ1, ẋ2) =
1

2
m1|ẋ1|2 +

1

2
m2|ẋ2|2 +

1

2
m3|ẋ3|2

=
1

2
m1〈ẋ1, ẋ1〉+

1

2
m2〈ẋ2, ẋ2〉+

1

2
m3〈ẋ3, ẋ3〉.
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Ahora vamos a escribir la enerǵıa cinética en términos de las coordenadas de Jacobi
ξ̇1, ξ̇2, para lo cual usaremos las ecuaciones (3.3). Utilizando las ecuaciones de Jacobi
obtenemos

K(ξ̇1, ξ̇2) =

1

2
m1

〈
− m2

m1 + m2

ξ̇1 − m3

m1 + m2 + m3

ξ̇2,− m2

m1 + m2

ξ̇1 − m3

m1 + m2 + m3

ξ̇2

〉

+
1

2
m2

〈
m1

m1 + m2

ξ̇1 − m3

m1 + m2 + m3

ξ̇2,
m1

m1 + m2

ξ̇1 − m3

m1 + m2 + m3

ξ̇2

〉

+
1

2
m3

〈
m1 + m2

m1 + m2 + m3

ξ̇2,
m1 + m2

m1 + m2 + m3

ξ̇2

〉

K(ξ̇1, ξ̇2) =
1

2

m1 m2
2

(m1 + m2)2
〈ξ̇1, ξ̇1〉+

m1m2m3

(m1 + m2)(m1 + m2 + m3)
〈ξ̇1, ξ̇2〉

+
1

2

m1m
2
3

(m1 + m2 + m3)2
〈ξ̇2, ξ̇2〉+

1

2

m2
1m2

(m1 + m2)2
〈ξ̇1, ξ̇1〉

− m1m2m3

(m1 + m2)(m1 + m2 + m3)
〈ξ̇1, ξ̇2〉

+
1

2

m2m
2
3

(m1 + m2 + m3)2
〈ξ̇2, ξ̇2〉+

1

2

(m1 + m2)
2m3

(m1 + m2 + m3)2
〈ξ̇2, ξ̇2〉

simplificando

K(ξ̇1, ξ̇2) =
1

2

m1m
2
2 + m2

1m2

(m1 + m2)2
〈ξ̇1, ξ̇1〉+

1

2

m1m
2
3 + m2m

2
3 + m3(m1 + m2)

2

(m1 + m2 + m3)2
〈ξ̇2, ξ̇2〉

=
1

2

m1m2(m1 + m2)

(m1 + m2)2
|ξ̇1|2 +

1

2

m1m
2
3 + m2m

2
3 + (m1 + m2)

2m3

(m1 + m2 + m3)2
|ξ̇2|2

=
1

2

m1m2

m1 + m2

|ξ̇1|2 +
1

2

(m1 + m2 + m3)(m1 + m2)m3

(m1 + m2 + m3)2
|ξ̇2|2

=
1

2

m1m2

m1 + m2

|ξ̇1|2 +
1

2

(m1 + m2)m3

m1 + m2 + m3

|ξ̇2|2.

Haciendo M1 = m1m2

m1+m2
y M2 = (m1+m2)m3

m1+m2+m3
obtenemos

K(ξ̇1, ξ̇2) =
1

2
(M1|ξ̇1|2 + M2|ξ̇2|2).

Observación 3.2. Utilizando un procedimiento similar a éste, podemos demostrar
que m1|x1|2 + m2|x2|2 + m3|x3|2 = M1|ξ1|2 + M2|ξ2|2 = |z1|2 + |z2|2 donde (z1, z2) =
(
√

M1ξ1,
√

M2ξ2).
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Luego, si asumimos que m1|x1|2 + m2|x2|2 + m3|x3|2 = |z1|2 + |z2|2 y tomamos
m1 = m2 = m3 = 1 concluimos

|x1|2 + |x2|2 + |x3|2 = |z1|2 + |z2|2.

Por lo tanto tenemos la siguiente Proposición.

Proposición 3.3. La función de Jacobi J (x1, x2, x3) = (z1, z2) definida por

J (x1, x2, x3) =


 1√

2
(x2 − x1),

√
2

3

(
x3 − 1

2
(x1 + x2)

)
 , (x1, x2, x3) ∈ V

es una isometŕıa.

Demostración. Véase la observación 3.2.

3.9 El potencial en términos de (ξ1, ξ2) y de (z1, z2)

La enerǵıa potencial para el problema de 3 cuerpos es

U(x) = U(x1, x2, x3) =
m1m2

r12

+
m1m3

r13

+
m2m3

r23

=
m1m2

|x1 − x2| +
m1m3

|x1 − x3| +
m2m3

|x2 − x3| .

A partir de la primera ecuación de (3.2) tenemos que |x1 − x2| = |ξ1|, mientras
que de la primera y tercera ecuación de (3.3) obtenemos

|x1 − x3| =
∣∣∣∣−

m2

m1 + m2

ξ1 − m3

m1 + m2 + m3

ξ2 − m1 + m2

m1 + m2 + m3

ξ2

∣∣∣∣

=
∣∣∣∣ξ2 +

m2

m1 + m2

ξ1

∣∣∣∣ .

De la segunda y tercera ecuación de (3.3) tenemos

|x2 − x3| =
∣∣∣∣

m1

m1 + m2

ξ1 − m3

m1 + m2 + m3

ξ2 − m1 + m2

m1 + m2 + m3

ξ2

∣∣∣∣

=
∣∣∣∣ξ2 − m1

m1 + m2

ξ1

∣∣∣∣ .

Por lo tanto, la enerǵıa potencial en términos de ξ1 y ξ2 toma la forma

U(ξ1, ξ2) =
m1m2

|ξ1| +
m1m3∣∣∣ξ2 + m2

m1+m2
ξ1

∣∣∣
+

m2m3∣∣∣ξ2 − m1

m1+m2
ξ1

∣∣∣
.
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Ahora consideremos el cambio de coordenadas (z1, z2) = (
√

M1ξ1,
√

M2ξ2). Ex-
presaremos cada término del potencial U = U(ξ1, ξ2) en función de las variables z1 y
z2.

Iniciemos con el primer término del potencial. Tenemos que ξ1 = z1√
M1

, luego

m1m2

|ξ1| =
m1m2

√
M1

|z1| .

Ahora el segundo término

ξ2 +
m2

m1 + m2

ξ1 =
z2√
M2

+
m2

m1 + m2

z1√
M1

=
z2√
M2

+
m2

m1 + m2

√
m1 + m2

m1m2

z1

=
z2√
M2

+

√
m2

m1(m1 + m2)
z1 =

z2√
M2

+
1

m1

√
m1m2

m1 + m2

z1

=
z2√
M2

+

√
M1

m1

z1

=
z2 +

√
M1M2

m1
z1√

M2

.

Por lo tanto,
m1m3∣∣∣ξ2 + m2

m1+m2
ξ1

∣∣∣
=

m1m3

√
M2

|z2 +
√

M1M2

m1
z1|

Por último el tercer término del potencial

ξ2 − m1

m1 + m2

ξ1 =
z2√
M2

− m1

m1 + m2

z1√
M1

=
z2√
M2

− m1

m1 + m2

√
m1 + m2

m1m2

z1

=
z2√
M2

−
√

m1

(m1 + m2)m2

z1 =
z2√
M2

− 1

m2

√
m1m2

m1 + m2

z1

=
z2√
M2

−
√

M1

m2

z1

=
z2 −

√
M1M2

m2
z1√

M2

.

Luego,
m2m3∣∣∣ξ2 − m1

m1+m2
ξ1

∣∣∣
=

m2m3

√
M2∣∣∣z2 −

√
M1M2

m2
z1

∣∣∣
,

y como consecuencia obtenemos

U(z1, z2) =
m1m2

√
M1

|z1| +
m1m3

√
M2

|z2 +
√

M1M2

m2
z1|

+
m2m3

√
M2

|z2 −
√

M1M2

m2
z1|

.
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3.10 Lema de Hsiang

Usando el potencial U = U(z1, z2) podemos expresar las distancias relativas r12,
r13 y r23 en términos de z1 y z2. Para esto consideremos las masas iguales a la
unidad, m1 = m2 = m3 = 1, tenemos que las expresiones que involucran a las

masas se simplifican,
√

M1 =
√

m1m2

m1+m2
= 1√

2
y
√

M2 =
√

(m1+m2)m3

m1+m2+m3
=

√
2
3
. Luego, las

distancias entre los tres cuerpos son r12 = |z1|√
M1

=
√

2|z1|, r13 = 1√
M2

∣∣∣z2 +
√

M1M2

m2
z1

∣∣∣ =∣∣∣(
√

3/2)z2 + (1/
√

2)z1

∣∣∣ y r23 = 1√
M2

∣∣∣z2 −
√

M1M2

m2
z1

∣∣∣ =
∣∣∣
√

3/2z2 − (1/
√

2)z1

∣∣∣ .
Estas tres distancias representan los lados del triángulo (tal vez degenerado)

formado por los vértices x1, x2 y x3. También (x1, x2, x3) ∈ V representa un punto
u = K(J (x1, x2, x3)) sobre la esfera S2

f .

El siguiente lema expresa las distancias relativas (lados de los triángulos) en
términos de los puntos de colisión C12, C13, C23 y del punto u ∈ S2

f .

Lema 3.4 (Hsiang). El punto u = (u1, u2, u3) en la esfera S2
f representa un triángulo

con lados r12 =
√

1− C12 · u, r13 =
√

1− C13 · u y r23 =
√

1− C23 · u.

Demostración. Primero demostraremos que r2
12 = 1 − C12 · u. Considerando que

el punto de colisión doble r12 = 0 es C12 = (−1, 0, 0), usando el producto punto
usual en R3 obtenemos que r2

12 = 1 − (−1, 0, 0) · (u1, u2, u3) = 1 + u1. Al sustituir
r12 =

√
2|z1| y u1 = |z1|2 − |z2|2 obtenemos 2|z1|2 = 1 + |z1|2 − |z2|2. Es decir

|z1|2 + |z2|2 = 1 ó u2
1 + u2

2 + u2
3 = 1 ya que K(z1, z2) = (u1, u2, u3) es una isometŕıa.

Entonces r2
12 = 1− C12 · u es equivalente a u2

1 + u2
2 + u2

3 = 1 lo cual es cierto porque
u = (u1, u2, u3) ∈ S2.

Usando una forma similar vamos a demostrar que r2
13 = 1 − C13 · u para lo

cual veremos que es equivalente a |z1|2 + |z2|2 = 1. El punto de colisión r13 = 0

es C13 =
(

1
2
,−

√
3

2
, 0

)
, luego r2

13 = 1 − 1
2
u1 +

√
3

2
u2. Teniendo en cuenta que

r13 =
∣∣∣(

√
3/2)z2 + (1/

√
2)z1

∣∣∣, u1 = |z1|2 − |z2|2 y u2 = 2Re(z1z2) obtenemos las
siguientes equivalencias:

r2
13 = 1− (1/2)u1 +

√
3/2u2

⇔ (
√

3/2z2 + (1/
√

2)z1)(
√

3/2z2 + (1/
√

2)z1)

= 1− (1/2)(|z1|2 − |z2|2) + (
√

3/2)(2Re(z̄1z2))

⇔ (3/2)|z2|2 + (1/2)|z1|2 +
√

3z̄1z2 +
√

3z1z̄2

= 1− (1/2)|z1|2 + (1/2)|z2|2 +
√

3Re(z̄1z2)

⇔ |z1|2 + |z2|2 +
√

3Re(z̄1z2)

= 1 +
√

3Re(z̄1z2)

72



Entonces, ahora lo que queremos demostrar es que r2
13 = 1− C13 · u es equivalente a

|z1|2 + |z2|2 = 1, lo cual es cierto ya que K(z1, z2) = (u1, u2, u3) ∈ S2 y K es isometŕıa.

Por último demostraremos de la misma forma que en los dos casos anteriores que
r2
23 = 1 − C23 · u. El punto de colisión doble r23 = 0 es C23 =

(
1
2
,
√

3
2

, 0
)
. Por lo

tanto, r2
23 = 1 − 1

2
u1 −

√
3

2
u2. Teniendo en cuenta que r23 =

∣∣∣
√

3/2z2 − (1/
√

2)z1

∣∣∣,
u1 = |z1|2 − |z2|2 y u2 = 2Re(z1z2) obtenemos las siguientes equivalencias:

r2
23 = 1− (1/2)u1 −

√
3/2u2

⇔ (
√

3/2z2 − (1/
√

2)z1)(
√

3/2z̄2 − (1/
√

2)z̄1)

= 1− (1/2)(|z1|2 − |z2|2)− (
√

3/2)(2Re(z̄1z2))

⇔ (3/2)|z2|2 + (1/2)|z1|2 −
√

3z̄1z2 −
√

3z1z̄2

= 1− (1/2)|z1|2 + (1/2)|z2|2 −
√

3Re(z̄1z2)

⇔ |z1|2 + |z2|2 −
√

3Re(z̄1z2)

= 1−
√

3Re(z̄1z2)

Entonces, lo que queremos demostrar r2
23 = 1−C23 ·u es equivalente a |z1|2 + |z2|2 = 1

lo cual se satisface.

3.11 El potencial en términos de coordenadas

esféricas

Cuando el momento de inercia es constante, entonces podemos escribir el potencial
U = U(x) en términos de las coordenadas esféricas, es decir, podemos hacer
U = U(θ, ϕ) donde 0 ≤ θ ≤ 2π y −2/π ≤ ϕ ≤ 2/π.

Para realizar esto, iniciemos por aplicar las coordenadas de Jacobi, las cuales de-

finen el isomorfismo isométrico J (x1, x2, x3) =
(

1√
2
(x2 − x1),

√
2
3

(
x3 − 1

2
(x1 + x2)

))

y después al tomar el cociente de rotaciones utilizamos la función de Hopf K(z1, z2) =
(|z1|2 − |z2|2, 2z1z2) := (u1, u2, u3) ∈ R3. De esta manera tenemos la relación
K(J (x)) = (u1, u2, u3).

Si consideramos el conjunto de nivel I−1(1) ∈ V del momento de inercia
I(x) = x ·x = x1 ·x1+x2 ·x2+x3 ·x3, tenemos que la función K◦J : I−1(1) → S2 está
bien definida ya que J es una isometŕıa yK aplica la esfera S3 en la esfera S2. Ahora, al
utilizar las coordenadas esféricas (u1, u2, u3) = (r2 cos ϕ cos θ, r2 cos ϕ sen θ, r2 sen ϕ)
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y el lema de Hsiang obtenemos r2
12 = 1 + u1 = 1 + cos ϕ cos θ,

r2
13 = 1− 1

2
u1 +

√
3

2
u2

= 1− 1

2
cos ϕ cos θ +

√
3

2
cos ϕ sen θ

= 1 + cos ϕ cos
(
θ +

4π

3

)

y

r2
23 = 1− 1

2
u1 −

√
3

2
u2

= 1− 1

2
cos ϕ cos θ −

√
3

2
cos ϕ sen θ

= 1 + cos ϕ cos
(
θ +

2π

3

)
.

Finalmente el potencial U(x) = 1
r12

+ 1
r13

+ 1
r23

queda escrito de la siguiente forma

U(θ, ϕ) =
1√

1 + cos ϕ cos θ
+

1√
1 + cos ϕ cos(θ + 4π

3
)

+
1√

1 + cos ϕ cos(θ + 2π
3

)
.

(3.11)

Figura 3.10: Curva equipotencial U(θ, ϕ) = 5√
2
, asociada a los puntos de Euler,

dibujada en la esfera unitaria de las formas.

La representación de la curva equipotencial en I = 1 que une E3 (i.e. ϕ = θ = 0)
y M1 (i.e. θ = π

3
ó θ = 4π

3
) está definida por la función impĺıcita U(θ, ϕ) = 5√

2
.
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Cálculos numéricos realizados por Carles Simó (ver [9]) demuestran que la acción de
una curva equipotencial en la esfera S2

f definida por I = I0 = 2 la cual se mueve
de E3 a M1 con velocidad constante está muy cerca del mı́nimo de A en X0, ver la
sección 3.5.

3.12 El teorema principal

Sea T un número real positivo. Definimos el grupo de Klein Z/2Z× Z/2Z en R/TZ
y en R2 de la siguiente forma: si σ y τ son los generadores,

σ · t = t +
T

2
, τ · t = −t +

T

2
,

σ · (x, y) = (−x, y), τ · (x, y) = (x,−y).

Teorema 3.5. Existe un lazo plano en forma de “ocho” q : (R/TZ), 0 → R2, 0 con
las siguientes propiedades:

(i) para cada t,
q(t) + q(t + T/3) + q(t + 2T/3) = 0;

(ii) q es equivariante con respecto a las acciones de Z/2Z × Z/2Z en R/TZ y en
R2 definida antes:

q(σ · t) = σ · q(t) y q(τ · t) = τ · q(t);

(iii) el lazo x : R/TZ→ V \∆ definido por

x(t) = (q(t + 2T/3), q(t + T/3), q(t))

es una solución T periódica del problema plano de 3 cuerpos con masas iguales
y momento angular cero.

Dedicaremos las secciones siguientes a la demostración de este teorema.

3.13 Estructura de la demostración del Teorema

3.5

(i) El método directo. Un doceavo de la órbita se obtiene mediante la minimización
de la acción (notemos T = T/12), ver la Proposición 3.1.

A =
∫ T

0

(
1

2
K + U

)
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en el espacio X0 de H1([0, T ], V ) que consiste de las trayectorias que inician en
la configuración de Euler, digamos E3 (m3 en medio) de tamaño arbitrario y
punto final en configuración isósceles, digamos M1 (r12 = r13), nuevamente de
tamaño arbitrario. La existencia de trayectorias minimizantes es estándar. Lo
principal es demostrar que dicha órbita no tiene colisión.

(ii) Reducción. La enerǵıa cinética puede ser expresada como la suma de dos
términos no negativos: K = Kred + Krot (Esto es la descomposición de las
velocidades.) Kred corresponde a la métrica Riemanniana en el espacio cociente
V/SO(2) inducida por la métrica de K en V . Ésta es la parte de la deformación
de la enerǵıa cinética, incluyendo la parte homotética.

(iii) Comparación con el problema de Kepler para excluir las colisiones. En lugar
de calcular la variación local de la acción, calcularemos el ı́nfimo de la acción
de todas las trayectorias en H1([0, T ], V ) con colisiones. Denotemos este ı́nfimo
por A2, el “2” denota dos cuerpos porque expĺıcitamente hemos calculado A2

por medio de un problema de dos cuerpos.

Comparamos A2 con la acción a que ha sido cuidadosamente elegida como una
“trayectoria prueba” libre de colisión en X0. Entonces demostramos que A2 > a,
teniendo como resultado que el minimizador debe estar libre de colisión.

(iv) Simetŕıas y regla del área. El hecho de que las masas sean iguales da una
fuente de simetŕıas asociadas al intercambio de las masas. Usando este hecho,
a partir de (i) construimos otras once copias del minimizador. La fórmula de
la primera variación de la acción muestra que esas copias se ajustan de forma
diferenciable con la original para formar una órbita simple y periódica, en el
espacio de configuración reducido (i.e, módulo rotaciones), de peŕıodo 12T .
Para reconstruir el movimiento en el plano inercial, es decir, en V , usamos la
combinación de simetŕıas con la fórmula del área (ver [19]). Esas herramientas
nos permiten deducir que el movimiento en V es periódico, y que todas las
masas necesariamente se mueven sobre la misma curva en el plano inercial,
satisfaciendo el grupo de simetŕıas de Klein descrito en el Teorema 3.5.

(v) Demostración de que la órbita tiene forma de “figura ocho”. Demostramos que
el momento angular de cada uno de los tres cuerpos es cero si y sólo si este
cuerpo pasa por el origen. Esto implica que cada uno de los dos lóbulos que la
curva forma esta estrellado, es decir, la órbita tiene forma de ocho.

3.14 Exclusión de las colisiones

Recordemos que X0 es el subespacio de X que consiste de todas las curvas que
inician en una configuración de Euler E3 de tamaño arbitrario, y terminan en una
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configuración isósceles del tipo M1 de tamaño arbitrario. Es decir X0 = {x ∈ X :
x(0) ∈ E3, x(T ) ∈ M1}.

La Proposición 3.1 garantiza la existencia de un punto cŕıtico x ∈ X0 del funcional
de acción (3.9), y además si éste no tiene colisiones, es decir x(t) ∈ V \∆, entonces
x = x(t) es solución en el problema plano de 3 cuerpos con masas iguales (3.8). En
esta sección demostraremos el siguiente resultado, el cual garantiza que tal solución
no tiene colisiones.

Proposición 3.6. Una curva en X0 que minimiza la acción

A(x) =
∫ T

0

(
1

2
|ẋ|2 +

1

r12

+
1

r13

+
1

r23

)
dt

no tiene colisiones.

Para poder realizar la demostración de esta proposición primero requerimos
demostrar algunos lemas auxiliares.

Observación 3.7. El primer punto clave es notar que la acción

A(m1, m2, m3; x) =
∫ T

0


1

2

3∑

k=1

mk|ẋk|2 +
∑

1≤i<j≤3

mimj

|xj(t)− xi(t)|


 dt

a lo largo de la trayectoria t 7→ x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t)) es una función creciente
para cualquier valor de las masas. Por ejemplo, si tomamos m1 = 0, obtenemos

A(x) = A(1, 1, 1; x) > A(0, 1, 1; x).

El último término corresponde a la acción del problema de 2 cuerpos con masas
iguales. Usaremos esta observación en el siguiente Lema.

Lema 3.8. Si x ∈ H1([0, T ], V ) tiene una colisión, ya sea doble o triple, entonces
A(x) > A2, donde A2 es la acción de la solución colineal del problema de 2 cuerpos,
en el cual dos masas unitarias inician en colisión y terminan con velocidad cero en
el tiempo T , y el centro de masa está fijo (esto se puede decir que es la mitad de una
órbita eĺıptica de colisión–expulsión).

Observación 3.9. La afirmación del lema es que el ı́nfimo de la acción A(x) de todas
las trayectorias con colisión en H1([0, T ], V ) es mayor ó igual a A2. Necesariamente
este ı́nfimo es igual a A2. Si tomamos una sucesión xn de trayectorias en las cuales
m2 y m3 realizan la mitad de una órbita Kepleriana de colisión-expulsión descrita
por el lema, mientras que m1 permanence fija, y a distancia n del centro de masa de
m2-m3. Vamos a tener A(xn) → A2 cuando n →∞.
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Demostración del Lema 3.8. Supongamos que las masas m2 y m3 (y posiblemente
m1) colisionan en el tiempo T1 ∈ [0, T ]. Disminuiremos la acción de la curva haciendo
la masa m1 = 0. Podemos olvidarnos de la posición de la masa m1 para esta nueva
acción, y quedarnos únicamente con la acción Kepleriana del problema de 2 cuerpos,
investigada por Gordon en [16]. De acuerdo con Gordon cada parte de la curva
x, antes y después de T1, tiene una acción mayor o igual que la correspondiente al
movimiento colineal de las masas m2 y m3, las cuales colisionan en el tiempo T1, y
están en reposo en los puntos finales t = 0 ó t = T . De hecho, si doblamos cada
parte y las unimos entre śı, pero en direcciones opuestas, obtenemos dos trayectorias
cerradas, las cuales van de colisión a colisión, una en el tiempo 2T1 y la otra en el
tiempo 2(T − T1). El mı́nimo absoluto del problema de colisión a colisión mostrado
por Gordon es la solución de colisión–expulsión. Esta solución es proporcional a
T 1/3, la cual es una función convexa de peŕıodo T . A partir del trabajo de Gordon,
se sigue que la convexidad implica que la acción es menor, además si reemplazamos
los dos movimientos anteriores por una solución simple de colisión-expulsión que
inicie y termine en colisión sin colisiones intermedias. La mitad de esta curva realiza
el ı́nfimo de colisión en el tiempo T para el problema de Kepler. Esto termina la
demostración.

Antes de continuar vamos a tomar la notación introducida en [8]. Definimos la
función homogénea de grado cero Ũ =

√IU , donde I es el momento de inercia y U
la función potencial. Notemos que los puntos cŕıticos de Ũ son puntos cŕıticos de U
restringida a la esfera I = constante, las cuales son las configuraciones centrales.

Trayectorias equipotenciales prueba.

Fijemos I = I0 y U = U0 donde U0 es el valor de la función potencial para
cualquiera de las configuraciones de Euler en la esfera I = I0. Visto en el espacio de
configuración reducido, ésto define una curva en la 2-esfera de radio

√I0. Tomemos
un doceavo de esta curva en el tramo que pasa por arriba del ecuador, la cual conecta
E3 con M1. Esta trayectoria es recorrida con velocidad constante, de tal forma que
la velocidad se elige para que tenga el punto final en el tiempo t = T . Esto nos
da una familia de trayectorias prueba en el espacio reducido definido por V/SO(2) y
dependiente de I0. Las correspondientes trayectorias en V son aquellas que tienen
momento angular cero y se proyectan en éstas. Las longitudes de esas trayectorias
son `0

√I0 donde `0 es la longitud de la trayectoria cuando I0 = 1, y es llamada la
longitud del equipotencial de Euler.

El siguiente lema reduce la demostración de la Proposición 3.6 al cálculo de la
longitud de `0 en la esfera de formas.

Lema 3.10. El mı́nimo, denotado por a, de las acciones dadas por las trayectorias
equipotenciales prueba es menor que A2, el ı́nfimo de las acciones de las órbitas de
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colisión en tiempo T , si y sólo si la longitud equipotencial de Euler `0 satisface

`0 <
π

5
.

Demostración. La acción A2 del Lema 3.8 es la mitad de la acción de una solución
de colisión-expulsión en el problema de Kepler de peŕıodo 2T

A2 =
1

2
3

(
π2

22

)1/3

(2T )1/3 = 3

(
π2

24

)1/3

T 1/3.

Ahora, calculemos el mı́nimo a de las acciones de las trayectorias equipotenciales
prueba. Por definición, la trayectoria prueba está contenida en la curva equipotencial
de Euler en la esfera I = I0, y su velocidad es constante. Si denotamos por K0 al
cuadrado de la velocidad, entonces es el cuadrado del cociente de la longitud `0

√
I0 y

el tiempo T (distancia recorrida por unidad de tiempo), donde `0 es la longitud de la
trayectoria en la esfera de radio I0 = 1. Por otro lado, dos veces la enerǵıa cinética es
lo mismo que la velocidad de la trayectoria al cuadrado ya que la trayectoria se eligió
de tal forma que Krot = 0, y Kred no tiene parte homotética porque I es constante.
Como hemos dicho antes, U0 es el valor de la función potencial para cualquiera de

las configuraciones de Euler en la esfera de radio
√I0, entonces U0 = ŨE√I0

donde la

constante ŨE = 5√
2

es el valor de U(θ, ϕ) en los puntos de Euler, ver Apéndice A.

Luego en el cálculo de la acción A(I0) de la curva prueba de radio
√I0 se tiene

A(I0) =
∫ T

0

(
1

2
K + U

)
dt =

(
1

2
K0 + U0

)
T,

donde K0 =
(

`0
√I0

T

)2
y U0 = ŨE√I0

. Como consecuencia reducimos la demostración a
minimizar la función

A(I0) =
1

2

(
`0

√I0

T

)2

T +
5√

2
√I0

T

El único punto cŕıtico de A(I0) es

I0 =

(
5√
2`2

0

) 2
3

T
4
3

el cual corresponde a un mı́nimo, y la correspondiente acción es

a =
3

2

(
5√
2

) 2
3

`
2
3
0 T

1
3
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Por último, a < A2 si y sólo si

3

2

(
5√
2

) 2
3

`
2
3
0 T

1
3 < 3

(
π2

24

)1/3

T 1/3

lo cual después de hacer simplificaciones toma la forma

`0 <
π

5
.

3.15 Cálculo de la longitud de `0

La enerǵıa cinética puede ser expresada como la suma de dos términos no negativos:
K = Kred + Krot (ésta es la descomposición de Saari). Kred corresponde a la métrica
Riemanniana en el espacio cociente V/SO(2) inducida por la métrica de K en V . Ésta
es la parte de la deformación de la enerǵıa cinética, incluyendo la parte homotética.
Krot es la parte rotacional de la enerǵıa cinética. Dado que estamos considerando el
problema plano, Krot = |ω|2/I donde ω el vector momento angular.

Ahora, vamos a obtener la métrica reducida Kred mediante el cálculo de la
distancia d(x, y) entre las órbitas correspondientes a x y y en V/SO(2). Como SO(2)
actúa por isometŕıas tenemos,

d2(x, y) = inf
θ

∑

i

|xj − eiθyj|2,
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donde

∑

j

|xj − eiθyj|2 =
3∑

j=1

(xj − eiθyj)(xj − eiθyj)

=
3∑

j=1

(xjx̄j − e−iθxj ȳj − eiθyjx̄j + eiθe−iθyj ȳj)

= x · x + iω(x, x)− e−iθ(y · x + iω(y, x))

− eiθ(x · y + iω(x, y)) + y · y + iω(y, y)

= x · x + y · y − (cos θ − i sen θ)(y · x + iω(y, x))

− (cos θ + i sen θ)(x · y + iω(x, y))

= x · x + y · y − cos θ(y · x + iω(y, x) + x · y + iω(x, y))

+ i sen θ(y · x + iω(y, x)− x · y − iω(x, y))

= x · x + y · y − cos θ(x · y − iω(x, y) + x · y + iω(x, y))

+ i sen θ(x · y + iω(y, x)− x · y − iω(x, y))

= x · x + y · y − 2x · y cos θ + i sen θ(−iω(x, y)− iω(x, y))

= x · x + y · y − 2x · y cos θ − 2i2ω(x, y) sen θ

= |x|2 + |y|2 − 2x · y cos θ + 2ω(x, y) sen θ

por lo tanto

d2(x, y) = inf
θ

[|x|2 + |y|2 − 2x · y cos θ + 2ω(x, y) sen θ].

Ahora, calculamos la derivada de d2(x, y) con respecto a θ, y obtenemos que el
mı́nimo ocurre cuando θ = θ0 donde x · y sen θ0 + ω(x, y) cos θ0 = 0. Esto implica que
(x · y)2 sen 2θ0 = ω(x, y)2 cos2 θ0 y también −ω(x, y) cos θ0 = x · y sen θ0

Multiplicando la última ecuación por 2x · y sen θ0 obtenemos

−2x · yω(x, y) sen θ0 cos θ0 = 2(x · y)2 sen 2θ0.

Utilizando la ecuación (x · y)2 sen 2θ0 = ω(x, y)2 cos2 θ0 tenemos

−2x · yω(x, y) sen θ0 cos θ0 = (x · y)2 sen 2θ0 + (x · y)2 sen 2θ0

= (x · y)2 sen 2θ0 + ω(x, y)2 cos2 θ0

= (x · y)2(1− cos2 θ0) + ω(x, y)2(1− sen 2θ0).

Lo cual es equivalente a

(x · y)2 cos2 θ0 − 2x · yω(x, y) sen θ0 cos θ0 + ω(x, y)2 sen 2θ0 = (x · y)2 + ω(x, y)2

es decir,

−x · y cos θ0 + ω(x, y) sen θ0 = −
√

(x · y)2 + ω(x, y)2.
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Notemos que hemos elegido el signo negativo ya que la segunda derivada de d2(x, y)
con respecto a θ en θ = θ0 corresponde a un mı́nimo. Por lo tanto,

d2(x, y) = |x|2 + |y|2 − 2x · y cos θ + 2ω(x, y) sen θ

= |x|2 + |y|2 − 2x · y cos θ0 + 2ω(x, y) sen θ0

= |x|2 + |y|2 − 2
√

(x · y)2 + ω(x, y)2

= |x|2 + |y|2 − 2|〈x, y〉|
donde 〈·, ·〉 es el producto interior Hermitiano.

Ahora desarrollamos en serie de Taylor la expresión para d2(x, x+εv) con respecto
al parámetro ε alrededor de ε = 0 a orden 2, para lo cual consideramos x1 = (x11, x12),
x2 = (x21, x22) y x3 = (x31, x32) con vectores de velocidad v1 = (v11, v12), v2 =
(v21, v22) y v3 = (v31, v32), respectivamente. Luego

d2(x, x + εv) =
(
v2

11 + v2
12 + v2

21 + v2
22 + v2

31 + v2
32 −

(v12x11 − v11x12 + v22x21 − v21x22 + v32x31 − x31x32)
2

x2
11 + x2

12 + x2
21 + x2

22 + x2
31 + x2

32

)
ε2

+ O(ε)3.

Consideremos el primer término no nulo de d2(x, x + εv) el cual corresponde al
coeficiente de ε2, es decir,

v2
11 + v2

12 + v2
21 + v2

22 + v2
31 + v2

32 −
(v12x11 − v11x12 + v22x21 − v21x22 + v32x31 − x31x32)

2

x2
11 + x2

12 + x2
21 + x2

22 + x2
31 + x2

32

= |v1|2 + |v2|2 + |v3|2 − ((x1 ∧ v1 + x2 ∧ v2 + x3 ∧ v3) · e3)
2

|x|2

= |v|2 − ω(x, v)2

|x|2
donde e3 = (0, 0, 1) y ω(x, v)2 es la norma del vector momento angular al cuadrado.

Por otro lado, ya que las masas son iguales tenemos que I = x · x y 2K = ẋ · ẋ =
|ẋ|2 = |v|2, de donde

2K = |v|2 = Kred + Krot

= Kred +
ω(x, v)2

I
= Kred +

ω(x, v)2

|x|2 .

Luego, el coeficiente de ε2 en la expresión de d2(x, x + εv) es la enerǵıa cinética
reducida Kred(x, v) correspondiente a la descomposición Kred = K −Krot. Tenemos

Kred(x, v) = |v|2 − ω(x, v)2

|x|2 .
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Notemos que Kred(x, v) = 0 cuando el vector velocidad v es tangente a la órbita de
x, es decir, cuando v es proporcional a ix.

3.15.1 La longitud `0 en coordenadas esféricas

Es conveniente usar coordenadas esféricas definidas en la esfera de formas S2
f ⊂ R3

definidas por

u1 = r2 cos ϕ cos θ, u2 = r2 cos ϕ sen θ, u3 = r2 sen ϕ.

Luego tenemos

r2 =
√

u2
1 + u2

2 + u2
3 = I,

lo cual justifica la elección de r.

Lema 3.11 (ver [20]). En coordenadas esféricas la métrica cociente correspondiente
a la enerǵıa cinética reducida Kred es

ds2 = dr2 +
r2

4
(cos2 ϕdθ2 + dϕ2).

En particular la esfera S2
f dada por I = r2 = 1 es isométrica a la esfera estándar de

radio 1/2, y el espacio reducido R3 es el cono sobre esta esfera, que consiste de todos
los puntos a distancia 1 de colisión triple.

Demostración. Expresaremos la enerǵıa reducida Kred en términos de r, θ y ϕ. Como
hemos visto, la enerǵıa reducida está dada por

Kred(x, v) = |v|2 − ω(x, v)2

|x|2 .

Utilizando la función de Jacobi obtenemos

Kred(z1, z2) = |ż1|2 + |ż2|2 − Im2(z1ż1 + z2ż2)

|z1|2 + |z2|2
Sabemos que función de Hopf es K(z1, z2) = (|z1|2− |z2|2, 2z̄1z2) = (u1, u2, u3), donde
(z1, z2) ∈ C2 y (u1, u2, u3) ∈ R3. Recordemos la relación de equivalencia en C2

para obtener el espacio reducido: z1 está relacionado con z2 si y sólo si z1 = ei2πθz2

para algún θ ∈ S1. Entonces, es posible definir la función K sobre estas clases
de equivalencias, es decir, K(z1, z2) = K(z′1, z

′
2) donde (z1, z2) está relacionado con

(z′1, z
′
2).

Si consideramos coordenadas esféricas como fueron descritas anteriormente, en-
tonces la función K definida sobre estas clases de equivalencia es una función biyectiva
con inversa K−1(r, ϕ, θ) = (z1, z2), donde

z1 =
r
√

cos ϕ cos θ + 1√
2
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y

z2 =
r
√

1− cos ϕ cos θ√
2

exp(i arctan(tan ϕ csc θ)).

Usando la inversa de la función K sobre las SO(2)-órbitas tenemos

Kred(r, θ, ϕ) = ṙ2 +
r2

4
(cos2 ϕ θ̇2 + ϕ̇2)

Lema 3.12. La longitud de la curva equipotencial de Euler satisface `0 < π/5.

Demostración. Usaremos la métrica

ds2 = dr2 +
r2

4
(cos2 ϕdθ2 + dϕ2) (3.12)

del espacio cociente, para estimar la longitud de la curva equipotencial de Euler `0.
La curva equipotencial asociada a los puntos colineales de Euler

1√
1 + cos ϕ cos θ

+
1√

1 + cos ϕ cos(θ + 4π
3

)

+
1√

1 + cos ϕ cos(θ + 2π
3

)
= UE =

5√
2
,

(3.13)

tiene una longitud tal que podŕıamos cubrir dos veces el ecuador ϕ = 0, ver detalles
en el Apéndice A. Parametricemos esta curva por la función ϕ = ϕ(θ), donde θ puede
variar en un intervalo de longitud 4π, ver la Figura 3.11.

Estamos interesados en calcular la longitud `0 que es un doceavo de la longitud
de la curva definida por (3.13). A partir de la ecuación (3.12) tenemos

`0 =
1

12

∫ 4π

0
ds =

1

12

1

2

∫ 4π

0

√
cos2 ϕdθ2 + dϕ2

=
1

12

∫ 2π

0

√
cos2 ϕdθ2 + ϕ′(θ)2 dθ2

=
1

2

∫ π
3

0

√
cos2 ϕ(θ) + ϕ′2(θ) dθ. (3.14)

Usando el método de Newton para calcular ϕ(θ) y derivando impĺıcitamente (3.13)
para obtener ϕ′(θ), y después el método del trapecio para calcular la integral (3.14),
Carles Simó y Jacques Laskar lograron acotar el valor de `0 obteniendo:

π

5.082553924511
≤ `0 ≤ π

5.082553924509
.
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Figura 3.11: Curva equipotencial dada por la curva de nivel UE dada en (3.13).

Nosotros hemos corroborado este cálculo usando 1000 iterados de Newton y hemos
obtenido `0 < 0.617781 < π

5
.

Observación 3.13. Aqúı se explica el significado de las coordenadas esféricas a
partir de triángulos. Los paralelos ϕ = constante en la esfera S2

f corresponden a
triángulos con la misma orientación y el mismo momento de inercia, salvo rotaciones.
Necesariamente este conjunto de triángulos está caracterizado por un área común,
ver [2]. Sin embargo, el área es proporcional a Imz̄1z2 que es u3 = sen ϕ, que a su vez
es la función altura de la esfera. Los meridianos θ = constante en la esfera S2

f están
definidos por una relación entre los cuadrados de las distancias mutuas.

3.16 Simetŕıas: Demostración de la existencia de

la órbita ocho

Lema 3.14. Después de equipar con una simetŕıa de acuerdo a la curva equipotencial
de Euler en la esfera de las formas S2

f , una órbita minimizadora x da una órbita
cerrada periódica (continuando denotándola por x), con momento angular cero, la
cual salvo traslación en el tiempo y del espacio de rotación, es de la forma

x(t) = (q(t + 2T/3), q(t + T/3), q(t)),

descrita en el Teorema 3.5.

Realizaremos la demostración del Lema 3.14 en 4 etapas.
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Etapa 1. Observemos que el arco minimizador es ortogonal a las variedades E3 y
M1 restringiendo sus puntos finales. Esto se sigue del término ĺımite que aparece en
la fórmula de la primera variación para la acción.

• Ortogonalidad a E3

La acción está dada por

A(x) =
∫ T

0
L(x(t), ẋ(t), t) dt

y la primera variación es

δAx(h) =
∫ T

0

(
∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ

)
· h dt− ∂L

∂ẋ
· h

∣∣∣
T

0

Sea x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t)) el mı́nimo de la acción que inicia en E3 y termina
en M1. Entonces, x(t) es solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange, y la
primera variación calculada en este mı́nimo toma la forma

δAx(h) =
∂L

∂ẋ
· h

∣∣∣
T

0
= 0 (3.15)

para toda h ∈ C1([0, T ], V ), donde V es el espacio de configuración. Observemos
que ∂L

∂ẋ
= (ẋ1, ẋ2, ẋ3).

Por otro lado, E3 es un espacio vectorial de dimensión 2 con la base {u, v},
donde u = (1, 0,−1, 0, 0, 0) y v = (0, 1, 0,−1, 0, 0). Consideremos las funciones

hu, hv ∈ C1([0, T ], V ) definidas por hu(t) =
(
1− t

T

)
u y hv(t) =

(
1− t

T

)
v. De

la ecuación (3.15) tenemos que ẋ(0)·u = 0 y ẋ(0)·v = 0, de donde x1(0) = x2(0).

Ahora vamos a encontrar un conjunto en el espacio de configuración reducido
correspondiente a E3. Para esto, primero consideremos la imagen de E3 bajo
la función de Jacobi J , sea λu + µv ∈ E3 donde λ, µ ∈ R. Por ser lineal J ,
tenemos

J(λu + µv) = λJ(u) + µJ(v) = λ(−
√

2, 0, 0, 0) + µ(0,−
√

2, 0, 0).

Por lo tanto, J(E3) = {(λ√2, µ
√

2, 0, 0) : λ, µ ∈ R} = {(z1, 0, 0) : z1 ∈ C}.
Ahora, consideremos la imagen de J(E3) bajo la función de Hopf K. Sea
(z1, 0, 0) ∈ J(E3),

K(J(E3)) = {(|z1|2, 0, 0) : z1 ∈ C}.

Por lo tanto, el conjunto E3 en V/SO(2) es el eje u1 no negativo.
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Por último veremos que ẋ(0) es ortogonal a E3 visto en V/SO(2). Para esto
consideremos el siguiente diagrama entre los espacios tangentes

Tx(0)V
dJx(0)−→ TJ(x(0))C2

dKJ(x0)−→ TK(J(x(0)))V/SO(2)

Hemos visto que ẋ(0) ∈ Tx(0)V y E3 son ortogonales, ahora veremos que siguen
cumpliendo con esta condición en el espacio tangente TK(J(x(0)))V/SO(2)

Para esto calculemos dJx(0)(ẋ(0)). Puesto que J es lineal, obtenemos que ż1 = 0

y ż2 = −√6 ẋ1(0). Para calcular dKJ(x(0)) derivemos la función de Hopf

dK(z1,z2) = 2




a b −c −d
c d a b
d −c −b a




donde z1 = (a, b) y z2 = (c, d). Por lo tanto, dKJ(x(0))(ż1, ż2) = 4
√

3(0, ẋ1(0))

con J(x(0)) = (−√2, 0, 0, 0) = (z1, z2).

Luego, el vector d(K ◦ J)x(0)(ẋ(0)) es ortogonal al eje u1, es decir, es ortogonal
a K(J(E3)).

• Ortogonalidad a M1

Consideremos el espacio de triángulos isósceles M1 = {(x1, x2, x3) ∈ V : r12 =
r13}. Usando el hecho de que x1+x2+x3 = 0 se demuestra que la condición r12 =
r13 es equivalente a |x2| = |x3|, luego M1 = {(x1, x2, x3) ∈ V : |x2| = |x3|}.
Ahora consideremos el conjunto M = {(x1, x2, x3) ∈ V \ {Colisión triple} :
|x2| = |x3|}, Demostraremos que M es una variedad de dimensión 3. Para
esto definimos la siguiente función f : V \ {Colisión triple} → R dada por
f(x1, x2, x3) = 1

2
(|x2|2 − |x3|2), observemos que M = f−1(0). Veamos que

0 es un valor regular de f . Calculando el gradiente de f tenemos que
∇f(x1, x2, x3) = (0, x2, x3), por lo tanto x = (x1, x2, x3) es un punto regular
si y sólo si x no es colisión triple, es decir x 6= 0. Por lo tanto, cualquier x ∈ M
es un punto regular de f , es decir, 0 es un valor regular de f . Luego, M es una
variedad de dimensión 3.

Sea x = x(T ) ∈ M . Calculemos el espacio tangente TxM . Sabemos que
TxM = Ker dfx. Hagamos x = (x1, x2, x3) = (x1(T ), x2(T ), x3(T )). Entonces,

Ker dfx = {a ∈ V : ∇f(x1, x2, x3)a = 0}
= {a ∈ V : (0, x2, x3)

t(a1, a2, a3)}
= {a ∈ V : xt

2a2 + xt
3a3 = 0}

= {(a1, a2, a3) ∈ C3 : a1 + a2 + a3 = 0, xt
2a2 + xt

3a3 = 0}
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donde a = (a1, a2, a3) ∈ V . Consideramos el espacio tangente TxM visto
desde el espacio reducido, podemos considerar que el punto x2 = (x21, x22)
está sobre el eje horizontal, y por lo tanto x2 = (x21, 0), donde x2 6= 0,
ya que en caso contrario tendŕıamos colisión triple contradiciendo el hecho
de que la curva x(t) es libre de colisión. Tenemos que x3 = eiθx2, ya que
|x2| = |x3|. Entonces, de la condición xt

2a2 + xt
3a3 = 0 obtenemos que

a21 + a32 cos θ + a32 sen θ = 0. Utilizando esta última ecuación junto con
a1 + a2 + a3 = 0, obtenemos una base para el espacio tangente TxM dada por
{u, v, w}, donde u = (cos θ− 1, 0,− cos θ, 0, 1, 0), v = ( sen θ,−1,− sen θ, 0, 0, 1)
y w = (0,−1, 0, 1, 0, 0).

Como x(t) es solución de las ecuaciones de Euler Lagrange, la primera variación
de la acción calculada en este mı́nimo queda como

δAx(h) =
∂L

∂ẋ
· h

∣∣∣
T

0
= 0

para toda h ∈ C1([0, T ], V ), donde V es el espacio de configuración. Para
las funciones hu, hv, hw ∈ C([0, T ], V ) dadas por hu(t) = t

T
u, hv(t) = t

T
v y

hw(t) = t
T
w, obtenemos que

ẋ = ẋ(T ) = ẋ12

(
cos θ + 1

sen θ
, 1,

cos θ − 2

sen θ
, 1,

−2 cos θ + 1

sen θ
,−2

)

Calculando J(ẋ) obtenemos que

J(ẋ(T )) =

( −3√
2 sen θ

, 0,

√
3(−2 cos θ + 1)√

2 sen θ
,−
√

2
√

3

)
.

Ahora hacemos lo mismo con x = x(T ),

J(x(T )) =
x21√

2

(
2 + cos θ, sen θ,

√
3 cos θ,

√
3 sen θ

)
.

Calculamos la diferencial de la función de Hopf en el punto J(x(T )),

dKJ(x(T )) =
√

2x21




2 + cos θ sen θ −√3 cos θ −√3 sen θ√
3 cos θ

√
3 sen θ 2 + cos θ sen θ√

3 sen θ −√3 cos θ − sen θ 2 + cos θ




Entonces, el vector velocidad ẋ(T ) visto en el espacio reducido V/SO(2), está
dado por

dKJ(x(T ))(J(ẋ(T ))) = (−6ẋ12x21 cot θ,−6
√

3ẋ12x21 cot θ,−8
√

3ẋ12x21).
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A continuación, veremos cómo es el espacio tangente TxM visto desde el espacio
de configuración. Para esto, primero consideremos la imagen de este espacio
bajo la función de Jacobi, esto es, J(TxM) = {λJ(u) + µJ(v) + ηJ(w) :
λ, µ, η ∈ R} donde J(u) = 1√

2
(1− 2 cos θ, 0,

√
3, 0), J(v) = 1

2
(−2 sen θ, 1, 0,

√
3)

y J(w) = (0,
√

2, 0, 0). Luego, consideremos la imagen de J(TxM) bajo la
diferencial de la función de Hopf, es decir,

dKJ(x(T ))(J(TxM)) =

{λdKJ(x(T ))(J(u)) + µdKJ(x(T ))(J(v)) + ηdKJ(x(T ))(J(w)) : λ, µ, η ∈ R},

donde dKJ(x(T ))(J(u)) = x21(1−6 cos θ−cos 2θ, 2
√

3(cos θ+ sen 2θ),−√3 sen 2θ),

dKJ(x(T ))(J(v)) = x21(−6 sen θ − sen 2θ, 2
√

3(1 − cos θ) sen θ, 2
√

3 cos2 θ) y

dKJ(x(T ))(J(w)) = x21(2 sen θ, 2
√

3 sen θ,−2
√

3 cos θ).

Por último, para demostrar que el vector velocidad x(T ) es ortogonal al espacio
tangente TxM en el espacio reducido, es decir,

dKJ(x(T ))(J(ẋ(T )))⊥dKJ(x(T ))(J(TxM)),

basta observar que,

〈(−6ẋ12x21 cot θ,−6
√

3ẋ12x21 cot θ,−8
√

3ẋ12x21),

x21(1− 6 cos θ − cos 2θ, 2
√

3(cos θ + sen 2θ),−
√

3 sen 2θ)〉 = 0,

〈(−6ẋ12x21 cot θ,−6
√

3ẋ12x21 cot θ,−8
√

3ẋ12x21),

x21(−6 sen θ − sen 2θ, 2
√

3(1− cos θ) sen θ, 2
√

3 cos2 θ)〉 = 0

y

〈(−6ẋ12x21 cot θ,−6
√

3ẋ12x21 cot θ,−8
√

3ẋ12x21),

x21(2 sen θ, 2
√

3 sen θ,−2
√

3 cos θ)〉 = 0

siempre se cumplen.

Etapa 2. Observemos que haciendo la reflexión de este arco con respecto a uno
de los tres meridianos, o al ecuador, vamos a obtener otro arco que será solución
minimizante, el cual tendrá la condición de punto final perturbado; es decir, con
Ej y Mk en el lugar de E3 y M1. Usando esas reflexiones podemos construir la

curva solución completa en el espacio de configuración reducido. Ésta consiste de 12
subarcos congruentes al minimizador original. La ortogonalidad garantiza que estos
son curvas diferenciables, y por tanto forman una solución.
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Más precisamente, la reflexión con respecto del meridiano M1 es una simetŕıa de
la acción reducida (por tanto de las ecuaciones), y el arco minimizador es ortogonal
al meridiano en el extremo final, cuando continuamos la solución representada por
el arco que pasa por el meridiano M1, de tal forma que el resultado es el mismo
que si reflejamos sobre el meridiano, y luego invertimos el tiempo. En śımbolos:
x(T/12 + t) = s1(x(T/12− t)) donde s1 es la reflexión con respecto al meridiano M1,
donde T = 12T será el peŕıodo de la órbita completa (T es el tiempo en que el arco
minimizador toca al meridiano M1).

La reflexión s1 se realiza en el plano inercial de la siguiente forma: en el tiempo
T = T/12 el triángulo es un triángulo isósceles de tipo M1 y entonces tiene una
simetŕıa de reflexión τ . Elegimos coordenadas en R2 tal que τ(x, y) = (x,−y),
es decir, tal que la mediatriz del segmento que une m2 y m3 es el eje x. Sea
S1(x1, x2, x3) = (x1, x3, x2) la operación de intercambio de las masas m2 y m3.
Entonces s1 = S1 ◦ τ = τ ◦ S1.

Ahora tenemos una solución que va de E3 a E2 en el tiempo 2T = T/6. Por un
argumento similar, al continuar el arco solución que pasa por E2 debemos realizar
una media de vuelta H2 en E2 e invertimos en el tiempo: x(2T − t) = H2(x(2T + t)).
Esta media vuelta es una simetŕıa de la acción que es la composición de una reflexión
con respecto al ecuador y una reflexión con respecto al meridiano M2. Esto se lleva a
cabo en el plano inercial al intercambiar las masas m1 y m3 y entonces realizar una
media vuelta inercial σ ◦ τ(x, y) = (−x,−y) con respecto al origen.

Mediante este proceso obtenemos un arco solución de E3 a E1 en el tiempo
4T = T/3. Continuando este proceso en torno al ecuador con reflexiones o medias
vueltas apropiadas construimos una curva suave en el espacio de configuración
reducido el cual consiste de 12 arcos congruentes, alternadamente en parejas sobre y
debajo del ecuador, para tener la misma simetŕıa que la curva equipotencial. Ésta es
una curva solución, y es T periódica módulo rotaciones.

Etapa 3. Hemos construido la proyección de la curva solución en el espacio de
configuración reducido. Ahora construiremos la curva solución completa, mostrando
que es periódica en el espacio inercial, además mostrando que satisface todas las
propiedades descritas en el Teorema 3.5. Esto es, haciendo uso de la regla del área
para la reconstrucción de la dinámica original a partir de la dinámica reducida, aśı
como de las simetŕıas de la curva.

La Figura 3.12 muestra los segmentos de la órbita en la esfera de las formas S2
f ,

y nos dice cómo es la órbita reconstruida en el plano inercial.

La regla del área nos dice cómo se realiza el movimiento de las masas en el plano
inercial, el cual está dado por la curva que representa el movimiento en la esfera de
las formas S2

f . Supongamos que la curva es cerrada. Entonces los triángulos inicial
y final en el plano inercial son semejantes. El ángulo de rotación que relaciona esos
dos triángulos es un múltiplo escalar de dos veces el área esférica encerrada por la
shape curva (el área de la esfera de radio 1/2 es π). Para la demostración de la regla

90



Figura 3.12: Áreas encerradas por las curvas sobre la esfera S2
f y las correspondientes

órbitas en el plano inercial.

del área, consultar [19] o el Apéndice B de esta tesis. En el caso de que la shape
curva no fuera cerrada, ésta iniciará y terminará en el ecuador, lo cual corresponde a
iniciar y terminar en configuración colineal, y para cerrarla recorremos hacia “atrás”
la curva a lo largo del ecuador desde el punto final hasta que alcance el punto inicial,
ver la Figura 3.13. Posteriormente calculamos dos veces el área con signo encerrada
por esta curva cerrada. Ésta es igual al ángulo formado entre dos ĺıneas en el plano
inercial, las cuales contienen la configuración inicial y final para cualquier curva con
momento angular cero que cumpla con la shape curva dada1, ver la Figura 3.14.

Finalmente, si la curva inicia o termina en uno de los tres triángulos isósceles
(asociados a los meridianos), calculamos el ángulo entre los ejes de simetŕıa del
triángulo isósceles inicial y final, siguiendo el meridiano adecuado hacia arriba o hacia
abajo del ecuador, viajando a lo largo del ecuador hasta cerrar la curva, y entonces
calculamos el área encerrada por la curva cerrada que obtengamos.

El hecho de que las áreas con signo representadas en la Figura 3.12 sean iguales
a cero implica que recorremos la curva solución en la siguiente forma:

(i) si iniciamos en la configuración de Euler E3 y seguimos la órbita hasta un tiempo
T/3 = 4T , habremos de pasar por la configuración de Euler E2 en el tiempo
2T , de tal forma que en el tiempo T/3 = 4T llegamos a la configuración de
Euler E1, donde las tres masas están en la misma ĺınea como la configuración

1Existen dos formas de cerrar la curva hasta formar un lazo, dependiendo del sentido en que se
recorre el ecuador. Los dos ángulos difieren en π, el cual es dos veces el área de un hemisferio de
la esfera de radio 1/2. Esto no es problema ya que el ángulo entre dos ĺıneas no orientadas está
definido módulo π.
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Figura 3.13: Shape curva que inicia y termina en una configuración colineal en el
ecuador.

de Euler inicial E3. En otras palabras, al pasar de E3 a E1 no existe rotación
en la ĺınea de Euler, contrario a lo que sucede en el tiempo 2T .

(ii) después de un tiempo T/2, una configuración isósceles regresa a ella misma,
salvo reflexión, es decir, salvo el intercambio de los vértices de simetŕıa. Como
consecuencia, no existe rotación de los ejes de simetŕıa de los triángulos.

Ahora, elegimos el origen del tiempo en t = 0 el cual corresponde a la configuración
de Euler E3. Definimos q(t) = x3(t) donde x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t)) es la curva
solución en el plano inercial (R2). La primera propiedad implica que





q(t) = x3(t) para 0 ≤ t ≤ T/3,
q(t) = x2(t− T/3) para T/3 ≤ t ≤ 2T/3,
q(t) = x1(t− 2T/3) para 2T/3 ≤ t ≤ T .

Entonces, después del tiempo T/3 (respectivamente, 2T/3), habremos reem-
plazado los cuerpos m2, m3, m1 por los cuerpos m3, m1, m2 (respectivamente, m1,
m2, m3 ) con las mismas velocidades. Los tres cuerpos se mueven a lo largo de la
misma curva cerrada q(t) de peŕıodo T , donde la fase relativa de un cuerpo con re-
specto del otro es de T/3. Luego, la simetŕıa de Klein se sigue de manera inmediata,
ver la Figura 3.15.

La Figura 3.16 muestra la órbita (continuamos llamándola x) en el espacio de
configuración reducido.
Etapa 4. Sólo queda demostrar que la curva equivariante q(t) que hemos construido
no sólo tiene los requerimientos de simetŕıa sino también la forma de la figura ocho
sin lazos pequeños adicionales u otras caracteŕısticas. Para esto vamos a demostrar
el siguiente Lema:

92



Figura 3.14: ∆θ es el ángulo formado por dos ĺıneas rectas en el plano inercial, las
cuales contienen la configuración inicial y final.

Lema 3.15. El momento angular q(t) ∧ q̇(t) no se anula en ningún 0 < t ≤ T/4;
es decir, en cualquier cuarto de curva el momento angular de la masa que traza esta
curva no se anula.

Demostración del Lema 3.15. Aqúı vamos a usar el hecho de que las ecuaciones de
Newton se cumplen, y de dos consecuencias de minimalidad de la curva en la esfera
S2

f .

Iniciemos por calcular la derivada de q ∧ q̇ con respecto al tiempo. Es decir,

d

dt
(q ∧ q̇) = q ∧ d2q

dt2
.

Ahora vamos a usar el hecho de que q(t) = x3(t) donde (x1(t), x2(t), x3(t)) cumple las
ecuaciones de Newton, además usamos que el centro de masa está en el origen para
todo tiempo: x1 + x2 + x3 = 0. Calculando obtenemos

d

dt
(q ∧ q̇) = q̇ ∧ q̇ + q ∧ d2q

dt2
= q ∧ q̈

= (−x1 − x2) ∧ (−ẍ1 − ẍ2)

= x1 ∧ ẍ1 + x1 ∧ ẍ2 + x2 ∧ ẍ1 + x2 ∧ ẍ2

= x1 ∧
(

x2 − x1

r3
12

+
x3 − x1

r3
13

)
+ x1 ∧

(
x1 − x2

r3
12

+
x3 − x2

r3
23

)
+

x2 ∧
(

x2 − x1

r3
12

+
x3 − x1

r3
13

)
+ x2 ∧

(
x1 − x2

r3
12

+
x3 − x2

r3
23

)
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Figura 3.15: Órbita de la figura ocho, calculado con las condiciones iniciales de Carles
Simó [9].

94



Figura 3.16: Órbita ocho en el espacio de configuración reducido, figura tomada de
[9].

Al realizar la distribución y tomando en cuenta que xi∧xi = 0, la última expresión
toma la forma

d

dt
(q ∧ q̇) =

x1 ∧ x2

r3
12

+
x1 ∧ x3

r3
13

− x1 ∧ x2

r3
12

− x1 ∧ x2

r3
23

+
x1 ∧ x3

r3
23

−x2 ∧ x1

r3
12

+
x2 ∧ x3

r3
13

− x2 ∧ x1

r3
13

+
x2 ∧ x1

r3
12

+
x2 ∧ x3

r3
23

.

Por otro lado, usando x1 ∧ x2 = −x2 ∧ x1 y x3 = −x1 − x2, obtenemos
x1 ∧ x3 = −x2 ∧ x3 y como consecuencia

d

dt
(q ∧ q̇) = −x1 ∧ x2

r3
23

− x2 ∧ x1

r3
13

=

(
1

r3
13

− 1

r3
23

)
(x1 ∧ x2)

Además,

x1 ∧ x2 = x1 ∧ (−x1 − x3) = −x1 ∧ x1 − x1 ∧ x3 = x3 ∧ x1.

Entonces obtenemos lo siguiente:

d

dt
(q ∧ q̇) =

(
1

r3
13

− 1

r3
23

)
(x3 ∧ x1).

Por lo tanto, existen sólo dos formas en que d
dt

(q ∧ q̇) sea cero:

(i) x1 y x3 son linealmente dependientes, ó
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(ii) r13 = r23.

Para eliminar esas posibilidades, usamos el principio de reflexión en la esfera S2
f .

Primero, si x1 y x3 son linealmente dependientes, entonces la configuración de las tres
masas es colineal. Entonces éste cruza el ecuador de la esfera S2

f . Esto puede suceder
para un arco minimizador solamente en un punto de Euler. Pero si éste fuera otro
punto, el arco minimizador entre la configuración de Euler e Isósceles (0 < t < T/12)
podŕıa derivar en dos (ó más) subarcos, uno de los cuales estaŕıa debajo del ecuador
y el otro arriba. Ahora, reflejamos uno de esos arcos en el ecuador, y dejamos el otro
fijo. El arco resultante tendŕıa la misma acción, no tendŕıa colisiones, y conectaŕıa
una configuración de Euler con una Isósceles, y como consecuencia tendŕıa que ser
un minimizador libre de colisión. Pero este arco ya no seŕıa anaĺıtico, contradiciendo
el hecho de que los minimizadores libres de colisión corresponden a soluciones, ver la
Figura 3.17.

Figura 3.17: Reflexión de un subarco minimizador con respecto al ecuador, caso (i),
y a un meridiano, caso (ii), respectivamente.

Lo siguiente es suponer que r13(t) = r23(t) para algún tiempo t, con 0 < t < T/12.
Esto implicaŕıa que la curva ha vuelto a cruzar el meridiano isósceles M3 pasando
por el punto inicial de Euler, E3. Ahora, aplicamos el mismo principio de reflexión,
con el meridiano que pasa por el punto de Euler E3 tomando el papel del ecuador,
ver la Figura 3.18.

Continuando con el análisis, supongamos que, como en la Figura 3.16, que el arco
minimizador está en el cuarto superior izquierdo de la esfera S2

f para 0 < t < T/6.
En el hemisferio norte de S2

f los triángulos están positivamente orientados, entonces
x3 ∧ x1 = x1 ∧ x2 > 0. Además para u2 > 0, el factor 1

r3
13
− 1

r3
23

es negativo, pues

r2
13 − r2

23 = 1− 1

2
u1 +

√
3

2
u2 −

(
1− 1

2
u1 −

√
3

2
u2

)
=
√

3u2.
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Figura 3.18: Reflexión de un subarco minimizador con respecto al meridiano que pasa
por el punto de Euler E3.

Luego, para 0 < t < T/6 el momento angular q(t) ∧ q̇(t) es decreciente tomando
valores desde 0, mientras que para T/6 < t < T/4 es creciente pues x3 ∧ x1 < 0, 2

ver la Figura 3.19.

Ahora, sólo hace falta hacer notar que el momento angular es negativo en t = T/4,
de tal forma que podemos concluir que permanece estrictamente negativo para
0 < t < T/4. Como consecuencia tenemos que el momento angular es estrictamente
negativo para 0 < t < T/2 y estrictamente positivo para T/2 < t < T .

A partir de la solución numérica obtenida consideramos la posición de la tercera
part́ıcula q(t) = x3(t), para obtener el momento angular de ésta, la cual graficamos y
hacemos notar cada tiempo t en el cual la configuración de las tres part́ıculas x1, x2

y x3 es de tipo Ei ó M3, observando que esta función es periódica de peŕıodo T , ver
la Figura 3.19.

Corolario 3.16. Cada lóbulo de la órbita es la frontera de un conjunto estrellado3:
el único tiempo en que xi∧ ẋi es cero, para i = 1, 2, 3, es cuando xi pasa por el origen.

Demostración del Corolario. En coordenadas polares (r, θ) el momento angular tiene
una expresión bien conocida xi ∧ ẋi = (r2θ̇)e1 ∧ e2. A partir se esto se sigue que
el ángulo polar θ(t) de la curva q(t) decrece monótonamente en el intervalo (0, T/2)

2Recordemos que un bivector en el plano es llamado positivo si es un múltiplo positivo del área
estándar formada por e1 ∧ e2.

3En inglés starshaped. Esta propiedad significa que el segmento de recta que va del origen a
cualquier punto sobre la curva está completamente contenido en el interior de la curva.
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Figura 3.19: Comportamiento cualitativo del momento angular q ∧ q̇, calculado con
las condiciones iniciales de Carles Simó [9].

a partir de su valor máximo en θ(0) cuando r(0) = 0, hasta su valor mı́nimo en
θ(T/2) = −θ(0).

Utilizando las condiciones iniciales dadas por Carles Simó en [9], integramos
numéricamente con un Runge-Kutta de orden 4, las ecuaciones de movimiento del
problema de 3 cuerpos con masas iguales en el plano. A continuación con la función
de Jacobi J y la función de Hopf K obtenemos la curva ocho proyectada en el espacio
reducido, homeomorfo a R3. Notemos que la curva ocho obtenida se conserva muy
cerca de la esfera de radio

√
2 con centro en el origen, es decir, el momento de inercia

es aproximadamente r2 = 2, donde r es el radio de esta esfera, ver la Figura 3.20.
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Figura 3.20: Órbita ocho en el espacio de configuración reducido.
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Apéndice A

Curva equipotencial

A.1 Curva equipotencial en los puntos de Euler

El potencial en coordenadas esféricas con r = 1 es

U(θ, ϕ) =
1√

1 + cos ϕ cos θ
+

1√
1 + cos ϕ cos(θ + 4π

3
)

+
1√

1 + cos ϕ cos(θ + 2π
3

)
.

Veamos el valor de ésta en los tres puntos de Euler, evaluando en el punto sobre el
ecuador ϕ = 0:

Ei (u1, u2, u3) (cos ϕ cos θ, cos ϕ sen θ, sen ϕ)
E1 (1, 0, 0) ϕ = 0, θ = 0,

E2 (−1
2
,−

√
3

2
, 0) ϕ = 0, θ = −2π

3
,

E3 (1
2
,−

√
3

2
, 0) ϕ = 0, θ = 2π

3
.

U(0, 0) =
1√

1 + cos 0 cos 0
+

1√
1 + cos 0 cos(0 + 4π

3
)

+
1√

1 + cos 0 cos(0 + 2π
3

)

=
1√

1 + 1
+

1√
1 + cos(4π

3
)

+
1√

1 + cos(2π
3

)

=
1√
2

+
1√

1− 1
2

+
1√

1− 1
2

=
1√
2

+
√

2 +
√

2 =
1 + 2 + 2√

2

=
5√
2
.
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U
(
−2π

3
, 0

)
=

1√
1 + cos 0 cos(−2π

3
)

+
1√

1 + cos 0 cos(−2π
3

+ 4π
3

)
+

1√
1 + cos 0 cos(−2π

3
+ 2π

3
)

=
1√

1 + cos(2π
3

)
+

1√
1 + cos(2π

3
)

+
1√

1 + cos 0

=
1√

1− 1
2

+
1√

1− 1
2

+
1√

1 + 1

=
1√

1
2

+
1√

1
2

+
1√
2

=
√

2 +
√

2 +
1√
2

=
1 + 2 + 2√

2

=
5√
2
.

U
(

2π

3
, 0

)
=

1√
1 + cos 0 cos(2π

3
)

+
1√

1 + cos 0 cos(2π
3

+ 4π
3

)
+

1√
1 + cos 0 cos(2π

3
+ 2π

3
)

=
1√

1 + cos(2π
3

)
+

1√
1 + cos(2π)

+
1√

1 + cos(4π
3

)

=
1√

1− 1
2

+
1√

1 + 1
+

1√
1− 1

2

=
1√

1
2

+
1√
2

+
1√

1
2

=
√

2 +
1√
2

+
√

2 =
1 + 2 + 2√

2

=
5√
2
.

A.2 Curva equipotencial en M1

A continuación demostraremos que el potencial U restringuido al conjunto M1 toma
el valor de 5√

2
. Por el Lema de Hsiang 3.4, el potencial queda expresado como

U =
1

r12

+
1

r13

+
1

r23

=
1√

1− C12 · u
+

1√
1− C13 · u

+
1√

1− C23 · u

donde u = (u1, u2, u3) ∈ S2
f , C12 = (−1, 0, 0), C13 = (1

2
,−

√
3

2
, 0) y C23 = (1

2
,
√

3
2

, 0).
Usando el hecho de que la configuración isósceles M1 queda parametrizada, en el
esfera de formas, como

(
1
2
cos 2θ,

√
3

2
cos 2θ, sen 2θ

)
= (u1, u2, u3), obtenemos que
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u = (u1,
√

3u1,
√

1− 4u2
1). Por lo tanto, el potencial en términos de u1, restringido a

M1, está dado por

U |M1 =
2√

1 + u1

+
1√

1− 2u1

.

Figura A.1: Gráfica de la función U |M1 .

Para demostrar que U |M1 = 5√
2
, basta observar la gráfica de U |M1 con la

intersección de la recta horizontal 5√
2
, ver la Figura A.1.
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Apéndice B

Fórmula integral del ángulo de
rotación de dos triángulos
semejantes en S2

f

El espacio de configuración Q de los tres cuerpos consiste de todas las ternas de
vectores q = (q1,q2,q3) cuyo centro de masa qa ∈ R3 está en el origen:

∑
maqa = 0.

En el problema de los 3 cuerpos, la configuración de las tres masas siempre forman
un triángulo, de tal forma que las ecuaciones de Newton definen un sistema dinámico
en el espacio de triángulos. Las formas de los triángulos (clases congruentes) son
variables. Las clases de triángulos semejantes forman una 2-esfera, denotada por S2

f ,
y llamada la esfera de las formas.

Luego, dados los triángulos inicial y final, los cuales son semejantes, ¿cuál es la
rotación R, única salvo un múltiplo escalar, que relaciona esos dos triángulos?.

Sea J0 el momento angular de los planos definidos por los triángulos inicial y final.
En otras palabras, J0 = J0e3 donde J0 es la magnitud del momento angular y e3 es
el vector unitario. Sean n0 y n1 los vectores normales a los planos inicial y final. Sea
R0 la rotación más pequeña en el plano e3-n0 el cual env́ıa n0 a e3 y R1 a la rotación
análoga en el plano e3-n1. Si el vector normal ni coincide con e3 entonces la rotación
Ri es la identidad. Ya que R env́ıa n0 a n1, ésta puede ser escrita como

R = R1RJ0R0

donde RJ0 es la rotación alrededor del eje J0 = e3 con un ángulo de ∆θ.
En [19], Richard Montgomery demostró que este ángulo está dado mediante la

fórmula integral

∆θ =
∫ t1

0
ω(t) dt +

∫∫

D
Ω. (B.1)

La primera integral,
∫

ωdt es llamada fase dinámica. El integrando ω representa
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la velocidad angular instantánea del triángulo en movimiento q(t), con respecto al eje
J0. Ésta está dada por

ω(t) = e3 · I(q(t))−1J0

el cual es igual a J0e3 · I(q(t))−1e3. Aqúı I(q) es el momento de inercia del triángulo
q, definido por la matriz

ω · I(q) · ω = ‖ω × q‖2

donde ω × q = (ω × q1, ω × q2, ω × q3) denota la rotación infinitesimal del triángulo
q con velocidad angular ω.

La segunda integral
∫∫

Ω es la llamada fase geométrica. Ésta es la integral de la

2-forma, Ω, en el disco D, en cierto “espacio reducido” el cual denotamos por Z. La
2-forma, Ω, es cerrada e independiente de la elección del potencial del problema de
los 3 cuerpos.

En el caso del problema plano de 3 cuerpos, para la fórmula de la 2-forma Ω
en Z usamos coordenadas esféricas (φ, θ) en las esferas S2(ρ), aśı como coordenadas
(z, θ) donde z = cos φ es la normalización de la altura de un punto por debajo del
ćırculo ecuatorial φ = π/2, de tal forma que ρz es la altura usual, y −1 ≤ z ≤ 1.
Esas coordenadas esféricas, junto con la trivialización de Z en el producto de las dos
esferas S2 induce las coordenadas (z1, θ1, z2, θ2) en Z. R. Montgomery en [19] también
demostró que

Ω = −
{

1

2
d(z1z2) ∧ dθ1 + dz2 ∧ dθ2

}
. (B.2)

Además la coordenada de altura z1 en la esfera de las formas es proporcional al área
A del triángulo. Expĺıcitamente

z1 = 4

√
m1m2m3

m1 + m2 + m3

A

I

donde I = m1‖q1‖2 + m2‖q2‖2 + m3‖q1‖2 = ‖q‖2 es el momento de inercia polar, y
también el cuadrado de la norma euclidiana en Q. Además, A = 1

2
n · (q2 − q1) ×

(q3 − q1) es el área orientada del triángulo, donde n es la normal al triángulo.

La coordenada de altura en las esferas fibradas es dada por

z2 =
1

J0

J0 · n

la cual es la componente del momento angular total normal al triángulo.

Una descripción simple del ángulo ∆θ de rotación para dos triángulos similares es

la siguiente. El integrando ω para la fase dinámica es
1

I(t)
J0. Para obtener la 2-forma

planar, simplemente definimos z2 = 1 en la fórmula (B.2) para Ω. Esta restricción
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describe la inclusión del problema planar en un espacial: la normal del triángulo está
alineada con el vector de momento angular. Ahora dz2 = 0 y

Ω = −1

2
dz1 ∧ dθ1 =

1

2
sen φ1 dφ1 ∧ dθ

es la 2-forma a integrar en la esfera de las formas S2
f , la cual es dos veces la forma de

área en la esfera S2 de radio 1/2. En otras palabras, si consideramos que el diferencial
del área es la 2-forma

Ω = 2
1

4
sen φ dφ ∧ dθ

entonces al integrar obtenemos

∫∫

D
Ω = 2

∫∫

D

1

4
sen φ dφ ∧ dθ = 2 área(S2(1/2)) = 2π.

En [19], se demuestra que ésta es la única 2-forma esférica simétrica en la esfera, cuya
integral total es 2π.

Ahora supongamos que c = c(t) es una curva en S2(1
2
) la cual es frontera del disco

Dc ⊂ S2(1
2
) y tal que c(0) = c(T ), lo cual significa que que los triángulos inicial y

final están relacionados entre śı por una homotecia y una rotación. Luego de (B.1)
obtenemos que el ángulo de rotación para el caso planar es

∆θ = 2 área(Dc) +
∫ T

0

J

I(t)
,

donde I(t) es el momento de inercia instantáneo del triángulo y J es el momento
angular constante del movimiento.
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