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DOCTOR EN CIENCIAS

P R E S E N T A

M. en C. JAIRO ROA FAJARDO

DIRECTOR DE TESIS: DR. HUGO ARIZMENDI PEIMBERT
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realización de esta tesis.

A los sinodales por sus valiosos comentarios y sugerencias hacia el trabajo.
En particular, agradezco al doctor Armando Garćıa por sus contribuciones
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1.1. Álgebras normadas y álgebras de Banach . . . . . . . . . . . 5
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INTRODUCCIÓN

Para un elemento x en un álgebra de Banach A se define el espectro como
un subconjunto del plano complejo dado por

σ(x) = {λ ∈ C : (x− λe) no es invertible}

y el radio espectral como

R(x) = sup{|λ| : λ ∈ σ(x)} (1)

El radio espectral es una de las caracteŕısticas más importante de la
teoŕıa de las álgebras de Banach. Si A es unitaria y compleja se tienen
algunas definiciones equivalentes con el radio espectral:

R(x) = ĺım
n

n
√
||xn|| = ı́nf

n≥1

n
√
||xn|| (2)

Y si A es conmutativa, entonces también tenemos

R(x) = sup{|f(x)| : f un funcional lineal, multiplicativo y continuo} (3)

En [1], G.R. Allan desarrolla una teoŕıa espectral para álgebras localmen-
te convexas usando el espectro de un elemento el cual es un subconjunto del
plano complejo extendido y considera el correspondiente radio espectral R.
Él estudia, entre otras cosas, las relaciones entre R y el radio de acotación

β(x) = ı́nf
{
λ > 0 :

{(
x

λ

)n}
n≥1

es acotado en A

}
(4)

En algunas álgebras no normadas estos radios juegan el papel de la norma
en el sentido que si R(x) < 1 o β(x) < 1, entonces la serie

∑
xn es conver-

gente. Una parte del estudio sobre el radio espectral se realiza en álgebras
no completas.

1
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INTRODUCCIÓN

Entre los objetivos de esta tesis se encuentran los de definir un radio
espectral extendido y un radio de acotación, en álgebras topológicas más
generales, en relación con la invertibilidad topológica. Nosotros presentamos
estos radios, estudiamos las relaciones entre ellos y los comparamos con el
radio espectral extendido inferior R∗ definido en [4].

En el primer caṕıtulo de la tesis presentamos algunos de los principales
resultados de las álgebras de Banach y vemos la equivalencia de las fórmulas
(1), (2) y (3). También estudiamos estos mismos resultados para las álgebras
normadas y las Q−álgebras. Entre otros, el teorema de Gelfand-Mazur en
álgebras normadas. Aśı mismo obtenemos algunos resultados originales co-
mo son los corolarios (1.1.14) y (1.2.4), y las proposiciones (1.2.10), (1.2.12),
(1.2.20), (1.3.6) y (1.3.12). Damos un ejemplo de un álgebra de Banach no
conmutativa sin funcionales lineales multiplicativos, aśı como también un
álgebra de Banach no conmutativa con funcionales lineales multiplicativos.

En el caṕıtulo dos estudiamos las álgebras m−convexas y localmente
convexas. Para las primeras tenemos la misma definición de espectro y radio
espectral de un elemento de un álgebra topológica. Sin embargo, en éstas
álgebras se tienen otras expresiones para el radio espectral y se prueba en
[19] que si el álgebra es completa entonces todos los radios son iguales e
iguales al radio de acotación (4). También obtenemos un resultado original
en la proposición (2.2.4).
En álgebras localmente convexas, tenemos el espectro y radio espectral ex-
tendido R definido por W. Żelazko y la igualdad con algunos de los radios
dados en un álgebra m−convexa, aśı como con el radio de acotación (4) defi-
nido por G.R. Allan. La proposición (2.4.2) es un resultado muy importante
que obtenemos ya que nos relaciona los espectros de W. Żelazko y de G.R.
Allan. Además, damos un ejemplo que ilustra por qué el radio de acotación
y el radio espectral usual no siempre son comparables.

En el caṕıtulo tres estudiamos el concepto de invertibilidad topológica,
definiendo el espectro topológico de Harte, el radio espectral topológico Rt y
un radio de acotación βt, análogo al definido por G.R. Allan pero utilizando
la invertibilidad topológica. Comparamos éstos radios entre śı y con el radio
R∗, definido en [4].
Para los radios estudiados tenemos que para un elemento x en un álgebra
localmente convexa arbitraria

Rt(x) ≤ R∗(x) = βt(x) ≤ β(x) ≤ R(x)

2
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Demostramos que si el álgebra localmente convexa es invertiva (esto es, el
conjunto de elementos invertibles y topológicamente invertibles son iguales),
entonces para cada x del álgebra se tiene

Rt(x) = R∗(x) = βt(x) = β(x) = R(x)

Damos un ejemplo de un álgebra donde Rt y R∗ son iguales y uno donde
la desigualdad entre R∗ y R puede ser estricta. Finalmente demostramos
que en un álgebra localmente convexa y metrizable el inverso topológico de
(x− λe) tiene una forma similar al inverso en álgebras en Banach; esto es

(x− λe)−1 = −
∞∑
n=0

xn

λn+1

siempre que |λ| > βt(x), para x un elemento del álgebra topológica.

En el caṕıtulo cuatro estudiamos el radio espectral en (Cb(X), β), el
álgebra de todas las funciones complejas, continuas y acotadas definidas
sobre un espacio de Hausdorff completamente regular, dotada de la topoloǵıa
localmente convexa dada por las seminormas

||f ||ϕ = sup
x∈X
|f(x)ϕ(x)|

donde ϕ es una función de B0(X), el conjunto de todas las funciones aco-
tadas sobre X que se anulan en infinito (es decir, para todo ε > 0 existe un
conjunto compacto K(ε) ⊂ X tal que |ϕ(x)| < ε para todo x /∈ K(ε))

Para f ∈ Cb(X) definimos su radio espectral extendido (análogo al caso de
las álgebras localmente convexas) por

R(f) = sup
ϕ∈B0(X)

ĺım sup
n

n

√
||fn||ϕ

Probamos además que para f ∈ Cb(X) y ϕ ∈ B0(X)

ĺım sup
n

n

√
||fn||ϕ = ĺım

n

n

√
||fn||ϕ = sup

x∈sop(ϕ)
|f(x)| = sup

||g||ϕ≤1
||fg||ϕ

Sin embargo, mostramos que a diferencia del caso normado

ĺım
n

n

√
‖fn‖ϕ 6= ı́nf

n≥1

n

√
‖fn‖ϕ.

3
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Caṕıtulo 1

Radio espectral en álgebras
de Banach

1.1. Álgebras normadas y álgebras de Banach

La teoŕıa de las álgebras de Banach ha contribúıdo al desarrollo tanto
del análisis funcional como el de álgebras topológicas más generales. Gelfand
fundamentó la teoŕıa de éstas álgebras. Su principal punto de partida fue
el teorema de Mazur anunciado en 1938 y que ahora es conocido como el
teorema de Gelfand-Mazur. En este caṕıtulo estudiaremos algunos de los
principales resultados de la teoŕıa de las álgebras normadas y de Banach
los cuales nos ayudarán a abordar la teoŕıa espectral en álgebras localmente
convexas.

Definición 1.1.1. Sea A un álgebra sobre el campo de los números comple-
jos C provista con una topoloǵıa Hausdorff τ . Decimos que la multiplicación
es separadamente continua si el mapeo de AxA → A dado por (x, y) 7→ xy
es continuo con respecto a cada variable; es conjuntamente continua si el
mapeo anterior es continuo con respecto a la topoloǵıa del producto AxA.

Definición 1.1.2. Un álgebra A provista con una topoloǵıa τ es un álgebra
topológica si es un espacio vectorial topológico y tiene una multiplicación
asociativa conjuntamente continua.

Lema 1.1.3. Sea (X, τ) un espacio topológico, A ∈ τ , B ⊂ X. Entonces

A ∩B ⊂ A ∩B

5
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CAPÍTULO 1. RADIO ESPECTRAL EN ÁLGEBRAS DE BANACH

Demostración: Si x ∈ A ∩ B entonces para toda vecindad Vx de x, el
conjunto Vx ∩ A es una vecindad de x. Luego, (Vx ∩ A) ∩ B 6= ∅; es decir,
x ∈ A ∩B. �

Nota 1.1.4. Sea (A, τ) un espacio topológico y N un sistema fundamental

de vecindades de cero en A. Demostremos que N = {Vi
bA : i ∈ I} es un

sistema fundamental de vecindades de cero en la completación de A, que

denotaremos por Â, donde Vi
bA denota la cerradura de Vi con respecto a Â.

Sea Û una vecindad cerrada de cero en Â y U = Û ∩A. Entonces U es una
vecindad del cero en A lo que implica que existe V ∈ N tal que V ⊂ U y por

lo tanto, V
bA ⊂ Û . Sea W ∈ τ tal que W ⊂ V . Existe Ŵ , vecindad de cero

en Â, tal que W = Ŵ ∩A. Por el lema anterior, Ŵ = Ŵ ∩ Â ⊂W
bA ⊂ V bA.

Esto implica que V
bA es una vecindad de cero en Â.

Aśı, para álgebras topológicas tenemos el siguiente

Teorema 1.1.5. Si (A, τ) es un álgebra topológica entonces su completación
también lo es.

Demostración: Sea V ∈ N ⊂ τ bA. Entonces V ′
bA
⊂ V , con V

′ ∈ N. Existe

U tal que UU ⊂ V
′
. Demostremos que UU

bA ⊂ V ′
bA
⊂ V . Sean x, y ∈ U

bA.
Entonces existen (xα)α∈Γ y (yα)α∈Γ en U tales que xα → x, yα → y. Por
la continuidad de la multiplicación, (xαyα) → xy, y como (xαyα) ∈ UU se

sigue que xy ∈ UU
bA. �

Definición 1.1.6. Decimos que A es un álgebra normada si tiene una norma
‖ · ‖ tal que la topoloǵıa inducida por ella la hace un álgebra topológica. Y
si el álgebra normada es completa entonces decimos que A es un álgebra de
Banach.

Para álgebras de Banach tenemos el siguiente (véase [17], teo. (2.4))

Teorema 1.1.7. Sea A un álgebra de Banach con unidad e. Entonces existe
un espacio de Banach X y un isomorfismo (biyectivo y bicontinuo) de A en
una subálgebra cerrada del álgebra B(X) de todos los operadores acotados
T : X → X con la norma operador

‖T‖op = sup
‖x‖≤1

‖T (x)‖

6
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1.1. ÁLGEBRAS NORMADAS Y ÁLGEBRAS DE BANACH

Demostración: Sea X = A. Definamos la aplicación

ϕ : A→ B(A); x 7→ ϕ(x) = Tx

donde Tx ∈ B(X) es el operador de multiplicación a izquierda; es decir,
Tx(y) = xy, y ∈ A. Entonces ϕ es lineal y multiplicativa:

ϕ(λ1x1 + λ2x2) = Tλ1x1+λ2x2(y) = (λ1x1 + λ2x2)(y) = λ1ϕ(x1) + λ2ϕ(x2)

para todo λ1, λ2 en C y para todo y, x1, x2 en A.

ϕ(x1x2) = Tx1(Tx2(y)) = Tx1(x2y) = x1(x2y) = (x1x2)y = ϕ(x1)ϕ(x2)

para todo y, x1, x2 en A.
ϕ es inyectiva y suprayectiva sobre su imagen. En efecto, si ϕ(x) = 0 enton-
ces Tx(y) = xy = 0 para todo y ∈ A. En particular, para y = e, xe = x = 0.
Por lo tanto, ϕ es un isomorfismo algebraico.

Resta probar que ϕ es un homeomorfismo, o equivalentemente, que la norma
en A dada por |x| = |Tx|op es equivalente a la norma ‖ · ‖ original de A. Si
x ∈ A entonces

|x| = |Tx|op = sup
‖y‖≤1

|Tx(y)| = sup
‖y‖≤1

‖xy‖ ≥
∥∥∥∥ xe‖e‖

∥∥∥∥ =
‖x‖
‖e‖

Por lo tanto, ‖x‖ ≤ ‖e‖ |x|. Luego, las normas | · | y || · || son comparables
y la equivalencia será probada si mostramos que el álgebra A es completa
con la norma | · | o que el conjunto Ã = {Tx ∈ B(A) : x ∈ A} es cerrado
en B(A) (por el teorema de la aplicación inversa). Para ello, supongamos
que (xn)n∈N es una sucesión en A tal que (Txn)n∈N converge en B(A) a T .
Entonces (Txn)n∈N es una sucesión de Cauchy en B(A) y como |Tx| ≥ ||x||,
x ∈ A, se sigue que (xn)n∈N es una sucesión de Cauchy en A que por ser
completo existe x ∈ A tal que ĺım

n→∞
||xn − x|| = 0. Por la continuidad de la

multiplicación en A tenemos que

||T (y)− Tx(y)|| ≤ ||T (y)− Txn(y)||+ ||Txn(y)− Tx(y)||
= ||T (y)− Txn(y)||+ ||xny − xy||

lo que implica que T (y) = Tx(y) para cada y ∈ A. Aśı, T = Tx y Ã es
cerrado. �

De este teorema tenemos el siguiente

7
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CAPÍTULO 1. RADIO ESPECTRAL EN ÁLGEBRAS DE BANACH

Corolario 1.1.8. Toda álgebra de Banach A tiene una norma equivalente
a la original que satisface

(i) ‖xy‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖

(ii) ‖e‖ = 1, siempre que e ∈ A

Demostración: (i) Definamos el operador lineal de multiplicación a iz-
quierda como en la demostración del teorema anterior. De la teoŕıa de ope-
radores tenemos que ||TxTy||op ≤ ||Tx||op ||Ty||op. Aśı, existe una norma en
A, ||Tx||op, x ∈ A, que es equivalente a su norma original y satisface que
‖xy‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖.

(ii) ‖Te‖op = sup
‖y‖≤1

‖ey‖ = sup
‖y‖≤1

‖y‖ = 1 �

Tenemos un resultado análogo para el caso normado.

Corolario 1.1.9. Sea A un álgebra normada. Entonces existe una norma
equivalente a la norma original tal que

(i) ‖xy‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖

(ii) ‖e‖ = 1, siempre que e ∈ A

Demostración: El álgebra A se completa a Â, la cual es un álgebra de
Banach. Por el corolario anterior existe una norma equivalente a la original
que satisface i) y ii). Ésta norma restringida al álgebra A es la buscada. �

Notas 1.1.10.

(1) A lo largo del trabajo consideraremos álgebras reales ó complejas si
su campo de escalares son los numeros reales ó complejos respectiva-
mente.

(2) Sea A un álgebra de Banach sin unidad y definamos A[e] := {(x, α) :
x ∈ A, α ∈ C}, llamada la unización de A, dotado con las operaciones
puntuales y la multiplicación

(x, α)(y, β) := (xy + βx+ αy, αβ),

y la norma extendida de A dada por

||(x, α)|| := ||x||+ |α|; e = (0, 1)

8
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1.1. ÁLGEBRAS NORMADAS Y ÁLGEBRAS DE BANACH

Se puede probar fácilmente que la unización A[e] de A es un álgebra
de Banach.

La aplicación x 7→ (x, 0) es un isomorfismo isométrico de A sobre un
subespacio de A[e], y aśı A es una subálgebra cerrada de A[e].

(3) Denotemos por B(A[e]) al álgebra de todos los operadores lineales y
acotados en el álgebra (A[e], || · ||). Entonces A[e] es una subálgebra
cerrada de B(A[e]). La norma | · | en A[e] equivalente a la original || · ||
es la norma operador en A[e] restringida a A; es decir,

|x| = (||(x, 0)||e)op(e) = sup
||y||+|β|≤1

||xy + βx||

Con op(e) nos referimos a la norma operador en A[e]. Notemos sim-
plemente que esta norma incluye una componente escalar extra que
proviene de fuera del álgebra A la cual la hace menos atractiva. Para
el álgebra unitizada podemos aplicar el teorema anterior.

(4) Observemos que la unización para el caso de álgebras sin unidad es
necesaria, ya que de otro modo la función ϕ : A → B(A), dada por
x 7→ Tx no necesariamente es un isomorfismo algebraico, no habiendo
relación entre || · || y || · ||op. Por ejemplo, si hacemos xy = 0, para
todo x, y ∈ A, donde A es un álgebra de Banach con la multiplicación
trivial, entonces es claro que Tx = 0 para todo x ∈ A.

De este modo, si A es un álgebra con o sin unidad, el teorema anterior
es válido, tomando al álgebra como tal si tiene unidad y su unización
si carece de la misma.

(5) La unización suele, en algunos casos, complicar la situación. En este
sentido se puede encontrar una norma equivalente a (||(·, 0)||e)op(e), en
la que sólo aparecen elementos del álgebra A. Ésta es

||x||M = máx{||x||, ||x||op}, x ∈ A

Esta norma puede utilizarse para demostrar el teorema anterior y en
particular, la norma (||(·, 0)||e)op(e), proveniente de la unización, es

9
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CAPÍTULO 1. RADIO ESPECTRAL EN ÁLGEBRAS DE BANACH

equivalente a || · ||M , lo cual se sigue de las desigualdades

|| · ||M ≤ (||(·, 0)||e)op(e) ≤ || · ||+ || · ||op ≤ 2|| · ||M
De esta manera, al hacer uso de la norma ||·||M en lugar de (||(·, 0)||e)op(e)
podemos evitar el escalar extra que define esta norma.

(6) Por las observaciones anteriores en este trabajo siempre considera-
remos álgebras con unidad e.

Ejemplos 1.1.11. Álgebras normadas y álgebras de Banach

(1) El espacio de todos los polinomios P[X] en una variable x ∈ X con
la norma ‖p‖ = máx

0≤x≤1
|p(x)|. Es un álgebra normada no completa,

conmutativa y con unidad. Por el teorema de Stone-Weierstrass, su
completación es el álgebra de todas las funciones continuas C[0, 1] con
la norma infinito; es decir, la norma definida por

‖f‖∞ = máx
0≤x≤1

|f(x)|

(2) Sea K 6= ∅ un espacio compacto de Hausdorff y

C(K) = {f : K → C, f es continua}

con la norma ||f || = sup
x∈K
|f(x)|. Para f y g en C(K) definimos la

multiplicación (fg)(x) := f(x)g(x). Entonces C(K) es un álgebra de
Banach conmutativa donde la identidad es la función constante 1. Si
K es un conjunto finito que consiste de n puntos entonces C(K) = Cn

con la multiplicación coordenada a coordenada.

(3) Sea X un espacio de Banach. Entonces B(X), el álgebra de todos los
operadores lineales y acotados sobre X, es un álgebra de Banach con
respecto a la norma usual de operadores. Su unidad es la identidad
I. Si dimX = n < ∞ entonces B(X) es isomorfa al álgebra de to-
das las matrices complejas nxn. Si dimX > 1 entonces B(X) no es
conmutativa.

(4) Sea L1(−∞,∞) el espacio de Banach de las funciones absolutamente
integrables con la norma

||x|| =
∞∫
−∞

|x(t)|dt

10
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1.1. ÁLGEBRAS NORMADAS Y ÁLGEBRAS DE BANACH

La multiplicación está definida como la convolución

x ∗ y(t) =

∞∫
−∞

x(t− τ)y(τ)dτ

La convolución es conmutativa y asociativa. Además, la norma es sub-
multiplicativa:

‖x ∗ y(t)‖ =

∞∫
−∞

∣∣∣ ∞∫
−∞

x(t− τ)y(τ)dτ
∣∣∣dt

≤
∞∫
−∞

∞∫
−∞

|x(t− τ)||y(τ)|dτdt

=

∞∫
−∞

|y(τ)|
∞∫
−∞

|x(t− τ)|dtdτ

= ‖x‖ ‖y‖

L1(−∞,∞) es un álgebra de Banach que no tiene unidad puesto que
la función f = 1 no es integrable.

Para más ejemplos de álgebras de Banach véase [17].

Denotemos por G(A) al conjunto de elementos invertibles de A.
El siguiente teorema es quizás uno de los resultados más utilizados en la
teoŕıa de las álgebras de Banach.

Teorema 1.1.12. Sea A un álgebra de Banach, x ∈ A y ||x|| < 1. Entonces
(e− x) ∈ G(A).

Demostración: Como ||xn|| ≤ ||x||n y ||x|| < 1 entonces

sn = e+ x+ x2 + ...+ xn

forma una sucesión de Cauchy en A, y como es completa, existe s ∈ A tal
que sn → s. Puesto que xn → 0 y sn(e − x) = e − xn+1 = (e − x)sn, la
continuidad de la multiplicación en A implica que

s(e− x) = ĺım
n→∞

(e− xn+1) = e.

Análogamente, (e− x)s = e. Por lo tanto, s es el inverso de (e− x). �
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CAPÍTULO 1. RADIO ESPECTRAL EN ÁLGEBRAS DE BANACH

En cuanto a las propiedades de los elementos invertibles tenemos

Proposición 1.1.13. Sea A un álgebra de Banach. Entonces G(A) es abier-
to y la aplicación ϕ : G(A)→ G(A) dada por x 7→ x−1 es continua.

Demostración: Por el teorema anterior tenemos que los elementos del con-
junto U = {x ∈ A : ||e − x|| < 1} son invertibles. Sea x ∈ G(A) arbitrario.
La aplicación y 7→ xy es un homeomorfismo de A sobre si mismo. Luego,
xU es abierto en A el cual consiste de elementos invertibles y contiene a x
puesto que e ∈ U . Aśı, cualquier elemento invertible tiene una vecindad que
consiste estrictamente de elementos invertibles.
Demostremos ahora que la aplicación x 7→ x−1 es continua. Supongamos
que x ∈ G(A). Si y = e− x entonces x = e− y, y por lo tanto

x−1 = (e− y)−1 =
∞∑
n=0

yn =
∞∑
n=0

(e− x)n

Luego, tenemos que si ‖e− x‖ < 1
2 entonces

‖x−1‖ ≤
∞∑
n=0

1
2n

= 2

y
‖x−1 − e‖ = ‖x−1 − x−1x‖ ≤ ‖x−1‖ ‖e− x‖ ≤ 2‖e− x‖

Aśı, si x tiende a e entonces x−1 también.

Ahora, si ‖y − x‖ < 1
2‖x−1‖ entonces

‖yx−1 − e‖ = ‖yx−1 − xx−1‖ ≤ ‖y − x‖ ‖x−1‖ < 1
2

Esto implica que (yx−1) ∈ G(A) y por lo tanto, y ∈ G(A).

Como (yx−1)−1 = xy−1 entonces ‖xy−1‖ < 2 y ‖xy−1 − e‖ < 2‖yx−1 − e‖.
Luego,

‖y−1 − x−1‖ = ‖x−1xy−1 − x−1‖ ≤ ‖x−1‖ ‖xy−1 − e‖ ≤ 2‖x−1‖2‖y − x‖

�

Sin embargo, podemos eliminar la completitud como lo muestra el si-
guiente
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1.1. ÁLGEBRAS NORMADAS Y ÁLGEBRAS DE BANACH

Corolario 1.1.14. Si la norma ‖ · ‖ satisface la desigualdad multiplicativa

||xy‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖, para todo x, y ∈ A

entonces la aplicación ϕ : G(A)→ G(A) dada por x 7→ x−1 es continua.

Demostración: Primero se completa A a Â y ah́ı la aplicación x 7→ x−1 es
continua. Esta función restringida a A es continua. �

Uno de los teoremas más importante en las álgebras de Banach es el teo-
rema de Gelfand-Mazur, el cual nos permite, entre otras cosas, caracterizar
las álgebras de división.

Teorema 1.1.15. Sea A un álgebra de Banach compleja en la cual cada
elemento distinto de cero es invertible. Entonces A es isométricamente iso-
morfa a C.

Demostración: Es suficiente mostrar que cada elemento x ∈ A tiene la
forma x = λe, λ ∈ C. Supongamos que no es aśı. Es decir, existe x 6= λe,
para todo λ ∈ C. Entonces (x−λe) 6= 0, para todo λ ∈ C. Luego, (x−λe)−1

existe para todo λ ∈ C. Sea f un funcional lineal continuo en A tal que
f(x−1) 6= 0. Definamos la función compleja

ϕ(λ) = f [(x− λe)−1]

Probemos que ϕ es anaĺıtica, por lo tanto, entera por su dominio.

ĺım
h→0

ϕ(λ+ h)− ϕ(λ)
h

= ĺım
h→0

f [(x− ((λ+ h)e)−1]− f [(x− λe)−1]
h

= ĺım
h→0

f

[
h(x− λe)−1(x− (λ+ h)e)−1

h

]

el cual existe ya que la aplicación x−1 es continua en A por la proposición
anterior. Además,

ϕ(λ) =
1
λ
f

[(
x

λ
− e
)−1]

, para todo λ 6= 0,

y como ĺım
|λ|→∞

(xλ − e)
−1 = −e, entonces ĺım

|λ|→∞
|ϕ(λ)| = 0. Por el teorema de

Liouville, ϕ(λ) = 0 lo cual es una contradicción ya que ϕ(0) = f(x−1) 6= 0.
Por lo tanto, x = λe para algún λ ∈ C, Aśı, x 7→ λ(x) es un isomorfismo
isométrico. �
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CAPÍTULO 1. RADIO ESPECTRAL EN ÁLGEBRAS DE BANACH

1.2. Espectro e Ideales en álgebras normadas y
álgebras de Banach

Vamos ahora a definir y estudiar el espectro y sus propiedades, aśı como
resultados sobre ideales en álgebras normadas y álgebras de Banach. En
particular, veremos la correspondencia uno a uno que existe entre los ideales
máximos y los núcleos de funcionales lineales multiplicativos en un álgebra
de Banach.

Definición 1.2.1. Sea A un álgebra topológica. Para un elemento x ∈ A
definimos el espectro de x como

σ(x) = {λ ∈ C : (λe− x) no es invertible en A}

El radio espectral de x ∈ A como el número

R(x) = sup{|λ| : λ ∈ σ(x)}

si σ(x) es acotado, ó R(x) =∞ si no lo es.

El espectro tiene, entre otras propiedades, la siguiente

Proposición 1.2.2. Sea A un álgebra de Banach. Entonces para cada ele-
mento x ∈ A, σ(x) 6= ∅ y compacto.

Demostración: Veamos inicialmente que σ(x) es compacto. Si |λ > ||x||
entonces ||xλ || < 1 lo que implica que (e − λ−1x) ∈ G(A), por el teorema
(1.1.12). Luego, λ /∈ σ(x) y por lo tanto, el espectro σ(x) es un subconjunto
de {λ ∈ C : |λ| ≤ ||x||}. Es decir, σ(x) es acotado. Resta probar que es
cerrado. Definamos la función g : C → A por g(λ) = (λe − x). Entonces g
es una función continua y el complemento del espectro es g−1(G(A)) que es
abierto por la proposición (1.1.13). Por lo tanto, σ(x) es cerrado.
El mismo argumento utilizado en la prueba del teorema de Gelfand-Mazur
nos muestra que σ(x) 6= ∅, ya que en caso contrario (λe− x) seŕıa invertible
para todo λ ∈ C y entonces (λe − x) 6= 0. Luego, existiŕıa un funcional
lineal y continuo f tal que f(x−1) 6= 0 y se sigue lo mismo para la función
ϕ definida como ϕ(λ) = f [(x− λe)−1] en dicho teorema. �

En las álgebras normadas también se tiene el teorema Gelfand-Mazur.

Proposición 1.2.3. Sea A un álgebra normada de división. Entonces A es
isométricamente isomorfa a C.
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Demostración: Como A es normada entonces la podemos completar a Â.
Para todo x ∈ Â, σ bA(x) 6= ∅ y σ bA(x) ⊂ σA(x). Entonces en un álgebra
normada σA(x) 6= ∅, para todo x ∈ A. Por hipótesis e ∈ A y para todo
x ∈ A, x 6= 0, x es invertible en A. Esto implica que 0 /∈ σA(x) para todo
x 6= 0. Pero como σA(x) 6= ∅ entonces existe un λ ∈ C tal que λ ∈ σA(x).
Luego, (x − λe) /∈ G(A) de donde (x − λe) = 0. Es decir, x = λ y por lo
tanto, A es isomorfa a C. �

Corolario 1.2.4. Sea A un álgebra normada. Cada ideal máximo bilateral
cerrado M ⊂ A es de codimensión uno.

Demostración: Sea M ⊂ A un ideal máximo bilateral cerrado. M es un
subespacio vectorial. Entonces A/M es un álgebra normada que es un anillo
de división. Por el teorema anterior A/M ∼= C. �

Proposición 1.2.5. Sea A un álgebra de Banach. Entonces cada ideal máxi-
mo bilateral de A es cerrado.

Demostración: Sea M un ideal máximo bilateral del álgebra A. Entonces
M ∩G(A) = ∅ y puesto que G(A) es abierto, M ∩G(A) = ∅. Aśı, M es un
ideal propio de A y por ser M máximo se tiene que M = M . �

Teorema 1.2.6. Sea A un álgebra de Banach conmutativa y

H = {f : A→ C, f es un funcional lineal y multiplicativo no nulo}

Entonces

(1) Si f ∈ H entonces el núcleo de f , Z(f) = {x ∈ A : f(x) = 0}, es un
ideal máximo de A.

(2) Cada ideal máximo de A es el núcleo de algún f ∈ H.

Demostración: (1) Si f ∈ H entonces Z(f) es un subespacio lineal de A,
Z(f) 6= A. Si y ∈ (A r Z(f)) entonces la envolvente lineal de Z(f) ∪ {y}

es A, ya que
(
a − f(a)

f(y)y

)
∈ Z(f). Tenemos además que f(ax) = f(xa) =

f(a)f(x) = 0, a ∈ A, x ∈ Z(f). Por tanto, Z(f) es un ideal máximo bilateral.

(2) Sea M ⊂ A un ideal máximo. Entonces M es cerrado y aśı el álgebra co-
ciente A/M es un álgebra de Banach de división. Por el teorema de Gelfand-
Mazur, A/M ∼= C. Luego, el homomorfismo A → A/M , que denotaremos
como fM , define un funcional lineal multiplicativo en A y Z(fM ) = M . �
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CAPÍTULO 1. RADIO ESPECTRAL EN ÁLGEBRAS DE BANACH

Aśı, tenemos una correspondencia uno a uno entre los ideales máximos
cerrados de A y sus funcionales lineales multiplicativos dada por

f ↔ Z(f) (M ↔ fM )

Puesto que los ideales máximos de un álgebra de Banach A son cerrados
y ellos son precisamente los núcleos de funcionales lineales multiplicativos
en A, entonces tenemos el siguiente

Teorema 1.2.7. Cada funcional lineal multiplicativo en un álgebra de Ba-
nach es continuo.

Corolario 1.2.8. Sea A un álgebra de Banach conmutativa. Entonces existe
al menos un funcional lineal multiplicativo y continuo.

Demostración: Si A es el campo de los números complejos entonces la
identidad es tal funcional. Si A no es un campo entonces existe un elemento
x ∈ A r {0} que no es invertible y el conjunto xA es un ideal el cual
está contenido en un ideal máximo. Aśı, el álgebra A tiene un ideal máximo,
o equivalentemente, A tiene un funcional lineal multiplicativo y continuo. �

Denotaremos por M(A) al conjunto de todos los funcionales lineales
multiplicativos y continuos sobre A.

Nota 1.2.9. Sea A un álgebra normada. Entonces M(A) =M(Â), donde
Â es la completación de A. En efecto, sea f : A→ C lineal, multiplicativo y
continuo. Como A es densa en Â entonces podemos extender continuamente
f sobre Â.

Proposición 1.2.10. Sea A un álgebra normada conmutativa. Cada ideal
cerrado de A está contenido en un ideal máximo cerrado.

Demostración: Sea I ⊂ A un ideal cerrado. Entonces A/I es un álgebra
normada conmutativa y por lo tanto, M(A/I) 6= ∅. Sea f ∈ M(A/I). Si
π : A → A/I es el homomorfismo canónico entonces F (x) = f(π(x)) es un
miembro de M(A) e I ⊂ F−1(0) = Z(f ◦ π). �

Definición 1.2.11. Decimos que un álgebra topológica A es una Q−álgebra
si G(A) es un conjunto abierto de A.

En una Q−álgebra normada se tiene
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Proposición 1.2.12. Sea A una Q−álgebra normada conmutativa. Enton-
ces

σ(x) = {f(x) : f ∈M(A)}

Demostración: Sea λ ∈ σ(x). Entonces (x−λe) /∈ G(A) lo que implica que
existe un ideal máximo cerrado M de codimensión uno tal que A(x− λe) ⊂
M . Aśı, existe f ∈ M(A) tal que f(x − λe) = 0 y por lo tanto, f(x) = λ,
de donde λ ∈ {f(x) : f ∈ M(A)}. Si f(x) = λ entonces (x − λe) /∈ G(A),
aśı que {f(x) : f ∈M(A)} ⊂ σ(x). �

En álgebras normadas, como por ejemplo (P(X); ||p|| = máx
0≤x≤1

|p(x)|), el es-

pectro de un polinomio no constante es todo el plano complejo. Por lo tanto,
no tenemos un resultado análogo al anterior. Sin embargo, modificando un
poco el espectro en ellas tenemos la siguiente

Proposición 1.2.13. Sea A un álgebra normada conmutativa. Entonces

σ̃(x) := {λ ∈ C : (x− λe)A es propio en A} = {f(x) : f ∈M(A)}

Demostración: Sea λ ∈ σ̃(x). Entonces (x− λe)A ⊂M , un ideal máximo
cerrado de codimensión uno. Aśı, existe f ∈ M(A) tal que f(x − λe) = 0,
de donde, λ ∈ {f(x) : f ∈ M(A)}. Veamos la otra inclusión. Observemos
que (f(x)e − x) ∈ ker(f) que es un ideal máximo cerrado. Luego, como
(f(x)e − x) /∈ G(A) entonces (f(x)e− x)A ⊆ ker(f) lo que implica que el
ideal (f(x)e− x)A es propio en A. �

Toda álgebra de Banach es Q−álgebra (prop. (1.1.13)). Existen Q−álge-
bras normadas que no son completas, como lo podemos ver en el siguiente

Ejemplo 1.2.14. Denotemos por D1(0) el disco cerrado unitario con centro
en el origen y sea B el conjunto que consiste de todas las funciones holo-
morfas definidas sobre un conjunto abierto Ω ⊂ C (que depende de cada
función) y contiene al disco anterior.
Definamos las normas

||f ||1 = máx
|z|≤1

|f(z)| y ||f ||2 =
∞∑
n=0

|an|;

donde f(z) =
∞∑
n=0

anz
n. Entonces (B, || · ||2) es un álgebra normada y es claro

que ||f ||1 ≤ ||f ||2. Observemos que f ∈ B es invertible si f(z) 6= 0 para todo
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z ∈ Ω.

Demostremos que B es una Q−álgebra. En efecto, si ||f − 1||2 < 1, f holo-
morfa en D1(0), entonces ||f − 1||1 < 1 lo que implica que |f(z)| > 0, para
todo z ∈ D1(0). Más aún, |f(z)| > 0 para todo z en un disco abierto que
contiene al disco unitario. Por lo tanto, f es invertible. Es decir, existe una
función g ∈ B tal que f(z)g(z) = 1, para todo z ∈ D1(0). Aśı, B es una
Q−álgebra (véase [15]).

Sin embargo, B no es completa puesto que la función h(z) =
∞∑
n=1

zn

n2 converge

sólo en D1(0). Es decir, h /∈ B.

Definición 1.2.15. Decimos que un elemento x de un álgebra topológica
A es topológicamente invertible si xA = Ax = A. Es decir, existen dos redes
(aγ)γ∈Γ y (bγ)γ∈Γ en A tal que aγx→ e y xbγ → e. El conjunto de elementos
topológicamente invertibles de A lo denotaremos por Gt(A). Se dice que A
es una Qt−álgebra si Gt(A) es abierto.

De la definición anterior podemos observar que G(A) ⊂ Gt(A).

En [6] se obtiene la equivalencia (1) − (3) de la siguiente proposición.
Nosotros tenemos además (4).

Proposición 1.2.16. Sea A un álgebra topológica. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes

(1) A es Qt−álgebra.

(2) intGt(A) 6= ∅.

(3) e ∈ intGt(A)

(4) B = {x ∈ A : Rt(x) ≤ 1} es una vecindad del cero; donde

Rt(x) = sup{|λ| : (λe− x) /∈ Gt(A)}

Demostración: (1)⇒ (2) Por definición de Qt−álgebra.

(2)⇒ (3) Sea a ∈ intGt(A). Entonces existe una vecindad de cero V tal que
a+ V ⊂ Gt(A). Por continuidad de la multiplicación en A existe una vecin-
dad de cero U tal que aU ⊂ V y Ua ⊂ V . Entonces a(e+U) ⊂ a+V ⊂ Gt(A)
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y (e + U)a ⊂ a + V ⊂ Gt(A). Esto implica que existen redes (aγ(U))γ∈Γ y
(bγ(U))γ∈Γ en A tales que (aγ(U))[a(e + U)] → e y [(e + U)a](bγ(U)) → e.
Por lo tanto, (e+ U) ⊂ Gt(A).

(3) ⇒ (4) Como e ∈ intGt(A) entonces existe una vecindad V de cero
balanceada tal que e + V ∈ Gt(A). Debemos probar que V ∈ B. Si no
fuera aśı existiŕıa x ∈ V con Rt(x) > 1, y λ ∈ σt(x), |λ| > 1, tal que
(λe− x) /∈ Gt(A); donde

σt(x) = {λ ∈ C : (λe− x) /∈ Gt(A)}

Luego, (e− x
λ) /∈ Gt(A). Como V es balanceada y |λ| > 1 entonces −x

λ ∈ V ,
de donde (e− x

λ) ∈ e+V ⊂ Gt(A) lo cual es una contradicción. Por lo tanto,
V ⊂ Gt(A) lo que implica que B es una vecindad del cero.

(4) ⇒ (1) Supongamos que 0 ∈ intB y sea V = 1
2B. V es una vecindad

de cero. Supongamos que e + V * Gt(A). Entonces existe x ∈ V tal que
(e + x) /∈ Gt(A). Como x = 1

2y, para y ∈ B, entonces (e + 1
2y) /∈ Gt(A),

(2e−y) /∈ Gt(A) lo que implica que Rt(y) ≥ 2. Pero por hipótesis Rt(y) ≤ 1.
Por lo tanto, (e+ V ) ∈ Gt(A). Esto es, A es Qt−álgebra. �

La prueba del siguiente resultado es completamente análoga a la anterior.

Proposición 1.2.17. Sea A un álgebra topológica. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes

(1) A es Q−álgebra.

(2) intG(A) 6= ∅.

(3) e ∈ intG(A).

(4) B = {x ∈ A : R(x) ≤ 1} es una vecindad del cero.

De aqúı podemos probar la siguiente

Proposición 1.2.18. Sea A una Q−álgebra. Entonces σ(x) es un conjunto
compacto de C para cada x ∈ A.

Demostración: Supongamos que A es una Q−álgebra y σ(x) no es cerra-
do. Entonces existe un λ ∈ σ(x) \ σ(x). Esto implica que (x − λe) ∈ G(A).
Pero como λ ∈ σ(x) entonces existe una red (λγ) ⊂ σ(x) tal que λγ → λ.
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Luego, (x−λγe)→ (x−λe) lo cual no es posible por ser A una Q−álgebra.

Demostremos que σ(x) es acotado para cada x ∈ A. Por la observación
anterior e ∈ intG(A). Por lo tanto, existe una vecindad V de cero absorbente
y balanceada tal que e + V ⊂ G(A). Por ser V absorbente existe λ > 0 tal
que para todo µ > λ, y para todo x ∈ A, −x

µ ∈ V , de donde se tiene que
(e− x

µ) ∈ e+V ⊂ G(A). Luego, (µe−x) ∈ G(A) lo que implica que R(x) ≤ λ.
�

Existen álgebras normadas que no son Q−álgebras, como por ejemplo
A = (P(X); ||p|| = máx

0≤x≤1
|p(x)|), ya que σ(p(x)) = C para todo polinomio

no constante p(x). Por la proposición anterior, A no es una Q−álgebra. Sin
embargo, (véase [6], prop. (2.6))

Proposición 1.2.19. Toda álgebra normada A es una Qt−álgebra.

Demostración: Por la proposición (1.2.16) es suficiente probar que el con-
junto U = {x ∈ A : ‖e − x‖ < 1} ⊂ Gt(A). Sea x ∈ A con ‖e − x‖ < 1 y

hagamos y = e− x. Cláramente y ∈ U . La sucesión
(

n∑
k=0

yk
)
n∈N

es tal que

‖(e− y)
n∑
k=0

yk − e‖ = ‖yn+1‖ ≤ ‖y‖n+1 < 1

Por lo tanto, ‖(e − y)
n∑
k=0

yk − e‖ → 0 cuando n → ∞. Aśı, x = (e − y) ∈

Gt(A). �

Proposición 1.2.20. Sea A un álgebra normada. Todos los ideales máximos
de A son cerrados si y sólo si A es una Q−álgebra.

Demostración: ⇒) Sea x ∈ Gt(A) rG(A). Esto implica que el ideal gene-
rado por x, xA, es denso en A. Es decir, xA = A. Entonces existe un ideal
máximo cerrado M ⊂ A tal que xA ⊂M . Pero xA ⊂ xA = A lo que implica
que M = A lo cual es una contradicción. Por lo tanto, Gt(A) = G(A) de
donde se tiene que A es una Q−álgebra.

⇐) Sea M ⊂ A un ideal máximo. Veamos que es cerrado. Por hipótesis
G(A) es abierto lo que implica que M ∩G(A) = ∅ y también M ∩G(A) = ∅.
Por lo tanto, M ⊂ (G(A))c que es cerrado. Luego, M es propio y por ser M
máximo, M = M . �
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1.3. Propiedades del Radio Espectral

En las álgebras de Banach, y en general en la normadas, el ĺım
n→∞

n
√
‖xn‖

existe como lo podemos ver en la siguiente (véase [13], teo. (1.4.4))

Proposición 1.3.1. Sea A un álgebra normada. Si x ∈ A, entonces
ĺım
n→∞

n
√
‖xn‖ existe y además

ĺım
n→∞

n
√
‖xn‖ = ı́nf

n≥1

n
√
‖xn‖

Corolario 1.3.2. Sea A un álgebra normada. Entonces

ĺım
n→∞

n
√
‖xn‖ ≤ ‖x‖

En un álgebra de Banach podemos calcular el radio espectral de la siguiente
manera (véase [9])

Proposición 1.3.3. Sea A un álgebra de Banach. Entonces para x ∈ A,

R(x) = ĺım
n→∞

n
√
‖xn‖

Demostración: Si λ ∈ σ(x) entonces λn ∈ σ(xn). En efecto, observemos
que

λne− xn = (λe− x)(λn−1e+ λn−2ex+ ...+ xn−1)

Si (λne − xn) fuera invertible entonces (λe − x) también. Además, |λn| =
|λ|n ≤ ‖xn‖, n = 1, 2, .... Por lo tanto, |λ| ≤ ‖xn‖

1
n , para n = 1, 2, ... y

aśı |λ| ≤ ĺım
n→∞

n
√
‖xn‖. Es decir, R(x) ≤ ĺım

n→∞
n
√
‖xn‖.

Veamos la otra desigualdad. Sea r := ĺım
n

n
√
||xn||. Para cada f ∈ A′ , el dual

topológico de A, la serie

ϕ(λ) := f [(λe− x)−1] =
∞∑
n=0

f(xn)
λn+1

converge para |λ| > r. Por lo tanto, la serie anterior es la serie de Laurent
de la función ϕ para |λ| > R(x), la cual es holomorfa en |λ| ≥ R(x). Luego,
f(xn)
λn+1 → 0 y entonces existe K(f) > 0 tal que |f(xn)

λn+1 | ≤ K(f) para cada
f ∈ A′ . Aśı, existe una constante M > 0 tal que ‖ xn

λn+1 ‖ ≤M , para todo n,
de donde

r = ĺım
n

n
√
‖xn‖ ≤ ĺım

n

n
√
M |λn+1| = |λ|.

Por lo tanto, |λ| ≥ r. De esta manera si |λ| > R(x) entonces r ≤ R(x). �
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CAPÍTULO 1. RADIO ESPECTRAL EN ÁLGEBRAS DE BANACH

En el caso conmutativo tenemos

Proposición 1.3.4. Sea A un álgebra de Banach conmutativa. Entonces

R(x) = sup{|f(x)| : f ∈M(A)}

Demostración: Basta probar que σ(x) = {f(x) : f ∈ M(A)} por la pro-
posición (1.2.12). Sea λ ∈ σ(x) entonces (λe−x) /∈ G(A) lo que implica que
existe un ideal M máximo cerrado de codimensión uno tal que (λe − x) ∈
M . De esta manera existe un funcional lineal y multiplicativo f tal que
f(λe− x) = 0. Luego, f(x) = λ y por tanto, λ ∈ {f(x) : f ∈M(A)}. Inver-
samente, si f(x) = λ entonces (λe−x) /∈ G(A) ya que en caso contrario exis-
tiŕıa y ∈ A tal que (λe−x)y = e y se tendŕıa que f(λe−x)f(y) = f(e) = 1,
de donde f(x)− λ 6= 0 lo cual es una contradicción. �

El siguiente resultado puede encontrarse en [9], teorema (5.7). Nos afirma
que en un álgebra normada no tenemos la igualdad de la proposición (1.3.3).

Teorema 1.3.5. Sea A un álgebra normada compleja. Entonces para x ∈ A,

R(x) ≥ ĺım
n→∞

n
√
‖xn‖

Sin embargo, para Q−álgebras tenemos

Proposición 1.3.6. Sea A un álgebra normada. A es Q−álgebra si y sólo
si

R(x) = ĺım
n→∞

n
√
||xn|| = ı́nf

n≥1

n
√
||xn||

Demostración: ⇒) Resta probar que R(x) ≤ ĺım
n→∞

n
√
||xn|| por el teorema

anterior y la proposición (1.3.1). Como A es una Q−álgebra entonces

{y ∈ A : ||y|| < ε < 1} ⊂ {y ∈ A : R(y) ≤ 1}

Supongamos que ||y|| 6= 0. Si ||y|| < ε entonces R(y) < 1. Tenemos que
R(λy) = |λ|R(y), para todo λ ∈ C. Aśı, R(ε y

||y||) < 1 lo que implica que
R(y) < 1

ε ||y||. Luego, sup
||y||=1

R(y) ≤ 1
ε < ∞. Si ||γy|| = 0 para todo γ ∈ C,

entonces R(γy) ≤ 1, de donde R(y) ≤ 1
γ → 0 cuando |γ| → ∞.

Sea |λ| > R(xn). Entonces (λe− xn) ∈ G(A). Definiendo α := n
√
λ tenemos

que

(λe− xn) = (αne− xn) = (αe− x)(αn−1e+ αn−2ex+ ...+ xn−1)
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1.3. PROPIEDADES DEL RADIO ESPECTRAL

Luego, (αe − x) ∈ G(A), de donde, ( n
√
λe − x) ∈ G(A). Esto implica que

n
√
λ ≥ R(x), |λ| ≥ (R(x))n. Por lo tanto, R(xn) ≥ (R(x))n. Aśı

(R(x))n ≤ R(xn) ≤ sup
||y||=1

R(y) ||xn||

lo cual equivale a que R(x) ≤ ĺım
n→∞

n
√
||xn||.

⇐) Como R(x) ≤ ||x||, para todo x ∈ A, entonces

{x ∈ A : ||x|| ≤ 1} ⊂ {x ∈ A : R(x) ≤ 1}

Es decir, el conjunto {x ∈ A : R(x) ≤ 1} es una vecindad de cero, y por lo
tanto, A es una Q−álgebra. �

Recordemos que la transformada de Gelfand, que denotamos por x̂, es
una aplicación lineal deM(A) en C definida como x̂(f) = f(x). También se
tiene que para cada x en un álgebra topológica A, x̂(M(A)) ⊂ σ(x). Si A
es un álgebra de Banach entonces tenemos la igualdad.

En [15] se caracterizan las Q−álgebras normadas. Tenemos el siguiente re-
sultado que las caracteriza v́ıa la transformada de Gelfand.

Proposición 1.3.7. Sea A un álgebra normada conmutativa. A es una
Q−álgebra si y sólo si

R(x) = sup{|λ| : λ ∈ x̂(M(A))}

Demostración: ⇐) Como λ ∈ x̂(M(A)) entonces λ = f(x) para alguna
f ∈ M(A), y por lo tanto, |λ| = |f(x)| ≤ ||f || ||x|| ≤ ||x||. Por ([15], (Q

′
4)),

A es una Q−álgebra.

⇒) Por la proposición (1.2.12). �

Nota 1.3.8. Existen álgebras de Banach no conmutativas sin funcionales
lineales multiplicativos. Sea A = Mnxn el álgebra de las matrices nxn reales
ó complejas. Denotemos a las matrices canónicas por Aij y su ij-ésima en-
trada por aij . Para el caso n = 2 tenemos:

A11 =
(
a11 0
0 0

)
, A12 =

(
0 a12

0 0

)
,
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CAPÍTULO 1. RADIO ESPECTRAL EN ÁLGEBRAS DE BANACH

A21 =
(

0 0
a21 0

)
, A22 =

(
0 0
0 a22

)
;

donde a11 = a12 = a21 = a22 = 1. Entonces

A12A21 +A21A12 = a11 + a22 = I; A2
12 = A2

21 = 0

Luego, A = M2x2 no tiene funcionales lineales multiplicativos ya que en
caso contrario f(A12)f(A12) = f(A2

12) = 0 lo que implica que f(A12) = 0.
Análogamente, f(A21) = 0. Pero

f(A12A21 +A21A12) = f(I) = 1⇔ 2f(A12)f(A21) = 1⇔ 0 = 1,

lo cual es una contradicción.
En el caso general utilizando la misma notación anterior obtenemos una
combinación (no única)

A12A21 +A23A32 + ...+An−1nAnn−1An1A1n = I; A2
ij = 0,

para todo i, j = 1, 2, ..., n. Aśı, el álgebra A no posee funcionales lineales
multiplicativos. El radio espectral lo podemos calcular sólo como

R(x) = ĺım
n

n
√
‖xn‖,

donde ‖ · ‖ es cualquier norma sobre A (todas ellas son equivalentes).
Sin embargo, el álgebra de matrices nxn triangulares superiores o inferiores
es un álgebra de Banach no conmutativa con n funcionales lineales multipli-
cativos definidos por f(Aij) = aii.

En un álgebra de Banach el radio espectral tiene otras propiedades como:

Proposición 1.3.9. Sea A un álgebra de Banach.

(1) Si (xλ)n → 0 entonces |λ| ≥ R(x).

(2) Si (xλ)n → 0 entonces (λe− x)
n∑
k=0

xk

λk+1 → e

(3) Si |λ| > R(x) entonces (x− λe)−1 = −
∞∑
n=0

xn

λn+1

(4) Si |λ| = R(x) entonces (xλ)n 9 0
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1.3. PROPIEDADES DEL RADIO ESPECTRAL

Demostración: (1) Como (xλ)n → 0 entonces el conjunto {(xλ)n : n ∈ N}
es acotado. Luego, existe M > 0 tal que∥∥∥∥(xλ

)n∥∥∥∥ ≤M ⇔ ‖xn‖ ≤M |λ|n ⇔ R(x) = ĺım
n

n
√
‖xn‖ ≤ |λ|.

(2) Es claro ya que

(λe− x)
n∑
k=0

xk

λk+1
= e−

(
x

λ

)n+1

Sin embargo,
n∑
k=0

xk

λk+1 puede no ser Cauchy.

(3) Como R(x) = ĺım
n

n
√
‖xn‖ entonces existe N tal que para todo n ≥ N ,

n
√
‖xn‖ < |λ|. Aśı, existe α tal que para n > N , n

√
‖xn‖ < α < |λ|; es decir,

‖xn‖ < αn < |λ|n, de donde ‖(xλ)n‖ < ( α|λ|)
n < 1. Luego,

∞∑
n=0

∥∥∥∥(xλ
)n∥∥∥∥ ≤ ∞∑

n=0

(
α

|λ|

)n

Esto implica que la serie
∞∑
n=0

∥∥∥∥(x
λ

)n∥∥∥∥ converge absolutamente y como A es

un álgebra completa, converge a
(
x
λ − e

)−1

. Por lo tanto,

(
x

λ
− e
)−1

= λ(λe− x)−1 = −
∞∑
n=0

(
x

λ

)n
⇔ (x− λe)−1 = −

∞∑
n=0

xn

λn+1

(4) Si el resultado fuera cierto entonces ( x
R(x))n → 0 lo que implicaŕıa que

‖( x
R(x))n‖ < ε < 1. Luego, ‖xn‖ < ε(R(x))n, para todo 0 < ε < 1, de donde

se tiene que R(x) = ĺım
n

n
√
‖xn‖ < R(x) lo cual es una contradicción. �

Cabe anotar que no todos los inversos son de la forma que aparece en (3)
como lo muestra el siguiente

Ejemplo 1.3.10. Sea C([0, 1], || · ||∞) y f(x) = x. Entonces σ(f) = [0, 1] lo
que implica que R(f) = 1. Si λ es tal que |λ| < 1 pero λ /∈ σ(f) entonces
mı́n

0≤x≤1
|x− λ1| > 0 y por tanto, 1

x−λ1 es el inverso de x− λ1. Ahora,

1
x− λ

= − 1
λ− x

= − 1
λ(1− x

λ)
= − 1

λ

1
(1− x

λ)
= − 1

λ

∞∑
n=0

(
x

λ

)n
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CAPÍTULO 1. RADIO ESPECTRAL EN ÁLGEBRAS DE BANACH

Sin embargo, ‖(xλ)n‖∞ = máx
0≤x≤1

|xλ |
n = 1

|λ|n > 1. Entonces ĺım
n
‖(xλ)n‖∞ →∞,

de donde se tiene que esta serie no converge para ningún λ, |λ| < 1 con
λ /∈ σ(f).

El mismo ejemplo nos muestra que si |λ| = R(x) entonces (xλ)n 9 0. En
efecto, si λ = −1 entonces ‖(xλ)n‖∞ = ‖(−1)nxn‖∞ = 1 9 0.
Por lo tanto, en un álgebra de Banach A,

R(x) = ı́nf
{
|λ| :

(
x

λ

)n
→ 0

}
Definición 1.3.11. Diremos que un álgebra es A-normada si existe una
constante M(x) > 0 tal que ‖xy‖ ≤M(x)‖y‖, para todo x, y ∈ A.

De manera análoga se demuestra un resultado similar al anterior para
éstas álgebras y las álgebras normadas.

Proposición 1.3.12. Sea A un álgebra normada ó un álgebra A−normada

(1) Si (xλ)n → 0 entonces |λ| ≥ R(x).

(2) Si (xλ)n → 0 entonces (λe− x)
n∑
k=0

xk

λk+1 → e

(3) Si |λ| = R(x) entonces (xλ)n 9 0.
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Caṕıtulo 2

Álgebras localmente
convexas

Las álgebras localmente convexas y en particular las m−convexas has
sido ampliamente estudiadas desde los años 1940 por autores como Richard
Arens e Israil M. Gelfand, y posteriormente por Wieslaw Żelazko. Las álge-
bras m−convexas tienen propiedades similares a las álgebras de Banach en
lo que se refiere al espectro. Esto es debido a que esencialmente toda álgebra
m−convexa completa es el ĺımite inverso de álgebras de Banach. Aśı se tiene,
entre otras propiedades, que para un elemento x en un álgebra m−convexa
A, σ(x) 6= ∅; la inversión x 7→ x−1 es una función continua sobre G(A); en A
se tiene un teorema de Gelfand-Mazur. Por su parte, las álgebras localmente
convexas no tienen en general estas propiedades.
En este caṕıtulo estudiamos algunos elementos de la teoŕıa de las álgebras
m−convexas, el radio de acotación definido por G.R. Allan y el radio espec-
tral extendido definido por W. Żelazko.

2.1. Definiciones y ejemplos

Definición 2.1.1. Un álgebra topológica A es localmente convexa si su
estructura de espacio vectorial topológico es localmente convexo.

La topoloǵıa en tales álgebras puede ser dada por medio de una familia
de seminormas (|| · ||α)α∈Γ tales que para cada ı́ndice α existe un ı́ndice β
tal que para todo x, y en A

‖xy‖α ≤ ‖x‖β‖y‖β (2.1)
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CAPÍTULO 2. ÁLGEBRAS LOCALMENTE CONVEXAS

En efecto, sea {U} una base de vecindades convexas y balanceadas de cero
en A. Para cada U definimos la funcional de Minkowski ρU : A → C como
sigue

ρU (x) = ı́nf{t > 0 :
x

t
∈ U}

Esta función está bien definida en A puesto que U es balanceada.

Afirmamos que ρU es una seminorma submultiplicativa en A.

1. ρU ≥ 0 por definición.

2. Para cada γ ∈ C, ρU (γx) = γρU (x).
Sean ρU (γx) = α y ρU (x) = β. Entonces

|λ| > α⇒ γx

λ
∈ U ⇒ x

λ/γ
∈ U ⇒ |λ

γ
| ≥ β ⇒ |λ| ≥ |γ|β ⇒ α ≥ β|γ|;

|λ| > β ⇒ x

λ
∈ U ⇒ γx

γλ
∈ U ⇒ |γλ| ≥ α⇒ |γ| |λ| ≥ α⇒ |λ| ≥ α

|γ|

⇒ β ≥ α

|λ|
⇒ β|γ| ≥ α

De esta manera tenemos que |γ|β = α, es decir, ρU (γx) = γρU (x).

3. Para todo x, y ∈ A, ρU (x+ y) ≤ ρU (x) + ρU (y)
Sean ρU (x + y) = α, ρU (x) = β y ρU (y) = γ. Sean t y s tales que
x
t ∈ U y y

s ∈ U . Entonces t ≥ β y s ≥ γ. Como

x

t+ s
=

t

t+ s

x

t
y

y

t+ s
=

s

t+ s

y

s

tenemos que

x

t+ s
+

y

t+ s
=

t

t+ s

x

t
+

s

t+ s

y

s
∈ U

puesto que U es convexa y t
t+s + s

t+s = 1. Esto quiere decir que x+y
t+s ∈

U . Luego, s + t ≥ α y entonces β + γ ≥ α. De esta manera tenemos
que ρU (x) + ρU (y) ≥ ρU (x+ y).

4. Para todo x, y ∈ A, ρUα(xy) ≤ ρUβ (x) ρUβ (y).
Sea Uα ∈ {U} y Uβ ∈ {U} tal que (Uβ)2 ⊂ Uα. Sean

ρUα(xy) = ı́nf{t > 0 :
xy

t
∈ Uα} = a

28

Neevia docConverter 5.1



2.1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS

ρUβ (x) = ı́nf{t > 0 :
x

t
∈ Uβ} = b

ρUβ (y) = ı́nf{t > 0 :
y

t
∈ Uβ} = c

Entonces

x

t
∈ Uβ y

y

s
∈ Uβ ⇒

xy

ts
∈ Uα ⇒ ts ≥ a⇒ bc ≥ a ⇒

ρUα(xy) ≤ ρUβ (x) ρUβ (y).

Finalmente vemos que la topoloǵıa está dada por la familia de seminormas
antes mencionada: si Uα ∈ {U} entonces {x ∈ A : ρUα(x) < 1} ⊂ Uα. Esto
implica que la topoloǵıa inducida por {U} y por {ρU} es la misma.

Definición 2.1.2. Decimos que A es un álgebra localmente multiplicativa-
mente convexa o un álgebra m-convexa si (2.1) puede ser reemplazado por

‖xy‖α ≤ ‖x‖α‖y‖α (2.2)

para todo x, y ∈ A.

Definición 2.1.3. Una B0− álgebra es un álgebra localmente convexa me-
trizable y completa. Su topoloǵıa puede ser dada por medio de una sucesión
de seminormas (||.||n)n∈N (véase [18], teo. 24) que satisfacen

‖x‖n ≤ ‖x‖n+1, n = 1, 2, ...

para todo x ∈ A, el cual corresponde a la relación (2.2), y

‖xy‖n ≤ ‖x‖n+1‖y‖n+1, n = 1, 2, ...

para todo x, y ∈ A.

Ejemplos 2.1.4. Álgebras m−convexas y B0−álgebras

1. El álgebra C(−∞,∞) de todas las funciones continuas con valores
complejos con operaciones puntuales y las seminormas

‖f‖n = máx
−n≤x≤n

|f(x)|
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CAPÍTULO 2. ÁLGEBRAS LOCALMENTE CONVEXAS

es un álgebra m−convexa. En efecto,

||fg||n = máx
−n≤x≤n

|(fg)(t)||

= máx
−n≤x≤n

|f(x)||g(x)|

≤ máx
−n≤x≤n

|f(x)| máx
−n≤x≤n

|g(x)|

= ||f ||n ||g||n

2. Sea Lw el conjunto de todas las funciones medibles sobre el intervalo
unitario [0, 1] tales que

‖f‖n =
(∫ 1

0
|f(x)|ndx

) 1
n

<∞, n = 1, 2...

es un álgebra bajo las operaciones puntuales. Además, por la desigual-
dad generalizada de Hölder (si 1

r = 1
p + 1

q entonces para f ∈ Lp y
g ∈ Lq, fg ∈ Lr y ||fg||r ≤ ||f ||p ||g||q) tenemos que

||fg||n =
(∫ 1

0
|f(x)|n|g(x)|ndx

) 1
n

≤
(∫ 1

0
|f(x)|2ndx

) 1
2n
(∫ 1

0
|g(x)|2ndx

) 1
2n

= ||f ||2n ||g||2n

de donde se sigue que Lw es unaB0−álgebra, pero que no esm−convexa.

Describamos algunos elementos de la teoŕıa de las álgebras m−convexas.
Sea (A, {|| · ||α}α∈Γ) un álgebra m−convexa. Para cada α ∈ Γ definamos el
conjunto Nα = {x ∈ A : ||x||α = 0}. Éste es un ideal cerrado de A ya que si
x, y ∈ A entonces

||x− y||α ≤ ||x||α + ||y||α = 0,

lo cual implica que (x − y) ∈ Nα. Además, si x ∈ Nα y y ∈ A enton-
ces ||xy|| ≤ ||x||α ||y||α = 0, de donde se tiene que xy ∈ Nα. Final-
mente, si (xn)n∈N es una sucesión en Nα que converge a x ∈ A entonces
0 = ||xn||α → ||x||α, y por lo tanto, x ∈ Nα.

Consideremos el álgebra normada A/Nα, con la topoloǵıa cociente gene-
rada por la familia de seminormas ||πα(·)||′α; donde πα son los homorfismos
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canónicos definidos por

πα : A→ A/Nα; πα(x) = x+Nα.

y
||πα(x)||′α = ı́nf

y∈Nα
||x+ y||α

Se tiene que ||πα(x)||′α = ||x||α. En efecto, ||πα(x)||′α ≤ ||x+ y||α ≤ ||x||α +
||y||α = ||x||α. Por otro lado, ||x||α = |||x||α−||y||α| ≤ ||x− y||α ≤ ||x+ y||α.
Luego, ||x||α ≤ ||πα(x)||′α.

Denotaremos la completación del álgebra normada (A/Nα, || · ||
′
α) por

Aα. Se tiene el siguiente

Teorema 2.1.5. (W. Żelazko) Sea A un álgebra m−convexa. Entonces A
es isomorfa a una subálgebra B de un producto cartesiano de álgebras de
Banach. Si A es completa, entonces el álgebra B es cerrada en ese producto.

Demostración: Sea {|| · ||α}α∈Γ una familia de seminormas que definen la
topoloǵıa de A. Consideremos las álgebras Aα y los homomorfismos canóni-
cos πα. Sea Ã =

∏
Aα con operaciones coordenada a coordenada y la to-

poloǵıa producto. La aplicación π : A → Ã dada por π(x) = (πα(x))α es
el homomorfismo deseado. En efecto, π es inyectiva ya que si (πα(x)) = 0
entonces πα(x) = 0 para todo α ∈ Γ, lo cual implica que ||x||α = 0, para
todo α ∈ Γ, y por lo tanto, x = 0.
Sea V un abierto básico de Ã. Entonces existen Uα1 , ..., Uαn abiertos de
Aαi , 1 ≤ i ≤ n, respectivamente tales que

V = {x ∈ Ã : xαi ∈ Uαi , 1 ≤ i ≤ n}.

Como παi es continua, π−1
αi (Uαi) es abierto en A. Aśı, π−1(V ) = ∩ni=1παi(Uαi)

también es abierto en A, de donde π es continua. Si A es completa, entonces
A/Nα = Aα, y por lo tanto, π(A) es cerrada en Ã. �

Corolario 2.1.6. Sea A un álgebra m−convexa. Entonces su topoloǵıa puede
darse por medio de una familia de seminormas {||·||α||}α∈Γ tal que para todo
α ∈ Γ,

||e||α = 1

Demostración: πα(x) es unidad de Aα, la cual es un álgebra de Banach.
Por el corolario (1.1.9) podemos dar una nueva seminorma en Aα tal que
||π(e)||α = 1. Luego, para x ∈ A y cada α ∈ Γ definimos ||x||′′α = ||πα(x)||′α.
Aśı obtenemos la familia de seminormas con la propiedad deseada. �
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CAPÍTULO 2. ÁLGEBRAS LOCALMENTE CONVEXAS

Podemos además suponer que (|| · ||α)α∈Γ es un sistema saturado de
seminormas. Esto es, para cada subconjunto finito {α1, α2, ..., αn} de Γ existe
un ı́ndice β ∈ Γ tal que

‖x‖αi ≤ ‖x‖β (2.3)

para todos los elementos x en A, i = 1, 2, ..., n

Sea A un álgebra m−convexa. Para α, β ∈ Γ, decimos que α � β si || · ||α
es continua respecto a || · ||β. Es decir, existe una constante C > 0 tal que
||x||α ≤ C||x||β. Por (2.3), (Γ,4) es un sistema dirigido.

Sean Aα las álgebras de Banach y πα : A → Aα los homomorfismos
canónicos. Para α 4 β definimos las aplicaciones

παβ : (A/Nβ; || · ||β) −→ (A/Nα; || · ||α),

dadas por παβ(πβ(x)) = πα(x). Como πα(xy) = πα(x)πα(y), para todo
α ∈ Γ y todo x, y ∈ A, entonces es fácil probar que παβ es un homomorfismo
continuo y se puede extender a un homomorfismo continuo de Aβ en Aα.

Definición 2.1.7. El ĺımite inverso de (Aα)α∈Γ, denotado ĺım←−Aα, es un
subconjunto del producto cartesiano

∏
Aα definido como

{(xα)α∈Γ : παβ(xβ) = xα, α < β}

Tenemos el siguiente resultado que caracteriza a las álgebrasm−convexas
completas (véase [19], teo. (11.6))

Teorema 2.1.8. Sea A un álgebra m−convexa y completa. Entonces A es
homeomorfa e isomorfa con el ĺımite inverso de álgebras de Banach Aα, con
aplicaciones παβ.

Demostración: Por el teorema (2.1.5), A es una subálgebra de Ã =
∏
Aα.

Sea (xα)α∈Γ = (πα(x))α∈Γ. Entonces para todo α, β ∈ Γ

παβ(xβ) = παβ(πβ(x)) = πα(x) = xα

Por lo tanto, A ⊂ ĺım←−Aα = Ã.

Resta probar que A es densa en ĺım←−Aα. Sea x = (xα)α∈Γ ∈ ĺım←−Aα y β ∈ Γ.
Como los básicos V en Ã son intersecciones finitas de conjuntos de la forma

Vi(x) = {y ∈ A : ||xβi − yβi ||βi < ε}
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entonces

V =
n⋂
i=1

Vi(x)

Sea || · ||β′ la seminorma que se define como en (2.3) y

V (x) = {y ∈ Ã : ||xβ − yβ||
′
β < ε}

Sea y ∈ A tal que ||πβ(y)− xβ||
′
β < ε. Entonces (πα(y))α∈Γ ∈ Ã ∩ V (x). �

Análogamene al caso normado, en álgebras m−convexas también tene-
mos la continuidad de la inversión (véase [19], teo (12.4)).

Proposición 2.1.9. Sea A un álgebra m−convexa compleja. Entonces la
inversión x 7→ x−1 es continua sobre G(A).

Demostración: Sin perdida de generalidad podemos suponer que A es
completa ya que en caso contrario la sumergimos en su completación Â.
Entonces si mostramos que la inversión es continua sobre G(Â) y la restrin-
gimos a G(A), tenemos que la inversión es continua sobre G(A) ya que A
es densa en Â. Sea (xγ)γ∈Γ una red en G(A) tal que xγ → x0 en G(A).
Entonces para cada α, πα(xγ) → πα(x0) en Aα, que por ser un álgebra de
Banach la inversión es continua y aśı (πα(xγ))−1 → (πα(x0))−1. Pero

(πα(xγ))−1 = πα(x−1
γ )

y por lo tanto, x−1
γ → x−1

0 en A. �

Proposición 2.1.10. Sea A un álgebra m−convexa, conmutativa y comple-
ja. Entonces M(A) 6= ∅.

Demostración: M(A) =
⋃
M(Aα). En efecto, si f ∈ M(A) entonces

|f(x)| ≤ ||x||α, para algún α. Luego, f define un funcional lineal multi-
plicativo y continuo sobre Aα dado por fα(πα(x)) = f(x). Este funcional
está bien definido ya que si πα(x) = πα(y) entonces πα(x− y) = 0 de donde
(x − y) ∈ Nα. Esto implica que |f(x − y)| ≤ ||x − y||α = 0 y por lo tanto,
f(x) = f(y). Es decir, M(A) ⊂

⋃
M(Aα). Inversamente, si f ∈ M(Aα)

entonces éste define un funcional lineal multiplicativo y continuo sobre A
dado por F = f ◦ πα. Aśı, como M(Aα) 6= ∅ para todo α entonces tenemos
el resultado. �

De las dos proposiciones anteriores tenemos también un teorema de
Gelfand-Mazur para álgebras m−convexas. (véase [19], teo. (12.5))
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CAPÍTULO 2. ÁLGEBRAS LOCALMENTE CONVEXAS

Teorema 2.1.11. Sea A un álgebra m−convexa, conmutativa y compleja en
la cual cada elemento distinto de cero es invertible. Entonces A es isomorfa
al campo de los números complejos.

Demostración: La demostración es completamente análoga al caso de un
álgebra de Banach. Supongamos que x 6= λe para todo λ ∈ C. Entonces
(x− λe) ∈ G(A). Sea f ∈M(A) tal que f(x−1) 6= 0. Definamos la función

ϕ(λ) = f [(x− λe)−1]

Probamos que ϕ es entera y que 0 = ϕ(0) = f(x−1) 6= 0 lo cual es una
contradicción. Por lo tanto, x = λe para algún λ ∈ C. �

De este teorema se siguen proposiciones análogas a las que obtuvimos
en álgebras normadas.

Proposición 2.1.12. Sea A un álgebra m−convexa. Entonces cada ideal
bilateral máximo cerrado es de codimensión uno.

Demostración: Sea M ⊂ A un ideal bilateral máximo cerrado. M es un
subespacio vectorial. Entonces A/M es un álgebra m−convexa que es un
anillo de división. Por el teorema anterior, A/M ∼= C. �

Proposición 2.1.13. Sea A un álgebra m−convexa conmutativa. Entonces
cada ideal cerrado está contenido en un ideal máximo cerrado.

Demostración: Se sigue del hecho que M(A) =M(Â) y la demostración
de la proposición (1.2.10). �

En la proposición (1.2.20) tenemos que un álgebra normada A es una
Q−álgebra si y sólo si todos sus ideales máximos son cerrados. Sin embargo,
la condición necesaria de ésta proposición no es cierta, en general, en álge-
bras m−convexas. Para ello examinemos el siguiente ejemplo el cual puede
verse en [10]. Sea el álgebra A de las fracciones racionales con coeficientes
complejos definida asi:

A =
{
P (x)
Q(x)

: Q(n) 6= 0, para todo n ∈ N
}

Definamos la familia de seminormas (pn)n∈N dadas por pn(f) = |f(n)|,
f ∈ A. Es una familia submultiplicativa y por lo tanto, A es m−convexa y
metrizable.

34

Neevia docConverter 5.1



2.2. RADIO ESPECTRAL EN ÁLGEBRAS M−CONVEXAS

Observemos que ker(pn) = (x − n)A. En efecto, si f(x) = P (x)
Q(x) , Q(n) 6= 0

para todo n ∈ N, está en ker(pn) entonces pn(f) = 0 si y sólo si |f(n)| = 0,
si y sólo si P (n) = 0, de donde P (x) = (x − n)H(x), H ∈ A. Luego,
ker(pn) ⊂ (x − n)A. Ahora, si tomamos un elemento de (x − n)A entonces
pn[(x− n)f(x)] = 0 lo que implica que (x− n)A ⊂ ker(pn).

Por otro lado, (x− n)A es máximo y cerrado. Veamos que todos los ideales
máximos de A son de esta forma. Sea I = (x−s)A, s /∈ N. Entonces 1

x−s ∈ A
de donde 1 ∈ I lo que implica que I = A.

Sin embargo, A no es Q−álgebra puesto que el espectro de cualquier f ∈ A
no es acotado. De hecho, N ⊂ σ(f).

2.2. Radio espectral en álgebras m−convexas

Sea (A, {|| · ||α}α∈Γ) un álgebra m−convexa. El espectro σ(x) y el radio
espectral r(x) de un elemento x ∈ A se definen de la misma forma como se
hizo en las álgebras topológicas.

Definición 2.2.1. Sea A un álgebra localmente convexa. Definimos los si-
guientes radios

r1(x) = sup
α

ĺım
n

n
√
||xn||α

r2(x) = sup
|·|

ĺım sup
n

n
√
|xn|; donde sup

|·|
denota el supremo con respecto a

todas las seminormas continuas sobre A

r3(x) = sup
f∈A′

ĺım sup
n

n
√
|f(xn)|

r4(x) = sup
f∈M(A)

|f(x)|

r5(x) = ı́nf{r : (x− λe) ∈ G(A), ∀λ tal que |λ| > r}

r6(x) = ı́nf{r > 0 : ∃(an)n∈N ⊂ C, tal que
∑∞

n=0 anλ
n tiene radio de

convergencia r se tiene que
∞∑
n=0

anx
n converge en A}

r7(x) = ı́nf{r > 0 : ∀(an)n∈N ⊂ C, tal que
∑∞

n=0 anλ
n tiene radio de

convergencia r se tiene que
∞∑
n=0

anx
n converge en A}
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Tenemos el siguiente resultado (véase [19], teo. (12.10) para la demos-
tración)

Teorema 2.2.2. Sea A un álgebra m−convexa, completa, compleja y con-
mutativa. Entonces r1(x) = r2(x) = ... = r7(x) = r(x)

Notas 2.2.3. (1) Si el álgebra A no es conmutativa entoncesM(A) pue-
de ser vaćıo y aśı r4(x) no tiene sentido.

(2) Si A es un álgebra m−convexa, conmutativa no completa entonces se
tiene en general, como en el caso normado, que

r(x) ≥ sup
α

ĺım
n

n
√
||xn||α

En efecto, si |λ| > r(x) entonces (λe−x) ∈ G(A) y por lo tanto, existe
y ∈ A tal que (λe− x)y = eA. Aśı, para cada α,

πα(λe− x)πα(y) = eAα ⇔ (λeAα − πα(x))πα(y) = eAα

luego, πα(x) ∈ G(Aα) y entonces |λ| > rAα(πα(x)) = ĺım
n

n
√
||xn||α

Tenemos una proposición análoga a (1.3.6) para álgebras m−convexas.

Proposición 2.2.4. Sea A un álgebra m−convexa. A es Q−álgebra si y
sólo si existe || · ||β tal que

r(x) = ĺım
n

n

√
||xn||β = ı́nf

n≥1

n

√
||xn||β

Demostración: ⇒) Resta probar que r(x) ≤ ĺım
n→∞

n
√
||xn||β por la nota

anterior y la proposición (1.3.1). Como en la demostración de la proposición
(1.3.6) tenemos que (r(x))n ≤ r(xn). Si A es una Q−álgebra entonces existe
|| · ||β tal que

{x ∈ A : ||x||β < ε < 1} ⊂ {x ∈ A : r(x) ≤ 1}

Supongamos que ||x||β 6= 0, para todo x ∈ A. Entonces si ||xn||β < ε tenemos

que r(xn) ≤ 1. Aśı, r
(
ε xn

||xn||β

)
< 1 lo cual implica que

(r(x))n ≤ r(xn) ≤ 1
ε
||xn||β
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Luego, r(x) ≤ ĺım
n→∞

n
√
||xn||β.

Si ||γx||β = 0 para todo γ ∈ C, entonces r(γx) ≤ 1, de donde r(x) ≤ 1
γ → 0

cuando |γ| → ∞.

⇐) Por hipótesis tenemos que r(x) ≤ ||x||β, para todo x ∈ A y alguna β.
Entonces {x ∈ A : ||x||β ≤ 1} ⊂ {x ∈ A : r(x) ≤ 1}. Es decir, el conjunto
{x ∈ A : r(x) ≤ 1} es una vecindad del cero y por lo tanto, A es una
Q−álgebra. �

Nota 2.2.5. Recordemos que un álgebra A es localmente A-convexa si es
localmente convexa y existe una constante M(α, x) > 0 tal que para todo
x, y ∈ A, ||xy||α ≤ M(α, x)||y||α. La proposición (1.3.12) es válida para
álgebras localmente A-convexas y en particular, para álgebras m−convexas.

Además de los radios ya definidos en (2.2.1), estudiamos dos importantes
radios en las álgebras localmente convexas.

2.3. Radio de acotación

En las álgebras localmente convexas el radio de acotación, según G.R.
Allan, definido como

β(x) = ı́nf
{
λ > 0 :

{(
x

λ

)n}
n≥1

es acotado en A

}
juega el papel análogo al radio espectral para álgebras de Banach (ver prop.
2.3.9). Además, se define un espectro en términos de tener inverso no aco-
tado. Por ello, si A es un álgebra localmente convexa, el primer problema es
encontrar una definición adecuada para un elemento acotado de A. Tenemos
entonces las siguientes definiciones debidas a G.R. Allan:

Definición 2.3.1. Sea A un álgebra localmente convexa. Un elemento x ∈ A
es acotado si y sólo si para algún número complejo λ no cero, el conjunto
E = {(λx)n : n = 1, 2, ...} es un subconjunto acotado de A. Esto es, si a cada
vecindad V de cero le corresponde un número s > 0 tal que E ⊂ tV , para
cada t > s. Equivalentemente, x es acotado si existe una constante Mα > 0
tal que ‖(xλ)n‖α ≤Mα, para todo α ∈ Γ.

Es claro que cada elemento de un álgebra normada es acotado.
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Definición 2.3.2. Por B denotamos la colección de todos los subconjuntos
B de A tales que B es convexo, absorbente, idempotente, cerrado y acotado.

Definición 2.3.3. Para cada B ∈ B denotamos por A(B) la subálgebra de
A generada por B. Es decir,

A(B) = {λx : λ ∈ C, x ∈ B},

y la funcional de Minkowski

‖x‖B = ı́nf{λ > 0 : x ∈ λB} (x ∈ A(B))

define una norma sobre A(B) que hace de A(B) un álgebra normada.

Respecto a esta norma tenemos la siguiente (véase [1])

Proposición 2.3.4. La topoloǵıa de A(B) es más fina que la topoloǵıa de
A.

Demostración: Demostremos que para todo y ∈ A(B) y todo α ∈ Γ existe
una constante Kα > 0 tal que ‖y‖B ≥ Kα‖y‖α. Sea y ∈ A(B) y µ ∈ C tal
que µ > ‖y‖B. Entonces y ∈ µB. Luego, y = µx para algún x ∈ B, que
por ser es acotado existe una constante Mα > 0 tal que ‖x‖α ≤ Mα. Por
lo tanto, ‖y‖α ≤ µMα, de donde, ‖y‖αMα

≤ µ. Como µ es arbitrario entonces

‖y‖B ≥ ‖y‖αMα
≥ Kα‖y‖α, donde Kα = 1

Mα
. �

Definición 2.3.5. Diremos que el álgebra localmente convexa A es seudo-
completa si cada una de las álgebras normadas A(B), B ∈ B, es un álgebra
de Banach.

Definición 2.3.6. Un álgebra A es secuencialmente completa si toda suce-
sión de Cauchy (xn)n∈N es convergente en A.

Proposición 2.3.7. Sea A un álgebra localmente convexa. Si A es secuen-
cialmente completa entonces A es seudo-completa.

Demostración: Sea (xn)n∈N una sucesión de Cauchy en A(B). Entonces
dado ε > 0 existe un N tal que si m,n > N entonces ‖xm − xn‖B < ε. Esto
implica que xn − xm ∈ εB, o que xn ∈ xm + εB. Por hipótesis sabemos que
(xn)n∈N converge a alguna x ∈ A. Como B es cerrado entonces

ĺım
n→∞

xn ∈ xm + εB ⇔ x ∈ xm + εB

Luego, ‖x− xm‖B < ε y por lo tanto, xn → x en la norma ‖ · ‖B. �
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Definición 2.3.8. La envolvente convexa de un conjunto B de un espacio
vectorial A, que denotaremos convB, es el conjunto de todas las combina-
ciones convexas de elementos de B. Esto es, el conjunto de todas las sumas

t1x1 + t2x2 + ...+ tnxn,

donde xi ∈ B, ti ≥ 0,
n∑
i=1

ti = 1 y n es arbitrario.

El radio de acotación β tiene una propiedad análoga a la enunciada en
(3), prop. (1.3.9).

Proposición 2.3.9. Si A es un álgebra localmente convexa, seudo-completa
y |λ| > β(x) entonces

(x− λe)−1 = −
∞∑
n=0

xn

λn+1
(2.4)

Demostración: En efecto, si |λ| > β(x) entonces β(x) < r < |λ|, para
algún r, y por lo tanto,

(
x
r

)n → 0 cuando n→∞. Observemos que (xλ)n =
(xr )n( r

|λ|)
n → 0 cuando n→∞. Sea

B = conv

({(
x

r

)n}
n≥1

)
Es decir, la cerradura de la envolvente convexa del conjunto {(xr )n}n≥1.
Entonces B es acotado, idempotente, absolutamente convexo y cerrado [2].
Consideremos A(B) = {λx : x ∈ B, λ ∈ C} el álgebra generada por B con
la norma dada por ‖x‖B = ı́nf{λ > 0 : x ∈ λB}. Entonces (A(B), || · ||B) es
un álgebra de Banach y como ‖xλ‖B < 1 tenemos que (e− x

λ) ∈ G(A(B)) lo
que implica que (

e− x

λ

)−1
=
∞∑
n=0

(x
λ

)n
Luego, (λe− x)−1 λ =

∞∑
n=0

(
x
λ

)n y entonces

(x− λe)−1 = −
∞∑
n=0

xn

λn+1
∈ A(B)

Es decir, la serie encontrada es el inverso de (λe − x) en A(B). Como la
topoloǵıa de A(B) es más fina que la topoloǵıa de A (prop. (2.3.4)) entonces
ésta serie es el inverso de (x− λe) en A. �
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Corolario 2.3.10. Si el álgebra A es localmente convexa y completa, en-
tonces también se tiene (2.4).

Demostración: En este caso A es secuencialmente completa y por lo tanto,
seudo-completa. �

2.4. Radio Espectral Extendido

El otro radio a estudiar en un álgebra localmente convexa A es el definido
por W. Żelazko. Para un elemento x ∈ A define su espectro, denotado por∑

(x), como ∑
(x) = σ (x) ∪ σd (x) ∪ σ∞ (x)

donde

σ (x) = {λ ∈ C : (x− λe) no es invertible en A},
σd (x) = {λ0 ∈ C r σ (x) : ρλ (x) = (λe− x)−1 es discontinua en λ = λ0},

σ∞(x) =

{
∅ si λ 7→ ρ(1, λx) es continua en λ = 0
∞ si λ 7→ ρ(1, λx) es discontinua en λ = 0

}
,

y el radio espectral extendido de x ∈ A por el número

R(x) = sup{|λ| : λ ∈
∑

(x)}

Notas 2.4.1. (1) Si λ0 ∈ C es tal que |λ0| > R(x) entonces (x− λ0e) es
invertible y la función ρλ(x) = (λe− x)−1 es continua en λ0. Esto se
sigue de la definición del espectro extendido de W. Żelazko.

(2) Si A es un álgebra m−convexa entonces σd(x) = σ∞(x) = ∅ para todo
x ∈ A, ya que la inversión x 7→ x−1 es continua sobre G(A).

(3) Si A es un álgebra localmente convexa con inversión continua entonces∑
(x) = σ(x) y

∑
(x) es un subconjunto del espectro definido por G.R.

Allan:

σA(x) =

{
λ 6=∞,⇔ (λe− x) no tiene inverso acotado en A
∞, ⇔ x no es acotado en A

}
Si además A es seudo-completa entonces

∑
(x) = σA(x) ya que en este

caso σ(x) = σA(x) (véase [1], teo. (4.1)).

40

Neevia docConverter 5.1



2.4. RADIO ESPECTRAL EXTENDIDO

(4) De lo anterior se puede observar que R(x) es una extensión de los ra-
dios espectrales usuales definidos en álgebras normadas y m−convexas,
ya que en general la inversión no es continua en álgebras localmente
convexas; ni aún en B0−álgebras. Por ejemplo, sea A = Lw el álge-
bra del ejemplo (2.1.2). Tomemos la sucesión de números no negativos
an = n2 y definamos la sucesión de funciones (véase [19], pág. 125)

fn(x) = anχ[ 1
2
− 1
n
, 1
2

+ 1
n

](x) + 1;

donde χ denota la función caracteŕıstica. Podemos observar que fn → 1
casi en todo punto; fn ∈ G(A) y f−1

n = 1
fn
→ 1 casi en todo punto.

Demostremos que ||f−1
n −1||p → 0 pero ||fn−1||p →∞, lo que implica

que la inversión no es continua.

||f−1
n − 1||pp =

1∫
0

|f−1
n (x)− 1|pdx

=

1
2

+ 1
n∫

1
2
− 1
n

(
−an
an + 1

)p
dx

=
2
n

(
−an
an + 1

)p
→ 0,

cuando n→∞, para todo p > 1. Sin embargo,

||fn − 1||pp =

1∫
0

|fn(x)− 1|pdx

=

1
2

+ 1
n∫

1
2
− 1
n

(an)pdx

=
2(an)p

n
→∞, cuando n→∞

Podemos observar que en este caso σ∞(fn) =∞.

Uno de los resultados más importantes que encontramos en este trabajo
es la relación entre el espectro de G.R. Allan y el de W. Żelazko en un
álgebra localmente convexa y completa.
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Proposición 2.4.2. Sea A un álgebra localmente convexa y completa.
∑

(x)
es cerrado si y sólo si

∑
(x) = σA(x).

Demostración: ⇒) Demostremos que
∑

(x) ⊂ σA(x). Para ello probemos
que si λ /∈ σA(x) entonces λ /∈

∑
(x). Si λ /∈ σA(x), λ 6=∞, entonces λ /∈ σ(x)

y ρλ existe. Luego, ρλ ∈ A(B) para algún B ∈ B. Si |µ − λ| < ||ρλ||−1
B

entonces la sucesión de sumas parciales

Sn = ρλ − (µ− λ)ρ2
λ + (µ− λ)2ρ3

λ − ...(µ− λ)nρn+1
λ

forman una sucesión de Cauchy en el álgebra A(B), y por lo tanto, converge.
Veamos que la sucesión (Sn)n∈N converge a ρµ.

Observemos que (µe− x) = (µ− λ)e+ (λe− x). Entonces

(µe− x)Sn = e+ (−1)n+1(µ− λ)n+1ρn+1
λ

Si |µ − λ| < ||ρλ||−1
B entonces |µ − λ| < γ < ||ρλ||−1

B , para algún γ > 0, de
donde tenemos que |µ− λ| ||ρλ||B < γ

||ρλ||−1
B

< 1. Luego,

||(µe− x)Sn − e||B = |µ− λ| ||ρn+1
λ ||B

<

(
γ

||ρλ||−1
B

)n+1

el cual tiende a cero cuando n → ∞. Esto muestra que ρµ existe y además
para λ fija

||ρµ − ρλ||B ≤ |µ− λ| ||ρλ||2B(1 + |µ− λ|||ρλ||B + |µ− λ|2||ρλ||2B + ...)

≤ |µ− λ| ||ρλ||2B
(

1
1− γ

||ρλ||−1
B

)
→ 0, cuando µ→ λ

Esto implica que ρµ → ρλ en el álgebra A(B). Pero como la topoloǵıa de
A(B) es más fina que la topoloǵıa de A entonces ρµ → ρλ en A. Tenemos
aśı que λ /∈ σd(x). Resta probar que σ∞(x) = ∅. Es decir, que la fun-
ción ρ(1, λx) = (e − λx)−1 → e cuando |λ| → 0. Equivalentemente, que
ρ(1, xβ ) = (e− x

β )−1 → e cuando |β| → ∞. Como (xβ )n → 0 para β suficiente-
mente grande, entonces haciendo la misma construcción del conjunto B de
la proposición (2.3.9) tenemos que

ρ

(
1,
x

β

)
=
(
e− x

β

)−1

= e+
x

β
+
x2

β2
+
x3

β3
+ ...
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en A(B). Luego,∥∥∥∥ρ(1,
x

β

)
− ρ(1, 0)

∥∥∥∥
B

=
∥∥∥∥ ∞∑
n=0

(
x

β

)n
− e
∥∥∥∥
B

≤
∞∑
n=1

∥∥∥∥(xβ
)n∥∥∥∥

B

=
||x||B

|β| − ||x||B
Esto implica que ρ→ 0 en A(B) cuando |β| → ∞. Aśı, ρ→ 0 en A cuando
|β| → ∞. Es decir, ρ(1, λx) es continua en λ = 0 y por lo tanto, σ∞(x) = ∅.

Ahora, si ∞ /∈ σA(x) entonces x ∈ A(B) para algún B ∈ B. Sea el conjunto
N = {λ ∈ C∗ : |λ| > ||x||B}. Entonces para λ ∈ (C∗ r σA(x)) ∩N , ρλ existe
en A(B) y para λ 6=∞

ρλ(x) = (λe− x)−1 =
e

λ
+

x

λ2
+
x2

λ3
+ ...

la cual converge en A(B) y por lo tanto, en A. Si λ 6= ∞ y λ ∈ N , ρ es
holomorfa en λ y

||ρλ||B =
wwww ∞∑
n=1

xn−1

λn

wwww
B

=
wwww ∞∑
n=0

xn

λn+1

wwww
B

≤ 1
|λ|

∞∑
n=0

wwww(xλ
)nwwww

B

=
1

|λ| − ||x||B
la cual tiende a 0 cuando |λ| → ∞. Deducimos aśı que ρ es holomorfa en∞,
ó equivalentemente que es holomorfa en 0 (tomando β = 1

λ), lo que implica
que ρ(1, βx) es continua en β = 0 y por lo tanto, σ∞(x) = ∅. Hemos aśı de-
mostrado que si λ /∈ σA(x) entonces λ /∈

∑
(x).

Demostremos ahora que σA(x) ⊂
∑

(x). Si λ0 /∈
∑

(x), λ0 6= ∞, entonces
(λ0e − x) ∈ G(A) y la función ρλ(x) = (λe − x)−1 es continua en λ = λ0.
Como

(λe− x)−1 − (λ0e− x)−1 = (λ− λ0)(λe− x)−1(λ0e− x)−1
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y
∑

(x) es cerrado entonces existe una vecindad de λ0 tal que para todo λ
en dicha vecindad

ĺım
λ→λ0

(λe− x)−1 − (λ0e− x)−1

λ− λ0
= [(λ0e− x)−1]2

Para f ∈ A′,

ĺım
λ→λ0

f

(
(λe− x)−1 − (λ0e− x)−1

λ− λ0

)
= f [((λ0e− x)−1)2]

Esto implica que (λ0e − x)−1 es débilmente holomorfa en λ0. Por [1], teo.
(3.8), (λ0e− x)−1 es acotado en A. De aqúı tenemos que λ0 /∈ σA(x).

Si ∞ /∈
∑

(x) entonces la función ρ(1, λx) = (e− λx)−1 → e cuando λ→ 0.
Por otro lado tenemos que

ĺım
λ→0

(e− λx)−1 − e
λ

= ĺım
λ→0

λx(e− λx)−1

λ
= x

Aśı, para f ∈ A′, ĺım
λ→0

f

(
(e−λx)−1−e

λ

)
= f(x), lo que implica que la función

F (λ) = f [(e−λx)−1] es débilmente holomorfa en |λ| < δ, donde δ no depende
de f . Por [1], lema (3.7), F (n)(0) = n!f(xn−1), n = 1, 2, ..., y F (0) = f(e).
Luego, la expansión de Taylor válida para |λ| < δ está dada por

F (λ) =
∞∑
n=0

λn+1f(xn) =
∞∑
n=0

λf(λx)n

Por lo tanto, {f(λx)n : n ≥ 1} es un conjunto acotado, lo que implica que
{(λx)n : n ≥ 1} es acotado, de donde tenemos que x es acotado en A. Aśı,
∞ /∈ σA(x).

(⇐) Como el álgebra A es completa entonces es seudo-completa. El resultado
se sigue ahora de [1], cor. (3.9). �

Recordemos que en un álgebra localmente convexa A hemos definido los
radios

r1(x) = sup
α

ĺım
n

n
√
||xn||α

r3(x) = sup
f∈A′

ĺım sup
n

n
√
|f(xn)|
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r7(x) = ı́nf{r > 0 : ∀(an)n∈N ⊂ C, tal que
∑∞

n=0 anλ
n tiene radio de

convergencia r se tiene que
∞∑
n=0

anx
n converge en A}

La relación de estos con el radio espectral extendido definido por W.
Żelazko está dado en el siguiente (véase [19], teo. (15.5))

Teorema 2.4.3. Sea A un álgebra localmente convexa completa. Entonces
r1(x) = r3(x) = r7(x) = R(x)

Demostración: r1 ≥ r3(x). Si f ∈ A′ entonces para toda seminorma || · ||α
existe una constante Mα > 0 tal que |f(x)| ≤Mα||x||α. Luego,

ĺım sup
n

n
√
|f(xn)| ≤ ĺım sup

n

n
√
Mα||xn||α = ĺım sup

n

n
√
||xn||α

Por lo tanto,

r3(x) = sup
f∈A′

ĺım sup
n

n
√
|f(xn)| ≤ sup

α
ĺım sup

n

n
√
||xn||α = r1(x)

r3(x) ≥ r7(x). Supongamos que r3(x) <∞. Sean r y s tales que r3(x) <
r < s. Luego, ||(xr )n||α ≤Mα para todo n. Entonces∥∥∥∥(xs

)n∥∥∥∥
α

=
∥∥∥∥(xr

)n(r
s

)n∥∥∥∥
α

≤Mα

(
r

s

)n
,

lo que implica que

∞∑
n=0

∥∥∥∥(xs
)n∥∥∥∥

α

≤
∞∑
n=0

Mα

(
r

s

)n

Por lo tanto, la serie
∞∑
n=0
||(xs )n||α converge. Supongamos que la serie

∑
anλ

n

tiene radio de convergencia t > s. Entonces 1
t = ĺım sup

n

n
√
|an| < 1

s . Luego

existe N ∈ N tal que para todo n > N , n
√
|an| < 1

s . Aśı, para todo n > N ,
|an| < (1

s )n lo que implica que

||anxn||α = |an| ||xn||α <
(

1
s

)n
Mαr

n =
(
r

s

)n
Mα

y,
∞∑
n=0

||anxn|| ≤
∞∑
n=0

Mα(
r

s
)n
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Como A es completa la serie
∑
anx

n es convergente y entonces r7(x) ≤ s,
de donde se sigue que r7(x) ≤ r3(x).

r7(x) ≥ R(x). Supongamos que r7(x) <∞ y sea λ tal que |λ| > r7(x). La
serie

∑
( tλ)n tiene radio de convergencia |λ|, aśı que la serie

∑
(xλ)n converge

a (e− x
λ)−1 ∈ A. Esto implica que (λe− x) ∈ G(A) y entonces λ /∈ σ(x). Si

además, |λ| > |λ0| > r > r7(x) entonces

||ρ(λ, x)− ρ(λ0, x)||α = ||(λ− λ0)ρ(λ, x)ρ(λ0, x)||α
≤ |λ− λ0| ||ρ(λ, x)||β ||ρ(λ0, x)||β

≤ |λ− λ0|
∥∥∥∥ ∞∑
n=0

1
|λ|

(
x

λ

)n∥∥∥∥
β

∥∥∥∥ ∞∑
n=0

1
|λ0|

(
x

λ0

)n∥∥∥∥
β

≤ |λ− λ0|
(∥∥∥∥ ∞∑

n=0

1
r

(
x

r

)n∥∥∥∥
β

)2

→ 0, cuando λ→ λ0

Luego, ρ(λ, x) es continua en λ0 y aśı, si |λ| > r7(x) entonces tenemos que
λ /∈ σ(x) ∪ σd(x).

Veamos que∞ /∈
∑

(x). Para ellos probemos que ρ(t, x)→ 0 cuando t→∞,
o equivalentemente que ρ(1, tx) = (e − tx)−1 → e cuando t → 0. Para
t ≥ r7(x),

||ρ(1, tx)− ρ(1, 0)||α = ||
∞∑
n=0

(tx)n − e||α

= ||
∞∑
n=1

(tx)n||α

≤ |t|
∞∑
n=1

||tn−1xn||α → 0, cuando t→ 0

Por lo tanto, si |λ| > r7(x) entonces λ /∈
∑

(x). Luego, r7(x) ≥ R(x).

R(x) ≥ r1(x). Es claro el resultado si R(x) = ∞. Supongamos que
R(x) < ∞. Entonces (e − tx)−1 es continua en t = 0 si |t| < 1

R(x) . Sea
f ∈ A′ y definamos la función F (t) = f [(e− tx)−1]. F (t) es holomorfa para
|t| < 1

R(x) , aśı que

F (t) = f [(e− tx)−1] =
∞∑
n=0

f(xn)tn
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debe ser convergente en este disco. Luego, ĺım
n
f(xt)n = 0 para f ∈ A′ y

|t| < 1
R(x) . Como tiende débilmente a cero es una sucesión acotada y por lo

tanto, para cada α ∈ Γ existe una constante M(t) tal que ||xntn||α ≤M(t).
Aśı,

ĺım sup
n

n
√
||xn||α ≤

1
|t|

para cada t tal que |t| < 1
R(x) . De aqúı tenemos que

r1(x) = sup
α

ĺım sup
n

n
√
||xn||α ≤ R(x).

�

Notas 2.4.4. (1) En [1] proposición (2.18), G.R. Allan demuestra que en
cualquier álgebra localmente convexa β(x) = r1(x) = r3(x). También
prueba en la proposición (3.12) que β(x) ≤ rA(x), donde

rA(x) = sup{|λ| : λ ∈ σA(x)},

y la igualdad se tiene si el álgebra es seudo-completa.

(2) ¿Qué pasa si usamos ρ(x) en lugar de R(x), donde

ρ(x) = sup{|λ| : λ ∈ σ(x)}?

¿Cuál es la relación entre ρ(x) y β(x)?

No siempre son comparables. Para ello veamos primero la siguiente

Proposición 2.4.5. Sea E un espacio vectorial topológico, A ⊂ E acotado
tal que la dimensión de Span(A) = ∞. Entonces existe un funcional lineal
f en E tal que f(A) no es acotado.

Demostración: Sea {x1, x2, ...} un subconjunto linealmente independien-
te de Span(A). Definamos el funcional lineal f : A → C por f(xn) = n.
Está bien definido y cláramente no es acotado sobre A. Lo extendemos li-
nealmente a todo E completando el subconjunto {x1, x2, ...} a una base de
Hamel sobre E, definiéndolo igual a cero por fuera de los elementos de la ba-
se {x1, x2, ...}. Aśı, obtenemos un funcional lineal sobre E que no es acotado
sobre A. �
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De aqúı obtenemos el siguiente

Corolario 2.4.6. Sea E un espacio vectorial topológico. Para cada conjunto
A ⊂ E acotado tenemos que la dimensión de Span(A) <∞ si y sólo si todo
funcional lineal f sobre E es acotado.

Demostración: ⇒) Sea f : E → C lineal y A ⊂ E un subconjunto acotado.
Debemos probar que f(A) es acotado. Definamos F := Span(A). Entonces
F es de dimensión finita y A ⊂ F . Luego f |F es acotado y por lo tanto,
f(A) es acotado.

⇐) Sea F := Span(A). Si dim(F ) =∞ entonces por la proposición anterior
existe un funcional lineal f : E → C no acotado sobre A. Por lo tanto, f no
es acotado sobre E. �

Veamos ahora porqué ρ(x) y β(x) no siempre son comparables.

Sea A = (P(x), || · ||∞) en I = [0, 1]. Entonces si |λ| > 1 tenemos que

‖
(
x
λ

)n ‖∞ =
‖xn‖∞
|λ|n

≤ 1
|λ|n

→ 0 cuando n → ∞, y por lo tanto, β(x) = 1.

Pero ρ(x) = ∞, ya que los únicos polinomios invertibles son los constantes
diferentes de cero.

Sea ahora E = (C(X), τ lcmax), donde C(X) es el álgebra de las funciones
racionales y τ lcmax es la topoloǵıa localmente convexa más fina definida so-
bre C(X). Entonces σ(x) = ∅ lo que implica que ρ(x) = 0. Por otro lado,

β(x) = ∞ ya que la serie
∞∑
n=0

(
x
λ

)n no converge para ningún λ ∈ C; de lo

contrario E contiene al subconjunto acotado B = {(xλ)n : n ∈ N}, lo cual no
es posible por el corolario anterior, ya que en E todos los funcionales lineales
son continuos y por lo tanto, acotados (en τ lcmax todas las seminormas son
continuas).

Sin embargo, śı los podemos comparar en casos como (véase [1] y [11]):

(1) A un álgebra localmente convexa seudo-completa ó una Q−álgebra:
ρ(x) ≤ β(x)

(2) A un álgebra normada, ρ(x) ≤ β(x)⇔ A es Q-álgebra

(3) A un álgebra topológica, β(x) ≤ ρ(x)⇔ la serie
∑
xn converge siempre

que ρ(x) < 1
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Caṕıtulo 3

Invertibilidad topológica y
Radio espectral topológico

3.1. Invertibilidad topológica

Definición 3.1.1. Decimos que un elemento x en un álgebra localmente
convexa A es topológicamente invertible por la izquierda si Ax = A.

En este caso existe una red (aγ)γ∈Γ en A, a la cual se le puede llamar inverso
topológico izquierdo, tal que aγx→ e. Equivalentemente, si para cada || · ||α
y ε > 0 exite u en A tal que ‖ux− e‖α < ε.

De la misma forma podemos definir topológicamente invertible por la dere-
cha, y diremos que x ∈ A es topológicamente invertible si es topológicamente
invertible por la izquierda y por la derecha.

Aśı mismo definimos para x ∈ A el espectro topológico izquierdo como:

σt,izq(x) = {λ ∈ C : (x− λe) no es top. invertible por la izquierda}.

Análogamente el espectro topológico derecho y el espectro de Harte como
σ(x) = σt,izq(x) ∪ σt,der(x).

Nota 3.1.2. Hemos visto que G(A) ⊆ Gt(A). La inclusion puede ser estric-
ta. En efecto, sea el álgebra normada no completa de los polinomios sobre el
intervalo [0, 1

2 ], A = (P(X); ||p|| = máx
0≤x≤ 1

2

|p(x)|). El polinomio p(x) = 1 − x
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no es invertible pero si topológicamente invertible y su inverso topológico es(
n∑
k=0

xk
)
n∈N

, ya que

(1− x)
n∑
k=0

xk = 1− xn+1 → 1, cuando n→∞

3.2. Radio espectral topológico

Pretendemos generalizar los radios R(x) y β(x) usando el concepto de
invertibilidad topológica. Para este fin definimos:

Rt(x) = sup{|λ| : (x− λe) no es topológicamente invertible}

y

βt(x) = ı́nf{|λ| : para cada seminorma continua || · ||α existe una sucesión

(nk(α))k∈N tal que ‖
(
x
λ

)nk ‖α → 0}

Nota 3.2.1. Observemos que

βt(x) = ı́nf{|λ| : para cada seminorma continua || · ||α existe una sucesión

(nk(α))k∈N tal que
∥∥∥∥( e

λ + x
λ2 + ...+ xnk−1

λnk

)
(λe− x)− e

∥∥∥∥
α

< ε}

En efecto, para todo ε > 0 y para toda seminorma || · ||α,∥∥∥∥e− ( eλ +
x

λ2
+ ...+

xnk−1

λnk

)
(λe− x)

∥∥∥∥
α

< ε⇔
∥∥∥∥(xλ

)nk∥∥∥∥
α

< ε

Esto implica que si |λ| > βt(x) entonces (λe− x) es topológicamente inver-
tible.

En [4] Arizmendi definió el radio espectral extendido inferior para x ∈ A
(álgebra localmente convexa, completa y compleja)

R∗(x) = sup
α

ĺım inf
n

n
√
‖xn‖α

y demostró que R∗(x) = r6(x) si A es una B0-álgebra (es decir, localmente
convexa, metrizable y completa).
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Proposición 3.2.2. Sea A un álgebra localmente convexa y x ∈ A. Entonces
R∗(x) = βt(x)

Demostración: Si |λ| > R∗(x) entonces ĺım inf
n

n
√
‖xn‖α < µ < |λ|, para

todo α ∈ Γ y para algún µ. Para todo α ∈ Γ existe (nk(α))k∈N tal que
nk
√
‖xnk‖α < µ < |λ|. Entonces ‖(xλ)nk‖α < ( µ

|λ|)
nk → 0 cuando k → ∞ y

por lo tanto, |λ| > βt(x). Luego, R∗(x) ≥ βt(x).

Si R∗(x) > βt(x) entonces existe λ tal que R∗(x) > λ > βt(x). Ahora,
R∗(x) > λ implica que existe α0 ∈ Γ tal que λ < ĺım inf

n

n
√
‖xn‖α0 . Luego, el

conjunto {n : n
√
‖xn‖α0 < λ} es finito.

Por otro lado, λ > βt(x) implica que para toda α ∈ Γ, en particular, para
α0 ∈ Γ, existe (nk(α0))k∈N tal que ‖(xλ)nk‖α0 → 0. Aśı, nk

√
||xnk ||α0 < λ lo

cual es una contradición. Por lo tanto, R∗(x) = βt(x). �

Para Rt y R∗ tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.2.3. Sea A un álgebra localmente convexa y x ∈ A. Entonces
Rt(x) ≤ R∗(x)

Demostración: Observemos que si |λ| > βt(x) entonces (x − λe) es to-
pológicamente invertible (por la nota (3.2.1)) lo que implica que |λ| > Rt(x),
y por lo tanto, Rt(x) ≤ βt(x) = R∗(x). �

Observación 3.2.4. El corolario anterior la podemos demostrar en forma
directa. En efecto, si |λ| > R∗(x) entonces ĺım inf

n

n
√
‖xn‖α < µ < |λ| para

todo α ∈ Γ y para algún µ. Para todo α ∈ Γ existe (nk(α))k∈N tal que
nk
√
‖xnk‖α < µ < |λ|. Entonces ‖(xλ)nk‖α < ( µ

|λ|)
nk → 0 cuando k → ∞, lo

que implica que (xλ − e) ∈ Gt(A) y por lo tanto, (x− λe) ∈ Gt(A). Aśı que,
|λ| > Rt(x) y entonces Rt(x) ≤ R∗(x).

El siguiente resultado nos relaciona todos los radios espectrales y de
acotación estudiados.

Corolario 3.2.5. Sea A un álgebra localmente convexa y x ∈ A. Entonces

Rt(x) ≤ R∗(x) = βt(x) ≤ β(x) ≤ R(x)
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Demostración: Resta probar las últimas dos desigualdades. Si |λ| > β(x)
entonces ||(xλ)n||α → 0. Tomando nk(α) = n tenemos que |λ| ≥ βt(x). Lue-
go, βt(x) ≤ β(x).

Demostremos que β(x) ≤ R(x). Si |λ| > R(x) entonces por definición la
función (e − λx)−1 es continua en cero. Sea f ∈ A′. Definamos la función
F (λ) = f [(e − λx)−1]. Esta función es holomorfa si R(x) < 1

|λ| . En efecto,
1
|λ| > R(x) implica que ( eλ−x)−1 = λ(e−λx)−1 es continua en λ = 0. Luego,

ĺım
λ→0

(e− λx)−1 − e
λ

= ĺım
λ→0

λx(e− λx)−1

λ
= x

De aqúı tenemos que si f ∈ A′ entonces f [(e− λx)−1] = f(x) es holomorfa
si R(x) < 1

|λ| . Demostremos que F (n)(λ) = n!f [xn(e − λx)−(n+1)], lo cual

implica que F (n)(0) = n!f(xn), n = 1, 2, ...; F (0) = f(e). Procederemos por
inducción.

F ′(λ) = ĺım
h→0

F (λ+ h)− F (λ)
h

= f

(
ĺım
h→0

hx[e− (λ+ h)x]−1(e− λx)−1

h

)
= f [x(e− λx)−2]

Supongamos que el resultado es válido para k = 1, 2, ...(n − 1). Probemos
ahora para k = n.

F (n)(λ) = ĺım
h→0

F (n−1)(λ+ h)− F (n−1)(λ)
h

= f

(
ĺım
h→0

n!xnh[(e− λx)n−1 + P (h, λ, x)][e− (λ+ h)x]−n(e− λx)−n

h

)
= n!f [xn(e− λx)n−1(e− λx)−2n]
= n!f [xn(e− λx)−(n+1)];

donde P (h, λ, x) es un polinomio sin término independiente y tal que

ĺım
h→0

P (h, λ, x) = 0.

Puesto que la función F (λ) es holomorfa en el disco R(x) < 1
|λ| entonces

F (λ) = f [(e− λx)−1] =
∞∑
n=0

λnf(xn)
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Por lo tanto, ĺım
n
f [(λx)n] = 0. Es decir, la sucesión converge débilemente

a cero. Luego, existe M(λ) > 0 tal que ||(λx)n||α ≤ M(λ). Aśı, (λx)n → 0
cuando n→∞. De aqúı tenemos que 1

|λ| ≥ β(x). Como 1
|λ| > R(x) entonces

conclúımos que β(x) ≤ R(x). �

Notas 3.2.6. (1) Si A es una álgebra localmente convexa invertiva (esto
es, Gt(A) = G(A)) entonces todos los radios anteriores son iguales.

(2) Las desigualdades pueden ser estrictas.

a) En [4] Arizmendi construye un ejemplo en el cual R∗(x) = 1 y
R(x) =∞.

b) Rt(x) < R∗(x). Para ello veamos el siguiente ejemplo. Sea la B0-
álgebra de Arens (ejemplo 2.1.2)

Lω[0, 1] =
∞⋂
p=1

Lp[0, 1],

y consideremos la función f(x) = x. Entonces 0 /∈ σt(f). Para ver
esto, definamos la sucesión de funciones

gn(x) = χ[ 1
n
,1](x) =

{
0 si 0 ≤ x ≤ 1

n
1
x si 1

n ≤ x ≤ 1

Entonces tenemos que

||fgn − e||pp =
∫ 1

0
|fgn(x)− 1|pdx

=
(∫ 1

n

0
+
∫ 1

1
n

)
(|fgn(x)− 1|p)dx

=
∫ 1

n

0
dx

=
1
n
→ 0, cuando n→∞

Luego, σt(f) = ∅, y por lo tanto, Rt(f) = 0.
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Sin embargo, si λ > 1 entonces∥∥∥∥(f(x)
λ

)n∥∥∥∥
p

=
∥∥∥∥xnλn

∥∥∥∥
p

≤
∥∥∥∥ 1
λn

∥∥∥∥
p

=
1
λn
‖1‖p =

1
λn

∫ 1

0
dx =

1
λn
→ 0,

cuando n → ∞. Esto implica que βt(f) = 1. De esta forma se
tiene que Rt(f) < βt(f) = R∗(f).

c) En el álgebra de los polinomios A = (P(t), || · ||∞) sobre el inter-
valo I = [0, 1], hemos visto que β(x) = 1 mientras que R(x) =∞
para el polinomio p(x) = x.

(3) La igualdad β(x) y βt(x) no se tiene en álgebras localmente convexas
seudo-completas con inversión continua ya que en este caso (véase
[1],[7])

β(x) = R(x) = r7(x) ≥ r6(x) ≥ R∗(x) = βt(x)

(4) Tampoco se tiene en una B0−álgebra (véase [1],[7])

β(x) = R(x) = r7(x) ≥ r6(x) = R∗(x) = βt(x)

(5) En algunas álgebras tenemos igualdad entre los radios Rt y R∗

a) Sea (Cb[0, 1], || · ||ϕ), donde

ϕ(x) =
{

2x si 0 ≤ x ≤ 1
2

−2x+ 2 si 1
2 ≤ x ≤ 1

En este caso tenemos que R∗(ϕ) = ĺım inf
n

n
√
‖ϕn‖ϕ. Como

‖ϕn‖ϕ = sup
0≤x≤1

|ϕn+1(x)| = 1

entonces R∗(ϕ) = 1. Por otro lado, σt(ϕ) = [0, 1] y entonces
Rt(ϕ) = 1. Es decir, Rt(x) = R∗(x).

b) Sea A = (P(t), || · ||∞) en [0, 1]. Es normada (por tanto, loc. conv.)
pero no completa. R∗(x) = ĺım inf

n

n
√
‖xn‖∞ = ĺım inf

n

n
√

1 = 1.

Por otro lado, (λe − x) es top. invertible si y sólo si λ /∈ [0, 1].
Luego, Rt(x) = 1.
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Recordemos que en la definición de βt, la sucesión (nk)k∈N depende de
la seminorma || · ||α. En el caso metrizable tenemos la siguiente:

Proposición 3.2.7. Sea A un álgebra metrizable y x ∈ A. Entonces existe
una sucesión (nk)k∈N tal que ‖(xλ)nk‖i → 0 cuando k → ∞ para todas las
seminormas || · ||i que definen la topoloǵıa de A.

Demostración: Sea ({|| · ||i})i∈N una familia de seminormas tales que
||x||i ≤ ||x||i+1 para todo x ∈ A y definamos Ri = ĺım inf

n

n
√
‖xn‖i. En-

tonces Ri es una sucesión creciente que converge a R∗(x) = βt(x). Para
cada p ∈ N existe ip ≥ 1 tal que

R∗(x)− 1
p
< Ri < R∗(x) < R∗(x) +

1
p
, si i ≥ ip

Aśı,

R∗(x)− 1
p
< n

√
‖xn‖ip < R∗(x) +

1
p

para una infinidad de ı́ndices n. Como A es metrizable podemos encontrar
dos sucesiones estrictamente crecientes (ip) y (nk) de números naturales
tales que ĺım

k

nk
√
‖xnk‖ip = R∗(x) = βt(x). Sea λ ∈ C tal que |λ| > R∗(x).

Entonces 0 < 1
|λ| <

1
R∗(x) . Aśı, la serie

∞∑
k=1

‖
(
x
λ

)nk ‖ip es convergente y como

(ip) y (|| · ||i) son sucesiones crecientes de seminormas en A se sigue que para

todo i ∈ N,
∞∑
k=1

‖
(
x
λ

)nk ‖i es convergente. Esto implica que para todo i ∈ N,

‖
(
x
λ

)nk ‖i → 0 cuando k →∞. Como |λ| > R∗(x) = βt(x) entonces (x−λe)
es topológicamente invertible. �

Observación 3.2.8. Si A es un álgebra localmente convexa y metrizable
podemos definir

βt(x) = ı́nf
{
|λ| : ∀|| · ||i ∃(nk)k∈N tal que ‖

(x
λ

)nk
‖i → 0

}
Por lo tanto, si |λ| > βt(x) entonces (x − λe) es topológicamente invertible
y su inverso es de la forma

(x− λe)−1 =
(
e

λ
+

x

λ2
+ ...+

xnk

λnk+1

)
k∈N
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Sin embargo, los inversos topológicos no siempre tienen esta forma. Por
ejemplo, si A = (P(t), ||·||∞) en I = [0, 1] y p(t) = t entonces (t−λe)−1 = 1

t−λ
es continua en I y por el teorema de Stone-Wierstrass, para todo ε > 0 existe
una sucesión Pn(t) de polinomios tales que

‖ 1
t− λ

− Pn(t)‖∞ < εp ⇔ ‖e− (t− λ)Pn(t)‖∞ < ‖t− λ‖∞εp < ε

donde εp = ε
‖t−λ‖∞ . Cláramente Pn(t) es el inverso topológico de (t − λe)

pero no tiene la forma anterior.
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Caṕıtulo 4

Radio espectral en (Cb(X), β)

Sea X un espacio de Hausdorff completamente regular. Denotemos por
(Cb(X), β) el álgebra localmente convexa de todas las funciones complejas
y acotadas sobre X, dotada con la topoloǵıa estricta β dada por la familia
de seminormas

||f ||ϕ = sup
x∈X
|f(x)ϕ(x)|

donde ϕ es una función de B0(X), el conjunto de todas las funciones aco-
tadas sobre X que se anulan en infinito (es decir, para todo ε > 0 existe un
conjunto compacto K(ε) ⊂ X tal que |ϕ(x)| < ε para todo x /∈ K(ε))

Probamos, entre otras cosas, que la topoloǵıa dada por la familia de semi-
normas {(|| · ||ϕ)op, ϕ ∈ B0(X)} es tal que

(||f ||ϕ)op = sup{|f(x)| : x ∈ sop(ϕ)}

4.1. X un espacio completamente regular y ϕ una
función de B0(X)

Para f ∈ Cb(X) definimos su radio espectral extendido por

R(f) = sup
ϕ∈B0(X)

ĺım sup
n

n

√
||fn||ϕ

Antes de enunciar el resultado principal demostremos el siguiente

Lema 4.1.1. Sea f ∈ Cb(X) y α > 0. Entonces ||f ||α∞ = ||fα||∞; donde
||f ||∞ = sup

x∈X
|f(x)|
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CAPÍTULO 4. RADIO ESPECTRAL EN (CB(X), β)

Demostración: Como ||f ||∞ ≥ |f(x)| ≥ 0 para toda x ∈ X y la función
tα es creciente, entonces ||f ||α∞ ≥ |fα(x)| ≥ 0 para toda x ∈ X concluyendo
aśı que ||f ||α∞ ≥ ||fα||∞. Veamos la otra desigualdad.
Observemos que ||fα||∞ ≥ |fα(x)| para toda x ∈ X y como la función t

1
α es

creciente, entonces ||fα||
1
α∞ ≥ |f(x)| ≥ 0 para toda x ∈ X de donde se sigue

que ||fα||
1
α∞ ≥ ||f ||∞, y por lo tanto, ||fα||∞ ≥ ||f ||α∞ �

Proposición 4.1.2. Sea f ∈ Cb(X). Entonces

(1) R(f) = sup {|f(x)| : x ∈ sop(ϕ)}

(2) R(f) = ĺım
n

n
√
‖fn‖ϕ

(3) sup {Rϕ : ϕ ∈ B0(X)} = ‖f‖∞

(4) R(f) = (‖f‖ϕ)op := sup
||g||ϕ≤1

||fg||ϕ

Demostración: Demostremos (1) y (2). De la definición de || · ||ϕ y utili-
zando el lema anterior tenemos que

n

√
‖fn‖ϕ = n

√
sup
x∈X
|fn(x)ϕ(x)|

= n

√
sup

x∈sop(ϕ)
|fn(x)ϕ(x)|

≤ sup
x∈sopϕ

|f(x)| n
√

sup
x∈sopϕ

|ϕ(x)|

≤ sup
x∈sopϕ

|f(x)| n
√
Kϕ

Luego,

R(f) = ĺım sup
n

n

√
‖fn‖ϕ ≤ sup

x∈sop(ϕ)
|f(x)|

Sea ahora M = sup{|f(x)| : x ∈ sop(ϕ)}, y consideremos r arbitraria tal que
M > r. Sea x1 ∈ sop(ϕ) = {x ∈ X : ϕ(x) 6= 0} y tal que |f(x1)| > s > r.
Por la continuidad de f existe un δ > 0 tal que |x − x1| < δ implica que
|f(x)| > s > r. Como x1 ∈ sop(ϕ) entonces existe x0 con |x0 − x1| < δ
tal que ϕ(x0) 6= 0. Como también 0 < r

s < 1 entonces existe n tal que
n
√
ϕ(x0) > r

s . De ah́ı que , |f(x0)| n
√
ϕ(x0) > s rs = r, concluyéndose aśı que,

n

√
‖fn‖ϕ ≥ n

√
fn(x0)ϕ(x0) = |f(x0)| n

√
|ϕ(x0) > r
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DE B0(X)

Por lo tanto, ĺım inf
n

n
√
||fn||ϕ ≥ r para toda M > r y entonces existe

ĺım
n

n
√
||fn||ϕ y además ĺım

n

n
√
||fn||ϕ = M

(3) Tenemos por (2) que R(f) ≤ ‖f‖∞ para toda ϕ ∈ B0(X), de aqúı que

sup
ϕ∈B0(X)

R(f) ≤ ‖f‖∞

Sea ahora r tal que r < ‖f‖∞ y demostremos que existe ϕ ∈ B0(X) tal
que r < R(f) ≤ ||f ||∞. Como r < ‖f‖∞ existe x1 ∈ X tal que r < |f(x1)|.
Definamos ϕ(x1) = 1 y ϕ(x) = 0 para todo x 6= x1. Cláramente ϕ es una
función acotada que se anula al infinito y cumple que r < R(f) = |f(x1)|.

(4) Observemos que

(‖f‖ϕ)op := sup
‖g‖ϕ≤1

sup
x∈X
|(fgϕ)(x)|

= sup
‖g‖ϕ≤1

sup
x∈sop(ϕ)

|(fgϕ)(x)|

≤ sup
‖g‖ϕ≤1

sup
x∈sop(ϕ)

|f(x)| sup
x∈sop(ϕ)

|(gϕ)(x)|

= sup
x∈sop(ϕ)

|f(x)| sup
‖g‖ϕ≤1

sup
x∈X
|(gϕ)(x)|

= R(f) sup
‖g‖ϕ≤1

‖g‖ϕ

= R(f).

Para ver la otra desigualdad veamos que ‖f‖ϕ ≤ Kϕ(‖f‖ϕ)op para toda
f ∈ Cb(X). En efecto, (‖f‖ϕ)op = sup

‖g‖ϕ 6=0

‖fg‖ϕ
‖g‖ϕ ≥ ‖fg‖ϕ

‖g‖ϕ . En particular,

se cumple para g ≡ 1. Entonces (‖f‖ϕ)op ≥ ‖f‖ϕ
‖1‖ϕ , de donde tenemos que

‖f‖ϕ ≤ ‖1‖ϕ(‖f‖ϕ)op (Kϕ = ‖1‖ϕ).

Además, como (Cb(X), (|| · ||ϕ)op) es un álgebra m− convexa entonces

ropϕ (f) = ĺım
n

n

√
(||fn||ϕ)op

y por lo tanto, ropϕ (f) ≤ (||f ||ϕ)op.
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Luego,

R(f) = ĺım sup
n

n

√
‖fn‖ϕ

≤ ĺım sup
n

n

√
K(ϕ)‖fn‖ϕ

= ĺım sup
n

n

√
‖fn‖ϕ

= ĺım
n

n

√
‖fn‖ϕ

= r
op

ϕ (f)
≤ (‖f‖ϕ)op

�

Es claro de (1) que

Corolario 4.1.3. Sean f y g en Cb(X) y λ ∈ C. Entonces

(1) R(λf) = |λ|R(f)

(2) R(f + g) ≤ R(f) +R(g)

(3) R(fg) ≤ R(f)R(g)

Es decir, R es una seminorma submultiplicativa.

4.2. X = [0, 1] y ϕ una función dada

Sea

ϕ(x) =
{

2x si 0 ≤ x ≤ 1
2

−2x+ 2 si 1
2 ≤ x ≤ 1

Observemos que en esta álgebra los elementos invertibles son aquellos que
no se anulan en ningún punto de [0, 1].

Demostremos la siguiente

Proposición 4.2.1. Sea f ∈ Cb(X). Entonces

(1) R(f) = ‖f‖∞

(2) R(f) = ĺım
n

n
√
‖fn‖ϕ
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(3) (‖f‖ϕ)op = ‖f‖∞

Demostración: Veamos (1) y (2). Observemos que

n
√
‖fn‖ϕ = n

√
máx

0≤x≤1
|fn(x)ϕ(x) = n

√
|fn(x0)ϕ(x0)| = |f(x0)| n

√
ϕ(x0),

donde en la segunda igualdad hemos utilizado la continuidad de f y de ϕ.
Por lo tanto, ĺım sup

n

n
√
‖fn‖ϕ existe y R(f) := ĺım sup

n

n
√
‖fn‖ϕ ≤ ‖f‖∞.

Veamos ahora que R(f) < ‖f‖∞ no puede darse. Supongamos que fuera
cierto. Sea ‖f‖∞ = |f(x1)| para algún x1 ∈ [0, 1]. Sea r tal que |f(x1)| > r.
Entonces por la continuidad de f existe un δ > 0 tal que |x−x1| < δ implica
que |f(x)| > s > r. Aśı mismo existe x tal que |x − x1| < δ y ϕ(x) 6= 0.
Como 0 < r

s < 1, ϕ(x) 6= 0 y ϕ(x) ≤ 1, entonces existe n tal que n
√
ϕ(x) > r

s

lo que implica que |f(x)| n
√
ϕ(x) > s rs = r. Luego,

n

√
‖fn‖ϕ ≥ n

√
|fn(x)|ϕ(x) = |f(x)| n

√
ϕ(x) > r

Aśı,R(f) > r para todo r < ‖f‖∞ concluyendo de aqúı que existe ĺım
n

n
√
||fn||ϕ

y R(f) = ||f ||∞ .

(3) (‖f‖ϕ)op = sup
‖g‖ϕ≤1

‖fg‖ϕ = R(f). En efecto,

sup
‖g‖ϕ≤1

‖fg‖ϕ = sup
‖g‖ϕ≤1

máx
0≤x≤1

|f(x)g(x)ϕ(x)|

≤ sup
‖g‖ϕ≤1

máx
0≤x≤1

|f(x)| máx
0≤x≤1

|g(x)ϕ(x)|

= máx
0≤x≤1

|f(x)| sup
‖g‖ϕ≤1

máx
0≤x≤1

|g(x)ϕ(x)|

= ‖f‖∞ sup
‖g‖ϕ≤1

‖g‖ϕ

= ‖f‖∞

Sean ahora I = [0, 1], In = [ 1
n , 1−

1
n ] y la función

ϕn(x) =

{
1

ϕ(x) si x ∈ In
1

ϕ( 1
n

)
si x ∈ I r In

Demostremos que:
(a) ‖ϕn‖ϕ ≤ 1
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(b) f(ϕnϕ)→ ‖f‖∞

Observemos que

ϕn(x)ϕ(x) =


1 si x ∈ In
ϕ(x)
ϕ( 1

n)
si x ∈ I r In

Pero ϕ(x) ≤ ϕ( 1
n) y entonces

ϕ(x)
ϕ( 1

n)
≤ 1. Por lo tanto,

‖ϕn‖ϕ = máx
0≤x≤1

ϕn(x)ϕ(x) = 1

Esto prueba (a).

Por otro lado, si x ∈ In, |f(x)| = |f(x)ϕn(x)ϕ(x)| y en otro caso

|f(x)ϕn(x)ϕ(x)| = |f(x)
ϕ(x)
ϕ( 1

n)
| ≤ |f(x)|. Aśı, |(fϕnϕ)(x)| ≤ ‖f‖∞. Ahora,

si r < ‖f‖∞ entonces existe IN tal que r < sup
x∈IN

f(x). Luego, para n > N y

para todo x ∈ In ⊃ IN ,

r < sup
x∈IN

f(x) ≤ sup
x∈In

f(x) ≤ ‖fϕn‖ϕ ≤ (‖f‖ϕ)op

Pero (‖f‖ϕ)op ≤ ‖f‖∞ y como r es arbitraria entonces (‖f‖ϕ)op = ‖f‖∞ �

R es el radio espectral de (Cb[0, 1], β), ya que para |λ| > ||f ||∞ se sigue
que (f − λe) es invertible. Es decir, se cumple que

R(f) = sup{|λ| : (f − λe) no es invertible}

y además se tiene que su inverso es de la forma

(f − λe)−1 = −
∞∑
n=0

fn

λn+1

Ejemplo 4.2.2. No necesariamente R(f) = ı́nf
m≥1

m
√
‖fm‖ϕ

En efecto, definamos la función

f(x) =


−nx+ (1 + 1

ϕ( 1
n

)
) si 0 ≤ x ≤ 1

n
1

ϕ(x) si 1
n ≤ x ≤

1
2

nx+ (1 + 1
ϕ( 1

n
)
− n) si 1− 1

n ≤ x ≤ 1
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Entonces R(f) = ‖f‖∞ = 1 + 1
ϕ( 1

n
)
> 1, mientras que ı́nf

m

m
√
‖fm‖ϕ ≤ 1.

Para m = 1 se puede observar que máx
0≤x≤ 1

2

f(x)ϕ(x) = 1 ya que el único

punto cŕıtico de la función f(x)ϕ(x) es x = 1
2n(1 + 1

ϕ( 1
n

) ≥ 1
2n(1 + 1) = 1

n y

aqúı tenemos que f(x)ϕ(x) = 1.

Por lo tanto, como ı́nf
m≥1

m
√
‖fm‖ϕ ≤ m

√
‖fm‖ϕ, para todo m, entonces en

particular para m = 1, ‖f‖ϕ = 1.
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[17] W. Żelazko, Banach Algebras, Elsevier Publishing Company, (1973)

[18] W. Żelazko, On the locally bounded and m−convex topological alge-
bras, Studia Mathematica, tomo XIX, (1960), 333-355.
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