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Resumen

Se estudian las propiedades ópticas de una película delgada esculpida (Sculp-
tured Thin Film, STF), quiralmente nanoestructurada, con un defecto de torsión
de 900 en el centro del bloque. El material es ortorrómbico perteneciente a la clase
de simetría cristalográ�ca puntual mm2 que presenta efecto Pockels. Para efectos
de sintonización electro-óptica se aplica un campo eléctrico cd a lo largo del eje
de la hélice, y se ilumina con luz monocromática, arbitrariamente polarizada que
incide normal a la capa.

Por medio de las ecuaciones de Maxwell, la representación de Marcuvitz-
Schwinger y la transformación de Oseen se encuentran los modos propagantes
y localizados de la luz en el sistema, esto nos permite encontrar la transmitancia y
re�ectancia y analizar el fenómeno de Bragg circular. También, encontramos el an-
cho de banda del régimen de Bragg circular (�!), la longitud de onda del defecto
(�d � 2�c=!d), el ancho de línea (ld(!d) ) y el ángulo entre los campos electro-
magnéticos (

em
(!d)) en función del campo eléctrico aplicado E

cd y el ángulo de
inclinación del material �.

Encontramos una curva, en el espacio �� Ecd; en donde se anulan: l�1
d
(!d) ,

�! y 
em
(!d); a esta curva la llamamos pseudo-isotrópica. Esto implica que para

valores de � yEcd sobre esta curva, donde se cumplen las condiciones mencionadas:
i) el transporte de ondas dentro de la muestra en la frecuencia del defecto es
mucho más e�ciente ya que la atenuación para el modo del defecto es nula, ii) el
régimen circular de Bragg se cierra, iii) no hay pérdidas de energía en la muestra
ya que 

em
(!d) = 0 implica un vector de Poynting nulo. La explicación a la

existencia de esta curva es que aparece un punto pseudo-isotrópico para un valor del
campo eléctrico aplicado, que ha deformado al elipsoide dieléctrico hasta hacerlo
esférico de tal forma que los índices dieléctricos se han degenerado en uno, y por lo
tanto la luz no distingue las anisotropías del medio. Así, el comportamiento óptico
es similar al de un material isotrópico, y en consecuencia el régimen de Bragg
circular desaparece. Este punto cambia para cada valor del ángulo de inclinación
del material, por lo que se forma una curva que es el conjunto de puntos pseudo-
isotrópicos.

Se encuentra que el escalamiento del inverso del ancho de línea relativo con
respecto al grosor de la STF, el cual es proporcional al tiempo de permanencia
fotónico en la frecuencia del defecto, se puede mejorar enormemente cuando los
valores del campo eléctrico y el ángulo de inclinación de la estructura están cercanos
a los que de�nen la curva pseudo-isotrópica. Esta sintonización da lugar a una
variación dramática en el comportamiento del tiempo de permanencia fotónico en
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el modo de defecto el cual nunca alcanza un máximo como función del grosor del
material.

Debido a que otros medios anisotrópicos, como los elastómeros colestéricos y
los esmécticos C� también son susceptibles a elongar sus elipsoides dieléctricos
por acción de un campo eléctrico, esperamos que en estos materiales también se
observen curvas pseudo-isotrópicas en donde ópticamente probablemente muestren
comportamientos inusuales.
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Abstract

The optical properties of a chiral sculptured thin �lm (STF) are studied, we
considered an orthorhombic mm2 structurally chiral material, susceptible to the
Pockels e¤ect having a twist defect of 900 in the center of the �lm, subjected to
a cd, or low frequency electric �eld oriented along the nonhomogeneity axis, i. e.,
along the chiral axis, which is illuminated with arbitrary polarized monochromatic
light to normal incidence.

We set up the Maxwell equation and by means of the representation of Mar-
cuvitz-Schwinger and the transformation of Oseen, we found the localized and
propagating modes in the physical system. Thus we calculated the re�ectance and
transmittance and analyzed the circular Bragg phenomenon. We calculated the
defect wavelength (�d �2�c/!d), the band width (�!), the line width (ld(!d))
and the angle between the electric and magnetic �elds (

em
(!d)) , as a function

of the applied electric �eld Ecdand the angle of tilt �.
We have named the locus in the �-Ecd space for which the line width ld(!d)

diverges and the band width �!, and the angle between the electric and mag-
netic �elds 

em
(!d) vanish, the pseudo-isotropic curve. This implies that in the

mentioned locus, i) the transport of waves within the sample having the defect fre-
quency is much more e¢cient since the attenuation for the defect mode is null, ii)
the circular Bragg regime closes, iii) there are no energy leaks in the sample since

em
(!d)=0 amounts to a null Poynting vector. We remark that the circular Bragg

regime closes even in the absence of external electric �eld at a pseudo-isotropic
point [12]. Moreover, upon applying the cd �eld, the tilt angle for which this point
shows up is changed, because the dielectric ellipsoid of the SCM is rotated and
stretched in agreement with the Pockels e¤ect. This fact is responsible for the op-
tical switching e¤ect in the SCM recently studied [11], in which a band re�ection
could be electrically opened.

We found that the scaling of the inverse relative linewidth, which is propor-
tional to the photon dwell time at the defect frequency, can be largely enhanced
when the magnitudes of the �eld and the tilt angle of the structure are near the
pseudoisotropic curve. This tuning gives rise to a dramatic variation in the be-
havior of the photon dwell time for the defect mode which then, never reaches a
maximum as a function of the sample thickness.

We expect that this critical tuning, could be exhibited for an ample range of
chiral materials like smectics C�, cholesteric elastomers and other media.
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Introducción
Acerca de las tendencias en investigación y de los requerimientos en las

ciencias de materiales un tema dominante que surge es el de las nanociencias
y las nanotecnologías. Cuando se habla de nanoescala se hace referencia a
materia en la escala de longitud de 10� a 100 nm; ésta exhibe características
del continuo, pero las moléculas y sus agregados, si bien de tamaño pequeño,
aun pueden exhibir su individualidad. Por esta razón algunos institutos en sus
iniciativas de investigación se han enfocado en morfologías y en arquitecturas
de materiales con al menos una dimensión más pequeña que 100 nm. Uno
de estos temas de gran interés, con un resurgimiento a partir de la última
década, es el de las películas delgadas esculpidas [1].
No obstante que las películas delgadas esculpidas se han comenzado a

estudiar sistemática, cientí�ca y tecnológicamente desde hace solamente una
década, un acontecimiento importante para el surgimiento del concepto de las
películas delgadas esculpidas ocurrió en 1959 [2]. Aunque este evento pasó
por mucho tiempo desapercibido, todo el crédito de las películas delgadas
esculpidas con morfología quiral se debe a Young y Kowal [2]. Durante el
crecimiento de películas delgadas de �uoruro de calcio, estos dos pioneros
rotaron con velocidad constante el sustrato donde se deposita la película
para crear una morfología periódica que exhibiera transmisión con actividad
óptica.
Muy probablemente, ellos fueron los primeros investigadores que delibe-

radamente usaron la morfología de películas delgadas para producir una
película delgada esculpida no trivial, con morfología completamente tridi-
mensional.
El concepto de vacíos en películas delgadas se hizo común 12 años después.

Notablemente Young y Kowal usaron esa palabra para conjeturar que la ac-
tividad óptica de una película helicoidalmente depositada se podría deber a la
acción cooperativa de un arreglo helicoidalmente simétrico de cristales, creci-
miento de cristales o vacíos. Además, conjeturaron que la dirección columnar
podría cambiar prácticamente de forma instantánea y continua, con cambios
en la posición y la orientación del substrato. Afortunadamente, la técnica
de Young-Kowal de rotar el substrato, la morfología helicoidal observada de
tal modo, y la actividad óptica en la transmisión de las películas delgadas
esculpidas quirales, fue redescubierta en la ultima década [3, 4].
Debido a la periodicidad de esta clase de películas se presenta el fenó-

meno Bragg, el cual es de tipo circular, esto permite la separación entre
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ondas planas circularmente polarizadas izquierda y derecha (CPI y CPD).
El fenómeno Bragg circular tiene muchos usos, por ejemplo: �ltros de po-
larización circular, espejos láser, �ltros de banda estrecha, sensores ópticos,
sintonizadores y controladores de ancho de banda. En conclusión, el estu-
dio de películas delgadas esculpidas nanoestructuradas, en particular las que
presentan una morfología quiral, son de gran interés desde el punto de vista
de ciencia básica por sus espectaculares y diversos fenómenos físicos, como
también por sus aplicaciones tecnológicas en una diversidad de dispositivos
que aumenta rápidamente.
Los medios quirales nanoestructurados aparecen en la naturaleza como

cristales líquidos colestéricos [6], sintetizados como elastómeros quirales [7] o
fabricados como las películas delgadas esculpidas quirales [8]. Hace algunos
años se observó un bajo umbral para la energía de activación de láseres,
en las orillas de las bandas de cristales líquidos colestéricos contaminados
con colorantes. Este fenómeno se propuso que estaba relacionado con una
singularidad en la densidad de estados fotónicos [9].
Kopp y Genack [10] mostraron que aparece un modo de defecto de torsión

en cristales líquidos colestéricos. El defecto de torsión da lugar a un pico en la
transmisión cuyo inverso del ancho de línea relativo escala exponencialmente
con respecto al grosor del material, para luz polarizada circularmente con la
misma lateralidad1 que la estructura [10]. Este inverso del ancho de línea re-
lativo es proporcional al tiempo de permanencia fotónico en la frecuencia del
defecto, de aquí que el tiempo fotónico también escala exponencialmente con
respecto al grosor del material estructuralmente quiral (MEQ). Sin embargo,
después de un grosor de característico del material, este valor se aproxima
asintóticamente a un límite. Por otra parte, se ha observado [11] que el "band
gap"(banda prohibida), en los espectros de transmitancia y re�ectancia de
un MEQ con propiedades eléctro-ópticas, se puede controlar aplicando un
campo eléctrico paralelo al eje de la hélice del material . Además, se ha en-
contrado que el campo eléctrico abre el "band gap" aún cuando no existiera
antes de aplicar el campo. Este efecto es una consecuencia de la presencia de
ejes ópticos en el material localmente anisotrópico que forma la estructura
quiral, lo cual origina la existencia de puntos pseudo-isotrópicos [12]. En

1Lateralidad se re�ere al sentido de la hélice de la STF quiral. Lateralidad derecha,
cuando desde el punto de vista del observador, se ve una hélice como la que forma el
campo eléctrico de luz polarizada circularmente derecha al avanzar hacia el observador.
Lateralidad izquierda cuando la hélice que se observa es como la que forma la luz polarizada
circularmente izquierda.
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estos puntos el elipsoide de índices dieléctricos se ha estrechado o alargado
por la acción del campo eléctrico sobre un material biaxial que presenta efec-
to Pockels, tal que los índices se degeneran en uno y la luz no distingue las
anisotropías del medio.
En el estudio presentado aquí, se propone reemplazar al cristal líquido

colestérico por una STF quiral. Una ventaja que obtenemos al realizar este
reemplazo es que la STF quiral se puede construir prácticamente de cualquier
material. Así, se pueden construir STFs que exhiban efecto Pockels ante la
presencia de campos eléctricos externos, lo que permite la posibilidad de
sintonización electro-óptica. Además, los tiempos de respuesta de un sólido
(10�9 s) [13] son mucho más rápidos que los de los cristales líquidos (10�3 s)
[6].
Hay que mencionar que se han realizado estudios de las propiedades óp-

ticas de MEQs con defecto de torsión que no presentan efecto Pockels y que
por lo tanto no se pueden sintonizar electro-ópticamente [5, 10]. También, se
han estudiado STFs quirales que presentan efecto Pockels y que por lo tan-
to, son sintonizables electro-ópticamente [14, 15]. Sin embargo, no se habían
estudiado con un defecto de torsión, lo que origina un agujero espectral en
el régimen de Bragg. Así, proponemos combinar el defecto de torsión en un
MEQ con la presencia del efecto Pockels ante campos eléctricos externos,
para obtener un sistema electro-óptico. Este dispositivo además de un �ltro
de luz circularmente polarizada, podría emplearse como un sintonizador de
estado sólido en un láser, un resonador óptico, o bien como un almacenador
de energía óptica.
La presente investigación es un estudio sobre las propiedades ópticas de

una película delgada esculpida con estructura quiral, que presenta efecto Po-
ckels, con un defecto de torsión de 900, sujeta a un campo eléctrico externo
cd aplicado perpendicular a la película, que se ilumina con luz arbitraria-
mente polarizada a incidencia normal. Cabe mencionar aquí que este sistema
es uno de los casos inhomogéneos y anisotrópicos excepcionales que tiene
solución analítica [5]. La STF se considera que está hecha de Niobato de
Potasio. Pertenece a la clase de simetría cristalográ�ca puntual mm2, que
es ortorrómbica y biaxial. Elegimos este material por presentar coe�cien-
tes electro-ópticos altos, por lo que requiere magnitudes de campo eléctrico
aplicado menores en comparación con otros materiales.
Este estudio se presenta en seis capítulos. En el primero se da una breve

introducción a los conceptos fundamentales sobre películas delgadas esculpi-
das. En el segundo capítulo se exponen las ecuaciones fundamentales para
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el estudio de la óptica de películas delgadas. Se emplean las ecuaciones de
Maxwell, la representación de Marcuvitz-Schwinger y la transformación de
Oseen, para llegar a una ecuación de valores propios de las componentes
transversales de los campos electromagnéticos, para así encontrar los modos
ópticos y la matriz de transferencia, por medio del método de la aproximación
homogénea por pedazos. La matriz de transferencia nos permite encontrar
la matriz de dispersión. Los elementos de esta matriz son los coe�cientes de
transmisión y re�exión cuyas magnitudes al cuadrado son las transmitancias
y re�ectancias del sistema. En el tercer capítulo se presenta la teoría sobre la
sintonización eléctro-óptica en un bloque de material estructuralmente quiral
expuesto a luz monocromática que incide ya sea normalmente o con dirección
arbitraria en el bloque, sujeto a un campo eléctrico aplicado a lo largo del
eje de inhomogeneidad o bien de forma arbitraria. Esto nos da una referencia
para el estudio aquí presentado y nos permite comprender y analizar los re-
sultados obtenidos. En el capítulo 4, se presenta la teoría sobre la óptica de
materiales quirales que presentan un defecto de torsión y los modos localiza-
dos que genera. En el capítulo 5, se presentan los resultados correspondientes
a la óptica del sistema de nuestro interés, que anteriormente se ha menciona-
do. La re�ectancia y transmitancia de la luz incidente en sus componentes
co-polarizadas2 y polarizadas cruzadas nos permiten analizar el fenómeno cir-
cular de Bragg. Se presentan el ancho de línea, el ancho de banda, el ángulo
entre las componentes de los campos electromagnéticos y el inverso relativo
del ancho de línea, el cual es proporcional al tiempo de permanencia fotónico
en la frecuencia del defecto, todo esto en función del campo eléctrico cd apli-
cado y del ángulo de inclinación del material. También, se calcula el inverso
relativo del ancho de línea como función del grosor de la STF. En el último
capítulo se analizan y discuten los resultados obtenidos que nos llevan a una
serie de conclusiones.

2Los coe�cientes de transmisión y re�exión co-polarizados son aquellos para los que
la polarización de la luz transmitida o re�ejada coincide con la polarización de la luz
incidente. En cambio, en el caso de los coe�cientes polarizados cruzados, la polarización
de la luz transmitida o re�ejada es opuesta a la polarización de la luz incidente.
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Capítulo 1

Películas Delgadas Esculpidas
STF

Las películas delgadas esculpidas (Sculptured Thin Films, STFs) son ma-
teriales inorgánicos nanoestructurados con propiedades anisotrópicas que va-
rían unidireccionalmente y se pueden diseñar y fabricar de una manera con-
trolada [17] usando deposición física de vapor (Physical Vapor Deposition
PVD), una técnica que tiene un siglo. La habilidad de cambiar práctica-
mente de forma instantánea la dirección de crecimiento del �ujo de vapor
incidente, conduce a un amplio espectro de formas columnares. Estas formas
pueden ser

1. Bidimensionales, que van desde simples columnas inclinadas y esterillas,
hasta las más complejas morfologías en forma de C y S, Fig. 1.1 [18]; o

2. Tridimensionales, incluyendo hélices simples y súper hélices, Fig. 1.2
[19].

La composición química es esencialmente ilimitada, yendo desde aislantes,
semiconductores hasta metales. De las recientes investigaciones ha surgido
[20, 21] que la tecnología de las STFs tiene un futuro brillante debido a que
la diversidad en su composición y en sus formas hace posible que se puedan
emplear en varios dispositivos tecnológicos, como por ejemplo, �ltros de po-
larización circular, �ltros de banda estrecha, sensores ópticos, sintonizadores
y controladores de ancho de banda, además, la diversidad de dispositivos
aumenta rápidamente.
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Figura 1.1: Micrografías de películas delgadas esculpidas hechas de �uoruro
de magnesio (MGF2) con morfologías bidiensionales: (a) zigzag de 7 sec-
ciones; (b) forma de C, (c) forma de S.

Figura 1.2: Micrografías de películas delgadas esculpidad con morfologías
tridimensionales: (a) helicoidal, hecha de óxido de silicio (SiO); (b) superhe-
licoidal, hecha de MgF2.
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A longitudes de onda del visible e infrarrojo, una sola sección de STF
es un continuo inhomogéneo unidireccional con propiedades constitutivas
anisotrópicas. Varias secciones se pueden crecer consecutivamente dentro de
una multisección STF, que es posible concebir como un circuito óptico que se
puede integrar con electrónica de circuitos en un chip. Debido a su porosidad,
una STF puede actuar como un sensor de �uidos y también, se puede impreg-
nar con un cristal líquido para aplicaciones de conmutación [1]. También, se
han sugerido aplicaciones como capas de barreras de baja permitividad en
chips electrónicos así como en celdas solares. Las aplicaciones ópticas de las
STFs se comenzaron a reportar sistemáticamente en 1999, aunque se pueden
encontrar casos anteriores en la literatura [2].
La periodicidad de esta clase de películas da lugar al fenómeno Bragg, el

cual es de tipo circular, es decir, a incidencia normal luz circularmente pola-
rizada de una lateraliad especí�ca es altamente re�ejada en cierto intervalo
de longitud de onda, mientras que luz de lateralidad opuesta es transmiti-
da, esto permite la separación entre ondas planas circularmente polarizadas
izquierda (CPI) y derecha (CPD), Fig. 1.3. El fenómeno Bragg tiene muchos
usos como �ltros de polarización circular, espejos láser, �ltros de paso de
banda estrecha, sensores ópticos, sintonizadores y controladores de ancho de
banda.

En la década de los 90s se lograron las siguientes cualidades:
i) Se pueden construir una amplia variedad de morfologías columnares,

por medio del control de dos de los ejes fundamentales de rotación del subs-
trato.
ii) Es posible obtener multisecciones con diferentes morfologías columnares

y/o diferentes materiales;
iii) Existen una amplia gama de aplicaciones potenciales que se exponen

al �nal del capítulo; y
iv) Se pueden dirigir e interconectar la preparación, las propiedades y

aplicaciones al relacionar los resultados teóricos y experimentales.
Entonces, surgió el concepto de película delgada esculpida (STFs). Las

STFs son modi�caciones de las películas delgadas columnares (Columnar
Thin Films, CTFs) en las cuales la dirección columnar se puede cambiar de
forma casi abrupta y frecuente, así como continua durante el crecimiento, a
diferencia de las CTFs en las que el ángulo de inclinación de las columnas
permanece constante, este ángulo se puede observar para STFs columnares en
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Figura 1.3: Fenómeno Bragg Circular. Hélice de lateralidad derecha. Luz
polarizada circularmente derecha se re�eja, mientras que luz de polarización
circular izquierda se transmite.
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1.1. DEPOSICIÓN FÍSICA DE VAPOR

la Fig.. 1.4. Cuando una película delgada columnar se deposita oblicuamente
se pueden obtener una gran variedad de morfologías de STF en nanoescala
por la simple variación de dos ejes fundamentales de rotación, ya sea por
separado o los dos al mismo tiempo [18]. Estos ejes fundamentales conducen
a dos clases canónicas de STFs:
a) Películas delgadas esculpidas nemáticas (PDENs) y
b) películas delgadas de medios bi-anisotrópicos helicoidales (PDMBHs).

Éstas se diferencian principalmente por su morfología.
Se han construido formas aun más complejas y también multisecciones,

en las cuales el material o la forma se cambian de sección a sección a lo largo
del eje z, perpendicular a las capas de la película [22].

1.1. Deposición Física de Vapor

Las morfologías PDEN incluyen las formas bidimensionales ya menciona-
das: columnas inclinadas, esterillas, y zig zags así como formas más complejas
en forma de C y S. Para obtenerlas se usa la técnica llamada deposición física
de vapor, que se observa en la Fig. 1.4. Para obtener morfolgías nemáticas
el substrato tiene que rotarse alrededor de un eje que descansa en el plano
del substrato y es perpendicular a la dirección del vapor incidente, mientras
que el ángulo de incidencia del vapor, �

�
, se varía ya sea por episodios o

continuamente [18]. Para obtener morfologías helicoidales el substrato se rota
alrededor de un eje perpendicular al plano del substrato. En la Fig. 1.4 se
puede observar esquemáticamete el método de deposición física de vapor para
construir STFs. Se observan los ejes, x; y; paralelos a la película, el eje z;
perpendicular a ésta, el ángulo del �ujo de vapor �

�
; y el ángulo columnar

�.
Las PDMBH, que en este caso son las que nos interesan, se fabrican al in-

clinar el substrato a algún ángulo oblicuo del �ujo de vapor incidente (es decir
�
�
< 900), seguido de rotar el substrato alrededor del eje z. Las morfologías

helicoidales son el resultado de una velocidad angular constante alrededor
de eje z. Al variar la velocidad angular a través de un ciclo rotacional de
una forma prescrita, se obtiene una estructura helicoidal inclinada, con el
ángulo de inclinación controlable. Este control se mantiene para todo ángulo
de inclinación de la columna � (en la Fig. 1.3 se observa este águlo para una
STF quiral), arriba de su valor mínimo para un ángulo de deposición estático.
Además, haciendo el ciclo rotacional �+3600, donde� 6= 00, es algún ángulo
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1.1. DEPOSICIÓN FÍSICA DE VAPOR

Figura 1.4: Metóto de Deposición Física de Vapor. Se observa el sistema de
coordenadas, el ángulo de incidencia del vapor �

�
, y el ángulo de inclinación

de la columna �.
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1.2. DE PELÍCULAS DELGADAS COLUMNARES A ESCULPIDAS

de corrimiento de fase elegido, es posible crear una amplia gama controlada
de súper hélices, a derecha o izquierda. La densidad de masa como función
del ancho de la película se espera que permanezca constante, ya que �

�
es

�jo para las PDMBHs cuando las columnas obtienen un diámetro en estado
estacionario, en el que los átomos o agregados del material dejan de moverse
para formar la STF, en la nucleación temprana y las etapas de crecimiento.
Sin embargo, el ancho de la columna de la súper hélice se incrementa con

la evolución del crecimiento. En muchos estudios sobre STFs, las columnas
muestran por exploración de microscopía electrónica de la sección transversal
que usualmente son paralelas con diámetros de sección transversal que van
de 10 a 300 nm y con un rango similar en las distancias de separacion.
Ya que la mayoría de las aplicaciones ópticas de STFs requieren que el

diámetro columnar, la distancia de separación entre las columnas, y la conec-
tividad entre las columnas permanezcan constantes durante el crecimiento,
la condición de tamaño de columna en estado estacionario tiene ventajas
prácticas. Por ejemplo, cuando un ciclo de deposición STF se repite por un
período múltiple en la preparación de PDMBHs ya sea por evaporación o
por "sputtering"1 a velocidades angulares constantes de rotación del subs-
trato, es importante que la última vuelta tenga el mismo paso y porosidad
de todas las vueltas previas. Esta reproducibilidad morfológica conduce a,
por ejemplo, un espectro de actividad óptica predecible, ya que los tamaños
de las columnas y formas permiten que las STFs actúen efectivamente como
continuos rotacionalmente inhomogéneos en las frecuencias ópticas [1]. Esto
solamente puede ocurrir si las películas se desarrollan de los agregados ini-
ciales en columnas paralelas no competitivas de estado estacionario dentro
de una pequeña fracción del grosor total de la película, y sección transversal
constante así como que la porosidad se mantenga para el resto del crecimiento
de la película.

1.2. De Películas Delgadas Columnares a Es-
culpidas

A continuación recapitulamos sobre cómo se llegó al concepto de películas
delgadas esculpidas, mencionando algunos modelos físicos para explicar las

1En la técnica de sputtering, los átomos salen despedidos del material al bombardearlo
con partículas altamente energéticas y se dirigen al substrato por medio de un colimador.
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1.2. DE PELÍCULAS DELGADAS COLUMNARES A ESCULPIDAS

estructuras observadas, como son los mecanismos de crecimiento y el modelo
de estructura de zonas. Al �nal del capítulo señalamos algunas aplicaciones
de estos materiales, como por ejemplo, �ltros ópticos, sensores, displays y
biosensores.

1.2.1. Películas delgadas columnares

Cronológicamente como morfológicamente, es sensato comenzar con las
llamadas películas delgadas columnares. El crecimiento a ángulo oblicuo de
las CTFs por medio de deposición física de vapor se acredita usualmente a
Kundt en 1886 [23]. A baja temperatura y presión, el material se evapora en
una fuente hacia un substrato que se mantiene a un ángulo con respecto a
la dirección del �ujo de vapor entrante, como se muestra en la Fig. 1.4 y los
átomos que llegan se establecen sobre el substrato para formar una película
delgada. La formación de núcleos inicialmente se forma en agregados de 1 a 3
nm de diámetro sobre el substrato. Los agregados se desarrollan en columnas
cónicas que se amplían y compiten mientras el espesor de la película aumenta
y mientras que la temperatura de la película se mantenga por debajo de
aproximadamente un tercio de su punto de fusión. Esto da como resultado
un arreglo tipo fractal en cuanto a las características super�ciales y una red de
vacíos, o zonas de menor densidad, asociada que de�ne estas características.
Las morfologías de la sección transversal de una película delgada de silicio

hidrogenado amorfo, una película delgada de gra�to pirolítico y una ágata
se muestran en la Fig. 1.5. Todas estas exhiben la forma cónica común y
evolución de crecimiento competitiva, la cual es característica de la situación
física simple de crecimiento serial direccional sobre una super�cie en la cual
la unidad que se deposita (átomos para el silicio amorfo hidrogenado y el
gra�to pirolítico, y agregados esféricos de 300 nm para la ágata) ha limitado
su movilidad por la condensación.
Agregando bombardeo de iones durante la evaporación se pueden eliminar

columnas, produciendo de este modo películas delgadas, densas, suaves y es-
tables que cumplen los estrictos requerimientos para las aplicaciones basadas
en láseres de películas ópticas.
Signi�cativamente, existe un estado intermedio entre la expansión colum-

nar y la eliminación de columnas. En este estado, la competición entre colum-
nas vecinas se frustra en las etapas tempranas de crecimiento (� 1 �m), y
después crecen columnas estables sin señales de su forma cónica inicial. Esta
morfología CTF se logra a través de niveles intermedios de bombardeo de
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1.2. DE PELÍCULAS DELGADAS COLUMNARES A ESCULPIDAS

iones o simplemente al depositar las películas a ángulos oblicuos. Las colum-
nas de estado estacionario, de lados rectos, crecen así a un ángulo controlable
� � 25o del substrato, mientras la dirección promedio del �ujo de vapor inci-
dente se delinea por el ángulo �

�
� �. Estas columnas se pueden considerar

como nano alambres, porque las dimensiones lineales de su sección transversal
están en la nanoescala.

Figura 1.5: (a) Micrografía de la sección transversal de una película de 25 �m
de silicio amorfo hidrogenado preparado por deposición de vapor química a
baja presión asistido por plasma. (b) Microgafía óptica de la sección transver-
sal de una película de 45 mm de gra�to pirolítico preparado por pirolísis de
fase de vapor y deposición. (c) Sección transversal de 50 mm de una agata.
El mecánismo de deposición geológica de este mineral, aunque similar al de
las películas delgadas por vapor depositado, contiene la misma física básica
de deposición direccional sobre una super�cie donde esencialmente no hay
movimiento en la condensación
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1.2. DE PELÍCULAS DELGADAS COLUMNARES A ESCULPIDAS

1.2.2. Mecanismo de crecimiento

Las películas delgadas columnares son el resultado directo del auto-en-
sombrecimiento2 en la escala de longitud de los átomos que arriban sobre
la super�cie de la película en crecimiento antes de que adquieran su estado
�nal de energía libre, llamados adátomos. Las CTFs se fabrican bajo condi-
ciones de baja movilidad de los adátomos, donde el coe�ciente de adhesión
para los adátomos es esencialmente unitario y cuando el vapor llega desde
una dirección especí�ca, totalmente (es decir, en evaporación de una fuente
puntual a 10�5 Torr) o en promedio (es decir, en sputtering desde una fuente
planar de 10�3 a 10�1 Torr). Solamente dos temas a tratar son necesarios
para entender el origen de las CTFs:

Si los adátomos que arriban forman un continuo, y así una red uniforme,
o se agregan; y

Si forman agregados, entonces, los agregados crecen independiente-
mente o compiten por el crecimiento como las hojas de un árbol com-
pitiendo por la luz del sol.

Extensas investigaciones han revelado que los agregados se forman con un
dé�cit asociado de densidad en regiones en forma de panal de abeja (llamados
comúnmente vacíos). Además, los agregados compiten por el crecimiento,
dando lugar a columnas en formas que corresponden a leyes de potencia,
que son racimos de agregados que se asemejan a una coli�or cuando se ven
desde arriba de la super�cie. Esto se ha visto experimentalmente y también
se ha modelado por medio de agregación balística y estudios de simulación
de dinámica molecular.
Por medio de deposición normal a la super�cie del substrato (es decir

�
�
= 900 ), los adátomos llegan en trayectorias rectilíneas y forman agre-

gados de 1 a 3 nm de tamaño. Los tamaños de estos agregados tienen una
variación estadística, y los agregados más grandes tiende a capturar más
de los adátomos que llegan. Pero los agregados no se hacen simplemente
más grandes; más agregados de distribución de tamaños similares se crean

2El crecimiento competitivo de las columnas conduce a que las columnas más altas
tiendan a hacer que desaparezcan las columnas colindantes al depositarse preferentemente
sobre éstas los agregados o átomos que forman la STF, lo que se conoce como auto-
ensombrecimiento.
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1.2. DE PELÍCULAS DELGADAS COLUMNARES A ESCULPIDAS

Figura 1.6: Modelo Estructural de zonas. Las variables del proceso son la
temperatura reducida T=Tm ( donde T es la temperatura y Tm es el punto
de fusión del material en bulto), la presión del Argón en la cámara de la
deposición física de vapor, y la energía del bombardeo de iones. Las zonas 2
y 3 son irrelevantes para las STFs, ya que la alta movilidad de los adátomos
elimina los efectos del auto-ensombrecimiento y el agrupamiento.

encima de los agregados formados tempranamente, estos tienden a agregarse
jerárquicamente, lo cual conduce a un crecimiento columnar competitivo,
Las orillas de las columnas dominantes tienen un radio de captura que se
extiende detrás del perímetro de las fronteras de las columnas de agregados,
haciendo la expansión columnar una posibilidad. Esta expansión estadística-
mente favorable de las columnas más altas conduce a un ensombrecimiento
de las columnas colindantes. Como el área super�cial superior esta virtual-
mente �ja, al menos una columna debe contraerse por cada columna que se
expande. En la ausencia de cualquier mecanismo moderador adicional, las
columnas se desarrollan eventualmente para producir una morfología de su-
per�cie de tipo coli�or observable con exploración de microscopía electrónica
convencional para películas más grandes que � 1 �m de grosor. Esta se ha
clasi�cado morfológicamente como la zona 1 en el modelo de la estructura
de zonas (MEZ), que se puede observar en la Fig. 1.6. Los diámetros de
las columnas se expanden de acuerdo a una ley de potencias en la cual el
exponente de esta ley es función de las condiciones de la deposición.
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1.2. DE PELÍCULAS DELGADAS COLUMNARES A ESCULPIDAS

Las columnas pueden ser no competitivas en su evolución de crecimiento.
Estas estructuras columnares paralelas constituyen la llamada morfología de
palo de cerillo, ya que asemeja un montón de palillos de madera cuando se
ven desde arriba y por los lados.
La versión reciente del MEZ, mostrado en la Fig. 1.6 incorpora la mor-

fología de palos de cerillo en la zona M. Esta zona se ha observado en películas
delgadas, fabricadas por la técnica de sputtering, de silicio amorfo, germanio
amorfo, carburo de silicio (SiC), y oxido de tungsteno (WO3), donde el
mecanismo moderador parece ser el bombardeo de iones a incidencia normal
del substrato, cerca y por arriba del umbral de sputtering (� 30 a 50 eV
para la mayoría de los materiales). Por debajo de tales condiciones de bom-
bardeo de baja energía, los átomos más débilmente atados, en las orillas de
los agregados y columnas, muy probablemente se envían hacia las regiones
sombreadas adyacentes. Entonces, así como las super�cies superiores de las
columnas favorecidas llegan a ser más ásperas y más complicadas con la
evolución del desarrollo, el incremento en el sputtering se da como función
de �

�
y conduce a la super�cie superior y las orillas de las columnas a la mor-

fología de estado estacionario característica de la zona M (Fig. 1.6). Además
la morfología interior de los palos de cerillo individuales se espera que se ase-
meje a la morfología no competitiva de la zona de transición, llamada zona
T por Thornton [24].
La morfología de palos de cerillo también aparece cuando las películas

se depositan a ángulos de incidencia oblicua, especialmente cuando �
�
es

pequeño. Cuando �
�
se incrementa, la densidad de agregados también se

incrementa debido al decremento del auto-ensombrecimiento. En consecuen-
cia, las columnas están menos separadas, y así, hay más competencia por la
evolución de crecimiento. Esto sólo se ha visto en simulaciones de agregación
de balística.
En una extensa revisión de estudios de modelaciones tanto experimen-

tales como de agregación balística de CTFs depositadas oblicuamente, van
Kranenburg y Lodder [25] concluyeron que los agregados elongados y las
columnas generalmente apuntan en la dirección en la que llega el �ujo de
vapor y es una consecuencia directa del proceso de auto-ensombrecimiento
adatómico; además, cuando se ve directamente por encima, la longitud del
eje largo relativo al ancho del agregado se incrementa marcadamente para
�
�
< 300. Las columnas se separan y comienzan a crecer como cilindros no

competitivos, con sección transversal elíptica debido a la anisotropía en el
auto ensombresimiento, conforme �

�
se va disminuyendo. Las columnas se
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1.3. PELÍCULAS DELGADAS ESCULPIDAS QUIRALES

separan más en la dirección de incidencia del vapor debido al incremento en
el efecto de ensombrecimiento en la dirección longitudinal (paralela al plano
de incidencia del vapor), mientras que el ensombrecimiento en la dirección
transversal no se afecta por cambios en �

�
. Esto conduce a un promedio más

alto en la densidad de masa en la dirección transversal, y a una anisotropía
en esta densidad que se ha explotado comercialmente en películas delgadas
magnéticas.

1.2.3. STFs primitivas con morfología nemática

Un evento pionero ocurrió en 1966 que eventualmente condujo a la apari-
ción del concepto de las STFs en 1994. Mientras una CTF estaba creciendo,
Nieuwenhuizen y Haanstra deliberadamente alteraron �

�
para probar que la

morfología columnar no puede ser el resultado del método de preparación por
si mismo [26]. El cambio resultante en � fue llevado a cabo mientras que el
grosor de la película creció � 3 nm, siendo la transición prácticamente abrup-
ta en los regímenes del infrarrojo y el visible. Aproximadamente dos décadas
después, Motohiro y Taga demostraron que � se puede alterar abruptamente
de una forma sencilla durante el crecimiento [27], lo cual fue con�rmado unos
años después. Esta habilidad es la base para construir STFs con morfologías
nemáticas de núcleo doblado.
Así, se construyeron las STFs primitivas con morfologías de zigzag y de

patrones en forma de V. La similitud entre las CTFs y los cristales se ha
notado desde hace mucho en la literatura óptica, así que las STFs primitivas
con morfología nemática se pueden considerar como placas cristalinas api-
ladas. Esto se ha explotado inteligentemente por los diseñadores, fabricantes
y se han probado en varios dispositivos ópticos. Además, ahora la bideposi-
ción tanto en serie como simultánea de las CTFs y las STFs con patrones
en V, son rutinarias en la manufactura de placas onduladas para la industria
automovilística.

1.3. Películas Delgadas Esculpidas Quirales

Otro evento importante en la aparición del concepto de STF había ocu-
rrido ya en 1959. Aunque este evento paso por mucho tiempo inadvertido,
todo el crédito por las STFs periódicas con morfología quiral se debe dar
a Young y Kowal [2]. Aun sin ver la morfología anisotrópica de las CTFs
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1.4. PELÍCULAS DELGADAS ESCULPIDAS

por medio de la exploración de microscopía electrónica, estos dos pioneros
concientemente rotaron de forma constante el substrato alrededor del eje z
durante el crecimiento para crear películas delgadas de �uoruro de calcio con
la morfología predicha para desplegar transmisión con actividad óptica. Muy
probablemente, ellos fueron los primeros investigadores que deliberadamente
manipularon la morfología de las películas delgadas para producir una STF
no trivial, con una morfología completamente tridimensional.
El concepto de vacíos en las películas delgadas comenzo a ser común 12

años después. Notablemente, Young y Kowal [2] de hecho usaron esta pa-
labra para conjeturar que "la actividad óptica de una película depositada
helicoidalmente se puede deber a la acción cooperativa de un arreglo simétri-
co helicoidal de cristales, cristales creciendo o vacíos". Además, ellos con-
jeturaron que la dirección columnar podría cambiar virtualmente de forma
instantánea y continua con cambios en la posición y la orientación del subs-
trato. Afortunadamente, la técnica de Young-Kowal de rotar el substrato,
la morfología helicoidal obtenida, y la actividad óptica en la transmisión de
STFs quirales, fue redescubierta en la última década. Subsecuentes progresos
en la fabricación y características ópticas se han llevado acabo muy rápido.
El esculpido tridimensional de morfología columnar se logra más fácil-

mente al rotar el substrato alrededor de un eje normal al plano del substrato,
durante la deposición física de vapor. La densidad de �ujo de vapor y la
velocidad de rotación del substrato se deben mantener a valores �jos. Bajo
condiciones apropiadas, crecen columnas helicoidales con paso �jo (es decir
período estructural). Estos son los análogos en estado sólido de los cristales
líquidos quirales [1], y por lo tanto exhíben actividad óptica.

1.4. Películas Delgadas Esculpidas

Como ya se mencionó, durante los años 90s se lograron experimental-
mente construir una amplia variedad de morfologías columnares, por medio
del control de dos de los ejes fundamentales de rotación del substrato, obtener
multisecciones con diferentes morfologías columnares y/o diferentes materia-
les, además, de que existen una amplia gama de aplicaciones potenciales; y se
pueden dirigir e interconenctar la preparación, las propiedades y aplicaciones
al relacionar los resultados teóricos y experimentales (ver pág. 3).
Sin embargo, el ancho de columna de una súper hélice se incrementa

con la evolución de crecimiento. En muchos reportes sobre las STFs, las
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columnas muestran por exploración de microscopía electrónica que la sección
transversal aparece paralela con diámetros de sección transversal entre 10
y 300 nm y con un rango similar en las distancias de separación. Ya que
la mayoría de las aplicaciones ópticas de las STFs requiere que el diámetro
columnar, la distancia de separación entre las columnas y la conectividad
entre las columnas todo permanezca constante durante el crecimiento, esta
condición del tamaño de la columna en estado estacionario tiene ventajas
prácticas, como que los espectros de actividad óptica sean predecibles como
anteriormente se había mencionado (pág. 7).

1.5. Aplicaciones Ópticas de las STFs

Aunque se pronosticaron tempranamente las aplicaciones ópticas, elec-
trónicas, acústicas, térmicas, químicas y biológicas de las STFs, el potencial
de estos materiales nanoestructurados ha sido actualizado con el mayor éxito
posible en la óptica lineal hasta el momento.
Varios tipos de �ltros ópticos, sensores y displays con control eléctrico

están en diferentes etapas de desarrollo, pero de�nitivamente están pasando
sus etapas iniciales.

1.5.1. Filtros ópticos

Las STFs quirales despliegan el fenómeno de Bragg circular en concor-
dancia con su inhomogeneidad periódica a lo largo del eje z. Brevemente, una
STF estructuralmente quiral de lateralidad derecha/izquierda de solamente
unos pocos períodos de grosor re�eja casi completamente ondas planas po-
larizadas circularmente a derecha/izquierda (CPD/CPI), con longitudes de
onda en el llamado régimen de Bragg, a incidencia normal; mientras la re-
�exión de ondas planas CPI/CPD a incidencia normal en el mismo régimen
es muy pequeña.
El ancho de banda del régimen de Bragg y el pico de re�ectividad de éste

primero se incrementa con el grosor de la STF quiral, y entonces se satura.
Una vez que esta saturación ha ocurrido, el engrosamiento de la película
tiene efectos despreciables en el espectro de re�exión. El régimen de Bragg
también esta marcado por una gran actividad óptica, el cual, sin embargo no
escala con el grosor de la película y es también altamente dependiente de la
orientación del fasor incidente de campo eléctrico [28].
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Si una onda plana incide oblicuamente (es decir k 6= 0) es posible obtener
más de un régimen de Bragg, pero parece que el caso a incidencia normal es
el de mayor valor en el contexto de la tecnología planar. Los mayores exitos
reportados son los siguientes:
Filtros de polarización circular. El fenómeno circular de Bragg se puede

emplear para fabricar �ltros de polarización circular. Una onda plana pola-
rizada circularmente de una dirección (derecha o izquierda) que incide nor-
malmente se puede re�ejar casi completamente, mientras que para la otra
dirección se transmite substancialmente, si la absorción es su�cientemente
pequeña y la película es su�cientemente gruesa, lo cual se ha observado ex-
perimentalmente [29]. El régimen de Bragg se puede posicionar virtualmente
a cualquier longitud de onda en el espacio libre entre los 450 y 1700 nm.
Los cálculos revelan que se pueden obtener �ltros insensibles a la pola-

rización, para las aplicaciones en espejos láser. Esto se puede obtener con una
cascada de dos STFs idénticas quirales pero de dirección estructuralmente
opuesta [30, 31]. Además se puede ampliar el ancho de la banda [32, 33]
y las STFs quirales fuertemente entrelazadas pueden ser atractivas para la
ingeniería de banda ancha [34]. Finalmente, las características dispersivas
pueden permitir más de una régimen de Bragg [35].
Se ha diseñado un inversor de dirección para luz de solamente uno de

los dos estados de polarización circular el cual ya se ha fabricado así como
probado [36, 37]. Como el primer aparato de dos secciones de STFs reportado,
este comprende una STF quiral y una CTF funcionando como una placa de
mitad de onda. Básicamente, ésta casi completamente re�eja, por decir, luz
CPI, mientras que transmite substancialmente luz incidente CPD después de
transformarla en luz CPI, en el régimen de Bragg.
Filtros espectrales de agujero. Se propuso una STF de dos secciones como

un �ltro de agujero espectral. Ambas secciones son STFs quirales de la misma
dirección estructural y de grosor idéntico L. Sus períodos estructurales 2
1 y
2
2 se eligen tal que 2L(


�1

2
�
�1

2
) = 1. Una banda de transmisión delgada o

paso de banda entonces aparece para ondas planas polarizadas circularmente
de la misma dirección que la de las dos secciones quirales de las STFs.
Una STF de tres secciones más robusta se propuso también como un �ltro

de agujero de re�exión [38]. Las secciones primera y tercera son idénticas a las
de las STFs quirales, mientras que la sección intermedia delgada es una capa
homogénea que actúa como un defecto de fase. Este diseño se implemento
para obtener un agujero espectral de 11 manómetros de ancho centrado en
la longitud de espacio libre de 580 nm en el espectro de re�ectancia.
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Aun un mejor diseño llego a estar disponible poco después, en donde la
capa intermedia se eliminó, pero la STF quiral más baja se torció por 900

alrededor del eje z con respecto a la STF quiral superior. El torcimiento se
efectuó satisfactoriamente para funcionar como el defecto de fase requerido
[40]. Con STFs quirales mucho más gruesas en el lado del defecto de fase, los
cálculos revelan que se pueden obtener agujeros espectrales ultra delgados
(de 0;1 nm de ancho de banda) en el espectro de transmitancia [10]; pero su
funcionamiento se puede deteriorar por la atenuación dentro de las secciones
gruesas. Se espera que cascadas de defectos de fase de diferentes tipos den
funcionamientos más robustos en comparación con sólo un defecto [41].

1.5.2. Sensores ópticos de �uidos

La porosidad de las STFs los hace atractivos para la detección de con-
centraciones de �uidos [42, 43], porque sus propiedades de respuesta óptica
deben cambiar en concordancia con la densidad del número de moléculas in-
�ltradas. En particular, las investigaciones han mostrado que el régimen de
Bragg de una STF quiral por consiguiente debe desplazarse, de tal modo que
da una medida de la concentración del �uido [42]. Soporte cualitativo para
este descubrimiento se da en experimentos sobre STFs húmedas y secas [44].
Además, �ltros de agujeros espectrales de STFs pueden funcionar como

sensores de concentración de �uidos altamente sensibles. Experimentos tanto
con luz incidente polarizada circularmente como con luz no polarizada han
con�rmado el corrimiento al rojo de los agujeros espectrales bajo la exposición
a humedad.

1.5.3. Displays

Los cristales líquidos se pueden controlar eléctricamente y son, por lo
tanto, ampliamente usados como displays [45, 46]. Aunque las STFs, en ge-
neral, no son eléctricamente controlables, se ha mostrado que la introducción
de cristales líquidos nemáticos alineados dentro de las regiones vacías de las
STFs quirales responden a voltajes aplicados [47].
Otra posibilidad interesante, es crecer nanotubos de carbón, (u otros ma-

teriales), por reacciones químicas con la participación de catalizadores �uidos
y precursores dentro de las STFs altamente porosas. El crecimiento de los
nanotubos tendría que conformarse en la estructura impuesta por el esquele-
to de la STF, y el material compuesto de STF y los nanotubos que se forman
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de esta manera podrían ser útiles para dispositivos de emisión.

1.5.4. Interconectores ópticos

La tecnología de las STF es compatible con la tecnología planar de chips
electrónicos. Las STF quirales tienen el potencial de guiar simultáneamente
ondas con diferentes velocidades de fase en diferentes direcciones [49, 50] y por
lo tanto, podrían funcionar como interconectores ópticos, conduciendo al uso
e�ciente de los chips electrónicos. Además debido a la estructura helicoidal de
las STFs qirales podrían resistir hendiduras verticales y fracturas. Además la
micro refrigeración simultánea permitida por la porosidad de las STFs sería
un bono.

1.5.5. Modulador de pulsos ópticos

El enorme crecimiento actual de las comunicaciones ópticas digitales ha
proporcionado el ímpetu para la investigación en el dominio del tiempo en
nuevos materiales. Como las STFs quirales son muy atractivas para aplica-
ciones ópticas, el fenómeno de Bragg circular ha sido estudiado en el do-
minio del tiempo. Se ha identi�cado un fenómeno de "pulse-bleeding" como
el mecanismo subyacente, el cual puede afectar drásticamente las formas, las
amplitudes y las componentes espectrales de pulsos de femtosegundos [51].
Sin embargo, pulsos rectangulares de banda estrecha pueden pasar sin pérdi-
das signi�cativas de información [52]. La aplicación de las STFs para formar
pulsos ópticos parece estar esperando.

1.5.6. Biochips y Biosensores

las STFs están dotadas de porosidad de texturas nano dirigidas por lo
que pueden funcionar como micro reactores para reacciones productoras de
luminiscencia involucrando bioquímicos. La emisión de la Biolumniniscencia
está limitada al ser afectada por las características del reactor. Si el reactor es
una STF quiral se puede explotar su periodicidad helicoidal. Se ha demostra-
do teóricamente que la dirección de la estructura así como la periodicidad de
las STFs quirales controlan el espectro de emisión y la intensidad, mientras
que el estado de polarización de la luz emitida está fuertemente correlacio-
nada con la dirección estructural de los �lamentos fuentes embebidos [53].
Además parece posible la optimización con respecto a �

�
[54, 55].
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Las STFs también pueden funcionar como biosensores en otras modali-
dades. Por ejemplo, se sabe que los depósitos de agua subterránea y las minas
inundadas albergan bacterias anaeróbicas que reducen los metales. Una �bra
óptica con su extremidad cubierta por una STF quiral hecha de óxido de
hierro se podría introducir en un ambiente anaeróbico, donde las bacterias
reductoras de metales reducirían la STF quiral gradualmente. Cálculos pre-
liminares indican que resultarían corrimientos espectrales de la �rma óptica
de la STF quiral. Tales desplazamientos se podrían monitorear sobre la tierra
para estimar la concentración bacterial.
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Capítulo 2

Óptica de Medios Helicoidales

En este capítulo se presenta la teoría necesaria para resolver el problema
de nuestro interés, el cual es encontrar los modos ópticos, propagantes y loca-
lizados en una película STF con un defecto de torsión en el centro de la capa,
que presenta efecto Pockels. Para efectos de sintonización electro-óptica se
aplica un campo eléctrico cd a lo largo del eje de inhomogeneidad. También,
se encuentran las matrices de transferencia y dispersión, para de aquí obtener
las transmitancias y las re�ectancias co-polarizadas y polarizadas cruzadas.
La teoría empleada es la misma para todos los medios helicoidales, como

son cristales líquidos colestéricos, elastómeros quirales o STFs quirales. Al
introducir el defecto de torsión, lo que deseamos conseguir es que haya un
régimen de Bragg en el espectro óptico con un agujero espectral, como se ha
reportado anteriormente para el caso de materiales estructuralmente quirales
(MEQs) con defecto de torsión, que no presentan efecto Pockels [10, 9]. El
sistema propuesto es físicamente el mismo que un colestérico con defecto, sólo
que en estado sólido. Sin embargo, las magnitudes de las constantes dieléctri-
cas de las STFs pueden ser mayores comparadas con las de los colestéricos1,
lo mismo sucede con las anisotropías2. Además, tienen diferentes respuestas
a campos eléctricos externos, por ejemplo, en el caso de las STFs quirales no
se puede cambiar el tamaño del paso o período de la hélice, puesto que son
sólidas, pero a diferencia de los colestéricos pueden exhibir efecto Pockels.

1Por ejemplo, para una STF de Niobato de Potasio, kNbO3; las constantes dieléctricas
tienen valores entre �STF ' 4�72� 5�43, [14, 15], mientras que los valores típicos para los
colestéricos �col ' 2�3� 2�5 [10].

2La anisotropía dieléctrica es �a col ' 0
�
2 para los cristales líquidos coléstericos y

�aSTF ' 0�7 para una STFs de Niobato de Potasio.
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Este sistema, un MEQ con un defecto de torsión, no había sido estudiado
considerando que el material es una STF quiralque al ser sólida tiene la ven-
taja, además de presentar efecto Pockels, de que sus tiempos de respuestas a
campos eléctricos son mucho mayores, tan solo de 10�9 s [13], comparados con
un cristal líquido que es del orden de 10�3 s [6]. En este caso, consideramos
que el defecto de torsión es de 900, lo que ocasiona que el agujero espectral
se encuentre en el centro del régimen de Bragg como se ha reportado en las
referencias [10, 5].
Este dispositivo se puede emplear como un �ltro de luz circularmente

polarizada, como un sintonizador de estado sólido en un láser, o bien como
un sensor para medir humedad o bacterias anaeróbicas que reducen los me-
tales, ya que se ha observado que el régimen de Bragg se recorre al azul o
al rojo debido a cambios en la densidad de la STF quiral [28]. También, se
ha reportado que el tiempo de permanencia fotónico en el plano del defec-
to, depende del grosor de la muestra [10, 5]. Este tiempo de permanencia
fotónico nos da una medida del tiempo que permanece la energía fotónica al-
macenada en el plano del defecto, éste se puede calcular encontrando el modo
del defecto y las ondas propagantes, puesto que el tiempo de permanencia
es la energía almacenada en el defecto entre la potencia total de las ondas
propagantes dentro del material. Por lo que el dispositivo, además, funciona
como un almacenador de energía fotónica, lo que permite la disminución de
la energía umbral de láseres. Por lo tanto si logramos maximizar este tiempo
de permanencia podremos optimizar la disminución en la energía umbral de
láseres.
Adicionalmente hemos considerado que el material con el que está cons-

truida la STF presenta efecto Pockels y por lo tanto, el tensor dieléctrico
depende linealmente del campo eléctrico aplicado lo que permitirá una sin-
tonización electro-óptica del agujero espectral, o modo del defecto, lo cual
no se había investigado anteriormente, para el sistema físico propuesto. La
teoría relacionada con la sintonización de los MEQs, se expone en el siguien-
te capítulo, aquí es importante mencionar que se habían estudiado STFs,
que presentan efecto Pockels y por lo tanto son electro-ópticamente sintoni-
zables, sin embargo éstas no incluían un defecto de torsión. La compresión
del efecto Pockels, los corrimientos en los espectros ópticos y la aparición
de puntos pseudo-isotrópicos, que se presentan en el siguiente capítulo, son
esenciales para la interpretación de los resultados. Así, empleamos la teoría
que se expone a continuación, considerando el tensor dieléctrico de referencia
correspondiente al del efecto Pockels, donde las constantes dieléctricas de-
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penden linealmente del campo eléctrico aplicado. Además, consideramos que
el paso de la hélice tiene un salto de 900 en un plano que se encuentra en el
centro de la capa quiral.

Es más fácil construir morfologías columnares tridimensionales esculpi-
das rotando el substrato alrededor de un eje normal al plano del substrato,
durante la deposición física de vapor. La densidad de �ujo de vapor y la
velocidad de rotación del substrato se deben mantener a valores �jos. Bajo
condiciones apropiadas, crecen columnas helicoidales con paso �jo (es decir,
con período estructural). Estas son los análogos en estado sólido a los cristales
líquidos quirales, y por lo tanto exhíben actividad óptica. No solamente se
pueden rastrear todos los hechos precedentes sobre las películas delgadas
esculpidas (Esculptured Thin Films) STFs hasta un artículo pionero publi-
cado por Young y Kowal [2] en 1959, además su fundamento morfológico es
transparente en un artículo de Bose en 1989 [57].
A pesar de su publicación en una revista prestigiosa, el logro de Young-

Kowal permaneció en la oscuridad por más de tres décadas. Afortunada-
mente, la técnica de rotar el substrato, la morfología helicoidal observada, y
la actividad óptica en la transmisión de las películas delgadas fabricadas se
redescubrieron en la última década. Progresos subsecuentes se han llevado a
cabo rápidamente en cuanto a su fabricación y características óptica.
Para estudiar la óptica de las STFs quirales empleamos las ecuaciones de

Maxwell en medios. Estas ecuaciones se aplican a cualquier medio que res-
ponde a campos electromagnéticos. La forma en la que responden los medios
a los campos electromagnéticos está dada por los tensores dieléctrico y de
susceptibilidad magnética.
Para medios no magnéticos el tensor de susceptibilidad magnética es el

tensor identidad. La gran mayoría de los materiales son no magnéticos a las
longitudes de onda de la luz. Por lo tanto, en lo que sigue consideramos que
el medio es no magnético.
El material a emplear, en este caso particular es el Niobato de Potasio

(KNbO3). Se puede obtener el tensor dieléctrico del material tomando en
cuenta el grupo de simetría puntual al que pertenece. En el caso del Nioba-
to de Potasio, que es un material ortorrómbico, se considera un sistema de
referencia basado en un conjunto de vectores ortonormales en las direcciones
de sus tres ejes de simetría o principales, que son perpendiculares entre si.
Así, se obtiene su tensor dieléctrico diagonalizado y en ausencia de campo
eléctrico. De aquí, es posible obtener el tensor dieléctrico en un sistema arbi-
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trario y tomando en cuenta su respuesta a un campo eléctrico externo, ya que
este material presenta efecto Pockels. Por lo tanto, sus constantes dieléctricas
dependen linealmente del campo eléctrico y esta dependencia está dada por
los coe�cientes electro-ópticos. A este tensor dieléctrico, propio del material,
le llamamos el tensor dieléctrico de referencia.
Debido a la helicidad y la inclinación de la STF, empleamos un sistema de

referencia que rote alrededor del eje z y alrededor del eje y. En este sistema
de referencia la luz que se propaga en la película, percibe al material como
homogéneo. A esta transformación de coordenadas se le llama la transforma-
ción de Oseen y permite resolver las ecuaciones de propagación de los campos
electromagnéticos de una forma más sencilla para incidencia normal.
La morfología de estas STFs es quiral o dada, y su tensor de permitividad

relativa, tomando en cuenta lo anteriormente dicho, es �
r
(z; !) = S

z
(z) �

�
ref
(!) �ST

z
(z); donde el tensor de rotación S

z
(z) y el tensor de permitividad

relativa de referencia �
ref
(!) son respectivamente

S
z
(z) = uzuz + (uxux + uyuy) cos �(z) + (uyux + uxuy) sen�(z); (2.1)

�
ref
(!) = �a(!)uzuz + �b(!)uxux + �c(!)uyuy; (2.2)

donde ux, uy, uz son vectores unitarios, que constituyen un sistema de coor-
denadas ortogonal derecho. Por ejemplo, para los materiales ortorrómbicos
el sistema de referencia está formado por los ejes principales. �a, �b, �c son
las constantes dieléctricas a lo largo de las direcciones correspondientes a
los vectores y �(z) es una función que depende de z. En el caso de las STFs
quirales �(z) = h

z



; donde h = 1 para lateralidad derecha de la STF, h = �1,

para izquierda y 
 es la mitad del período de la hélice. Puesto que estas es-
tructuras también tienen un ángulo de inclinación � (ver Fig. 2.1), que está
relacionado con el ángulo de las moléculas o agregados que forman la STF
con respecto a las capas de la película, se aplica una rotación que depende
de �: bS

y
(�):

La estructura no requiere que la inhomogeneidad sea periódica, ni que
la morfología sea helicoidal. Pero cuando las STFs poseen ambas caracterís-
ticas, el análisis se simpli�ca considerablemente y esto da como resultado
dispositivos útiles.
En este capítulo consideramos STFs quirales, cuyas columnas son no-

minalmente hélices perfectas de sección transversal elíptica. Los parámetros
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Figura 2.1: a) Parámetros estructurales en un MEQ. El período estructural

 y el ángulo de inclinación de las columnas � de una STF quiral. b) STF
con diferente ángulo de inclinación y mismo período estructural.

morfológicos, son el período estructural 
; que es la mitad del período de la
hélice y el ángulo de inclinación de las columnas �; que está relacionado con
el ángulo que forman las moléculas o agregados de la STF con respecto a las
capas. Estos parámetros se ilustran en la Fig. 2.1. Macroscópicamente, una
STF quiral es un dieléctrico continuo periódicamente inhomogéneo, con su
eje de inhomogeneidad paralelo al eje z. La propagación de luz en un STF
quiral se describe en términos de una ecuación diferencial ordinaria matricial
de 4�4. La periodicidad da como lugar el despliegue del fenómeno de Bragg,
el cual es de tipo circular, ya que permite la discriminación entre ondas planas
circularmente polarizadas a izquierda (CPI) y a derecha (CPD).
A continuación se exponen los fundamentos electromgnéticos que son las

ecuaciones de Maxwell aplicadas a los medios bi-anisotrópicos helicoidales,
en particular a las STFs quirales. La teoría relacionada con la óptica de las
STFs se puede consultar y se encuentra con mayor extensión en la Ref. [28].

2.1. Fundamentos Electromagnéticos

Como se ha mencionado al principio del capítulo, empleamos la teoría
que se expone a continuación, considerando el tensor dieléctrico de referencia
correspondiente a un material que presenta efecto Pockels, que se expone en
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el siguiente capítulo, donde las constantes dieléctricas dependen linealmente
del campo eléctrico aplicado. Además la STF presenta un defecto de torsión
lo que tendrá como resultado un agujero espectral en el centro del régimen de
Bragg, como se ha reportado al tomar como sistema un material colestérico
en el que incide luz a lo largo del eje de inhomogeneidad.

Las STFs quirales son ejemplos de películas delgadas de medios bi-aniso-
trópicos helicoidales (PDMBH). Las PDMBH tienen un tensor de permitivi-
dad relativa

�
PDMBH

r
(z; !) = S

z
(z) � bS

y
(�) � �0

ref
(!) � bST

y
(�) � ST

z
(z); (2.3)

donde

S
z
(z) = uzuz + (uxux + uyuy) cos �(z) + (uyux + uxuy) sen�(z); (2.4)

es una matriz de rotación alrededor del eje z, tomando en cuenta la anisotropía
a lo largo de z;

bS
y
(�) = uzuz + (uxux + uzuz) cos�+ (uzux + uxuz) sen�; (2.5)

es una matriz de rotación alrededor del eje y; tomando en cuenta el ángulo
de inclinación � de la STF
y

�
ref
(!) = �a(!)uzuz + �b(!)uxux + �c(!)uyuy: (2.6)

donde ux, uy, uz son vectores unitarios, que constituyen un sistema de coor-
denadas ortogonal derecho, �a, �b, �c son las constantes dieléctricas a lo largo
de las direcciones correspondientes a los vectores y �(z) es una función que
depende de z y en el caso de las STFs quirales es �(z) = h

z



.

Las STFs quirales son periódicamente inhomogéneas, y su tensor de per-
mitividad relativa se simpli�ca a

�
quiralSTF

r
(z; !) = Ŝ

z
(h;

z



) � bS

y
(�) � �0

ref
(!) � bST

y
(�) � bST

z
(h;

z



); (2.7)

donde 
 es el periódo estructural de la STF y Ŝ
z
es la matriz de rotación

que está dada por
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bS
z
(h; �) = uzuz + (uxux + uyuy) cos(h�) + (uyux + uxuy) sen(h�); (2.8)

donde � = z



; esta expresión captura la forma helicoidal de las columnas. El

parámetro estructural h puede ser igual a 1 o �1 para indicar uno de los dos
tipos de estructura, derecha o izquierda, como se ilustra en la Fig. 2.2.

Figura 2.2: Lateralidad estructural y periódo de una STF quiral, h=1, para
lateralidad derecha y h=-1, para lateralidad izquierda.

Así, las relaciones constitutivas en el dominio de frecuencias de una STF
quiral se establecen como

D(r; !) = �0Ŝ
z
(h;

z



) � bS

y
(�) � �0

ref
(!) � bST

y
(�) � bST

z
(h;

z



) � E(r; !); (2.9)

B(r; !) = �
0
H(r; !): (2.10)

que implica que las propiedades magnéticas son despreciables.

2.1.1. Modo

La representación espacial de Fourier

E(r; !) = e(z; �;  ; !) exp[i�(x cos + y sen )]; (2.11)
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Figura 2.3: Dirección de propagación de una onda plana incidente.

H(r; !) = h(z; �;  ; !) exp[i�(x cos + y sen )]; (2.12)

de los fasores de campo electromagnético es su�cientemente general, con-
siderando ondas planas. Aquí, � es el número de onda transversal y  es un
ángulo, los dos �jados por las condiciones de incidencia. El ángulo que de�ne
la dirección de incidencia de la luz con respecto al eje z, es � = sen

�1(�=�0),
donde �0 = 2�=� es el número de onda de la luz, con � la longitud de onda
de la luz incidente; este ángulo puede ser de valor complejo para considerar
ondas planas evanescentes. Los ángulos � y  , que de�nen la dirección de
propagación de la luz incidente y su polarización, se pueden observar en la
Fig. 2.3. La propagación axial se describe al establecer � = 0 y con � 6= 0
para la propagación oblicua.
La substitución de las ecuaciones (2.9)-(2.10) en los ecuaciones rota-

cionales de Maxwell sin fuentes

r� E(r; !) = i!B(r; !); (2.13)

r�H(r; !) = �i!D(r; !); (2.14)
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conduce a cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias y dos ecuaciones alge-
braicas.
Las ecuaciones algebraicas producen [28]

ez(z; �;  ; !) =
�d(!)

�a(!)�b(!)
f[�a(!)� �b(!)] sen� cos�

�

h
ex(z; �;  ; !) cos

�
�z




�
+ hey(z; �;  ; !) sen

�
�z




�i

+
�

!�0
[hx(z; �;  ; !) sen � hy(z; �;  ; !) cos ]g (2.15)

y

hz(z; �;  ; !) = �
�

!�
0

[ex(z; �;  ; !) sen � ey(z; �;  ; !) cos ] (2.16)

para las componentes normales de e y h. La permitividad escalar relativa
compuesta

�d(!) =
�a(!)�b(!)

�a(!) cos2  + �b(!) sen2 
: (2.17)

La eliminación de ez y hz de las ecuaciones diferenciales ordinarias pro-
duce el modo 4� 4

d

dz
[f(z; �;  ; !)] = i[P(z; �;  ; !)][f(z; �;  ; !)]; (2.18)

donde el vector columna [f(z; �;  ; !)] está en términos de las componentes
transversales de los campos electromagnéticos, lo que se conoce como la re-
presentación de Marcuvitz-Schwinger

[f(z; �;  ; !)] =

2
664

ex(z; �;  ; !)
ey(z; �;  ; !)
hx(z; �;  ; !)
hy(z; �;  ; !)

3
775 (2.19)

y la matriz [P(z; �;  ; !)] es una función de z, cuya forma explicita se en-
cuentra en el apéndice A.
Con el �n de resolver el problema de valores a la frontera formulamos una

ecuación matricial, que se estudiará con mayor detalle en la sección 2.1.3. La
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2.1. FUNDAMENTOS ELECTROMAGNÉTICOS

solución a esta ecuación nos da el valor de los campos electromagnéticos en
una frontera de�nida por un plano z = cte, en función de los campos en
z = 0; por medio de una matriz. La solución general a esa ecuación se le
llama el matrizante [M(z; �;  ; !)] para el modo (2.18). Éste se de�ne por
medio de la ecuación de transferencia.

[f(z; �;  ; !)] = [M(z; �;  ; !)][f(0; �;  ; !)]; (2.20)

el matrizante es la solución de la ecuación diferencial

d

dz
[M(z; �;  ; !)] = i[P(z; �;  ; !)][M(z; �;  ; !)]: (2.21)

Solamente un valor de frontera del matrizante es necesario para deter-
minar su unicidad, y el valor a la frontera esta dado por la ecuación (2.20)
como

[M(0; �;  ; !)] = [I]: (2.22)

Así, cuando [M(z; �;  ; !)] cumple con esta última condición en z = 0, el
matrizante coincide con la matriz de transferencia.

2.1.2. Transformación de Oseen

La ecuación (2.21) se puede resolver por varios procedimientos, algunos
analíticos, otros numéricos. Pero se logra una profundidad física adicional
por medio de la implementación de la transformación de Oseen. Trabajando
en cristales líquidos colestéricos, Oseen sugirió en 1933 [58] la introducción
de un sistema de coordenadas que se tuerce para imitar la orientación he-
licoidal de las moléculas. En este sistema de coordenadas espacial variable,
el cristal líquido colestérico parece ser una sustancia uniaxial y homogénea
para la propagación axial. La misma visualización resulta cierta para las
STFs quirales. El caso en el que la inclinación de la STF � = 0; es idéntico
al colestérico. Sin embargo, en el caso en el que � 6= 0, la STF parece ser
una sustancia homogénea, pero el tensor dieléctrico sigue siendo biaxial, para
propagación axial.
La transformación de Oseen del sistema de coordenadas consiste en la

formulación de un vector columna

[f 0(z; �;  ; !)] = [B(�z=
)][f(z; �;  ; !)]; (2.23)
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donde la matriz función 4� 4 es

[B(�)] =

2
664

cos(��) �h sen(��) 0 0
h sen(��) cos(��) 0 0

0 0 cos(��) �h sen(��)
0 0 h sen(��) cos(��)

3
775 (2.24)

En consecuencia, la ecuación (2.18) se transforma al modo 4� 4

d

dz
[f 0(z; �;  ; !)] = i[P0(z; �;  ; !)][f 0(z; �;  ; !)]; (2.25)

donde [P0(z; �;  ; !)] es la matriz especi�cada en el apéndice B. El matrizante
[M0(z; �;  ; !)] para la ecuación (2.25) satisface la ecuación diferencial

d

dz
[M0(z; �;  ; !)] = i[P0(z; �;  ; !)][M0(z; �;  ; !)]; (2.26)

junto con la condición

[M0(0; �;  ; !)] = [I]: (2.27)

2.1.3. Matrizante

Con la matriz [P(z; �;  ; !)] variando con z , una solución delmodo (2.18)
es virtualmente imposible de encontrar, en general. Aun así, la ecuación (2.18)
es una ecuación diferencial lineal, y una solución de la forma

[f(L; �;  ; !)] = [M(L; �;  ; !)][f(0; �;  ; !)] (2.28)

debe existir. La clave de la óptica de STF quirales es la determinación de la
matriz de transferencia [M(L; �;  ; !)] en una forma conveniente.
La ecuación (2.28) no es conveniente cuando la matriz de transferencia

no se determina facilmente. En su lugar, se emplea una función matricial
llamada el matrizante [16].
El matrizante [M(z; �;  ; !)] del modo (2.18) es la solución de la ecuación

diferencial relacionada (2.21) sujeta a la condición (2.22).
La substitución de las ecuaciones (2.21) y (2.22) en la ecuación (2.18)

muestra que

[f(z; �;  ; !)] = [M(z; �;  ; !)][f(0; �;  ; !)]; (2.29)
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que se debe comparar con la ecuación (2.28) para notar que la matriz de
transferencia es simplemente un valor especial del matrizante. Solamente se
necesita un valor a la frontera del matrizante para encontrar la matriz única,
y este valor a la frontera se dá por la ecuación (2.22); por lo que es más fácil
resolver numéricamente la ecuación (2.21) que la ecuación (2.18).
En el caso de las STF quirales hay que hacer además algunas otras con-

sideraciones en la busqueda de simpli�car aun más los cálculos, por ejemplo,
una comparación entre las expresiones para [P(z; �;  ; !)] y [P0(z; �;  ; !)]
(apéndice A y B respectivamente), muestra que ésta última tiene una estruc-
tura mas simple. La relativa simplicidad es muy evidente para propagación
axial, porque [P0(z; 0;  ; !)] es independiente de z pero [P(z; 0;  ; !)] no lo
es.
Como la propagación axial es atractiva tecnológicamente, preferimos tra-

bajar con la ecuación (2.26) en lugar de (2.21). Una vez que [M0(z; �;  ; !)]
ha sido determinada, el cálculo de

[M(z; �;  ; !)] = [B(z=
)][M0(z; �;  ; !)]; (2.30)

es directo. De aquí le sigue la relación

[f(z; �;  ; !)] = [B(z=
)][M0(z; �;  ; !)][f(0; �;  ; !)]; (2.31)

2.2. Matriz de Transferencia

La matriz de transferencia de un STF quiral de grosor L es [M(z; �;  ; !)],
porque la relación

[f(L; �;  ; !)] = [M(L; �;  ; !)][f(0; �;  ; !)] (2.32)

entre los dos valores en la frontera de [f(z; �;  ; !)] se sigue de la Ec. (2.20).
La periodicidad de la STF quiral es de ayuda en el cálculo de su matriz de
transferencia. Como

[P0(z + 2m
; �;  ; !)] = [P0(z; �;  ; !)]; m = 1; 2; 3; :::; (2.33)

el matrizante obedece el teorema de Floquet-Lyapunov [16]; por lo tanto,
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[M0(2m
; �;  ; !)] = f[M0(2
; �;  ; !)]gm ; m = 1; 2; 3; :::: (2.34)

El cálculo de la matriz de tranferencia entonces se simpli�ca a

[M(L; �;  ; !)] = [B(L=
)][M0(L� 2mL
; �;  ; !)] f[M
0(2
; �;  ; !)]g

mL
;

(2.35)
donde mL es el entero mayor, menor o igual a L=2
.

2.2.1. Propagación axial

La transformación de Oseen es especialmente útil para propagación axial,
ya que

[P0(z; 0;  ; !)] =

2
664

0 �ih
�



0 !�

0

ih
�



0 �!�

0
0

0 �!�0�c(!) 0 �ih
�




!�0�c(!) 0 �ih
�



0

3
775 = [A

0(!)]

(2.36)
es independiente de z. Por lo tanto, la Ec. (2.25) se simpli�ca a

d

dz
[f 0(z; 0;  ; !)] = i[A0(!)][f 0(z; 0;  ; !)]; (2.37)

la cual tiene propiedades anisotrópicas. Así, la matriz de transferencia para
la propagación axial es directamente:

[M(L; 0;  ; !)] = [B(L=
)] exp fi[A0(!)]Lg : (2.38)

2.3. Re�exión y Transmisión

El problema principal para la óptica de películas delgadas, se formula
para una STF quiral de grosor L. El espacio donde z � 0 y z � L está
vacío. Una onda plana polarizada arbitrariamente incide oblicuamente en la
STF quiral desde la mitad del espacio con z � 0. Como resultado, hay una
onda plana re�ejada en la misma mitad del espacio, así como una onda plana
transmitida en la mitad del espacio z � L. Sus amplitudes se determinan al
resolver un problema de valores de frontera.
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2.3.1. Ondas planas incidente, re�ejada y transmitida

El vector de propagación de la onda plana que incide oblicuamente forma
un ángulo � 2 [0; �=2) con respecto al eje +z, y esta inclinado hacia el eje x
en el plano xy por un ángulo  2 [0; 2�], como se muestra en la Fig. 2.3. De
acuerdo a esto, el número de onda transverso es

� = �0 sen�; (2.39)

donde �0 = 2�=� es el número de onda, con � la longitud de onda de la luz
incidente. También, se pueden tomar en cuenta ondas planas evanescentes
dando valores complejos del ángulo �.
La onda plana incidente está convencionalmente representada en térmi-

nos de componentes linealmente polarizadas en la literatura en óptica. Sin
embargo, para STFs quirales es más apropiada una descripción equivalente
en términos de componentes de polarización circular. Por conveniencia aquí
se presentan ambas componentes: lineales y circulares. Así, la onda plana
incidente está delineada por los fasores

einc(z) =

8
<
:

(ass+ app+)e
i�0z cos �

o

(aL
is�p+
p

2
� aR

is+p+
p

2
)ei�0z cos �

9
=
;

hinc(z) =

8
<
:

�
�1

0
(asp+ � aps)e

i�0z cos �

o

�i�
�1

0
(aL

is�p+
p

2
+ aR

is+p+
p

2
)ei�0z cos �

9
=
;

z � 0; (2.40)

donde �
0
=
p
�
0
=�0 es la impedancia intrínseca del espacio libre; as y ap

son las amplitudes de las componentes polarizadas perpendicular y paralela
respectivamente; aL y aR son las amplitudes de las componentes CPI y CPD,
respectivamente; y los vectores

s = �ux sen + uy cos ; (2.41)

p� = �(ux cos + uy sen ) cos � + uz sen�; (2.42)

son de magnitud unitaria. Por simplicidad notacional, de aquí en adelante
las dependencias sobre �,  , y ! sólo se mencionarán explícitamente si es
necesario.
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Los fasores de campo electromagnético asociados con las ondas planas
re�ejadas y transmitidas, respectivamente, se expresan por

eref (z) =

8
<
:

(rss+ rpp�)e
�i�0z cos �

o

(�rL
is�p

�

p

2
+ rR

is+p
�

p

2
)e�i�0z cos �

9
=
;

href (z) =

8
<
:

�
�1

0
(rsp� � rps)e

�i�0z cos �

o

i�
�1

0
(rL

is�p
�

p

2
+ rR

is+p
�

p

2
)e�i�0z cos �

9
=
;

z � 0; (2.43)

y

etra(z) =

8
<
:

(tss+ tpp+)e
i�0(z�L) cos �

o

(tL
is�p+
p

2
� tR

is+p+
p

2
)ei�0(z�L) cos �

9
=
;

htra(z) =

8
<
:

�
�1

0
(tsp+ � tps)e

i�0(z�L) cos �

o

�i�
�1

0
(tL

is�p+
p

2
+ tR

is+p+
p

2
)ei�0(z�L) cos �

9
=
;

z � L; (2.44)

Las amplitudes rs;p y ts;p indican las magnitudes de las componentes po-
larizadas perpendicular y paralelas de las ondas planas re�ejadas y trans-
mitidas, que en general están polarizadas elípticamente. Equivalentemente,
las amplitudes rL;R y tL;R indican las magnitudes de las componentes CPI y
CPD.
Es conveniente de�nir los coe�cientes de re�exión y transmisión. Estos

aparecen como los elementos de las matrices 2�2 en las siguientes relaciones:

�
rs

rp

�
=

�
rss rsp

rps rpp

� �
as

ap

�
;

�
rL

rR

�
=

�
rLL rLR

rRL rRR

� �
aL

aR

�
; (2.45)

�
ts

tp

�
=

�
tss tsp

tps tpp

� �
as

ap

�
;

�
tL

tR

�
=

�
tLL tLR

tRL tRR

� �
aL

aR

�
; (2.46)

Los coe�cientes de transmisión y re�exión co-polarizados son aquellos
para los que la polarización de la luz transmitida o re�ejada coincide con
la de la luz incidente. En cambio, en el caso de los coe�cientes polarizados
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cruzados, la polarización de la luz transmitida o re�ejada es opuesta a la
polarización de la luz incidente. Los coe�cientes co-polarizados tienen ambos
subíndices idénticos, mientras que los coe�cientes polarizados cruzados no.
Por ejemplo, tLR3 es el coe�ciente de transmisión para luz incidente CPD y
luz CPI transmitida. Las relaciones entre los coe�cientes lineales y circulares
son las siguientes:

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

rss = �
(rLL+rRR)�(rLR+rRL)

2

rsp = i
(rLL�rRR)+(rLR�rRL)

2

rps = �i
(rLL�rRR)�(rLR�rRL)

2

rpp = �
(rLL+rRR)+(rLR+rRL)

2

9
>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>;

; (2.47)

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

tss =
(tLL+tRR)�(tLR+tRL)

2

tsp = �i
(tLL�tRR)+(tLR�tRL)

2

tps = i
(tLL�tRR)�(tLR�tRL)

2

tpp =
(tLL+tRR)+(tLR+tRL)

2

9
>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>;

; (2.48)

El cuadrado de la magnitud de un coe�ciente de re�exión o transmisión
es la correspondiente re�ectancia o transmitancia; así, RLR =j rLR j2 es la
re�ectancia correspondiente al coe�ciente de re�exión rLR, y lo mismo se
cumple para los demás coe�cientes. El principio de conservación de energía
impone las constricciones

Rss +Rps + Tss + Tps � 1

Rpp +Rsp + Tpp + Tsp � 1

RLL +RRL + TLL + TRL � 1

RRR +RLR + TRR + TLR � 1

(2.49)

3Los subíndices L y R se deben a que son las primeras letras de las palabras inglesas
"Left" y "Right".
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La igualdad solamente se cumple en ausencia de disipación

2.3.2. Problema de valores a la frontera

Como las componentes tangenciales de E(r; !) y H(r; !) deben ser con-
tinuas a través de los planos z = 0 y z = L, los valores a la frontera de
[f(0; �;  ; !)] y [f(L; �;  ; !)] que aparecen en la Ec. (2.32) se pueden �jar
por medio de las ecuaciones (2.40)-(2.44). De aquí que,

[f(0; �;  ; !)] = [K(�;  )]

2
664

as

ap

rs

rp

3
775 =

[K(�;  )]
p

2

2
664

i(aL � aR)
�(aL + aR)
�i(rL � rR)
rL + rR

3
775 ; (2.50)

y

[f(L; �;  ; !)] = [K(�;  )]

2
664

ts

tp

0
0

3
775 =

[K(�;  )]
p

2

2
664

i(tL � tR)
�(tL + tR)

0
0

3
775 ; (2.51)

donde

[K(�;  )] =

2
664

� sen � cos cos � � sen cos cos �
cos � sen cos � cos sen cos �

��
�1

0
cos cos � �

�1

0
sen �

�1

0
cos cos � �

�1

0
sen 

��
�1

0
sen cos � ��

�1

0
cos �

�1

0
sen cos � ��

�1

0
cos 

3
775 :

(2.52)
El problema de re�exión y transmisión se reduce así a cuatro ecuaciones

algebraicas lineales simultáneas establecidas en forma matricial como
2
664

ts

tp

0
0

3
775 = [K(�;  )]

�1[M(L; �;  ; !)][K(�;  )]

2
664

as

ap

rs

rp

3
775 ; (2.53)

equivalentemente
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2
664

i(tL � tR)
�(tL + tR)

0
0

3
775 = [K(�;  )]

�1[M(L; �;  ; !)][K(�;  )]

2
664

i(aL � aR)
�(aL + aR)
�i(rL � rR)
rL + rR

3
775 :

(2.54)
Este grupo de ecuaciones se puede resolver por medio de manipulaciones

estándar de matrices para calcular los coe�cientes de re�exión y transmisión.
Análogamente, para el caso en el que se encuentra un defecto de torsión

en el medio, se resuelve como un problema de valores a la frontera. El plano
de discontinuidad en la hélice del material estructuralmente quiral (MEQ),
se considera una frontera y las componentes tangenciales de los campos elec-
tromagnéticos E y H deben ser continuas en esa frontera.

2.4. Solución a la Ecuación de Propagación

Ya que la matriz A0(!); para el caso de inciencia normal en un bloque o
capa de un medio helicoidal anisotrópico biaxial, de la Ec. (2.37) es indepen-
diente de z, esta ecuación de propagación admite cuatro soluciones las cuales
tienen la forma de ondas planas

�
j(z) = t

j exp(injz); j = 1; 2 (2.55)

en donde nj , tj, son los valores propios y vectores propios de A0(!), respec-
tivamente.
El campo interno se puede representar como una superposición de los

cuatro vectores propios (representación de amplitud), mediante

�
j(z) = t

j exp(injz) = T�(z) (2.56)

en donde T es la matriz cuya j-ésima columna coincide con t
j y �(z) es

el cuadrivector con componentes aj exp(injz). Obviamente, � y � = T�

representan el mismo estado en dos diferentes conjuntos de vectores base. La
métrica del espacio de estado se obtiene de�niendo un tensor métrico G y un
producto escalar �y

1
G��2 � �

y

1
G��2, en donde G� y

G� = T
y

G�T (2.57)
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son las matrices que representan a G en los dos conjuntos de vectores base.
Haciendo

G� =

0
BB@

0 0 0 1
0 0 �1 0
0 �1 0 0
1 0 0 0

1
CCA (2.58)

la norma del vector de estado representa el promedio temporal de la compo-
nente z del vector de Poynting y el tensor G satisface las relaciones

G � G
y

� G
�1
: (2.59)

En un medio no disipativo, la derivada espacial z de la norma es idénti-
camente cero y la matriz G�A� es autoadjunta:

G�H� = (G�A�)
y

� H
y

�
A�: (2.60)

Esta propiedad y el hecho de que la ecuación de valores propios para
A�, es bicuadrática, implica que los valores propios son n1, n2, n3 = �n1,
n4 = �n2, con nj real o puramente imaginario.

2.4.1. Matrices métricas

En la representación �, los vectores base serán escogidos en el orden 1+,
2+, 1�, 2�. Estos corresponden a los modos propios propagantes y localiza-
dos. La relación de dispersión de un MEQ proporciona la frecuencia ! como
función del número de onda k = 2�=� de la luz incidente, donde � es la
longitud de onda . Los modos se observan en la relación de dispersión en la
Fig. 2.4 [6].

Usando esta elección, la matriz G� está dada por
0
BB@

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 �1 0
0 0 0 �1

1
CCA y

0
BB@

0 0 �i 0
0 1 0 0
i 0 0 0
0 0 0 �1

1
CCA ; (2.61)

en las regiones fuera y dentro de la banda prohibida, respectivamente.
En ciertas circunstancias una elección más apropiada será el orden 1+,

1�, 2+, 2�. En este caso, la matriz G� está dada por
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Figura 2.4: Se muestra la relación de dispersión para un material estruc-
turalmente quiral. Se observan los modos 1+, 2+, 1�, 2�: Los modos con
signo menos corresponden a ondas viajando hacia la izquierda, la velocidad
de grupo, vg = @!

@k
; es negativa. Los modos con signo positivo corresponden

a modos viajando hacia la derecha. Se observa la banda prohibida entre las
frecuencias !1 y !2:

0
BB@

1 0 0 0
0 �1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 �1

1
CCA y

0
BB@

0 �i 0 0
i 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 �1

1
CCA : (2.62)

Estas matrices resumen las propiedades más importantes del producto escalar
entre los vectors propios de A�.

2.5. Matriz de Transferencia y de Dispersión
en un MEQ con un Defecto de Torsión

En esta sección se presenta el formalismo de la matriz de transferencia y
de dispersión. Éste se emplea generalmente en problemas con condiciones a
la frontera [59]. En este caso particular el plano de discontinuidad es el plano
del defecto de torsión. Se considera que el sistema de referencia siempre esta
girando rígidamente conforme se avanza en el eje de inhomogeneidad del
material estructuralmente quiral (MEQ).
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Nuevamente, suponemos que una onda electromagnética se propaga a-
xialmente, a lo largo del eje de inhomogeneidad de una capa de MEQ, en la
cual existe un defecto de torsión en un plano, que por simplicidad se tomará
como z = 0 (véase Fig. 2.5 ). El ángulo de torsión en este caso es ��.

Figura 2.5: a) Una muestra con simetría helicoidal de ancho 2l con un defecto
de torsión en z = 0. b) Se muestra el plano del defecto perpendicular al eje z.
En el caso de un colestérico la dirección del director n̂ cambia abruptamente
de n̂� a n̂+ por un ángulo de torsión ��. En el caso de una STF �� es el ángulo
de salto de la hélice. El defecto forma un plano de discontinuidad en donde se
debe satisfacer la continuidad de las componentes tangenciales de los campos
electromagnéticos.

La solución en la región a, según la Ec. (2.56) es simplemente

�
a
= T�a (2.63)

donde � es el cuadrivector de los campos e y h, T es la matriz cuya j-
ésima columna coincide con los vectores propios tj de la matriz A0 de la
ecuación obtenida por medio de la representación de Marcuvitz-Schwinger y
la transformación de Oseen (2.37), que tiene la forma general : @z � = ik0

�H � ;
y �(z) es el cuadrivector con componentes aj exp(injz), donde nj son los
valores propios de la matriz �H.
Sin embargo, en la región b, debido al defecto, la solución está ahora

girada por un ángulo ��; aplicando una matriz de rotación a la expresión
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(2.56), la solución en la región b es �
b
= R(��)T�b = exp(R��)T�b, en donde

R(��) y R se de�nen mediante la expresión

R(��) = exp(R��) � cos ��I4 + sen
��R; R =

0
BB@

0 �1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 �1
0 0 1 0

1
CCA ; (2.64)

donde I4 es la matriz identidad de 4� 4.
La continuidad de las componentes tangenciales de los campos electro-

magnéticos implica la continuidad del campo �(z) en el plano del defecto, es
decir,

�
a
(z = 0�) = �

b
(z = 0+): (2.65)

Esta condición permite obtener una expresión para las componentes �b
en términos de �a como sigue

�b(0
�) = T

�1
R(��)�1T�a(0

+) = T
�1 exp(�R��)T�a(0

+): (2.66)

De la Ec. (2.66) la matriz de transferencia U se de�ne como

U = T
�1 exp(�R��)T: (2.67)

Para encontrar los elementos de U se expresa T�1 como una función de
T usando la relación G� = T

y
G�T y GT y las ecuaciones que de�nen los

elementos de T , G�, G�, del tal forma que

U = G�T
y

G� exp(�R��)T: (2.68)

Si en la representación �, los vectores base se escogen en el orden 1+, 2+,
1�, 2�, la matriz G� viene dada por la expresión (2.61) y los elementos (i; j)
de la matriz de transferencia U se pueden escribir como

U =

0
BB@

u1+1+ u1+2+ u1+1� u1+2�

u2+1+ u2+2+ u2+1� u2+2�

u1�1+ u1�2+ u1�1� u1�2�

u2�1+ u2�2+ u2�1� u2�2�

1
CCA : (2.69)
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Nótese que la matriz U relaciona los coe�cientes ��, en la región b en
términos de los coe�cientes ��, en la región �. El elemento (i; j) de U co-
rresponde a ondas incidentes desde la región a cuando j = 1; 2 y proporciona
las propiedades de transmisión en la región b cuando i = 1; 2. Sin embargo,
las propiedades de re�exión no se puede obtener de las componentes de U
de la expresión (2.69), ya que no se tienen elementos en la región b, cuando
i = 1; 2, en términos de las ondas incidentes desde la región a. Para resolver
este problema se reescribe la relación (2.66) de tal modo que se obtenga una
matriz de dispersión s, la cual permite escribir los coe�cientes asociados con
las ondas re�ejadas en el plano del defecto (en ambas regiones), en términos
de los coe�cientes asociados con las ondas incidentes sobre el plano (en ambas
regiones). El resultado de resolver (2.66) es

0
BB@

1+
b

2+
b

1�
a

2�
a

1
CCA = S �

0
BB@

1+
a

2+
a

1�
b

2�
b

1
CCA ; (2.70)

en donde 1+
b
denota el modo 1 re�ejado sobre el plano del defecto en la región

b; 1�
a
denota el modo 1 re�ejado sobre el plano del defecto en la región a;

etc. La matriz de dispersión S se puede escribir en términos de la matriz de
transferencia U de la siguiente manera

S = (P1 � U � P2)
�1(U � P1 � P2): (2.71)

en donde P1 y P2 son las matrices diagonales de�nidas como

P1 =

0
BB@

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1
CCA y P2 =

0
BB@

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1
CCA (2.72)

respectivamente P1� y P2� representan entonces las componentes derecha
e izquierda de �, respectivamente. De este modo, el elemento (i; j) de S
corresponde a ondas incidentes desde la izquierda cuando j = 1; 2 y provee
las propiedades de transmisión y re�exión de la capa cuando i = 1; 2 e i =
3; 4; respectivamente. Las amplitudes al cuadrado de tales elementos dan
la transmitancia y re�ectancia de la capa para ondas que inciden desde la
izquierda.

42



2.6. REFLEXIONES DE BRAGG

2.6. Re�exiones de Bragg

En esta sección se estudian las re�exiones de Bragg que dan lugar al
fenómeno Bragg circular. La teoría que se expone a continuación se desarro-
lla para un material con estructura colestérica. Las STFs son los análogos en
estado sólido a un cristal líquido colésterico, por lo tanto, lo que a continua-
ción se expone describe substancialmente lo que ocurre para una STF.
Un haz de luz, de frecuencia angular !, se envía paralelo al eje de la hélice

(z). En una aproximación de orden cero, podemos pensar a un colestérico,
o en este caso a la STF quiral como un medio casi isotrópico, con un cierto
índice de refracción promedio n. La longitud de onda óptica en el medio es
entonces

� =
2�c

n!
: (2.73)

Podemos también de�nir el haz por el vector de onda k0, dirigido a lo
largo del eje z, y de magnitud !n=c: ambas notaciones serán útiles.
En la siguiente aproximación, notamos que el medio no es exactamente

isotrópico; las propiedades ópticas están moduladas con un período espacial
L = �=q0. Esto puede dar lugar a re�exiones de Bragg en principio, dado que

2L = m� (m = entero): (2.74)

Experimentalmente, se observa una re�exión de Bragg (m = 1). Los ór-
denes de re�exión más altos (m = 2; 3; :::) están prohibidos para incidencia
normal. Las características de polarización de las ondas son también notables:
(1) La luz re�ejada esta circularmente polarizada: en cualquier instante

t el patrón de campo eléctrico en la onda re�ejada es una hélice, idéntica en
la forma a una hélice colestérica, (ver la Fig. 2.6).
(2) Si analizamos la onda incidente en dos componentes de polarizaciones

circulares opuestas, encontramos que solamente una componente es fuerte-
mente re�ejada es decir, la componente para la cual el patrón de campo
eléctrico instantáneo es otra vez idéntico en forma a la hélice colestérica. La
otra componente se transmite sin re�exión signi�cativa a través del bloque.
Estas características se exhiben en la �g 2.7.
Todas estas propiedades se pueden explicar en términos de la amplitud

de dispersión � :

� = f � �(q) � i (2.75)
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Figura 2.6: La re�exión de Bragg y la transmisión por una capa en la textura
planar. Los cilindros con las hélices S representan fotografías instantáneas
del campo eléctrico E asociado con una onda. Las �echas verticales dan la
dirección de propagación. Los círculos C muestran la rotación de E como
se ve por un observador en un punto �jo del espacio. La onda re�ejada
emitida por la muestra es una imagen de la hélice colestérica, transladada
hacia abajo. Al examinar la correspondiente trayectoria proyectada de C nos
damos cuenta que es circular derecha.
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Figura 2.7: Re�exión Bragg.

donde f e i representan las polarizaciones de la onda re�ejada (de vector
de onda k1) y de la onda incidente (vector de onda k0). q = k0 � k1 es el
vector de onda dispersada, y �(q) es la transfromada de Fourier del tensor
dieléctrico.
En el presente caso, los tres vectores k0, k1, y q serán paralelos a (z). En

cualquier punto r un colestérico se comporta localmente como un material
uniaxial: así el tensor dieléctrico se puede escribir como

���(r) = �?��� + (�k � �?)n�(r)n�(r): (2.76)

Usando la ecuación

nx = cos ~�

ny = sen
~�

nz = 0
� = q0z + constante

(2.77)

para n(r) podemos encontrar �(r) y entonces su transformada de Fourier
�(q). Para q 6= 0 un término costante como �? no contribuye.
Para el caso de materiales biaxiales, como es el de las STFs, el tensor

dieléctrico es diagonal en un sistema de ejes principales. En este caso, en
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lugar del director tendremos una base de vectores ortonormales y el análisis
siguiente se sigue cumpliendo considerando una tercera constante dieléctrica
en el tensor dieléctrico, que de�ne una segunda anisotropía del medio.
Para ilustrar el cálculo del tensor dieléctrico discutiremos la componente

(xx) en el espacio de vectores de onda, usando la transformada de Fourier

�xx = �a

Z
dr cos2(q0)e

iqz (2.78)

donde �a = �
k
� �?. Escribiendo

cos2(q0)e
iqz =

1

2
+
1

4
(e2iq0z + e

�2iq0z) (2.79)

y eliminando el término constante nuevamente, vemos que la integral (2.78)
se desvanece excepto cuando q = �2q0. Tomemos q0 > 0 (hélice de mano
derecha). Entonces, el caso q = �q0 corresponde a k1 más grande que k0, y
está prohibido, ya que la frecuencia de la onda dispersada debe coincidir con
!.
El caso de interés es q = 2q0, correspondiente a k0 = �k1 = q0. Esta

condición es idéntica a la que se obtiene de la ecuación (2.74) con m = 1.
Entonces, en el espacio recíproco la componente �xx, obtenida mediante la
transformada de Fourier del tensor dieléctrico, es

�xx(2q0) =
1

4
�aV; (2.80)

donde V es el volumen de la muestra.
Las otras componentes de �(2q0) las obtenemos de manipulaciones simi-

lares: las únicas componentes distintas de cero corresponden a las polariza-
ciones el el plano xy, y la matriz resultante de 2� 2 es

�̂(2q0) =
1

4
�aV M̂ (2.81)

con

M̂ =

�
1 i

i �1

�
(2.82)

Omitiendo el factor constante, la polarización de la onda re�ejada f esta
relacionada con la polarización incidente i por:
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�
fx

fy

�
= M̂

�
ix
iy

�
; (2.83)

o explícitamente

fx = ix + iiy;
fy = iix � iy:

(2.84)

Observamos que fy = �ifx: la luz re�ejada está circularmente polarizada.
En un caso no obtenemos una onda re�ejada: esto es cuando iy = iix, esto
de�ne la onda transmitida en la Fig. 2.6.
Podemos también explicar por qué los órdenes de re�exiones de Bragg

más altos están prohibidos, en términos de la matriz de amplitud M̂ .
Observemos, por ejemplo, la re�exión m = 2, la cual puede corresponder

a q = 4q0. Está se puede obtener por dispersión del estado inicial k0 para un
fotón en el estado k0 � 2q0, seguido por una segunda dispersión de k0 � 2q0
a k0 � 4q0 La matriz de amplitud para este proceso es proporcional a M̂2.
Pero, de la ecuación (2.81) se puede veri�car que M̂2 = 0. La prueba se puede
extender a procesos de órdenes más altos involucrando más de un fotón, y
también para valores más grandes de m; las re�exiones de Bragg más altas
están prohibidas para incidencia normal.
En el caso de incidencia oblicua, se observan re�exiones que cumplen con

la condición geométrica:

2L cos r = m�; (2.85)

donde r es el ángulo del haz refractado en la capa o bloque (que está rela-
cionado con el ángulo de incidencia i por seni = �nsenr). Las diferencias
principales del caso de incidencia normal son que a incidencia oblicua [60]:
i) Se observan todos los órdenes (m=1, 2, 3...).
ii) Las polarizaciones son elípticas.
Los ordenes de las re�exiones de Bragg, dan como resultado diferentes

regímenes de Bragg, donde el régimen de orden m = 1, nos da el régimen
Bragg con longitudes de onda más grandes, mientras que los ordenes más
altos son bandas con longitudes de onda más bajas entre más alto es el
orden.
Una discusión detallada de la propagación oblicua y sus re�exiones re-

quiere de cálculos numéricos pesados [60]. Sin embargo, la explicación del
punto i) se puede resumir como sigue, tomando como ejemplo la segunda
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re�exión m = 2. La luz intermedia (de vector de onda k0 � 2q es oblicua:
los vectores de polarización correspondientes no están ambos en el plano xy;
solamente su proyección en este plano es el que contribuye a la amplitud; esta
complicación se describe matemáticamente por un operador de proyección P̂ .
La amplitud de segundo orden es entonces proporcional a M̂P̂ M̂ , y ésta no
se desvanece en general.

2.7. Método de la Aproximación Homogénea
por Pedazos.

A continuación se describe el método de la aproximación homogénea por
pedazos utilizado para calcular numéricamente la matriz de transferencia.
Esta matriz a su vez nos permite encontrar la matriz de dispersión median-
te la expresión 2.71, de donde se obtienen los coe�cientes de re�exión y
transmisión del sistema físico en estudio. El cuadrado de la magnitud de
estos coe�cientes son las re�ectancias y transmitancia correspondientes. Este
método usualmente se emplea junto con el de Berreman [61] para medios
estrati�cados, donde las constantes dieléctricas entre una capa y la siguiente
no son tan distintas entre si.
El método de la aproximación homogénea por pedazos se ha aplicado con

éxito a STFs y a esmécticos quirales [62, 63]. En este método, el material, el
cual es inhomogéneo a lo largo del eje z, se divide en una serie de rebanadas,
o piezas perpendiculares a este eje, cada una de grosor �zs1. Cada rebanada
se trata como si fuera homogénea con su tensor de permitividad tomado en
el centro de la rebanada. En el caso de las STFs quirales, el tensor dieléctrico
es una función continua de z. Puesto que las rebanadas se toman delgadas
para mejorar el cálculo, la diferencia entre una tensor dieléctrico en el centro
de una rebanada y en el centro de la rebanada siguiente, no es grande.
En un medio con tensor de permitividad uniforme, [P0(�; �;
)] es inde-

pendiente de � [64] donde a � = �z



se le llama la distancia axial normalizada,


 es el periódo estructural a lo largo de z, y la solución de una ecuación
diferencial ordinaria matricial de la forma

d

d�
[f 0(�; �;  )] =

i


�
[P0(�; �;
)] � [f 0(�; �;  )] (2.86)

como lo es la ecuación (2.37) se puede escribir en forma cerrada como [82]
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[f 0(�; �;  )] = exp
�
i


�
[P0(�;  )]��

	
[f(�; �;  )]; �� = �

0

� �: (2.87)

Por lo tanto, si �
j�1
representa la distancia axial normalizada del comienzo

de la rebanada j-ésima y ��
sl
es el grosor de la rebanada normalizada, la

transferencia de los campos electromagnéticos a través de la rebanada se
expresa por

[f 0(�; �;  )] = exp
n
i


�
[P0(�

j�1
+ ��sl

2
; �;  )]��

sl

o
[f(�

j�1
; �;  )]; j = 1; 2; 3:::

(2.88)
Denotando al matrizante que describe la propagación a través de la rebanada
j-ésima por

[M0

j
(�;  )] = exp

�
i


�
[P0(�

j�1
+
��

sl

2
; �;  )]��

sl

�
; (2.89)

vemos que la propagación a través de una distancia axial normalizada � =
Nsl��sl se describe por

[M0(�; �;  )] � [M0

Nsl
(�;  )][M0

Nsl�1
(�;  )]:::[M0

1
(�;  )]; (2.90)

donde el número de rebanadas Nsl debe ser adecuada para una solución
convergente. Cabe mencionar aquí, que las matrices de transferencia en cada
rebanada se diagonalizan en el método de Berreman, mientras que en el
método de la aproximación homogénea a pedazos no.
Para ejecutar el calculo de [M0(�; �;  )] por medio de (2.90), la matriz

exponencial en (2.89) se debe determinar. Ahora, como

exp
�
i


�
[P0(�

j�1
+ ��sl

2
; �;  )]��

sl

�

= [I] +
P

1

n=1

�
i


�
��

sl

�n
[P0(�

j�1
+ ��sl

2
; �;  )]n

(2.91)

es una serie in�nita, la suma de matrices en el lado derecho de (2.91) se calcula
término por término. Siguiendo a Venugopal y Lakhtakia [62], la suma se
detiene en el valor de n para el cual los cambios en todos los elementos de la
suma de matrices es menor o igual a una parte en 1012. Hay que notar que el
lado izquierdo de (2.91) se puede evaluar por medio de la diagonalización de
[P0(�

j�1
+ ��sl

2
; �;  )], siguiendo el análisis de eigenvalores de [65], dado que
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los eigenvalores no tienen otra multiplicidad geométrica más que la unidad
[82].
La precisión del método de la aproximación homogénea por pedazos se

controla por medio de ��
sl
. Sin embargo, no hay una forma general de saber,

por adelantado, que tan delgadas deben ser las rebanadas para obtener una
precisión particular en el cálculo. Para obtener un grado de precisión deseado,
se debe repetir el cálculo varias veces, incrementando el número de rebanadas
cada vez, y observar la estabilización de las transmitancias y re�ectancias.
Se llevan a cabo una serie de cálculos para ver como ��

sl
varía como función

de los parámetros que describen la onda plana incidente y la STF quiral.

50



Capítulo 3

Sintonización Electro-óptica de
Materiales Estructuralmente
Quirales (MEQs)

En este capítulo se presenta la teoría relacionada con la realización y el
mejoramiento del fenómeno Bragg circular debido a la aplicación de voltaje de
corriente directa. Es decir el voltaje aplicado puede abrir o cerrar las bandas
de transmisión o re�exión donde se presenta este fenómeno, que tiene como
resultado aplicaciones de conmutación en óptica, así como aplicaciones para
la re�exión de luz polarizada circularmente y la sintonización en la longitud
de onda en la que este fenómeno se observa. Las posibilidades de obtener
�ltros más delgados y la manipulación eléctrica del fenómeno Bragg dependen
de la clase cristalográ�ca así como también de los parámetros constitutivos
del material estructuralmente quiral (MEQ).
La teoría de la sintonización electro-óptica del régimen de Bragg, que se

expone en este capítulo, es para STFs quirales que presentan efecto Pockels,
sin defecto de torsión. Sin embargo, la teoría es igualmente aplicable cuando el
defecto está presente. El defecto de torsión de 900 genera un agujero espectral,
debido al modo localizado o resonante, en el centro del régimen de Bragg
circular, que se encuentra en el mismo intervalo de longitudes de onda que en
el caso de que no existiera el defecto. Esto es compatible con los resultados
encontrados en MEQ con un defecto de torsión de 900 (que no presentan
efecto Pockels) [5, 10].
Es importante mencionar aquí, que debido al régimen de Bragg circular

y al modo resonante que se presentan en las STFs quirales con un defecto de
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torsión, éstas podrían utilizarse como �ltros de polarización, sintonizadores
de banda estrecha de longitudes de onda, resonadores en láseres y almace-
nadores de energía óptica.
Se expone el fenómeno Pockels, que nos permite sintonizar eléctricamen-

te los espectros ópticos de transmitancia y re�ectancia del sistema. Esta
sintonización se debe a que los bordes del régimen de Bragg circular y la
frecuencia del defecto, que se encuentra a la mitad del régimen de Bragg, de-
penden de las constantes dieléctricas y a su vez éstas dependen linealmente
del campo eléctrico aplicado.
Todos los materiales biaxiales muestran puntos singulares en sus curvas

de vector de onda, donde estas curvas se intersectan y se les llama pseudo-
isotrópicos. Para valores particulares del campo eléctrico aplicado y el án-
gulo de inclinación del material, podemos encontrar estos puntos pseudo-
isotrópicos donde el campo eléctrico ha transformado al elipsoide dieléctrico
en una esfera y por lo tanto, los índices de refracción se degeneran en uno
y el material se comporta como si fuera isotrópico para algunas propiedades
ópticas, como por ejemplo, el régimen de Bragg se cierra en estos puntos. La
teoría relacionada con el tensor dieléctrico y los puntos pseudo-isotrópicos
también se exponen en este capítulo ya que es esencial para la comprensión
e interpretación de los resultados.
Como anteriormente se ha mencionado el fenómeno Bragg consiste en la

re�exión de luz polarizada circularmente de una lateralidad en un interva-
lo de onda generalmente a incidencia normal, mientras que luz de laterali-
dad opuesta es transmitida por el medio. Esto permite la separación entre
ondas planas circularmente polarizadas izquierda (CPI) y derecha (CPD).
Este fenómeno se presenta en materiales cuyas propiedades electromagnéti-
cas constitutivas son inhomogéneas periódicamente en la dirección de propa-
gación de la luz, con la condición de que el grosor del material sea su�cien-
temente grande para así tener un gran número de períodos. Por lo tanto
el estudio de este problema se lleva a cabo generalmente en bloques de un
material helicoidal o MEQ. Éste representa un problema de condiciones a la
frontera de la re�exión y transmisión de una onda plana debido al bloque,
que es formulado en términos de una ecuación diferencial ordinaria matricial
de 4� 4. Este bloque de MEQ puede pertenecer localmente a una de las 20
clases de grupos de simetría puntual.
Se presentan los resultados obtenidos al considerar el material como lo-

calmente isotrópico, uniaxial o biaxial, al estar sujeto a un campo eléctrico
cd externo a lo largo del eje de inhomogeneidad quiral.
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3.1. EFECTO POCKELS

El estudio de este fenómeno también se ha llevado a cabo a considerando
un campo eléctrico arbitrario, considerando incidencia oblicua, por lo que al
�nal del capítulo se presentan los resultados más importantes en estos casos
[15].
Si el material es isotrópico evidentemente el fenómeno Bragg no depende

del estado de polarización de la onda que incide normalmente. El material
debe ser anisotrópico para que el fenómeno Bragg discrimine entre dos estados
de polarización mutuamente ortogonales [66].
La periodicidad se produce de una quiralidad estructural, es decir, una

variación helicoidal de la anisotropía a lo largo de un eje �jo, en cristales
líquidos colestéricos [6] y películas delgadas esculpidas quirales [67], las cuales
ejempli�can a los MEQs. Estos dos tipos de MEQs son inhomogéneos con-
tinuamente en la dirección del grosor. Estos también pueden ser continuos a
pedazos, como se propuso hace aproximadamente 140 años por Reusch [68] y
se ha extendido recientemente por Hodgkinson y colaboradores [69]. Como la
periodicidad viene de la quiralidad estructural, las ondas planas electromag-
néticas con estado de polarización circular izquierda (CPI) y derecha (CPD)
se re�ejan y transmiten de forma diferente en el régimen de longitudes de on-
da del fenómeno Bragg, y entonces se llama fenómeno Bragg circular (FBC).
La presencia del fenómeno Bragg por cristales líquidos colestéricos y películas
delgadas esculpidas tiene como resultado la utilización de estos materiales en
óptica como �ltros de bloqueo de luz polarizada circularmente [6, 70].
El control del fenómeno Bragg circular es muy deseable para sintonizar

el régimen de Bragg así como para aplicaciones de conmutación, es decir,
abrir y cerrar las bandas de re�exión y transmisión en el régimen Bragg. Una
manera de lograrlo es el uso de MEQs electro-ópticos, porque entonces es
posible controlar eléctricamente el fenómeno Bragg circular.
Se ha encontrado que el efecto Pockels mejora el fenómeno Bragg circu-

lar [11, 83], tanto que podría producir este fenómeno aun si éste estuviera
ausente cuando no hay un campo eléctrico cd aplicado. El voltaje cd se aplica
generalmente a través del grosor del bloque del MEQ, es decir, paralelo al
eje de inhomogeneidad.

3.1. Efecto Pockels

El efecto electro-óptico es el cambio en el índice de refracción de un mate-
rial inducido por la presencia de un campo eléctrico cd ( o de baja frecuencia).
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3.1. EFECTO POCKELS

En algunos materiales, el cambio en el índice de refracción depende lineal-
mente de la magnitud del campo eléctrico aplicado. Este cambio se conoce
como el efecto electro-óptico lineal o efecto Pockels. El efecto electro-óptico
lineal se puede describir en términos de una polarización no lineal dada por

Pi(!) = 2
X

jk

�
(2)

ijk
(! = ! + 0)Ej(!)Ek(0); (3.1)

donde �
ijk
es el tensor de susceptibilidad eléctrica y Ej;k, j; k = 1; 2; 3 son

las componentes de campo eléctrico. Como el efecto electro-óptico lineal se
puede describir por una susceptibilidad no lineal de segundo orden, el efecto
electro-óptico lineal puede ocurrir solamente en materiales que no son centro
simétricos.
En un material anisotrópico, la relación constitutiva entre los vectores de

campo D y E tiene la forma

Di =
X

j

�ijEj (3.2)

o, explícitamente
2
4
Dx

Dy

Dz

3
5 =

2
4
�xx �xy �xz

�yx �yy �yz

�zx �zy �zz

3
5
2
4
Ex

Ey

Ez

3
5 : (3.3)

Para un material sin pérdidas, no activo ópticamente, el tensor de per-
meabilidad dieléctrico �ij está representado por una matriz simétrica real, la
cual, por lo tanto, tiene seis elementos independientes, es decir, �xx, �yy, �zz,
�xy = �yx, �xz = �zx y �yz = �zy. Un resultado matemático general establece
que cualquier matriz simétrica real se puede expresar en forma diagonal por
medio de una transformación ortogonal. Físicamente, este resultado implica
que existe un nuevo sistema de coordenadas (X; Y; Z) relacionado con el sis-
tema de coordenadas (x; y; z) de la ecuación (3.3) por la rotación de los ejes
de coordenadas, en el cual la ecuación (3.3) tiene la forma mucho más simple

2
4
Dx

Dy

Dz

3
5 =

2
4
�XX 0 0
0 �Y Y 0
0 0 �ZZ

3
5
2
4
Ex

Ey

Ez

3
5 : (3.4)

Este nuevo sistema de coordenadas se conoce como el sistema de ejes
principales, porque en éste el tensor dieléctrico se representa como una matriz
diagonal.
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3.1. EFECTO POCKELS

Ahora consideramos la densidad de energía por unidad de volumen

U =
1

8�
D � E =

1

8�

X

j

�ijEiEj; (3.5)

asociada con una onda propagándose a través de un medio anisotrópico. En
el sistema de ejes de coordenados principales, la densidad de energía se puede
representar como

U =
1

8�

�
D
2

X

�XX
+
D
2

Y

�Y Y
+
D
2

Z

�ZZ

�
: (3.6)

Este resultado muestra que las super�cies de densidad de energía cons-
tante en el espacio de D son elipsoides. La forma de estas elipsoides se puede
describir en términos de las coordenadas (X; Y; Z) . Si establecemos

X =
�

1

8�U

�1=2
DX ; Y =

�
1

8�U

�1=2
DY ; Z =

�
1

8�U

�1=2
DZ ; (3.7)

la ecuación (3.6) se convierte en

X
2

�XX
+

Y
2

�Y Y
+
Z
2

�ZZ
= 1 (3.8)

La super�cie descrita por esta ecuación se conoce como la indicatriz óptica
o el elipsoide de índices. La ecuación que describe el elipsoide de índices
toma su forma más simple en el sistema de ejes principales; en otros sistemas
coordenadas este elipsoide tiene una expresión general, la cual se escribe de
la forma

�
1

n2

�

1

x
2+

�
1

n2

�

2

y
2+

�
1

n2

�

3

z
2+2

�
1

n2

�

4

yz+2

�
1

n2

�

5

xy+2

�
1

n2

�

6

xy = 1

(3.9)
Los coe�cientes (1=n2)i son constantes ópticas que describen la indicatriz

óptica en el nuevo sistema de coordenadas.
El elipsoide de índices se puede usar para describir las propiedades ópti-

cas de un material anisotrópico por medio del siguiente procedimiento. Para
cualquier dirección de propagación dada dentro del cristal, se construye un
plano perpendicular al vector de propagación y que pasa a través del centro
del elipsoide. Los ejes semimayor y semimenor de esta elipse nos dan los dos
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3.1. EFECTO POCKELS

valores permitidos de índices de refracción para esta dirección de propagación
particular; las orientaciones de estos ejes dan las direcciones de polarización
del vector D asociado con estos índices de refracción.
Después estudiaremos como la indicatriz óptica se modi�ca cuando el

material está sujeto a un campo eléctrico constante o de baja frecuencia.
Esa modi�cación se describe convenientemente en términos del tensor de
impermeabilidad �

ij
el cual está de�nido por la relación

Ei =
X

j

�
ij
Dj: (3.10)

Hay que notar que esta relación es el inverso de la que está dada por la
ecuación (3.2) , y por lo tanto �

ij
es la matriz inversa de �ij, esto es, �ij =

(��1)ij. Podemos expresar la indicatriz óptica en términos de los elementos
del tensor de impermeabilidad notando que la densidad de energía es igual a
U = (1=8�)D � E = (1=8�)

P
ij
�
ij
DiDj si ahora de�nimos las coordenadas

x, y, z por medio de las relaciones x = Dx=(8�U)
1=2, etc., encontramos que

la expresión para U como función de D es

1 = �
11
x
2 + �

22
y
2 + �

33
z
2 + 2�

12
xy + 2�

23
yz + 2�

13
xz: (3.11)

Por comparación de esta expresión para la indicatriz óptica con la dada
por la ecuación (3.9), encontramos que

�
1

n2

�
1
= �

11
;

�
1

n2

�
2
= �

22
;

�
1

n2

�
3
= �

33
;�

1

n2

�
4
= �

23
= �

32
;
�
1

n2

�
5
= �

13
= �

31
;
�
1

n2

�
6
= �

12
= �

21
:

(3.12)

Ahora asumimos que �
ij
se puede expresar como una serie de potencias en

las componentes de las magnitudes Ek de el campo elétrico aplicado como

�
ij
= �

0

ij
+
X

k

rijkEk +
X

kl

sijklEkEl + � � �: (3.13)

Aquí rijk es el tensor que describe el efecto electro-óptico lineal, sijkl es
el tensor que describe el efecto electro-óptico cuadrático, etc. Consideramos
que el medio es no disipativo, y por lo tanto, la absorción es nula. Así, el
tensor de permitividad dieléctrica �ij es real y simétrico, su inversa �ij debe
ser real y simétrica también, y consecuentemente el tensor electro-óptico rijk
debe ser simétrico en sus primeros dos índices. Por esta razón, es conveniente
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3.1. EFECTO POCKELS

representar el tensor de tercer rango rijk como una matriz bidimensional rhk
usando la notación contraída de acuerdo a la siguiente prescripción.

h =

8
>>>>>><
>>>>>>:

1 para ij = 11;
2 para ij = 22;
3 para ij = 33;
4 para ij = 23; 32;
5 para ij = 13; 31;
6 para ij = 12; 21:

9
>>>>>>=
>>>>>>;

: (3.14)

En términos de esta notación contraída, podemos expresar la modi�cación
de orden más bajo de las constantes ópticas (1=n2)i que aparece en la expre-
sión (3.9) para la indicatriz óptica como

�

�
1

n2

�

i

=
X

j

rijEj; (3.15)

donde hemos usado las ecuaciones (3.12) y (3.13). Esta relación se puede
escribir explícitamente como

2
6666664

�(1=n2)1
�(1=n2)2
�(1=n2)3
�(1=n2)4
�(1=n2)5
�(1=n2)6

3
7777775
=

2
6666664

r11 r12 r13

r21 r22 r23

r31 r32 r33

r41 r42 r43

r51 r52 r53

r61 r62 r63

3
7777775

2
4
Ex

Ey

Ez

3
5 : (3.16)

Las cantidades rij se conocen como los coe�cientes electro-ópticos y dan la
razón a la cual el coe�ciente (1=n2)i cambia con el incremento de la magnitud
del campo eléctrico.
El efecto electro-óptico lineal, como se mencionó al principio se desvanece

para materiales que poseen simetría de inversión. Pero aún para materia-
les que no tienen esta simetría, donde los coe�cientes no necesariamente se
desvanecen, la forma de rij esta restringida por las propiedades de simetría
que el material pueda poseer. Las propiedades de varios materiales electro-
ópticos se resumen en la Tabla 3.1. En particular, nos interesan los coe�-
cientes electro-ópticos del Niobato de Potasio (KNbO3). Puesto que ya se
han hecho estudios teóricos del efecto electro-óptico sobre STFs quirales,
sin defecto de torsión, tomando en cuenta que están hechas de KNbO3, sus
constantes electro-ópticas se encuentran en la referencia [14].
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3.1. EFECTO POCKELS

Tabla 3.1. Propiedades de algunos materiales electro-ópticos [13, 14].

Material Grupo puntual Coe�cientes Índice de

electro-ópticos (10�12 m=V ) refracción

Fosfato de �42m r41= 24�5 no= 1�530
dihidrógeno-amonio r63= 8�5 ne= 1�483

NH4H2PO4 (ADP ) (a 0�5462 �m)

Fosfato de �42m r41= 8�77 no= 1�514
dihidrógeno-potasio 463= 10�5 ne = 1�472
KH2PO4 (KDP ) (a 0�5462 �m)

Fosfato de �42m r41= 8�8 n0= 1�508
dideuterio-potasio r63= 26�4 ne= 1�468

KE2PO4 (KD
�

P ) (a 0�5461 �m)

Niobato de litio 3m r13= 9�6 no= 2�3410
LiNbO3 r22= 6�8 ne= 2�2457

r33= 30�9 (a 0�5 �m)
r42= 32�6

Tantalato de litio 3m r13= 8�4 no= 2�176
LiTaO3 r22= �0�2 ne= 2�180

r33= 30�5 (a 0�633 nm )
r51= 20

Titanato de bario 4mm r13= 19�5 no= 2�488
BaTiO3 r33= 97 ne= 2�424

r42= 1640 (a 514 nm)

Niobato de 4mm r13= 55 no= 2�367
estroncio-bario r33= 224 ne= 2�337

Sr0
�
6Ba0

�
4NbO6 r42= 80 (a 514 nm)

(SBN:60)

Niobato de mm2 r13= 43 n1= 2�17
Potasio r23= 6 n2= 2�28
kNbO3 r33= 63�4 n3= 2�33

r42= 450
r51= 120
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3.2. SUPERFICIE DEL VECTOR DE ONDA EN CRISTALES
BIAXIALES

3.2. Super�cie del Vector de Onda en Cristales
Biaxiales

Hay puntos donde las curvas de la super�cie del vector de onda en cristales
biaxiales se intersectan. En estos puntos de intersección, los índices de refrac-
ción del material se degeneran en uno. Por lo tanto el elipsoide dieléctrico
se hace esférico. A estos puntos singulares se les llama pseudo-isotrópicos.
Consideramos que la STF quiral está construida, en este caso particular, de
Niobato de Potasio, que pertenece al grupo de simetría puntual cristalográ�co
mm2, que es ortorrómbico y biaxial. En la super�cie del vector de onda de los
medios biaxiales se encuentran puntos singulares donde sus constantes dieléc-
tricas se degeneran en una, esto implica que el elipsoide dieléctrico se hace
esférico. A estos puntos se les llama pseudo-isotrópicos debido a que aquí, los
medios presentan características ópticas parecidas a los medios isotrópicos.
En el caso de los cristales biaxiales los tres valores principales del tensor

dieléctrico �ik son diferentes. Los sistemas triclínico, monoclínico y ortorróm-
bico son de este tipo. En los sistemas triclínicos, la posición de los ejes dieléc-
tricos principales no está relacionada con alguna dirección cristalográ�ca es-
pecí�ca; en particular, varía con la frecuencia, como todas las componentes
de �ik. En los cristales del sistema monoclínico, uno de los ejes dieléctricos
principales está cristalográ�camente �jo. Ésta coincide con el eje de simetría
de 1800, o bien es perpendicular al plano de simetría. La posición de los otros
dos ejes principales depende de la frecuencia. Finalmente, en los cristales del
sistema ortorrómbico, la posición de los tres ejes principales está �ja y deben
coincidir con los tres ejes de simetría de 1800 mutuamente perpendiculares.
En la Fig. 3.1 se observan los sistemas cristalográ�cos mencionados.
El estudio de las propiedades ópticas de los cristales biaxiales involucra

la consideración de la ecuación de Fresnel en su forma general, la cual es una
de las ecuaciones fundamentales de la óptica de cristales:

0 = ~n2(�(x)~n2
x
+ �

(y)~n2
y
+ �

(z)~n2
z
)�

[�(x)~n2
x
(�(y) + �

(z)) + �
(y)~n2

y
(�(x) + �

(z)) + �(z)~n2
z
(�(x) + �

(y))] +

�
(x)
�
(y)
�
(z)
: (3.17)

donde ~nx; ~ny y ~nz son un grupo de vectores ortonormales que se toman
como sistema de referencia para medir la propagación de la luz en el sistema.
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Figura 3.1: En los cristales del sistema ortorrómbico, la posición de los tres
ejes principales está �ja y deben coincidir con los tres ejes de simetría de 1800

mutuamente perpendiculares. En los cristales del sistema monoclínico, uno
de los ejes dieléctricos principales está cristalográ�camente �jo. Éste coincide
con el eje de simetría de 1800, o bien es perpendicular al plano de simetría.
En los sistemas triclínicos, la posición de los ejes dieléctricos principales no
está relacionada con alguna dirección cristalográ�ca especí�ca.
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Ésta determina implícitamente la relación de dispersión, es decir, la frecuen-
cia como función del vector de onda. Los valores principales �i son funciones
de la frecuencia, y por lo tanto son, en algunos casos, las direcciones de los ejes
principales del tensor �ik. Para ondas monocromáticas, sin embargo, !, y por
lo tanto, todas las �i, son constantes dadas y la ecuación de Fresnel entonces
da la magnitud del vector de onda como función de su dirección. Cuando la
dirección de ~n está dada, la ecuación de Fresnel es una ecuación cuadrática,
para ~n2, con coe�cientes reales. Por lo tanto dos diferentes magnitudes del
vector de onda corresponden, en general, a cada dirección de ~n.
Supongamos sin pérdida de generalidad

�
(x)
< �

(y)
< �

(z)
: (3.18)

Para establecer la forma de la super�cie de�nida por la ecuación (3.17),
comencemos por encontrar sus intersecciones con los planos coordenados.
Haciendo ~nz = 0 en la ecuación (3.17), encontramos que el lado derecho

es el producto de dos factores:

(~n2 � �
(z))(�(x)~n2

x
+ �

(y)~n2
y
� �

(x)
�
(y)) = 0: (3.19)

De aquí vemos que la sección del plano xy consiste en el círculo

~n2 = �
(z) (3.20)

y la elipse

~n2
x

�(y)
+
~n2
y

�(x)
= 1 (3.21)

y por la consideración (3.18) la elipse descansa dentro del círculo. Análoga-
mente, encontramos que las secciones para los planos yz y xz se componen
también de una elipse y un círculo; en el plano yz la elipse descansa fuera del
círculo, y en el plano xz se intersectan. Así la super�cie del vector de onda se
auto intersecta, como se muestra en la Fig. 3.2, donde se dibuja un octante.
Esta super�cie tiene cuatro puntos singulares de auto intersección, uno

en cada cuadrante del plano xz. Los puntos singulares de una super�cie cuya
ecuación es f(~nx; ~ny; ~nz) = 0 están dados cuando las tres primeras derivadas
de la función f son cero. Diferenciando la ecuación (3.17), obtenemos las
ecuaciones
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3.2. SUPERFICIE DEL VECTOR DE ONDA EN CRISTALES
BIAXIALES

Figura 3.2: Super�cie del vector de onda, se auto intersecta en cuatro puntos
singulares. Una intersección en cada cuadrante en el plano xz.

~nx[�
(x)(�(y) + �

(z))� �
(x)~n2 � (�(x)~n2

x
+ �

(y)~n2
y
+ �

(z)~n2
z
)] = 0;

~ny[�
(y)(�(x) + �

(z))� �
(y)~n2 � (�(x)~n2

x
+ �

(y)~n2
y
+ �

(z)~n2
z
)] = 0;

~nz[�
(z)(�(x) + �

(y))� �
(z)~n2 � (�(x)~n2

x
+ �

(y)~n2
y
+ �

(z)~n2
z
)] = 0;

(3.22)

que junto con la ecuación (3.17) se deben satisfacer. Como sabemos que las
direcciones requeridas de ~n se encuentran en el plano xz, debemos poner
~ny = 0 y de las dos ecuaciones que nos quedan obtenemos inmediatamente1

~n2
x
= �

(z)
(�
(y)
��

(x)
)

�(z)��(x)
; ~n2

z
= �

(x)
(�
(z)
��

(y)
)

�(z)��(x)
: (3.23)

Las direcciones de estos vectores n están inclinadas hacia el eje z a un
ángulo � tal que

~nx
~nz
= � tan � = �

s
�(z)(�(y) � �(x))

�(x)(�(z) � �(y))
: (3.24)

Esta fórmula determina líneas en dos direcciones en el plano xz, cada una
de las cuales pasa a través de dos puntos singulares opuestos y forma a un

1La solución que así se encuentra es la única solución real de las ecuaciones 3.22. Si
ninguno de nx, ny, nz es cero, las tres ecuaciones 3.22 son inconsistentes. Si nx o nz es
cero las soluciones son imaginarias.

62
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ángulo � del eje z. A estas líneas se les llama los ejes ópticos o binormales
del cristal; uno de ellos se muestra con línea punteada en la Fig. 3.2. Las
direcciones de los ejes ópticos son las únicas para las que el vector de onda
tiene solamente una magnitud2.
Las propiedades de la super�cie de los rayos son similares. Para deducir

una fórmula correspondiente a los rayos, reemplazamos ~n por el vector del
rayo s y � por 1=�. En particular hay dos ejes de rayos ópticos o biradiales,
también en el plano xz y a un ángulo  del eje z, donde

tan  =

s
�(y) � �(x)

�(z) � �(y)
=

r
�(x)

�(z)
tan �: (3.25)

ya que �(x) < �
(y),  < �.

Las direcciones de los vectores correspondientes ~n y s son las mismas
solamente para ondas propagándose a lo largo de uno de los ejes coordenados
(es decir, los ejes dieléctricos principales). Si ~n se encuentra en uno e los
planos coordenados, s se encuentra en este plano también. Esta regla, sin
embargo, está sujeta a una importante excepción para vectores de onda en
la dirección de los ejes ópticos.

3.3. Punto Pseudo-isotrópico

En esta sección se muestra teóricamente que bajo cierta condición, la cual
depende críticamente de las constantes dieléctricas principales y sus orienta-
ciones, las propiedades ópticas experimentan cambios dramáticos. La razón
por la que este comportamiento crítico aparece no se reporta comúnmente
en cristales líquidos helicoidales tal vez por que su biaxialidad local es tan
débil que se puede ignorar.
La geometría de la estructura se muestra en la Fig. 3.3, donde el elipsoide

del tensor dieléctrico o de índices de refracción está caracterizado por los tres
valores principales: �1, �2 y �3 con sus orientaciones en el sistema xyz dados
por los ángulos de Euler �0, � y  : En el caso de un material perteneciente
a la clase ortorrómbica, los valores principales de las constantes dieléctricas,
se obtienen en un sistema de ejes principales, donde el tensor dieléctrico esta

2En el elipsoide de índices de difraccción, Ec. 3.8, las binormales son las direcciones
perpendiculares a las secciones circulares del elipsoide. Un elipsoide tiene dos de estas
direcciones.
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3.3. PUNTO PSEUDO-ISOTRÓPICO

Figura 3.3: Esquema del elipsoide tensorial dieléctrico o de índice de refrac-
ción para una estructura biaxial helicoidal. La luz se propaga a lo largo del
eje de la hélice

diagonalizado. El ángulo �0 es conocido como el ángulo de inclinación, que
para las STFs está relacionado con el ángulo de inclinación de las columnas �;
mientras que el ángulo azimutal � = qz cambia linealmente con z, resultando
en una estructura helicoidal con período espacial P , en el caso de las STFs
P = 2
; y con vector de onda q = 2�=P . Haciendo uso del método de la
matriz de 4 � 4; que discutimos en la sección 2.1.2 [61], las ecuaciones de
Maxwell se reducen a la ecuación diferencial

@	

@z
= i�0

0
BB@

0 1 0 0
�xx � �xz�zx=�zz 0 �xy � �xz�zy=�zz 0

0 0 0 1
�yx � �yz � �zx=�zz 0 �yy � �yz � �zy=�zz 0

1
CCA	 (3.26)

donde 	 es un vector columna con sus elementos las componentes transver-
sales de los campos electromagnéticos.
El sistema de ecuaciones (3.26) es lineal con coe�cientes periódicos que

tienen soluciones del tipo Bloch- Lyapunov [71]. El sistema 3.26, para  = 0,
se puede escribir como
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@	

@z
= i�0

0
BB@

0 1 0 0
�a + � cos 2qz 0 � sen2qz 0

0 0 0 1
� sen2qz 0 �a + � cos 2qz 0

1
CCA	 (3.27)

donde �a = 1

2
(�s+ �f ) y � = 1

2
(�s� �f ) representan las constantes dieléctricas

promedio y la anisotropía dieléctrica del medio homogéneo. Los subíndices
s y f indican los modos lentos y rápidos: �f = �2 y �s = �1�3=�zz los cuales
para el caso uniaxial se reduce a los modos ordinario y extraordinario. Una
forma analítica de la solución se puede encontrar al tranformar el sistema de
ecuaciones (3.26) a un sistema con coe�cientes constantes [76].
La solución general consiste de dos ondas de Bloch propagándose hacia

adelante, generalmente polarizadas elípticamente con el sentido de rotación
igual que la hélice para una de ellas, mientras que la otra onda tiene rotación
opuesta.
Los vectores de onda están dados por las siguiente expresión [12]:

k0h;sh = k0na

r
1 + �2

r
�

q
4�2

r
+ �

2

r
: (3.28)

Donde �r = �0=(Pna), donde P es el período espacial del material, se le llama
la longiud reducida y �r = ��=�a es la anisotropía dieléctrica relativa efectiva
con na =

p

�a el indice refractivo promedio efectivo. Ya que usualmente
�
2

r
� 1 los dos eigen-modos son ondas polarizadas casi circulamente. De la

ecuación (3.28) obtenemos que el modo con helicidad opuesta tiene siempre
un vector de onda real, así se propaga sin atenuación. Por otra parte, el modo
con la misma helicidad tiene un vector de onda imaginario puro en un rango
de longitudes de onda el cual satisface

p
1� j�rj < �r <

p
1 + j�rj: (3.29)

Esto de�ne una banda de re�exión de tipo Bragg para ondas polarizadas
circularmente con la misma helicidad que la del medio. El centro de la banda
de re�exión ocurre en �r = 1 lo cual signi�ca que sucede cuando la longitud
de onda de la luz dentro de la estructura coincide con su paso, como se
espera de la difracción de Bragg. Las propiedades de la eigen-ondas de Bloch
se han discutido en la Ref. [76] para ciertos casos especiales así como la
solución general que se encuentra por el método de la matriz de propagación.
Sin embargo, aquí nos interesamos en la ultra-sensibilidad o comportamiento
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3.3. PUNTO PSEUDO-ISOTRÓPICO

crítico de las propiedades ópticas lo cual ocurre únicamente en los sistemas
biaxiales.
Si la parte dependiente de z de la matriz de 4� 4 se considera como una

perturbación, las soluciones no perturbadas de la Ec. (3.27) son las ondas
planas TE y TM con el mismo vector de onda: k0na. Por otra parte, si
consideramos una muy pequeña perturbación, donde 0 < j�j � 1, podemos
obtener un gran efecto dependiendo de que tan lejos esta el valor de �r de la
posición del pico de re�exión de Bragg. La perturbación periódica remueve
la degeneración de los eigenmodos. Para aclarar este efecto desarrollamos los
vectores de onda de la Ec. (3.28) en series de potencias:

�0h = �0na

n
1 + �r +

�
2
r

8�r(1��r)
+ :::

o
;

�sh = �0na

n
1� �r �

�
2
r

8�r(1��r)
+ :::

o
:

(3.30)

Para �r � 1 y j�rj � 1 el medio se comporta como un medio isotrópico con
las ondas planas TE y TM como eigen-ondas. Para �r � 1 y j�rj � 1 el
medio se comporta cono un medio homogéneo anisotrópico. Pero ¿que sucede
cuando tenemos una muy pequeña perturbación j�rj � 1 pero �r �= 1? La
ecuación (3.30) muestra que en este caso el modo con la helicidad opuesta es
una función suave de j�rj y la cantidad de cambio relativa del vector de onda
es del orden de �2

r
=8. Por otra parte, para el modo con la misma helicidad

este cambio es ��2
r
=(8�), donde � = 1� �r es la desviación de la resonancia

de Bragg. De aquí que en el centro de la banda de re�exión y dentro de una
muy pequeña desviación de la condición de Bragg comparable a �2

r
se puede

obtener un gran efecto óptico inducido por una pequeña perturbación. Bajo
una perturbación muy pequeña el medio cambia de un medio ópticamente
isotrópico a un medio altamente anisotrópico no uniforme con re�exión de
Bragg.
Los parámetros involucrados en la determinación del punto crítico o

pseudo-isotrópico se puede encontrar al establecer � = 0, el cual después
de manipulaciones algebraicas conduce al siguiente resultado:

sen
2
�
0 =

�3(�2 � �1)

�2(�3 � �1)
; (3.31)

mostrando que la condición se satisface para una cierta combinación de los
valores principales de las constantes dieléctricas y el ángulo de inclinación o
tilt. En el caso de nuestro interés los valores principales dependen a su vez del
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ángulo de tilt y del campo électrico externo aplicado ya que el material pre-
senta efecto Pockels. Hay que notar también que para un medio localmente
uniaxial el único ángulo de tilt que satisface la condición (3.31) es �0 = 0, que
representa el caso trivial de la estructura uniaxial homogénea. De aquí que el
punto crítico es una característica única de la biaxialidad local (�2��1). En el
punto crítico el medio es localmente biaxial y helicoidal pero ópticamente se
comporta como un medio isotrópico. El punto crítico depende de la frecuen-
cia de la luz sólo indirectamente a través de los parámetros �i para medios
muy dispersivos. Los medios helicoidales bi-anisotrópicos pueden satisfacer
la condición (3.31); sin embargo, el comportamiento crítico no se reporta con
frecuencia en la teoría de los cristales líquidos helicoidales relacionados, pro-
bablemente porque su biaxialidad local es usualmente débil tal que el punto
crítico está cercano a la transición de fase para el estado donde �0 = 0 [12].
En la referencia [12] se muestra que con una pequeña perturbación en el

medio, cuando se cumplen las condiciones dadas por (3.31), se produce un
cambio de su comportamiento como medio isotrópico a un medio helicoidal
que exhibe un pico de re�exión de Bragg fuerte y delgado, lo cual es debido
a que la anisotropía dieléctrica efectiva está muy cercana al ángulo crítico.
También, se muestra que las propiedades ópticas como la actividad óptica
puede ser considerablemente mayor que en otros casos.
Este punto crítico es de interés práctico tanto desde los puntos de vista

fundamental y aplicado porque pequeñas perturbaciones cerca de este punto
se pueden inducir, por ejemplo, por la temperatura, la presión, o campos
externos eléctricos y magnéticos. La respuesta óptica de esta perturbación
se podría usar entonces como un conmutador óptico rápido, un sensor o
como una técnica para estudiar las propiedades de la estructura helicoidal
bianisotrópica.

3.4. Formulación Teórica

Estamos interesados en la re�exión y transmisión de ondas planas debido
a un bloque de MEQ de grosor L. El eje de quiralidad estructural del MEQ
se designa como el eje z, y el material está sujeto a un campo eléctrico cd
Ecd = E

cd

z
uz, (más adelante se estudiará el caso general donde el campo

eléctrico es arbitrario, es decir, la dirección del campo no es a lo largo del eje
de inhomogeneidad). Las mitades de espacio z � 0 y z � L están vacías. Una
onda plana polarizada arbitrariamente incide ya sea normal u oblicuamente
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QUIRAL

Figura 3.4: Bloque de MEQ sujeto a un campo eléctrico de baja frecuencia
aplicado a lo largo del eje de la hélice, en el que incide luz monocromática.

desde la mitad del espacio z � 0. Como resultado, hay ondas planas re�ejadas
y transmitidas en las mitades de espacio z � 0 y z � L respectivamente.
Se debe resolver un problema de valores a la frontera para determinar los
coe�cientes de re�exión y transmisión, ver Fig. 3.4.

3.5. Efecto Pockels en un Material Estruc-
turalmente Quiral

Para delinear las propiedades electro-ópticas del MEQ elegido, conside-
remos primero un material dieléctrico homogéneo (no disipativo) susceptible
al efecto Pockels cuando está sujeto a un campo cd Ecd. El reciproco de la
matriz de permitividad relativa óptica se reporta en la literatura usualmente
como [13]
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1
CA :

(3.32)
En el sistema de coordenadas Cartesiano principal (con ejes etiquetados

como 1, 2 y 3) relevante a la estructura cristalográ�ca del material. Aquí Ecd
1;2;3
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son las componentes Cartesianas del campo eléctrico cd, �(0)
1;2;3

son las permi-
tividades escalares relativas principales en el régimen óptico, mientras.rJK
(con 1 � J � 6 y 1 � K � 3) son los coe�cientes electro-ópticos en la
notación abreviada tradicional de contracción de índices para representar
tensores simétricos de segundo orden, que se han presentado en la sección
3.1 [13, 84].
Este material puede ser isotrópico, uniaxial o biaxial, dependiendo de los

valores relativos de �(0)
1
, �(0)
2
, y �(0)

3
. Además, este material puede pertenecer a

una clase cristalográ�ca de grupos de simetría puntual, en concordancia con
los valores relativos de los coe�cientes electro-ópticos rJK .
De las correcciones a primer orden en las componentes del campo eléctrico

cd, obtenemos la aproximación lineal de (3.32)
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(3.33)

3.6. Tensor Dieléctrico de un Material Es-
tructuralmente Quiral

Como el MEQ electro-óptico tiene el eje z como su eje de inhomogeneidad
quiral y está sujeto a un campo eléctrico cd Ecd = E

cd

z
uz, la matriz de

permitividad relativa óptica de este material, de acuerdo a lo discutido en la
introducción del capítulo 2, se puede establecer como

�
MEQ

r
(z) = S

z
(
h�z



) � bR

y
(�) � �(0)

PE
(!) � bR

y
(�) � S

z
(
h�z



): (3.34)

En el caso en el que el MEQ presenta efecto Pockels, �(0)
PE
está especi�cado

por (3.33).
bR
y
(�) es la matriz de inclinación o de "tilt"
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bR
y
(�) =

0
@
� sen� 0 cos�
0 �1 0

cos� 0 sen�

1
A (3.35)

que involucra el ángulo � 2 [0; �=2] con respecto al eje x en el plano xz. El
uso de la matriz de rotación

bS
z
(�) =

0
@
� cos � � sen� 0
sen� cos � 0
0 0 1

1
A (3.36)

en (3.34) involucra la mitad del paso 
 de un MEQ a lo largo del eje z
y el parámetro de lateralidad h. Donde h = 1 para lateralidad estructural
derecha o h = �1 para lateralidad izquierda. Dependiendo de las relaciones
entre �(0)

1
, �(0)

2
y �(0)

3
, un MEQ se puede clasi�car como localmente isotrópi-

co, localmente uniaxial o localmente biaxial, re�riéndonos como local a la
simetría cristalográ�ca en cualquier plano z = constante.
Además para la con�guración especí�ca del campo eléctrico cd, tenemos

E
cd

1
= E

cd

z
cos�;

E
cd

2
= 0

E
cd

3
= E

cd

z
sen�;

(3.37)

3.7. Propagación de campos ópticos en un
MEQ

Las ecuaciones rotacionales de Maxwell para el MEQ están dadas por
(ver Sec. 2.1)

r� E(r) = i!�
0
H(r);

r�H(r; !) = �i!�0�
MEQ(z) � E(r); 0 < z < L;

(3.38)

donde �0 y �0 son las permitividad y a permeabilidad del espacio libre (es
decir del vacío).
Como una onda plana incide oblicuamente en el MEQ, como se había

visto en la sección 2.1.1, 8z establecemos

E(r) = e(z) exp[i�(x cos + y sen )]; (3.39)
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H(r) = h(z) exp[i�(x cos + y sen )] (3.40)

donde el número de onda � y el ángulo  están determinados por las condi-
ciones de incidencia. La parte esencial de las ecuaciones rotacionales de
Maxwell se puede estabecer en términos del vector columna [85]

	(z) =

0
BB@

ex(z)
ey(z)
hx(z)
hy(z)

1
CCA : (3.41)

Dentro del MEQ, es ventajoso explotar la transformación de Oseen [85]
de�niendo el vector columna

	
0

(z) =M

�
h�z




�
	(z); (3.42)

donde M es la matriz unitaria de 4� 4

M(�) =

0
BB@

cos � sen� 0 0
� sen� cos � 0 0
0 0 cos � sen�

0 0 � sen� cos �

1
CCA (3.43)

Siguiendo el procedimiento trazado por Lakhtakia y Weiglhofer [85], se
ha establecido que 	0(z) satisface la ecuación diferencial matricial ordinaria

d

dz
	
0

(z) = iA
0

(z) �	
0

(z); 0 < z < L; (3.44)

donde la matriz A
0

(z) está dada en el apéndice C. En esta matriz se de�nen
nuevas variables, �1;2;3; �� y �l; con � = d; e; f; g; h; i; j; k; l; m; n; p; q; s; que
se encuentran en el mismo apéndice y dependen del ángulo de inclinación del
material, de las constante dieléctricas, del campo eléctrico externo aplicado
y los coe�cientes electro-ópticos.
Debido a la linealidad, la solución de la ecuación diferencial matricial

ordinaria de 4� 4 (3.44) debe ser de la forma

	
0

(z2) = U
0(z2 � z1) �	

0

(z1) (3.45)

de donde
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0
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�
�

h�z2




�
� U

0(z2 � z1) �M

�
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�
�	

0

(z1)

= U
0

(z2 � z1) �	
0

(z1); 0 � z1 � L; l = 1; 2: (3.46)

Uno de los métodos para encontrar U 0(z) es el metodo de aproximación
homogénea a pedazos [67], que se discutió en la sección 2.7.

3.8. Re�exión y Transmisión por una Capa
de MEQ

La onda plana incidente esta delineada por los fasores de la ecuación
(2.40) donde como se ha mencionado en la sección 2.3.1 �

0
=
p
�
0
=�0 es

la impedancia intrínseca del espacio libre; as y ap son las amplitudes de las
componentes polarizadas perpendicular y paralela respectivamente; aL y aR
son las amplitudes de las componentes CPI y CPD respectivamente; y los
vectores s y p� están dados por las ecuaciones (2.41) y (2.42).
El vector de propagación de la onda plana incidente hace un ángulo � 2

[0; 2�) con respecto al eje z, y está inclinado con respecto al eje x en el plano
xy por un ángulo  2 [0; 2�]; el vector de onda transversal es respectivamente
(ver Fig. 2.3)

� = k0 sen�; (3.47)

donde k0 = !
p

�0�0 es el número de onda en el espacio libre. La longitud de
onda del espacio libre está denotada por �0 = 2�=k0.
Los fasores de campo electromagnético asociado con las ondas planas

transmitidas y re�ejadas, respectivamente, se expresan por las ecuaciones
(2.43) y (2.44).
Las amplitudes rL;R y tL;R indicadas son de las componentes CPI y CPD

de las ondas planas re�ejadas y transmitidas, donde las dos están polarizadas
elípticamente en general.
Como las componentes tangenciales de E yH deben ser continuas a través

de los planos z = 0 y L, los valores a la frontera de 	(0) y 	(L) se pueden
�jar por medio de (2.40)-(2.44). De aquí que,
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	(0) =
1
p

2
�K �

2
664

i(aL � aR)
�(aL + aR)
�i(rL � rR)
rL + rR

3
775 ; (3.48)

y

	(L) =
1
p

2
�K �

2
664

i(tL � tR)
�(tL + tR)

0
0

3
775 ; (3.49)

donde �K está dada por la matriz (2.52).
El problema de re�exión-transmisión genera cuatro ecuaciones algebráicas

lineales simultáneas establecidas en forma matricial como

	(L) =
1
p

2
�K �

2
664

i(tL � tR)
�(tL + tR)

0
0

3
775 = �K�1

�
�U(L) � �K �

2
664

i(aL � aR)
�(aL + aR)
�i(rL � rR)
rL + rR

3
775 : (3.50)

Este grupo de ecuaciones se puede resolver por medio de manipulaciones
matriciales estándar para calcular las amplitudes de re�exión y transmisión.
Los coe�cientes de re�exión y transmisión aparecen como los elementos de

matrices de 2�2 en las relaciones: (2.45) y (2.46), que como se ha menciona-
do anteriormente en la sección 2.3.1, los coe�cientes co-polarizados tienen
los dos subíndices iguales y la polarización de la luz transmitida o re�ejada
coincide con la polarización de la luz incidente; mientras que para los coe�-
cientes polarizados cruzados sucede lo contrario. El cuadrado de la magnitud
de un coe�ciente de re�exión o transmisión es la re�ectancia o transmitan-
cia correspondiente; así, RLR = jr

2

LR
j es la re�ectancia correspondiente al

coe�ciente de re�exión rLR, y así consecutivamente.
Estos coe�cientes también cumplen, como se ha mencionado, con las cons-

tricciones (2.49) del principio de conservación de la energía.

3.9. Incidencia Normal

Para incidencia normal, la onda electromagnética en el MEQ se propaga
paralela al eje de quiralidad estructural. Así emerge un caso especial sus-
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ceptible de análisis algebraico [14]. Entonces, � = 0, y (3.44) se simpli�ca
a

d

dz
	
0

(z) = iA
0

ax
(z) �	

0

(z); 0 < z < L; (3.51)

donde la matriz

A
0

ax
=

0
BB@

0 �i
h�



0 !�

0

i
h�



0 �!�

0
0

0 !�0�B 0 �i
h�




!�0�D 0 i
h�



0

1
CCA (3.52)

es independiente de z, y

�B = �
(0)

2
�

�
(0)

2

�
(0)

1

�m; (3.53)

�D = �d �
�
(0)

2

�
(0)

1

�
�1 cos�+ (�j + �l)

sen2�

2
+ �k sen�

�
; (3.54)

�E =
�
(0)

2

�
(0)

1

(�e + �h): (3.55)

La solución de (3.51) por lo tanto es directa:

�U0(z) = exp[iz �A0
ax
]: (3.56)

Pero una solución más transparente se obtiene de una extensión de la
transformación de Oseen. De�namos el vector columna

	
00

(z) = �M(h�) �	
0

(z); (3.57)

donde

� =
1

2
tan�1

�
2h�E
�D � �B

�
: (3.58)

Entonces, (3.51) se transforma a

d

dz
	
00

(z) = iA
00

ax
(z) �	

00

(z); 0 < z < L; (3.59)

donde

74



3.9. INCIDENCIA NORMAL

A
0

ax
=

0
BB@

0 �i
h�



0 !�

0

i
h�



0 �!�

0
0

0 !�0�B� 0 �i
h�




!�0�D� 0 i
h�



0

1
CCA ; (3.60)

�B� =
1

2

�
�B + �D +

(�B � �D)
2 + 4�2

E

�B � �D
cos 2�

�
; (3.61)

�D� =
1

2

�
�B + �D �

(�B � �D)
2 + 4�2

E

�B � �D
cos 2�

�
: (3.62)

El cuadrante inferior izquierdo de A
00

ax
es antidiagonal; así también sucede

con el cuadrante inferior izquierdo de A
0

ax
cuando Ecd

z
= 0. Por lo tanto

por comparación a los resultados existentes para MEQs no electro-ópticos,
podemos establecer que la longitud de onda central del régimen de Bragg
para incidencia normal es

�
Br

0
= 
(

p

�B� +
p

�D�) (3.63)

y el ancho de banda completo a la mitad del máximo correspondiente (full-
width-at-half-maximum FWHM) es

(��0)
Br = 2
j(

p

�B� �
p

�D�)j (3.64)

con la suposición de que la disipación en el MEQ es despreciablemente pe-
queña y la dispersión en la propiedades constitutivas se pueden ignorar [86].
De las correciones a segundo orden en términos tales como r41Ecdz , obte-

nemos

�
1=2

B�
�

q
�
(0)

2

2
41� 1

2

�m

�
(0)

1

�

1

8

 
�m

�
(0)

1

!2
+
1

2

 
�m

�
(0)

1

!2
(�e + �h)

2

�
(0)

2
(�
(0)

2
� �d)

3
5 ; (3.65)

�
1=2

D�
�

p

�d

2
41 + 1

2

�D � �d

�d
�

1

8

�
�D � �d

�d

�2
�

1

2

 
�m

�
(0)

1

!2
(�e + �h)

2

�d(�
(0)

2
� �d)

3
5 ;

(3.66)
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Esto nos permite la delineación del efecto de la clasi�cación cristalográ�ca
local (que es capturada por los coe�cientes electro-ópticos rJK) en el régimen
de Bragg.
Como ejemplo, las expresiones anteriores se pueden establecer como

�
1=2

B�
�

q
�
(0)

2

"
1�

1

2
�
(0)

2
E
cd

z
r21 �

1

8

�
�
(0)

2
E
cd

z
r21

�2
+
1

2

�
(0)

2

�
(0)

2
� �

(0)

3

(�
(0)

3
E
cd

z
r41)

2

#
;

(3.67)

�
1=2

D�
�

q
�
(0)

3

"
1�

1

2
�
(0)

3
E
cd

z
r31 �

1

8

�
�
(0)

3
E
cd

z
r31

�2
�

1

2

�
(0)

3

�
(0)

2
� �

(0)

3

(�
(0)

2
E
cd

z
r41)

2

#
;

(3.68)
cuando � = 0. Para � = �=2, obtenemos

�
1=2

B�
�

q
�
(0)

2

"
1�

1

2
�
(0)

2
E
cd

z
r23 �

1

8

�
�
(0)

2
E
cd

z
r23

�2
+
1

2

�
(0)

2

�
(0)

2
� �

(0)

1

(�
(0)

1
E
cd

z
r63)

2

#
;

(3.69)

�
1=2

D�
�

q
�
(0)

1

"
1�

1

2
�
(0)

1
E
cd

z
r13 �

1

8

�
�
(0)

1
E
cd

z
r13

�2
�

1

2

�
(0)

1

�
(0)

2
� �

(0)

1

(�
(0)

1
E
cd

z
r63)

2

#
;

(3.70)
Las ecuaciones (3.69) y (3.70) no se cumplen para MEQ localmente unia-

xiales (es decir cuando �
(0)

1
= �

(0)

2
[83]. Los análisis revelan que cuando

� = �=2 y �(0)
1
= �

(0)

2
tenemos

�
1=2

B�
�

q
�
(0)

1
[1 +

1

4
�
(0)

1
E
cd

z
[�(r13 � r23)� (r13 + r23)]

�

1

32
[�
(0)

1
E
cd

z
[�(r13 � r23)� (r13 + r23)]]

2]; (3.71)

�
1=2

D�
�

q
�
(0)

1
[1�

1

4
�
(0)

1
E
cd

z
[�(r13 � r23) + (r13 + r23)]

�

1

32
[�
(0)

1
E
cd

z
[�(r13 � r23) + (r13 + r23)]]

2]; (3.72)
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donde

� =

�
1 +

�
2r63

r12 � r23

��2
(3.73)

De acuerdo con esto, el ancho de banda FWHM del régimen de Bragg
resulta ser proporcional a la magnitud del campo eléctrico cd

(��0)
Br = 2
(�

(0)

1
)3=2j�Ecd

z
(r13 � r23)

�
1 +

1

4
�
(0)

1
E
cd

z
(r13 + r23)

�
j (3.74)

La ecuación (3.74) indica que el régimen de Bragg se desvanece para in-
cidencia normal sobre un MEQ localmente uniaxial, no electro-óptico con
� = �=2 , pero se puede generar por la aplicación apropiada de un campo
eléctrico cd si el MEQ es electro-óptico. Esta es la generalización de un resul-
tado obtenido previamente para MEQs con simetría de grupo puntual local
�42m [83]. Obviamente, esta conclusión se puede explotar para aplicaciones de
conmutación en óptica, encendiendo o apagando un estado de polarización
elegido.
Las declaraciones precedentes también se pueden aplicar a MEQ, local-

mente biaxiales de la siguiente manera. Suponer que

� = tan�1

" 
�
(0)

1

�
(0)

3

! 
�
(0)

2
� �

(0)

3

�
(0)

1
� �

(0)

2

!#
: (3.75)

Entonces, �d = �
(0)

2
por virtud de (3.75). Para MEQs no electro-ópticos,

la ecuación (3.75) de�ne el punto pseudo-isotrópico [12]: el régimen de Bragg
para incidencia normal se desvanece, como se puede observar al sustituir
(3.61) y (3.62) en (3.64), estableciendo Ecd

z
= 0 en la expresión resultante,

y haciendo uso de (3.75) a partir de entonces. Sin embargo el régimen de
Bragg se puede restaurar por la aplicación del campoEcd

z
, dado que el MEQ es

electro-óptico; el ancho de banda del régimen de Bragg se puede así controlar
eléctricamente.

3.10. MEQs Localmente Isotrópicos

Los MEQ localmente isotrópicos se caracterizan porque �(0)
1
= �

(0)

2
= �

(0)

3
,

y por lo tanto, no presentan el fenómeno Bragg circular en ausencia de un
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3.11. MEQS LOCALMENTE UNIAXIALES

campo eléctrico cd. Sin embargo, los materiales electro-ópticos de las clases
cristalográ�cas �43m y 23 tienen r41 = r52 = r63 6= 0 con todos los otros
rJK � 0 y por lo tanto, pueden exhibir el fenómeno Bragg circular cuando
E
cd

z
6= 0.
Análisis de la matriz �A0

ax
; Ec. 3.60, revela que la aplicación de Ecd

z
sería

infructuosa en la exhibición del fenómeno Bragg circular para incidencia nor-
mal (es decir, � = 0o), si � = 45o; pero será más (o igualmente) efectivo para
� = 0o y � = 90o.
Como �A0

ax
es continua analíticamente con respecto de � esto sugiere que

lo establecido anteriormente sería substancialmente verdadero aun para in-
cidencia oblicua, al menos para valores pequeños y moderados de �; lo cual
se ha con�rmado computacionalmente [14].
Las re�ectancias y transmitancias polarizadas cruzadas en el régimen de

Bragg se pueden reducir por varias técnicas de acoplamiento de impedancias,
y por lo tanto, el bloque de MEQ puede funcionar como un �ltro eléctri-
camente conmutable de rechazo para ondas planas incidentes de la misma
lateralidad que el MEQ.
Se conoce de muchos estudios en películas delgadas esculpidas quirales así

como en cristales líquidos colestéricos que el FBC primero se profundiza y
después se satura cuando el grosor normalizado L=
 se incremente [67]. Por
lo tanto incrementos posteriores del grosor mas allá de cierto valor de L=
 es
infructuoso. La misma conclusión debe cumplirse para unMEQ electro-óptico
si Ecd

z
se mantuviera �jo. También, se ha encontrado que aún un incremento

en Ecd
z
para un valor �jo de L=2
 podría volver a disminuir la re�ectancia

cuando el objetivo es maximizarla.
Similarmente, con frecuencia se aplican altos voltajes a películas electro-

ópticas. Aunque para crear campos eléctricos que son dos órdenes de magni-
tud más pequeños la posibilidad de falla existe, esto dependerá signi�cativa-
mente del tiempo en el que el voltaje cd se mantenga encendido.

3.11. MEQs Localmente Uniaxiales

Los materiales localmente uniaxiales se caracterizan por tener �(0)
1
= �

(0)

2
6=

�
(0)

3
. Los cristales de 13 clases divididos en las familias trigonal, tetragonal

y hexagonal pueden exhibir el efecto Pockels [13]. El Niobato de Litio y el
Fosfato de Potasio di-hidrogenado son quizás los materiales electro-ópticos
mejor conocidos, pero también existen huéspedes de otros materiales con
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propiedades similares.
Los MEQ localmente uniaxiales exhiben el fenómeno Bragg circular aun

en ausencia de un campo eléctrico. El régimen de Bragg exhibe un corrimiento
al azul cuando cos � decrece, esto es a incidencia oblicua.
Así hay dos formas de mejorar el FBC para el uso en �ltros de rechazo

de luz polarizada circularmente. El primero es el uso de capas más gruesas
de MEQ, es decir, las razones L=2
 son grandes. La segunda es el uso de Vcd
mayores.

3.12. MEQs Localmente Biaxiales

Los MEQs localmente biaxiales se caracterizan por tener �(0)
1
6= �

(0)

2
6= �

(0)

3
.

Cristales de 5 clases separados en las familias ortorrómbicas, monoclínicas y
tríclinicas pueden exhibir el efecto Pockels. El Niobato de Potasio y el Nio-
bato de sodio y bario son materiales biaxiales electro-ópticos bien conocidos.
Al igual que sus contrapartes localmente uniaxiales, los MEQ localmente bi-
axiales generalmente exhiben el fenómeno Bragg circular aun si Ecd

z
= 0 o

no. Se observa que la aplicación de un voltaje cd es e�caz en el mejoramiento
del FBC, abre bandas de re�exión y transmisión del fenómeno Bragg circu-
lar aun cuando no existen en ausencia de campo eléctrico, desarrollando este
fenómeno, lo que da como resultado que se puedan usar �ltros más delgados
como en el caso de materiales uniaxiales.
Cuando Ecd

z
= 0, los MEQ localmente biaxiales pueden poseer un punto

pseudo-isotrópico de�nido por (3.75) cuya in�uencia se ve mejor para inci-
dencia normal.

3.13. Manipulación Eléctrica del Fenómeno
Bragg Circular

Estudios en MEQ muestran que no solamente hay un corrimiento al azul
del fenómeno Bragg circular cuando cos � decrece sino que también hay una
disminución en el ancho de línea [62].
En el contexto de la manipulación del fenómeno Bragg circular por la

aplicación de un campo eléctrico cd, las cantidades más importantes son
la longitud de onda central �Br

0
y el ancho de banda FWHM (��0)

Br del
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régimen de Bragg para incidencia normal, que están de�nidas en (3.63) y
(3.64). Hay que notar que

�
Br

0
jEcdz =0

= 


�q
�
(0)

2
+
p

�d

�
(3.76)

y

(��0)
Br
jEcdz =0

= 2
j

q
�
(0)

2
�

p

�dj (3.77)

estas expresiones indican que si el efecto Pockels no se explota, entonces
i) Materiales quiralmente estructurados localmente isotropicos no exhiben

el fenómeno Bragg circular (FBC) para toda �.
ii) MEQs localmente uniaxiales no exhiben el FBC si � = 900; y
iii) MEQs localmente biaxiales no exhiben el FBC si satisface la condición

pseudo-isotrópica
Cabe mencionar que �E, �B y �D (Ver apéndice C) varían linealmente con

E
cd

z
. Entonces, a segundo orden en Ecd

z
tenemos

p

�B� �

q
�
(0)

2
+ f1(r21; r23; �)E

cd

z
+ f2(r21; r23; r41; r43; r61; r63; �)(E

cd

z
)2

(3.78)
y

p

�D� �

p

�d + f3(r11; r13; r31; r33; r51; r53; �)E
cd

z
+

f4(r11; r13; r31; r33; r41; r43; r51; r53; r61; r63; �)(E
cd

z
)2 (3.79)

donde f1 a f4 son funciones de los coe�cientes electro-ópticos identi�cados y
del ángulo de inclinación o tilt. La substitución de las expresiones anteriores
en (3.63) conduce así a los siguientes cinco enunciados, para las 20 clases de
simetría local:
(A) Para ambas clases de MEQs localmente isotrópicos, el corrimiento de

�
Br

0
no depende de Ecd

z
pero si de (Ecd

z
)2.

(B) Para cuatro clases de MEQs localmente uniaxiales, el corrimiento de
�
Br

0
no depende de Ecd

z
pero si de (Ecd

z
)2. Las cuatro clases son tetragonal

422, tetragonal �42m, hexagonal 622 y hexagonal �6m2.
(C) Para las nueve clases restantes de MEQs localmente uniaxiales, el

corrimiento de �Br
0
depende tanto de Ecd

z
como de (Ecd

z
)2
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(D) Para tres clases de MEQs localmente biaxiales, el corrimiento de �Br
0

no depende de Ecd
z
pero si de (Ecd

z
)2. Las cuatro clases son ortorrómbicas

222, monoclínicas 2, y monoclínicas m
(E) Para las dos clases restantes de MEQs localmente biaxiales, el corri-

miento de �Br
0
depende tanto de Ecd

z
como de (Ecd

z
)2.

Los enunciados (A)-(E) para un corrimiento en la longitud de onda central
�
Br

0
bajo la aplicación de un voltaje cd también se cumplen para el cambio

corriente en el ancho de banda (��0)Br FWHM.
Por lo tanto, las longitudes de onda centrales del régimen de Bragg de

MEQs de 11 clases cristalográ�cas locales se correrán, y los anchos de banda
FWHM de los mismos cambiarán, bajo la aplicación de voltajes cd modera-
dos; mientras los de las 9 clases cristalográ�cas locales restantes requerirán
la aplicación de voltajes cd más altos para presentar corrimiento. Además
el régimen de Bragg se recorre al rojo o al azul, dependiendo del signo de
E
cd

z
, para las 11 clases cristalográ�cas locales; pero los corrimientos de los

regímenes de Bragg serán insensibles al signo de Ecd
z
, para las nueve clases

cristalográ�cas locales restantes [15].
El efecto del ángulo de inclinación o tilt � sobre el ancho de banda FWHM

del régimen de Bragg para incidencia normal se modi�ca bastante por la
aplicación de Ecd

z
. Los enunciados (i)-(iii) para MEQs se remplazan como

sigue: Cuando Ecd
z
6= 0,

I. Localmente isotrópicos no exhiben el FBC solamente si � = 45o

II. Localmente uniaxiales no exhiben el FBC si � = 90o, si las clases
cristalográ�cas locales no son tetragonal �4 o tetragonal �42m; y
III. Localmente biaxiales exhiben el FBC aun si � satisface la condición

pseudoisotropica (3.75).
Cuando � = 0o, el centro de la longitud de onda del régimen de Bragg no

se recorre para las siguientes clases cristalográ�cas locales: tetragonal 4mm,
hexagonal 6mm, hexagonal �6m2, trigonal 3m, y ortogonal mm2. Asimismo
cuando � = 90o, la longitud de onda central del régimen de Bragg no se
recorre para las siguientes clases cristalográ�cas: tetragonal 422, hexagonal
622, hexagonal �6, hexagonal �6m2 y trigonal 32. Hay que notar que estos
resultados son teóricos. Experimentalmente no se puede realizar una STF
con � = 0, mientras que � = 900 se obtiene mediante la técnica de deposición
física de vapor, al aplicar el �ujo de vapor del material a incidencia normal
a las capas de la STF.
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3.14. Fenómeno Bragg Circular Eléctricamen-
te Controlado por un Campo Eléctrico
cd Arbitrario

En esta sección se considera un material estructuralmente quiral, al que
se aplica un campo eléctrico cd arbitrario oblicuo a la dirección del eje de
inhomogeneidad. Se analiza como se controla eléctricamente el fenómeno
Bragg circular en este sistema. Hay que notar que los resultados presentados
en esta sección son teóricos reportados en [15]. El caso que nos interesa es el
de la aplicación de campo eléctrico normal a la STF, sin embargo, el caso más
general nos permitirá tener una visión completa del control electro-óptico.
La exploración numérica de la solución del problema de valores a la fron-

tera de la re�exión y transmisión de una onda plana, debido a una capa de
un MEQ electro-óptico, indica que la exhibición del fenómeno Bragg circular
por el MEQ, se puede controlar no solamente por el signo y la magnitud de
un campo eléctrico cd, sino también por su orientación en relación al eje de
inhomogeneidad helicoidal del MEQ. Así, se amplia la posibilidad de control
eléctrico de �ltros de polarización circular.
En esta sección se generaliza la teoría de la sección anterior a la aplicación

de un campo eléctrico cd orientado arbitrariamente con el objetivo de con-
trolar el fenómeno Bragg circular. La ecuación diferencial ordinaria matricial
entonces se vuelve más complicada aun si la onda plana incide normalmente.
Sin embargo, la exhibición del fenómeno Bragg circular no está en duda, en
general, ya que ésta depende solamente de la quiralidad estructural del MEQ.
En este caso el campo eléctrico se establece como

0
@

E
cd

1
(z)

E
cd

2
(z)

E
cd

3
(z)

1
A = �Ry(�) � �Sz

�
�

h�z




�
� Ecd (3.80)

donde sin pérdida de generalidad podemos elegir

Ecd = E
cd(ux cos�cd + uz sen�cd); �

cd
2 [0; �=2]; (3.81)

el caso uniaxial se obtiene para �
cd
= �=2.

Aquí nuevamente los campos electromagnéticos propagantes, en el vector
columna �	0(z) cumplen con la ecuación diferencial matricial ordinaria (3.44),
donde la descomposición
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�A(z) = �A0
0
(u) + �A0

s
(u) sen�

cd
+ (3.82)�

�A0
cs
(u) sen

�
h�z




�
+ �A0

cc
(u) cos

�
h�z




��
cos�

cd

clari�ca el signi�cado de la orientación de Ecd, y es correcto a primer orden
en el campo eléctrico.
Las cantidades que aparecen en el lado derecho de la ecuación (3.82)

aparecen explícitamente en el apéndice D.
Con respecto a la orientación de Ecd, el lado derecho de (3.82) se puede

dividir en tres partes. La primera parte es indiferente a Ecd y por lo tanto, a
�
cd
, el segundo término muestra una mayor ventaja para campos eléctricos

cd axiales (es decir, cuando �
cd
= 900), mientras que el tercer término es más

efectivo para campos eléctricos cd transversales ( es decir, cuando �
cd
= 00).

Cuando se consideran los efectos de la tercera parte de la ecuación (3.82),
así, como la interacción de la segunda y tercera parte, debemos tener en
mente que el número de variables para un estudio paramétrico completo es
grande. Estas variables incluyen la isotropía, uniaxialidad o biaxialidad lo-
cal. Éstas están determinadas por los valores relativos de �(0)

1;2;3
; el grupo de

simetría puntual local, de los cuales hay 20 clases, determinadas por los coe-
�cientes electro-ópticos rJK ; los dos ángulos de incidencia � y  , el ángulo
� de inclinación o "tilt", la mitad de paso 
, el grosor normalizado L=
 y
el ángulo �

cd
. Tenemos muchas variables involucradas. Por lo tanto, de-

bido a los resultados de MEQs sujetos a campos eléctricos aplicados a través
del eje de inhomogeneidad, ahora los estudios, en el caso de la aplicación de
un campo eléctrico externo, se enfocan en MEQs localmente biaxiales. Estos
materiales pueden presentar coe�cientes electro-ópticos altos, por lo que re-
quieren magnitudes de campo eléctrico cd aplicado menores en comparación
con otros materiales.
Eligiendo particularmente la clase ortorrómbica mm2, las permitividades

escalares relativas y los coe�cientes electro-ópticos para el Niobato de Pota-
sio, ver Tabla 3.1. Además como la incidencia normal es la condición más
común para aparatos ópticos planares, (� = 00). Como el efecto de  no es
signi�cativo en la exhibición del fenómeno Bragg circular [14], se establece
 = 00.
Se observa que abajo de un valor del campo eléctrico cd oblicuamente

aplicado no hay un efecto sobre el FBC. Sin embargo, si el campo eléctrico
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es su�cientemente fuerte (� 109V m�1) se observa un cambio en el fenómeno
Bragg circular con la aplicación del campo eléctrico externo oblicuamente
aplicado. Por ejemplo, para Ecd = 0;67 � 109V m�1. La longitud de onda
central del régimen de Bragg es 649 nm y el ancho de onda ( ancho total
a la mitad del máximo) es 69 nm mientras que para �

cd
= 00 el centro de

longitud de onda del régimen de Bragg es 667 nm y el ancho de banda son 40
nm. Además, el valor del pico de RRR disminuye alrededor del 10% cuando
�
cd
cambia de 900 a 00 [14].
La situación cambia signi�cativamente cuando el signo de Ecd se altera.

En este caso la longitud de onda central del régimen de Bragg es 688 nm
y el ancho de banda es de 15 nm para �

cd
= 900, pero para �

cd
= 00 las

cantidades correspondientes permanecen iguales es decir a 667 nm y 40 nm.
Además el valor del pico para RRR se incremente alrededor del 600% cuando
�
cd
cambia de 900 a 00. Así, el FBC es afectado dramáticamente por el signo

de Ecd como por la orientación del ángulo �
cd
.

Cuando se aplica un campo eléctrico de la magnitud mencionada a un
MEQ con � = 450 se observa un corrimiento al azul, de aproximadamente
100 nm cuando �

cd
cambia de 900 a 00. Además, el ancho de banda se ve

afectado grandemente por el valor de �
cd
y por el signo de Ecd, de hecho, el

FBC se desvanece para valores de �
cd
en la vecindad de 500. Así, la exhibición

del FBC está en dos diferentes rangos de �
cd
, (comparando con el caso en el

que � = 900) que no se traslapan pero que están muy próximos entre si.
También, pueden aparecer otros tipos de fenómeno Bragg en las carac-

terísticas de respuesta espectral. Por ejemplo, se puede observar altos valores
en RRL y RLR que es el funcionamiento de un espejo normal o bien en un
cierto régimen espectral se puede observar el funcionamiento de un espejo
quiralmente estructural de lateralidad derecha, es decir se presentan valores
altos de RRR y valores bajos de RLL:
Así, la exhibición el FBC por unMEQ electro-óptico se puede controlar no

solamente por el signo y la magnitud de un campo eléctrico cd, sino también
por su orientación en relación al eje de inhomogeneidad quiral. Varios estudios
numéricos con�rman que, estos resultados que son validos para incidencia
normal, también lo son para incidencia oblicua [14]. Así, la posibilidad de
control eléctrico de �ltros de polarización circular se rea�rma y se extiende
en esta sección.
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3.15. Re�exión y Transmisión Eléctricamen-
te Controlada de Luz Incidente Oblicua-
mente en MEQs

Se ha encontrado que el régimen de Bragg se puede controlar por medio
de un campo eléctrico de baja frecuencia. Aún más sorprendente, a primera
vista, se ha encontrado que el efecto Pockels crea un régimen de Bragg aun
cuando las propiedades del MEQ son tales que tal régimen no existiría en la
ausencia del campo eléctrico de baja frecuencia. Este efecto se puede explicar
por una generalización de la transformación de Oseen [11]. Claramente, la
naturaleza electro-óptica de un MEQ se puede explotar para conmutación
óptica.
Un MEQ no electro-óptico se puede sintonizar por medio del ángulo de

incidencia de la luz, rotando alrededor de la dirección de la onda incidente.
Entonces, la propagación dentro del MEQ no es paralela al eje de inhomo-
geneidad, y el régimen de Bragg generalmente experimenta un corrimiento
al azul.
Para incidencia oblicua se observan resultados similares que para inciden-

cia normal, para ángulos de � de hasta � 450 o aun a ángulos mayores.
Para incidencia oblicua, se ha estimado la longitud de onda central del

régimen de Bragg como

�
Br

mid
=
h

2

�
�
1=2

u
+ �

1=2

v

�
cos1=2 �; (3.83)

donde
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1

2

"
�
(0)

1
+ �d +

(�
(0)

1
� �d)

2 + 4�
(2)
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(0)

1
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cos 2'
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1
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1
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e
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1

!
: (3.86)
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donde la de�nición de las variables �d; �e, se encuentran en el apéndice C.
Esto indica indica un corrimiento al azul cuando se incrementa �, para

� � 300. Para valores mayores de � se estima la expresión

�
Br

mid
=
h

2

�
�
1=2

u
+ �

1=2

v

�
F (�); (3.87)

con F (�) una función a determinar.
Además se ha encontrado que el ángulo � afecta signi�cativamente las

re�ectancias y transmitancias, pero no subvierte el régimen de Bragg [11].
También, se ha encontrado que para incidencia oblicua, el efecto Pockels
mejora el fenómeno Bragg circular aun en las condiciones en las que se pre-
senta el punto pseudo-isotrópico en el material.
Cuando se aplican voltajes cd más altos se observa que el fenómeno de

Bragg se desarrolla: el régimen de Bragg se ensancha y tanto RRR como TLL
se incrementan.
Por último, se ha observado que la disipación en MEQs da como resultado

una disminución en las transmitancias y re�ectancias, que aumenta cuando
la disipación se incrementa, mientras que la manifestación del fenómeno de
Bragg circular disminuye grandemente en los espectros de transmitancia,
aunque la manifestación en los espectros de re�ectancia se ven menos afec-
tados [67].

86



Capítulo 4

Defectos de torsión

Como se mostró en el capítulo 2, en el régimen lineal se tienen solu-
ciones exactas para una onda electromagnética que se propaga axialmente
en un medio con simetría helicoidal. Particularmente, la forma de las solu-
ciones obtenidas es útil para su aplicación en sistemas en los cuales se deban
satisfacer condiciones a la frontera debido a la presencia de un plano de
discontinuidad perpendicular a la dirección de propagación; esto es, la re-
presentación de Marcuvitz-Schwinger permite plantear y analizar de manera
directa el problema de una onda electromagnética transversal propagándose
en la dirección z, la cual debe satisfacer condiciones a la frontera tangenciales
a un plano de discontinuidad xy en un punto z0. En este capítulo se estudia
la propagación axial de una onda electromagnética con longitud de onda �0
en una muestra con simetría helicoidal, en la cual hay un defecto de torsión,
que se pueden ver como un plano de discontinuidad, ver Fig. 4.1.
En este capítulo se discuten las propiedades ópticas de muestras con sólo

un defecto de torsión, ecuaciones exactas para el modo del defecto y para las
matrices de transferencia y dispersión del plano del defecto.

4.1. Singuletes

Considérese una muestra con simetría helicoidal entre los planos z = �`
y z = +` con sólo un defecto de torsión en z = 0, el cual divide la muestra
en dos regiones: a para z < 0 y b para z > 0 (Fig. 2.5).
Las principales propiedades del modo de defecto de este sistema se han

encontrado numéricamente en las refs. [5, 77, 78, 79]. Sin embargo, aquí se
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Figura 4.1: a) Estructura sin modi�car. b) Esquema de un defecto de torsión
en un medio helicoidal, con paso P y periódo a. El defecto se puede generar
de la siguiente manera: i) se considera una muestra helicoidal sin defectos
entre planos ortogonales al eje de la hélice (eje z); ii) enseguida se corta la
muestra de manera que se obtengan dos capas entre planos paralelos; y iii)
se gira cualquier capa con respecto a la precedente un cierto ángulo �� a lo
largo del eje común.

atacará el problema analíticamente mediante el análisis de ecuaciones exac-
tas, las cuales permitirán veri�car tales propiedades y tener una visión más
profunda de la física del problema.

4.1.1. Muestra in�nita

Considérese una estructura in�nita, es decir, se toma el límite l ! 1.
La solución más general para este sistema es una combinación lineal de las
soluciones previamente encontradas en Ec. (2.56). Esta se puede escribir como

�(z) =

( P
4

j=1
c
a

j
�
j(z) =

P
4

j=1
c
a

j
t
j exp(injz); z < 0P

4

j=1
c
b

j
�
j(z) =

P
4

j=1
c
b

j
t
j exp(injz); z > 0

: (4.1)

Haciendo referencia a la Sec. 2.4.1, es necesario señalar que particularmente
en el presente capítulo, en la representación �, los vectores base serán es-
cogidos en el orden 1+; 2+; 1�; 2�. Debido a que se está considerando una
longitud de onda �0 dentro de la banda prohibida, las ondas propias 1� repre-
sentan ondas evanescentes, ya que sus correspondientes valores propios �n1
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son imaginarios puros y, por lo tanto, los factores exponenciales de la expre-
sión (2.56) son reales. Los vectores propios tj

a
y tj

b
se pueden obtener en dos

diferentes sistemas de referencia a y b cuyos ejes ya; yb hacen un ángulo ��
(ver Fig. 4.3 en Sec. 4.1.2). En un sistema de referencia con el eje y como el
bisector de ya; yb; tales vectores se obtienen aplicando la matriz de rotación
R(���=2) y R(��=2) a los vectores tj.
Las matrices Ta y Tb correspondientes están dadas por

Ta = R(��)T; Tb = R(�)T; (4.2)

en donde � = ��=2 y T fué de�nida previamente en la expresión (2.56).
En el límite cuando el ancho de la muestra `!1 los factores exponen-

ciales de la primera componente de �a = T�1a �
a
y de la tercera componente

de �b = T
�1

b
�
b
(correspondiendo a los modos 1+ en la región a y 1� en la

región b), divergen cuando z tiende a �1 y +1, respectivamente. Por lo
tanto, sus amplitudes deben ser cero (ver Fig. 4.2).

Figura 4.2: Un defecto de torsión en z = 0. La muestra es in�nita, es decir,
en el límite cuando l!1. Se muestran los modos que existen en cada lado
del plano del defecto. Nótese que los modos 1+ en la región a y 1� en la
región b divergen cuando z tiende a �1 y +1, respectivamente; y por lo
tanto, sus amplitudes deben ser nulas.

La continuidad tangencial de los vectores e y h (sistema de referencia
del laboratorio) en z = 0 proporciona cuatro ecuaciones homogéneas para
las seis componentes. Sin pérdida de generalidad, se puede hacer igual a 1 la
amplitud del modo 1� en z = 0�. Las amplitudes de los modos 2� en z = 0�

y z = 0+ se puede expresar fácilmente como una función de la amplitud s del
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modo 1+ en z = 0+, y el campo interno más general se puede escribir como
una combinación lineal de las soluciones correspondientes a s = �1. Para
cada uno de tales valores, los vectores de amplitud �a(s) y �b(s) tienen com-
ponentes (0; A+(s); 1; A�(s)) y (s,B+(s); 0; B�(s)), respectivamente, donde:

A
�(s) = a

0(s)� ia00(s);

B
�

b
(s) = sA

�

a
(s); (4.3)

con

a
0(s) = �

c2

acc1

2e�2"m + "ku1
2e�2"m + "ku2

"
in1
e�u"m(cot�)ss
2e�2"m + "ku1

+
u2

2

#

a
00(s) =

c2

acc1

2e�2"m + "1u1
4e�"mn2

"
u(tan�)ss�

2in1e�"mu1
2e�2"m + "ku1

#
: (4.4)

donde e� = �=p, con � la longitud de onda, p el paso del MEQ con p = 2

para el caso de la STF.

u =

q
4�m�me�

2

+ a2
c
; u1;2 = ac � u;

ck =
���4nk

�
uk�q + 2e�

2

�m

����
�1=2

; (k = 1; 2) ; (4.5)

ac =
�q�? � �?�q

2
: (4.6)

donde �m = �q+�?

2
; �

m
=

�
q
+�

?

2
y nk son los valores propios de A0(!) (ver

Ec. 2.36), que nos dan las soluciones de los modos, Ec. (2.55);donde �q es la
constante dieléctrica paralela eje de las moléculas, en el caso del colestérico
es la dirección del director y �?es la constante dieléctrica perpendicular. En
el caso no magnético �

q
= �

?
= �

0
; la susceptibilidad magnética del vacío.

Los resultados siguientes se cumplen para un material uniaxial, que es el caso
mejor estudiado, sin embargo, como se verá en el siguiente capítulo también
se cumplen para el caso de un material biaxial.
En cada lado del plano del defecto, las amplitudes A� y B�, relacionadas

a los modos 2�, tienen el mismo módulo m =
p

a02 + a002. Entonces, su su-
perposición es una onda estacionaria. Esta onda está linealmente polarizada
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y oscilante(no localizada), mientras que los modos 1� de�nen una onda esta-
cionaria localizada en la cual la amplitud de los campos dependen de la
coordenada de propagación z como exp(�jzj=`d); en donde

`d = 1=jn1j (4.7)

será de�nido como el ancho de línea del modo.
Un análisis de estas amplitudes, muestra que para s = 1; la razón

�(e�) = 1=2m2 (4.8)

entre las amplitudes al cuadrado de las componentes localizada y no locali-
zada en el plano del defecto, dependen fuertemene del valor e� y alcanza un
máximo muy pronunciado a un valor bien de�nido e�d de e�. De este modo,
se de�ne un modo de defecto cuasilocalizado, que tiene la estructura de un
singulete en el cual las componentes localizadas o evanescentes 1� y 1+ son las
que dominan debido a que tienen una amplitud mucho mayor que las otras.
El hecho de que el modo de defecto en un medio con simetría helicoidal con
un defecto de torsión no es un modo localizado en el sentido estricto, ya que
éste contiene una pequeña componene no localizada, se mostró primero en la
Ref. [80] para ondas acústicas y se extendió para ondas electromagnéticas en
las refs. [5, 78, 79]. Algunas dudas acerca de la existencia de una componente
no localizada, se expresan en la Ref. [81], debido a que no hay evidencia de
esta componente en la región b cuando el modo de defecto es excitado por
ondas que inciden desde la izquierda sobre una muestra in�nita. La ausencia
de tal componente será explicada en la próxima subsección. A continuación
se hacen algunos comentarios sobre el uso de las soluciones encontradas.
i) Siempre es posible encontrar una combinación lineal de las dos solu-

ciones en la cual el modo 2� no existe en b y el modo 2+ tiene amplitud
unitaria en a (en z = 0�). Ya que ese último modo es el único que incide
sobre el plano del defecto, las amplitudes de los otros cuatro modos, coinci-
den con cuatro de los 16 elementos de la matriz de dispersión S del plano
del defecto. En la Sec. 4.1.2, se de�nirá la frecuencia del defecto usando es-
ta propiedad. En la Sec. 4.1.3 se de�nirá la matriz de dispersión con una
diferente consideración.
ii) Las soluciones encontradas aquí, de�nen dos de los cuatro modos pro-

pios encontrados para campos electromagnéticos propagándose en muestras
�nitas. Las otras dos se pueden encontrar considerando tambien a los modos
que han sido despreciados (1+ en a y 1� en b). En muestras in�nitas (con
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l� ld), se pueden escoger tales modos como modos independientes. Son dife-
rentes de cero solamente cerca de las fronteras de la muestra (modos propios
de frontera). Sin embargo, en muestras delgadas, tales modos no son modos
propios, ya que es imposible satisfacer las condiciones de continuidad en el
plano del defecto sin considerar los otros modos.
iii) El campo interno generado por ondas externas, es la superposición de

los cuatro modos, los cuales en muestras in�nitas tienen la estructura simple
de�nida en (ii).

4.1.2. Longitud de onda del modo de defecto

En la Ref. [77], el autor muestra que la longitud del modo de defecto e�d
viene dado aproximadamente por la expresión:

e�d = e�m + e�a cos ��: (4.9)

donde e�m = e�1+
e�2

2
; e�a = e�2�

e�1

2
; e�1 = p�q�q; e�2 =

p

�?�?:

De particular interés es el caso cuando el defecto de torsión �� = 900, que
implica e�d = e�m; es decir, la longitud del defecto aparece en la mitad del
régimen de Bragg. En el siguiente capítulo, encontramos el mismo resultado
para el MEQ con un defecto de torsión de 900:
Esta ecuación es exacta sólo cuando ac = 0; cuando e y h son paralelos.

En efecto, en este caso particular es posible satisfacer la continuidad de las
componentes tangenciales de los campos e y h considerando sólo los modos
1� en a y 1+ en b. La posibilidad de satisfacer cuatro relaciones con sólo
dos parámetros libres se debe al hecho de que la continuidad de e implica la
continuidad de h (se recuerda que tales vectores son paralelos cuando ac = 0).
La Fig. 4.3a muestra que e+ y e� coinciden cuando ellos son paralelos al eje
y, el cual es el bisector del ángulo de torsión ��. Esto sucede en un valor
bien de�nido e�c de e�, y el cual se relaciona con el ángulo � = ��=2 mediante
e� = e�m + e�a cos ��), con e� = �=p, donde � es la longitud de onda de la luz
y p es el paso del MEQ. Entonces, la Ec. (4.9) de�ne el valor exacto de la
frecuencia de defecto. En conclusion, el modo de defecto está localizado en
el sentido estricto y su frecuencia se de�ne perfectamente cuando ac = 0.
La Fig. 4.3b ilustra el hecho de que para ac 6= 0 los vectores e y h ya

no son paralelos durante su rotación. Esto corresponde al caso en que s = 1
(en el caso s = �1 los vectores e�;h� permanecen sin cambio, mientras que
e+;h+ tienen direcciones opuestas). Obviamente, no existe ningún valor de e�
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Figura 4.3: Rotación de los vectores (e+;h+) and (e�;h�) de los modos 1+

y 1� para ac = 0 (Fig. a) y ac 6= 0 (Fig. b). Los vectores (e�;h�) están a lo
largo del eje ya y (e+;h+) a lo largo del eje yb para e� = e�2. Cuando e� decrece,
ellos rotan hacia el eje y manteniéndose paralelos solo cuando ac = 0. Para
e� = e�d los vectores (e�;h�) coinciden con (e+;h+) y se encuentran a lo largo
del eje y en la Fig. a. En la Fig. b tales vectores nunca coinciden pero para
e� = e�d sus bisectores se encuentran paralelos al eje y. Se hace hincapié en
que el ángulo entre ya y yb, es el ángulo de torsión �� y tienen como bisector
al eje y.
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para el cual e+ coincide con e� y h+ coincide con h�. La solución encontrada
en la Sec. 4.1.1 se obtuvo agregando a los modos 1� una combinacion lineal
de los modos 2�, tal que los vectores e y h fueran paralelos, y a lo largo
del eje y, y desfasados por ��=2 (para s = �1 ellos son paralelos al eje x).
La �gura sugiere también que el valor mínimo de los coe�cientes A� y B�

se obtiene cuando los bisectores de los campos (e+;h+) y (e�;h�) (lineas
punteadas) coinciden con el eje y, generando de este modo un máximo para

la función �
�
e�
�
de�nida en (4.8).Valores aproximados para e�d y para �

�
e�
�

se obtuvieron en la Ref. [5] usando argumentos similares.
Ahora se de�ne el valor exacto de e�d para ac 6= 0 considerando una

propiedad interesante de los defectos de torsion primeramente encontrada en
forma numérica por Kopp y Genack [10]: para � = e�d el plano del defecto
re�eja totalmente los modos 2�. Para tomar en cuenta esta consideración,
basta tomar la solución de�nida en el punto (i) de la Sec. 4.1.1, correspon-
diente a un campo en el cual el modo 1� no existe en b, y se busca el valor
e�d de e� para el cual, la amplitud del modo 1+ en b sea igual a cero. Cálculos
directos proveen la siguiente relación entre �� y e�d

�� = cot�1

2
4 i
2

0
@
u2

�
u1"k + 2"me�

2

d

�

4n1u"me�d
�

2n1u1"me�d
u

�
u1"k + 2"me�

2

d

�

1
A
3
5+m�; (4.10)

en donde m es un entero, ya que �� se de�ne módulo �.
Este último caso solo se menciona por completez, ya que encontramos que

en el MEQ con defecto los campos e y h son paralelos en el plano del defecto
y por lo tanto, ac = 0. Este resultado se presenta en el siguiente capítulo:
Esto implica que, como se ha dicho anteriormente (ver Ec. (4.9)), cuando el
defecto de torsión es de 900 la longitud de onda del defecto aparece justo a
la mitad del régimen de Bragg.

4.1.3. Muestras delgadas

Cuando el grosor 2l de la muestra es comparable con la longitud de ate-
nuación ld de los modos 1�, todas las ondas pueden alcanzar el plano del
defecto (ver Fig. 4.4).
Así, es imposible de�nir todos los elementos de la matriz de dispersión

usando las soluciones dadas por Ecs. (4.3, 4.4) en donde sólo tres de los
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Figura 4.4: Un defecto de torsión en z = 0. En este caso la muestra es �nita
y todos los modos existen en cada lado del plano del defecto.

cuatro modos son considerados. De acuerdo al procedimiento mostrado en la
Sec. 2.5, se considera la matriz de transferencia (o propagador) U , la cual
se de�ne implícitamente por la ecuación �b(0+) = U�a(0

�). Tomando en
cuenta la Ec. (4.2), la relación � = T�, y la continuidad de �(z) en el plano
del defecto, en z = 0, se obtiene:

U = U
�
0+; 0�

�
= T�1 exp(�R��)T � cos ��1I4 � sen��RS; (4.11)

con

RS = T
�1
RT:

La matriz de rotación RS es similar a la matriz R de�nida en Ec.(2.64).
Entonces: R�1

S
= �RS y su determinante es igual a 1. Al igual que el pro-

cedimiento seguido en la Sec. 2.5, para encontrar los elementos de RS se
expresa T�1 como una función de T usando la relación G� = T yG�T de la
Sec. 2.4 y las ecuaciones que de�nen los elementos de T;G�; G� (ver Sec.
2.4.1). Cálculos directos conducen a1

RS =

0
BB@

�r1 �r
�

5
�r3 �r5

ir
�

5
ir2 ir5 ir4

r3 r5 r1 r
�

5

�ir5 �ir4 �ir
�

5
�ir2

1
CCA (4.12)

1Recuérdese que los vectores base que se escogen en el presente capítulo están en el
orden 1+; 2+; 1�; 2�, de tal modo que la expresión usada para G� viene dada por la
expresión (2.61)
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en donde las cantidades rj (j = 1; :::; 5) son

r1;3 = 2e�c2
1
[(2e�2"m + u1"k)(u2 � 2"k�m)� 2n21u1"m];

r2;4 = 2e�c2
2
[(2e�2"m + u2"k)(u1 � 2"k�m)� 2n22u2"m];

r5 = 4e�c1c2ac
�
"
k
(ac � "k�m) + "m(

e�2 + n1n2)
�
; (4.13)

y satisfacen la relación r2
3
+ r2

4
= r2

1
+ r2

2
:

El procedimiento para calcular la matriz de dispersión S a partir de U se
discutió en la Sec. 2.5. Es conveniente escribir la matriz U de 4� 4 como

U =

�
Uff Ufb

Ubf Ubb

�
; (4.14)

en donde f y b indican a la derecha e izquierda,2 respectivamente, y considerar
también la matriz U�1 � cos ��1I+sen��RS. La matriz Sff de 2�2 es la inversa
de (U�1)ff , y que está dada por

(U�1)ff =

�
cos �� � r1sen�� �r

�

5

ir
�

5
cos �� + ir2sen��

�
: (4.15)

Como ya se ha mencionado, para e� = e�d el modo 2+ se re�eja totalmente
en el plano del defecto. Esto signi�ca que el elemento (2; 2) de S, el cual
coincide con el elemento (2; 2) de Sff ; es igual a cero. Es fácil mostrar que
este elemento es cero cuando el elemento (1; 1) de su matriz inversa (U�1)ff ,
dada por Ec.(4.15), es cero. Entonces, la cantidad e�d se de�ne implícitamente
por la siguiente ecuación

�� = cot�1
h
r1(e�d)

i
+m�; (4.16)

la cual es completamene equivalente a la Ec. (4.10).
El procedimiento usado aquí para obtener la longitud de onda del defec-

to e�d haciendo igual a cero el elemento (2; 2) de la matriz de dispersión S
merece algunos comentarios importantes. Para la de�nición de e�d es razona-
ble considerar las propiedades de dispersión de la muestra, debido a que las

curvas de�nidas como fij
�
e�
�
=
���Sij

�
e�
����
2

, en donde Sij son los elementos

2 los subíndices f y b se deben a que son las primeras letras de las palabras �forward� y
�backward�
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de la matriz de dispersión, muestran máximos o mínimos sólo en la presencia
de los defectos. La de�nición de e�d es obvia si y sólo si todos los máximos
y mínimos coinciden en el mismo valor e�. Un análisis numérico muestra que
esto no es el caso en general y no es fácil tener una idea intuitiva del origen
de la diferencia entre la posición de los dos diferentes picos. De hecho, para
de�nir la matriz S, se debe calcular primero la matriz de transferencia U ,
cuyos elementos dependen muy suavemente de e� aún en la presencia del de-
fecto. Aquí se igualó a cero el elemento (1; 1) de la matriz de transferencia
inversa que viene dada por la expresión (4.15). En este caso, las cantidades
fij que dan las transmitancias del plano del defecto son

f11 =
�
cos2 �� + r2

2
sen2��

�
= jr5j

4
;

f12 = f21 = 1= jr5j
2
;

f22 = 0: (4.17)

La cantidad r5 de�nida en la Ec. (4.13), contiene el factor ac. Así, las
cantidades f11, f12, f21 divergen cuando ac tiende a cero. En este caso la
frecuencia del defecto se de�ne sin ambigüedad debido a que las funciones

fij

�
e�
�
, �nitas por de�nición, son ahora proporcionales a la función de Dirac

�

�
e�� e�d

�
. En el caso general ac 6= 0 los valles y crestas de las funciones

fij(e�) tienen un ancho �nito y sus máximos y mínimos no coinciden en un
mismo valor e�, aunque la diferencia entre tales valores sea pequeña cuando
el módulo de ac lo sea también. Para valores típicos de los parámetros de
anisotropía, las diferencias son tan pequeñas que se puede escoger uno de
estos valores como una posible de�nición de e�d. Aquí se escogió el mínimo de
la componente f22 debido a que ésta se de�ne por una ecuación más simple.
En conclusión, la frecuencia del defecto se puede de�nir exactamente, sin
ninguna ambigüedad, sólo cuando ac = 0, y en muestras reales, se de�ne
de manera muy exacta debido a que ac es un parámetro pequeño. Cuando el
defecto de torsión es de 900, la frecuencia del defecto se encuentra en el centro
del régimen de Bragg. Este resultado es compatible con el que se encuentra
en el siguiente capítulo, para el sistema que estudiamos.
Aquí se consideró la matriz de dispersión del plano del defecto para las

ondas propias internas. El interés del presente análisis puede parecer pura-
mente académico, debido a que en experimentos sólo se consideran muestras
�nitas y ondas externas. Obviamente los máximos y mínimos de tales curvas
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coinciden en una longitud de onda bien de�nida sólo cuando ac = 0. Este he-
cho con�rma el papel principal que ocupa el parámetro ac en las propiedades
ópticas de muestras con defectos de torsión.
La re�ectancia y transmitancia de la muestra se de�nen a través de la

matriz de dispersión de la muestra completa. Las curvas que proporcionan
estas cantidades dependiendo de � para diferentes valores de l; ��; ac y para
los diferentes estados de polarización se han encontrado numéricamente en
las refs. [5, 10, 77] y no serán reportadas en la presente tesis. Cabe señalar
que tales curvas muestran máximos o mínimos e� � e�d, cuyo ancho espectral
�! es igual a ��1, donde � es el tiempo de decaimiento del modo de defecto.
Cuando l � ld, con ld la longitud de atenuación de los modos 1�, � prac-
ticamente es independiente de l, pero depende fuertemente de ac, ya que la
energía almacenada por el modo de defecto puede escapar solamente debido
a la presencia de la componente no localizada. Para ac = 0 tal componente
desaparece, � tiende a in�nito y �! tiende a cero.

98



Capítulo 5

Óptica de un MEQ con un
defecto de torsión

En los capítulos previos se ha establecido la teoría necesaria para estu-
diar la óptica de las películas delgadas quirales con un defecto de torsión y
su sintonización electro-óptica. Se ha dicho que anteriormente se han estu-
diado ópticamente MEQs, como son los cristales líquidos colestéricos, que
presentan un defecto de torsión de 900 en el centro. Esto produce un agujero
espectral en el centro del régimen de Bragg, en los espectros de transmitancia
y re�ectancia. Sin embargo, los colestéricos no presentan efecto Pockels, por
lo que solamente se pueden sintonizar eléctricamente en pequeños rangos, ya
que el tamaño del período o paso de la hélice cambia levemente en presencia
de campos eléctricos, lo que cambia el rango de longitudes de onda en el que
se observa el régimen de Bragg.
Por otra parte, se han estudiado STFs quirales que presentan efecto Po-

ckels al exponerlas a campos eléctricos externos y que, por lo tanto, son
eléctricamente sintonizables. Sin embargo, no se habían estudiado en el caso
en el que la STF presenta un defecto de torsión. Por lo tanto, estudiamos
una STF que presenta efecto Pockels, con un defecto de torsión de 900 en el
centro de la película. Esto, como se había mencionado anteriormente, pro-
duce un modo localizado o resonante en el plano del defecto, que se observa
como un agujero espectral en el centro del régimen de Bragg. Puesto que las
constantes dieléctricas del material dependen del campo eléctrico aplicado,
debido al efecto Pockels y además, las frecuencias en los bordes del régimen
dependen de las constantes dieléctricas, podríamos sintonizar el régimen de
Bragg y la longitud de onda del defecto por la acción de un campo eléctrico
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externo. Este sistema físico tiene diversas aplicaciones: �ltros de polarización,
sintonizadores de banda estrecha de longitudes de onda, almacenadores de
energía óptica y resonadores ópticos en láseres.
En este capítulo empleamos la representación de Marcuviz-Schwinger jun-

to con la transformación de Oseen que se han revisado en el capítulo 2, para
derivar una ecuación diferencial ordinaria matricial de 4 � 4 para la propa-
gación electromagnética dentro del medio estructuralmente quiral, con un
defecto de torsión de 900 en el centro. Para efectos de sintonización electro-
óptica aplicamos un campo eléctrico externo de corriente directa a lo largo
del eje de inhomogeneidad del material, que llamamos eje z, ver Fig. 5.1. Se
ilumina al sistema con luz monocromática, arbitrariamente polarizada que
incide normalmente, es decir, en la dirección del eje z. Así, encontramos los
modos ópticos (modos propagantes y localizados ó de defecto) dentro del
sistema. A partir de estos modos encontramos el tiempo de permanencia
fotónico en el plano del defecto que es la energía almacenada en el modo
localizado entre la potencia total de las ondas propagantes. Éste nos da
una medida del tiempo que permanece la energía almacenada en el plano del
defecto.
Por medio de la aproximación homogénea por pedazos que se expuso en la

sección 2.7, encontramos la matriz de transferencia, y mediante la expresión
2.71, en la sección 2.5, encontramos la matriz de dispersión. Los elementos
de esta matriz son los coe�cientes de re�exión y transmisión del sistema.
El cuadrado de la magnitud de estos coe�cientes nos da las re�ectancias y
transmitancias como función de la longitud de onda de la luz �; del ángulo
de inclinación de la STF quiral � y del campo eléctrico cd aplicado Ecd, que
son variables que se pueden manipular experimentalmente.
Analizamos el fenómeno Bragg observado y encontramos la longitud de

onda del defecto, que es la longitud de onda central del agujero espectral,
en el centro del régimen de Bragg; encontramos el ancho de línea del modo
de defecto, el ancho de banda del régimen de Bragg y el ángulo entre las
componentes del campo eléctrico y magnético, todo esto en función del án-
gulo de inclinación del material �, y de la magnitud del campo eléctrico Ecd.
También, encontramos el inverso del ancho de línea relativo, �!d; que es pro-
porcional al tiempo de permanencia fotónico � , en la frecuencia del defecto
!d, que nos da una medida del tiempo en el que permanece la energía alma-
cenada en el modo localizado. El inverso del ancho de línea relativo es un
tiempo de permanencia fotónico en unidades adimensionales y se gra�ca en
función del ángulo de inclinación del material �, de la magnitud del campo
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eléctrico Ecd y del ancho de la STF quiral l, para ver si existe una región en
el espacio Ecd�� y l�� en el que este tiempo es mayor. Esto último es im-
portante porque se ha encontrado que al aumentar el tiempo de permanencia
fotónico disminuye el umbral de energía de activación de láseres [10]. Por lo
tanto, este sistema se puede emplear como resonador óptico y almacenador
de energía óptica en láseres con bajos umbrales de energía de activación.

5.1. Sistema Físico

Consideramos un material estructuralmente quiral no disipativo, en este
caso una película delgada esculpida quiral con un defecto de torsión de 900,
construida de Niobato de Potasio (kNbO3) ; un material ortorrómbico que
pertenece a la clase mm2, una de las 20 clases de grupos de simetría cristalo-
grá�cas puntuales locales existentes. Elegimos este material porque presenta
efecto Pockels (discutido en la sección 3.1), ante la presencia de campos eléc-
tricos externos y tiene coe�cientes electro-ópticos relativamente grandes. Por
lo tanto, requiere magnitudes de campo eléctrico cd menores para sintonizar
eléctricamente los espectros ópticos [14, 15], en comparación con otros ma-
teriales. La película se ilumina con luz monocromática arbitrariamente po-
larizada a incidencia normal, es decir propagándose en la dirección del eje
helicoidal z.
Para efectos de sintonización electro-óptica de sus espectros de transmi-

tancia y re�ectancia, se aplica un campo eléctrico de corriente directa, cd, a
lo largo del eje de inhomogeneidad o quiralidad, z, ver �g 5.1.

5.2. Modo de Defecto

Estamos interesados en la re�exión y transmisión de ondas planas debido
a un bloque de MEQ de grosor L. El eje de quiralidad estructural del MEQ
está designado como el eje z y el MEQ está sujeto a un campo eléctrico de
corriente directa, Ecd. Los espacios entre z � 0 y z � L están vacíos. Una
onda plana polarizada arbitrariamente incide normalmente sobre el MEQ
desde la mitad del espacio z � 0. Como resultado hay ondas planas re�ejadas
y transmitidas en los espacios: z � 0 y z � L, respectivamente. Así, debemos
resolver un problema de valores a la frontera para determinar los coe�cientes
de re�exión y transmisión.
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Figura 5.1: a) Bloque de material estructuralmente quiral con un defecto de
torsión de 900 a la mitad del bloque, sujeto a un campo eléctrico de corriente
directa, aplicado a lo largo del eje de inhomogeneidad. Se ilumina al sistema
con luz monocromática a incidencia normal. b) esquema del sistema donde
se muestra el defecto de torsión.
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Las ondas incidentes se consideran con polarización arbitraria, son las que
se han mencionado en capítulos anteriores, Ec. (2.40).
El MEQ, en este caso particular, es una película delgada compuesta de

un material ortorrómbico que pertenece a la clase cristalográ�ca de simetría
puntual mm2. Este material presenta efecto Pockels bajo la acción de un
campo eléctrico aplicado. Sus propiedades electro-ópticas están dadas en tér-
minos del reciproco de la matriz de permitividad relativa ���1

ij
. Ésta se puede

expandir en series de potencias del campo eléctrico aplicado Ecd
k
como

���1
j
= ��

�1(0)

j
+ r

jk
E
cd

k
+ :::; (5.1)

tal y como se ha explicado en la sección 3.1, ver Ec. (3.13), por lo tanto, que-
da en términos de los coe�cientes electro-ópticos rjk, que tienen diferentes
valores para cada material especí�co. En este caso los coe�cientes a em-
plear son los del Niobato de Potasio (KNbO3), este material posee valores
relativamente grandes de los coe�cientes electro-ópticos que dan respuestas
ópticas mayores en presencia de campos eléctricos externos. Puesto que el
eje de quiralidad y por lo tanto, de inhomogeneidad del MEQ, es el eje z;la
matriz de permitividad relativa sólo depende del eje z y se puede escribir
como (ver la Ec. (3.34) en la sección 3.6)

��SCM(z) = �Sz(hpz) �Ry(�)�� �Ry(�) �Sz(�hpz); (5.2)

donde p = �=
 , con 
 la mitad del período del MEQ y donde h es el
parámetro de lateralidad, h = 1 para un MEQ de lateralidad derecha y
h = �1 para lateralidad izquierda. �Ry(�) es la matriz de inclinación que es
una rotación involucrando el ángulo de inclinación del material, � 2 [0; �=2]
con respecto al eje x en el plano x � z. El uso de la matriz de rotación �Sz
en la matriz de permitividad relativa ��SCM involucra la mitad del paso 
 del
MEQ a lo largo del eje z. La aplicación de estas rotaciones simultáneas nos
permite colocarnos en un marco de referencia donde el material se observa
localmente homogéneo. Así, podemos resolver las ecuaciones de Maxwell con
relativa facilidad.
El campo eléctrico está aplicado a lo largo del eje de inhomogeneidad, es

decir el eje z, por lo tanto, éste se puede escribir como en la Ec. (3.37).
Usando el formalismo de Marcuviz-Schwinger, explicado en la sección

2.1.1, las ecuaciones de Maxwell se reducen a encontrar las soluciones a los
campos transversales. Consideramos, como es usual, que la luz incidente es
monocromática, de frecuencia ! y que incide normalmente en la capa de
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MEQ a lo largo del eje z. Así, los campos ópticos se propagan axialmente
y sólo dependen de z. Los campos electromagnéticos dentro del material se
pueden representar por el siguiente vector

� (z) � (ex(z); ey(z); hx(z); hy(z))
T
; (5.3)

donde ex(z), ey(z); hx(z) y hy(z) son las componentes transversales de los
campos electromagnéticos. Aplicando la transformación de Oseen, a los cam-
pos electromagnéticos y al tensor dieléctrico, como se explica en la sección
2.1.2, encontramos que � (z) satisface la siguiente ecuación diferencial

d� (z)=dz = i �A� (z) (5.4)

donde �A está dada por

�A �

0
BB@

0 �ip 0 !�
o

ip 0 �!�
o

0
�!�o�E �!�o�B 0 �ip

!�o�D !�o�E ip 0

1
CCA ; (5.5)

aquí �
o
y �o son la permitividad magnética y eléctrica del vacío, mientras que

�B, �D y �E, están dadas por las ecuaciones 3.53, 3.54 y 3.55. Las longitudes
de onda de los bordes del régimen se obtienen a partir de las siguientes
expresiones

�B� =
1

2

�
�B + �D +

(�B � �D)
2 + 4�2

E

�B � �D
cos 2�

�
;

�D� =
1

2

�
�B + �D �

(�B � �D)
2 + 4�2

E

�B � �D
cos 2�

�
:

que coinciden con las Ecs.(3.61) y (3.62). Así, podemos calcular la longitud
de onda del modo de defecto �d en el centro del régimen (ver Ec. 3.63).
Nótese que �A es independiente de z. Así, los eigenvalores de �A nos per-

miten determinar los números de onda de los modos dentro de la STF quiral

k
2

�
� p

2 +
(�D + �B)

2
�
0
�o!

2

�

!

2

q
�
0
�o(8p2(�D + �B) + �

0
�o!

2 (4�2
E
+ (�B � �D)2)): (5.6)
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Los modos ópticos dentro de la STF, considerado campos monocromáticos
son (recordando lo que se expuso en la sección 2.4, ver ecuación 2.55):

 = e
i(!t�(�k

�
)z)
: (5.7)

Los modos cuyos eigenvalores son �k� muestran una brecha de banda o
�band gap� para ! en el intervalo de�nido por las frecuencias en donde los
números de onda �k� son imaginarios puros esto es cuando

!
2

j
� p

2
�B + �D � (�1)

j
p
4�2
E
+ (�B � �D)2

2�
0
�o(�B�D � �2

E
)

; (j = 1; 2) (5.8)

y sus eigenvectores son ondas polarizadas linealmente y evanescentes.
Por otra parte los modos cuyos eigenvalores son �k+ son reales y las

ondas siempre están propagándose y son elípticamente polarizadas.
Se ha mencionado en la sección 4.1, y en la referencia [5], que en una es-

tructura helicoidal con una discontinuidad de salto o de torsión, la amplitud
de los modos evanescentes es mucho mayor que la de las ondas propagantes
en la frecuencia del defecto !d. En este caso el modo de defecto tiene apro-
ximadamente el per�l

exp(� jzj =ld): (5.9)

donde ld = 1=k+ es el ancho de línea del modo de defecto.

5.3. Transmitancia y Re�ectancia

Una vez encontrados los modos de los campos electromagnéticos dentro
de la STF, usamos el método de la aproximación homogénea a pedazos, que
se ha expuesto con anterioridad en la sección 2.7 para encontrar la matriz
de transferencia. A partir de ésta obtenemos la matriz de dispersión por
medio de la Ec. 2.71. Los elementos de esta última son los coe�cientes de
transmisión y re�exión y sus magnitudes al cuadrado son las re�ectancias y
transmitancias del sistema.
En la Fig. 5.2, se observa la transmitancia y re�ectancia para luz circu-

larmente polarizada derecha, al incidir luz CPD. Observamos que se presenta
el fenómeno Bragg circular entre las longitud de onda aproximadamente en
el rango de 6�7 a 6�9� 10�7m, es decir, luz circularmente polarizada derecha
se re�eja casi en su totalidad para una STF quiral de lateralidad derecha.
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5.3. TRANSMITANCIA Y REFLECTANCIA

Figura 5.2: a) Transmitancia y b) Re�ectancia para luz circularmente pola-
rizada derecha al incidir en una STF con hélice derecha, con � = 0, aplicando
un campo eléctrico de 2� 109 V/m.
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5.3. TRANSMITANCIA Y REFLECTANCIA

También, se observa un agujero espectral centrado en la longitud de on-
da �d = 6�8 � 10

�7
m para valores de � = 0 del ángulo de inclinación y

E
cd = 2� 109V=m para el campo eléctrico aplicado. Es decir, luz polarizada

circularmente derecha, se transmite, para un rango estrecho de longitudes
de onda alrededor de �d. El agujero espectral, generado por el defecto de
torsión de 900; se sitúa en la longitud de onda central del régimen de Bragg
(ver Fig. 5.2), que coincide con resultados presentados previamente en las
referencias [10, 5] y con la teoría expuesta en la Sec. 4.1.2. Se menciona aquí
que el fenómeno Bragg circular esta presente para un amplio rango de valo-
res de campo eléctrico � E

cd
2 [0; 4] � 109 V=m. Sin embargo, se ha usado

el valor mencionado para ejempli�car el fenómeno debido a que se observa
grá�camente con mayor claridad.
Sean !1 y !2 las frecuencias de los bordes del régimen de Bragg, entonces,

la frecuencia central del régimen y del modo localizado, o frecuencia del
defecto es

!d � (!1 + !2)=2; (5.10)

mientras que el ancho de banda es la diferencia entre las frecuencias de los
bordes

�! � !1 � !2: (5.11)

Observamos en la Fig. 5.3 que la longitud de onda del defecto se puede
sintonizar en longitudes de onda que van desde aproximadamente 630 nm
a 730 nm, que corresponde a un rango del espectro óptico en el color rojo.
Se observa que la longitud de onda del defecto se recorre al rojo cuando
aumentamos el campo eléctrico externo para valores del ángulo de inclinación
del defecto en el intervalo de [0�3; 0�9] rad, mientras que se recorre al azul
para los demás ángulos.
Además, encontramos el ángulo 

em
(!d) entre los campos eléctrico y mag-

nético del modo localizado, en la frecuencia del defecto, los cuales se encuen-
tran de las componentes de los eigenvectores y eigenvalores correspondientes
de la matriz 5.5.
La Fig. 5.4, muestra l�1

d
(!d), �!, y em(!d) gra�cados en diferentes es-

calas versus � y el campo eléctrico aplicado Ecd. Se observa que hay una
región geométrica en el espacio ��E

cd para la cual el ancho de línea ld(!d)
diverge, en la frecuencia del defecto, mientras que l�1

d
(!d) y �! y e;(!d) se

desvanecen.
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5.3. TRANSMITANCIA Y REFLECTANCIA

Figura 5.3: Longitud de onda del defecto �d vs � y Ecd; y para una capa o
bloque de MEQ localmente biaxial cuya clase cristalogra�ca es ortorrómbica
mm2. Otros parámetros son: �(0)

1
= 4;72, �(0)

2
= 5;20, y �(0)

3
= 5;43; r13 =

43 � 10�12mV �1
; r23 = 6 � 10�12mV �1

; r33 = 63;4 � 10�12mV �1
; r42 =

450� 10�12mV �1
; r51 = 120� 10

�12
mV

�1
; para otros rJK = 0.
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5.3. TRANSMITANCIA Y REFLECTANCIA

Figura 5.4: Ancho de línea l�1
d
(!d) , ancho de banda �! y el ángulo entre

los campso magnético y eléctrico 
em
(!d) para los modos evanescentes vs �

and Ecd para el mismo material que la Fig. 5.3.
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5.4. INVERSO DEL ANCHO DE LÍNEA RELATIVO

5.4. Inverso del Ancho de Línea Relativo

El tiempo de permanencia fotónico � está dado por la razón entre la
energía electromagnética almacenada en la muestra y la potencia total de las
ondas salientes.
Despreciando la contribución de las ondas propagantes en la energía al-

macenada, �(l) está dado por

�(l) �
ld

4c

q
(�
(0)

1
+ �

(0)

2
+ �

(0)

3
)=3

1� exp(�2l=ld)

sen
2(

em
=2) + exp(�2l=ld)

; (5.12)

donde l es el ancho de la STF quiral. Nótese que el tiempo de permanencia
también depende de la frecuencia ! y del ángulo de inclinación de la STF
quiral �, mediante 

em
: El valor asintótico de �(l) para una STF muy grande

es

�(1) = (ld=(4c sen
2(

em
=2)))

q
(�
(0)

1
+ �

(0)

2
+ �

(0)

3
)=3: (5.13)

Sin embargo, si se sintoniza al MEQ sobre la curva pseudo-isotrópica, �(l)
se reduce a

�(l) = (l=2c)

q
(�
(0)

1
+ �

(0)

2
+ �

(0)

3
)=3 (5.14)

el cual ahora depende proporcionalmente del grosor de la muestra y de aquí
que nunca alcanza un máximo como ocurre para los puntos fuera de la curva
pseudo-isotrópica mencionada. Por lo tanto, el tiempo de vida fotónico se
puede prolongar sin límite al hacer cada vez más grande el grosor de la
muestra l. El inverso del ancho de línea relativo se de�ne como �!d, donde
� es el tiempo de permanencia fotónico y !d es la frecuencia del defecto.
Se observa en la Fig. 5.5 que el inverso del ancho de línea relativo �!d

escala exponencialmente con el grosor de la muestra, para un ángulo de incli-
nación de la STF � = 450; sin aplicar campo eléctrico. Después de un valor
del ancho l de la STF, �!d se aproxima asintóticamente a un valor límite y ya
no crece al aumentar l. Esto concuerda con estudios reportados para MEQs
con defecto de torsión que no presentan efecto Pockels [10, 5]. El inverso del
ancho de línea relativo tiene el mismo comportamiento para valores del án-
gulo de inclinación de la STF y del campo eléctrico externo fuera de la curva
pseudo-isotrópica: Sin embargo, para valores de � y Ecd sobre la curva, �!d
no tiene un valor máximo como función del ancho de la muestra (Ec. 5.14).
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5.4. INVERSO DEL ANCHO DE LÍNEA RELATIVO

Figura 5.5: Se muestra el inverso del ancho de línea relativo, a un ángulo de
inclinación de 450 de la STF quiral, sin aplicar campo eléctrico externo. Para
el mismo material que la Fig. 5.3, con los mismos parámetros.

La Fig. 5.6 muestra el inverso del ancho de línea relativo �(l)!d (que como
se ha mencionado anteriormente es proporcional al tiempo de permanencia
fotónico), contra � y Ecd, para el valor de l = 10�4m: Hay que notar que
junto a la curva pseudo-isotrópica hay dos cordilleras que la rodean. Sobre
estas curvas el valor de �(l)!d es �(l)!d � 107 , mientras que para el resto del
plano ��Ecd el valor de �(l)!d ha alcanzado su valor asintótico �(l)!d � 106.
La Fig. 5.7 muestra �!d contra el grosor de la muestra l y � para un

valor �jo del campo eléctrico aplicado Ecd = 0�5� 109V=m. Se observa como
las dos cordilleras alrededor de la curva pseudo-isotrópica incrementan su
amplitud y se acercan entre si al incrementar l, mientras que para los demás
puntos del plano l � � permanece a un valor más bajo de 106. Encontramos
numéricamente que para valores grandes de l las dos cordilleras se fusionan
en una.
Por último, la densidad de estados fotónicosD en la frecuencia del defecto

se obtiene a partir de [87]

D(!d) � l@k1(!d)=@! (5.15)

En la grá�ca 5.4, se observa que la velocidad de grupo V g(!d) = @!(!d)=@k1;
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5.4. INVERSO DEL ANCHO DE LÍNEA RELATIVO

Figura 5.6: Inverso relativo del ancho de línea �!d como función de � y Ecd

para l = 10�4m para el mismo material que la Fig. 5.3
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5.4. INVERSO DEL ANCHO DE LÍNEA RELATIVO

l
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Figura 5.7: �!d vs l(m) y �.
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5.4. INVERSO DEL ANCHO DE LÍNEA RELATIVO

varía mucho cerca de la curva pseudo-isotrópica, sin embargo, el cálculo
analítico revela que sobre esta curva la velocidad de grupo es nula lo cual
implica que la densidad de estados fotónicos D(!d) diverge.
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Capítulo 6

Análisis de Resultados y
conclusiones

El sistema físico que estudiamos es una película delgada esculpida (STF)
con estructura quiral, con un defecto de torsión de 900 en el centro de la
muestra. Consideramos que la STF está construida de Niobato de Potasio
que pertenece a la clase de simetría de grupo puntual cristalográ�ca mm2,
que exhibe efecto Pockels. Para efectos de control electro-óptico se aplica
un campo eléctrico externo de corriente directa a lo largo del eje de inhomo-
geneidad. El sistema se ilumina a incidencia normal con luz monocromática,
polarizada arbitrariamente.
Por medio de las ecuaciones de Maxwell, la transformación de Oseen y la

representación de Markuvitz-Schwinger encontramos los modos ópticos den-
tro de la STF con defecto. Esto nos permite obtener el tiempo de permanencia
fotónico, que es la energía almacenada en el modo localizado entre la potencia
total de las ondas propagantes. También, encontramos las matrices de trans-
ferencia y de dispersión del sistema. Los elementos de la matriz de dispersión
son los coe�cientes de transmisión y re�exión y sus magnitudes al cuadrado
las re�ectancias y transmitancias en términos de la longitud de onda �, el
ángulo de inclinación � y el campo eléctrico cd aplicado Ecd. Analizamos los
espectros de re�ectancia y transmitancia.
Observamos en los espectros ópticos un régimen de Bragg circular, es

decir luz circularmente polarizada derecha se re�eja casi en su totalidad al
incidir luz CPD, para una STF quiral de lateralidad derecha. El régimen de
Bragg se presenta aproximadamente en un rango de magntides de campo
eléctrico Ecd 2 [0; 4] � 109 V=m: En particular considerando que el ángulo
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de inclinación de la STF es de 00 y Ecd = 2 � 109V=m, este régimen se en-
cuentra entre 670 y 690 nm. Se observa un agujero espectral correspondiente
al modo del defecto en la mitad del régimen de Bragg debido a que el de-
fecto es de 900. Esto concuerda con lo reportado en estudios previos [5, 10].
Este agujero espectral se genera debido a modos ópticos localizados o reso-
nantes dentro del material. Así, este dispositivo además de un �ltro de luz
circularmente polarizada, se podría emplear como un sintonizador de banda
estrecha de longitudes de onda en un láser, un resonador óptico, o bien como
un almacenador de energía óptica.
Se observa en la Fig. 5.3 que la longitud de onda del defecto �d se puede

sintonizar en longitudes de onda que van de 630 nm a 730 nm; que es un
rango del espectro óptico que corresponde al color rojo. Además se observa
que la longitud de onda del modo del defecto se recorre hacia el rojo al
incrementar el valor del campo eléctrico aplicado Ecd para valores del ángulo
de inclinación en el intervalo de [0�3; 0�9] rad, mientras que se recorre al
azul para otros ángulos al aumentar el campo eléctrico. Esto nos permite
la posibilidad de sintonizar eléctricamente el régimen del fenómeno Bragg
circular y el modo del defecto.
Al lugar geométrico donde el inverso de ancho de línea l�1

d
, el ancho de

banda del régimen circular de Bragg �! y el ángulo 
e;
(!d) entre las compo-

nentes del campo eléctrico y el campo magnético se hacen cero, lo llamamos
curva pseudo-isotrópica. Los puntos pseudo-isotrópicos, son valores particu-
lares del ángulo de inclinación de la STF � y del campo eléctrico externo
aplicado Ecd donde aparecen las características mencionadas. En estos pun-
tos y en sus alrededores, los sistemas se comportan como si fueran isotrópicos
en algunas de sus propiedades ópticas, por ejemplo, el régimen Bragg circu-
lar desaparece. Sin embargo, también se puede observar un incremento en la
respuesta óptica como se menciona en la Ref. [12].
La explicación de la aparición de puntos pseudo-isotrópicos es que el elip-

soide dieléctrico se elonga o se estrecha bajo la acción del campo eléctrico
externo debido al efecto Pockels, puesto que las constantes dieléctricas de-
penden linealmente del campo eléctrico. Así, para un valor particular del
campo eléctrico aplicado y del ángulo de inclinación de la STF, el elipsoide
se convierte en una esfera y, por lo tanto, las constantes dieléctricas se dege-
neran en una sola. Por lo tanto, el material se comporta ópticamente como si
fuera isotrópico y el régimen de Bragg circular desaparece. Para estos valores
particulares, del campo eléctrico Ecd y el ángulo de inclinación � de la STF,
la luz se propaga sin distinguir las anisotropías del medio. Al cambiar el va-
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lor de � cambia el valor de Ecd; para el cual el tensor dieléctrico es esférico,
por lo tanto, el punto pseudo-isotrópico va cambiando, lo que da lugar a la
formación de una curva que es el conjunto de puntos pseudo-isotrópicos. Hay
que enfatizar que el régimen de Bragg se cierra aún en la ausencia del campo
eléctrico externo en el punto pseudo-isotrópico.
El hecho de que sobre la curva pseudo-isotrópica l�1

d
; 

e;
(!d) y Ecd sean

cero tiene diferentes implicaciones:
i) El transporte de ondas dentro de la muestra en la frecuencia de defecto

es mucho más e�ciente ya que el inverso del ancho de línea del modo de
defecto es cero y por lo tanto la atenuación es nula.
ii)�! cero implica que el régimen de Bragg se cierra, a incidencia normal.
iii) No hay pérdidas de energía en la muestra ya que 

em
= 0 implica

que los campos eléctricos y magnéticos son paralelos y por lo tanto el vector
de Poynting, que representa la potencia por unidad de área por unidad de
tiempo es nulo.
Alrededor de la curva pseudo-isotrópica se observan dos cordilleras donde

el inverso del ancho de línea relativo �!d, que es proporcional al tiempo de
permanencia fotónico � , en la frecuencia del defecto !d, es 10 veces mayor que
en los demás puntos en el plano �� Ecd (Fig. 5.6), para un valor del ancho
de la STF l = 10�4m. Algo similar ocurre al gra�car el inverso del ancho de
línea relativo como función del ancho de la STF l y el ángulo de inclinación
�, para un valor de Ecd = 0�5� 109V=m. Sobre la curva pseudo-isotrópica, el
valor del inverso del ancho de línea relativo, en este caso, alcanza valores de
hasta 1012, mientras que en los demás puntos del espacio l � � este valor es
106. Estas dos cordilleras se acercan una con otra al incrementar el valor de l
hasta fundirse en una. Por lo tanto, encontramos que alrededor de las curvas
pseudo-isotrópicas se logran tiempos de permanencia fotónicos mayores, lo
que podría permitir la disminución de la energía umbral de activación de
láseres [10].
Por lo tanto, el modo de defecto se puede sintonizar por medio del cam-

po eléctrico y el ángulo de inclinación del MEQ, donde la propagación de
las ondas en la muestra, en la frecuencia del defecto es extremadamente e�-
ciente ya que la atenuación para el modo de defecto es muy pequeña, y las
pérdidas de energía en el sistema son despreciables debido a un vector de
Poynting cero. Estos hechos soportan el siguiente resultado principal: alrede-
dor de la curva pseudo-isotrópica el tiempo de permanencia fotónico se alarga
versus el grosor de la muestran sin límite, el cual es un resultado opuesto al
comportamiento reportado en estudios anteriores [10], donde el tiempo de
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permanencia fotónico escalaba exponencialmente y tendía asintóticamente
a un valor límite en función del grosor de la muestra. También, se observa
que hay una singularidad en la densidad de estados fotónicos sobre la cur-
va pseudo-isotrópica. Es importante mencionar que aumentos en el tiempo
de vida fotónico y singularidades en la densidad de estados fotónicos se han
relacionado con la reducción de la energía umbral de activación de láseres
[10, 9].
Enfatizamos que para valores de � y Ecd fuera de la curva pseudo-

isotrópica, el inverso del ancho de línea relativo escala exponencialmente con
respecto al grosor del material estructuralmente quiral (MEQ). Sin embar-
go, después de un grosor característico del material, este valor se aproxima
asintóticamente a un límite como se había encontrado en estudios previos
para MEQ con defecto de torsión que no muestran efecto Pockels [10, 5]. Sin
embargo, el escalamiento del inverso del ancho de línea relativo con respecto
al grosor de la STF, que es proporcional al tiempo de permanencia fotóni-
co en la frecuencia del defecto, se puede mejorar enormemente cuando los
valores del campo eléctrico y el ángulo de inclinación de la estructura están
cercanos a los que de�nen la curva pseudo-isotrópica. Esta sintonización da
lugar a una variación dramática en el comportamiento del tiempo de perma-
nencia fotónico en el modo de defecto el cual nunca alcanza un máximo como
función del grosor del material.
Puesto que los cristales líquidos como los esmécticos C� y los elastómeros

colestéricos poseen elipsoides dieléctricos susceptibles a ser deformados por
un campo eléctrico externo, esperamos que se encuentren curvas pseudo-
isotrópicas en donde sus propiedades ópticas presenten comportamientos
inusuales.
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Apéndice A

Matriz para la Ecuación (2.18)

La propagación de luz monocromática que incide oblicuamente y con
polarización arbitraria en una STF quiral se puede encontrar por medio de
la siguiente ecuación de los campos electromagnéticos transversales

d

dz
[f(z; �;  ; !)] = i[P(z; �;  ; !)][f(z; �;  ; !)]; (A.1)

donde

[f(z; �;  ; !)] =

2
664

ex(z; �;  ; !)
ey(z; �;  ; !)
hx(z; �;  ; !)
hy(z; �;  ; !)

3
775 (A.2)

aquí z está en la dirección del eje de la hélice, � es el número de ónda,  es
el ángulo de íncidencia de la luz con respecto a eje x y ! es la frecuencia de
la luz.

La matriz [P(z; �;  ; !)] está dada en términos de la mitad del paso 
,
de la inclinación � del MEQ y de las constantes dieléctricas, que a su vez
dependen de !;
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[P(z; �;  ; !)] =2
66664

0 0 0 �
0

0 0 �
0
0

h�0[�c(!)� �d(!)] cos(
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) sen(�z
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) 0 0
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77775
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77775
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2

!�0
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0 0 cos sen � cos2  
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77775
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!�
0

2
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� cos sen cos2  0 0
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2
 cos sen 0 0

3
77775

(A.3)
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Apéndice B

Matriz para la Ecuación (2.25)

Al aplicar la transformación de Oseen al sistema de coordenadas, que con-
siste en la formulación del vector columna [f 0(z; �;  ; !)] = [B(�z=
)][f(z; �;  ; !)];

donde la matriz función 4� 4 es

[B(�)] =

2
664

cos(��) �h sen(��) 0 0
h sen(��) cos(��) 0 0

0 0 cos(��) �h sen(��)
0 0 h sen(��) cos(��)

3
775 (B.1)

La ecuación (2.18) se transforma al modo 4� 4

d

dz
[f 0(z; �;  ; !)] = i[P0(z; �;  ; !)][f 0(z; �;  ; !)]; (B.2)

donde la matriz[P0(z; �;  ; !)] tiene una estructura más simple que la que
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se encuentra en el apéndice A

[P0(z; �;  ; !)] =2
66664
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Apéndice C

Matriz para la Ecuación (3.44)

Para encontrar los campo ópticos dentro de un material estructuralmente
quiral seguimos el procedimiento trazado por Lakhtakia y Weiglhofer [85],
se ha establecido que la matriz columna 	0(z); que tiene como elementos
las componentes transversales de los campos electromagnéticos, satisface la
ecuación diferencial matricial ordinaria

d

dz
	
0

(z) = iA
0

(z) �	
0

(z); 0 < z < L; (C.1)

donde la matriz A
0

(z) está dada por la siguiente expresión que es correcta a
primer orden en Ecd

z
.
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donde
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Apéndice D

Matrices para la Ecuación
(3.82)

Para un material estructuralmente quiral donde se aplica un campo eléc-
trico arbitrario, se obtiente la ecuación

d

dz
	
0

(z) = iA
0

(z) �	
0

(z); 0 < z < L; (D.1)

como en el caso en el que se aplica un campo eléctrico a lo largo del eje de
inhomogeneidad, pero ahora la matriz A0(z) tiene una forma más compleja
y se puede expandir en varios elementos que dependen de la magnitud del
campo eléctrico aplicado, de la siguiente forma
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con las matrices �A0
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(u)::: dadas por

�A0
0
(u) =

0
BBBB@

0 �i
h�



0 !�

0

i
h�



0 �!�

0
0

0 �!�0�
(0)

2
0 �i

h�




!�0�d 0 i
h�



0

1
CCCCA
+

��3
�C 0
1
(u) +

�
2
�d

!�0�
(0)

1
�
(0)

3

�C 0
3
(u)�

�
2

!�
0

�C 0
4
(u); (D.4)

126



�A0
s
(u) = �!�0

�
(0)

2

�
(0)

1

0
BBBB@

0 0 0 0
0 0 0 0

�e + �h ��m 0 0
�i cos�+ (�j + �l)

sen2�

2
+ �k sen� �(�e + �h) 0 0

1
CCCCA

+�
�
(0)

2

�
(0)

1
�
(0)

3

"
�

�1

�
(0)

1

�C 0
1
(u) + (�f + �g) �C

0

2
(u)

#

+
�
2

!�0

 
�d

�
(0)

1
�
(0)

3

!
�2

�d

�C 0
3
(u); (D.5)
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