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Introduccion

La dindamica simbolica surgié originalmente como una herramienta para
estudiar sistemas dindmicos analizando su evolucién en tiempo discreto, esto
significa que por cada unidad de tiempo hay un tnico estado del sistema. Su
primera aparicién data de finales del siglo XIX cuando Jacques Hadamard
codificé un objeto matemaético llamado flujo geodésico en una superficie de
curvatura negativa, en una sucesion de simbolos. En la segunda década del
siglo XX las ideas de Hadamard fueron retomadas por Morse y Hedlund,
quienes fundaron las bases actuales de la teoria.

La idea basica es dividir el conjunto de posibles estados de un sistema
en un numero finito de piezas, y seguir la pista de qué pieza le corresponde a
cada estado en cada momento. Cada pieza esta asociada con un simbolo, de
manera que la evolucion del sistema queda descrito por una sucesion infinita
de simbolos. A este conjunto finito de simbolos le llamaremos alfabeto.

El objeto basico de estudio de la dinamica simbdlica es el espacio de
corrimiento (en inglés shift space), que se construye de la siguiente manera:

Si A es un alfabeto finito, A% es el conjunto de todas las sucesiones
bi-infinitas de simbolos de A, es decir

A? ={z = (#)iez : ; € A,Vi € Z},
donde cada sucesion es un punto del espacio. Si z € A%, entonces

T=...T_ 9% _1T0.T122... € A~
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La funcion de corrimiento (shift) o, sobre A% manda al punto z al
punto y = o(x) cuyo i-ésimo término es y; = x;41, Vi € Z.

r=...020_120.-L1L2 ...

l

Y=...C_3T_ox_1.20%1 ... = o(T).

A la pareja <AZ, O’> le llamaremos el A—espacio de corrimiento com-
pleto. Por ejemplo, si A = {0,1}, A% es el conjunto de todas las sucesiones
binarias, y lo podemos ver como el conjunto de todos los caminos bi-infinitos
en la siguiente grafica dirigida:

La pareja <.AZ,0> es un sistema dindmico en el siguiente sentido: si
x € A% describe el sistema en la unidad de tiempo 0, entonces o(z) en la
unidad de tiempo 1, o%(x) en la 2, en general o™ (z) describe al sistema en
una unidad arbitraria de tiempo entera n.

Cada lenguaje tiene sus reglas y restricciones, si tomamos a A como
nuestro abecedario tendriamos que poner un sinfin de reglas para elaborar
sucesiones con elementos de A permitidas en nuestro lenguaje. Otro ejemplo
en nuestra vida cotidiana son los aparatos electronicos digitales, estos leen y
escriben informacion a través de sucesiones de 0 y 1, sin embargo, no todos
permiten cualquier tipo de sucesion. La informacion en las superficies de los
discos compactos audibles esté escrita en largas sucesiones en las que entre
cada 1 hay al menos dos 0’s y no mas de diez.

Un bloque (o palabra) de x es una subsucesion finita de simbolos con-
secutivos en x € A%, por ejemplo si A = {a, b, c} un bloque de algiin punto
en A% se ve como bbcaccabaache. La longitud de un bloque es el niimero de
simbolos del alfabeto que aparecen en él.

Un espacio de corrimiento X (también llamado o-espacio) es un sub-
conjunto del espacio de corrimiento completo descrito por una coleccion F
de bloques prohibidos. Es decir, dado A un alfabeto finito y F una coleccion
de bloques sobre el alfabeto A, X = Xg C A% es el conjunto formado por
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todas las sucesiones de elementos de A en las que no aparece ningtin blo-
que de F. Nuestro estudio se restringira a aquellos espacios que puedan ser
descritos por un conjunto de restricciones J finito. A este tipo de espacios
les llamaremos espacios de corrimiento de tipo finito.

Los espacios de corrimiento de tipo finito pueden ser vistos como el
conjunto de todos los caminos bi-infinitos de una grafica dirigida, cuyos
vértices son los simbolos del alfabeto A y las flechas nos indican los bloques
de longitud 2 permitidos. Por ejemplo, si A = {0,1} y F = {11} entonces
X = Xy es conocido como el espacio de corrimiento aureo y lo podemos
ver como el conjunto de caminos bi-infinitos de la siguiente gréfica dirigida:

En cualquier camino dirigido de esta grafica, después de cada 1 debe
de aparecer un 0 porque no hay lazos en el vértice correspondiente al 1.

Supongamos que £ = ...Z_1Zpx ... €s un punto de un espacio de co-
rrimiento X sobre un alfabeto A. Podemos transformar z en otra sucesion
Y = ...Yy_1Yoy1 - .. de un espacio distinto Y con otro alfabeto A’ de la si-

guiente manera: para una longitud fija de bloques que aparecen X definimos
una regla local ¢ cuya accion es a cada bloque de x asignarle un simbolo del
alfabeto A’. Es decir, para los bloques de longitud m +n + 1 de X tenemos
que

Yi = O(TimmTiema1 - Ti- o Tifn—1Titn)-

Aplicando ¢ a cada bloque de longitud n + m + 1 obtenemos los simbolos
correspondientes a cada coordenada de y € Y, es decir, tenemos otra funcion
® : X — Y definida por la regla local ¢. A la funciéon @ le llamaremos codigo
de bloques y la podemos visualizar como:

xr=.. .‘l’i_mmi_m+1 oo Lo Lj4n—1L44n) - -
¢
)=y = YiAYlit1--
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Si X y Y son dos espacios de corrimiento y existen codigos de bloques
®: X Y yU:Y — X tales que ¥(®(z)) = = para toda z € X y
®(¥(y)) =y para toda y € Y entonces diremos que X y Y son conjugados,
y escribiremos X 2 Y.

El teorema de descomposicién para espacios de corrimiento de tipo
finito dice que cualquier conjugacién entre espacios de este tipo puede ser
vista como composicion de ciertas operaciones sobre las gréaficas que definen
a cada espacio. Sin embargo, el concepto “grafica que define a cada espacio”
en dimensiones superiores no es tan inmediato. Para evitar dificultades de
este tipo usaremos la nocién de Sistemas Textiles, una manera alternativa
de ver a los espacios de corrimiento de tipo finito bidimensionales y, para los
cuales, el teorema de descomposiciéon es muy similar al de una dimension.

Un estudio amplio y detallado de espacios de corrimiento unidimensio-
nales puede ser encontrado en [5].



Capitulo 1

Preliminares

El concepto de espacio de corrimiento puede ser generalizado a dimen-
siones superiores. En el presente capitulo estudiaremos algunas propiedades
basicas de los espacios de corrimiento bidimensionales, asi como construc-

ciones y ejemplos.

1.1. Espacios de Corrimiento Bidimensionales

Si A es un alfabeto finito, AL es el conjunto de todas las reticulas
(latices, arreglos) infinitas de simbolos de A, es decir

AP = {2 = (Ta)acz? : Ta € A,Ya € 22}

. 2
Si z € A%, entonces

T—-1,1 Zo,1 T1,1
r= ... T—-1,0 Z0,0 Z1,0
—1,—-1 | Lo,—1 | L1,—1

c AL
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De igual manera que en una dimension, la funcion de corrimiento o,
2 . » .
sobre A%, manda al punto z al punto y = oa(z) cuyo b-ésimo término es
2
Yp = xb+a,Vb ISy

Definicién 1.1.1 Llamaremos a AZ2, junto con las funciones o, definidas
para toda a € Z2, el A-espacio de corrimiento completo bidimensional o
simplemente espacio de corrimiento completo y se sobreentendera que se
refiere al espacio de corrimiento bidimensional.

Sea W un subconjunto finito de Z?2 el cual pensaremos como una ven-
tana por la cual vemos una porcion finita de un arreglo = € AZ® Un patréon
f en una ventana W es una funcion f : W — AW, donde A" es el con-
junto de todos los acomodos posibles de elementos de A en la ventana W.
Denotaremos por z | a la restriccion de z al conjunto W.

T_22 T_12 To,2 T1,2 T2,2 T_22 T_1,2 To,2 T1,2 T22
r—21 T-1,1 Zo,1 x1,1 ‘ T21 2,1 xo,1 T11 x21

o T-20 T-1,0 20,0 1,0 L2,0 - e T-20 0,0 1,0 Z2,0 -
T2 -1 T-1,-1 T1,-1 T2,-1 r—2-1|%-1,-1 Lo,—1 T1,-1| T2,-1
T2 -2 T-1,-2 To-2 X1,-2 T2-2 r_2-2 X-1,-2 To—-2 T1,-2 T2-2

Figura 1.1: Las ventanas {(i—1, ), (¢,7), (i+1,7), (¢,7 —2)} (izq.) y {(¢,7), (¢,5 —
D,6+1,7-1),6G37-2),6+1,5—2),(G+2,7—2)} (der.).

Dada una familia F de patrones, definimos

X =Xy = {z € A¥ : 0,(z)|w ¢ F,Va € Z?2 para cualquier ventana
W C Z?}.

En palabras, X4 es el conjunto formado por todos los arreglos y sus tras-
laciones, en las que no aparece ningin patréon de F. X es un espacio de
corrimiento caracterizado por los patrones prohibidos de F.

Definicion 1.1.2 Un espacio de corrimiento es un subconjunto X del es-
pacio de corrimiento completo sobre el alfabeto A, tal que X = X4 para
alguna coleccién F de patrones prohibidos sobre A.
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Un espacio de corrimiento bidimensional X es un subconjunto de AL
o-invariante, es decir 0,(X) = X, equivalentemente, o,(z) € X para todas
r€XyacZ?

En ocasiones sera conveniente trabajar con patrones rectangulares for-
mados por simbolos consecutivos en x € AZZ, a éstos les llamaremos bloques.
La extension de un bloque es el producto de su longitud horizontal por su
longitud vertical. Llamaremos un m x n-bloque a un bloque de extension
m X n. A la familia de bloques de extension m X n que aparecen en z lo
denotaremos como B, x,(x). Es decir para i, j,k,l € Z

TG+l | T+ | - | Titkg+l)
= Xli,53i+k,j+1)> € Brrixi+1(x).
T(ig+1) | Ti+1,54+1) | - | Tlitk,g+1)
Tag) | Tlttg) | | Tltkg)

La notacion x; i ;) se refiere al bloque cuya esquina inferior izquierda es la
coordenada x(; ;) y su esquina superior derecha la z(z ;).

En el presente trabajo concentraremos nuestra atencién a aquellos es-
pacios con restricciones finitas, es decir, los espacios de corrimiento X para
los que existe F finito tal que X = Xg. A estos espacios les llamaremos
espacios de corrimiento de tipo finito, o en forma abreviada, SFT por sus
siglas en inglés. Se hace énfasis en la existencia de un J finito, ya que un
mismo SF'T puede ser descrito por distintos conjuntos de restricciones.

Ejemplo 1.1.3 X = AZQ, el espacio de corrimiento completo sobre cual-
quier alfabeto72 es claramente un SFT ya que si tomamos F = () entonces
Xy =X=A%.

Ejemplo 1.1.4 Sea A = {0,1} y F = { } ,11}, entonces X = Xg es

el conjunto de arreglos en AZ en los que nunca hay dos 1’s consecutivos
ni horizontalmente ni verticalmente. Este espacio es cominmente conocido
como el espacio de corrimiento dureo bidimensional y es un SFT de suma
importancia en la dindmica simbélica. Una buena manera de caracterizar
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este espacio es tomando tomando la ventana W = {(i,5), (¢ + 1,7), (i,5 +
1)} en forma de L. Si la coordenada (7,7) tiene un O entonces podemos
poner cualquier cosa en las coordenadas (i +1,75) y (i,j + 1), pero, si en la
coordenada (7, j) hay un uno, necesariamente las (i +1,j) y (i,7+ 1) deben
tener 0’s. Si tomamos F’ como un conjunto de patrones prohibidos en la
ventana W,

entonces X = Xg = Xg7.

Ejemplo 1.1.5 (Ejemplo de Ledrappier. Frangois Ledrappier, 1978) Tome-
mos nuevamente A = {0,1} y la ventana W = {(4,4), (¢ + 1,7), (4,5 + 1)}.
En este caso no permitimos que dentro de una misma ventana haya un
nimero impar de 1’s, es decir, en cada ventana, o hay tnicamente 0’s
o hay dos 1’s y un 0. Consideremos a la funcion g(x;j, ziy1j, Tijy1) =
Tij + Tip15 + Tij4a1 (mod 2) Asi podemos tomar F = {{xijaxi-‘rlj)xij-‘rl} :
9(xij, Tit15, Tij41) = 1} de manera que X = Xg describe el espacio que
buscabamos.

Ejemplo 1.1.6 (Teselaciones de Wang. Hao Wang 1961) Tomemos un con-
junto L de n cuadrados iguales, cuyas aristas estén coloreadas con varios
colores (distintas aristas de un cuadrado pueden ser del mismo color). El
conjunto L es un conjunto de teselas de Wang. De lo que se trata es de
llenar el plano usando un sinfin de copias de cada tesela del conjunto L
acomodando los cuadrados arista con arista y haciendo coincidir sus colo-
res, partiendo de que un cuadrado so6lo puede ser trasladado (no rotado ni
reflejado). Una teselacion de Wang es una cubierta de R? hecha bajo las
reglas previamente establecidas.

Pensando a £ como un alfabeto, una teselacion de Wang es un punto x
en L2 v Zn es la tesela cuya esquina inferior izquierda esté en el punto n de
la rejilla Z2. Claramente podemos definir a 3 como aquellos bloques de 2 x 1
y 1 x 2 tales que no coincidan los colores de sus aristas correspondientes,
es decir, que no obedezcan las reglas de pegado. El conjunto Xg es un SFT
llamado espacio de Wang para el conjunto de teselas L.
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Figura 1.2: Las cuatro ventanas permitidas de un punto en el ejemplo de Ledrap-
pier.

Figura 1.3: Conjunto de teselas de Wang con cinco colores.
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1.2. Presentaciones en Bloques

Si se tiene un SF'T con un alfabeto A, a veces resulta mas conveniente
estudiarlo generando un nuevo espacio cuyo alfabeto A’ sea un conjunto de
bloques del alfabeto A.

Sea X un SFT con alfabeto A y .A[)T(Lxm] = Bhxm(X), podemos con-
siderar a Ag?xm] como un nuevo alfabeto y formar un nuevo espacio de

corrimiento (A[;XW})ZZ. Definimos la n x m-ésima presentacion en bloques
Buxm : X — (A2

como
(ﬂnxm(m))(m‘) = Lli,j5i+n—1,j+m—1]

La accion de (B, «m es: a cada simbolo de un punto x € X asignarle
un bloque rectangular generado por él y los siguientes n — 1 simbolos de
la horizontal y los siguientes m — 1 simbolos de la vertical, para obtener

un punto y € (./Cl[;xm])Z2 cuyos simbolos son bloques en By, ., (X). Por

ejemplo, la accion de fs3x2(z) € (A[)?;XQ])Zz se ve como en la figura 1.4.

*0,2 *1,2 0,2 r1,2 r2,2 *1,2 *2,2 r3,2

1,2

T_11 | ®0,1 | ®1,1 ©0,1 | ®1,1 | ®2,1 @11 | ®2,1 | #3,1

T—1,1 0,1 1,1 z0,1 1,1 2.1 1,1 x2.1 z3,1

©_1,0 | 0,0 | #1,0 70,0 | ®1,0 | #2,0 ©1,0 | 2,0 | #3,0
z_10 | %00 | 71,0 00 | *10 | w20 z10 | 220 | 30
z_1,-1 | ®0,—1 | ®1,—-1 z0,—1 | *1,-1 | ®2,-1 1,1 | ®2,-1 | ©3,-1

Figura 1.4: Accion de B3x2(x)

Notemos que en la figura 1.4 los simbolos consecutivos de Ag?xm] se

yuxtaponen. Esto es, sean v = (i jikd]> U= Tlit1,5:k+1,0 W = LT[ j+1:k,14+1]s
[nxm] .

2= T+ 1ik41,041] WU, w, 2 € BT Diremos que u y v se yuztaponen

progresivamente en la horizontal, u y w en la vertical, y u y z en la diagonal.
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Si el patron uv aparece en algin punto de la imagen [, x.m(X), es claro a
partir de la figura 1.4 que uv se yuxtaponen progresivamente en alguna
direccion.

Definicion 1.2.1 Sea X un espacio de corrimiento, la n X m-ésima presen-
tacion en blogues de X es la imagen X[*7 = Brxm(X) en el espacio de

corrimiento completo sobre A[)lem].

Vale la pena observar en la figura 1.4 que basta con conocer la letra
inferior izquierda de cada simbolo en 3, %, (x) para poder reconstruir toda
la imagen, asi como el punto original z. Por lo que X[™*™l es simplemente
otra manera de describir al mismo espacio X.

Proposicion. 1.2.2 Sea X un SFT, la nxm-ésima presentacion de bloques
de X, X!"*™  es un espacio de corrimiento.

Demostraciéon. Sean X un SFT y ¥ finito tal que X = Xg. Construimos
una nueva familia F de la siguiente manera: sea f € J, si f es de extension
mayor que n X m ponemos en F todos los bloques rectangulares de extension
minima que contengan a f; y si f es de extension menor o igual que n x
m ponemos en F todos los bloques rectangulares de extensién n X m que
contienen a f. De esta manera tenemos que X = X5 y todos los bloques de F

son de extensién mayor o igual que nxm. Ahora, para cada v = @[y 1k, € F

ponemos ul**m =
x[l,lfm%»l;n,l] x[27l7m+1;n+1,l] o x[kfnJrl,lferl;k,l]
nxm
€A™
L1,2;n,m+1] L[2,2;n+1,m+1] s | Tlk—n+1,2;k,m+1]
T[1,1;n,m] T[2,1;n4+1,m] e Tlk—n+1,1;k,m]

es decir, ponemos a los bloques de F como concatenacion de n x m-bloques.
Sea J el conjunto de todos los bloques sobre el alfabeto A™*™ de la forma
ul™™ para algtn u € F, éste representa el conjunto de restricciones en
X [nxml provenientes del espacio original, entonces X[l C Xg,. Pero
los bloques de X!"*™| se deben yuxtaponer como en figura 1.4 por lo que
consideramos
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Fo = {uv:u,v € A"*™, y u'y v no se yuxtaponen progresivamente}.

De esta manera tenemos que X "*™ C Xg,, por lo tanto
xlml € X N Xy, = Xg,07,,

la dltima igualdad se da ya que en X4, N Xg, estan prohibidos tanto los
bloques de J; como los de J3; y en Xg,ug, se encuentran los puntos de
Xg, en los que no aparecen bloques de F3 y los puntos de X4, en los que
no aparecen bloques de .

Por el otro lado, consideremos y € Xg,u7, y sea x el punto de AL
reconstruido desde la letra inferior izquierda de un bloque, como en la discu-
cion previa a esta proposicién. Entonces x € X = X5 ya que y cumple con
las restricciones de F1, y y = Bnxm () por las restricciones de yuxtaposicion
de F5. Por lo tanto X[*™ > Xg,u7,, entonces X [nxm] — X 5,07, €s un
espacio de corrimiento.

En la demostracién anterior se us6é una técnica para pasar de patrones
a bloques que serd de mucha utilidad, por lo que no habra problema en
pensar a los conjuntos de restricciones F como conjuntos de bloques.

1.3. Cobdigos de Bloques

Sean A y B alfabetos, posiblemente el mismo. Sea W un subconjunto
finito de Z2, y ¢ : A" — B una funciéon definida para cada patron de la
ventana W con simbolos de A que toma valores en B. Definimos una funcién
& : AL — B2 como

®(z)n = ¢(z |wn)-

Esto es, para conocer la n-ésima coordenada de la imagen bajo ®, recorremos
la ventana W por n, vemos a través de ella y a esto le aplicamos ¢ para
obtener un simbolo de B. A la funcién ¢ le llamaremos regla local que define
ad.
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Definicién 1.3.1 A la funcién @ : AZ° — BZ le llamaremos codigo de
blogues (o funcion de bloques) . Un ((m,n)-(r,s))-codigo de bloques & :
X — X es definido por

Li—m,j+s) -+ Tlig+s) -+ T(itn,j+s)
P(x)igy = | Tlmmg) o Tg) o Litng) |
Lli—mj—r) oo Tligj—r) - Tlitnj—r)

donde ¢ es una regla local de ((m,n)-(r, s))-bloques de simbolos de A en

simbolos de B. Un ((0,0)-(0,0))-codigo de bloques es definido usando una
regla local ¢ que manda simbolos en simbolos. Llamaremos a m (r) memoria
horizontal (vertical) y a n (s) anticipacion horizontal (vertical).

Ejemplo 1.3.2 (Autématas celulares) Sea A un alfabeto finito, a cada sim-
bolo del alfabeto le asignaremos un color distinto. Cada punto € A% re-
presenta una hilera bi-infinita coloreada. Generamos un nuevo punto del
mismo espacio usando una regla local en cada coordenada. Una regla local
de rango r es una funcién ¢ : A?"T! — A, donde A% t! es el conjunto de
2r+1-adas de simbolos de A que aparecen consecutivamente en algin punto
de AZ. Definimos ®(z) = y dado por

Yn = (b(x)n = ¢(xn7r; Tn—r41y- -5 Tntr—1, xn+r>-

Podemos repetir esta operaciéon para obtener ®(y) = ®%(z) y continuarlo
hasta infinito. El punto ®(z) sera colocado inmediatamente abajo del pun-
to x y asi sucesivamente, creando un arreglo bidimensional de cuadrados
coloreados. La regla local nos muestra que este arreglo obedece una res-
triccion bidimensional: la ventanta es W = {(—r,0), (—r + 1,0),...,(r —
1,0),(r,0),(0, 1)}, y un patrén en A" es permitido cuando el simbolo en
(0, —1) es la imagen bajo ¢ de las coordenadas desde (—r,0) hasta (r,0).

Esto no es propiamente un SFT bidimensional ya que no esta indexado
por Z? sino por Z x {...,—3,—2,—1,0}. Sin embargo podemos, incluirlo en
nuestra discusion porque podemos facilmente completar la indexacion a Z2
colocando en la linea Z x i lo que aparezca en la linea Z x —i del arreglo
original.
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Tn—r Tp—r+1 -+ Tp .- Tptr—1 Lnitr

Figura 1.5: La ventana W.

Uno de los autématas celulares mas conocidos es el juego de la vida
(John Conway, 1970. Figura 1.6).

C L LI | I L R | e EhEE liaee
L] n L] [ [ L] n L]

0 1 ] 1 1 ] 1 0

Figura 1.6: A = {0,1}, asignamos a 0 el color blanco y a 1 negro. Definimos
¢ : A — A por (111) = ¢(101) = ¢(010) = $(000) = 0 y ¢(110) = ¢(100) =
$(011) = $(001) = 1.

Definicion 1.3.3 Diremos que un SFT es de memoria n X m si puede ser
descrito por bloques prohibidos de extension n — 1 xm 6 n x m — 1.

Un espacio de corrimiento de tipo finito X también puede ser definido
usando dos matrices A; y As indexadas por elementos de A que llamaremos
matrices de transicion. Estas son cuadradas de |A| x |A[, con entradas 0 6
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1. De manera que
X = X(Ay, Ay) = {z € AZ : Ai(2a, Tare,) = 1,Va € 7% i = 1,2}

donde A;(za, Tate,) denota la (k,1)-ésima entrada de la matriz A;, con k la
columna de A; correspondiente al simbolo x, y [ la fila correspondiente al
simbolo Taqe; -

Para probar que ambas definiciones de un SFT son equivalentes es
necesario introducir el siguiente concepto:

Definicion 1.3.4 Diremos que un SF'T es de memoria n X m si puede ser
descrito por bloques prohibidos de extension n — 1 xm 6 n x m — 1.

Proposicion. 1.3.5 Sean A un alfabeto finito, y A1, As matrices de tran-
sicion indexadas por elementos de A, entonces X = X (A1, Aa) es un SFT.

Demostracion. Sea X un SFT con matrices de transicion A, y Ao, sea F =
{TaZate; : Ai(Ta;Tate;) = 0, p.a. i € {1,2}}, asi, un punto = € AT esta
en Xg siy s6lo si ningtin bloque de F aparece en z. Por lo tanto Xg = X,
y claramente, como las matrices son finitas F es finito. Consideremos ahora
X = X5 y veamos que X tiene una respresentacion matricial. Supongamos
que X es un SFT de memoria m xn (ésto es posible por la discusion posterior
a la Proposicion 1.2.2), entonces X" es un SFT de memoria 1 x 1, ya
que si los bloques prohibidos en X son de extension (m+1)xn omx (n+1)
entonces los bloques prohibidos en X [™*" son de extension 2 x 1 6 1 x 2.
Definimos A; la matriz horizontal indexada por elementos de Ag?xn] €como
A1(i,7) = 0 si ij aparece en filas de bloques de F, y 1 si no. Y definimos
la matriz vertical como Ay(i,7) = 0 si ij aparece en columnas de bloques
de F, y 1 si no. Claramente por la definicion de A; y A, tenemos que
X =Xg=X(A41, As). 0

Definicion 1.3.6 Una grdifica G consiste de un conjunto finito V = Vg
de vértices y un conjunto finito € = g de flechas (o aristas). Cada flecha
a € E¢ inicia en un vértice denotado por ig(a) € Vg y termina en el vértice
ta(a) € V. Puede haber mas de una flecha entre dos vértices, en este caso
les llamaremos flechas muiltiples. Si una flecha « tiene ig(a) = tg(a) se
llamaré lazo.
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La matriz de incidencia A de una gréafica G es una matriz cuadrada de
|Va| x |Vl con entradas 0 6 1, tal que A;; =1 < tq(i) = ic()).

La representacion matricial de los SFT resulta ser muy util pues po-
demos pensar a las matrices de transicién como matrices de incidencia de
dos graficas con el mismo ntmero de vértices. La matriz A; controla la
transicion en direccién horizontal y As en la vertical.

Ejemplo 1.3.7 Sea A = {e, f,g} vy

01 1 1 11
A= 0 0 1 A= 0 1 1
1 01 100

Ay y Ay son matrices de incidencia de las graficas G; y G2 de la figura
1.7, respectivamente.

T

2 Cel @D
\@

Figura 1.7: Las graficas G1 y Gbs.
Si definimos a F como
e [ g
? = ee’ e? b b ) b )
{ fe,ff.af Fg g }

leyendo los bloques verticales de abajo hacia arriba, tenemos que X (A1, As) =
Xyg.
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1.4. Conjugaciéon e Invariantes

Una pregunta basica en cualquier rama de las matemaéticas es jcuéndo
dos espacios, posiblemete definidos de manera distinta, son esencialmente
el mismo? Por ejemplo, dos espacios topologicos son “el mismo” si son ho-
meomorfos. En la presente seccién estudiaremos esta idea para espacios de
corrimiento:

Definicién 1.4.1 Sean X y Y dos espacios de corrimiento y 6 : (X, 0x) —
(Y, oy). Diremos que 6 es un homomorfismo siempre que satisfaga foox =
Oy © 0.

Los homomorfismos entre espacios de corrimiento son precisamente los
codigos de bloques, pues para cualquier cédigo de bloques @, recorrer y
después aplicar el ® es lo mismo que recorrer la imagen bajo ®.

Definicién 1.4.2 Sean F y G familias de patrones sobres los alfabetos A
y B, respectivamente. Diremos que dos SFT Xg y Xg son conjugados si
existe un coédigo de bloques ® : X5 — Xg invertible, es decir, un codigo
de bloques cuya inversa es también un coédigo de bloques. Si existe dicha
funcién escribiremos Xg = Xg.

Proposicion. 1.4.3 Sea X un SFT sobre el alfabeto A y X" sunxm-
ésima presentacion en bloques, entonces X = X[mxml,

Demostraciéon. Claramente S,y : X — X[*™ es un codigo de bloques.
Definimos la regla local v : A[;XM — A por Y(T[; jiitn—1,j4m—1]) = T(i,j)
es decir, a cada n x m-bloque en X ["*™! e asignamos el simbolo correspon-
diente a su esquina inferior izquierda. La funcién ¢ nos induce el cédigo de
bloques ¥ : X"*™ — X de manera que (abusando un poco de la nota-
cion, usaremos [« para denotar tanto la regla local de simbolos de A en
simbolos de .Ag?xm] como el cédigo de bloques B xm : X — X["Xm])

o Bnxm (i) = V(i jiitn—1,j+m—1]) = T(ij)
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ﬂnxm © l:[/(x[i,j;i-l—n—l,j+m—1]) = ﬂnxm(x(i,j)) = Z[4,55i4n—1,j+m—1]

1

por lo tanto ¥ y (B,xm, son cdédigos de bloques inversos, entonces X =
X[nxm].

En ocasiones no es tan sencillo decidir cuando dos espacios son con-
jugados. Una buena manera para contestarse negativamente es el uso de
invariantes. Por ejemplo, el espacio de corrimiento completo {0, 1}Z2 tiene
exactamente dos puntos fijos, uno cuyos simbolos son todos 0’s y el otro
formado so6lo por 1’s. El ejemplo de Ledrappier y el espacio dureo tienen
dnicamente un punto fijo cada uno, aquel que todos sus simbolos son 0’s.
Por lo tanto ninguno de estos dos espacios puede ser conjugado al espacio
de corrimiento completo.

La idea de puntos fijos como invariantes puede ser generalizada a pun-
tos periodicos. Un punto x € X4 es periddico bajo una transformacion o si
el conjunto de imagenes {o™(z) : n € Z} es finito. Para probar que el na-
mero de puntos periodicos es un invariante tomamos 6 : (X, 0x) = (Y, 0y ),
entonces

ox(2) = v & 0(z) = 0(ok (2)) = oy (6(x)).

Por lo tanto existe una correspondencia biunivoca entre los puntos periédi-
cos de ox y los de oy.

Otro invariante, de caracter cuantitativo, bastante comin en la di-
namica simbolica es la entropia. Este mide la razén de crecimiento de la
cantidad de patrones distintos posibles en una ventana de n x n. El valor
T = |Brnxn(X)| se asemeja a e, donde la constante ¢ es la entropia del
espacio. Formalmente, se define la entropia de X como

h(X) = limsup % logry,.
n—oo M

Dos SFTs conjugados deben tener la misma entropia ya que los bloques cua-
drados de un espacio pueden ser codificados por bloques cuadrados del otro,
que son mayores por una cantidad fija. Pero ese valor resulta despreciable
junto a n? mientras crece n.
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Ejemplo 1.4.4 En el espacio de corrimiento completo {0, 1}22 cualquier
bloque cuadrado es permitido, entonces r,, = 2" Por lo tanto su entropia
es log 2.

Ejemplo 1.4.5 En el ejemplo de Ledrappier, un bloque de extension 2n x 1
determina el bloque de arriba de extension (2n—1) x 1 usando la ventana en
forma de L. De igual manera, determina un bloque de extension (2n—2) x 1
en el segundo escalén. Entonces en el n-ésimo escalén se tiene un bloque
cuadrado de n x n. Es decir, el bloque de extensién 2n x 1 determina el
cuadrado de n x n. Por lo tanto r,, < 227, y dividiendo logr, entre n? se

nulifica, por lo tanto la entropia de este espacio es cero.

1.5. Sobre la no vacuidad de un SFT

Dado un alfabeto A, una ventana W C Z? y un conjunto de patrones
prohibidos F en A" queda definido el espacio X, pero, jexiste algin punto
en ng?

Desafortunadamente no existe respuesta para esta pregunta en gene-
ral: el problema de la no vacuidad de un SFT en dimensiones superiores
es indecidible. Evidentemente existen espacios en los que sabemos que hay
infinidad de puntos y podemos determinarlos. Sin embargo, no existe nin-
gun procedimiento para esta situaciéon en general que nos de una respuesta
definitiva en tiempo finito. Pensemos en teselaciones del plano, dado un
conjunto de teselas de Wang, no existe ningtin algoritmo general que nos
diga como acomodar dichas piezas para crear una teselacion infinita.

Este hecho fue demostrado por Berger en 1966 (ver [2]). Posteriormen-
te Robinson (en [9]) simplifico y amplié el estudio de Berger. Encontrd un
conjunto de teselas para el cual el problema de extensiéon también es in-
decidible: no existe ningtn algoritmo que conteste en tiempo finito cuando
una configuracion finita (un patréon) puede ser extendido a una teselacion
infinita del plano.

Para SFT unidimensionales es facil saber cuando un SFT es no vacio,
analizando los puntos peridédicos de una transformacion: X4 es no vacio si
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y sblo si Xg tiene puntos periddicos. Los resultados de Robinson y Berger
nos dicen que para dimensiones superiores esto no es cierto.

SS Rt
& o

Figura 1.8: Teselas de Robinson.

Ejemplo 1.5.1 Consideremos el conjunto de seis teselas de Robinson de la
figura 1.8, sea T el conjunto formado por estas seis teselas, sus reflexiones
horizontales y verticales y sus rotaciones por multiplos de 90°. Con esto
obtenemos un espacio Xg muy similar a las teselaciones de Wang, donde las
cunas y muescas juegan el papel de los colores. Claramente Xg es un SFT.
Robinson prob6 que X+ es no numerable y no tiene ningiin punto perioédico.
La figura 1.9 muestra una porcion de una teselacion de Robinson.

El panorama que nos queda se ve bastante oscuro al no poder contestar
con un procedimiento finito ninguna de las tres preguntas siguientes:

1. La existencia de puntos,
2. La extension de configuraciones finitas,

3. La existencia de puntos periddicos.

Existen algunas vias alternas para no encontrarse con estas dificultades,
una de ellas es poner alguna estructura adicional a un SFT. La manera mas
satisfactoria de hacer esto es tomar a los espacios como grupos, de manera
que exista el concepto de suma de puntos en el espacio y las acciones de
corrimiento sean automorfismos de grupo. A continuacién veremos algunos
ejemplos de como hacer ésto.
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Figura 1.9: Teselacion de Robinson
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Ejemplo 1.5.2 Si consideramos A = {0,1} como el grupo Zy con la suma
modulo 2, el espacio de corrimiento completo {0, I}Z2 es un grupo abeliano
bajo la operacion coordenada a coordenada (z + y)n = Zn + Yn. Ademas,
las funciones de corrimiento o, con a € Z?2, son homomorfismos de grupos
ya que sumar coordenada a coordenada y luego recorrer, es lo mismo que
recorrer y después sumar, es decir, of(z + y) = ok(z) + ok(y),Vk € Z.
Mas atn, todos los corrimientos son isomorfismos ya que son evidentemente
funciones biyectivas. Tomando cualquier ventana W C Z? y requiriendo
que cuando se sumen las entradas de dicha ventana se obtenga 0 (mod 2),
se genera un espacio de corrimiento que a su vez es subgrupo del grupo
producto Z%Q = A% Todos los ejemplos de la secciéon 1.1, con excepcion de
las teselaciones de Wang, son ejemplos de este tipo.

Ejemplo 1.5.3 Otro ejemplo de naturaleza similar al anterior se obtiene
tomando al alfabeto A como el grupo especial unitario de orden 2, SU(2) =
{A € Mayo :detA =1} = Ay la accion de corrimiento gy (2) sobre

2
X5V = {z=(rm) € SU(2)Z D Z(myma)  T(my+lma)  Tlmy,mat1) = 1,

Ym = (mq,ms) € ZQ},

donde 1 representa la matriz identidad del grupo SU(2).



Capitulo 2

Sistemas Textiles

2.1. Sistemas Textiles

Recordamos que una grafica consiste de un conjunto de vértices V y
un conjunto de flechas €. Para cada v € V, denotaremos por &, al conjunto
de flechas que salen de v, y por €V al conjunto de flechas que llegan a v y
les llamaremos exvecindad e invecindad, respectivamente. |, | es el exgrado
y |€Y] el ingrado de v € V. Diremos que una grafica es esencial si todos
sus vértices tienen ingrado y exgrado positivo.

Un homomorfismo de graficas I' y G es un par de funciones ¢¢ : Ep —
Eq y oy : Vr — Vg tales que:

iGoge = ¢y oir
tg o ¢e = py otr.
Definicion 2.1.1 (Masakazu Nasu, 1995). Un Sistema Textil consiste de

una grafica esencial I', una gréfica de un solo vértice G, y dos homomorfis-
mos de graficas p,q : I' — G tales que el cuarteto (ir(a),tr(a), p(a), ¢(a))
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queda tnicamente determinado, es decir, la funcién que manda o € Ep +—
(ir(a), tr(), p(a), g(a)) es inyectiva.

La grafica I' de un sistema textil controla la transicién de simbolos en
direccién horizontal como en el Ejemplo 1.3.7. Para controlar la transicion
en la vertical es necesario introducir el siguiente concepto:

Definicion 2.1.2 Un Tejido Textil es un arreglo bidimensional
2
(ij)ijen € EF

donde (e ;)icz € X7 para toda j € Z y q(oj—1) = p(a; ;) para todas
1,7 € Z. Xp denota el sistema dindmico textil dado por el sistema textil T'
con un tejido textil.

Un sistema dindmico textil es una manera alternativa de tratar a un
espacio de corrimiento bidimensional. Antes de ver como funciona esto ana-
lizaremos algunos detalles de los sistemas textiles.

En la definicién original de Nasu no se pide que I' sea una gréfica
esencial ni G sea de un solo vértice. En la siguiente proposiciéon veremos que
no nos causari problema tomarlo asi.

Proposicion. 2.1.3 Sea T = (p,q : T' — G) un sistema textil, entonces
existe T = (p', ¢ : T" — G') tal que T” es esencial, G es de un solo vértice
Yy XT = X{,ﬂ

Demostracion. Sea €& = {a € &r : a € B1x1(X7)}. Si &F # () entonces
restringiéndonos a €} C Er obtenemos la subgrafica I, es decir, £ = Erv,
ademas Vp/ = ir(Erv), irv = irle,, ¥ trv = trle,,, de manera que I' es una
grafica esencial. Para obtener la grafica G’ de un solo vértice tomamos tantos
lazos como aristas tenga G, es decir Eg = ¢ y definimos p'(a) = p(a) y
¢ (a) = g(«). Claramente T" = (p', ¢’ : IT' — G’) es un sistema textil. Sean
a, B € B1x1(Xr) entonces tenemos que

Ozﬂ S 'BQXl(XT) == tr(a) = Zp(ﬁ) = tF/(Oz) = ir/(ﬂ) =4 Oéﬂ € Ble(XT/)
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€ Biua(Xr) & q(0) =p(0) & ¢'(0) =p(B) & ) € Brua(Xr)

por lo tanto X7 = Xp.

Una buena manera de visualizar un sistema textil es asignarle a las
aristas de I' un conjunto de teselas de Wang. Un punto en un sistema diné-
mico textil es una teselacion de Wang. La tesela asociada a la arista a se ve
como en figura 2.1

q(@)

p(a)

Figura 2.1: Tesela de Wang asociada a la arista a € Er.

Como vimos en el capitulo anterior, dado un conjunto de teselas de
Wang podemos generar su espacio de Wang. Es decir, a cada sistema dina-
mico textil podemos asociarle un SF'T. El reciproco también es cierto, como
veremos en la siguiente

Proposicion. 2.1.4 Sea X un espacio de corrimiento de tipo finito dado
por las matrices de transicion Ay y As. Entonces, moviéndose a alguna

presentacion en blogques, en caso de ser necesario, eriste un sistema textil
T=(p,q:T — G) tal que X = Xr.

Demostracién. Sea X una presentacién en bloques de X dado por el
((0,1)-(0,1))-codigo de bloques ® : X — X, donde
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c d Tiitl  Tidlitl c
D)y = ¢ L eon Tt T _
b Tij  Tit1 a

(Sl

Consideremos al conjunto S = {bloques de 2 x 2 admisibles en X (A1, A2)}
y definamos a la grafica T' de la siguiente manera: Er = Sy Vr = {columnas
de bloques de 2 x 2 en S}. Asi, tenemos que

iB)= ¢ yu@= ¢ conB= 7 cep

Ahora construimos a G de un solo vértice y con aristas Eg = {filas de
bloques de 2 x 2 en S}. Definimos p,q: I' — G como

p(B)=aby q(B) =cd, con B = Z Z € E&r.

Sean B, B’ € &r dadas por

y B’ = roy

ISEeY

tales que (ir(B),tr(B),p(B),q(B)) = (ir(B’),tr(B’),p(B’),q(B’)), como
ir(B) =ir(B’) y tr(B) = tr(B’) entonces

por lo tanto B = B’, es decir la funciéon que manda B € &r —
(ir(B),tr(B),p(B),q(B)) es inyectiva. Si ademas las matrices de transi-
cion para X estan dadas por Aj(a,B) = 1 < ip(a) = tr(8) y Az(a, ) =
1 < p(a) = q(B), tenemos entonces que T = (p,q : I' — @) es un sistema

textil y X = X7p. -
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Ejemplo 2.1.5 Sea X = X5 con

11
(i)
construimos el sistema textil que describe a X. Definimos a la gréafica I’

(figura 2.2) como &r = {bloques de 2 x 2 permitidos en Xg} y Vpr =
{columnas de bloques de 2 x 2 permitidos en X5},

0 0 1 1
VF_{0’1’0’1}'
La grafica G de un solo vértices tendra aristas £ = {filas de bloques de
2 x 2 permitidos en X5} = {00,01, 10,11} y definimos p,q : I' — G como

a b a b
p(c d):abyq(c d):cd.

AsisiT = (p,q: T — @) tenemos que Xy = X = Xg.

00
00 00 00
e N o :
01

10
00 11

9 11 °
11 10
00

Figura 2.2: La gréfica I'.

Una gréfica I' es fuertemente conexa si para cualesquiera u,v € Vp
existe un camino que comienza en u y termina en v o comienza en v y
termina en u.
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Sea T' = (p,q : I' — @) un sistema textil, y supongamos que I' no
es fuertemente conexa. Sean I'; las graficas inducidas por las componentes
fuertemente conexas de I', y sean p;, g; las restricciones de los morfismos p, ¢
a la componente T';. Entonces T; = (p;,¢; : I'; — G) son sistemas textiles,
es decir, podemos estudiar la dinamica de T estudiando por separado la
dindmica de sus componentes. Cuando ésto suceda diremos que T es un
sistema texil reducible, de lo contrario sera irreducible.

2.2. Operaciones sobre Sistemas Textiles

2.2.1. Inversiéon

La inversion de un sistema dindmico textil X también estd dado por
un sistema textil conocido como el dual T* de T'. Este espacio es producto
de intercambiar filas por columnas de X7. Definimos el dual I'" de T por

Err = E&r
Vrr = &g
y para a € Vpr = Eg
irr (@) = p(a)
trr (o) = q(a).
La grafica de un solo vértice G7 tiene flechas indexadas por Vr. La inversion

del sistema dinamico textil estaré entonces dado por el sistema textil T* =
(»T,q" : TT — GT) donde

2.2.2. Escisiones

Sea I' una gréfica y v € Vp, pensemos por ahora que v no tiene lazos.
Partimos &, en dos conjuntos ajenos £ y €2 y construimos una nueva
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grafica I utilizando esta particiéon. Los vértices de I seran los mismos que
los de I' excepto v, que pasara a I como dos vértices distintos v! y v2, es
decir
Vi = Vr\{v} U {v',v*}

Las aristas de T seran de la siguiente manera: para cada e € £!, donde i
es 1 6 2, ponemos una flecha en T' con inicio en v’ y cuyo término sea el
mismo que el término en I', nétese que supusimos que tr(e) # v entonces
tr(e) € Vy. Para cada f € & tal que tr(f) = v colocamos las flechas f! y
f? de manera que t;(f") = v y ip(f%) = ir(f) para i € {1,2}. Todos las

demés flechas de T las copiaremos tal cual a I'.

O O
u v

O 7~ )7 Ol o0
Q/ \?‘Q } > \\*Q
O O

Figura 2.3: Escision de un vértice.

Este proceso puede ser doblemente generalizado: primero, es posible
particionar la ex-vecindad de v en m conjuntos ajenos, en lugar de tnica-
mente dos; y segundo, podemos llevar a cabo este procedimiento para todos
los vértices de T, incluyendo aquellos con lazos.

Definicién 2.2.1 Sea I' una grafica, para cada v € Vr partimos &, = {a €

&p :ir(a) = v} en conjuntos ajenos no vacios &, ..., . Definimos la
ex-escision por vértices de I' como la grafica I' tal que
. 1 Moy 1 My 1 My
Vi =A{vi,...,00 Mg, .00 P U, 00 T )
Y 1 Mtp(ay) 1 Mtp(ar)
Er={oq,...,0q ye s Qg ey Qp }

ysio € ‘Slir(ai) entonces if(ag) =ir(a) y tf(az) = tr(a;)?. Cuando la
particion P = {€},..., €™} consista de conjuntos unitarios llamaremos a
I' la ez-escision completa de T'.
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Ejemplo 2.2.2 Para la grifica G de la figura 2.4 se hace la ex-escision
usando la particién P dada por €L = {a}, €2 = {b,c}, &L = {d}, €L = {e}
y &, ={f}

Figura 2.4: Ex-escisién de una grafica.

Analogamente, podemos definir la in-escisién I'" de T haciendo la par-
ticion P para las in-vecindades €Y de v € T'.

@ o /70
) c

0 F@ )
Figura 2.5: La grafica que define el ejemplo de Ledrappier y su in-escisiéon com-
pleta.

Definicién 2.2.3 Sea T' = (p,q : I' — G) un sistema textil. Definiremos a
T =(p,q:T — G) como la ex-escision textil de T', donde I es la ex-escision
por vértices de I, p(od) = p(a;) y 4(o]) = q(o;) para toda o € E;.
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Definicion 2.2.4 Sea T' = (p,q : I' — G) un sistema textil. Definiremos
aTl = (p/,¢ : " — G) como la in-escision textil de T, donde I' es la
in-escision por vértices de I, p'(af) = p(ai) v ¢'(o]) = g(oi) para toda
O‘;" S Ef.

Lema. 225 T = (5, : T — G) (resp. T' = (p',q¢ : T' — G)) es un
sistema textil.

Demostracion. Sea v} € Vi, d;(vf) = di (v;) 2~1 y dr (vf) > 1, ya que
I" es esencial y los &, son no vacios, por lo tanto I' es esencial. Ademas ¢
y D son homomorfismos porque p y g lo son. Sélo resta ver que la cuarteta
(ip (o), tp(ad), p(al), G(cr])) queda Gnicamente determinada por o € Ef.

J l
Supongamos «; # «,

Caso 1. Si k =1 entonces j #ly tf(az) = tr(o)? # tr(ag) = tp(al) ya que
I" no tiene multiaristas y la particiéon fue en conjuntos ajenos.

x

ir(as) (an) Si ir(ai) 75 ir(ak) 6
x # z entonces if(a)) = ip(a;)® # ir(ag)® = ip(al) y las cuartetas
estarfan diferenciadas por su primera entrada. Si tr(oy) # tr(ax) 0
j # 1 entonces tr(a)) = tr(a;)? # tr(ag)! = tp(al) y las cuartetas
estarfan diferenciadas en su segunda entrada. Por altimo si ir(«y;) =
ir(ag), x = z, tr(a;) = tr(ag) y i = j, como T es un sistema textil te-
nemos que (ir(a;), tr(ai), p(a:), q(c:)) # (ir(ar), tr(aw), p(ar), g(ow))
por lo tanto tenemos que

v o € E7

r

Caso 2. Supongamos i # k, a; € &

plad) = plew) # plaw) = Blel) 6 d(eq) = q(ai) # qlar) = d(ok)

por lo tanto T' = (p,§: T’ — G) es un sistema textil.

Sean T' = (p,q: ' = Q) y T = (P, q : I — @) dos sistemas textiles
tales que [ es la ex-escision de un solo vértice v de la grafica I', recordamos
que &Y denota el conjunto de aristas de la gréafica I' que terminan en wv.
Veamos como construir una conjugacion entre los sistemas textiles Ty T.
Definimos la regla local 1 : Bix1(X;) — Bixi1(Xr) por ¢(af) = « si
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ac€lyy(B)=0si8¢E. Esdecir, la accion de v es simplemente quitar
superindices, y claramente manda caminos de I' en caminos de I'. Por lo
tanto la funciéon ¢ nos induce un cédigo de bloques ¥ : X7 — Xr.

Por el otro lado, definimos la regla local ¢ : Boyx1(X7) — Bix1(Xf)
dada por

a=asiad¢é?
alsiaeé’ypeél
plaf) = a’siact’ypeé&; (2.1)

aFsiaeévypeék

Como ¢ “ve hacia adelante” un simbolo, puede anadir un superindice
dependiendo de lo que vea. Para ver que ¢ manda caminos de I' en caminos

de T tomamos ¢(af) y ¢(By) y veamos que tx($(af)) = ir($(57)). Si
b(af) = a entonces a ¢ € y ta(#(af)) = ta(a) = tr(a) = ir(F) por
hipotesis, entonces el vértice ir(3) no fue escindido por lo tanto ir(8) =
i7(¢(37)). Suponemos ahora que ¢(aB) = v’, con i € {1,2,...,k} entonces
tr(a) = v' = ip(¢(By)) ya que § € & y tr(a) = ir(3). Por lo tanto
tenemos otro codigo de bloques ® : X7 — X7 de anticipacion horizontal 1.
El caso general de esta conjugaciéon es muy similar:

Lema. 2.2.6 Sea X7 un sistema textil y X7 la ex-escision por vértices de
X1 entonces
Xt = X5

Demostracion. Tomemos el ((0,0)-(0,0))-codigo de bloques ¢ : X7 — Xrp
dado por la regla local ¢(a{) = «;. Notese que si a{afe es un camino en I
entonces o; o, es un camino en I', es decir, ¢ manda caminos en caminos, por
lo tanto ®(X ;) C X7. Por el otro lado el ((0,1)-(0, 0))-codigo de bloques ¥ :
X7 — X7 dado por la regla local 1(a;a;) = af donde a; € Efr(aj) (como

en ecuacion 2.1), esta bien definido porque «; estd en un tnico conjunto
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Figura 2.6: La accion de ¢ es agregar a a el superindice correspondiente al ele-
mento de la particién en el que se encuentre d.

de la particiéon, de igual manera, {» manda caminos en caminos, por lo
que ¥(X7) € X4. Veamos ahora que ® y ¥ son funciones inversas. Sea

r=...a_1qp01 ... € X1, entonces ¥(x) es de la forma
_ J-1_jo . j1
U(x)=...a’ el ...,

entonces ®(¥(z)) = z. Por otro lado, sean z; ; = of,, 2,41, = ol, € &z,
entonces si (7, )iz € Xp tenemos que tn(ak) = tr(am)* = ir(an)® =
ir(al,), donde o, € €5 () POT lo tanto tr(am) = ir(an), k = sy a, €

SZ(%). De esta manera tenemos que ¢(¢(x; ;) p(wi+1,5)) = Y(d(ak)p(al)) =
Y(amay) = O‘fn = Tij- O

La funcion ® : X7 — Xg es la inversa de la funcidn ez-escision
U : Xr — X4, y le llamaremos funcidn ex-fusion (en algunos textos ez-
amalgamacion).

De manera analoga se construye la funciéon in-escision que, a diferencia
de la ex-escision, ésta “ve hacia atras”, es decir, tiene memoria horizontal
1, por lo tanto es un codigo de ((1,0)-(0,0))-bloques. Su cédigo de bloques
inverso sera la funcién in-fusion cuya definicion es analoga a la ex-fusion de
((0,0)-(0,0))-bloques. De manera que X7+ = Xr.



Capitulo 3

Teorema de Descomposicion

Ejemplo 3.0.7 Sea T' = (p,q : I' — G) un sistema textil y ¢ = o(19) :
X1 — Xrp, es decir, tomamos a la funcién corrimiento como conjugacion
de X7 en si mismo. Sea T la ex-escision completa de T', entonces tenemos
el ((0,1)-(0,0))-codigo de bloques ¥ : X7 — X4 dado por la regla local

Plaaj) = of para a;,a; € Er y af € & (ésta es la misma funcion que

se defini6 en la demostracion del Lema 2.2.6, pero al utilizar la ex-escision
completa, no es necesario especificar en qué conjunto de la particién se
encuentra «;). Sea I" la in-escision completa de T, esto nos da el ((1,0)-
(0,0))-codigo de bloques ¥’ : X7 — X/ dada por la regla local ¢/ (o;a5) =
oz?, cuya funcién inversa estd dada por w’_l(a;’-) = o; € T para oz§ eI’
que define el codigo de bloques ¥'~! : X7, — X7. Consideramos la funcién
© : X7 — Xy definida por la regla local 0 : Bix1(X7) — Bix1(Xr)
dada por H(ag) = a;, es decir, la accion de 0 es tnicamente renombrar las
aristas de I'. Como I' y I son la ex-escision e in-escision completas, tienen
el mismo ntmero de aristas y el mismo ntimero de vértices, por lo que 6 es

un isomorfismo de graficas.

Q_o0_100.001 QX L» a"la% al.a2ad
.00 100010 . .. OO0 Qg .

o=oe | K

100 .o ... L. .ajao_loz(f.a%cvg -

7,[1’71
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De esta manera tenemos una descomposicion de la conjugacion ¢, como
p=0"1000W0.

En el ejemplo anterior factorizamos a la conjugaciéon ¢ como producto
de funciones de escision, fusiéon y renombramientos. Podemos suponer que
© es de anticipacion y memoria horizontal y vertical 0 (hecho que demostra-
remos mas adelante), sin embargo si la funcién inversa ¢ ~! es de memoria y
anticipacién mayores, el problema resulta bastante més complicado. En los
siguientes lemas veremos como, a través de escisiones y fusiones, podemos

“reducir” la memoria y anticipacién horizontal de ¢~*.

Lema. 3.0.8 Sean Ty = (px,qx : T — Gg), k € {1,2}, sistemas textiles.
Supongamos que ¢ : X1, — X, es una conjugacion de ((0,0)-(0,0))-bloques
con inversa de ((m,n)-(r, s))-bloques. Entonces existen ex-escisiones tectiles
Ty, de T}, tales que el siguitente diagrama conmuta

@
Xy, — Xp,

X7 —>S(3 X,

donde U1,V son ex-escisiones y ¢ es una conjugacion de ((0,0)-(0,0))-
bloques con inversa de ((m,n — 1)-(r, s))-blogques.

Demostraciéon. Sea v € Vr,, definimos la relacion ~ en &, como a ~
b < p(a) = ¢(b) (abusando un poco de la notacion, estamos usando la
misma ¢ para denotar tanto a la regla local que manda elementos de €, en
elementos de Er,, como a la conjugacion definida por ésta) que claramente
es una relacién de equivalencia, por lo tanto nos induce una particion P
sobre &,. Consideramos la ex-escision de la grafica I'; usando la particion
P de manera que

Vi ={v*:veVpr,acé, conp(a) =apa. aclr},

1

Ep, = {a®:a€é&r,,p(b) =B pabecr, contr (a)=rir, (b)}
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i, (a”) = ir, (), 5, (a”) = tr, (a)";

y para o’ € &5, definimos i (a®) = pi(a) ¥ Gi(a”) = qu(a).

Asi, por Lemas 2.2.5 y 2.2.6 tenemos que T, = (P1,¢1 : r — G1) esun
sistema textil y U1 : X7, — X7, es una conjugacion dada por Wy (z)¢; ;) =

V1 (205 T(i+1.5)) = B(a,g P,
Por otro lado, sea ' la ex-escision completa de I's, asi que

VfQ _ {’Ua = era c €p2,ir2(a) = U}»

r, ={a” 1 a,B € &r,,tr,(a) = ir,(B)},

i, (07) = ir, (0)% 5, (o) = tr, ().

Definimos, para o € €p,, a p2(a?) = pa(a) y @2(aP) = ga(a).

Nuevame~nte tenemos que Tg = (p2,Gz : fg — (3) es un sistema textil y
Wy : X7, — X7, es una conjugacion dada por Wo(x)(; 5y = VY2(T (i j)(i11,5)) =
(i) "D

Ahora definimos la funcion ¢ : X — Xz, por

P(2).5) = @(xfifj)(iﬂ’j))) = (,D(:E(i’j))‘p(w(i+l,j)).

Por la definicion de ¢ y la construccion de X5, ¢ hace conmutar el
diagrama ya que ¢ es biyectiva. Solo resta ver que =1 = ¢ op~lo @/;2_1
es un ((m,n — 1)-(r, s))-codigo de bloques, esto es, tenemos que demostrar
que un ((m,n — 1)-(r, s))-bloque alrededor del simbolo () de § € Xz
determina la (0, 0)-ésima coordenada de & = @~ '(§) € X . Para ésto, sean
y=v5"(§) € X, y = ¥~ 1(y) € Xr,, notemos que Z(g ) = x%fd‘?. Asi
tenemos que el bloque g, _;n—2,s—1) determina el bloque Yy, —rin—1,5-1]



33

de y € Xrp,, ya que como XNT2 es la ex-escision textil completa de X,
entonces un camino de longitud m 4+n — 1 en Ty es la imagen de un tnico
camino de longitud m + n en I'y; como ¢! es un ((m,n)-(r, s))-cédigo de
bloques, entonces y[_,, —rin—1,s—1] determina z (g gy, y este tltimo determina
Z(0,0)- Por lo tanto gy, —rin—2,—1] determina Z (g o). El siguiente diagrama
ilustra la idea anterior.

-1
@
L(0,0) Yl—m,—rin—1,5—1]

wll Tw;l

‘%(0,0) . g[—m,—r;n—Q,s—l]
B

De manera completamente analoga se obtiene el siguiente

Lema. 3.0.9 Sean Ty = (pr,qx : T — Gi), k € {1,2}, sistemas textiles.
Supongamos que ¢ : X1, — X1, es una conjugacion de ((0,0)-(0,0))-bloques
con inversa de ((m,n)-(r, s))-bloques. Entonces existen in-escisiones textiles
Ty, de Ty, tales que el siguiente diagrama conmuta

X,

1

Xy — Xy
1 LP/ 2

_% Xr,

donde U1, Uy son in-escisiones y ¢’ es una conjugacion de ((0,0)-(0,0))-
bloques con inversa de ((m — 1,n)-(r, s))-blogques. 0O

Inductivamente, a partir de los lemas 3.0.8 y 3.0.9, tenemos el siguiente

Corolario. 3.0.10 Sean T = (pr,qr : T — Gg), k € {1,2}, sistemas
textiles. Supongamos que ¢ : X1, — X1, es una conjugacion de ((0,0)-
(0,0))-blogques con inversa de ((m,n)-(r, s))-bloques. Entonces existen siste-
mas textiles T, tales que el siguiente diagrama conmuta
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Xr

1

a | [

X —>¢ X7,

_% Xr,

donde las ny, son la composicion de una coleccion finita de in- y ex-escisiones
y @ es una conjugacion de ((0,0)-(0,0))-bloques con inversa de ((0,0)-(r, s))-
blogques. O

Usando herramientas muy similares podemos reducir la memoria y
anticipacién vertical de la inversa de una conjugacion.

Corolario. 3.0.11 Sean Ty, = (pi,qx : T — Gi), k € {1,2}, sistemas tex-
tiles, X+ inversiones de X, dadas por el renombramiento 6. Supongamos
que ¢ : X1, — X1, es una conjugacion de ((0,0)-(0,0))-bloques con inversa
de ((m,n)-(r, s))-bloques. Entonces existen sistemas textiles T}, tales que el
stguiente diagrama conmuta

Xr, —5— Xp,

| Jo

60
Xry —— Xry

ﬁll Jrﬁz

XT' _— XT/
1 @ 2

donde las ny, son la composicion de una coleccion finita de in- y ex-escisiones,
0 es un renombramiento y @ es una conjugacion de ((0,0)-(0,0))-blogues con
inversa de ((0,0)-(m,n))-bloques.

Demostracion. Como ¢ es una conjugacion de ((0,0)-(0, 0))-bloques con
inversa de ((m, n)-(r, s))-bloques y 6 es un renombramiento, entonces fowof
es una conjugacion de ((0,0)-(0,0))-bloques con inversa (6 o p o §)~1 =
§op=tod de ((r,s)-(m,n))-bloques, de manera que el resultado se sigue
inmediatamente del Corolario 3.0.10. O
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Aplicando dos veces el Corolario 3.0.11 tenemos el analogo al Corolario
3.0.10 para memoria y anticipacion vertical.

Proposicion. 3.0.12 Sean Ty = (px,qx : T — Gg), k € {1,2}, sistemas
textiles. Supongamos que ¢ : X1, — X, es una conjugacion de ((0,0)-
(0,0))-blogques con inversa de ((m,n)-(r,s))-bloques. Entonces ¢ es compo-
sicion de una sucesion finita de escisiones y fusiones textiles e inversiones.

Demostraciéon. Usando corolarios 3.0.10 y 3.0.11 podemos obtener la des-
composicion ¢ = 1, L oot o @ o of o donde las 7, y 7, son
composiciones de sucesiones finitas de in- y ex-escisiones textiles, # un re-
nombramiento y ¢ es una conjugacion de ((0,0)-(0,0))-bloques con inversa

de ((0,0)-(0,0))-bloques, es decir, un renombramiento. 5

Durante toda esta seccion hemos tomado conjugaciones de ((0,0)-(0,0))-
bloques, pero en general no tienen por qué ser asi. En el siguiente lema
veremos que dada una conjugacion de ((m,n)-(r, s))-bloques, moviéndonos
a alguna presentacién en bloques del espacio, podemos pensarla como una
conjugacion de ((0,0)-(0, 0))-bloques.

Lema. 3.0.13 Sean Ty = (pk,qr : T — Gg), k € {1,2}, sistemas textiles.
Sea o : Xp, — Xp, una conjugacion de ((m,n)-(r, s))-bloques y sea Xr, la
presentacion en ((m,n)-(r, s))-bloques de Xr,. Entonces existe una funcion
n: X, — XTl que es la composicion de una sucesion finita de escisiones e
inversiones, tal que ¢ on~1 es una conjugacion de ((0,0)-(0,0))-blogues.

Demostracién. Claramente, por la Proposicién 1.2.2, pon~! es una conju-

gacion de ((0,0)-(0,0))-bloques. Resta mostrar que 7 es una sucesion finita
de escisiones e inversiones.
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Primero observemos que XTI puede ser escrito como un sistema textil
usando una idea similar a la de la Proposiciéon 2.1.4. Las aristas de la gafica
I seran los bloques de m+n X r+s permitidos en XTN los vértices de I seran
las columnas de los bloques permitidos de m + n X r + s, es decir, bloques
de 1 X r + s permitidos en XTl y las aristas de la grafica G corresponden a
las filas de los bloques de €4, es decir, bloques permitidos de m +n x 1. 'Y
definimos (ver figura 3.1):

. if‘(x[l—m,k—7';l+n—1,k+s—1]) = Tll—m,k—r;l—m,k+s—1]
" tf‘(x[l—nl,k—r;l+n—1,k+s—l]) = L[l—m~+1,k—r;l—m+1,k+s—1]
- ﬁ(x[lfm,kfr;lqtnfl,kJrsfl]) = x[lfm,kfr;lntnfl,kfr]

. (j(x[lfm,kfr;l+n71,k:+sfl]) = Tll—m,k—r+1;l+n—1,k—r+1]-

Como X7, es la presentacion en ((m,n)-(r, s))-bloques de X7, entonces
basta con conocer la esquina inferior izquierda de cada bloque para poder
determinarlo completo, con esto en mente se define ¢4(a) (g(v)) como la
columna (fila) siguiente de it (p()), de manera que tp(a) = ip(o(1,0)(@))
y 4(a) = plo,1)(a)).

ir(a) tr(a)
T(l—m,k+s—1) ||[T(I—m+1,k+s—1) | -+ Ll k+s=1) -+ L(4+n—1k+s—1)
T(1—m,k) T(1—m+1,k) e Z(1,k) cee T(14n—1,k)
T—mk—rt1) |[T—mt1k—r+1) | --- T@k—r+1) - ZTltn—1k—r+1)| ¢(c)
T(1—m,k—r) Tl—mt1k—r) | -+ TUk-—r) -+ Tltn-1k—r) | p(a)

Figura 3.1: La arista & = Zjj—m,k—rji4n—1,k+s-1] € Ep-
Una ex-escisién completa de un sistema textil nos da lugar a una pre-
sentaciéon en bloques dada por

Z(i+1,5) ,

()i, = Tiig)
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y andlogamente una in-escisiéon completa nos da

(@)@, =" @@ 5)-

Por el Corolario 3.0.10 podemos encontrar ¥, una sucesiéon de escisio-
nes tal que 7o ¥7" es una conjugacion de ((0,0)-(r, s))-bloques.

n N
XT1 —_— XT1
\I/ll Tno\llfl
! !
XTl _—— XTI

Ademsés por el Corolario 3.0.11 tenemos que 6 on o \111_1 o f es una
conjugacion de ((r, s)-(0, 0))-bloques en los espacios duales.

no‘llfl 5

Repitiendo este proceso encontramos Ws, una sucesion de escisiones tal
que fonoT~1ohoW, ! es una conugacion de ((0,0)-(0,0))-bloques, es decir,
un renombramiento.

nuTte
XTl* EE— XTI*
%J TQW\IIIIQ\I/;1:F]
1 "

Sea i = 00\111_1 090\112_1, entonces 71 = A onoWyo0600W,; y obtenemos
las descomposicién buscada

Uy (4 Wy n s 0

1
X,

Xr Xh Xrs Xr,.-

O
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Ahora ya tenemos todos los elementos para enunciar y probar el teo-
rema de descomposiciéon bidimensional.

Teorema 3.0.14 (Aimee Johnson, Kathleen Madden, 1999)

Sean Ty, = (pr,qr : T — G), k € {1,2}, sistemas textiles. Cualquier conjuga-
cion entre X1, y X, es la composicion de una sucesion finita de escisiones
y fusiones textiles e inversiones.

Demostracién. La demostracion se sigue directamente de la Proposicion

3.0.12 y el Lema 3.0.13. .

Como vimos al principio del capitulo anterior, cualquier SFT puede
ser visto como un sistema dindmico textil, por lo que podemos enunciar el
teorema anterior como:

Corolario. 3.0.15 Sean X yY dos SFTs, cualquier conjugacion entre ellos
es la composicion de una sucesion finita de escisiones y fusiones textiles e

INVersiones.
O

Un resultado muy similar fue obtenido paralelamente por Hiroshi Aso
en [1] usando codigos bipartitos. Nasu probo (en [7]) una variante del teore-
ma de descomposiciéon unidimensional usando estos cédigos: cualquier con-
jugacion entre espacios de corrimiento unidimensionales es la composicion
de un numero finito de c6digos bipartitas. Hiroshi Aso generalizo este resul-
tado a dos dimensiones.
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