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Introduccion

El objetivo de esta tesis es presentar una generalizacion del proceso Poisson com-
puesto, asi como una de sus aplicaciones mas importantes: la teoria del riesgo para
seguros de no-vida. El modelo de riesgo clasico captura dos fenémenos independi-
entes: la distribucién en el tiempo de los reclamos recibidos por una aseguradora y
el monto de dichos reclamos. El primero se trata de forma natural con los llamados
procesos de renovacion; que modelan el arribo de sucesos aproximando el tiempo
que pasa entre ellos por variables independientes, no negativas, idénticamente dis-
tribuidas. A cada proceso de renovacién se le puede asociar un proceso de conteo:
si (W;)i>1 es una sucesion de tiempos inter arribo, entonces el tiempo de arribo

del n-ésimo suceso queda dado por
T, =W +Wy+---+W, n > 1.
Asi, el nimero de sucesos ocurridos hasta el tiempo ¢ es simplemente
Ny=#{n>1:T, <t}.

El segundo fenémeno se modela simplemente mediante una sucesién de variables
aleatorias no negativas (X;), pues se asume que los reclamos siempre tienen valor
positivo e implican un pérdida para la aseguradora. El siguiente paso es calcular,

mediante una suma, la pérdida total de una aseguradora hasta un tiempo dado.

Nt
5=3x, )
=0
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Si f(t) denota los ingresos de la aseguradora entonces la reserva de la aseguradora
al tiempo t estd dada por:
Ry = f(t) — S;.

Hay dos problemas principales que atafien a la teoria del riesgo: uno es asignar
precios razonables a las primas que la compaiifa deberé cobrar a los usuarios para
poder cubrir los gastos de los siniestros que se presenten. Para esto es necesario
hacer un andlisis de la magnitud de orden de S, que representa la evolucién de

las pérdidas de la aseguradora.

El otro problema es estimar la probabilidad de ruina de una compania,
Pr(inf{t >0: R =0} < ).

Este resulta ser de gran dificultad y ha sido estudiado mediante diversas her-

ramientas.

El modelo clésico de riesgo, cuyas bases fueron sentadas por Filip Lundberg en
1903, adopta al proceso Poisson como proceso de conteo. Una sucesion indepen-
diente e idénticamente distribuida como sucesién de montos y una funcién lineal ct
con ¢ > 0 como funcion de ingresos. Un proceso definido por (1) con un proceso de
conteo Poisson y una sucesiéon de variables idénticamente distribuidas, no negativas
e independientes se llama proceso Poisson compuesto. Aunque este proceso es
matematicamente muy manejable, en muchos casos sus hipétesis son demasiado

restrictivas y no se satisfacen en la préctica.

Las generalizaciones para este modelo parten en tres direcciones: la especializacién
de la funcion de ingresos f(t), la eleccion de un proceso de conteo distinto (Bening
& Korolev |, 2002) y la flexibilidad en las hipotesis de la sucesion de montos de los
reclamos. En esta tesis se trabajara sobre la tercera linea, cambiando la hipétesis
de independencia por una mucho menos restrictiva de intercambiabilidad. Esta
alternativa permite dar una estructura de dependencia a la sucesiéon de montos, a

la vez de ser matematicamente tratable.

Como parte del trabajo, se elaboré un programa en lenguaje R' para simular la

probabilidad de ruina de los modelos, asf como para hacer la estimacién de los

"http://www.r-project.org
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parametros. Si desea el codigo contacte al autor?.

Resumen

Capitulo 1 Se definen los procesos de renovaciéon y se dan algunas propiedades
con vista en el proceso Poisson y el calculo de la probabilidad de ru-
ina. Se construira el proceso Poisson y se mencionarin algunas de sus

generalizaciones.

Capitulo 2 Se define el proceso Poisson compuesto y se presentan los principales

resultados del modelo de riesgo clasico.

Capitulo 3 Se presentan los preliminares de sucesiones intercambiables y teorema
de Bruno de Finetti. Se procede a definir el proceso compuesto inter-
cambiable y se dan algunas de sus propiedades bésicas. Se desarrolla

la inferencia estadistica para este proceso.

Capitulo 4 Se evalua el desempeno del modelo aplicado a datos reales.

2email: ramiro.francois@gmail.com



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Procesos de renovacion

Los procesos de renovacion, los cuales modelan la ocurrencia de sucesos que arriban
en tiempos aleatorios, aparecen en una gran cantidad de problemas de probabilidad
aplicada, asf como de la teorfa de procesos estocésticos. El término renovacidn se
refiere al hecho de que el proceso se renueva cada vez que ocurre un suceso, es
decir; los tiempos inter arribo forman una sucesién (W;);>1 de variables aleatorias
independientes, no negativas e idénticamente distribuidas. Asi, llamamos tiempos

de arribo a las variables aleatorias definidas por
Tp =0, T,.=Wi+--+W, n>1.

Sera de interés estudiar a la sucesion de renovaciones (7,),>0, por ejemplo, calcular

SU esperanza y varianza o encontrar su comportamiento asintético.

1.1.1. Conteo de renovaciones

Cada proceso de renovacion induce un proceso Ny que cuenta el ntmero de sucesos

ocurridos hasta un tiempo dado.

Ny = #{n >0:T7, < t} = ZI[O,t}(Sn)

n=1



8 Preliminares

La funcion t ~~» ENg, llamada funcién de renovacion, serd de gran ayuda en el

estudio de la teoria de renovacion y se denotara por U(t).

Proposicion 1.1. Si F' es la funcion de distribucion de Wy entonces

o0

Ut)=>_ F™(1).
n=0
Demostracion. Recordemos que F™*(t) denota la convolucién de F' consigo misma
n veces, definiendo FY(t) = Ijg oo)(t). Por ser W) no negativa entonces F' estd
concentrada en RT y sabemos que F™(t) es la funcion de distribucion de Wy +
-+ W,. Por lo tanto

Ut):=E> Ipg(Tn) =Y Pr(T, <t)=> F™(t).
n=0 n=0 n=0

A continuacién se enuncian dos resultados sobre el comportamiento asintotico del

proceso N (t).

Teorema 1.1. Sea Ny un proceso de conteo inducido por un proceso de renovacion
(Wi)i>o-

Si A7 = EW; < oo, entonces

1. limy_, o % = c.S.
, t
2. limy_no # =\ c.s.
Demostracion.

1. Notemos la siguiente indentidad entre eventos:
{Nt=n}={T,, <t <T,41} paratodo neN

Podemos escribir entonces la siguiente desigualdad:

Ty, <t . TNy N+ 1
Ny = Ny~ Nye+1 N
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Pero por la Ley Fuerte de los Grandes Numeros

Tn Wl + -+ Wn -1
— = = A C.S.
n n
Como N; — oo c.s. entonces
TNt -1
— = A c.s.
N,

Substituyendo en la desigualdad anterior se obtiene el resultado deseado.

2. Por el resultado anterior y mediante una aplicacién directa del lema de Fatou
obtenemos:
A=E [h’m inf;_ o ]:Zt} < liminf; E—Nt
Resta entonces mostrar que limsup EN, /¢ < A para terminar la demostracion.
Para usar un argumento de tiempos de paro, necesitaremos truncar el pro-
ceso de conteo. Para todo b > 0 definamos

W = min(Wi,0), TV =w® 4.+ wl.

)

Claramente T,(Lb) < T, y por lo tanto Nt(b) > N, donde Nt(b) es el proceso de

conteo inducido por Téb). Por lo tanto

EN®

) ENy _
lim sup;_, o 4 < lim sup;_ oo "

Ciertamente Nt(b)es un tiempo de paro con esperanza finita con respecto a

la filtracion inducida por (Wi(b)), ya que T;\?Em = Wl(b) +--+ W](\?b) <ty
t t

por lo tanto

{Nt+1:n}:{T7(Ll:)1<t<T,(Lb)}Ea(Wi: i=1,...,n).

Ahora usando la indentidad de Wald’s (Resnick , 1992, Cap. 1) obtenemos

(b) _ (b) (b)
E [TN§b>+1] =B |V + 1] Ew”.
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Por lo tanto

7®
, EN; ) N® ) t 1
limsup,_, ., — < limsup,_, — 0 < limsup;_, Ol e
t tEW, EW  Ew®

Por ultimo mediante convergencia mondtona con respecto a b obtenemos el

resultado deseado, notando que

EW") = E [min(b, W1)] 1 EW;.
n

Esto quiere decir que cuando el tiempo es grande el proceso de conteo se comporta

aproximadamente linealmente.

1.2. Proceso Poisson

El proceso Poisson es un proceso estocastico a tiempo continuo que es parte de la
familia de procesos de conteo. Este tipo de procesos cuentan el niimero de sucesos

ocurridos hasta un tiempo dado, es decir;
Ny(w) = #{i > 1: Th(w) < 1} (1.1)

donde T} son las variables aleatorias que denotan el tiempo de arribo del i-ésimo

Suceso.

El proceso Poisson ha sido ampliamente utilizado en probabilidad aplicada debido
a sus atractivas propiedades mateméticas. Por ejemplo, sus distribuciones finito

dimensionales pueden ser calculadas explicitamente. En particular,

Pr{N; =n} = Po(n | At)

donde Po(n | A\t) = e_)‘t% es la funcion de densidad de una variable Poisson con

media At. Esto hace que los célculos para este proceso sean relativamente faciles

y directos. Veamos como construir un proceso con estas caracteristicas a partir
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de una sucesion de renovaciones; definamos una sucesion (W;);>1 de tiempos inter
arribo con distribucién exponencial de parametro A y al igual que en la seccién

anterior definamos los tiempos de arribo como
T =Wi+ Wyt + W (1.2)

Después solo utilicemos la ecuacion (1.1) para definir el proceso de conteo deseado.
Obsérvese que a diferencia de como se hacia en la seccién anterior, no se esta

contando el suceso del tiempo cero.

Teorema 1.2. El proceso de conteo definido por (1.1) mediante (1.2) con (W;)i>1
una sucesion iid de variables exponencial de pardmetro A, cumple con las siguientes

propiedades:

1. No = 0 casi sequramente y tiene trayectorias t ~ Ny(w) continuas por la

derecha.
2. N; tiene distribucion Potsson con pardmetro At.

3. El proceso tiene incrementos independientes y estacionarios: para cuales
quiera t;,t = 0,...,n y cualquier n > 1 tales que 0 = tu < t1 < ... <
t, los incrementos N;, — Ny, | son independientes y tienen distribucion

PO ()\(tz — ti—l))-

A un proceso que cumple con estas tres caracteristicas se le llama proceso Poisson
homogéneo; se puede probar que cualquier proceso Poisson homogéneo se construye

como se hizo en el teorema.
Demostracion.

1. Tenemos por definicion que T) < Ty < ...y Ty = Wi, por lo que 11 ~ Exp())

y
Pr(#{i>1:7;<0}>0)<Pr(I7=0)=0

como se queria. Las trayectorias continuas por la derecha son consecuencia
directa de la definicién de proceso de conteo (1.1) y de que Pr{WW; =0} =0

para toda 7.
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2. Notemos que
{Ny=n}=A{T, <t <Th1}.

Como W; ~ Ga(1l, ) y la suma de variables Gamma independientes se dis-

tribuye Gamma, entonces

T, ~ Ga(n, ).

Ademés n es natural, por lo que I'(n) = (n — 1)! e integrando por partes

n — 1 veces obtenemos:
)\n t 1 N
_ n— — AT
Pr(Tngt)—(n_l)!/o " e Mdr

_ —At ()‘t)n_l )\n—l ! n—2 _—A\z
=—e (n—l)!+(n—2)! Ox e “dx

n—1
=1 @7)‘t M
N k!
k=0
Asi,
Pr(N; =n) =Pr(T, <t) — Pr(T,41 <t)
_ n(AY)
n!

Por lo tanto, N; se distribuye Po(At).

3. Demostraciones de esta propiedad requieren ya sea un trabajo relativamente
largo y minucioso, o desarrollar mas herramientas teéricas sobre los pro-
cesos de puntos. Se pueden consultar dos demostraciones conceptualmente
diferentes en Mikosch (2004, Cap. 2) o en Kingman (1993).

Una consecuencia directa de la construccién anterior, es que con probabilidad
1 este tipo de procesos no pueden tener saltos de méas de una unidad ya que
Pr(W; = 0) = 0 y por lo tanto Pr(T;—1 = T;) = 0. Otro resultado que nos
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serd de utilidad posteriormente, es que la sucesién de tiempos de arribo crece
aproximadamente como n/A y por lo tanto no tiene puntos limites. Esto se muestra
facilmente usando la ley fuerte de los grandes niumeros, ya que

’ n 3
lim,, oo — = lim, oo C.s.
n

1.2.1. La intensidad de un proceso Poisson.

A continuacién se adoptard una notacién que serd util para trabajar con los in-

crementos de una funcién cualquiera ¢.
¢(s, 1] == o(t) — &(s)

Del teorema 1.2 se obtiene inmediatamente la media de un proceso Poisson ho-

mogéneo en un tiempo dado, asi como la de sus incrementos.

EN, = )\t EN(s,t] = )\(t - S) s <t.

La propiedad de homogeneidad toma su nombre del hecho de que EN( ;1 =
EN(s4h,t+n) para cualquier h > 0; es decir que el nimero esperado de sucesos
en un intervalo de tiempo s6lo depende del tamafio del intervalo. En particular el
nimero esperado de sucesos en una unidad de tiempo es A, lo cual es llamado la

intensidad del proceso homogéneo.

En un intento por usar este proceso para modelar algin fendémeno, la propiedad de
homogeneidad pudiera ser una limitacién. Quiza el problema que estemos tratan-
do obedezca intuitivamente a un proceso de conteo para el cual la media de sus
incrementos dependiera también de la posicién en el tiempo; lo que podria lla-
marse un proceso Poisson no homogéneo. De forma més precisa, lo que se busca
es modificar la tercera propiedad del proceso Poisson homogéneo para que los in-
crementos sean independientes pero no necesariamente estacionarios. Para esto se
introduce la nocién de funcién de media. Un proceso Poisson general cumple las

tres propiedades del teorema anterior, salvo que

Nisg ~ Po(u(s,t]) s <t,
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donde por razones obvias la funcién de media u debe ser no decreciente, continua

por la derecha y anclada en el cero.

Para el caso homogéneo, la funcion de media es una funcién lineal ¢t ~» At con A > 0.
Este tipo de funciones son un caso muy sencillo de una medida absolutamente

continua; de hecho
t
(s, t] = / Adzx.

En general, una medida absolutamente continua en R* sirve como funcién de

media, y tiene la siguiente representacion:

w(s,t] :/ Az)dz (1.3)

donde A es una funcién medible no negativa que se llama funcién de intensidad.

Por fortuna, existe una estrecha relacién entre el proceso Poisson homogéneo y el
no homogéneo. El siguiente teorema nos dice que un proceso no homogéneo es un

proceso homogéneo bajo un cambio de tiempo determinista.

Teorema 1.3. Sea p la funcion de media de un proceso Poisson N y sea N un

proceso Poisson homogéneo de intensidad 1.

1. El proceso (Ny))t>0 es de Poisson y tiene funcion de media ju.

2. Si pu es continua, creciente y limy o0 u(t) = 0o entonces (N,-1())t>0 es un

proceso Poisson homogéneo.

Notese que una funcién con las caracteristicas descritas en la segunda afirmacién
puede ser construida mediante (1.3) usando una funciéon de intensidad A(z) > 0

para casi todo x > 0.
Demostracion.

1. Definamos N; = Nu(t) para todo t > 0. Se mostrara que (Nt)tzo es un
proceso Poisson con funcién de media pu. Como tanto ¢ ~~ ]\th como p estan

ancladas en cero y son continuas por la derecha; No=Ny=0 v

~

1ims—>0+ Nt+s = Hms—>0+ N/L(H-S) = Nﬂ(t) = Nt.
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El resto de las propiedades se derivan inmediatamente del hecho de que N

es un proceso Poisson homogéneo.

2. Definamos Ny = N,-1(4) para todo ¢ > 0. Que No=0 y tenga trayectorias

1 es creciente, continua y

continuas por la derecha es inmediato pues p~
anclada en el cero. El resto de la prueba es obvia utilizando las propiedades

del proceso Poisson N.

Notese que como N; ~ Po(u(t)) entonces Var(Ny) = ENy = u(t).

1.3. Variantes del proceso Poisson

Para modelar la distribucién en el tiempo de los reclamos recibidos por una ase-
guradora, nos puede ser 1til conocer algunas generalizaciones del proceso Poisson

que mantengan como espacio de estados a la semi recta real.

1.3.1. Proceso Poisson mezclado

Se vio anteriormente que mediante un cambio de tiempo determinista, se puede
obtener un proceso no homogéneo a partir de uno homogéneo. El proceso Poisson
mezclado introduce algo de azar a ese cambio de tiempo haciendo un escalamiento

aleatorio de la funcién de media.

Definicién 1. Sea N un proceso Poisson homogéneo de intensidad 1, p una fun-
cion de media y @ una variable aleatoria con Pr(f > 0) = 1 independiente de N.

Se dice que el proceso definido por
Nt(w) = N@(w)y(t) (w) t>0,we Q

es un proceso Poisson mezclado con variable de mezcla 6.

Se puede interpretar a este proceso, como uno que modela fenémenos para los que

cada realizacion es la de un proceso Poisson con funcion de media 6(w)u(t) para
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alguna w fija. En el contexto de los seguros, #(w) podria ser una medida de uno
o mas factores que afecten la cartera de aseguro, como por ejemplo el estado de
salud de un cliente. Un modelo de riesgo que involucra este tipo de proceso de

conteo se puede consultar en Grandell (1991).

Calculemos la funcién de media de un proceso con variable de mezcla 6,
EN; = ENgyy = B [B (Noy) 10)] = B (0pu(t)) = B6 - u(t)

la cual es similar a la de un proceso Poisson e incluso coincide con la de éste

cuando Ef = 1. Sin embargo Var(N;) # EN; ya que, suponiendo que Var(f) < oo
y u(t) >0,

Var(N;) = E [Var(N; | 0)] + Var [E (N, | )]

— E[0u(t)] + Var [0p(0)

— EN, (1 + Vaéée) ,u(t)>

> EN;.

Esta es la llamada propiedad de sobredispersion, e implica entre otras cosas que
dado un tiempo fijo ¢, N; no tiene distribucién Poisson. Otra diferencia importante
que se tiene con respecto al proceso Poisson es que los incrementos no son nece-
sariamente independientes. De hecho, cuando p es lineal, se puede probar que los
incrementos son intercambiables (Gerber , 1981); una nocién que serd explorada

en capitulos posteriores.

Si tuviéramos una sola realizacién de un proceso Poisson mezclado, no la po-
driamos distinguir de la de un proceso Poisson con funcién de media 6(w)u(t)
para algin w fijo. Sin embargo, conforme la muestra crece, la propiedad de so-
bre dispersion se hace evidente, aun cuando Ef = 1. La figura 1.1 ilustra este

fenémeno.

1.3.2. Procesos de Cox

Siguiendo en la misma direccién, podemos ahora estudiar un proceso Poisson ho-

mogéneo bajo un cambio de tiempo completamente aleatorio. Sea N; un proceso
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Figura 1.1: Del lado izquierdo se muestran siete realizaciones aleatorias de un
proceso Poisson de intensidad uno. Del lado derecho, siete realizaciones aleatorias
de un proceso Poisson mezclado con misma funcién de media.

Poisson con intensidad 1, y sea A(t) un proceso estocastico independiente de N

con trayectorias no decrecientes y tal que A\(0) = 0. El proceso definido por
Ny = N/\(t)

es llamado proceso de Cox.

Al igual que el proceso Poisson mezclado, que es un caso particular, este proceso
también tiene la propiedad de sobredispersiéon, pues EN; = E [E (Nk(t)‘ A(t))} =
EA(t) y

Var(N,) = E [Var(N; | A(t))] + Var [E (N; | A(t))]
= E[A(t)] + Var [A(1)]
> EN,.

Generalizaciones del modelo de riesgo clasico usando procesos de Cox pueden ser

consultadas en Bening & Korolev (2002).



Capitulo 2

Teoria del riesgo clasica

2.1. Proceso compuesto ordinario

El siguiente paso en nuestra tarea de modelar la dindmica financiera de una ase-
guradora, es tomar en cuenta el monto de los reclamos que ésta recibe. 5i V; es un
proceso de conteo que modela el arribo de dichos reclamos, entonces las pérdidas

de la compania estan dadas por
Nt
Se=> Xi, t>0, (2.1)
i=1

donde (X;) es una sucesion de variables aleatorias positivas independientes idénti-
camente distribuidas que representa el monto de los reclamos. Por simplicidad se
hace la suposicién de que la intensidad de llegada de los reclamos es independiente
del monto de éstos, permitiendo una interpretacién directa de los saltos en las
trayectorias del proceso. Este modelo tiene aplicaciones no sélo en el contexto del

aseguro, sino también en areas de la fisica y la ingenierfa.

Cuando Ny es un proceso Poisson homogéneo, (S;) toma el nombre de proceso Pois-
son compuesto mientras que, en general, cuando NV; es un proceso de renovacion,

S; es llamado modelo de Sparre-Anderson.
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2.1.1. Magnitud de orden del modelo de Sparre-Anderson

Proposicion 2.1. Sea S; un proceso definido por (2.1) con Ny un proceso inducido

por una sucesion de renovacion (W;). Entonces

1. ES; = EN,EX;
2. Var(S;) = ENyVar(X1) + Var(N,;)(EX1)?

3. CO’U(Su, Su) = V(ZT(Su/\U)

Demostracion.

1. Debido a que (X;) es independiente de N,
Ny

ES, =E [E <ZX Nt>
i=1

Var(S;) = E [Var (S¢ | N¢)] + Var [E (S; | Ny)]

= E[NVEX,] = ENEX;

Ny

Z\/ar (X1 | Vy)

=1
= E[N¢Var(X; | N¢)] + Var [V;EX/]
= EN;Var(X1) + Var(N;)(EX1)2.

=E + Var [N;EX]]

3. Sin pérdida de generalidad supongamos u < v. Entonces
E(SyuSy) = E(SuSu) + ESLE(S, — Su) v,

ES,ES, = ES,ES, + ES,E(S, — Su).

Asi,

Cov(Sy, S,) = E(S,S,) — ES,ES, = ES? — (ES,)? = Var(S,)
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En particular, cuando Ny es un proceso Poisson homogéneo con intensidad A > 0,
se tiene que ES; = AMtEX; yva que EN; = A, por lo que la magnitud del proceso
Poisson compuesto crece en promedio de forma lineal. En el caso general, donde V¢
es un proceso de conteo inducido por la sucesion de renovacion (W;), no siempre es
posible encontrar una expresién elemental para ENy; sin embargo podemos obtener
algunas conclusiones sobre el comportamiento asintético de ES; recordando el
teorema (1.1) que afirma que si A=' = EW; < oo entonces EN;/t — A cuando

t — oo. Dicho de otra forma, ENy = At + o(t) cuando ¢ es grande, luego

ES; = MEX1(1+0(t)), t— oc. (2.2)

Por lo que S; tiene la tendencia a crecer linealmente cuando t es suficientemente

grande.

Para tener una idea més clara del orden de magnitud de S; hace falta examinar la
funcion Var(S;). Consideremos primero el caso en que N; es Poisson homogéneo

con intensidad A, entonces

Var(S;) = Mt [Var(Xy) + (EX1)2] = ME(X?).

Para el caso general se puede probar de manera similar a como se hizo para la
funciéon de media, que cuando t es suficientemente grande Var(S;) crece aproxi-

madamente linealmente:

Var(S;) = At [Var(X;) + Var(Wi)A(EX1)?] (1 + o(t)). (2.3)

Conociendo la magnitud de orden del modelo de Sparre-Anderson, se puede abor-
dar el problema de calcular una prima que cubra las pérdidas descritas por el
proceso compuesto S. Si se denota por p(t) a las ganancias generadas por las

primas hasta el tiempo ¢, uno desearia que se satisficiera lo siguiente:

p(t) > ES;,  t>0. (2.4)

Ya que para el modelo de Sparre-Anderson se tiene que ES; = EWl_lEXlt(l—i—o(t))

cuando ¢ es suficientemente grande, una forma de lograr la relacion (2.4), seria
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definir p(t) mediante
EX;

t
EW;

p(t) = (1+ )

donde p es un ntimero positivo llamado sobreprima de sequridad. Esta es la llamada

condicion de beneficio neto.

Aunque esto es un buen inicio para establecer un régimen de ingresos, la ecuacion
(2.4) no da gran informacion sobre la probabilidad de que el fondo de reserva de

una aseguradora se agote. La siguiente seccién trata este problema.

2.2. Probabilidad de ruina

Ya se vio que una funcion de ingresos lineal p(t) = rt con r > 0 suficientemente
grande puede dominar a la funcién de media del proceso Poisson compuesto y
conforme ¢ — oo dominar también a la del modelo de Sparre-Anderson. Se procede
a investigar la probabilidad de que una aseguradora se arruine, dependiendo de
su fondo de reserva inicial u. Si denotamos por Z; al fondo de reserva en cada

instante t > 0, tenemos que

Zt:U+Tt—St.

Las trayectorias de Z; crecen linealmente con intensidad r en cada intervalo
(T;-1,T;) y sufren un caida de tamano X; en cada tiempo de arribo T; del proceso
de conteo Ny (Ver Figura 2.1).

Si ocurre una acumulacién atipica de reclamos, o el monto de algin reclamo es
demasiado alto, el proceso Z; puede tomar valores negativos, representando la

ruina de la compania. Asi, el momento de ruina es el tiempo de paro dado por
Tr =inf{t >0:Z;, <0}

y la probabilidad de ruina con reserva inicial u estd dada por ¥(u) = Pr(Tg <

OO‘Z() :u).

Consideremos ahora la probabilidad de que una compaifiia con reserva inicial u

nunca se arruine p(u) = 1 — ¥ (u). Que no ocurra la ruina es equivalente a decir
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Figura 2.1: Realizacién de un modelo de riesgo.

que
St, <11 +u

v que para todo t > T3
St_STl §u—X1+rt.

Por lo que,
o(u) = E (Pr(S; — Sty <u— X1+ rt|T1, X1))

Pero ya que por construccion Sy — S, es independiente de St,, dado 11, el evento
{S; — S, <u— X1 +rt,t >T1} esequivalente a {S; < u+rTh — Xy +rt,t > 0}

cuya probabilidad es justamente ¢(u + 717 — X7). Por lo tanto ¢(u) = E(p(u +
Ty — X1)) y como X; es independiente de T,

(o] u+rt
() = /O /O o(u+ 1t — )Py, (dz) P (dt). (2.5)

En el caso en el que el proceso de renovacion (7;) sea un proceso Poisson homogéneo
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de intensidad A\ obtenemos

00 u+rt
o(u) =\ e M o(u+rt — x)Fx, (dz)dt
0 0 '

= i\e’\“/r/ e_’\w/r/ o(w — x)Fx, (dz)dw (2.6)
u 0

haciendo el cambio de variable w = u + rt.

Si suponemos la existencia de una densidad para X; entonces la funcion g(w) =
Jo o(w — x)Fx, (dz) es continua; por lo tanto ¢(u) dada por la ecuacion (2.6) es

diferenciable y .
o (w) = 2p(u) - 2 /0 (1 — 2) Fi, (da). 2.7)

Si ahora integramos la ecuacion anterior sobre (0,t) obtenemos

o) =00~ [ wan=2 [ [" o= a1 - P,y
=2 [ fetw-a0-F@ i+ [ - 00 - R do

r

-2 01— P ) — )+ [ =)~ B )| da

r

recordando que X; > 0 y por lo tanto Fx, (0) = 0.

Ahora, ya que el integrando ¢'(u — z)Fx, (z) es positivo, cambiamos el orden de

integracién obteniendo

p(t) — ¢(0) =

o bien,
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Ahora notemos que

(00) = (0) + 2 Ty / o(t — 2)(1 — Fy,)()dz.
r 0

Como la probabilidad de no ruina ¢(u) es una funcién creciente, entonces aplicando

el teorema de convergencia monétona a la ecuacién anterior obtenemos:

A & A
P() = 9(0) + 2p(0) [ 1= P (a)de = ¢(0) + Sp(o0)BX1, (28)
la dltima igualdad se debe a que integrando por partes,

/001 — Fx,(z)dr = z(1 — Fx,(x)) |° +/Ooxfxl(x)da: =EX;.
0 0

Si suponemos que se cumple la condiciéon de beneficio neto r = (1 4+ p)AEX; con
p > 0, tenemos que p(o0) = 1. Esto se debe a que por la ley fuerte de los grandes
nimeros lim;_, % =r —AEX; > 0y por lo tanto existe un tiempo 1" < co para
el que Z; > 0 para toda t > T. Como ST < oo entonces una reserva inicial infinita

no se puede agotar y ¢ (oo) = 0. Asi, la ecuacion (2.8) se convierte en

L= (1 (0) + 2EX).

Obteniendo finalmente

P(0) = 1,

Notemos que la probabilidad de ruina tiende a cero cuando la sobreprima de
seguridad p crece, aun cuando la compafia no cuenta con una reserva inicial. Sin
embargo, una sobreprima alta afectaria directamente la demanda del servicio de
aseguro y por lo tanto no es de interés practico. Nos gustaria en cambio conocer el
valor de 9 (u) para toda reserva inicial positiva u. Este es un problema complicado
y se ha resuelto para muy pocas elecciones de la distribucién del monto de los
reclamos (Grandell , 1991).
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2.2.1. Calculo de la probabilidad de ruina para montos exponen-
ciales

En el contexto anterior, asumamos que X7 ~ Exp(6) es decir, que el monto de los
reclamos se distribuye de manera exponencial con parametro 6. Buscamos calcular
la probabilidad de ruina v (u) para toda u > 0. Para ello utilicemos la ecuacion

(2.7) tomando en cuenta que la funciéon de distribucion de X; es F(z) = 1 — e,

My 20

r

/ o(u—z)e " d.
0

ya que r = (1+ p)A/6 con p > 0.

Esta ecuacion se resuelve directamente proponiendo una solucion de la forma e?(%)

de modo que

o(u) = Cy + Cyexp { (fi“p) } :

Las constantes se encuentran recordando que ya se habfan obtenido las expresiones
@0(00) =1y (0) =1— (1+ p)~t. Entonces

C1 = (o) =1

CQZQD(())—l:—?Ip.

Haciendo los calculos pertinentes y denotando por p a la media EX; = 1/6, se
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sigue que

I S L
w(u)_ler p{ u(1+p)}' (29)

2.2.2. Probabilidad de ruina a horizonte finito

De interés practico es calcular la probabilidad de que una compania se arruine en

un intervalo de tiempo finito, es decir: calcular
Y(u,T) = Pr(infocier{t : Z; <0} <T|Zy =u).

Ya que resolver este problema de forma analitica es atn mas complicado que

calcular ¥ (u) en este trabajo se abordara mediante la simulacién computacional.

Es importante notar que 1(u,T) es mondtona creciente en ambas entradas y que
Y(u,T) — ¢(u) cuando T" — oo. De hecho, ya que el proceso de riesgo Z; tiende
a infinito, existe un Ty < oo tal que 9 (u,t) = 1 (u) para todo t > Ty, por lo

que podriamos obtener una aproximacion de v (u) estimando Ty y posteriormente

simulando ¥(u, Tp). Sean T1,...,T), los tiempos de ruina de n realizaciones inde-
pendientes del modelo de riesgo; entonces Ty = max{T1,...,T,} es un estimador

razonable para Ty. La distribucién limite de TO es un problema clasico de la teoria

de valores extremos, sin embargo, no se abundara més sobre este vasto campo.



Capitulo 3

El proceso compuesto

intercambiable

En este capitulo se propone una generalizaciéon natural del proceso compuesto
Sy = Zf\ﬁl X; de forma que las variables X; sigan siendo idénticamente distribuidas
pero que exista la posibilidad de dependencia entre ellas. Para esta tarea se presen-
tard el concepto de intercambiabilidad, el cual es parte central en los fundamentos
de la teoria estadistica (consultar por ejemplo Schervish ;| 1995). Nos ocupare-
mos también de la estimacién de este nuevo proceso, para poder posteriormente

encajarlo a datos reales.

3.1. Sucesiones intercambiables

Una coleccién finita X1, Xo, ..., X,, de variables aleatorias es intercambiable, si su

distribucién es invariante bajo permutaciones; es decir,

F(xl7"'7xn) = F(xﬂ(l)a"wxﬂ(n))

donde IT es una permutacion de {1,2,...,n}. Se dice que una sucesion de vari-
ables aleatorias es intercambiable si cada subcoleccion finita es intercambiable. En

particular, las sucesiones independientes son intercambiables.
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Noétese que si X1, Xo,..., X, son variables aleatorias intercambiables, entonces

tienen la misma distribucién marginal.

Fx, (z1) =lmg,, . 2p—oo F(21,..., T4, ... Tn)
=My, .z —oo F(Tj, .. 01, 20) = Fx;(71)
En general se puede probar, con el método anterior, que (X1, ..., X,,) es igual en
distribucion a (Xj,, ... Xj,,) para cualquier m € {1,...,n}. Un tratado amplio so-

bre intercambiabilidad y algunas de sus aplicaciones se puede encontrar en Aldous
(1983).

Existe una importante relacién entre intercambiabilidad e independencia condi-
cional: Supongamos por ejemplo que X1, Xo, ..., X, son variables aleatorias condi-
cionalmente independientes dado un parametro ©. Si suponemos la existencia de

densidades, tenemos que

f(:rl,...,xN) = ff(xl,...,xN ’ G)dF(H)

= TL S | 0)dF6) (3

por lo que la coleccién es claramente intercambiable. Nos econtraremos con esta

férmula mas adelante, al estudiar el paradigma bayesiano.

Aunque no todas las colecciones intercambiables son condicionalmente independien-
tes en el caso de las sucesiones infinitas, esta condicién es necesaria ademaés de
suficiente. Este resultado es conocido como teorema de de Finetti. La caracteri-
zaciéon de las colecciones intercambiables finitas no seré estudiada en este trabajo;
el lector interesado puede consultar Schervish (1995) o Aldous (1983).

Con el objetivo de enunciar el teorema en su forma general es necesario intro-
ducir algo de notacién formal. Sea (X;);°; una sucesién de variables aleatorias
definidas en un espacio de probabilidad (2, F, Pr). Ahora consideremos P, el con-
junto de todas las medidas de probabilidad definidas sobre el espacio de Borel
(R, B). Necesitaremos convertir a P en un espacio de probabilidad para poder
trabajar con él. En particular, serfa natural pedir que las funciones de evalu-
acion gp : P — R, definidas para cada B € B por gp(P) — P(B), fueran
medibles. Para esto definamos ¥ como la, c—4algebra generada por los conjuntos
Ap;={P€P:P(B)<t}conBeBytel01]. De particular importancia sera
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la distribucion empirica de (X;)?_,, la cual se define como:
F,: (R",B") — (P,X%)

1 n
R ) — = DY
i=1
Es facil ver que para cada w €  fijo, el lado derecho de la wltima expresion
corresponde a una funciéon de distribucién. Ya que existe una biyeccién entre las
funciones de distribucion y las medidas de probabilidad sobre (R, B) el mapeo F,
esté bien definido. A continuacion se omitira en la notacién la dependencia sobre
(X;) y se escribira simplemente F,(t) = 13" I oo Xi-

n

Proposicion 3.1. FEl mapeo F,, : (R",B") — (P,X) definido anteriormente es

medible.

Demostracion. En esta prueba utilizaremos la misma nomenclatura para denotar
una funcién de distribucion y la medida de probabilidad que ésta induce. Queremos
probar que F,; ! ({P € P: P(B) <t}) pertenece a B" para cada B € B. Esto es

equivalente a probar que, para cada =z € R,
Ay =F,'({FeP:F(z) <t}

pertenece a B". Notemos que debido a que, para w fija, F),(w) es siempre una

funcién escalonada creciente con n saltos,

-Z i<
AI:{XIX"'XXW,: Mgt}
n

Seam=max{i € ZT : i/n <t} yE={C C{l,...,n} : #C < m}. Ahora para

cada C' € = definamos
Ac={Xix - xX,: X;<zsiieC y X,>zxsii¢C}.
Ac € B" por ser la interseccion de dos boreleanos. Por lo tanto

UAC:AGB”,

CeE



30 El proceso compuesto intercambiable

ya que = es finito. [ |

Un mapeo medible con contradominio (P,X) es llamado medida aleatoria. Por
lo tanto la distribucién empirica F,, es una medida aleatoria para cada n. Ahora

podemos definir la siguiente nocién:

Sea Y una variable aleatoria y G una o—algebra. Una distribucion condicional de

Y dado G es una medida aleatoria G tal que
G(A)=Pr(YeA|G) cs. AeB.

Es facil probar que las distribuciones condicionales siempre existen y son tnicas
en el sentido casi seguro (Fristedt & Gray , 1997, Cap. 21). Ademas, satisfacen la

siguiente propiedad fundamental:
E(h(X,Y)|G) = /h(X, y)G(-,dy), X €G, h(X,Y) integrable. (3.2)

Ahora estamos en condiciones de enunciar el teorema.

Teorema 3.1 (de Finetti). Sea X = (X;)°; una sucesion intercambiable de
variables aleatorias. Entonces existe una medida aleatoria G sobre (R, B) tal que
G® =G xGx--- es la distribucion condicional de X, dado o(G). Ademds, G es

inica casi sequramente y F,(t) — G(—o0,t] c.s. para toda t.

Nos referiremos a G como la medida de de Finetti. Distintas demostraciones de
este teorema se pueden encontrar en Kingman (1978), Schervish (1995, Cap. 1) o
Fristedt & Gray (1997, Cap. 27). Conviene sin embargo hacer algunos comentarios

para hacer mas clara la lectura del enunciado.

Usando la notacion del teorema 3.1, consideremos al evento A = Ay X --- X A, X
R*> € B*. Sabemos entonces que G*°(-,A) = Pr(X € A | G), pero también
G>(-,A) =TI}, G(-, A;). Por lo tanto

Pr(XeA)=E[Pr(X € A|G)]

= / ﬁ P(A;)G(dP).
Pi=1
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En otras palabras, (X;)2; es ii.d. con distribucion P, dado que G = P. En

particular: (X;)?°; es condicionalmente independiente dado G.

Varios resultados para sucesiones i.i.d. se pueden adaptar a sucesiones intercambia-
bles condicionando sobre la medida de de Finetti. Ejemplo de esto es la ley fuerte

de los grandes nimeros.

Teorema 3.2. Sea (X;)32, una sucesion intercambiable con E|X1| < co. Entonces

, 1 ¢
1y oo — 2 X;=E{X1|G} ecs. (3.3)
1=

donde G es la medida de de Finetti.

Demostracion. Denotemos por m(F') a la media de una distribucion F. Es decir:

m(F) = / © Fde).

Ya que E|X;| < ooy X | G ~ G, entonces para casi toda w € Q,

/x|G(w,d:c) < .

Por lo tanto, como (X;)2, es condicionalmente independiente dado G, la ley fuerte

de los grandes ndmeros asegura que

1g _
Pr (hmn;Xz—wn(G) ‘G) =1 C.S.

El resultado deseado se obtiene tomando la esperanza, y notando que
m(G) = /a: G(-,dr) = E{X; | G},

por la propiedad fundamental (3.2). [ |
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3.1.1. Construcciéon de sucesiones intercambiables con marginal
dada

Nos interesa construir sucesiones intercambiables X = X7, Xo, ... con una distribu-
cion marginal especifica F', con el objetivo de modelar el monto de los reclamos
recibidos por una aseguradora. Como vimos anteriormente, para construir una
sucesion intercambiable es suficiente construir una sucesiéon condicionalmente in-
dependiente e idénticamente distribuida. Esto siempre es posible en general (Frist-
edt & Gray , 1997, Cap. 22) pero la existencia de densidades nos hard mas facil
la tarea. Para este proposito, se hard uso de una variable latente Z con respecto
a la cual se definiréd la sucesion condicionalmente independiente X; | Z. Si f(x) es

la densidad de la distribucién deseada entonces buscamos una Z tal que

f(z) = / f( | 2)fz(2)d. (3.4)

Para definir f(x | z) de tal forma que se satisfaga la ecuacion anterior, podemos

utilizar la formula de Bayes

_f
@19 = T fod 35
Asi,
[t a1z = [ 1| 2)p(a)a
= f(z).
como se buscaba.

Esto muestra que se pueden construir distintas sucesiones intercambiables con las
mismas marginales variando la eleccién de f(z | z) en la ecuacion (3.5), dandonos

la posibilidad de generar una amplia gama de estructuras de dependencia.

El método anterior también nos da una forma de simular una muestra aleatoria
de tamano n de una sucesion intercambiable de variables tal que X; ~ f(-). Sim-

plemente se genera una realizacién z de Z y posteriormente n realizaciones de

Xi~ f(- | 2).

Proposicion 3.2. Sea (X;) una sucesion intercambiable con distribucion marginal
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F' construida utilizando el método recién propuesto. Sea Z la variable latente y
digamos que Z ~ G, de modo que X; | Z ~ G es una sucesion independiente.
Entonces

E[G] = F.

Demostracion. Sea A un conjunto medible y supongamos que g es la densidad de

BG) - [ ( | 1] z)da:) 9(2)dz
_ /A / F(x | 2)g(2)dzda

= / f(x)dx = F(A).
A

Z. Entonces

Ejemplo 1. Queremos definir una sucesién intercambiable de variables con dis-
tribucion marginal Ga(a,b). Supongamos que f(z | ) = Ga(z | ¢,x) con ¢ > 0.
Entonces

[(a+c) 2712

fz(z) = /Ga(z | ¢, z)Ga(x | a,b)dx = T(@)T(e) (b + 2) @ (3.6)

y de la ecuacion (3.5) obtenemos que

fle]z) o a® exp{-—za}y* ' exp{-by}
o« 20t lexp{—(z +b) x}.

La tltima expresion corresponde al nicleo de una distribucion Ga(a + ¢,b + z),
por lo que si definimos variables aleatorias X; tales que X; | Z son independi-
entes y tienen distribucién condicional Ga(a + ¢, b+ z) obtendremos una sucesion

intercambiable de variables idénticamente distribuidas Ga(a,b).

Construyamos ahora un modelo intercambiable con una variable latente discreta.

Sea f(z | z) = Po(z | ex) con ¢ > 0. Entonces Z tiene una distribucion mezclada
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Poisson Gamma

I'(z+a)

ATy 0TI G)

fz(2) = /Po(z | cx)Ga(z | a,b)dx =

y por ecuacion (3.5)

f(fL' ’ Z) o (efca:xz) (xaflesz)
x e—x(b+c) p(zt+a)-1

Ga(a+ z,b+c).

Notese como la distribucién condicional varia dependiendo de la eleccién de la

variable latente.

Ejemplo 2. Con el fin de tratar de ajustar el modelo a datos reales nos pudiera ser
de utilidad una familia paramétrica mas robusta para modelar las distribuciones
marginales. La distribucion Gausiana Inversa Generalizada (GIG) fue popular-
izada por Barndorff-Nielsen con el objetivo de construir una mezcla normal de
media-varianza llamada distribuciéon Hiperbdlica Generalizada. Su funcién de den-

sidad esta dada por

/2
P
GIG(z | A, X, %) = (X) xk—lexp{—i(x:c—ww)}, x>0,

2ZKA(VXY)

donde X € R, K}, es la funcion de Bessel modificada del tercer tipo' con indice A y

x>0,9>0 siA>0,
x>0,9>0 siA=0,
xX>0,0>0 si\<O.

Esta distribuciéon se conjuga con la Normal de la siguiente manera:

!Su definicién y propiedades pueden consultarse en Abramowitz & Stegun (1992).
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Sea f(z | z) = N(u + vz, ox) con o > 0, entonces

fl@]2)oc f(z]|2)f(2)
x N(z | p+ vz, 0x)GIG(z | A, x,v)

2 exp {_<Z—M—W>2} L exp {_1(5 N w)}

201

o 2D exp {—; [i <X+ (ZT,M)Q> e (1/’ - f)] }

N2 2
— GIG <m A—1/2,X+(Za“),w+7>.

g

Z tiene entonces distribucién Hiperbdlica Generalizada con densidad

(O (o+2)

V2maKa(vx)

_Kx—;(\/(“”) 1
(v W@y

H(z | A\, x, ¥, 1, 7v,0) =

P+

/N
af3,
N———
v
4
T«\
E

Ver Barndorff-Nielsen (1977).

Con el fin de facilitar la estimacién de una sucesién intercambiable con estas
caracteristicas, se podrian fijar algunos de los parametros de la variable latente;
por ejemplo hacer £ = 0y 0 = 1 de modo que la dependencia quede regulada

solamente por v > 0.

Existen dos casos limite importantes de la distribuciéon GIG. Uno es cuando A > 0

v x | 0, para el cual

GIG(z | A, 0,¢) = Ga(x | A\,¢/2).
El otro es cuando A <0y ¥ | 0, en donde

GIG(z | A, x,0) = Iga(z | —=A, x/2),

donde Iga denota a la distribuciéon Gamma inversa.
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Una prueba de estos resultados se puede encontrar en Eberlein & Hammerstein
(2004).

3.2. El modelo intercambiable.

Sabiendo cémo definir sucesiones intercambiables con distribucion marginal dada,
. N

se puede definir un proceso S; = > ;" X; donde N; es un proceso de conteo y

X1, Xo, ... una sucesién intercambiable independiente de N;. Es inmediato que el

proceso Poisson compuesto es un caso particular de este nuevo proceso. Investigue-

mos algunas de sus propiedades bésicas.

Proposicion 3.3. Sea Sy un proceso compuesto intercambiable y supongamos que
la sucesion de montos (X;) tiene distribucion marginal fija con sequndo momento

finito. Entonces

1. ES; = EN\EX,
2. Var(S;) = ENyVarXy + VarNy(EX1)? + (ENy)? Cov(X;, X;)

3. Cov(Sy, Sy) = ENLEN,Cov(X;, X;) + ENyny Var(X;) + Var(Nypo ) (EX;)?
Demostracion.

1. La deduccién de esta férmula es indéntica a la del caso clasico.
Ny
ES, =E {E (Z X; Nt> } = EN,EX;.
i=1

2. Por el teorema de de Finetti podemos suponer que existe G tal que (X;) es

idénticamente distribuida y condicionalmente independiente con X; | G ~ G.

Asi, usando la proposicién 2.1 tenemos que

Var(S; | G) = EN;Var(X;) + Var(Ny)(EX;)?

E(S: | G) = ENE(X; | G).
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Entonces

Var(S;) = E{Var(S; | G)} + Var{E(S; | G)}
= EN;VarX; + VarN;(EX)? + (EN;)*Var{E(X; | G)}.

Por ultimo, utilizando el hecho de que E(X; | G) ~ E(X; | G) , vemos que
Cov(X;, X;) = Cov{E(X; | G),E(X; | G)} = Var{E(X; | G)}. (3.7)
Luego

Var(S;) = EN;VarX; + VarN;(EX;)? + (EN;)*Cov(X;, X).

Cov(Sy, Sy) = Cov{E(S, | G), E(S, | G)} + E{Cov(S,, S, | G)}
= Cov{EN,E(X; | G),EN,E(X; | G)} + E{Var(Surw | G)}
= EN,EN,Cov(X;, X;) + ENyn, Var(X;) + Var(Nyao ) (BX;)?

En particular cuando Ny es un proceso Poisson homogeneo con intensidad A se
tiene que Var(S;) = MEX?+A2t2Cov(X;, X;) y Cov(Sy, Sp) = NuvCov(X;, X;)+
AMu A v)EXZ. En el caso en que N; esté inducido por un proceso de renovacion
(W;) se pueden obtener resultados asintoticos andlogos a (2.2) y (2.3) para la
funcién de media y varianza. Comparemos con la proposicién 2.1 y notemos que
la media del proceso compuesto intercambiable coincide con la del ordinario y por
lo tanto la condicion de beneficio neto sigue vigente. Sin embargo, la ecuacién
(3.7) muestra que variables que provengan de una sucesion intercambiable infinita
tienen covarianza positiva y por lo tanto la varianza del nuevo proceso es mayor
que la del proceso compuesto ordinario. Veremos que este hecho repercutird en la

probabilidad de ruina del proceso compuesto intercambiable.

Ejemplo 3. Sea Sy un proceso compuesto intercambiable con V; un proceso Poisson

homogéneo de intensidad A\ y (X;) una sucesion intercambiable con marginales



38 El proceso compuesto intercambiable

Ga(a, b) como se construyd anteriormente. Se tiene entonces que

a
ES, = ¢
Sy b/\t,
ala+1) ak 2,9
= At At
Var(Sy) P2 + 20+ o)
' (a+1) k
ala + a 9
) = ¢ t .
Cov(Sy, Ss) P At + I k))\ s (3.8)

3.3. Estimacién del proceso

3.3.1. El paradigma bayesiano

Los métodos bayesianos constituyen un paradigma para la inferencia estadistica
y la teorfa de decisiones basado solamente en los axiomas de la teoria probabilis-
tica. Esto contrasta con la estadistica clasica (o frecuentista) en cuya practica
se hacen suposiciones sin una justificacién rigurosa, por ejemplo: la existencia de
un parametro desconocido pero fijo con respecto al cual la distribucién de una
secuencia de experimentos queda determinada. En el contexto bayesiano, todos
los parametros no observables constituyen cantidades aleatorias. En el caso de
sucesiones intercambiables, la medida de de Finetti, representa este parametro y

justifica su existencia.

Sin embargo, la distribucion del parametro, digamos ©, es desconocida mientras
se tenga un nimero finito de observaciones. Por lo tanto, en la practica, uno se ve
obligado a conjeturar una distribuciéon previa 7(6), que represente el conocimiento
u opinién sobre su posible valor, antes de realizar el experimento. Esto formaliza
la idea de una hipdtesis cientifica, y es una de las razones por la que los méto-
dos bayesianos son aplicados con tanta frecuencia en variedad de situaciones. La
influencia que esta distribucién tendré sobre la estimacion final del parametro,

dependera de qué tan concentrada o dispersa sea.

El siguiente paso es aprender de la experiencia obtenida al realizar el experimento.

Para esto es necesario definir la distribucion del modelo L(D | ), que mide la
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probabilidad relativa de que el experimento arroje los datos D, dado © toma el

valor 6.

Mediante la féormula de Bayes, se obtiene entonces la distribucién posterior

_ LD [0)n(6)
0| D)= [L(D | 0)r(6)do’ (3.9)

que representa una revision de la opinién que teniamos sobre © una vez efectuado
el experimento. La distribucién posterior incluye toda la informacién actual so-
bre © por lo que s6lo es cuestién de analizarla para sacar informaciéon sobre el
problema que tenemos en mano. Este analisis incluye por ejemplo una estimacién
puntual, que se hace mediante alguna medida de tendencia central de la distribu-

cion posterior, como por ejemplo la media o la moda en caso de ser tnica.

Existe un anélogo bayesiano a los intervalos de confianza de la inferencia clésica.

Un intervalo para 6 con 100(1 — «) % de credibilidad es una pareja (I, u) tal que
P(l<9<u):/ w0 | D)dd =1— a.
!

En general se buscara el intervalo de longitud menor y densidad méxima.

Otra caracteristica importante del andalisis bayesiano es la posibilidad de obtener
una distribucién predictiva para una observacién futura. Para esto se propone un
nuevo modelo g(y | #) que no tiene por qué coincidir con L(D | 6). La distribucion

predictiva queda dada por

f(y| D) = / oy | 6)m(8 | D)db

y representa nuestra apuesta sobre el resultado que arrojara el experimento al

volver a realizarlo.

Dos referencias generales para el estudio de la estadistica bayesiana son Bernardo
& Smith (1994) y Klugman (1992), en el contexto actuarial.
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3.3.2. Calculo de los estimadores bayesianos

En la mayoria de los casos, la informaciéon que se busca obtener sobre un parametro

O a través de un estudio Bayesiano, involucra operaciones del tipo
E[h(8) | D] = /h(@)ﬁ(@ | D)db, (3.10)

donde 7(0 | D) es la distribucion posterior con respecto a los datos D dada por la
ecuacion (3.5). Ya que en muchas ocasiones 7(6 | D) puede tener una forma muy
compleja o conocerse tinicamente modulo una constante, resolver (3.10) analitica-
mente es rara vez posible. Incluso aplicar métodos numeéricos deterministas puede
ser una tarea en extremo complicada y computacionalmente costosa, en especial

cuando 8 es multidimensional.

Los métodos de Monte Carlo son entonces la alternativa mas usada. Con este
enfoque, el problema se convierte en obtener una muestra X, Xo,... ~ w(6 | D)
de la distribucién posterior para luego, con base en el teorema ergodico, aproximar
E[h(0) | D] mediante

%Z h(X;).
=1

Se han desarrollado una gran variedad de métodos para realizar esta tarea cuyo
rendimiento depende de cada caso en particular (ver por ejemplo Chen et al. |
2000). Sin embargo algunos han ganado popularidad debido a la amplia aplicabil-

idad y relativamente buen desempeno.

Tal el es el caso del esquema de muestreo de Gibbs, que permite simular indirec-
tamente una muestra de la distribucion posterior 7(6 | D) cuando el pardametro

0 = (01,...,0q) es multidimensional.

Algoritmo 1. Esquema de Muestro de Gibbs.

1. Escoger un punto de inicio arbitrario 89 = (01,0,6020,-..,040) y fijar i = 0.

2. Generar 0, de la manera siguiente:

= Generar 91,i+1 ~ 7T((91 ‘ 02’1', (93,1', ey Gdﬂ-, D),
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= Generar 9271'4_1 ~ 77(02 ‘ 9171‘4_1, 9371', ooy 0d,i7 D);

» Generar Og;1 ~ 7(0q | 01i41,02,641, -, 0q—1,i+1, D)
3. Fijar ¢ =i+ 1, y regresar al paso anterior.

Bajo ciertas condiciones bastante generales dadas en Gelfand & Smith (1990),
la sucesion (6;) es una cadena de Markov ergodica y aperiodica con distribucion
estacionaria 7(0 | D). Por lo tanto, con k suficientemente grande, {0; : i > k} es
aproximadamente una muestra (dependiente) de 7(6 | D), sin importar qué punto

inicial Og se haya elegido.

Notese que la densidad condicional 7(0; | 61,...,0j-1,0;41,...,0q, D) puede ser

obtenida mediante

7r(6?j ‘ 01,...,6j_1,0j+1,...,Gd,D) ocf(91,02,...,9d,D)
O(L(D ‘ 017...,(9d)7r(91,...,6?d).

Por lo tanto, en el caso de que los pardmetros fueran previamente independientes

i.e. m(01,...,04) =7(01) - (6a), se tendria que

7T(0j | 91,... 79j7179j+17"'79daD) 0.8 L(D | 91,... ,Qd)ﬂ'(ej). (311)

Debido a que la constante de proporcionalidad de la ecuaciéon anterior es dificil de
calcular, los métodos més factibles para generar muestras con las distribuciones
condicionales deseadas son los de rechazo. Por ejemplo, cuando el logaritmo de
m(6; | ...) es concavo, el muestreo de rechazo adaptable (Gilks & Wilks , 1992), es
una buena alternativa al método de rechazo estandar. O bien, si no lo es, se puede
usar una generalizaciéon llamada muestreo de rechazo adaptable con Metropolis

(ARMS por sus siglas en inglés) propuesto por Gilks et al. (1995).

3.3.3. Inferencia bayesiana para el modelo intercambiable

En una realizacién practica del modelo hasta un tiempo fijo t, obtendriamos el

nimero de sucesos ocurridos hasta ese tiempo N; = n, asi como observaciones de
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X1 hasta X,,. Como N, es independiente de X1, X, ... podemos hacer la inferencia

de sus parametros de manera separada.

Si suponemos que el proceso de conteo responde a un proceso de renovacion (W)
entonces nos encontramos con la clasica tarea de estimar una sucesiéon indepen-
diente indénticamente distribuida. Por ejemplo, si N; es un proceso Poisson con

parametro A, entonces W; ~ Exp(A) y la funcion de verosimilitud esta dada por

Lw |\ = HExpw,|)\)

i=1
= \"exp {—)\sz}
i=1
= \"exp {—n\w}

Podemos obtener facilmente el estimador maximo verosimil A = 1 /W maximizando
In f(w | A) = nln A — nAw. Supongamos que la distribucién previa m(\) es una

Ga(a,b). Entonces la distribucion posterior queda dada por

(A [ w) oc f(w [ A)7(A)

o (AW ) (\o—le—ty
(remmv) (remte)

o AT Lexp {—X\ (nw + b)}

Por lo que la distribucion posterior es una Ga(a + n,b+ nw). El estimador de
Bayes para A es la media de la distribucion posterior (a 4+ n) / (b + nw) . Notese

que por la ley fuerte de los grandes nimeros

a—+n
b+ nw

—es A n — 00.

Otra alternativa es suponer que observamos el numero de reclamos que recibe la
aseguradora anualmente (t = 1,2, ...,m) y que éstos son independientes. El modelo

para el nimero de reclamaciones en m anos es

L(n|0) = H n”@—@‘meu

n;!
J=1 J
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Supongamos que la distribucion previa es Ga(a,b) y calculemos la distribuciéon

posterior:

>onj a—1_—b0
(0 | n) x e—m09 j bﬁi@ o 9O+ =1 = 0(m-+b)
[In;! I'(a)

La tltima expresion es el ntcleo de una Gamma con pardmetros a+ > n; y m+b.

El estimador de Bayes para 0 es la media posterior (a + Y n;)/(b+m) que se

puede reescribir como -
a + mn

b+m
Notemos cémo, cuando el nimero de anos observados m aumenta, el estimador se

aproxima a la media muestral de Ny que a su vez converge a \.

Procedamos con la estimacion de la sucesién de montos. Suponiendo que ésta fue
generada mediante el método presentado anteriormente; sabemos que existe una
variable latente Z ~ g(z | &) tal que la sucesion es condicionalmente indepen-
diente con respecto a ella y X; ~ f(x | z). Esto implica que para generar una
muestra z1, T2, ..., , se debe haber fijado Z = z, por lo que si se quiere estimar &
se necesitan varias muestras de x;’s. Supongamos entonces que realizamos m ob-
servaciones independientes del proceso, obteniendo asi th =mn;paraj=1,...m
y t fijo. Denotemos por X; = (X1 ;...., Xy, j) el vector de reclamos para la j-ésima

realizacion. Asi, la funcion de verosimilitud para (6, &) queda dada por

m

F&1, e Xm | 0,8) = [[ £(x 16,8 (3.12)

j=1

con
f(xj 16,¢) = f(xl,jv coy Tnj,g 16,8) = /{Hf Lij | Zj }Q(Zj | E)d'zj (3.13)
Recordemos que g(z; | £) puede ser obtenida mediante

gz ] €) = / f(z | 2)f(x | 6)dy

Teéricamente, podriamos continuar con la inferencia simplemente sustituyendo
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esta funcion de verosimilitud (3.12) en la ecuacion (3.9), sin embargo, en la mayoria

de los casos la integral en la ecuacion (3.13) no tiene solucion analitica.

Notemos que si de alguna forma pudiéramos observar el valor de Z en cada re-
alizacion del proceso de modo que obtuviéramos una muestra z = (z1, ..., 2m), la

funcién de verosimilitud tendria una forma relativamente simple:

f(Xla"'>Xm7Z | 975) = Hf(xjazj | 975)

Jj=1

con

f(Xj’Zj leﬂé)zf(xl,j"“’xan |Zj7 0)f( Zj 1) = {Hf Li,j |Z]v }f(zj | €).
(3.14)

La distribucién posterior de (6,¢) quedaria dada por:
’/T(H,f ’ X, Z) X f(x17 vy Xm, Z ’ (9,6)7'((9,5)

Ya que en la practica es imposible observar directamente los valores de Z, po-
driamos de alguna forma simular una muestra zi, ..., 2z, para luego utilizar el
procedimiento anterior. Debido a la informacién con la que contamos, una buena
forma de hacer esto es utilizar el esquema de muestreo de Gibbs. Simplemente
tratamos a z1, ..., 2, como pardmetros desconocidos del modelo, y utilizamos la
ecuacion (3.11) para encontrar 7(6 | £,z,x) y w(§ | 0, 2z,x). Por tltimo, obtenemos

7(zj | €, 0,x) para cada j = 1...m mediante

w(zj|...) xm(x4,25|6,6)
y la ecuacion (3.14).

Esto se ilustrara en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4. Con el objetivo de analizar la eficacia de los métodos de estimacion
propuestos, se se usaran para recuperar los parametros de una muestra conocida.
Utilizando la construcciéon del ejemplo 1 generemos una muestra intercambiable

con marginales Ga(1l,1) y una variable latente Z tal que f(z | z,c) = Ga(10, x).



3.3 Estimacion del proceso 45

Para proceder con cualquiera de los dos métodos de estimaciéon propuestos es

necesario caleular [[2, f(zi; | 2;,a,b,c), donde n; = 10.

n; 10
Hf(xij | zj,a,b,c) = HGa(wij la+c,b+ z)
= i=1

b-l—Z 10(a+c) e
(]:ja—|—c H$ + 1 exp _(b+2)lej .

Ya que la integral de la ecuacion (3.13) resulta poco tratable, adoptaremos el
segundo enfoque propuesto, donde cada z; se agrega al esquema de muestreo de
Gibbs como cantidad no observada. Ya que f(z; | ...) o< f(xj,2; | a,b,c), para

cada j necesitaremos simular

f(x zj | a,b,c) = {Hfa:zj|z],abc)}f(z]~\c)

=1
(b4 zy)%ate) 5

Fa+ P ré)r()e}‘p{ b”Zm”}HW )

Debido a la necesidad de generar j realizaciones de esta distribucién en cada paso

del esquema, de muestreo de Gibbs, el tiempo de computaciéon aumenta consider-

ablemente al usar este acercamiento para hacer la estimacion.

Posteriormente obtenemos las distribuciones condicionales de cada parametro:

m(a | xj4,2,b,¢) x w(a, Aa, Vo) f(X4,2,a,b,¢)

1000

W(aa)\aafya H {Hf X, 5 | z]? }f(zj ‘ ’S)
7j=1
1000 ate) o

7(a, Aas Ya) H btz ) - Hx“+c L

I'(a+ c)?

Analogamente

1000

(b | x4,2,a,c) oc (b, Ay, Vp) H (b+ zj)g(a+c)ba exp {—(b + 2) wa} .

j=1
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1000 c—1 10
(b + Z.)Q(aJrc) € -
m(c| xj,2,a,b) x w(c, A, Ve) H F(a:— g F](c) Hm%ﬂ-c 1
j=1 i=1

Ya que estas distribuciones son complicadas y en general no céncavas en la escala
logaritmica, la simulacion se implementé mediante el método ARMS menciona-
do anteriormente. Se usard una distribucion previa relativamente plana Ga(6 |
0.1,0.1) para cada parametro y puntos iniciales uniformemente distribuidos entre
0y 15.

La muestra consiste en 1000 realizaciones de Z y 10 realizaciones de X | z para
cada realizaciéon z de Z. El esquema de muestreo resulté6 converger rapidamente,
pues con s6lo 1000 iteraciones los estimadores bayesianos obtenidos tomando los

ultimo 800 valores fueron:

a=104 b=104 =991

Estos resultados se pueden comparar con el método estandar, el cual arrojoé

a=0.96 b=0.94.

3.4. Ruina del modelo intercambiable

Como era de esperarse, la probabilidad de ruina del modelo intercambiable es difi-
cil de tratar analiticamente. Sin embargo, se puede estimar mediante simulacién
computacional de manera anéloga al caso clasico, tomando en cuenta la construc-
cion de sucesiones intercambiables que fue presentada. Mediante dicho método se
compararon ambos modelos con diferentes marginales y diversas estructuras de
dependencia. Empiricamente no se pudo encontrar alguna regla para saber cémo
se desempenard cualitativamente la probabilidad de ruina de un modelo intercam-
biable en funcién del modelo clésico con marginales correspondientes. Sin embargo
se observo que 1 (u) decrece, con respecto a u, con mayor lentitud en el caso in-
tercambiable. Asi, se conjetura que para u grande la probabilidad de ruina seréa

mayor para este modelo que para el clésico.
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Ejemplo 5. Existe un caso particular interesante en el que se puede usar la formula
(2.9) referente al modelo de riesgo clasico con montos exponenciales, para calcular

numéricamente la probabilidad de ruina del modelo intercambiable.

Usando que 7 = (14 p)AEX, obtenemos a partir de la ecuacion (2.9), la siguiente

b(w) = Aexp{qf‘f”"}

expresion:

rf
donde 1/6 = EXj.

Recordemos que usando una variable latente Z tal que Z | X ~ Ga(c,z) podemos
construir una sucesion intercambiable con marginales X ~ Ga(a,b) mediante una
sucesion i.i.d. X; | Z ~ Ga(a+c¢, b+ 2). Suponiendo que a < 1, tomemos c =1—a
de modo que X; | Z ~ Exp(b+ z), y por lo tanto podamos obtener la probabilidad

de ruina condicional mediante la ecuacién anterior. Asi

o) | Z = —2 )exp{);u—u(b—i—z)} (3.15)

r(b+z

siempre y cuando r > /(b + z). Tomando la esperanza obtenemos

e

A e [T 12 _uprn
— 2 Au/r S mu(btz) g,
$(u) re o b+=z :

Aunque esta ultima expresion no se puede reducir a términos elementales, la inte-

gral anterior es tratable numéricamente.

Nos gustaria comparar esta probabilidad de ruina con la del modelo clésico cor-
respondiente. Para esto se utilizara una formula que aproxima la probabilidad de
ruina cuando p es pequefio (Bening & Korolev , 2002). Supongamos que EX3 < oo,

entonces
1 2puE X P 2uE X3
= 1 — - 1 .
¥ () 1+peXp{(1+p)EX12} [ 1+p (3(EX12)2 +ole)

Calculemos ambas aproximaciones para el caso a = 0.9, b = 1 y A = 1. Necesitamos

una p pequena para que la aproximaciéon funcione, pero también necesitamos que
r=0.9-(14p) > 1 para que la ecuacion (3.15) tenga sentido. Tomemos entonces

r = 1.01 de manera que p = 0.12, los resultados se muestran en la figura 3.1.
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T T
0 10 20 30 40 50 60
u

Figura 3.1: Probabilidad de ruina para el modelo intercambiable y el modelo clasico
(linea punteada y linea solida respectivamente) con parametrosa = 0.9, b=1, ¢ =
0.1, p=0.12

Hay una clara diferencia entre la probabilidad de ruina de ambos modelos, especi-
ficamente; la del modelo clasico decae con mayor rapidez conforme crece el capital
inicial. Parece, sin embargo, que la probabilidad de ruina es la misma para am-
bos modelos cuando la reserva inicial es nula. Esto se puede probar rigurosamente

como se muestra a continuacion.

Consideremos el modelo clasico, y la féormula obtenida para 1(0) en la seccién 2.2.
Recordando que = (1 + p)AEX], se obtiene

v(0) = 2,

r

Por lo tanto, en este ejemplo particular, para el modelo clasico se tiene,

_)\a

¥(0) = e

Ahora exploremos 9 (0) para el modelo intercambiable. Por el desarrollo anterior

A
¢(0)\Z:m-

Tomando la esperanza y recordando la ecuacion (3.6) para la densidad de Z,
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Probabilidad de Ruina

0.8
|

Psi(U)

0.2
|

Figura 3.2: Probabilidad de ruina para el modelo intercambiable y el modelo clasico
(linea punteada y linea solida respectivamente) con pardmetros a =2, b=1, ¢ =
1, p=0.12

obtenemos

A o e
YO = T - a)/o b1 22

Esta ultima integral puede ser resuelta mediante técnicas estandar de Analisis

Complejo, para finalmente mostrar que

0) =—,
0(0) ==
justo como en el caso clasico.

La propiedad anterior propiedad no es cierta en general, atin para modelos con la
misma estructura de dependencia pero a > 1. La figura 3.2 muestra un ejemplo

en el que las probabilidades de ruina se cruzan en un punto u > 0.



Capitulo 4
Aplicacion

A modo de ilustracién se llevara a cabo la estimacion de ambos modelos con base
en datos reales'. Estos constan de 2167 reclamos recolectados del aiio 1980 al 1990
por la aseguradora Copenhagen Reinsurance y comprenden las pérdidas nacionales
mas costosas provocadas por incendio. Los montos fueron puestos a valor constante

y estan expresados en millones de Coronas Danesas de 1985.

4.1. Modelo clasico

La estimacion del modelo clésico se lleva a cabo de forma directa, considerando el
agregado de los reclamos como una sucesion independiente de variables aleatorias.
Se usard un modelo Ga(a,b) con distribuciones previas no informativas: m(a) = 1
para el parametro de forma y w(b) = 1/b para el parametro de intensidad, de man-

era que toda la informacién posterior quede dada por la funcién de verosimilitud.

La figura 4.1 muestra que el esquema de muestreo de Gibbs converge rapidamente
para ambos parametros. Se descartaron entonces los 1000 primeros valores y se
usaron el resto como la muestra de cada pardmetro, obteniendo los siguientes

histogramas para las distribuciones posteriores:

'Estos se pueden descargar en http://www.ma.hw.ac.uk/ mcneil/data.html
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Figura 4.1: Muestras arrojadas por el esquema de gibbs.
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Si se usa la media como estimador de Bayes se tiene entonces que

a=1.19 b=0.26
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4.2. Modelo intercambiable

Ya que se cuenta con una sola realizacién del proceso y se necesitan por lo menos
dos para poder explotar la dependencia inducida por la intercambiabilidad; se
adoptard un enfoque diferente para hacer la estimacién del modelo intercambi-
able. Consideremos el desempeifio de la aseguradora anualmente, suponiendo asi
que contamos con 11 realizaciones de un mismo proceso. Esta divisién no es de-
masiado arbitraria, pues el efecto de las estaciones sobre los fen6menos cubiertos es
equivalente para cada realizaciéon. Los datos tampoco evidencian una deriva ascen-
dente como la que se observaria en un contexto mas general, debido al incremento

de los bienes asegurados al pasar de los afnos.

Con este enfoque, encajemos el modelo con marginales Ga(a, b) y variable latente
Z tal que Z | X ~ Ga(c,z) como se hizo en el ejemplo 4, s6lo que usando dis-
tribuciones previas planas 7(a) = w(c) = 1 y w(b) = 1/b. Los estimados obtenidos
son:

a=088 b=020 ¢=0.48

La figura 4.2 muestra los histogramas para cada parametro.

Ak |l

0.5 1.0 15 0.05 0.15 0.25 02 04 06 08

500

400 800
111
0 200 400

0 200

a b c
Figura 4.2: Histogramas de los estimados obtenidos por el método intercambiable.

Vale la pena notar que ambas estimaciones dan una valor similar para la media
de los reclamos: 4.29 para el caso intercambiable y 4.45 para el independiente.
Sin embargo la varianza en el caso intercambiable es mayor: 21.24 contra 16.66
estimada por el modelo independiente. La correlaciéon de la sucesién de montos en

el caso intercambiable queda dada por

Corr(X;, X;) = ﬁ =0.20
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Por dltimo, realicemos la estimacién del proceso de conteo. Debido a la divisién
anual que se hizo del proceso, se usara el segundo método propuesto en la seccién

3.3.3. La intensidad del proceso Poisson resulta ser

~

A =149.63

4.3. Probabilidad de ruina

La forma més natural de usar la informacién capturada en ambos modelos es
calcular la probabilidad de ruina a horizonte de un ano. La figura 4.3 muestra el
estimado de Monte Carlo basado en 50 000 iteraciones para ambos modelos, con

una sobreprima de seguridad p = 0.5.

Probabilidad de Ruina

0.4

0.3
|

Psi(U)

0.1

Figura 4.3: Probabilidad de ruina del modelo intercambiable con parametros a =
0.88,b = 0.20,¢ = 0.48 (linea punteada) y probabilidad de ruina para el modelo
independiente con parametros ¢ = 1.19,b = 0.26 (linea solida). La intensidad de
arribo de los reclamos es A = 149.63 y la sobreprima de seguridad es p = 0.5.

Ya que en ambos modelos se hace la suposicién de que cada ano es independiente de
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los anteriores, la compainfa puede evaluar la probabilidad de arruinarse el siguiente
ano dependiendo de su fondo de reserva, y asi ajustar la sobreprima de seguridad
para mitigar el riesgo. El anélisis anterior muestra que la probabilidad de ruina
puede aumentar considerablemente si se supone una estructura de dependencia

sobre el monto de los reclamos.

4.4. Marginales GIG

A modo de comparaciéon haremos la estimacion de los modelos clasico e intercam-
biable con marginales GIG. Esta familia de distribuciones es mas robusta y tiene
la posibilidad de modelar colas semi-pesadas asi que a priori el modelo promete
tener una mejor bondad de ajuste que el de marginales Gamma. La metodologia

de estimaciéon es andloga a la presentada en el ejemplo anterior.

Para el caso clasico se obtuvo:
A=-220 =954 =0

Es decir; se obtuvo el caso limite correspondiente a una Gamma inversa Iga(2.20, 4.75),
que es también la distribucién particular dentro de la familia GIG que permite las
colas mas pesadas. Con estos pardmetros la media estimada es 3.97 y la varianza
79.00. Estos resultados son consistentes con otros estudios hechos sobre este tipo
de datos y sugiere la posibilidad de usar distribuciones con colas atiin mas pesadas

como la Pareto generalizada (Ver McNeil , 1996).

La estimacién del modelo intercambiable arroja:

A=-160 {=856 =0 p=-173 %=0.01

lo cual exhibe una media de 7.13 y una varianza infinita.

En la figura 4.4 se muestra una comparaciéon de la probabilidad de ruina para
ambos modelos. Este andalisis muestra que los resultados pueden variar significa-
tivamente dependiendo del método de estimacién usado y por lo tanto hay que

evitar a toda costa simplificaciones no justificadas dentro del modelo empleado.



4.4 Marginales GIG 55

Probabilidad de Ruina
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Figura 4.4: Probabilidad de ruina para los modelos intercambiable y clasico esti-
mados anteriormente con una sobreprima de seguridad p = 1 (linea punteada y
linea solida respectivamente).



Conlusiones

En este trabajo se presenté un nuevo método para modelar riesgo en el contexto
de los seguros de no-vida. La ventaja de este modelo es que permite la existencia
de dependencia entre el monto de los reclamos mientras que se mantiene flexible

en cuanto a la distribucién de arribo de éstos.

Se presenté un método para construir modelos de este tipo con distribuciones
marginales dadas para el monto de los reclamos, asi como una forma general de
hacer la estimacién. Existe la posibilidad de tratar la sucesién de montos de man-
era no paramétrica como se presenta en Mena & Nieto-Barajas (2008). Aunque
la probabilidad de ruina para este modelo es poco tratable analiticamente, la es-

timacién mediante métodos de Monte Carlo es directa y eficiente.

El analisis comparativo entre el modelo clésico de riesgo y la generalizacion, prop-
uesta mostré mediante casos particulares que el nuevo modelo admite mayor flex-
ibilidad. Esto sugiere la posibilidad de modelar mayor variedad de situaciones
préacticas. Existen varias lineas de desarrollo a seguir en el futuro. Por ejemplo,
investigar la probabilidad de ruina para el modelo intercambiable con un proceso
de conteo distinto al Poisson homogéneo. Se podria también explorar la posi-
bilidad de dependencia entre los montos y el arribo de los reclamos. Elaborar
métodos bayesianos para hacer la inferencia de procesos de riesgo individuales.
Esto fue investigado analiticamente por Daboni (1974), sin embargo, los métodos
de estimacién mediante herramientas computacionales propuestos en este trabajo,

podrian facilitar esta tarea y ampliar su aplicabilidad.
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