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INTRODUCCION

En topologia, como en cualquier rama de las matemaéticas, estudiamos
propiedades o caracteristicas de los espacios, relacionandolos con espacios
conocidos. Por la estructura de espacio topoldgico, es adecuado usar las fun-
ciones continuas para relacionar estos espacios. Por esta razén, son una he-
rramienta indispensable para el desarrollo de la topologia.

Este trabajo pertenece a una rama de la topologia conocida como la
teoria de los continuos y sus hiperespacios. Un continuo es un espacio métrico
compacto, conexo y diferente del vacio. Como es conocido, la imagen bajo
una funcién continua de un continuo es un continuo. Sin embargo, algunas
propiedades no se preservan simplemente con la continuidad de la funcion, por
ejemplo, la imagen continua de un arco (un espacio homeomorfo al intervalo
[0,1]), no es necesariamente un arco. Observemos el siguiente teorema que

tomamos de [37, Proposicién 8.22, pag.129]:

Teorema 0.1. Sean Y un continuo no degenerado y f : [0,1] — Y wuna
funcidén continua y suprayectiva. Si f es tal que f~1(y) es conexo, para cada

punto y € Y, entonces Y es un arco.

Con este teorema mostramos que si la funcién satisface una condicién

adicional, entonces la propiedad de ser un arco es preservada. Las funciones
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que satisfacen la condicién dada en el Teorema 0.1 son conocidas como
mondtonas, como veremos mas adelante.

Han sido definidas una gran cantidad de funciones entre continuos, en
algunos casos, por el interés de encontrar condiciones sobre la funcién para
que preserve alguna propiedad topoldgica. En otros, simplemente por es-
tudiar clases de funciones que, en su momento, cumplian alguna condicion
interesante.

Muchos autores, entre los que destacamos: K. Borsuk, J. J. Charatonik,
A. Emeryk, J. Grispolakis, Z. Horbanowicz, R. Molski, S. B. Nadler, E. D.
Tymchatyn, A. D. Wallace y G. Whyburn, han dedicado parte de su tra-
bajo al estudio de funciones entre continuos, pero sin duda, el profesor T.
Mackowiak, en [34], realizé el més completo e interesante trabajo que se haya
desarrollado sobre el tema.

Como es conocido, dada una funcion entre espacios topoldgicos, es posible
definir nuevas funciones que dependen de la funcién original. Para ilustrar

mejor esto, miremos dos ejemplos sencillos:

1. Dada una funcién continua f : X — Y y A C X, podemos definir la

funcidn restriccion, f = f|4 como f(a) = f(a), para cada a € A.

2. Dada una funcién continua f : X — Y y n € N, podemos definir

f: X" —y" por f(($1’x2a"'>zn)) = (f(xl)af($2)a>f(xn))> para

cualquier punto (z1,xa, ..., T,) € X™.

En cada uno de los enunciados anteriores, podemos preguntarnos: ;Sera que
si f satisface alguna propiedad, por ejemplo ser: un homeomorfismo, abierta,

cerrada, monotona, etc., entonces esta propiedad también la tiene f y vice-



versa? En el presente escrito abordaremos un problema de este estilo, usando
los hiperespacios de continuos, como mostramos a continuacién:

Dados un continuo X y un entero positivo n, es posible definir los hiperes-
pacios 2%, C,,(X) y HS,(X) (ver Definiciones 1.18 y 1.20). Ademés, dada una
funcién continua entre continuos f : X — Y, se definen las funciones induci-
das 2/ : 2% = 2Y C.(f) : Co(X) — Cu(Y) v HS,(f) : HS,(X) — HS,(Y)
(ver Definiciones 1.47, 1.49 y 1.52).

Estas funciones 27, C,,(f) vy HS,(f), definidas a partir de una funcién
dada f, son el eje de nuestra investigacion.

Supongamos que A, B,C y D son clases de funciones entre continuos. Un
problema general es encontrar todas las relaciones entre las siguientes cuatro

afirmaciones:
(1) 27 € A;
(2) Cu(f) e B, neN,;
(3) HS,(f) €eC, neN;
(4) feD.

De una manera mas particular, podemos suponer que A = B = C = D.
Ademas de mostrar ejemplos, en los casos donde una implicacién no sea
cierta, podemos preguntarnos qué condiciones deben cumplir los espacios,
para que la implicacion se tenga.

En este trabajo presentaremos relaciones entre (1), (2), (3) y (4), usando
las siguientes clases de funciones entre continuos: homeomorfismos, monoto-

nas, abiertas, ligeras, OM, confluentes, semiconfluentes, débilmente confluen-
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tes, seudoconfluentes, empalmantes, semiabiertas, casimonoétonas y débil-
mente monotonas. Se han publicado algunas investigaciones relacionadas con
este problema: [8], [9], [10], [13], [14], [15], [20], [21], [22], [23], [28], [30] y [45].

Para presentar los avances que obtuvimos en relacién a este problema
general, dividimos el presente escrito en cuatro capitulos, distribuidos de la

siguiente forma:

El Capitulo 1 contiene la notacion y los conceptos bésicos necesarios para

el desarrollo de nuestro trabajo.

En el Capitulo 2, presentamos la mayor parte de relaciones entre (1), (2),
(3) v (4) en referencia a las funciones que mencionamos anteriormente. Em-
pezamos probando que (2) implica (3) para una gran cantidad de funciones
entre continuos, cuando B = C. Ademads, planteamos algunas preguntas que

surgen de manera natural de los resultados que presentamos.

El Capitulo 3, contiene una soluciéon completa al problema, cuando A =
B = C = D es la clase de las funciones ligeras. También, estudiamos con gran
detalle cuédndo, el hecho de que alguna funcién inducida 2/, C,,(f) o HS,(f)

sea ligera, implique que f sea un homeomorfismo.

Finalmente en el Capitulo 4, mostramos algunas relaciones entorno al
problema usando las funciones abiertas y semiabiertas. También, mostramos
condiciones, sobre f o sobre los espacios, para que alguna funciéon induci-
da C,(f) o HS,(f) sea abierta. Terminamos este trabajo, presentando una
familia de A-dendroides tal que si X es un A-dendroide de esta familia y
f: X — Y es cualquier funcién continua tal que C(f) es abierta, entonces f

es un homeomorfismo.

Aunque tenemos ain, preguntas en referencia con las relaciones entre



las funciones inducidas y las trece clases de funciones que nos propusimos
estudiar al iniciar este trabajo, consideramos que se alcanzaron avances im-
portantes que contribuiran al desarrollo de la investigacién entorno a las
funciones inducidas entre hiperespacios de continuos.

Como resultado de nuestra investigacién escribimos cuatro articulos ([3],
[4], [5] v [6]). Ademads, en este trabajo presentamos resultados que no se en-
cuentran en ninguna de estas referencias, por mencionar los mas importantes

estan las Proposiciones 4.8, 4.12, 4.14 y el Teorema 4.21.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos definiciones y resultados basicos de la topo-
logia general, particularmente de la teoria de la continuos y sus hiperespacios.
Algunas demostraciones las omitiremos por ser muy conocidas y en otros
casos, por tratarse de pruebas muy elaboradas o donde es necesario incluir
conceptos que no son muy relevantes para el desarrollo de este trabajo. En los
casos donde no incluyamos una demostracion, daremos una referencia donde

pueda ser consultada.

1.1. Notacion

Empezamos introduciendo la simbologia que, aunque es muy usada en

libros de topologia general, es importante tener en cuenta:
= N : El conjunto de enteros positivos;

» S': La circunferencia de radio uno en el plano complejo;

7
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= A\ B : Es la diferencia entre dos subconjuntos de un espacio X;

= A C B: A esun subconjunto de B (puede suceder que A = B);

= AC B: A es un subconjunto diferente de B;

= f|4 : Eslarestriccién de una funcién f a un subespacio A de su dominio;

= inf, sup, max, min : Indican el infimo, supremo, maximo y minimo de

un conjunto, respectivamente;

= (X,d): Es un espacio métrico X, con métrica d;

» By(z,r) : Es la bola abierta en el espacio métrico (X,d), de radio el

nimero real mayor que cero r y con centro el punto x en X

= Intx(A) : Es el interior del conjunto A con respecto al espacio X;

Clx(A) : Es la cerradura del conjunto A con respecto al espacio X;

Algunos otros simbolos que usaremos, que requieren una definicién, los in-

troduciremos en su momento.

1.2. Continuos

En esta seccién, introduciremos los conceptos de la teoria de los continuos
que seran necesarios para afrontar los objetivos que nos propusimos desarro-

llar.
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1.2.1. Definiciones

A continuacion, definiremos una clase especial de espacios métricos, lla-
mados continuos, sobre los cuales desarrollaremos este trabajo. Ademas,

mostraremos algunas propiedades de los continuos.

Definicién 1.1. Un continuo es un espacio métrico conexo, compacto y
diferente del vacio. Un subcontinuo es un continuo contenido en algin espacio

métrico.

Con el siguiente teorema mostraremos una manera, muy usada para cons-
truir continuos con condiciones o propiedades interesantes, a partir de conti-

nuos muy simples.

Teorema 1.2. Sean Z un espacio métrico compacto y {X,}o2, una sucesion
de subcontinuos de Z tales que X, 11 C X,, para cadan € N. St X =N>, X,

entonces X es un subcontinuo de Z.

Demostracion. Sea X = N2, X, donde {X,,}5°; es una sucesién de subcon-
tinuos de un espacio métrico compacto Z, tales que X, C X, para cada
n € N. Notemos que X es un subconjunto cerrado diferente del vacio de Z.
De esta manera, X es compacto. Supongamos que existen dos subconjuntos
cerrados y disyuntos A y B de Z, tales que X = AU B. Probemos que A = ()
o B =1. Como Z es un espacio métrico, existen dos abiertos disyuntos U y
Vde Z, tales que AC Uy B CV.Como X =N, X, CUUYV, existe un
N € N tal que Xy C UUYV, por [37, Proposicién 1.7, pag.6]. Ahora, por la
hipdtesis, Xy es conexo; asi, Xy C U o Xy C V. Supongamos que Xy C U.
Como X C Xy, X Cc U y B =10. Con esto concluimos que X es conexo. De

esta manera, X es un subcontinuo de Z. ]
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Definicién 1.3. Sea X un continuo. Diremos que X es localmente conexo en
un punto x de X, si X tiene una base local de abiertos conexos en el punto
x. Diremos que X es localmente conexo si es localmente conexo en todos sus
puntos. Ademas, un continuo X se llama hereditariamente localmente conexo

si todo subcontinuo es localmente conexo.

Definicién 1.4. Sea X un continuo, diremos que X es unicoherente si siem-
pre que X = AU B, donde A y B son subcontinuos de X, se tiene que
AN B es conexo. Ademds, diremos que X es hereditariamente unicoherente

si cualquier subcontinuo es unicoherente.

Los espacios [0, 1]? y [0, 1] son ejemplos de continuos localmente conexos
y unicoherentes, sin embargo, aunque [0, 1] es hereditariamente localmente
conexo y hereditariamente unicoherente, es facil ver que el cuadrado [0, 1]?

no es hereditariamente localmente conexo ni hereditariamente unicoherente.

Definicién 1.5. Sea X un continuo. Diremos que X es un dendroide si X
es arcoconexo y hereditariamente unicoherente. Si, ademas, X es localmente

conexo, lo llamaremos una dendrita.

Observacién 1.6. Como es conocido, todo subcontinuo de una dendrita es
una dendrita. Asi, toda dendrita es un continuo hereditariamente localmente

conexo [37, Corolario 10.5, pag.167].

Definicién 1.7. Dado un dendroide X, a un punto p en X lo llamaremos
un punto de ramificacion, si X contiene un triodo simple con vértice p. Un

dendroide con un tnico punto de ramificacién es llamado abanico.

El siguiente resultado es conocido como el Teorema del cable cortado y

una demostracién puede ser consultada en [37, Teorema 5.2, pag.72].
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Teorema 1.8. Sea X un espacio métrico compacto y sean A y B cerrados
en X. Si no existe un subconjunto conexo que intersecte a A y B, entonces
X = X1 U Xy, donde X1 y Xy son cerrados disyuntos tales que A C Xy y
B C Xo,.

El siguiente resultado es una consecuencia del conocido Teorema de golpes

en la frontera cuya prueba puede ser consultada en [37, Corolario 5.5, pag.74].

Teorema 1.9. Sea X un continuo no degenerado. Si A es un subcontinuo
de X y U es un subconjunto abierto de X tal que A C U, entonces existe un

subcontinuo B de X tal que A G B C U.

1.2.2. Limites inversos de continuos

Como mostraremos en la prueba del Teorema 1.12, los limites inversos de
continuos pueden ser vistos como un caso particular del Teorema 1.2.

El siguiente resultado, es un muy conocido teorema en topologia general

[37, Teorema 2.1, pdg.18].
Teorema 1.10. El producto a lo mas numerable de continuos es un continuo.

A continuacion, presentaremos las definiciones y propiedades basicas de
los limites inversos de continuos. Recomendamos consultar [24], para encon-
trar informacion relacionada con este tema, donde se encontrardn de forma

detallada ejemplos que permitiran aclarar lo presentado en esta seccion.

Definicién 1.11. Sea {X,,}2° | una sucesién de continuos. Para cada n € N,

sea "™ X, .1 — X, una funcién continua. La doble sucesién {X,,, on1}>
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la llamaremos sucesion inversa. Ademas, si { X,,, "1} | es una sucesién in-
versa, definimos el Ilimite inverso de {X,, "1}, denotada por

Hm{X,, @1} o simplemente X, por:

Xoo = {{an}o, € H X, : " (2,41) =z, para cada n € N}.

n=1
Escribiremos ¢,, para referirnos a m,|x_ : Xo — X,, donde 7, es la pro-

yeccién natural del espacio producto [[°7, X, en X,.

En la prueba del siguiente teorema, podemos ver la relacién del limite

inverso con el Teorema 1.2.

Teorema 1.12. Si {X,,, p"™1}° | es una sucesion inversa entonces X, €s

n n=

un continuo.

Demostracion. Sea {X,, " }°° | una sucesién inversa con limite inverso
Xo. Como X C [0, X, Xoo es un espacio métrico. Para cada m € N,

definamos:

Sm = {{zn}r, € HX” Lo () = 1, 1 < k< m}.

n=1

Probemos primero las siguientes afirmaciones:
(1) S, es homeomorfo a [[*7 X, para cada m € N;
(2) Spe1 C S para todo m € N;
(3) Xoo = N0 Sm.

(1) Sea f : S, — [I.2,, X, definida por f({z,}52,) = {z,}>,,. Como

7, o f es continua para cada k > m, f es continua. Por otra parte,
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definimos ¢ : [[>2,, Xn — Sm por g({z,}52,,) = {2,152, donde:

oM (x,y,), sin<m;
2n =

T, sin>m,

y o = "l o @Zﬁ o..0@" .. Como 7 o g es continua para cada

k € N, g es continua. Es facil ver que f~! = ¢, de esta forma f es un

homeomorfismo.

(2) Sea {x,}2, € Spms1. Por definicién, o™ (z41) = @y, siempre que
1 <k < m+1. Asi, @’lj“(ajkﬂ) = 1y, siempre que 1 < k < my

{z,}22, € Sp. Luego, S,41 C Sy, para todo m € N.

(3) Claramente, Xoo C N9, S,. Sean {z,}2, € N®_, S, v k € N.
Ast, {2,}5%, € Sk v, por la definicién de Sy, ¢f (zx) = xx_1. Co-
mo k fue arbitrario, gpﬁ“(:ﬂlﬂ) = z; para todo [ € N y concluimos que

{z,}02, € Xeo.

Por el Teorema 1.10, S,, es un continuo para cada m € N. Con esto tenemos

que X, es un continuo, por el Teorema 1.2. ]

Las demostraciones de los teoremas y las proposiciones que presentamos

a continuacién, pueden ser consultados en el Capitulo 2 de [31].

Teorema 1.13. Sea {X,,,¢"'}°° | una sucesidn inversa de continuos con
limite inverso Xo. St Y es un subconjunto propio y cerrado de X, entonces

existe N € N, tal que v,,(Y) # X,,, para cada m > N.

Con el siguiente teorema, mostramos condiciones que se preservan al

tomar la operacion de limite inverso.
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Teorema 1.14. Sea {X,,, "1 }°2 | una sucesion inversa de continuos, donde

n+1

O es suprayectiva, para cada n € N, con limite inverso X. Entonces:

(1) Si X,, es localmente conexo y " es mondtona (ver Definicion 1.40),

para cada n € N, entonces X, es localmente conexo;
(2) Si X, es unicoherente, para cada n € N, entonces X, €s unicoherente;

(8) Si X, es hereditariamente unicoherente, para cadan € N, entonces X

es hereditariamente unicoherente.

Los siguientes dos resultados nos permiten definir funciones continuas y

suprayectivas entre limites inversos de continuos.

Teorema 1.15. Sean {X,,, " 1}°2, y {V,, Y"1} sucesiones inversas,
con limites inversos Xo Y Yoo, respectivamente. Si para cada n € N, existe
una funcién continua f, : X,, — Yy, tal que f, o™ =" o f, 1, entonces

existe una funcion continua f : Xo — Yo tal que Y, o f = f,, 0 p,.

fat A n+11 0o n+1100 ; ;
Proposicién 1.16. Sean {X,, ™'} y {Y,, ¥iT1}100, sucesiones inver-
sas, con limites inversos Xoo Y Yoo, reSpectivamente. Para cada n € N, sea
fn: X — Yy, una funcion continua tal que fr,oo" ™t =" o f, 1. Sipara ca-
dan € N, f, es suprayectiva, entonces f es suprayectiva, donde f : Xoo — Yoo

es tal que Y, o f = fn 0 @p.

1.3. Hiperespacios de continuos

En esta seccion definiremos los hiperespacios que estudiaremos en este

trabajo.
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Definicién 1.17. Dado un espacio topoldgico X, un hiperespacio de X es

una coleccién de subconjuntos de X con alguna condicion especifica.

En esta seccién, definimos y desarrollamos brevemente algunas propiedades

de los hiperespacios de continuos.

1.3.1. Definiciones

Dado un continuo, definiremos algunos hiperespacios y los dotaremos de

una métrica.

Definicién 1.18. Sea (X, d) un continuo. Definamos los siguientes hiperes-

pacios de X:
1. 2¥ ={A C X : A es cerrado y diferente del vacio};
2. Cp(X) ={A € 2% : A tiene a lo méas n componentes},n € N;
3. Fo(X) = {A €2X: A tiene a lo més n puntos},n € N.
Para cada A y B en 2%, definimos H : 2% x 2% — [0, 00), por:
H(A,B)=inf{r >0: AC Ny(r,B) y B C Ny(r,A)},

donde Ny(s,E) = {x € X : d(x,e) < s paraalgine € E}, para s > 0y
E € 2X. Como mostraremos en el Teorema 1.19, H es una métrica para el

hiperespacio 2% y es conocida como la métrica de Hausdorff.
Teorema 1.19. Sea X un continuo. Entonces (2, H) es un espacio métrico.

Demostracion. De la definiciéon de H, es sencillo probar que H(A, B) = 0 si

y s6lo si A = By tambien que H(A, B) = H(B, A) para cualesquiera A y B
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en 2%. Probemos que se cumple la desigualdad del tridngulo. Sean A, By C

puntos de 2%. Mostremos que:
H(A,B) < H(A,C)+ H(C,B).
Sea ¢ > 0, por la definiciéon de H, tenemos:
ACNy(H(AC)+32,C)y CC Ny(H(C,B)+3,B). (1.1)

Sea a € A, por (1.1), existe ¢ € C tal que d(a,c) < H(A,C) + g. Ademas,
de nuevo por (1.1), existe b € B tal que d(c,b) < H(C, B) + $. Aplicando la

desigualdad del tridngulo de d tenemos que:
d(a,b) < d(a,c)+d(c,b) < H(A,C)+ H(C,B) 4 6.
Ahora, como a fue un punto arbitrario de A tenemos:
AC Ny(H(AC)+ H(C,B)+6,B). (1.2)
Un argumento similar muestra:
B C Ny(H(A,C)+ H(C,B)+6,A). (1.3)

De esta manera, por (1.2) y (1.3), H(A, B) < H(A,C)+ H(C, B) 4 §. Como
0 fue arbitrario, concluimos que H(A, B) < H(A,C)+ H(C, B). Asi, H es

una métrica de 2X. O

Los conjuntos C,,(X) y F,(X) los tomaremos como subespacios de 2%,

para cada n € N.

Definicién 1.20. Sean X un continuo y n € N, definimos el n-ésimo hiperes-
pacio de suspension de X, que denotaremos por HS,,(X), como el espacio

cociente:

HS,(X) =Ch(X)/F.(X).
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Notemos que HS,,(X) no satisface la definicién de hiperespacio dada en
1.17, sin embargo, lo llamaremos de esta forma de acuerdo a la definicion
dada en [29, pdg.127]. Escribiremos ¢%, para denotar la funcién cociente
% : Co(X) — HS,(X). Ademads, denotemos F¥ al punto ¢%(F,(X)) en
HS,(X).

La siguiente observacién simple la usaremos con mucha frecuencia en el

desarrollo de este trabajo.

Observacién 1.21. Sean X un continuo y n € N. Entonces ¢% |, (x )\, (x)

es un homeomorfismo entre C,,(X) \ Fi,(X) v HS,(X) \ {F%}.

En lo sucesivo escribiremos, para cuando n =1, C(X), HS(X), Fx y qx,
en lugar de C(X), HS(X), Fy v g\, respectivamente.

Definicién 1.22. Consideremos la coleccién de subconjuntos de 2% :
B ={(Uy,Us,...U) : Intx(U;) = U; para cada i},

donde (U, Uy, ..., Up) = {Ae€2X : ACcU_,U;y ANU; # () para cada i}. Es
facil probar que 3 forma una base de alguna topologfa sobre 2%. La topologia

generada por [ se conoce como la topologia de Vietoris [23, Teorema 1.2,
péag.3|.
Notacidén 1.23. Escribiremos (U, Us, ..., Uy, en lugar de (Uy,Us, ..., U N

Cn(X), para denotar un abierto bdsico de la topologia de Vietoris en Cp(X).

La siguiente proposicion es muy conocida en la teoria de los hiperespacios

de continuos [23, Teorema 3.2, pag.18].

Proposicion 1.24. Sea X un continuo. Entonces la topologia de Vietoris es

equivalente a la topologia generada por la métrica de Hausdorff.
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Observacién 1.25. Notemos que si Uy, Us, ..., U; son abiertos de X, entonces:
(Uy,Us, ..., U)) = (UL UUU ... UU) N{(X,Up) N (X, Us) N... N (X, U;).
Con esto, la coleccién:
¢ ={(U) : U es abierto en X} U{(X,V) :V es abierto en X},
es una subbase de la topologia de Vietoris (ver [17, Problema 3J, pdg.163]).

Con la Observacién 1.25 y usando el Teorema de la subbase de Alexander
[42, 175, pag.129], es sencillo demostrar el siguiente teorema (ver [26, Teorema

1, pag.45]).

Teorema 1.26. Sea X un espacio métrico. Entonces X is compacto st y solo

si 2% es compacto.

1.3.2. Propiedades de los hiperespacios

Como mostramos en el Teorema 1.26, el hiperespacio 2%, de un continuo

X, es compacto. En esta seccién, presentaremos otras propiedades de los

hiperespacios 2%, C,,(X) y HS,(X).

Definicién 1.27. Sean X un continuo y n € N. Un arco de orden o en 2%
o Cp(X), es un arco tal que para cualesquiera dos puntos distintos Ay B en

«, tenemos que A C B o B C A.

Una prueba del siguiente teorema puede ser consultada en [39, Teorema

1.8, pag.46].
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Teorema 1.28. Sean X un continuo y A y B dos puntos en 2%. Entonces
existe un arco de orden de A a B en 2% siy sélo si A C B y cada componente

de B intersecta a A.

Como una consecuencia del Teorema 1.28 tenemos el siguiente resultado;

una prueba puede ser consultada en [13, Proposicién 3, pag.784].

Teorema 1.29. Sea X wun continuo. St o es un arco de orden de A a B

en 2% y A € C,(X) para algin entero positivo n, entonces a es un arco en

C(X).

Como consecuencia de los Teoremas 1.28, 1.29 y, ademds, como H S, (X) =

¢%(Ch(X)), tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.30. Si X es un continuo, entonces 2%, C,,(X) y HS,(X) son

arcoconexos.

Observacién 1.31. Notemos que 2% es un continuo, pues del Teorema 1.30
se sigue la conexidad de 2% y, usando los Teoremas 1.19 y 1.26, tenemos que
2% es un espacio métrico compacto. Ademés, no es dificil probar que, para
cadan € N, C,(X) es un subconjunto cerrado de 2%, por tanto, compacto y,
asi, C,(X) es un continuo, por el Teorema 1.30. Como HS,,(X) = ¢%(C,(X)),
donde ¢% es una funcién continua, tenemos que el hiperespacio HS,(X) es

un continuo, para cualquier n € N.

Proposicion 1.32. Sea X un continuo. Si A es un subconjunto cerrado y

no vacio de 2%, entonces UA € 2X.

Demostracion. Claramente, UA es diferente del vacio; luego, es suficiente
probar que UA es cerrado en X. Sea {x,}32, un sucesiéon en UA tal que

lim,, oo x, = x. Probemos que = € UA.
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Tomemos A, € A tal que x,, € A, para cada n € N. Como A es com-
pacto, existe una subsusecién {4,, }32, de {4, }52, tal que limj_. A,, = A
para alguin A € A. Claramente, x € A. Asi, UA es cerrado en X. Con lo que

concluimos que UA € 2%, O]

El siguiente lema nos seréd de gran utilidad més adelante. La demostracion

que mostraremos fue tomada de [20, Lema 3.1, pag.241].

Lema 1.33. Sea X un continuo. Si A es un subcontinuo de 2% y A € A,

entonces cada componente de UA intersecta a A.

Demostracién. Sean A un subcontinuo de 2¥ y A € A. Por la Proposicién
1.32, UA es compacto. Supongamos que existe una componente C' de UA tal
que CNA = (. Entonces UA = DU E, donde D y E son cerrados disyuntos
en X, tales que A C Dy C C E, por el Teorema 1.8. Definamos:

D=D)NnA y E=(E,X)NA

Es fécil verificar que D y £ son cerrados disyuntos en 2% y A = DUE. Pero

esto contradice la conexidad de A. O
El siguiente teorema es una consecuencia del Lema 1.33.

Teorema 1.34. Sean X un continuo y n € N. Si A es un subcontinuo de

Cn(X), entonces UA es un punto de Cy(X).

Definicién 1.35. Sea X un continuo. Una funcién de Whitney para 2%
(respectivamente, para C,(X)), es una funcién continua g : 2% — [0,1]
(respectivamente, p : C,(X) — [0,1]) tal que satisface las siguientes dos

condiciones:
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1. Para cada A, B € 2% (respectivamente, A, B € C,,(X)), donde A & B,
se tiene que u(A) < pu(B);

2. u(A) =0siysélosi Ae Fi(X).

Una prueba del siguiente importante teorema puede ser consultada en

[23, Teorema 13.4, pag.107].

Teorema 1.36. St X es un continuo, entonces existe una funcion de Whit-

ney para cualquier hiperespacio de X.

1.3.3. Convergencia en hiperespacios

A continuacién describiremos la convergencia en el hiperespacio 2% en

términos de la topologia de X.

Definicién 1.37. Sean X un continuo y {4, }°2; una sucesién en 2%. Defini-
mos el limite inferior de {A,,}°2 |, que denotaremos por liminf A,,, y el limite

superior de {A,}22, que denotamos por limsup 4,,, de la siguiente manera:

1. liminf A,, = {z € X : para cualquier abierto U de X con x € U, tene-

mos que UNA,, # () para todo n excepto un nimero finito de indices};

2. limsup A,, = {x € X : para cualquier abierto U de X con z € U, te-

nemos que U N A,, # () para un nimero infinito de indices}.

Ademas, diremos que lim,,_,,, A, = A, para algin A C X, si liminf A4,, =

limsup A,, = A.

Una prueba del siguiente teorema puede ser consultada en [23, Teorema

4.7, pag.25].
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Teorema 1.38. Sean X un continuo y {A,}5°, una sucesidn en 2. En-
tonces {A,}°%, converge a A con la métrica de Hausdorff en 2% siy sdlo si

lim,, .. A, = A en el sentido de la Definicion 1.57.

Observacién 1.39. Notemos que de la Definicion 1.37, tenemos que
liminf A, C limsup A,, para cualquier sucesién {A,}%, en 2%. Asi que,
si queremos probar que una sucesién {A4,}5°, converge a A, es suficiente
probar que limsup A4, C Ay A C liminf A,. Ademds, es conocido que los
conjuntos liminf A,, y limsup A,, siempre existen y son cerrados en X [23,

Ejercicio 4.12, pag.27].

Se puede consultar [23] o [31] para més informacién acerca de hiperespa-

cios de continuos.

1.4. Funciones continuas entre continuos

El profesor T. Mackowiak en [34], recopilé y estudi6 diferentes aspectos
relacionados con diferentes clases de funciones entre continuos. A continua-
cién, basados en este articulo (y para algunos casos particulares en [9] y [45]),
mostraremos algunas definiciones de funciones entre continuos que discutire-

mos en el desarrollo del presente escrito.

Definicién 1.40. Sea f : X — Y una funciéon continua y suprayectiva

definida entre continuos. Diremos que f es:
1. un homeomorfismo si f es inyectiva.

2. abierta si la imagen de cualquier subconjunto abierto en X es abierto

en Y.
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10.

11.

12.

semiabierta si para cualquier abierto no vacio U de X, Inty (f(U)) # 0.

monotona si la imagen inversa de cualquier subconjunto conexo de Y

€S conexa.

OM si existen, una funcién abierta g y una funcién mondétona h, tales

que f =goh.

confluente si para cualquier subcontinuo () de Y y para cualquier com-

ponente D de f~1(Q), f(D) = Q.

semiconfluente si para cualquier subcontinuo ) de Y y para cualesquiera

dos componentes C'y D de f~1(Q), se tiene que f(C) C f(D) o
f(D) C f(O).

débilmente confluente si para cualquier subcontinuo () de Y, existe una

componente C' de f~1(Q) tal que f(C) = Q.

seudoconfluente si para cualquier subcontinuo irreducible ) de Y, existe

una componente C' de f~1(Q) tal que f(C) = Q.

empalmante si para cada subcontinuo () de Y y para cualesquiera dos

componentes C'y D de f~1(Q), se tiene que f(C) N f(D) # 0.

casimondotona si para cualquier subcontinuo con interior no vacio () de
Y, f74Q) tiene a lo mds un ntmero finito de componentes y, si D es

una componente de f~(Q), se tiene f(D) = Q.

débilmente mondtona si para cualquier subcontinuo con interior no

vacfo Q de Y, si D es una componente de f~1(Q), f(D) = Q.
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Definicién 1.41. Sea f : X — Y una funcién continua definida entre conti-
nuos. Diremos que f es ligera si f~'(f(x)) es un totalmente disconexo para

cualquier punto x en X.

Observaciéon 1.42. La funciones ligeras, a diferencia de las demas clases de

funciones, no son necesariamente suprayectivas.

Con el siguiente diagrama, el cual citaremos frecuentemente, mostramos

todas las relaciones que se tienen entre las funciones definidas anteriormente.

‘ Homemorfismo ‘

/

Monétona

Confluente

‘ Casimondtona ‘

‘ Semiconfluente ‘

‘ Débilmente mondtona ‘

‘ Débilmente confluente ‘

FEmpalmante

‘ Seudoconfluente ‘

Diagrama I

Ademas, en [34], podemos encontrar ejemplos donde las implicaciones inver-
sas del Diagrama I, no se tienen.

Con los siguientes teoremas mostramos algunas relaciones adicionales
conocidas entre estas clases de funciones. Una prueba del Teorema 1.43, puede

ser consultada en [34, (6.5), pag.51].
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Teorema 1.43. Si f : X — Y es una funcion débilmente mondtona, donde

Y es arcoconexo, entonces f es empalmante.

En [20, Teorema 7.3, pag.248|, podemos encontrar una demostracién del

siguiente teorema.

Teorema 1.44. Si f : X — Y es una funcion débilmente mondtona, donde

Y es localmente conexo, entonces f es confluente.
El siguiente resultado puede ser encontrado en [41, Teorema 2.1, pag.137].

Teorema 1.45. Si f : X — Y es una funcion débilmente mondtona, donde

X es localmente conexo, entonces f es casimondtona.

Por el Diagrama I y los Teoremas 1.44 y 1.45, tenemos el siguiente teore-

ma.

Teorema 1.46. Sea f : X — Y una funcion continua entre continuos, donde

X es localmente conexo. Los siguientes enunciados son equivalentes:
(1) f es confluente;
(2) [ es débilmente mondtona;

(3) [ es casimondtona.

1.5. Funciones inducidas

Terminaremos este capitulo con las definiciones de las funciones inducidas
entre hiperespacios de continuos y algunas propiedades que satisfacen estas

funciones.
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Definicién 1.47. Sea f : X — Y una funcién continua entre continuos.
Definimos 2/ : 2X — 2Y que llamaremos la funcién inducida entre los

hiperespacios 2% y 2Y , por 2/(A) = f(A) para cada A € 2%,

Proposicion 1.48. Sea f : X — Y wuna funcion continua y suprayectiva

entre continuos. Entonces 2/ es continua y suprayectiva.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva entre
continuos. De la Observacién 1.25, es suficiente probar que (2/)7'((U)) =
(F7HU)) y (2D 7Y, V) = (X, f~Y(V)), para cualesquiera abiertos U y V
en Y.

Probemos primero que (29)71((U)) = (f~1(U)). Sea A € (2/)71((U)).
Entonces 2/(A) € (U). Luego, por la definicién de (U), f(A) C U. De esta
manera, A C f7'(f(A)) c f71(U) y A € (f(U)). Reciprocamente, si
A € (f7HU)), entonces A C f~1(U) y f(A) C U. Con esto tenemos que
2 (A) € (U) y A € (@)UY,

Mostremos que (29)71((Y,V)) = (X, f~Y(V)). Si A € (2/)7((Y,V)),
entonces 2/(A) € (Y, V). Luego, f(A) NV # (. De donde se sigue que
ANfYV)#£0y Ae (X, f(V)). De manera similar, si A € (X, f~(V)),
entonces AN f~1(V) # 0. Consecuentemente, f(A) NV # (. Con lo que
concluimos que 2/(A) € (Y, V) y A€ (2/)71((Y,V)).

Finalmente, sea B € 2¥. Claramente, f~}(B) € 2% y 2/(f~4(B)) = B.

Luego 2/ es suprayectiva. ]

Definicién 1.49. Sea n € N. Definimos C,(f) : Cp,(X) — C,(Y), llamada
la funcion inducida entre los n-ésimos hiperespacios Cy(X) y Cn(Y'), por

Cn(f) =2/

Cn(X)-
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Claramente, C,,(f) estd bien definida y es continua. Si n = 1, escribire-
mos C(f) en lugar de Ci(f). El siguiente ejemplo muestra que C(f) no es

necesariamente suprayectiva, aunque tomemos una funciéon f suprayectiva.

Ejemplo 1.50. Sea f : [0,1] — S definida por f(z) = €*™. Tomemos
B={e e S : -2 <z <Z} Sean Ay =(0,3] y Ay = [3,1]. Claramente,
B e CO(SY) y f71(B) = A;UA,. Notemos que f(A1) # B y f(Az) # B, luego

C(f) no es suprayectiva.

Con la misma idea presentada en el Ejemplo 1.50, es facil mostrar que

esta funcién f es tal que C,(f) no es suprayectiva, para ninguna n € N.

Proposicion 1.51. Sean f : X — Y una funcion continua entre continuos y

n € N. Entonces C,,(f) es suprayectiva si y sdlo si f es débilmente confluente.

Demostracion. Supongamos primero que C,(f) es suprayectiva. Sea B un
subcontinuo de Y. Si B =Y, entonces f(X) = Y y la prueba queda completa.
Luego, supongamos que B # Y. Sean yi,%s, ...,Y,_1 puntos diferentes de
Y\ B. Claramente, BU{y1, Y2, ...;, Yn—1} € Cr(Y)\ Cprm1(Y). Como C,(f) es
suprayectiva y Cy,(f)(Crh-1(X)) C Cp_1(Y), existe A € C,(X) \ Cp—1(X) tal
que C,(f)(A) = BU{y1,92, ..., Yn_1}- De esta forma, existe una componente
Ap de A tal que f(Ag) = By f es débilmente confluente.

Reciprocamente, tomemos f débilmente confluente y sea B € C,(Y).
Escribamos B = B; U By U ... U By, donde B; es una componente de B, para
cada i € {1,2,....,k} y alguna k < n. Como f es débilmente confluente, para
cada i € {1,2,...,k}, existe un subcontinuo A; de X tal que f(A4;) = B;.
Luego, si definimos A = A; U Ay U ... U Ay, entonces A € C,,(X) y tenemos

que C,(f)(A) = B. Con lo que concluimos que C,,(f) es suprayectiva. [l
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La siguiente funcién inducida fue definida en [30, pag.145].

Definicién 1.52. Sean f : X — Y una funcién continua entre continuos y
n € N. Definimos HS,,(f) : HS,(X) — HS,(Y), llamada la funcion inducida

entre los n-ésimos hiperespacios de suspension HS,(X) y HS,(Y), por:

G (Cu(£)((g%)TH(A))), st A# Fy;
FQ> si A= F)Té

HS,(f)(A) =

Observemos que HS,(f) es continua, por [16, (4.3), pag.126].

Observacién 1.53. La funcién inducida HS,(f) fue definida de forma tal

que el diagrama:
Cn(f)

Cn(X)

q}l lq%} (1.4)

es conmutativo. Cuando n = 1, escribiremos HS(f), en lugar de HS;(f).

De manera similar a la prueba de la Proposicién 1.51, podemos probar el
siguiente resultado, sin embargo, una demostracién puede ser consultada en

[30, Corolario 3.3, pag.146].

Proposiciéon 1.54. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre conti-
nuos y n € N. Entonces f es débilmente confluente si y sdlo si HS,(f) es

suprayectiva.

A continuacién mostraremos algunas relaciones entre las funciones 27,

Cu(f), HS,(f) v f, cuando alguna es un homeomorfismo.



1.5. FUNCIONES INDUCIDAS 29

Proposicion 1.55. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre continuos.

Si 27 es un homeomorfismo, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Notemos primero que f es suprayectiva. Sea y € Y. Como 2/
es un homeomorfismo, existe un punto A en 2% tal que f(A4) = {y}. Asi, si
x € A, tenemos que f(x) =y y f es suprayectiva.

Ahora, supongamos que existen dos puntos diferentes 1 y x5 en X tales
que f(z1) = f(x2). Observemos que {1} y {z2} son puntos distintos de
2% v 27({z1}) = 2/ ({z2}) = {f(x1)}. Pero esto contradice que 2/ sea un
homeomorfismo. De esta manera f es una funcién biyectiva definida entre

continuos y, por tanto, un homeomorfismo. L]

La siguiente proposicion se sigue de un argumento similar al usado en la

Proposicion 1.55.

Proposicion 1.56. Sean f: X — Y wuna funcion continua entre continuos

yn €N. Si C,(f) es un homeomorfismo, entonces f es un homeomorfismo.

El siguiente teorema muestra la primera relacién entre las funciones 27,

Cn(f)uﬂsn(f) v f

Teorema 1.57. Sea f: X — Y wuna funcion continua entre continuos. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) 27 es un homeomorfismo,
(2) C.(f) es un homeomorfismo, para cualquier n € N;
(8) HS,(f) es un homeomorfismo, para cualquier n € N;

(4) f es un homeomorfismo.
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Demostracion. Probemos (1) implica (2). Sea f: X — Y una funcién con-
tinua entre continuos tal que 2/ es un homeomorfismo. Notemos que como
Co(f) = 2/1c,(x), Cn(f) es una funcién biyectiva definida entre continuos.
Ademas, C,,(f) es suprayectiva por las Proposiciones 1.51 y 1.55. Claramente,
C(f) es cerrada. Asi, C,,(f) es un homeomorfismo. Si aplicamos la Proposi-
cién 1.56, tenemos que (2) implica (4). La afirmacién (4) implica (1), se
sigue de [39, Teorema 0.52, pdg.22]. En [30, Teorema 3.4, pag.146] se de-
muestra que (2) y (8) son equivalentes, con lo que nuestro teorema queda

probado. O



Capitulo 2

Funciones Inducidas

Como mencionamos en la introduccién, uno de los objetivos de esta tesis
es, dada una clase A de funciones entre continuos, estudiar las relaciones

entre los siguientes cuatro enunciados:
(1) 27 € A;
(2) Co(f) e A, neN,
(3) HS,(f) €e A,n e N;
(4) fe A

En este capitulo desarrollamos la mayor parte de este objetivo. Analizamos
estas relaciones usando las funciones definidas en la Seccién 1.4, con excepcion
de las funciones ligeras, abiertas y semiabiertas, que estudiaremos con mayor
profundidad en los capitulos siguientes.

Este capitulo lo dividimos en cuatro secciones. En la Seccién 2.1, presen-

tamos el resultado principal de este capitulo, Teorema 2.9, donde mostramos

31
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que si A es una de las siguientes clases de funciones: monétonas, OM, con-
fluentes, semiconfluentes, débilmente confluentes, seudoconfluentes, casimo-
nétonas, débilmente monétonas o empalmantes, tenemos que si C,(f) € A,
entonces HS,(f) € A. La Seccién 2.2, la dedicamos a estudiar las fun-
ciones monétonas y OM. En la Secciéon 2.3, presentamos una gran canti-
dad de resultados en relaciéon a las clases de funciones que contienen las
funciones confluentes; es decir, funciones confluentes, semiconfluentes, débil-
mente confluentes, seudoconfluentes y empalmantes. Finalmente, los resulta-
dos en relacién con las funciones casimonétonas y débilmente mondtonas los
presentaremos en la Seccion 2.4.

Durante el desarrollo del presente capitulo, mostraremos preguntas que
surgieron durante la elaboracion de este trabajo. Ademads, por no hacer muy
extenso este escrito, sélo mostraremos las demostraciones que fueron resul-

tado de nuestra investigacion.

2.1. SiC,(f) € A entonces HS,(f) € A

La siguiente definicién la tomamos de [34, Seccién 5, pag.29)].

Definicién 2.1. Sea A una clase de funciones entre continuos. Diremos
que A tiene la propiedad de composicion si para cualesquiera dos funciones

f: X —=Yyg:Y — Z que estan en A, tenemos que g o f pertenece a A.

Observacién 2.2. En [34, Seccién 5, pag.29], podemos encontrar resultados
donde se muestra que las funciones monétonas, OM, confluentes, débilmente
confluentes, seudoconfluentes y casimonétonas, tienen la propiedad de com-

posicion.



2.1. SICx(F) € A ENTONCES HSy(F) € A 33

Existen dos funciones entre continuos f y g tales que f es casimondtona,
g es abierta (por tanto f y g son débilmente mondtonas, ver Diagrama I en
el Capitulo 1) y g o f no es débilmente mondtona [34, Ejemplo 5.9, pag.31].
Con la siguiente proposicion mostramos una condicién suficiente para que la

funcién g o f sea débilmente monotona.

Proposicion 2.3. Sean f: X =Y yg:Y — Z funciones continuas entre
continuos. St f es débilmente mondtona y g es mondtona, entonces go f es

débilmente mondtona.

Demostracion. Sea () un subcontinuo con interior no vacio de Z. Sea D una
componente de (go f)7HQ) = f~(¢g7(Q)). Como g es monétona, ¢g~1(Q)
es un subcontinuo de Y. Claramente, Inty(¢1(Q)) # 0. Ademas, como f es
débilmente mondtona, f(D) = g~(Q). Con lo que concluimos que g(f(D)) =

Q. Asi, g o f es débilmente mondtona. ]

La Proposicion 2.3 sera suficiente para la prueba del teorema principal de
esta seccion, sin embargo, el lector puede darse cuenta de que, en realidad,
con un argumento similar al dado en la prueba de la Proposicion 2.3, puede
probarse que si f es débilmente mondtona y ¢g casimonodtona, entonces g o f
es débilmente mondtona.

Con el siguiente ejemplo, mostramos que las funciones semiconfluentes y

empalmantes, no tienen la propiedad de composicién.

Ejemplo 2.4. Definamos f y g : [0,1] — [0, 1] por:

£ — 1 si0<t<1
FO) =< 1-|at—2, sil<e<3; y gt)=1-]2t—1].
3t— 2, si3<t<1
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FEs fdcil verificar que g es abierta, f es semiconfluente (por tanto, f y g son
semiconfluentes y empalmantes) y que g o f no es empalmante, por consi-

guiente, no es semiconfluente (ver Figura 2.1).

Figura 2.1

Usando las funciones definidas en la Seccion 1.4 y observando el Diagrama

I, puede verse que las siguientes dos proposiciones no pueden ser mejoradas.

Proposicion 2.5. Sean f : X — Y y g : Y — Z funciones continuas
entre continuos. Si f es semiconfluente y g es mondtona, entonces go f es

semiconfluente.

Demostracion. Sean ) un subcontinuo de Z y D y E componentes de
(go f)~HQ). Como g es mondétona, ¢g~1(Q) es un subcontinuo de Y. De esto,
Dy E son componentes de f~(¢g71(Q)). Asi, f(D) C f(E) o f(E) C f(D),
pues f es semiconfluente. Fécilmente se sigue que g(f(D)) C g(f(E)) o
g(f(E)) C g(f(D)). Con lo que concluimos que g o f es semiconfluente. [J

Usando el mismo argumento, es sencillo probar la siguiente proposicion.

Proposicion 2.6. Sean f : X — Y y g : Y — Z funciones continuas
entre continuos. Si f es empalmante y g es mondtona, entonces g o f es

empalmante.
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Otro concepto que usaremos en esta seccion, es la propiedad del factor.

Definicién 2.7. Dada una clase de funciones entre continuos A, decimos
que A tiene la propiedad del factor si siempre que g o f estd en A, entonces

g también pertenece a A.

Observacién 2.8. Por [34, Seccién 5, pag.29], es conocido que las funciones
mondtonas, OM, confluentes, semiconfluentes, débilmente confluentes, seu-
doconfluentes, casimonétonas, débilmente mondtonas y empalmantes, tienen

la propiedad del factor.

El siguiente teorema es el resultado mas importante que presentamos en

este capitulo.

Teorema 2.9. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos y
n € N. Si A es alguna de las siquientes clases de funciones: mondtonas,
OM, confluentes, semiconfluentes, débilmente confluentes, seudoconfluentes,

casimonotonas, débilmente mondtonas o empalmantes, entonces tenemos:
Si Co(f) € A, entonces HS,(f) € A.

Demostracion. Sabemos, por la definiciéon de HS,(f), que:

gy © Cn(f) = HSn(f) o ¢k,

para cualquier n € N. Ahora, como ¢ es mondtona, ¢y € A, para cualquier
A, ver Diagrama I. Por las Proposiciones 2.3, 2.5, 2.6 y la propiedad de
composicién para las demas clases de funciones, ¢§ o C,(f) € A. De esta
manera, HS,(f) o ¢% € A. Finalmente, usando la propiedad del factor para
estas clases de funciones, concluimos que HS,(f) € A y nuestra prueba

queda completa. 1
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Observacién 2.10. Notemos que ¢ no es una funcién ni ligera ni abierta.
De esta forma, el argumento usado en la prueba del Teorema 2.9 no puede

ser usado ni para las funciones ligeras ni abiertas.

En el Capitulo 3 mostraremos que, la implicaciéon dada en el Teorema
2.9, también es vélida para la clase de funciones ligeras. Por otra parte, en el
Capitulo 4, presentaremos una funcién f, tal que C(f) es abierta pero HS(f)

no es abierta.

2.2. Funciones monétonas y OM

Con respecto a las funciones monoétonas, es conocido el siguiente teorema

(ver [20, Teorema 3.2, pag.241] y [28, Teorema 6.3, pag.1056]):

Teorema 2.11. Sea f: X — Y wuna funcion continua entre continuos. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) 27 es mondtona;
(2) C,(f) es mondtona, para cualquier n € N;
(8) HS,(f) es mondtona, para cualquier n € N;

(4) f es mondtona.

Luego, para el caso de las funciones monotonas, al igual que para los ho-
meomorfismos (ver Teorema 1.57), el problema estd resuelto completamente.

En relacion a las funciones OM, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.12. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre continuos.

Dadas las siguientes afirmaciones:
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(1) 27 es OM;
(2) C.(f) es OM, para cualquier n € N;
(8) HS,(f) es OM, para cualquier n € N;
(4) [ es OM.
Entonces (1) y (4) son equivalentes, (2) implica (3) y (2) implica (4)

Demostracion. La afirmacion; (1) y (4) son equivalentes, se sigue de [20,
Teorema 5.2, pag.244]. El Teorema 2.9, nos da (2) implica (3). Finalmente,
(2) implica (4) es por [13, Teorema 15, pag.788]. O

La siguiente proposicién es consecuencia de [13, Teorema 18, pag.791].

Proposicion 2.13. Sean f: X — Y wuna funcion continua entre continuos

yn > 3.5 C,(f) es una funcion OM, entonces f es mondtona.

Observacién 2.14. Como f(t) =1 — |2t — 1| es una funcién abierta, f es

OM, pero C,(f) no lo es, para ninguna n > 3, por la Proposicién 2.13.

Para cuando n € {1,2}, conocemos la siguiente proposicién (ver [13,

Teorema 14, pag.788] y [20, Teorema 5.2, pag.244]):

Proposicion 2.15. Sean f: X — Y wuna funcion continua entre continuos

yn € {1,2}. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. 2) es OM;
2. C,(f) es OM, para cualquier n € N;

3. f es OM.
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Naturalmente, surgen las siguientes preguntas:

Pregunta 2.16. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos y
n € N. 451 HS,(f) es OM, entonces es f (o C,(f)) OM? De una forma mas
particular: ;Si HS,(f) es OM donde n € {1,2}, entonces es f OM?

2.3. Funciones confluentes

En [7], el Profesor J. J. Charatonik definié las funciones confluentes,
mostrando una clase de funciones entre continuos que preserva A—dendroides
(continuo hereditariamente unicoherente y hereditariamente descomponible).

En esta secciéon, estudiaremos a las funciones confluentes, semiconfluentes,

débilmente confluentes, seudoconfluentes y empalmantes.

Definicién 2.17. Dado un continuo Z y n € N. Definimos o : C(C,,(Z)) —
Cn(Z) por:
oz(A) =UA

para cada A € C(C,(2)).

Observacién 2.18. Por el Teorema 1.34, o4 estd bien definida. Ademaés, o

es continua, por [39, Lema 1.48, pag.78|.

Con la siguiente proposicién mostramos una propiedad de la funcién o

definida anteriormente.

Proposicion 2.19. Sean f: X — Y wuna funcion continua entre continuos

y n € N. Entonces el siguiente diagrama:



2.3. FUNCIONES CONFLUENTES 39

C(Co (X)) “Y (e (vy)

\ \ 1)

Demostracion. Sea A € C(C,(X)). Notemos que:

es conmutativo.

oy (C(Cn(f))(A) = U(Cu(f)(A)) = U{f(A) : A€ A}; y
Co(f)(ox(A)) = Cu(f)(VA) = f(UA).

Es facil probar que U{f(A) : A € A} = f(UA). De esta manera,
oy o C(C,(f)) = Cu(f) o ox y nuestra proposicién queda probada. O]

2.3.1. Confluentes, semiconfluentes y empalmantes

Una prueba de la siguiente proposicion, puede ser consultada en

[14, Proposicién 2.11, pag.111].

Proposicion 2.20. Si f : X — Y es una funcion suprayectiva definida entre
continuos tal que f no es confluente, entonces existen un subcontinuo L de
Y y una componente C' de f~1(L) tales que f(C) es un subcontinuo propio

no degenerado de L.

En la prueba que mostramos a continuacién, usamos una idea similar a

la dada en la demostracién de [14, Proposicién 2.11, pag.111].

Proposicion 2.21. Si f : X — Y es una funcion suprayectiva definida

entre continuos tal que f no es empalmante, entonces existen un subcontinuo
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L deY y dos componentes D y E de f~*(L) tales que f(D) y f(E) son no
degenerados y f(D) N f(E) = 0.

Demostracion. Como [ no es empalmante, existen un subcontinuo L' de Y y
dos componentes D'y E' de f~(L') tales que f(D')Nf(E’) = (). Supongamos
que f(D') = {p}, para algtin punto p € Y. Claramente, D' N f~*(f(E")) = 0.

Asi, por el Teorema 1.8, existen cerrados disyuntos F; y F5 en X tales que:
MY CFUR,D' C Py f7Y(f(E)) C Fb.

Sean U; y U, abiertos disyuntos de X, tales que Fy C Uy y Fy C Us. Asi:
L) cU U, D' C Uy fH(f(E)) C Us. (2.2)

Sea {V,, : n € N} una sucesién de abiertos en Y tal que V,,4; C V,, para cada
neNy(W{Vo:neN} =L\

Como ({V, : n € N} = L/, por (2.2), existe ng € N tal que f~1(V,,,) C
Uy U Us. Ahora, por el Teorema 1.9, existe un subcontinuo D” de f~(V,,)
tal que D" & D”. Como Dy C Uy, D" C U;. Tomemos L = L' U f(D") y
sea D una componente de f~!(L) tal que D” C D. Como f(D") C f(D)y
f(D") no es degenerado, tenemos que f(D) no es degenerado. Notemos que
L C V,,. Asi, D C U;. Con lo que concluimos que D N f~Y(f(E')) =0y
fFD)N f(E) = 0.

Finalmente, si f(E’) es degenerado, repetimos el argumento anterior y

nuestra prueba queda completa. O

Corolario 2.22. 5t f : X — Y es una funcion suprayectiva definida en-
tre continuos tal que f no es semiconfluente, entonces existen un subconti-

nuo L de'Y y dos componentes D y E de f~'(L) tales que f(D) ¢ f(E),
F(E) L f(D)y f(D)y f(E) no son degenerados.
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Demostracion. Como f no es semiconfluente, existen, un subcontinuo L'
de Y y dos componentes D' y E' de f~'(L') tales que f(D') ¢ f(E')y
f(E") € f(D'). St f(D') o f(E') es degenerado, entonces f(D')N f(E") = 0.
Asi, f no es empalmante y, por la Proposicion 2.21, existen un subcontinuo
L enY y dos componentes Dy E de f~'(L) tales que f(D)y f(E) no son
degenerados y f(D) N f(E) = 0. Con lo que tenemos que f(D) ¢ f(E)y

f(E) L f(D). [

El siguiente teorema nos sera de mucha utilidad en esta seccion.

Teorema 2.23. Sean f : X — Y una funcion continua entre continuos y

n € N. Si C,(f) es empalmante, entonces f es confluente.

Demostracion. Supongamos que f no es confluente. Usando la Proposicién
2.20, existen un subcontinuo L de Y y una componente D de f~!(L) tales
que f(D) no es degenerado y f(D) # L.

Sea p € L\ f(D). Por el Teorema 1.28, existe un arco de orden L; en
C(Y), de {p} a L. También, existe un arco de orden Lo en C(Y), de f(D) a
L. Denotemos £ = £, U Ly U Fi(L) y definamos:

K={{v,vy2 yn1}UA: A€ L}, (2.3)

donde y1,¥s, ..., yn—1 son puntos diferentes de Y \ L. Claramente, I es un
subcontinuo de C,(Y").

Sea P; una componente de f~!(y;) para cada i € {1,2,...,n — 1}. Sean D
y € las componentes de C,,(f)~1(K) tales que LUP,U...UP, ;UD €Dy
{PUPRU...UP,_UP:PecF(D)} CE.
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Notemos que C,(f)(UD) C {y1,y2, ..., Yn—1} U L (ver Proposicién 2.19).
Con esto, podemos escribir UD = Q1 U Qs U ...QQ,,_1 U E, donde @; es un
subconjunto conexo de f~1(y;) para cadai € {1,2,...n— 1}, y E C f~}(L).

Ahora, por el Lema 1.33, cada componente de UD intersecta a

PUPU..UP,_1UD. Como P, Ps,...,P,_1 vy D son componentes de
o), F Y (w2), oo [T (Yne1) y fYH(L), respectivamente, Q; C P; para cada
ie{l,2,.,n—1},yECD.Asi, UD=P UP,U...UP, 1UD.

Sea R € D. Entonces R= R, URyU...UR,_1UD’, donde R; C P, para
cada i € {1,2,....n— 1}, y D' C D. Con esto, f(D') C L\ {p}. Por (2.3),
Co(f)(R) € {y1,v2, s yn1 JUA T A€ LyUF(L)}

Notemos que {{y1,%2, - yn1} UA: A€ Lo} v {{y1,92, s Yn_1} U A :
A € Fi(L)} son subconjuntos cerrados de K y:

{{y17y27 "'7yn—1} UA:Ae £2}ﬁ
Hyi, v, 1} UAAc Fi(L)} =0. (24)

Como C,(f)(D) es conexo y:

{y17y27 S yn—l} U f(D) < Cn(f)(D> N {{y17y27 "'7yn—1} UA:Ae ‘C?}v

tenemos que Cy,(f)(R) € {{v1,y2, -, Yn—1} UA : A € L3}. Con lo que con-
cluimos que C,,(f)(D) C {{v1,y2, .. Y1} U A A € Lo}

De manera similar probamos que:

Cn(f)(g) C {{yl,yg, ---uyn—l} U A . A - Fl(L)}

Asi, por (2.4), Co(f)(D)NCL(f)(E) = 0. De donde C,,(f) no es empalmante.
L]
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Como consecuencia del Teorema 2.23 y usando las relaciones presentadas

en el Diagrama I, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.24. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos y

n € N. Entonces:
1. Si C,(f) es confluente, entonces f es confluente;
2. Si C,(f) es semiconfluente, entonces [ es semiconfluente;
3. Si C,(f) es empalmante, entonces f es empalmante.

Como el analogo al Teorema 2.23, con relacion a la funcion inducida entre

los n-ésimos hiperespacios de suspensién H.S,,(f), tenemos:

Teorema 2.25. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos y

n € N. Si HS,(f) es empalmante, entonces f es confluente.

Demostracion. Supongamos que f no es confluente. Usando la Proposicién
2.20, existen un subcontinuo L de Y y una componente D de f~!(L) tales
que f(D) no es degenerado y f(D) # L. Consideremos independientemente

los casosn =1y n > 2.

(1) n=1.Seap e L\ f(D). Por el Teorema 1.28, existen arcos de orden
L1y Ryen C(Y), de f(D) a Lyde{p} a L, respectivamente.

Sea p : C(L) — [0,1] una funcién de Whitney (ver Teorema 1.36).
Para cada ¢t € [0, u(f(D))], definamos {F;} = u~'(t) N Ry. Tomemos
0 <ty < p(f(D)) tal que Ey, N f(D) = 0. Sea L5 un arco de orden en
C(Y), de Ey, a L. Definamos £ = £, ULyUp " (ty). Ademds, ' (tg) es
un subcontinuo de C'(L), por [39, Teorema 14.2, pag.310]. Notemos que
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LiNu=to) =0y LoNp(tg) = {Ey, }. Con esto, L es un subcontinuo

de C(Y). Ademés, es importante que observemos que £ N F(Y) = ().

Como u(f(D)) > ty, existe un subcontinuo D, de D tal que
wu(f(Do)) = to. Ast, f(Dy) C L\ {p}. Sean D y & las componentes
de C(f)~Y(L) tales que D € Dy Dy € €.

Probemos que C(f)(D) = {f(D)}. Por la Proposicién 2.19, f(UD) C
L. Como D C UD y cada componente de UD intersecta a D (ver Lema
1.33), tenemos que UD es conexo. Ademés, como D es una componente
de f~Y(L), tenemos que UD = D. Sea E € D. Entonces E C D. De
la definicién de L, sigue que f(E) = f(D) o f(E) € u~'(ty). Supon-
gamos que f(E) € u~'(tp). Como tenemos que C(f)(D) es conexo y
f(D) € C(f)(D), podemos asegurar que E;, € C(f)(D), pues E,, es
un punto de corte de L. Pero esto es una contradicciéon, pues, UD = D
y Eiy € L\ f(D). De esto, f(E) = f(D)y C(f)(D) = {f(D)}.
Similarmente, f(UE) C Ly, como Dy C UE, f(UE) C f(D) C L\ Ey,.
Ahora, sea E € £. Entonces f(E) € L1 o f(E) € u~(ty). Suponga-
mos que f(E) € L;. Como Dy € &, entonces C(f)(E) N u~(ty) # 0.
De esta manera, por la definicién de £, E;, € C(f)(E). Pero esto con-
tradice que f(UE) C L\ Ey,. Asi, f(E) € p~'(ty). Por consiguiente,
C(f)(E) C pH(to)- Asf, C(f)(D)NC(f)(E) = 0. Como LNF(Y) = 0,
qx (D) y qx(€) son componentes de HS(f) (gy(L)). Adem4s:

HS(f)(qx(D)) N HS(f)(gx(E)) = 0;

lo cual implica que HS(f) no es empalmante.

(2) n>2.Seap € L\ f(D). Por el Teorema 1.28, existen arcos de orden £;
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y Lo en C(Y), de {p} a Ly de f(D) a L, respectivamente. Definamos
L=L1ULyUF(Y). Sean y1,ys, ..., Yyo—1 puntos diferentes de Y \ L.
Por el Teorema 1.9, existe un subcontinuo @) de Y tal que {y;} & Q C

Y\ (LU{ya, ..., Yn—1}). Definamos:
K={QU{y....yn1} UA: A€ L}

Claramente, IC es un subcontinuo de C,(Y). Ademds, K N F,(Y) = 0.

Como HS,(f) es empalmante, HS,(f) es suprayectiva (ver Definicién
1.40). Con lo que f es débilmente confluente. Asi, existe una compo-
nente R de f~!(Q) tal que f(R) = Q. Sea P, una componente de
f~Hy;) para cada i € {2,3,...,n — 1}. Sean D y £ las componentes de
C.(f)"YK) tal que RUP,U...UP, ;UD € Dy {RUP,U...UP, JUE:
E € Fi(D)} C €. De manera similar a como se hizo en la prueba del
Teorema 2.23, podemos verificar que C,,(f)(D) N C,(f)(E) = (. Note-
mos que, ¢%(D) y ¢%(E) son componentes de HS,(f) *(¢%(K)). De

donde tenemos que:

HSu(f)(gx (D)) N HS.(f)(ax(£)) = 0.

Con lo que concluimos que HS,,(f) no es empalmante.

De (1) y (2), nuestra prueba queda completa. 0
Ahora, por el Teorema 2.25, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.26. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos y

n € N. Entonces:

(1) Si HS,(f) es confluente, entonces f es confluente;
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(2) Si HS,(f) es semiconfluente, entonces f es semiconfluente;
(3) Si HS,(f) es empalmante, entonces f es empalmante.

Con respecto a las funciones semiconfluentes y empalmantes, sélo cono-

cemos las relaciones enunciadas en el siguiente teorema.

Teorema 2.27. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre continuos.

Dadas las siguientes afirmaciones:
(1) 27 es semiconfluente (empalmante);
(2) C.(f) es semiconfluente (empalmante), para cada n € N;
(8) HS,(f) es semiconfluente (empalmante), para cada n € N;
(4) f es semiconfluente (empalmante).

Entonces (1) implica (4), (2) implica (3) y (3) implica (4)

Demostracion. La afirmacién (1) implica (4) es una consecuencia de [14,

Teorema 4.20, pag.142]. Las otras dos implicaciones se siguen de los Teoremas

2.9 v 2.26. O

En [14, Ejemplo 4.24, pag.143], se muestra una funcién continua f, con-
fluente, tal que ni C(f) ni 2/ son empalmantes, de esta forma sabemos que
existe una funcién semiconfluente y, por tanto, empalmante tal que C(f) y

2/ no son empalmantes y, por tanto, no son semiconfluentes.

Pregunta 2.28. Si f : X — Y es una funcion continua entre continuos y

n € N, entonces:
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(1) &Si f es semiconfluente (empalmante), entonces es HS,(f) semicon-

fluente (empalmante)?

(2) &St HS,(f) es semiconfluente (empalmante), entonces es Cy(f) semi-

confluente (empalmante)?

(3) +Si HS,(f) es semiconfluente (empalmante), entonces es 27 semicon-

fluente (empalmante)? y viceversa?

(4) :Si Cn(f) es semiconfluente (empalmante), entonces es 2/ semicon-

fluente (empalmante)? y viceversa?

Con el siguiente teorema mostramos las relaciones en referencia a las

funciones confluentes.

Teorema 2.29. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre continuos.

Dadas las siguientes afirmaciones:
(1) 27 es confluente;
(2) C.(f) es confluente, para cada n € N;

(3) HS,(f) es confluente, para cada n € N;

(4) [ es confluente.
Entonces (1) implica (4), (2) implica (3) y (3) implica (4).

Demostracion. Con [20, Teorema 6.3, pag.246] tenemos (1) implica (4 ). Por
el Teorema 2.9, mostramos que (2) implica (3). Finalmente, (3) implica (4)

es consecuencia del Teorema 2.26. J
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Un conocido ejemplo, dado por H. Hosokawa en [20, Ejemplo, pdg.247],
presenta una funcién confluente f, tal que C(f) y 27 no son confluentes.
Una muy detallada explicacién de este ejemplo puede ser consultada en [1,
pég.89]. Ademas, [23, Ejercicio 77.34, pag.387] define una funcién f tal que
f v C(f) son confluentes, pero 2/ no es confluente.

Una pregunta que ha sido propuesta, desde hace algunos anos, por dife-

rentes autores es la siguiente (ver [23, pag.381] o [14, pag.144)):

Pregunta 2.30. Sea f: X — Y wuna funcion continua entre continuos. ;Si

2/ es confluente, entonces es C(f) confluente?

Por supuesto, la Pregunta 2.30 puede ser reformulada de la siguiente

forma:

Pregunta 2.31. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos y

n € N. ;8 2/ es confluente, entonces es C,(f) (o HS,(f)) confluente?

Una prueba del siguiente teorema puede ser consultada en [13, Teorema

18, pag.791].

Teorema 2.32. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos y

n > 3. 5i C,(f) es confluente, entonces f es mondtona.

La idea de la prueba de [13, Teorema 18, pag.791], la usamos para probar

el siguiente resultado.

Teorema 2.33. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos y

n > 3. St HS,(f) es confluente, entonces f es mondtona.
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Demostracion. Supongamos que f no es monotona. Es sencillo probar la
siguiente afirmacion:

Afirmacion. Si f : X — Y no es mondtona, entonces existe un subcon-
tinuo no degenerado Q de'Y tal que f~*(Q) no es conexo. ()

Por la Afirmacién (x), existe un subcontinuo no degenerado () de Y tal
que f~H(Q) no es conexo. Sean D y E dos componentes diferentes de f~(Q).
Sea p € Y '\ Q. Por el Teorema 1.9, existe un subcontinuo P de Y tal que
{p} & P C Y\ Q. Definamos:

K={AUQ:AeC, (P

Claramente, K es un subcontinuo de C,(Y). Sea R una componente de
f~Y(P). Notemos que f es confluente, por el Teorema 2.26. De esto, tenemos
que f(R) = P.

Sea D una componente de C,(f)~1(K) tal que DU E U R € D. Sabemos
que UD € C,(X), por el Teorema 1.34. Como D U E U R C UD, existe una
componente J de UD tal que D C J. Por la Proposicién 2.19, f(J) C PUQ.
De esta forma, como tenemos que f(J) es conexoy f(J)NQ # 0, podemos
afirmar que f(J) C Q. Asi, D = J pues, D es una componente de f~1(Q).
De lo que concluimos que D es una componente de UD. De la misma manera
es posible probar que E es una componente de UD.

Ahora, si A € D, entonces cada componente de UD intersecta a A (ver
Lema 1.33). Con esto tenemos que f(A) tiene a lo mas n — 2 componentes
en P. Asi, Co,(f)(D) c{AUQ : A e C,2(P)}y Co(f)(D) # K. Notemos
que KN F,(Y) = 0. Luego, ¢%(D) es una componente de HS, ()~ (¢ (K))
tal que HS,(f)(¢% (D)) # ¢ (K). Con lo que HS,(f) no es confluente.  []
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Notemos la siguiente interesante proposicion.

Proposicion 2.34. Sean f : X — Y una funcion continua entre continuos

yn > 3. Los siguientes enunciados son equivalentes:
(1) f es mondtona;
(2) HS,(f) es mondtona;
(8) Cn(f) es mondtona;

(4) Cu(f) es confluente;
(5) HS,(f) es confluente.

Demostracion. (1) implica (2) y (2) implica (%), se siguen del Teorema
2.11. El Diagrama I, nos da (%) implica (4). La afirmacién (4) implica (5)
es consecuencia del Teorema 2.9. Finalmente, (5) implica (1) se sigue del

Teorema 2.33. OJ

2.3.2. Funciones confluentes sobre localmente conexos

Como mencionamos anteriormente, existe una funcién continua f entre
continuos tal que f es confluente y C'(f) no es confluente.

Con el siguiente resultado, que es una consecuencia de [28, Teorema 3.4,
pég.1051] y [20, Teorema 6.3, pag.246], mostramos una condicién para que f

sea confluente si y sélo si C,,(f) es confluente, si n € {1,2}.

Teorema 2.35. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos,
donde Y es localmente conexo y n € {1,2}. Entonces f es confluente si y

sélo st Cn(f) es confluente.
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En el siguiente ejemplo, mostramos una funcién continua f definida entre
continuos localmente conexos, tal que f es abierta, por tanto, confluente, y
C,(f) no es confluente para ninguna n > 3. Ademas, veremos que C,,(f) no

es empalmante para ninguna n > 3.

Ejemplo 2.36. Sea f :[0,1] — [0, 1] la funcion definida por:
f(t)y=1—|2t —1|.

Claramente, f es abierta y confluente. Definamos:

At U Bt7 57; t - [0, ],'

71]7

N[

CtUDt, SitE[

=

]

D+ N

para cada t € (0,1], donde A, = [5,3— L], B, = |

yD=[L—t1-1

+3 0 =1t+3, L+

H
sl

Notemos que Al/2UBl/2 = 01/2UD1/2 = [%, %] U [%, %],LQ = [%, %],Ll =
[%, %] y Ly € Co([0,1]) \ C1([0,1]) para cada t € (0,1).
Sea L ={L;:t €[0,1]}. Observemos que L es un arco en Cy([0,1]). Ver

la Figura 2.2.

flmmmmmmmmmmmmm e L,

Figura 2.2
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Definamos K = {L U {0} : L € L}. Claramente, K es un subcontinuo
de C3([0,1]). Sean D y € las componentes de C3(f)~*(K) tales que {0,1} U
1, 34eDy{0,1}U[} 2]t

Observemos que, C5(f)(D) = {{0} U[3, 31} v Cs(f)(€) = {{0} U3, 8]}
De esto se sigue que Cs(f) no es empalmante. Usando una idea similar,

podemos probar que C,,(f) no es empalmante para ninguna n > 4.

Observacién 2.37. Notemos que con el Ejemplo 2.36, ademéds, mostramos
una funcién semiconfluente y empalmante f, tal que C,(f) no es semicon-

fluente ni empalmante para ninguna n > 3.
De la Observacién 2.37, nos queda la siguiente pregunta:

Pregunta 2.38. Sea f: X — Y wuna funcion continua entre continuos. ;Si
f es semiconfluente (o empalmante), entonces es Co(f) semiconfluente (o

empalmante)?

2.3.3. Débilmente confluentes y seudoconfluentes

Las funciones débilmente confluentes se introducen naturalmente como
una condicién necesaria y suficiente sobre la funcién f, para que la funcion
inducida C,,(f) sea suprayectiva, como mostramos en la Proposicién 1.51.

Notemos que si C,,(f) o HS,(f) son seudoconfluentes para alguna n € N,
entonces, por la Definicién 1.40, C,,(f) v HS,(f) son suprayectivas. Con esto
concluimos que f es débilmente confluente, usando las Proposiciones 1.51 y

1.54. Asi, tenemos el siguiente teorema.
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Teorema 2.39. Sean f : X — Y una funcion continua entre continuos y
n € N. Si C,,(f) es seudoconfluente (o HS,(f) es seudoconfluente), entonces

f es débilmente confluente.

Un resultado similar para la funcién inducida 2/ lo enunciamos a conti-

nuacién. Una prueba puede ser consultada en [14, Teorema 7.2, pag.151].

Teorema 2.40. Sea f : X — Y una funcion continua entre continuos. Si

27 es seudoconfluente, entonces f es débilmente confluente.

Usando los Teoremas 2.9, 2.39 y 2.40, ademas, como toda funcién débil-
mente confluente es seudoconfluente (ver Diagrama I), tenemos el siguiente

resultado:

Teorema 2.41. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos y

n € N. Dadas las siguientes afirmaciones:

(1) 27 es débilmente confluente (seudoconfluente);

(2) C,(f) es débilmente confluente (seudoconfluente);
(8) HS,(f) es débilmente confluente (seudoconfluente);
(4) f es débilmente confluente (seudoconfluente).

Entonces (1) implica (4), (2) implica (3) y (3) implica (4).

Observacién 2.42. En [14, Ejemplo 6.6, pdg.148], se define la funcién
f:10,1] — S' dada por f(t) = e*™. Claramente, f es débilmente confluente.
En [14, Ejemplo 6.6, pag.148] se demuestra que ni 2/ ni C'(f) son seudocon-
fluentes. Usando un argumento similar, no es dificil probar que HS,(f) no

es seudoconfluente para ninguna n € N.
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2.4. Casimonodtonas y débilmente mondtonas

El siguiente resultado nos sera de utilidad en esta seccién.

Proposicion 2.43. Sean f: X — Y wuna funcion continua entre continuos,
n € Ny K un subcontinuo deY. Si L es una componente de f~(K), entonces

C(L) es una componente de C,,(f) " Cn(K)).

Demostracidn. Sean K un subcontinuo de Y y L una componente de f~!(K).
Si A € C,(L), entonces f(A) C Ky f(A) tiene a lo mds n componentes,
asi C,(f)(Cn(L)) C Cp(K).

Ahora, supongamos que existe un subcontinuo £ de C,(X) tal que
Co(L) C Ly Co(f)(L) C Cp(K). Notemos que f(UL) C K, por la Proposi-
cién 2.19. Ademads, cada componente de UL intersecta a L, por el Lema
1.33. Con lo que tenemos que UL es conexo. Como L es una componente de

fYK), L =UL. Con lo que concluimos que £ = C,,(L). O

Con el siguiente teorema mostramos que si C,,(f) es casimondtona enton-

ces f también lo es.

Teorema 2.44. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos y
n € N. Si C.(f) : Co(X) — Cu(Y) es casimondtona, entonces f es casi-

mondtona.

Demostracion. Supongamos que C,(f) es casimonétona. Sea K un subcon-
tinuo de Y tal que Inty(K) # (). Claramente, (Inty(K)), C C,(K) y de

esto, C,(K) es un subcontinuo con interior no vacio de C,(Y"). Por hipétesis:

Co(f) MOW(K)) = L1ULyU ... ULy,
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donde cada £; es una componente de C,,(f) ™ (Cn(K)) y C,.(f)(L:) = Cn(K).

Sea L una componente de f~!(K). Por la Proposicién 2.43, C,(L) es
una componente de C,(f)™1(C,(K)). De esta manera, cada componente de
/7Y K) determina una componente de C,(f)~!(C,(K)). Con lo que f~'(K)
tiene a lo mas m componentes y, como C,(f)(C,(L)) = C,(K), f(L) = K.

Asi, f es casimondtona. [l

Usando un argumento similar al que mostramos en la prueba del Teorema

2.44, no es dificil probar el siguiente resultado.

Teorema 2.45. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos y
n € N. Si C,(f) : Co(X) — C,(Y) es débilmente mondtona, entonces f es

débilmente mondtona.

A continuaciéon mostraremos una funcion casimondétona y, por tanto,
débilmente mondtona tal que C,(f) no es débilmente monétona. Asi, C,(f)

no es casimonodtona, para ninguna n € N.

Ejemplo 2.46. Sea X = Clg2{(z,y) : 0 < z < 1,y =sen(1/x)}. Definamos
Y = X/{(0,-1),(0,1)}. Sea f: X =Y la funcion cociente. Observemos la
Figura 2.5.

X Y
— O

Figura 2.3
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No es dificil probar que f es casimondtona y, asi, débilmente mondtona.
Observemos que f no es una funcion débilmente confluente. De esta forma,
Cy(f) no es suprayectiva, por la Proposicion 1.51. Luego, de la Definicion

1.40, tenemos que C,(f) no es débilmente mondtona, para ninguna n € N.

Teorema 2.47. Sea f: X — Y wuna funcion continua definida entre conti-

nuos. Dados los siguientes enunciados:
(1) 2/ es casimondtona (débilmente mondtona);
(2) C.(f) es casimondtona (débilmente mondtona), para cada n € N;
(8) HS,(f) es casimondtona (débilmente mondtona), para cada n € N;
(4) f es casimondtona (débilmente mondtona,).

Entonces (1) implica (4), (2) implica (3) y (2) implica (4).

Demostracion. La afirmacion (1) implica (4), se sigue de [20, Teorema 7.3,
pég.248]. El Teorema 2.9 nos da (2) implica (3). Los Teoremas 2.44 y 2.45
prueban (2) implica (4). 0

Notemos que en el Ejemplo 2.46, mostramos una funcién continua f que
satisface (4) pero no (2) ni (%) en el Teorema 2.47. Luego, tenemos las

siguientes preguntas naturales:

Pregunta 2.48. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre continuos.
;Si f es casimondtona (débilmente mondtona), entonces es 2/ casimondtona

(débilmente mondtona, respectivamente)?
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Pregunta 2.49. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos y
n € N. ;81 HS,(f) es casimonédtona (débilmente mondtona), entonces es 27
(o C.(f)) casimondtona (débilmente mondtona, respectivamente)? Ademds,
ssi 27 es casimondtona (débilmente mondtona), entonces es HS,(f) casi-

mondotona (débilmente mondtona, respectivamente)?

Pregunta 2.50. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre continuos.

¢ Qué relacion hay entre los siguientes enunciados?
1. 27 es casimondtona (débilmente mondtona);

2. Cn(f) es casimondtona (débilmente mondtona), para cada n € N.

2.4.1. Relaciones adicionales en localmente conexos

Como vimos anteriormente, si f es casimondtona o débilmente mondtona,
esto no implica que C,,(f) sea casimonétona o débilmente mondtona, respec-
tivamente. A continuacion, probaremos que esta implicacién es cierta si Y es

localmente conexo y n € {1,2}.

Teorema 2.51. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos,
donde Y es localmente conexo, y n € {1,2}. Entonces f es casimondtona
(débilmente mondtona) si y solo si C,(f) es casimondtona (débilmente mo-

ndtona, respectivamente).

Demostracion. Supongamos que f es débilmente monodtona y Y localmente
conexo. Por el Teorema 1.44, f es confluente. Ademas, usando el Teorema

2.35, tenemos que C,,(f) es confluente. Asi, C,(f) es débilmente monétona.
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Luego, supongamos que f es casimondtona y Y localmente conexo. Sea L
un subcontinuo de C,,(Y') tal que Intc,v)(L) # 0. Sean L € Int(L) y € >0
tal que By (L,e) C L. Supongamos que L = Ly U Ly donde Ly y Ly son las
componentes de L (es posible que L; = Lj). Sean y; € L1 y ya € Ly. Como
Y es localmente conexo, existen dos subcontinuos V; y V5 de Y tales que
yi € Int(V;) y didm(V;) < § parai € {1,2}. Notemos que, LUVIUV, € Cy(Y))
y HILUVI UV, L) < e. Con lo que tenemos, L UV, UV, € L. Ahora, como
f es casimonétona, f~1 (ViU L)) = U N; y f~1(VaU Ly) = UL, R;, donde
Ni, Ny, ..., N, son las componentes de f~'(V; U L;), Ry, Ra,..., R, son las
componentes de f~1(Va U L), f(N1) = f(N2) = ... = f(N,) = ViUL y
f(B1) = f(Re) = ... = f(Ry) = Vo U Lo.

Sea K una componente de C,,(f)~*(£). Sabemos que f es confluente, por
el Diagrama I y por el Teorema 1.44. Entonces, C,(f) es confluente (ver
Teorema 2.35) y C,,(f)(K) = L. Con lo que existe un K € K tal que f(K) =
LUV, UVs,. Observemos que f~H(LUVIUV;) = fTHVLUL)U f7H(VaULy) =
(U N;) U (UL, R;). De esta forma, existen k € {1,2,....,p} yl € {1,2,....q}
tales que K C N,U Ry, y cada componente de N, U R; intersecta a K. Luego,
existe un arco de orden o de K a Ny U Ry, por el Teorema 1.28. Claramente
Co(f)(a) C L. Asi, Ny UR; € K. Con esto concluimos que C,,(f)*(£) tiene
a lo mas pg componentes. Asi, C,,(f) es casimondtona.

Las implicaciones restantes se siguen del Teorema 2.47. O

El siguiente ejemplo muestra una funcién f entre continuos localmente
conexos, tal que f es casimonétona, por tanto, débilmente mondtona y C,,(f)

no es débilmente mondtona (no es casi monétona), para ninguna n > 3.
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Ejemplo 2.52. Tomemos f :[0,1] — [0, 1], dada por:
Flt)=1—2t —1].

Claramente, [ es casimondtona. Supongamos que C,(f) es débilmente mo-
ndtona. Como Cy([0,1]) es localmente conexo, para cada n > 3, tenemos
que C,(f) es confluente, por el Teorema 1.46. Aplicando el Teorema 2.32,
tenemos que f es mondtona, pero esto claramente es una contradiccion.

Luego C,,(f) no es débilmente mondtona.

Corolario 2.53. Sean f : X — Y una funcion continua entre continuos y

n € N. Si C,(f) es débilmente mondtona, entonces f es confluente.

Demostracion. Por el Teorema 1.30, C,,(Y) es arcoconexo, luego, por el Teo-
rema 1.43 tenemos que C,(f) es empalmante. Asi, f es confluente, por el

Teorema 2.23. ]

Como toda funcién casimonodtona es débilmente mondtona, es inmediata

la prueba del siguiente resultado, por el Corolario 2.53.

Corolario 2.54. Sean f : X — Y una funcion continua entre continuos y

n € N. §i C,(f) es casimondtona, entonces f es confluente.

Corolario 2.55. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos,
donde Y es localmente conexo y n € {1,2}. Los siguientes enunciados son

equivalentes:
(1) Cn(f) es confluente;

(2) C.(f) es débilmente mondtona;
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(8) [ es débilmente mondtona,

(4) f es confluente.

Demostracion. Como toda funcién confluente es débilmente mondtona, te-
nemos (1) implica (2); (2) implica (3) se sigue del Teorema 2.47. Como Y
es localmente conexo, () implica (4 ), por el Teorema 1.44. Finalmente, (4)

implica (1) es consecuencia del Teorema 2.35. O



Capitulo 3

Funciones Ligeras

Si f es una funcion no constante y diferenciable en una region R, entonces
f no es constante sobre ningin subcontinuo no degenerado en R. [44, (4.1)
pag.75].

La anterior afirmacién, es un conocido teorema del andlisis complejo.
Una funcion tal que no es constante en ningin continuo no degenerado es
conocida en topologia como [ligera, como puede observarse en la Definicion
1.41. Como el anterior teorema, podemos encontrar aplicaciones ttiles de
las funciones ligeras en matematicas, particularmente en topologia. Por esta
razon, dedicaremos este capitulo al estudio de esta clase de funciones y las

relaciones con las funciones inducidas entre hiperespacios de continuos.

3.1. Relaciones generales

En esta secciéon mostraremos relaciones, sin ninguna condiciéon sobre los

espacios ni sobre las funciones, entre las funciones inducidas definidas entre

61
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hiperespacios de continuos, usando las funciones ligeras.
Empezaremos este capitulo con un resultado que se sigue de la definicion

de funcién ligera y las definiciones de las funciones inducidas C,,(f) y HS,(f).

Proposicion 3.1. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre continuos.

Los siguientes enunciados son equivalentes:
(1) f es ligera;
(2) Co(f)"H(FW(Y)) = Fo(X);
(3) HS,(f)~'(Fy) = {Fx}.
La siguiente simple proposicién nos serd de utilidad mas adelante.

Proposicion 3.2. Sea f: X — Y una funcion continua entre continuos. Si

f es ligera y mondtona, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Por la definicién de funcién monétona, f es suprayectiva (ver
Definicién 1.40). Sea y € Y. Como f es ligera, f~1(y) es totalmente disconexo.
Por otra parte, sabemos que f es mondtona, luego el conjunto f~'(y) es
conexo. Por lo anterior, f~!(y) es un punto y f es inyectiva. Asf, f es una

funcién biyectiva entre continuos, luego f es un homeomorfismo. O

Usando la definicion de funcién ligera, es inmediata la prueba del siguiente

teorema.

Teorema 3.3. Si f : X — Y es una funcion ligera, entonces toda restriccion
de [ sigue siendo ligera, i.e., para todo subconjunto A de X, fla: A—Y es

una funcion ligera.
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El siguiente teorema, probado por J. Fugate y S. Nadler Jr., puede ser
encontrado en [39, (1.212.3) pag.158] y lo usaremos con frecuencia en el

desarrollo del presente capitulo.

Teorema 3.4. Sea f : X — Y una funcion continua definida entre conti-

nuos. Entonces C(f) es ligera si y solo si siempre que se tengan dos subcon-

tinuos A y B de X, con A & B, se tiene que f(A) & f(B).

La prueba del teorema anterior puede ser facilmente generalizada a la

funcién inducida C,,(f) para cada n € N, como mostramos a continuacién.

Teorema 3.5. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos y
n € N. Entonces C,(f) es ligera si y solo si siempre que se tengan dos

puntos A y B de C,,(X), con A & B y cada componente de B intersecta a
A, se tiene que f(A) & f(B).

Demostracion. Supongamos primero que existen elementos A y B de C,,(X)
tales que A & B, cada componente de B intersecta a Ay f(A) = f(B).
Usando el Teorema 1.28, existe un arco de orden avde A a B en 2%. Como A €
C(X), entonces a es un arco en C,,(X), por el Teorema 1.29. Claramente,
Co(f)(a) = {f(A)}. De esta manera tenemos que C,(f) no es una funcién
ligera.

Supongamos ahora que C,,(f) no es ligera, entonces existe un subcontinuo
no degenerado A de C,,(X) tal que C,,(f)(A) = {D} para algin D € C,(Y).
Por el Teorema 1.34, UA € C,,(X). Como A es no degenerado, existe A € A
tal que A # UA. De esta manera, cada componente de UA intersecta a A
y A G UA, por el Lema 1.33. Claramente, f(A) = f(UA) = D y la prueba
queda completa. 1
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Con un argumento similar es posible probar el siguiente resultado; por
esta razon no escribiremos una demostracion, sin embargo, puede ser consul-

tada en [9, (3.6) pag.183].

Teorema 3.6. Sea f : X — Y una funcion continua definida entre conti-
nuos. Entonces 2/ es ligera si y solo si siempre que se tengan dos elementos

Ay B de2X, con A G B y cada componente de B intersecta a A, se tiene
que f(A) & f(B).

Con el siguiente teorema mostramos las primeras relaciones, con respecto

a las funciones ligeras, entre 2/, C,,(f) v f.

Teorema 3.7. Sea f : X — Y wuna funcion continua definida entre conti-

nuos. Dados los siguientes enunciados:
(1) 27 es ligera;
(2) C,(f) es ligera para algin entero positivo n;

(3) f es ligera.
Entonces (1) implica (2) y (2) implica (3).

Demostracién. Notemos que como Cy(f) = 27|c, (x), Cu(f) es ligera, por el
Teorema 3.3. Con lo que se sigue que (1) implica (2).

Ahora, supongamos que f no es ligera. Sea A un subcontinuo no degene-
rado A de X tal que f(A) = {y} para algin y € Y. Sea a € A. Claramente
{a} € Ay f({a}) = f(A). Luego por el Teorema 3.5, C,(f) no es ligera.
Asi, (2) implica (3) y nuestra prueba queda completa. O]
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Con los siguientes dos ejemplos, mostramos que las implicaciones inversas

a las presentadas en el Teorema 3.7, no son ciertas.

Ejemplo 3.8. Existe una funcion ligera entre continuos f tal que C(f) no
es ligera.

Sea f : [-1,1] — [0,1] definida por f(x) = |z|. Claramente, f es una
funcion ligera. Ahora, tomemos los subcontinuos [—1,0] y [—1,1] de [0,1].
Observemos que, [—1,0] ¢ [—1,1] y f([-1,0]) = f([-1,1]) = [0,1]. De esta

manera C(f) no es una funcion ligera, por el Teorema 3.4.

Ejemplo 3.9. Ezxiste una funcion continua entre continuos f tal que C(f)
es ligera, pero 27 no es ligera.

Sean A = Clg2({(z,sen(1/z)) : 0 < z < 1}) y B = {(z,y) € R? :
(2,0)+ (—z,y) € A}. Notemos que, como ANB ={(1,sen(1))}, X = AUB
es un subcontinuo de R?. Ahora definamos la relacién de equivalencia R sobre

X por:

(x(]vy(])R(xlvyl) st Yy solo si (x07y0> = (x17y1> 0 (x07x1 c {072} Y Yo = yl)

Tomemos la funcion cociente f de X sobre X/R. Mirar la Figura 3.1.

X X/R

Figura 3.1
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Usando el Teorema 3.4, es sencillo verificar que C(f) es ligera. Ademads,
tomando P = {(0,y) : =1 <y <1} U{(2,0)} y @ ={(0,y) : -1 <y <
1}U{(2,y) : =1 <y < 1}, se tiene que P y Q son puntos en 2%. Ademds,
P & Q, cada componente de Q intersecta a Py f(P) = f(Q). De esta

manera, 2/ no es ligera por el Teorema 3.6.

Observacién 3.10. Notemos que en el Ejemplo 3.9, los puntos P y @) en
2% en realidad son puntos de Cy(X), asf, por el Teorema 3.5, la funcién f es

un ejemplo donde C'(f) es ligera, pero Cy(f) no es ligera.

Teorema 3.11. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos y

n > 2. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) Para cualesquiera dos subcontinuos no degenerados y disyuntos Py Q

de X, se tiene que f(P)\ f(Q) # 0 y f(Q)\ f(P) # 0

(2) C,(f) es ligera.

Demostracion. Supongamos que f satisface (1). Probemos que C,(f) es li-
gera. Sean A y B puntos en C,(X) tales que A & B y cada componente de
B intersecta a A. Sean Aj, A,, ..., A,, subcontinuos disyuntos de X tales que
A= AUAU...UA,, para algunam < n. Como A & B, podemos suponer que
Ay G By para alguna componente By de B. Probemos que f(Bj)\ f(A) # 0.

Para esto, hagamos una construccién inductiva. Probemos primero que
F(B)\ f(A1) # 0. Como A; & By, por el Teorema 1.9, existe un subcontinuo
no degenerado L; de B; \ A;. Claramente, L1 N A; = (). Como f satisface
(1), f(L1) \ f(A1) # 0. De esta manera, f(B1) \ f(41) # 0.

Ahora supongamos que, para alguna k, f(B1) \ f(A U Ay U...UA) #0
y probemos que f(B;) \ f(A1 UAyU...UA U Apyq) # 0.
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Mostremos que:
Bi\ (f ' (f(ALU Ay U ... U Ay)) U Agyy) # 0. (3.1)

Supongamos que By C f71(f(A; U Ay U...UAL)) U Agyq. Como Ay ¢ By,
By es conexo y cada uno de los A;, con 1 < i < k + 1, es una componente
de A, tenemos que By \ (A; U Ay U ... U A1) # 0. Luego, por el Teorema
1.9, existe un subcontinuo no degenerado K de B; \ (A1 U Aa U ... U Agyq).
Recuerde que como By C f~Y(f(A; U Ay U...U Ay)) U Apy 1, luego tenemos:

KCf'(f(AAuAUu. . UA))\ (A UAU..UAL). (3.2)
Con esto, es claro que:

K= (f7(f(A))NE) U(fT(f(A2) N K)U ..U (f7H(f(AR) N K). (3.3)

Notemos ahora que si i € {1,2,...,k}, entonces f~(f(A;)) N K es cerrado
y totalmente disconexo, pues, claramente f~'(f(4;)) N K es cerrado y si
tuviera una componente no degenerada R, entonces por (3.2), RN A; = 0.
Pero R y A; contradicen la condicién (7). De esta forma, f~1(f(4;)) N K
es cerrado y totalmente disconexo para cada i € {1,2,...,k}. Asi, por el [38,
Teorema 4.7, pag.22], f~1(f(A;)) N K es de dimensién 0 para cada 1 < i < k.
Pero esto contradice [38, Teorema 5.2, pag.26] y (3.3), pues la unién finita
de conjuntos cerrados de dimensién 0 tiene dimensién 0 y K es un continuo
no degenerado. Con esto concluimos (3.1).

Finalmente, usando nuevamente el Teorema 1.9, existe un subcontinuo
no degenerado Ly, de By \ (f~}(f(A; U Ay U ..U Ay)) U Apyq). Claramente,
f(Le) N f(ALU AU ... UA) =0y, como L, N Ay = 0, por la condi-

cién (1) tenemos que f(Lg) \ f(Ags1) # 0. De esta manera, concluimos que
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F(Le) \ f(ALU AU ... U AL U Agyq) # 0. Como f(Ly) C f(By), tenemos:
f(B)\ f(AiUA U ... UALUAL ) #0.

Asi, por induccién, f(B1) \ f(AiUAU...UA,) #0y f(B)\ f(A) # 0.
Como B, C B, tenemos que f(A) ¢ f(B). Luego, usando el Teorema 3.5,
C,(f) es una funcién ligera.

Supongamos ahora que existen dos subcontinuos no degenerados A y B
de X, talesque ANB =0y f(A) C f(B),ie., f(A)\f(B)=0.Seaac Ay
definamos P = {a}UBy Q = AUB. Claramente, Py @ estan en C,,(X), con
n > 2. Ademas, P & @), cada componente de @) intersecta a Py f(P) = f(Q).
Aplicando el Teorema 3.5, concluimos que C,,(f) no es ligera. De la misma

forma concluimos que C,(f) no es ligera cuando f(B)\ f(A) = 0. 0

Corolario 3.12. Sean f : X — Y wuna funcion continua definida entre
continuos y dos enteros n y m mayores o iguales a 2. Entonces C,(f) es

ligera si y solo si Cy,(f) es ligera.
Con el Corolario 3.12, el Teorema 3.7 lo podemos refinar como sigue:

Teorema 3.13. Sea f: X — Y wuna funcion continua definida entre conti-

nuos. Dados los siguientes enunciados:
(1) 27 es ligera;
(2) C.(f) es ligera para cualquier entero n > 2;
(3) C(f) es ligera;

(4) f es ligera.
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Entonces (1) implica (2), (2) implica (3) y (3) implica (4).

Demostracion. Por el Teorema 3.7, tenemos (1) implica (2) y (&) implica
(4). Luego, sélo debemos probar que (2) implica (). Usando el Teorema 3.3,
tenemos que, como C(f) = C,(f)|c(x), entonces C(f) es ligera y la prueba
queda completa. O

Observacién 3.14. En el Ejemplo 3.9, definimos una funcién f tal que C(f)
es ligera, pero f no satisface la condicién (1) del Teorema 3.11. Asi, C,(f)

no es ligera para ninguna n > 2.

En el siguiente resultado, definimos una funcién continua f tal que C,,(f)
es ligera para cualquier entero positivo n, pero 2/ no es ligera. El ejem-
plo mostrado en el siguiente teorema es una modificacién de [9, Ejemplo 5.2,
pag.188]. Ademads, consideramos importante resaltar que el siguiente ejemplo
da una respuesta negativa a [9, Pregunta 5.1, pag.188|, mostrando una fun-
ci6én continua f definida entre continuos arcoconexos tal que C(f) es ligera,

pero 27 no es ligera.

Teorema 3.15. FExiste una funcion continua [ definida entre continuos ar-

coconezos, tal que C,(f) es ligera, para cada n € N, y 2/ no es ligera.

Demostracion. Sea C el conjunto de Cantor y tomemos C X [0, 1]. Sea p la
funcién de Cantor definida de C sobre [0, 1], como muestra la Figura 3.2 (para

detalles de p ver [19, pag.131]):
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1P 7
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Figura 3.2: Funcién de Cantor p : C — [0, 1].

Usando p, definamos la relacién de equivalencia R sobre C x [0, 1] por:

($17y1)R($27y2) si y so6lo si ($1ay1) = ($27y2) 0

(1 =y2 =1y p(x1) = p(x2)).

Sea X = (C x [0,1])/R. Similarmente, definimos ¥ = (C x [0, 1])/R' donde
R’ es definida por:

(fl,yl)R/(fz,?h) siy s6lo si (x1,41) = (72,92) 0

(1,42 € {0, 1} y p(a1) = p(2)).

Notemos que R C R’. Denotemos por qr v qr a las funciones cociente de

C x [0,1] sobre X y sobre Y, respectivamente.

Sea f la funcién cociente de X sobre Y. La Figura 3.3, muestra una idea

de como esta definida la funcion f.
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X Y

Figura 3.3: f:C x [0,1]/R - C x [0,1]/R'.

Observemos que f|x\qy(cx{o}) € una biyeccién. Con esta observacion y
usando el Teorema 3.11, es sencillo probar que C,,(f) es ligera para cualquier
entero n > 2y, por el Teorema 3.13, C(f) es también ligera. Ahora, definamos
A= (Cx{0}Hu{(i, 1)}y B=(Cx{0})Ugr({(z,1) : z € C}). Claramente,
Ay Bestén en 2%, A ¢ B, cada componente de B intersecta a Ay f(A) =

f(B). De esta manera, usando el Teorema 3.6, 2/ no es una funcién ligera. []

Teorema 3.16. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos y

n € N. Entonces C,,(f) es ligera si y sélo si HS,(f) es ligera.

Demostracion. Supongamos que HS,(f) no es ligera. Entonces existe un
subcontinuo no degenerado A de HS,,(X) tal que HS,(f)(A) = {x} para
algin xy € HS,(Y). Por el Teorema 1.9, existe un subcontinuo no degenerado

B de A\ {F%}. Claramente, HS,(f)(B) = {x}. Consideremos dos casos:

1. x = F. Sea A € B. Usando la Observacién 1.21, (¢%) "' (\) € C,,(X) \
F.(X) vy Co(H)((g%)"H(N)) € F,(Y). Para cada componente L; de
(¢%)"Y(N\), sea z; € L;. Supongamos que (¢%)~'()\) tiene k compo-

nentes. Notemos que {1, %9, ....,2x} & (¢%)7'()\), cada componente
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de (¢%)~1()\) intersecta a {xy,xo,...,21} v Cu(f)({x1, 22, ... 28}) =

Co(£)((g%) 7 (A)-

Esto implica que C,(f) no es ligera, por el Teorema 3.5.

2. x # FP. Usando la Observacién 1.21, (¢%)"'(B) es un subcontinuo
no degenerado de Cyi(X), (7)™ (x) € Cu(Y) v Culf)((¢%)7'(B)) =

Cn(
(¢%#)"'(x) (ver el Diagrama 1.4). Luego C,(f) no es ligera.
Supongamos ahora que C,(f) no es ligera. Por el Teorema 3.5, existen A
y B en C,(X) tales que A & B, cada componente de B intersecta a A
y f(A) = f(B). Por el Teorema 1.9, podemos suponer que A ¢ F,(X).
Sea « un arco de orden en C,,(X) de A a B. Claramente, « N F,,(X) =0y
Ch(f)(a) ={f(A)}. Luego, por la Observacién 1.21, ¢% () es un subcontinuo
no degenerado de HS,(X) y HS,(f)(¢% () = {¢%(f(A))}. De esta manera,

HS,(f) no es ligera y nuestra prueba queda completa. O
Los Teoremas 3.13 y 3.16 implican la siguiente proposicion:

Proposiciéon 3.17. Sea f : X — Y wuna funcion continua definida entre

continuos. Dados los siguientes enunciados:
(1) 27 es ligera;
(2) HS,(f) es ligera para algin entero n > 2;
(8) HS(f) es ligera;
(4) f es ligera.

Entonces (1) implica (2), (2) implica (3) y (3) implica (4).
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Con la siguiente tabla, hacemos referencia a las relaciones que estudiamos

en esta seccién entre las funciones f, C,,(f), HS,(f) v 2/.

2/ = C,.(f)

Cu(f) = HSu(f)

HS.(f) = f

v Teorema 3.7

v' Teorema 3.16

v" Proposicion 3.17

2/ = HS,(f)

Culf) = f

2/ = f

v Proposicion 3.17

v  Teorema 3.7

v Teorema 3.7

f= HS,(f)

HS,(f) = Cu(f)

Cu(f) =2/

x Ejemplo 3.8

v' Teorema 3.16

x Teorema 3.15

HS,(f) =2/

f = Cu(f)

f=2

x Teorema 3.15

x Ejemplo 3.8

x Ejemplo 3.8

3.2. Funciones ligeras y suprayectivas

Es importante resaltar que en el Ejemplo 3.9 y en el Teorema 3.15,
mostramos funciones que no son débilmente confluentes, por consiguiente
Cy(f) no es suprayectiva para ninguna n € N (ver la Proposicién 1.51). En
esta seccién, vamos a probar que tomar la funcién inducida C,(f) ligera y
suprayectiva, para cada n > 2, es solo posible si f es un homeomorfismo.

La siguiente proposicion, aunque simple de demostrar, nos sera de utilidad

en la prueba del primer resultado importante de esta seccién.

Proposicién 3.18. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre continuos tal
que existe y € Y con f~1(y) disconezo. Si P y Q son componentes diferentes
de f~1(y), entonces existe un abierto W de Y tal que y € W y P y Q

pertenecen a componentes diferentes de f~(W).
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Demostracion. Probemos primero que, para algin entero positivo n,
f~H(Cly(B(y, 1))) contiene a Py @ en componentes diferentes.

Supongamos que para cada entero positivo n, f~!(Cly(B(y, =))) contiene
a Py Q en la misma componente. Sea R, la componente de f~*(Cly (B(y, })))
tal que PUQ C R,. Claramente, R, € C'(X) para todon € Ny, por la com-
pacidad de C'(X), existe una subsucesion {n;} de N tal que limy_,o R,, = R
para algin R en C(X). Notemos que f(R,,) C Cly(B(y,n—lk)) para todo
k € N. Asi, por continuidad de C(f), C(f)(R) = {y}. Por otra parte, como
PU@Q C R,y R,;1 C R, para todo n € N, tenemos que PU () C R. Con
lo que contradecimos nuestra hipdtesis que P y () pertenecen a componentes
diferentes de f~!(y). Por lo que existe un entero positivo ngy tal que Py Q
pertenecen a componentes diferentes de f~1(Cly(B(y, nio)))

Finalmente, tomando W = B(y, n—lo), como f~Y (W) C f~YCly(B(y, nio)))

entonces Py @ pertenecen a componentes diferentes de f~(W). O
A continuacién, presentamos el teorema mas importante en esta seccién.

Teorema 3.19. Sean f : X — Y wuna funcion débilmente confluente entre

continuos y n > 2. Si C,(f) es ligera, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Notemos que, f es una funcion ligera, por el Teorema 3.13.
Usando la Proposicién 3.2, es suficiente probar que f es mondtona.

Supongamos que f no es mondtona. Sea y € Y tal que f~(y) es dis-
conexo. Sean 1 y xo puntos diferentes de f~!(y). Como f es ligera, {z1} vy
{z2} son componentes de f~!(y). Por la Proposicién 3.18, existe un abierto
W de Y tal que x; y o pertenecen a componentes diferentes de f~1(WW) y
ye W
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Sean P; y P, subcontinuos no degenerados de f _1(W), tales que 1 € P;
y Ty € Py (ver Teorema 1.9). Sea K = f(P)Uf(P,). Comoy € f(P)Nf(Ps),
K es un subcontinuo de Yy K C W. Ahora, como f es débilmente confluente,
existe un subcontinuo @ de X tal que f(Q) = K. Observemos que, como Py
y P, estéan en componentes diferentes de f~1(W), tenemos que P, NQ = ()
o P,NQ = (. Claramente, f(P) C f(Q)y f(P) C f(Q). De esta forma,
si PLNQ = 0 entonces f(Q)\ f(P1) = 0y, por el Teorema 3.11, C,,(f) no
es ligera, para ninguna n > 2. Asi, f es mondtona. De la misma forma si

P,NnQ =10. O
Notemos el siguiente simple, pero interesante, corolario.

Corolario 3.20. Sea f : X — Y wuna funcion débilmente confluente entre

continuos. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) 27 es ligera;
(2) HS,(f) es ligera, para cada n > 2;
(3) C.(f) es ligera, para cada n > 2;
(4) [ es un homeomorfismo.

Demostracion. La Proposiciéon 3.17 muestra (1) implica (2). Ademas, (2)
implica (3) es consecuencia del Teorema 3.16. También, (&) implica (4) la
da el Teorema 3.19. Finalmente, la afirmacién (4) implica (1) se sigue del

Teorema 1.57. OJ

Con el siguiente ejemplo mostramos una funcion f débilmente confluente,

tal que C(f) es ligera y f no es un homeomorfismo, luego tenemos que el
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Teorema 3.19 (ni el Corolario 3.20) no es vélido cuando n = 1. Este ejemplo

lo tomamos de [9, Ejemplo 4.5, pag.187].

Teorema 3.21. Eziste una funcion débilmente confluente f definida entre

continuos, tal que C(f) es ligera, pero f no es mondtona.

Demostracion. Sea S' = {z € C : |z| = 1}, la circunferencia unitaria en el
plano complejo C. Tomemos X3, conocido como el solenoide triddico, definido

COImo:

Z:3 = @{Snv 3024_1}7

donde S, = Sy ¢"*1(2) = 2? para cada z € S' y n € N. Ahora definamos

f X3 — X3 por:
Fzadois) = {z0)e

Notemos que, si f, : S' — S! esté definida por f,(z) = 2* para cadan € N,
entonces f estd definida de acuerdo a las condiciones del Teorema 1.15. Asi,
f es una funcién continua.

Mostremos primero que, para cualquier {y,}>2, € 33, se tiene que
lf7'{yn}c2,)] = 2. Claramente, f,(z) = 2? es suprayectiva para cada
n € N, luego f es suprayectiva, por el Teorema 1.16. Con esto, tenemos
que [ '{y.}>2,) # 0, para cualquier punto {y,}°, en ¥s.

Sean {z,}°%, v {2,}°2, puntos de f~({y,}52,) tales que 1 = z;. Probe-
mos que {x,}5°; = {2,}52,. Supongamos que para alguna k € N, z, = z.

Por la definicién de f, sabemos que:

xi = z}‘i =Yy $Z+1 = le+1 = Yk+1- (3.4)
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Con (3.4), tenemos que Txi1 = Zg11 O Tyl = —Zk41- SUPONGAMOS (UE Tgy] =

—2p41. Por otra parte, por la definiciéon de X3, tenemos que:
3 3
L1 = Tk Y Zpy1 = Zk- (3.5)

Reemplazando .1 = —zpy1 en (3.5), concluimos que zp = —z, lo que
contradice nuestra hipdtesis. Asi, xp11 = zx41 ¥y, de una manera inductiva,
tenemos que {x,}50, = {z,}22,.

Como existen exactamente dos puntos a y b en S! tales que a? = b? = v,
tenemos que |f~1({y,}22,)| < 2. Ahora, si tomamos a € S* tal que a® = ¥,
no es dificil probar que existe un tinico punto z, € S' tal que 22 = y, y
z3 = a. Asi, inductivamente, podemos encontrar un tinico punto {2, }5°, € 33
tal que 21 = ay f({z:.}°2,) = {yn}52,. De manera similar si tomamos
b € S'. Con lo anterior, concluimos que, |f~!({y,}5°,)| = 2 para cualquier
{yn}se, € X3. Si {x,}22 es tal que f({z,}22,) = {yn}22,, escribiremos
FHwatezy) = Haabiz A it -

Mostremos ahora que si {x,}°°; € X3, entonces no existe un subcontinuo
propio L de X3 tal que {{z,}>>, {—x,}:>,} C L. Supongamos que existen
{z,}52, € 35y un subcontinuo propio L de 33, tales que {x, }22, v {—z,}22,
son puntos de L. Por el Teorema 1.13, existe N € N, tal que ¢,,(L) #
S1 para todo m > N. Por nuestra suposicién, {Txi1, —Tni1} C ©ni1(L).
Notemos que ¢y1(L) es un subcontinuo de S' tal que contiene dos puntos
opuestos. De esta manera, (¢n11(L))* = St. Pero, por la definicién de ¥,
(on41(L))* = on(L) = S. Con lo que contradecimos la seleccién de N. De
esta manera, para cualquier {z,}>° , € X3, no existe un subcontinuo propio
L de 23 tal que {{z,}°%,, {—z,}>°,} C L.

Definamos h : X3 — X3 por h({z,}22,) = {—2,}°2,. Es facil demostrar
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que h es un homeomorfismo. Si A es un subcontinuo propio de 33, h(A)NA =
0, por el parrafo anterior. De esta manera, C(f)™1(33) = X3 y, si A # 33,

entonces:
C(f)7HC(f)(A) = {A,h(A)}.

Con esto concluimos que C(f) es una funcién ligera.
Finalmente, probemos que C(f) es suprayectiva (f es débilmente con-

fluente). No es dificil probar lo siguiente (ver [31, Teorema 2.3.4, pag.102]):
1. Para cualquier par de funciones [ y s, C(l o s) = C(l) o C(s).

2. Si {X,,, "1} | es una sucesién inversa, entonces:

{C(Xa), Clen e

n=1
es tambien una sucesion inversa.

3. Si X es el limite inverso de {X,,, "™} entonces C(X) es ho-

meomorfo al limite inverso de {C(X,,), C(¢n™)}>,.

Notemos que, como f,(z) = 22 es una funcién débilmente confluente, para
cualquier n € N, tenemos que C(f,) es una funcién suprayectiva, para cada
n € N. Nuevamente, usando el Teorema 1.16 y las afirmaciones enunciadas

anteriormente, tenemos que C(f) es suprayectiva, como queriamos. [

La funcién f definida en el Teorema 3.21, en realidad es una funcién tal
que C(f) es abierta, como probaremos en el siguiente capitulo. Es impor-
tante resaltar que, por el Teorema 3.19, C,(f) no es una funcién ligera, para

ninguna n > 2. Por consiguiente, 2/ no es ligera, por el Teorema 3.13.
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3.3. Ligeras sobre espacios particulares

En esta parte, estudiaremos cuando el hecho de que alguna funcién in-
ducida sea ligera implica que la funcién original sea un homeomorfismo; cam-
biando la hipotesis de ser f débilmente confluente usada en el Teorema 3.19,

por condiciones sobre los espacios.

Proposicion 3.22. Sean X un continuo arcoconexo y f : X — Y una

uncion continua. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
g
(1) C.(f) es ligera, para alguna n > 2;
(2) C(f) es ligera.

Demostracion. La afirmacion (1) implica (2), se sigue del Teorema 3.13.
Supongamos ahora que C,,(f) no es ligera, para alguna n > 2. Usando el
Teorema 3.11, existen dos subcontinuos, no degenerados y disyuntos P y )
de X tales que f(P) C f(Q). Sea a un arco entre un punto en P y otro en
@ tal que |a N P| = 1. Definamos A = aUQ y B=PUaU(Q. Claramente,
Ay B son subcontinuos de X. Como P es no degenerado, A & B. Notemos
que f(A) = f(B); luego, por el Teorema 3.4, C(f) no es ligera. 0

Con el Teorema 3.19 y la Proposicion 3.22, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.23. Sean X un continuo arcoconexo y f: X — Y una funcion

débilmente confluente. Si C(f) es ligera, entonces f es un homeomorfismo.

Observemos que, si tomamos f : [0,1] — S? definida por f(z) = >,

es facil verificar que C(f) es ligera (ver el Teorema 3.4). Claramente, f

estd definida entre continuos arcoconexos y no es un homeomorfismo.
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Definicién 3.24. Sean X un continuo y a un arco en X con puntos finales

a y b. Diremos que « es un arco libre si « \ {a,b} es un abierto en X.

Proposicién 3.25. Sea f : [0,1] — Y wna funcion continua tal que Y es
una dendrita con solamente un numero finito de puntos de ramificacion. St

C(f) es ligera, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Probemos que f es mondtona. Supongamos que existen dos
puntos diferentes a y b de [0, 1] tales que f(a) = f(b). Como f es ligera (ver
Teorema 3.7), {a} y {b} son componentes de f~'(f(a)). Supongamos que
a < b. Notemos que f([a,b]) es una subdendrita no degenerada de Y, por [37,
Corolario 10.6, pag.167].

Sea ¢ € [a,b] tal que f(c) es un punto final de f([a,b]) y f(c) # f(a).
Como Y tiene s6lo un ntumero finito de puntos de ramificacion, existe un
punto yo € Y tal que el arco de yo a f(c), que denotaremos por [3, es un arco
libre en Y tal que 8 C f([a,c]) N f([c,b]). Sea to = max{f(yo) N [a,]}.
Es facil probar que f([to,c]) = 8. Asi, [¢,b] & [to,b] vy f([c,b]) = f([z0o,b]).
De esta manera, C'(f) no es ligera, por el Teorema 3.4. Con lo que podemos

concluir que f es un homeomorfismo, por la Proposicién 3.2. ]

Teorema 3.26. Sea f: X — Y wuna funcion continua definida entre conti-
nuos, donde X es arcoconexo yY es un dendroide con solamente un niumero
finito de puntos de ramificacion. Si C(f) es ligera, entonces f es un homeo-

morfismo.

Demostracion. Usando la Proposicion 3.2 y el Teorema 3.7, es suficiente pro-
bar que f es mondtona. Supogamos que existen dos puntos diferentes a y b de

X tales que f(a) = f(b). Sea avun arco en X que contiene los puntos a y b. Por
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el Teorema 3.3, C(f)|c(a) es ligera. Es facil probar que C(f)|c) = C(fla)-
Con esto, tenemos que f|, es un homeomorfismo, por la Proposicién 3.25.
Pero esto contradice que f(a) = f(b), ya que a y b estdn en «. Asi, f es

monoétona y nuestro teorema queda probado. ]

Con el siguiente teorema presentamos una equivalencia, en relacion a las

funciones ligeras, entre las funciones inducidas 2/, HS,(f) v Cn(f).

Teorema 3.27. Sea f: X — Y wuna funcion continua definida entre conti-
nuos, donde X es arcoconexo y'Y es un dendroide con solo un niumero finito

de puntos de ramificacion. Los siguientes enunciados son equivalentes:
(1) 27 es ligera;
(2) HS,(f) es ligera, para cada n € N;
(3) C.(f) es ligera, para cada n € N;

(4) f es un homeomorfismo.

Demostracion. (1) implica (2) es consecuencia de la Proposicién 3.17. (2)
implica (3) se sigue del Teorema 3.16. Ahora, si C(f) es ligera, para alguna
k € N, entonces C(f) es ligera, por el Teorema 3.13. De esto, tenemos que,
por el Teorema 3.26, f es un homeomorfismo y concluimos que (&) implica
(4). Finalmente, el Teorema 1.57 nos da que (4 ) implica (1) y nuestra prueba

queda completa. O

A continuacién, mostraremos un resultado, donde damos una funcién
f definida de [0, 1] sobre una dendrita tal que 2/ es ligera y f no es un
homeomorfismo; es decir, la condiciéon “con solamente un numero finito de

puntos de ramificacion,” dada en la Proposicion 3.25, no puede ser quitada.
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Teorema 3.28. Existe una funcion continua f :[0,1] — X, donde X es una

dendrita, tal que 27 es ligera y f no es un homeomorfismo.

Demostracion. Sea X; = {(x,0) : —1 <z < 1}. Definamos f; : [0,1] — X,

que satisfaga las siguientes condiciones:
L fi(0) = f1(1) = (—=1,0) y f1(3) = (1,0);
2. f1|[0,%} y f1|[%71} son homeomorfismos.

Tomemos ahora, Xo = X7 U Ji1, donde J1; = {(0,y) : —5 <y < %}7 es decir,

1
2
J11 es un arco donde su punto medio divide en dos partes iguales el arco X;

y la medida de J;; es la mitad de la medida del arco X;. Notemos que X,

tiene cuatro arcos libres maximales. Dividamos [0, 1] en ocho partes iguales;

es decir, {[é, %] :1 € 40,1,...,7}}, y definamos una funcién suprayectiva

f2:]0,1] = X5 tal que:

L. f2(0) = f2(1> = (_17()) y f2(%) = (170)

2. f2|[§- ji#17 es un homeomorfismo de [£, “£1] sobre algtn arco libre ma-
ximal de X5, para cualquier i € {0, 1,...,7}; hacemos esto en sentido

contrario a las manecillas del reloj.

La Figura 3.4 puede aclarar la definicién de fs.

X2 f2(3)

f2 f2(1) F20D [\ £2(3)
o s e e e S S f2(3)
o 1 1 3 1 5 3 7 1 2
s 48 2 s s RO @\

f2(3)

Figura 3.4
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Es importante resaltar que si f»(t) es un punto final de Xy diferente de
(—1,0), entonces fy *(f2(t)) = {t}.

Hagamos un paso méas. Sea X3 = Xy U (Jog U Jog U Joz U Joy), donde
Jo; es un arco, el cual su punto medio divide en dos partes iguales algin
arco libre maximal de X5 y la medida de Jy; es la mitad de la medida del
arco libre maximal que intersecta, para cada i € {1,2,3,4}. La dendrita
X3 tiene dieciséis arcos libres maximales. Dividiendo [0, 1] en treinta y dos

i+1

partes iguales; es decir, {[55,55] : 7 € {0,1,...,31}}, definimos una funcién

suprayectiva f3 : [0,1] — X3 tal que:

1. fs(2) = f2(3) para cada i € {0,1, ..., 8};

2. i it1y €S un homeomorfismo de [, &L] sobre un arco libre maximal
(35 327 32
3 2

de X3, para cada i € {0,1,...,31}. Hacemos esto en sentido contrario a

las manecillas del reloj (ver Figura 3.5).

X3 £3(3)

f2(1) %%
H+++— -+t f3 4\ /T\\fS(%)
oV {% Vo
f3(%)
Figura 3.5

Continuando inductivamente, supongamos que tenemos definida una den-
drita X,,_; y una funcién continua y suprayectiva f,_; : [0,1] — X,,_, tales

que X,,_; tiene 472 arcos libres maximales y f,_ 1| i+l _j €S un homeo-
2(4n 2) 2(4n— 2)
_ a1l
b 2(477, 2

cada i € {0,1,...,2(4"2?) — 1}. Sea X,, = X, 1 U{Jp1; : 1 < i < 4772}

morfismo de [5rm=sy 4n 2) | sobre algun arco libre maximal de X,,_;, para
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donde J,_;, es un arco que intersecta en el punto medio a algin arco libre
maximal de X,,_;, en su punto medio y J,_;; mide la mitad de la medida
del arco libre que intersecta, para cada i =€ {1,2, ...,4""2?}. Dividamos [0, 1]
en 2(4"~1) partes iguales; es decir, {[m, 2(f1+11] 0<i<24m ) -1}y

definamos una funcién suprayectiva f,, : [0, 1] — X, tal que:

L falgmsy) = fao1(zi=y), para cada i € {0, 1,...,2(4" ) };

2. i es un homeomorfismo de [—+—. =4t sobre algiin
In |[2(4n ok 2(4:11)] [2(4n—1)7 2(47171)] g

arco libre maximal de X,,, para cada i € {0,1, ...,2(4""!)—1}; hacemos

esto en sentido contrario a las manecillas del reloj.

Es importante resaltar que, para cualquier intervalo [ T ﬁ—}l] donde 7 €

{0,1,...,4""1 — 1}, existe un punto ¢ € [;=r, 2] tal que f,(¢) es un punto

final de X,,. De esta manera, f,'(f,(t)) = {t}. Por otra parte, si fx(t) es un

punto final de Xy, entonces f,,(t) = fx(t) para todo m > k 'y f,.(t) es un
punto final de X,,.

Sea X = lim{X,,, ¢"**}, donde ¢"_, : X,, — X,,_; esta definida por:

xr, sixé¢ Jo_1;
n-1(2) = ]
Di, S1x € Jy_ 1.

Donde {p;} = Jn-1: N X,,—1. Recuerde que X,, = X,y U{Jp—1; : 1 <i <

4m=2} Con la siguiente figura mostramos cémo estd definida ¢3.
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X3 X2

J3
Ehal ¢ -
] N
J1

Figura 3.6

Como ¢! es monétona y X, es hereditariamente unicoherente, para ca-
dan € N, X es una dendrita, por el Teorema 1.14. Sea I = lim{[0, 1],,, 0"},
donde [0, 1], = [0,1] y ™" :[0,1] — [0,1] es definida tal que ¢7*' o f, 41 =

n+1

fTL ngn it

n~ €s monotona, para

, para cada n € N. Es facil verificar que ¢
cada n € N. Asi, I es localmente conexo, por el Teorema 1.14. Es conocido
que el tnico continuo localmente conexo que es limite inverso de arcos es el
arco. De esta manera, I es homeomorfo a [0, 1].

Sea f : I — X definida por f({t,}>2,) = {fu(tn)}32,. La funcién f es
suprayectiva y continua, por el Teorema 1.15 y la Proposicion 1.16. Clara-
mente, f no es un homeomorfismo.

Afirmacidn. El conjunto {t € I : f7'(f(t)) = {t}} es denso en I. (%)

Sea U un abierto de I. Entonces existe un entero positivo n tal que

(51, 2] C U para algtn i € {0,1,...,4""' — 1}. De esta manera, exis-

te un punto t € (o7, 25| tal que fiy(t) = fu(t) y fe(t) es un punto final
de X}, para cada k > n. Ademas, f, '(fi(t)) = {t} para todo k > n. Asi,
F7YH(f(#)) = {t} vy la prueba de la Afirmacién (x) queda completa.
Finalmente, mostremos que 2/ es ligera. Sean A y B puntos de 2! tales
que A & B y cada componente de B intersecta a A. Es facil probar que
existe un abierto U de I tal que U C B\ A. Por la Afirmacién (x), existe
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un t € U tal que f~1(f(t)) = {t}. De esta manera, f(t) € f(B)\ f(A). Asf,
f(A) ¢ f(B) y 2/ es ligera, por el Teorema 3.6. [l

Observacién 3.29. Es importante resaltar que la funcion f definida en el
Ejemplo 3.28, es una funcion continua tal que f no es débilmente confluente,

C,(f) es ligera para cualquier entero positivo n y f no es un homeomorfismo.

3.4. Funciones simples

Las funciones simples fueron definidas en [2, pdg.84].

Definicién 3.30. Una funcién continua f : X — Y definida entre continuos

se dice simple, si |f~!(y)| < 2, para cualquier y € Y.

Es importante resaltar que cualquier funcién simple es ligera. La funcion
f, definida en el Teorema 3.21, es simple, donde ademas, C'(f) es simple (por
tanto ligera), pero, Cy,(f) no es ligera, para ninguna n > 2. Notemos ademas
que, la funcién definida en el Teorema 3.15, tiene la caracteristica de que
|f~X(y)| < 3 para cualquier y € Y. Luego es natural preguntarse lo siguiente:
. Existe una funcién simple f, tal que C,,(f) sea ligera, para cualquier entero
positivo n, tal que 2/ no sea ligera?

El siguiente teorema da respuesta negativa a esta pregunta.

Teorema 3.31. Sea f: X — Y wuna funcion simple. Las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:
(1) 27 es ligera;

(2) C.(f) es ligera para cada n > 2;
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(3) HS,(f) es ligera para cada n > 2.

Demostracion. Notemos que, por los Teoremas 3.7 y 3.16, es suficiente de-
mostrar que (2) implica (1). Supongamos que 2/ no es ligera. Entonces exis-
ten dos puntos A y B de 2X tales que A & B, cada componente de B
intersecta a Ay f(A) = f(B) (ver Teorema 3.6).

Sea By una componente de B tal que By \ A # (. Por el Teorema 1.9,
existe un subcontinuo no degenerado D de By \ A. Como f es simple, f
es ligera y f(D) es un subcontinuo no degenerado de Y. Observemos que,
como f(A) = f(B)y f(D) C f(B), tenemos que f(D) C f(A). Sea E =
7Y f(D)) N A. Claramente, f(E) = f(D).

Probemos ahora que E es conexo. Supongamos que E no es conexo. En-
tonces E = Fy U F,, donde F1 N Fy, = () y Fy v F, son cerrados en E (por
tanto cerrados en X). De esta manera, f(D) = f(Fy) U f(F,). Como f(D)
es conexo, existen xy € Fy y xo € F, tales que f(x1) = f(z2). Pero, como
f es simple, x; € D o 25 € D. Esto contradice que AN D = (). Luego E es
CONexo.

Finalmente, £/ y D son subcontinuos no degenerados tales que END = )
y f(E) C f(D). Asi, por el Teorema 3.11, C,,(f) no es ligera para ninguna

n > 2, de esta manera completamos nuestra prueba. O

El siguiente corolario es una consecuencia de la Proposicion 3.22 y los

Teoremas 3.16 y 3.31.

Corolario 3.32. Sea f : X — Y una funcion simple definida entre continuos

arcoconezos. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) 27 es ligera;
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(2) C.(f) es ligera para cada n € N;

(3) HS,(f) es ligera para cada n € N.

3.5. Resultados adicionales

En esta seccién, presentaremos algunos teoremas en relacion con los con-
tinuos indescomponibles y hereditariamente indescomponibles, asi como re-
sultados que nos dan informacién de cuando la funcién inducida C'(C(f)) es
ligera. Ademaés, mostraremos algunas preguntas relacionadas al tema abor-

dado en este capitulo.

Proposicion 3.33. Sea f : X — Y wuna funcion continua y suprayectiva
definida entre continuos, donde Y es un continuo indescomponible. Si C(f)

es ligera, entonces X es indescomponible.

Demostracion. Supongamos que existen dos subcontinuos propios A y B de
X tales que X = AU B. Claramente, ¥ = f(A) U f(B). Pero, como Y
es indescomponible, Y = f(A) o Y = f(B). Supongamos que Y = f(A).
Notemos que A & X y f(A) = f(X). Asi, C(f) no es ligera, por el Teorema

3.4. De la misma manera si Y = f(B). 0

La prueba de la siguiente proposicion, es similar a la demostracion dada

para la Proposicion 3.33.

Proposicion 3.34. Sea f : X — Y wuna funcion continua definida entre con-
tinuos, donde Y es un continuo hereditariamente indescomponible. Si C(f)

es ligera, entonces X es hereditariamente indescomponible.
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Demostracion. Sea Z un subcontinuo de X y supongamos que Z = A U
B, donde A y B son subcontinuos propios de Z. Claramente, f(Z) es un
subcontinuo de Y y f(Z) = f(A)U f(B). Como Y es hereditariamente in-
descomponible, f(Z) = f(A) o f(Z) = f(B). Sin pérdida de generalidad,
supongamos que f(Z) = f(A). Asi, A G Zy f(A) = f(Z). Luego C(f) no

es ligera, por el Teorema 3.4. O

La prueba del siguiente lema fue tomada de [20, (6.1) pag.245].

Lema 3.35. Sea f : X — Y wuna funcion confluente entre continuos. En-

tonces:

(1) Si a es un arco de 2¥ y 3 es una componente de (27)7*(a), entonces

2/(8) = a.

(2) Si a es un arco de C(Y) y 8 es una componente de (C(f))"1(a), en-
tonces C(f)(B) = a.

Demostracion. Probemos (1) y de la misma forma se puede demostrar (2).
Sean « un arco en 2¥ y 3 una componente de (2/)7(a). Sea p : [0,1] — «
un homeomorfismo. Supongamos que p(0) € 2/(3). Probemos que p(1) €
2/(3). Supongamos que p(1) ¢ 2/(3). Luego, por el Teorema 1.8, existen
dos cerrados disyuntos X; y X, de X tales que (2/)7'(a) = X; U X, donde
BC X1y (27)71(p(1)) C Xy. Definamos:

to = sup{t € [0,1] : p(t) € 2/(X1)}.

Claramente, ty < 1y, como X; es compacto, existe un punto K de X tal

que 2/(K) = p(ty). Ahora, tomemos:

M = U{C : C' es componente de f~(p(ty)) y CN K # (}.
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Notemos que existe un arco de orden de K a M (ver Teorema 1.28). Luego,

M € X,. Para cada t € [to, 1], definamos:
M, = U{D : D es una componente de f~'(Up([to,1])) y DN M # (}.

Como f es confluente, la imagen de cada componente de M; va de manera
suprayectiva en una componente de Up([to,t]). Sea {t,,}°, una sucesién en
[to, 1] tal que ,, > tp41 y Uim, oo t, = to. Tomemos K,, = f~'(p(t,)) N M,,.
De nuevo como f es confluente, f(K,) = p(t.). Asi, K, € (2)71(p(t,)).
Ademsds, observemos que cada componente de M; intersecta a K, por el
Lema 1.33. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que lim,,_., K,, =
Ky para algin K,y € 2X. Pero, Ky C N%_,M; = M y cada componente de
M intersecta a K. De esta forma, existe un arco de orden de Ky a M, luego
Ky € Xy. Por otra parte, K,, € X, para cada n € N. Pero esto contradice
que X; y Xy son cerrados disyuntos. Asi, p(1) € 2/(3).

Finalmente, si p(0) ¢ 2/(3) un argumento similar al parrafo anterior, nos

da una contradiccién. Luego p(0) € 2/(8) y p(1) € 2/(8). Asi, 2/(8) =a. O

Con el siguiente teorema mostramos una relacién con respecto a la funcién

inducida C(C(f)).

Teorema 3.36. Sea f : X — Y wuna funcion confluente. Si C(C(f)) es

ligera, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Como f es confluente, f es débilmente confluente. Luego, es
suficiente probar que Cy(f) es ligera para alguna k > 2, por el Teorema 3.19.
Sean Ay y B subcontinuos no degenerados tales que Ag N B = (). Supon-

gamos que f(Ag) C f(B). Notemos que C(f) es ligera, por el Teorema 3.7.
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Luego, por el Teorema 1.9, existe un subcontinuo no degenerado A de X tal
que A G Ay y f(A) & f(B). Sea D la componente de f~(f(B)) tal que
A C D. Como f es confluente, f(D) = f(B). Observemos que si DN B # (),
como D es una componente, entonces B & D. Pero esto contradice que C(f)
es ligera, por el Teorema 3.4. Asi, DN B = ().

Sea y un arco de orden en C'(X) de A a D. Como f es ligera (ver Teorema
3.7), es facil ver que A = C(f)(7y) es también un arco (de orden) en C(Y). Sea
¢ la componente de (C(f))~Y(\) tal que B € ¢. Por el Lema 3.35, C(f)(y) =
C(f)(C€). Con lo que si v & ¢, contradecimos que C(C(f)) es ligera, por
el Teorema 3.4. Luego, supongamos que v N ¢ = . Notemos que C(X) es
arcoconexo, 7 y ¢ son subcontinuos no degenerados de C(X) y C(C(f))(y) =
C(C(f))(C). Con esto concluimos que C(C(f)) no es ligera, por el Teorema
3.11 y la Proposicién 3.22.

Ast, f(A)\ f(B) # 0y como f(A) C f(Ao), f(Ao)\ f(B) # 0. Por lo
tanto, Ci(f) es ligera, para cada k > 2, por el Teorema 3.11. O]

Corolario 3.37. Sea f : X — Y una funcion continua, donde Y es heredi-
tariamente indescomponible. Si C(C(f)) es ligera, entonces f es un homeo-

morfismo.

Demostracion. Notemos que f es confluente, por [34, (6.11) pdg.53|. Asi,

usando el Teorema 3.36, la prueba queda completa. ]

Observacién 3.38. Si tomamos [ : [0,1] — S! definida por f(z) = €*™=.
Es facil ver que C(f)|c(x)\{{o},{133 es una biyeccién. Con esto, no es dificil
probar que si A y B son subcontinuos de C'(X) tal que A & B, entonces
C(f)(A) & C(f)(B). Con lo que tenemos un ejemplo de una funcién f, tal
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que C(C(f)) es ligera, pero f no es débilmente confluente. Asi, f no es un

homeomorfismo.

3.6. Preguntas

A continuacién presentamos algunas preguntas que surgieron en el de-
sarrollo de los resultados obtenidos en este capitulo. Empecemos con una

pregunta general.

1. ;Dada una funciéon continua definida entre continuos f : X — Y,
qué condicion o condiciones, sobre los espacios X oY, o sobre la funcion
f, son necesarias para que siempre que la funcién inducida C(f) sea

ligera (o C,(f), o 2/), implique que f sea un homeomorfismo?

El Teorema 3.21, muestra una funcién continua f definida entre continuos
indescomponibles tal que C(f) es ligera y ni C,(f) ni 2/ son ligeras para
ninguna n > 2. Ademads, f no es un homeomorfismo. Con lo que aparecen

las siguientes preguntas:

2. jExiste una funcién continua entre continuos indescomponibles f tal

que C,(f) sea ligera paran > 2y f no sea un homeomorfismo?

3. ;Sea f: X — Y una funcién continua entre continuos hereditariamente
indescomponibles. Si C(f) el ligera (o C,,(f), o 2/), entonces es f un

homeomorfismo?

Del comentario que aparece en el parrafo que sigue el Corolario 3.37, nos

preguntamos lo siguiente:
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4. iSea f : X — Y una funcién débilmente confluente definida entre

continuos. Si C(C(f)) es ligera, entonces es f un homeomorfismo?
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Capitulo 4

Funciones Abiertas

Desde principios del siglo XX, existen resultados muy importantes en
topologia donde las funciones abiertas estan involucradas. La definicién de
funcién abierta surge naturalmente de la nocién de continuidad. Recordemos
que una funcién continua f : X — Y definida entre espacios topoldgicos
es llamada abierta, si f(U) es un abierto para cualquier abierto U en X. De
esta forma, las funciones abiertas han sido de gran interés para investigadores
de las matemaéticas y son estudiadas en cualquier curso basico de topologia

general.

En este capitulo, estudiaremos condiciones para que una de las funciones
inducidas 2/, C,,(f) o HS,(f), sea abierta. Ademds, estudiaremos las rela-
ciones entre estas funciones inducidas como lo hemos venido haciendo en el
desarrollo de este trabajo.

Este capitulo lo dividimos en cuatro secciones: En la Seccién 4.1 mostramos
resultados que involucran relaciones entre las funciones inducidas de acuerdo

con el problema que estamos estudiando. La Seccién 4.2 muestra algunos

95
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resultados interesantes cuando la funcién esta definida entre continuos local-
mente conexos. Las funciones semiabiertas las estudiamos en la Seccién 4.3.
Finalmente, en la Seccién 4.4 mostramos una familia de A-dendroides que
cumplen la propiedad que si la funcién f es definida de un elemento de esta
familia y es tal que la funcién inducida C(f) es abierta, entonces f es un

homeomorfismo.

4.1. Relaciones generales

El primer teorema que presentamos, es atribuido a Samuel Eilenberg y lo

usaremos frecuentemente en el desarrollo del presente capitulo.

Teorema 4.1. Sea f : X — Y una funcion continua entre espacios métricos.
Entonces [ es abierta si y solo si lim, .o [~ y,) = f~y), para cualquier

sucesion {yn}>2, en'Y tal que lim, o y, = ¥.

Demostracion. Supongamos que f es abierta. Sea {y,}°°; una sucesién en
Y tal que lim, .. ¥, = vy, para algin y € Y. Por la continuidad de f, tene-
mos que limsup f~!(y,) C f~(y). Luego, es suficiente probar que f~!(y) C
lim inf f~'(y,) (ver Observacién 1.39).

Sean ¥ € f~1(y) y U un abierto en X tal que x € U. Como f es abierta,
f(U) es un abierto en Y, donde claramente, y € f(U). Como lim,, . y, = ¥,
existe un ny € N, tal que y,, € f(U) para cualquier n > ng. Asf, f~1(y,)NU #
() para cualquier n > ng. De esta manera, z € liminf f~1(y,) y f~(y) C
lim inf f~*(y,). Con esto tenemos que lim, .. f*(y,) = f~1(y).

Ahora, supongamos que f no es abierta. Sea U un abierto en X, tal que

f(U) no es abierto en Y. Sea y € f(U) tal que para cualquier > 0, tenemos
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que B(y,r)N(Y'\ f(U)) # 0. De esto, existe una sucesion {y, }>2; en Y'\ f(U),

tal que lim,, o y, = y. Sea = € U tal que f(z) = y. Claramente:

z € [ (y) \ Hminf £~ (y,).
Con lo que nuestra prueba queda completa. O

El siguiente teorema es otra caracterizacién de las funciones abiertas, la

cual, se sigue facilmente del Teorema 4.1.

Teorema 4.2. Sea [ : X — Y wuna funcion continua entre continuos. En-
tonces f es abierta si y solo si para cualquier sucesion {y,}>2, en'Y tal que
lim,, oo Y = ¥, para algin punto y € Y, y para cualquier punto v € f~1(y),
existe una sucesion {x,}5°, en X tal que lim, . x, =z y f(z,) = yn para

cada n € N.

Demostracion. Supongamos primero que f es abierta. Sean {y,}>°; una
sucesién en Y y y en Y, tales que lim, .oy, = 3. Sea z € f~!(y). Usan-

do el Teorema 4.1, tenemos que:

m [~ (y) = [ ().

Sea {U,,}°_, una sucesion de abiertos en X tal que x € Uy, Uy C Uy,
para cadam € N,y (>_, U, = {z}. Como z € liminf f~!(y,), tenemos que
para cada m € N, existe k,, € N tal que U,, N f~1(y,) # 0 para cualquier
n > ky,. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que k; < k;, siempre

que j < l. Definamos la sucesién {z,}>°; en X tal que:
(1) @0 € f7H(yn) sin < ky;

(2) xp € fHyn) NUp, sk <1< kg
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Claramente, lim,, ., z, = x y f(z,) = y, para cualquier n € N.

La implicacién inversa es una consecuencia facil del Teorema 4.1. O

Definicién 4.3. Una funcién f : X — Y definida entre espacios topologicos,
es llamada interior en un punto p en X, si para cualquier abierto U de X tal

que p € U, se tiene que f(p) € Inty(f(U)).

Teorema 4.4. Sea f: X — Y una funcion continua. Entonces f es abierta

sty solo si f es interior en todo punto de X.

Demostracion. Por definicion, facilmente se sigue que toda funcién abierta es
interior en cada uno de los puntos de X. Luego supongamos que f es interior
en todos los puntos de X y probemos que f es abierta. Sea U un abierto de
X y probemos que f(U) es abierto de Y. Sea y € f(U) y tomemos x € U
tal que f(z) = y. Como f es interior en z, y € Inty(f(U)). Como y fue un
punto arbitrario, f(U) = Inty(f(U)) y f es una funcién abierta. 0

La prueba del siguiente teorema la tomamos de [20, (4.3) pdg.243].

Teorema 4.5. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre continuos. En-

tonces f es abierta si y sélo si 2/ es abierta.

Demostracion. Supongamos primero que f es abierta. Sea { B, }°° ; una suce-
sién en 2 tal que lim,,_.o B, = B, para algin B € 2¥. Como 2/ es continua,
tenemos que:

lim sup(2/)~*(B,) c (2/)"4(B).
Luego, probemos que (27)7}(B) C liminf(2/)~*(B,). Sean A € (2/)71(B)
y Uy, Us,...,U,_1 y U, abiertos en X tales que A € (Uy,Us,...,U,). Ahora,

como X es un continuo, existen abiertos Vi, V5,...,V,, en X tales que A €
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(V1,Va, .. Vi) v Clx(V;) C U;, para cada i € {1,2,...,n}. Como f es abierta,
(f(V1), f(Va), ..., f(V4)) es un abierto en 2V y B € (f(V1), f(Va), ..., f(V2)).
Ademas, existe ng € N tal que B,, € (f(V4), f(Va), ..., f(V},)) para cualquiera
n > ng. Definamos A, = f~'(B,) N (UL,Cix(V;)). Es sencillo ver que
A, € 2H7YB,) N (Uy,Us,...,U,). De esta forma A € liminf(2/)"*(B,).
Asf, (21)7"YB) = lim,,o(2/)71(B,) y 2/ es abierta, por el Teorema 4.1.
Supongamos ahora que 2/ es abierta. Sean U un abierto en X y = € U.
Claramente, (U) es abierto en 2% y {z} € (U). Como 2/ es abierta, 2/ ((U))
es abierto. Ademas, notemos que 27 ((U)) = (f(U)) v {f(z)} € (f(U)). Asi,
f(z) € Inty (f(U)). Como zx fue un punto arbitrario, f(U) es abierto en Y y

f es una funcién abierta. ]

El mismo argumento mostrado en la segunda parte de la prueba del Teo-

rema 4.5, nos permite demostrar la siguiente proposicién.

Proposicion 4.6. Sean f: X — Y wuna funcion continua entre continuos y

n € N. §i C,(f) es abierta, entonces f es abierta.

El siguiente ejemplo muestra que el inverso de la Proposicién 4.6 no es

cierto.

Ejemplo 4.7. Sea f : [—1,1] — [0,1] definida por f(x) = |z|. Observe-
mos que [ es una funcion abierta. Tomemos Uy = [—1,—%),Us = (—3,3) ¥
Us = (%, 1]. Notemos que [0,1] € C(f)((U1,Us, Us)1) pero, para cualquier 6,
con 0 <8 < %, podemos tomar [$,1] € C([0,1]).

Claramente, H([0,1],[3,1]) < & y no existe un punto en D €

(U1, Us, Us)1 N C([0,1]) tal que f(D) = [$,1]. Asi, [0,1] no es un punto in-
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terior de C(f)((Uy,Us,Us)1) y C(f) no es abierta. Usando un argumento

similar, es facil mostrar que C,(f) no es abierta, para ninguna n € N.
En relacién a la funcién inducida HS,,(f) tenemos lo siguiente:

Proposicion 4.8. Sean f: X — Y wuna funcion continua entre continuos y

n € N. Si HS,(f) es abierta, entonces f es ligera.

Demostracion. Supongamos que existe un continuo no degenerado A de X,
tal que f(A) € F1(Y). Es decir; existe A € C,,(X)\ F,.(X) tal que C,,(f)(A) €
F,(Y') (ver Proposicién 3.1).

Sean { Dy 122, v {Ek}32, sucesiones en C,(Y) \ F,,(Y), tales que:

donde d y e son dos puntos diferentes de Y. Definamos la sucesién { Ly},

en C,(Y) por:
L — D41)/2, sik es impar;
Ey2, si k es par.

Notemos que {L;}32; es una sucesién divergente en C,,(Y) tal que {Lx}32, N
F,(Y) = 0. Observemos que, {qj(Lg)}?2, es una sucesién convergente en
HS,(Y) a Fy.

Como HS,(f) es una funcién abierta 'y HS, (f)(¢%(A)) = Fy (ver Defini-
cién 1.52), tenemos que ¢%(A) € iminf(HS,(f)) " (¢%(L)), por el Teorema

4.1. Asi, podemos definir una sucesion {xx 32, en HS,(X) \ {F¥%} tal que:
1. limg oo Xn = % (A);

2. Para cada k € N, yor_1 € (HS,(f)) " (¢}(L,,)) para algiin m impar y
Xor € (HSu(f))~" (¢ (L1)) para algiin | par.
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Como {xx}32, N{FE} =0y ¢%

servacién 1.21), tenemos que {(q%) ™ (xx)}52, es una sucesién en C,,(X) con-

Co(X)\Fn(x) € un homeomorfismo (ver Ob-

vergente a A. Por continuidad de C,(f), tenemos que:

lim C,(f)((g%) " () = Cu(f)(A).

k—o0

Notemos que, por la construccién de {xx}72,, podemos decir que:

HC () (%) ) ez N Dk} = 00 y
{C () (%)™ O 1oz NH{E KL | = o0

Pero esto contradice la convergencia de {C,(f)((¢%) ' (xx))}32,. Con esto
concluimos que no existe un punto A € C,(X) \ F,,(X) tal que C,(f)(A) €

F.(Y). Asi, f es ligera, por la Proposicién 3.1. OJ

Una prueba de la siguiente proposicién puede ser consultada en [12, Coro-

lario 19, pag.73].

Proposicién 4.9. Sea Y un continuo. Si f : [0,1] x Y — [0,1] es la pro-
yeccion natural; es decir, f(t,y) =t para cada (t,y) € [0,1] X Y, entonces

C(f) es una funcion abierta.

Observacién 4.10. Notemos que si Y es un continuo no degenerado, en-
tonces la funcién proyecciéon f : [0,1] x Y — [0, 1] es una funcién continua
entre continuos tal que C'(f) es abierta, por la Proposicién 4.9. Pero, observe-
mos que f no es una funcion ligera. De esta forma, HS(f) no es abierta, por
la Proposiciéon 4.8. Asi, existe una funcién continua f definida entre continuos

tal que C(f) es abierta y HS(f) no es una funcién abierta.

Tenemos la siguiente pregunta:
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Pregunta 4.11. Sean Y un continuo y n > 2. s5i f :[0,1] x Y — [0,1] es

la proyeccion natural, entonces es C,(f) abierta?

Notemos que si la respuesta de la Pregunta 4.11 es afirmativa, entonces,
por la Observacion 4.10, tendriamos una funcién continua f definida entre
continuos tal que C,(f) es abierta y HS,(f) no es una funcién abierta, para

ninguna n € N.

Proposicion 4.12. Sean f : X — Y wuna funcion ligera entre continuos y

n € N. Si C,(f) es abierta, entonces HS,(f) es abierta.

Demostracion. Sea U un abierto de HS,(X). Consideremos los siguientes

Casos:

L. UN{Fg} = 0. Como f es ligera y las restricciones ¢%|c, (x)\m.(x) ¥
@ |, (v)\F(v) son homeomorfismos, tenemos que HS,(f)U) vy
Co(£)((¢%)~*(U)) son homeomorfos. Asi, como C,(f) es una funcién

abierta, tenemos que HS,(f)(U) es un conjunto abierto en HS,(Y).

2. F% € U. Notemos que, (¢% )~ (U) es un abierto de C,(X) que contiene a
F,(X). Como C,,(f) es abierta, C,,(f)((¢%)"'(U)) es abierto de C,,(Y).
Ademds, F,(Y) C Co(f)((¢%) ™ U)). De donde C(f)((q%) " (U)) es
un abierto saturado; es decir, es unién de elementos de la descomposi-
cién. Por tanto, ¢§(Cy(f)((¢%)~'(U))) es abierto de HS,(Y). De esta

manera, por la Definicion 1.52, tenemos que:

HS,(£)U) = gy (Ca(H)((qx) " WU))).

Con esto concluimos que H S, (f)(U) es un conjunto abierto en HS,(Y).
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Por lo anterior, H.S,(f) es una funcién abierta y nuestra prueba queda com-

pleta. 0]

El siguiente resultado muestra una funcién f tal que HS(f) es abierta (ver
[15, Ejemplo 3, pag.3730]). Se puede pensar que el ejemplo que mostramos
en el siguiente teorema es muy elaborado, sin embargo como veremos en el
desarrollo del presente capitulo, encontrar una funcién continua f tal que

HS(f) sea abierta y f no sea un homeomorfismo, no es una tarea fécil.

Teorema 4.13. Existe una funcion continua f entre continuos tal que HS(f)

es abierta y f mo es un homeomorfismo.

Demostracion. Sea f la funcién continua de, y sobre, el solenoide triadico Y,
definida en el Teorema 3.21. Recordemos que si f, : S! — S* estd definida

por f,(z) = 2? para cualquiera n € N, entonces f : ¥3 — Y3 se define por:

fHzntoZr) = {fulzn) ol

Probemos que C(f) es interior en todo punto de C'(X3) y, por el Teorema
4.4, tendremos que C(f) es abierta.

Denotemos por ¢, a m,ls,, donde m, : [[), St — S' es la n-ésima
proyeccién. Sea P € (C(X3) tal que P # Y3. Como P es un subcontinuo
propio de Y3, existe n € N tal que ¢,,_1(P) es un subcontinuo propio de S*,
por el Teorema 1.13. De esta forma, ¢, (P) es un arco de longitud menor a
%’r. Sea U,, un arco abierto en S* tal que ¢, (P) C U, y la longitud de U, es
menor que 2?” Entonces ¢, !(U,,) es un abierto de X3 que contiene a P.

Afirmacién. La funcion C(f)| -1, ¢n' (Un) = C(f) (0, (Un)) es un

homeomorfismo.
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Sean A y B puntos en ¢, '(U,) tales que C(f)(A) = C(f)(B). Recorde-
mos que, en el Teorema 3.21, probamos que C(f) es una funcién ligera, en
particular, que C(f) es una funcién simple y C'(f) " (C(f)(A4)) = {A, h(A)},
donde h : ¥3 — X3 es el homeomorfismo definido por h({z,}32,) =
{—x,}2,, para cada {x,}5>, € 3. Supongamos que B = h(A). Entonces
on(h(A)) v pn(A) estan en U,. Pero esto contradice que la longitud de U,
es menor a 2°. Por lo tanto, A= By C(f)lp=1(v,) s inyectiva. Claramente,

C(f)

biyeccién. Ademas, es sencillo verificar que es una funcién cerrada, de esta

ol ¢ P (Un) = C(f)(p,"(Un)) es suprayectiva. Por tanto, es una

manera, es un homeomorfismo.

Ahora, es facil ver que C(f)(¢;'(Un)) = ¢, (fn(Uy,)). Como f, es una
funcién abierta, C'(f)(¢,;1(U,)) es un conjunto abierto de 3. Claramente,
C(N)(P) € C(f) e, (Uy)). Como U~ {¢, (V)| Vi es un abierto de S'} for-
ma una base de X3, por [31, Proposicién 2.1.9, pag.72], podemos concluir que
C(f) es interior en cualquier punto A € C'(X3) \ {23}

Probemos que C(f) es interior en ¥3. Definamos V, = C(¢,) *(S!),
para cada n € N. Notemos que {V,}>°, es una base local de vecindades
(cerradas) de 33 en C'(X3). Luego, es suficiente probar que V,, 11 C C(f)(V,,).
Sea A€V, 1 ysea B e (C(X3) tal que f(B) = A. Como:

Jrr1(Pns1(B)) = @ny1(f(B)) = ©ns1(A4) = Sl> (4.1)

sabemos que ¢, 11(B) es un arco de longitud mayor o igual a 7, 0, p,.1(B) =
S1. En cualquier caso ¢,(B) =Sy BeV,. Asi, A€ C(f)(V,) y C(f) es
interior en todo punto de C'(X3).

La funcién f es ligera y C(f) es abierta. Asi, por la Proposicién 4.12,

HS(f) es abierta como querfamos. 0
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Con la siguiente proposicién mostramos que para que HS,(f) sea abierta,

para alguna n > 3, f tiene que ser un homeomorfismo.

Proposicion 4.14. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos

yn > 3.5 HS,(f) es abierta, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Como HS,(f) es abierta, HS,(f) es confluente. Asi, f es
monotona, por el Teorema 2.33. Por otra parte, f es ligera, por el Teorema
4.21. Como toda funcién monétona y ligera entre continuos es un homeomor-

fismo (ver Proposicién 3.2), nuestra prueba queda completa. O

Pregunta 4.15. ;FExiste una funcion continua entre continuos f : X —'Y

tal que C,(f) sea abierta, para algunan > 3, y f no sea un homeomorfismo?

Corolario 4.16. Sean f : X — Y una funcion continua entre continuos y

n > 3. Si HS,(f) es abierta, entonces f y C,(f) son abiertas.

El siguiente lema, lo usaremos para probar que siempre que H.S,(f) sea

abierta, para n € {1,2}, tenemos que f es también una funcién abierta.

Lema 4.17. Sean f : X — Y wuna funcion ligera definida entre continuos y
U un abierto en X. Siq € f(U) tal que g ¢ Inty(f(U)), entonces existen una
sucesion {z,}22, C Y\ f(U) tal que lim,,_ 2, = q y, para cada n € N, un
subcontinuo E, tal que z, € E, ylim, . E, = Ey, para algin subcontinuo
no degenerado Ey de f(U). Ademds, si f es confluente, entonces existe un

subcontinuo D de U tal que f(D) = Ej.

Demostracion. Sean U un abierto en X y p € U tal que f(p) = ¢, donde

q ¢ Inty(f(U)). Por el Teorema 1.9, existe un subcontinuo no degenerado A
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de X tal que p € A C U. Como f es ligera, f(A) no es degenerado. Notemos

que q € f(A).

Sea {y,}>2, una sucesién en Y \ f(U) tal que lim, . y, = ¢. Tomemos
ahora m € Ny B,,, la componente de Cly (By(yn, %)) tal que v, € By, Por
[37, Teorema 5.4, pag.73], % < diam(Bym) < % para cualquier n € N.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que lim, ..o Bn,m, = B

para algun subcontinuo B,, de Y. Observemos que q € B,, y:

L < didm(B,,) < 2 para cada m € N. (4.2)

Observemos que, como g € f(A) N By, f(A) N B, # 0 para todo m € N.

Consideremos dos casos:

(1) Existe un k € N tal que B,,, C f(U) para cada m > k. Sea mg > k. De
esta manera, { B, 22, es una sucesién en C(Y) tal que y, € Bum,
para cada n € N, y lim,, .o B, = B, donde B,,, es un subcontinuo

no degenerado de f(U) (ver (4.2)).

(2) Existe una subsucesion {B,, }?2, de {B,,}_, tal que B, N (Y \
f(U)) # 0 para cada k € N. Sea 2z € B, N (Y \ f(U)) para ca-
da k € N. Es importante resaltar que didm(B,,, ) < m% para ca-
da k € N (4.2). Por consiguiente, como g € B, para cualquier k,
limy 0o Bm,, = {q} C f(A). De esta manera, limy_., 2z = ¢. Tomemos
Ey = By, Uf(A). Claramente, Ej, es un continuo y limy_.o £ = f(A).
Con lo que tenemos que f(A) es un subcontinuo no degenerado de
).

Finalmente, supongamos que f es confluente. Notemos que en el Caso (2),

como A es un subcontinuo de U, nuestra prueba esta completa. Luego, su-
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pongamos que existe k& € N tal que B,, C f(U) para cada m > k (Caso
(1)). Sea D,, una componente de f~(B,,) tal que p € D,,. Como f es li-
gera, {p} es una componente de f~1(q). Ademads, lim,, .o, D,, = {p}, pues
lim,, oo B = {q} (ver (4.2)). Con esto se sigue que existe [ € N tal que
D, C U, por [43, Teorema 7.2, pag.12]. Como f es confluente, f(D;) = B;.
Ademds, B; es un subcontinuo no degenerado de f(U) y lim,,_.., B, = By,

donde y,, € B,; para cada n € N. O

Si la funcién inducida HS,,(f) es abierta, con m € {1,2}, no sabemos si f
puede ser un homeomorfismo, como mostramos para m > 3 en la Proposicion

4.14, sin embargo, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.18. Sean f : X — Y una funcion continua entre continuos y

m € {1,2}. Si HS,,,(f) es abierta, entonces f es abierta.

Demostracion. Supongamos que f no es abierta. Sea U un abierto de X tal
que f(U) no es abierto en Y. Asi, existe p € U tal que f(p) ¢ Inty(f(U)).
Como HS,,(f) es abierta, f es ligera y confluente (ver Proposicién 4.8 y Teo-
rema 2.29, respectivamente). Aplicando el Lema 4.17, existen una sucesién
{zn}o2, C Y\ f(U), tal que lim,, o 2, = f(p), y subcontinuos E,, tales que
z, € E,, para cada n € N, y lim,,_.., F,, = Ejy, donde E, es un subcontinuo
no degenerado de f(U). Ademés, como f es confluente, existe un subcontinuo
A de U tal que f(A) = Ey.

Sean qi y g2 en A tales que f(q1) # f(q2) # f(p) v f(q1) # f(p). Sean
V1, Vo v W abiertos disyuntos dos a dos en X tales que (ViUVLUW) C U, p €
Wy q €V, para i € {1,2}. Denotemos U = (Vi, V5, W, U),,. Claramente,
AelUdyUNF,(X) = 0. De esta forma, C,,(f)(A) = Ey € Cn(f)U).
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Como z, ¢ f(U), E, ¢ Cy(f)(U) para ninguna n € N. Asi, C,,(f)(U) no
es abierta. Observemos que, como U N F,,(X) = 0 y [ es ligera, tenemos
que Cp,(f)(U)NF,,(Y) = (), por la Proposicién 3.1. Por la Observacién 1.21,
g% (U) es abierto en HS,,(X) y HS,(f)(¢%(U)) es homeomorfo a C.,(f)(U).

Con lo que concluimos que HS,,(f) no es abierta. O

Observacién 4.19. En el Teorema 4.13, definimos una funciéon continua
f entre continuos, tal que HS(f) es abierta y f no es un homeomorfismo,
pero no conocemos una funcién f tal que HSs(f) sea abierta y f no sea un

homeomorfismo.

El siguiente corolario es consecuencia del Corolario 4.16 y el Teorema

4.18.

Corolario 4.20. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos y

n € N. Si HS,(f) es abierta, entonces f es abierta.

Con el siguiente resultado mostramos una caracterizacién de cuando la

funcién inducida HS,,(f) es abierta.

Teorema 4.21. Sean f : X — Y una funcion continua entre continuos y

n € N. Entonces C,,(f) es abierta y f es ligera si y sélo si HS,(f) es abierta.

Demostracion. Notemos que si Cy,(f) es abiertay f es ligera, entonces H.S,,(f)
es abierta, por la Proposicién 4.12. También, si HS,(f) es abierta, entonces
f es ligera, por la Proposicién 4.8. Ademés, si HS,,(f) es abierta, con n > 3,
entonces C,(f) es abierta, por el Corolario 4.16. Asi, es suficiente demostrar
que si HS,(f) es abierta, entonces C,,(f) es abierta, para n € {1,2}.

Sean n € {1,2} y { B, }5°_; una sucesion en C,(Y') tal que lim,, oo By, =
B, para algin B € C,(Y). Sea A € C,,(f)~*(B). Probemos que existe una
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sucesion {A,,}>X_; en C,(X) tal que limy, oo A, = Ay Co(f)(Am) = B

para cada m € N. Consideremos dos casos:

(1)

B ¢ F,(Y). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que { B,,, }5°_,
C Co(Y)\ Fo(Y). Claramente, lim,, .o ¢5(Bm) = ¢(B) v ¢%(4) €
HS,(f) (¢ (B)). Asi, como HS,(f) es abierta, existe una sucesién
{Xm}tm=1 en HS,(X) tal que limy, oo Xm = q%(A) y HW(f)(xm) =
¢y (Bn), para cualquier m € N, por el Teorema 4.4. De la Observacién
1.21, es facil ver que, si tomamos A, = (¢%) ' (xm), para cada m € N,
la sucesion {A4,,}>°_, converge a Ay C,(f)(An) = By, para cada m €
N.

B € F,(Y). Supongamos que B = {by, by}, donde b; y by son puntos de
Y (es posible que by = by). Escribiremos B,, = B,,1 U By,2, donde B3
y B2 son las componentes de B,,, para cada m € N. Definamos la
sucesion {{bm1,bm2}}o_; en F,,(Y) tal que by, € B v limy, oo by =
b;, para cada i € {1,2}. Como HS,(f) es abierta, f es abierta y ligera
(ver Corolario 4.20 y Proposicién 4.8, respectivamente). Asi, como A €
Co(f)"YB) y B € F,(Y), tenemos que A € F,(X). Supongamos que
A = {ay1,as}, donde a; y as son puntos de X, f(a;) = b1y f(az) =
by. Usando el Teorema 4.4, podemos garantizar que existen sucesiones
{amito—y y {ama}5i—1 en X tales que limy, oo @i = @5 Y f(@mi) = by,
para cada m € N e i € {1,2}. Ahora, sea A,,; la componente de
fH(By) tal que ap; € Api. Definamos A, = A1 U A0, para cada
m € N. Como f es abierta, f es confluente (ver Diagrama I). De esto,

f(Ani) = Bmi v f(An) = By, para cada m € N.
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Finalmente, probemos que lim,, o, A,, = A. Notemos que si {4,,, }32,
es una subsucesién convergente de {A,, }7°_;, entonces A C limy_,oo Ay,
pues, {am1,ame} C A, y limp_oo{@mi,ame} = A. Tomemos
limg oo A, = Ao y supongamos que A & Aj. Claramente A, €
Cn(X) \ F.(X), pues cada componente de A, intersecta a A. Por la

continuidad de C,(f), tenemos que:

Ca()(Ag) = lim G (f)(Am,) = lim By, = B.

k—o0 k—o0

De esto concluimos que f(Ag) = B, pero esto contradice que f es ligera,
pues B € F,(Y) (ver Proposicién 3.1). Asi, limy_. A, = A para
cualquier subsucesién {4, }72, de {A,,}°_;. Con lo que concluimos

que lim,,_ A,, = A.

Por (1) y (2), existe una sucesién {A,,}>°_, en C,(X) tal que lim,, .o, A,, = A
y Co(f)(An) = B,, para cada m € N. Asi, la funcién inducida C,(f) es

abierta, para cualquier n € {1,2}, por el Teorema 4.2. Con lo que nuestra

prueba queda completa. ]

El siguiente teorema resume los resultados mostrados hasta el momento

en este capitulo.

Teorema 4.22. Sea f : X — Y una funcion continua entre continuos.

Dadas las siguientes afirmaciones:

(1) 27 es abierta;

(2) C.(f) es abierta, n € N;

(3) HS,(f) es abierta, n € N;
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(4) f es abierta.

Entonces (1) y (4) son equivalentes, (3) implica (2) y (2) implica (4). Ademds,

si f es ligera, entonces (2) y (3) son equivalentes.

Demostracion. La equivalencia entre (1) y (4) se sigue del Teorema 4.5.
El Teorema 4.21, nos da (3) implica (2). La afirmacién (2) implica (4) la
tenemos por la Proposicién 4.6. Finalmente, si f es ligera, entonces (2) y (3)

son equivalentes, por el Teorema 4.21. ]

4.2. Abiertas entre localmente conexos
Empezaremos esta seccién con un teorema de [15, Teorema 1, pag.3729].

Teorema 4.23. Sea f : X — Y una funcion continua entre continuos, donde

X es localmente conezo. Si C(f) es abierta, entonces f es mondtona.

Demostracion. Supongamos que f no es una funcién monodtona. Sea z un
punto en Y tal que f~'(z) no es conexo (ver Definicién 1.40). Sean p y ¢
puntos en diferentes componentes de f~1(z). Como Y es localmente conexo
y f es una funcién continua, tenemos que existe un subcontinuo Z de Y, tal
que z € Inty(Z) y py q estdn en diferentes componentes de f~!(Z). Sean
Py Q las componentes de f~1(Z) tales que p € Py q € Q. Notemos que,
como las componentes de un abierto son abiertas en un localmente conexo
(ver [26, Teorema 4, pag.230]), p € Intx(P)y q € Intx(Q). Sea § > 0 tal
que B(p,d) C Py B(g,0) C Q. Sea L un arco de orden en C(Y') de {z} a Y,

pasando por Z (ver Teorema 1.28).
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Como L es un arco de orden, £ es un conjunto ordenado con la relacién de
inclusién. Sea R = sup{L € L : f7}(L) tiene a py q en diferentes
componentes}. No es dificil probar que f~'(R) tiene a p y ¢ en la misma
componente. Sea F la componente de f~!(R) que contiene a p y ¢. Como
C(f) es abierta, f es abierta, por la Proposicién 4.6, y, por tanto, f es con-
fluente (ver Diagrama I). Asi, f(E) = R. Sea A = {L € L : L ¢ R}.
Claramente, R € Cloy)(A)\ Ay, si A € A, entonces f~1(A) tiene a p y ¢
en diferentes componentes.

Probemos que C(f)(Bu(F,0)) no es abierto en C'(Y'). Supongamos que
C(f)(Bu(E,J)) es abierto. Sea K € By(F,0) tal que f(K) € A. Como p
y gestin en E'y H(K,E) < §, tenemos que PN K # 0y QN K # (). Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que Z & f(K). Con esto tenemos
que PUK UQ = K es un continuo, donde p y g pertenecen a Ky f(K) € A.
Pero esto contradice la definicién de A. Asi, C'(f)(Bg(E,d)) no es abierto y,

con esto, contradecimos nuestra hipdtesis. O

Proposicion 4.24. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre conti-
nuos, donde X es localmente conexo. Si HS(f) es abierta, entonces f es un

homeomorfismo.

Demostracion. Supongamos que HS(f) es abierta. Luego, C(f) es abierta,
por el Teorema 4.21. Con esto, f es mondtona, por el Teorema 4.23. Por
otra parte, f es ligera, por el Teorema 4.21. Asi, f es mondtona y ligera, por

consiguiente, f es un homeomorfismo, por la Proposicién 3.2. O

Claramente, de las Proposiciones 4.14 y 4.24, tenemos el siguiente coro-

lario.
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Corolario 4.25. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos,
donde X es localmente conexo, yn € N\ {2}. La funcion inducida HS,(f)

es abierta si y solo si f es un homeomorfismo.
De manera natural, tenemos la siguiente pregunta:

Pregunta 4.26. ;FEzxiste una funcion continua [ definida entre continuos

localmente conexos tal que HSy(f) sea abierta y f no sea un homeomorfismo?
La siguiente proposicién, la tomamos de [15, Corolario 2, pag.3730].

Proposicion 4.27. Sea f: X — Y wuna funcion continua entre continuos,
donde X es hereditariamente localmente conexo. Si C(f) es abierta, entonces

f es un homeomorfismo.

Demostracion. Probemos que f es ligera. Sean y un punto en Y y {y,}>;
una sucesion tal que lim,, .., y, = y. Como C(f) es abierta, f es abierta, por
la Proposicion 4.6. De esta manera, por el Teorema 4.1, tenemos que:

m [~ (ya) = [ ().

n—oo

Notemos que f es monétona, por el Teorema 4.23. Luego, si f~'(y) es un
continuo no degenerado, entonces f~!(y) es un continuo de convergencia.
Pero esto contradice que X sea hereditariamente localmente conexo, por [37,
Teorema 10.4, pag.167]. Como y fue un punto arbitrario de Y, f es una

funcion ligera y nuestra prueba queda completa, por la Proposicién 3.2. [

Corolario 4.28. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos,
donde X es una dendrita. Entonces los siguientes enunciados son equiva-

lentes:
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(1) HS(f) es abierta;

(2) C(f) es abierta;

(3) f es un homeomorfismo.

Demostracion. (1) implica (2), se sigue del Teorema 4.21. Supongamos que
C(f) es abierta. Notemos que como X es una dendrita, X es hereditariamen-
te localmente conexo (ver Observacion 1.6). Asi, f es un homeomorfismo,
por la Proposicién 4.27, y tenemos (2) implica (3). Finalmente, si f es un
homeomorfismo, entonces HS(f) es un homeomorfismo, por el Teorema 1.57.

Luego, (&) implica (1) es consecuencia del Diagrama I. 0

Por el Teorema 4.23 sabemos que si C(f) es abierta, donde el dominio
de la funcién f es localmente conexo, entonces f es mondtona. Ademas,
sabemos que si el dominio es hereditariamente localmente conexo, entonces
f es un homeomorfismo, por la Proposicién 4.27. En [12, Pregunta 4, pag.68]

se plantea la siguiente pregunta:

Pregunta 4.29. ;Qué continuo localmente conexo X, tiene la propiedad que
st C(f) es abierta, para alguna funcion continua f : X — Y, entonces [ es

un homeomorfismo?

Notemos que por la Proposicion 4.24, la respuesta a la Pregunta 4.29 es
afirmativa, si cambiamos la funcién inducida C'(f) por HS(f). Asi, por el
Teorema 4.21, resolver la Pregunta 4.29 es equivalente a dar solucion a la

siguiente pregunta:
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Pregunta 4.30. ;Qué continuo localmente conexo X, tiene la propiedad que
st C(f) es abierta, para alguna funcion continua f : X — Y, entonces [ es

ligera?

4.3. Funciones semiabiertas

Las funciones semiabiertas estdn definidas en [45]. De la Definicién 1.40
se sigue que cualquier funcién abierta es semiabierta, como mostramos en el
Diagrama I. Es sencillo ver que la funcién f : [-1,2] — [0, 2] definida por
f(z) = |z|, es una funcién semiabierta que no es abierta.

En [45, Teorema A, pag.24] se puede encontrar una demostracién de la

siguiente proposicion.

Proposicion 4.31. Sea f: X — Y wuna funcion continua entre continuos.

Dados los siguientes enunciados:
(1) 27 es semiabierta;
(2) C(f) es semiabierta;
(3) [ es semiabierta.
Entonces (1) y (3) son equivalentes y (2) implica (3).

Observacién 4.32. Notemos que en la funcién f : [-1,1] — [0, 1] definida
por f(x) = |z|, en el Ejemplo 4.7, el abierto que definimos (U, Us, Us); es
tal que Intcwy)(C(f)((Ur, Us, Us)1)) = 0. Asi, existe una funcién abierta, por

tanto semiabierta, tal que C(f) no es semiabierta.

La siguiente definicion es similar a la Definicién 4.3.
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Definicién 4.33. Una funcién continua f : X — Y entre espacios topologi-
cos es llamada semiinterior en un punto x de X si para cualquier abierto U

que contiene a z, existe un punto z € U tal que f(z) € Inty(f(U)).

El siguiente teorema nos da una caracterizacion de las funciones semi-

abiertas.

Teorema 4.34. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre continuos.

Entonces f es semiabierta si y solo si f es semiinterior en todo punto de X.

Demostracion. Supongamos primero que f es semiabierta. Sean x € X y U
un abierto en X tal que xz € U. Como f es semiabierta, Inty (f(U)) # 0.
Tomemos y € Inty(f(U)) C f(U). Asi, existe un z € U tal que f(2) =y vy f
es semiinterior en x. Como x fue arbitrario, f es semiinterior en todo punto
de X.

Ahora, supongamos que f es semiinterior en todo punto de X. Sean U un
abierto en X y x € U. Como f es semiinterior en x existe un punto z € U,

tal que f(z) € Inty(f(U)). Asi, Inty(f(U)) # 0y f es semiabierta. O
En [45, Pregunta, pag.26] se encuentra la siguiente pregunta:

Pregunta 4.35. Sea f: X — Y wuna funcion continua entre continuos. ;Si

C(f) es semiabierta, entonces es f una funcién abierta?

Dados X un continuo y p € X, en la escritura del siguiente resultado

utilizaremos la siguiente notacion:
Co(X)={AecC(X):pe A}

Es sencillo demostrar que Cp(X) es un subconjunto cerrado de C'(X), para

cualesquiera X y p.



4.3. FUNCIONES SEMIABIERTAS 117

Con el siguiente teorema presentamos una funcion que da una respuesta

negativa a la Pregunta 4.35.

Teorema 4.36. Existe una funcion continua f definida de un triodo simple

en un arco, tal que C(f) es semiabierta y f no es abierta.

<z < %}> X2 = {(l’,y) :

Demostracion. Sean X; = {(z,y) 1y = -z + 1,1
y=2—30<z<ilyXs={(20):3 <z <1} Definamos:

X:X1UX2UX3.

Sea f: X — [0, 1] definida por f(x,y) = x. Ver la Figura 4.1.

————  [0,1]

Figura 4.1
Claramente, f no es una funcién abierta. Probemos que C(f) es semiinterior
en todo punto de C'(X) y, usando el Teorema 4.34, tendremos que C(f) es

semiabierta.

Sea A € C'(X). Consideremos dos casos:

(1) (3,0) ¢ A. Como A & Ci120)(X) y Craj20)(X) es cerrado, entonces
existe r > 0 tal que By(A,r) N Cryo0(X) = 0. Supongamos que
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A C X;. Sean D € By(A,r) y s > 0 tales que By (D,s) C By(A,r)y
Bu(D, s) N Cayaa/4(X) = 0. Probemos que:

Bu(f(D),3) € C(f)(Bu(A,r)). (4.3)

Sea I/ € Bu(f(D),5). Notemos que:
Bu(£(D), $) 0 (Caya([0, 1)) U Capa([0, 1)) = 0.

De lo anterior, {1,3} N E = 0. Asi, f7'(E) N X; es un conexo, tal
que f(f~YE)N X;) = E. Ahora, por la definicién de f, tenemos que
H(f~Y(E)n X,;,D) < 2H(E, f(D)) < s. Con esto, f7(E)N X, €
By(D,s) € Bg(A,r) y E € C(f)(Bu(A,r)). Asi, probamos (4.3)
y C(f)(D) € Inteqoa)(C(f)(Bu(A,r))). Con un argumento similar,

mostramos la misma conclusion si A C Xy 0 A C X3.

(2) (3,0) € A. Sear > 0. Definamos Dy = AUCIx(Bq((3,0), %)). Notemos

que Dy € C(X) y H(A, Do) < 5. Sean D € By(Dy, §) y s > 0 tales
que By (D, s) C By(Dy, §) y Bu(D,s)NC1/4,14)(X) = 0. Observemos
que (3,0) € K para cada K € By(D, s). Probemos que:

Bu(f(D),5) € C(f)(Bu(A,r)). (4.4)

Sean 1, x2 y x3 puntos en [0, 1] tales que:

D={(z,y):y=—x+ 4,2 <z U

a1 s 1 1
Notemos que, por la construccion, ; + 35 < xy < 3, 13 < 5y 13 > 3.

Ademas, f(D) = [min{xy, 22}, x3].
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Supongamos primero que x; = min{xz;,x2}. Observemos que i ¢ K
para cada K € By(f(D),3). Sean E € By (f(D),35) vy %1 Y Y2 puntos
en [0, 1] tales que E = [y1, y2], definamos:

Ey={(z,y):y=—z+ 3,y <z <ilu

U{(x,y) :y:x—%,méx{@,yl} <z< %}U{(m,O) : % <z <y}

Claramente, f(Ey) = E. Como H(f(D),E) < 3, H(Ey, D) < s. De
esta manera, Ey € Bp(D,s) C By(Do,§) y H(EO, A) < H(Ey, Dy) +
H(Do,A) <z + <T. ASl Ey € BH( ) y E e C( )(BH(A,’I"))

Ahora, si 9 = min{x, xo}. Definimos:

Ey={(z,y):y= -+ 3, méx{z,y} <z < 3}U
U{(z,9) cy=2—3,;n <o <33U{(z,0): 5 <z <y}
De manera similar a como hicimos en el caso cuando x; = min{xy, xs},

concluimos que f(Ey) = E, Ey € By(A,r)y E € C(f)(Bu(A,r)). De
esta manera, probamos (4.4) y C(f)(D) € Intcqo) (C(f)(Bu(A,1))).

Con lo anterior, tenemos que C(f) es semiinterior en todo punto de C'(X) y

nuestra prueba queda completa.

Usando el argumento de la prueba dada para la Proposicién 4.31, en [45],

no es dificil probar el siguiente resultado.

Teorema 4.37. Sean f : X — Y una funcion continua entre continuos y

n € N. Si C,(f) es semiabierta, entonces f es semiabierta.
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Por la definicién, sabemos que la funcién cociente ¢% : Cy,(X) — HS,(X)
es monotona y no es abierta, para cualesquiera continuo X y n € N. En la

siguiente proposicién mostraremos que ¢’ es semiabierta.

Proposicion 4.38. i X es un continuo y n € N, entonces la funcion co-

ciente ¢% : Cp(X) — HS,(X) es semiabierta.

Demostracion. Sea U un abierto en Cy,(X). Como Cl¢, x)(Crn(X)\ Fo (X)) =
Cn(X) y Fo(X) es cerrado en C,,(X), entonces existe un abierto V de C,,(X)
tal que V C U \ F,(X). De esta forma, por la Observaciéon 1.21, ¢% (V)
es un subconjunto abierto de HS, (X) y, claramente, ¢% (V) C ¢%(U). Asi,

Intys,x)(dxU)) # 0. O

Observacién 4.39. Es facil probar que la clase de las funciones semiabiertas
tienen la propiedad de composicién y la propiedad del factor (ver Definiciones

2.1y 2.7).

La observacion anterior la usaremos en el siguiente resultado, para probar

una relacién entre las funciones inducidas C,,(f) y HS,(f).

Teorema 4.40. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos y

n € N. Entonces C,,(f) es semiabierta si y sélo si HS,(f) es semiabierta.

Demostracion. Supongamos primero que C,,(f) es semiabierta. Por la Propo-
sicién 4.38 y la Observacién 4.39, ¢3-oC,,( f) es semiabierta. Como ¢3-oC,,(f) =
HS,(f)oq%, tenemos que HS,(f) es semiabierta, por la propiedad del factor
(Observacién 4.39).

Ahora, supongamos que HS,,(f) es semiabierta. Sea U abierto de C,,(X).
Como Cle, (x)(Cr(X)\ Fu(X)) = Co(X) vy Fo(X) es cerrado en C, (X)), exis-
te un subconjunto abierto V de C,(X) tal que V C U \ F,,(X). Notemos que
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q% (V) es abierto en HS,(X), por la Observaciéon 1.21. De lo anterior, co-
mo HS,(f) es semiabierta, tenemos que Intys,v)(HSn(f)(d%(V))) # 0.
De esta forma, existe un abierto no vacio W de HS,(Y) tal que W C

Intys, vy(HS,(f)(d%(V))) \ {F}}. Ademds, como 3|, (v)\F,(v) € un ho-
meomorfismo, (¢i) ™ (W) C C,.(f)(U) y nuestra prueba queda completa. []

Con el siguiente corolario, que se sigue de la Proposicion 4.31 y los Teo-
remas 4.37 y 4.40, resumimos los resultados obtenidos en relacién a las fun-

clones semiabiertas.

Corolario 4.41. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre continuos.

Dados los siguientes enunciados:
(1) 27 es semiabierta;
(2) C.(f) es semiabierta, n € N;
(3) HS,(f) es semiabierta, n € N;
(4) f es semiabierta.
Entonces (1) y (4) son equivalentes, (2) y (3) son equivalentes y (2) implica

(4)-

4.3.1. Funciones semiabiertas en [0,1] o 5!

En esta seccién mostraremos que si f : X — Y es una funciéon continua
entre continuos, donde X es un arco o una curva cerrada simple y C(f) es

semiabierta, entonces f tiene que ser un homeomorfismo.
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Con los primeros dos resultados de esta seccion, mostramos que si f
estd definida entre arcos o entre curvas cerradas simples, y es tal que la

funcién inducida C'(f) es semiabierta, entonces f es mondtona.

Proposicién 4.42. Sea f : [0,1] — [0,1] una funcion continua. Si C(f) es

semiabierta, entonces f es monaotona.

Demostracién. Supongamos que f no es mondtona. Sea z € Y tal que f~1(z)
no es conexo. Sean p y ¢ puntos en diferentes componentes de f~!(z). Supon-
gamos que p < q. Notemos que, f([p,¢q|) no es degenerado. Como f([p, q]) es
un intervalo, existe un punto y en f([p, q]), que no lo corta, tal que y # z.
Sea x € [p, ¢ tal que f(z) =y. Sean V] y V4 abiertos disyuntos de [0, 1] tales
que z € V3 y y € Va. Como [0, 1] es localmente conexo, podemos tomar tres

abiertos y conexos Uy, Us v Uz de [0, 1] tales que:
(1) pelUi,qeUs,z € U\ (U1 UU3) y Uy NUz = 0;
(2) [p,gl CULUU U Us;
(3) f(Uy) y f(Us3) estan contenidos en Vj.

Notemos que [p,q] € (Uy,Us,Us)y vy, si A € (Uy,Us, Us)q, entonces x € A.
Ademas, f(A\ [p,q]) C V1, por (1), (2) y (3). Con esto, y no es un punto de
corte de f(A).

Probemos que Intc o) (C(f)((Ur, Uz, Us)1)) = 0. Sean B € (Uy, Uz, Us),
y € > 0. Sabemos que f es semiabierta, por la Proposicién 4.31. Como U; N
Uy =0y BNU; # 0, para cada i € {1,3}, tenemos que Intyp(B) #
0. Asi, f(B) no es degenerado. Tomemos D = f(B)\ (y — 5,y + ). Sin

pérdida de generalidad, podemos suponer que 5 es menor que el didmetro
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de f(B). Con lo que se sigue que, como y es un punto que no corta a f(B),
D es un continuo diferente del vacio de [0, 1]. De lo que, como y ¢ D, D
no es un punto de C(f)((Uy,Us, Us)1) vy, claramente, H(f(B), D) < €. Asi,
Inte o (C(f)((Ur, Uz, Us)1)) = 0y C(f) no es semiabierta. 0

Proposicién 4.43. Sea f : S' — S! una funcion continua. Si C(f) es

semiabierta, entonces f es mondtona.

Demostracion. De manera similar a la prueba anterior, supongamos que f
no es monétona. Sea z € Y tal que f~1(z) no es conexo. Sean p y ¢ puntos en
diferentes componentes de f~!(z). Sea pg un arco en S' con puntos extremos

py q. Consideremos dos casos:

(1) f(pg) es un subcontinuo propio de S*. Usando el mismo argumento que
mostramos en la prueba de la Proposicién 4.42, podemos encontrar un

abierto diferente del vacio (Uy, Us, Us); tal que:
Intesny (C(f)((Ur, Uz, Us)1)) = 0.

(2) f(pg) = St. Sea U un abierto propio de S* tal que pg C U. Sean V y W
abiertos U \ pq tales que (U, V,W); #£ 0y, si A € (U, V,W);, entonces
pg C A.

ASia C(.f)(<U> V> W>1) = {Sl} € ]ntC’(Sl)(C(f)(<U> V> W>1)) = @

De (1) y (2) concluimos que C(f) no es semiabierta y nuestra prueba queda

completa. ]

Con el siguiente teorema mostramos que la funcién inducida C(f) es
semiabierta, donde f esta definida entre arcos o entre curvas cerradas simples,

solo es posible si f es un homeomorfismo.
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Teorema 4.44. Sea f : X — X wuna funcion continua, donde X es un
intervalo o una curva cerrada simple. St C(f) es semiabierta, entonces f es

un homeomorfismo.

Demostracion. Sea f : X — X una funcién continua tal que C(f) es semi-
abierta. Observemos que f es semiabierta, por la Proposicion 4.31. Ademas,
f es mondtona, por las Proposiciones 4.42 y 4.43. Sea y € X. Como f es
mondétona, f~1(y) es conexo. Observemos que f~1(y) es degenerado, pues, en
caso contrario, existiria un abierto U C f~!(y) v, de esto, Inty(f(U)) = 0,
pero esto contradice que f es semiabierta. Con lo que concluimos que f es

ligera. Asi, f es un homeomorfismo, por la Proposicién 3.2. O

El siguiente corolario es una clara consecuencia de los Teoremas 4.40 y

4.44.

Corolario 4.45. Sea f : X — X wuna funcion continua, donde X es un
intervalo o una curva cerrada simple. Los siguientes enunciados Son equiva-

lentes:
(1) C(f) es semiabierta;
(2) HS(f) es semiabierta;
(3) f es un homeomorfismo.

A continuacién, mostraremos que el Corolario 4.45 lo podemos mejorar
cambiando el codominio de la funciéon por un espacio arbitrario. Para esto,

necesitaremos la siguiente definicion:
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Definicién 4.46. Un continuo X es llamado un triodo si existe un subcon-
tinuo Z de X tal que X \ Z es la unién de tres subconjuntos no vacios y
separados dos a dos en X. Un triodo simple es la unién de tres arcos, los
cuales, sélo tienen en comun un tnico punto final. Ademaés, a un continuo X

lo lamaremos atriddico si X no contiene un triodo.

Proposicién 4.47. Sea f : [0,1] — Y wuna funcion continua. Si C(f) es

semiabierta, entonces Y es atriodico.

Demostracion. Sea f :[0,1] — Y una funcién continua, tal que C'(f) es semi-
abierta. Notemos que Y es localmente conexo [37, Teorema 8.18, pag.128].
Asi, es suficiente probar que Y no contiene un triodo simple. Supongamos
lo contrario. Sea T' un triodo simple en Y. Como C(f) es suprayectiva, por
la Definicién 1.40, existe un subcontinuo A de [0, 1] tal que f(A) = T. Sean
a; y ag puntos de [0, 1] tales que A = [ay, as]. Como T tiene tres puntos que
no son de corte, existe un punto xy en [0,1] tal que f(zp) no es un pun-
to de corte de Ty a; < g < ag. Sean by y by puntos en [0, 1] tales que
a; < by < xp < by < ag. Sea r > 0 tal que By(b;, ) N {a;, xo} = 0 para cada
ie{1,2}.

Probemos que C(f)(Bu([b1,b2],r)) tiene interior vacio. Sea B €
By ([by,b2],7). Observemos que B C [ay,as] y que zo € B. De esta forma,
f(xp) es un punto que no corta a f(B). Sea ¢ > 0. Sin pérdida de gene-
ralidad, podemos suponer que D = f(B) \ Ba(f(x0), %) es un subcontinuo
diferente del vacio en T. Claramente, H(D, f(B)) < e. Como f(z) ¢ D,
D & C(f)(Bu([b1,ba],7)).

Finalmente, por el paragrafo anterior tenemos que:

Intco(C(f)(Bu([by, ba], 7)) = 0,
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pero esto contradice nuestra hipétesis que C'(f) es semiabierta. Asi, Y es un

continuo atriédico. O

Usando el mismo argumento que mostramos en la demostracién de la

Proposicién 4.47, es sencillo probar lo siguiente:

Proposicién 4.48. Sea f : S' — Y wuna funcién continua. Si C(f) es

semiabierta, entonces Y es atriddico.
Notemos el siguiente resultado:
Proposicion 4.49. Las siguientes afirmaciones son ciertas:
(1) No eziste una funcién f: S* — [0,1] tal que C(f) sea semiabierta.
(2) No eziste una funcién f :[0,1] — S* tal que C(f) sea semiabierta.

Demostracion. Probemos independientemente:

(1) Supongamos primero que f : S' — [0,1] es una funcién continua tal
que C(f) es semiabierta. Sean z y w puntos en S* tales que z € f~1(0)
y w € f~1(1). Denotemos por zw a un arco en S con puntos extremos
z y w. Claramente f(zw) = [0, 1]. Sea A un arco en S* tal que zw C A
y {z,w} C Intsi(A). Es facil ver que existe un r > 0 tal que si B €
Bu(A,r), entonces zw C B. Asi, C(f)(Bu(A,r)) = {[0,1]}. Con lo

que concluimos que C(f) no es semiabierta.

(2) Supongamos que f : [0,1] — S! es tal que C(f) es semiabierta. Probe-
mos que existe un subcontinuo D en el abierto (0, 1) tal que f(D) = S*.

Como f([0,1]) = S, existen dos puntos ag y a; en (0,1) tales que
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A = f([ag,aq]), donde A es un subcontinuo propio y no degenerado de

S Sean 2y y z; dos puntos diferentes en A tales que:

{20, 21} N{f(0), F(1)} = 0. (4.5)

Sea B un arco en S', donde 2y y z son los puntos de no corte de
B,y tal que AU B = S'. Como C(f) es suprayectiva (ver Definicién
1.40), existe un subcontinuo By de [0, 1] tal que f(By) = B. Sean zy y
xp puntos en By tales que f(zo) = 20 y f(x1) = 2z1. Supongamos que
xo < x1. Notemos que [zg,z1] C (0,1), por (4.5). Ademés, observemos
que f([zo,z1]) = B. Sea D = [min{xy, ap}, max{xy, a,}]. Claramente,
D es un subcontinuo de (0,1). Como [ag, a1] U [xg, 1] C D, tenemos

que f(D)= St

Finalmente, tomemos r un ntimero positivo tal que:
r < min{min{D}, 1 — max{D}}.

Sea By([0,1],7). Notemos que si E € Bg([0,1],7) entonces D C E.
As:

C(H)(Bu([0,1],r)) = {S"}.
Con lo que concluimos que Intesy(C(f)(By([0,1],7))) = 0y C(f) no

es semiabierta.

O

Corolario 4.50. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre continuos.

Entonces:

(1) Si X =10,1] y C(f) es semiabierta, entonces Y es un arco.
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(2) Si X = S' y C(f) es semiabierta, entonces Y es una curva cerrada

simple.

Demostracion. Haremos la prueba de (1) y de manera similar se prueba (2).
Sea f : [0, 1] — Y una funcién continua tal que C'(f) es semiabierta. Entonces
Y es atriddico, por la Proposicion 4.47. Asi, Y es un arco o una curva cerrada
simple, por [37, Ejercicio 8.40(b), pag.135]. Con lo que concluimos que Y es

un arco, por la Proposicién 4.49. O
Con los Corolarios 4.45 y 4.50, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.51. Sea f : X — Y wuna funcion continua, donde X es un
arco o una curva cerrada simple. Si C(f) es semiabierta, entonces f es un

homeomorfismo.

4.4. Resultados adicionales

Empezaremos esta seccién con una proposiciéon que, aunque es solamente
valida para las funciones semiabiertas, nos sera de utilidad en esta parte de

nuestro trabajo.

Proposicion 4.52. Sea f : X — Y una funcion semiabierta entre continuos.

Si U es un abierto diferente del vacio en X, entonces f|ciw) es semiabierta.

Demostracion. Sean f : X — Y una funciéon semiabierta y U un abierto
diferente del vacio en X. Sea W un abierto no vacio en Clyx(U). Entonces
existe un abierto V' de X, tal que W = VNClx(U). De esta forma, VNU es un
abierto no vacio en X. Asi, f(VNU) tiene interior no vacio e Inty (f(VNU)) C

fleix@w)y(W). Con lo que concluimos que f|c, vy es semiabierta. ]
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A continuacién, un rayo sera un espacio topolégico homeomorfo al inter-

valo [0, 00).

Teorema 4.53. Sea f : X — Y una funcion continua entre continuos, donde
X = RUK, R esunrayoy K = Clx(R)\R. Si C(f) es semiabierta. Entonces
Y = RUK', flg es un homeomorfismo entre R y R' y K' = Cly(R') \ R'.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcién continua que satisface las hipdtesis

del teorema. Haremos la demostracion en cuatro partes:

Afirmacién 1. f|r es mondtona.

Supongamos que existe y € Y tal que f|;'(y) no es conexo. Sean p y g
puntos en diferentes componentes de f|;'(y). Sea U un subconjunto abierto
y conexo de X tal que p,q € U y Clx(U) es un arco en R. Notemos que
C(f)lctex (@) es semiabierta, por la Proposicién 4.52.

Probemos que Clox)((U)1) = C(Clx(U)). Sea A € Clex)((U)1). En-
tonces, existe una sucesion {4,}°°, en (U); tal que lim, ., 4, = A. Asi,
A C Cix(U)y A € C(Clx(U)). Ahora, scan A € C(Clx(U)) y r > 0.
Como U es conexo y Clx(U) es un arco, existe un subcontinuo B de U
tal que H(A, B) < r. Con lo que tenemos que By(A,r) N (U); # 0. Asi,
A€ Clex)((U)).

Observemos ahora que si A € C(Clx(U)), entonces:

C(flo@)(A) = fF(A) = C(H)loien, (i (A)-

Con lo que C(f|ciw)) es semiabierta. Como Clx(U) es un arco, f|ci, w) es
un homeomorfismo, por el Corolario 4.51. Pero esto contradice el hecho que

p,q € Clx(U) y f(p) = f(q). De esta manera, f|g es monétona.
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Afirmacién 2. f|g es inyectiva.

Sea x € R. Como f|r es monétona, f|z'(f(z)) es un subcontinuo de R.
Ahora, si f|z'(f(z)) no es degenerado, entonces Intx(f|;'(f(x))) # 0. Pero
esto implica que f no es semiabierta, contradiciendo la Proposicién 4.31. Con

lo que tenemos que f|z'(f(z)) = {x}. Asi, f|r es inyectiva.

Afirmacion 3. f(K) Cc Y\ f(R).

Sea R’ = f(R). Supongamos que f(K)NR' # (). Como R es un rayo, iden-
tificamos a R con [0, 00). Primero, probemos que si w € Ry f(w) € f(K),
entonces existe wy € R tal que w < wo y f(wy) ¢ f(K). Supongamos
que f([w,00)) C f(K) para algin w € R, con f(w) € f(K). Sean U un
abierto en [w,00) tal que Clx(U)NK =0y y € f(U). Asi, y € f(K).
Sea x € K tal que f(z) = y. Como K = Clx(R) \ R, existe una sucesién
{z,}02, C R\ Clx(U) tal que lim,,_ o , = x. Ademads, como f|g es inyecti-
va, { f(zn)}Z, N f(U) = 0. Con lo que lim, .o f(zn) =y y y ¢ Inty (f(V)).
Como tomamos un punto y € f(U) arbitrario, Inty (f(U)) = 0. Esto con-
tradice que f es semiabierta, por la Proposicién 4.31. Con lo que tenemos
que si existe w € R tal que f(w) € f(K), entonces existe un wy € R tal que
w <woy flwo) & f(K).

Ahora, sean f(w;) y f(ws) puntos diferentes de R\ f(K). Supongamos
que wy < wy y f([0,wi]) N f(K) # 0. Sea @ = f([0,wr]) U f([wz, 00) U K).
Claramente, @) es un continuo. Notemos que, como f(w;) y f(ws) no estan
en f(K), existe z € (wy,ws) tal que f(z) ¢ f(K),ie., Q # Y. Ademés, como
f es débilmente confluente (ver Proposicién 1.51), existe L € C'(X) tal que
f(L) = Q. Como f|g es inyectiva y wq,wq ¢ K, tenemos que wy, ws € L. De
lo anterior, [wq,wy] C L. Asi, f(L) =Y. Pero esto contradice que @) # Y. De
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esta forma, f(K)N R = 0.
Tomemos K’ = f(K). Claramente, K’ = Cly (R)\ R yY = R UK".

Afirmacién 4. f|r es un homeomorfismo entre R y R'.

Como f|g es una biyeccién entre Ry R’ es suficiente probar que f|g es
cerrada. Sea A un subconjunto cerrado de R. Asi, existe un cerrado B de X
tal que A = BN R. Mostremos que f|g(A) = f(B) N R/, i.e. mostremos que
f|r(A) es cerrado R'. Claramente, f(A) = f(BNR) C f(B)N R'.

Seay € f(B)NR'. Como f|g es una biyeccién entre Ry R’y f(K)NR' = ()
(ver Afirmaciones 2 y 3), tenemos que existe un tnico x € X tal que f(z) = y.
Asi, z € BNRyy€ f(A). De lo que concluimos que f|r(A) = f(B) N R'.

Con lo anterior, nuestra prueba queda completa. O

Como toda funcién abierta es semiabierta (ver Diagrama I), el siguiente

corolario se sigue del Teorema 4.53

Corolario 4.54. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre continuos,
donde X = RUK, R es un rayo y K = Clx(R) \ R. Si C(f) es abierta,
entonces Y = R'UK', f|gr es un homeomorfismo entre R y R, y K' =
Cly(R')\ R

Proposicion 4.55. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre continuos,
donde X = RUK, R es un rayo y K = Clx(R) \ R. Si C(f) es abierta,

entonces C(f|k) es también abierta.

Demostracidn. Observemos que, por el Corolario 4.54, C'(f)~'(C(K")) =
C(K). Asi, C(f)|cx) es abierta [37, Lema 13.13, pag.284]. Es facil probar
que C(f|x) = C(f)|c@x)- Con lo que concluimos que C(f|x) es abierta. [
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Teorema 4.56. Sea f : X — Y una funcion continua entre continuos, donde
X =RUK, R es un rayo, K = Clx(R)\ R y K es localmente conexo. Si

C(f) es abierta, entonces f es mondtona.

Demostracion. Por el Corolario 4.54, sabemos que Y = R'U K’, donde R’ es
homeomorfo a R, y K’ = Cly(R') \ R. También, C(f|x) es abierta, por la
Proposicién 4.55. Asi, como K es localmente conexo, f|x es mondtona, por
el Teorema 4.23. Con lo que tenemos que f~!(y) es conexo, para cada y € Y,

pues, f~H(R)N f~Y(K") = 0. Por lo que concluimos que f es mondtona. [
En [12, Pregunta 10, pag.71] se plantea la siguiente pregunta:

Pregunta 4.57. Sean X un continuo hereditariamente unicoherente y here-
ditariamente descomponible (A-dendroide) y f : X — Y wuna funcién conti-

nua. 51 C(f) es abierta, entonces es f un homeomorfismo?
De una manera mas particular:

Pregunta 4.58. Sea X un dendroide y f : X — Y wuna funcion continua.

;51 C(f) es abierta, entonces es f un homeomorfismo?

En relacién a la Pregunta 4.58 sabemos, hasta el momento en este tra-
bajo, que si X es hereditariamente localmente conexo, entonces la respuesta
es afirmativa, por la Proposicién 4.27. Ademés, en [12, Teorema 9, péag.70]
podemos encontrar un prueba del siguiente teorema, el cual nos acerca un

poco mas a la respuesta de la Pregunta 4.58.

Teorema 4.59. Sea f : X — Y wna funcion continua, donde X es un

abanico. Si C(f) es abierta, entonces f es un homeomorfismo.
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Hasta ahora soélo se conoce, en la literatura, respuestas parciales a la Pre-
gunta 4.57 cuando X es un dendroide. Con el siguiente teorema mostramos
una respuesta parcial a la Pregunta 4.57 cuando X es un A-dendroide y no

un dendroide.

Teorema 4.60. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre continuos,
donde X = RUK, R es un rayo, K = Clx(R) \ R y K es hereditaria-
mente localmente conezo o un abanico. Si C(f) es abierta, entonces f es un

homeomorfismo.

Demostracion. Sabemos que Y = R'U K’ donde f|g es un homeomorfismo
entre Ry R,y K' = Cly(R') \ R, por el Corolario 4.54. También, C(f|x)
es abierta, por la Proposicion 4.55. Asi, f|x es un homeomorfismo, por la
Proposicién 4.27 y el Teorema 4.59. Finalmente, como f~1(R)Nf~(K') = 0,

concluimos que f es un homeomorfismo. O

Corolario 4.61. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre continuos,
donde X = RUK, R es un rayo, K = Clx(R)\ R y K es localmente conexo.

Si HS(f) es abierta, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Notemos que f es ligera y C(f) es abierta, por el Teorema
4.21. De esto se sigue que f es mondtona, por el Teorema 4.56. Asi, f es

mondtona y ligera, por tanto, un homeomorfismo, por la Proposicion 3.2. O

Corolario 4.62. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre continuos,
donde X = RUK, R es un rayo, K = Clx(R) \ R y K es un abanico. Si

HS(f) es abierta, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Sabemos que C(f) es abierta, por el Teorema 4.21. Asi, la

prueba se sigue del Teorema 4.60. 1
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Por el Teorema 4.13, existe una funcién continua f entre continuos, tal
que HS(f) es abierta y f no es un homeomorfismo. Aparte de este ejemplo,

no conocemos otra funcién con esta caracteristica.

Pregunta 4.63. ;Qué continuo X tiene la propiedad que si f : X — Y es

tal que HS(f) sea abierta, entonces f sea un homeomorfismo?

Definicién 4.64. Sea X un continuo. Diremos que X esta en la clase W, y
escribiremos X € Clase(W), si para cualquier continuo Y y cualquier funcién

suprayectiva f : Y — X, tenemos que f es débilmente confluente.

Una demostracién del siguiente teorema puede ser encontrada en [40,

Teorema, pag.294].

Teorema 4.65. Sea X un continuo. Entonces X € Clase(W) si y sdlo si
toda compactacion Y del rayo [0,00) con residuo X tiene la propiedad que

C(Y) es una compactacion de C([0,00)).
Como un inverso al Teorema 4.53, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.66. Sean X € Clase(W) y Y un continuo. Si f : RUX —
R'UY es una funcion suprayectiva entre continuos, donde R es un rayo,
X = Clrux(R)\ R, f|r es un homeomorfismo entre R y R y R'N f(X) = 0,

entonces C(f) es semiabierta.

Demostracion. Probemos que C(f) es semiinterior en cada punto de C(R U

X). Sea A € C(RU X). Consideremos dos casos:

(1) A C R. Sea U/ un abierto de C(RU X) tal que U N C(X) = ). Como
flr es un homeomorfismo entre Ry R’y f(R) N f(X) = 0, tenemos
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que C(f)(U) = C(f|r)(U). De esta manera, C(f)(U) es abierto y C(f)

es semiinterior en A.

(2) AN X # 0. Como X € Clase(W), C(RU X) es una compactacién de
C(R), por el Teorema 4.65. De esto, existe una sucesion {A4,}5°, en
C(R), tal que lim,, ., A, = A (independientemente de que si A C X o
X C A). Seald un abierto de C(RUX) tal que A € U. Asi, existe k € N
tal que A € U. Con lo que podemos garantizar que existe un abierto
VCcUtal que VNC(X) =0y A, € V. De esta forma, C(f)(V) es un
abierto y C(f)(V) C C(f)(U). Ademas, f(Ax) € Intcruv)(C(f)(U))

y C(f) es semiinterior en A.

Por (1) y (2), C(f) es semiinterior en cada punto de C(RU X). Asi, C(f) es

semiabierta, por el Teorema 4.34. O

Con el siguiente ejemplo, mostramos que la Proposicion 4.55 y el Teorema
4.56 no son validos si cambiamos la hip6tesis que la funcién inducida C(f)

sea abierta, por semiabierta.

Ejemplo 4.67. Sean R = {(¢,sen(7)) : 0 < t < 1} y X = {0} x [-1,1].
Definamos f(x,y) = (x, |y|) para cada punto (z,y) € RUX. Por el Teorema
4.66, la funcién inducida C(f) es semiabierta. Notemos que C(f|x) no es
semiabierta, por el Corolario 4.51, y f no es mondtona. Asi, existe una
funcion continua f : X — Y entre continuos, donde X = RU K, R es un
rayo y K = Clx(R) \ K, tal que C(f) es semiabierta, pero C(f|x) no es

semiabierta y f no es mondtona.



136 CAPITULO 4. FUNCIONES ABIERTAS



Bibliografia

1]

F. Barragan, Funciones inducidas entre hiperespacios de continuos,
Tesis de Maestria, Benemérita Universidad Auténoma de Puebla,

Puebla-México, 2007.

K. Borsuk y R. Molski, On a class of continuous mappings, Fund.
Math., 45 (1958), 84-98.

J. Camargo, On the semi-open induced mappings, Topology Proc., 32
(2008), 145-152.

J. Camargo, Openness of induced maps and homeomorphisms, por

aparecer en Houston J. Math.

J. Camargo, Some relationships between induced mappings, por apare-

cer en Topology Appl.

J. Camargo, Lightness of induced maps and homeomorphisms,

manuscrito.

J. J. Charatonik, Confluent mappings and unicoherence of continua,

Fund. Math., 56 (1964), 213-220.

137



138

8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

BIBLIOGRAFIA

J. J. Charatonik, Recent results on induced mappings between hyper-

spaces of continua, Topology Proc., 22 (1997), 103-122.

J. J. Charatonik y W. J. Charatonik, Lightness of induced mappings,
Tsukuba J. Math., 22 (1998), 179-192.

J. J. Charatonik y W. J. Charatonik, Inducible mappings between hy-
perspaces, Bull. Polish Acad. Sci. Math., 46 (1998), 5-9.

J. J. Charatonik y W. J. Charatonik, Limit properties of induced map-
pings, Topology Appl., 100 (2000), 103-118.

J. J. Charatonik, W. J. Charatonik y A. Illanes, Openness of induced
mappings, Topology Appl., 98 (1999), 67-80.

J. J. Charatonik, A. Illanes y S. Macias, Induced mappings on the hyper-
spaces Cp(X) of a continuum X, Houston J. Math., 28 (2002), 781-805.

W. J. Charatonik, Arc approximation property and confluence of in-

duced mappings, Rocky Mountain J. Math., 28 (1998), 107-154.

W. J. Charatonik, Openness and monotoneity of induced mappings,

Proc. Amer. Math. Soc., 127 (1999), 3729-3731.
J. Dugundji, Topology, Boston: Allyn and Bacon, Inc., 1966.

R. Engelking, Outline of general topology, North-Holland Publishing
Company-Amsterdam, 1968.

R. Escobedo, M. Lépez y S. Macias, On the hyperspace suspension of
a continuum, Topology Appl., 138 (1999), 109-124.



BIBLIOGRAFIA 139

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[27]

[28]

J. G. Hocking y G. S. Young, Topology, Dover Publications, New York,
1988.

H. Hosokawa, Induced mappings on hyperspaces, Tsukuba J. Math., 21
(1997), 239-250.

H. Hosokawa, Induced mappings on hyperspaces, II, Tsukuba J. Math.,
21 (1997), 773-783.

A. Illanes, The openness of induced mappings on hyperspaces, Colloq.

Math., 74 (1997), 219-224.

A. Illanes y S. B. Nadler, Jr., Hyperspaces. Fundamentals and Recent
Advances, Pure and Applied Mathematics, Vol. 216, Marcel Dekker,
New York, 1999.

W. T. Ingram, Inverse Limits, Aportaciones Matematicas, Serie Textos

N° 15, Sociedad Mateméatica Mexicana, México, 2000.

K. Kuratowski, Topology, Vol I, Academic Press, New York, N. Y.,
1966.

K. Kuratowski, Topology, Vol 1I, Academic Press, New York, N. Y.,
1968.

A. Lelek y D. R. Read, Compositions of confluent mappings and some
other classes of functions, Colloq. Math., 29 (1974), 101-112.

M. de J. Lépez y S. Macias, Induced maps on n-fold hyperspaces, Hous-
ton J. Math., 33 (2007), 1047-1057.



140

[29]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

BIBLIOGRAFIA

S. Macias, On the n-fold hyperspace suspension of continua, Topology
Appl., 138 (2004), 125-138.

S. Macias, Induced maps on n-fold hyperspace suspensions, Topology

Proc., 28 (2004), 143-152.

S. Macias, Topics on Continua, Pure and Applied Mathematics Series,
Vol. 275, Chapman & Hall/CRC, Taylor & Francis Group, Boca Raton,
London, New York, Singapore, 2005.

S. Macias, On the n-fold hyperspace suspension of continua, II, Glasnik

Mat. (61), 41 (2006), 335-343.

S. Macias y S. Nadler, Jr., Absolute n-fold hyperspace suspensions,
Collog. Math., 105 (2006), 221-231.

T. Mackowiak, Continuous mappings on continua, Dissertationes

Math. (Rozprawy Mat.), 158 (1979), 1-95.

S. Nadler, Jr., A fixed point theorem for hyperspace suspensions, Hous-

ton J. Math., 5 (1979), 125-132.

S. Nadler, Jr., Induced universal maps and some hyperspaces with the

fized point property, Proc. Amer. Math. Soc., 100 (1987), 749-754.

S. Nadler, Jr., Continuum Theory, An Introduction, Pure and Applied
Mathematics, Vol. 158, Marcel Dekker, New York, 1992.

S. Nadler, Jr., Dimension Theory: An Introduction with Fxercises,
Aportaciones Matematicas. Serie Textos N° 18. Sociedad Matematica

Mexicana, México, 2002.



BIBLIOGRAFIA 141

[39] S. Nadler, Jr., Hyperspaces of Sets. A Text with Research Questions,
Aportaciones Matematicas, Serie Textos N° 33, Sociedad Matematica

Mexicana, México, 2006.

[40] C. W. Proctor, A characterization of absolutely C*-smooth continua,

Proc. Amer. Math. Soc., 92 (1984), 193-296.

[41] A. D. Wallace, Quasi-monotone transformations, Duke Math. J., 7
(1940), 136-145.

[42] S. Willard, General Topology, Dover Publications, Inc., Mineola, New
York, 1998.

[43] G. T. Whyburn, Analytic Topology, Amer. Math. Soc. Colloq. Publ.,
Vol. 28, Amer. Math. Soc., Providence, R. 1., 1942.

[44] G. T. Whyburn, Topological Analysis, Princeton Math. Series., Prince-

ton, New Jersey, Princeton University, 1958.

[45] H. Xianjiu, Z. Fanping y Z. Gengrong, Semi-openness and Almost-
openness of Induced Mappings, Appl. Math. J. Chinese Univ. Ser. B.,
20(1) (2005), 21-26.



	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Preliminares
	Capítulo 2 . Funciones Inducidas
	Capítulo 3. Funciones Ligeras
	Capítulo 4. Funciones Abiertas
	Bibliografía

