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Part 1

Movimiento de los anillos
como cuerpo rigido



Chapter 1

Introduccion

A mediados del siglo X1X, el fisico - matematico James Clerk Maxwell hizo
un estudio acerca del movimiento de los anillos de Saturno, el cual se enfoca en
encontrar las condiciones necesarias para tener un movimiento estable. El tras-
fondo bésico de este problema es entender porque es posible que estos cuerpos
celestes se mantuvieran girando alrededor de un planeta a lo largo de mucho
tiempo, problema que no habia sido resuelto hasta entonces. En este estudio,
J.C. Maxwell considera a los anillos en los tres estados distintos: sélido rigido,
fluido y un conjunto finito de particulas pequefias, para los cuales, busca las
condiciones necesarias para el movimiento uniforme.

Gracias a este estudio, Maxwell recibe el premio "Adams" en 1857, presea
otorgada cada dos anos por la Facultad de Mateméticas de la Universidad de
Cambridge y el Colegio St John “s a un jéven matemédtico britdnico por su inves-
tigacién tnica en el drea de Matemadticas y afines. Este premio fué establecido
en 1848 en honor a J.C. Adams por su estudio en la prediccién de la existen-
cia de Neptuno, siendo los premios en un principio enfocados a problemas de
Mecénica Celeste.

Al ver que en sus inicios el premio no tuvo mucho éxito, J.Challis, uno de los
evaluadores del comité encargado del premio emprendié la meta de atraer més
investigadores a ésta competencia, buscando temas relevantes de la época. Aqui
es cuando Maxwell envia en Febrero de 1855 una carta a W. Thompson, jefe de
Maxwell en ese momento, quién ademds estaba involucrado también en el comité
de evaluadores (ademds, estaban S. Parkinson y J. Adams) comenténdole:

" Los matemaéticos de Cambridge no tienen experiencia en inves-
tigaciones que requieran cédlculos mateméticos grandes."

haciendo alucion a la cantidad posible de cdlculos que se necesitarfan para es-
tudiar la estabilidad de los anillos de Saturno ; ademds, agrega una sugerencia
como posible tema del premio: realizar una " investigacion de las perturbaciones

Ver [1], p.21



4 CHAPTER 1. INTRODUCCION

de las formas de los anillos de Saturno, considerdndolos como un fluido". Al
final, después de varias discusiones, el comité aprueba el titulo:

"El movimiento de los anillos de Saturno"

siendo considerado este problema como "el tenor general de las matemdticas
de Cambridge" en ese momento, debido a las observaciones del "anillo interior
obscuro” y los dos "anillos interiores brillantes” que hubo por parte de G.P.
Bond y O. Struve en 1850. Una vez que sale la convocatoria, Maxwell se dedica
a resolver el problema, empezando por la parte de cuerpo rigido, ya que ésta se
juntoé al mismo tiempo con su estudio de la "dindmica del trompo”. En julio de
1856, Maxwell, en una carta a R. B.Litchfield, expresa su interés en estudiar la
estabilidad de los anillos de Saturno, ya que lo considera como un "problema
duro, pero curioso" 2 .

El 16 de Diciembre de 1856 (fecha limite), Maxwell entrega su estudio, siendo
la dnica persona en participar (aparentemente), para que el 30 de Mayo de 1857,
recibiera este prestigioso premio.

El informe oficial dictaminado por los evaluadores del premio fue 3:

El movimiento de los anillos de Saturno

"El problema es tratado bajo la suposicién que el sistema de ani-
llos es exactamente o muy aproximado a ser concéntrico con Sat-
urno y puesto simétricamente en el plano de su Ecuador (Saturno),
y diferentes hipétesis son hechas respecto a la constitucién fisica de
los anillos. Se suponen (1) que son rigidos; (2) que son fluidos, o en
parte gaseosos; (3) que consisten en particulas de materia no conec-
tadas. La pregunta serd considerada a ser respondida mediante la
comprobacién de estas hipétesis, donde las condiciones de estabili-
dad mecdnica se satisfacen por la atraccién mutua y movimiento del
Planeta y de los anillos.

Es deseable que una prueba (caso particular) pueda ser también
determinada en las hipétesis anteriores para explicar de una mejor
manera el brillo de los anillos y el reciente descubrimiento del anillo
obscuro; y para indicar cualquier causa del cambio de forma, como
se supone en la comparacién de las observaciones modernas y las
observaciones que se realizaron antes."

Entre 1857 y 1859, el estudio fue corregido y modificado para ser publicado
en la revista "Proceedings of the Royal Society of Edinburgh” con el titulo*:

"Acerca de la estabilidad del movimiento de los anillos de Sa-
turno"

2idem, p. 20, 411
3Ver [2] , p. 288
4Ver [1], p.22



Cabe aclarar que, durante todo éste tiempo, Maxwell enfoc6 la mayoria de
su tiempo en estudiar este problema, ya que hizo disparar su imaginacién y fué
un desaffo para su intuicién. Esto lo hace evidente, cuando en la introduccién
de su articulo comenta ®:

"Hay algunas preguntas en la Astronomia, las cuales nos sentimos
atraidos, si bien por su peculiaridad, como por la posible ilustracién
de un principio desconocido, que por cualquier ventaja directa que la
solucién pudiera permitir a la humanidad... Cuando contemplamos
los anillos desde un punto de vista puramente cientifico, se convierten
en los cuerpos mas notables de los cielos, excepto, quizas, esos cuer-
pos atin menos utiles - Las nebulosas espirales. Cuando hemos visto
pasar el gran arco sobre el ecuador del planeta sin ninguna conexién
visible, no podemos dejar que nuestras mentes descansen en paz. No
podemos simplemente admitir que tal es el caso y considerarlo como
un hecho de la naturaleza, no admitiendo o requiriendo una expli-
cacién. Debemos entonces explicar su movimiento con los principios
de la Mecénica, o admitir que, en los reinos de Saturno, puede haber
movimiento regido por leyes que no son explicables."

Maxwell se enfoca en analizar el caso en que los anillos y Saturno son con-
céntricos. Este caso es el que de manera fisica se aproxima més a las condiciones
reales para los anillos principales de Saturno. Ademads, para la hipétesis de los
anillos rigidos, agrega un caso el cual considera a los anillos con una masa unida
(que puede fungir como luna) y encuentra un resultado positivo en la estabili-
dad si se cumple una relacién directa entre la masa unida y la masa total de los
anillos.

En general, durante todo el estudio que hace Maxwell, hay cdlculos que
no quedan del todo claros o que, desde el punto de vista matemdtico no son
formales, por lo que la intencién de esta tesis es tratar de esclarecer el problema
con las herramientas mateméticas que tenemos hoy en dia, ademds de buscar la
relacién entre la masa unida y los anillos de manera més exacta. A lo largo de
la tesis, iremos comparando los cdlculos y resultados obtenidos.

En la tesis nos enfocaremos a plantear de nuevo el estudio hecho por Maxwell
s6lo para el caso de los anillos rigidos; la idea es plantear el problema y buscar sus
condiciones de estabilidad con el lenguaje moderno y herramientas numéricas
para asi, buscar una mejor aproximacion del estudio. Ademds de considerar el
caso particular en que los anillos y Saturno son concéntricos, abarcaremos el
caso general donde la configuracién geométrica sea fisicamente posible. Para
ésto, buscaremos apro-
ximar las condiciones y agregaremos cdlculos numéricos para determinar las
condiciones bajo casos particulares, dado que el problema no lo podemos resolver
analiticamente.

5Ver [3], p. 82, 83
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Por otro lado, a lo largo de la tesis, al final de algunos capitulos haremos
referencia a los cédlculos hechos por Maxwell.

La primera parte de la tesis comienza con el Capitulo 2, en donde planteare-
mos las ecuaciones de movimiento del Sistema que forma Saturno y los anillos;
aqui comenzaremos a partir de las nociones béasicas de mecédnica clédsica, donde
iremos deduciendo las expresiones necesarias para poder plantear nuestro pro-
blema. Ademds, en el caso particular cuando los anillos tienen forma circular,
obtendremos las ecuaciones de movimiento.

En el Capitulo 3 estaremos buscando, a partir de las ecuaciones obtenidas,
las condiciones para que nuestro sistema pueda girar de manera uniforme; re-
tomaremos el caso del anillo circular y veremos si puede existir movimiento
uniforme o no. Posteriormente, buscaremos los pardmetros para poder tener
un movimiento estable, a partir de una aproximacién a primer orden (serie de
Taylor), buscando asf, los intervalos donde se satisfacen las condiciones de esta-
bilidad. Ademés, haremos un breve estudio del comportamiento del potencial
y su derivada, para determinar si es posible o no un movimiento uniforme.

La segunda parte de la tesis empieza en el Capitulo 4, donde planteamos de
nuevo el problema de los anillos rigidos, pero ahora con una masa unida a ellos.

Para el Capitulo 5, volvemos a estudiar las condiciones de estabilidad del
problema.

En la tercera y ultima parte de la tesis, estudiamos el potencial gravitacional
y sus derivadas para poder encontrar las condiciones de estabilidad de manera
analitica. Para ésto, en el Capitulo 6, calcularemos los coeficientes del caso sin
masa unida.

En el Capitulo 7, encontraremos las condiciones bajo las cuales hay un
movimiento estable, tomando en cuenta el caso particular en que Saturno y los
anillos son concéntricos (caso estudiado por Maxwell) y el caso general, donde
llegamos a una aproximacién de la regiéon de estabilidad, ademds de tener las
condiciones de manera més general.

En el Capitulo 8, haremos un estudio numeérico de las condiciones obtenidas
en el Capitulo anterior y mostraremos resultados para diferentes casos, encon-
trando las condiciones de estabilidad numéricamente para el caso general.

Finalmente, establecemos las conclusiones generales de la tesis en el Capitulo
9.

Los apéndices estédn dedicados a la parte numérica, debido a que hay partes
en el estudio donde no podemos llegar muy lejos analizando las férmulas y es
necesario apoyarnos en herramientas numéricas. Ademsds, incluiremos tablas
con los resultados numéricos obtenidos en el Capitulo 7.



Chapter 2

Planteamiento de las
ecuaclones fisicas

2.1 Deducciéon de las ecuaciones

En este capftulo deduciremos las ecuaciones que rigen el movimiento de los
anillos, junto con Saturno, si son considerados como un solo anillo rigido. Para
esto, definiremos ciertos conceptos fisicos esenciales en el estudio de nuestro
problema !.

Definicién 1.0 .- Sea una particula de masa m y posicion en el espacio x €

R3, el momento p del cuerpo estd definido como:
p =mx

con X = %x la velocidad de la particula.

Definicién 1.1 (Segunda Ley de Newton) .- El movimiento de una particula
puntual de masa constante m queda dado por :

p= % (mX) =mx = F(x,x,t)
con F un campo vectorial real. A F se le llama resultante de las fuerzas ac-
tuantes sobre la particula.
Definicién 1.2 .- Sea un sistema de n particulas puntuales, de masas con-
stantes my, ..., m, respectivamente. Entonces el movimiento de las particulas
queda dado por el sistema de ecuaciones diferenciales:

n

pZ:mlxleZ—i— Zf” 221,2,...,TL
Jj=1

donde f;; es la fuerza que origina la particula j — ésima sobre la particula

1—ésima en la direccion de x; —x;, y Fy es la resultante de las fuerzas externas

efectuadas por objetos externos al sistema.

1Ver [4], p.8 - 14
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Definicién 1.3 (Tercera Ley de Newton) .- Por cada fuerza que ejerce sobre
un cuerpo, éste realiza una fuerza igual pero de sentido opuesto sobre el cuerpo
que la produjo, es decir:

fij = _fji-

Cabe aclarar que debido a que un cuerpo no ejerce fuerza sobre si mismo,
tenemos que f;; = 0.
Proposicién 1.3 .- La suma de las derivadas de los momentos para un sistema
es igual a la suma de las resultantes de las fuerzas externas sobre cada particula.

Demostracién:
Tenemos que:

Sop, = Z(F +Zf”> PEDIINY

Jj=1 i=1j=

y esto sélo se puede si:

i2%—0

i=1j=

Por lo tanto la suma quedarfa:

Q.E.D.

Otro concepto importante para establecer las ecuaciones de movimiento es
el centro de masa y las propiedades que éste presenta.
Definicién 1.4 .- El centro de gravedad o centro de masa de un sistema es el
punto dado por :

g

...
Il
A

m;X;

o]l
I

M=

m;

i=1

Para el caso de un cuerpo continuo con volumen V' y masa M serfa :

(é’dm)x:Mx:éxdm.
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Nota: Si el cuerpo se mueve, entonces tanto X como V' dependen del tiempo:

(f dm(t))x(t):Mx(t): J xdm (t)

V(t) V(t)

pero si el cuerpo es rigido, entonces V (t) = T (¢) V (0) con T (¢) un movimiento

rigido, es decir |[DT (t)]|=1y [ xdm = [ xdm por lo que en las derivadas
V(#) V(0)

tendriamos MX (t) = [xdm, MX (t) = [%dm.
1% %
Definicién 1.5 .- El momento total de un sistema viene dado por la suma:
n n .
P =5 pi= > mx;.
i=1 i=1
Al igual que la definicién anterior, para el caso de un cuerpo continuo serfa:
P =[xdm.
v
Definicién 1.6 .- Un sistema se dice cerrado si no hay fuerzas externas actu-
antes.
Teorema 1.1 (Centro de masa) .- El centro de masa de un sistema tiene

movimiento como si todas las masas estuvieran concentradas en él y todas las
fuerzas externas fueran aplicadas a él:

NE

m;X =
1 %

F;

o

% 1

Demostracién: .
Por definicién, el momento total estd dado por P => m;x;, de donde, por la

=1
proposicién 1.1, tenemos:

1=1 =1

Asi, finalmente quedaria:
n . n
Zmix = Z Fi
i=1 i=1

Q.E.D.

Corolario 1.1.- Si no hay fuerzas externas en el sistema, el movimiento del
centro de masa es uniforme y rectilineo. En particular, se mantiene fijo si lo
estd al momento inicial.

Definicién 1.7.- El momento angular de una particula puntual de masa m estd
dado por:
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L=xAp

donde A denota el producto vectorial usual.
Para un sistema, tendremos el concepto de momento angular del sistema
n
que serfa la suma de los momentos angulares de cada particula L =3 L;.
i=1
Teorema 1.2 (Conservacién del momento angular) .- El momento angular
de un sistema con fuerzas centrales cerrado es constante.
Demostracién:
Tomemos la derivada del momento angular del sistema:

L:iLz = Zn: (Xi APitx; A pi)

pero por definicién del momento, x; A p; =x; A m;X; = 0, con ésto:

L= in/\pi = in/\ (Fi—F fou> = Z (Xz’ A\ Zf2J> = Z (Xj A iji>
i=1 i=1 =1 i=1 =1 j=1 i=1

(i —%;) Ayl =0
—1j=1

3

n n 1
porque f;; es paralelo al vector x; — x;. La derivada es cero, por lo que el
momento angular del sistema se mantiene constante.

Q.E.D.

Definicién 1.8 (Ley de gravitacién universal) .- La fuerza que ejerce una
particula puntual con masa mo sobre otra con masa my es directamente propor-
ctonal al producto de las masas, e inversamente proporcional al cuadrado de la

distancia que las separa:

fi, = — —mums X1 — X
12 Hxl_x2H3 ( 1 2)
con ||| la norma euclideana entre vectores. A esta fuerza se le conoce como

fuerza de gravitacion.
Definicién 1.9 (Trabajo) .- El trabajo efectuado por una fuerza F sobre una
particula durante una cierta trayectoria estd definido por:

2
ngifF~dX.
1

En un sentido fisico, el trabajo nos dice "cudnta energia costo" mover la
particula efectuando una fuerza F' a lo largo de una trayectoria.
Definicién 1.10 .- Una fuerza F se dice que es conservativa si el trabajo efec-
tuado por ella sélo depende de los puntos extremos de la trayectoria, es decir
que la integral de la fuerza es independiente del camino que se tome.
Teorema 1.3 .- Si un sistema es conservativo, entonces existe una funcion
escalar U : R® - R, U = U (x), tal que:
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F=-VU

Demostracion:
xX

Sea U(x) = —[F - dx’, debido a que es conservativo, esta funcién estd bien
1

definida. Entonces, tenemos por el teorema fundamental del cdlculo que:
—VU (x) = F (x).

Q.E.D.

A esta funcién escalar la llamaremos el potencial del sistema.
Proposicién 1.2 .- Para la fuerza de gravitacion entre dos particulas, el po-
tencial entre ellas viene dado por:

U(x1,%x3) = — H,Zl_n,gu
Demostracién:
Sélo basta con probar que el gradiente de esta funcién es justamente la fuerza
gravitacional. Para la particula 1 tenemos que:

U _ _mimo _
T = TP (1~ 22)
OU __ _mimo _
dyr ~ Jxi—xz2|® (yl y2)
oU .  _mimo _
021 Jxi—xa| (21 = 22)
con lo que llegamos a:
—V, U (x1,%x9) = =2 (X1 — Xo) = fio.
X1 ( 1, 2) HxlfoH‘s( 1 2) f12

Para la particula 2 se obtiene el mismo resultado de manera andloga.
Q.E.D.
Corolario 1.2 .- Para un sistema conservativo, el movimiento queda dado por:

’/TLZXZ = —inU.

Proposicién 1.3 .- El movimiento entre dos particulas puntuales que interac-
tian entre st, sin fuerzas externas, se efectia en un plano.

Demostracién:

Por el Teorema 1.2, tenemos que el momento angular es constante, es decir el
vector perpendicular a la posicién y a la velocidad. Esto mismo nos indica que
la velocidad y la posicién estdn siempre en un mismo plano, perpendicular al
vector constante L, por lo tanto el movimiento es plano.

Q.E.D.

Proposicién 1.4 .- Sean my la masa del cuerpo 1, ms la masa del cuerpo 2;
Sean x1 y x2 las coordenadas de los mismos cuerpos respectivamente (xl, Xg € Rz) ,
Entonces x1 y xo pueden expresarse de la forma:

m2

mi1+ma
My

mi+ma

X1 = Xg +
Xo = XaG —
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conrT=2x1—x2, 7T =|%x1—%X2| y zg el centro de masa de los dos cuerpos.
Demostracion:
Tenemos por definicién:

(mq 4+ mg) Xg = M1X1 + MaXsy

ademds r = x; — x3. Resolviendo para x; y Xa:

ma

mi+ma
mi

mi+mz "

X1 = Xqg +
Xo = XG —

Q.E.D.

En nuestro caso, la fuerza ejercida sobre un elemento del anillo xz con masa
pr (xg) dxg?%, debida a un elemento de Saturno xg de masa pg (x5) dxs , como
vemos en la Figura 1, serfa:

pr (xr)dxpxpr = dfrs = pr (XRr) pg (X5) ﬁdxsdxﬁf

Fig.1

Ahora bien, si queremos obtener la fuerza ejercida por Saturno, sobre un
elemento del anillo, tenemos que integrar la fuerza sobre todos los puntos de

Saturno:
PR (XR) dXp Xp = ///des =
S

pr (XR) dxp Xg = ///pR (xRr) pg (xs) ﬁ dxg dxp.
S

2 Aqui p(x) es la densidad del cuerpo rigido en el punto x y la definimos como la cantidad
de masa contenida en una unidad de &rea.
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Si queremos obtener la fuerza ejercida por Saturno, sobre todo el anillo
(considerando al anillo como un cuerpo plano), con el mismo razonamiento:

e -
R S
Frs = [ [[[ontocm ps (xs) szieans | dxn.
R S

Asi quedaria para el anillo:

//PR (xr)Xrdxp = Frs = // ///PR (Xr) ps (X5) reimdxs | dxg.
R R S

Como sabemos que la fuerza central es una fuerza conservativa:

—VxrdU = pp (Xr) ps (Xs) 2 = EmdxsdXR.

lxs—xrll®

Por lo que el potencial entre dos puntos seria:

1

7HXS7XRH dXSdXR.

dU = —pg (xr) ps (xs)

Asi que el potencial entre Saturno y el anillo serfa:

U= —/ ///PR (xr) pg (xs) mdxs dXp. (2.1)
R s

Definicién 1.11 .- Un cuerpo se dice homogéneo si su densidad p es constante.
Teorema 1.4 .- FEl potencial gravitacional de un cuerpo homogéneo perfecta-
mente esférico de radio a es el mismo que si fuera una particula puntual de la
misma masa localizada en su centro de gravedad :

donde M es la masa total del cuerpo y R es el radio de la esfera.
Demostracién:

Sea R la distancia del centro de gravedad del cuerpo a un punto arbitrario. El
cuerpo es homogéneo, luego: dm = pdV’. La integral seria:

3Ver [5], p. 397 - 399
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R R S —
(X X ) P [[x—x']| p \/(1*$’)2+(y7y’)2+(272’)2
M M

Haciendo un cambio de variables a coordenadas esféricas, tenemos que:

z' = rcosfsin ¢
y = rsinfsin ¢
Z' =rcos¢
dV' = r?sin pdodOdr.

Notemos que para calcular el potencial gravitacional en un punto arbitrario
X, observamos que por simetria el potencial debe ser 'radial’, es decir, su direc-
cién debe ser paralela con la de la recta que pasa por x’' y el punto x; ademds,
debe depender sélo de R y no de su direccién. Como el punto x es fijo, podemos
hacer una rotacién de las coordenadas hasta el punto (0,0, R) sin afectar el valor
del potencial, por lo tanto:

|x — x'|| = \/R% +r2 — 2Rr cos ¢.

El potencial quedarfa:
a 27w
- _ _ r’singdgdfdr _ _
U(X) o p///w/R2+r2—2chos¢ o
000
a 27
//2;%{;' {\/R2 + 72 — 2Rr cos (b} r2|FdOdr
00

a 27

U(x)= —P//f}% [R+7—R+r]r?|fdidr = —£4nia® = —%
00

Q.E.D.

Corolario 1.2 .- La fuerza ejercida por la esfera sélida homogénea (densidad
constante} sobre el punto x con masa m es —VyxU.

Demostracidn:

Tenemos que la fuerza estaria dada por:

7// mp”;%;”adx':// mfx/xdx’:m///fx/xdx’:foU.
M M M

Q.E.D.

Si consideramos a Saturno como una esfera solida perfecta y homogénea,
tendriamos que el potencial se reduciria a:
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_// ///pR(XR)pS(XS)HxRiistdXS dxp =
R S

7m5// pR XR dXR (22)
Ixs — %zl

con mg la masa de Saturno.*

Definimos el potencial del anillo V' como V = %SU'

Como Saturno tiene densidad constante, por la definicién de centro de gravedad
tenemos:
me{S = ///psf{sdx_g.
s

Sea xg el centro de gravedad de Saturno, xg el del anillo y xg el centro de
gravedad de los dos cuerpos (Fig.2).

Por la definicién de centro de gravedad:

(ms +mpg)Xe = msXs + MpXR. (2.3)

Por el Corolario 1.1 tenemos que Xg = 0. Por lo tanto se puede tomar el
origen de coordenadas con respecto a G (con ésto tenemos que xg = 0) y A una
direccién en el plano fija. Ademads tendriamos que por 2.3:

msks = meiiR.

Asi que mpxp = Vx U; por lo tanto:

msks = foSU = —mstSV. (2.4)

4Para el caso en tres dimensiones, véase [6], p. 277 - 285
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Fig.2

Definimos, en base a la figura 2, AGS = 0 y xg —xg = r. Con esto, tenemos
que:

GS = xg = —ma

ms+mp
g

GRZXRZ

— r
mgs+mp

Tomemos un punto fijo dentro del anillo, digamos en B, entonces ¢ = Y RB.
Con este dngulo podremos saber todas las posiciones angulares dentro del anillo.
Con los pardmetros r, 6 y ¢ la configuracién del sistema reducido estd completa.

Ademsds, tomamos el 1 dngulo entre las dos direcciones fijas y el centro de
masa del anillo (¢ = LA'RB). De la definicién de 1 observamos que:

Y =A'RB=YRB+ ARY = ¢+0+n.

Para Saturno tenemos que sus coordenadas en polares estarfan dadas por:
T rgcosf —~
Xs = s = s . =Trsr
Ys rgsinf

mpg

a1, 7 = |xs — xg| . Entonces, la velocidad estarfa dada por:

con rg =

. |:j25:| [7'"5 cosf — rgsin 06

o | =rsT+ 7"59@.
Ys rgsiné + rg cos 06

La aceleracién seria:
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. [#g
X = .. =
* [ys}

rgcos b — 2rg sin 00 — 7g COS 99 — rgsin 90]

rgsinf + 2rg cos 00 — rg sin 99 + rg cos 06

(%S — g ) T (2@9 + rse) 0.

Expresemos el gradiente del potencial para Saturno en términos de coorde-
nadas polares, esto es:

oV __ 9V Ors oV 96 __ oV _ 9V sind
925 — Ors dzs T 90 dzs — ors cos 0 — G5 =

oV _ 9V drs , OV 90 __ AV cos
dys — ors Oys + 99 dys — Sresinf + G e
vV 8“; cos b — %‘9/ S;“Se oV . 1 GVA
Xs =10 oV cosb | — r
sm@—i— 50 e ors rg 00

Asi, por el Corolario 1.2, tenemos el sistema de ecuaciones:
msks = —mstSV

sustituyendo:

m »._92A o Nal L L oV
sllrs—rs r+ (2rsf+1g0) 0 mgs 675r+7s 890
mgs (’I"S —7“59 ) = —mSgT‘,/s

s (27"594-7"59) = erS Ii ( 9) —msi%

por lo que queda:

.2
<"I“'S—’I“59>-i-g7}fg =0

(2056 +rs) + L 5% 0.

Tomando en cuenta que:

V. _ 9V 9r _ mpr+mg 9V

Ors ~  Or Org mpg or

por lo que si sustituimos el valor de rg en funcién de r quedarian las ecuaciones:

2 .2
m o v __
(mR—i-Iins) <TT'9 ) + or 0

2 . ..
m . 19V __
(mR+I’2an) (2T0 + TG) + T o0 — 0
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Ahora analizaremos el caso de las ecuaciones de movimiento del anillo.
Proposicién 1.5 .- Las ecuaciones de movimiento para el anillo estin dadas
por:

ij.(R = szU

donde xR es el centro de gravedad del anillo y U es el potencial dado por 2.2.
Demostracién:

Tomamos dos puntos distintos dentro del anillo B; y Bs separados desde el
centro de masa del anillo (R) por un déngulo 3, como se observa en la figura 3.

Notemos que, por la definicién de cuerpo rigido, 8 es constante; asi el tridn-
gulo ARByB; no cambia cuando el anillo gira; ademds ¢, = ¢, + 3, por lo
que:

¢2:¢1:¢~

Con esto vemos que la velocidad de rotacién alrededor del centro de masa
del anillo es la misma para todos los puntos del anillo.

Por otro lado, si tomamos el centro de coordenadas G, podemos descomponer
el vector que une ese punto al punto fijo B, y escribir GB como :

GB =GR+ RB
pero:

RB = [1500] =7

Sabemos que 7y es constante en el tiempo por ser el anillo un cuerpo rigido,
por lo que:

& (RB) = [[20] = 7%

entonces:

Top = 4 (GB) = L (GR) + L (RB) = Var + 100,
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Asi, tendrfamos que la velocidad para cualquier punto B, puede dividirse en
la velocidad del centro de masa del anillo ( Vgr no dependiente de B ) y la

velocidad de giro del punto B con respecto al centro de masa del anillo ( 71/}‘@
no dependiente de B ) .

F
Fig.4

Si tomamos el vector RB, tenemos que:
Hﬁ”2 = cte.

~
~

Por lo que RiBL% (RiB) y ésto implica que U puede verse como W = kA A¥,
donde % es el vector unitario en la direccién .
Si suponemos que la densidad del punto B es pp (B), tendriamos:

pr(B) 06 = pr (B) Venr + pr (B) 7w (7). (2:5)
Integramos sobre cada punto B perteneciente al anillo:
fRfﬂR( )Uapdxp = fpr ) Vardxp + fpr (“/7/)@) dxp =
< [ [pn(B de> Ven + 0k A < [ pn(B RdeB>

Pero f f pr(B)dxp = mpg y de la definicién de centro de gravedad tenemos

que f f pr (B) RBdxp = 0 ( porque R es justo el centro de gravedad del anillo).

Asi quedarla
f pr (B) vapdxp = mRVGR.
R
Con esto, podemos concluir que el estudio del movimiento sobre el anillo

rigido es equivalente a estudiar una masa puntual de masa mp ubicada en el
centro de gravedad del anillo, ya que por la definicién de fuerza tenemos que:

ip_d ( I fon(B) vGdeB> = 4 (mpVer) = maVen.
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Por otro lado, analizando las fuerzas que actian sobre cualquier punto del
anillo B, sélo existe la fuerza fs (B) ejercida por Saturno, por lo que por la 2°
Ley de Newton y de 2.5 tenemos:

& (pr (B)TaB) = & (pr (B)Var + pr (B) Y (kA RB))
= pr(B)Van +pp (B)U (EARB) + pg (B) 0 (kA % (RE))
—p(B)Van +pr(B)) (kARB) +pg (B) 0 [k A (¢ (R ARB))| = fs (B).

Integrando esta igualdad sobre todo el anillo quedarfa:
[ [fs(Byixu = [ [pr (B) Vordxp + [ Jon (B (RARB) dxp +
51 fou(B) [Er (A TB)] ax
(f [pr (B de> Ver + vk A (f [pr (B RdeB)
§ [k AN (f Jon (B RdeBﬂ

ya que 1/) y w no dependen de B.
Simplificando esta expresién finalmente nos quedaria:

f [ fs(B)dxp = mRVGR

pPr(xB)ms
s —x5]°

fffs de—msffm(xS—xB)de.

pero fs(B) = (xs —xp), asi que:

El potencial de Saturno sobre el anillo es:

U(xg) = —msffl‘XS xBHdXB

por lo que tenemos:

mRVGR = mRkR = VXSU.

Con esto, queda justificada la férmula para x.
Q.E.D.

Lo siguiente es obtener las ecuaciones de movimiento del anillo visto como
un cuerpo puntual.

Las coordenadas en polares para centro de gravedad del anillo serian:
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—= _ . |xr| |rrcos(@—m)| _|—rrcosf ~
GR=xp = [ } o [TRsin(Gw)] o {rRsine

Tomando en cuenta que:

VxpV = —=Vx,V
el gradiente del potencial para el anillo serfa:

3:/ cosf + 9V sin 6

— a9 a0 r _ oV = 1 8V
VxrV = _9V 4 g 0Veoko| = ~grst ~ 75900
ors 90 rg

Sustituyendo estos valores en la ecuacién:

mRkR = —mvaRV = mstSV

se obtiene:

.2 . S\ o~ A~
mr [(m - >?+ (2006 + i) 0} = —mg [~ §LF - L 950

ors rg 060

.2
.. BV
MR (T‘R —rrb > =ms g
L n) _ ms oV
mg (27"39 + 7“39) =25

Sustituyendo los valores de rg y rg en funcién de r quedaria:

2 )2 oV,
mp hos —
(mR"rms) <7"7'0)+8r0

2 . ..
m : 19V __
(mRJrI??LS) (2’1"9"‘7’9)"‘;@—0

= —TRT.

21

Son las mismas ecuaciones obtenidas para Saturno , que era justo lo que se

esperaba.

Queda una ecuacién por deducir, la cual la obtendremos con la consideracién

del anillo como un cuerpo rigido®.

Definicién 1.12 .- El momento de inercia de un sistema con respecto a un eje

fijo se define por:

I= Zmirf

con m; la masa de la particula i del sistema, y r; la distancia de la particula i

al eje.

Definicién 1.13 .- El momento de inercia de un cuerpo continuo con respecto

a un eje fijo se define por:

5Ver [5], p. 396 - 399
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I=[r%dm

con r; la distancia de cada punto del cuerpo al eje.
Definicién 1.14 .- El torque de una fuerza F respecto a un eje fijo O se define
por:

T=rAF

con r la distancia del eje O a la fuerza aplicada (radio de giro).

Proposicién 1.5 .- La derivada del momento angular de un sistema de particu-
las es igual al torque de las fuerzas exteriores que actian sobre las particulas del
sistema.

. n
L= ZTi'
i=1

Demostracién:
Tomemos la derivada del momento angular del sistema:

. n . n
Pero por definicién del momento, x;Ap; =x;Am;x; = 0, con esto:

L=Y%Ap;, =Y XA (Fi+ Zfij) .
i= i=1 =1

i=1

Por el Teorema 1.2 se tiene que el torque total de las fuerzas internas es
cero:

. n n
L= sz/\Fz: ZTi
i=1 =1

Q.E.D.
Proposicién 1.6.- El momento angular para un sistema de particulas que rotan
rigidamente en un plano XY wviene dado por:

L= Ik
con ¢ la velocidad de rotacidn de todas las particulas e I el momento de inercia
de todo el sistema.

Demostracién:
Supongamos que x;= (1; cos (1) + o) ,7;sin (1 + «;) , 0) entonces

pi= (—mmﬂ) sin (¢ + a;) , mirit cos (1 + ) 0)7 i=1,..,n,

luego, por definicién:
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n n . —~ -~
L= x;Api= (ermﬂb) k= Iyk.
i=1 i=1
Q.E.D.

Corolario 1.3 .- El momento angular para un cuerpo rigido que rota en un
plano XY wviene dado por:

L= Ik

con 1/1 la velocidad de rotacion del cuerpo e I = frzdm su momento de inercia.
Aqui hagamos notar que todo punto del cuerpo se mueve a la misma veloci-

dad angular 1.

Definicién 1.15 .- Definimos el radio de giro k de un cuerpo rigido de masa

M y momento de inercia I que gira con respecto a un eje dado de la forma:

2_ L
2= L.

El radio de giro representaria la magnitud de la distancia al eje dado si el
cuerpo rigido fuera una masa puntual concentrada en el centro de masa.
Teorema 1.5 .- Para un cuerpo que rota en un plano se tiene la ecuacion:

Ii‘/’ =>.Ti
=1

con 7; los torques de las fuerzas externas sobre el cuerpo en la direccion k y Y
la aceleracion angular del cuerpo.

En el caso del torque de los anillos sobre Saturno, fisicamente nos dirfa que la
tendencia a girar de los centros de masa de Saturno y los anillos es la aceleracién
del dngulo de giro por el momento de inercia de los anillos.

Demostracion:
Por el Corolario 1.3 tenemos la relacion:

L = k.

Adems3s, por la proposicién 1.6 si tomamos la derivada del momento angular:

N

L=Ijk =

Tik

-

i=1

yva que I es constante en el tiempo.

Q.E.D.

Proposicién 1.7 .- El torque del anillo homogéneo estd dado por:
mgrk?y = ms%.

Demostracién:

Para el anillo, el momento de inercia viene dado por:
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I = fpr (B) HRiBHQdXB = mRkQ.
R

Por otro lado, para cada punto B del anillo, la fuerza ejercida por Saturno
fs (B) hace un torque con respecto al centro de gravedad del anillo R:

75 =RBA fs(B) = (RS + RB — RS) A fs (B).
pero RB — RS = SB = xp —xg y RS = rgt:
78 =75T A fs(B) + (x5 —x5) A fs (B) = rsT A fs (B)

ya que xg — xp es paralelo a fg (B). Por el Teorema 1.5:

(1505) % = (pr (B) | RB||" d5) & = rs¥ A fs (B).

Integrando sobre todos los puntos del anillo:

(f fIBiLdeB) k= (f [Ygpr (B) ||RB||2de> k= [[rstA fs(B)dxp
R R

R

(fRf IBiszde> k=rstA ( fRf s (B) de)

pero w p es independiente del punto tomado por lo que w B = i/}, ademds, por la
Definicion 1.15:

<f fIB'(./.JBdXB> k= I = mpk2.
R

Ahora bien, sabemos que [ [ fs (B)dxp = mgVx,V y poniendo el potencial
R

en coordenadas polares:

(mszw) k= ref Amg (gTVS? %%9) = (ms20) %
por lo que finalmente quedaria:

mRkZi/} = ms%—‘g
Q.E.D.

Asi, las tres ecuaciones que describen el movimiento de nuestro sistema
serfan:
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2
mpg .. 2 oV o
(mR+ms> (T—T9)+a—0 (2.6)
2
mp LN 1AV
: av

donde ¥ =0 + ¢ — .

Ahora bien, a partir de este momento, nuestro estudio se enfocaré en el caso
) b
en que el anillo tiene forma circular.

2.2 Caso particular: anillo circular

Tomando el caso particular de que el anillo fuera un disco circular homogéneo,
con ésto, el centro de gravedad del anillo va a coincidir con su centro geométrico
(Fig.5):

Fig.5

Asi, para cada elemento xp del anillo, tendriamos que:

xs—xp=(xs—R)—(xg—R)=r—9%
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~y cos

'ysina/)} con « el

donde R es el centro del anillo. Ademds notemos que vy = [
radio del centro al punto. Por lo que quedarfa la distancia:

xR —XsH2 =124+ 42 = 2rycos (m — ¢) =12 + 42 + 217y cos ¢.

Asi que el potencial del anillo V' vendria expresado por:

b 27
V) = pn [ [ oy
a 0

donde vemos que no depende de 6, por lo que %—‘g = 0. Por lo que el potencial

sélo es dependiente de r. Asi, las ecuaciones de movimiento quedarian:

2
<mR> (% - réQ) AL, (2.9)
mpgr+mg or
mR 2 . .
mpk*y = 0. (2.11)

Teorema 1.6 .- La energia de Saturno dada por:

.2
E:%(T'SQ—H"%H)—{—V

se conserva, es decir, E = 0.
Demostracién:
Si multiplicamos la ecuacién 2.10 por r:

2ri0 + r20 = % <7’29> =0
por lo que tendriamos que:

r20 = C.

Esta expresién la conocemos como el "Momento angular".
Ahora bien, para 2.11 tenemos:

%(if}):o
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por lo que:

w = %
Asi tenemos:

Y =1t + ¢g

si sustituimos la ecuacion en 2.9:

() (- C28) + 5 =0

mRr+mg

multiplicando la ecuacién por 7 e integrando:

(s )2(4«f—7‘n02%3)+¢~%‘; —0

mpr+ms
1 ( mp )2 (%2+r292) +V =cte
2 \ mr+ms :

Si regresamos a términos de rg:

.2
é(r'sz—i—rgﬁ ) +V = FE = cte.

Q.E.D.

2.3 Comentarios al Capitulo

En este capitulo dedujimos las ecuaciones de movimiento del sistema para el
anillo como un cuerpo rigido con distribucién de masa homogénea y Sa-

turno como una esfera perfecta y de densidad homogénea, partiendo de las
leyes de Newton y deduciendo las expresiones necesarias para las ecuaciones
de movimiento. Ademds, pudimos demostrar que el problema de los anillos
rigidos homogéneos alrededor de Saturno es equivalente a estudiar un problema
de masas puntuales junto con la ecuacién de inercia de los anillos. Estudiamos
el caso particular en que los anillos son circulares y obtuvimos sus ecuaciones
de movimiento.

Por la parte del estudio de Maxwell, el planteamiento de las ecuaciones es
muy similar al nuestro, dado que es un problema cldsico y desde el punto de
vista de la mecdnica de sélidos no es complejo (su planteamiento).

Maxwell comienza definiendo r y 6, junto con las relaciones geométricas entre
el centro de masa de Saturno y de los anillos. Después define las fuerzas que se
encuentran inmersas en el problema (fuerza potencial de cada particula de los
anillos hacia Saturno y viceversa), para una vez definidas, proceder a plantear

las ecuaciones mediante las leyes de Newton. Las ecuaciones que él obtiene son®:

6Ver [2], p. 298
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2
me ('7*—7“9) (mp +mg) 2L =0
(27‘9+r9)+(m3+m )%G—V:O

mRk2q§ ms =0

donde ¢ es el angulo que forma un punto fijo en el anillo y la linea que gira
entre los centros de masa

Vemos aqui, que difieren las ecuaciones obtenidas por Maxwell, de las nues-
tras. Esto se debe a que Maxwell cuando plantea las fuerzas dentro del sistema,
toma en cuenta la direccién tangencial de ¢, por lo que la fuerza tangencial del
potencial la considera como (mp + mg) %%—Z. Caso similar para la ecuacién del
momento de inercia.

A pesar de que a primera vista se puede pensar que las ecuaciones de Maxwell
son erréneas, a lo largo del estudio cambia arbitrariamente ¢ por 6, por lo que
no podemos estar totalmente seguros de que sea un error en el planteamiento
de las ecuaciones o un error tipografico.

Tenemos ademés que hay un error en la relacion de masas, ya que hace falta

mpg
mRr+ms

cual sale al cambiar rg 6 rr por r en el gradiente del potencial.

A partir de este momento, vemos que hay diferencias en el calculo que hizo
Maxwell y el que hemos planteado nosotros utilizando razonamientos matemati-
cos modernos. Mds adelante veremos las diferencias notables en los resultados
que obtenemos las dos partes.

un término ( ) que multiplica a las aceleraciones radial y tangencial, el

"Ver Fig. 2



Chapter 3

Estabilidad

3.1 Condiciones para que el sistema se mueva
uniformemente.

Una de las condiciones para que el sistema sea estable, es que tenga movimiento
uniforme, lo que implica que gire a una velocidad constante, es decir una rotacién
uniforme (6 = cte = w?), durante la cual, la posicién del centro de Saturno con
respecto al anillo no cambie.
Proposicién 1.8 .- Las soluciones con movimiento uniforme del sistema 2.9,
2.10 y 2.11 son de la forma:

r=T7To
0= wt
Y =gt + Pp.

Demostracién:
Como 60 = cte, tenemos que para la ecuacién 2.10:

() 200 =0

mpr+ms

esto implica que:

r=0
T To
de la ecuacién 2.11 quedaria:
Y= d’o
Y = 1ot + @y.

Q.E.D.
Por otro lado, la ecuacion 2.9 se reduciria a:

29



30 CHAPTER 3. ESTABILIDAD

( L )27“92 =

mpr+ms or

Asi, las condiciones necesarias para que el movimiento se mueva uniforme-
mente serian:

2
w? = <mR+mS> 1ov ) (3.1)

mpg r or

oV
3.1.1 Caso Particular: anillo circular

Para el caso del anillo circular, obtendremos los pardmetros para tener un
movimiento uniforme. Cuando el centro del anillo coincide con el centro de
Saturno tendriamos g = 0 y por tanto podemos ver que la 6 no estaria definida
en este caso. '
Proposicion 1.9: r =0 y ¢ =1, es solucidon para el sistema 2.9, 2.10 y 2.11,
pero el movimiento no puede ser uniforme.
Demostracién:
Considerando que %—‘7{ |r—o= 0, para r muy pequena, tendriamos que:

limldV _ v

ro? Or or2 |T:O '
Lo cual, para r = 0:
b 27
2V _ —3v(y cos ¢)* v )
or2 Ir=0— 5 + = dod
7 =0 pR//( ot Tt )N
a O
b 2w
— COS2
—on [ [ (52 + &) doay
a O
b 2w
=pR//(%‘§M’—ﬁ)d¢dv
a 0

=mpr (3 —3) <0

por lo que:

2
2 _ (mgr+ms\ 10V
w |7':0_ ( mpg ) r or |7":0< 0.
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Entonces no podria haber un movimiento uniforme, en el sentido de que w
no estd definido.
Q.E.D.

De manera general, para ver si podemos tener movimiento uniforme, nece-
sitamos saber los valores de %—‘; para ver si son positivos.

Esta solucién lo que nos dice en un sentido fisico, es que es posible tener
movimiento cuando los anillos y Saturno son concéntricos y los anillos giran
uniformemente alrededor de Saturno para todo tiempo; w no estaria definida,

porque ni Saturno ni los anillos se trasladarfan’.

3.2 Movimiento perturbado.

Una vez que obtuvimos las condiciones para que el sistema se mueva de manera
uniforme, lo siguiente es verificar que sea estable, esto es, que bajo perturba-
ciones pequenas, el sistema se pueda mantener girando sin colapsar o desinte-
grarse. Esto lo aplicamos ademads, porque en la realidad, los sistemas nunca es-
tan aislados y siempre estdn sujetos a perturbaciones externas, las cuales pueden
sacarlos de estabilidad para que choquen.

En el caso de Saturno y los anillos, es importante estudiar el movimiento
perturbado, ya que buscamos soluciones que sean vdlidas para todo momento.

3.2.1 Deduccién de las ecuaciones

Para estudiar el movimiento perturbado, haremos un cambio de variable para
X en coordenadas cartesianas introduciendo un nuevo sistema de coordenadas
(€,m) que esta rotando a la velocidad angular w:

r =& coswt — nsinwt
y = Esinwt + 1 cos wt.

Teorema 1.7: el sistema 2.9, 2.10 y 2.11 es equivalente, en coordenadas rotantes
(&,m) a las ecuaciones:

(mlﬁRms)Q (5 — 2w — w2§) g

2 .
(st ) (342 ) =23
mszi/} =0.

Demostracion:
La ecuacién 2.11 se mantiene igual, ya que en este caso, V no depende de 1.
Tomando la primera y segunda derivadas de x:

1Ver Fig. 5
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T = écoswt — nsinwt — wé sinwt — wn coswt
y= fsinwt + ncoswt 4+ wé cos wt — wn sin wt
[:b} - |:COS wt —sin wt] [g + wf]
Y sinwt  coswt n—wn
i = £ coswt — 2wE sinwt — 7 sinwt — 2w cos wt — w2€ cos wt + w?n sinwt
Y= ésin wt + 2wf cos wt + 1) cos wt — wnsinwt — w?€ sin wt — w?n cos wt

Z|  |coswt —sinwt é— 2wn — w2é
y| [sinwt  coswt | |i 4 2wé — w?n
para el potencial:
ov _ v o | av on
dx —  O& Oz on ox
ov _ v oe 4 ovon
Oy — 0§09y ' On oy
%—‘; = %—‘g cos wt — %—‘;sinwt
oV A%

_ OV A%
9y = 9¢ SIn wt + an coswt
r‘;] [cos wt —sin wt] %%
ov | = : v,
3y sin wt cos wt T

sustituyendo en las ecuaciones 2.10 y 2.11:

( mna )2 coswt —sinwt é—2w7:7—w2§ _ coswt —sinwt ?T‘g/
mpr+ms sinwt  coswt i+ 2wé — w?n sinwt  coswt %‘; .

Eliminando la matriz de rotacion:, quedarian las ecuaciones:

2 /..
m g 2 oV,
(’ﬂLR-‘rljns) (f - 20‘”7 —w 5) _875
2 .
m h 2 _ oV
(W%) (77+2°J5_°J 77) =~
mgk?y = 0.

Q.E.D.
Las condiciones de movimiento uniforme: r = rg y § = wt en coordenadas

rotantes serfan & = £, y n =1, , por lo que las derivadas en £ y n serfan cero y
quedaria la condicién:

oV mer 2
T Vo= (2] w6y (33

mpr +mg

ov mpg 2 2
— =(—"— : 3.4
an € (mR+m5) w g (3-4)
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Sean (&, 1) las soluciones del movimiento uniforme, y sean (£, 7;) las solu-
ciones del problema perturbado a primer orden; con ésto, podemos escribir la
solucién de la forma:

§=&+¢&
="+ 1N-

Desarrollando % y % en sus series de Taylor?:

vV _ 9V 3*v v 2,2
9 T 9E |(507710) +37§2 |(§077lo) 61 + Il ‘(507770) m o+ 01 (51’771)
vV _ VvV 9’V *v 2
Gy = By l€omo) T5ear [€omo) €1+ Fn7 l€gme) M+ O2 (€1:17) -

2 2
v _ mp v _ mp %’V _
Definamos o¢2 |(507710)7 L (mR+ms) 1 0EDN |(§o:”/o)* M mgr+ms y on2

2
m . . . S
N (mR fmS) . Sustituyendo 3.8 y 8.4 en las series y despreciando los términos

de orden mayor:

2 2 2
v __ 2
¢ — (m:f&-Rms> w'éo+ L (m:-Li-Rms) &+ M (mg-Li-RMS) T
oV

2 2 2
— 2
on (mgﬁns) w no—"_M(mgﬁns) £1+N(m}:’3r}jﬂs> -

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones del Teorema 1.7:

() (o (o +60) — 20tk (g ) — 2 (69 +61)) =
- (mgﬁ)z (w2€o + L&y + M)
() (e (o4 m0) + 2k (60 + €0) — 2 (g +11)) =
— (mas)” (@i + Mey + Ny)
(&1 — 2 - w?6) —w?6y) = = (w2 + LEy + Mny)
(ﬁl + 2wty — w?y; — w2no) = — (w?no + M& + Npy)

& — 2wy — w6 + LE + Mn; =0 (3.5)

iy + 2wé; — w?ny + ME + Nny = 0. (3.6)

Con lo que tenemos un sistema de dos ecuaciones de segundo orden.

2Ver [10], p. 320 - 325
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3.2.2 Condiciones de estabilidad.

Ahora bien, mostraremos algunas propiedades y condiciones para que el sistema
3.3 y 8.4 pueda ser estable.
Teorema 1.8 .- Sea el sistema lineal de primer orden (X € R"):

X = AX

con condiciones iniciales X(0) = zo y A una matriz de n X n. Entonces el
sistema tiene una solucion exponencial e**xy para todo t y es tinica ®.

Este teorema nos ayudard para garantizar que el sistema 3.3 y 3.4 tiene una
tnica solucién, dado que podemos definir dos variables auxiliares para reducir
el orden de la derivada y asi, tener un sistema lineal de cuatro variables.

Proposicién 1.10 .- Sea el sistema lineal de primer orden:
X = AX

entonces el sistema tiene n soluciones linealmente independientes.
Para nuestro problema de los anillos, la proposicién nos dice que siempre
tendremos 4 soluciones linealmente independientes.
Demostracion:
Sea ¢’ (t) e R",j =1,...,n la solucién al problema

0

—_ .

(0)=¢el = — j-ésimo renglén.

o
I
b

X
o

0

Por el Teorema 1.8, vemos que ¢’ (t) existe para todo ¢ y es unica. Para
determinar si ¢* (t),¢? (t),...,#" (t) son o no linealmente independientes, con-
sideremos la ecuacién para todo t:

1! (t) + c20® (t) + ... + cnd™ (1) = 0
evaluandola en t = 0:

10" (0) + 0% (0) + ... + 9™ (0) =0
crel +coe? + ... +cpe” =0,

3Siempre y cuando no haya raices repetidas o bloques de Jordan mayores que 1. Ver 71,
p. 393 - 398, [8], p- 353 - 355 y [9], p. 256
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pero e, e2, ..., e" son linealmente independientes en R™ por lo que implica que

1 = ¢y = .. = ¢, =0y por tanto ¢' (t),$*(t),...,¢" (t) son linealmente
independientes.

Sélo falta probar que cualquier solucién del sistema se puede escribir como
combinacién lineal del conjunto propuesto. Tomemos:

C1
C2

Cn
sea y solucién del problema:
X = AX con X (0) = c.
Definimos la funcién:

o (t) = 1o’ () + co” )+ ... +cn@" (1)

¢ (t) satisface (70) también por ser una combinacién lineal de soluciones. Ob-
servemos que y y ¢ (t) satisfacen el mismo sistema homogéneo y tienen el mismo
valor en t = 0, por lo tanto por el teorema 1.6 y y ¢ (¢) son idénticas, es decir:

Y =6 (t) = 10" () + c20” () + ... + cad” (¢)
por lo tanto, el sistema tiene n soluciones linealmente independientes.

Q.E.D.

Si nombramos v = 5'1 y w = 7, podriamos reescribir las ecuaciones 3.5 y
3.6 de la forma:

& 0 0 1 0 & &
| _ 0 0 0 1 M| _ 4™
o w:i—-L =M 0 2wl |wv v
w -M Ww?—-N —2w 0 w w

por lo que las ecuaciones 3.5 y 3.6 son equivalentes a un sistema de cuatro
ecuaciones lineales de primer orden. Asi, la Proposicion 1.10 nos dice que tiene
4 soluciones linealmente independientes.

Probemos con soluciones de la forma:

H s
Ua

con U un vector constante. Si ponemos las ecuaciones 3.5 y 3.6 en forma matri-
cial:
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el I e TR0

Derivando Fl] = \eMT, { &1 } = \2eMT y sustituyendo:
M

U
_ 2
AT 4 { 2(; gw } ANy + L Mw N]l/[w? My =
2 0 2w L — w? M Mo
{/\I+{2w 0 })\Jr{ M N — o2 et = 0.

Como buscamos una solucién no trivial, entonces necesitamos que el deter-

minante del sistema sea nulo:

2 0 —2w L—w? M 3
el P R |

det M4 L—w? —2wA+M 0
QWA+M N4+ N-—w?|)

con lo que quedarfa:
(N +L-w?) (N +N—-w?) — (—20A+ M) 2w+ M) =0

y simplificado:

M+ (L+N+20°) N+ [(L—w?) (N —w?) = M?| =0. (3.7)

Tenemos cuatro raices, que significarian cuatro posibles soluciones lineal-
mente independientes, si son distintas las raices. Sélo basta ver cémo son las
raices de A para ver bajo qué condiciones es estable el sistema lineal.

Definamos primero:

2=\
b=—(L+ N +2u?)
c:(L—wz) (N—wQ)—MQ.

Sustituyendo en el polinomio:

22—bz+c=0

cuyas raices son:

zy =2+ 1V02 —de.
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Notemos que A y —A son soluciones. Ademds, por ser un polinomio de
2 . BN S
segundo orden para A\“ con coeficientes reales, tenemos que A y —\ serfan solu-
ciones también si A € C, por lo que las cuatro raices serian A\, —A\, Ay —A.

i)SiAeCconRe(N) >0:

I
Fe(x =0
— ry
E
% "
Fig. 6

La parte real positiva significarfa un exponente positivo en la exponencial
que harfa crecer indefinidamente a lo largo del tiempo, por lo que seria inestable
el problema.

i) SiA € C con Re(A\) <0:

I
Re(x)=0
M -A
114
i —H
Fig. 7

Aqui como —\ también es solucién, su parte real seria positiva, y al igual
que ) crecerfa indefinidamente a lo largo del tiempo, por lo tanto es inestable
el problema.

iii) SSAER y b —dc # 0
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I
o0
- }"2 _}‘\1 }\1 }\z R
Fig. 8

Tendriamos dos lambdas distintas A1, A2 y sus negativos —A;, —As , por
lo que también este caso resultaria inestable, ya que sin importar el signo de
A1 0 Ag, sus negativos también son soluciones y por lo tanto tendriamos dos
coeficientes positivos en la exponencial.

iU)Si)qER,)\QEﬂR

iy MR

Fig.9

Tendriamos dos raices reales A\;, —A; y dos imaginarias Ag, Ao . Aqui ve-
mos que siempre habrd una raiz real positiva, por lo que habria un coeficiente
positivo en la exponencial que creceria indefinidamente, resultando inestable el
movimiento.

v)SiAERy b2 —4c=0
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bac=0

Fig. 10

Entonces tendriamos sélo dos lambdas A, — A, asi que proponemos las otras

&

dos soluciones de la forma Zl =(eM+teM(A-X))vy
1

w1

3

ZQ = (eM+teM(A— X))V ;D #0 tal que (A — AT = 0, las cuales
2

w2
comprobamos que efectivamente son soluciones:

M| = \eMT + (At + 1) eM (A — X) 7.

Sustituyendo en el sistema:

AeMT + (M +1) (A= NI eMo =
My — AeMT + AeMT + Xt (A — M) erv = A (eM + Mt (A= N))

Por lo tanto, también es solucién del sistema. El otro caso es andlogo.

Vemos aqui, que también resulta inestable el problema, ya que tendremos el
exponente positivo para la exponencial, la cual creceria indefinidamente.

vi) SiA €iR y b? —4c =0
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I
M H4c=0
R
™
Fig. 11

Entonces tendrfamos sélo dos lambdas A, A, asf que, al igual que en iv),

&
proponemos las otras dos soluciones de la forma Zi = (eM+teM(A- X)) w
wq
3
y Z; = (e_Xt +te M (A — )\I)) W ; con W #£ 0 tal que (A—M)’w=0. Al
W2

igual que el caso anterior, se puede probar que estas son las otras dos soluciones
faltantes. Aqui vemos que aunque la exponencial es acotada por ser compleja,
el término lineal del tiempo va a crecer indefinidamente, por lo que también
resulta inestable.

vii) Si A € iRy b? —4dc # 0

[ aEdl|

Fig. 12

Entonces tendrfamos dos lambdas distintas A1, A2 , al igual que sus conju-
gados A1, A2 por lo que las soluciones serian exponenciales complejas, las cuales
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estdn acotadas para todo tiempo. Por lo que en este caso serfa linealmente
estable el movimiento para todo tiempo.

Por lo que las condiciones que nos quedarian para estabilidad serian:

b —4c >0 (3.8)
b<0 (3.9)
c>0 (3.10)

En términos del problema inicial, tenemos para la condicién 3.8:
b* —dc= (L+ N +2w?)” — 4 [(L —w?) (N —w?) — M2]
= L? + N? + 4w* + 40?L + 4w?N + 2LN — 4w* — 4LN + 4w?L + 4w? N + 4M?
=L?+ N? + 8w?L + 8w*N — 2LN + 4M?
= (L—N)>+8w?(L+N)+4M? >0 (3.11)

para 3.9y 3.10:

L+N+2w?>0 (3.12)

(L—w2) (N—w2)—M2>O
w* = (L+N)w? + LN — M? >0 (3.13)

Ahora bien, veamos cuales son las regiones bajo las cuales las condiciones
8.11, 8.12 y 8.13 se cumplen.
Tomemos el caso en que L + N < 0:

) 2
de otra forma:
(L—N)*—4(L+N)*+4M? <0.

Tenemos que, por la condicién 3.12:
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0>(L—N)?—4(L+N)?+4M2 > (L — N)* + 8% (L + N) + 4M?2 > 0
Por lo que no puede ser posible este caso.

i) ~ s (L—N)2+4M2] > LN

Entonces:
(L—N)>+4M?>4(L+N)> paraL+N <0

luego:

\/(L — N)* +4M2 > —2(L+ N). (3.14)

Para determinar la cota inferior del intervalo de estabilidad, tomamos el caso
minimo, que serfa 3.13= 0, por lo que sus raices serfan:

Wi =L (L4+N)£ 1\ /(L—N) +400

pero w? serfa negativo, asi que descartamos esa solucién. Para wi, tomando

8.14 quedarfa:

4y T S )20

por lo que wi > 0.
Para determinar la cota superior el intervalo de estabilidad elevamos al
cuadrado 3.14:

(\/(LN)2+4M2+2(L+N)>2 >0

[(L—N)2+4M2] +4(L+N) \/(L—N)2+4M2+4(L+N)2 >0

entonces:

2 2
~ sy |(L— N+ an? > 1 (L+N)+ 1/ (L - N)? + 4022

2
— by (D= NP +4M2] > w3

Asi, el intervalo de estabilidad seria:

1

w? e (; (L+N)+%\/(L—N)2+4M2,—m

[(L ~ N2+ 4M2]) .
(3.15)
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Si tomamos el caso de L + N > 0, las condiciones 3.11 y 3.12 se cumplen
siempre. Para 5.1, los casos minimos (3.13=0):

Wi =L (L+N) £ 3/(L+N)? —4(LN - M2).
Asi, tendriamos que para el movimiento sea estable:

i) Si LN — M? <0

w2 >0
w2>%(L+N)+%\/(L+N)2—4(LN—M2).

ii) Si LN — M? >0

0<w? <L (L+N) =3 /(L+N)?—4(LN - M?)

w2 >0

w?> 1 (L+N)+ %\/(LJrN)Q —4(LN — M?).
En esta tesis abarcaremos sélo el caso en que el anillo es homogéneo, por lo

que no profundizaremos mds este tultimo analisis. Asi, tenemos los intervalos
donde puede haber estabilidad en funcién de la velocidad de giro del sistema.

3.2.3 Comportamiento del Potencial.

Tenemos que el potencial del anillo y Saturno viene dado por:

b 2w

V(r) = ﬁ?zz//x/mdéd7
a 0

derivando con respecto a r:

b 2w
v _ Y(r+ycos ¢) dod
or pR//(r2+v2+2mcos¢)% ody
a 0

la segunda derivada quedaria:
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— 3725in2¢ dod
‘%2 pR//( 2+’v2+2mc05¢)2 7 (r2+72+2mcos¢)g) Ty

- 2 d ~ sin ¢ 2
b (r247242ry cos ¢)% ¢ * r(r24~242ry cos ¢)% 0
= PR/ 0 o iy
a _/ ( ~y cos ¢ 3) dqﬁ
r(r24+242ry cos ¢) 2
b 2w

— —2wr 'yzcosqﬁ d d
o[ [Ty

Ahora bien, V (r) es una integral eliptica, ya que:

M-

rZ 4 o2 +2r'ycos¢:7°2+72+2T'y—47"ysin2§

— 2 in2 ¢
= (r+~)" —4rysin® §

2V 4 tendriamos:

si definimos sin @ = R

r2 4% 4 2rycos ¢ = (1 +7)° (1 — sin” asin® ?)

haciendo el cambio de variable A = quedarla el potencial:

:_pR//(r+'y \/1 51n2a51n2)\ Ad’}/

v ( ) pR/ (T+7 / 1— sm2 a sin? )\ d’)/

a

b

V) = pn [ K @

a

donde vemos que K (a) es una integral elfptica de primera especie®.

Dado que las integrales elipticas no se pueden resolver analiticamente, pro-
cederemos a resolverlas de manera numérica. Para esto, utilizamos una regla
compuesta de Simpson. El algoritmo numérico serd detallado en el Apéndice A.
En este caso, consideramos la densidad unitaria.

Ademsés, definimos:

4 Aqui, sin a est4 bien definido, ya que tenemos que la relacién 2,/7y < (r + ) parar,y > 0.
5Ver [10], p.322-323
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b 27

-/ e
ré+v2 +27‘0’Y cos d’)

a 0

27

b
/ _ ~2 cos ¢ dod
1 (7"0) /[( 242 +2rofycos¢)3 ¢ "

Notemos que:

2w

b
I _ v dody >0
o (7o) // (r8+72+2rowcos¢)% .

a 0

b 2w

Io (=70) :// § i
| (ror=am )

a

b 2w

_ ) ddy = / / . dxdy =
/[ (7A8+72+27.0,YC03(¢+77))% Y (rg_’_.‘/z_:,.zmvcosx)% xXa”y

@ b 2w o
// Tdxdy = Iy (ro)
TO+’Y2+2T07 cos x)2
Iy (TO)
b 2w
. _ i
Iy (0) =1 (TO) - // (72)%
a 0

hmM:LI 0) = _3// ol C05¢(T0+’YC05¢) dod ro=
ro—0 70 drg 1( ) 0 ( 2+"/ +27‘0’YCOS¢) qs ! ‘ "
b 27 b2
=3 [ [=itdoar - - 3//1“052%@7_
a 0
1 oV .
Para el caso de -5

B = Pr (Io (ro) + %Zw)

45
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donde verificamos que para rg = 0:

dI(r
om0 = i (1o (0) + 2, o
oA% _ 1 1
G lro=0 == (5 — 3)-

Estas ultimas definiciones nos serviran para simplificar los algoritmos numéri-
cos, ademads de utilizarlas posteriormente para el andlisis de estabilidad.

Propiedades de dilatacién del Potencial

En esta parte, obtendremos una propiedad del potencial y sus derivadas que nos
seran de mucha utilidad en el estudio numérico. Primero, haremos el cambio de
variable para todas las integrales:

To = ap
v =ay
dy = ady'
b=ka

donde vemos que con este cambio de variables, parametrizamos todo en funcién
de a.
Ahora bien, vemos que para el potencial:

b 2m

- -
V= PR// - Cos¢d¢d7
a O

27 k

dod
pR/ / V(ap)*+(ay’ )2+2a2m s 0

27Tk‘

B 7pR// \/P2+7/2+2p'v cowﬁdgbd’y

27r k
= il dod
V pR// \/P2+’Y'2+2;7’Y’ cos ¢ ¢ 7
01

donde vemos que tenemos la misma férmula, pero si considerdramos a = 1.
Por otro lado, para la derivada del potencial:

b 2w
v _ Yy(r+vycos $) ~dobd
87" pR// (r24~2 +27"YC05¢) ¢ gl
2w k
a? ap-l—a'y cos qb)
= dod
Br pR// ap +(av")%+2a2py’ COS(Z))% ¢ 7
27r k

p+7 cos ¢)
= dod
6T pR//(pz+w’2+2pw ' cos ¢)2 oy
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al igual que con el potencial, resulta la misma férmula considerando a = 1.

Ademis, haciendo el cambio de variables para Iy e I7:

b 2w
b= [ [ oy
(r% +72+42rgy cos ¢) 2
a 0
2w ka
Iy = // a’y’ = dody
A ((ap)®+(ar’)?+2a2py’ cos ¢) 2
a
27 k
Iy=1 s dedy/
0 a//(p2+7’2+2w’ cos ) bdy
01
b 2w
11:// Y2 cos ¢ 3d¢d7
(rg+'y2+2ro'ycos qﬁ)j

a 0

27 k

I :// a(@r')" cos ¢ dody
-~ ((ap)+(ay')>+2a2py' cos ¢) 2
27 k

12
I = 7 cosd dedry.
! (0472427 cos 6) 3 it
1

Notemos que, para I; se cumple el caso del potencial y su derivada, pero
para Iy, tenemos un factor de % de diferencia.

Con esto vemos que de manera general para cualquier valor de a, podemos
calcular las integrales con el caso a = 1 y meter el factor de k para V, %—‘T/ e
Iy, y en el caso de Iy, después de calcular, dividir entre el valor original de a.
Con este resultado, simplificamos los célculos numéricos tomando a = 1, decir,
adimensionamos el problema.

Por otra parte, en los calculos de los coeficientes de los polinomios para
determinar la estabilidad, se puede adimensionalizar también y sélo considerar
el caso a = 1, dado que dependen directamente de Iy e I;.

Calculo numérico

En los célculos se considera una malla de 100 x 150 particiones en la integral.
Ademss, para la malla en r tomamos espacios de 0.01, asi queda el intervalo
r € [0.01,0.99].

Los resultados para distintos valores de b:
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Wir), paraa=1vyb=4

i 1 1 l 1 l 1 1 1
I e
45 I I i I I I I I I

Fig. 14. V(r) para a=1 y b=1.5
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=1yb=10

Wl para #

fmmem————

——————

fAmm e ————

i
03 D4

r2

11

-5¢

575

-BR-----

1y b=10

Fig. 15. V(r) para a
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Figure 3.1: Fig. 16. V(r) para a
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=4

drpdr. para g= 1y b

1y b=4

Fig. 17. dV(r)/dr para a
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wmn.ma: ] yo= 18

o7

[

oz a3

0.

05

1yb=15

Fig. 18. dV(r)/dr para a
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A¥idr, praa=1y =10
T T

53

2 T ! T T

b1 o2 o3 b 0E DE L)

Fig. 19. dV(r)/dr para a=1 y b=10
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chirydr, pam =1 y b= 1106

! )
i 1
i i i i i i i i
1 SRS SRSNOSSOE O ASPEUNS SNSRI RO SO .
! ! ! ! ! ! ! ! H
i 1
s ] ] . ] . ] : . :
: L =
P I i i
; ; ; ; ; ; ; ; i
2 . L A .
| : : : | : | : ml
3k - I [ I L i S R i A _
: a a a a : a a
a5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
b o1 b 1] b4 0& 18 or ] =K ] 1
T,
(]

Fig. 20. dV(r)/dr para a=1y b=1.05

Donde vemos que para distintos valores de b el potencial y su derivada son
negativos, mantienen la misma forma decreciente, sélo cambia en la velocidad
que decrecen. Con esto vemos numéricamente que no puede existir movimiento
uniforme, ya que w? serfa negativa.

3.3 Comentarios al Capitulo

En este capftulo revisamos las soluciones particulares del sistema para tener un
movimiento uniforme del sistema, junto con el caso particular de los anillos y
Saturno concéntricos, el cual nos llevan a que no puede haber un movimiento
uniforme para este caso (mismo resultado obtenido que Maxwell).

Ademads, como nuestro interés va mas alla del caso particular, analizamos el
caso del sistema perturbado, tomando la consideracién de que la dindmica del
sistema es rotante; en ésta parte Maxwell también analiza el caso perturbado
pero en coordenadas polares. Para analizar la estabilidad, hicimos una aproxi-
macién en series de Taylor a primer orden del sistema rotante y asf, recurriendo
a la teorfa de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, obtuvimos las condi-
ciones para tener un movimiento uniforme, que en este caso seria el tener los
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valores propios de la matriz asociada puramente imaginarios. Una vez obtenidas
las condiciones, buscamos dejar estos términos en funcién del cuadrado de la
velocidad de giro del sistema (w?) y buscamos los intervalos donde la w? puede
existir para ser estable.

Por 1ltimo, para conocer un poco més el comportamiento del sistema, hici-
mos un estudio numérico del potencial de los anillos y su derivada, para asf
conocer el comportamiento del mismo para todas las posibles condiciones ini-
ciales.

Una vez obtenidas las graficas numéricas, nos dimos cuenta que no es posible
tener un movimiento uniforme para el caso de los anillos homogéneos debido a
que la velocidad de giro resulta siempre negativa, por lo que este caso no es
fisicamente posible.

Por otro lado, Maxwell hace un anélisis de la estabilidad tomando la aprox-
imacién de Taylor en coordenadas polares y en lugar de estudiar el problema
como un sistema, lo transforma en una sola ecuacién diferencial de cuarto or-

den®.

"Proposicién III. Reducir las tres ecuaciones de movimiento a
una sola ecuacién lineal.

Escribamos n en lugar del simbolo %, luego arreglemos las ecua-
ciones en términos de r1,60; y ¢;... Tenemos ahora tres ecuaciones
para determinar tres variables r1,601 y ¢;; pero es evidente que solo
una relaciéon puede ser determinada, y que en el proceso de encon-
trar sus valores absolutos, las tres cantidades desapareceran juntas,
y quedard la relacion siguiente:

An* +Bn?+C =0
con:

A= (mRrok)2

B = 3(mgrokw)® —mp (ms + mg) L (rok)?

—mp [(ms +mg) k% + mgrg] N

C =mp [(ms +mg)k? — 3m5r(2)] w

+ (ms +mg) [(ms +mg) k* + mgr] (LN — M?)

2

_ o’V
L_ari

_ 0V
M = 5755

_ 3V n
N = 992

donde vemos que el polinomio que obtiene tiene las mismas potencias, pero

los coeficientes son distintos a los que obtuvimos (cosa esperada por ser un
planteamiento de perturbacién con diferentes variables).

Para definir el comportamiento de las soluciones, ambos utilizamos funciones
exponenciales, revisa los diferentes casos (raices reales, complejas, imaginarias,
etc.) y procede a encontrar soluciones imaginarias del polinomio que encuentra.

6Ver [2], p.300-301
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Ademss, para el tema de estabilidad, Maxwell desarrolla en series de Fourier
la densidad del anillo, tomando la hipétesis de ser una funcién periddica (esto
es porque gira el anillo y regresa a la misma posicién periédicamente)”:

"Sea a el radio del anillo, y sea 6 el angulo que se forma entre el
radio del centro de gravedad y la linea a través de un punto dado.
Entonces, si pp es la densidad del anillo cerca del punto dado, en-
tonces pp serd una funcién periédica en 6, y puede ser desarrollada
por el teorema de Fourier en la serie:

Pr =28 [1+2fcosf + 2gcos20 + 2hsin20 + 2icos (30 + a) + ...

...El momento del anillo sobre el dlametro perpendicular del radio

inicial es:
27
mpro = [ pra’cosfdf = mraf
0

...ahora tenemos que determinar el valor de la integral®:
27
_ [ PR, 109
V= { = adf

...En éste_sentido encogtramos,'
V= ma 1o o 3 (14 g) + 32 frigy + 1267 (3 - 9)] "

Una vez que obtiene este valor, compara estos coeficientes con los coeficientes
del desarrollo de Taylor del potencial:

"...de donde encontgamos:
) )
l‘xo = _%fa Tr‘2/|$o = L (1+g)7 078¢|10 = M =
2
2a2fh7 g¢¥|ﬂio =N= Tgff2 (3_9)'"

Con éstos coeficientes, obtiene los deméds valores necesarios para calcular las
raices del polinomio (en los siguientes capitulos seguiremos haciendo la com-
paracién de ambos resultados).

El siguiente problema a analizar serd agregando una masa que se encuentra
sujeta al anillo y ver bajo qué condiciones puede existir un movimiento estable.

"Ver [2], p. 303-304

1

8Aqul’ Maxwell  expande con polinomios de Legendre: 5 =

1
p
1+ = COS(’L[} 0) + ( ) ( ) cos2(p—0)+...| donde 7' y ¢ son las co-

ordenadas del mismo punto dado.
9Siguiendo la notacién inicial que define, Maxwell cambia el angulo a integrar por 6, en
lugar de ser ¢.
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Chapter 4

Deducciéon de las ecuaciones

Ahora bien, el siguiente paso de nuestro estudio es considerar el sistema con la
adicién de un cuerpo de masa m, unido al anillo a una distancia u del centro
de gravedad del anillo. Para el resto de nuestro estudio consideraremos al anillo
como un cuerpo homogéneo:

Fig. 21

Notemos que en el potencial gravitacional, la masa no ejerce una fuerza
sobre el anillo (ya que es parte de él), quedarfa igual, sélo que hay que agregar
el término de atraccién de Saturno sobre el cuerpo:
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Sin pérdida de generalidad, para el 4&ngulo ¢ podemos tomar como referencia
el centro de la masa m,, por lo que a = 6 — 1.

Aclaremos que, como se agrega la masa m,,, el centro de gravedad del anillo
cambiard a R = R+ —"x 5. Con 7 = ’Sﬁ‘ y 0 = A"RS.

MR+

Fig. 22

Ademsés, para no confundir variables, el potencial del anillo le llamaremos
Vo v al potencial total lo dejaremos como V. Asi, el potencial seria:

V=V - e
Voo (i) 20 () s (5-)

Definamos mg = mg +m,. Dado que sélo se traslada el valor del centro de
masa del anillo, el procedimiento de deduccién es el mismo, asi que tendriamos
las mismas ecuaciones antes obtenidas del movimiento, pero con las nuevas
variables 'y 6, ademds del valor de mp. Las nuevas ecuaciones de movimiento
serfan:

<7mﬂ>26ﬁ3+3Y—0 (4.1)

mp +mg or

~ 2 ..
<7m3) @w+ﬁ>+;¥zo (4.2)

mpg +mg

: oV
mpk®) = mg— 4.3
rE Y 589 (4.3)
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4.1 Comentarios al Capitulo

En este capitulo dedujimos las ecuaciones, echando mano del Capitulo 2, ahora
con la masa unida. En este caso vimos que bdsicamente son las mismas ecua-
ciones, pero con cambios en el potencial.

Por otro lado, Maxwell no deduce de nuevo las ecuaciones, sino sélo agrega
el término de la masa unida al potencial del sistema. Ademads, lo que hace para
integrar este caso a las condiciones de estabilidad, es suponer que con el hecho
de tener un cuerpo pegado, un coeficiente de la serie de Fourier es mayor!:

"Sea P la masa de la particula (masa unida), y @ la masa del
anillo uniforme, entonces mr = P + @,

f=%
Q
L=25+5% =22 (1435) = & (1+9)
por tanto:
g:3~L:3f”

mp

En el siguiente capitulo haremos un andlisis de la estabilidad de este nuevo
sistema.

1Ver [2], p. 306
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Estabilidad con la masa
unida

5.1 Condiciones para movimiento uniforme

Para las condiciones de movimiento uniforme y anillo circular tenemos:

oV
— =0 5.1
00 (5:1)
- 2
W? = (W) LV (5.2)
mg T or

Proposicién 1.12: En el caso del anillo circular, una condicion necesaria para
que el sistema pueda moverse uniformemente (sin contar la configuracion del
sistema) es:

0—y=m

Demostracién:
La primera condicién para tener movimiento uniforme es que el potencial no
dependa de € . Derivando el potencial con respecto a 6:

v _ vy _ mu () sin(6-v)

20 — 96 (p+u2 ( "’L};ﬁrRmu )272”;( 7”1;R+R”Lu ) COS(@iw)) N

como el anillo es homogéneo, tenemos que % = 0, asf quedarfa:
~ mp . *_
oV 7nuur(mR+m“ ) sm(0 w)

372 =0

09 <F2+u2 (7m:+Rmu )Q—QuF( mgﬁnu ) cos(g—w)>

63
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la independencia de 0 ( ‘?g = 0) tiene que ser valida para todo ¥ > 0, por lo
que necesitamos que:

0
0—=m.

Tenemos cuatro posibles casos de estas condiciones:

]
. .
| : : | i) B—w=0
B 5 R =}
._ u
: T |
: : :  1)8-w=0
5 B R =
3 L
. T :
| : [ li)e—w=n
2 R B B
]
I—r| ]
: : : | Wf-w=n
R g R B
Fig. 23

i) 0— 1 = 0. Saturno estaria entre la masa y el centro de gravedad del
anillo

1) 0— 1 = 0. Saturno estaria fuera del anillo, con lo que descartamos
este caso, ya que fisicamente no es posible.

iii) 0 — 1) = w. La masa estarfa alineada del mismo lado que del centro
de gravedad del anillo.

)0 — 1 = w. El centro de gravedad estarfa del lado de la masa (la
masa es mds pesada que el anillo).

Los 3 potenciales posibles serian:
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T e
Voo oty
V=W — o

. MR ="
u(’”R*”H >+T

Para la condicién 5.2, necesitamos que:

13V>0

T or
asi, derivando el potencial para todos los casos:

v _ oV
oF — o7 T

- )" (7w () os (0-0))

(;—2+u2 (m:JrRmu )2_2u?< m;ﬁnu ) Cos(@-d)

Expresando % en funcién de 7 :

oV _ 9V Or
or — Or or°

Para ¢) tenemos que:

2
() e ) (=)

or /d

or r—u(W) 005(9 w)

asf:

Vo _ Vo T

or — or 7'—u(m};'_"_”m”)cos(5—w)

pero tenemos que T = r—u (m;’rm ), por lo que cuando 6 —v = 0, tendriamos:
uw
8V0 ‘ _ 9V 1 (7" —u ( My )) — Vo .
0—y=0 — Or Tﬁ“(m:fmu) mR+maqy or

Para #i7) tenemos el caso parecido:

2
T2 2 g2 (m:iumu) — % (m Mot )cos (9 w)

or /d

or T_u<m1;nf7nu) coa(@ w)

asi:



CHAPTER 5. ESTABILIDAD CON LA MASA UNIDA
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Vo _ 9Ve 7
or 0o u 1
T T r—u(ml;:_m“)cos(a—w)
para este caso serfa T = r +u (mg_‘;‘m ), por lo que cuando 0 — ¢ = m, ten-
u
driamos:
an| _ 8V0 1 ( ( Moy )) — 3‘/0
Ll =5~ (r+u| = &,
or 10—yp=mn or T+u(mR+“%nu) MR+My or

Para el caso iv) tendriamos la relacién:

or _ 1 (7 _ my 0
(T u(mR+mu>cos (9 1/1))
En este caso particular, notamos que r se encuentra en direccién opuesta

a los demds casos (R estd a la izquierda de S), por lo que % tendria signo
opuesto. Ademds, se cumple la relaciéon r =1 + u (#), asf:

Vo _ _ Vol (> _ My, (0 —
T (T‘ U (mR-‘rmu) cos (0 w))

or or
luego:
Vo | _ 1 (;+u( my )) — vy
or |9*1b:7r or FJF“(m;ﬁmu) MR+May or
Analizando el signo de las derivadas en los tres casos:
oy IV u
or or (u — 'r')
= =5t ——=
37’ 87" (7" + u)
oV, oVq u
1o 20, T s (5.3)

o o (r—u)

Vemos que en el caso i) no podriamos tener un movimiento uniforme. Sélo

nos quedan los casos iii) y iv).

Q.E.D.
Ahora bien, tratemos de aproximar el rango donde %%—‘F/ > 0 para los casos

i41) y iv).
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5.1.1 Caso particular: Saturno y los anillos concéntricos

Para r = 0 tenemos davo =0, asi los dos casos se reducen a uno sélo. Por lo que

tendriamos que ¥ = u ( D ) :

MR+My
A% m m
Frlr=0= ey = W > 0
(Fru(str)
y para que i%—‘f = cte necesitamos:
1 My, _ Mmptm, __
1 > = T+ = cte.
T~ mp u
(Fru(7ts)
Entonces:
- _ 2
w2 — ij—ms 1 BV ij—ms 1 My
mg T or mpg u( mgru ) u2
mpR+my

2 = 7(ﬁLijs)2 L > 0

w mpg u3

Asi, parar=0yT=u (W%) se cumplen las condiciones de movimiento
u
uniforme. En un sentido fisico, este caso seria una homologacién al problema

de dos cuerpos.

5.1.2 Caso general

C e~ e m
Para el caso #ii), notemos que por definicién, ¥ # 0, yaque r =7 —u (mR_ﬁ‘mu)

por lo que 7 € [u ( M ) ,a+u ( e )) Asi, 5.2 estd bien definido.

MR+my mRr+my

Ahora bien, definimos:

6‘/ — e y(r+y cos ¢) My
QS - 0 B (r+u( == )) pR//(T2+’yz+2r'ycos¢)% d¢d’7+ (7+u( mp ))2

mp+mu mpR+tmay

sustituyendo el valor de 7 en funcién de r,m,, y mg:

Q (Tamu;mR):p // y(r+~ycos¢) - dody + _ M _ .
3 R ; (r+u< u )+( R ))

(r24~24-277 cos ¢>) 3 y=ser u( mp e

Si tomamos la relaciéon mp = em,,, ademéds de pp = %ﬁ :

— m (4 cos ¢) d My
QS (T’ M) Emu // r2+4+~242rv cos qb)z ¢ v + (r+u)2

Qs (r,my, ) = mu // _ y(r4ycosd) ~dody + (7+u)2

r244242ry cos ¢) 2 3
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Por lo que, tenemos que encontrar los valores en los que Q@3 > 0. Podemos
quitar la dependencia de m,, en (J3, ya que s6lo aparece multiplicada y no afecta
en los ceros de (J3. Nos enfocaremos en la funcion:

A — Y (r+vcos ¢) Ar
Q3 (7’, E) o 5/ / (r24~24-277 cos ¢>)% d¢d7 T (r+u)?"
R

Asi, el problema a resolver serfa encontrar la regién donde la funcién ég es
mayor o igual a cero en r € [0,a) y € € [0, 00).

Para » = 0 tenemos:

Q3(0,¢) = a//%da;dw 4z
B R
Q3 (0,e) = 28 > 0, e €[0,00).
Para ¢ =0:
A _ _A
Qs (r,0) = W > 0.
Si € — oo, como la integral es negativa:

@3 (r,e) —» —o0, r € (0,a).

Encontremos los ceros de Q3:

Qs =0= E/ / RO gy 4 A
R

(r2+~242rvycos ¢) 2

entonces:

Ar

3 (7") = (T+u)2
F(rtycosd) gpa ’
//(r2+72+2r'ycos¢)% ¢5 gl
R

Vemos que esta funcién es univaluada sobre r € (0, a).

Nota: Esta relacién entre la masa de los anillos y del cuerpo unido la
hacemos para simplificar el problema, reduciendo variables y para seguir la linea
de estudio de Maxwell, ya que al final, encuentra una relacién directa entre las
masas, es decir, encuentra un valor especifico de ¢.

r € (0,a). (5.4)

Esta funcién es la frontera de la regién donde la condicién 5.2 se cumple
para el caso 4ii). Por lo que vemos que w? > 0 para ¢ € [0,&,).
Ahora estudiaremos el caso iv). Para 7 # 0, tenemos que:
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—Ph 4 M >0

(v (s ) +7)

para todo r > 0, por lo que en este caso, tenemos siempre movimiento uniforme.

Para 7 — 0 (El centro de gravedad de Saturno coincide con el centro de
gravedad del anillo y masa como sistema), para la condicién 5.2 tenemos que

lim%a,—‘;—p // = 5 dodry
70T 9 R ma )+W2+2u( )WCOw)

mR+mu mRer
o] e
E (u (1'ngr1i,L ) +A/2+2u(mﬁ+m )’Ycos¢) u mR+mu)

estd bien definido, aunque el signo no queda claro. Por lo que en este caso,
w2>0par3520.
Asi, ahora en adelante, para mantener una séla férmula del potencial, definire-

mos el término o (5.3), donde 0 = 1 si es el caso iii) y 0 = —1 si es el caso
w):

ov. __ 6V0 My

or + (u+ar)2 :

5.2 Movimiento perturbado

5.2.1 Deduccién de las ecuaciones

Regresando al sistema 4.1, 4.2 y 4.3, el potencial V' depende de las tres variables

(77, 5, ¢). Cambiando de variables a las coordenadas rotantes, tenemos:

oV
=g+ 5¢

por lo que en estas coordenadas quedarfan las ecuaciones:

~ 2
mpr ‘> . _ oV
<771R+ms) (5_2wn_w2§) T (5:5)
~ 2
MR . . oV
(ﬁm—kms) (TH_QWé_wgn) Ty (56)
mrk*) = ms < %‘S/ BVE) (5.7)



70 CHAPTER 5. ESTABILIDAD CON LA MASA UNIDA

Al igual que el caso anterior, las soluciones £ = cte,n = cte y 1}10 = cte son
soluciones del sistema 5.5, 5.6 y 5.7.
Sean (£4,7M0,%,) = Zo las soluciones en el caso de movimiento uniforme

(\/& + 3 =70 = cte, O=wtyp=wt+m),ysean (£;,n,,1,) las soluciones
del problema perturbado a primer orden; con esto, podemos escribir la solucién
de la forma:

§=& +&
1 =1y + 1
Y =1y + Y.

Desarrollando %—‘g, %—‘; y %‘g en su serie de Taylor:

56 = 3¢ loo + "’% oo €1+ 5;—02 oo 11 + 55—02 oo 1 + O1 (€E2,772,02)
%7‘; = ?9% |6 +agan |zo §1 + 3772 I 3778w loo ¥ + Oa (f%,?ﬁ,w?)
% — (= %n+95€) oo +5 |~ 350+ €] luo &4
i[5+ 55 Leo
+% [ 77+ 67/4 |z 772’14'03 (51:%#’1)
?T’é - (*8‘7‘5/770+ o 50) 2o + ( ‘5eT Y1 + 0£8n£0+ %‘;) oo &1
+ (%QT""/&) gzanno ‘5/) lzo M1 + (mfo - mno) leo Y1 + O3 (51,77%71ﬁ)

con 79 = /& +13. Pero como 2% 80 V|, =0, quedarfa:

vV __ 8%V 8%V oA’ v v | 9%V
56 = (—3752770 + 73537,50 + 377> |20 &1 + (_ agon'lo — g T a2 50) o M+

( agaw”o + anaw ) lwo 1 + O3 (€3,73,97)

2 2
.. 92V . n 3*v _
Retomando las definiciones Yl leo= L (~ R ) loo= M (mR+mS> )

mgr+ms ) DEDN
2’V log= N ( =2z 2 v | w2 > av [— me )
on2 1o mpr+ms ’ 6{ o — 0 rrLR+7n5 > 9n X0 w=To mr+ms ’
_ 2 2
83;—3; loo= Q (m;,f;ns) y anaw loo= R (%) , sustituyéndolas en las se-
ries y despreciando los términos de orden mayor:
v m 2
— R —_—t
9 (ﬁm+ms) w £O+L(mﬁ+ms) §1+M(mR+mS) 1+Q(mn+ms) '@Zjl
2 2
v _ MR ,
on (ﬁg:b‘r}?ms> w 770+M (mR+7"S> §1+N (mR-‘rms) 771+R (ﬁmg‘rRms) 1’01
2
v
90 (ﬁgfms> (=Lng + Mgy + w?ng) & +

(mlﬁp;ns)Q (=Mmng + N&, — w?Eg) 1y + (mﬂRms)Q (—=Qno + RE) ¥y

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones 4.1, 4.2 y 4.3:
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() (e (€ +0) — 208 (g +my) — 2 (69 +61)) =
(= R+m5) W2y + L&, + My + Qi)

(mR+ms>2(% (Mo +m1) + 2w 5 (& + &) — (no+771)) =
i ) w n0+M§1 + Ny + Ripy)

mp+ms

mpk dt2 (Yo + 1) =
ms () [(ME — Lng +1Pn) & + (NE — Magg — w260) my + (R — Qo) v
(&1 — 2wy — w26; — w26y ) = = (w26 + L&y + My + Quy)
(72 + 206, — winy - w?ng) = = (WP + Mé, + Ny + Riy)
1&1 =
# (ﬁ;ﬁins)2 ((Mfo — Lmnyg +W2770) &1+ (Nfo — Mng — WQfo) ny + (REy — QW0)¢1) .

Asi, quedarian las ecuaciones:

& — 2wiy — W + L& + Mn; + Qipy =0 (5.8)
ﬁ1+2W€1*W2W1+M§1+NU1 + Ry =0 (5.9)
. ms " 2
P = P (mR +Rm5> [(Mfo — Ly + W2770) &1+ (REy — Qng) (L{i-]l())
~ 2
+mn;7€2 <ﬁan—l|—RmS) (Nfo — Mng — W2§0) M- (5.11)

5.2.2 Condiciones de estabilidad

Al igual que el caso anterior, podemos tomar soluciones de la forma:

3
m | =M

(N

_ 2
Definimos v = =25 (~ MR ) .
mpk mpr+mg

Sustituyendo en las ecuaciones 5.8, 5.9 y 5.10:
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0 —2w 0
0=XNeMo+ | 20 0 0 | \eMo+
0 0 0
L—w? M Q
M N — w? R eMp

v (Lno - M&y — w2170) v (Mno — N& + WQEO) v (Qno - Rfo)

AL — w2 M — 2w 0
M + 2w\ A+ N —w? R eMT.
v (Lno - M§, - w2770) v (M770 — N¢§, + szo) A2 +v (Qno - Rﬁo)

Como buscamos una solucién no trivial, entonces necesitamos que el deter-

minante de la matriz sea nulo.

El determinante de la matriz serfa:

A+ [—v(REy — Qng) + L+ N +2w?] A+
v ((QM — LR — 3w?R) &, + (NQ — RM + 3w?Q) 1)
—|—(L—w2) (N—oﬂ) — M?
+ ((fNQ + RM +w2Q) & + (MQ — LR+w2R) 770) 2vwA =0

)\2

Asi, obteniendo las seis raices de esta ecuacién, obtendriamos las soluciones
para el problema perturbado y definiriamos si es estable el movimiento o no.

Para simplificar un poco el problema, sin pérdida de generalidad, para el
movimiento rotante, podemos suponer que el movimiento inicial se da sobre el
eje horizontal; asi 7y, = 0y £, = 7o, ya que se puede hacer una rotacién de tal
manera que queden las mismas condiciones y la solucién no cambie. Con esto
el determinante quedaria:

Ao+ [—vRFy + L+ N + 2w?] X'+
[v(QM — LR - 3w*R) 7o + (L — w?) (N — w?) — M?] X+
(—NQ + RM + wQQ) 2vwrgh = 0.

Si queremos que nuestro problema sea estable, necesitamos que todas las
raices tengan parte real negativa , o en su defecto igual a cero; ademds, vemos
que A = 0 es raiz, por lo que el polinomio puede factorizarse:

5
p(A) =\ lH(AAi)] A\ €C.

i=1
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Ademss, por la teoria de polinomios, un polinomio de grado 5 siempre tiene
cuando menos una rafz real, entonces, para que el problema sea estable, necesi-
tarfamos que esta raiz sea igual a cero. Esta condicién no es suficiente para que
sea estable. Asi, necesitamos que el término lineal del polinomio se anule, por
lo que la primera condicién de estabilidad es:

(-NQ + RM + w*Q) 2vwry = 0. (5.12)
Si se cumple esta condicién de estabilidad, tendriamos el polinomio:

v (QM — LR — 3w*R) 7o )] _0

2 4 ~ 2 2
A A +(—I/RTO+L+N+2M))\ +( +(L—w2) (N—UJZ)—MQ

donde tenemos una raiz doble A = 0 y un polinomio de grado dos en M2
Definimos de nuevo:

z =\
b= —(-vRFo+ L+ N + 2w?)
c= (@M — LR —-3w?R) 7T + (L — w?) (N —w?) — M?)

Sustituyendo en el polinomio:

22 —bz+c=0
asi, las raices serian:
210 =2+ 1IV02 —4dc

Del capitulo 3, sabemos que para tener raices imaginarias en A debe cumplirse
que:

b —4c>0 (5.13)
b<0 (5.14)
c>0. (5.15)

En términos de nuestro problema, tenemos para la condicién 5.13:
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b% — ¢ = (fl/R?’o +L+N+2w2)2 -
4[(v (QM — LR — 36R) 7o + (L —&?) (N — w?) — M?)]
= L2+ N2 +4w* 4+ 4w’ L+4w? N+2LN + (VRF0)2 —2vLR7y—2vN Ry —4v Rrgw?
—4w* —4LN + 4w?L + 4w?N + 4M? — 4wQM7o + 4vLR7y + 12vw? Ry
= 8w? (L+ N +vRig) + (VR + L — N)* +4M (M — vQ7o) >0 (5.16)

para 5.14 y 5.15:

—VvRFy+ L+ N +2w? >0 (5.17)

V(QM—LR—BwQR)?O—F(L—uﬂ) (N—wQ)—M2>O

w* = (L+ N +3vRrg)w? + LN — M?> +v(QM — LR)7 > 0 (5.18)

5.2.3 Region de estabilidad

Ahora bien, veamos cual es la regién bajo las cuales las condiciones 5.16, 5.17
y 5.18 se cumplen.
De 5.16: debe cumplirse que:

w? > % (vR7y — (L + N)) (5.19)

Para 5.17:, tenemos dos casos:
i) L+ N +vRE, > 0. Por lo que necesitarfamos:

W > sty |(WRFo + L= N)P 4 4M (M — vQo))

i) L+ N +vRE, < 0. Por lo que necesitariamos:

W? < —gryntmy (VR0 + L= NYP 4 4M (M~ vQFy)|

Para determinar las cotas del intervalo de estabilidad para .18, tomamos el
caso minimo, que seria 5.18= 0, por lo que sus raices serfan:

Wi =

L(L+ N +3vRFo) £ 3\/(L+ N + 3vRio)* — 4(LN — M2 + v (QM — LR) 7o)
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i) LN — M? + v (QM — LR) 7y < 0. Tenemos la cota:
w? > wi
donde:

2 _
wi =

L(L+ N +3vRi) + 11/ (L + N + 3vRR)> — 4 (LN — M2 + v (QM — LR) )

ii) LN — M? + v (QM — LR)7y > 0. Tenemos dos posibles casos:
a) L+ N + 3vRr > 0. Si el discriminante es positivo, implicaria:

2 2
w? > wi
e}
0<w?<w?
donde:

w- =

L(L+ N +3vi) — 13/ (L+ N +3vR7)* — 4(LN — M2 + v (QM — LR) )

b) L+ N + 3vRry < 0. Si el discriminante es positivo:
w? >0

Asi, podemos tener los intervalos posibles donde puede haber estabilidad en
funcién de la velocidad de giro del sistema.

5.3 Comentarios al Capitulo

En este capitulo obtuvimos las condiciones necesarias para que el movimiento
pueda ser uniforme, asi como para que pueda moverse establemente. Al igual
que el Capitulo 3, dejamos las condiciones en funcién de la velocidad de giro del
sistema; ademds introdujimos una nueva variable € = %1:7 la cual define una
relacién directa entre los anillos y la masa unida, ademds de que en el futuro e
serd la variable central de nuestro anélisis.

Por otro lado, con las expresiones obtenidas anteriormente (resultado de
desarrollar la integral del potencial en series de Fourier y combinar con los
coeficientes de Taylor), Maxwell obtiene los valores de las variables en funcién
de los coeficientes de Fourier:

"...Las cantidades que deben ser introducidas en la ecuacion dife-
rencial del movimiento son: mg, mg, k2, ro, w?, L, M, N. Debemos
observar que mg es muy grande comparado con mpg !, entonces eli-

1 Esta misma hip6tesis la usaremos mas adelante para simplificar los célculos
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minamos mpg en los términos en que va sumado con mp y ten-
driamos:

mg = a’w?
k2:a2(1—f2)
ro =af
L=3%(1+g)
M=35fh
N=25%f*(3-g)

substituyendo éstos valores en la ecuacién obtenida y dividiendo

por m%atf%:
(1—f2)n*+(1=52+ 129 n*w?+(2—6f2— 1> — 12+ 2f%)w

la condicién de estabilidad es que esta ecuacién deba tener am-

bos valores de n? negativos, y ésto hace necesario que todos los coe-
ficientes tengan el mismo signo, y que el cuadrado del segundo deba
exceder cuatro veces el producto del primero y tercer términos.

n2

4 _

En la siguiente y tltima parte procederemos a analizar de manera més pro-

funda el Potencial y buscar obtener del sistema bajo las cuales es estable el
movimiento.

2Maxwell se refiere a que el discriminante sea positivo, para tener raices reales.
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Chapter 6

Calculo de los coeficientes.
Caso: anillo sin masa unida

En este capitulo, analizaremos el potencial del anillo y calcularemos los dis-
tintos coeficientes que obtuvimos a lo largo de los capitulos anteriores, ya que
es necesario calcularlos para poder conocer las condiciones de estabilidad del
sistema.

Aunque vimos en la primera parte que no es posible tener un movimiento
uniforme en el caso del anillo sin masa, para fines del segundo problema, estu-
diaremos el comportamiento del potencial.

Recordando que el potencial del anillo (sin la masa unida) y Saturno Vj es:

Vo= - ! - da'dy’
0 pR/R/((x—x’)2+(y—y’)2)2 Y

derivando hasta segundo orden:

Vo _ (z=2")

dr PR// (o) (o /)2)
7PR// (- z) . J>) gl

aazw‘go N pR//< ((@=a)? +(J )i ((x—j)(;ﬂjiﬁ)g) do'dy’
a;‘/‘go ; PR/R/ < (ﬂv—x’)2+(y—y/)2)% - ((x—;)(2y+(jzi/)2)g> da'dy’

oV = // V) __da/dy
oy +(y v)?)3 v

79

dz'dy’

[N

6V

o
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Estos coeficientes nos servirdn para poder determinar los valores exactos de
las condiciones establecidas en el Capitulo anterior.

6.1 Caso Particular: anillo circular

Ahora bien, a partir de este momento, nuestro estudio se enfocard en el caso en
que el anillo tiene forma circular. Entonces, la segunda derivada con respecto a
r quedarfa (Capitulo 3):

b 2w

8 V[] — _ 2 3"}/ SlIl ¢ d d
or? pR// < (12442 421y cos ¢) 3 N (12442421 cos ¢) 3 > TPy
a 0

2 sin ¢ 27
— d al
b / (r24~242rv cos ¢)% ¢ + r(r24+~v242ry cos q&)% |0
=pn / 0 2 vy
a _ ~y cos ¢ d
/ (T(7‘2+w2+2r7605¢)g> ¢
0
82V b 27 9 ¢
0 —2vr — v* cos
Y% / / ~dpdy. (6.1)
24424 2rycos )2
Para el caso de las coordenadas rotantes, sabemos que [|x — x]| = ||€ — &],

por lo que el potencial en estas coordenadas serfa:

Vo=—p // 1 ~d€'dn’
’ n 5 ((575’)2+(77*77’)2)é

= ¢ coswt — 1 sinwt
y' = ¢ sinwt + 7' cos wt.

con:

Asi, calculando sus derivadas:

Vo ! /

Vo _ // -de'dn

o¢ " (- 5) +(n— 77) )

Vo __ _ d /d /

on pR// (€-¢) 2+ n*n’)Z)% <
92V, //( 3(e—¢')? )d’ p

=p 3 §dn

oz TR (- 5)2 o)) E (=€)t n—n)?)

vy _ //( _ 3(77777/)2 )d 1 g1
=p 3 = | d§'dn
on® PR = 5)2 Ho-n)?)E (=€) 4m—m)?) 3

NS
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v, _ // ) ey
ason Pr (6—€)+ nn)) T

Ahora bien, para obtener L, M y N tendriamos las condiciones (§,,1,) =
(7“0, 0)2

(ro—¢")
=d¢ dn/
ag |(r0,0) PR// . +£’2+n/2) ¢'dn

3Vo d /d /
|ro, pR// Tg 2T0§/+5,2+ﬁ'2) 5 n

b 27

N2
o1y | // - (o) d¢'dn/
e |(ro.0)= PR 2r05/+5/2+n’2)% (r3-2ro¢’ +€24n2) 2 s

b 2w

2% |, 0)_pR//( ! T — 3~ )d§ dn
on 0, 0 (T§—2T0§'+5'2+7]/2)§ (T§—2To£'+£'2+n/2)§
a

b 2w

70 f
(r =d¢'dny’
35877 o)™ pR// —2ro€’ +E’2+77'2) S

ol

Sabemos que r = ||(&,n)|| v v = || (f’, 77’) || y por tanto:

roy =&+ = —yreos¢

con las condiciones dadas quedaria:

roé’ = —~rgcos
¢ =—vcos¢
1= —ysing

Asi, las derivadas en coordenadas polares serian:

% (ro + 7y cos

30 l(ro.0)= PR / / 0 7005 9) s ydody (6.2)
¢ (r§ + 7% +2roycos ¢)?

('3V sin
— |(ro,0) pR// ysing - dody (6.3)

(r3 + 2 + 2r¢7y cos d))
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b 27

Vo — // 1 _ 3(ro+~ cos ¢)? dod
e |ro.0)= PR / Cirvrrarens)?  (arranrema)t ) pdy
a

b 27

— pR// (T§+72+2T0'y cos ¢73r376r0'y cos§¢7372 cos? d)) 7d¢d’7
a 0

(r2+~2+2r0y cos ¢) 2

o // (27'(2)47'07 cos ¢727273'\/2(71+c032 ¢)) d¢d
Pr (r3+~2+2r07 cos ¢)% E !
a 0
b 27
— 2 372 sin? ¢
- - + s | vdod
pR/ A ( (rg+72+2r0'ycos qb)% (r%+72+2r0'ycos ¢)5 ) 7 ¢ g
a
2m
_ 2 do + v sin ¢ 2
b [ (r3+72+2roy cos ¢)% ¢ ro(r3+72+2r07 cos (b)% o
= PR / 2 ydy
a _/ 7y cos ¢ . d(b
To ('rg +24-27r¢7 cos d)) 2
0
*V T —297r¢ — y2 cos ¢
—= lro0)=p 5 dedry (6.4)
a 2 1(r0,0) R 2 3
3 ), To (1§ + 7% + 2rgy cos ¢)
b 27
an _ / / 1 __ 3(ysing)? Iy
In? |(ro,0) PR 0 (r2+~2+2roy cos ¢)% (r2++2+2ro7 cos ¢)% ydpdry
a
27

b / 1 . d¢ _ 37~ sin ¢ . |%
(r3+v2+2r07 cos ¢) 2 ro(r3+2+2roy cos ) 2

= Pr / 0 on ydy
a +/ ( 7y cos ¢ ) d
) o (T§+72+27‘0’y cos d))% ¢
32‘/ b 2w ¢)
0 (ro + vy cos
o lonor= b / / : cdody  (65)
n (rg + 2 +2T0'ycos¢>)

b 2w

92V, - _3 // 0% 51n¢(7o+’ycos¢) dod
dEan ‘(TO,O) PR (r +72+2rmcos¢) odry

2w

/ “/smqﬁ 3d(bd’y
0

PR N
ré+~2+2r¢7y cos d))

}
b
/ 2dy | =0

LPR
o o 2+'y +2rg'y cos (15)
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T
o€ (70,0)=
por tanto:
b 27 9 9 d)
—29rg — 2 cos
T e
mp +mg ro (13 + 72 + 2797y cos ¢) 2
M=0
N( mpg ) // v (o + 7y cos @) déd.
Mg + ms (r2 ++2 +2r0'ycosq5)

6.2 Comentarios al Capitulo

83

(6.6)

(6.9)

En este capitulo obtuvimos las expresiones de los coeficientes para el caso de los
anillos sin masa, los cuales los utilizaremos a continuacién en la iltima parte de

la tesis.



Chapter 7

Potencial con masa unida a
los anillos

Para este caso, tenemos que el potencial viene dado por:

Vi=Vo- VG u oy

derivando hasta segundo orden:

87\1 _ % + my, (T—uy) .

ox ox ((E—uz)z-i-(@—uy)z)f

87‘_/: — 8‘{9 mu('yfuy)

oy dy ((}f—uz)Q—i—(?j—uy)Q)%
o VG 5 7 my _3 my (T—us)?
O 0T (Gmua)?+G—u)?) T (F—un)(—u,)?) B
2’V _ 9V my, g mamwy)®
W W (Gmun)+G-u,)?)E (F—ua)?+(G—uy)?)E

3V _ 82VO _ 3mu(5—u1)(g7—uy)

Y _ oY -
TN O (@) (F—wy)?)

En coordenadas polares:

V=V- S My =
\/Feru?(m:ﬁ) 72uF<mng’nu) cos(971/1)

obteniendo su primera derivada:

ov. _ Vo | Moy (F—u(%) cos(?—w))

or — or <;2+u2(m};nflznu)2_2u;(%)cos(@—"b))

(S

85
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Para el caso de las coordenadas rotantes, sabemos que ||r — x]| = ||€ — €]

ylF - vl = [€ -,

, por lo que el potencial serfa:

V=V —
O e+ an)?

con:

Uy = &, coswt — 1, sinwt
uy = &, sinwt + n,, coswt.

Asi, calculando sus derivadas:

oV _ vy mu(€-¢€,)

o€ T 0t T (i) :

((E-€.)’+@-n.)?)"

%7\5 — % + ma=n,)

T ((Ee) @)
PV 2V M r —3 m (€6’ :
% (Ee)+an0?)? () +G-n.)?)
PV _ 9V = . mo(i-n,)’
o o ((E-€.)*+@- nu)Q)7 ((E-¢.)"+@-n.?)"

PV _ PV my (- )(n Na,) _

o80m 08 ((eog, )+ (-n,)?)

ya que:

& =T coswt + ysinwt
& =T cos (9 — wt)
7 = —Tsinwt + y cos wt
7 = rsin (0 — wt)
£, = Uy (mgfmu) coswt + uy (%) sin wt
£, =u (m;'fmu) cos (1 — wt)
mp

— _ 3 MR
Ny = —Usg (mReru) SIN Wt + Uy (mR+m1L> Cos wt

Ny = U (mlngu) sin (¢ — wt).

Para las parciales con respecto a v, tenemos que:

av vy n My, (Fcos(gfwt)fu(%) COS(’L/)*OJt))
% o (772+u2 m;’:_Rmu )Z—QuF(%) cos(§—¢)>
ov vy + My, (Fsin(@—wt)—u(#ﬁ) sin(z/J—wt))

T (v () - ) nl5-0)

3
2

NI
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por lo que:

92V 82‘/0 muu(im:fmu)sin(w—wt)
ooy — 9o (

? —NF

72 +4u? m];nJrRmu) 72u7(m1;n7+Rm) cos(wa)>
3muu(mR+mu >F(r COS 0 wt (mg’lﬁ) COS(’L/}*OJt)) sin(’éfw)

(772+u2 m:JrRmu )27271?( m}:lRmu ) cos(ﬂéfw)) 3

92V _ 22V, B muu(m;iﬁm“ ) cos(1p—wt)

ooy — ooy (72 tu? ( Y - )2 _2ur<m) cos (60— w))
3myu (m];nfjsnu) 7(Fsin (E—wt) —u (ml;nfjgnu) 51n(1/)—wt)) sin(@—‘t[))

5

<%'2+u2 m}:lRmu )272u7( ml;nfmu ) cos(‘éfw)> 2

3 +

7.1 Caso Particular: anillo circular

Para obtener L, M, N, @ y R tendriamos las condiciones (EO,%, w(J) = (ro,0,wt + )
con lo que quedarfa:

u

nu - 0
Vo Vo
o~ 0¢
Vo Vo
on an
8%V, 8%V,
652 8{2
vy _ 8*W
oz~ on?
?Vvy _ 9%y
ogon ~ 0€on

por lo que los coeficientes serian:

My

2 52
da? | (Fo,0,wt4+m)= W‘go |(7o,0.wt+m) + ) -
(;2+u2(m1;ﬂ+1zm”) —2ufy m};v:—Rmu) cos(ﬂ'))
2

3 My, (ro+u(7memu )) )

(?"8-1—11,2 (%)2_21};0(?%) COS(?T)) 2

2V | - = &% |~ 9 my,

~2 (70,0,wt+m)— d€? (70,0,wt+m) ('FUJF’U«( mp >)3

ol

MRt
m
37]2 |(70,O wt+m) = 2 |(70,0 wt+T) + 5 “ ER
m ~ m
ratu? (#ﬁ) —Qurg(#ﬁ) cos(ﬂ'))
3 M., (0)2

5
2 2
=2 mR T m S
<70+u2 ( mRJrRmu ) —QUTQ(MRJrRmu) COb(ﬂ'))
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eV P 0,wi+m)= A |(70,0,wt4+m) + s
o2 1(T0,0.wt+m) = “gp2z- |(Fo,0,wt+7) (Fo+u(m;”+’inu))3
e ot ) )0

9%V | _ _ 0*w ‘ _ 3
agan |(70.0wt+m)= By |(7o,0,wt+m) (FO +u(m:,§mu))5

=0

52
Vo |
d&dﬁ |(r0,0 wt+m) = gdn |(r0,0,wt+7r)

muu(%) sin(7)

2
=2 2 MR P~y MR
<T0+u (71LR+'r7Lu ) 72""’0(WLR+”LH ) COS(TI'))

2’V |~ Vo |~ +
g0y (70,0,wt+m) = 8an (70,0,wt+m)

_|_

NI

Smuu(mgfh}nu) To (Fo cos(0)7u<mg&f’§"u> COS(TF)) sin ()
5
2 - 2
(Neruz (m:fmu ) —2uTo (7,,1;4&”” ) cos(ﬂ—))

52

9" Vo |, _ _

B{dt/) |(7’0,0 wt+m) = dan ‘(To,o,wt+ﬂ)_
2’V _ 2’V

oY ‘(?070,wt+7r)_ o |(Fg,0,wt+7r)

muu(mmiR) cos(m)
RTMu
- s+
Fadu2( B oy (e cos(gfd)) 2
0 mp+tmy O\ mp+my
3myu (%)F@ (Fo sin(0)7u< m:+Rm1L ) sin(ﬂ')) sin ()
5
2 ~ 2
~2 2 ”LR _ ~ 7nR _
(ro—i-u (mR-qu) 2“T0(7mR+mu) cos(G 1/)))

mp
M| gy

52
Ve
6716‘/’ |(7‘0,0 wt4m) = 8:716’((/)) ‘(7070,wt+7r) +(Fg+u( m}R ))3
mp+may

0

mp
m““(’”R‘*’"’u )

dnaw |(70,0 wt+7r) ( o+u( m+ ))3
mp+may

asi tendriamos los coeficientes:

~ 2

0V, »

L (ﬁl Tr—LFRm > B o 20 ‘(FO’O""t'Hr) —2 = 3 (7'1)
R s 13 (;0 +u (meermu ))

N <mR)2 % ‘ 4 My (7.3)
mp + mg on? (Fo-0wttm (ro +u ( i ))3 '
MR+my

~ 2
mpr o
“ <M> =0 (74)
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R ( g )2 _ ( mu“(m;'finu) 5)

~ 3
mpr+m ~
" 8 "o u (mRm—&-I?mu ))

Vemos ademads, que como M y @ son nulas, por lo que la relacién 5.12 se
cumple.

7.2 Condiciones bajo las cuales el movimiento

es estable

Regresando al Capitulo 5, las condiciones 5.16, 5.17 y 5.18 deben satisfacerse
para tener estabilidad, las cuales se reducen a:

8w? (L + N + vRFy) + (WRFo + L — N)* > 0 (7.6)
—vRFy+ L+ N +2w? >0 (7.7)
w' = (L + N +3vR7y) w? + LN — vLRF > 0 (7.8)

Por otro lado tenemos que:

- i 2 2 2
(L+ N +vRry) (ﬁmfms) = (%T‘éo + 687,;?) | (70,0,wt+m)

. P G s B
_ u v m A\ 3
CorCoetmr))” Gorol(fite))
2 2 T
= (882;'0 + %7%") \(Fo,o,wt+7r) - (Fngu(m:f”fR))?’ 1—vu (%) 7“0)
mp+may

- 2
(L + N + 3vR7) ( in ) = (35550 + ‘?;Z") | (Fo,0rt+m)

Mp+ms
mp
mu“<7) ~
_ Moy . + 31/ mpR+my 3T0
~ mp ~ mp
(Foru(omtin))” (ore(odinn))

= < o¢? + a2 ) |('r-0,0,wt+‘n’) *W 1—3vu 4m;7fi_l?mu FO)
mpR+my

ademds, recordando el valor de v vemos que es del orden de :7"1—1;:
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Como una hipdtesis fisica consideramos que la masa de Saturno es muy
superior a la masa de los anillos o incluso de los anillos con la masa unida,

por lo que ;”T’; serfa muy pequena en comparacién a los demds coeficientes. La

relacion Z—’; es del orden de 6 x 10781, y para Z—; es del orden de 2.4 x 1074

~ 2 .
. Entonces 3% (~ nin ) u (MR%) To =~ 7.5 % 10*12% . Asi, por el

mpR+ms

2

_ 2
= : ms mp mp [~
valor muy pequeno, podemos considerar 3ﬁmk2 <'f7lR+"lS) U ("LR+mu) ro ~ 0.

Con ésto, podemos simplificar las condiciones 7.6, 7.7 y 7.8:
8w? (L + N + vR7)+ (vRFg+ L — N)* = 8u% (L + N)+(L — N)* > 0 (7.10)
—VREG+L+N+20°~L+N+20>>0 (7.11)

w? — (L + N + 3vRF))w® + LN — vLR7y ~ (w? — L) (w? = N) >0 (7.12)

_ 2
Recordando el valor de w? (~ mp ) :
mpr+tms

dVo

_ 2
2 MR _ 1 My,
v (ﬁRJFmS) S0 ( |, 0.0t47) +(u+07'0)2)
mR

ademds, retomamos la suposicién que mgr = em,, y recordando que pp = e

2
por lo que w? (m;'_ﬁl S) quedaria expresada:

b 2w

2
2 mpR _ 1 "/(7‘0“"'7 COS¢
w (fﬁR+ms> - [u( )+ar0 // 242 +2rg7 cos ¢)% d(bd"y + (u+0ro)
a 0
) b 27
2(_mr " _ _mu(lte) Y (ro+~ cos ¢) 1
v (%R#ZLS) — [utoro(ite)] // r 2442 +2ro’vcos¢) gaddy+ u+‘”0)2

a 0

Sustituyendo las relaciones de mp en 7.1 y 7.3

1Ver [12], p. 53, 73
2Tomando en cuenta la masa de la luna mas grande que tiene Saturno: Titan (1346 x 1
g), para las demds lunas éste valor serd menor. Ver [12], p. 53, 73

023
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b
~ 2 2
L (~ ;) ) — m/ —2yro—y cos¢ dpdry — 22—
mpr+ms R o (r8+'y2+2ro'ycos ¢)§ (u+org)

) (r% 472427197y cos (j)) 2

) b 27
m _ € —2vrg—~2 cos ¢ _ 1
L (ﬁlRJrRmS) = M 7// i gdody 2(U+UT0)3
a 0
T

Y (ro+~ cos ¢) dodry + —mu
ro (rg+’72+27"07 cos qs)% ey (utoro)®

v(ro+y cos ¢) dody + 1
/ro(r§+v2+27‘07 cos 4’)% ¢ 7 (utoro)®
0

en términos de Iy (r9) y I1 (10):

_ 2
o () = ety |76 (ol (o) + 1 (r0) + o

_ 2 .
L (ﬁ;?FRms) =My (_ AER (210 (TO) + Il::,[))) - 2(u+;7.0)3>
N 2
N (m;?FRms> = My (TER (Io (o) + hﬁg‘”) + (UJF;TO)s)

_ 2 _ 2 2
donde vemos que w? ( ME ) , L( M A ) y N( M A ) quedan en fun-

mp+ms mpr+ms mp+ms

cién de (g,rp).

N 2
Para términos practicos, dividimos todas las relaciones entre (~ ME ) .
mRr+ms
1

—> << 1, dado que todos los tér-
S

minos van multiplicados por éste nimero, no afecta al comportamiento de las

desigualdades.

A pesar de que éste término es del orden

Si e ~ 0 tendriamos que los coeficientes serian:

. 2
2 mp 1
w (ﬁLR+mS ) ~ My (u+a’r'9)3

_ 3
L (~mR ) ~ —2my,

1
(utoro)

mp

2
1
N (ﬁLR—Hns) ~ My (utoro)?
2

m 1
(L4 N) (oins) ~ ~ iy

Asi, tendriamos que:

1 2 9 o
—sim (L= N ~ sy
—5(L+N)~

1_ my
2 (utor)®
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por lo que se cumpliria que:

w? e (—%(L+N) sy (L) )

Y asi seria estable el movimiento.
Por el otro lado, si € — oo, tendriamos que:

~ 2
w? (s )~ mu S (rodo (o) + 1 (r0))
~ 2
L (%) _muA (2]0 (’ro) + %)
N (—mz ) I | n)
(ﬁ'LR+ms) muA ( 0( ) P )
2
(L+N)(~7nR ) N—mUALRIO(TO)

mpr+ms

(L — N)<mR+mS)2 e (3[0(r0)+211<’”°>)

en el cual, recordando el andlisis numérico del caso anterior, tenemos que

2 2
w? (%) <0paraoc=1yw? (ﬁngs) > (0 para o = —1; por lo que el
movimiento resulta inestable en el caso ).

Asi, podemos suponer que existen valores de (g,79) para los cuales deja de
haber estabilidad en el movimiento (cuando menos en el caso i7)).

Ahora bien, en el caso iii) vemos que w? forma una superficie, por lo que
buscaremos el caso que w? = 0 para a su vez encontrar la regién donde sea
positivo y pueda existir movimiento uniforme.

7.3 Caso particular: Saturno y anillos concén-

tricos

Tomando el caso en que Saturno y los anillos son concéntricos, tendriamos
cuando 1y = 0:

2
2 mp (14-¢€)
w (mRerS) ‘TO =0 = My IYE]

- 2
Mg _ ___¢€ _ 2
L (ﬁl,R-‘rms) |7”O:0 =My ( ab(a+b) u3)

. 2
MR — _ 9] 1
N (mR+ms) |ro:0 = My ( ab(a+b) + u3)

asi:

— 2 1
L+N—mu <7W€+b)7F)
L—N=-m,3%

ud "
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Para 7.10:

8% (L+ N) + (L= N) |0 = (ma)? [-8%52 (s + &) + (£)°] > 0

3
— 2 [ (1652 ) — = (8 + 1635055 ) +9 8] >0

lo que implica:

2u® 1
e’ (ab(a-i—b)) te (1 - ab(a+b)) § <0

Sacando los valores de € donde se anula la expresién, tendriamos:

_ ( +ab<a+b>) 1 2ud \? 1 2u
2,4 = 2 2.3 (1 + ab(:;-i-b)) T3 <ab(:;+b)>

ab(a+b) ab(atb)

pero como queremos que € > 0 tendrfamos sélo la rafz:

3
<1+ab%ff+b>> 1 2w \2 1 ( 203
€2+ = — o_2u3 + 2{1}]%::3’_})) (1 + ab(a—i—b)) + 2 (ab(a—i—b))

ab(atb)

Definimos:

203
ab(a+b)

— _ 1tz , 1 21 5
€24+ = —5. T 554/ +2x+1.

También podemos escribir €3 4 :

52,+:%((1iz)\/$ + $+1_1)

E2,4 = 2F ( 1+ 2(11.1)2 - 1> :

Tr =

entonces:

Notemos que el producto de las dos raices es negativo, por lo tanto e 4 > 0, ya
que €2 — < 0. Asi, tendrfamos el intervalo para que la desigualdad sea positiva:

S [0,627+)
Por otro lado, para 7.11:
(B N+ 20) o = | = (e + i) + 2952 ] > 0
2 [e (2= i) +1] >0
_ 1
S+ =2

lo que implica que:
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1 .
€2 —5siz>2
6
e>0sixz <2

Para 7.12:

[(* = L) (@* = V)] lrp=0 =
(mu) ((1+€) + (ab(a+b) + %)) ((17;6) a (_ ab(;+b) + u%))
e (34 e (14 i) ) e (14 sy ) > 0

la cual se cumple para toda € > 0.
Pero, tenemos que si x > 2 implicaria que:

€24 < €14

porque:

1+

I+ (1+3:)(a" 5))

e =
2

4z 4>
1+ saiar < (1 + <1+a:><x 2)) =t e T e
z(z—2)° <8z (1+z)(x—2)+ 82
0<8z%+ (z—2) (7m2+10x) six>2

por lo tanto, el segundo caso no puede ser posible.
Por lo que nos quedaria finalmente la condicién para estabilidad:

€ [07 52#)

a

%” , tenemos que z = 1.5625 < 2y
€0 = —3(i5e0s) + ATTETE) \/(1.5625)2 + 2 (1.5625) + 1 = 0.047409.

Para el caso particular en que v =

Busquemos aproximar el valor de €2 + . Notemos que ra)? tiene como

(1+
derivada (11;7“7)3 y que tiene un valor maximo en z = 1 , con valor de 1 1, por lo

que , /1 + 1 —|— <. Ademss, por series de Taylor se cumple que:

2(1+ )2

2
1+2 - <T+n<1+4+32

VIS

entonces implica que:

2
1+ x 1 ; 1+ ; ] 1+
Tf (4(1im)2 8 {2(1135)2} ) < za:x < 1+ 2(111)2 - 1> = (4(1::»9:)2) Tgf

(1_§ » )S€2+<71

1
8(1+4x)

como

(1+x) < i, entonces:
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1 1 1
8(1+a) (1- 37) < &2+ < gita)
es decir, podemos aproximar:

o~ 1
€24+~ gi+a)

3

con un error relativo aproximado de %

7.3.1 Caso General

Ahora bien, Maxwell en su estudio considera sélo el caso particular cuando
son concéntricos, pero en esta tesis buscaremos llegar mds adelante tratando
de tomar el caso general y ver las condiciones para las cuales puede haber
movimiento estable.

Vayamos ahora con w? — N:

;} _
[utoro(1+e)] utorg)?
I
my, (AEiR (IO (TO) + 7(‘;0)) + (u+;7.0)3)
o I (ro) org(l4e) 1 (utorg)(14¢)
= muiy (o (ro) + 2090 ) | ety — 1)+ ma e (fierettis) — 1)

_ e ulite) L1 (ro) =
= [~ et (o (o) + 25220 ) + s

w? — N = —multe) {O’ALR (rolo (ro) + I1 (10)) + 0

Pero sabemos del Capitulo 3 que (rolp (ro) + I1 (r0)) < 0, por lo que ten-
emos:

w2—N>0

para toda rg > 0. Asi, esta condicién se satisface siempre y por ende podemos
descartarla del estudio.
Para w? — L consideramos primero que:

L= (20 (ro) + 22 2L

o u+org)

para este cdlculo, nos apoyaremos de nuevo a la parte numérica. Calcularemos
el signo de 21 (rg) + %ZO) Tomamos una malla para la integral de (m,n) =
(300,350) y un rango para ro € [0.1,0.9] con 30 divisiones, donde observamos

para diferentes valores de b*:

3Ver [11], p. 322, 323

4Ver Apéndice A
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Fig. 24, b=1.05
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Tt prn b 5

Tyt
\-‘_\-‘"—-—_\_\_‘

Fig. 25, b=1.5
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“rﬂ
e
B

13 04 05 0 ar 0e (L] 1

Fig. 26, b=4
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P, pesal 10

-

‘_ra

B

g

g —————
=

]

2

1

Fig. 27, b=10

Para los valores que tomamos de b, tenemos el mismo comportamiento de
las curvas. Sabemos que si ro = 0, para que L = 0, necesitariamos que ¢ =
—W < 0; ademds que si e = 0, L > 0 para toda ro € [0,a), por lo que la
curva L = 0 no corta el eje ¢ = 0. Con ésto podemos concluir a nivel numérico
las curvas son positivas para 9 € [0, a), es decir (2]0 (ro) + %ZO)) > 0, por lo
que L < 0.

Asi, en este caso, s6lo nos queda verificar que w? > 0. Y para ésto, recurrimos
al Capitulo 5, donde tenemos la condicién que en el caso que o = 1, w? > 0 si
e €[0,e,) y para 0 = —1, w? > 0 para toda € > 0.

En L + N + 2w? nos quedarfa el polinomio:

L+ N +2w% =
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&2 (2 (1o (ro) + 22222

Mqy —
lutoro+e)l |y (AflRIo (ro) (010 — u) + %11 (ro) 4 Autaro ) 7 :
0

(utoro) utorg)?

Definimos:

a1 = 7= (rolo (ro) + 211 (r0))

b1 = (%RIO (7’0) (O’TQ*U)+%I1 (TO)“”%)
p] >0

— 1
@ = (utorp)

Entonces tenemos las soluciones posibles:

— _ b L\/ﬁ
E1,4 = 2al:|:2a1 by — 4aqc.

Tenemos que Iy (r9) + 2%20) < 0, por lo que, se tienen los casos:

i) o = 1. Tendrfamos que a; < 0, por lo que la solucién positiva seria
£1,—-

Si tomamos la funcién ¢, (¢) = a12+bie+c1, vemos que para e — 00,
pq () = —o0, ya que a1 < 0, por lo que tendriamos que ¢ (€) es una parabola
coéncava, y ¢, (€) > 0 en € € (g14,€1,—), pero necesitamos que € sea positivo.
Por lo que la desigualdad es positiva para e € [0,e71,_).

i) o = —1. Tendrfamos que a; > 0. Si b; > 0, no habria soluciones
positivas a la ecuacién cuadritica, es decir que esta desigualdad siempre se
cumplirfa. Si b; < 0, tendrfamos dos soluciones positivas €1, €1 4.

La funcién ¢, (¢) = a1? + bie + ¢1, vemos que para € — +00, ¢ (€) —
+00, por lo que tendriamos que ¢, (¢) es una parébola convexa, y ¢, (¢) > 0 en
€ € (—00,e1,-) U (e1,4,+00), pero necesitamos que ¢ sea positivo. Por lo que la
desigualdad es positiva para € € [0,e1,—) U (e1,4, +00).

Si tomamos el caso para ro = 0:

010 bromo = (=10 (0) + & ) & +

-1 {(_AJFQ)EJH}
u? ab(a+b)
1 (&) lro=0 = = (-2 +2)e +1] =0
1

€1,— = Z—2°

la cual coincide con el cdlculo anterior. Para la otra raiz vemos que cuando
ro — 0, a1 — 0 y por tanto €1 + — £oo dependiendo el caso (o = %1).

Para el caso de 8w? (L + N) + (L — N)2 tendriamos un polinomio de tercer

T . o
grado; eliminando el coeficiente TaFore (079
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8w? (L4 N)+ (L — N)?

3970 ([ (rg) + 220 ’
(AR)2 0 0 0

1 I1(ro) 2 I (ro) 2
2 W aTo (IO(TO)"‘QT) +u(3[0(7‘0)+2?>

+€ =+

Definimos:

as = (A ’E (Io (T0)+211(T°))

1 I (o) I1(ro) 2
b2 = W aro (I() (7”0) + QT) +u (3[0 (’I"Q) + 2?) +

[Zo (10) (207’0 — 8u) + 4ol ()]

W&;To)s [7”0[0 (7"0) + Il (7’0)] —+ At

1
Ag(utorg)?

[10[0 (ro) + 1211“0)} 4 =Butorg

u+o’r0) (utorg)

dQZW > 0.

0y (€) = age® + bae? + coe + do

Igual que el caso anterior, tomamos 7o = 0:

2 (5) |To:0 = <(A )2u (310 (0) dIérZO) ‘ro O) + ﬁ [78'”]0 (0)]) g2 4+

(ARu21010 (0) + Bl 03B ) e+ 35

ud

1 1 —
(8 u? ab(a—i—b)) <8P ab(a+b) + u75) €+ 75

— 2u
= [ (8 ab(a+b)) et — (8 ab(a+b) + 8) €+ 1}
=-—L [ee?+ (z+1)e— ¢]

ud

donde también coincide con el cdlculo anterior.

Por otro lado, para ¢ = 0 vemos que @, (0) # 0, es decir, ¢, (¢) nunca cruza
el eje e = 0, por lo que nos dice que las raices no cambian de signo en . Esto
significa que € 4 siempre serd positiva y €3 _ negativa.

Recordemos que el producto de las tres raices del polinomio es —Z—z‘), por
lo que hay 1 6 3 raices negativas para ¢ = 1. Como para rg = 0 hay una raiz
positiva y una negativa (¢, (€2,4) [ro=0 = 0), entonces hay una raiz negativa y
dos positivas. La tercera raiz tiende a coxr ya que cuando ry — 0, _;% — —00.

Para 0 = —1, tenemos el caso de que hay 1 6 3 raices positivas, con el mismo
argumento, hay 1 rafz positiva y dos negativas, la tercera raiz va a —oo cuando
To — 0.

Por lo que las raices de @, (¢) serfan de la forma, para ro pequetio:

5Ver [13], p. 303, 304

“rm [I() (7‘0) (20’T0 — 8’LL) + 40l (To)]( )
—80 I (r —8u+tor
& (m [TOIO (TO) + Il (TO)] + W |:1OIO (TO) + 12 170 :| + (u+0”r‘0)o
S
L (utorg)

)
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c
€23
Sz4 \\\
.
&

Fig. 28. a) Para ¢ = 1 y ¢ pequeiio.

b)

Fig. 29. b) Para 0 = —1 y rg pequeiio.

Vemos que tanto en la Figura 28, como la 29, se conserva la misma condicién
de estabilidad, es decir que €2 1 es la condicién més débil de éste caso.

Ahora bien, para ry mds grande, podemos tener el caso de tener raices com-
plejas en la ecuacion, ya que conforme rg crece, el discriminante de la ecuacién
se haga méds pequeno, hasta anularse y volverse negativo. Por lo que el compor-
tamiento de las raices podria ser tambien de la formas:
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P i
£

Fig. 30 c¢) Para 0 = 1 en el caso de raices complejas.

=
G2+ \_\\_
Tu,
CF
€ -
d)
Fig. 31 d) Para 0 = —1 en el caso de raices complejas.

Veremos algunos ejemplos en el préoximo Capitulo.
Teorema 1.9 .- El movimiento del sistema de Saturno y los anillos con la
masa unida, bajo la hipdtesis de que son concéntricos, es estable si € = %

cumple que:

e €0,e94) (7.13)
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3
2 (+ asters ) 1 2wt \? 1 (_2u
donde v = 2 Yoy = — T+ 3 (l-l-#) +7($):
aba+p) & = 2ot 2awerm ablath) /= 2 \ablath)
1
8(14z)

A manera de resumen, pondremos las condiciones que deben de satisfacerse
para tener un movimiento estable para los dos casos posibles:

Condicion oc=1 o=-1
w? >0 [0,e4) -
L+ N +2w?>0 e€0,e9,-) | Si b1 <0,e€0,e1,-)U(eq4,+00)
8w (L+N)+(L—N)>>0]|ce[0,e24) cel0,e04)

De manera analitica, no nos es posible avanzar mds, ya que los coeficientes de
los polinomios estan en funcién de las integrales del potencial y no las podemos
resolver analiticamente, por lo que en el siguiente capitulo, daremos algunos
resultados numéricos del comportamiendo de éstas condiciones.

7.4 Comentarios al Capitulo

En este capitulo analizamos a profundidad los distintos coeficientes relacionados
al potencial para los dos casos estudiados. Por otro lado, para el caso particular
de concentricidad, encontramos una relacién explicita entre la masa del anillo
y de la masa unida, lo cual nos verifica que existe un intervalo en ¢ donde
garantizamos estabilidad en el movimiento, pero depende directamente de las
condiciones geométricas del problema.

Ademds, por hipétesis fisica, pudimos simplificar nuestro estudio considerando
v =0, ya que como un valor real, v es del orden de ”nz—’; ~ 2.4 x 10™*. Si consi-
derdramos v # 0 podriamos verlo como una pequefia perturbacién al problema
simplificado, la cual no cambiaria mucho el comportamiento de la solucién que
obtuvimos. Si regresamos al planetamiento del movimiento perturbado, con-
siderando v = 0, verfamos que la perturbacién del déngulo de giro del anillo
(1) seria de orden lineal, es decir, que tiene el mismo comportamiento que la
solucién al movimiento uniforme®.

Después, buscamos extender el estudio para el caso general que no fueran
concéntricos los anillos, por lo que aplicamos algoritmos numeéricos para conocer
con mayor certeza el comportamiento las condiciones de estabilidad

21y (ro)+ %ZO) > 0. Con ésto, comprobamos que efectivamente (para el caso
que consideramos) si existe un intervalo de estabilidad en e y que la condicién
€ € [0,e2,.4) es la mds débil para ro = 0, mismo caso tomado por Maxwell
(anillos y Saturno concéntricos).

Por la parte de Maxwell, para calcular la relacién entre los anillos y la masa
unida, toma el caso de los anillos con densidad uniforme:

6Ver 5.2.2
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"... (1) ahora si suponemos que el anillo sea uniforme, f, gy h

desaparecen, y la ecuacién se convierte:
nt +nw? + %ofl =0

la cual da raices imaginarias en n
un anillo uniforme.

(2) Si hacemos g y h = 0, tenemos el caso de un anillo més grueso
de un lado que del otro, y variando la seccién acorde a una simple
ley de senos. Debemos recordar, sin embargo, que f debe ser menos
que %, para que la seccién més delgada del anillo sea real 7.... (3)
tomemos el caso de un anillo uniforme, cargado con una particula
pesada® en un punto de su circunferencia. Tenemos entonces g = 3 f
y h =0, y la ecuacién se convierte:

(L= Pt (1= 52+ 31+ (§ = 3 0t =0

Dividiendo por 1 — f:

I+ Hn'+ 1+ =22+ 2 B0+ f)-8f)w!=0

La primera condicién da que f < 0.8279.

La segunda condicién de que f > 0.815865.

Asumamos un caso particular entre éstos limites f = 0.82, el cual
hace la relacién de la masa de la particula al anillo de 82 sobre 18..."

2 ¢ indica la inestabilidad de

Esta relacién es aproximadamente 4.5, que es la equivalente a la que en-
contramos de la i La diferencia entre estas dos relaciones, es que Maxwell
encuentra un nimero que no muestra relacién geométrica explicita de los radios
de los anillos (a y b) , o en la distancia del centro de masa de los anillos a la
masa unida (u).

Lo siguiente que haremos, serd estudiar numéricamente las condiciones de
estabilidad para el caso general y ver si se cumplen en todo el intervalo y cudl
serfa la condicién mds débil.

"Esto se refiere a que si f > %, la densidad en la serie de Fourier seria negativa.
8Masa unida



Chapter 8

Estudio numérico de las
condiciones de estabilidad

Para hacer las simulaciones numéricas, tomaremos primero el caso en que u =

“7“’ y tomaremos diferentes valores para b = 1.5,4,10 y 1.05. Ademds, ambos
valores de o, analizaremos cada condicién de estabilidad por separado, para ver
cudl de éstas resulta ser mas débil'.

Empezaremos con la funcién w? = 0.

8.0.1 Funcién w? =0

En esta parte, calcularemos las raices de la a ecuacién w? = 0, para a su vez
analizar la funcién ¢,,.

El resultado que obtenemos para distintos valores de by ¢ = 1:

1L as tablas con los valores numéricos de cada curva se encuentran en el Apéndice B.
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vaeg=], b4y S =1

T
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Lt 1T R TR

£ u n 13 A a

Fig. 33, b=10

donde vemos que la curva ¢, efectivamente es positiva (como lo habfamos cal-
culado en 5.1.2)%. Por lo que la regién de estabilidad serfa para esta condicién:

ro €[0,a) ye €0,e,) (8.1)

Para o = —1, sabemos que w? > 0 para toda ry € [0,a) y € > 0, por lo que
no analizaremos el caso numérico

8.0.2 Funcién L+ N +2w? =0

Calcularemos las raices de la ecuacién L+ N +2w? = 0 y a su vez analizaremos
€1,—. Parao =1:

2En el Apéndice B se muestran los valores de w? para mas valores de la b.
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Fig. 34, b=1.05
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Fig. 35, b=10
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donde verificamos que € _ es positivo®. Por lo que la regién de estabilidad para
esta condicion serfa:

ro €10,a) ye € [0,e1,-) (8.2)

Para el caso que 0 = —1 tenemos:

LMF.hmf%m:d

O R e A S i 4
A O T B
i - i i - i i
T i 1 1 i i“‘. i i
" I S oo e N et i
. : : : +
5 . i i .
-2 i i i ; ! : i i ;
S5~ 1 ---1:-- - -4 -t + _§_ i
3 i L i - P i H
¥om Rr WX @4 @5 1§ b7 RE 09 {
q.

Fig. 36, b=1.05

3Igual que para w? = 0, en el Apéndice B hay mas resultados para otros valores de b.
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Fig. 37, b=1.5

en este caso, la curva se empieza a deformar. Analizando dos valores adicionales

de la b:
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Fig. 39, b=3

donde vemos que las raices se van acercando, hasta tener raices complejas (Fig.
39). La curva deja de ser real en un punto alrededor de 0.87.

Por tanto, existen raices complejas y no hay un intervalo positivo, por lo que
este caso se cumple siempre que sea positivo.

8.0.3 Funcién 8w? (L + N) + (L — N)* =0

En esta tltima ecuacion, calcularemos las tres rafces para 8w2 (L + N)+(L — N)* =
0, donde verificaremos los cédlculos antes vistos.

Para o = 1 tenemos:

P AH-HE=0, o 16y S = 1 oy, on -, epibry_om " y g, m ™

upskan

Fig. 40, b=1.5

vemos que, que debemos graficar las raices €2 _ y €2 4 por separado ya que en
la gréfica no se alcanzaa distinguir el valor de €3 4 :
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Pomugg L AED, b 15y Bgea = .l an" gl 0"
12

42

44

L —

A3 ¥

14

T

Fig. 41, b:1.5, €2, - YV &2+

donde tenemos €2 4 > 0.
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Fig. 42, b=10

graficando de nuevo €3 _ y €9 4:
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g ML, 10y B . b, 0™y o,

=

Fig. 43, b:IO, €2,— Y €24+

Vemos que en éstos casos, €2 + > 0 y es la condicién que prevalece, ya que €23
tiene valores numéricos muy superiores. Por lo tanto, la condicién para este
caso seria:

ro € [0,a) y e €[0,e24) (8.3)

Para o = —1:
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Formg L LA, o b 5 =L iy, 2, by o it ™

nian

Fig. 44, b=1.05

vemos que contiene raices complejas para es — y €2 3, las cuales se van acercando,
debido a que el discriminante disminuye y se hace negativo. Hagamos una gréfica
para € 4:



Boraagu™ LN, e 0 7 S =L Pan i,

N

Fig. 45, b=1.05, £5

donde verificamos que es positiva.

Tomando el valor de b = 1.5:

119



120CHAPTER 8. ESTUDIO NUMERICO DE LAS CONDICIONES DE ESTABILIDAD

Wm0, o e 1y S =-1. e, ™, epilon,_on "y e m ™

e .

e
-

Fig. 46, b=1.5

graficando €5 | para conocer su signo:
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om0, prate 1. S =1, o wbony,

bim,

0l =S

AN
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: \

Lo

Fig. 47, b=1.5, e +

donde efectivamente resulta positiva. Cabe aclarar, que debido a las escalas en
las gréficas, pareciera que €2 4 toca el eje, pero sabemos que €3  nunca puede
anularse.
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Fig. 48, b=10

aqui se aprecia que, al final de la gréfica ya tenemos raices complejas. Grafi-
caremos € 4:
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g LA =L, P 1 10 e =-1. Parm e,

m

Fig. 49, b=10, 2 4

En general, podemos ver que la condicién que se cumple es ¢34, lo cual
valida lo que habiamos obtenido. Asi, la condicién que tenemos para ¢ = —1
serfa:

ro € [O,Cl) yeE€ [0,62,4_) (84)

8.0.4 Comparacién de funciones

En esta ultima parte, compararemos las condiciones antes obtenidas gréfica-
mente para ver cudl es la condicién mds débil. Para este caso, compararemos
las gréficas de las funciénes €, €1,— y €24 para o = 1; para el caso de o0 = —1,
sélo tenemos la condicién € € [0,e2+), por lo que no es necesario analizarlo
numéricamente.

Para o = 1:



124CHAPTER 8. ESTUDIO NUMERICO DE LAS CONDICIONES DE ESTABILIDAD

Campurtond L e, ors b1 Bl o0 ", oo™y agalen,_1a "
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Fig. 50, b=1.05

aquf vemos que la condicién w? es mds fuerte que las demds, y la condicién més

débil es €2 4. Vemos que esta condicién prevalecerd para los demds casos que
tomemos. Aqui no serd necesario graficar méas®.

4A pesar de que las gréficas parecieran juntarse cuando rg estd cercano a a, €2 4+ sigue
siendo menor. Ver Apéndice B para datos numéricos.
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Fig. 52, b=4, e+ y €1,

Vemos que en todos los casos, €2 4 es el valor positivo mds pequenio. Por lo
que la condicién para que pueda existir estabilidad seria:

ro € [O,Cl) yeEe€ [0,8274_). (85)

8.1 Comentarios del Capitulo

En este capitulo, pudimos analizar el comportamiento de las condiciones de
estabilidad, para ciertos valores de la b y con la u dada. Verificamos algunas de
las hipétesis que hicimos analiticamente en el capitulo anterior.

Pudimos ver cudl es la condicién méds débil de estabilidad; en este caso
tenemos que se preserva la condicion de 8w2 (L + N) + (L — N)* = 0, es decir,
que la condicion para que pueda existir estabilidad es € € [0,e2.4) para T9 €
[0,a) en todos los casos posibles, tanto para o = —1 (tdnica condicién presente),
como para o = 1.

Lo siguiente serd plantear las conclusiones de la tesis.
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Conclusiones

Al estudiar el problema de estabilidad de Saturno y sus anillos para los casos
con y sin masas, podemos concluir:

- Comprobamos que no puede existir un movimiento uniforme y por
ende es inestable para el caso de los anillos sin masa, mismo resultado obtenido
por Maxwell.

- Cuando planteamos las ecuaciones de movimiento del sistema, al com-
pararlas con las ecuaciones de Maxwell, encontramos dos errores en ellas: el

primero radica en que hace falta agregar un coeficiente de las masas (m;fms>
en los términos de la aceleraciéon. El segundo error (posiblemente el més grave)
es la diferencia en el valor de la fuerza tangencial del potencial, ya que en las
ecuaciones el obtiene que es %%—‘g; de primera instancia pudiéramos pensar que
es un error tipogréfico, pero cuando plantea el problema, define que la fuerza en
la direccién tangencial es %%—V, sabiendo de antemano que 6 es el dngulo tan-
gencial. Por otro lado, cuando estudia el movimiento perturbado y desarrolla la
serie de Fourier, el 4ngulo de la integral del potencial es 6, cuando deberia de ser
¢. Con todo esto, no queda claro si existe inconsistencia en los angulos definidos
por Maxwell o realmente es un error en el planteamiento de las ecuaciones.

- Encontramos las condiciones bajo las cuales podemos tener movimiento
uniforme y estabilidad en funcién de la velocidad de giro.

- Para el caso de la masa unida, es posible tener movimiento uniforme
con dos configuraciones geométricas distintas, es decir, mostramos que podemos
tener movimiento estable con la configuracién en que el centro de masa de
Saturno se encuentra entre el centro de masa de los anillos y el cuerpo unido
(caso iv)) y ademds en la configuracién donde el centro de masa de los anillos
y el cuerpo se encuentran en el mismo lado (caso #ii)).

- Simplificamos el problema, considerando una hipétesis fisica real, y
asf, encontramos, con apoyo numérico, que podemos extender las condiciones
de estabilidad para toda ro € [0,a). Este resultado va mds alld del resultado
obtenido por Maxwell.
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- Con el formalismo matemético que contamos hoy en dia y con un
poco de ayuda de la computadora, volvimos a plantear el problema resuelto por
Maxwell hace méas de 150 anos de una manera més clara y exacta. Al leer el estu-
dio de Maxwell, a mi parecer, deja ver que faltan formalizar y demostrar muchas
cosas que considero eran importantes, como el replanteamiento del movimiento
perturbado para el caso de la masa unida.

- Para el caso de la masa unida a los anillos, si consideramos que son
concéntricos a Saturno, encontramos una relacién explicita entre la masa de los
anillos y del cuerpo unido. Maxwell encuentra en su estudio que la masa del
cuerpo debe ser aproximadamente 4.5 veces mayor a la masa de los anillos para
poder tener estabilidad. En la tesis, a pesar de que encontramos una relacién
explicita, el valor que encontramos depende directamente de la geometria del
sistema (radios interno y externo de los anillos y la distancia de la masa unida
al centro de masa de los anillos).

- Numéricamente mostramos resultados que pensamos de manera in-
tuitiva y que analiticamente no pudimos demostrar, como la inestabilidad en
el caso sin masa unida. Ademds, cuando tenemos la masa unida, simulando
numéricamente las condiciones de estabilidad, encontramos la condicién nece-
saria para que el movimiento sea estable: € € [0,£2 ) para ambos casos posibles
o las condiciones iniciales que tengamos.

- En general, los resultados que obtuvimos analiticamente fueron co-
rroborados con las simulaciones numéricas, ademds de ayudarnos a avanzar en
el estudio, cuando no pudimos resolver las expresiones.

-A manera de comentario adicional, Maxwell estudié, ademads del cuerpo
rigido, los casos en que los anillos fueran un fluido o un conjunto finito de particu-
las. Para el primer caso, demuestra que no es posible tener anillos como fluidos,
debido a que bajo cualquier perturbacién el fluido se propagaria, perdiendo asi
su forma inicial. Ademads, en el caso en que los anillos son un conjunto finito
de particulas (u), Maxwell encuentra que el movimiento puede ser estable si se
cumple una relacién entre el nimero de particulas, la masa de las particulas
y la masa total de Saturno (mg > 0.4352u?mpg). En el caso del fluido, se ha
comprobado que efectivamente no puede existir movimiento estable de manera
analitica y observacional !. En el caso del conjunto de particulas, hoy en dfa es
el modelo que se utiliza para estudiar el comportamiento de los anillos, asi como
para estudiar el comportamiento de los miiltiples satélites que giran alrededor
de Saturno®.

- Aunque hoy en dia es bien sabido que los anillos de Saturno no son
rigidos, vemos que pudiera existir el caso contrario, aunque bajo condiciones
muy particulares. Por lo tanto podemos considerar esta tesis, ademds de una
reformulacién en lenguage moderno y con herramientas numeéricas, como un
complemento al estudio hecho por J.C. Maxwell con correcciones (por lo menos
con el término de las masas), junto con haber encontrado la condicién de esta-
bilidad dependiente directamente de las condiciones geométricas del sistema.

Wer [15], p. 251
2Ver [15], p. 257 - 262



129

- Como posibles continuaciones futuras de esta tesis, pudiera ser el con-
siderar mas de una masa unida, asf como considerar mas anillos en el movimiento
y buscar las condiciones de estabilidad en funcién de las velocidades de giro de
los anillos que agreguemos; otro caso pudiera ser estudiar de manera conjunta
el movimiento con m&ds masas unidas a varios anillos rigidos, la cual pudiera
estudiarse una vez obtenidos los resultados anteriores.

- Otra posibilidad para estudiar en el futuro, seria considerar el prob-
lema en tres dimensiones, y buscar encontrar condiciones parecidas a las que
llegamos a esta tesis. Ademds, pudiéramos aplicar este modelo a otros fend-
menos fisicos que no van directamente vinculados con anillos, como configu-
raciones especiales de satélites artificiales alrededor de la tierra que presenten
condiciones que se aproximen a un cuerpo rigido.



Appendix A

Algoritmos numeéricos

Para el andlisis numérico se utilizé el paquete de calculo numérico Matlab ®

A.1 Integral doble

Para calcular las integrales , se utiliz6 la integracién numérica por el método de
la regla compuesta de Simpson':

_ b—a
2n—1
_ 2
k= 2m7:1
T, = a-+ih
y; = jk

27 b

//fasydxdy—

0 a

f (@0, y0) +22f T2, Yo +4Zf T2i-1,Y0) + [ (Z2n, Yo)

=1 =1
m—1ln—1 m—1 n

+22f %0, Yoji +4ZZf T4, Y25) +8ZZf T2i—1,Y2;5)

]111 j=1li=1
m n—1

e +22f Tan, Y2; +4Zf To, Y251 +822f T2, Y25-1)

j=1li=1

+16ZZf (2i-1,Y25-1) + 4Zf (2n, Y2j-1) + [ (To, Y2m)

j=1li=1 j=1
n—1

+22f T2i5 Y2m +4Zf T25— 17y2m)+f(x2nay2m)

=1 =1 J

1Ver [14], p. 211, 212
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Para esta funcién, las variables de entrada son: la funcién a integrar y los
pardmetros para el tamaifio de la malla (n, m) y los radios interior y exterior de
los anillos. Ademsds, definimos funciones auxiliares para facilitar las férmulas.

A.1.1 Funcién Integrald

En esta funcién, aplicamos el algoritmo de la regla de Simpson:
function intd=integrald (f,n,m,a,b)
f1=0;f2=0;f3=0;f4=0;{5=0;{6=0;{7=0;{8=0;{9=0;{10=0;
f11=0;f12=0;f13=0;f14=0;f15=0;f16=0;
h=(b-a)/(2*n-1);
k=2%pi/(2*m-1);
f1=f£(1,1);
f13=f£(1,2*m);
f16=£f(2*n,2*m);
f4=f(2*n,1);
for i=1:n-1

f2=f24+£(2*i,1);
f14=f14+£(2*1,2*m);
end
for i=1:n
f3=£3+£(2*i-1,1);
f15=F15-+£(2%i-1,2%m);
end
for j=1:m-1
f5=15+1(1,2%j);
f8=18+1(2*n,2%j);
end
for j=1:m
f9=19+1£(1,2%j-1);
f12=f12+£(2*n,2%*j-1);
end
for j=1:m-1
for i=1:n-1
f6=16+1£(2*1,2%);
end
for i=1:n
fr={7+1£(2%i-1,2%));
end
end
for j=1:m
for i=1:n-1
f10=F10-+£(2%1,2%j-1);
end
for i=1:n
f11=f11+£(2%i-1,2%j-1);
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end

end

Q=h*k/9* (f14-2*{24+4* {3+ 14+ 2*{5+4* {64 8* {7+ 2*{8+4*f9+8*f10
+16*f114+4*f124+£13+2*f14+4*{154+f16);

intd=Q;

A.1.2 Funcién I10

Para esta funcién, calculamos Iy (rg) para los valores de la malla, para posteri-
ormente integrarla con la funcién integrald:
function TI0=I10(r0,n,m,a,b)
h=(b-a)/(2*n-1);
k=2%pi/(2*m-1);
x=a:h:b;
y=0:k:2%pi;
for i=1:max(size(x))
for j=1:max(size(y))
10(1,j)=x(i)./(abs((r0) ~2+x(i).~24+2*abs(r0)*x(i).*cos(y(j))))- " (3/2);
end
end
110=I0;

A.1.3 Funcién I11

Para esta funcién, calculamos la matriz I7 (rg) para los valores de la malla, para
posteriormente integrarla con la funcién integrald:
function IT1=I11(r0,n,m,a,b)
h=(b-a)/(2*n-1);
k=2*pi/(2*m-1);
x=a:h:b;
y=0:k:2*pi;
for i=1:max(size(x))
for j=1:max(size(y))
I1(1,j)=(x(1).~2.*cos(y(j)))./abs((r0) " 24x(i). " 2+2*abs(r0)*x(i).*cos(y(j))). ~(3/2);
end
end
I11=I11;

A.2 Funciones de potencial
Para el célculo de la curva del potencial, usamos una funcién auxiliar, la cual

se encargard de calcular el valor del potencial en cada punto de la malla, para
posteriormente ser integrado por la funcién integrald.
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A.2.1 Funcién V (1)

function Vder(m,n,a,b,salto)

$=0.01:.1/(salto):.99;

s=s’;

r0=a*s;

h=(b-a)/(2*n-1);

k=2*pi/(2*m-1);

x=a:h:b;

y=0:k:2*pi;

for p=1:max(size(s))
V0=v0(r0(p,1),n,m,a,b);
V(p,1)=-integrald(V0,n,m,a,b);

end

plot(r0,V)

Title(['V(r), para a=’, num2str(a), > y b= ", num2str(b))]);

lim([0,1]);

grid on

xlabel(’r_0%);

ylabel("V’);

A.2.2 Funcién auxiliar V (r)

function v0=v0(r0,n,m,a,b)
h=(b-a)/(2*n-1);
k=2%pi/(2*m-1);
x=a:h:b;
y=0:k:2%pi;
for i=1:max(size(x))
for j=1:max(size(y))
| VO(i,j)=x(i)./(abs((r0) ~2+x(i).~ 24+2*abs(r0)*x(i).*cos(y(j)))).~ (1/2);
en
end
v0=V0;

A.2.3 Funcién %

Para esta funcién, podemos auxiliarnos de las funciones antes definidas de I e
I.

function dVdr(m,n,a,b,salto)

$=0.01:.1/(salto):.99;

s=s’;

r0=a*s;

h=(b-a)/(2*n-1);

k=2*pi/(2*m-1);
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x=a:h:b;

y=0:k:2%pi;

for p=1:max(size(s))
10=II0(r0(p,1),n,m,a,b);
I1=I11(x0(p,1),n,m,a,b);

QO0(p,1)=integrald(I0,n,m,a,b);
Q1(p,1)=integrald(I1,n,m,a,b);
dV(p,1)=r0(p,1)*Q0(p,1)+Q1(p,1);

end

plot(r0,dV)

Title([’dV(r)/dr, para a=’, num2str(a), > y b= ", num2str(b))]);

xlim([0,1]);

grid on

xlabel(’r_07);
ylabel(’dV/dr’);

A.2.4 Funcién 21, + 1{—(1)

function dI0mlI1(m,n,a,b,salto)
s=0.1:1/(salto):.9;
s=s’;
r0=a*s;
u=(a+b)/2;
h=(b-a)/(2%n-1);
k=2%pi/(2*m-1);
x=a:h:b;
y=0:k:2%pi;
for p=1:max(size(s))

10=I10(r0(p,1),n,m,a,b);

I1=I11(r0(p,1),n,m,a,b);
QO0(p,1)=integrald(I0,n,m,a,b);
Q1(p,1)=integrald(I1,n,m,a,b);
R(p,1)=2*Q0(p,1)+Q1L(p,1)/r0(p,1);

end

plot(r0,R)

Title(['2*I_0+I 1/r 0, para b=, num2str(b)]);

xlim([0,1]);

grid on

xlabel(’r_0);
ylabel(2*I_ 041 _1/r 0’);
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A.3 Estudio numeérico de las condiciones de es-
tabilidad

A.3.1 Funcién w?> =0

function omega(m,n,a,b,salto,sigma)

$=0.1:1/(salto):.9;

s=s’;

r0=a*s;

u=(a+b)/2;

h=(b-a),/(2*n-1);

k=2%pi/(2*m-1);

x=a:h:b;

y=0:k:2%pi;

A=(b"2-a"2)*pi;

for p=1:max(size(s))
10=I10(r0(p,1),n,m,a,b);
I[1=IT1(r0(p,1),n,m,a,b);
QO0(p,1)=integrald(I0,n,m,a,b);
Q1(p,1)=integrald(I1,n,m,a,b);
Y%omega~2=0
ad(p,1)=sigma*(r0(p,1)*Q0(p,1)+Q1(p,1))/A;
b4(p,1)=1/(u+sigma*r0(p,1))"2;
omegal(p,:)=roots([ad(p,1), b4(p,1)]);

end

omegal

plot(r0,omega0)

Title(['omega~2=0, para b= ", num2str(b), ’ y Sigma = ’, num2str(sigma)])

xlim([0,1])

xlabel(’r_0%);

ylabel(’epsilon’);

grid on

A.3.2 Funcién L+ N +2w? =0

function LmNmdomega(m,n,a,b salto,sigma)
s=0.1:1/(salto):.9;
s=s’;
r0=a*s;
u=(a+b)/2;
h=(b-a)/(2*n-1);
k=2*pi/(2*m-1);
x=a:h:b;
y=0:k:2%pi;
A=(b~2-a"~2)*pi;
for p=1:max(size(s))
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10=I10(r0(p,1),n,m,a,b);
I1=I11(r0(p,1),n,m,a,b);
QO0(p,1)=integrald(10,n,m,a,b);
Q1(p,1)=integrald(I1,n,m,a,b);
%2*omega~ 2+L+N=0
al(p,1)=sigma*(Q0(p,1)+2*Q1(p,1)/r0(p,1))*r0(p,1)/A;
b1(p,1)=Q0(p,1)*(-u+sigma*r0(p,1))/A+Q1L(p,1)*2*sigma/A
+(2*u+sigma*r0(p,1))/(u+sigma*r0(p,1)) " 3;
cl(p,1)=1/(u+sigma*r0(p,1))"2;
el(p,1)=max(roots([al(p,1), bl(p,1), cl(p,1)]));
e2(p,1)=min(roots([al(p,1), bl(p,1), c1(p,1)]));
% aqui verificamos que las raices no sean complejas, para no graficarlas
if imag(el(p,1))”=0
el(p,1)=0;
end
if imag(e2(p,1))”=0
e2(p,1)=0;
end
end
el
e2
plot(r0,el,r0,e2)
Title(L+N+2*omega"~2=0, para b=", num2str(b), ’ y Sigma = ’, num2str(sigma)))
xlim([0,1])
grid on
xlabel(’r_0);
ylabel(’epsilon’);

A.3.3 Funcién 8w? (L + N) + (L — N)?

function oomegapL.mN(m,n,a,b,salto,sigma)

$=0.05:.5/(salto):.95;

s=s’;

r0=a*s;

u=(a+b)/2;

h=(b-a)/(2*n-1);

k=2%pi/(2*m-1);

x=a:h:b;

y=0:k:2*pi;

A=(b"~2-a"2)*pi;

for p=1:max(size(s))
10=I10(r0(p,1),n,m,a,b);
I1=I11(r0(p,1),n,m,a,b);
QO0(p,1)=integrald(I0,n,m,a,b);
Q1(p,1)=integrald(I1,n,m,a,b);
a2(p,1)=sigma*r0(p,1)*(Q0(p,1)+2*Q1(p,1)/r0(p,1))"2/A"2;
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b2(p, 1)=(sigma*r0(p,1)*(QO(p,1)+2*QL(p, 1) /r0(p, 1)) "2
F*(34Q0(p,1)+2%Q1 (p, 1) /10(p,1))2)/(A) 2
+(2*sigma*r0(p,1)*(Q0(p,1)+2*Q1(p,1) /r0(p,1))-8*Q0(p,1)*u)
/(A*(utsigma*r0(p,1))~3);
c2(p,1)=(-8*u+sigma*r0(p,1))/(u+sigma*r0(p,1)) "6
-8*sigma*(r0(p,1)*Q0(p,1)+Q1(p,1))/(A*(u+sigma*r0(p,1))"~3)
+(10*Q0(p,1)+12*Q1(p,1)/10(p,1)) / (A*(utsigma*r0(p,1)) ~2);
d2(p,1)=1/(u+sigma*r0(p,1))"5;
%calculamos las tres raices
e2t(p,:)=roots([a2(p,1), b2(p,1), c2(p,1), d2(p,1)]);
e2(p,1)=min(roots([a2(p,1), b2(p,1), c2(p,1), d2(p,1)]));
e2(p,3)=max(roots([a2(p,1), b2(p,1), c2(p,1), d2(p,1)]));
% con esto, escogemos la raiz que se encuentra en medio
if (e2t(p,1)>e2t(p,2)) && (e2t(p,2)>e2t(p,3))
k=2;
elseif (e2t(p,3)>e2t(p,2)) && (e2t(p,2)>e2t(p,1))
k=2;
elseif (e2t(p,2)>e2t(p,1)) && (e2t(p,1)>e2t(p,3))
k=1;
elseif (e2t(p,3)>e2t(p,1)) && (e2t(p,1)>e2t(p,2))
k=1;
elseif (e2t(p,1)>e2t(p,3)) && (e2t(p,3)>e2t(p,2))
k=3;
elseif (e2t(p,2)>e2t(p,3)) && (e2t(p,3)>e2t(p,1))
k=3;
end
e2(p,2)=e2t(p.k);
end
plot(r0,e2)
Title(['8*omega~2*(L+N)+(L-N)~2=0, para a= ’, num2str(a),” , b=",
num2str(b), ’ y Sigma = ’, num2str(sigma)))
xlim([0,1])
grid on
xlabel(’r_0);
ylabel(’epsilon’);

A.3.4 Comparaciéon de funciones

function comparacion(m,n,a,b,salto)
$=0.1:1/(salto):.9;
s=s’;
r0=a*s;
u=(a+b)/2;
h=(b-a)/(2*n-1);
k=2*pi/(2*m-1);
x=a:h:b;
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y=0:k:2*pi;

A=(b"~2-a"2)*pi;

sigma=1;

for p=1:max(size(s))
10=I10(r0(p,1),n,m,a,b);
[1=I11(r0(p,1),n,m,a,b);
QO0(p,1)=integrald(10,n,m,a,b);
Q1(p,1)=integrald(I1,n,m,a,b);
%8*omega~2*(L+N)+(L-N)~2=0
a2(p,1)=sigma*r0(p,1)*(Q0(p,1)+2*Q1(p,1)/r0(p,1))"2/A"2;
b2(p.1)=(sigma*0(p, 1)*(Q0(p,1)+2*Q1(p,1)/x0(p, 1)) "2
+u*(35Q0(p,1)+25QL(p, 1) 10(p, 1)) "2)/(A) 2+ (2 sigma*t0(p, 1) *(QO(p,1)+2*QL(p, 1) /r0(p, 1))
8% QO(p,1)*u)/(A*(u--sigma*t0(p,1))“3);
c2(p,1)=(-8*u+sigma*r0(p,1))/(u+sigma*r0(p,1)) "6
-8*sigma*(r0(p,1)*Q0(p,1)+Q1(p,1))/(A*(utsigma*r0(p,1)) " 3)
+(10%QO(p,1)+125Q1(p, 1) /10(p.1))/ (A*(u-sigma*t0(p,1)) "2);
d2(p,1)=1/(u+sigma*r0(p,1))"5;
e2t(p,:)=roots([a2(p,1), b2(p,1), c2(p,1), d2(p,1)]);
e2(p,1)=e2t(p,2);
e2(p,2)=e2t(p,3);
e2(p,3)=e2t(p,1);
if imag(e2(p,1))”=0

e2(p,1)=0;

end

if imag(e2(p,2))”=0
e2(p,2)=0;

end

if imag(e2(p,3)) =0
e2(p,3)=0;

end

%L+N-+2*omega~2=0
al(p,1)=sigma*(Q0(p,1)+2*Q1(p,1)/r0(p,1))*r0(p,1)/A;
bl(p,1)=Q0(p,1)*(-u+sigma*r0(p,1))/A+Q1L(p,1)*2*sigma/A
+(2*u+sigma*r0(p,1))/(u+sigma*r0(p,1)) "~ 3;
cl(p,1)=1/(u+sigma*r0(p,1))"2;
el(p,1)=max(roots([al(p,1), bl(p,1), cl(p,1)]));
e2(p,1)=min(roots([al(p,1), bl(p,1), cl(p,1)]));
if imag(el(p,1))”=0

el(p,l):O;
end

end

Y%omega~2=0
ad(p,1)=sigma*(r0(p,1)*Q0(p,1)+Q1(p,1))/A;
b4(p,1)=1/(u+sigma*r0(p,1))"2;
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1 omegaO(p,:)zroots([aél(p,l), b4(pa1)])a

plot(r0,omega0,’*’,r0,e2(:,2),’~",r0,e1..”)

Title([’Comparacion de las funciones, para b=", num2str(b), > epsilon 2 , +
es "-" ,omega es "*" yepsilon 1 , -es"."])

xlim([0,1])

grid on

xlabel(’r_0);

ylabel(’epsilon’);
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TABLAS DE RESULTADOS DE LAS SIMULACIONES

2*1_0+_1/r D

r 0

b= 1.05

b=1.5

b=4

b=10

0.1

0.159358

1.113859

2.543335

3.133504

0.133333

0.162008

1.1233438

2.535153

3.107224

0.166667

0.166446

1.143456

2.550341

3.109378

0.2

0.172542

1.172539

2.582173

3.133413

0.233333

0.180349

1.210318

2.628253

3.174891

0.266667

0.190026

1.257144

2.687947

3.232182

0.3

0.201817

1.313781

2.761553

3.305062

0.333333

0.216057

1.381356

2.850002

3.394193

0.366667

0.233185

1.461375

2.954779

3.500931

04

0.253782

1.555793

3.07793

3.627304

0.433333

0.278607

1.667124

3.222158

3.776076

0.466667

0.308668

1.798602

3.350981

3.95091

0.5

0.345213

1.9544212

3.588064

4.156616

0.533333

0.390381

2.140082

3.82209

4,399347

0.566667

0.446419

2.362895

4.09329

4.682177

0.6

0.517034

263276

4.42826

2.03401

0.633233

0.607468

2.96336

4826731

5.452986

0.666667

0.725562

3.374102

5.314517

5.967795

0.7

0.883465

3.893349

5921971

6.611789

0.733333

1.100817

4.564132

6.695068

7.43598

0.766667

1.41105

5.454795

7.706847

8.522373

0.8

1.874879

6.680416

0.080581

10.01145

0.833333

2.612217

8.450214

11.04158

12,16501

0.866667

3.888305

11.18685

14.04946

15.53144

09

©.393797

15.88727

19,2067/

21.47832

Tabla 1. Valores 21y + %




sigma=1

omegat2=0

r_0

b= 1.05

b=1.5

b=4

b=10

0.1

17.28551

21.054499

30.98053

37.35227

0.133333

12.02213

14,82082

22,20323

26,97288

0.166667

8.942827

11.14647

17.07143

20.95144

0.2

6.934532

8.743878

13.70509

17.01354

0.233333

5.52981

7.057324

11.32734

14.233

0.266667

4.498107

5.813288

9.558837

12.16175

03

3.712626

4.861527

8.192291

10.55658

0.333333

3.097901

4.112681

7.104853

9.274035

0.36b667

2.60624

3.510284

6.219072

8.223992

0.4

2.206042

3.016912

5.483689

7.346983

0.433333

1.875556

2.608795

4.863414

6.602148

0.466667

1.599333

2.261605

4.333145

5.960466

0.5

1.366106

1.967963

3.874526

5.400734

0.533333

1.16747

1.715868

3.473811

4,907066

0.566667

0.997037

1.497702

3.120484

4.467302

0.6

0.849868

1.30/554

2,806345

4.071932

0.633233

0.722088

1.1407e2

2.,524882

3.713267

0.666667

0.610617

0.993621

2.270829

3,385418

0.7

0.51298

0.863026

2.039841

3.0823912

0.733333

0.427168

0.746706

1.828249

2.801384

0.7666067

0.351535

0.642372

1.632855

2.536807

0.8

0.28472

0.548311

1.450742

2.285316

0.833333

0.225593

0.46284

1.279033

2.042838

0.866667

0.173198

0.384761

1114659

1.804459

0.9

0.12672

0.312172

0.953487

1.563033

Tabla 2. Valores de w? =0
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L+M+2¥omegah2= 0

tigma=1

b=1.05

b=15

h=d

b= 10

0

epeikan_l, | epsilon_14+

epsilon_1,- | epsilon_14+

epeikon_1,- | apsilon_14

epsilon_1- | epsilon_1+

01

31899566 | -1.3272583

38748528/ -1.3309141

31785171 -2.3506344

0.7034544| -12.88677

0.133333333

20399276 | -1,4207182

2.J320653 | -1.4222734

22020192 -2.3601923

0.6454572| -10.093404

0. 166566567

14373124 | -1.5197472

1812277 -1.30M072

L7600471) -2.301891

0.0939448| -B.3598233

0.2

10562589 | -1.5853624

1.351043| -1 5783069

14154371 -2.3645315

0.5476558| -7.5516852

0.233333333

0.8052038 | -1,6560346

10440987 | -1.6405168

1.1663804| -2.3678996

0.5056671| -6.8411291

0.266506567

06306029 | -1, 7060702

0.8293733| -1.B326259

0979855 -2.371877

0.4672816| -6.3155209

0.3

0.3035736 | -1.7447716

0.6712964| -1.7357533

0.B34R723| -2.3764233

0.43189584( -5.9143615

0333333333

0.4079386 | -1,7790587

0.551684| -1.7711835

0.7188062| -2.3815445

{.390268| -5.5897429

0.366566567

03338013 | -1,7984366

0.4586096| -1.B001366

Q6239731 | -2.3872835

0.3688631 | -5.3488571

0.4

0.2752402 | -1LE16554

0.3B45261| -1.B2301B

0.5448115| -2.3937137

0.3404576| -5.1465013

0.433333333

02273176 | -1.5305200

0.3244332| -1 R433505

0477753 -2.4000363

0.3138135| -4.9821072

0.466566567

04804584 | -1,8412573

0.2745083 | -1.B593476

04201861 | -2.4090803

0.2887249| -4.8483685

0.3

01570267 | -1.8106642

0.233547| -1.E726350

0.370196| -2.4183083

0.26502009( -4.7400596

0.533333333

01301317 | -1.8562611

0.1986101| -1 RA3R3GY

0.3263451| -2 4260164

[.2435485| -4.6534432

0.566566667

04074521 | -1.8616174

0.16881591| -1.B334873

0.28753325| -2.440R483

0.2211745| -4.5858833

0.6

0.0282228 | -1.8661788

0.1432126| -1.3020623

2.2528593| -24547083

0.2007791| -4.5356055

0.633333333

0.0718607 | -L870328

0.1240556| -1.009044

0.221764| -2 4707757

0.1812538| -4 5015623

0.666566567

0.0570453 | -1.8744037

0.1007776| -1.8176024

01035771 -2.4805393

0.1624987| -4.4833737

07

0.0460235 | -1.8787157

0.0845254| -1.5255683

0.1678BA6| -L.511638

0.1444154) -4.4813523

0.733333333

0.0359359 | -1.8R35604

0.0701535| -1.0340615

01443232 -2.5370295

01260251 | -4 4066138

0.766566567

0.0273007 | -1.8R0236

0.0571574| -1.8436805

0.12353617| -2.3606025

0.1090258| -4.5313233

0.8

0.0202458 | -1.8960615

0.0437072| -1.5550646

0.1023253| -2.60836537

0.0533289| -4.5891636

0,833333333

00143208 | -L.a04403

0.0356053 | -1.9690029

0.0833646| -2.606793

0.0770353| -4.6762557

0.B66666667

0.0095358 | -1.914719

0.0266856| -1.0870392

0.0654396) -2.7100484

0.0600342) -4.3030097

0o

0.0057708 | -1.927656

0.0188033| -2.0113527

0.0383075| -2.8023878

00448566 -4.5883261

<0

<0

<l

<

b

20

<0

2

<

C

»0

*0

»0

=0

Conclusicnes

lu-'ﬂ!lhﬂ_;l'}

{u!ﬂ“iwf:

|0apiilon_1,)

{Cwpailon_l,-)

Tabla 3. Valores de L + N + 2w? =0 para o = 1




L+N+2*omegat2= 0

sigma= -1 b=1.05 b=15 b=4
r D epsilon_1,- | epsilon_1,+ | epsilon_1,- | epsilen_1,+ | epsilon_1,- | epsilon_1+
0.1 -0.7627226| -B.210084| -D.B245685| -8.6188607| -2.1B06055| -3.6977953
0.133333333 | -0.7041585 | -7.0582008| -0.7674007| -7.261182 Complex | Complex
0.166666667 | -0.653912 | -6.4337389| -0.7174792| -6.5025001| Complex Complex
0.2 -0.610399% | -5,0866671| -0.6736693| -6.0401437 Complex Complex
0.233333333 | -0.5722817 | -5.8906335| -0.6350337| -5.7466553| Complex Complex
0.266666667 | -0.5384646 | -5,796R396| -0.6006372| -5.5593652| Complex Complex
0.3 -0.508071 | -5, 7760759 -0.5697618| -5.4440801( Complex Complax
0.332333333 | -0.4803975 | -5.8131115( -0.5417938( -5.3807532| Complex Complex
0.3666R66E7 | -0.4548783 | -5,8000732( -0.5162265( -5,3560118( -1.5147047( -1.7709557
0.4 -0.4310530 | -6.0297357) -0.4926401| -5.3645268| -1.4241870) -1 7462586
0433333333 | -0.4085472 | -6.2030721( -0.4706867| -5.3982357( -1.3632778| -1.6950466
0.466666667 | -0.3870438 | -6.4231192( -0.4500754| -5.4543551( -1.3306702( -1.6193585
0.5 -0.3662782 | -6,6907733| -0.4305619| -5.530261| -1.3435539| -1.4992386
0.533333333 |-0.3460219 | -7.0129036( -0.41193B6| -5.623968| Complex Complex
0566666667 | -0.3260745 | -7,.3982647| -0.3940278| -5.7337081| Complex Complex
0.6 -0.3062573 | -7.8591627| -0.3766762| -5.8580686 Complex Complax
0.633333133 | -0.2864060 | -B.4127186( -0.3597408( -5.0947325| Complax Complax
0.666606667 | -0.266371 | -2.0828081( -0.3431308( -6.1408B88| Complex Complex
0.7 -0.2460049 | -9,9038143| -0.3267152| -6,2920418| Complex Complex
0.733333333 | -0.2231674 | -10.925259| -0.3104113| -6.4409028| Complex Complex
0. 766666667 |-0.2037187 | -12.22235%4| -0.20412302| -6.5753560) Complex Complex
0.6 -0.1815173 | -12.913269| -0.277834| -6.6748736| Complex | Complex
0.833333333 |-0.1584179 | -16.193856| -0.2614529| -6.7039017| Complex Complex
0.866666667 |-0.1342688 | -19.41036( -0.2449989( -6.5990989| Complex Complex
0.5 -0.10859103 | -24.223688| -0.2285043| -6.2430476 Complex Complax

a >0 =0 =0

>0 >0 =0

C >0 >0 >0
Conclusiones | wilida para epsilon » 0 | wélida para epsilon =0 | véalida pare epsilon =0

Tabla 4. Valores de L + N + 2w? = 0 para o = —1
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146 APPENDIX B. TABLAS DE RESULTADOS DE LAS SIMULACIONES

sigma= -1

b=2

b=15

b=2

r 0

epsilon_1,- | epsilon_1,+

epsilon_1,- | epsilon_1,+

epsilon_1,- | epsilon_1,+

0.1

-0.9222244 | -8.3541427

-1.0567959| -7.6746024

-1.2510803| -6.7182341

1.133333333

-0.8615858| -6.94302

-0.0886611 | -6.3242462

-1.1710496| -5.50259832

0.166668667

-0.30739503| -6.1396647

-0.9276527| -5.3501979

-1.0978833| -4.8078825

0.2

-0.7605355| -5.6344191

-0.6733513| -5.0571106

-1.0320157| -4.3644816

0.233333333

-0.7185119| -5.2067674

-0.8251054| -4.7204961

-0.9732514| -4.0507493

(0. 266666657

-0.6810976| -5.062307

-0.7821055| -4.4789393

-0.9210512| -3.8380124

0.3

-0.6475963| -4.8956383

-0.7435205| -4.2986706

-0.8747372| -3.66B7509

0.333333333

-0.6174076| -4.775672

-0.7096459| -4.1595423

-0.833617| -3.5338268

(. 366066607

-0.5800222 | -4.6B89578

-0.6788164| -4.0487021

-0.7970479| -3.4217152

0.4

-0.5650118| -4.6365818

-0.6500573| -3.0574442

-0.7644654 | -3.3246334

0.433333333

-0.542018( -4.5819838

-0.6256688| -3.8795144

-0.7353918| -3.236999

0. 466666667

-0.5207406| -4.550323

-0.6026183| -3.8101328

-0.7024368| -3.1545438

0.5

-0.5009288| -4.327032

-0.5815323| -3.7453891

-0.0862930| -3.0737708

(0.533333333

-0.482373 | -4.5104153

-0.5621933| -3.681841

-0.6657476| -2.9915936

0. 566666667

-0.4642001| -4.445311

-0.54443) 36162172

-0.6470626| -2.9050735

0.6

-0.4483636| -4.4787935

-0.5281227| -3.5451724

-0.6320124 | -2.8111997

0.633333333

-0.4326514 | -4.4568662

-0.5132044| -3.4650516

-0.64180029| -2.7066733

0. 655665667

-0.417G753| -+.4247031

-0.4996724| -3.3710316

-0.0080352 | -2.5876540

a.7

-0.4033798| -4.3761792

-0.4876124| -3.2597991

-0.6018321| -2.4424125

0.733333333

-0.3207477| -4.303215

-0.4772487| -3.1231083

-050072| -2.3857553

0.766666657

-0.3768208| -4.154B03

-0.4590504 | -2.9531201

-0.6048305| -2.0879209

0.8

-0.3647421| -4.0354044

-0.4630807 | -2.7383177

-0.623153| -1.8418085

0.8333335333

-0.3333597| -3.802912¢

-0.4041673| 24620949

-0.6738015| -1.3172445

(0. B666666G7

-0.3450146| -3.4633695

-0.4751838| -2.0981565

Complex Complex

0.9

-0.3405444 | -2.0632447

-0.5180767| -1.5940432

Complex | Complex

a

>0

=0

=0

b

>0

=0

>0

C

>0

»0

»0

Conclusionas

villda para apillon >0

viillda para apsllon >0

villlcla para apsllon >0

Tabla 5. Cont.




S*omegat 2*(L+N}+L-N)A2=0

sigma= 1 b=1.05 b=15
r o epsilon_2,+ | epsilon_2,- | epsilon_2,3 | epsilon_2,+ | epsilon_2,- | epsilon_2,3
0.1 0.084059771 |-1.4B04603 | 22.796442( D.06589009( -1.4712647( 29.095934
0.133333333 | 0.059120139 | -1.4406137 | 14.255425| 0.06062925| -1.4548076| 1B.557743
0.16RBRGEGT | 0.055312174 | -1.3071E20 | 0.9370609| 0.05688680| -1.4106487( 12.044410
0.2 0.051575705 | -1.3420853 | 7.3560322| 0.05378713| -1.3773004( 9.6436342
0.233333333 | (0.04BBG4723 | -1.2BB4125 | 5.6511934| 0.0510023%| -1.3328747| 7.4837524
0.2606BERBET | 0.043873043 | -1.23708537 | 4.44799%94) 0.04838603 | -1.2BBB692| 5.9672343
0.3 0.0420521%37 | -1.191645 | 3.5581209| 0.04586539| -1.2465795| 4.8480584
0.333333333 | 0.0400B0B04 | -1.149791 | 2.8767862| 0.0434025| -1.2067071| 3.9910278
0.366BRGBE6T | 0.037231315 | -1.1126376 | 2.3412008| 0.04097734| -1.16064%%( 3.3158436
04 0.034463610 | -1.0203406 | 1.8115281( 0.03857081| -1.1356541| 2.7718852
(0.433333333 | 0.031721706 | -1.05306%6 | 1.5613506( 0.03620558| -1.104B094| 2.3257066
0.466666667 | 0.020031810 | -1.0310490 | 1.372528B| 0.03385373| -1.0775523| 1.9543509
0.5 0.026401302 | -1.0145870 | 1.0322618( 0.03152541| -1.0538015| 1.6416114
(0.533333333 | 0.023B38423 | -1.0040B34 | 0.8313181| 0.02922297| -1.033BB87| 1.375689
0.566666667 | 002135112 | -1.0000295 | 0.6629196| 0.02694942| -1.0181305| 1.1473394
0.6 0.018947699 | -1.002996 | 0.5219945| 0.02470805| -1.006948) 0.95168
(0.633333333 | 0.016636306 | -1.01358B1 | 0.40456791| 0.02250218| -1.0008931| 0.7821066
0.666666667 | 0.014425023 | -1.0324526 | 0.3072802| 0.02032489| -1.0006823| 0.6353267
0.7 0.012321936 |-1.0601385 | 0.2200314| 0.0122088%( -1.0072375| 05086184
0.733333333 | 0.010335287 | -1.0071E64 | 0.1658572| 0.01612617| -1.0217422( (.3995601
(0.766666667 | 0.00B473731 | -1.1441244 | 0,1162503( 0.01408785| -1.0457339| 0.3064508
0.B 0.006746654 | -1.2016020 | 0.0782221| 0.01209364| -1.0B12775| 0.2278574
0.833333333 | 0.00516B450 | -1.2706241 | (.0459124| 0.01014166) -1.1313273( 0.1625525
(0.BE6666667 | 0.003750066 | -1.352%45% | 0.02956316( 0.00822964| -1.2004014] 0.1094575
0.9 0.002529007 |-1.451B04B | 0.0159071| 0.00636418| -1.2064362| 0.0677336
a =0 =0
b <0 <0
c <0 <0
d =0 =0

Conclusiones

[0,epsilon_2,+)

(0,epsilon_2,4)

Tabla 6. Valores de 82 (L + N) 4 (L — N)> = 0 para o = 1
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148 APPENDIX B. TABLAS DE RESULTADOS DE LAS SIMULACIONES

&"omegat 2" {L+N}-[L-N}A2= 0
sigma= 1 b=4 b=10
r 0 epsilon_2,+ | epsilon_2- | epsilon_2,3 | epsilon_2,+ | epsilon_2- | epsilon_2,3
01 0.063004249| -1.20447398| 54.7621408| 0.05533811| -1.00404094| &4.2827925
0.133333333 | 0.055421188( -1.2498545| 32398366 0.04262164| -1.01080356( 40.1049948
0.166666667 | 0.051086939( -1.26825531| 22.3204734| 0.03714904| -1.03443878( 28.0298840
0.2 0.04803087 | -1.271138374| 16.6697512| 0.03395486| -1.05369783| 21.0933459
0,233333333 | 0.045723844( -1.26468148| 13.0787047| 0.03175833| -1.06621347| 16.6534365
0.260006667 | 0.043722753( -1.25218049( 10.6027534| 0.03007905| -1.07449417| 135988538
0.3 0.041530439| -1.23577277| 8.79477632| 0.02869567| -1.07770625) 113664496
0.333333333 0.0402649| -1.21680741| 7.41680322| 0.02749174| -1.07729915 0.666102
0.3666666ET | 0.038676751| -1.19619831| 6.33174355| 0.02630060( -1.07306826| 8.32603782
04 0.037134339| -1.17459491| 5.45398114| 0.02537727| -1.06828473| 7.23991985
0433333333 | 0.035616246( -1.15248391| 4.72838696| 0.02439624| -1.06073528( 6.33852403
0466666667 | 0,034107209( -1.13025482| 4.1174305| 0.02343656| -1.05176141( 5.57483873
0.5 0.032595735| -1.10824706| 3.39473205| 0.02243309| -1.04179954| 4.91572953
0.5333333333 | 0.03107262( -1.08678906( 3.14117378| 0.02152362( -1.03132752| 43370334
0.5606606667 | 0.029529041( -1.06623744( 2.74251406| 0.02054757| -1.02002746| 381053465
0.6 0.027960306| -1.04702449| 2.38728187| 0.01954508| -1.01138155| 3.35202303
0.633333333 | (,026356212| -1.0207254| 2.06876831| O.0185062( -1.0038327| 2.52000238
0.6b66666RT | 0.024709404 | -1.01516405| 1.77837103| 0.01742049| -1.00007438 25148215
0.7 0.023010105| -1.00459322| 1.51114369| 0.016274564| -1.0031085| 212814399
0.733333333 | 0.021246031( -1.00001999| 1.26252726| 0.0150545| -1.0182887( 1.75284942
0. 766666667 | 0.019400853( -1.00482554| 1.02887288| 0.01374056| -1.05579925( 1.38381486
0.8 0.017451932| -1.02500103| 0.80767428| 0.01230773( -1.13613037| 1.02081532
0.833333333 | 0.015367298( -1.07167701( 0.59842422| 0.0107239( -1.30170754| 0.67567134
0.866666667 | 0.013104758| -1.16608313| 0.40468708| 0.00895542( -1.63105863| 0.38001021

0a 0.040631173( -1.34666573( 0.2374501| 0.00700421( -2.22828618) 0.176290674
a »0 =0
h <0 <0
C <0 <
d >0 >0
Concluslonas (0,apsllan_2,+) (0,apsllon_2.+)

Tabla 7. Cont.



149

8*omegat2*|L+N}(L-N)*2= D

slgma= -1 b=1.05 k=15
r 0 epsilon_2,+ | epsilon_2,- | epsilen_2,3| epsilon_2,+ | epsilon_2- | epsilon_2,3
0.1 0.071160888 | -2.25B2805 | -36.288481| 0.07116080| -2.0481302| -44.47ER06
0.133333333 | 0.063489467 | -2.3400321 | -25, 840088 006848047 -2,27B64B4( -30.60048
0.166666667 | 0.06T137756 | -2.BG600741 | -20.52371| D.06713776| -2.5070086| -23.750042
0.2 0.0662863327 | -3.2110406 | -17.319466( 0.06628633| -2.747437| -19.701062
0.133333333 | 0.065618508 | -3.6191303 | -15.158854| 0.06561851 -3.0095249| -17.032397
D.2166666667 | 0.0049853487 | -4.1007296 | -13.5979586) D.06498547| -3,3010740( -15.137661
0.3 0.064308086 | -4.7218925 | -12.345878( 0.06430809( -3.6345742( -13.711792
0.333333333 | 0.063540904 | -5.5348092 | -11.214845| 0.0635400( -4.0201444| -12 580875
0.366666667 | 0.062656685 | -6.816734 | -9.8715499| 0.06265609( -4.4778604( -11.631481
0.4 0.061639038 | Complex | Complex | 0.06163004| -5.0413742| -10.772133
0.433333333 | 0.06D47ES45 Complex Complex | 0.06047855| -5.7B78403| -0.8802145
0.466666667 | 0.008170585 | Complex | Complex | 0,.05917058| -7.1052274| -8.5716112
0.5 0.057714007 | Complex | Complex | 0.05771401| Complex | Complex
0.533333333 | 0.056110276 | Complex | Complex | 0.05611028| Complex | Complex
0.566666667 | 0.054362872 | Complex | Complex | 0.05436287| Complex | Complex
0.& 0.052476848 | Complex | Complex | 0.0524768%| Complex | Complex
0.633333333 | 0.05045B48 Complex | Complex | 0.05045848| Complex | Complex
0.66666666T | 0.048314957 | Complex | Complex | 0.04831406| Complex | Complex
0.7 0.046054127 | Complex | Complex | 0.04605413| Complex | Complex
0.733333333 | 0.043684232 | Complex | Complex | 0.04368423| Complex | Complex
0.766666667 | 0.041213642 | Complex | Complex | 004121364 Complex | Complex
0.8 0.038650529 | Complex | Complex | 0.03865053| Complex | Complex
0.833333333 | 0.036002467 | Complex | Complex | 0.03600247| Complex | Complex
0.866666667 | 0.03327602 | Complex | Complex | 0.03327602| Complex | Complex
0.9 0.020477142 | Complex | Complex | 0.03047714| Complex | Complex
a <D <0
b <0 <0
C <[ <0
d =0 >0
Conclusionss {C.epsilon_2,+) {0.apsllon_2,+)

Tabla 8. Valores de 8w? (L + N) + (L — N)®> = 0 para o = —1
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R*omegaf 2H{L4NJ+{L-N}h2=0
dgma= -1 b=4 b=10
r o epsilon_2+ | epsilon_2.- | epsilon 22 | epsilon_2,+ | epsilbn_2- | epsilon_2,2
1 (.066270466| -1.36103793| -6B.839146| 0.03241141( -1.32752068( -40.0813329
0.133333333 | 0.060315907| -1.48138254| -42 8357624| 0.0319326( -1.34081332( -20.70159
0.166666667 | 0.057486101| -1.57686091| -31.1045178| 0.03187301( -1.36539580( -23.6496297
0.2 (.0555045908 | -1.65791115| -24.5062868| 0.03187136( -1.37676558( -10.6785271
0.233333333 | 0.05492883( -1.720684| -20.2076708| 0.03187593| -1.38494295| -16.8661759
0.266666667 | 0.054277033| -1.70487473| -17 3843830 0.031&7539( -1.39036828( -14.7645051
0.3 0.05380716( -1.B548508| -15.2479397| 0.03183339| -1.3532091( -13.1299268
0.233323233 | (.053438648 | -1.9103B024 | -13.6122187| 0.03182085| -1.39348615| -11.5180122
0.36660666T | 0.053121961( -1.9514B614 | -12.3171302| 0.03175431| -1.39113195( -10.738084
0.4 0.052824417| -2.00797157 | -11. 2636382 | 0.03165502( -1.38602016| -0.83004244
0.433333333 | 0.052523001 | -2.04927787| -10.3872494| 0.03151845( -1.37798277| -9.05239031
0466606667 | (0.052200406( -2.08454615| -0.64415702| 0.03133952| -1.36682074| -8.37540462
0.5 0.051842671| -2.11261857 | 900350742 0.03111433( -1.35231262| -7.77705557
0.533333333 | 0.051437610| -2.13202934| 244282717 0.03083585( -1.33422317| -7.24044142
0.506666667 | 0.03097371| -2.14099577| -7.94515968| 0.03045764( -1.31231416( -6.75208945
0.6 (0.050439021 | -2.13741806| -7.49714554| 0.03009142( -1.2863602( -6.3007556
0633333333 | 0.040820177| -2.11850013| -7.08760727| 0.02060693( -1.15617395( -5.87649572
0.666666667 | 0,049101007 | -2.05280437| 6.70635461| 0.02003119( -1.22164956( -5.96084412
0.7 004826062 -2.0263527| G.34299029| 0.02834731| -1.18284294( -5.07094489
0.733333233 | (047270348 -1.94678345 | -0.98049562| 0.02753269| -1.14043387| -4.66842053
0.766666667 | 0.04E088530| -1.84157240| 561830253 0.02655612( -1.09459007 | -4.24766606
0.8 0044651083 | -1.70875512| -5.21036264 | 0.025372553( -1.04892424| -3.78750957
0.833333231 | (042853710 -1.54755303 | 4.75530308| 0.02321356| -1.01058002| -3.25203522
0.B666666G7 | 0.040520927( -1.36020295| 4.17439416) 0.02206735] -1.00668005| -2.57120475

0.4 0.037373252| -1.15098207 | -2.3979123318| 0.01063193| Complex Complex
a <0 <0
b z{ <0
L <0 €0
d =0 =
Coneluskmes {0,epallan_2,+) |0,epallan_2+)

Tabla 9. Cont.
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