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Part I

Movimiento de los anillos
como cuerpo rígido

1



Chapter 1

Introducción

A mediados del siglo XIX, el físico - matemático James Clerk Maxwell hizo
un estudio acerca del movimiento de los anillos de Saturno, el cual se enfoca en
encontrar las condiciones necesarias para tener un movimiento estable. El tras-
fondo básico de este problema es entender porque es posible que estos cuerpos
celestes se mantuvieran girando alrededor de un planeta a lo largo de mucho
tiempo, problema que no había sido resuelto hasta entonces. En este estudio,
J.C. Maxwell considera a los anillos en los tres estados distintos: sólido rígido,
�uido y un conjunto �nito de partículas pequeñas, para los cuales, busca las
condiciones necesarias para el movimiento uniforme.
Gracias a este estudio, Maxwell recibe el premio "Adams" en 1857, presea

otorgada cada dos años por la Facultad de Matemáticas de la Universidad de
Cambridge y el Colegio St John´ s a un jóven matemático británico por su inves-
tigación única en el área de Matemáticas y a�nes. Este premio fué establecido
en 1848 en honor a J.C. Adams por su estudio en la predicción de la existen-
cia de Neptuno, siendo los premios en un principio enfocados a problemas de
Mecánica Celeste.
Al ver que en sus inicios el premio no tuvo mucho éxito, J.Challis, uno de los

evaluadores del comité encargado del premio emprendió la meta de atraer más
investigadores a ésta competencia, buscando temas relevantes de la época. Aquí
es cuando Maxwell envía en Febrero de 1855 una carta a W. Thompson, jefe de
Maxwell en ese momento, quién además estaba involucrado también en el comité
de evaluadores (además, estaban S. Parkinson y J. Adams) comentándole1 :

" Los matemáticos de Cambridge no tienen experiencia en inves-
tigaciones que requieran cálculos matemáticos grandes."

haciendo alucion a la cantidad posible de cálculos que se necesitarían para es-
tudiar la estabilidad de los anillos de Saturno ; además, agrega una sugerencia
como posible tema del premio: realizar una " investigación de las perturbaciones

1Ver [1], p.21

3



4 CHAPTER 1. INTRODUCCIÓN

de las formas de los anillos de Saturno, considerándolos como un �uido". Al
�nal, después de varias discusiones, el comité aprueba el título:

"El movimiento de los anillos de Saturno"

siendo considerado este problema como "el tenor general de las matemáticas
de Cambridge" en ese momento, debido a las observaciones del "anillo interior
obscuro" y los dos "anillos interiores brillantes" que hubo por parte de G.P.
Bond y O. Struve en 1850. Una vez que sale la convocatoria, Maxwell se dedica
a resolver el problema, empezando por la parte de cuerpo rígido, ya que ésta se
juntó al mismo tiempo con su estudio de la "dinámica del trompo". En julio de
1856, Maxwell, en una carta a R. B.Litch�eld, expresa su interés en estudiar la
estabilidad de los anillos de Saturno, ya que lo considera como un "problema
duro, pero curioso" 2 .
El 16 de Diciembre de 1856 (fecha límite), Maxwell entrega su estudio, siendo

la única persona en participar (aparentemente), para que el 30 de Mayo de 1857,
recibiera este prestigioso premio.
El informe o�cial dictaminado por los evaluadores del premio fue 3 :

El movimiento de los anillos de Saturno
"El problema es tratado bajo la suposición que el sistema de ani-

llos es exactamente o muy aproximado a ser concéntrico con Sat-
urno y puesto simétricamente en el plano de su Ecuador (Saturno),
y diferentes hipótesis son hechas respecto a la constitución física de
los anillos. Se suponen (1) que son rígidos; (2) que son �uidos, o en
parte gaseosos; (3) que consisten en partículas de materia no conec-
tadas. La pregunta será considerada a ser respondida mediante la
comprobación de estas hipótesis, donde las condiciones de estabili-
dad mecánica se satisfacen por la atracción mutua y movimiento del
Planeta y de los anillos.
Es deseable que una prueba (caso particular) pueda ser también

determinada en las hipótesis anteriores para explicar de una mejor
manera el brillo de los anillos y el reciente descubrimiento del anillo
obscuro; y para indicar cualquier causa del cambio de forma, como
se supone en la comparación de las observaciones modernas y las
observaciones que se realizaron antes."

Entre 1857 y 1859, el estudio fue corregido y modi�cado para ser publicado
en la revista "Proceedings of the Royal Society of Edinburgh" con el título4 :

"Acerca de la estabilidad del movimiento de los anillos de Sa-
turno"

2 idem, p. 20, 411
3Ver [2] , p. 288
4Ver [1], p.22
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Cabe aclarar que, durante todo éste tiempo, Maxwell enfocó la mayoría de
su tiempo en estudiar este problema, ya que hizo disparar su imaginación y fué
un desafío para su intuición. Ésto lo hace evidente, cuando en la introducción
de su artículo comenta 5 :

"Hay algunas preguntas en la Astronomía, las cuales nos sentimos
atraídos, si bien por su peculiaridad, como por la posible ilustración
de un principio desconocido, que por cualquier ventaja directa que la
solución pudiera permitir a la humanidad... Cuando contemplamos
los anillos desde un punto de vista puramente cientí�co, se convierten
en los cuerpos más notables de los cielos, excepto, quizás, esos cuer-
pos aún menos útiles - Las nebulosas espirales. Cuando hemos visto
pasar el gran arco sobre el ecuador del planeta sin ninguna conexión
visible, no podemos dejar que nuestras mentes descansen en paz. No
podemos simplemente admitir que tal es el caso y considerarlo como
un hecho de la naturaleza, no admitiendo o requiriendo una expli-
cación. Debemos entonces explicar su movimiento con los principios
de la Mecánica, o admitir que, en los reinos de Saturno, puede haber
movimiento regido por leyes que no son explicables."

Maxwell se enfoca en analizar el caso en que los anillos y Saturno son con-
céntricos. Este caso es el que de manera física se aproxima más a las condiciones
reales para los anillos principales de Saturno. Además, para la hipótesis de los
anillos rígidos, agrega un caso el cual considera a los anillos con una masa unida
(que puede fungir como luna) y encuentra un resultado positivo en la estabili-
dad si se cumple una relación directa entre la masa unida y la masa total de los
anillos.
En general, durante todo el estudio que hace Maxwell, hay cálculos que

no quedan del todo claros o que, desde el punto de vista matemático no son
formales, por lo que la intención de esta tesis es tratar de esclarecer el problema
con las herramientas matemáticas que tenemos hoy en día, además de buscar la
relación entre la masa unida y los anillos de manera más exacta. A lo largo de
la tesis, iremos comparando los cálculos y resultados obtenidos.

En la tesis nos enfocaremos a plantear de nuevo el estudio hecho por Maxwell
sólo para el caso de los anillos rígidos; la idea es plantear el problema y buscar sus
condiciones de estabilidad con el lenguaje moderno y herramientas numéricas
para así, buscar una mejor aproximación del estudio. Además de considerar el
caso particular en que los anillos y Saturno son concéntricos, abarcaremos el
caso general donde la con�guración geométrica sea físicamente posible. Para
ésto, buscaremos apro-
ximar las condiciones y agregaremos cálculos numéricos para determinar las
condiciones bajo casos particulares, dado que el problema no lo podemos resolver
analíticamente.

5Ver [3], p. 82, 83
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Por otro lado, a lo largo de la tesis, al �nal de algunos capítulos haremos
referencia a los cálculos hechos por Maxwell.
La primera parte de la tesis comienza con el Capítulo 2, en donde planteare-

mos las ecuaciones de movimiento del Sistema que forma Saturno y los anillos;
aquí comenzaremos a partir de las nociones básicas de mecánica clásica, donde
iremos deduciendo las expresiones necesarias para poder plantear nuestro pro-
blema. Además, en el caso particular cuando los anillos tienen forma circular,
obtendremos las ecuaciones de movimiento.
En el Capítulo 3 estaremos buscando, a partir de las ecuaciones obtenidas,

las condiciones para que nuestro sistema pueda girar de manera uniforme; re-
tomaremos el caso del anillo circular y veremos si puede existir movimiento
uniforme o no. Posteriormente, buscaremos los parámetros para poder tener
un movimiento estable, a partir de una aproximación a primer orden (serie de
Taylor), buscando así, los intervalos donde se satisfacen las condiciones de esta-
bilidad. Además, haremos un breve estudio del comportamiento del potencial
y su derivada, para determinar si es posible o no un movimiento uniforme.
La segunda parte de la tesis empieza en el Capítulo 4, donde planteamos de

nuevo el problema de los anillos rígidos, pero ahora con una masa unida a ellos.
Para el Capítulo 5, volvemos a estudiar las condiciones de estabilidad del

problema.
En la tercera y última parte de la tesis, estudiamos el potencial gravitacional

y sus derivadas para poder encontrar las condiciones de estabilidad de manera
analítica. Para ésto, en el Capítulo 6, calcularemos los coe�cientes del caso sin
masa unida.
En el Capítulo 7, encontraremos las condiciones bajo las cuales hay un

movimiento estable, tomando en cuenta el caso particular en que Saturno y los
anillos son concéntricos (caso estudiado por Maxwell) y el caso general, donde
llegamos a una aproximación de la región de estabilidad, además de tener las
condiciones de manera más general.
En el Capítulo 8, haremos un estudio numérico de las condiciones obtenidas

en el Capítulo anterior y mostraremos resultados para diferentes casos, encon-
trando las condiciones de estabilidad numéricamente para el caso general.
Finalmente, establecemos las conclusiones generales de la tesis en el Capítulo

9.
Los apéndices están dedicados a la parte numérica, debido a que hay partes

en el estudio donde no podemos llegar muy lejos analizando las fórmulas y es
necesario apoyarnos en herramientas numéricas. Además, incluiremos tablas
con los resultados numéricos obtenidos en el Capítulo 7.



Chapter 2

Planteamiento de las
ecuaciones físicas

2.1 Deducción de las ecuaciones

En este capítulo deduciremos las ecuaciones que rigen el movimiento de los
anillos, junto con Saturno, si son considerados como un solo anillo rígido. Para
esto, de�niremos ciertos conceptos físicos esenciales en el estudio de nuestro
problema 1 .
De�nición 1.0 .- Sea una partícula de masa m y posición en el espacio x 2
R3, el momento p del cuerpo está de�nido como:

p = m
:
x

con
:
x = d

dtx la velocidad de la partícula.
De�nición 1.1 (Segunda Ley de Newton) .- El movimiento de una partícula
puntual de masa constante m queda dado por :

:
p = d

dt

�
m

:
x
�
= m

::
x = F(x;

:
x; t)

con F un campo vectorial real. A F se le llama resultante de las fuerzas ac-
tuantes sobre la partícula.
De�nición 1.2 .- Sea un sistema de n partículas puntuales, de masas con-
stantes m1, ..., mn respectivamente. Entonces el movimiento de las partículas
queda dado por el sistema de ecuaciones diferenciales:

:
pi = mi

::
xi = Fi +

nP
j=1

fij i = 1; 2; :::; n

donde fij es la fuerza que origina la partícula j � �esima sobre la partícula
i��esima en la dirección de xj�xi, y Fi es la resultante de las fuerzas externas
efectuadas por objetos externos al sistema.

1Ver [4], p.8 - 14

7



8 CHAPTER 2. PLANTEAMIENTO DE LAS ECUACIONES FÍSICAS

De�nición 1.3 (Tercera Ley de Newton) .- Por cada fuerza que ejerce sobre
un cuerpo, éste realiza una fuerza igual pero de sentido opuesto sobre el cuerpo
que la produjo, es decir:

fij = �fji:

Cabe aclarar que debido a que un cuerpo no ejerce fuerza sobre sí mismo,
tenemos que fii = 0:
Proposición 1.3 .- La suma de las derivadas de los momentos para un sistema
es igual a la suma de las resultantes de las fuerzas externas sobre cada partícula.

nP
i=1

:
pi =

nP
i=1

Fi

Demostración:
Tenemos que:

nP
i=1

:
pi =

nP
i=1

 
Fi +

nP
j=1

fij

!
=

nP
i=1

Fi +
nP
i=1

nP
j=1

fi;j

pero por la de�nición 3 quedaría:

nP
i=1

nP
j=1

fij =
nP
j=1

nP
i=1

fji = �
nP
i=1

nP
j=1

fij

y esto sólo se puede si:

nP
i=1

nP
j=1

fij = 0:

Por lo tanto la suma quedaría:

nP
i=1

:
pi =

nP
i=1

Fi:

Q.E.D.
Otro concepto importante para establecer las ecuaciones de movimiento es

el centro de masa y las propiedades que éste presenta.
De�nición 1.4 .- El centro de gravedad o centro de masa de un sistema es el
punto dado por :

x =

nP
i=1

mixi

nP
i=1

mi

:

Para el caso de un cuerpo continuo con volumen V y masa M sería :�R
V

dm

�
x =Mx =

R
V

xdm:
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Nota: Si el cuerpo se mueve, entonces tanto x como V dependen del tiempo: R
V (t)

dm (t)

!
x (t) =Mx (t) =

R
V (t)

xdm (t)

pero si el cuerpo es rígido, entonces V (t) = T (t)V (0) con T (t) un movimiento
rígido, es decir kDT (t)k = 1 y

R
V (t)

xdm =
R
V (0)

xdm por lo que en las derivadas

tendríamos M
:
x (t) =

R
V

:
xdm, M

::
x (t) =

R
V

::
xdm:

De�nición 1.5 .- El momento total de un sistema viene dado por la suma:

P =
nP
i=1

pi =
nP
i=1

mi
:
xi:

Al igual que la de�nición anterior, para el caso de un cuerpo continuo sería:

P =
R
V

:
xdm:

De�nición 1.6 .- Un sistema se dice cerrado si no hay fuerzas externas actu-
antes.
Teorema 1.1 (Centro de masa) .- El centro de masa de un sistema tiene
movimiento como si todas las masas estuvieran concentradas en él y todas las
fuerzas externas fueran aplicadas a él:

nP
i=1

mi

::
x =

nP
i=1

Fi

Demostración:
Por de�nición, el momento total está dado por P =

nP
i=1

mi
:
xi, de donde, por la

proposición 1.1, tenemos:

:

P=
nP
i=1

mi
::
xi =

nP
i=1

Fi:

Así, �nalmente quedaría:

nP
i=1

mi
::
x =

nP
i=1

Fi

Q.E.D.
Corolario 1.1.- Si no hay fuerzas externas en el sistema, el movimiento del
centro de masa es uniforme y rectilíneo. En particular, se mantiene �jo si lo
está al momento inicial.

De�nición 1.7.- El momento angular de una partícula puntual de masa m está
dado por:
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L = x ^ p

donde ^ denota el producto vectorial usual.
Para un sistema, tendremos el concepto de momento angular del sistema

que sería la suma de los momentos angulares de cada partícula L =
nP
i=1

Li.

Teorema 1.2 (Conservación del momento angular) .- El momento angular
de un sistema con fuerzas centrales cerrado es constante.
Demostración:
Tomemos la derivada del momento angular del sistema:

:

L=
nP
i=1

:

Li =
nP
i=1

� :
xi ^ pi+xi ^

:
pi
�

pero por de�nición del momento,
:
xi ^ pi =

:
xi ^mi

:
xi = 0, con ésto:

:

L =
nP
i=1

xi^
:
pi =

nP
i=1

xi^
 
Fi +

nP
j=1

fij

!
=

nP
i=1

 
xi ^

nP
j=1

fij

!
=

nP
j=1

�
xj ^

nP
i=1

fji

�
= �

nP
j=1

�
xj ^

nP
i=1

fij

�
= 1

2

nP
i=1

nP
j=1

[(xi � xj) ^ fij ] = 0

porque fij es paralelo al vector xi � xj : La derivada es cero, por lo que el
momento angular del sistema se mantiene constante.
Q.E.D.
De�nición 1.8 (Ley de gravitación universal) .- La fuerza que ejerce una
partícula puntual con masa m2 sobre otra con masa m1 es directamente propor-
cional al producto de las masas, e inversamente proporcional al cuadrado de la
distancia que las separa:

f12 = � m1m2

kx1�x2k3
(x1 � x2)

con k�k la norma euclideana entre vectores. A esta fuerza se le conoce como
fuerza de gravitación.
De�nición 1.9 (Trabajo) .- El trabajo efectuado por una fuerza F sobre una
partícula durante una cierta trayectoria está de�nido por:

W12 =
2R
1

F � dx:

En un sentido físico, el trabajo nos dice "cuánta energía costo" mover la
partícula efectuando una fuerza F a lo largo de una trayectoria.
De�nición 1.10 .- Una fuerza F se dice que es conservativa si el trabajo efec-
tuado por ella sólo depende de los puntos extremos de la trayectoria, es decir
que la integral de la fuerza es independiente del camino que se tome.
Teorema 1.3 .- Si un sistema es conservativo, entonces existe una función
escalar U : R3 ! R; U = U (x), tal que:
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F = �rU

Demostración:

Sea U(x) = �
xR
1

F � dx0, debido a que es conservativo, esta función está bien

de�nida. Entonces, tenemos por el teorema fundamental del cálculo que:

�rU (x) = F (x) :

Q.E.D.
A esta función escalar la llamaremos el potencial del sistema.

Proposición 1.2 .- Para la fuerza de gravitación entre dos partículas, el po-
tencial entre ellas viene dado por:

U (x1;x2) = � m1m2

kx1�x2k

Demostración:
Sólo basta con probar que el gradiente de esta función es justamente la fuerza
gravitacional. Para la partícula 1 tenemos que:

@U
@x1

= m1m2

kx1�x2k3
(x1 � x2)

@U
@y1

= m1m2

kx1�x2k3
(y1 � y2)

@U
@z1

= m1m2

kx1�x2k3
(z1 � z2)

con lo que llegamos a:

�rx1U (x1;x2) = � m1m2

kx1�x2k3
(x1 � x2) = f12:

Para la partícula 2 se obtiene el mismo resultado de manera análoga.
Q.E.D.
Corolario 1.2 .- Para un sistema conservativo, el movimiento queda dado por:

mi
::
xi = �rxiU:

Proposición 1.3 .- El movimiento entre dos partículas puntuales que interac-
túan entre sí, sin fuerzas externas, se efectúa en un plano.
Demostración:
Por el Teorema 1.2, tenemos que el momento angular es constante, es decir el
vector perpendicular a la posición y a la velocidad. Ésto mismo nos indica que
la velocidad y la posición están siempre en un mismo plano, perpendicular al
vector constante L, por lo tanto el movimiento es plano.
Q.E.D.
Proposición 1.4 .- Sean m1 la masa del cuerpo 1, m2 la masa del cuerpo 2;
Sean x1 y x2 las coordenadas de los mismos cuerpos respectivamente

�
x1;x2 2 R2

�
;

Entonces x1 y x2 pueden expresarse de la forma:

x1 = xG +
m2

m1+m2
r

x2 = xG � m1

m1+m2
r
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con r = x1 � x2 , r = kx1 � x2k y xG el centro de masa de los dos cuerpos.
Demostración:
Tenemos por de�nición:

(m1 +m2)xG = m1x1 +m2x2

además r = x1 � x2. Resolviendo para x1 y x2:

x1 = xG +
m2

m1+m2
r

x2 = xG � m1

m1+m2
r:

Q.E.D.
En nuestro caso, la fuerza ejercida sobre un elemento del anillo xR con masa

�R (xR) dxR
2 , debida a un elemento de Saturno xS de masa �S (xS) dxS , como

vemos en la Figura 1, sería:

�R (xR) dxR
::
xR = dfRS = �R (xR) �S (xS)

xS�xR
kxS�xRk3

dxSdxR

Fig.1

Ahora bien, si queremos obtener la fuerza ejercida por Saturno, sobre un
elemento del anillo, tenemos que integrar la fuerza sobre todos los puntos de
Saturno:

�R (xR) dxR
::
xR =

ZZZ
S

dfRS =

�R (xR) dxR
::
xR =

ZZZ
S

�R (xR) �S (xS)
xS�xR

kxS�xRk3
dxS dxR:

2Aquí � (x) es la densidad del cuerpo rígido en el punto x y la de�nimos como la cantidad
de masa contenida en una unidad de área.
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Si queremos obtener la fuerza ejercida por Saturno, sobre todo el anillo
(considerando al anillo como un cuerpo plano), con el mismo razonamiento:

FRS =

ZZ
R

ZZZ
S

dfRS =

FRS =

ZZ
R

0@ZZZ
S

�R (xR) �S (xS)
xS�xR

kxS�xRk3
dxS

1A dxR:

Así quedaría para el anillo:

ZZ
R

�R (xR)
::
xRdxR = FRS =

ZZ
R

0@ZZZ
S

�R (xR) �S (xS)
xS�xR

kxS�xRk3
dxS

1A dxR:

Como sabemos que la fuerza central es una fuerza conservativa:

�rxRdU = �R (xR) �S (xS)
xS�xR

kxS�xRk3
dxSdxR:

Por lo que el potencial entre dos puntos sería:

dU = ��R (xR) �S (xS) 1
kxS�xRkdxSdxR:

Así que el potencial entre Saturno y el anillo sería:

U = �
ZZ
R

0@ZZZ
S

�R (xR) �S (xS)
1

kxS � xRk
dxS

1A dxR: (2.1)

De�nición 1.11 .- Un cuerpo se dice homogéneo si su densidad � es constante.
Teorema 1.4 .- El potencial gravitacional de un cuerpo homogéneo perfecta-
mente esférico de radio a es el mismo que si fuera una partícula puntual de la
misma masa localizada en su centro de gravedad3 :

U (x) = �M
R

donde M es la masa total del cuerpo y R es el radio de la esfera.
Demostración:
Sea R la distancia del centro de gravedad del cuerpo a un punto arbitrario. El
cuerpo es homogéneo, luego: dm = �dV 0. La integral sería:

3Ver [5], p. 397 - 399
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U (x;x0) = ��
ZZZ
M

dV 0

kx�x0k = ��
ZZZ
M

dV 0p
(x�x0)2+(y�y0)2+(z�z0)2

:

Haciendo un cambio de variables a coordenadas esféricas, tenemos que:

x0 = r cos � sin�
y0 = r sin � sin�
z0 = r cos�

dV 0 = r2sin�d�d�dr:

Notemos que para calcular el potencial gravitacional en un punto arbitrario
x, observamos que por simetría el potencial debe ser �radial�, es decir, su direc-
ción debe ser paralela con la de la recta que pasa por x0 y el punto x; además,
debe depender sólo de R y no de su dirección. Como el punto x es �jo, podemos
hacer una rotación de las coordenadas hasta el punto (0; 0; R) sin afectar el valor
del potencial, por lo tanto:

kx� x0k =
p
R2 + r2 � 2Rr cos�:

El potencial quedaría:

U (x) = ��
aZ
0

2�Z
0

�Z
0

r2 sin�d�d�drp
R2+r2�2Rr cos�

=

aZ
0

2�Z
0

��
2Rr0

hp
R2 + r2 � 2Rr cos�

i
r2j�0d�dr

U (x) = ��
aZ
0

2�Z
0

1
2Rr [R+ r �R+ r] r

2j�0d�dr = � �
R4�

1
3a
3 = �M

R

Q.E.D.
Corolario 1.2 .- La fuerza ejercida por la esfera sólida homogénea (densidad
constante) sobre el punto x con masa m es �rxU .
Demostración:
Tenemos que la fuerza estaría dada por:

�
ZZZ
M

m� x0�x
kx0�xk3 dx

0 =

ZZZ
M

mfx0xdx
0 = m

ZZZ
M

fx0xdx
0 = �rxU:

Q.E.D.

Si consideramos a Saturno como una esfera sólida perfecta y homogénea,
tendríamos que el potencial se reduciría a:
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U = �
ZZ
R

0@ZZZ
S

�R (xR) �S (xS)
1

kxR�xSkdxS

1A dxR =

U = �mS

ZZ
R

�R (xR)

kxS � xRk
dxR (2.2)

con mS la masa de Saturno.4

De�nimos el potencial del anillo V como V = 1
mS

U:

Como Saturno tiene densidad constante, por la de�nición de centro de gravedad
tenemos:

mS
::
xS =

ZZZ
S

�S
::
xSdxS :

Sea xS el centro de gravedad de Saturno, xR el del anillo y xG el centro de
gravedad de los dos cuerpos (Fig.2).

Por la de�nición de centro de gravedad:

(mS +mR)xG = mSxS +mRxR: (2.3)

Por el Corolario 1.1 tenemos que
::
xG = 0: Por lo tanto se puede tomar el

orígen de coordenadas con respecto a G (con ésto tenemos que xG = 0) y A una
dirección en el plano �ja. Además tendríamos que por 2.3:

mS
::
xS = �mR

::
xR:

Así que mR
::
xR = rxSU ; por lo tanto:

mS
::
xS = �rxSU = �msrxSV: (2.4)

4Para el caso en tres dimensiones, véase [6], p. 277 - 285
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Fig.2

De�nimos, en base a la �gura 2, AGS = � y xS�xR = r. Con esto, tenemos
que:

GS = xS =
mR

mS+mR
r

GR = xR = � mS

mS+mR
r

Tomemos un punto �jo dentro del anillo, digamos en B, entonces � = Y RB.
Con este ángulo podremos saber todas las posiciones angulares dentro del anillo.
Con los parámetros r; � y � la con�guración del sistema reducido está completa.
Además, tomamos el  ángulo entre las dos direcciones �jas y el centro de

masa del anillo ( = ]A0RB). De la de�nición de  observamos que:

 = A0RB = Y RB +A0RY = �+ � + �:

Para Saturno tenemos que sus coordenadas en polares estarían dadas por:

xS =

�
xS
yS

�
=

�
rS cos �
rS sin �

�
= rSbr

con rS = mR

mS+mR
r , r = kxS � xRk : Entonces, la velocidad estaría dada por:

:
xS =

� :
xS
:
yS

�
=

"
:
rS cos � � rS sin �

:

�
:
rS sin � + rS cos �

:

�

#
=

:
rSbr+ rS :�b�:

La aceleración sería:
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::
xS =

�::
xS
::
yS

�
=

"
::
rS cos � � 2

:
rS sin �

:

� � rS cos �
:

�
2
� rS sin �

::

�
::
rS sin � + 2

:
rS cos �

:

� � rS sin �
:

�
2
+ rS cos �

::

�

#
=�

::
rS � rS

:

�
2
�br+ �2 :rS :� + rS::�� b�:

Expresemos el gradiente del potencial para Saturno en términos de coorde-
nadas polares, esto es:

@V
@xS

= @V
@rS

@rS
@xS

+ @V
@�

@�
@xS

= @V
@rS

cos � � @V
@�

sin �
rS

@V
@yS

= @V
@rS

@rS
@yS

+ @V
@�

@�
@yS

= @V
@rS

sin � + @V
@�

cos �
rS

rxSV =
� @V
@rS

cos � � @V
@�

sin �
rS

@V
@rS

sin � + @V
@�

cos �
rS

�
=
@V

@rS
br+ 1

rS

@V

@�
b�:

Así, por el Corolario 1.2, tenemos el sistema de ecuaciones:

mS
::
xS = �mSrxSV

sustituyendo:

mS

��
::
rS � rS

:

�
2
�br+ �2 :rS :� + rS::�� b�� = �mS

h
@V
@rS
br+ 1

rS
@V
@�
b�i

mS

�
::
rS � rS

:

�
2
�
= �mS

@V
@rS

mS

�
2
:
rS

:

� + rS
::

�
�
= mS

1
rS

d
dt

�
r2S

:

�
�
= �mS

1
rS

@V
@�

por lo que queda: �
::
rS � rS

:

�
2
�
+ @V

@rS
= 0�

2
:
rS

:

� + rS
::

�
�
+ 1

rS
@V
@� = 0:

Tomando en cuenta que:

@V
@rS

= @V
@r

@r
@rS

= mR+mS

mR

@V
@r

por lo que si sustituimos el valor de rS en función de r quedarían las ecuaciones:�
mR

mR+mS

�2�::
r � r

:

�
2
�
+ @V

@r = 0�
mR

mR+mS

�2 �
2
:
r
:

� + r
::

�
�
+ 1

r
@V
@� = 0
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Ahora analizaremos el caso de las ecuaciones de movimiento del anillo.
Proposición 1.5 .- Las ecuaciones de movimiento para el anillo están dadas
por:

mR
::
xR = rxSU

donde xR es el centro de gravedad del anillo y U es el potencial dado por 2.2.
Demostración:
Tomamos dos puntos distintos dentro del anillo B1 y B2 separados desde el
centro de masa del anillo (R) por un ángulo �, como se observa en la �gura 3.

Fig.3

Notemos que, por la de�nición de cuerpo rígido, � es constante; así el trián-
gulo �RB2B1 no cambia cuando el anillo gira; además  2 =  1 + �, por lo
que:

:

 2 =
:

 1 =
:

 :

Con esto vemos que la velocidad de rotación alrededor del centro de masa
del anillo es la misma para todos los puntos del anillo.

Por otro lado, si tomamos el centro de coordenadasG, podemos descomponer
el vector que une ese punto al punto �jo B, y escribir GB como :

GB = GR+RB

pero:

RB =
�

 cos 

 sin 

�
= 
b
:

Sabemos que 
 es constante en el tiempo por ser el anillo un cuerpo rìgido,
por lo que:

d
dt

�
RB
�
=
��
 sin :

 


 cos 
:

 

�
= 


:

 b	
entonces:

vGB =
d
dt

�
GB

�
= d

dt

�
GR
�
+ d

dt

�
RB
�
= V GR + 


:

 b	:
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Así, tendríamos que la velocidad para cualquier punto B, puede dividirse en
la velocidad del centro de masa del anillo ( V GR no dependiente de B ) y la
velocidad de giro del punto B con respecto al centro de masa del anillo ( 


:

 b	
no dependiente de B ) .

Fig.4

Si tomamos el vector RB, tenemos que:

RB

2 = cte:

Por lo que RB? d
dt

�
RB
�
y ésto implica que b	 puede verse como b	 = bk^ b
,

donde bk es el vector unitario en la dirección z.
Si suponemos que la densidad del punto B es �R (B), tendríamos:

�R (B) vGB = �R (B)V GR + �R (B) 

:

 
�bk ^ b
� : (2.5)

Integramos sobre cada punto B perteneciente al anillo:R R
R

�R (B) vGBdxB =
R R
R

�R (B)V GRdxB +
R R
R

�R (B)
�


:

 b	� dxB =�R R
R

�R (B) dxB

�
V GR +

:

 bk ^ �R R
R

�R (B)RBdxB

�
:

Pero
R R
R

�R (B) dxB = mR y de la de�nición de centro de gravedad tenemos

que
R R
R

�R (B)RBdxB = 0 ( porque R es justo el centro de gravedad del anillo).

Así quedaría: R R
R

�R (B) vGBdxB = mRV GR:

Con esto, podemos concluir que el estudio del movimiento sobre el anillo
rígido es equivalente a estudiar una masa puntual de masa mR ubicada en el
centro de gravedad del anillo, ya que por la de�nición de fuerza tenemos que:

d
dtP =

d
dt

�R R
R

�R (B) vGBdxB

�
= d

dt

�
mRV GR

�
= mR

:

V GR:
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Por otro lado, analizando las fuerzas que actúan sobre cualquier punto del
anillo B, sólo existe la fuerza fS (B) ejercida por Saturno, por lo que por la 2o

Ley de Newton y de 2.5 tenemos:

d
dt (�R (B) vGB) =

d
dt

�
�R (B)V GR + �R (B)

:

 
�bk ^RB��

= �R (B)
:

V GB + �R (B)
::

 
�bk ^RB�+ �R (B) : �bk ^ d

dt

�
RB
��

= �R (B)
:

V GB + �R (B)
::

 
�bk ^RB�+ �R (B) : hbk ^ � : �bk ^RB��i = fS (B) :

Integrando esta igualdad sobre todo el anillo quedaría:R R
R

fS (B) dxB =
R R
R

�R (B)
:

V GRdxB +
R R
R

�R (B)
::

 
�bk ^RB� dxB +

:

 
2R R
R

�R (B)
hbk ^ �bk ^RB�i dxB

=

�R R
R

�R (B) dxB

� :

V GR +
::

 bk ^ �R R
R

�R (B)RBdxB

�
+

:

 
2
�bk ^ bk ^ �R R

R

�R (B)RBdxB

��
ya que

:

 y
::

 no dependen de B.
Simpli�cando esta expresión �nalmente nos quedaría:R R

R

fS (B) dxB = mR

:

V GR:

pero fS (B) =
�R(xB)ms

kxS�xBk3
(xS � xB), así que:R R

R

fS (B) dxB = ms

R R
R

�R(xB)

kxS�xBk3
(xS � xB) dxB :

El potencial de Saturno sobre el anillo es:

U (xS) = �ms

R R
R

�R(xB)
kxS�xBkdxB

por lo que tenemos:

mR

:

V GR = mR
::
xR = rxSU:

Con esto, queda justi�cada la fórmula para
::
x.

Q.E.D.

Lo siguiente es obtener las ecuaciones de movimiento del anillo visto como
un cuerpo puntual.

Las coordenadas en polares para centro de gravedad del anillo serían:
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GR = xR =

�
xR
yR

�
=

�
rR cos (� � �)
rR sin (� � �)

�
=

�
�rR cos �
�rR sin �

�
= �rRbr:

Tomando en cuenta que:

rxRV = �rxSV

el gradiente del potencial para el anillo sería:

rxRV =
�
� @V
@rS

cos � + @V
@�

sin �
rS

� @V
@rS

sin � � @V
@�

cos �
rS

�
= � @V

@rS
br� 1

rS
@V
@�
b�:

Sustituyendo estos valores en la ecuación:

mR
::
xR = �mSrxRV = mSrxSV

se obtiene:

mR

��
::
rR � rR

:

�
2
�br+ �2 :rR :� + rR::�� b�� = �mS

h
� @V
@rS
br� 1

rS
@V
@�
b�i

mR

�
::
rR � rR

:

�
2
�
= mS

@V
@rS

mR

�
2
:
rR

:

� + rR
::

�
�
= mS

rS
@V
@� :

Sustituyendo los valores de rR y rS en función de r quedaría:

�
mR

mR+mS

�2�::
r � r

:

�
2
�
+ @V

@r = 0�
mR

mR+mS

�2 �
2
:
r
:

� + r
::

�
�
+ 1

r
@V
@� = 0:

Son las mismas ecuaciones obtenidas para Saturno , que era justo lo que se
esperaba.
Queda una ecuación por deducir, la cual la obtendremos con la consideración

del anillo como un cuerpo rígido5 .
De�nición 1.12 .- El momento de inercia de un sistema con respecto a un eje
�jo se de�ne por:

I =
P
mir

2
i

con mi la masa de la partícula i del sistema, y ri la distancia de la partícula i
al eje.
De�nición 1.13 .- El momento de inercia de un cuerpo continuo con respecto
a un eje �jo se de�ne por:

5Ver [5], p. 396 - 399
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I =
R
r2dm

con ri la distancia de cada punto del cuerpo al eje.
De�nición 1.14 .- El torque de una fuerza F respecto a un eje �jo O se de�ne
por:

� = r ^ F

con r la distancia del eje O a la fuerza aplicada (radio de giro).
Proposición 1.5 .- La derivada del momento angular de un sistema de partícu-
las es igual al torque de las fuerzas exteriores que actúan sobre las partículas del
sistema.

:

L =
nP
i=1

� i:

Demostración:
Tomemos la derivada del momento angular del sistema:

:

L=
nP
i=1

:

Li =
nP
i=1

� :
xi ^ pi+xi ^

:
pi
�
:

Pero por de�nición del momento,
:
xi�pi =

:
xi�mi

:
xi = 0, con esto:

:

L =
nP
i=1

xi ^
:
pi =

nP
i=1

xi ^
 
Fi +

nP
j=1

fij

!
:

Por el Teorema 1.2 se tiene que el torque total de las fuerzas internas es
cero:

:

L =
nP
i=1

xi ^ Fi =
nP
i=1

� i

Q.E.D.
Proposición 1.6.- El momento angular para un sistema de partículas que rotan
rígidamente en un plano XY viene dado por:

L = I
:

 bk
con

:

 la velocidad de rotación de todas las partículas e I el momento de inercia
de todo el sistema.
Demostración:
Supongamos que xi=(ri cos ( + �i) ; ri sin ( + �i) ; 0) entonces

pi=
�
�miri

:

 sin ( + �i) ;miri
:

 cos ( + �i) ; 0
�
, i = 1; :::; n,

luego, por de�nición:
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L =
nP
i=1

xi ^ pi=
�

nP
i=1

r2imi

:

 

�bk = I
:

 bk:
Q.E.D.
Corolario 1.3 .- El momento angular para un cuerpo rígido que rota en un
plano XY viene dado por:

L = I
:

 bk
con

:

 la velocidad de rotación del cuerpo e I =
R
r2dm su momento de inercia.

Aquí hagamos notar que todo punto del cuerpo se mueve a la misma veloci-
dad angular

:

 :
De�nición 1.15 .- De�nimos el radio de giro k de un cuerpo rígido de masa
M y momento de inercia I que gira con respecto a un eje dado de la forma:

k2 = I
M :

El radio de giro representaría la magnitud de la distancia al eje dado si el
cuerpo rígido fuera una masa puntual concentrada en el centro de masa.
Teorema 1.5 .- Para un cuerpo que rota en un plano se tiene la ecuación:

I
::

 =
nP
i=1

� i

con � i los torques de las fuerzas externas sobre el cuerpo en la dirección bk y ::

 
la aceleración angular del cuerpo.
En el caso del torque de los anillos sobre Saturno, físicamente nos diría que la

tendencia a girar de los centros de masa de Saturno y los anillos es la aceleración
del ángulo de giro por el momento de inercia de los anillos.
Demostración:
Por el Corolario 1.3 tenemos la relación:

L = I
:

 bk:
Además, por la proposición 1.6 si tomamos la derivada del momento angular:

:

L = I
::

 bk = nP
i=1

� ibk
ya que I es constante en el tiempo.
Q.E.D.
Proposición 1.7 .- El torque del anillo homogéneo está dado por:

mRk
2
::

 = mS
@V
@� :

Demostración:
Para el anillo, el momento de inercia viene dado por:
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I =
R R
R

�R (B)


RB

2 dxB = mRk

2:

Por otro lado, para cada punto B del anillo, la fuerza ejercida por Saturno
fS (B) hace un torque con respecto al centro de gravedad del anillo R:

�B = RB ^ fS (B) =
�
RS +RB �RS

�
^ fS (B) :

pero RB �RS = SB = xB � xS y RS = rSbr:
�B = rSbr ^ fS (B) + (xB � xS) ^ fS (B) = rSbr ^ fS (B)

ya que xS � xB es paralelo a fS (B) : Por el Teorema 1.5 :�
IB

::

 B

�bk = ��R (B)

RB

2 :: B�bk = rSbr ^ fS (B) :
Integrando sobre todos los puntos del anillo:�R R
R

IB
::

 BdxB

�bk = �R R
R

::

 B�R (B)


RB

2 dxB�bk = R R

R

rSbr ^ fS (B) dxB�R R
R

IB
::

 BdxB

�bk = rSbr ^ �R R
R

fS (B) dxB

�

pero
::

 B es independiente del punto tomado por lo que
::

 B =
::

 , además, por la
De�nición 1.15 : �R R

R

IB
::

 BdxB

�bk = I
::

 = mRk
2
::

 :

Ahora bien, sabemos que
R R
R

fS (B) dxB = mSrxSV y poniendo el potencial

en coordenadas polares:�
mRk

2
::

 
�bk = rSbr ^mS

�
@V
@rS
br+ 1

rS
@V
@�
b�� = �mS

@V
@�

� bk
por lo que �nalmente quedaría:

mRk
2
::

 = mS
@V
@�

Q.E.D.
Así, las tres ecuaciones que describen el movimiento de nuestro sistema

serían:
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�
mR

mR +mS

�2�
::
r � r

:

�
2
�
+
@V

@r
= 0 (2.6)

�
mR

mR +mS

�2 �
2
:
r
:

� + r
::

�
�
+
1

r

@V

@�
= 0 (2.7)

mRk
2
::

 = mS
@V

@�
: (2.8)

donde  = � + �� �.

Ahora bien, a partir de este momento, nuestro estudio se enfocará en el caso
en que el anillo tiene forma circular.

2.2 Caso particular: anillo circular

Tomando el caso particular de que el anillo fuera un disco circular homogéneo,
con ésto, el centro de gravedad del anillo va a coincidir con su centro geométrico
(Fig.5):

Fig.5

Así, para cada elemento xR del anillo, tendríamos que:

xS � xR = (xS �R)� (xR �R) = r� 
b
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donde R es el centro del anillo. Además notemos que 
b
 = �
 cos 
 sin 

�
con 
 el

radio del centro al punto. Por lo que quedaría la distancia:

kxR � xSk2 = r2 + 
2 � 2r
 cos (� � �) = r2 + 
2 + 2r
 cos�:

Así que el potencial del anillo V vendría expresado por:

V (r) = ��R

bZ
a

2�Z
0


p
r2+
2+2r
 cos�

d�d


donde vemos que no depende de �, por lo que @V
@� = 0. Por lo que el potencial

sólo es dependiente de r. Así, las ecuaciones de movimiento quedarían:

�
mR

mR +mS

�2�
::
r � r

:

�
2
�
+
@V

@r
= 0 (2.9)

�
mR

mR +mS

�2 �
2
:
r
:

� + r
::

�
�
= 0 (2.10)

mRk
2
::

 = 0: (2.11)

Teorema 1.6 .- La energía de Saturno dada por:

E = 1
2

�
:
rS
2
+ r2S

:

�
2
�
+ V

se conserva, es decir,
:

E = 0.
Demostración:
Si multiplicamos la ecuación 2.10 por r:

2r
:
r
:

� + r2
::

� = d
dt

�
r2
:

�
�
= 0

por lo que tendríamos que:

r2
:

� = C:

Ésta expresión la conocemos como el "Momento angular".
Ahora bien, para 2.11 tenemos:

d
dt

� :
 
�
= 0
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por lo que:

:

 =  0:

Así tenemos:

 =  0t+ �0

si sustituimos la ecuación en 2.9:�
mR

mR+mS

�2 �::
r � C2 1r3

�
+ @V

@r = 0

multiplicando la ecuación por
:
r e integrando:�

mR

mR+mS

�2 � :
r
::
r � :

rC2 1r3
�
+

:
r @V@r = 0

1
2

�
mR

mR+mS

�2� :
r
2
+ r2

:

�
2
�
+ V = cte:

Si regresamos a términos de rS :

1
2

�
:
rS
2
+ r2S

:

�
2
�
+ V = E = cte:

Q.E.D.

2.3 Comentarios al Capítulo

En este capítulo dedujimos las ecuaciones de movimiento del sistema para el
anillo como un cuerpo rígido con distribución de masa homogénea y Sa-
turno como una esfera perfecta y de densidad homogénea, partiendo de las
leyes de Newton y deduciendo las expresiones necesarias para las ecuaciones
de movimiento. Además, pudimos demostrar que el problema de los anillos
rígidos homogéneos alrededor de Saturno es equivalente a estudiar un problema
de masas puntuales junto con la ecuación de inercia de los anillos. Estudiamos
el caso particular en que los anillos son circulares y obtuvimos sus ecuaciones
de movimiento.
Por la parte del estudio de Maxwell, el planteamiento de las ecuaciones es

muy similar al nuestro, dado que es un problema clásico y desde el punto de
vista de la mecánica de sólidos no es complejo (su planteamiento).
Maxwell comienza de�niendo r y �, junto con las relaciones geométricas entre

el centro de masa de Saturno y de los anillos. Después de�ne las fuerzas que se
encuentran inmersas en el problema (fuerza potencial de cada partícula de los
anillos hacia Saturno y viceversa), para una vez de�nidas, proceder a plantear
las ecuaciones mediante las leyes de Newton. Las ecuaciones que él obtiene son6 :

6Ver [2], p. 298
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mR

�
::
r � r

:

�
2
�
� (mR +mS)

@V
@r = 0

mR

�
2
:
r
:

� + r
::

�
�
+ (mR +mS)

1
r
@V
@� = 0

mRk
2
::

��mS
@V
@� = 0

donde � es el ángulo que forma un punto �jo en el anillo y la línea que gira
entre los centros de masa 7

Vemos aquí, que di�eren las ecuaciones obtenidas por Maxwell, de las nues-
tras. Esto se debe a que Maxwell cuando plantea las fuerzas dentro del sistema,
toma en cuenta la dirección tangencial de �, por lo que la fuerza tangencial del
potencial la considera como (mR +mS)

1
r
@V
@� . Caso similar para la ecuación del

momento de inercia.
A pesar de que a primera vista se puede pensar que las ecuaciones de Maxwell

son erróneas, a lo largo del estudio cambia arbitrariamente � por �, por lo que
no podemos estar totalmente seguros de que sea un error en el planteamiento
de las ecuaciones o un error tipográ�co.
Tenemos además que hay un error en la relación de masas, ya que hace falta

un término
�

mR

mR+mS

�
que multiplica a las aceleraciones radial y tangencial, el

cual sale al cambiar rS ó rR por r en el gradiente del potencial.
A partir de este momento, vemos que hay diferencias en el cálculo que hizo

Maxwell y el que hemos planteado nosotros utilizando razonamientos matemáti-
cos modernos. Más adelante veremos las diferencias notables en los resultados
que obtenemos las dos partes.

7Ver Fig. 2



Chapter 3

Estabilidad

3.1 Condiciones para que el sistema se mueva
uniformemente.

Una de las condiciones para que el sistema sea estable, es que tenga movimiento
uniforme, lo que implica que gire a una velocidad constante, es decir una rotación
uniforme (

:

� = cte = !2), durante la cual, la posición del centro de Saturno con
respecto al anillo no cambie.
Proposición 1.8 .- Las soluciones con movimiento uniforme del sistema 2.9,
2.10 y 2.11 son de la forma:

r = r0
� = !t

 =  0t+ �0:

Demostración:
Como

:

� = cte, tenemos que para la ecuación 2.10:�
mR

mR+mS

�2
2
:
r
:

� = 0

esto implica que:

:
r = 0
r = r0

de la ecuación 2.11 quedaría:

:

 =  0
 =  0t+ �0:

Q.E.D.
Por otro lado, la ecuación 2.9 se reduciría a:

29
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�
mR

mR+mS

�2
r
:

�
2
= @V

@r :

Así, las condiciones necesarias para que el movimiento se mueva uniforme-
mente serían:

!2 =

�
mR +mS

mR

�2
1

r

@V

@r
> 0 (3.1)

@V

@�
= 0 (3.2)

3.1.1 Caso Particular: anillo circular

Para el caso del anillo circular, obtendremos los parámetros para tener un
movimiento uniforme. Cuando el centro del anillo coincide con el centro de
Saturno tendríamos r0 = 0 y por tanto podemos ver que la � no estaría de�nida
en este caso.
Proposición 1.9: r = 0 y

:

 =  0 es solución para el sistema 2.9, 2.10 y 2.11,
pero el movimiento no puede ser uniforme.
Demostración:
Considerando que @V

@r jr!0= 0, para r muy pequeña, tendríamos que:

lim
r!0

1
r
@V
@r =

@2V
@r2 jr=0 :

Lo cual, para r = 0:

@2V
@r2 jr=0= �R

bZ
a

2�Z
0

�
�3
(
 cos�)2

(
2)
5
2

+ 


(
2)
3
2

�
d�d


= �R

bZ
a

2�Z
0

�
�3 cos2 �


2 + 1

2

�
d�d


= �R

bZ
a

2�Z
0

�
�3 cos 2�
2
2 � 1

2
2

�
d�d


= ��R
�
1
b �

1
a

�
< 0

por lo que:

!2 jr=0=
�
mR+mS

mR

�2
1
r
@V
@r jr=0< 0:
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Entonces no podría haber un movimiento uniforme, en el sentido de que !
no está de�nido.
Q.E.D.
De manera general, para ver si podemos tener movimiento uniforme, nece-

sitamos saber los valores de @V
@r para ver si son positivos.

Esta solución lo que nos dice en un sentido físico, es que es posible tener
movimiento cuando los anillos y Saturno son concéntricos y los anillos giran
uniformemente alrededor de Saturno para todo tiempo; ! no estaría de�nida,
porque ni Saturno ni los anillos se trasladarían1 .

3.2 Movimiento perturbado.

Una vez que obtuvimos las condiciones para que el sistema se mueva de manera
uniforme, lo siguiente es veri�car que sea estable, esto es, que bajo perturba-
ciones pequeñas, el sistema se pueda mantener girando sin colapsar o desinte-
grarse. Ésto lo aplicamos además, porque en la realidad, los sistemas nunca es-
tán aislados y siempre están sujetos a perturbaciones externas, las cuales pueden
sacarlos de estabilidad para que choquen.
En el caso de Saturno y los anillos, es importante estudiar el movimiento

perturbado, ya que buscamos soluciones que sean válidas para todo momento.

3.2.1 Deducción de las ecuaciones

Para estudiar el movimiento perturbado, haremos un cambio de variable para
x en coordenadas cartesianas introduciendo un nuevo sistema de coordenadas
(�; �) que está rotando a la velocidad angular !:

x = � cos!t� � sin!t
y = � sin!t+ � cos!t:

Teorema 1.7: el sistema 2.9, 2.10 y 2.11 es equivalente, en coordenadas rotantes
(�; �) a las ecuaciones:�

mR

mR+mS

�2 �::
� � 2! :� � !2�

�
= �@V

@��
mR

mR+mS

�2 �::
� + 2!

:

� � !2�
�
= �@V

@�

mRk
2
::

 = 0:

Demostración:
La ecuación 2.11 se mantiene igual, ya que en este caso, V no depende de  .
Tomando la primera y segunda derivadas de x:

1Ver Fig. 5



32 CHAPTER 3. ESTABILIDAD

:
x =

:

� cos!t� :
� sin!t� !� sin!t� !� cos!t

:
y =

:

� sin!t+
:
� cos!t+ !� cos!t� !� sin!t� :

x
:
y

�
=

�
cos!t � sin!t
sin!t cos!t

� � :
� + !�
:
� � !�

�
::
x =

::

� cos!t� 2!
:

� sin!t� ::
� sin!t� 2! :� cos!t� !2� cos!t+ !2� sin!t

::
y =

::

� sin!t+ 2!
:

� cos!t+
::
� cos!t� ! :� sin!t� !2� sin!t� !2� cos!t�::

x
::
y

�
=

�
cos!t � sin!t
sin!t cos!t

�"::
� � 2! :� � !2�
::
� + 2!

:

� � !2�

#

para el potencial:

@V
@x =

@V
@�

@�
@x +

@V
@�

@�
@x

@V
@y =

@V
@�

@�
@y +

@V
@�

@�
@y

@V
@x =

@V
@� cos!t�

@V
@� sin!t

@V
@y =

@V
@� sin!t+

@V
@� cos!t�@V

@x
@V
@y

�
=

�
cos!t � sin!t
sin!t cos!t

�"@V
@�
@V
@�

#
sustituyendo en las ecuaciones 2.10 y 2.11:�

mR

mR+mS

�2 �cos!t � sin!t
sin!t cos!t

�"::
� � 2! :� � !2�
::
� + 2!

:

� � !2�

#
= �

�
cos!t � sin!t
sin!t cos!t

�"@V
@�
@V
@�

#
:

Eliminando la matriz de rotación:, quedarían las ecuaciones:�
mR

mR+mS

�2 �::
� � 2! :� � !2�

�
= �@V

@��
mR

mR+mS

�2 �::
� + 2!

:

� � !2�
�
= �@V

@�

mRk
2
::

 = 0:

Q.E.D.

Las condiciones de movimiento uniforme: r = r0 y � = !t en coordenadas
rotantes serían � = �0 y � = �0 , por lo que las derivadas en � y � serían cero y
quedaría la condición:

@V

@�
j(�0;�0)=

�
mR

mR +mS

�2
!2�0 (3.3)

@V

@�
j(�0;�0)=

�
mR

mR +mS

�2
!2�0: (3.4)
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Sean (�0; �0) las soluciones del movimiento uniforme, y sean (�1; �1) las solu-
ciones del problema perturbado a primer orden; con ésto, podemos escribir la
solución de la forma:

� = �0 + �1
� = �0 + �1:

Desarrollando @V
@� y

@V
@� en sus series de Taylor

2 :

@V
@� =

@V
@� j(�0;�0) +

@2V
@�2

j(�0;�0) �1 +
@2V
@�@� j(�0;�0) �1 +O1

�
�21; �

2
1

�
@V
@� =

@V
@� j(�0;�0) +

@2V
@�@� j(�0;�0) �1 +

@2V
@�2 j(�0;�0) �1 +O2

�
�1; �

2
1

�
:

De�namos @
2V
@�2

j(�0;�0)= L
�

mR

mR+mS

�2
, @

2V
@�@� j(�0;�0)=M

�
mR

mR+mS

�2
y @2V
@�2 =

N
�

mR

mR+mS

�2
. Sustituyendo 3.3 y 3.4 en las series y despreciando los términos

de orden mayor:

@V
@� =

�
mR

mR+mS

�2
!2�0 + L

�
mR

mR+mS

�2
�1 +M

�
mR

mR+mS

�2
�1

@V
@� =

�
mR

mR+mS

�2
!2�0 +M

�
mR

mR+mS

�2
�1 +N

�
mR

mR+mS

�2
�1:

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones del Teorema 1.7 :�
mR

mR+mS

�2 �
d2

dt2 (�0 + �1)� 2!
d
dt (�0 + �1)� !

2 (�0 + �1)
�
=

�
�

mR

mR+mS

�2 �
!2�0 + L�1 +M�1

��
mR

mR+mS

�2 �
d2

dt2 (�0 + �1) + 2!
d
dt (�0 + �1)� !

2 (�0 + �1)
�
=

�
�

mR

mR+mS

�2 �
!2�0 +M�1 +N�1

��::
�1 � 2!

:
�1 � !2�1 � !2�0

�
= �

�
!2�0 + L�1 +M�1

��
::
�1 + 2!

:

�1 � !2�1 � !2�0
�
= �

�
!2�0 +M�1 +N�1

�
::

�1 � 2!
:
�1 � !2�1 + L�1 +M�1 = 0 (3.5)

::
�1 + 2!

:

�1 � !2�1 +M�1 +N�1 = 0: (3.6)

Con lo que tenemos un sistema de dos ecuaciones de segundo orden.

2Ver [10], p. 320 - 325
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3.2.2 Condiciones de estabilidad.

Ahora bien, mostraremos algunas propiedades y condiciones para que el sistema
3.3 y 3.4 pueda ser estable.
Teorema 1.8 .- Sea el sistema lineal de primer orden (x 2 Rn):

:
x = Ax

con condiciones iniciales x (0) = x0 y A una matriz de n � n: Entonces el
sistema tiene una solución exponencial eAtx0 para todo t y es única 3 .
Este teorema nos ayudará para garantizar que el sistema 3.3 y 3.4 tiene una

única solución, dado que podemos de�nir dos variables auxiliares para reducir
el orden de la derivada y así, tener un sistema lineal de cuatro variables.
Proposición 1.10 .- Sea el sistema lineal de primer orden:

:
x = Ax

entonces el sistema tiene n soluciones linealmente independientes.
Para nuestro problema de los anillos, la proposición nos dice que siempre

tendremos 4 soluciones linealmente independientes.
Demostración:
Sea �j (t) 2 Rn; j = 1; :::; n la solución al problema

:
x = Ax; x (0) = ej =

26666666666664

0
:
:
:
1
:
:
:
0

37777777777775
� j-ésimo renglón.

Por el Teorema 1.8, vemos que �j (t) existe para todo t y es única. Para
determinar si �1 (t) ; �2 (t) ; :::; �n (t) son o no linealmente independientes, con-
sideremos la ecuación para todo t:

c1�
1 (t) + c2�

2 (t) + :::+ cn�
n (t) = 0

evaluándola en t = 0:

c1�
1 (0) + c2�

2 (0) + :::+ cn�
n (0) = 0

c1e
1 + c2e

2 + :::+ cne
n = 0;

3Siempre y cuando no haya raíces repetidas o bloques de Jordan mayores que 1. Ver [7],
p. 393 - 398, [8], p. 353 - 355 y [9], p. 256
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pero e1; e2; :::; en son linealmente independientes en Rn por lo que implica que
c1 = c2 = ::: = cn = 0 y por tanto �1 (t) ; �2 (t) ; :::; �n (t) son linealmente
independientes.
Sólo falta probar que cualquier solución del sistema se puede escribir como

combinación lineal del conjunto propuesto. Tomemos:

c =

26666664
c1
c2
:
:
:
cn

37777775 ;

sea y solución del problema:

:
x = Ax con x (0) = c:

De�nimos la función:

� (t) = c1�
1 (t) + c2�

2 (t) + :::+ cn�
n (t)

� (t) satisface (70) también por ser una combinación lineal de soluciones. Ob-
servemos que y y � (t) satisfacen el mismo sistema homogéneo y tienen el mismo
valor en t = 0, por lo tanto por el teorema 1.6 y y � (t) son idénticas, es decir:

y �� (t) = c1�
1 (t) + c2�

2 (t) + :::+ cn�
n (t)

por lo tanto, el sistema tiene n soluciones linealmente independientes.
Q.E.D.
Si nombramos v =

:

�1 y w =
:
�1, podríamos reescribir las ecuaciones 3.5 y

3.6 de la forma:2664
:

�1:
�1:
v
:
w

3775 =
2664

0 0 1 0
0 0 0 1

!2 � L �M 0 2!
�M !2 �N �2! 0

3775
2664
�1
�1
v
w

3775 = A

2664
�1
�1
v
w

3775
por lo que las ecuaciones 3.5 y 3.6 son equivalentes a un sistema de cuatro
ecuaciones lineales de primer orden. Así, la Proposición 1.10 nos dice que tiene
4 soluciones linealmente independientes.
Probemos con soluciones de la forma:�

�1
�1

�
= e�tv

con v un vector constante. Si ponemos las ecuaciones 3.5 y 3.6 en forma matri-
cial:
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� ::

�1::
�1

�
+

�
0 �2!
2! 0

� � :

�1:
�1

�
+

�
L� !2 M
M N � !2

� �
�1
�1

�
=

�
0
0

�
:

Derivando
� :
�1:
�1

�
= �e�tv,

� ::

�1::
�1

�
= �2e�tv y sustituyendo:

�2e�tv +

�
0 �2!
2! 0

�
�e�tv +

�
L� !2 M
M N � !2

�
e�tv =�

�2I +

�
0 �2!
2! 0

�
�+

�
L� !2 M
M N � !2

��
e�tv = 0:

Como buscamos una solución no trivial, entonces necesitamos que el deter-

minante del sistema sea nulo:

det

�
�2I +

�
0 �2!
2! 0

�
�+

�
L� !2 M
M N � !2

��
=

det

��
�2 + L� !2 �2!�+M
2!�+M �2 +N � !2

��
= 0

con lo que quedaría:�
�2 + L� !2

� �
�2 +N � !2

�
� (�2!�+M) (2!�+M) = 0

y simpli�cado:

�4 +
�
L+N + 2!2

�
�2 +

��
L� !2

� �
N � !2

�
�M2

�
= 0: (3.7)

Tenemos cuatro raíces, que signi�carían cuatro posibles soluciones lineal-
mente independientes, si son distintas las raíces. Sólo basta ver cómo son las
raíces de � para ver bajo qué condiciones es estable el sistema lineal.
De�namos primero:

z = �2

b = �
�
L+N + 2!2

�
c =

�
L� !2

� �
N � !2

�
�M2:

Sustituyendo en el polinomio:

z2 � bz + c = 0

cuyas raíces son:

z� =
b
2 �

1
2

p
b2 � 4c:
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Notemos que � y �� son soluciones. Además, por ser un polinomio de
segundo orden para �2 con coe�cientes reales, tenemos que � y �� serían solu-
ciones también si � 2 C, por lo que las cuatro raíces serían �, ��, � y ��:

i) Si � 2 C con Re (�) > 0 :

Fig. 6

La parte real positiva signi�caría un exponente positivo en la exponencial
que haría crecer inde�nidamente a lo largo del tiempo, por lo que sería inestable
el problema.

ii) Si � 2 C con Re (�) < 0 :

Fig. 7

Aquí como �� también es solución, su parte real sería positiva, y al igual
que i) crecería inde�nidamente a lo largo del tiempo, por lo tanto es inestable
el problema.

iii) Si � 2 R y b2 � 4c 6= 0
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Fig. 8

Tendríamos dos lambdas distintas �1, �2 y sus negativos ��1, ��2 , por
lo que también este caso resultaría inestable, ya que sin importar el signo de
�1 o �2, sus negativos también son soluciones y por lo tanto tendríamos dos
coe�cientes positivos en la exponencial.

iv) Si �1 2 R , �2 2 iR

Fig.9

Tendríamos dos raíces reales �1, ��1 y dos imaginarias �2, �2 . Aquí ve-
mos que siempre habrá una raíz real positiva, por lo que habría un coe�ciente
positivo en la exponencial que crecería inde�nidamente, resultando inestable el
movimiento.

v) Si � 2 R y b2 � 4c = 0
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Fig. 10

Entonces tendríamos sólo dos lambdas �, ��, así que proponemos las otras

dos soluciones de la forma

2664
�1
�1
v1
w1

3775 = �e�t + te�t (A� �I)� v y
2664
�2
�2
v2
w2

3775 = �e��t + te��t (A� �I)� v ; v 6= 0 tal que (A� �I)2 v = 0, las cuales
comprobamos que efectivamente son soluciones:

2664
:

�1:
�1:
v1
:
w1

3775 = �e�tv + (�t+ 1) e�t (A� �I) v:

Sustituyendo en el sistema:

�e�tv + (�t+ 1) (A� �I) e�tv =
�e�tv � �e�tv +Ae�tv + �t (A� �I) e�tv = A

�
e�t + e�tt (A� �I)

�
v

Por lo tanto, también es solución del sistema. El otro caso es análogo.

Vemos aquí, que también resulta inestable el problema, ya que tendremos el
exponente positivo para la exponencial, la cual crecería inde�nidamente.

vi) Si � 2 iR y b2 � 4c = 0
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Fig. 11

Entonces tendríamos sólo dos lambdas �, �, así que, al igual que en iv),

proponemos las otras dos soluciones de la forma

2664
�1
�1
v1
w1

3775 = �e�t + te�t (A� �I)�w

y

2664
�2
�2
v2
w2

3775 = �e��t + te��t (A� �I)�w ; con w 6= 0 tal que (A� �I)2 w = 0 . Al
igual que el caso anterior, se puede probar que estas son las otras dos soluciones
faltantes. Aquí vemos que aunque la exponencial es acotada por ser compleja,
el término lineal del tiempo va a crecer inde�nidamente, por lo que también
resulta inestable.

vii) Si � 2 iR y b2 � 4c 6= 0

Fig. 12

Entonces tendríamos dos lambdas distintas �1, �2 , al igual que sus conju-
gados �1, �2 por lo que las soluciones serían exponenciales complejas, las cuales
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están acotadas para todo tiempo. Por lo que en este caso sería linealmente
estable el movimiento para todo tiempo.

Por lo que las condiciones que nos quedarían para estabilidad serían:

b2 � 4c > 0 (3.8)

b < 0 (3.9)

c > 0 (3.10)

En términos del problema inicial, tenemos para la condición 3.8:

b2 � 4c =
�
L+N + 2!2

�2 � 4 ��L� !2� �N � !2
�
�M2

�
= L2 +N2 + 4!4 + 4!2L+ 4!2N + 2LN � 4!4 � 4LN + 4!2L+ 4!2N + 4M2

= L2 +N2 + 8!2L+ 8!2N � 2LN + 4M2

= (L�N)2 + 8!2 (L+N) + 4M2 > 0 (3.11)

para 3.9 y 3.10:

L+N + 2!2 > 0 (3.12)�
L� !2

� �
N � !2

�
�M2 > 0

!4 � (L+N)!2 + LN �M2 > 0 (3.13)

Ahora bien, veamos cuales son las regiones bajo las cuales las condiciones
3.11, 3.12 y 3.13 se cumplen.
Tomemos el caso en que L+N < 0:

i)� 1
8(L+N)

h
(L�N)2 + 4M2

i
< �L+N

2

de otra forma:

(L�N)2 � 4 (L+N)2 + 4M2 < 0:

Tenemos que, por la condición 3.12:
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0 > (L�N)2 � 4 (L+N)2 + 4M2 > (L�N)2 + 8!2 (L+N) + 4M2 > 0

Por lo que no puede ser posible este caso.

ii) � 1
8(L+N)

h
(L�N)2 + 4M2

i
> �L+N

2

Entonces:

(L�N)2 + 4M2 > 4 (L+N)
2 para L+N < 0

luego:

q
(L�N)2 + 4M2 > �2 (L+N) : (3.14)

Para determinar la cota inferior del intervalo de estabilidad, tomamos el caso
mínimo, que sería 3.13= 0, por lo que sus raíces serían:

!2� =
1
2 (L+N)�

1
2

q
(L�N)2 + 4M2

pero !2� sería negativo, así que descartamos esa solución. Para !2+, tomando
3.14 quedaría:

!2+ =
1
2 (L+N) +

1
2

q
(L�N)2 + 4M2 > � 1

2 (L+N) > 0

por lo que !2+ > 0.
Para determinar la cota superior el intervalo de estabilidad elevamos al

cuadrado 3.14: �q
(L�N)2 + 4M2 + 2 (L+N)

�2
> 0

h
(L�N)2 + 4M2

i
+ 4 (L+N)

q
(L�N)2 + 4M2 + 4 (L+N)

2
> 0

entonces:

� 1
8(L+N)

h
(L�N)2 + 4M2

i
> � 1

2 (L+N) +
1
2

q
(L�N)2 + 4M2

� 1
8(L+N)

h
(L�N)2 + 4M2

i
> !2+:

Así, el intervalo de estabilidad sería:

!2 2
�
1

2
(L+N) +

1

2

q
(L�N)2 + 4M2;� 1

8 (L+N)

h
(L�N)2 + 4M2

i�
:

(3.15)
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Si tomamos el caso de L + N > 0, las condiciones 3.11 y 3.12 se cumplen
siempre. Para 3.13, los casos mínimos (3.13= 0):

!2� =
1
2 (L+N)�

1
2

q
(L+N)

2 � 4 (LN �M2):

Así, tendríamos que para el movimiento sea estable:
i) Si LN �M2 < 0

!2 > 0

!2 > 1
2 (L+N) +

1
2

q
(L+N)

2 � 4 (LN �M2):

ii) Si LN �M2 > 0

0 � !2 < 1
2 (L+N)�

1
2

q
(L+N)

2 � 4 (LN �M2)

ó

!2 > 0

!2 > 1
2 (L+N) +

1
2

q
(L+N)

2 � 4 (LN �M2):

En esta tesis abarcaremos sólo el caso en que el anillo es homogéneo, por lo
que no profundizaremos más este último análisis. Así, tenemos los intervalos
donde puede haber estabilidad en función de la velocidad de giro del sistema.

3.2.3 Comportamiento del Potencial.

Tenemos que el potencial del anillo y Saturno viene dado por:

V (r) = ��R

bZ
a

2�Z
0


p
r2+
2+2r
 cos�

d�d


derivando con respecto a r:

@V
@r = �R

bZ
a

2�Z
0


(r+
 cos�)

(r2+
2+2r
 cos�)
3
2
d�d


la segunda derivada quedaría:
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@2V
@r2 = �R

bZ
a

2�Z
0

�
� 2

(r2+
2+2r
 cos�)
3
2
+ 3
2 sin2 �

(r2+
2+2r
 cos�)
5
2

�

d�d


= �R

bZ
a

26666664

2�Z
0

� 2

(r2+
2+2r
 cos�)
3
2
d�+ 
 sin�

r(r2+
2+2r
 cos�)
3
2
j2�0

�
2�Z
0

�

 cos�

r(r2+
2+2r
 cos�)
3
2

�
d�

37777775 
d


@2V
@r2 = �R

bZ
a

2�Z
0

�2
r�
2 cos�
r(r2+
2+2r
 cos�)

3
2
d�d


Ahora bien, V (r) es una integral elíptica, ya que:

r2 + 
2 + 2r
 cos� = r2 + 
2 + 2r
 � 4r
 sin2 �2
= (r + 
)

2 � 4r
 sin2 �2

si de�nimos sin� = 2
p
r


(r+
)
4 , tendríamos:

r2 + 
2 + 2r
 cos� = (r + 
)
2
�
1� sin2 � sin2 �2

�
haciendo el cambio de variable � = �

2 quedaría el potencial:

V (r) = ��R

bZ
a

�Z
0

2


(r+
)
p
1�sin2 � sin2 �

d�d


V (r) = ��R

bZ
a

4

(r+
)

0B@
�
2Z
0

1p
1�sin2 � sin2 �

d�

1CA d


V (r) = ��R

bZ
a

4

(r+
)K (�) d


donde vemos que K (�) es una integral elíptica de primera especie5 .
Dado que las integrales elípticas no se pueden resolver analíticamente, pro-

cederemos a resolverlas de manera numérica. Para esto, utilizamos una regla
compuesta de Simpson. El algoritmo numérico será detallado en el Apéndice A.
En este caso, consideramos la densidad unitaria.
Además, de�nimos:

4Aquí, sin� está bien de�nido, ya que tenemos que la relación 2
p
r
 < (r + 
) para r; 
 > 0.

5Ver [10], p.322-323
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I0 (r0) =

bZ
a

2�Z
0




(r20+
2+2r0
 cos�)
3
2
d�d


I1 (r0) =

bZ
a

2�Z
0


2 cos�

(r20+
2+2r0
 cos�)
3
2
d�d
:

Notemos que:

I0 (r0) =

bZ
a

2�Z
0




(r20+
2+2r0
 cos�)
3
2
d�d
 > 0

I0 (�r0) =
bZ
a

2�Z
0




((�r0)2+
2�2r0
 cos�)
3
2
d�d


=

bZ
a

2�Z
0




(r20+
2+2r0
 cos(�+�))
3
2
d�d
 =

bZ
a

�Z
��




(r20+
2+2r0
 cos�)
3
2
d�d
 =

=

bZ
a

2�Z
0




(r20+
2+2r0
 cos�)
3
2
d�d
 = I0 (r0)

I0 (r0)

I0 (0) = I0 (r0) =

bZ
a

2�Z
0




(
2)
3
2
d�d
 > 0

=

bZ
a

2�Z
0

1

2 d�d
 = 2�

�
1
a �

1
b

�
I1 (�r0) = �I1 (r0) (�! �+ �)

I1 (�r0) = �I1 (r0)

lim
r0!0

I1(r0)
r0

= d
dr0
I1 (0) =

0@�3 bZ
a

2�Z
0


2 cos�(r0+
 cos�)

(r20+
2+2r0
 cos�)
5
2
d�d


1A jr0=0
= �3

bZ
a

2�Z
0

cos2 �

2 d�d
 = � 3

2

bZ
a

2�Z
0

1+cos 2�

2 d�d
 =

= �3�
�
1
a �

1
b

�
:

Para el caso de 1
r0
@V
@r :

@V
@r

1
r0
= �R

�
I0 (r0) +

I1(r0)
r0

�
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donde veri�camos que para r0 = 0:

@V
@r jr0=0 = �R

�
I0 (0) +

dI1(r0)
dr0

jr0=0
�

@V
@r jr0=0 = ��

�
1
a �

1
b

�
.

Estas últimas de�niciones nos servirán para simpli�car los algoritmos numéri-
cos, además de utilizarlas posteriormente para el análisis de estabilidad.

Propiedades de dilatación del Potencial

En esta parte, obtendremos una propiedad del potencial y sus derivadas que nos
serán de mucha utilidad en el estudio numérico. Primero, haremos el cambio de
variable para todas las integrales:

r0 = a�

 = a
0

d
 = ad
0

b = ka

donde vemos que con este cambio de variables, parametrizamos todo en función
de a.
Ahora bien, vemos que para el potencial:

V = ��R

bZ
a

2�Z
0


p
r2+
2+2r
 cos�

d�d


V = ��R

2�Z
0

kZ
1

a
0p
(a�)2+(a
0)2+2a2�
0 cos�

d�d


V = ��R

2�Z
0

kZ
1

a
0

a
p
�2+
02+2�
0 cos�

d�d


V = ��R

2�Z
0

kZ
1


0p
�2+
02+2�
0 cos�

d�d


donde vemos que tenemos la misma fórmula, pero si consideráramos a = 1.
Por otro lado, para la derivada del potencial:

@V
@r = �R

bZ
a

2�Z
0


(r+
 cos�)

(r2+
2+2r
 cos�)
3
2
d�d


@V
@r = �R

2�Z
0

kZ
1

a2
0(a�+a
0 cos�)

((a�)2+(a
0)2+2a2�
0 cos�)
3
2
d�d


@V
@r = �R

2�Z
0

kZ
1


0(�+
0 cos�)
(�2+
02+2�
0 cos�)

3
2
d�d
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al igual que con el potencial, resulta la misma fórmula considerando a = 1.

Además, haciendo el cambio de variables para I0 e I1:

I0 =

bZ
a

2�Z
0




(r20+
2+2r0
 cos�)
3
2
d�d


I0 =

2�Z
0

kaZ
a

a2
0

((a�)2+(a
0)2+2a2�
0 cos�)
3
2
d�d
0

I0 =
1
a

2�Z
0

kZ
1


0

(�2+
02+2�
0 cos�)
3
2
d�d
0

I1 =

bZ
a

2�Z
0


2 cos�

(r20+
2+2r0
 cos�)
3
2
d�d


I1 =

2�Z
0

kZ
1

a(a
0)
2
cos�

((a�)2+(a
0)2+2a2�
0 cos�)
3
2
d�d


I1 =

2�Z
0

kZ
1


02 cos�

(�2+
02+2�
0 cos�)
3
2
d�d
:

Notemos que, para I1 se cumple el caso del potencial y su derivada, pero
para I0, tenemos un factor de 1

a de diferencia.

Con esto vemos que de manera general para cualquier valor de a, podemos
calcular las integrales con el caso a = 1 y meter el factor de k para V , @V@r e
I1, y en el caso de I0, después de calcular, dividir entre el valor original de a.
Con este resultado, simpli�camos los cálculos numéricos tomando a = 1, decir,
adimensionamos el problema.

Por otra parte, en los cálculos de los coe�cientes de los polinomios para
determinar la estabilidad, se puede adimensionalizar también y sólo considerar
el caso a = 1, dado que dependen directamente de I0 e I1.

Cálculo numérico

En los cálculos se considera una malla de 100 � 150 particiones en la integral.
Además, para la malla en r tomamos espacios de 0:01, así queda el intervalo
r 2 [0:01; 0:99].
Los resultados para distintos valores de b:
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Fig. 13. V(r) para a=1 y b=4

Fig. 14. V(r) para a=1 y b=1.5
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Fig. 15. V(r) para a=1 y b=10
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Figure 3.1: Fig. 16. V(r) para a=1 y b=1.05
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Fig. 17. dV(r)/dr para a=1 y b=4
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Fig. 18. dV(r)/dr para a=1 y b=1.5
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Fig. 19. dV(r)/dr para a=1 y b=10
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Fig. 20. dV(r)/dr para a=1 y b=1.05

Donde vemos que para distintos valores de b el potencial y su derivada son
negativos, mantienen la misma forma decreciente, sólo cambia en la velocidad
que decrecen. Con esto vemos numéricamente que no puede existir movimiento
uniforme, ya que !2 sería negativa.

3.3 Comentarios al Capítulo

En este capítulo revisamos las soluciones particulares del sistema para tener un
movimiento uniforme del sistema, junto con el caso particular de los anillos y
Saturno concéntricos, el cual nos llevan a que no puede haber un movimiento
uniforme para este caso (mismo resultado obtenido que Maxwell).
Además, como nuestro interés va más allá del caso particular, analizamos el

caso del sistema perturbado, tomando la consideración de que la dinámica del
sistema es rotante; en ésta parte Maxwell también analiza el caso perturbado
pero en coordenadas polares. Para analizar la estabilidad, hicimos una aproxi-
mación en series de Taylor a primer orden del sistema rotante y así, recurriendo
a la teoría de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, obtuvimos las condi-
ciones para tener un movimiento uniforme, que en este caso sería el tener los
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valores propios de la matriz asociada puramente imaginarios. Una vez obtenidas
las condiciones, buscamos dejar estos términos en función del cuadrado de la
velocidad de giro del sistema (!2) y buscamos los intervalos donde la !2 puede
existir para ser estable.
Por último, para conocer un poco más el comportamiento del sistema, hici-

mos un estudio numérico del potencial de los anillos y su derivada, para así
conocer el comportamiento del mismo para todas las posibles condiciones ini-
ciales.
Una vez obtenidas las grá�cas numéricas, nos dimos cuenta que no es posible

tener un movimiento uniforme para el caso de los anillos homogéneos debido a
que la velocidad de giro resulta siempre negativa, por lo que este caso no es
físicamente posible.
Por otro lado, Maxwell hace un análisis de la estabilidad tomando la aprox-

imación de Taylor en coordenadas polares y en lugar de estudiar el problema
como un sistema, lo transforma en una sola ecuación diferencial de cuarto or-
den6 .

"Proposición III. Reducir las tres ecuaciones de movimiento a
una sola ecuación lineal.
Escribamos n en lugar del símbolo d

dt , luego arreglemos las ecua-
ciones en términos de r1; �1 y �1... Tenemos ahora tres ecuaciones
para determinar tres variables r1; �1 y �1; pero es evidente que solo
una relación puede ser determinada, y que en el proceso de encon-
trar sus valores absolutos, las tres cantidades desaparecerán juntas,
y quedará la relación siguiente:

An4 +Bn2 + C = 0
con:

A = (mRr0k)
2

B = 3 (mRr0k!)
2 �mR (mS +mR)L (r0k)

2

�mR

�
(mS +mR) k

2 +mSr
2
0

�
N

C = mR

�
(mS +mR) k

2 � 3mSr
2
0

�
!2

+(mS +mR)
�
(mS +mR) k

2 +mSr
2
0

� �
LN �M2

�
L = @2V

@r2

M = @2V
@r@�

N = @2V
@�2

"

donde vemos que el polinomio que obtiene tiene las mismas potencias, pero

los coe�cientes son distintos a los que obtuvimos (cosa esperada por ser un
planteamiento de perturbación con diferentes variables).
Para de�nir el comportamiento de las soluciones, ambos utilizamos funciones

exponenciales, revisa los diferentes casos (raíces reales, complejas, imaginarias,
etc.) y procede a encontrar soluciones imaginarias del polinomio que encuentra.

6Ver [2], p.300-301



56 CHAPTER 3. ESTABILIDAD

Además, para el tema de estabilidad, Maxwell desarrolla en series de Fourier
la densidad del anillo, tomando la hipótesis de ser una función periódica (esto
es porque gira el anillo y regresa a la misma posición periódicamente)7 :

"Sea a el radio del anillo, y sea � el ángulo que se forma entre el
radio del centro de gravedad y la línea a través de un punto dado.
Entonces, si �R es la densidad del anillo cerca del punto dado, en-
tonces �R será una función periódica en �, y puede ser desarrollada
por el teorema de Fourier en la serie:

�R =
mR

2�a

�
1 + 2f cos � + 2

3g cos 2� +
2
3h sin 2� + 2i cos (3� + �) + ::::

�
...El momento del anillo sobre el díametro perpendicular del radio

inicial es:

mRr0 =
2�R
0

�Ra
2 cos �d� = mRaf

...ahora tenemos que determinar el valor de la integral8 :

V =
2�R
0

�R
� ad�

9

...En éste sentido encontramos:
V = mR

a

h
1� f r1a +

1
4
r21
a2 (1 + g) +

1
2
h
afr1�1 +

1
4f

2�21 (3� g)
i
..."

Una vez que obtiene este valor, compara estos coe�cientes con los coe�cientes
del desarrollo de Taylor del potencial:

"...de donde encontramos:
@V
@r jx0 = �mR

a2 f;
@2V
@r2 jx0 = L = mR

2a2 (1 + g) ;
@2V
@r@� jx0 = M =

mR

2a2 fh;
@2V
@�2

jx0 = N = mR

2a f
2 (3� g) :"

Con éstos coe�cientes, obtiene los demás valores necesarios para calcular las
raíces del polinomio (en los siguientes capítulos seguiremos haciendo la com-
paración de ambos resultados).
El siguiente problema a analizar será agregando una masa que se encuentra

sujeta al anillo y ver bajo qué condiciones puede existir un movimiento estable.

7Ver [2], p. 303-304

8Aquí, Maxwell expande 1
�

con polinomios de Legendre: 1
�

=

1
a

�
1 + r0

a
cos ( � �) + 1

4

�
r0

a

�2
+ 3

4

�
r0

a

�2
cos 2 ( � �) + :::

�
donde r0 y  son las co-

ordenadas del mismo punto dado.
9Siguiendo la notación inicial que de�ne, Maxwell cambia el ángulo a integrar por �, en

lugar de ser �.
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Chapter 4

Deducción de las ecuaciones

Ahora bien, el siguiente paso de nuestro estudio es considerar el sistema con la
adición de un cuerpo de masa mu unido al anillo a una distancia u del centro
de gravedad del anillo. Para el resto de nuestro estudio consideraremos al anillo
como un cuerpo homogéneo:

Fig. 21

Notemos que en el potencial gravitacional, la masa no ejerce una fuerza
sobre el anillo (ya que es parte de él), quedaría igual, sólo que hay que agregar
el término de atracción de Saturno sobre el cuerpo:

eV = V � mu

r0

pero r0 = rbr� ubu. Escrito de otra manera:
r0 =

�
x� ux
y � uy

�
:
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Sin pérdida de generalidad, para el ángulo � podemos tomar como referencia
el centro de la masa mu por lo que � = � �  .

Aclaremos que, como se agrega la masa mu, el centro de gravedad del anillo

cambiará a eR = R+ mu

mR+mu
u. Con er = ���S eR��� y e� = A00 eRS.

Fig. 22

Además, para no confundir variables, el potencial del anillo le llamaremos
V0 y al potencial total lo dejaremos como V: Así, el potencial sería:

V = V0 � murer2+u2� mR
mR+mu

�2
�2uer� mR

mR+mu

�
cos(e�� )

De�namos emR = mR+mu. Dado que sólo se traslada el valor del centro de
masa del anillo, el procedimiento de deducción es el mismo, así que tendríamos
las mismas ecuaciones antes obtenidas del movimiento, pero con las nuevas
variables er y e�, además del valor de emR. Las nuevas ecuaciones de movimiento
serían:

� emRemR +mS

�2�::er � er :e�2�+ @V

@er = 0 (4.1)

� emRemR +mS

�2�
2
:er :� + er::e��+ 1er @V@e� = 0 (4.2)

emRk
2
::

 = mS
@V

@e� (4.3)
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4.1 Comentarios al Capítulo

En este capítulo dedujimos las ecuaciones, echando mano del Capítulo 2, ahora
con la masa unida. En este caso vimos que básicamente son las mismas ecua-
ciones, pero con cambios en el potencial.
Por otro lado, Maxwell no deduce de nuevo las ecuaciones, sino sólo agrega

el término de la masa unida al potencial del sistema. Además, lo que hace para
integrar este caso a las condiciones de estabilidad, es suponer que con el hecho
de tener un cuerpo pegado, un coe�ciente de la serie de Fourier es mayor1 :

"Sea P la masa de la partícula (masa unida), y Q la masa del
anillo uniforme, entonces emR = P +Q,

f = P
Q

L = 2 Pa3 +
Q
2a3 =

P+Q
2a3

�
1 + 3 PemR

�
= R

2a3 (1 + g)

por tanto:
g = 3 PemR

= 3f:"

En el siguiente capítulo haremos un análisis de la estabilidad de este nuevo
sistema.

1Ver [2], p. 306



Chapter 5

Estabilidad con la masa
unida

5.1 Condiciones para movimiento uniforme

Para las condiciones de movimiento uniforme y anillo circular tenemos:

@V

@e� = 0 (5.1)

!2 =

� emR +mSemR

�2
1er @V@er > 0 (5.2)

Proposición 1.12: En el caso del anillo circular, una condición necesaria para
que el sistema pueda moverse uniformemente (sin contar la con�guración del
sistema) es: e� �  = �

Demostración:
La primera condición para tener movimiento uniforme es que el potencial no
dependa de e� . Derivando el potencial con respecto a e�:

@V

@e� = @V0
@e� � muuer� mR

mR+mu

�
sin(e�� )�er2+u2� mR

mR+mu

�2
�2uer� mR

mR+mu

�
cos(e�� )�3=2

como el anillo es homogéneo, tenemos que @V0
@e� = 0, así quedaría:

@V

@e� = muuer� mR
mR+mu

�
sin(e�� )�er2+u2� mR

mR+mu

�2
�2uer� mR

mR+mu

�
cos(e�� )�3=2 = 0
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la independencia de e� ( @V

@e� = 0) tiene que ser válida para todo er � 0, por lo
que necesitamos que:

e� �  = 0
óe� �  = �:

Tenemos cuatro posibles casos de estas condiciones:

Fig. 23

i) e� �  = 0. Saturno estaría entre la masa y el centro de gravedad del
anillo

ii) e� �  = 0. Saturno estaría fuera del anillo, con lo que descartamos
este caso, ya que físicamente no es posible.

iii) e��  = �. La masa estaría alineada del mismo lado que del centro
de gravedad del anillo.

iv)e� �  = �. El centro de gravedad estaría del lado de la masa (la
masa es más pesada que el anillo).

Los 3 potenciales posibles serían:
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V1 = V0 � mu

u
�

mR
mR+mu

�
�er

V3 = V0 � muer+u� mR
mR+mu

�
V4 = V0 � mu

u
�

mR
mR+mu

�
+er :

Para la condición 5.2, necesitamos que:

1er @V@er > 0
así, derivando el potencial para todos los casos:

@V
@er = @V0

@er +
mu�er2+u2� mR

mR+mu

�2
�2uer� mR

mR+mu

�
cos(e�� )�3=2

�er � u� mR

mR+mu

�
cos
�e� �  �� :

Expresando @V0
@er en función de er :

@V0
@er = @V0

@r
@r
@er :

Para i) tenemos que:

er2 = r2 + u2
�

mu

mR+mu

�2
� 2ru

�
mu

mR+mu

�
cos
�e� �  �

@r
@er = er

r�u
�

mu
mR+mu

�
cos(e�� )

así:

@V0
@er = @V0

@r
er

r�u
�

mu
mR+mu

�
cos(e�� )

pero tenemos que er = r�u� mu

mR+mu

�
, por lo que cuando e�� = 0, tendríamos:

@V0
@er je�� =0 = @V0

@r
1

r�u
�

mu
mR+mu

� �r � u� mu

mR+mu

��
= @V0

@r :

Para iii) tenemos el caso parecido:

er2 = r2 + u2
�

mu

mR+mu

�2
� 2ru

�
mu

mR+mu

�
cos
�e� �  �

@r
@er = er

r�u
�

mu
mR+mu

�
cos(e�� )

así:
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@V0
@er = @V0

@r
er

r�u
�

mu
mR+mu

�
cos(e�� )

para este caso sería er = r + u
�

mu

mR+mu

�
, por lo que cuando e� �  = �, ten-

dríamos:

@V0
@er je�� =� = @V0

@r
1

r+u
�

mu
mR+mu

� �r + u� mu

mR+mu

��
= @V0

@r :

Para el caso iv) tendríamos la relación:

r2 = er2 + u2 � mu

mR+mu

�2
� 2eru� mu

mR+mu

�
cos
�e� �  �

@r
@er = 1

r

�er � u� mu

mR+mu

�
cos
�e� �  �� :

En este caso particular, notamos que r se encuentra en dirección opuesta

a los demás casos (R está a la izquierda de S), por lo que @V0
@r tendría signo

opuesto. Además, se cumple la relación r = er+ u� mu

mR+mu

�
, así:

@V0
@er = �@V0

@r
1
r

�er � u� mu

mR+mu

�
cos
�e� �  ��

luego:

@V0
@er je�� =� = �@V0

@r
1er+u� mu

mR+mu

� �er + u� mu

mR+mu

��
= �@V0

@r :

Analizando el signo de las derivadas en los tres casos:

@V1
@er =

@V0
@r

� mu

(u� r)2
< 0

@V3
@er =

@V0
@r

+
mu

(r + u)
2

@V4
@er = �@V0

@r
+

mu

(r � u)2
> 0 (5.3)

Vemos que en el caso i) no podríamos tener un movimiento uniforme. Sólo
nos quedan los casos iii) y iv).
Q.E.D.
Ahora bien, tratemos de aproximar el rango donde 1er @V@er > 0 para los casos

iii) y iv).
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5.1.1 Caso particular: Saturno y los anillos concéntricos

Para r = 0 tenemos @V0@r = 0, así los dos casos se reducen a uno sólo. Por lo que

tendríamos que er = u
�

mu

mR+mu

�
:

@V
@er jr=0 = mu�er+u� mR

mR+mu

��2 = mu

u2 > 0

y para que 1er @V@er = cte necesitamos:

1er mu�er+u� mR
mR+mu

��2 = mR+mu

u3 = cte:

Entonces:

!2 =
� emR+mSemR

�2
1er @V@er =

� emR+mSemR

�2�
1

u
�

mu
mR+mu

�� mu

u2

!2 = (emR+mS)
2emR

1
u3 > 0:

Así, para r = 0 y er = u
�

mu

mR+mu

�
se cumplen las condiciones de movimiento

uniforme. En un sentido físico, este caso sería una homologación al problema
de dos cuerpos.

5.1.2 Caso general

Para el caso iii), notemos que por de�nición, er 6= 0, ya que r = er�u� mu

mR+mu

�
por lo que er 2 hu� mu

mR+mu

�
; a+ u

�
mu

mR+mu

��
. Así, 5.2 está bien de�nido.

Ahora bien, de�nimos:

Q3 =
@V0
@r +

mu�er+u� mR
mR+mu

��2 = �R

Z Z
R


(r+
 cos�)

(r2+
2+2r
 cos�)
3
2
d�d
+ mu�er+u� mR

mR+mu

��2
sustituyendo el valor de er en función de r;mu y mR:

Q3 (r;mu;mR) = �R

Z Z
R


(r+
 cos�)

(r2+
2+2r
 cos�)
3
2
d�d
 + mu�

r+u
�

mu
mR+mu

�
+u

�
mR

mR+mu

��2 :

Si tomamos la relación mR = "mu, además de �R =
mR

AR
:

Q3 (r;mu; "mu) =
"mu

AR

Z Z
R


(r+
 cos�)

(r2+
2+2r
 cos�)
3
2
d�d
 + mu

(r+u)2

Q3 (r;mu; ") =
mu

AR

24"Z Z
R


(r+
 cos�)

(r2+
2+2r
 cos�)
3
2
d�d
 + AR

(r+u)2

35 :
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Por lo que, tenemos que encontrar los valores en los que Q3 � 0. Podemos
quitar la dependencia de mu en Q3, ya que sólo aparece multiplicada y no afecta
en los ceros de Q3. Nos enfocaremos en la función:

eQ3 (r; ") = "

Z Z
R


(r+
 cos�)

(r2+
2+2r
 cos�)
3
2
d�d
 + AR

(r+u)2
:

Así, el problema a resolver sería encontrar la región donde la función eQ3 es
mayor o igual a cero en r 2 [0; a) y " 2 [0;1).

Para r = 0 tenemos:

eQ3 (0; ") = "

Z Z
R

cos�

 d�d
 + AR

u2

eQ3 (0; ") = AR

u2 > 0; " 2 [0;1) :

Para " = 0:

eQ3 (r; 0) = AR

(r+u)2
> 0:

Si "!1, como la integral es negativa:

eQ3 (r; ")! �1; r 2 (0; a) :

Encontremos los ceros de eQ3:
eQ3 = 0 = "

Z Z
R


(r+
 cos�)

(r2+
2+2r
 cos�)
3
2
d�d
 + AR

(r+u)2

entonces:

"u (r) =
� AR

(r+u)2Z Z
R


(r+
 cos�)

(r2+
2+2r
 cos�)
3
2
d�d


; r 2 (0; a) : (5.4)

Vemos que esta función es univaluada sobre r 2 (0; a).
Nota: Ésta relación entre la masa de los anillos y del cuerpo unido la

hacemos para simpli�car el problema, reduciendo variables y para seguir la línea
de estudio de Maxwell, ya que al �nal, encuentra una relación directa entre las
masas, es decir, encuentra un valor especí�co de ".

Esta función es la frontera de la región donde la condición 5.2 se cumple
para el caso iii). Por lo que vemos que !2 > 0 para " 2 [0; "u).
Ahora estudiaremos el caso iv). Para er 6= 0, tenemos que:
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�@V0
@r +

mu�
u
�

mR
mR+mu

�
+er�2 > 0

para todo r > 0, por lo que en este caso, tenemos siempre movimiento uniforme.

Para er ! 0 (El centro de gravedad de Saturno coincide con el centro de
gravedad del anillo y masa como sistema), para la condición 5.2 tenemos que

limer!0

1er @V@er = �R

Z Z
R


�
u2
�

mu
mR+mu

�2
+
2+2u

�
mu

mR+mu

�

 cos�

� 3
2
d�d


��R
Z Z
R

3

�
u
�

mu
mR+mu

�
+
 cos�

�2
�
u2
�

mu
mR+mu

�2
+
2+2u

�
mu

mR+mu

�

 cos�

� 5
2
d�d
 � mu

u3
�

mR
mR+mu

�3

está bien de�nido, aunque el signo no queda claro. Por lo que en este caso,
!2 > 0 para " � 0.
Así, ahora en adelante, para mantener una sóla fórmula del potencial, de�nire-

mos el término � (5.3), donde � = 1 si es el caso iii) y � = �1 si es el caso
iv):

@V
@er = � @V0@r +

mu

(u+�r)2
:

5.2 Movimiento perturbado

5.2.1 Deducción de las ecuaciones

Regresando al sistema 4.1, 4.2 y 4.3, el potencial V depende de las tres variables�er;e�;  �. Cambiando de variables a las coordenadas rotantes, tenemos:
@V

@e� = �@V
@� � +

@V
@� �

por lo que en estas coordenadas quedarían las ecuaciones:

� emRemR +mS

�2 �::
� � 2! :� � !2�

�
= �@V

@�
(5.5)

� emRemR +mS

�2 �
::
� + 2!

:

� � !2�
�
= �@V

@�
(5.6)

emRk
2
::

 = mS

�
�@V
@�

� +
@V

@�
�

�
: (5.7)
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Al igual que el caso anterior, las soluciones � = cte; � = cte y
:

 0 = cte son
soluciones del sistema 5.5, 5.6 y 5.7.
Sean (�0; �0;  0) = x0 las soluciones en el caso de movimiento uniforme

(
q
�20 + �

2
0 = er0 = cte, e� = !t y  = !t+ � ) , y sean (�1; �1;  1) las soluciones

del problema perturbado a primer orden; con esto, podemos escribir la solución
de la forma:

� = �0 + �1
� = �0 + �1
 =  0 +  1:

Desarrollando @V
@� ,

@V
@� y

@V
@� en su serie de Taylor:

@V
@� =

@V
@� jx0 +

@2V
@�2

jx0 �1 + @2V
@�@� jx0 �1 +

@2V
@�@ jx0  1 +O1

�
�21; �

2
1;  

2
1

�
@V
@� =

@V
@� jx0 +

@2V
@�@� jx0 �1 +

@2V
@�2 jx0 �1 +

@2V
@�@ jx0  1 +O2

�
�21; �

2
1;  

2
1

�
@V

@e� =
�
�@V
@� � +

@V
@� �

�
jx0 + @

@�

h
�@V
@� � +

@V
@� �

i
jx0 �1

+ @
@�

h
�@V
@� � +

@V
@� �

i
jx0 �1

+ @
@ 

h
�@V
@� � +

@V
@� �

i
jx0  1 +O3

�
�21; �

2
1;  

2
1

�
@V

@e� =
�
�@V
@� �0 +

@V
@� �0

�
jx0 +

�
�@2V
@�2

�0 +
@2V
@�@� �0 +

@V
@�

�
jx0 �1

+
�
@2V
@�2 �0 �

@2V
@�@��0 �

@V
@�

�
jx0 �1 +

�
@2V
@�@ �0 �

@2V
@�@ �0

�
jx0  1 +O3

�
�21; �

2
1;  

2
1

�
con er0 =q�20 + �20. Pero como @V

@e� jx0= 0, quedaría:
@V

@e� =
�
�@2V
@�2

�0 +
@2V
@�@� �0 +

@V
@�

�
jx0 �1 +

�
� @2V
@�@��0 �

@V
@� +

@2V
@�2 �0

�
jx0 �1+�

� @2V
@�@ �0 +

@2V
@�@ �0

�
jx0  1 +O3

�
�21; �

2
1;  

2
1

�
Retomando las de�niciones @

2V
@�2

jx0= L
� emRemR+mS

�2
, @

2V
@�@� jx0=M

� emRemR+mS

�2
;

@2V
@�2 jx0= N

� emRemR+mS

�2
, @V@� jx0= !2�0

� emRemR+mS

�2
, @V@� jx0= !2�0

� emRemR+mS

�2
,

@2V
@�@ jx0= Q

� emRemR+mS

�2
y @2V
@�@ jx0= R

� emRemR+mS

�2
, sustituyéndolas en las se-

ries y despreciando los términos de orden mayor:

@V
@� =

� emRemR+mS

�2
!2�0+L

� emRemR+mS

�2
�1+M

� emRemR+mS

�2
�1+Q

� emRemR+mS

�2
 1

@V
@� =

� emRemR+mS

�2
!2�0+M

� emRemR+mS

�2
�1+N

� emRemR+mS

�2
�1+R

� emRemR+mS

�2
 1

@V

@e� =
� emRemR+mS

�2 �
�L�0 +M�0 + !

2�0
�
�1 +� emRemR+mS

�2 �
�M�0 +N�0 � !2�0

�
�1 +

� emRemR+mS

�2
(�Q�0 +R�0) 1:

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones 4.1, 4.2 y 4.3:
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� emRemR+mS

�2 �
d2

dt2 (�0 + �1)� 2!
d
dt (�0 + �1)� !

2 (�0 + �1)
�
=

�
� emRemR+mS

�2 �
!2�0 + L�1 +M�1 +Q 1

�� emRemR+mS

�2 �
d2

dt2 (�0 + �1) + 2!
d
dt (�0 + �1)� !

2 (�0 + �1)
�
=

�
� emRemR+mS

�2 �
!2�0 +M�1 +N�1 +R 1

�
emRk

2 d2

dt2 ( 0 +  1) =

mS

� emRemR+mS

�2 ��
M�0 � L�0 + !2�0

�
�1 +

�
N�0 �M�0 � !2�0

�
�1 + (R�0 �Q�0) 1

��::
�1 � 2!

:
�1 � !2�1 � !2�0

�
= �

�
!2�0 + L�1 +M�1 +Q 1

��
::
�1 + 2!

:

�1 � !2�1 � !2�0
�
= �

�
!2�0 +M�1 +N�1 +R 1

�
::

 1 =

mS

mRk2

� emRemR+mS

�2 ��
M�0 � L�0 + !2�0

�
�1 +

�
N�0 �M�0 � !2�0

�
�1 + (R�0 �Q�0) 1

�
:

Así, quedarían las ecuaciones:

::

�1 � 2!
:
�1 � !2�1 + L�1 +M�1 +Q 1 = 0 (5.8)

::
�1 + 2!

:

�1 � !2�1 +M�1 +N�1 +R 1 = 0 (5.9)

::

 1 =
mSemRk2

� emRemR +mS

�2 ��
M�0 � L�0 + !2�0

�
�1 + (R�0 �Q�0) 1

�
(5.10)

+
mSemRk2

� emRemR +mS

�2 �
N�0 �M�0 � !2�0

�
�1: (5.11)

5.2.2 Condiciones de estabilidad

Al igual que el caso anterior, podemos tomar soluciones de la forma:24 �1
�1
 1

35 = e�tv

De�nimos � = mSemRk2

� emRemR+mS

�2
.

Sustituyendo en las ecuaciones 5.8, 5.9 y 5.10:
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0 = �2e�tv +

24 0 �2! 0
2! 0 0
0 0 0

35�e�tv+24 L� !2 M Q
M N � !2 R

�
�
L�0 �M�0 � !2�0

�
�
�
M�0 �N�0 + !2�0

�
� (Q�0 �R�0)

35 e�tv
=24 �2 + L� !2 M � 2!� Q

M + 2!� �2 +N � !2 R

�
�
L�0 �M�0 � !2�0

�
�
�
M�0 �N�0 + !2�0

�
�2 + � (Q�0 �R�0)

35 e�tv:
Como buscamos una solución no trivial, entonces necesitamos que el deter-

minante de la matriz sea nulo.

El determinante de la matriz sería:

�6 +
�
�� (R�0 �Q�0) + L+N + 2!2

�
�4+�

�
��
QM � LR� 3!2R

�
�0 +

�
NQ�RM + 3!2Q

�
�0
�

+
�
L� !2

� �
N � !2

�
�M2

�
�2

+
��
�NQ+RM + !2Q

�
�0 +

�
MQ� LR+ !2R

�
�0
�
2�!� = 0

Así, obteniendo las seis raíces de esta ecuación, obtendríamos las soluciones
para el problema perturbado y de�niríamos si es estable el movimiento o no.

Para simpli�car un poco el problema, sin pérdida de generalidad, para el
movimiento rotante, podemos suponer que el movimiento inicial se da sobre el
eje horizontal; así �0 = 0 y �0 = er0, ya que se puede hacer una rotación de tal
manera que queden las mismas condiciones y la solución no cambie. Con esto
el determinante quedaría:

�6 +
�
��Rer0 + L+N + 2!2

�
�4+�

�
�
QM � LR� 3!2R

� er0 + �L� !2� �N � !2
�
�M2

�
�2+�

�NQ+RM + !2Q
�
2�!er0� = 0:

Si queremos que nuestro problema sea estable, necesitamos que todas las
raíces tengan parte real negativa , o en su defecto igual a cero; además, vemos
que � = 0 es raíz, por lo que el polinomio puede factorizarse:

p (�) = �

"
5Y
i=1

(�� �i)
#

�i 2 C:
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Además, por la teoría de polinomios, un polinomio de grado 5 siempre tiene
cuando menos una raíz real, entonces, para que el problema sea estable, necesi-
taríamos que esta raíz sea igual a cero. Esta condición no es su�ciente para que
sea estable. Así, necesitamos que el término lineal del polinomio se anule, por
lo que la primera condición de estabilidad es:

�
�NQ+RM + !2Q

�
2�!er0 = 0: (5.12)

Si se cumple esta condición de estabilidad, tendríamos el polinomio:

�2
�
�4 +

�
��Rer0 + L+N + 2!2

�
�2 +

�
�
�
QM � LR� 3!2R

� er0
+
�
L� !2

� �
N � !2

�
�M2

��
= 0

donde tenemos una raíz doble � = 0 y un polinomio de grado dos en �2.
De�nimos de nuevo:

z = �2

b = �
�
��Rer0 + L+N + 2!2

�
c =

�
�
�
QM � LR� 3!2R

� er0 + �L� !2� �N � !2
�
�M2

�
Sustituyendo en el polinomio:

z2 � bz + c = 0

así, las raíces serían:

z1;2 =
b
2 �

1
2

p
b2 � 4c

Del capítulo 3, sabemos que para tener raíces imaginarias en � debe cumplirse
que:

b2 � 4c > 0 (5.13)

b < 0 (5.14)

c > 0: (5.15)

En términos de nuestro problema, tenemos para la condición 5.13:
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b2 � 4c =
�
��Rer0 + L+N + 2!2

�2 �
4
��
�
�
QM � LR� 3!2R

� er0 + �L� !2� �N � !2
�
�M2

��
= L2+N2+4!4+4!2L+4!2N+2LN+(�Rer0)2�2�LRer0�2�NRer0�4�Rer0!2

�4!4 � 4LN + 4!2L+ 4!2N + 4M2 � 4�QMer0 + 4�LRer0 + 12�!2Rer0
= 8!2 (L+N + �Rer0) + (�Rer0 + L�N)2 + 4M (M � �Qer0) > 0 (5.16)

para 5.14 y 5.15:

��Rer0 + L+N + 2!2 > 0 (5.17)

�
�
QM � LR� 3!2R

� er0 + �L� !2� �N � !2
�
�M2 > 0

!4 � (L+N + 3�Rer0)!2 + LN �M2 + � (QM � LR) er0 > 0 (5.18)

5.2.3 Región de estabilidad

Ahora bien, veamos cual es la región bajo las cuales las condiciones 5.16, 5.17
y 5.18 se cumplen.
De 5.16: debe cumplirse que:

!2 >
1

2
(�Rer0 � (L+N)) (5.19)

Para 5.17:, tenemos dos casos:
i) L+N + �R�0 > 0. Por lo que necesitaríamos:

!2 > � 1
8(L+N+�Rer0)

h
(�Rer0 + L�N)2 + 4M (M � �Qer0)i :

ii) L+N + �R�0 < 0. Por lo que necesitaríamos:

!2 < � 1
8(L+N+�Rer0)

h
(�Rer0 + L�N)2 + 4M (M � �Qer0)i :

Para determinar las cotas del intervalo de estabilidad para 5.18, tomamos el
caso mínimo, que sería 5.18= 0, por lo que sus raíces serían:

!2� =

1
2 (L+N + 3�Rer0)� 1

2

q
(L+N + 3�Rer0)2 � 4 (LN �M2 + � (QM � LR) er0)
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i) LN �M2 + � (QM � LR) er0 < 0. Tenemos la cota:
!2 > !2+

donde:

!2+ =

1
2 (L+N + 3�Rer0) + 1

2

q
(L+N + 3�Rer0)2 � 4 (LN �M2 + � (QM � LR) er0)

ii) LN �M2 + � (QM � LR) er0 > 0. Tenemos dos posibles casos:
a) L+N + 3�Rer0 > 0. Si el discriminante es positivo, implicaría:

!2 > !2+
ó

0 � !2 < !2�

donde:

!2� =

1
2 (L+N + 3�er0)� 1

2

q
(L+N + 3�Rer0)2 � 4 (LN �M2 + � (QM � LR) er0)

b) L+N + 3�Rer0 < 0. Si el discriminante es positivo:
!2 > 0

Así, podemos tener los intervalos posibles donde puede haber estabilidad en
función de la velocidad de giro del sistema.

5.3 Comentarios al Capítulo

En este capítulo obtuvimos las condiciones necesarias para que el movimiento
pueda ser uniforme, así como para que pueda moverse establemente. Al igual
que el Capítulo 3, dejamos las condiciones en función de la velocidad de giro del
sistema; además introdujimos una nueva variable " = mR

mu
, la cual de�ne una

relación directa entre los anillos y la masa unida, además de que en el futuro "
será la variable central de nuestro análisis.
Por otro lado, con las expresiones obtenidas anteriormente (resultado de

desarrollar la integral del potencial en series de Fourier y combinar con los
coe�cientes de Taylor), Maxwell obtiene los valores de las variables en función
de los coe�cientes de Fourier:

"...Las cantidades que deben ser introducidas en la ecuación dife-
rencial del movimiento son: mR, mS , k2; r0, !2, L,M , N . Debemos
observar que mS es muy grande comparado con mR

1 , entonces eli-

1Ésta misma hipótesis la usaremos más adelante para simpli�car los cálculos
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minamos mR en los términos en que va sumado con mR y ten-
dríamos:

mS = a2!2

k2 = a2
�
1� f2

�
r0 = af
L = mR

2a2 (1 + g)
M = mR

2a2 fh
N = mR

2a2 f
2 (3� g)

substituyendo éstos valores en la ecuación obtenida y dividiendo
por m2

Ra
4f2:�

1� f2
�
n4+

�
1� 5

2f
2 + 1

2f
2g
�
n2!2+

�
9
4 � 6f

2 � 1
4g
2 � 1

4h
2 + 2f2g

�
!4 =

0
la condición de estabilidad es que esta ecuación deba tener am-

bos valores de n2 negativos, y ésto hace necesario que todos los coe-
�cientes tengan el mismo signo, y que el cuadrado del segundo deba
exceder cuatro veces el producto del primero y tercer términos."2

En la siguiente y última parte procederemos a analizar de manera más pro-
funda el Potencial y buscar obtener del sistema bajo las cuales es estable el
movimiento.

2Maxwell se re�ere a que el discriminante sea positivo, para tener raíces reales.
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Chapter 6

Cálculo de los coe�cientes.
Caso: anillo sin masa unida

En este capítulo, analizaremos el potencial del anillo y calcularemos los dis-
tintos coe�cientes que obtuvimos a lo largo de los capítulos anteriores, ya que
es necesario calcularlos para poder conocer las condiciones de estabilidad del
sistema.
Aunque vimos en la primera parte que no es posible tener un movimiento

uniforme en el caso del anillo sin masa, para �nes del segundo problema, estu-
diaremos el comportamiento del potencial.
Recordando que el potencial del anillo (sin la masa unida) y Saturno V0 es:

V0 = ��R
Z Z
R

1

((x�x0)2+(y�y0)2)
1
2
dx0dy0

derivando hasta segundo orden:

@V0
@x = �R

Z Z
R

(x�x0)

((x�x0)2+(y�y0)2)
3
2
dx0dy0

@V0
@y = �R

Z Z
R

(y�y0)

((x�x0)2+(y�y0)2)
3
2
dx0dy0

@2V0
@x2 = �R

Z Z
R

�
1

((x�x0)2+(y�y0)2)
3
2
� 3(x�x0)

2

((x�x0)2+(y�y0)2)
5
2

�
dx0dy0

@2V0
@y2 = �R

Z Z
R

�
1

((x�x0)2+(y�y0)2)
3
2
� 3(y�y0)

2

((x�x0)2+(y�y0)2)
5
2

�
dx0dy0

@2V0
@x@y = ��R

Z Z
R

3(x�x0)(y�y0)

((x�x0)2+(y�y0)2)
5
2
dx0dy0:

79
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Estos coe�cientes nos servirán para poder determinar los valores exactos de
las condiciones establecidas en el Capítulo anterior.

6.1 Caso Particular: anillo circular

Ahora bien, a partir de este momento, nuestro estudio se enfocará en el caso en
que el anillo tiene forma circular. Entonces, la segunda derivada con respecto a
r quedaría (Capítulo 3):

@2V0
@r2 = �R

bZ
a

2�Z
0

�
� 2

(r2+
2+2r
 cos�)
3
2
+ 3
2 sin2 �

(r2+
2+2r
 cos�)
5
2

�

d�d


= �R

bZ
a

26666664

2�Z
0

� 2

(r2+
2+2r
 cos�)
3
2
d�+ 
 sin�

r(r2+
2+2r
 cos�)
3
2
j2�0

�
2�Z
0

�

 cos�

r(r2+
2+2r
 cos�)
3
2

�
d�

37777775 
d


@2V0
@r2

= �R

bZ
a

2�Z
0

�2
r � 
2 cos�
r (r2 + 
2 + 2r
 cos�)

3
2

d�d
: (6.1)

Para el caso de las coordenadas rotantes, sabemos que kx� x�k = k� � ��k,
por lo que el potencial en estas coordenadas sería:

V0 = ��R
Z Z
R

1

((���0)2+(���0)2)
1
2
d�0d�0

con:

x0 = �0 cos!t� �0 sin!t
y0 = �0 sin!t+ �0 cos!t:

Así, calculando sus derivadas:

@V0
@� = �R

Z Z
R

(���0)

((���0)2+(���0)2)
3
2
d�0d�0

@V0
@� = �R

Z Z
R

(���0)

((���0)2+(���0)2)
3
2
d�0d�0

@2V0
@�2

= �R

Z Z
R

�
1

((���0)2+(���0)2)
3
2
� 3(���0)

2

((���0)2+(���0)2)
5
2

�
d�0d�0

@2V0
@�2 = �R

Z Z
R

�
1

((���0)2+(���0)2)
3
2
� 3(���0)

2

((���0)2+(���0)2)
5
2

�
d�0d�0
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@2V0
@�@� = ��R

Z Z
R

3(���0)(���0)

((���0)2+(���0)2)
5
2
d�0d�0:

Ahora bien, para obtener L;M y N tendríamos las condiciones (�0; �0) =
(r0; 0):

@V0
@� j(r0;0)= �R

Z Z
R

(r0��0)

(r20�2r0�0+�02+�02)
3
2
d�0d�0

@V0
@� j(r0;0)= ��R

Z Z
R

�0

(r20�2r0�0+�02+�02)
3
2
d�0d�0

@2V0
@�2

j(r0;0)= �R

bZ
a

2�Z
0

�
1

(r20�2r0�0+�02+�02)
3
2
� 3(r0��0)

2

(r20�2r0�0+�02+�02)
5
2

�
d�0d�0

@2V0
@�2 j(r0;0)= �R

bZ
a

2�Z
0

�
1

(r20�2r0�0+�02+�02)
3
2
� 3�02

(r20�2r0�0+�02+�02)
5
2

�
d�0d�0

@2V0
@�@� j(r0;0)= �R

bZ
a

2�Z
0

3�0(r0��0)

(r20�2r0�0+�02+�02)
5
2
d�0d�0:

Sabemos que r = k(�; �)k y 
 =


��0; �0�

 y por tanto:

r � 
 = ��0 + ��0 = �
r cos�

con las condiciones dadas quedaría:

r0�
0 = �
r0 cos�
�0 = �
 cos�
�0 = �
 sin�

Así, las derivadas en coordenadas polares serían:

@V0
@�

j(r0;0)= �R

Z Z
R

(r0 + 
 cos�)

(r20 + 

2 + 2r0
 cos�)

3
2


d�d
 (6.2)

@V0
@�

j(r0;0)= �R

Z Z
R


 sin�

(r20 + 

2 + 2r0
 cos�)

3
2

d�d
 (6.3)
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@2V0
@�2

j(r0;0)= �R

bZ
a

2�Z
0

�
1

(r20+
2+2r0
 cos�)
3
2
� 3(r0+
 cos�)

2

(r20+
2+2r0
 cos�)
5
2

�

d�d


= �R

bZ
a

2�Z
0

�
r20+


2+2r0
 cos��3r20�6r0
 cos��3

2 cos2 �

(r20+
2+2r0
 cos�)
5
2

�

d�d


= �R

bZ
a

2�Z
0

�
�2r20�4r0
 cos��2


2�3
2(�1+cos2 �)

(r20+
2+2r0
 cos�)
5
2

�

d�d


= �R

bZ
a

2�Z
0

�
� 2

(r20+
2+2r0
 cos�)
3
2
+ 3
2 sin2 �

(r20+
2+2r0
 cos�)
5
2

�

d�d


= �R

bZ
a

26666664

2�Z
0

� 2

(r20+
2+2r0
 cos�)
3
2
d�+ 
 sin�

r0(r20+
2+2r0
 cos�)
3
2
j2�0

�
2�Z
0

�

 cos�

r0(r20+
2+2r0
 cos�)
3
2

�
d�

37777775 
d


@2V0

@�2
j(r0;0)= �R

bZ
a

2�Z
0

�2
r0 � 
2 cos�
r0 (r20 + 


2 + 2r0
 cos�)
3
2

d�d
 (6.4)

@2V0
@�2 j(r0;0)= �R

bZ
a

2�Z
0

�
1

(r20+
2+2r0
 cos�)
3
2
� 3(
 sin�)2

(r20+
2+2r0
 cos�)
5
2

�

d�d


= �R

bZ
a

26666664

2�Z
0

1

(r20+
2+2r0
 cos�)
3
2
d�� 3
2 sin�

r0(r20+
2+2r0
 cos�)
3
2
j2�0

+

2�Z
0

�

 cos�

r0(r20+
2+2r0
 cos�)
3
2

�
d�

37777775 
d


@2V0
@�2

j(r0;0)=
1

r0
�R

bZ
a

2�Z
0


 (r0 + 
 cos�)

(r20 + 

2 + 2r0
 cos�)

3
2

d�d
 (6.5)

@2V0
@�@� j(r0;0)= �3�R

bZ
a

2�Z
0


2 sin�(r0+
 cos�)

(r20+
2+2r0
 cos�)
5
2
d�d


= @
@r0

0@�R bZ
a

2�Z
0


2 sin�

(r20+
2+2r0
 cos�)
3
2
d�d


1A
= @

@r0

0@ 1
r0
�R

bZ
a




(r20+
2+2r0
 cos�)
1
2
j2�0 d


1A = 0
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@2V0
@�@�

j(er0;0)= 0 (6.6)

por tanto:

L

�
mR

mR +mS

�2
= �R

bZ
a

2�Z
0

�2
r0 � 
2 cos�
r0 (r20 + 


2 + 2r0
 cos�)
3
2

d�d
 (6.7)

M = 0 (6.8)

N

�
mR

mR +mS

�2
=
1

r0
�R

bZ
a

2�Z
0


 (r0 + 
 cos�)

(r20 + 

2 + 2r0
 cos�)

3
2

d�d
: (6.9)

6.2 Comentarios al Capítulo

En este capítulo obtuvimos las expresiones de los coe�cientes para el caso de los
anillos sin masa, los cuales los utilizaremos a continuación en la última parte de
la tesis.



Chapter 7

Potencial con masa unida a
los anillos

Para este caso, tenemos que el potencial viene dado por:

V = V0 � mup
(ex�ux)2+(ey�uy)2

derivando hasta segundo orden:

@V
@ex = @V0

@ex + mu(ex�ux)
((ex�ux)2+(ey�uy)2) 32

@V
@ey = @V0

@ey + mu(ey�uy)
((ex�ux)2+(ey�uy)2) 32

@2V
@ex2 = @2V0

@ex2 + mu

((ex�ux)2+(ey�uy)2) 32 � 3
mu(ex�ux)2

((ex�ux)2+(ey�uy)2) 52
@2V
@ey2 = @2V0

@ey2 + mu

((ex�ux)2+(ey�uy)2) 32 � 3
mu(ey�uy)2

((ex�ux)2+(ey�uy)2) 52
@2V
@ex@ey = @2V0

@ex@ey � 3mu(ex�ux)(ey�uy)
((ex�ux)2+(ey�uy)2) 52 :

En coordenadas polares:

V = V0 � murer2+u2� mR
mR+mu

�2
�2uer� mR

mR+mu

�
cos(e�� )

obteniendo su primera derivada:

@V
@er = @V0

@er + mu

�er�u� mR
mR+mu

�
cos(e�� )��er2+u2� mR

mR+mu

�2
�2uer� mR

mR+mu

�
cos(e�� )� 3

2
:
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Para el caso de las coordenadas rotantes, sabemos que kr� x�k = k� � ��k
yker� uk = 


e� � �u


, por lo que el potencial sería:

V = V0 � muq
(e���u)2+(e���u)2

con:

ux = �u cos!t� �u sin!t
uy = �u sin!t+ �u cos!t:

Así, calculando sus derivadas:

@V

@e� = @V0
@e� + mu(e���u)�

(e���u)2+(e���u)2� 3
2

@V
@e� = @V0

@e� + mu(e���u)�
(e���u)2+(e���u)2� 3

2

@2V

@e�2 = @2V0

@e�2 + mu�
(e���u)2+(e���u)2� 3

2
� 3 mu(e���u)2�

(e���u)2+(e���u)2� 5
2

@2V
@e�2 = @2V0

@e�2 + mu�
(e���u)2+(e���u)2� 3

2
� 3 mu(e���u)2�

(e���u)2+(e���u)2� 5
2

@2V

@e�@e� = @2V0
@e�@e� � 3 mu(e���u)(e���u)�

(e���u)2+(e���u)2� 5
2

ya que: e� = ex cos!t+ ey sin!te� = er cos�e� � !t�e� = �ex sin!t+ ey cos!te� = er sin�e� � !t�
�u = ux

�
mR

mR+mu

�
cos!t+ uy

�
mR

mR+mu

�
sin!t

�u = u
�

mR

mR+mu

�
cos ( � !t)

�u = �ux
�

mR

mR+mu

�
sin!t+ uy

�
mR

mR+mu

�
cos!t

�u = u
�

mR

mR+mu

�
sin ( � !t) :

Para las parciales con respecto a  , tenemos que:

@V

@e� = @V0
@e� + mu

�er cos(e��!t)�u� mR
mR+mu

�
cos( �!t)

�
�er2+u2� mR

mR+mu

�2
�2uer� mR

mR+mu

�
cos(e�� )� 3

2

@V
@e� = @V0

@e� + mu

�er sin(e��!t)�u� mR
mR+mu

�
sin( �!t)

�
�er2+u2� mR

mR+mu

�2
�2uer� mR

mR+mu

�
cos(e�� )� 3

2
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por lo que:

@2V

@e�@ = @2V0
@e�@ + muu

�
mR

mR+mu

�
sin( �!t)�er2+u2� mR

mR+mu

�2
�2uer� mR

mR+mu

�
cos(e�� )� 3

2
+

3muu
�

mR
mR+mu

�er�er cos(e��!t)�u� mR
mR+mu

�
cos( �!t)

�
sin(e�� )�er2+u2� mR

mR+mu

�2
�2uer� mR

mR+mu

�
cos(e�� )� 5

2

@2V
@e�@ = @2V0

@e�@ � muu
�

mR
mR+mu

�
cos( �!t)�er2+u2� mR

mR+mu

�2
�2uer� mR

mR+mu

�
cos(e�� )� 3

2
+

3muu
�

mR
mR+mu

�er�er sin(e��!t)�u� mR
mR+mu

�
sin( �!t)

�
sin(e�� )�er2+u2� mR

mR+mu

�2
�2uer� mR

mR+mu

�
cos(e�� )� 5

2

7.1 Caso Particular: anillo circular

Para obtener L;M; N;Q yR tendríamos las condiciones
�e�0;e�0;  0� = ( er0; 0; !t+ �)

con lo que quedaría:

�u = �u
�

mR

mR+mu

�
�u = 0

@V0
@e� = @V0

@�

@V0
@e� = @V0

@�
@2V0

@e�2 = @2V0
@�2

@2V0
@e�2 = @2V0

@�2

@2V0
@e�@e� = @2V0

@�@�

por lo que los coe�cientes serían:

@2V

@e�2 j(er0;0;!t+�)= @2V0
@�2

j(er0;0;!t+�) + mu�er20+u2� mR
mR+mu

�2
�2uer0� mR

mR+mu

�
cos(�)

� 3
2
�

3
mu

�er0+u� mR
mR+mu

��2
�er20+u2� mR

mR+mu

�2
�2uer0� mR

mR+mu

�
cos(�)

� 5
2

@2V

@e�2 j(er0;0;!t+�)= @2V0
@�2

j(er0;0;!t+�) �2 mu�er0+u� mR
mR+mu

��3
@2V
@e�2 j(er0;0;!t+�)= @2V0

@�2 j(er0;0;!t+�) + mu�er20+u2� mR
mR+mu

�2
�2uer0� mR

mR+mu

�
cos(�)

� 3
2
�

3 mu(0)
2�er20+u2� mR

mR+mu

�2
�2uer0� mR

mR+mu

�
cos(�)

� 5
2
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@2V
@e�2 j(er0;0;!t+�)= @2V0

@�2 j(er0;0;!t+�) + mu�er0+u� mR
mR+mu

��3
@2V

@e�@e� j(er0;0;!t+�)= @2V0
@�@� j(er0;0;!t+�) �3mu

�er0+u� mR
mR+mu

��
(0)�er0+u� mR

mR+mu

��5
@2V

@e�@e� j(er0;0;!t+�)= @2V0
@�@� j(er0;0;!t+�)= 0

@2V

@e�@ j(er0;0;!t+�)= @2V0
@e�@ j(er0;0;!t+�) + muu

�
mR

mR+mu

�
sin(�)�er20+u2� mR

mR+mu

�2
�2uer0� mR

mR+mu

�
cos(�)

� 3
2
+

3muu
�

mR
mR+mu

�er0�er0 cos(0)�u� mR
mR+mu

�
cos(�)

�
sin(�)�er20+u2� mR

mR+mu

�2
�2uer0� mR

mR+mu

�
cos(�)

� 5
2

@2V

@e�@ j(er0;0;!t+�)= @2V0
@e�@ j(er0;0;!t+�)= 0

@2V
@e�@ j(er0;0;!t+�)= @2V0

@e�@ j(er0;0;!t+�)
�

muu
�

mR
mR+mu

�
cos(�)�er20+u2� mR

mR+mu

�2
�2uer0� mR

mR+mu

�
cos(e�� )� 3

2
+

3muu
�

mR
mR+mu

�er0�er0 sin(0)�u� mR
mR+mu

�
sin(�)

�
sin(�)�er20+u2� mR

mR+mu

�2
�2uer0� mR

mR+mu

�
cos(e�� )� 5

2

@2V
@e�@ j(er0;0;!t+�)= @2V0

@e�@ j(er0;0;!t+�) + muu
�

mR
mR+mu

�
�er0+u� mR

mR+mu

��3
@2V
@e�@ j(er0;0;!t+�)= muu

�
mR

mR+mu

�
�er0+u� mR

mR+mu

��3
así tendríamos los coe�cientes:

L

� emRemR +mS

�2
=
@2V0

@�2
j(er0;0;!t+�) �2 mu�er0 + u� mR

mR+mu

��3 (7.1)

M = 0 (7.2)

N

� emRemR +mS

�2
=
@2V0
@�2

j(er0;0;!t+�) + mu�er0 + u� mR

mR+mu

��3 (7.3)

Q

� emRemR +mS

�2
= 0 (7.4)
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R

� emRemR +mS

�2
=

muu
�

mR

mR+mu

�
�er0 + u� mR

mR+mu

��3 (7.5)

Vemos además, que como M y Q son nulas, por lo que la relación 5.12 se
cumple.

7.2 Condiciones bajo las cuales el movimiento

es estable

Regresando al Capítulo 5, las condiciones 5.16, 5.17 y 5.18 deben satisfacerse
para tener estabilidad, las cuales se reducen a:

8!2 (L+N + �Rer0) + (�Rer0 + L�N)2 > 0 (7.6)

��Rer0 + L+N + 2!2 > 0 (7.7)

!4 � (L+N + 3�Rer0)!2 + LN � �LRer0 > 0 (7.8)

Por otro lado tenemos que:

(L+N + �Rer0)� emRemR+mS

�2
=
�
@2V0
@�2

+ @2V0
@�2

�
j(er0;0;!t+�)

� mu�er0+u� mR
mR+mu

��3 + � muu
�

mR
mR+mu

�
�er0+u� mR

mR+mu

��3 er0
=
�
@2V0
@�2

+ @2V0
@�2

�
j(er0;0;!t+�) � mu�er0+u� mR

mR+mu

��3 �1� �u� mR

mR+mu

� er0�
(L+N + 3�Rer0)� emRemR+mS

�2
=
�
@2V0
@�2

+ @2V0
@�2

�
j(er0;0;!t+�)

� mu�er0+u� mR
mR+mu

��3 + 3� muu
�

mR
mR+mu

�
�er0+u� mR

mR+mu

��3 er0
=
�
@2V0
@�2

+ @2V0
@�2

�
j(er0;0;!t+�) � mu�er0+u� mR

mR+mu

��3 �1� 3�u� mR

mR+mu

� er0�
además, recordando el valor de � vemos que es del orden de emR

mS
:

� =
mSemRk2

� emRemR +mS

�2
: (7.9)
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Como una hipótesis física consideramos que la masa de Saturno es muy
superior a la masa de los anillos o incluso de los anillos con la masa unida,
por lo que emR

mS
sería muy pequeña en comparación a los demás coe�cientes. La

relación mR

mS
es del orden de 6� 10�8 1 , y para mu

mS
es del orden de 2:4� 10�4

2 . Entonces 3 mSemRk2

� emRemR+mS

�2
u
�

mR

mR+mu

� er0 � 7:5 � 10�12 uer0k2 . Así, por el

valor muy pequeño, podemos considerar 3 mSemRk2

� emRemR+mS

�2
u
�

mR

mR+mu

� er0 � 0.
Con ésto, podemos simpli�car las condiciones 7.6, 7.7 y 7.8:

8!2 (L+N + �Rer0)+(�Rer0 + L�N)2 � 8!2 (L+N)+(L�N)2 > 0 (7.10)

��R�0 + L+N + 2!2 � L+N + 2!2 > 0 (7.11)

!4 � (L+N + 3�Rer0)!2 + LN � �LRer0 � �!2 � L� �!2 �N� > 0 (7.12)

Recordando el valor de !2
� emRemR+mS

�2
:

!2
� emRemR+mS

�2
= 1er0

�
� @V0@r j(er0;0;!t+�) + mu

(u+�r0)
2

�
además, retomamos la suposición que mR = "mu y recordando que �R =

mR

AR
,

por lo que !2
� emRemR+mS

�2
quedaría expresada:

!2
� emRemR+mS

�2
= 1

[u( 1
1+" )+�r0]

0@�mR

AR

bZ
a

2�Z
0


(r0+
 cos�)

(r20+
2+2r0
 cos�)
3
2
d�d
 + mu

(u+�r0)
2

1A
!2
� emRemR+mS

�2
= mu(1+")

[u+�r0(1+")]

0@� "
AR

bZ
a

2�Z
0


(r0+
 cos�)

(r20+
2+2r0
 cos�)
3
2
d�d
 + 1

(u+�r0)
2

1A :

Sustituyendo las relaciones de mR en 7.1 y 7.3:

1Ver [12], p. 53, 73
2Tomando en cuenta la masa de la luna más grande que tiene Saturno: Titán (1346� 1023

g), para las demás lunas éste valor será menor. Ver [12], p. 53, 73
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L
� emRemR+mS

�2
= mR

AR

bZ
a

2�Z
0

�2
r0�
2 cos�
r0(r20+
2+2r0
 cos�)

3
2
d�d
 � 2 mu

(u+�r0)
3

L
� emRemR+mS

�2
= mu

0@ "
AR

bZ
a

2�Z
0

�2
r0�
2 cos�
r0(r20+
2+2r0
 cos�)

3
2
d�d
 � 2 1

(u+�r0)
3

1A
N
� emRemR+mS

�2
= �R

bZ
a

2�Z
0


(r0+
 cos�)

r0(r20+
2+2r0
 cos�)
3
2
d�d
 + mu

(u+�r0)
3

N
� emRemR+mS

�2
= mu

0@ "
AR

bZ
a

2�Z
0


(r0+
 cos�)

r0(r20+
2+2r0
 cos�)
3
2
d�d
 + 1

(u+�r0)
3

1A
en términos de I0 (r0) y I1 (r0):

!2
� emRemR+mS

�2
= mu(1+")

[u+�r0(1+")]

h
� "
AR
(r0I0 (r0) + I1 (r0)) +

1
(u+�r0)

2

i
L
� emRemR+mS

�2
= mu

�
� "
AR

�
2I0 (r0) +

I1(r0)
r0

�
� 2 1

(u+�r0)
3

�
N
� emRemR+mS

�2
= mu

�
"
AR

�
I0 (r0) +

I1(r0)
r0

�
+ 1

(u+�r0)
3

�
donde vemos que !2

� emRemR+mS

�2
, L
� emRemR+mS

�2
y N

� emRemR+mS

�2
quedan en fun-

ción de ("; r0).

Para términos prácticos, dividimos todas las relaciones entre
� emRemR+mS

�2
.

A pesar de que éste término es del orden 1
m2
S
<< 1, dado que todos los tér-

minos van multiplicados por éste número, no afecta al comportamiento de las
desigualdades.

Si " � 0 tendríamos que los coe�cientes serían:

!2
� emRemR+mS

�2
� mu

1
(u+�r0)

3

L
� emRemR+mS

�2
� �2mu

1
(u+�r0)

3

N
� emRemR+mS

�2
� mu

1
(u+�r0)

3

(L+N)
� emRemR+mS

�2
� �mu

1
(u+�r0)

3

(L�N)
� emRemR+mS

�2
� �3mu

1
(u+�r0)

3

Así, tendríamos que:

� 1
8(L+N) (L�N)

2 � 9
8

mu

(u+�r0)
3

� 1
2 (L+N) �

1
2

mu

(u+�r0)
3
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por lo que se cumpliría que:

!2 2
�
� 1
2 (L+N) ;�

1
8(L+N) (L�N)

2
�

Y así sería estable el movimiento.
Por el otro lado, si "!1, tendríamos que:

!2
� emRemR+mS

�2
� mu

"�r0
AR

(r0I0 (r0) + I1 (r0))

L
� emRemR+mS

�2
� �mu

"
AR

�
2I0 (r0) +

I1(r0)
r0

�
N
� emRemR+mS

�2
� mu

"
AR

�
I0 (r0) +

I1(r0)
r0

�
(L+N)

� emRemR+mS

�2
� �mu

"
AR
I0 (r0)

(L�N)
� emRemR+mS

�2
� �mu

"
AR

�
3I0 (r0) + 2

I1(r0)
r0

�
en el cual, recordando el análisis numérico del caso anterior, tenemos que

!2
� emRemR+mS

�2
< 0 para � = 1 y !2

� emRemR+mS

�2
> 0 para � = �1; por lo que el

movimiento resulta inestable en el caso iii).
Así, podemos suponer que existen valores de ("; r0) para los cuales deja de

haber estabilidad en el movimiento (cuando menos en el caso iii)).
Ahora bien, en el caso iii) vemos que !2 forma una super�cie, por lo que

buscaremos el caso que !2 = 0 para a su vez encontrar la región donde sea
positivo y pueda existir movimiento uniforme.

7.3 Caso particular: Saturno y anillos concén-

tricos

Tomando el caso en que Saturno y los anillos son concéntricos, tendríamos
cuando r0 = 0:

!2
� emRemR+mS

�2
jr0=0 = mu

(1+")
u3

L
� emRemR+mS

�2
jr0=0 = mu

�
� "
ab(a+b) �

2
u3

�
N
� emRemR+mS

�2
jr0=0 = mu

�
� "
ab(a+b) +

1
u3

�
así:

L+N = mu

�
� 2"
ab(a+b) �

1
u3

�
L�N = �mu

3
u3 :
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Para 7.10:

8!2 (L+N) + (L�N)2 jr0=0 = (mu)
2
h
�8 (1+")u3

�
2"

ab(a+b) +
1
u3

�
+
�
3
u3

�2i
> 0

= (mu)
2

u6

h
�"2

�
16 u3

ab(a+b)

�
� "

�
8 + 16 u3

ab(a+b)

�
+ 9� 8

i
> 0

lo que implica:

"2
�

2u3

ab(a+b)

�
+ "

�
1 + 2u3

ab(a+b)

�
� 1

8 < 0:

Sacando los valores de " donde se anula la expresión, tendríamos:

"2;� = �
�
1+ 2u3

ab(a+b)

�
2u3

ab(a+b)

� 1
2u3

ab(a+b)

r�
1 + 2u3

ab(a+b)

�2
+ 1

2

�
2u3

ab(a+b)

�
pero como queremos que " > 0 tendríamos sólo la raíz:

"2;+ = �
�
1+ 2u3

ab(a+b)

�
2 2u3

ab(a+b)

+ 1

2 2u3

ab(a+b)

r�
1 + 2u3

ab(a+b)

�2
+ 1

2

�
2u3

ab(a+b)

�
De�nimos:

x = 2u3

ab(a+b)

entonces:

"2;+ = � 1+x
2x + 1

2x

q
x2 + 5

2x+ 1:

También podemos escribir "2;+:

"2;+ =
1+x
2x

�
1

(1+x)

q
x2 + 5

2x+ 1� 1
�

"2;+ =
1+x
2x

�q
1 + x

2(1+x)2
� 1
�
:

Notemos que el producto de las dos raíces es negativo, por lo tanto "2;+ > 0, ya
que "2;� < 0. Así, tendríamos el intervalo para que la desigualdad sea positiva:

" 2 [0; "2;+)

Por otro lado, para 7.11:�
L+N + 2!2

�
jr0=0 = mu

h
�
�

2"
ab(a+b) +

1
u3

�
+ 2 (1+")u3

i
> 0

mu

u3

h
"
�
2� 2u3

ab(a+b)

�
+ 1
i
> 0

"1;+ =
1

x�2

lo que implica que:
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" � 1
x�2 si x > 2
ó

" � 0 si x � 2

Para 7.12: ��
!2 � L

� �
!2 �N

��
jr0=0 =

(mu)
2
�
(1+")
u3 +

�
"

ab(a+b) +
2
u3

���
(1+")
u3 �

�
� "
ab(a+b) +

1
u3

��
=

(mu)
2

u6

�
3 + "

�
1 + u3

ab(a+b)

��
"
�
1 + u3

ab(a+b)

�
> 0

la cual se cumple para toda " > 0.
Pero, tenemos que si x � 2 implicaría que:

"2;+ � "1;+

porque: q
1 + x

2(1+x)2
� 1 + 2x

(1+x)(x�2)

1 + x
2(1+x)2

�
�
1 + 2x

(1+x)(x�2)

�2
= 1 + 4x

(1+x)(x�2) +
4x2

(1+x)2(x�2)2

x (x� 2)2 � 8x (1 + x) (x� 2) + 8x2
0 � 8x2 + (x� 2)

�
7x2 + 10x

�
si x � 2

por lo tanto, el segundo caso no puede ser posible.
Por lo que nos quedaría �nalmente la condición para estabilidad:

" 2 [0; "2;+)

Para el caso particular en que u = a+b
2 , tenemos que x = 1:5625 < 2 y

"0 = � 1+1:5625
2(1:5625) +

1
2(1:5625)

q
(1:5625)

2
+ 5

2 (1:5625) + 1 = 0:047409.

Busquemos aproximar el valor de "2;+ . Notemos que x
(1+x)2

tiene como

derivada 1�x
(1+x)3

y que tiene un valor máximo en x = 1 , con valor de 1
4 , por lo

que
q
1 + x

2(1+x)2
�
q
1 + 1

8 . Además, por series de Taylor se cumple que:

1 + �
2 �

�2

8 �
p
1 + � � 1 + �

2

entonces implica que:

1+x
2x

�
x

4(1+x)2
� 1

8

h
x

2(1+x)2

i2�
� 1+x

2x

�q
1 + x

2(1+x)2
� 1
�
�
�

x
4(1+x)2

�
1+x
2x

1
8(1+x)

�
1� 1

8
x

(1+x)2

�
� "2;+ � 1

8(1+x)

como x
(1+x)2

� 1
4 , entonces:
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1
8(1+x)

�
1� 1

32

�
� "2;+ � 1

8(1+x)

es decir, podemos aproximar:

"2;+ � 1
8(1+x)

con un error relativo aproximado de 3
100

3 .

7.3.1 Caso General

Ahora bien, Maxwell en su estudio considera sólo el caso particular cuando
son concéntricos, pero en esta tesis buscaremos llegar más adelante tratando
de tomar el caso general y ver las condiciones para las cuales puede haber
movimiento estable.
Vayamos ahora con !2 �N :

!2 �N = mu(1+")
[u+�r0(1+")]

h
� "
AR
(r0I0 (r0) + I1 (r0)) +

1
(u+�r0)

2

i
�

mu

�
"
AR

�
I0 (r0) +

I1(r0)
r0

�
+ 1

(u+�r0)
3

�
= mu

"
AR

�
I0 (r0) +

I1(r0)
r0

� h
�r0(1+")

[u+�r0(1+")]
� 1
i
+mu

1
(u+�r0)

3

�
(u+�r0)(1+")
[u+�r0(1+")]

� 1
�

= mu

h
� "
AR

u(1+")
[u+�r0(1+")]

�
I0 (r0) +

I1(r0)
r0

�
+ "u

(u+�r0)
3

i
Pero sabemos del Capítulo 3 que (r0I0 (r0) + I1 (r0)) < 0, por lo que ten-

emos:

!2 �N > 0

para toda r0 > 0. Así, esta condición se satisface siempre y por ende podemos
descartarla del estudio.
Para !2 � L consideramos primero que:

L = � "
AR

�
2I0 (r0) +

I1(r0)
r0

�
� 2 1

(u+�r0)
3

para este cálculo, nos apoyaremos de nuevo a la parte numérica. Calcularemos
el signo de 2I0 (r0) +

I1(r0)
r0

. Tomamos una malla para la integral de (m;n) =
(300; 350) y un rango para r0 2 [0:1; 0:9] con 30 divisiones, donde observamos
para diferentes valores de b4 :

3Ver [11], p. 322, 323

4Ver Apéndice A
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Fig. 24, b=1.05
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Fig. 25, b=1.5
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Fig. 26, b=4
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Fig. 27, b=10

Para los valores que tomamos de b, tenemos el mismo comportamiento de
las curvas. Sabemos que si r0 = 0, para que L = 0, necesitaríamos que " =
� 2ab(a+b)

u3 < 0; además que si " = 0, L > 0 para toda r0 2 [0; a), por lo que la
curva L = 0 no corta el eje " = 0. Con ésto podemos concluir a nivel numérico

las curvas son positivas para r0 2 [0; a), es decir
�
2I0 (r0) +

I1(r0)
r0

�
> 0, por lo

que L < 0.
Así, en este caso, sólo nos queda veri�car que !2 > 0. Y para ésto, recurrimos

al Capítulo 5, donde tenemos la condición que en el caso que � = 1, !2 > 0 si
" 2 [0; "u) y para � = �1, !2 > 0 para toda " > 0.

En L+N + 2!2 nos quedaría el polinomio:

L+N + 2!2 =
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mu

[u+�r0(1+")]

24 "2
�
�r0
AR

�
I0 (r0) + 2

I1(r0)
r0

��
+"
�

1
AR
I0 (r0) (�r0 � u) + 2�

AR
I1 (r0) +

2u+�r0
(u+�r0)

3

�
+ 1

(u+�r0)
2

35 =
0

De�nimos:

a1 =
�
AR
(r0I0 (r0) + 2I1 (r0))

b1 =
�

1
AR
I0 (r0) (�r0 � u) + 2�

AR
I1 (r0) +

2u+�r0
(u+�r0)

3

�
c1 =

1
(u+�r0)

2 > 0

Entonces tenemos las soluciones posibles:

"1;� = � b1
2a1

� 1
2a1

p
b21 � 4a1c1:

Tenemos que I0 (r0) + 2
I1(r0)
r0

< 0, por lo que, se tienen los casos:
i) � = 1. Tendríamos que a1 < 0, por lo que la solución positiva sería

"1;�.
Si tomamos la función '1 (") = a1"

2+b1"+c1, vemos que para "! �1,
'1 (")! �1, ya que a1 < 0, por lo que tendríamos que '1 (") es una parábola
cóncava, y '1 (") > 0 en " 2 ("1+; "1;�), pero necesitamos que " sea positivo.
Por lo que la desigualdad es positiva para " 2 [0; "1;�).

ii) � = �1. Tendríamos que a1 > 0. Si b1 > 0, no habría soluciones
positivas a la ecuación cuadrática, es decir que esta desigualdad siempre se
cumpliría. Si b1 < 0, tendríamos dos soluciones positivas "1;�, "1;+.

La función '1 (") = a1"
2+ b1"+ c1, vemos que para "! �1, '1 (")!

+1, por lo que tendríamos que '1 (") es una parábola convexa, y '1 (") > 0 en
" 2 (�1; "1;�)[ ("1;+;+1), pero necesitamos que " sea positivo. Por lo que la
desigualdad es positiva para " 2 [0; "1;�) [ ("1;+;+1).

Si tomamos el caso para r0 = 0:

'1 (") jr0=0 =
�
� u
AR
I0 (0) +

2
u2

�
"+ 1

u2

= 1
u2

h�
� 2u3

ab(a+b) + 2
�
"+ 1

i
'1 (") jr0=0 = 1

u2 [(�x+ 2) "+ 1] = 0
"1;� =

1
x�2 :

la cual coincide con el cálculo anterior. Para la otra raíz vemos que cuando
r0 ! 0, a1 ! 0 y por tanto "1;+ ! �1 dependiendo el caso (� = �1).
Para el caso de 8!2 (L+N) + (L�N)2 tendríamos un polinomio de tercer

grado; eliminando el coe�ciente mu

[u+�r0(1+")]
:
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8!2 (L+N) + (L�N)2
=26666666664

"3 �r0
(AR)

2

�
I0 (r0) + 2

I1(r0)
r0

�2
+"2

0@ 1
(AR)

2

�
�r0

�
I0 (r0) + 2

I1(r0)
r0

�2
+ u

�
3I0 (r0) + 2

I1(r0)
r0

�2�
+ 1
AR(u+�r0)

3 [I0 (r0) (2�r0 � 8u) + 4�I1 (r0)]

1A+
"
�

�8�
AR(u+�r0)

3 [r0I0 (r0) + I1 (r0)] +
1

AR(u+�r0)
2

h
10I0 (r0) + 12

I1(r0)
r0

i
+ �8u+�r0

(u+�r0)
6

�
+ 1
(u+�r0)

5

37777777775
:

De�nimos:

a2 =
�r0
(AR)

2

�
I0 (r0) + 2

I1(r0)
r0

�2
b2 =

1
(AR)

2

�
�r0

�
I0 (r0) + 2

I1(r0)
r0

�2
+ u

�
3I0 (r0) + 2

I1(r0)
r0

�2�
+

1
AR(u+�r0)

3 [I0 (r0) (2�r0 � 8u) + 4�I1 (r0)]
c2 =

�8�
AR(u+�r0)

3 [r0I0 (r0) + I1 (r0)] +
1

AR(u+�r0)
2

h
10I0 (r0) + 12

I1(r0)
r0

i
+ �8u+�r0

(u+�r0)
6

d2=
1

(u+�r0)
5 > 0.

'2 (") = a2"
3 + b2"

2 + c2"+ d2

Igual que el caso anterior, tomamos r0 = 0:

'2 (") jr0=0 =
�

1
(AR)

2u
�
3I0 (0) + 2

dI1(r0)
dr0

jr0=0
�2
+ 1

ARu3
[�8uI0 (0)]

�
"2 +�

1
ARu2

10I0 (0) +
1

ARu2
12dI1(r0)dr0

jr0=0�8u5
�
"+ 1

u5

= �
�
8 1
u2

2
ab(a+b)

�
"2 +

�
8 1
u2

2
ab(a+b) +

�8
u5

�
"+ 1

u5

= 1
u5

h
�
�
8 2u3

ab(a+b)

�
"2 �

�
8 2u3

ab(a+b) + 8
�
"+ 1

i
= � 8

u5

�
x"2 + (x+ 1) "� 1

8

�
donde también coincide con el cálculo anterior.
Por otro lado, para " = 0 vemos que '2 (0) 6= 0, es decir, '2 (") nunca cruza

el eje " = 0, por lo que nos dice que las raíces no cambian de signo en ". Esto
signi�ca que "2;+ siempre será positiva y "2;� negativa.
Recordemos que el producto de las tres raíces del polinomio es � d2

a2
5 , por

lo que hay 1 ó 3 raíces negativas para � = 1. Como para r0 = 0 hay una raíz
positiva y una negativa ('2 ("2;�) jr0=0 = 0), entonces hay una raíz negativa y
dos positivas. La tercera raíz tiende a 1x ya que cuando r0 ! 0, � d2

a2
! �1.

Para � = �1, tenemos el caso de que hay 1 ó 3 raíces positivas, con el mismo
argumento, hay 1 raíz positiva y dos negativas, la tercera raíz va a �1 cuando
r0 ! 0.
Por lo que las raíces de '2 (") serían de la forma, para r0 pequeño:

5Ver [13], p. 303, 304
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Fig. 28. a) Para � = 1 y r0 pequeño.

Fig. 29. b) Para � = �1 y r0 pequeño.

Vemos que tanto en la Figura 28, como la 29, se conserva la misma condición
de estabilidad, es decir que "2;+ es la condición más débil de éste caso.
Ahora bien, para r0 más grande, podemos tener el caso de tener raíces com-

plejas en la ecuación, ya que conforme r0 crece, el discriminante de la ecuación
se haga más pequeño, hasta anularse y volverse negativo. Por lo que el compor-
tamiento de las raíces podría ser tambien de la forma:
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Fig. 30 c) Para � = 1 en el caso de raíces complejas.

Fig. 31 d) Para � = �1 en el caso de raíces complejas.

Veremos algunos ejemplos en el próximo Capítulo.
Teorema 1.9 .- El movimiento del sistema de Saturno y los anillos con la

masa unida, bajo la hipótesis de que son concéntricos, es estable si " = mR

mu

cumple que:

" 2 [0; "2;+) (7.13)
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donde x = 2u3

ab(a+b) y "2;+ = �
�
1+ 2u3

ab(a+b)

�
2 2u3

ab(a+b)

+ 1

2 2u3

ab(a+b)

r�
1 + 2u3

ab(a+b)

�2
+ 1

2

�
2u3

ab(a+b)

�
'

1
8(1+x) .
A manera de resumen, pondremos las condiciones que deben de satisfacerse

para tener un movimiento estable para los dos casos posibles:

Condición � = 1 � = �1
!2 > 0 [0; "u) �

L+N + 2!2 > 0 " 2 [0; "1;�) Si b1 < 0, " 2 [0; "1;�) [ ("1;+;+1)
8!2 (L+N) + (L�N)2 > 0 " 2 [0; "2;+) " 2 [0; "2;+)

De manera analítica, no nos es posible avanzar más, ya que los coe�cientes de
los polinomios están en función de las integrales del potencial y no las podemos
resolver analíticamente, por lo que en el siguiente capítulo, daremos algunos
resultados numéricos del comportamiendo de éstas condiciones.

7.4 Comentarios al Capítulo

En este capítulo analizamos a profundidad los distintos coe�cientes relacionados
al potencial para los dos casos estudiados. Por otro lado, para el caso particular
de concentricidad, encontramos una relación explícita entre la masa del anillo
y de la masa unida, lo cual nos veri�ca que existe un intervalo en " donde
garantizamos estabilidad en el movimiento, pero depende directamente de las
condiciones geométricas del problema.
Además, por hipótesis física, pudimos simpli�car nuestro estudio considerando

� = 0, ya que como un valor real, � es del orden de emR

mS
� 2:4� 10�4. Si consi-

deráramos � 6= 0 podríamos verlo como una pequeña perturbación al problema
simpli�cado, la cual no cambiaría mucho el comportamiento de la solución que
obtuvimos. Si regresamos al planetamiento del movimiento perturbado, con-
siderando � = 0, veríamos que la perturbación del ángulo de giro del anillo
( 1) sería de orden lineal, es decir, que tiene el mismo comportamiento que la
solución al movimiento uniforme6 .
Después, buscamos extender el estudio para el caso general que no fueran

concéntricos los anillos, por lo que aplicamos algoritmos numéricos para conocer
con mayor certeza el comportamiento las condiciones de estabilidad
2I0 (r0)+

I1(r0)
r0

> 0. Con ésto, comprobamos que efectivamente (para el caso
que consideramos) sí existe un intervalo de estabilidad en " y que la condición
" 2 [0; "2;+) es la más débil para r0 = 0, mismo caso tomado por Maxwell
(anillos y Saturno concéntricos).
Por la parte de Maxwell, para calcular la relación entre los anillos y la masa

unida, toma el caso de los anillos con densidad uniforme:

6Ver 5.2.2
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"... (1) ahora si suponemos que el anillo sea uniforme, f , g y h
desaparecen, y la ecuación se convierte:

n4 + n2!2 + 9
4!

4 = 0
la cual da raíces imaginarias en n2 e indica la inestabilidad de

un anillo uniforme.
(2) Si hacemos g y h = 0, tenemos el caso de un anillo más grueso

de un lado que del otro, y variando la sección acorde a una simple
ley de senos. Debemos recordar, sin embargo, que f debe ser menos
que 1

2 , para que la sección más delgada del anillo sea real
7 .... (3)

tomemos el caso de un anillo uniforme, cargado con una partícula
pesada8 en un punto de su circunferencia. Tenemos entonces g = 3f
y h = 0, y la ecuación se convierte:�

1� f2
�
n4 +

�
1� 5

2f
2 + 3

2f
3
�
n2!2 +

�
9
4 �

33
4 f

2 + 6f3
�
!4 = 0

Dividiendo por 1� f :
(1 + f)n4 +

�
1 + f � 3

2f
2
�
n2!2 + 3

4

�
3 (1 + f)� 8f2

�
!4 = 0

La primera condición da que f < 0:8279.
La segunda condición de que f > 0:815865.
Asumamos un caso particular entre éstos límites f = 0:82, el cual

hace la relación de la masa de la partícula al anillo de 82 sobre 18..."

Ésta relación es aproximadamente 4:5, que es la equivalente a la que en-
contramos de la 1

"2;+
. La diferencia entre estas dos relaciones, es que Maxwell

encuentra un número que no muestra relación geométrica explícita de los radios
de los anillos (a y b) , o en la distancia del centro de masa de los anillos a la
masa unida (u).
Lo siguiente que haremos, será estudiar numéricamente las condiciones de

estabilidad para el caso general y ver si se cumplen en todo el intervalo y cuál
sería la condición más débil.

7Esto se re�ere a que si f > 1
2
, la densidad en la serie de Fourier sería negativa.

8Masa unida



Chapter 8

Estudio numérico de las
condiciones de estabilidad

Para hacer las simulaciones numéricas, tomaremos primero el caso en que u =
a+b
2 y tomaremos diferentes valores para b = 1:5; 4; 10 y 1:05. Además, ambos
valores de �, analizaremos cada condición de estabilidad por separado, para ver
cuál de éstas resulta ser más débil1 .

Empezaremos con la función !2 = 0.

8.0.1 Función !2 = 0

En esta parte, calcularemos las raíces de la a ecuación !2 = 0, para a su vez
analizar la función "u.

El resultado que obtenemos para distintos valores de b y � = 1:

1Las tablas con los valores numéricos de cada curva se encuentran en el Apéndice B.

107
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Fig. 32, b=4
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Fig. 33, b=10

donde vemos que la curva "u efectivamente es positiva (como lo habíamos cal-
culado en 5.1.2)2 . Por lo que la región de estabilidad sería para esta condición:

r0 2 [0; a) y " 2 [0; "u) (8.1)

Para � = �1, sabemos que !2 > 0 para toda r0 2 [0; a) y " > 0, por lo que
no analizaremos el caso numérico

8.0.2 Función L+N + 2!2 = 0

Calcularemos las raíces de la ecuación L+N +2!2 = 0 y a su vez analizaremos
"1;�. Para � = 1:

2En el Apéndice B se muestran los valores de !2 para más valores de la b.
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Fig. 34, b=1.05

Fig. 35, b=10
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donde veri�camos que "1;� es positivo3 . Por lo que la región de estabilidad para
esta condición sería:

r0 2 [0; a) y " 2 [0; "1;�) (8.2)

Para el caso que � = �1 tenemos:

Fig. 36, b=1.05

3 Igual que para !2 = 0, en el Apéndice B hay más resultados para otros valores de b.
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Fig. 37, b=1.5

en este caso, la curva se empieza a deformar. Analizando dos valores adicionales
de la b:
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Fig. 38, b=2.5
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Fig. 39, b=3

donde vemos que las raíces se van acercando, hasta tener raíces complejas (Fig.
39). La curva deja de ser real en un punto alrededor de 0.87.

Por tanto, existen raíces complejas y no hay un intervalo positivo, por lo que
este caso se cumple siempre que sea positivo.

8.0.3 Función 8!2 (L+N) + (L�N)2 = 0

En esta última ecuación, calcularemos las tres raíces para 8!2 (L+N)+(L�N)2 =
0, donde veri�caremos los cálculos antes vistos.
Para � = 1 tenemos:

Fig. 40, b=1.5

vemos que, que debemos gra�car las raíces "2;� y "2;+ por separado ya que en
la grá�ca no se alcanzaa distinguir el valor de "2;+:
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Fig. 41, b=1.5, "2;� y "2;+

donde tenemos "2;+ > 0.
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Fig. 42, b=10

gra�cando de nuevo "2;� y "2;+:
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Fig. 43, b=10, "2;� y "2;+

Vemos que en éstos casos, "2;+ > 0 y es la condición que prevalece, ya que "2;3
tiene valores numéricos muy superiores. Por lo tanto, la condición para este
caso sería:

r0 2 [0; a) y " 2 [0; "2;+) (8.3)

Para � = �1:
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Fig. 44, b=1.05

vemos que contiene raíces complejas para "2;� y "2;3, las cuales se van acercando,
debido a que el discriminante disminuye y se hace negativo. Hagamos una grá�ca
para "2;+:
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Fig. 45, b=1.05, "2;+

donde veri�camos que es positiva.

Tomando el valor de b = 1:5:
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Fig. 46, b=1.5

gra�cando "2;+ para conocer su signo:
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Fig. 47, b=1.5, "2;+

donde efectivamente resulta positiva. Cabe aclarar, que debido a las escalas en
las grá�cas, pareciera que "2;+ toca el eje, pero sabemos que "2;+ nunca puede
anularse.
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Fig. 48, b=10

aqui se aprecia que, al �nal de la grá�ca ya tenemos raíces complejas. Gra�-
caremos "2;+:
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Fig. 49, b=10, "2;+

En general, podemos ver que la condición que se cumple es "2;+, lo cual
valida lo que habíamos obtenido. Así, la condición que tenemos para � = �1
sería:

r0 2 [0; a) y " 2 [0; "2;+) (8.4)

8.0.4 Comparación de funciones

En esta última parte, compararemos las condiciones antes obtenidas grá�ca-
mente para ver cuál es la condición más débil. Para este caso, compararemos
las grá�cas de las funciónes "u, "1;� y "2;+ para � = 1; para el caso de � = �1,
sólo tenemos la condición " 2 [0; "2;+), por lo que no es necesario analizarlo
numéricamente.

Para � = 1:
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Fig. 50, b=1.05

aquí vemos que la condición !2 es más fuerte que las demás, y la condición más
débil es "2;+. Vemos que esta condición prevalecerá para los demás casos que
tomemos. Aquí no será necesario gra�car más4 .

4A pesar de que las grá�cas parecieran juntarse cuando r0 está cercano a a, "2;+ sigue
siendo menor. Ver Apéndice B para datos numéricos.
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Fig. 51, b=4
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Fig. 52, b=4, "2;+ y "1;�

Vemos que en todos los casos, "2;+ es el valor positivo más pequeño. Por lo
que la condición para que pueda existir estabilidad sería:

r0 2 [0; a) y " 2 [0; "2;+) : (8.5)

8.1 Comentarios del Capítulo

En este capítulo, pudimos analizar el comportamiento de las condiciones de
estabilidad, para ciertos valores de la b y con la u dada. Veri�camos algunas de
las hipótesis que hicimos analíticamente en el capítulo anterior.
Pudimos ver cuál es la condición más débil de estabilidad; en este caso

tenemos que se preserva la condición de 8!2 (L+N) + (L�N)2 = 0, es decir,
que la condición para que pueda existir estabilidad es " 2 [0; "2;+) para r0 2
[0; a) en todos los casos posibles, tanto para � = �1 (única condición presente),
como para � = 1.
Lo siguiente será plantear las conclusiones de la tesis.



Chapter 9

Conclusiones

Al estudiar el problema de estabilidad de Saturno y sus anillos para los casos
con y sin masas, podemos concluir:

- Comprobamos que no puede existir un movimiento uniforme y por
ende es inestable para el caso de los anillos sin masa, mismo resultado obtenido
por Maxwell.

- Cuando planteamos las ecuaciones de movimiento del sistema, al com-
pararlas con las ecuaciones de Maxwell, encontramos dos errores en ellas: el

primero radica en que hace falta agregar un coe�ciente de las masas
�

mR

mR+mS

�
en los términos de la aceleración. El segundo error (posiblemente el más grave)
es la diferencia en el valor de la fuerza tangencial del potencial, ya que en las
ecuaciones el obtiene que es 1

r
@V
@� ; de primera instancia pudiéramos pensar que

es un error tipográ�co, pero cuando plantea el problema, de�ne que la fuerza en
la dirección tangencial es 1

r
@V
@� , sabiendo de antemano que � es el ángulo tan-

gencial. Por otro lado, cuando estudia el movimiento perturbado y desarrolla la
serie de Fourier, el ángulo de la integral del potencial es �, cuando debería de ser
�. Con todo esto, no queda claro si existe inconsistencia en los ángulos de�nidos
por Maxwell o realmente es un error en el planteamiento de las ecuaciones.

- Encontramos las condiciones bajo las cuales podemos tener movimiento
uniforme y estabilidad en función de la velocidad de giro.

- Para el caso de la masa unida, es posible tener movimiento uniforme
con dos con�guraciones geométricas distintas, es decir, mostramos que podemos
tener movimiento estable con la con�guración en que el centro de masa de
Saturno se encuentra entre el centro de masa de los anillos y el cuerpo unido
(caso iv)) y además en la con�guración donde el centro de masa de los anillos
y el cuerpo se encuentran en el mismo lado (caso iii)).

- Simpli�camos el problema, considerando una hipótesis física real, y
así, encontramos, con apoyo numérico, que podemos extender las condiciones
de estabilidad para toda r0 2 [0; a). Este resultado va más allá del resultado
obtenido por Maxwell.
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- Con el formalismo matemático que contamos hoy en día y con un
poco de ayuda de la computadora, volvimos a plantear el problema resuelto por
Maxwell hace más de 150 años de una manera más clara y exacta. Al leer el estu-
dio de Maxwell, a mi parecer, deja ver que faltan formalizar y demostrar muchas
cosas que considero eran importantes, como el replanteamiento del movimiento
perturbado para el caso de la masa unida.

- Para el caso de la masa unida a los anillos, si consideramos que son
concéntricos a Saturno, encontramos una relación explícita entre la masa de los
anillos y del cuerpo unido. Maxwell encuentra en su estudio que la masa del
cuerpo debe ser aproximadamente 4.5 veces mayor a la masa de los anillos para
poder tener estabilidad. En la tesis, a pesar de que encontramos una relación
explícita, el valor que encontramos depende directamente de la geometría del
sistema (radios interno y externo de los anillos y la distancia de la masa unida
al centro de masa de los anillos).

- Numéricamente mostramos resultados que pensamos de manera in-
tuitiva y que analíticamente no pudimos demostrar, como la inestabilidad en
el caso sin masa unida. Además, cuando tenemos la masa unida, simulando
numéricamente las condiciones de estabilidad, encontramos la condición nece-
saria para que el movimiento sea estable: " 2 [0; "2;+) para ambos casos posibles
o las condiciones iniciales que tengamos.

- En general, los resultados que obtuvimos analíticamente fueron co-
rroborados con las simulaciones numéricas, además de ayudarnos a avanzar en
el estudio, cuando no pudimos resolver las expresiones.

-A manera de comentario adicional, Maxwell estudió, además del cuerpo
rígido, los casos en que los anillos fueran un �uido o un conjunto �nito de partícu-
las. Para el primer caso, demuestra que no es posible tener anillos como �uidos,
debido a que bajo cualquier perturbación el �uido se propagaría, perdiendo así
su forma inicial. Además, en el caso en que los anillos son un conjunto �nito
de partículas (�), Maxwell encuentra que el movimiento puede ser estable si se
cumple una relación entre el número de partículas, la masa de las partículas
y la masa total de Saturno (mS > 0:4352�2mR). En el caso del �uido, se ha
comprobado que efectivamente no puede existir movimiento estable de manera
analítica y observacional 1 . En el caso del conjunto de partículas, hoy en día es
el modelo que se utiliza para estudiar el comportamiento de los anillos, así como
para estudiar el comportamiento de los múltiples satélites que giran alrededor
de Saturno2 .

- Aunque hoy en día es bien sabido que los anillos de Saturno no son
rígidos, vemos que pudiera existir el caso contrario, aunque bajo condiciones
muy particulares. Por lo tanto podemos considerar esta tesis, además de una
reformulación en lenguage moderno y con herramientas numéricas, como un
complemento al estudio hecho por J.C. Maxwell con correcciones (por lo menos
con el término de las masas), junto con haber encontrado la condición de esta-
bilidad dependiente directamente de las condiciones geométricas del sistema.

1Ver [15], p. 251
2Ver [15], p. 257 - 262



129

- Como posibles continuaciones futuras de esta tesis, pudiera ser el con-
siderar más de una masa unida, así como considerar más anillos en el movimiento
y buscar las condiciones de estabilidad en función de las velocidades de giro de
los anillos que agreguemos; otro caso pudiera ser estudiar de manera conjunta
el movimiento con más masas unidas a varios anillos rígidos, la cual pudiera
estudiarse una vez obtenidos los resultados anteriores.

- Otra posibilidad para estudiar en el futuro, sería considerar el prob-
lema en tres dimensiones, y buscar encontrar condiciones parecidas a las que
llegamos a esta tesis. Además, pudiéramos aplicar este modelo a otros fenó-
menos físicos que no van directamente vinculados con anillos, como con�gu-
raciones especiales de satélites arti�ciales alrededor de la tierra que presenten
condiciones que se aproximen a un cuerpo rígido.



Appendix A

Algoritmos numéricos

Para el análisis numérico se utilizó el paquete de cálculo numéricoMatlab R
.

A.1 Integral doble

Para calcular las integrales , se utilizó la integración numérica por el método de
la regla compuesta de Simpson1 :

h = b�a
2n�1

k = 2�
2m�1

xi = a+ ih

yj = jk
2�Z
0

bZ
a

f (x; y) dx; dy =

hk
9

2666666666666666666664

f (x0; y0) + 2
n�1X
i=1

f (x2i; y0) + 4
nX
i=1

f (x2i�1; y0) + f (x2n; y0)

+2
m�1X
j=1

f (x0; y2j) + 4
m�1X
j=1

n�1X
i=1

f (x2i; y2j) + 8
m�1X
j=1

nX
i=1

f (x2i�1; y2j)

+2
m�1X
j=1

f (x2n; y2j) + 4
mX
j=1

f (x0; y2j�1) + 8
mX
j=1

n�1X
i=1

f (x2i; y2j�1)

+16
mX
j=1

nX
i=1

f (x2i�1; y2j�1) + 4
mX
j=1

f (x2n; y2j�1) + f (x0; y2m)

+2
n�1X
i=1

f (x2i; y2m) + 4
nX
i=1

f (x2i�1; y2m) + f (x2n; y2m)

3777777777777777777775
1Ver [14], p. 211, 212
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Para esta función, las variables de entrada son: la función a integrar y los
parámetros para el tamaño de la malla (n, m) y los radios interior y exterior de
los anillos. Además, de�nimos funciones auxiliares para facilitar las fórmulas.

A.1.1 Función Integrald

En esta función, aplicamos el algoritmo de la regla de Simpson:
function intd=integrald(f,n,m,a,b)
f1=0;f2=0;f3=0;f4=0;f5=0;f6=0;f7=0;f8=0;f9=0;f10=0;
f11=0;f12=0;f13=0;f14=0;f15=0;f16=0;
h=(b-a)/(2*n-1);
k=2*pi/(2*m-1);
f1=f(1,1);
f13=f(1,2*m);
f16=f(2*n,2*m);
f4=f(2*n,1);
for i=1:n-1

f2=f2+f(2*i,1);
f14=f14+f(2*i,2*m);

end
for i=1:n

f3=f3+f(2*i-1,1);
f15=f15+f(2*i-1,2*m);

end
for j=1:m-1

f5=f5+f(1,2*j);
f8=f8+f(2*n,2*j);

end
for j=1:m

f9=f9+f(1,2*j-1);
f12=f12+f(2*n,2*j-1);

end
for j=1:m-1

for i=1:n-1
f6=f6+f(2*i,2*j);

end
for i=1:n

f7=f7+f(2*i-1,2*j);
end

end
for j=1:m

for i=1:n-1
f10=f10+f(2*i,2*j-1);

end
for i=1:n

f11=f11+f(2*i-1,2*j-1);
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end
end
Q=h*k/9*(f1+2*f2+4*f3+f4+2*f5+4*f6+8*f7+2*f8+4*f9+8*f10

+16*f11+4*f12+f13+2*f14+4*f15+f16);
intd=Q;

A.1.2 Función II0

Para esta función, calculamos I0 (r0) para los valores de la malla, para posteri-
ormente integrarla con la función integrald:

function II0=II0(r0,n,m,a,b)
h=(b-a)/(2*n-1);
k=2*pi/(2*m-1);
x=a:h:b;
y=0:k:2*pi;
for i=1:max(size(x))

for j=1:max(size(y))
I0(i,j)=x(i)./(abs((r0)^2+x(i).^2+2*abs(r0)*x(i).*cos(y(j)))).^(3/2);

end
end
II0=I0;

A.1.3 Función II1

Para esta función, calculamos la matriz I1 (r0) para los valores de la malla, para
posteriormente integrarla con la función integrald:

function II1=II1(r0,n,m,a,b)
h=(b-a)/(2*n-1);
k=2*pi/(2*m-1);
x=a:h:b;
y=0:k:2*pi;
for i=1:max(size(x))

for j=1:max(size(y))
I1(i,j)=(x(i).^2.*cos(y(j)))./abs((r0)^2+x(i).^2+2*abs(r0)*x(i).*cos(y(j))).^(3/2);
end

end
II1=I1;

A.2 Funciones de potencial

Para el cálculo de la curva del potencial, usamos una función auxiliar, la cual
se encargará de calcular el valor del potencial en cada punto de la malla, para
posteriormente ser integrado por la función integrald.
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A.2.1 Función V (r)

function Vder(m,n,a,b,salto)
s=0.01:.1/(salto):.99;
s=s�;
r0=a*s;
h=(b-a)/(2*n-1);
k=2*pi/(2*m-1);
x=a:h:b;
y=0:k:2*pi;
for p=1:max(size(s))

V0=v0(r0(p,1),n,m,a,b);
V(p,1)=-integrald(V0,n,m,a,b);

end
plot(r0,V)
Title([�V(r), para a= �, num2str(a), �y b= �, num2str(b)]);
xlim([0,1]);
grid on
xlabel(�r_0�);
ylabel(�V�);

A.2.2 Función auxiliar V (r)

function v0=v0(r0,n,m,a,b)
h=(b-a)/(2*n-1);
k=2*pi/(2*m-1);
x=a:h:b;
y=0:k:2*pi;
for i=1:max(size(x))

for j=1:max(size(y))
V0(i,j)=x(i)./(abs((r0)^2+x(i).^2+2*abs(r0)*x(i).*cos(y(j)))).^(1/2);

end
end
v0=V0;

A.2.3 Función dV
dr

Para esta función, podemos auxiliarnos de las funciones antes de�nidas de I0 e
I1.

function dVdr(m,n,a,b,salto)
s=0.01:.1/(salto):.99;
s=s�;
r0=a*s;
h=(b-a)/(2*n-1);
k=2*pi/(2*m-1);



A.2. FUNCIONES DE POTENCIAL 135

x=a:h:b;
y=0:k:2*pi;
for p=1:max(size(s))

I0=II0(r0(p,1),n,m,a,b);
I1=II1(r0(p,1),n,m,a,b);
Q0(p,1)=integrald(I0,n,m,a,b);
Q1(p,1)=integrald(I1,n,m,a,b);
dV(p,1)=r0(p,1)*Q0(p,1)+Q1(p,1);

end
plot(r0,dV)
Title([�dV(r)/dr, para a= �, num2str(a), �y b= �, num2str(b)]);
xlim([0,1]);
grid on
xlabel(�r_0�);
ylabel(�dV/dr�);

A.2.4 Función 2I0 + I1
r0

function dI0mI1(m,n,a,b,salto)
s=0.1:1/(salto):.9;
s=s�;
r0=a*s;
u=(a+b)/2;
h=(b-a)/(2*n-1);
k=2*pi/(2*m-1);
x=a:h:b;
y=0:k:2*pi;
for p=1:max(size(s))

I0=II0(r0(p,1),n,m,a,b);
I1=II1(r0(p,1),n,m,a,b);
Q0(p,1)=integrald(I0,n,m,a,b);
Q1(p,1)=integrald(I1,n,m,a,b);
R(p,1)=2*Q0(p,1)+Q1(p,1)/r0(p,1);

end
plot(r0,R)
Title([�2*I_0+I_1/r_0, para b= �, num2str(b)]);
xlim([0,1]);
grid on
xlabel(�r_0�);
ylabel(�2*I_0+I_1/r_0�);
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A.3 Estudio numérico de las condiciones de es-
tabilidad

A.3.1 Función !2 = 0

function omega(m,n,a,b,salto,sigma)
s=0.1:1/(salto):.9;
s=s�;
r0=a*s;
u=(a+b)/2;
h=(b-a)/(2*n-1);
k=2*pi/(2*m-1);
x=a:h:b;
y=0:k:2*pi;
A=(b^2-a^2)*pi;
for p=1:max(size(s))

I0=II0(r0(p,1),n,m,a,b);
I1=II1(r0(p,1),n,m,a,b);
Q0(p,1)=integrald(I0,n,m,a,b);
Q1(p,1)=integrald(I1,n,m,a,b);
%omega^2=0
a4(p,1)=sigma*(r0(p,1)*Q0(p,1)+Q1(p,1))/A;
b4(p,1)=1/(u+sigma*r0(p,1))^2;
omega0(p,:)=roots([a4(p,1), b4(p,1)]);

end
omega0
plot(r0,omega0)
Title([�omega^2=0, para b= �, num2str(b), �y Sigma = �, num2str(sigma)])
xlim([0,1])
xlabel(�r_0�);
ylabel(�epsilon�);
grid on

A.3.2 Función L+N + 2!2 = 0

function LmNmdomega(m,n,a,b,salto,sigma)
s=0.1:1/(salto):.9;
s=s�;
r0=a*s;
u=(a+b)/2;
h=(b-a)/(2*n-1);
k=2*pi/(2*m-1);
x=a:h:b;
y=0:k:2*pi;
A=(b^2-a^2)*pi;
for p=1:max(size(s))
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I0=II0(r0(p,1),n,m,a,b);
I1=II1(r0(p,1),n,m,a,b);
Q0(p,1)=integrald(I0,n,m,a,b);
Q1(p,1)=integrald(I1,n,m,a,b);
%2*omega^2+L+N=0
a1(p,1)=sigma*(Q0(p,1)+2*Q1(p,1)/r0(p,1))*r0(p,1)/A;
b1(p,1)=Q0(p,1)*(-u+sigma*r0(p,1))/A+Q1(p,1)*2*sigma/A
+(2*u+sigma*r0(p,1))/(u+sigma*r0(p,1))^3;
c1(p,1)=1/(u+sigma*r0(p,1))^2;
e1(p,1)=max(roots([a1(p,1), b1(p,1), c1(p,1)]));
e2(p,1)=min(roots([a1(p,1), b1(p,1), c1(p,1)]));
% aqui veri�camos que las raíces no sean complejas, para no gra�carlas
if imag(e1(p,1))~=0

e1(p,1)=0;
end
if imag(e2(p,1))~=0
e2(p,1)=0;
end

end
e1
e2
plot(r0,e1,r0,e2)
Title([�L+N+2*omega^2=0, para b= �, num2str(b), �y Sigma = �, num2str(sigma)])
xlim([0,1])
grid on
xlabel(�r_0�);
ylabel(�epsilon�);

A.3.3 Función 8!2 (L+N) + (L�N)2

function oomegapLmN(m,n,a,b,salto,sigma)
s=0.05:.5/(salto):.95;
s=s�;
r0=a*s;
u=(a+b)/2;
h=(b-a)/(2*n-1);
k=2*pi/(2*m-1);
x=a:h:b;
y=0:k:2*pi;
A=(b^2-a^2)*pi;
for p=1:max(size(s))

I0=II0(r0(p,1),n,m,a,b);
I1=II1(r0(p,1),n,m,a,b);
Q0(p,1)=integrald(I0,n,m,a,b);
Q1(p,1)=integrald(I1,n,m,a,b);
a2(p,1)=sigma*r0(p,1)*(Q0(p,1)+2*Q1(p,1)/r0(p,1))^2/A^2;
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b2(p,1)=(sigma*r0(p,1)*(Q0(p,1)+2*Q1(p,1)/r0(p,1))^2
+u*(3*Q0(p,1)+2*Q1(p,1)/r0(p,1))^2)/(A)^2
+(2*sigma*r0(p,1)*(Q0(p,1)+2*Q1(p,1)/r0(p,1))-8*Q0(p,1)*u)
/(A*(u+sigma*r0(p,1))^3);
c2(p,1)=(-8*u+sigma*r0(p,1))/(u+sigma*r0(p,1))^6
-8*sigma*(r0(p,1)*Q0(p,1)+Q1(p,1))/(A*(u+sigma*r0(p,1))^3)
+(10*Q0(p,1)+12*Q1(p,1)/r0(p,1))/(A*(u+sigma*r0(p,1))^2);
d2(p,1)=1/(u+sigma*r0(p,1))^5;
%calculamos las tres raíces
e2t(p,:)=roots([a2(p,1), b2(p,1), c2(p,1), d2(p,1)]);
e2(p,1)=min(roots([a2(p,1), b2(p,1), c2(p,1), d2(p,1)]));
e2(p,3)=max(roots([a2(p,1), b2(p,1), c2(p,1), d2(p,1)]));
% con esto, escogemos la raíz que se encuentra en medio
if (e2t(p,1)>e2t(p,2)) && (e2t(p,2)>e2t(p,3))

k=2;
elseif (e2t(p,3)>e2t(p,2)) && (e2t(p,2)>e2t(p,1))

k=2;
elseif (e2t(p,2)>e2t(p,1)) && (e2t(p,1)>e2t(p,3))

k=1;
elseif (e2t(p,3)>e2t(p,1)) && (e2t(p,1)>e2t(p,2))

k=1;
elseif (e2t(p,1)>e2t(p,3)) && (e2t(p,3)>e2t(p,2))

k=3;
elseif (e2t(p,2)>e2t(p,3)) && (e2t(p,3)>e2t(p,1))

k=3;
end
e2(p,2)=e2t(p,k);

end
plot(r0,e2)
Title([�8*omega^2*(L+N)+(L-N)^2=0, para a= �, num2str(a),�, b= �,

num2str(b), �y Sigma = �, num2str(sigma)])
xlim([0,1])
grid on
xlabel(�r_0�);
ylabel(�epsilon�);

A.3.4 Comparación de funciones

function comparacion(m,n,a,b,salto)
s=0.1:1/(salto):.9;
s=s�;
r0=a*s;
u=(a+b)/2;
h=(b-a)/(2*n-1);
k=2*pi/(2*m-1);
x=a:h:b;
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y=0:k:2*pi;
A=(b^2-a^2)*pi;
sigma=1;
for p=1:max(size(s))

I0=II0(r0(p,1),n,m,a,b);
I1=II1(r0(p,1),n,m,a,b);
Q0(p,1)=integrald(I0,n,m,a,b);
Q1(p,1)=integrald(I1,n,m,a,b);
%8*omega^2*(L+N)+(L-N)^2=0
a2(p,1)=sigma*r0(p,1)*(Q0(p,1)+2*Q1(p,1)/r0(p,1))^2/A^2;
b2(p,1)=(sigma*r0(p,1)*(Q0(p,1)+2*Q1(p,1)/r0(p,1))^2
+u*(3*Q0(p,1)+2*Q1(p,1)/r0(p,1))^2)/(A)^2+(2*sigma*r0(p,1)*(Q0(p,1)+2*Q1(p,1)/r0(p,1))
-8*Q0(p,1)*u)/(A*(u+sigma*r0(p,1))^3);
c2(p,1)=(-8*u+sigma*r0(p,1))/(u+sigma*r0(p,1))^6
-8*sigma*(r0(p,1)*Q0(p,1)+Q1(p,1))/(A*(u+sigma*r0(p,1))^3)
+(10*Q0(p,1)+12*Q1(p,1)/r0(p,1))/(A*(u+sigma*r0(p,1))^2);
d2(p,1)=1/(u+sigma*r0(p,1))^5;
e2t(p,:)=roots([a2(p,1), b2(p,1), c2(p,1), d2(p,1)]);
e2(p,1)=e2t(p,2);
e2(p,2)=e2t(p,3);
e2(p,3)=e2t(p,1);
if imag(e2(p,1))~=0

e2(p,1)=0;
end
if imag(e2(p,2))~=0

e2(p,2)=0;
end
if imag(e2(p,3))~=0

e2(p,3)=0;
end
%L+N+2*omega^2=0
a1(p,1)=sigma*(Q0(p,1)+2*Q1(p,1)/r0(p,1))*r0(p,1)/A;
b1(p,1)=Q0(p,1)*(-u+sigma*r0(p,1))/A+Q1(p,1)*2*sigma/A
+(2*u+sigma*r0(p,1))/(u+sigma*r0(p,1))^3;
c1(p,1)=1/(u+sigma*r0(p,1))^2;
e1(p,1)=max(roots([a1(p,1), b1(p,1), c1(p,1)]));
e2(p,1)=min(roots([a1(p,1), b1(p,1), c1(p,1)]));
if imag(e1(p,1))~=0

e1(p,1)=0;
end
if imag(e2(p,1))~=0

e2(p,1)=0;
end
%omega^2=0
a4(p,1)=sigma*(r0(p,1)*Q0(p,1)+Q1(p,1))/A;
b4(p,1)=1/(u+sigma*r0(p,1))^2;
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omega0(p,:)=roots([a4(p,1), b4(p,1)]);
end
plot(r0,omega0,�*�,r0,e2(:,2),���,r0,e1.�.�)
Title([�Comparación de las funciones, para b= �, num2str(b), �epsilon_2_,_+

es "�" , omega es "*" y epsilon_1_,_- es "."�])
xlim([0,1])
grid on
xlabel(�r_0�);
ylabel(�epsilon�);



Appendix B

Tablas de resultados de las
simulaciones

Los valores de las simulaciones numéricas:
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Tabla 1. Valores 2I0 + I1
r0
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Tabla 2. Valores de !2 = 0
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Tabla 3. Valores de L+N + 2!2 = 0 para � = 1
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Tabla 4. Valores de L+N + 2!2 = 0 para � = �1
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Tabla 5. Cont.
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Tabla 6. Valores de 8!2 (L+N) + (L�N)2 = 0 para � = 1



148 APPENDIX B. TABLAS DE RESULTADOS DE LAS SIMULACIONES

Tabla 7. Cont.
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Tabla 8. Valores de 8!2 (L+N) + (L�N)2 = 0 para � = �1
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Tabla 9. Cont.
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