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C.2. Términos de Chern Simons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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Caṕıtulo 1

Introducción

La mecánica clásica está basada en las leyes de Newton y se reformula equiva-
lentemente en el principio de Hamilton aplicado a un lagrangiano dependiente de
las coordenadas generalizadas y sus primeras derivadas. Ambas formulaciones,
la de Newton y la lagrangiana, dan lugar a un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden en coordenadas generalizadas. En la formulación
hamiltoniana, como veremos, se introducen nuevas variables y el principio varia-
cional da lugar a ecuaciones de primer orden. En ella la generadora de evolución,
es decir, la hamiltoniana se asocia, para sistemas conservativos, t́ıpicamente a
la enerǵıa mecánica y es siempre positiva.

En contraste con esto, en la f́ısica moderna se ha considerado la posibili-
dad de aplicar el principio variacional a acciones con dependencia de derivadas
temporales de orden superior a uno (TOS), de forma que el principio de Hamil-
ton da lugar a ecuaciones diferenciales de orden mayor a dos en el espacio de
configuración. Una primera formulación hamiltoniana para estos sistemas fue
propuesta por Ostrogradsky [1] en la cual se construye una descripción del pro-
blema variacional en el espacio cotangente de la variedad de configuración. En
esta formulación las derivadas de orden superior se proponen como coordena-
das y se les asocia un momento conjugado a cada una. Imponer el principio de
Hamilton a, por ejemplo, un sistema de orden n con una sola coordenada gene-
ralizada, da lugar a un sistema de 2n ecuaciones de primer orden mientras que
en la formulación lagrangiana se deriva una sola ecuación de orden 2n. Por otro
lado, la hamiltoniana es construida como la generadora de la evolución temporal
del sistema. Para sistemas conservativos, ésta se define como la enerǵıa del sis-
tema. Es notable remarcar que, en estos casos, ésta no está acotada por abajo y
por ello puede ser negativa. Tal propiedad es usualmente llamada: inestabilidad
de Ostrogradky (IO).

Las teoŕıas de orden superior aparecen en varios contextos en la f́ısica moder-
na. En teoŕıa de cuerdas, la inevitable no localidad puede expresarse en términos
de una teoŕıa de orden infinito [2]. Recientemente ha habido interés en propo-
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4 Introducción

nerlas como extensiones de ciertas teoŕıas con el fin de hacer manejables ciertas
de sus propiedades desventajosas. Por ejemplo, muy comunmente se agregan
términos de orden superior para recuperar la renormalizabilidad. En esta linea,
Weyl y Eddington [3] primeramente propusieron agregar términos cuadráticos
de la curvatura a la acción de Einstein-Hilbert para extender de la relatividad
general. Más recientemente, se ha mostrado que una teoŕıa cuántica de la grave-
dad obtenida tras agregar términos de orden cuarto de la curvatura a la acción
de Einstein Hilbert, es asintóticamente libre y el problema de la renormaliza-
bilidad se aminora [7]. Es preciso señalar que dichos términos aparecen como
correcciones en la acción efectiva de una teoŕıa de supercuerdas en el ĺımite de
pendiente nula [8]. También Bopp [4] y Podolsky [5] hacen modificaciones a la
electrodinámica con el fin de evitar divergencias ultravioleta tales como la au-
toenerǵıa de una carga puntual. Después Pais y Uhlenbeck [6] encontraron que
el uso de ecuaciones de orden superior lleva a la desaparición de las cantidades
divergentes que plagan a la teoŕıa de campos usual.

En el contexto de teoŕıas efectivas aparecen términos de orden superior inevi-
tablemente debido a las expansiones en serie en el espacio de Fourier introduci-
das por las correcciones radiativas. En QED, por ejemplo, el lagrangiano efecti-
vo de Euler-Heisenberg que describe fotones ligeros introduciendo fluctuaciones
cuánticas de fermiones pesados, la corrección a la acción libre del campo de nor-
ma es un término no local. A distancias largas una teoŕıa de Yang-Mills puede
ser aproximada por un lagrangiano que contenga derivadas de segundo orden
del tensor de intensidad de campo [9], este tipo de acciones efectivas son útiles
en la descripción de confinamiento de cuarks a baja enerǵıa.

Desgraciadamente, la inestabilidad de las TOS es no trivial, inevitable y se
origina a nivel fundamental. IO ha sido ampliamente estudiada a lo largo del
tiempo en la literatura. Pais y Uhlenbeck primeramente reconocieron la existen-
cia de estados con enerǵıa negativa, posteriormente Heisenberg [10] demuestra
que este hecho tiene como consecuencia existencia de estados con norma nega-
tiva o “fantasmas” implicando la no unitariedad de TOS. Más recientemente
Hawking [34] entre otros, han hecho notar la aparición de polos con valor ne-
gativo en los propagadores de teoŕıas de campos con derivadas temporales de
orden superior. La forma de sobrellevar este asunto de los fantasmas, ha sido
imponer reglas de superselección para removerlos, sin embargo, este esquema
no es general. En cortas palabras, la no causalidad, el espectro negativo y el
fracaso de la interpretación probabiĺıstica arraigada en la no unitariedad de la
matriz S, en general hasta ahora son irremediables.

La raiz de todos los problemas se origina a nivel clásico: es sin duda una con-
secuencia de que la hamiltoniana no está acotada por abajo. Si bien interpretar
a la hamiltoniana de Ostrogradsky como la enerǵıa es apropiado por ser la ge-
neradora de la evolución temporal, algo en ello no está del todo comprendido al
encontrarnos con estos inconvenientes. La intepretación del espectro del hamil-
toniano de Ostrogradsky como la enerǵıa de los grados de libertad f́ısicos, no es
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5

del todo correcta [11]. Otra posibilidad (el peor de los casos) es que estas teoŕıas
no tengan la posibilidad de ser una descripción aceptable para ningún sistema
f́ısico. Woodard [12], entre otros, ha sugerido que las consecuencias de IO men-
cionadas en los párrafos anteriores deben ser prueba suficiente de la invalidez
de TOS como descripciones de sistemas f́ısicos, en otras palabras afirma que
Newton estaba en lo cierto al esperar que todas las leyes f́ısicas tomaran forma
de ecuaciones diferenciales de segundo orden cuando se expresan en términos
de variables dinámicas fundamentales. Sin embargo, el hecho es que, si bien no
entendemos bien las TOS (o no sea importante entenderlas) ni tenemos cer-
teza sobre la veracidad de la aseveración de Woodard y Newton, hoy por hoy
aparecen en muchos contextos, motivo por el cual es preciso manejarlas y desea-
ble extraer de ellas cierta información f́ısica más allá de averiguar si son o no
fundamentales.

En las lineas de estudio de TOS han sido diversas. En primer lugar, ha ha-
bido intentos con el objetivo de ampliar la estructura formal de la mécanica
de manera que se contemplen estos sistemas. En esta linea Whittaker [13] con-
tinuó el trabajo inicial de Ostrogradsky en el marco moderno de la mecánica
anaĺıtica. En épocas más recientes Pais y Uhlenbeck retoman las TOS para re-
plantear una teoŕıa de campos alternativa con el objetivo de resolver el asunto
de la renormalización. Pons [14] introduce una generalización del método de Os-
trogradsky para sistemas con constricciones. Pimentel y Teixeira [15][16], Rabei
[17] plantean el formalismo de Hamilton-Jacobi para sistemas de orden dos.

Por otro lado, en resolver el problema de la no unitariedad y las enerǵıas
negativas, son de gran ayuda los estudios sobre teoŕıas no hermı́ticas como
el modelo de Lee [18]. También, el trabajo de Nesterensko donde se plantean
sistemas f́ısicos en los que la enerǵıa negativa es aceptable y tiene significado
f́ısico [19].

Otra linea de investigación surge de la dificultad de extraer de TOS informa-
ción f́ısicamente útil debido a sus predicciones insensatas. En la linea de extraer
predicciones f́ısicamente consistentes surgen ideas como la siguiente: un sistema
formado por subsistemas acoplados de orden uno y un sistema de orden superior,
son equivalentes en algunos casos de interés. Al menos en el caso del oscilador
de Pais-Uhlenbeck, se encuentra que describe a un particular sistema de oscila-
dores acoplados [11]. Dado que el oscilador de Pais-Uhlenbeck es el modelo de
juguete de las teoŕıas de campos de orden superior, este resultado es atracti-
vo. Es posible que muchas de las teoŕıas de orden superior con las que hoy en
d́ıa nos enfrentamos puedan desacoplarse en virtud una equivalencia similar y
aśı obtener la f́ısica de los grados de libertad de orden uno con espectro positivo
y predicciones interpretables deseables.

En esta búsqueda de desacoplamiento, ha sido útil el esquema perturbativo
puesto que los términos de orden superior en TOS aparecen casi siempre pesados
por un parámetro pequeño. Cheng-Ho han publicado que es posible desacoplar
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6 Introducción

la dinámica del modo normal de baja eneǵıa del sistema de osciladores mediante
una aproximación perturbativa aplicada al oscilador de Pais-Uhlenbeck [21]. En
esta linea Eliezer y Woodard [2], en el contexto de la no localidad en teoŕıas
de cuerdas, proponen un método de localización que consiste en eliminar las
variables de orden superior en términos de las soluciones de bajo orden. Cheng-
Ho modifican y ampĺıan el método de Eliezer y Woodard más allá de teoŕıa de
cuerdas, con el objeto de obtener una teoŕıa efectiva sin variables dinámicas de
orden superior. Ambos métodos perturbativos se restringen a ser aplicados a
teoŕıas no singulares.

Dada la importancia de las teoŕıas de norma en teoŕıa de campos, en es-
pecial las extensiones de orden superior propuestas recientemente, nos propo-
nemos en este trabajo generalizar el método perturbativo de Cheng-Ho [21] y
Eliezer-Woodard [2], en virtud de la necesidad de ser aplicado a sistemas con
constricciones.

Nuestro primer objetivo es plantear el método en el formalismo hamilto-
niano, donde resulta clarificarse el mecanismo de reducción geométricamente:
Los grados de libertad asociados a las derivadas de orden superior tienen enerǵıas
inaccesibles al sistema o bien producen efectos inobservables como la no unita-
riedad o la enerǵıa negativa, por lo tanto, puede pensarse que la evolución clásica
ocurre en una vecindad de una subvariedad de su espacio fase. Por lo tanto, en
este ĺımite de bajas enerǵıas y de unitariedad, la evolución que describe una
teoŕıa constreñida a una subvariedad donde los grados de libertad asociados a
las derivadas de orden superior están ausentes, es una buena aproximación para
el sistema original con la gran ventaja de que los inconvenientes de las TOS
desaparecen. Las constricciones reductoras 1(el conjunto de ellas denotadas por
Cp) se construyen mediante un proceso iterativo de las ecuaciones de Hamilton
equivalente a aquel que constituye los métodos de Cheng-Ho y Eliezer2. Tales
constricciones no son otra cosa que las ecuaciones de movimiento de la teoŕıa
original válidas a cierto orden en el parámetro caracteŕıstico de la perturbación
de orden superior. Al imponerlas estŕıctamente, el espacio fase original se ha-
ce más pequeño, por otro lado los paréntesis de Poisson se modifican. Al final
de cuentas, en el caso no singular, después de hacer la aproximación, cambian
tanto la forma funcional de la acción como los paréntesis de Poisson. A nivel
cuántico esto se traduce que en la integral de trayectoria cambia el integrando
y la medida de integración.

En esta versión hamiltoniana las teoŕıas singulares desde el inicio son teoŕıas
constreñidas cuyo espacio fase y forma simpléctica están determinados por cier-
tas constricciones definitorias. Este espacio es usualmente llamado “Espacio
Reducido de Dirac” y es el punto de partida para cuantizar canónicamente un
sistema singular. En el caso más general antes de tener esta estructura canónica,

1que a lo largo de la tesis llamaremos “perturbativas”
2ver apéndice B
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7

puede existir la simetŕıa de norma la cual es generada por cierto tipo de cons-
tricciones que introducen arbitrariedad (parámetros libres) en las variaciones (y
por lo tanto en las ecuaciones de movimiento). Para superar esta etapa, gene-
ralmente se imponen constricciones extra llamadas condiciones de norma que
rompen la simetŕıa de norma y eliminan la arbitrariedad 3. El proceso de reduc-
ción en principio puede hacerse desde la primera etapa o después de haber fijado
la norma. Cualquiera que sea el caso, el proceso de aproximación debe partir del
espacio fase subyacente estructurado por las constricciones. Cabe señalar que
para construir Cp son necesarias las ecuaciones dinámicas y para obtenerlas sin
arbitrariedad es necesario fijar la norma. Por otro lado, podŕıa suceder que las
transformaciones de norma sólo afecten a grados de libertad de orden superior
y que las ecuaciones dinámicas de variables de orden menor fueran independien-
tes de norma, en tal caso seŕıa factible encontrar las Cp sin arbitrariedad. En
palabras resumidas: la simetŕıa de norma puede o no ser rota por el método
perturbativo dependiendo de la naturaleza de las transformaciones que generen
y de si queremos eliminar o no parámetros indeterminados en la teoŕıa reducida.

Esta tesis está estructurada como sigue: En el caṕıtulo 2 se desarrollará el
método perturbativo en la formulación hamiltoniana, tanto para el caso singular
como para el no singular. Antes de plantear el método para una teoŕıa general,
presentamos el caso del oscilador de Pais y Uhlenbeck (PU) con la intención de
generar una noción clara del proceso en un caso sencillo. En la siguiente sección
se hace una demostración de la equivalencia entre PU y un sistema de oscila-
dores acoplados. Se muestra que la frecuencia de PU reducida y una frecuencia
normal del sistema de osciladores son iguales y corresponde a la del modo de
baja enerǵıa; a partir de este sencillo resultado surge la motivación f́ısica del
método. Posteriormente, se hace una generalización del proceso de aproxima-
ción aplicable a cualquier teoŕıa no singular. Gracias a plantear el método en
el espacio fase se gana un enfoque geométrico que permite generalizar el forma-
lismo directamente a teoŕıas singulares. En la primera mitad del caṕıtulo 3 se
presenta la propuesta del método para el caso singular. Se extiende el formalis-
mo perturbativo al espacio de Dirac. En ciertos casos el método se vale de las
constricciones para hacer la reducción, por lo tanto se propone una clasificación
de constricciones según sea su funcionalidad.

El caṕıtulo 4 muestran algunos ejemplos que ilustran la aplicación de la
aproximación a teoŕıas algunas teoŕıas singulares representativas. En el primer
ejemplo se aplica el método perturbativo al oscilador de Pais-Uhlenbeck para-
metrizado (PUR), el cual es la versión singular de PU cuya dinámica se genera
via transformaciones de norma (es una caricatura de las teoŕıas topológicas).
Con este ejemplo se desea ilustrar el mecanismo de reducción en el caso singular
especial en que no se requiere fijar la norma. Se muestra que las correspondientes
teoŕıas reducidas PU y PUR describen los mismos grados de libertad. En el últi-
mo ejemplo se trabaja con la electrodinámica en (2+1) dimensiones modificada

3Tal procedimiento se conoce como fijación de la norma
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8 Introducción

por un término de Chern-Simons de orden superior(EMCS3), el cual apareceŕıa
naturalmente en un lagrangiano efectivo de QED3 tras calcular diagramas de
Feynman anómalos [22]. Antes de empezar con la teoŕıa de campos realista, el
segundo ejemplo es una versión simplificada (EMCS1) de EMCS3 para ilustrar
la estructura de la teoŕıa y de paso se ilustra el caso singular de segunda cla-
se.En el último ejemplo se tienen dos objetivos: por un lado, y en primer lugar
en importancia, aplicar el método a una teoŕıa de campos de orden superior
(orden 2) con constricciones, por otro lado, y con intereses puestos mas allá de
este trabajo, obtener una versión reducida de EMCS3 sin la violación de uni-
tariedad que se reporta en la literatura [22]. Se obtiene un formalismo canónico
a bajas enerǵıas (reducido) de oden 1 en la norma de Coulomb a partir del cual
es factible calcular la integral de trayectoria correspondiente.

Por último el apéndice A se revisa formalmente la formulación clásica pa-
ra sistemas de orden superior. En primer lugar nos enfocaremos en sistemas
con número de grados de libertad discreto y posteriormente en teoŕıas de cam-
pos de orden dos. A su vez, se introducirá brevemente el algoritmo de Dirac
para construir el formalismo canónico para teoŕıas de orden superior con cons-
tricciones. En la segunda sección se presenta el caso de una teoŕıa de campos
general clásica de orden dos, aqúı se deducen los momentos canónicos conjuga-
dos correspondientes mediante el teorema de Noether aśı como las ecuaciones
de Euler-Lagrange. El apéndice B es una muy breve revisión del método pro-
puesto por Cheng-Ho-Yeh en [21] del cual este trabajo es una generalización. En
el apéndice C se revisan los antecedentes de las teoŕıas de Chern-Simons(CS).
También se da un breve marco teórico para los términos de interacción de CS
de orden superior en QED3.
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Caṕıtulo 2

Aproximación Perturbativa
en la Formulación
Hamiltoniana:
Caso No Singular

El objetivo en este caṕıtulo es replantear el método perturbativo de Cheng-
Ho presentado en el apéndice B de modo que pueda aplicarse a cualquier sistema
singular o no singular de orden superior en la formulación hamiltoniana. En pri-
mer lugar, consideraremos el caso no singular. A partir de un proceso iterativo
de las ecuaciones de Hamilton-Ostrogradsky generaremos expresiones de las va-
riables asociadas a las derivadas superior qs y ps (s = 1, ..., n − 1) en términos
de las variables asociadas a la variable de orden más bajo q0 y p0 en derivadas.
Estas expresiones son equivalentes a las sustituciones del método de Cheng-Ho-
Ye. Ellas se satisfacen aproximadamente, al orden correspondiente en α, si se
satisfacen las ecuaciones de movimiento subyacentes. Tales expresiones pueden
pensarse como constricciones pues establecen relaciones entre coordenadas del
espacio fase, las llamaremos “constricciones perturbativas” (Cp). La idea del
método propuesta aqúı es construir una teoŕıa aproximada imponiendo Cp co-
mo constricciones a la teoŕıa exacta. La teoŕıa constreñida resultante tiene, por
supuesto, menos grados de libertad pues los de orden superior se vuelven varia-
bles dependientes. Por otro lado, su evolución ocurre muy cerca del subespacio
donde la evolucioń a orden cero en α tiene lugar y las correcciones introducen
fluctuaciones fuera pero cerca de ese subespacio fase. Si bien, aqúı el proceso
iterativo de las ecuaciones de movimiento es equivalente al de [21], por lo ante-
rior el mecanismo de reducción es diferente y se bosqueja en la figura (3.10). Los
paréntesis de Dirac y la hamiltoniana canónica asociados con las constricciones
perturbativas, constituyen la estructura canónica de la teoŕıa reducida.

Antes de plantear el método general, trabajaremos en este caṕıtulo con el

9
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10 Caso No singular

sistema de orden superior más simple: el oscilador de Pais y Uhlenbeck [6]. Aun-
que sencillo este sistema es importante pues su generalización a más grados de
libertad es la base de teoŕıas de campo de orden superior como la electrodinámi-
ca extendida de Podolsky [5] y a mayor orden en las derivadas a acciones no
localizadas como aquellas que aparecen el teoŕıas de cuerdas.

El objetivo de partir de este ejemplo es poner en claro las bases conceptuales
detrás del método perturbativo en el caso análogo más sencillo a una teoŕıa de
campos. La siguiente sección se hará la generalización del método a la luz del
análisis para este caso espećıfico. Primero plantearemos su formalismo canóni-
co. A partir de las ecuaciones de Hamilton haremos una aproximación para
las variables de orden superior. Posteriormente, a partir de las aproximaciones,
construiremos el conjunto Cp hasta orden 2. Después a cada orden, construi-
remos la teoŕıa reducida imponiendo fuertes Cp. Más tarde, hablaremos de la
equivalencia entre este sistema y un sistema de osciladores acoplados, gracias
a la cual es posible extraer información f́ısicamente aceptable del sistema. Fi-
nalmente, a la luz de esta información, demostraremos que la teoŕıa reducida
describe la dinámica de la teoŕıa subyacente a baja enerǵıa.
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2.1 Oscilador de Pais-Uhlenbeck 11

2.1. Ejemplo Ilustrativo:
Oscilador de Pais-Uhlenbeck

El oscilador de Pais y Uhlenbeck es una teoŕıa de orden 2 discreta no singular,
se trata de la extensión más simple de orden superior del oscilador armónico. Fue
propuesto por primera vez por Pais y Uhlenbeck como modelo de juguete para
estudiar las propiedades de las teoŕıas de orden superior en derivadas temporales
aśı como pósibles formulaciones alternativas de las teoŕıas de campos. El modelo
clásico base de la teoŕıa de campos es el oscilador armónico. La extensión más
simple de orden superior de que respeta sus simetŕıas es un término cuadrático
en las segundas derivadas de la variable de configuración.

L =
ż2

2
− ω2z2

2
− γ

2
z̈2. (2.1)

Donde γ es una constante pequeña. Según la propuesta de Ostrogradsky, pro-
ponemos como coordenadas a z y ż

z → z0

ż → z1.

Aśı la lagrangiana bajo la restricción z1 = ż0 es

L =
z2
1

2
− ω2z2

0

2
− γ

2
ż2
1 .

Referimos al lector al apéndice A para revisar el formalismo canónico de para
sistemas de orden superior según el cual los momentos canónicos conjugados a
z0 y z1 respectivamente, definen como sigue

P =
∂L

∂z1
− d

dτ
(
∂L

∂ż1
) = z1 − γG, (2.2)

Π =
∂L

∂ż1
= −γż1. (2.3)

En (2.2) G denota

γG(z0, z1, ż1, z
(3)
0 ) ≡ dΠ

dt
.

La hessiana es no singular, por lo tanto el hamiltoniano se define

H = Pz1 + ż1(Π, z0, z1)Π − L (z0, z1, ż1(Π, z0, z1)) (2.4)

= Pz1 − Π2

2γ
− z2

1

2
+

ω2z2
0

2
.

Las ecuaciones de Hamilton son

ż0 = z1 (2.5)

Neevia docConverter 5.1



12 Caso No singular

ż1 = −Π
γ

, (2.6)

Ṗ = −ω2z0, (2.7)

y
Π̇ = −P + z1. (2.8)

Si se despeja z1 de la ecuación (2.8), se diferenćıa con respecto al tiempo y se
usan (2.6) y (2.7); obtenemos la siguiente expresión:

Π = γ(ω2z0 − Π̈). (2.9)

De (2.9) vemos que (2.6),(2.7) y (2.8) son equivalentes al sistema de ecuaciones
de Hamilton. Este nuevo sistema de ecuaciones son básicas para lo que sigue.
En primer lugar, la idea es reescribir z1 y Π en términos de z0 y P a cierto orden
en γ, para ello las ecuaciones de movimiento reescritas como (2.8) y (2.9) tienen
una forma apta para ser iteradas. Partiremos del orden más bajo en γ y después,
haremos la construcción a ordenes mayores. A orden cero tales ecuaciónes son

Ṗ = −ω2z0,

−P + z1 = 0

y
Π = 0. (2.10)

En lo que sigue, adoptaremos la siguiente notación

[X]n → X hasta orden n

[X(k)]n → dkX
dτk hasta orden n,

donde
X = Π, z1.

son las coordenadas y momentos de orden superior. Entonces, a O(γ0) la coor-
denada y el momento asociados a las derivadas de orden superior z1 y Π se
reescriben en términos de z0 y P aśı

[z1]0 = P

[Π]0 = 0.

Estas aproximaciones para las coordenadas del espacio fase asociadas a los gra-
dos de libertad de orden superior coinciden con el resultado exacto obtenido de
la teoŕıa a orden cero, la cual es de orden 1, y por tanto las aproximaciones son
consistentes.
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2.1 Oscilador de Pais-Uhlenbeck 13

Ahora, para construir la aproximación a primer orden en γ recurriremos nueva-
mente a las ecuaciones (2.8) y (2.9). En primer lugar, queremos escribir z1 en
función de z0 y P , puede usarse para eso (2.8)

z1 = P + Π̇

Sin embargo, antes necesitamos una aproximación para [Π]1, la cual aun no
construimos. Entonces empezaremos por iterar una vez (2.9)

Π = γω2z0 − γ(γω2)ż1 + γ2Π(4). (2.11)

Vemos aqúı que para aproximar [Π]1 sólo necesitamos [Π]0 y la ecuación (2.6).
Por lo tanto (2.9) es el punto de partida

[Π]1 = γω2z0.

Con lo anterior es posible calcular

[z1]1 = P + [Π̇]1

= P +
d

dt

(
γω2z0

)
= P + γω2[z1]0.

Resulta útil, para construir aproximaciones al siguiente orden, calcular las apro-
ximaciones de las derivadas de Π

[Π(2)]1 = γω2[ż1]1 = −ω2[Π]1 = −(ω2)2γz0

[Π(4)]1 = (ω2)2[Π]1 = (ω2)3γz0 (2.12)

las cuales aparecen en la expresión (2.11).

Para calcular aproximaciones a mayor orden n hacemos un proceso similar
al anterior. Primero construimos la aproximación para [Π]n y a partir de ella
seguimos con [z1]n. Primero sustituimos z̈ de (2.6) en (2.11) y obtenemos

Π = γω2z0 + αΠ + γ2Π(4).

La última ecuación puede ser itereada para encontrar Π a cierto orden en γ en
términos de z. También, el proceso de iteración puede entenderse mediante la
siguiente fórmula de recurrencia

[Π]n+1 = γω2z0 + γω2[Π]n + γ2[Π(4)]n−1. (2.13)

Puede demostrarse que, en general

[Π(4)
k ]k−1 = (ω2)2[Π]k−1,
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14 Caso No singular

de manera que

[Π]n = γω2z0 + γω2[Π]n + (γω2)2[Π]n−1 = αnz0, (2.14)

donde

αk<1 = 0,

α1 = γω2,

...

αn = γω2 + γω2αn−1 + (γω2)2αn−2.

Una vez determinada [Π]n, a partir de ella puede obtenerse [z1]n mediante (2.8)

[z1]n = P + [Π̇]n. (2.15)

La teoŕıa aproximada dejará de ser de orden superior, entonces z1 = ż ya no
jugará el papel de coordenada generalizada. En la formulación hamiltoniana,
esto se traduce en que ż desaparece como coordenada canónica del espacio fase
reducido y en cambio hay que escribirla en términos del momento conjugado P
que genera traslaciones en z0. A orden n

[z1]n = (1 + αn)P. (2.16)

En base a las aproximaciones a primer orden y las fórmulas de recurrencia
anteriores, a segundo orden se tienen

[Π]2 = γω2z0 + γω2[Π]1 + γ2[Π(4)]0
= γω2(1 + γω2)z0 (2.17)

y

[z1]2 = P + [Π̇]2

= P +
d

dt
([Π]2)

= (1 + γω2 + (γω2)2)P.

2.1.1. Construcción de la Teoŕıa Reducida

El objetivo principal del método perturbativo es eliminar de la teoŕıa los
grados de libertad asociados a las derivadas de orden superior. En la sección an-
terior encontramos una aproximación para estas variables en el caso espećıfico
del oscilador de Pais y Uhlenbeck válidas a orden k = 1, 2, ..n si se satisfacen las
ecuaciones de movimiento clásicas. Una forma de concebir estas aproximaciones
es como constricciones, es decir, ellas son relaciones que vuelven dependientes
de las variables de orden más bajo a las variables de orden superior. Una forma
equivalente de verlo es que la teoŕıa aproximada corresponde a la teoŕıa sub-
yacente que evoluciona en un subespacio fase definido por las aproximaciones
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2.1 Oscilador de Pais-Uhlenbeck 15

en lugar del espacio fase completo. Resulta natural entonces, en esta formula-
ción, usar el algoritmo de Dirac como mecanismo de construcción de la teoŕıa
aproximada. Un posible argumento f́ısico que valida esta aproximación, es que
en el ĺımite de baja enerǵıa, la teoŕıa evoluciona clásicamente solamente en una
región de su espacio fase completo. Por ser las variables de orden superior per-
turbaciones pequeñas, esperamos que la región sea “cercana” a aquella donde
evoluciona el sistema a orden cero. Como veremos en la siguiente sección en el
caso de Pais-Uhlenbeck este argumento es consistente. Para empezar definimos
el conjunto Cp de constricciones perturbativas a orden n en γ como sigue

ψn = Π − [Π]n, (2.18)
φn = z1 − [z1]n. (2.19)

Estas constricciones son de segunda clase a cualquier orden

{ψn, φn} ≈ {Π − [Π]n, z1 − [z1]n} (2.20)
= −1 + {[Π]n, [z1]n}. (2.21)

Primer Orden

Las Cp para nuestro sistema espećıfico a primer orden son

ψ1
1 = Π − γω2z0 (2.22)

ψ2
1 = z1 − (1 + γω2)P. (2.23)

Como se explica en el apéndice A, para teoŕıas constreñidas, la forma simplécti-
ca que genera las variaciones en el espacio fase reducido1 es aquella asociada a
los paréntesis de Dirac. En este caso, la teoŕıa aproximada esta constreñida por
Cp, por lo tanto la forma simpléctica de Poisson original se modifica, toman su
lugar los paréntesis de Dirac asociados a tales constricciones

{A,B}(1) ≈ {A,B} − {A,ψI
1}CIJ{ψJ

1 , B}, (2.24)

los cuales están determinados por la siguiente matriz

(c(1)
ij ) = ({ψi

1, ψ
j
1}),

y su inversa
(cij

(1)) = (c(1)
ij )−1

ambas son matrices antisimétricas, por lo tanto su diagonal es nula, mientras
que los elementos antidiagonales de cij están dados expĺıcitamente por

{ψ1, ψ2} = −1 + γω2 + O(γ2)

1i.e. aquel subespacio del espacio fase subyacente definido por las constricciones de segunda
clase
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16 Caso No singular

(c(1)
ij ) =

(
0 −1 + γω2

1 − γω2 0

)
. (2.25)

La forma simpléctica de la teoŕıa subyacente asociada con los paréntesis de
Poisson era

Ω = dΠ ∧ dz1 + dP ∧ dz0. (2.26)

Después de hacer fuertes Cp, es decir despues de hacer la aproximación, la forma
simpléctica correspondiente a los paréntesis de Dirac es

Ω1 = ({P, z0}(1))dP ∧ dz0. (2.27)

Explicitamente
{P, z0}D = 1 − γω2.

El teorema de Darboux garantiza que existe una tranformación a un sistema
de coordenadas del espacio fase (obviamente no canónica) para cada forma
simpléctica no degenerada en el cual la forma simpléctica tiene la forma canóni-
ca. Es decir coordenadas x y p tales que Ω1 = dp∧dx. Las coordenadas buscadas
son

x = (1 − γω2)z0, (2.28)
p = P. (2.29)

La hamiltoniana canónica expresada en términos de las variables (2.28) y (2.29)
es

H1 =
p2

2
+ (1 + γω2)

ω2x2

2
(2.30)

Esta última hamiltoniana describe a un oscilador armónico con frecuencia

(	1)2 = ω2(1 + γω2) (2.31)

.

Segundo Orden

Las Cp a segundo orden en γ son

ψ1
2 = Π − γω2(1 + γω2)z0, (2.32)

ψ2
2 = z1 − (1 + γω2 + 2(γω2)2)P. (2.33)

Los paréntesis de Dirac asociados a tales constricciones

{A,B}(2) ≈ {A,B} − {A, ψI
1}cIJ{ψJ

1 , B}, (2.34)

los cuales están determinados por la siguiente matriz

(c(2)
ij ) = ({ψi

2, ψ
j
2}),
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2.1 Oscilador de Pais-Uhlenbeck 17

y su inversa
(cij

(2)) = (c(2)
ij )−1

ambas son matrices antisimétricas, por lo tanto su diagonal es nula, mientras
que los elementos antidiagonales de cij están dados expĺıcitamente por

{ψ1
2 , ψ2

2} = −1 + γω2 + (γω2)2 + O(γ3).

Después de hacer la aproximación, solamente z0 y P son variables independien-
tes. En términos de sus paréntesis de Dirac la forma simpléctica correspondiente
es

Ω(2) =
({P, z0}(2)

)
dP ∧ dz0 (2.35)

= (1 − γω2 − 2(γω2)2)dP ∧ dz0. (2.36)

Las coordenadas en las que(2.35) se vuelve canónica son

x = (1 − γω2 − 2(γω2)2)z0, (2.37)
p = P. (2.38)

En las coordenadas (2.37) el hamiltoniano se reescribe

H2 =
(1 − (γω2)2)

2
p2 +

ω2

2
(1 + γω2 + 3(γω2)2)x2. (2.39)

El cual también describe a un oscilador armónico con frecuencia 	2:

(	2)2 = ω2[1 + γω2 + 2(γω2)2]. (2.40)

Entonces, finalmente, la teoŕıa aproximada obtenida en las nuevas coordenadas
es una teoŕıa con hamiltoniana acotada por abajo con espectro positivo bien de-
finido. Note que de haber simplemente elimidado el término de orden superior en
la hamiltoniana, habŕıamos obtenido también una teoŕıa con estas caracteŕısti-
cas, sin embargo en esta versión aproximada, la frecuencia clásica del sistema a
orden cero se corrige. A continuación veremos que significa esta corrección.
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18 Caso No singular

2.1.2. Correspondencia del Modelo de PU con un Sistema
de Osciladores Acoplados

En esta sección, mostraremos cómo, a partir de un sistema de osciladores
acoplados, puede obtenerse una teoŕıa de Pais Uhlenbeck cuyos parámetros par-
ticulares están en términos de los parámetros propios del sistema de osciladores,
es decir, de las frecuencias de los modos normales. A partir de este PU particu-
lar, será posible dar una interpretación f́ısica a la teoŕıa reducida obtenida en la
anterior sección.

Considere el sistema de dos osciladores acoplados, descrito por el lagrangiano

L =
Mẏ2

2
+

mẋ2

2
− K

2
y2 − k

2
(x − y)2,

el cual genera las ecuaciones de movimiento

mẍ + k(x − y) = 0 (2.41)

y
Mÿ + Ky − k(x − y) = 0. (2.42)

O bien ( ẍ
ÿ

)
=

(
− k

m
k
m

k
M −K+k

M

) ( x
y

)
.

Los valores propios de la matriz son

ω2
± =

1
2

{ k

m
+

K + k

M
±

√( k

m
+

K + k

M
)2 − 4

Kk

Mm

}
y corresponden a las frecuencias de los modos normales del sistema.

Por otro lado, al despejar y de (2.41) y sustituirla en (2.42) obtenemos la
siguiente ecuación diferencial de orden cuatro

x(4) +
(

k

m
+

K + k

M

)
ẍ +

Kk

Mm
x = 0. (2.43)

equivalente a

ẍ +
Kk

Mk + mk + mK
x +

Mm

Mk + mk + mK
‘x(4) = 0. (2.44)

Los parámetros de (2.44) pueden escribirse en términos de las frecuencias nor-
males mediante las siguientes relaciones

ω2
+ + ω2

− =
k

m
+

k + K

M
,

ω2
+ω2

− =
Kk

Mm
.
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La ecuación (2.43) puede generarse de la lagrangiana de orden superior

L1 =
ẍ2

2
− (ω2

+ + ω2
−)

ẋ2

2
+ ω2

+ω2
−

x2

2
, (2.45)

a la cual usualmente se refieren en la literatura [20]. Otra lagrangiana que genera
las mismas ecuaciones de movimiento (2.44) es

L2 =
ẋ2

2
−

( ω2
+ω2

−
ω2

+ + ω2−

)x

2
−

( 1
ω2

+ + ω2−

) ẍ2

2
. (2.46)

Es evidente que este lagrangiano equivale al de Pais-Ullenbeck y la relación entre
sus respcetivos parámetros es

γ =
1

ω2
+ + ω2−

,

ω2 =
ω2

+ω2
−

ω2
+ + ω2−

.

Si se invierten las anteriores ecuaciones para escribir a ω2
+ y ω2

− en términos de
γ y ω2 se tiene

ω2
+ = 2ω2[1 + (1 − 4ω2γ)

1
2 ]−1,

ω2
− =

1
2γ

[1 + (1 − 4ω2γ)
1
2 ].

En el ĺımite ω2γ � 1 que puede corresponder a diferentes proporciones entre
los parámetros 2, las frecuencias normales en términos de los parámetros del
lagrangiano son

ω− ∼ 1
γω2

2

,

ω+ � ω2(1 + γω2 + (γω2)2 + O(α3)). (2.47)

Dada la dependencia de γ podemos ver que ω− crece conforme γ se hace
pequeña por lo cual en este ĺımite corresponde a la frecuencia de enerǵıa alta.
En cambio ω+ permanece finita conforme γ se hace pequeña, cuando es casi
cero, esta frecuencia normal casi coincide con la frecuencia natural del oscilador
de baja enerǵıa, es decir con la frecuencia de la teoŕıa a orden cero. La primera
corresponde a un modo de alta enerǵıa mientras que la segunda a un modo de
baja enerǵıa. Si comparamos ω+ con la frecuencia 	2 del oscilador que describe
a la teoŕıa aproximada a orden 2 que construimos en la anterior sección son
idénticas.
La igualdad entre (2.47) y (2.40) puede interpretarse como sigue: por medio del
método perturbativo hemos obtenido la descripción a baja enerǵıa del sistema

2por ejemplo: k � K
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20 Caso No singular

de osciladores. Ésto sugiere que si a partir de las ecuaciones de movimiento (en
las coordenadas espaciales de las masas) del sistema de osciladores, es posible
obtener la ecuación de Euler-Lagrange correspondiente a PU, podemos pregun-
tarnos si es posible lo inverso: apartir de PU es posible recuperar información
referente a los osciladores acoplados? hemos mostrado que al menos en este
ejemplo, por medio del método perturbativo es posible obtener la descripción
de la dinámica a baja enerǵıa de los osciladores. En este sentido es atractivo el
método, si las teoŕıas de orden superior en cuestión describen a un sistema de
teoŕıas de orden uno (en derivadas) acopladas, la teoŕıa reducida da una descrip-
ción fiel de su dinámica a baja enerǵıa. En las teoŕıas interesantes a tratar3, son
casos análogos al modelo de Pais- Uhlenbeck salvo que son teoŕıas de campo con
estructura más complicada, sin embargo, el resultado de PU es útil para ilustrar,
en estos casos, que la teoŕıa reducida no es otra cosa que una descripción clásica
a baja enerǵıa.

3Gravedad modificada, Electrodinámica de Podolsky principalmente
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2.2. Generalización del Método:
Caso No Singular

Con el anterior ejemplo esperamos haber dado una idea intuitiva de cómo
funciona el método en la formulación hamiltoniana que proponemos en esta
tesis. Ahora pasaremos a plantear su generalización para cualquier sistema de
orden n en derivadas. Sin pérdida de generalidad, presentaremos el desarrollo
para sistemas de una variable, la generalización a teoŕıas con más variables es
prácticamente directa, basta agregar un ı́ndice extra “a” el cual puede perte-
necer a un conjunto finito, infinito numerable o infinito no numerable. Primero
describiremos cualitat́ıvamente el método de Cheng-Ho-Yeh4 y la idea de la mo-
dificación que hacemos aqúı, después presentaremos el mismo procedimiento que
realizamos en la primera sección para PU pensando en una teoŕıa más general.

En el método de Cheng-Ho, se parte de las ecuaciones de movimiento de
orden cero en g de una teoŕıa con una variable x de orden n en derivadas con
lagrangiana L(x, ẋ, .., x(n)) → L(q0, q1, ..., q̇n−1)5. Éstas forman un sistema de
ecuaciones diferenciales de orden 2, por lo que en principio de ellas pueden
despejarse las segundas derivadas de las coordenadas de configuración como
funciones de las coordenadas y sus primeras derivadas

q̈ = f (0)(q, q̇). (2.48)

A partir de esta sustitución, las coordenadas de orden mayor qn corresponden
a las derivadas de q0 y se obtienen derivando f0. Si la primera derivada de
f0 depende de segundas derivadas, se hace nuevamente la sustitución (2.48)
antes de derivar nuevamente. Y aśı sucesivamente con cada nueva derivación,
de manera que todas derivadas de mayor orden que dos queden expresadas en
términos de q y q̇. La expresiones a orden cero en α para las derivadas de orden
superior se usan para encontrar aquellas al siguiente orden en g usando las
ecuaciones de Euler-Lagrange como fórmula de recurrencia

q̈ + m2q + g

N∑
n=0

(
− d

dt

)n
∂V

∂q(n)
= 0.

El tercer término de la suma es dependiente de derivadas de orden superior, si
se sustituyen por su aproximación a orden cero, se obtiene la expresión para q̈ a
primer orden. Si se repite este proceso n veces se obtiene la expresión de q̈ ≡ fn

a orden n en g.

En esta versión en la formulación lagrangiana, inicialmente el espacio tan-
gente subyacente tiene como coordenadas de configuración a q, qn−1 y a qn

como coordenadas cinemáticas. Después de realizar la aproximación, el espacio
de configuración tiene como coordenadas de configuración sólo a q y a q̇ como
coordenada cinemática. Ahora bien, por otro lado interesa describir la evolución

4Una breve descripción operacional se presenta en el apéndice B
5ver la formulación canónica para TOS en el apéndice B
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clásica de la teoŕıa aproximada y con ese objetivo en mente surge la cuestión
de cual acción variar para obtener las ecuaciones de movimiento consistentes
con las sustituciones. Ingenuamente podŕıa pensarse que tal acción se obtendŕıa
simplemente sustituyendo las derivadas de orden superior en la acción subya-
cente. Sin embargo, cabe observar que al variar la acción subyacente existen
contribuciones de las variaciones de las derivadas de orden superior como varia-
bles independientes y esto agrega términos en las ecuaciones de movimiento que
no apareceŕıan si la acción sólo dependiera de q y q̇. Es por ello que a Cheng-
Ho no les basta el formalismo lagrangiano para construir la teoŕıa aproximada
de manera más o menos directa. Después de construir las sustituciones de las
derivadas de orden superior les es preciso pasar a la formulación hamiltonia-
na, en donde las ecuaciones de Hamilton no tienen términos extra como en las
ecuaciones de Euler-Lagrange, en cambio para cada coordenada q0, ..., qn se in-
troducen momentos conjugados via una forma simpléctica. Ésta se modifica al
hacer la sustitución. De manera que se obtiene una teoŕıa aproximada para la
cual la forma simpléctica no es la canónica. Cheng y Ho proponen un cambio
de coordenadas de tal forma que la forma simpléctica sea la canónica y aśı usar
el formalismo hamiltoniano convencional.

La idea central en esta sección es replantear el método de Cheng-Ho en
la formulación hamiltoniana desde el principio. Las ecuaciones de movimien-
to son equivalentes en las formulaciones hamiltoniana y lagrangiana antes de
hacer la aproximación, por lo tanto, las sustituciones en una u otra serán equi-
valentes aunque expresadas en distintos espacios, por lo tanto, el cambio de
formulación no cambia el mecanismo del método. Sin embargo, en el formalis-
mo hamiltoniano la evolución de un sistema de orden superior es mucho más
transparente por ser las ecuaciones más sencillas6 y por contar con herramientas
como los paréntesis de Poisson y los pares canónicos conjugados como coorde-
nadas que permiten visualizar geométricamente la evolución y las variaciones.
Por otro lado, como ya se mencionó, el método de Cheng-Ho expresado en la
formulación lagrangiana presenta una dificultad: la forma de las ecuaciones de
Euler-Lagrange de la teoŕıa aproximada no son las correspondientes a sistema
de orden 1 usual y por lo tanto no pueden derivarse del principio variacional
aplicado a la acción aproximada. En cambio en la formulación hamiltonia es
claro que la forma simpléctica que define los paréntesis de Poisson se modifica
tras la aproximación al mismo tiempo que la acción, por lo tanto, el proble-
ma variacional para la teoŕıa aproximada queda sistematicamente determinado:
variar la acción aproximada mediante la forma simpléctica aproximada. Más
adelante ésto quedará más claro.

El hecho de que los paréntesis de Poisson se modifiquen se clarifica al notar
que la teoŕıa aproximada es una versión constreñida de la teoŕıa subyacente, las
sustituciones de Cheng-Ho no son otra cosa que constricciones de las variables
canónicas de orden superior y como sucede en teoŕıas constreñidas de segunda
clase, la forma simpléctica que genera las variaciones es la correspondiente a los

6las usuales ecuaciones de Hamilton de primer orden
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2.2 Generalización-Caso No Singular 23

paréntesis de Dirac en vez de los paréntesis de Poisson.

Como primer objetivo nos planteamos construir las constricciones perturba-
tivas que en este formalismo juegan el papel de las sustituciones en el formalismo
lagrangiano. Puesto que queremos realizar la misma aproximación que Cheng-
Ho, partimos de las ecuaciones de movimiento subyacentes.

Considere una teoŕıa de orden n con la siguiente función hamiltoniana co-
rrespondiente a un sistema en que las variables de orden superior han sido
introducidas como perturbaciones

H =
n−2∑
s=0

psq
s+1 + H̃(qr, pr). (2.49)

Donde

H̃ = −1
2

(q̇0)2 +
ω2

2
(q0)2 + αV (qs, pn−1).

V es justamente la perturbación. Las ecuaciones de Hamilton-Ostrogradsky para
las coordenadas canónicas del espacio fase son

q̇k =
∂H

∂pk
= qk+1 (2.50)

para k = 0, ..., n− 2. Estas ecuaciones simplemente imponen el hecho de que las
coordenadas canónicas qk con k = 1, ..., n − 1 son velocidades y aceleraciones.
La ecuación para la coordenada canónica del espacio fase de mayor orden es

q̇n−1 =
∂H

∂pn−1
= α

∂V

∂pn−1
. (2.51)

Esta ecuación es equivalente a la definición de pna−1
a en términos de la derivada

más alta a partir de la cual se calcula la lagrangiana como la transformada de
Legendre de la hamiltoniana. Cabe notar que para un sistema de orden superior
no singular esta relación sólo existe para los momentos canónicos asociados a
qn−1. Por otro lado, las ecuaciones para los momentos canónicos conjugados son

ṗ0 = −ω2q0 − α
∂V

∂q0
, (2.52)

ṗ1 = −p0 + q1 − α
∂V

∂q1
(2.53)

...

ṗs = −ps−1 − α
∂V

∂qs
(2.54)

s = 2, .., n − 1.

De entre estas ecuaciones, las primeras dos a orden cero en α son equivalentes a
las ecuaciones de Euler Lagrange de la teoŕıa a orden cero y a la definición del
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momento de q en términos de su primera derivada. Por lo tanto, veremos que son
la premisa del proceso iterativo. A partir del conjunto de las restantes ecuaciones
(2.54) se reconstruyen las definiciones de los momentos canónicos asociados a
las derivadas de orden superior en términos de V usando recursivamente (2.52)
y reescribiendo (2.54)

ps−1 = −ṗs − α
∂V

∂qs
. (2.55)

El conjunto total de las ecuaciones de Hamilton son equivalentes tanto a
las ecuaciones de Euler Lagrange si sustituimos en (2.52) todas las demás. En-
tonces el conjunto de ecuaciones de Hamilton nos proporciona por un lado las
definiciones de los momentos canónicos conjugados como las ecuaciones de Euler
Lagrange, esto resulta útil para aplicar el método pues, a diferencia del forma-
lismo lagrangiano, en las ecuaciones de movimiento están todos los elementos
que hay sustituir al hacer la aproximación.

Antes de replantear el método, modificaremos el sistema anterior, de manera
que los momentos canónicos conjugados estén escritos en términos de V , esto se
logra usando (2.55) y (2.52)

ps = α

n−2∑
k=s

(−1)k−s+1

(
d

dt

)k
∂V

∂qk+1
(2.56)

s = 1, ..., n − 2.

De esta manera a O(α0) los primeros n − 2 momentos canónicos de las
derivadas de orden superior son nulos. El momento canónico de la coordenada
de orden más alto qn−1 está impĺıcitamente definido en la ecuación (2.51).

Por otro lado, sustituyendo ṗ1 en términos de V en (2.53) el momento canóni-
co conjugado de q queda escrito como función de la q̇ y de V aśı

−p0 + q1 = α

n−2∑
k=0

(−1)k

(
d

dt

)k
∂V

∂qk+1
, (2.57)

de manera que en la teoŕıa a O(α0) sea la relación entre p0 y q̇0 para la transfor-
mada de Legendre. Por otro lado, será util cambiar la forma de (2.51). Debido
a que el sistema es no singular, ella puede invertirse de manera que

pn−1 = fa(qs, q̇n−1) =
∂Ṽ

∂q̇n−1
. (2.58)

Ṽ es la transformada de Legendre de αV en el argumento pn−1. Entonces final-
mente el sistema de ecuaciones de movimiento resultante S esta formado por
(2.50),(2.57),(2.56), (2.52) y (2.58).
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2.2.1. Constricciones Perturbativas

El objetivo principal es eliminar como variables canónicas a q1, q2, ..., qn−1

y p1, ..., pn−1 reescribiendolas en términos de q0 y p0 a orden M en α por medio
de las constricciones siguientes

φM
s = qs − ΛM

s (q0, p0) = 0, (2.59)

ψM
s = ps − Λ̃M

s (q0, p0) = 0, (2.60)

s = 1, ..., n − 1.

El supeŕındice M denota que se trata de la aproximación a O(αM )

A continuación determinaremos iterativamente Λ y Λ̃ usando recursivamente
al sistema S. De la ecuación (2.57) a orden cero vemos que

φ0
1 = q1 − p0 = 0 (2.61)

esta es una ecuación básica para lo que sigue. Sustituyendo (2.61) en (2.52) a
orden cero

q̇1 + ω2q0 = 0.

De acuerdo con (2.50) q̇1 = q2, por lo tanto

Λ0
2 = −ω2q0. (2.62)

Para aproximar las derivadas más altas, es decir, determinar Λs>2, primero
derivamos Λs−1 y luego sustituimos q̇ y ṗ0 en términos de Λ1 y Λ2 como se
muestra a continuación:

Λ0
s =

dΛ0
s−1

dt

=
∂Λ0

s−1

∂q
q̇ +

∂Λ0
s−1

∂p0
ṗ0

=
∂Λ0

s−1

∂q
Λ0

1 +
∂Λ0

s−1

∂p0
Λ0

2.

Partiendo de (2.62) y derivando consecutivamente, Λ0
s quedan determinadas

φ0
2 = q2 + ω2q0 = 0, (2.63)

φ0
3 = q3 − ω2p0 = 0,

...

φ0
2n = q2 + (−ω2)nq0 = 0,

φ0
2n+1 = q3 + (−ω2)np0 = 0.

Λ0
s =

{ (−ω2)sq s = 2n
(−ω2)sp0 s = 2n + 1.

(2.64)
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26 Caso No singular

Por otro lado, la aproximación a orden cero de los momentos conjugados Λ̃0
s

son nulos debido a que (2.56) es proporcional a α, lo cual tiene sentido pues
la teoŕıa a orden cero obviamente no tiene los grados de libertad adicionales
de orden superior. Para determinar Λs a primer orden, es decir Λ1

s, usamos la
ecuación (2.57) recursivamente partiendo de Λ0

1

[q1]1 = Λ1
1 = p0 + α

n−2∑
k=0

(−1)k

[(
d

dt

)k
∂V

∂qk+1

]
0

.

Se ha usado la siguiente notación: [X]M → aproximación de X a orden M
en α. Es decir en X se han sustituido todos los argumentos de orden superior,
coordenadas y momentos, por ΛM

s y Λ̃M
s respectivamente.

Para generar Λ1
s>1 se sigue el mismo procedimiento que antes: derivar Λ1 y

sustituir, después de cada derivación, q̇ y ṗ0 en términos de Λ1 y Λ2 s veces.

Λ1
s =

[
dΛ1

s−1

dt

]
1

s = 2, ..., n − 1.

A su vez la aproximación a O(α1) para los primeros n−2 momentos canónicos
de orden superior Λ̃1

s, también se determinan recursivamente de (2.56)

[ps]1 = α

n−2∑
k=s

(−1)k−s+1

[(
d

dt

)k
∂V

∂qk+1

]
0

.

El momento canónico conjugado de la coordenada de mayor orden qn−1 se deter-
mina similarmente de (2.58). Para generar Λ1 y Λ̃s (s = 1, ..., n− 1) a cualquier
orden M , se sigue un procedimiento similar al precedente partiendo del orden
M−1 el cual llamaremos proceso iterativo, usando recursivamente las ecuaciones
(2.57), (2.56) y (2.58) como sigue

[q1]M = ΛM
1 = p0 + α

n−2∑
k=0

(−1)k

[(
d

dt

)k
∂V

∂qk+1

]
M−1

.

[ps]M = Λ̃M
s = α

n−2∑
k=s

(−1)k−s+1

[(
d

dt

)k
∂V

∂qk+1

]
M−1

.

s = 1, ..., n − 2

[pn−1]M = Λ̃M
n−1 = α[f ]M−1.
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Para determinar Λs>1 lo mismo

[qs]M = ΛM
s =

[
dΛ1

s−1)

dt

]
M

.

Al conjunto de las relaciones (2.59-2.60) lo llamamos constricciones pertur-
bativas a O(αM ) y lo denotamos por CM

p = {ΦM
s , ΨM

s } = {cI}. Note que el
número de constricciones en Cp es par, por otro lado, su paréntesis de Poisson
es

{ψM
s , φM

s } = −1 + {Λ̃M
s , ΛM

s } = −1 + O(αM )

por lo tanto son de segunda clase.

La reducción del sistema consiste en imponer fuertes CM
p para constreñir el

espacio fase a un subespacio donde aproximadamente se moviera el sistema a
bajas enerǵıas. En otras palabras, Cp son las ecuaciones de movimiento aproxi-
madas del sistema original. El espacio reducido esá definido justamente por CM

p

como constricciones fuertes, ah́ı las coordenadas son q0 y p0, la hamiltoniana es
la correspondiente hamiltoniana canónica. Los paréntesis de Poisson cambian
por los paréntesis de Dirac definidos por

{A,B}D ≈ {A,B} − {A, cI}CIJ{cJ , B}, (2.65)

donde
C = ({cI , cJ})−1.

La forma simpléctica correspondiente al sistema reducido es aquella definida por
los paréntesis de Dirac de las variables fundamentales.
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2.3. Proceso de Reducción

Los grados de libertad asociados a las derivadas de orden superior tienen
enerǵıas inaccesibles al sistema o bien producen efectos inobservables como la no
unitariedad o las enerǵıa negativas, por lo tanto, puede pensarse que la evolución
clásica y posibles fluctuaciones cuánticas subyacen entorno a la subvariedad del
espacio fase definida por Cp. Por lo tanto, en este ĺımite de bajas enerǵıas y de
unitariedad, la dinámica de la teoŕıa constreñida, es una buena aproximación a la
dinámica del sistema subyacente y con la gran ventaja de que los inconvenientes
de TOS desaparecen. Una vez obtenido a orden M el conjunto Cp = {φM

s , ψM
s }

las cuales son de segunda clase, el procedimiento de reducción no es otra cosa
que aplicar el algoritmo de Dirac bajo el esquema siguiente

TEORÍA SUBYACENTE

Γ
ΩP

H

�

+

Iteración
Ecs. Mov

CONSTRICCIONES
PERTURBATIVAS

Cp:
φ, ψ

�Dirac

→

Γ
ΩP

H

TEORÍA
REDUCIDA
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Caṕıtulo 3

Aproximación Perturbativa:
Caso Singular

En este caṕıtulo, hacemos una extensión del método general para el caso no
singular al caso de un sistema con contricciones. En la última sección presen-
taremos el mismo ejemplo PU en una versión reparametrizada para ilustrar un
caso singular sencillo y a su vez conocido, el cual compararemos con el primer
ejemplo del caṕıtulo anterior.

En el caso en que la teoŕıa sea singular la función lagrangiana
Lq(q0, .., qn−1, q̇n−1) la correspondiente hessiana es nula

H =
∂2Lq

∂q̇n−1∂q̇n−1
= 0.

Para un sistema de orden superior singular las constricciones primarias no son
sólo aquellas que vienen de la definición del momento de orden más alto a partir
del cual se hace la transformada de Legendre, puede haber más1. Supongamos
que el sistema tiene K constricciones primarias

Φs = ps − πs(q, p), (3.1)

para algunos de los momentos canónicos de algunas s-ésimas derivadas. Ellas
definen la superficie de constricción primaria Γc. Por simplicidad en la notación
a los ps constreñidos los denotamos por

P̃k,

k = 1, ..., K.

1Ver apéndice A

29
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30 Caso Singular

Al resto de momentos canónicos no constreñidos los denotamos

Pm

m = 1, .., M,

M + K = n

A sus correspondientes coordenadas conjugadas las etiquetaremos con el mismo
ı́ndice

(Q̃k, Qm).

El siguiente elemento es el hamiltoniano canónico en Γc

Hc(Q,P ).

Supongamos que al imponer las condiciones de consistencia, tanto a las Φk como
a las subsecuentes constricciones secundarias, llega un punto en que se satisfacen
idénticamente y se tienen en total

ξN (Qn, Pn) (3.2)

constricciones secundarias. El conjunto final de constricciones {ΥI} = {Φ, ξ} I =
1, .., N + K define el espacio reducido de Dirac ΓD y la igualdad debil se asume
sobre esta superficie. El hamiltonano extendido (debilmente igual a Hc) en esta
etapa es

H = Hc + υIΥI .

De {Υ} podemos distinguir dos subconjuntos: las que son de primera (Υ(1)) y
segunda clase (Υ(2)). A partir de las de segunda clase pueden determinarse los
multiplicadores υ correspondientes con lo cual quedan construidos los paréntesis
de Dirac

{A,B}D = {A,B} − {A, Υ(2)
I }({Υ(2), Υ(2)}−1)IJ{Υ(2)

J , B} (3.3)

Por lo tanto la evolución dinámica de observables f́ısicas2 consistente con
las constricciones, es generada por la hamiltoniana canónica y los paréntesis de
Dirac

Ȧ = {A,Hc}D + υI
1{A, Υ(1)

I }
= {A,Hc}D.

2las cuales son invariantes de norma, i.e. {A, Υ1} ≈ 0
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3.1 Constricciones Perturbativas 31

3.1. Constricciones Perturbativas

Hasta aqúı tenemos la teoŕıa hamiltoniana subyacente singular en general,
cabe notar que a diferencia del caso no singular, aqúı hay constricciones que
forman parte de la estructura de la teoŕıa subyacente y hay que distinguirlas
de Cp. Similarmente a la sección anterior, a partir de las ecuaciones dinámicas
fundamentales se plantea un procedimiento de construcción de Cp. Aunque en
esencia el proceso en teoŕıas singulares es una generalización directa del plan-
teado en la sección anterior; en el caso singular existen sutilezas que habrá que
considerar. Precisamente por esas sutilezas, no es posible, en general, prescri-
bir la forma concreta de las relaciones de recurrencia en términos de V como
en el otro caso, esto debido a que depende de la particular estructura de los
paréntesis de Dirac, por lo tanto a continuación se describe de manera general
el procedimiento sin obtener expresiones como (2.61-2.60). Más adelante en los
ejemplos se verá más clara la propuesta del método y para los fines de esta tesis
es suficiente en esta sección sólo mostrar la idea.

Como hemos dicho ya, la propuesta del método en el caso singular es la
misma que en caso no singular. El nuevo elemento a considerar son las constric-
ciones, si las hay de segunda clase la estructura simpléctica de la teoŕıa toma
una estructura no canónica que generará las ecuaciones de movimiento funda-
mentales y las cantidades conservadas. Es a partir de esta estructura que tiene
que plantearse el método perturbativo. Se busca en la teoŕıa reducida una des-
cripción f́ısica a bajas enerǵıas, por ello interesan las cantidades conservadas.
En esta búsqueda, el formalismo de Dirac es esencial, pues las cantidades con-
servadas son aquellas generadoras de las simetŕıas del hamiltoniano canónico.
La forma simpléctica establece una manera de “comparar” los flujos generados
por dos funciones escalares del espacio fase:

γ(VA, VB) = {A,B}D.

La versión hamiltoniana generalizada del teorema de Noether, es que dada una
función escalar del espacio fase A, es cantidad conservada si su flujo no cambia
a lo largo del flujo Hamltoniano, es decir, si conmutan en el sentido de Dirac

{A,Hc}D = 0.

Entonces, si nos interesa realizar la aproximación consistentemente, debemos
partir de esta formulación. Por otro lado, un elemento básico en el método son
las ecuaciones dinámicas, es decir los verdaderos grados de libertad. La cons-
trucción de Cp se basa escencialmente en ellos, aśı que es preciso identificarlos.
Por tratarse de sistemas singulares, identificar los grados de libertad f́ısicos no
es una tarea obvia. Pueden existir variables espurias (si la teoŕıa es de norma)
no d́ınamicas y en cualquier caso, las variables están constreñidas por lo que
no todas son independientes en ΓD. Esto evidentemente implica que no todas
las ecuaciones de movimiento son independientes. Una consecuencia de ello es
que para algunas de las variables de orden superior (aquellas constreñidas) no
podrán generarse las correspondientes constricciones suplementarias mediante
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el proceso iterativo de las ecuaciones de movimiento, sin embargo no hacen falta
pues basta incluir Φn(ps>0) como parte de Cp y hacerlas fuertes para eliminar
ps>0 de la teoŕıa reducida, aunque sean de primera clase. Por lo tanto, un primer
paso es identificar en (3.1) estas constricciones y etiquetarlas de otra manera

ψM
n → Φn(P̃n), (3.4)

para aquellos n que etiquetan P̃n = ps tales que s > 1. Una vez hecho esto,
continuamos con el esquema de la sección anterior: para construir el resto de Cp

partiremos de las ecuaciones de movimiento fundamentales. Éstas corresponden
a las ecuaciones de movimiento de las variables de orden superior independientes
(Qm, Pm) m = 1, ..,M en la superficie ΓD

Ṗm ≈ {Pm,Hc}D,

Q̇m ≈ {Qm, Hc}D,

m = 1, ...,M.

Las cuales forman un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de dimensión
2M . Si definimos

X ≡
(

Qm

Pm

)
,

m = 1, ..M.

Ẋ ≈ {·,Hc}DX (3.5)

corresponde al sistema de ecuaciones de movimiento fundamentales.

{·,Hc}D = O

(
∂

∂Qm
,

∂

∂Pm

)
(3.6)

es un operador diferencial asociado con el campo vectorial generado en ΓD por
Hc según la forma simpléctica asociada a los paréntesis de Dirac. Recordemos
que {Q1, .., QM} son del tipo

Qk = qs

donde s denota que se trata de la s-ésima derivada de q. El objetivo central del
método es reescribir las derivadas x(s) y sus momentos conjugados en términos
de x. Con estos fines, cambiaremos la notación: el conjunto {Q,P} de la derivada
de orden cero (es decir la coordenada x) y su momento conjugado, no tendrán
etiqueta

(Q,P ).

Las restantes 2(M − 1) son variables de orden superior, tienen sub́ındice y una
barra
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(Q̄k, P̄k)

k = 2, ..., M.

De esta forma (3.5) pueden partirse en dos conjuntos de ecuaciones, las corres-
pondientes a variables de orden bajo

(Q̇, Ṗ ) ≈ {·,Hc}D(Q,P, Q̄, P̄ ) (3.7)

y aquellas de las variables de orden superior

( ˙̄Q, ˙̄P ) ≈ {·, Hc}D(Q,P, Q̄, P̄ ). (3.8)

Partiendo de (3.7), se identifica la ecuación básica análoga a (2.61), para el
proceso iterativo. En ellas se relacionan:

◦ La derivada primera de P con (Q,P )

Ṗ = f2

(
Q,

(
d

dt

)n

(Q̄, P̄ )
)

. (3.9)

◦ Las primeras derivadas con P , en el caso en que P̄ sea el momento canónico
de q1

˙̄P = f1

(
Q,

(
d

dt

)n

(Q̄, P̄ )
)

. (3.10)

Estas relaciones a cierto orden, constituyen las relaciones de recurrencia. Al
igual que en el caso no singular, (3.8) para las coordenadas canónicas son las
definiciones de Q̄ como derivadas de Q, y las correspondientes a P̄ dan como
resultado las definiciones usuales de los momentos en términos de V . Con ellas
podemos determinar el ánalogo de (2.59) y (2.60) y aśı completar Cp. De manera
que, partiendo de (3.10) y (3.9) a orden cero en α y posteriormente iterandolas
hasta cierto orden R en el parámetro α como en el caso no singular, se obtengan
las constricciones perturbativas

ψR
k = P̄ k − Λ̃R

k (Q,P ), (3.11)
φR

k = Q̄k − ΛR
k (Q, P ). (3.12)
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3.2. Proceso de Reducción

Q̃, P̃ constreñidas

Q,P Q̄, P̄
Υ(1) Υ(2)

�
�

�
�

ΓD

Hc,ΩD

Ecs. Mov �

Constricciones
Perturbativas

ψ(P̄ ), φ(Q̄)

ΓD

Hc,ΩD

�
Cp ≈ 0 ΓR(Q,P )

H
(n)
R ,Ω(n)

R
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Caṕıtulo 4

Ejemplos

4.1. Caso Singular de Norma:
Pais y Uhlenbeck Reparametrizado

A continuación, a partir de la teoŕıa PU, construiremos una nueva teoŕıa
reparametrizando PU, es decir, postulando al tiempo t como grado de libertad
en vez de parámetro. Esta parametrización de t por un lado, no aumenta el
número de grados de libertad, sin embargo, aumenta el número de variables.
Esto se traduce en que esta nueva teoŕıa tendrá constricciones. La acción de
PUR tiene una nueva simetŕıa: invariacia bajo reparametrizaciones τ → τ ′, la
cual no es otra cosa que una simetŕıa de norma generada por las constricciones
de primera clase. En esencia, la dinámica de PUR es la misma que la de PU, sin
embargo, el enfoque de la dinámica en ambos casos es esencialemente diferente:
mientras que en PU la dinámica se genera por un principio variacional, en PUR
ocurre via tranformaciones de norma. Se dice que este tipo de teoŕıas tienen
grados de libertad no dinámicos.

En esta sección someteremos a PUR al método perturbativo hamiltoniano.
Será un ejemplo sencillo que ilustra la generalización del método perturbativo
para teoŕıas de orden superior singulares con constricciones de primera clase
(i.e.con invariancia de norma). Es un modelo sencillo con invariancia bajo para-
metrizaciones. La idea es por un lado ilustrar como reducir este tipo de teoŕıas
sin destruir la invariancia de norma, y por otro checar la consistencia del método
en este caso simple, esto es, obtener una teoŕıa reducida con la simetŕıa de norma
esperada, es decir, la misma que tendŕıa PU reducida al ser reparametrizada.

Reparametrización de PU

Partamos de la acción para PU

∫
dt

{
1
2

(
dz

dt

)2

− ω2

2
z2 − γ

2

(
d2z

dt2

)2
}

. (4.1)

35

Neevia docConverter 5.1



36 Ejemplos

Proponemos una parametrización arbitraria de t = t(τ) (Cuando t = τ obte-
nemos el caso no parametrizado). Todas coordenadas del espacio tangente del
espacio de configuración pueden parametrizarse con τ . Para hacer tal cambio
basta usar el teorema de la función impĺıcita y la regla de la cadena

dz

dt
=

dz

dτ

dτ

dt
=

ż

ṫ
.

Donde
ẋ ≡ dx

dτ
.

d2z

dt2
=

1
ṫ

d

dτ

(
ż

ṫ

)
=

1
ṫ2

(
z̈ − ẗ

ż

ṫ

)
.

Aśı, la acción en términos del nuevo parámetro τ es

∫
dτ ṫ

{
1
2

(
ż

ṫ

)2

− ω2

2
z2 − γ

2ṫ4

(
z̈ − ẗ

ż

ṫ

)2
}

=
∫

dτ LR. (4.2)

Entonces, la lagrangiana correpondiente a la teoŕıa parámetrizada con τ es

LR =
1
2ṫ

ż2 − 1
2
ω2z2ṫ − γ

2ṫ3

(
z̈ − ẗ

ż

ṫ

)2

. (4.3)

Esta lagrangiana corresponde a una teoŕıa es de orden dos (en derivadas) con
dos variables z y t. Su espacio de configuración tiene coordenadas generalizadas
(t, ṫ, z, ż). Es facil demostrar que SR es invariante bajo parametrizaciones τ →
τ ′.

4.1.1. Formulación Canónica

Los momentos canónicos conjugados asociados a (t, ṫ, z, ż)1 respectivamente
según el formalismo de Ostrogradsky son2

Pt ≡ ∂LR

∂ṫ
− dΠt

dτ
= −1

2

( ż

ṫ

)2

−γ2

2
z2 − γGt, (4.4)

Πt ≡ ∂LR

∂ẗ
=

γ

ṫ3

(
z̈ − ẗ

ż

ṫ

)( ż

ṫ

)
, (4.5)

Pz ≡ ∂LR

∂ż
− dΠz

dτ
=

ż

ṫ
+ γGz, (4.6)

Πz ≡ ∂LR

∂z̈
= − γ

ṫ3

(
z̈ − ẗ

ż

ṫ

)
. (4.7)

1A partir de este ejemplo omitiremos el uso de la notación q = q0, q̇ = q1, bajo el entendi-
miento de que tanto las variables q (en este caso z y t) y sus derivadas son coordenadas del
espacio fase.

2Analogamente al caso de PU P y Π denotan momentos conjugados de las variables q y q̇
respectivamente.
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donde

Gt = −3
2

1
ṫ4

(
z̈ − ẗ

ż

ṫ

)2

+
1
ṫ3

(
z̈ − ẗ

ż

ṫ

)( ẗż

ṫ2

)
+

d

dτ

{ 1
ṫ3

(
z̈ − ẗ

ż

ṫ

)( ż

ṫ

)}
,

Gz =
1
ṫ3

(
z̈ − ẗ

ż

ṫ

)( ẗ

ṫ

)
+

d

dτ

{ 1
ṫ3

(
z̈ − ẗ

ż

ṫ

)}
.

Estamos interesados en construir la formulación hamiltoniana para este sistema,
entonces es preciso despejar las segundas derivadas z̈ y ẗ de las ecuaciones (4.7) y
(4.5) en términos de las variables (z, t, ż, ṫ, Πt, Πz, Pz, Pt) las cuales en principio
seŕıan las coordenadas del espacio fase, si sucediera que

det
(

∂2LR

∂Πx∂Πy

)
�= 0

x, y = t, z.

Sin embargo, en este caso el determinante es nulo. El rango del sistema es 1,
por lo tanto, no podemos despejar todas las aceleraciones. Por otro existe una
constricción primaria

Φ1 = Πt + Πz
ż

ṫ
. (4.8)

La hamiltoniana canónica correspondiente es

Hc = Pz ż + Ptṫ − ṫ3Π2
z

2γ
− 1

2
ż2

ṫ
+

ω2

2
z2ṫ. (4.9)

Es interesante observar que a diferencia de que la hamiltoniana de sistemas
invariantes bajo reparametrizaciones de orden uno en derivadas es fuertemente
nula, en este caso de orden dos Hc no lo es fuertemente.

Fuera de la superficie de constricción Γ1
c (definida por la constricción prima-

ria), es decir en el espacio extendido la hamiltoniana total es

H = Hc + λΦ1. (4.10)

λ es un miltiplicador de Lagrange y, por el momento es un parámetro a deter-
minar. La evolucón en Γc está dada por

dg

dτ
≈ {g, Hc} + λ{g, Φ1}. (4.11)

La condición de consistencia para Φ1 es

{Φ1,Hc} + λ{Φ1, Φ1} ≈ 0,

{Φ1,Hc} ≈ Hc.
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Por lo tanto, hay una constricción secuandaria

Φ2 = Hc ≈ 0.

El hamiltoniano canónico del sistema es debilmente nulo, recuperando aśı la
propiedad de teoŕıas invariantes bajo reparámetrizaciones 3. Una variación
τ → τ ′ en el parámetro sólo afecta al multiplicador de Lagrange en el ha-
miltoniano total, el cual es indeterminado de todos modos. Ésto implica que la
teoŕıa hamiltoniana también es invariante!!4

Por otro lado, la condición de consistencia sobre Φ2

Φ̇2 = {Hc,Hc} + λ{Φ2,Φ1} = Φ2 ≈ 0 ⇒ {Φ2, Φ1} ≈ 0

implica que Φ1 y Φ2 son constricciones de primera clase. En el espacio extendido,
el hamiltoniano que describe la dinámica es

H = Φ2 + λΦ1 (4.12)

es una combinación lineal de las contricciones de primera clase, por lo tanto es
generadora de transformaciones de norma. Las ecuaciones de movimiento son
justamente tales transformaciones, con los paréntesis de Poisson y λ indetermi-
nada.

z̈ ≈ {ż, Φ2 + λΦ1} = − ṫ3Πz

γ
+ λ

ż

ṫ
, (4.13)

ẗ ≈ {ṫ, Φ2 + λΦ1} = λ{ṫ, Πt} = λ,

Ṗz ≈ {Pz, H} = −ω2zṫ,

Ṗt ≈ 0,

Π̇z ≈ {Πz,H} = −Pz +
ż

ṫ
− ẗ

ṫ
Πz,

Π̇t ≈ {Πt,H} = −Pt − 1
2
(
ż

ṫ
)2 − ω2

2
z2 + ẗΠz

ż

ṫ2
.

Esta teoŕıa de Pais y Uhlenbeck reparametrizada en un inicio tiene como va-
riables a t,Pt,ṫ,Πt,z,Pz,ż y Πz, es decir, el espacio extendido tiene dimensión
D = 8. La existencia de constricciones de primera clase implica que algunas de

3apéndice D de [23]
4esto es algo muy alentador de las teoŕıas invariantes bajo reparámetrizaciones en el con-

texto de campos pues su formulación hamiltoniana es covariante.
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esas variables no son grados de libertad. Son dos constricciones de ese tipo, por
lo tanto, el número de grados de libertad es D − 4 = 4, como es de esperar-
se, pues esta teoŕıa debe tener los mismos grados de libertad que la teoŕıa de
PU ordinaria. Para comprobar que ambas tienen los mismos grados de libertad,
compararemos la acción de PU y PUR

Apur =
∫

dτ
{
Πz z̈ + Πtẗ + Pz ż + Ptṫ − Φ1 − λΦ2

}
. (4.14)

Si se hacen fuertes Φ1 y Φ2, se satisfacen las igualdades

Πt = − ż

ṫ
Πz.

ṫPt = −Pz ż − Π2
z ṫ

3

2γ
− (ω2

1 + ω2
2)

ż2

ṫ
− ω2

1ω2
2z2ṫ.

Sustituyendo en (4.14)

Apur =
∫

dτ

{
Πz

(
z̈ − ẗ

ż

ṫ

)
+ Pz ż −

(
Pz ż +

Π2
z ṫ

3

2γ
+ (ω2

1 + ω2
2)

ż2

ṫ
+ ω2

1ω2
2z2ṫ

)}
.

Recordemos que

z̈ =
d2z

dτ2
.

Como función de t
d2z

dt2
=

1
ṫ2

(
z̈ − ẗ

ż

ṫ

)
.

Entonces

Apur =
∫

dτ
{

Πz ṫ
2 d2z

dt2
+ Pz ṫ

dz

dt
(4.15)

−ṫ

(
Pz

dz

dt
+

Π2
z ṫ

2

2γ
+ (ω2

1 + ω2
2)

(
dz

dt

)2

+ ω2
1ω2

2z2

) }
. (4.16)

(4.17)

En la teoŕıa de PU sin reparametrizar, el momento conjugado de dz
dt esta dado

por

Π = γ
d2z

dt2
=

γ

ṫ2

(
z̈ − ẗ

ż

ṫ

)
= ṫΠz,

entonces

Apur =
∫

dτ ṫ
{

Π
d2z

dt2
+ P

dz

dt
(4.18)

−
(

P
dz

dt
+

Π2

2γ
+ (ω2

1 + ω2
2)

(
dz

dt

)2

+ ω2
1ω2

2z2

) }
(4.19)

=
∫

dt

{
Π

d2z

dt2
+ P

dz

dt
− HPU

}
= Apu. (4.20)
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En suma si se hacen fuertes las constricciones, la acción del oscilador reparame-
trizado es la misma que la del oscilador de Pais y Uhlenbeck ordinario. El haber
introducido al tiempo como coordenada no agrega grados de libertad extra y la
descripción debe ser la misma, ésto se muestra en la anterior demostración.

4.1.2. Aproximación Perturbativa

El procedimiento de reducción a orden n de PUR, requiere de dos operacio-
nes: por un lado construir a partir de las ecuaciones de evolución disponibles,
las Cp. Y por otro, dado que PUR es una teoŕıa singular, los Π′s no son todos
independientes, están relacionados por las constricciones, entonces el proceso
iterativo para encontrar Cp solo podrá realizarse para uno de los Π′s, elegimos
a Πz. Por otro lado, queremos eliminar a Πt también, por lo cual es preciso
hacer fuertes algunas de las constricciones, en este caso Φ1 para obtener [Πt].

Proceso Iterativo

Las fórmulas de recurrencia obtenidas de las ecuaciones de movimiento

[Πz]n+1 = − γ

ṫ2

{
−ω2zṫ + [Π̈z]n +

d

dτ
(
ẗ

ṫ
[Πz)]n

}
, (4.21)

y

[Pz]n+1 =
ż

ṫ
+ γ[Gz]n (4.22)

[Pt]n+1 = −1
2

(
ż

ṫ

)2

− γ2

2
z2 − γ[Gt]n. (4.23)

De (4.22) y (4.23) vemos que no es posible tener una aproximación para ṫ y
ż simultaneamente, esto se debe a Φ2, por el momento esto no nos impide
aproximar Gt y Gz, tras lo cual encontramos las constricciones perturbativas
”inversas”5. A Πt no le corresponde hasta ahora ninguna aproximación [Πt]n
obtenida independientemente de las ecuaciones de movimiento, sin embargo,
para eliminarla de la descripción seleccionamos a Φ1 como su correspondiente
elemento en Cp.

ψz = Πz − [Πz]n,

ψt = Φ1,

φ(n)
z = Pz − [Pz]n,

φ
(n)
t = Pt − [Pt]n.

5i.e. generalmente la constricción perturbativa φ es una sustitución para ż en función de las
variables x y Px, sin embargo, (4.22) y (4.23) definen una relación impĺıcita ẋ → Px, x = z, t,
por lo tanto es equivalente.
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Teoŕıa Reducida

Orden Cero

[Πz]0 = 0, (4.24)

[Πt]0 = 0, (4.25)

[Pz]0 =
ż

ṫ
, (4.26)

[Pt]0 = −1
2

( ż

ṫ

)2

−ω2z2

2
. (4.27)

Vemos que [Pz]0 y [Pt]0 no son independientes, están relacionados por la condi-
ción

[Pt]0 +
[Pz]20

2
+

ω2z2

2
≈ 0. (4.28)

Dentro de las Cp, las constricciones φ juegan el papel de la relación que existe en-
tre velocidades generalizadas y momentos canónicos conjugados, por lo anterior,
una de las dos velocidades no podrá escribirse en términos de su correspondiente
momento. O en otras palabras, en la teoŕıa reducida existe una constricción que
relaciona los momentos conjugados.

ψ(0)
z = Πz, (4.29)

ψ
(0)
t = Πt (4.30)

φ(0)
z = Pz − ż

ṫ
, (4.31)

φ
(0)
t = Pt − 1

2

( ż

ṫ

)2

−ω2z2

2
. (4.32)

Recordemos que las Cp se hacen fuertes, lo cual inmediatamente implica que
exista la siguiente constricción primaria

Φ̃(0) = Pt +
P 2

z

2
+

ω2z2

2
. (4.33)

El hamiltoniano canónico es cero en la superficie de constricción primaria, por
lo que Φ̃(0) es de primera clase. En el espacio extendido la dinámica del sistema
esta descrita por

H(0) = λΦ̃(0). (4.34)

λ es un multiplicador de Lagrange indeterminado. Las ecuaciones de Hamilton
que se derivan de la transformación de norma generada por H. Por otro lado,
los paéntesis de Poisson de la teoŕıa subyacente se modifican después de la
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aproximación. En su lugar tenemos los paréntesis de Dirac asociados a Cp.
Resulta largo y árido describir el procedimiento para encontrar en este ejemplo
dichos paréntesis a cada orden en γ. Por ahora nos reservaremos de mostrar el
procedimiento a orden cero

{z, Pz}(0) = 1,

{t, Pt}(0) = 1.

Por lo tanto,
Ω(0) = dPz ∧ dz + dPt ∧ dt. (4.35)

Cabe señalar que no se ha impuesto ninguna condición de norma, Φ2 sigue siendo
de primera clase. A los paréntesis de Dirac definidos por Cp les corresponde a
una dos forma degenerada debido a la libertad de norma generada por Φ2. Si
impusieramos una norma ξ = t−f(τ), Φ(0) seŕıa de segunda clase. Por otro lado,
Pt seŕıa constante, en tal caso el segundo término de Ω(0) seŕıa nulo y entonces
correspondeŕıa a la forma simpléctica de un oscilador armónico ordinario. De
hecho, si se fijara la norma ξ = t − τ obtendŕıamos justamente la teoŕıa de PU
reducida de orden cero.

Primer Orden

De las fórmulas de recurrencia (4.21), (4.22) y (4.23)

[Πz]1 = γω2 z

ṫ
. (4.36)

Seleccionamos a Φ1 como parte de Cp para reescribir a Πt, la cual es una variable
constreñida

Φ1 → ψ
(1)
t ,

lo cual implica

[Πt]1 = −[Πz]1
ż

ṫ
= −γω2 z

ṫ
[Pz]0. (4.37)

Por lo tanto, la Cp asociada a Πz es

ψ(1)
z = Πz − γω2 z

ṫ
. (4.38)

Por otro lado

[Pz]1 =
ż

ṫ
+ γ[Gz]0,

[Pt]1 = −1
2

( ż

ṫ

)2

−ω2z2

2
− γ[Gt]0.

Donde después de hacer la sustitución

1
ṫ3

(
z̈ − ẗ

ż

ṫ

)
= −Πz

γ
→ −ω2 z

ṫ
.
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derivada de las constricciones y las definiciones de los momentos, se tiene que

[Gz]0 = −ω2 ż

ṫ

y

[Gt]0 = ω2
(ω2z2

2
+

( ż

ṫ

)2)
.

Con lo anterior, finalmente obtenemos las φ de Cp

φ(1)
z = Pz − (1 − γω2)

ż

ṫ
(4.39)

φ
(1)
t = Pt + (1 − 2γω2)

( ż

ṫ

)2

+(1 − γω2)
ω2z2

2
. (4.40)

[Pz]1 y [Pt]1 no son independientes. De (4.39) se ve que estan relacionadas de
la siguiente manera

[Pt]1 = −1
2
[Pz]21 − (1 − γω2)ω2 z2

2
.

Después de hacer fuertes (4.39) se ve que hay una constricción primaria

Φ(1)
1 = Pt +

1
2
P 2

z + (1 − γω2)ω2 z2

2
. (4.41)

Debido a la existencia de (4.41) no es posible despejar a alguna de las velocidades
ṫ o ż en función de sus respectivos momentos canónicos. Una de ellas jugará el
papel de coordenada del espacio fase como multiplicador de Lagrange. En este
caso conviene despejar a ż y dejar a ṫ como multiplicador el Lagrange. Al hacer
el cálculo expĺıcito bajo las constricciones fuertes, el hamiltoniano canónico es

H(1)
c = ṫΦ(1)

1 . (4.42)

Cómo era esperado, el hamiltoniano canónico es debilmente nulo.

La teoŕıa reducida que hemos obtenido es singular (y de norma), por haber
libertad de norma no existe propiamente una forma simpléctica aún. Sin embar-
go, las constricciones perturbativas son de segunda clase y tiene paréntesis de
Dirac asociados. Si bien las ecuaciones de movimiento a este nivel no forman,
localmente, un campo vectorial hamiltoniano, es decir, el sistema de ecuaciones
de movimento no son necesariamente las ecuaciones de Hamilton; éstas son ge-
neradas por la dos forma pre-simpléctica asociada con los paréntesis de Dirac
formados con las constricciones de segunda clase Cp.

En primer lugar los paéntesis de Dirac se deteminan por los paréntesis de
Poisson de {φt, φz, ψz, ψt = Φ1}. Para la coordenadas independientes del espacio
reducido, les corresponden los párentesis de Dirac a primer orden siguientes
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{z, Pz}(1) = (1 − γω2),
{t, Pt}(1) = 1.

Por lo tanto, la forma simpléctica en ese espacio es

Ω(1) = (1 − γω2)dPz ∧ dz + dPt ∧ dt. (4.43)

Bajo un cambio de coordenadas no canónico

p = Pz (4.44)
x = (1 − γω2)z (4.45)

pt′ = Pt (4.46)
t′ = t. (4.47)

En estas coordenadas

Ω(1) = dp ∧ dx + dpt ∧ t.

Si se impusiera la condición de norma ξ = t − τ , el segundo término de Ω(1) se
anula y se obtiene la forma simpléctica la teoŕıa de PU reducida a primer orden
en γ. Es decir, aquella del oscilador armónico con frecuencia 
2 a orden uno en
a.
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4.2. Caso Singular de Segunda Clase:
Teoŕıa de Maxwell-Chern-Simons
de Orden Superior en 1d (EMCS1)

En los próximos dos caṕıtulos haremos la aproximación perturbativa para
dos teoŕıas singulares particulares: Una teoŕıa vectorial de Chern-Simons en
(0+1) dimensiones discreta y la teoŕıa de Maxwell con términos adicionales de
Chern-Simons de orden superior en (2+1) dimensiones (EMCS3). La primera
ilustra el procedimiento en el caso de una teoŕıa discreta singular de segunda
clase y la segunda el de una teoŕıa de campos de norma (de primera clase).
Además de ser casos ilustrativos, se trata de teoŕıas realistas de interés f́ısico,
útiles en la descripción de fenómenos planares. EMCS1 es interesante como una
teoŕıa sencilla no comutativa y su estudio es herramienta para entender ciertas
propiedades de otras teoŕıas conmutativas más complejas.

En principio, las extensiones de Chern-Simons de orden superior son in-
teresantes pues introducen efectos dinámicos a la teoŕıa libre y topológica6.
Sin embargo, como teoŕıa de orden superior, presenta predicciones f́ısicamen-
te inconsistentes (por ejemplo, el propagador tiene un polo negativo [28]). A
pesar de ello, algo de información f́ısicamente valiosa puede obtenerse si reduci-
mos IEMCS mediante la aproximación perturbativa que aqúı proponemos. Más
allá de simplemente desechar los grados de libertad de orden superior, es posi-
ble introducir sus efectos proyectando el espacio fase subyacente a un espacio
reducido mediante la aproximación perturbativa. Aśı a partir de la estructura
canónica aproximada es posible realizar una cuantización aceptable f́ısicamente.
Antes de abordar a la teoŕıa de campos de Chern-Simons más realista, resulta
clarificante trabajar con la versión EMCS1 más simple, pues la estructura de
norma de sus grados de libertad de orden superior es la misma que en la teoŕıa
de campos EMCS3 salvo de dificultades técnicas debidas a la invariancia de
norma de la electrodinámica. Con la noción que brinda este paso previo, en
siguiente caṕıtulo se analiza formalmente la teoŕıa de campo en (2+1).

Primero construiremos la formulación canónica a partir de la cual podremos
aplicar el método, al final obtendremos una teoŕıa reducida en la formulación
de Hamilton-Dirac sin grados de libertad de orden superior. La teoŕıa reducida
tendrá como hamiltoniana la misma que la electrodinámica clásica en la norma
de Coulomb, sin embargo, correcciones a la forma simpléctica son introducidas
por las extensiones IECS .

6Revisar Apéndice C en donde se presentan los antecedentes y motivaciones de las teoŕıas
de Chern-Simons
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4.2.1. Formulación Canónica

Con la intención de construir la extensión de orden superior de Chern-Simons
para un campo vectorial parametrizado en el espacio tiempo (1+0) sin la es-
tructura de norma de aquel en (2+1), observamos (C.5)7 y reescribimos su
versión en (0+1) dimensiones tras sustituir las derivadas parciales respecto de
los parámetros espacio temporales por una derivada ordinaria respecto del tiem-
po y eliminar la componente cero del campo, la cual tomamos como espuria en
analoǵıa con electrodinámica

I
(0+1)
ECS ≡

∫
dt 2α ẍiεij ẋj .

Donde

xi ∈ 	2 (4.48)
Aij = Aji (4.49)
εij → Levi Civita. (4.50)

La teoŕıa análoga de Maxwell libre parametrizada en (0+1), corresponde a un
oscilador armónico en 2 dimensiones

I0 =
∫

dt
1
2

{
(ẋi)2 − 1

2
xiAijxj

}
.

La correspondiente EMCS análoga entonces estaŕıa descrita por la siguiente
lagrangiana

L =
1
2
(ẋi)2 − 1

2
xiAijxj − 2α ẍiεij ẋj . (4.51)

Plantearemos como primero la formulación canónica de la teoŕıa en el espacio
fase. Los momentos conjugados se definen, según el formalismo de Ostrogradsky,
como

pk
1 = −2αεkj ẋj (4.52)

pk
0 = ẋk − 2αεikẍi. (4.53)

Recordemos que las velocidades juegan el papel de coordenadas.Al hacer la
transformada de Legendre para ir de la formulación lagrangiana a la hamil-
toniana, sólo es necesario despejar las derivadas de orden dos en términos de
los momentos conjugados y las coordenadas. De las anteriores definiciones y
teniendo en mente lo anterior hay dos contricciones primarias

Φk = pk
1 + 2αεkj ẋj . (4.54)

k = 1, 2.

7referimos al lector al último apéndice
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El hamiltoniano canónico resulta ser

Hc = pk
0 ẋk − 1

2
(ẋi)2 +

1
2
xiAijxj . (4.55)

Las condiciones de consistencia de (4.54) dan lugar a las siguientes ecuaciones
para los multiplicadores de Lagrange

Φ̇k ≈ {Φk,Hc} + λj{Φk,Φj} ≈ 0,

donde
{Φk,Hc} ≈ −pk

0 + ẋk,

ckj ≡ {Φk,Φj} = −4αεkj = −4α

(
0 1
−1 0

)
. (4.56)

Φk son constricciones de segunda clase, los multiplicadores de Lagrange corres-
pondientes, por lo tanto, pueden ser determinados a partir de las ecuaciones de
consistencia

⇒ λk =
εik

4α
(ẋi − pi

0).

Lo anterior corrobora que las aceleraciones son los multiplicadores de Lagrange
en consistencia con (4.52) . Los paréntesis de Dirac pueden formarse a partir de
(4.108)

{A, B}D ≡ {A,B} − {A, Φi}c−1
ij {Φj , B}, (4.57)

donde

c−1 =
1
4α

(
0 1
−1 0

)
.

Los paréntesis de Dirac fundamentales son

{xi, xj}D = 0 (4.58)
{xi, pj

0}D = δij

{pi
0, p

j
0}D = 0

{ẋi, ẋj}D = c−1
ij

{ẋi, pj
1}D = δij + 2α c−1

in εnj

{pi
1, p

j
1}D = 4α2εinεimc−1

nm

Es interesante notar lo siguiente: de las ecuaciones (4.58) vemos que las
velocidades tienen paréntesis de Dirac distinto de cero lo cual implica que al
cuantizar la teoŕıa tendremos no conmutatividad entre ellas aun a pesar de que
las coordenadas conmuten. En otras palabras, mientras que las coordenadas
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pueden medirse simultaneamente con probabilidad uno, las velocidades no son
observables compatibles.

Para construir las contricciones suplementarias necesitamos las ecuaciones
de movimiento fundamentales generadas por el hamiltoniano canónico y los
paréntesis de Dirac. Ellas están dadas por

ṗk
0 = −Aikxi (4.59)

ẍk =
εik

4α
(ẋi − pi

0). (4.60)

La ecuación Ȧi se satisface idénticamente, Äk son justamente los multipli-
cadores de Lagrange y ṗk

1 están relacionados con Äk por las constricciones, por
lo tanto generan ecuaciones dependientes a las anteriores.

4.2.2. Aproximación Perturbativa

En primer lugar, no todas las variables de orden superior son independientes,
de hecho estan relacionadas por las constricciones. Por lo tanto, para algunas
de ellas no habrá ecuaciones dinamicas independientes de las cuales generar las
constricciones suplementarias para reducir la teoŕıa. En este caso, las constric-
ciones deben clasificarse como parte de Cp, esto es Φk → ψk. De las ecuaciones
fundamentales

pk
0 = ẋk − 2αεikẍi

A orden más bajo en α (4.59)

[pk
0 ]0 = ẋk [ẍk]0 = [ṗk

0 ]0 = −Aikxi (4.61)

A primer orden en α

[pk
0 ]1 = ẋk − 2αεik[ẍi]0

= ẋk − 2αεikAsixs. (4.62)

Por lo tanto las constricciones perturbativas son

ψk0 = [Φk]0 = pk
1 ,

φk0 = pk
0 − ẋk. (4.63)

ψk1 = Φk = pk
1 + 2αεkj ẋj ,

φk1 = pk
0 − ẋk + 2αεkjxj . (4.64)

Los hamiltonianos reducidos son iguales a orden cero y a primer orden

H
(0,1)
R =

1
2
(pk

0)2 + xiA
ijxj . (4.65)
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Lo cual ingenuamente haŕıa parecer que la descripción no se ve afectada por el
término de orden superior. Sin embargo, los paréntesis de Dirac son diferentes
en cada caso

{A,B}(0,1) = {A,B} − {A, ΥI}Cij
(0,1){ΥJ , B}

Donde

C(0,1) ≡
( {ψi(0,1), ψj(0,1)} {ψi(0,1), φj(0,1)}

{φi(0,1), ψj(0,1)} {φi(0,1), φj(0,1)}
)

,

expĺıcitamente, a cada orden

C0 =
(

0 δij

−δij 0

)

a orden cero y

C1 =
( −4αεij δij + 2αεij

−δij − 2αεij 2α(Aisεik − Aikεis)

)

a orden 1 en α. Por lo tanto la dinámica śı sufre correcciones a través de la
forma simpléctica.
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4.3. Caso Singular Primera Clase:
EMCS3 en la Norma de Coulomb

En esta sección retomaremos la teoŕıa de campos de norma abelianas de
Maxwell en (2+1) dimensiones más realista. En relación al modelo simplificado,
además de introducir infinitos no numerables grados de libertad, aparece la
complicación de la invariacia de norma. Sin embargo, en esencia el resultado
final es bastante similar, en este caso sólo aparecen complicaciones técnicas que
hay que resolver.

IEMCS =
∫

d3x

{
−1

4
FμνFμν + aεαβγ∂νAα∂νFβγ

}
(4.66)

α, β, γ, μ, ν = 0, 1, 2

En este sistema los grados de libertad son los campos y sus velocidades pues
la densidad lagrangiana depende de las aceleraciones. En esta teoŕıa relativista,
más allá de seguir el procedimiento de Ostrogradsky, la definición de los mo-
mentos conjugados tiene que hacerse via el teorema de Noether. Tras imponer
la simetŕıa de Poincaré, se obtiene la correspondiente corriente conservada. En
particular nos interesan los generadores de traslaciones espaciales y temporales
con el objetivo de definir apropiadamente los momentos canónicos. Referiremos
al interesado en los detalles de la deducción al apéndice A

Πμ ≡ δL

δȦμ

− 2∂k
∂L

∂∂kȦμ

− ∂0
δL

Äμ

.

Explicitamente para μ = 0,

Π0 = 6aεij∂iȦj , (4.67)

para μ = k = 1, 2

Πk = −F 0k + 4aεjk(Äj −∇2Aj) − 6aεjk∂jȦ
0. (4.68)

En el lado derecho de la ecuación (4.67) no aparcen segundas derivadas respecto
del tiempo de los campos Aμ, por lo tanto se trata de una constricción primaria:

φ1 = Π0 + 6aεij∂iȦj . (4.69)

Los momentos canónicos conjugados para las derivadas temporales de los cam-
pos, están dados por

Π̃μ ≡ δL

δ∂2
0Aμ

= 2aεα0μȦα.

En estas ecuaciones no aparecen segundas derivadas de los campos, por lo que
dan lugar a constricciones primarias. Para μ = 0

φ2 = Π̃0, (4.70)

para μ = k
φ̃k = Π̃k + 2aεikȦi (4.71)
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4.3.1. Hamiltoniana Canónica

La transformada de Legendre de la lagrangiana, consistente con las constric-
ciones, corresponde a la hamiltoniana canónica del sistema y esta dada por

Hc = ΠkȦk +
1
2
(Ȧi − ∂iA0)(Ȧi − ∂iA0) +

1
4
FijF

ij (4.72)

+ 2aεij
(
Ȧ0∂iȦj + ∂kAi∂

kȦj − 2∂kA0∂
k∂iAj

)
. (4.73)

4.3.2. Ecuaciones de Consistencia
y Constricciones Secundarias

La hamiltoniana canónica y la hamiltoniana extendida son debilmente igua-
les en la superficie de constricción Γc definida por las constricciones primarias,
fuera de esa superficie estan relacionados de la siguiente manera

HT = Hc + λ1φ̃
1 + λ2φ̃

2 + ϑ1φ
1 + ϑ2φ

2. (4.74)

Al conjunto de constricciones primarias las denotaremos por el conjunto Φ =
{ΦI} = {φ̃1, φ̃2 φ1, φ2}.

Φ1 = Π̃1 − 2aȦ2, (4.75)
Φ2 = Π̃2 + 2aȦ1, (4.76)
Φ3 = Π0 − 6aεij∂iȦj , (4.77)

Φ4 = Π̃0. (4.78)

Al conjunto de multiplicadores de Lagrange los denotamos

μ = {μI} = {λ1, λ2, ϑ1, ϑ2}.
La evolución de una función A de las coordenadas del espacio fase, consistente
con las constricciones, esta dada por

Ȧ ≈ {A,Hc} + μI{A,ΦI}. (4.79)

Todas las constricciones deben satisfacerse a todo tiempo, lo cual impone las
condiciones de consistencia (CC) siguientes

Φ̇I ≈ {Hc, ΦI} + λJ{ΦI , ΦJ} ≈ 0, (4.80)

I, J = 1, ..., 4.

Expĺıcitamente, tras calcular los respectivos paréntesis de Poisson y evaluar en
la superficie de constricción se obtiene:⎛
⎜⎜⎝

Φ̇1

Φ̇2

Φ̇3

Φ̇4

⎞
⎟⎟⎠ =

∫
d2xd2dyδxy{4a

⎛
⎜⎜⎝

0 −4a −6a∂2 0
4a 0 6a∂1 0

6a∂2 −6a∂1 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

μ1

μ2

μ3

μ4

⎞
⎟⎟⎠+

⎛
⎜⎜⎝

h1

h2

h3

h4

⎞
⎟⎟⎠} ≈ 0.

(4.81)
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Donde

h1 = {Φ1(x),Hc(y)} ≈ δxy(−Π1 − F 01 − 2a(∂2Ȧ0 −∇2A2)) (4.82)

h2 = {Φ2(x),Hc(y)} ≈ δxy(−Π2 − F 02 + 2a(∂1Ȧ0 −∇2A1))
h3 = {Φ3(x),Hc(y)} ≈ δxy(∂iF

i0 − 4aεij∇2∂iAj)

h4 = {φ1(x), Hc(y)} ≈ δxy(−2aεij∂iȦj −∇2A2)).

El sistema tiene tiene rango 2. Sus vectores nulos están dados por

{v1 =

⎛
⎜⎜⎝

0
0
0
1

⎞
⎟⎟⎠ , v2 =

⎛
⎜⎜⎝

− 3
2∂1

− 3
2∂2

1
0

⎞
⎟⎟⎠}

Al multiplicar por la izquierda v1 y v2 por (4.81) se encuentran constricciones
secundarias

χ1(x) =
∫

d2yh4 = −2aεij∂iȦj , (4.83)

χ2(x) =
∫

d2y(h3 − 3
2
∂khk = Ξ1 − 3

2
Ξ2 k = 1, 2. (4.84)

Donde se han definido por separado

Ξ1 ≈
∫

d2yh3 = ∂iF
i0 − 4aεij∇2∂iAj

y

Ξ2 ≈
∫

d2y∂khk = −∂iΠi − ∂iF
i0 + 2aεij∇2∂iAj

por conveniencia, pues como mostraremos más tarde ambas por separado son
debilmente nulas.
Al imponerle CC tenemos por un lado que

{χ1, Hc} + μJ{χ, ΦJ} ≈ 2aεij∂iλj ≈ 0.

Por otro lado, Ξ1 y Ξ2 satisfacen la misma ecuación de consistencia

−∇2μ1 − ∂kμk ≈ 0 k = 1, 2. (4.85)

Cualquier combinación lineal de Ξ1 y Ξ2 tiene como condición de consistencia
la misma ecuación (4.85). Note que χ2 es justamente una combinación lineal de
ellas. En este punto el sistema que forman las ecuaciones de consistencia es⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Φ̇1

Φ̇2

Φ̇3

Φ̇4

χ̇1

χ̇2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

≈

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −4a −6a∂2 0
4a 0 6a∂1 0

6a∂2 −6a∂1 0 0
0 0 0 0

2a∂2 −2a∂1 0 0
−∂1 −∂2 −∇2 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

μ1

μ2

μ3

μ4

⎞
⎟⎟⎠ +

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

h1

h2

3
2∂khk

0
0
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

≈ 0.

(4.86)
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Aparece un nuevo vector nulo

v3 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
0
1
0
3
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

lo cual implica que hay una nueva constricción

Ξ2 ≈ 0

ya vimos que Ξ2 tiene la misma ecuación de consistencia que χ2, por lo tanto
no existen más constricciones secundarias.

Del conjunto de constricciones puede escojerse un subconjunto que dé lugar
a ecuaciones de consistencia independientes. Antes de hacerlo cabe notar que
por ser Ξ2 una constriccion entonces Ξ1 tambien lo es y por tener ecuaciones de
consistencia iguales podemos libremente elegir por conveniencia Ξ1 y la única
combinación lineal de primera clase

Ξ = Ξ1 − Ξ2 = ∂iΠi − 2aεij∇2∂iAj . (4.87)

Cabe notar que χ1 y Φ3 tienen la misma CC, por lo que desechamos a una de
ellas. El sistema de ecuaciones para los multiplicadores de lagrange μ son las
mismas si en vez de χ2 tomamos Ξ1 y Ξ En suma, el conjunto de constricciones
restante es

{Φ1, Φ2, Φ3,Ξ1} → 2o clase (4.88)
{Φ4, , Ξ} → 1o clase. (4.89)

Escritas expĺıcitamente, donde ζ es etiqueta para las constricciones de segunda
clase mientras que Ψ etiqueta a las de primera clase

ζ1 = Π̃1 − 2aȦ2,

ζ2 = Π̃2 + 2aȦ1,

ζ3 = Π0 − 6aεij∂iȦj ,

ζ4 = ∂iF
i0 − 4aεij∇2∂iAj ,

Ψ1 = Π̃0

Ψ2 = ∂iΠi − 2aεij∇2∂iAj .

Las cuales obedecen el siguiente álgebra

{Ψ1(x),Ψ2(x)} = −∂Ψ2

∂Ȧ0

≈ 0
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{ζk(x), ζs(y)} = {Π̃k + εik2aȦi, Π̃s + εjs2aȦj} = −4aεksδ(x, y)

{ζk(x), ζ3(y)} = {Π̃k + εik2aȦi, Π0 − 6aεij∂iȦj} = 0

{ζk(x), ζ4(y)} = {Π̃k + εik2aȦi, ∂jF
j0 − 4aεij∇2∂iAj} = −∂kδ(x, y)

k = 1, 2

{ζ3(x), ζ4(y)} = {Π0 − 6aεij∂iȦj , ∂jF
j0 − 4aεij∇2∂iAj} = 0.

4.3.3. Reducción del Espacio Fase

Conteo de los Grados de Libertad

Se tienen 4 constricciones primarias y 2 secundarias independientes, de las
cuales 4 son de segunda clase: {ζI} = {Φ1,2,3,Ξ1} y dos de primera clase {ΨI} =
{Φ4, Ξ}. De las 12 coordenadas del espacio fase extendidas, en total hay

N = 12 − 4 − 2 × 2 = 4

coordenadas del espacio reducido independientes, es decir 2 grados de libertad
de configuración.

Fijación de la Norma

Es natural sugerir como condición de norma a la condición de Coulomb

ζ = ∂iA
i. (4.90)

La forma de Ψ2 sugiere que aśı se proponga. Hemos visto que A0 no es un grado
de libertad8, por ello nos interesa eliminarla de entre las variables dinámicas.
Para ese fin, en Ξ1 podemos despejarla al mismo tiempo que usar ζ

∇2(A0 + 4aεij∂iAj) ≈ 0 (4.91)

Si bien no es cierto que A0 ≈ −4aC
∫

dy
∇2εij∂iAj

|x−y|
9 para A, existe una transfor-

mación de norma A∗
μ = Aμ + ∂μθ tal que si es cierto para A∗. Asumamos que

dicha transformación se ha realizado. Entonces podemos eliminar a A0 en térmi-
nos de las otras variables canónicas usando (4.91), es decir, resolver la ecuación
de Laplace

A0 ≈ −4aC

∫
dy

∇2εij∂iAj

|x − y| . (4.92)

8no tiene ecuación dinámica
9C = 1

2π
asociada con la funcion de Green de ∇2 en el plano.
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Espacio Reducido

Hemos eliminado a A0 de la descripción, nos interesa describir la dinámi-
ca a partir de las variables dinámicas restantes sometidas a las constricciones
naturales del sistema y también a la condición de norma. Después de hacer la
sustitución, las constricciones ζ3 Y Ψ1 se vuelven irrelevantes en virtud de que
generan transformaciones sobre cantidades no f́ısicas (A0, Ȧ0 y sus canónicos
conjugados

ζ3 = Π0 +
3
2
Ȧ0 ≈ Π0,

Ψ1 = Π̃0.

Por otro lado, ζ4 se hace fuertemente nula al hacer la sustitución de A0.
Restan {ζ∗k , Ψ∗

2, ζ
∗} (k = 1, 2) 10. El hamiltoniano canónico que describe al

sistema en términos de las variables f́ısicas, es

H∗
c =

∫
dx {ΠkȦk +

(Ȧi)2

2
+

FijF
ij

4
+ 2aεij∂kAi∂

kȦj (4.93)

+ 24a2(∂iε
mn∂mAn)2}.

Al fijar la norma, todas las constricciones se han vuelto de segunda clase. Al nue-
vo conjunto lo denotaremos {ξI}I=1,..,4 = {ζ1,Ψ2, ζ

2, ζ}. En el espacio reducido,
no todas las variables dinámicas Ai,, Ȧi, Πi y Π̃i son independientes. Éstas estan
sujetas a constricciones entonces no podemos calcular los paréntesis de Poisson
correspondientes como si fueran independientes, estos paréntesis corresponden
a los paréntesis de Dirac asociados a las constricciones ξ, caracterizados por la
matriz

(CIJ (x, y)) ≡ ({ξI(x), ξJ(y)}) = δxy

⎛
⎜⎜⎝

0 0 −4a 0
0 0 0 −∇2

4a 0 0 0
0 ∇2 0 0

⎞
⎟⎟⎠ .

Cuya inversa es

(
CIJ (x, y)

)
=

⎛
⎜⎜⎝

0 0 δxy

4a 0
0 0 0 G(x, y)

− δxy

4a 0 0 0
0 −G(x, y) 0 0

⎞
⎟⎟⎠ .

Donde
∇2G(x, y) = δ(x, y)

es la función de Green del operador Laplaciano. Los que hubieran sido los
paréntesis de Poisson entre dos distintas funciones A y B de las coordenadas

10el asteŕısco denota que A0 ha sido sustituido, en adelante lo omitiremos
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de Γ están dados por los paréntesis de Dirac en Γc debido a la existencia de las
constricciones

{A,B}D ≡ {A,B} − {A, ξI}CIJ{ξJ , B}. (4.94)

Las constricciones reducen la dimensión del espacio fase por lo que las coor-
denadas del espacio extendido en el subespacio reducido no son independientes.
Para que la forma simpléctica sea no degenerada hay que escribirla en términos
de coordenadas independientes, en este caso elegimos

{ci}i=1,...,4 = {A1, Ȧ1, Π1, Π̃1}

Calculando expĺıcitamente según (4.94), los paréntesis fundamentales están da-
dos por

({ci(x), cj(y)}D) =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 δxy + ∂1Gxy 0
0 0 0 3

2δxy

−δxy − ∂1Gxy 0 0 0
0 − 3

2δxy 0 0

⎞
⎟⎟⎠

La existencia de constricciones en el espacio fase extendido da lugar a un subes-
pacio fase. Los paréntesis de Poisson en este subespacio se modifican debido
a las constricciones, por lo que la forma simpléctica que genera correctamen-
te la evolución y las simetŕıas son los paréntesis de Dirac. Aunque para estas
coordenadas del espacio reducido se esperaŕıa tuvieran los mismos paréntesis de
Poisson que en el espacio extendido por no estar constreñidos, sus paréntesis se
modifican por el hecho de que las otras coordenadas śı lo están.

4.3.4. Evolución

En este punto, se tienen todos los elementos necesarios para describir la
dinámica del sistema: coordenadas para el espacio fase f́ısico

{θI}I=1,..,8 ≡ {Ai, Ȧi, Πi, Π̃i};

el espacio fase reducido Γc; los paréntesis de Dirac y la generadora de la Hc.
De esta manera cualquier observable evoluciona como sigue

δF (θI) ≈ {F,Hc}Dδt. (4.95)

Por consistencia y completez es conveniente calcular las siguientes ecuaciones
de movimiento

θ̇I ≈ {θI ,Hc}D
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es decir:
Ȧi ≈ Ȧi, (4.96)

Äi ≈ εki

4a
hk∗ = −εki

4a
(Πk + Ȧk) +

1
2
∇2Ai, (4.97)

Π̇k ≈ ∂iF
ik − 2aεik∇2Ȧi + 48a2εik∂i(εmn∇2∂mAn), (4.98)

˙̃Π
k

≈ −Πk

2
− Ȧk

2
− aεik∇2Ai. (4.99)
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4.3.5. Aproximación Perturbativa

En esta sección reduciremos, mediante el método propuesto en esta tesis, la
teoŕıa extendida de Maxwell-Chern-Simons que apareceŕıa en una acción efectiva
tras calcular diagramas de Feynman anómalos. Esperamos obtener una version
MCS con correcciones al término de orden más bajo, provinientes los grados de
libertad clásicos de orden superior. Desde otra óptica, la teoŕıa reducida es una
versión localizada de la teoŕıa efectiva de orden superior.

Primero haremos la reducción del modelo simplificado.

4.3.6. Proceso Iterativo

De las ecuaciones (4.96-4.99) sólo las dos primeras son independientes. Si-
guiendo el esquema de la sección 2 del segundo caṕıtulo, a partir de ellas las
relaciones de recurrencia para construir las constricciones suplementarias son

[Ȧk]n = −Πk + 2aεik(−2[Π̇i]n−1 −∇2Ai), (4.100)

[Π̇k]n = ∂iF
ik − 2aεik∇2[Ȧi]n−1. (4.101)

A orden cero
[Ȧk]0 = −Πk,

por lo tanto
φi(x)0 = Πi + Ȧi, (4.102)

y
[Π̇k]0 = ∂iF

ik.

La cual será necesaria para sustituir las derivadas de orden mayor o igual a 2
en (4.100) y (4.101) a orden 1.

En este caso, Π̃ no son variables dinámicas en cuanto a que están cons-
treñidas, por lo tanto, tomaremos φ̃ como parte de Cp

ψ0
k ≡ [φ̃k]0 = Π̃k. (4.103)

Imponiendo como fuertes (4.102) y (4.103), trivialmente se obtiene electro-
dinámica en la norma de Coulomb de orden 1 usual. Note que (4.102) establece
la relación usual entre las derivadas temporales de los campos y sus momentos
conjugados.

A primer orden

[Ȧk]1 = −Πk − 2aεik∇2Ai

entonces
φ1

k ≡ Ȧk + Πk + 2aεik∇2Ai. (4.104)

Por otro lado, φ̃k forman parte de Cp

ψ1
k ≡ φ̃k (4.105)
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4.3.7. Reducción de la Teoŕıa

Ahora sólo constreñiremos la evolución a la subvariedad reducida Γr defi-
nida por Cp y las constricciones subyacentes11. Haremos {Υ} ≡ {ξ} ∪ Cp =
{ψk, φk, ψ∗, ζ∗} fuertes.

El hamiltoniano canónico asociado es

H(1)
r = −1

2
ΠkΠk +

1
4
FijF

ij − 2aεijΠi∇2Aj . (4.106)

La evolución una función arbitraria de las variables del espacio fase subyacente
es

Ȧ ≈ {A,H(1)
r } + ak{A,Υk}. (4.107)

Las ecuaciones de consistencia de las constricciones estan codificadas en la si-
guiente matriz

CIJ ≡ {ΥI , ΥJ} = δxy

⎛
⎝ 4aεij −δij 0

δij −4aεij∇2 Σ1

0 −Σ1 Σ2

⎞
⎠ , (4.108)

donde

Σ1 =
(

4a∇2∂2 ∂1

−4a∇2∂1 ∂2

)

Σ2 =
(

0 −∇2

∇2 0

)
.

CIJ es invertible por lo tanto pueden construirse los paréntesis de Dirac corres-
pondientes.

En esta teoŕıa reducida Ai y Πi juegan el papel de coordenadas no indepen-
dientes de la variedad reducida y no necesariamente son coordenadas canónicas
conjugadas en cuanto a que

{Ai, Aj}(1) = 0,

{Ai, Πj}(1) = ηij , (4.109)

{Πi, Πj} = πij .

Donde

η = −∇2

(
∂2
1 ∂1∂2

∂1∂2 ∂2
2

)

π =
(

0 2a∇2

−2a∇2 0

)
.

Hemos visto en la sección anterior que las coordenadas independientes del es-
pacio subyacente eran ci, en las cuales escribimos la forma simpléctica de la
teoŕıa subyacente. Tras hacer la reducción, la dimensión del espacio fase dismi-
nuye a 2 pues los grados de libertad de orden superior fueron removidos. Para

11o dicho de otra forma, se constreñirá Γc a Γr imponiendo Cp
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este espacio fase reducido pueden elegirse como coordenadas independientes a
{c̃j}j=1,2 = {A1,Π1} y en términos de ellas los paréntesis de Dirac fundamen-
tales son

{c̃i(x), c̃j(y)} =
(

0 δxy − ∂2
1G(x, y)

−δxy + ∂2
1G(x, y) 0

)
. (4.110)

Donde G(x, y) es la función de Green del operador Laplaciano.

Por lo tanto, finalmente se tiene una teoŕıa de orden uno ordinaria constitui-
da por el espacio fase reducido, la forma simpléctica reducida y la generadora de
evolución temporal Hr. Cabe remarcar ciertos detalles en este punto, en primer
lugar, las coordenadas en las que está escrita la hamiltonina no son las funda-
mentales y entonces no son independientes, sin embargo, esto no es un problema
pues contamos con los paréntesis de Dirac, con los cuales pueden calcularse to-
das las variaciones sobre el espacio fase reducido en términos de coordenadas no
independientes. Por otro lado, en coordenadas fundamentales, si bien la forma
simpléctica no tiene la forma canónica ordinaria (de Poisson), el teorema de
Darboux aplica en este caso, por lo tanto existe una tranformación no canóni-
ca de las coordenadas fundamentales en las cuales la forma simpléctica es la
canónica. En general, si un sistema tiene hamiltoniana independiente del tiem-
po, la enerǵıa es la generadora de la evolución si la forma simpléctica tiene la
forma canónica. En este caso, la forma simpléctica no tiene tal forma, por lo
tanto, la hamiltoniana no corresponde necesariamente a la enerǵıa, sin embargo,
la estructura de forma simpléctica es muy similar a la canónica, es facil intuir
que el cambio de coordenadas de Darboux es de la forma

A1(x) → (δxy + ∂2
1G(x, y))A1(y)

el cual es algo parecido a un reescalamiento en versión local.

En tales coordenadas la hamiltoniana reducida corresponde a la enerǵıa del
sistema. En ellas Π1 queda intacto, por lo que el término cinético también. A2 no
es una coordenada independiente sin embargo esta relacionada con A1 “lineal-
mente” por la constricción de Coulomb, entonces bajo el cambio de Darboux
también es “reescalada“. La hamiltoniana en esas coordenadas es positiva, claro,
bajo la suposición de que a es pequeño. En realidad no nos interesa realizar tal
cambio de coordenadas, simplemente hacer notar que el espectro clásico de la
teoŕıa reducida es positivo como esperabamos.

Neevia docConverter 5.1



Caṕıtulo 5

Conclusiones y Discusión

El método propuesto por primera vez por Eliezer y posteriormente modifi-
cado por Cheng-Ho consiste esencialmente en sustituir las derivadas de orden
superior de una sistema de orden N en términos de la variable de configuración
y de su primera derivada. Tal sustitución está determinada por las ecuaciones
de Euler-Lagrange de la teoŕıa a orden cero en el parámetro de la perturbación
y mediante un proceso iterativo de las ecuaciones a todo orden, se obtienen las
sustituciones a un orden deseado.

Por lo tanto, al hacer la sustitución se obtiene una teoŕıa que tiene como
variables dinámicas a la variable de configuración y su primera derivada;
entonces la dimensión del espacio de configuración disminuye. Sin embargo, a
diferencia de una teoŕıa de orden uno ordinaria, la formulación hamiltoniana
de esta teoŕıa no se obtiene mediante el procedimiento usual puesto que la
forma simpléctica se modifica por la sustitución, esto trae como consecuencia
que la relación entre las formulaciones hamiltoniana y lagrangiana no sea
una transformada de Legendre. Cheng-Ho resuelven la dificultad haciendo un
cambio de variable de configuración tal que la relación sea justamente la usual
transformada de Legendre. Si bien esta medida resuelve en la práctica las cosas,
resulta poco elegante y algo confusa.

La idea aqúı propuesta fue replantear el proceso en otro orden a fin de ganar
claridad y orden. Para el caso no singular, la relación entre las formulaciones
lagrangiana y hamiltoniana de la teoŕıa de orden superior inicial está determi-
nada por la forma simpléctica canónica, por lo tanto, la via para pasar de una a
otra formulación es la transformada de Legendre. Aqúı proponemos que en vez
de hacer el cambio de coordenadas de Cheng-Ho siguiente a la aproximación,
proponemos partir de la formulación hamiltoniana antes de reducir la teoŕıa
para evitar tal cambio de coordenadas. A su vez en esta formulación la dinámica
de los grados de libertad clásicos es muy clara geométricamente y es un punto
de partida para la cuantización subsecuente.

61
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El precio a pagar por trabajar en la formulación hamiltoniana es que las
sustituciones de las variables de orden superior no son tan obvias. Hay más
variables de configuración del espacio fase y las ecuaciones son necesariamen-
te acopladas, esto dificulta enormemente generar de manera sistemática y
general las sustituciones. Sin embargo, esta dificultad puede ser resuelta si
en vez de buscar sustituciones pensamos en ciertas constricciones del espacio
subyacente. En lugar de tener sustituciones de las derivadas de orden superior
buscamos relaciones entre las coordenadas del espacio fase tales que definan
un subespacio fase donde sólo yazcan las variables canónicas de orden más
bajo y sean consistentes con las ecuaciones de movimiento subyacentes. Una
vez determinadas tales constricciones el proceso de reducción es bien conocido,
elegante y convencionalmente interpretable: el algoritmo de Dirac. Un punto
interesante a remarcar de nuestro método es que se hace muy claro por qué la
teoŕıa aproximada tiene menos grados de libertad que la teoŕıa original. Los
grados de libertad adicionales de la teoŕıa de orden superior se eliminan por las
constricciones perturbativas.

La formulación de Dirac es la formulación hamiltoniana generalizada a
sistemas singulares. Para estas teoŕıas la descripción en esta formulación es
sistemática a nivel clásico y es la premisa para ser cuantizadas posteriormente.
Partiendo de ella el método de reducción se visualiza de manera sumamente
simple. Basta aplicar el algoritmo de Dirac tomando como conjunto de constric-
ciones la unión del conjunto de constricciones originales definitorias del sistema
subyacente y Cp, las cuales son una versión perturbativa de las ecuaciones de
movimiento.

Debido a que las constricciones perturbativas se construyen usando las
ecuaciones de movimiento, si existe simetŕıa de norma, en general, las ecua-
ciones de movimiento contienen parámetros indeterminados. En ese caso hay
dos opciones: 1.- fijar la norma, para determinar los párametros o bien 2.-
admitir párametros libres en las constricciones suplementarias, reducir la teoŕıa
suyacente de manera que en la teoŕıa reducida resulta tener simetŕıa de norma
debido a la presencia de variables no f́ısicas. Dentro de los ejemplos que presen-
tamos en la tesis, la primera opción se sigue en el último ejemplo del caṕıtulo
4. Se reduce EMCS3 en donde primero se impone la condición de norma de
Coulomb y a partir de los bien definidos paréntesis de Dirac se construye Cp,
al aplicar el algoritmo nuevamente siguiendo el mecanismo del método, se
obtiene una teoŕıa aproximada (ó reducida) sin libertad de norma. La segunda
opción se sigue en el ejemplo del oscilador de Pais-Uhlenbeck reparametrizado
PUR (caṕıtulo 3) cuya dinámica está descrita por transformaciones de norma,
de manera que las constricciones perturbativas dependen de las variables no
f́ısicas. La teoŕıa reducida resulta ser también una teoŕıa de norma en la cual
las variables no f́ısicas están directamente relacionadas con los parámetros
subyacentes indeterminados. Lo interesante de este ejemplo es que cuando se
compara con el ejemplo del oscilador de Pais-Uhlenbeck (PU), resulta que la
teoŕıa PUR reducida contiene la misma f́ısica que la teoŕıa PU reducida, la
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primera es la versión reparametrizada de la segunda a orden cero y primer
orden. Por lo tanto el mecanismo de reducción propuesto, en este sencillo caso
no altera la f́ısica si se elige fijar la norma antes o después de aplicarlo.

Más allá de cuestiones técnicas, nuestro interes ha estado puesto desde el
inicio en la teoŕıa reducida resultante como aproximación a la teoŕıa de orden
superior. La motivación de generar esta aproximación es la posibilidad de extraer
predicciones f́ısicamente aceptables de las teoŕıas de orden superior. Aunque
en este trabajo no podemos concluir genéricamente que las predicciones de la
teoŕıa reducida son válidas en el ĺımite de baja enerǵıas, el resultado en el
caso de Pais y Uhlenbeck nos invita a pensar que para teoŕıas de campos con
perturbaciones de orden superior esta interpretación es válida. En este sentido,
dos casos de especial interés a estudiar son la extensión de orden cuártico del
modelo de Einstein Hilbert para la gravedad y la electrodinámica extendida de
Podolsky, aśı como otras teoŕıas efectivas de campos. En estos casos, creemos
que la teoŕıa reducida proporcionaŕıa una estructura clásica aproximada de la
teoŕıa inicial a partir de la cual es posible cuantizar y obtener predicciones
sensatas sin usar un principio de superselección. En este panorama, el método
perturbativo aqúı propuesto motiva una gama de cuestiones a investigar en la
posteridad:

Recordemos que el introducir derivadas temporales de mayor orden impli-
ca que el número de grados de libertad aumenta. Estos grados de libertad
generalmente son los que ocasionan problemas. En teoŕıa de cuerdas por
ejemplo, la no causalidad tiene que ver directamente con los grados de
libertad de orden superior que introduce la no localidad de la teoŕıa. Por
otro lado, sin embargo, el introducirlos alivia otros problemas como la no
renormalizabilidad. En este panorama las teoŕıas de orden superior o no
locales que aparecen comunmente en la f́ısica moderna pueden construirse
las correspondientes teoŕıas reducidas, las cuales si bien han perdido su
carácter de orden superior pueden tener correcciones (de orden 1 en las
derivadas temporales) más allá del orden cero en el parámetro de pertur-
bación. Por lo tanto, el método perturbativo puede proveer de correcciones
a las teoŕıas sin introducir los grados de libertad asociados con enerǵıas
negativas y estados fantasmas. Recientemente se ha usado la gravedad de
cuarto orden como aplicacion en cosmoloǵıa en el intento de resolver el
problema de singularidad del Big Bang [35]. En estos trabajos se ignoran
los grados de libertad de orden superior por lo cual no aparecen fantasmas
y al parecer la singularidad en el Big Bang de la gravedad de orden 1 se re-
suelve. Sin embargo los grados de libertad de orden superior formalmente
aparecen al introducir derivadas. Una posible manera de abordar el pro-
blema es construyendo una teoŕıa reducida con correcciones a la gravedad
de orden 1 que tampoco tiene fantasmas y contiene correcciones debidas
a grados de libertad presentes en la gravedad de cuarto orden.

Usualmente los términos con derivadas temporales de orden superior en
teoŕıas de campos convencionales se toman como términos de interacción.
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La manera de calcular cantidades de interés como funciones de correlación
o la acción cuántica es mediante la expansión perturbativa de las mismas
usando la medida de integración de la teoŕıa libre como la medida de in-
tegración de la teoŕıa interactuante. Sin embargo, formalmente esto no es
del todo correcto, la perturbación de orden superior afecta toda la estruc-
tua canónica de la teoŕıa. A diferencia de las perturbaciones usuales, su
presencia afecta no sólo a la acción sino el número de grados de libertad y
la medida de integración. De cierta forma, al hacer la expansión perturba-
tiva, habŕıa que considerar el cambio en la medida. Creemos que en esto
el método ayudaŕıa, si se parte de la teoŕıa reducida al hacer la expansión
perturbativa.

Cabe señalar que este procedimiento está pensado únicamente a nivel clási-
co. Si bien la estructura canónica clásica es la base para construir la teoŕıa
cuántica elevando a operadores a las coordenadas y momentos canóni-
cos, el ordenamiento de estos en la acción determina la forma expĺıcita
de Cp. Lo anterior significa que distintos ordenamientos dan lugar a dis-
tintos generadores en la teoŕıa reducida. Por otra parte Cp es construido
sin tomar en cuenta fluctuaciones cuánticas de los grados de libertad de
orden superior. Una forma de introducir estas fluctuaciones es integrar, en
la funcional generatriz, las variables de orden superior y aśı obtener una
teoŕıa efectiva, la cual correspondeŕıa a la teoŕıa aproximada. Este proble-
ma va más allá de este trabajo y si se resolviera consistentemente, la teoŕıa
resultante estaŕıa mejor en principio tendŕıa más información cuántica que
la teoŕıa reducida clásica. Sin embargo hasta ahora la funcional generatriz
para las TOS no es del todo entendida ni manejable. Una razón f́ısica por
la que consideramos que la estructura canónica de la teoŕıa reducida es
buen punto de partida para cuantizar es que las fluctuaciones cuánticas
de los grados de libertad de orden superior asociados con los fantasmas
son poco probables (se puede asumir incluso que son irrealizables), las que
más nos importan son las fluctuaciones de grados de libertad accesibles
los cuales son los grados de libertad de la teoŕıa reducida.
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Apéndice A

Teoŕıas de Orden Superior

A.1. Formulación Lagrangiana

Considere el problema variacional de encontrar la curva x(t) que minimize
la acción siguiente

S =
∫ t2

t1

dtL(x, ẋ, ..., x(n)) (A.1)

δS =
∫ t2

t1

dt

n∑
k=0

(
∂L

∂x(k)

)
δx(k) = 0 (A.2)

δS =
∫ t2

t1

dt

(
∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂x(1)
+ ... + (−1)n dn

dtn
∂L

∂x(n)

)
δx (A.3)

+
n−1∑
m=0

(
n∑

k=m

(
d

dt

)k−m
∂L

∂x(k)

)
δx(m) (A.4)

Para resolver completamente (A.2), la variación tendrá que realizarse sobre cur-
vas con valores de x(k)(t1), k = 0, .., n− 1 y x(k)(t2), k = 0, .., n− 1 fijos, lo cual
quiere decir que hay n grados de libertad. Equivalentemente: para resolver com-
pletamente las ecuaciones de movimiento que minimizan la acción, es necesario
especificar 2n condiciones iniciales. Entonces el problema queda resuelto por la
curva que satisface ecuación diferencial siguiente

∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂x(1)
+ ... + (−1)n dn

dtn
∂L

∂x(n)
= 0 (A.5)

x(k), k = 0, .., n tienen que considerarse funciones independientes en el argu-
mento de la lagrangiana. Por lo anterior, el espacio de configuración de estos
sistemas tiene como coordenadas a las primeras n − 1 derivadas y como veloci-
dades a las n-ésima derivada.

65
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Por otro lado, los términos de superficie se proponen como los momentos conju-
gados, por estar mutiplicando a las uno formas asociadas a la base del espacio
tangente

pm ≡
n∑

k=m

(
− d

dt

)k−m
∂L

∂x(k)
(A.6)

A.2. Formulación Hamiltoniana

Construir la formulación hamiltoniana consiste en describir el problema va-
riacional en el espacio cotangente de la variedad de configuración, es decir rees-
cribir la acción como funcional de las curvas en el espacio cotangente. El espacio
tangente de los sistemas de orden superior tiene dimensión n entonces su espacio
cotangente tendŕıa dimensión 2n. Este espacio cotangente o espacio fase tiene co-
mo coordenadas a x(k) y sus respectivos momentos conjugados pk k = 0, ..., n−1.
Usualmente la forma de asociar elementos del espacio tangente con elementos
del espacio cotangente se hace a traves de una dos forma simpléctica tal que la
generadora de la evolución temporal coincida con la transformada de Legendre
de la lagrangiana. Ostrogradsky, en el caso de teoŕıas de orden superior, hizo
por primera vez este análisis, el cual será brevemente presentado en esta sección.

Considerese un sistema descrito por una función lagrangiana que depende
de la n-esima derivada de x(t)

L = L(x, ẋ, ẍ, ..., x(n)) (A.7)

donde
x(r) =

drx

dtr
, (r = 1, ..., n)

Ostrodrasky propone a x(r), r = 0, .., n−1 como coordenadas indendependientes

x(s) → qs

s = 0, .., n − 1.

E impone, mediante multiplicadores de Lagrange λ, la condición de que son
derivadas sucesivamente las unas de las otras

L(x, ẋ, ẍ, ..., x(n)) → Lq(q0, ..., qn−1, q̇n−1, λ1, .., λn−1),

donde

Lq ≡ L +
n−2∑
m=0

λm(q̇m − qm+1). (A.8)

Aśı que en estas coordenadas, la teoŕıa es de orden 1 y λ son multiplicadores de
Lagrange. Los momentos conjugados asociados a qs están definidos por

ps =
∂Lq

∂q̇s
= λs

s = 0, ..., n − 2
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y

pn−1 =
∂L

∂q̇n−1
. (A.9)

De las ecuaciones de Euler Lagrange puede recuperarse la expresión (A.6) de
los momentos

d

dt

(
∂Lq

∂q̇s

)
− ∂Lq

∂qs
= 0

d

dt
ps =

∂Lq

∂qs
=

∂L

∂qs
− λs−1

ps−1 =
∂L

∂qs
− dps

dt

Esta última ecuación es una definición iterativa de los momentos, si partimos
de la definición (A.9) obtenemos (A.6) y además se han determinado los mul-
tiplicadores de Lagrange en Lq. Por otro lado, los momentos ps son sólo varia-
bles auxiliares (pues sus canónicas conjugadas aparecen en el lagrangiano como
coordenadas y no como velocidades), sólo pn−1 son sustituidos en el lugar de la
velocidad q̇n−1. Por lo tanto, la matriz hessiana de Lq se define como:

H =
∂2Lq

∂2q̇n−1

A.2.1. Caso No Singular

En este caso es posible invertir la relación H para obtener

q̇n−1 = fn−1(qr, pr) (A.10)

r = 0, ..., n − 1

y aśı la hamiltoniana queda definida como

H =
n−2∑
s=0

psq
s+1 + pn−1f

n−1(qr, pn−1) − Lq(qr, fn−1) (A.11)

=
n−2∑
s=0

(ps − λm) + pn−1f
n−1 − L +

k,n−2∑
s=0

λmqm+1 (A.12)

=
n−2∑
s=0

pmqm+1 + pn−1f
n−1 − L (A.13)

=
k,n−2∑
s=0

pmqm+1 + H̃. (A.14)
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68 Teoŕıas de Orden Superior

Las ecuaciones de moviemiento, estan dadas por

q̇r =
∂H

∂pr
= qr+1 (A.15)

ṗr = −∂H

∂qr
= −pr−1 − ∂H̃

∂qr
(A.16)

r = 0, .., n − 1 (A.17)

Las cuales reproducen exactamente las ecuaciones de Euler Lagrange, por lo
tanto minimizan la acción. La forma simpléctica que corresponde a los paréntesis
de Poisson es la usual

Ω =
n−1∑
k=0

dpk ∧ dqk (A.18)

A.2.2. Caso Singular

En este H = 0 por lo tanto no es posible invertir la relación entre Pn−1 y
q̇n−1, en este caso la definicón de pn−1 da lugar a una constricción primaria

φ̃ = pn−1 − G(qs, ps). (A.19)

s = 0, ..., n − 2

Por otro lado, aunque los momentos de menor orden que n − 1 no tengan
que sustituirse en lugar de la derivada de su conjugada canónica, su definición
(A.6) puede dar lugar a más constricciones

φs = ps<n−1 − Fs = 0 (A.20)

Denotamos al conjunto de constricciones primarias por ΦI = {φ̃, φs}. Éstas
reducen el número de coordenadas independientes del espacio fase y definen una
subvariedad Γc de menor dimensión.
En la definición usual del hamiltoniano (A.11) q̇n−1 pueden ser sustituidas en
términos de pn−1, en este caso tal cosa no es posible por lo tanto q̇n−1 apare-
cerá en el hamiltoniano jugando el papel de coordenada del espacio fase exten-
dido.

H =
n−2∑
s=0

psq
s+1 + pn−1q̇

n−1 − L (A.21)

Por otro lado, de la ecuación (A.19) y de la definición de pa
na−1 se tiene que

H = Hc(qb, p
b) +

∑
I

λIΦI (A.22)

El último término está presente para implementar las constricciones ΦI a través
de las ecuaciones de movimiento de los multiplicadores de Lagrange λI al resolver
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A.2 Formulación Hamiltoniana 69

el problema variacional. En la notación convencional, en que ≈ denota una
“igualdad debil” cuando se satisface una igualdad bajo las constricciones ΦI . 1

H ≈ Hc

Por lo tanto, las derivadas de mayor orden son multiplicadores de Lagrange. La
restricción de H a Γc se define como la hamiltoniana canónica Hc la cual está de-
finida sin arbitrariedad. En Γc la evolución de una cantidad A(q, p) está deter-
minada por

Ȧ ≈ {A,Hc} + λI{A, ΦI}. (A.23)

Las constricciones deben ser satisfechas a todo tiempo, por lo tanto deben sa-
tisfacer las llamadas condiciones de consistencia (CC)

Φ̇I ≈ {ΦI ,Hc} + λJ{ΦI , φ̃J} ≈ 0. (A.24)

De estas condiciones, surge un sistema lineal de ecuaciones para los multiplica-
dores λi codificado por la siguiente matriz

CIJ ≡ ({ΦI , ΦJ}). (A.25)

Si el determinante de CIJ es no nulo, entonces los multiplicadores de Lagrange
quedan bien determinados. Si el determinante es nulo, aparecerán constriccio-
nes secundarias χ. El conjunto de constricciones primarias Φ junto con el de
constricciones secundarias χ definen la subvariedad Γ′

c. Por otro lado de las
condiciones de consistencia de Φ y χ pueden generarse nuevas constricciones
secundarias. Este proceso termina cuando las condiciones de consistencia se sa-
tisfacen idénticamente, de manera que no surgen nuevas constricciones. En este
punto, se tienen k constricciones primarias Φ y k′ constricciones secundarias χ
independientes, denotamos al conjunto de ellas por Σ. El sistema lineal para λ
esta codificado por la matriz

C ′
IJ = {ΣK , ΦJ} (A.26)

su rango es evidentemente menor o igual que el rango de CIJ .
Dirac dentro de su algoritmo, generó un lenguaje con el que es muy facil

saber cuantos de los λ pueden ser determinados. Por un lado, definió cantida-
des de primera clase como aquellas cuyos paréntesis de Poisson con todas las
constricciones es debilmente nulo. Aśı los multiplicadores de Lagrange asociados
a constricciones de primera clase no pueden ser determindos. Por otro lado se
definen las constricciones de segunda clase como aquellas para las que existe al
menos otra constricción con la tenga paréntesis de Poisson no nulos. Es claro
que el número de constricciones de segunda clase es par.

Se demuestra que los multiplicadores de Lagrange asociados a constricciones
de segunda clase quedan bien determinados. Sin embargo, los asociados a las
constricciones de primera clase quedan como parámetros libres dentro de las

1para proundizar en detalles ver Sundermeyer
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ecuaciones dinámicas (A.23). Las generadoras de transformaciones sobre esos
parámetros libres son precisamente las constricciones de primera clase. La li-
bertad de que tales multiplicadores sean arbitrarios se asocia con la llamada
libertad de norma2. Las observables f́ısicas se definen como aquellas funciones
del espacio fase que son invariantes de norma, esto es que conmutan con las
constricciones de primera clase.

Paréntesis de Dirac

La evolución del sistema se lleva a cabo en la subvariedad Γc definida por Σ
formado por constricciones de primera y segunda clase. Sin embargo, sólo nos
interesa saber como evolucionan observables f́ısicas, es decir aquellas invariantes
de norma. En virtud de lo anterior, definimos nuestra subvariedad de constric-
ción a partir de las constricciones de segunda clase Σ′ = ζII=1,...,m; por lo tanto
dada una observable A

Ȧ ≈ {A,Hc} + λJ{A, ζJ}. (A.27)

A su vez, ζI satisfacen (CC), por lo tanto

λJ{ζI , ζJ} = −{ζI ,Hc} ⇒ λK ≈ −[{ζK , ζI}]−1{ζI ,Hc}
⇒ Ȧ ≈ {A,Hc} − {A, ζJ}[{ζJ , ζI}]−1{ζI ,Hc} ≡ {A,Hc}D. (A.28)

Definimos
CIJ ≡ [{ζJ , ζI}]−1,

I, J = 1, ..., m.

Los paréntesis de Dirac se definen como

{A,B}D = {A,B} − {A, ζI}CIJζJ , B (A.29)

para dos observables A y B.

A.3. Teoŕıa de Campos de Segundo Orden

Considerese una teoŕıa cuyo lagrangiano depende de un conjunto de campos
{ψA(xμ)}A=1,..,N y de sus primeras y segundas derivadas parciales respecto a
las coordenadas del espacio-tiempo {∂μψA} ,{∂μ∂νψA}.

S[ψ] =
∫

Ω

dDx L
(
ψ, ∂ψ, ∂2ψ

)
(A.30)

Sea transformación generada por un grupo continuo de tranformaciones G

xμ →x̃μ = xμ + δxμ (A.31)
ψA(x) →ψ̃A(x̃) = ψA(x) + δψA(x) (A.32)

2para mayor detalle y una demostración formal ver [22-24]
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La variación total de ψA puede expresarse en términos de la variación local

δ̃ψA(x) = ˜ψA(x) − ψA(x)

δψA(x) = δ̃ψA(x) + (∂αψA)δxα

La variación de (A.30) debido (A.31)

δS =
∫

Ω

dDx
[ δL

δψa
δψA +

δL

δ∂μψa
∂μδψA (A.33)

+
δL

δ∂ν∂μψa
∂ν∂μδψA + ∂μ(δ xμL)

]
(A.34)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange se derivan del principio de Hamilton δS = 0
con δxμ = 0 y [δψA]dΩ = 0 (dΩ → frontera de Ω). Después de integrar por
partes

δL

δψA
− ∂μ

(
δL

δ(∂μ)

)
+ ∂ν∂μ

(
L

δ(∂ν∂μψA)

)
= 0 (A.35)

El teorema de Noether se sigue de (A.33) bajo la hipótesis de que G es un grupo
de simetŕıa. Para construir la dinamica espacio temporal, nos concentraremos
en el grupo de Poincaré

δxμ = Γμ
νxν + aμ (A.36)

δψa =
1
2
(Iμν)A

BΓμνψB . (A.37)

Después de un cálculo largo y directo se obtiene la carga conservada

G = −
∫

σ

dσμ Tμνaν − 1
2

∫
σ

dσμ (Tμνxρ − Tμρxν) Γνρ = −aμPμ − 1
2
ΓμνJμν .

(A.38)
El tensor de enerǵıa momento asociado

Tμν = ∂μψA δL

δ(∂νψA)
− ημνL (A.39)

+ 2∂μψA∂λ

[
δL

δ(∂ν∂λψA)

]
− ∂α

[
∂μψA δL

δ(∂ν∂αψA)

]
(A.40)

− ∂λ(Δλ
μ ν + ωλ

μ ν) (A.41)

habiendo usado la notación siguiente[
∂L

∂(∂μψA)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂μ∂νψA)

)]
1
2
(Iαβ)B

AψAΓαβ ≡ ΔαβγΓαβ

∂L

∂(∂μ∂νψA)
1
2
(Iαβ)B

AψAΓαβ ≡ ωμαβΓαβ (A.42)

Neevia docConverter 5.1
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Tomando σ como aquella tal que x0 = t = const se obtienen las siguientes
expresiones para la hmailtoniana y los momentos de los campos:

Pi =
∫

dDx
{[

∂L

∂ψ̇A
− 2∂k

∂L

∂(∂kψ̇A)
− ∂0

∂L

∂ψ̈A

]
∂iψ

A

+
∂L

∂ψ̈A
∂iψ̇

A
}

(A.43)

H =
∫

dDx
{[

∂L

∂ψ̇A
− 2∂k

∂L

∂(∂kψ̇A)
− ∂0

∂L

∂ψ̈A

]
ψ̇A (A.44)

+
∂L

∂ψ̈A
ψ̈A − L

}
(A.45)

El término de superfice al variar la accion es justamente Pi donde los respectivos
factores de las variaciones de ψ y ψ̇ corresponden a los momentos canónicos
conjugados

Π̃A =
∫

dDx

[
∂L

∂ψ̈A

]
(A.46)

ΠA =
∫

dDx

[
∂L

∂ψ̇A
− 2∂k

∂L

∂(∂kψ̇A)
− ∂0

∂L

∂ψ̈A

]
(A.47)

De las definiciones de los momentos generalizados, puede construirse el for-
malismo hamiltoniano en un espacio fase generalizado con los pares de coorde-
nadas canónicas independientes (ψA,ΠA) y (φA ≡ ψA, Π̃A). Con paréntesis de
Poisson generalizados

{F,G} =
∫

dD−1
( [

δF

δψA

δG

δΠA
− δF

δΠA

δG

δψA

]
(A.48)

+
[

δF

δφA

δG

δΠ̃A

− δF

δΠ̃A

δG

δφA

]
S (A.49)

Los paréntesis de Poisson fundamentales son

{πA(x), ψB(y)} = −δB
Aδ(D−1)(x − y) (A.50)

{π̃A(x), φB(y)} = −δB
Aδ(D−1)(x − y) (A.51)

La Hessiana, similarmente a como vimos en la anterior sección es

HAB =
δ2L

δψ̈Aδψ̈B
(A.52)

A partir de estas nociones, el algoritmo de Dirac para teoŕıas de campos singu-
lares de orden dos es idéntico al que se plantea en la subsección anterior cuando
si se generaliza a más grados de libertad dscretos q → qa. Para sistemas con
número de grados de libertad continuo, el ı́ndice a pertenece a una variedad con
dimension infinita no numerable. En ese caso la generalización de los sistemas
discretos es más o menos directa salvo que el caracter continuo de los ı́ndices
introduce sutilezas técnicas en la formulación, como por ejemplo las condiciones
en la frontera y la introducción de densidades.
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Apéndice B

Método Perturbativo de
Cheng-Ho-Yeh

Considere la siguiente acción para una teoŕıa en (0+1) dimensiones

S =
∫ tf

ti

dt L =
1
2
q̇2 − m2

2
q2 − gV (q, q̇, q̈, ..., q(N)).

Bajo la variación de la acción las ecuaciones de movimiento son

EOM ≡ q̈ + m2q + g

N∑
n=0

(
d

dt

)n
∂V

∂q(n)
= 0 (B.1)

La aproximación a orden más bajo está dada por

q(n) ≈ (−m2)
n
2 q (n = par)

(−m2)
n−1

2 q̇ (n = impar).

Los términos de superficie que definen a los momentos son

Π0δq + Π1δq̇ = (q̇ − gξ0)δq − gξ1δq̇|t2t1
donde

ξ0 =
∑
k=0

∑
n=2k+1

(−m2)k

(
− d

dt

)n−2k−1
∂V

∂qn
, (B.2)

ξ1 =
∑
k=0

∑
n=2k+2

(−m2)k

(
− d

dt

)n−2k−2
∂V

∂qn
. (B.3)

La forma simpléctica está dada por

Ω = dΠ0 ∧ dq + dΠ1 ∧ dq̇ = (−1 + g
∂ξ0

∂q̇
− g

∂ξ1

∂q
)dq ∧ dq̇.
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74 Método Perturbativo de Cheng-Ho-Yeh

Cambiando las variables tal que

Ω = dp∧dx

El hamiltoniano

H = Π0q̇ + Π1q̈ − L =
1
2
p2 +

m2

2
x2 + gṼ (x, p)

donde Ṽ (x, p) = V (x, p,−m2x, ...). Para correcciones más precisas, se iteran

EOM hasta cierto orden en g. En general se encuentran todas las q(k como
funciones de q y q̇ y se sigue el mismo procedimiento enumerado en los párrafos
de arriba.
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Apéndice C

Términos de Chern-Simons

C.1. Antecedentes

En las últimas decadas, los términos topológicos de Chern-Simons han sido
propuestos como términos de masa en teoŕıas de campos de norma en el espacio
tiempo con dimensión impar. Una fuerte motivación para hacer ésto es que la
presencia de estos términos no altera la simetŕıa de norma como usualmente
sucede al agregar términos de masa convencionales (el término de Proca por
ejemplo). Se ha encontrado que estos modelos de norma topológicos masivos
presentan, en casos particulares, propiedades f́ısicamente interesantes [33]. A
nivel cuántico el término topológico de masa introduce un umbral infrarrojo
para las teoŕıas superrenormalizables, por lo que el término topológico de masa
sugiere una cura para el problema de divergencias infrarrojas de las teoŕıas de
norma vectoriales [29].

Matemáticamente hablando, los términos topológicos están ı́ntimamente re-
lacionados con las clases secundarias caracteŕısticas de Chern-Simons [28], éstas
a su vez se obtienen de los invariantes de Pontryagin en dimensión par los cuales
gobiernan la estructura topólogica de las teoŕıas de norma en 4 dimensiones[27].
Como se muestra en [32], el término de Chern-Pontryagin es una derivada to-
tal en la variedad de dimensión par, por lo tanto, si es agregado a la acción
del campo de norma, al variar la acción la dinámica no será caracterizada de
ningun modo por este término, sino solamente contribuirá en las condiciones de
frontera que caracterizan la topoloǵıa de la teoŕıa en cuestión y en la estructura
de norma, por ello ser estas densidades son irrelevantes en dimension par, sin
embargo a partir de estos términos de Chern Pontryagin, se derivan los térmi-
nos de Chern Simons en una subvariedad de dimension menor impar, los cuales
no son derivadas totales. Estas densidades son independientes de la métrica y
por ello son invariantes topológicos independientes de propiedades geométricas
locales de la variedad.

75
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76 Términos de Chern-Simons

En f́ısica estas cantidades aparecen t́ıpicamente en la electrodinámica cuánti-
ca sin simetŕıa de paridad en 4 dimensiones. Al calcular diagramas de Feynman
anómalos se obtienen las llamadas anomaĺıas axiales las cuales involucran la
densidad de Chern- Pontryagin. Ésta puede ser reescrita como la cuadridiver-
gencia de un cuadrivector construido a partir de conexiones. Como ya dijimos,
aunque esta densidad es de secundaria importancia en 4 dimensiones, reciente-
mente, en f́ısica ha habido gran interes en su version en 3 dimensiones, princi-
palmente para analizar una gran variedad de procesos f́ısicos planares (Efecto
Hall, Superconductividad a alta temperatura cŕıtica, movimiento en presencia
de vórtices)[30][31].

A continuación se planteará el problema variacional para los campos invo-
lucrados en una teoŕıa de Chern Simons a partir de las definiciones geométricas
básicas de la variedad. Más tarde nos concentraremos en extensiones de ellos
con derivadas de orden superior, las cuales son igualmente importantes en el
contexto de teoŕıas efectivas que describen la dinámica de los campos de norma.

C.2. Términos de Chern Simons

Sea A = Aa
μTadxμ el potencial vectorial1 de una teoŕıa de norma con un

grupo de norma G con generadores T a. La acción de Chern-Simons se define
como

ICS [A] =
∫

M

Tr

(
A ∧ dA +

2
3
A ∧ A ∧ A

)
Las ecuaciones de Euler-Lagrange son

F [A] = dA + A ∧ A = 0

Estas ecuaciones se interpretan en términos matemáticos como que A es una
conexión plana y en términos f́ısicos que la intensidad de campo es nula. Ésto no
necesariamente significa que A sea trivial: si M no es simplemente conexo aun
el potencial con F nula puede dar lugar a fases de Aharonov-Bohm a lo largo de
lazos no contraibles como es el caso del grupo de Poincare (ISO(2,1)), el cual es
doblemente conexo. Cuando G = ISO(2, 1) se demuestra que el formalismo de
primer orden de la relatividad general, es una teoŕıa de Chern Simons donde A
es la conexión del grupo. La posibilidad de intercambiar el complicado grupo de
difeomorfismos por un grupo de transformaciones de norma mucho más simple
que se deriva de la teoŕıa topologica, es de las principales razones por las cuales
la cuantización de la gravedad en (2 + 1) dimensiones es relativamente directa.

Por otro lado, los términos de Chern Simons se obtienen de los invariantes
de Pontryagin en dimensión par los cuales gobiernan la estructura topológica
de las teoŕıas de norma en 4 dimensiones [27]. En este trabajo nos interesa la
teoŕıa de norma abeliana, 2 en cuyo caso la anomaĺıa es

1o conexion vectorial de un grupo de parámetro continuo G
2donde G = U(1)
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A(4) =
1
2
F̃μνFμν . (C.1)

Donde Fμν es el tensor de intensidad de campo y

F̃μν = εμναβFαβ .

También existe una anomaĺıa en la teoŕıa de norma abeliana en 2 dimensiones

A(2) = F̃ =
1
2
εμνFμν (C.2)

Estas anomaĺıas se distinguen como densidades pues después de la integración
en la correspondiente variedad M producen el invariante de norma de Chern-
Pontryagin. Notese que (C.1) y (C.2) son covariantes, dando lugar a escalares
de mundo3 después de la integración, por tal motivo se les llama topológicos4.
Las anomaĺıas son 4 formas y 2 formas en 2 y 4 dimensiones, respectivamente.
Éstas son cerrradas y pueden ser presentadas como formas exactas, por lo tanto
son la derivada exterior de la forma de Chern-Simons, la cual es una 3 forma
y una 1 forma respectivamente. Mientras que las formas de Chern-Pontryagin
y las de Chern-Simons estan definidas en variedades de dimension par N , en
general; es natural restringir la última a una subvariedad de dimension N − 1
impar. Lo anterior es posible gracias a que si se fija el valor de un ı́ndice en el
tensor de Levi Civita en F̃ , la dependencia en tal ı́ndice desaparece en el resto
de los factores. Tal reducción da lugar a los términos de Chern Simons siguientes

εijk(Ai∂jAk) (C.3)

en 3d y

A1 (C.4)

en 1d.

Las integrales en la correspondiente variedad de las anteriores densidades
se han conocido en f́ısica y matemáticas desde hace tiempo. Si en (C.3), Ai

representa el potencial vectorial electromagnético, el término de Chern Simons
corresponde al campo magnético y la integral define la “helicidad magnética”∫

d3rA · B la cual es una medida de la interacción entre las lineas de flujo
magnético. Si Ai se identifica con el vector de velocidad de un fluido vi, entonces
εijk∂jvk corresponde a la vorticidad y su integral la “vorticidad cinética“.

3no se requiere de la métrica
4independientes de propiedades locales y geométricas de la variedad
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C.3. Términos de Chern Simons
de Orden Superior

Las densidades de Chern-Pontryagin aparecen usualmente, en el contexto
de teoŕıa de campos. En electrodinámica, al computar diagramas de Feynman
anómalos. Si quisieramos construir una descripción general de algún campo de
norma, en la que efectos de acoplamientos con campos a otras escalas energéti-
cas sean introducidos por la integración de fermiones pesados en correcciones
radiativas, seŕıa preciso partir de un lagrangiano efectivo con todos los términos
que las simetŕıas de la teoŕıa permita construir. En los parámetros de la teoŕıa
efectiva se introducen los efectos de la f́ısica “pesada” subyacente. Si la teoŕıa
subyacente no tuviera la restricción de ser simétrica bajo paridad, en principio
F̃ podŕıa aparecer en los acoplamientos y por lo tanto anomaĺıas en en el la-
grangiano efectivo. En la acción efectiva de QED3, la acción de Chern-Simons
de orden 1 aparece naturalmente porque el término de masa del electrón viola
paridad en D=3. Extensiones del término de Chern-Simons con derivadas de
orden superior aparecen también en la acción efectiva en la expansión en serie
de ∂

m . Entonces es natural considerar estas extensiones. Las derivadas adiciona-
les deben ser de orden par (para conservar la violación de paridad) siendo las
extensiones de orden más bajo las menos suprimidas debido a que las dimensio-
nes se ajustan por factores de 1

M con M la masa de los fermiones pesados. De
hecho, sólo existe una de dichas extensiones [28], ésta es

IECS ≈
∫

d3x εαβγ∂μAα∂μ∂βAγ . (C.5)

En [28] se describen las excitaciones en teoŕıas que contienen IECS , más la
acción de Maxwell (EMCS). Se encuentran dos part́ıculas: una no masiva y una
masiva con norma negativa (fantasma). Si se considera IEMCS más una teoŕıa
gravitacional, las derivadas de orden superior son necesarias para generar una
dependenca de la métrica, en contraste con el caracter topológico del término
de Chern Simons de orden 1, éste da lugar a un tensor de enerǵıa momento que
contribuye expĺıcitamente a la enerǵıa de EMCS en términos de los dos grados
de libertad mencionados. En el caso de la gravedad, las nuevas contribuciones
a la enerǵıa debidas a la perturbacion IECS se deben a su caracter de orden
superior. Por si solo ICS no contribuye a la enerǵıa pues es topológico.
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Como vimos en los primeros caṕıtulos de esta tesis, las teoŕıas de orden
superior tienen tantos grados de libertad como el orden de las derivadas. Por
lo que la extensiones de Chern-Simons de orden superior no sólo cambian la
estructura de la teoŕıa sino cambian también el número de excitaciones o grados
de libertad y por consecuente las observables como la enerǵıa. Por otro lado, las
derivadas extra en tales extensiones dependen de la métrica

∂μ∂μ = gμν∂μ∂ν .

Esta dependencia es la que elimina su carácter topológico. A pesar de ello, la
invariancia de norma se mantiene5 y también la covarianza de Lorentz6.

5Hasta un término de superficie que se elimina si los campos estan debidamente normali-
zados.

6Si bien no es topológico, la estructura de Chern-Simons dentro de las derivadas sigue
siendolo y la dependencia de la métrica es introducida covariantemente
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