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INTRODUCCIÓN 

 
Dentro de las tareas más importantes de la ingeniería petrolera se encuentra describir y 
predecir el comportamiento de los yacimientos y así planear la manera más adecuada para 
su explotación; sin embargo, esta tarea puede resultar muy complicada considerando las 
heterogeneidades que los conforman y que provocan que su comportamiento sea muy 
particular. Tal es el caso de los yacimientos naturalmente fracturados, que debido a la 
complejidad de su estructura resulta muy difícil predecir su comportamiento dificultando 
así su explotación.  
 
La relevancia de estudiar este tipo de yacimientos y de tratar de describir su conducta lo 
más cercanamente posible a la realidad, estriba en que un gran porcentaje de los 
yacimientos de nuestro país y del mundo se encuentran en esta condición y el hecho de no 
poder explicar su constitución implica una explotación poco racional y desaprovechar un 
potencial que podría redituarse en ganancias.    
 
Para poder caracterizar más acertadamente estos yacimientos, también conocidos como de 
doble porosidad, se han desarrollado modelos matemáticos con los cuales se intenta 
explicar la manera en la que se comporta el yacimiento considerando sus implicaciones 
físicas representadas con expresiones matemáticas; así se tienen modelos como la ecuación 
de difusión de Darcy recurrente al realizar simulación matemática de yacimientos en 
búsqueda de la mejor predicción, obteniendo como consecuencia un mayor beneficio 
económico. 
 
 De manera general, estos yacimientos compuestos por un sistema matriz y por un sistema 
fractura, donde el primero tiene una mayor capacidad de almacenamiento pero una menor 
transmisibilidad con respecto del segundo, se representan como bloques de matriz de 
diversas geometrías dependiendo del modelo, con un espaciamiento de cierto ancho entre 
ellos que hace el papel de los canales de transmisión. Uno de los modelos pioneros en este 
tipo de representación es el modelo de Warren y Root, en el cual los bloques de matriz 
presentan una forma cúbica con fracturas continuas, ortogonales y uniformes; es decir, un 
modelo ideal. 
 
En un intento por aproximar estas idealizaciones a la realidad, se han introducido en los 
modelos matemáticos funciones de distribución de probabilidad las cuales permitan 
considerar que existe más de un solo tamaño de bloques. Asimismo se ha introducido el 
concepto de factor de forma que refleja la geometría de la matriz (en flujo 
pseudoestacionario y en una sola fase en todo el tiempo) con el propósito de cambiar el 
concepto de la forma perfectamente cúbica de los bloque de matriz.   
 
Por lo descrito anteriormente y con la intención de contribuir a la labor de la 
caracterización de los yacimientos naturalmente fracturados, esta tesis tiene como objetivo 
general el desarrollo y la solución de las ecuaciones que describen el flujo de fluidos en los 
yacimientos naturalmente fracturados, para una función de distribución uniforme de tamaño  
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múltiple de bloques, para regímenes de flujo transitorio y pseudoestacionario. La función 
de distribución uniforme o rectangular, tiene la característica de que todos los tamaños de 
bloques (de minh  a maxh ) tienen la misma oportunidad de ocurrencia y debe ser utilizada 

cuando la distribución de tamaño de bloques no es conocida. Así, se muestra el desarrollo 
de un modelo matemático para el flujo de fluidos y su solución a través de la transformada 
de Laplace (en el dominio de la frecuencia) y del algoritmo de Stehfest (en el dominio del 
tiempo). 
 
Por medio de las soluciones generales, se propone un método empírico a través del cual es 
posible obtener las propiedades de un yacimiento naturalmente fracturado real utilizando 
datos obtenidos de una prueba de presión comparando el modelo matemático  con el 
modelo real, el yacimiento, lo que permite obtener los parámetros maxλ , minλ , mω  , fω  y la 

distribución de tamaño de bloques entre minh  y maxh .   
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CAPÍTULO I: ANTECEDENTES DE LA CARACTERIZACIÓN 
DINÁMICA DE YACIMIENTOS NATURALMENTE FRACTURADOS 

 
 

El modelo de yacimientos fracturados se hace a través de diferentes formulaciones 
dependiendo del grado de heterogeneidad; en general, éstas se dividen en tres grupos1*:  
 

• El primero utiliza métodos de “porosidad múltiple” basado en “cubos perfectos”  
o paralelepípedos, en donde la matriz y la fractura se comunican  por medio de 
una ecuación de transferencia. Estos modelos se caracterizan por ser muy 
demandantes en cuanto a recursos computacionales  y requieren de resolver  
ecuaciones para cada uno de los fluidos contenidos en el sistema matriz – 
fractura. Warren y Root (1963) presentaron estos modelos que más tarde fueron 
modificados por Kazemi y cols. (1989). 

 
• El segundo tipo se basa en el volumen elemental representativo (REV) el cual 

fue presentado por De Swaan (1978) y consta de una formulación 
íntegrodiferencial de la formulación de desplazamiento de Buckley  -  Leverett. 
Sin embargo, la aplicación de este modelo requiere de una función de 
transferencia  matriz – fractura que en ocasiones puede ser muy complicada de 
obtener. 

 
• El tercer tipo es planteado a través de mediciones de laboratorio o modelos 

experimentales. Este método cuenta con la ventaja de permitir información real; 
sin embargo,  resulta muy difícil generalizar los resultados experimentales a la 
escala de campo. 

 
El concepto de doble permeabilidad o del continuo dual fue introducido en 1960 por 
Barenblatt y cols., el cual asume la existencia de dos medios  con diferente porosidad y 
permeabilidad para una sola fase dentro de la formación; de esta manera representa el flujo 
en un medio fracturado  a través de la superposición de los dos medios: un sistema 
fracturado continuo y un sistema matriz discontinuo. El sistema matriz se caracteriza por  
tener una permeabilidad muy baja pero almacenar la mayor cantidad de fluido del 
yacimiento en su porosidad intergranular; por otro lado, el sistema fracturado tiene una 
porosidad extremadamente baja,  pero una  permeabilidad extremadamente alta. 
 
Para el sistema fractura se tiene que: 
 
 

 

 
 

( )[ ] ,
pf

tpfmpfpfpfpf B

φs
∆

∆t

V
=q+Q∆Dρ∆pT∆ 







−−

* Referencias al final 
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en donde: 
 

pfT   es la transmisibilidad de la fase p en el sistema fracturado. 

pfp∆  es la diferencia de presión de la fase p  entre los bloques del sistema fracturado.   

pfρ es la densidad de la fase p  en el sistema fracturado. 

fD∆ es la diferencia de alturas entre bloques el sistema fracturado. 

mQ es la transferencia matriz - fractura de la fase p . 

pfq  es la fuente (o sumidero) de la fase p  en el sistema fracturado. 

V es el volumen del bloque en estudio. 
t∆  es el paso del tiempo para la simulación. 

pf
t B

s







∆ φ
es el cambio de porosidad, saturación y factor de volumen de la fase p  en el paso 

del tiempo t∆ ; en el sistema fracturado. 
 
Para el sistema matriz 
 

( )[ ]
pm

tpmmpmpmpmpm B

φs
∆

∆t

V
=q+Q+∆Dρ∆pT∆ 







−  

 

pmT  es la transmisibilidad de la fase p  en el sistema matriz. 

pmp∆  es la diferencia de presión de la fase p  entre los bloques del sistema matriz.   

pmρ es la densidad de la fase p  en el sistema matriz. 

mD∆  es la diferencia de alturas entre bloques el sistema matriz. 

mQ es la transferencia matriz - fractura de la fase p . 

pmq es la fuente (o sumidero) de la fase p  en el sistema matriz. 

V es el volumen del bloque en estudio. 
t∆  es el paso del tiempo para la simulación. 

pm
t B

s







∆ φ
 es el cambio de porosidad, saturación y factor de volumen de la fase p  en el 

paso del tiempot∆ ; en el sistema matriz. 
 
     La transmisibilidad se define como sigue: 
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donde: 
 
A  es el área del bloque abierta al flujo. 
L  es la longitud del bloque. 

fk es la permeabilidad absoluta de la fractura. 

mk  es la permeabilidad absoluta de la matriz. 

rk  son las funciones de permeabilidad relativa. 
µ  es la viscosidad de la fase p . 
 
El término transferencia matriz-fractura es modelado con una función: 
 

( )[ ]mfpPmpf

Pmf

r
mm DDρpp
µB

k
σVk=Q −−−








, 

 
en donde σ es el factor de forma con las dimensiones [ ]21 L , V es el volumen del bloque 

fD y mD son las alturas de los bloques matriz y fractura, respectivamente.  La transferencia 

matriz – fractura es determinada por el término σ , el cual, a su vez es una relación 
área/volumen  (distancia característica), con una suposición (burda) de que existe flujo 
pseudoestacionario. El factor de forma σ  refleja la geometría de la matriz en flujo 
pseudoestacionario, en una sola fase en todo el tiempo. 
 
En 1963 Warren y Root2  complementaron el modelo de Barenblatt idealizando la 
geometría del yacimiento como un sistema de fracturas ortogonales, continuas y uniformes; 
cada una paralela al eje principal de permeabilidad. Introdujeron el concepto de doble 
porosidad en la ingeniería petrolera y definieron dos parámetros para caracterizar el 
comportamiento de esta doble porosidad: 
 

• El coeficiente de flujo interporoso que es una relación de la capacidad de flujo 
entre ambos medios y su geometría; se define como:  

 

f

wm

k

rk 2σλ = , 

donde: 
 
σ  es el factor de forma. 

fk es la permeabilidad absoluta de la fractura. 

mk  es la permeabilidad absoluta de la matriz. 

wr  es el radio del pozo. 
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• La relación de almacenamiento la cual especifica la distribución relativa del fluido; 
es definida como: 

 

mmff

ff
f cc

c

φφ
φ

ω
+

= , 

 
donde: 
 

fφ es la porosidad de la fractura. 

mφ  es la porosidad de la matriz. 

fc  es la compresibilidad de la fractura. 

mc  es la compresibilidad de la matriz. 

 
Posteriormente, en 1969 Kazemi y cols.3 extendieron el modelo de Warren y Root para 
predecir las variaciones de presión con respecto al tiempo en pozos de observación 
adyacentes considerando  flujo multifásico y visualizando el yacimiento como capas con 
fracturas horizontales entre ellas, es decir,  horizontal e infinitamente largo. En contraste 
con el sistema de una dimensión de Warren y Root, Kazemi y cols. hacen referencia a un 
modelo de dos dimensiones  en el cual desprecian la contribución de la matriz a la 
producción y concluyen que los resultados obtenidos con este supuesto no son muy 
alejados de la realidad. Es decir: 
 

( )[ ]
pf

pfmfpfpfpfpf B

φs
∆t

∆t

V
=q+τ∆Dρ∆pT∆ 







−−  

 
En la ecuación del sistema matriz para este modelo se considera que 0=pmT , entonces la 

ecuación para el sistema matriz es 
  

pm
tpmm B

s
∆

∆t

V
=q+Q 







φ
 

 
Es importante notar que el modelo de doble permeabilidad es más preciso pero implica  
más ecuaciones de transmisibilidad; así, se puede usar el método de doble porosidad ya  
que es el más eficiente y el más popular porque permite capturar físicamente la 
transferencia de los fluidos (es mucho más rápido e igual de eficiente, basado en la 
experiencia). 
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En el modelo de De Swaan4, expuesto en 1979, se descarta la suposición del estado 
pseudoestacionario y resuelve numéricamente el problema del flujo matriz – fractura en 
estado transitorio; además, se hace referencia a la necesidad de un factor de forma, es decir,  
toma en cuenta la dimensión característica de los bloques de matriz. Se muestra una 
solución para el caso en que los bloques se consideren como grandes capas horizontales y 
otra para el caso en el que sean considerados como esferas; cuál de estas dos soluciones 
deba ser aplicada dependerá totalmente de la información geológica con la que se disponga. 
Este modelo caracteriza al yacimiento fracturado exclusivamente por medio  de los 
parámetros de flujo del fluido contenido en el yacimiento, que pueden ser obtenidos por 
medio de registros  y núcleos. 
 









=∆ t

rekh

q
p

wff

w
f 2

4
ln

4 γ
η

π
µ

, 

 
donde: 
 
 

wq  es el gasto. 

µ  es la viscosidad del fluido. 

fh es el espesor de la fractura. 

fk es la permeabilidad absoluta de la fractura. 

wr es el radio del pozo. 

t  es el tiempo. 
γ  es la constante de Euler cuyo valor aproximado es 0.5772 
η  es la constante de difusividad hidráulica, que de acuerdo con la solución dada por De 
Swaan: 
 














+

=

maff

mm

f

sl

hk

hk

ηη

η
11

1
, 

 
es utilizada cuando se tienen bloques horizontales e infinitos, separados por fracturas; 
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es utilizada en el caso de que el comportamiento de la presión en los bloques de matriz 
pueda ser representado como si éstos fueran bloque esféricos y 
 














+

=

mm
fff

sl

x
hk

c φµ
η

η
1

1
, 

 
es usada para una distribución de bloques cuya forma varia ya sea en la dimensión o en las 
porosidades. 
 
En las ecuaciones anteriores: 
 

mk  es la permeabilidad absoluta de la matriz. 

mh  es el espesor de la matriz 

fη  es la constante de difusividad hidráulica en la fractura. 

mη  es la constante de difusividad hidráulica en la matriz. 

mr  es el radio del bloque de matriz. 

mmx φ  es el resultado promedio del producto entre la dimensión característica mx  y la 

porosidad correspondiente. 
 
Bourdet y Gringarten5 en 1980 introdujeron las curvas tipo en yacimientos con doble 
porosidad  para analizar pozos con factor de almacenamiento y daño; afirmaron que aún en 
ausencia de la primera línea recta en la gráfica semi – log, el análisis de la curva tipo log – 
log  puede dar como resultado todos los parámetros del yacimiento. 
 
Bourdet y cols.6, en 1983, complementaron esta última contribución, al introducir la gráfica 
de la derivada de la presión como una herramienta para analizar los datos de una prueba de 
presión; de esta manera  la región de flujo interporoso fue identificada claramente y pudo 
ser caracterizada por medio de los parámetros λ  y ω .   
 
Por otro lado, Streltsova7, en el mismo año, afirmó que el efecto de las suposiciones hechas 
con respecto a la naturaleza de la interacción matriz – fractura se ve reflejado durante el 
periodo de transición de la transferencia de flujo entre estos dos sistemas. Señala que en la 
interfase matriz – fractura, la contribución de flujo de la matriz a la fractura puede ser 
considerada proporcional a la diferencia de presión entre la presión de la matriz y la presión 
de la fractura o al gradiente de presión promedio a través del bloque de matriz.  
 
Esta última suposición, a pesar de complicar ligeramente el análisis matemático del 
problema, proporciona la ventaja de describir de forma más acertada el proceso de 
equilibrio en la presión, el cual ocurre durante el periodo de transición. Adicionalmente, 
este modelo predice la presión durante la transición, que al ser graficada contra el logaritmo 
del tiempo no produce punto de inflexión, resultando una línea recta cuya pendiente, en una 
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gráfica de Horner, es un medio de la pendiente de la línea recta resultante para las presiones 
a tiempos temprano y tardío (early – time y late – time). Este modelo se permite la 
aplicación de un análisis semilog convencional, en una gráfica de Horner, que es más 
sencillo que el uso de curvas tipo o la técnica de regresión no lineal. Este modelo y su 
respectiva función de transferencia se describen a continuación: 
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 En las ecuaciones anteriores: 
 
H es igual a un medio del espesor de un bloque de matriz 

H

h
n t

2
= ; es decir, es el resultado de dividir el número total de bloque de matriz entre el 

espesor de la formación. 
'z  es la coordenada vertical adimensional. 

α es definida como 2H
mη

 

 
 Los modelos presentados hasta este momento asumían el sistema ortogonal de fracturas 
continuas y uniformes propuesto por Warren y Root; sin embargo, es claro que los bloques 
de matriz no son del mismo tamaño ni forma, por lo cual se requerían de modelos en los 
que se representara, de alguna manera, la heterogeneidad de las propiedades de la matriz.          
 
De esta manera, Cinco y cols.8, en 1985 presentaron un modelo analítico que tiene como 
objetivo el estudio del comportamiento de la presión en un yacimiento naturalmente 
fracturado,  con diferente tamaño de bloques de matriz, utilizando para esto una función de 
distribución que representa la fracción de volumen poroso contenido en determinado 
tamaño de bloques de matriz. 
 
Posteriormente, en 1988, Jalali – Yazdi y Belani9,10 muestran los efectos que 
significativamente causan bloques de múltiple tamaño en la respuesta de la presión. La 
sensibilidad de dicha respuesta es estudiada para distribución tanto uniforme como bimodal 
y se concluye que es menos pronunciada con un incremento en la varianza de la 
distribución de tamaño de bloque; además se analiza la curva de la derivada de la presión 
para la distribución uniforme con el propósito de estimar los parámetros del yacimiento.  
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Vale la pena mencionar algunos otros trabajos que han contribuido con el mejoramiento de 
la caracterización dinámica de  los yacimientos naturalmente fracturados1, tal como es el 
modelo de Abdassah y Ershaghi (1986) con el cual introdujeron el concepto de triple 
porosidad para el análisis de pruebas de presión en un yacimiento naturalmente fracturado y 
el de Pruess y Narasimhan (1985) en el que propusieron el modelo MINC (Multiple – 
Interacting Continua), para modelar el flujo de calor en fluidos en un medio fracturado 
multidimensional. 
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CAPÍTULO II: DESARROLLO Y SOLUCIÓN DEL MODELO 
MATEMÁTICO PARA TAMAÑO DE BLOQUE CON DISTRIBUCIÓN 

UNIFORME 
 
 
� Ecuación de difusión para flujo pseudoestacionario y distribución 

uniforme de tamaño de bloque 
 
 
Basado en el trabajo de Belani y Jalali9,10, el desarrollo clásico de la ecuación de difusión 
para el balance de materia en el sistema fracturado es: 
 

                                           m
f

f

f

fff Q
kt

p

k

c

r

p
r

rr

µµφ
+

∂
∂

=








∂
∂

∂
∂1

,                                (II.1) 

 
donde fp  es la presión en la fractura y mQ  es una función de flujo interporoso. Esta 

ecuación asume que: 
 

• En la fractura ocurre el flujo de manera cilíndrica, radial, 
• El fluido en el yacimiento es ligeramente compresible y tiene propiedades 

constantes, 
• Los efectos inerciales y gravitacionales pueden ser ignorados y la ley de Darcy es 

aplicable y 
• Las propiedades de la roca son constantes. 

 
En un yacimiento fracturado de manera no uniforme con una distribución de tamaño de 
bloques de matriz aleatorio, la contribución de la matriz es: 
 

                                                ∫= max

min

...

...

)()(
h

hm dhhfhQQ ,                                               (II.2) 

 
donde )(hQ es la contribución de flujo de un bloque de tamaño h  y )(hf es la probabilidad 
de ocurrencia de un bloque de tamaño h que para el caso de la distribución uniforme se 
define como: 
 

.
1

)(
minmax hh

hf
−

=  

 
Sustituyendo la ecuación II.2 en II.1 se tiene: 
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                           .)()(
1 max

min

...

...
∫+

∂
∂

=








∂
∂

∂
∂ h

h
f

f

f

fff dhhfhQ
kt

p

k

c

r

p
r

rr

µµφ
                        (II.1’) 

 
 
Considerando la dirección del flujo normal a la interfase matriz – fractura, la ecuación de 
difusión para flujo anisótropo en una dimensión entre la matriz y la fractura se expresa 
como sigue: 
 

                                            ),(
2

2

tC
t

p

k

cp m

m

mm =
∂

∂=
∂
∂ µφ
ξ

                                           (II.3) 

 
donde ξ  representa la coordenada normal a la interfase matriz fractura, que 
esquemáticamente se representa como sigue: 
 

 
 

Integrando dos veces con respecto a ξ  
 

´)(

)(

)(
22

22

AtCp

tCp

tCp

+∂=∂

∂=∂

∂=∂

∫ ∫
ξξ

ξ

ξ

 

                                                      ;)( AtC
p +=

∂
∂ ξ
ξ

                                                   (II.4) 

 
y 
 

[ ] ξξ ∂+=∂∫ ∫ AtCp )(  

                                                 BAtCpm ++= ξξ
2

)(
2

,                                            (II.5) 

 
donde A y B son constantes de integración. A continuación se definirán condiciones de 
frontera en ξ  para poder encontrar así los valores de A y B: 
 

ξξξξ  

 In
te

rf
as

e 
m

at
riz

 -
 fr

ac
tu

ra
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• DfDm pp =     cuando     0=Dξ   

Como 
hD

ξξ = , entonces 0=Dξ  implica 0=ξ . 

 

• 0=
∂
∂

D

Dmp

ξ
       cuando    1=Dξ  

Utilizando nuevamente la definición   
hD

ξξ = , 1=Dξ  implica que h=ξ . 

 
Sustituyendo la primera condición de frontera en la ecuación II.5 se tiene: 

BAtCpm ++= )0(
2

)0(
)(

2

, 

                                                          Bp f = .                                                         (II.6) 

 
Sustituyendo la segunda condición de frontera en la ecuación II.4: 
 

AhtC += )(0 , 

                                                        ( )htCA −= .                                                    (II.7) 
 

De la ley de Darcy en la interfase matriz – fractura: 
 

                                              interfase
mm p

h

k
hQ

ξµ ∂
∂−=)( .                                          (II.8) 

 
Combinando las ecuaciones II.4 y II.7: 
 

( ) ))(()( htCthCtC
pm −=−=
∂
∂ ξξ

ξ
; 

 
en la interfase matriz – fractura 0=ξ ; entonces: 
 

)(thC
p

interfase
m −=

∂
∂

ξ
;                             

 
que, de acuerdo con la ecuación II.3 puede escribirse como: 
 

                                        
t

p

k

hcp m

m

mm
interfase

m

∂
∂

−=
∂
∂ µφ

ξ
                                          (II.8’) 
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Sustituyendo la ecuación II.8’ en la II.8: 
 
 










∂
∂

−−=
t

p

k

hc

h

k
hQ m

m

mmm µφ
µ

)( , 

 

                                                   
t

p
chQ m

mm ∂
∂

= φ)(  .                                            (II.9) 

 
 

Con la finalidad de encontrar un valor promedio de mp , se aplicará el teorema del valor 

medio para las integrales, utilizando para ello la ecuación II.5 y como límites de 0 a h: 
 

∫ 







++

−
=

h

m dBAtC
h

p
...

...0

2

2
)(

0

1 ξξξ
; 

h

m BAtC
h

p
0

23

26
)(

0

1








++

−
= ξξξ

; 









++= Bh

h
A

h
tC

h
pm 26

)(
1 23

; 

 

B
h

A
h

tCpm ++=
26

)(
2

. 

 
Como )(thCA −=  y fpB =  entonces: 

 

fm p
h

tC
h

tCp +−=
2

)(
6

)(
22

. 

 

Como 
t

p

k

c
tC m

m

mm

∂
∂= µφ

)(  entonces: 

6
)(

2
)()(

22 h
tC

h
tCpp mf −=− ; 

                                                  




 −=−
6

1

2

1
)()( 2htCpp mf ; 

  








∂
∂=−

6

2
)( 2h

t

p

k

c
pp m

m

mm
mf

µφ
; 

 

Ecuación de la función de contribución de un bloque de tamaño h cuando 0=ξ . 
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                                                 2

3

1
)( h

t

p

k

c
pp m

m

mm
mf ∂

∂=− µφ
. 

 

Despejando 
t

pm

∂
∂

 se obtiene: 

 

                                               ).(
3

2 mf
mm

mm pp
hc

k

t

p −=
∂

∂
µφ

                                       (II.10) 

 
 
 
Se procederá a sustituir los parámetros adimensionales en la ecuación de difusión 
desarrollándola como sigue:  

 

                             ;)()(
1 max

min

...

...
∫+

∂
∂

=








∂
∂

∂
∂ h

h
f

f

f

fff dhhfhQ
kt

p

k

c

r

p
r

rr

µµφ
 

;)()(
1 max

min

...

...
2

2

∫+
∂

∂
=















∂
∂

+
∂

∂ h

h
f

f

f

ffff dhhfhQ
kt

p

k

c

r

p

r

p
r

r

µµφ
 

                          .)()(
1 max

min

...

...
2

2

∫+
∂

∂
=

∂
∂

+
∂

∂ h

h
f

f

f

ffff dhhfhQ
kt

p

k

c

r

p

rr

p µµφ
                       (II.1’’) 

 
Para la sustitución de variables adimensionales, éstas se definirán como sigue: 
 

                                         );(
2

fi
ff

Df pp
Bq

hk
p −=

µ
π

                                              (II.a) 

                                               );(
2

mi
ff

Dm pp
Bq

hk
p −=

µ
π

                                             (II.b) 

                                                  
( )

;
2

wmmff

f
D

rcc

tk
t

µφφ +
=                                              (II.c) 

                                                 
( )

;
ffmm

mm
m

cc

c

φφ
φω

+
=                                                   (II.d) 

                                                  
( )

;
ffmm

ff
f

cc

c

φφ

φ
ω

+
=                                                   (II.e) 

                                                    ;
2

2

hk

rk

f

wm=λ                                                                 (II.f) 

                                                    ;
w

D r

r
r =                                                                    (II.g) 

Ecuación que representa la variación de mp  con respecto a t  considerando un valor de mp  promedio. 



 
Facultad de Ingeniería 

16 

 

                                                   ;
hD

ξξ =                                                                     (II.h) 

 

                                                  .
maxh

h
hD =                                                                  (II.i) 

 
En seguida se hará una serie de despejes y arreglos con la finalidad de obtener expresiones 
en variables adimensionales que puedan ser posteriormente sustituidas en la ecuación II.1’’. 
 
Despejando fp  de II.a: 

Df
ff

if

Dfi
ff

f
ff

f
ff

i
ff

Df

p
hk

Bq
pp

pp
Bq

hk
p

Bq

hk

p
Bq

hk
p

Bq

hk
p

π
µ

µ
π

µ
π

µ
π

µ
π

2

22

22

−=

−=

−=

 

 
Derivando fp con respecto a r : 

 

r

p

hk

Bq

r

p

r

p Df

ff

if

∂
∂

−
∂
∂=

∂
∂

π
µ

2
, donde  0=

∂
∂

r

pi  

 
Utilizando la regla de la cadena: 
 

 

r

r

r

p

hk

Bq

r

r

r

p

r

r

r

p

hk

Bq

r

r

r

p

D

Df

ffD

f

D

Df

ffD

f

∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

π
µ

π
µ

2

2
 

 

Tomando en cuenta que Dwrrr =   y que  w
D

r
r

r =
∂
∂

, entonces: 

.
2

)(
D

Df

ff
w

f

r

p

hk

Bq
r

r

p

∂
∂

−=
∂

∂
π

µ
 

 
Finalmente: 
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                                                ;
2 D

Df

wff

f

r

p

rhk

Bq

r

p

∂
∂

−=
∂

∂
π

µ
                                        (II.11) 

 
 
 
 entonces, derivando por segunda vez con respecto a r : 
 










∂
∂

∂
∂−=

∂
∂

D

Df

wff

f

r

p

rrhk

Bq

r

p

π
µ

22

2

 

Aplicando la regla de la cadena: 
 

;
2

;
2

2

2

2

2

r

r

r

p

rrhk

Bq

r

r

r

p

r

r

r

p

rrhk

Bq

r

r

r

p

D

Df

DwffD

f

DD

Df

wffD

f

∂
∂









∂
∂

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂

∂
∂










∂
∂

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂

π
µ

π
µ

 

 como w
D

r
r

r =
∂
∂

, sustituyendo: 

( ) ;
2 2

2

2

2

D

Df

wff
w

f

r

p

rhk

Bq
r

r

p

∂

∂
−=

∂
∂

π
µ

 

 

                                             .
2 2

2

22

2

D

Df

wff

f

r

p

rhk

Bq

r

p

∂
∂

−=
∂

∂
π

µ
                                   (II.12) 

 
 
 
Ahora, derivando fp  con respecto a t : 

t

p

hk

Bq

t

p

t

p Df

ff

if

∂
∂

−
∂
∂=

∂
∂

π
µ

2
, donde  0=

∂
∂

t

pi  

 
Usando nuevamente la regla de la cadena: 
 

;
2

;
2

t

t

t

p

hk

Bq

t

t

t

p

t

t

t

p

hk

Bq

t

t

t

p

D

Df

ffD

f

D

Df

ffD

f

∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

π
µ

π
µ

 

 
 

Ecuación que representa la variación de fp  con respecto a r  en variables adimensionales 

Segunda derivada de fp con respecto a r  en variables adimensionales 
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como  
( )

f

mmffD

k

rcct
t

2µφφ +
=  y  

( )
f

wmmff

D k

rcc

t

t
2µφφ +

=
∂
∂

, entonces: 

 

( )
;

2

2

D

Df

fff

wmmfff

t

p

hk

Bq

k

rcc

t

p

∂
∂

−=










 +
∂

∂
π

µµφφ
 

 

 despejando 
t

p f

∂
∂

, 

 

                                      ( ) 













+∂

∂
−=

∂

∂
22 wmmff

f

D

Df

ff

f

rcc

k

t

p

hk

Bq

t

p

µφφπ
µ

                  (II.13) 

 
 
 
Despejando mp  de II.b: 

 

.
2

;
22

;
22

Dm
ff

im

Dmi
ff

m
ff

m
ff

i
ff

Dm

p
hk

Bq
pp

pp
Bq

hk
p

Bq

hk

p
Bq

hk
p

Bq

hk
p

π
µ

µ
π

µ
π

µ
π

µ
π

−=

−=

−=

 

 
Derivando  mp   con respecto a  t  : 

 

t

p

hk

Bq

t

p

t

p Dm

ff

im

∂
∂

−
∂
∂

=
∂

∂
π

µ
2

, donde  .0=
∂
∂

t

pi  

 
 
Haciendo uso de la regla de la cadena nuevamente: 
 

.
2

;
2

t

t

t

p

hk

Bq

t

t

t

p

t

t

t

p

hk

Bq

t

t

t

p

D

Dm

ffD

m

D

Dm

ffD

m

∂
∂

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂

π
µ

π
µ

 

 
 

Ecuación que representa la variación de fp con respecto a t  en variables adimensionales. 
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Tomando en cuenta que  
( )

f

mmffD

k

rcct
t

2µφφ +
=  y  

( )
f

wmmff

D k

rcc

t

t
2µφφ +

=
∂
∂

, entonces: 

 

( )
;

2

2

D

Dm

fff

wmmffm

t

p

hk

Bq

k

rcc

t

p

∂
∂−=











 +
∂

∂
π

µµφφ
 

 

por último, despejando 
t

pm

∂
∂

, 

 
 

                       ( ) 













+∂

∂−=
∂

∂
22 wmmff

f

D

Dm

ff

m

rcc

k

t

p

hk

Bq

t

p

µφφπ
µ

.                       (II.14) 

 
 

Sustituyendo  
t

pm

∂
∂

 en la ecuación II.9: 

 
 

 
Simplificando y acomodando: 

 

( )













+∂

∂−=
mmff

mm

w

f

D

Dm

ff

D

cc

c

r

k

t

p

hk

Bq
hQ

φφ
φ

µπ
µ

22
)( . 

 
Sustituyendo II.d en la expresión anterior: 
 

D

Dm

w

f

ff

m
D t

p

r

k

hk

Bq
hQ

∂
∂−=

22
)(

µπ
ωµ

. 

 
Finalmente, para obtener la ecuación de difusión en variables adimensionales, se sustituirán 
todas las expresiones resultantes anteriores en la ecuación II.1’’ como se muestra a 
continuación: 
 
 
 
 

( )
.

2
)(

2




























+∂

∂−=
wmmff

f

D

Dm

ff

mmD

rcc

k

t

p

hk

Bq
chQ

µφφπ
µφ

Ecuación que representa la variación de mp con respecto a t  en variables adimensionales. 
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( )

( ) ( )DD
h

h

h

h

D

Dm

w

f

ff

m

f

wmmff

f

D

Df

fff

ff

D

Df

wffwDD

Df

wff

hdhf
t

p

r

k

hk

Bq

k

rcc

k

t

p

hk

Bq

k

c

r

p

rhk

Bq

rrr

p

rhk

Bq

∫ 













∂

∂
−+





























+∂

∂
−=















∂

∂
−+

∂

∂
−

max

max

max

min

...

...

2

22

2

2

2

22

1

2

µπ

ωµµ

µφφπ
µµφ

π
µ

π
µ

 

Factorizando el término 
ff hk

Bq

π
µ

2
−  y simplificando se tiene: 

 

( )
( ) ( )





























∂

∂
+














+∂

∂
−=





























∂

∂
+

∂

∂
− ∫ DD

h

h

D

Dm
m

wmmff

ff

D

Df

wffD

Df

wDD

Df

wff

hdhf
t

p

rcc

c

t

p

rhk

Bq

r

p

rrr

p

rhk

Bq 1

2222

2

2

...

...

max

min

11

2

11

2
ω

φφ

φ

π
µ

π
µ

Simplificando y sustituyendo II.e en la expresión anterior: 
 
 

( ) ( )DD
h

h

D

Dm
m

wD

Df
f

wD

Df

wDD

Df

w

hdhf
t

p

rt

p

rr

p

rrr

p

r ∫ 








∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂

∂ 1

2222

2

2

...

...

max

min

1111 ωω  

Factorizando el término  
2

1

wr
 y simplificando: 

 

                 ( ) ( )DD
h

h

D

Dm
m

D

Df
f

D

Df

DD

Df hdhf
t

p

t

p

r

p

rr

p
∫ 









∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂

∂ 1

2

2
...

...

max

min

1 ωω .                          (II.15) 

 
 

Para la matriz, utilizando la ecuación II.10 y sustituyendo en ella a 
t

pm

∂
∂

, fp  y  mp : 

 

( )

( ) ( );
2

3

2

22

3

2

22

22

DmDf
ffmm

m

wmmff

f

D

Dm

ff

Dm
ff

iDf
ff

i
mm

m

wmmff

f

D

Dm

ff

pp
hk

Bq

hc

k

rcc

k

t

p

hk

Bq

p
hk

Bq
pp

hk

Bq
p

hc

k

rcc

k

t

p

hk

Bq

−













−








=













+∂
∂−


























−−














−








=













+∂
∂−

π
µ

µφµφφπ
µ

π
µ

π
µ

µφµφφπ
µ

 

despejando  
D

Dm

t

p

∂
∂

:  

Ecuación de difusión para el sistema fracturado en variables adimensionales. 
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( ) ( )DmDf
f

wmmff

mm

m

D

Dm pp
k

rcc

hc

k

t

p −










 +








=

∂
∂ 2

2

3 µφφ
µφ

; 

 
reacomodando se tiene: 
 

( ) ( )DmDf
mm

mmff

f

wm

D

Dm pp
c

cc

hk

rk

t

p
−







 +
=

∂
∂

φ
φφ

2

23
; 

 
sustituyendo II.d y II.f en la expresión anterior resulta: 
 

                                                  

                                             ( )DmDf
mD

Dm pp
t

p −=
∂

∂
ω

λ3
 .                                             (II.16)              

 
 
 
Para resolver las ecuaciones II.15 y II.16, se establecerán las condiciones iniciales y de 
frontera siguientes: 
 

0== DmDf pp        para     0=Dt ; 

 
;0lim =

∞→
Df

r
p

D

 

 

;11 −=
∂
∂

=rD
D

Df
D r

p
r  

 

1
1

=








∂
∂

−
∂

∂

=DrD

Df
D

D

Dw
D r

p
r

t

p
C ; 

 

.
1=


















∂
∂

−=
Dr

D

Df
DDfDw r

p
rSpp  

 
 
Aplicando la transformada de Laplace a las ecuaciones II.15 y II.16: 
 

• Transformada de la ecuación II.15: 
 
 
 

Ecuación de flujo para la matriz en variables adimensionales 
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( ) ( ) 0
1 1

2

2
...

...

max

min
=









∂
∂

−
∂

∂
−

∂
∂

+
∂

∂
∫ DD

h

h

D

Dm
m

D

Df
f

D

Df

DD

Df hdhf
t

p

t

p

r

p

rr

p
ωω , 

 

de donde transformada de Laplace de  
D

Df

t

p

∂
∂

 es: 

 
 

 
 
 como de acuerdo a la condición inicial  0)0,( =DDf rp , entonces: 

 

;DfD
D

Df ps
t

p
=

∂
∂

 

 
sustituyendo: 
 
 
 

                ( ) ( ) 0
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2

2
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• Transformada de la ecuación II.16 
 

( )DmDf
mD

Dm pp
t

p −=
∂

∂
ω

λ3
, 

 

de donde transformada de Laplace de 
D

Dm

t

p

∂
∂

 es: 

 

);0,( DDmDmD
D

Dm rpps
t

p +=
∂

∂
 

 
considerando la condición inicial 0)0,( =DDm rp , entonces: 

 
 
 

);0,( DDfDfD
D

Df rpps
t

p
+=

∂
∂

Ecuación de difusión para el sistema fracturado en variables adimensionales y en el dominio de Laplace. 
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DmD
D

Dm ps
t

p =
∂

∂
; 

 

despejando de esta expresión a  Dmp  y sustituyéndola en  ( )DmDf
mD

Dm pp
t

p −=
∂

∂
ω

λ3
 se 

obtiene: 
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Sustituyendo II.16’ en II.15’ y reacomodando: 
 
 

 ( ) ( ) ;0
3

31 1

2

2
...

...

max

min
=









+
−−

∂
∂

+
∂

∂
∫ DD

h

h DfD
Dm

mDfDf
D

Df

DD

Df hdhfps
s

ps
r

p

rr

p

λω
λωω  

              ( ) ( ) ;0
3

31 1

2

2
...

...

max

min
=









+
−−

∂
∂

+
∂

∂
∫ DD

h

h

Dm
DfDmDfDf

D

Df

DD

Df hdhf
s

psps
r

p

rr

p

λω
λωω  

              ( ) ( ) .0
3

31 1

2

2
...

...

max

min
=





















+
+−

∂
∂

+
∂

∂
∫ DD

h

h

Dm
mfDfD

D

Df

DD

Df hdhf
s

ps
r

p

rr

p

λω
λωω  

 

Ecuación de flujo para la matriz en variables adimensionales y en el dominio de Laplace. 
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Si se establece, para este caso, una función ( )Dsg  de la siguiente manera: 
 

                                  ( ) ( )DD
h

h

Dm
mfD hdhf

s
sg ∫ 









+
+=

1...

...

max

min 3

3
)(

λω
λωω ,                         (II.17) 

 
se puede observar, que ésta además de simplificar la expresión anterior a ella, proporciona 
información importante de las características del yacimiento y de la distribución y 
variabilidad de tamaño de los bloques las cuales influyen de manera notable en la respuesta 
de la presión (Yalali – Jazdi y Belani, 1988) y que, como se mostrará más adelante, 
diferenciará determinantemente la ecuación de difusión correspondiente al régimen de flujo 
pseudoestacionario de aquella para el régimen transitorio. Así, sustituyendo ( )Dsg  en la 
expresión anterior resulta: 
 
 

                                     0)(
1

2

2

=−
∂

∂
+

∂
∂

DfDD
D

Df

DD

Df psgs
r

p

rr

p
.                                  (II.18) 

 
 
 
 
 
� Ecuación de difusión para flujo transitorio y distribución uniforme de 

tamaño de bloque 
 

 
     Puede seguirse un procedimiento similar al realizado para el régimen de flujo 
pseudoestacionario, usando la ecuación de flujo para la matriz dada por la ecuación II.8 
previa: 
 

                                                erfase
mm p

h

k
hQ int)(

ξµ ∂
∂−=                                             (II.8) 

 
y la ecuación de balance de materia: 
 

                                                  
t

p

k

cp m

m

mm

∂
∂=

∂
∂ µφ
ξ 2

2

 ,                                                (II.19) 

 
donde las condiciones iniciales y de frontera son exactamente las mismas que para el caso 
pseudoestacionario. 
 
 

Ecuación de difusión para régimen de flujo pseudoestacionario y distribución uniforme de tamaño 
de bloques expresada en variables adimensionales y en el dominio de Laplace. 
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Para sustituir los parámetros adimensionales, se utilizarán algunas de las expresiones 
desarrolladas para el caso anterior: 
 

2

2

22

2

2 D

Df

wff

f

r

p

rhk

Bq

r

p

∂
∂
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∂

∂
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µ
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; 
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 y 
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. 

 

Para  
ξ∂

∂ mp
 y  

2

2

ξ∂
∂ mp

 : 

 
Se despeja mp  de la ecuación II.10 resultando (como ya se había visto anteriormente): 

 
 

Dm
ff

im p
hk

Bq
pp

π
µ

2
−= . 

Derivando mp   con respecto a  ξ : 
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µ
ξξ ∂

∂
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∂
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=
∂
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2
,  donde  0=

∂
∂

ξ
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. 

 

Aplicando la regla de la cadena con la finalidad de obtener 
D

Dmp

ξ∂
∂

: 
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Tomando en cuenta que  hDξξ =   y  por lo tanto  h
D

=
∂
∂
ξ
ξ

, sustituyendo: 

 

( )
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ff

m p
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2
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Finalmente se obtiene que: 
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∂
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2
; 

 
y entonces derivando nuevamente con respecto a ξ  se tiene: 
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hhk
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ξξπ
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ξ 22
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, 

 
es importante notar que fh  y h  se refieren a características diferentes, ya que mientas que 

fh corresponde al ancho de la fractura, h  corresponde al tamaño variable de bloque. 

Aplicando nuevamente la regla de la cadena buscando obtener 2

2

D

Dmp
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∂

: 
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22

2

; 

 

considerando que  h
D

=
∂
∂
ξ
ξ

, entonces sustituyendo en la expresión anterior: 

( )
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2

2

2

2
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m p

hhk
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h
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µ

ξ ∂
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∂
; 

despejando  
2

2

ξ∂
∂ mp

 resulta finalmente: 
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Sustituyendo la ecuación II.8  y  las expresiones anteriores en la ecuación II.1’’ con el 
objetivo de obtener una ecuación en variables adimensionales: 
  

∫ 
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Factorizando el término 
ff hk

Bq

π
µ

2
−  y simplificando resulta: 
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Reacomodando y simplificando: 
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Sustituyendo II.e y multiplicando la expresión por 2

wr : 
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Ecuación que expresa la segunda derivada de mp  con respecto a ξ  en variables adimensionales 
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Reacomodando: 
 

( ) ( )DD
h

h

D

Dm

f

wmf

fD

Df
f

D

Df

DD

Df hdhf
p

hk

rkk

kt

p

r

p

rr

p
∫ ∂

∂








−

∂
∂

=
∂
∂

+
∂

∂ 1

2

2

2

2
...

...

max

min

1

ξµ
µω . 

 
Sustituyendo II.f en esta última expresión y simplificando resulta: 
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Para la ecuación de balance de materia II.19, sustituyendo de igual manera los parámetros 
adimensionales, se tiene: 
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Factorizando el término  
ff hk
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π
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2
−  y simplificando resulta: 
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Sustituyendo II.d y II.f en la expresión anterior se tiene finalmente que: 
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A continuación, se muestra la transformación al espacio de Laplace de las ecuaciones 
anteriormente obtenidas: 
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Ecuación de difusión para el sistema fracturado en variables adimensionales. 

Ecuación de balance de materia para sistema matriz en variables adimensionales. 
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donde, 
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Entonces: 
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• Para  
D
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Resolviendo esta última ecuación diferencial, para posteriormente encontrar 0=∂
∂

D

D

Dmp
ξξ

, 

utilizando las condiciones de frontera para Dξ : 
 

DfDm pp =   cuando  0=Dξ , 

 
 
 
 

Ecuación de difusión para el sistema fracturado en variables adimensionales y en el dominio de Laplace. 
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0=
∂

∂

D
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ξ
  cuando  1=Dξ ; 

 
se obtiene el siguiente resultado: 
 
 

 
 
Obteniendo la derivada de esta función y evaluándola para 0=Dξ : 
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Reacomodando: 
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Simplificando: 
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Sustituyendo  0=∂
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 en la ecuación II.23: 
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Simplificando: 
 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) .tanh
1

;tanh
1

;tanh
1

1

2

2

1

2

2

1 2

2

2

...

...

...

...

...

...

max

min

max

min

max

min

























+=

∂
∂

+
∂

∂











+=

∂
∂

+
∂

∂











+=

∂
∂

+
∂

∂

∫

∫

∫

DD

h

h

Dm

D

m
fDfD

D

Df

DD

Df

DD

h

h

Dm

D

m
DfDDfDf

D

Df

DD

Df

DD

h

h

Dm

D

Dm
DfDfDf

D

Df

DD

Df

hdhf
s

s
ps

r

p

rr

p

hdhf
s

s
psps

r

p

rr

p

hdhf
s

s

s
pps

r

p

rr

p

λ
ωλωω

λ
ωλωω

λ
ω

λ
ωλω

 

 
Tomando en cuenta, en esta caso, una función )( Dsg que se definirá como sigue: 
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s
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debe notarse que en esta función se consideran los parámetros característicos del 
yacimiento (λ , mω  y fω ), además de la distribución y la variabilidad del tamaño de los 

bloques; sin embargo, vale la pena resaltar que es diferente a la función )( Dsg definida para 
el caso pseudoestacionario, ecuación II.17, y que la principal razón para la definición de 
esta función es establecer una ecuación semejante para ambos casos (transitorio y 
pseudoestacionario) tal como se mostrará a continuación (esta definición de )( Dsg no tiene 
solución analítica, por lo que requiere de integración numérica). 
 
 
 
 

Ecuación de flujo para el sistema matriz en variables adimensionales y en el dominio de Laplace. 
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Sustituyendo la ecuación II.26 e igualando a cero la ecuación diferencial en el espacio de 
Laplace puede expresarse: 
 

                                          ( ) .0
1

2

2

=−
∂

∂
+

∂
∂

DfDD
D

Df

DD

Df psgs
r

p

rr

p
                                 (II.27) 

 
 
 
 
Retomando la explicación anterior, es importante notar que la ecuación obtenida es 
semejante a la ecuación para el caso de transferencia matriz – fractura pseudoestacionaria, 
pero debe tenerse presente que tanto en la ecuación de transferencia como en su solución, 
se define, como se comentó previamente, una función )( Dsg  representativa para cada caso. 
 
 
� Solución a la ecuación de difusión11 

 
 

La ecuación de difusión y por lo tanto la solución de la misma es semejante para ambos 
regímenes de flujo, pseudoestacionario y transitorio, pero con la función )( Dsg , que en la 
solución formará parte del parámetro en las funciones de Bessel, diferente. Es decir, las 
ecuaciones obtenidas para cada uno de los regímenes de flujo serán tratadas como si fueran 
una sola debido a dicha similitud, obteniéndose así una sola solución que será, por lo tanto, 
la misma para ambos casos.  
 
Entonces, considerando  la ecuación II.18: 
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                                            ( ) DfDD
D

Df
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Df psgs
r

p
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∂
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+
∂

∂ 1
2

2

. 

 

Factorizando las derivadas y considerando que )( DD sgsx = se obtiene: 

 

                                         Df
D

Df
D

DD

px
r

p
r

rr
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∂
∂

∂
∂

.                                            (II.18’) 

 
Se tiene la condición inicial siguiente: 
 

Ecuación de difusión para régimen de flujo transitorio y distribución uniforme de tamaño de bloques 
expresada en variables adimensionales y en el dominio de Laplace. 
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0== DmDf pp        para     0=Dt , 

 
la condición de frontera externa: 

 
0lim =

∞→
Df

r
p

D

 

 
y la condición de frontera interna que considera un gasto de producción constante, con 
almacenamiento en el pozo y daño en la formación. 
 
 
La condición de frontera para el almacenamiento en el pozo es 8, 9,10: 

 
 

1
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 donde  
)(2 2

ffmmw
D cchr

C
C

φφπ +
=  

 
y la condición de frontera para el daño en la formación es 8,9,10: 
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La ecuación II.18’ tiene la forma de la Ecuación de Bessel Modificada, por lo cual la 
solución general para  Dfp  es: 

 
                                               )()( 00 DDDf xrBKxrAIp += ,                                      (II.28) 

donde, 
 

0I  es la Función de Bessel Modificada de primer tipo, orden cero. 

0K  es la Función de Bessel Modificada de segundo tipo, orden cero. 

A  y B  son constantes arbitrarias que serán determinadas por medio de las condiciones de 
frontera. 
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Tomando la transformada de Laplace de la condición de frontera externa resulta: 

 
0lim =

∞→
Df

r
p

D

; 

 
combinando ésta última expresión con la ecuación II.28 resulta: 
 

[ ] [ ])()(0 00 ∞+∞= xBKxAI ; 

                                                    )()(0 00 ∞+∞= BKAI . 

 
En la gráfica siguiente se muestra el comportamiento de las funciones de Bessel 
modificadas  de cero y primer orden, en la cual se puede observar que 0)(0 →∞K  y  

∞→∞)(0I . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
De acuerdo con la discusión anterior: 
 

)0()(0 BA +∞= ; 
0=A , 

 
de donde la ecuación II.28 queda como: 
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                                                     )(0 DDf xrBKp = .                                                   (II.29) 

 
Ahora, transformando al espacio de Laplace las condiciones de frontera interna: 
 
 

• Para la condición de almacenamiento en el pozo: 
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; 

 
De la condición inicial se sabe que 0)0,( =DDw rp , por lo tanto:  
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• Para la condición de daño a la formación: 

 

1=





















∂
∂

−=
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DDfDw r

p
rSpp ; 

 
para que esta última expresión pueda utilizarse se debe derivar la ecuación (II.29) con 
respecto a Dr : 
 

                                                   )(1 D
D

Df xrBxK
r

p
−=

∂
∂

 ,                                             (II.31)                     

 donde  )()( 10 DD
D

xrxKxrK
dr

d −= . 

 
Sustituyendo las ecuaciones II.29 y II.31 en la transformada de la condición de frontera 
interna para el daño a la formación se obtiene: 
 
                                           [ ] 110 )()( =+=

DrDDDDw xrKSBxrxrBKp ; 

                                           )()( 10 xSBxKxBKpDw += ; 
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[ ])()( 10 . xxKSxKBpDw += . 

 
Despejando B  de esta expresión: 
 
 

                                               
)()( 10 . xxKSxK

p
B Dw

+
= .                                              (II.32) 

 
Usando la condición para el almacenamiento en el pozo, sustituyendo la ecuación II.31 en 
la ecuación II.30:  
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Sustituyendo la ecuación II.32 en II.33: 
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dividiendo entre Ds  resulta: 
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despejando Dwp : 
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Solución a la ecuación de difusión (para flujos pseudoestacionario y transitorio) expresada en variables 
adimensionales y en el espacio de Laplace, considerando daño a la formación y factor de almacenamiento. 
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La expresión anterior es la solución de la ecuación de difusión en el dominio de Laplace 
considerando el almacenamiento en el pozo y daño en la formación. Como un caso 
particular de la ecuación II.34, si no se considerara el almacenamiento en el pozo ni el daño 
a la formación (es decir, 0=S  y  0=DC ), la ecuación quedaría como sigue: 
 

 

                                                             
)(

)(

1

0

xxKs

xK
p

D
Dw = .                                         (II.35) 

 
 
 
 
Las ecuaciones obtenidas anteriormente no pueden invertirse directamente; por esta razón 
deben utilizarse métodos numéricos tales como el algoritmo de Stehfest12 (el cual se 
presenta en el Apéndice B) o una aproximación tal como la que se presenta en el trabajo de 
Lee y Wattenbarger 11.  
 

Solución a la ecuación de difusión (para flujos pseudoestacionario y transitorio) expresada en variables 
adimensionales y en el espacio de Laplace, sin considerar daño a la formación y factor de almacenamiento. 
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CAPÍTULO III: VALIDACIÓN DEL MODELO MATEMÁTICO 
 
 
� Modelo de Warren y Root 
 
Uno de los modelos matemáticos clásicos utilizados para describir el comportamiento de un 
yacimiento naturalmente fracturado es aquel propuesto por Warren y Root2  (1963) , el cual 
es una idealización física que incorpora las características significativas comunes de la 
formación y que se basa en las siguientes consideraciones generales: 
 

1. El sistema matriz es homogéneo e isótropo y es representado por un arreglo 
sistemático de paralelepípedos rectangulares idénticos.  

2. El sistema fractura está constituido por un conjunto de fracturas continuas y 
uniformes que están orientadas de tal manera que cada fractura es paralela a aquella 
del eje principal de permeabilidad; las fracturas normales a cada eje principal están 
uniformemente espaciadas y son de espesor constante, sin embargo, una fractura de 
diferente espaciamiento o diferente espesor podría existir en cada uno de los ejes 
para simular el propio grado de anisotropía. 

3. El conjunto de porosidades primaria y secundaria es homogéneo aunque 
anisótropo; el flujo puede darse entre un elemento con porosidad primaria y un 
elemento con porosidad secundaria, pero no entre elementos con porosidad 
primaria.    

 
Si bien este modelo implica heterogeneidad a escala macroscópica, puede considerarse 
homogéneo si las dimensiones de los bloques homogéneos son pequeñas en comparación 
con las dimensiones del yacimiento. 
 
Con relación al cálculo de parámetros que describen al yacimiento, debido a la naturaleza 
discreta de los elementos de porosidad primaria y datos que indican que las distribuciones 
normal y log – normal de porosidad y permeabilidad son típicas, la porosidad media 
aritmética y la permeabilidad media geométrica se utilizan para obtener el modelo más 
probable y por medio de las pruebas de interferencia se determinan los componentes y la 
orientación de la permeabilidad direccional. Sin embargo, existen dos parámetros que no 
pueden determinarse por estos métodos: la porosidad secundaria y el factor de forma; de los 
cuales este último describe la comunicación entre el sistema matriz y el sistema fractura. 
Para dichos parámetros, en el artículo de Warren y Root se desarrollan métodos con los que 
pueden obtenerse sus valores aproximados. 
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� Formulación del modelo  
 
Considerando que el yacimiento puede ser homogéneo, se definen dos presiones en cada 
punto ),,,( tzyx : 
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donde mg    y  fg  son funciones de volumen en el sistema matriz y en el sistema fractura, 

respectivamente. 
 
El volumen considerado debe ser pequeño en comparación con el volumen del yacimiento 
y debe ser grande en comparación con el tamaño de los elementos del sistema matriz, de 
esta manera, las siguientes condiciones deben cumplirse:  
 

                                                         m
V

m dVVg φ=∫
...

)(                                                    (III.3) 

                                                        f
V

f dVVg φ=∫
...

)(                                                     (III.4) 

 
Si la saturación del agua congénita en el sistema fractura es despreciable, la porosidad 

intergranular medida,mφ , puede relacionarse con mφ  y fφ  como sigue: 

 
                                                  mwcmfm s )1()1( −−= φφφ .                                             (III.5) 

 
El flujo monofásico de un líquido ligeramente compresible puede parcialmente describirse 
aplicando el teorema de Green al volumen V  para un yacimiento de espesor uniforme que 
es horizontal, homogéneo y anisótropo; de esta manera, se obtiene la forma aplicable de la 
ecuación de continuidad siguiente: 
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donde los ejes x  y y coinciden con los ejes principales de permeabilidad. En la expresión  
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anterior  mc  y fc  son compresibilidades totales; sin embargo, si se asume que las fuerzas 

externas son constantes, que no hay interacción entre el sistema matriz y el sistema  
fractura; es decir, que mφ   es independiente de fp  y que fφ es independiente de mp ; y que 

la variación de fφ con respecto a fp  es despreciable, es posible obtener las siguientes 

aproximaciones: 
 

                                                         
wc

wwcp
om s

csc
cc

−
+

+≅
1

                                             (III.7) 

                                                        of cc ≅                                                                    (III.8) 

 
En los casos donde las condiciones establecidas lo permitan, el segundo término del 
miembro derecho de la ecuación III.7 será por lo menos tan grande como la 
compresibilidad del fluido. 
 
Además de la ecuación III.6 es necesario definir una continuidad local. La siguiente 
ecuación siguiente puede satisfacerse para el volumen V  si se hace la consideración de que 
existe flujo pseudoestacionario de los elementos de la matriz hacia las fracturas: 
 

                                              )( mf
mm

mm pp
k
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p
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∂
∂

µ
σφ ,                                              (III.9) 

 
donde el parámetro σ es el factor de forma, que como ya sea había mencionado 
anteriormente, refleja la geometría de los elementos de la matriz y controla el flujo entre las 
dos regiones porosas; tiene dimensiones recíprocas al área. 
 
Las ecuaciones III.6 y III.9 pueden expresarse en variables adimensionales utilizando las 
transformaciones siguientes: 
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K =  representa el grado de anisotropía, adimensional. 
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w

e

r

r
R = , es el radio de la frontera externa, adimensional. 

f

wm

k

rk 2

αλ =  es el coeficiente de flujo interpososo 

( )ffmm

ff
f cc

c

φφ
φ

ω
+

=  es la relación de almacenamiento. 

 
Para un yacimiento infinito con presión inicial uniforme, producido a gasto constante, las 
ecuaciones en variables adimensionales, la condición inicial y las condiciones de frontera 
quedan de la siguiente manera: 
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Entonces, el pozo que se representa por medio de una elipse después de la transformación, 
causa una distribución de presión carente de simetría y con el propósito de evitar la 
necesidad de incluir K  como un parámetro en la solución, se supone que la presión del 
pozo obtenida resolviendo las ecuaciones de la III.10 a la III.12 difiere por una cantidad 
constante de la presión del pozo obtenida resolviendo el problema simétrico ( 1=K ).  
Después de un tiempo muy corto, la diferencia en estas presiones debido a la distorsión de 
la distribución de la presión en la región cercana al pozo será constante;  de esta forma, 
considerando que los errores que se restringen a tiempos pequeños son reducidos, la 
expresión siguiente completa la descripción del problema: 
 
                                            *),1(*)( Stptp DDfDDw −= ,                                            (III.13) 

donde: 
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K
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1
ln* , es el daño a la formación  debido a la anisotropía, adimensional. 
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( )DDf tp ,1*  es la solución para el problema simétrico, descrito por las ecuaciones III.10 a 

III.12 con 1=K , evaluada a 1=rξ . 
 
Haciendo uso de la transformada de Laplace  y resolviendo la ecuación resultante sujeta a 
las condiciones de frontera anteriormente planteadas, la solución al problema puede ser 
expresada como sigue: 
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donde 
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� Desarrollo de la validación 
 
Para poder validar el modelo propuesto en esta tesis con el modelo de Warren y Root, es 
necesario hacer algunas consideraciones, debido a que aquel es un modelo que considera 
tamaño de bloques múltiple mientras que éste es un modelo que considera un tamaño 
constante de bloques. 
 
 Entonces: 

• Se considerará, únicamente para cuestiones de la validación, 
t

pm

∂
∂

 como la 

propuesta por Warren y Root: 
 
  

                                        )( mf
mm

mm pp
k

t

p
c −=

∂
∂

µ
σφ ;                                              (III.9) 

 

                                                      )( mf
mm

mm pp
c

k

t

p −=
∂

∂
µφ

σ
, 

en lugar de: 
 

                                                     )(
3

2 mf
mm

mm pp
hc

k

t

p −=
∂

∂
µφ

,                                       (II.10) 

 

lo que implica considerar que 
2

3

h
=σ . 
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• También para cuestiones de la validación, es necesario considerar que maxλ   y  

minλ  son iguales. 

• No se considerará daño en la formación ni factor de almacenamiento. 
 
Tomando en cuenta la segunda de las consideraciones la ecuación II.12, la cual está en 
variables adimensionales, quedaría como: 
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Dm pp
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, 

 
debido a que Warren y Root definen el coeficiente de flujo interporoso como: 
 

f
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Consecuentemente, después de aplicar la transformada de Laplace y realizar las 
simplificaciones correspondientes se obtiene la función )( Dsg  de la siguiente manera: 
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resolviendo se este problema se obtiene: 
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Debe notarse que al tomar en cuenta la segunda consideración se produce una 

indeterminación en la ecuación anterior 







0

0
, por lo que se procederá a obtener el límite 

cuando  minλ  tiende a  maxλ  haciendo uso de la regla de L’Hôpital de la manera siguiente: 
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Aplicando la regla de L’Hôpital al segundo límite que es el que contiene la indeterminación 
y después de simplificar se obtiene que: 
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Por lo tanto: 
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Es decir, para el caso en el que se consideren maxλ   y  minλ   iguales:  
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donde λ  es el valor del coeficiente de flujo interporoso que se evalúa en ambos modelos. 

 
 

� Resultado de la validación 
 
Finalmente, para validar el modelo utilizado en esta tesis con el modelo de Warren y Root, 
tomando en cuenta las consideraciones anteriormente mencionadas, se utiliza la expresión 
resultante de sustituir la ecuación III.16 en la ecuación II.26: 
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 además del modelo de Warren y Root: 
 

( )
( ))()(

)(

1 DDDDD

DDo
Dw

sfsKsfss

sfsK
p =  

 
con los cuales, una vez resueltos aplicándoles la transformada inversa de Laplace por medio 
del algoritmo de Stehfest12,  se generan las gráficas que se presentan a continuación. 
 
Para todas las gráficas se tienen las siguientes condiciones: 
 

=mω 0.95 

=fω 0.05 

=λ 1x10-4  

=Dinicialt 10 

=Dfinalt 1x105 

=∆ Dt 100 
 

Las figuras III.1, III.2 y III.3 son gráficas Dwp  vs Dt  y 
D

Dw
D dt

dp
t  vs Dt  , tanto para el 

modelo de Warren y Root como para el modelo de esta tesis, para 8=N , 10=N  y 
12=N , respectivamente (N  es una variable de convergencia que funciona como contador 

en el algoritmo de Stehfest12).  
 
Se elaboraron estas tres gráficas con la finalidad de encontrar en cual de ellas se obtenía el 
mejor ajuste entre los modelos, debido a que el algoritmo de Stehfest es sólo una 
aproximación; utilizando una regresión no lineal se determinó el error de ajuste de cada una 
de ellas con respecto a la curva de la derivada, que es de la cual se obtiene mayor 
información, arrojando los siguientes resultados: 
 

==8NE 2.09202x10-21 

==10NE 1.45447x10-18 

==12NE 5.36666x10-19 

 
Aunque estrictamente la curva generada con 8=N  en el algoritmo de Stehfest produce un 
error menor en el ajuste, al ser los tres errores tan pequeños son prácticamente 
imperceptibles como se muestra en la figura III.4.                                        
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Figura III.1  Gráfica pDw, tDd(pDw)/dtD vs tD, N = 8 
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Figura III.2  Gráfica pDw, tDd(pDw)/dtD vs tD, N = 10 
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Figura III.3  Gráfica pDw, tDd(pDw)/dtD vs tD, N = 12 
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Figura III.4  Gráfica pDw, tDd(pDw)/dtD vs tD, comparativa 
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CAPÍTULO IV: CORRELACIONES EMPÍRICAS ÓPTIMAS PARA 
LA APROXIMACIÓN RÁPIDA  DE PARÁMETROS 

 
 

En el Capítulo II de esta tesis se llegó a la expresión general siguiente: 
 

[ ][ ])()()(

)()(

110

10

.

.

xxKxxKSxKsCs

xxKSxK
p

DDD
Dw ++

+= , 

 
que representa la solución a la ecuación de difusión en el dominio de Laplace, expresada en 
variables adimensionales. Sin embargo, en forma práctica es conveniente expresar esta 
solución en el dominio del tiempo, ya que esto resulta más común y útil. 
 
Por otro lado, el tener la representación gráfica de la solución facilita reconocer ciertas 
características de la misma, a través de las cuales es posible calcular las propiedades del 
sistema matriz – fractura. 
 
Por lo descrito anteriormente, en este capítulo se mostrará el procedimiento seguido con el 
propósito de encontrar un modelo empírico óptimo, por medio del cual sea posible calcular 
los parámetros característicos del yacimiento naturalmente fracturado ( maxλ , 

minλ , mω , fω , maxh  y minh ), haciendo uso para ello de las gráficas )( DDwD sps  vs Ds1 , 

( ) DDDwD dsspsds ][  vs Ds1 , ( )DDw tp  vs Dt  y  ( ) DDDwD dttpdt ][  vs Dt  para el caso de 

flujo pseudoestacionario y para el de flujo transitorio, utilizando el  algoritmo de Stehfest 
para realizar las antitransformadas correspondientes. 
 
 
� Elaboración y descripción de las gráficas 
 
Una vez obtenidas ( )DDw tp  y ( ) DDDwD dttpdt ][  por medio del algoritmo de Stehfest, dado 

que ya se conoce )( DDw sp  y por lo tanto se conoce )( DDwD sps  y ( ) DDDwDD dsspsds ][ , se 

elaboran tres tipos de gráficas diferentes para cada tipo de flujo, pseudoestacionario y 
transitorio, de los cuales en uno de ellos la variable es maxλ , en la otro minλ  y en el último 

mω ; de esta manera, en cada tipo de gráfica se generaran cinco curvas para )( DDwD sps  vs 

Ds1 , cinco para ( ) DDDwDD dsspsds ][  vs Ds1 , cinco para ( )DDw tp  vs Dt  y  cinco para 

( ) DDDwD dttpdt ][  vs Dt , debido a la variación de su parámetro respectivo como se 

mostrará a continuación. 
 
 Los valores de los parámetros utilizados para la elaboración de las gráficas en el dominio 
del tiempo; y después por analogía en el dominio de Laplace, fueron tomados para fines  
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comparativos del trabajo desarrollado por Belani9 (1988) . 
 
Las figuras de la IV.1 a la IV.3 son gráficas para el caso del flujo pseudoestacionario en el 
dominio del tiempo y las figuras de la IV.4 a la IV.6 en el dominio de Laplace, de las cuales 
en las figuras IV.1 y IV.6 la variable es maxλ , tomando valores de 1x10-5 a 1x10-9, 

=mω 0.95, =fω  0.05,  =minλ 1x10-9, =DC 0 y =S 0, en las figuras IV.2 y IV.5 la variable 

es minλ , tomando valores de 1x10-9 a 1X10-5, =mω 0.95, =fω  0.05,  =maxλ 1x10-5, =DC 0 

y =S 0 y en las figuras IV.3 y IV.6 la variable es mω , tomando valores de 0.99 a 0.70, 

mf ωω −=1 ,  =maxλ 1x10-5, =minλ 1x10-7, =DC 0 y =S 0.  

 
De manera análoga, para el caso del flujo transitorio se tienen los casos en el dominio del 
tiempo de la figura IV.7 a la IV.9 y en dominio de Laplace de la figura IV.10 a la IV.12, 
donde en las figuras IV.7 y IV.10 la variable es maxλ , tomando valores de 1x10-5 a 1x10-9, 

=mω 0.95, =fω  0.05,  =minλ 1x10-9, =DC 0 y =S 0; en las figuras IV.8 y IV.11 la 

variable es minλ , considerando valores de 1x10-9 a 1X10-5, =mω 0.95, =fω  0.05,  

=maxλ 1x10-5, =DC 0 y =S 0 y de las figuras IV.9 a la IV.12 la variable es mω , tomando 

valores de 0.99 a 0.70, mf ωω −=1 ,  =maxλ 1x10-5, =minλ 1x10-7, =DC 0 y =S 0.  

 
En general, los puntos importantes a notar en estas gráficas son: 
 
• Las curvas en el dominio de Laplace muestran un comportamiento similar a aquel en el 

dominio del tiempo y por lo tanto, es posible identificar también las características del 
yacimiento 6. 

 
 
• Como se esperaría, se obtiene una respuesta semejante a aquella para el modelo de 

bloque de un sólo tamaño cuando  minλ  se aproxima a maxλ , o viceversa. 

 
 
• La curva de la función derivada de la presión muestra diferentes formas debido al efecto 

que causa en el flujo interporoso la variación del tamaño de bloque, lo cual implica, que 
la contribución de cada tamaño de bloque afecta la variación de la presión con respecto 
al tiempo dependiendo del coeficiente del flujo interporoso, provocando de esta manera 
el cambio en la forma de la curva. Debido a su sensibilidad implícita, la curva de la 
derivada es la  que proporcionan una mayor información acerca de las condiciones 
dinámicas del yacimiento. 

 
 
• En esta misma curva, tanto para el régimen de flujo transitorio como 

pseudoestacionario, se observa un valle o “mínimo” que representa el tiempo de  
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transición en el que la presión en ambos sistemas alcanza un equilibrio; en dicho 
“mínimo” o valle, también  puede notarse que la presión es más sensible a la variación 
de mω  (u fω ), parámetro que determina la profundidad del valle; mientras que el 

tiempo es más sensible a la variación de minλ  ó maxλ , parámetro que determina la 

duración del periodo de transición. 
 
• La selección de la mejor solución entre los modelos de doble porosidad, flujo 

interporoso pseudoestacionario o transitorio, es generalmente sencilla; con el modelo 
pseudoestacionario, la caída de la derivada de la presión durante la transición (“el 
mínimo”) es función del tiempo de transición. Largos tiempos de transición, 
correspondientes a valores de fω  pequeños (figuras IV.3, IV.6, IV.9 y IV.12), dan 

como resultado valores (niveles) para la función derivada de la presión más pequeños 
que el límite práctico de 0.25 de la solución transitoria. Por otro lado, puede resultar 
ambiguo cuando el tiempo de transición es corto, ya que en esos casos las curvas para 
flujo pseudoestacionario generadas con un valor grande de fω , pueden producir 

soluciones similares a las del flujo transitorio generadas con valores más pequeños  de 

fω 22.   
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Figura IV.1  Gráfica de la presión adimensional )( )DDw tp  y de la función derivada de la presión DDDwD dttdpt )(  contra Dt ,  para la 

respuesta de decremento en un pozo que produce de un yacimiento naturalmente fracturado  con bloques de tamaño variable, dispuestos 

de manera  uniforme, considerando condiciones de transferencia de fluidos  matriz – fractura pseudoestacionaria y maxλ  variable. 
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Figura IV.2  Gráfica de la presión adimensional )( DDw tp  y de la función derivada de la presión DDDwD dttdpt )(  contra Dt ,  para la 

respuesta de decremento en un pozo que produce de un yacimiento naturalmente fracturado  con bloques de tamaño variable, dispuestos de 

manera  uniforme, considerando condiciones de transferencia de fluidos  matriz – fractura pseudoestacionaria y minλ  variable. 
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Figura IV.3  Gráfica de la presión adimensional )( DDw tp  y de la función derivada de la presión DDDwD dttdpt )(  contra Dt ,  para la 

respuesta de decremento en un pozo que produce de un yacimiento naturalmente fracturado  con bloques de tamaño variable, dispuestos de 

manera  uniforme, considerando condiciones de transferencia de fluidos  matriz – fractura pseudoestacionaria y mω  variable. 
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Figura IV.4  Gráfica de la presión )( DDwD sps  y de la función derivada de la presión adimensionales en el dominio de Laplace17 

)ln()]([ DDDwD sdspsd  contra Ds1 ,  para la respuesta de decremento en un pozo que produce de un yacimiento naturalmente fracturado  con bloques 

de tamaño variable, dispuestos de manera  uniforme, considerando condiciones de transferencia de fluidos  matriz – fractura pseudoestacionaria y 

maxλ  variable. 



 
Facultad de Ingeniería 

57 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura IV.5  Gráfica de la presión )( DDwD sps  y de la función derivada de la presión adimensionales en el dominio de Laplace17 

)ln()]([ DDDwD sdspsd  contra Ds1 ,  para la respuesta de decremento en un pozo que produce de un yacimiento naturalmente fracturado  

con bloques de tamaño variable, dispuestos de manera  uniforme, considerando condiciones de transferencia de fluidos  matriz – fractura 

pseudoestacionaria y minλ  variable. 
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Figura IV.6  Gráfica de la presión )( DDwD sps  y de la función derivada de la presión adimensionales en el dominio de Laplace17 

)ln()]([ DDDwD sdspsd  contra Ds1 ,  para la respuesta de decremento en un pozo que produce de un yacimiento naturalmente fracturado  

con bloques de tamaño variable, dispuestos de manera  uniforme, considerando condiciones de transferencia de fluidos  matriz – fractura 

pseudoestacionaria y mω  variable. 
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Figura IV.7  Gráfica de la presión adimensional )( DDw tp  y de la función derivada de la presión DDDwD dttdpt )(  contra Dt ,  para la 

respuesta de decremento en un pozo que produce de un yacimiento naturalmente fracturado  con bloques de tamaño variable, dispuestos de 

manera  uniforme, considerando condiciones de transferencia de fluidos  matriz – fractura transitoria y maxλ  variable. 
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Figura IV.8  Gráfica de la presión adimensional )( DDw tp  y de la función derivada de la presión DDDwD dttdpt )(  contra Dt ,  para la 

respuesta de decremento en un pozo que produce de un yacimiento naturalmente fracturado  con bloques de tamaño variable, dispuestos de 

manera  uniforme, considerando condiciones de transferencia de fluidos  matriz – fractura transitoria y minλ  variable. 
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Figura IV.9  Gráfica de la presión adimensional )( DDw tp  y de la función derivada de la presión DDDwD dttdpt )(  contra Dt ,  para la 

respuesta de decremento en un pozo que produce de un yacimiento naturalmente fracturado  con bloques de tamaño variable, dispuestos de 

manera  uniforme; considerando condiciones de transferencia de fluidos  matriz – fractura transitoria y mω  variable. 
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Figura IV.10 Gráfica de la presión )( DDwD sps  y de la función derivada de la presión adimensionales en el dominio de Laplace17 

)ln()]([ DDDwD sdspsd  contra Ds1 ,  para la respuesta de decremento en un pozo que produce de un yacimiento naturalmente fracturado  

con bloques de tamaño variable, dispuestos de manera  uniforme, considerando condiciones de transferencia de fluidos  matriz – fractura 

transitoria  y maxλ  variable. 
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Figura IV.11 Gráfica de la presión )( DDwD sps  y de la función derivada de la presión adimensionales en el dominio de Laplace17 

)ln()]([ DDDwD sdspsd  contra Ds1 ,  para la respuesta de decremento en un pozo que produce de un yacimiento naturalmente fracturado  con 

bloques de tamaño variable, dispuestos de manera  uniforme, considerando condiciones de transferencia de fluidos  matriz – fractura 

transitoria  y minλ  variable. 
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Figura IV.12 Gráfica de la presión )( DDwD sps  y de la función derivada de la presión adimensionales en el dominio de Laplace17 

)ln()]([ DDDwD sdspsd  contra Ds1 ,  para la respuesta de decremento en un pozo que produce de un yacimiento naturalmente fracturado  con 

bloques de tamaño variable, dispuestos de manera  uniforme, considerando condiciones de transferencia de fluidos  matriz – fractura 

transitoria  y mω  variable. 
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� Procedimiento para la construcción de las correlaciones empíricas 
 
 
A partir de las gráficas anteriores, se puede observar que en las curvas de las derivadas para 
los diferentes casos se forma un valle cuyo valor mínimo se encuentra en la coordenadas en 
el dominio de Laplace ( )[ ]min][ DDDwDD dsspsds  vs [ ]min1 Ds  y  en el dominio real 

( )[ ]min][ DDDwD dttpdt  vs [ ]minDt , de acuerdo al valor del parámetro que haya sido variado. 

Observando este comportamiento se realizaron más evaluaciones para las soluciones 
obtenidas variando los valores de los diferentes parámetros y se registraron los valores de 

( )[ ]min][ DDDwDD dsspsds  vs [ ]min1 Ds  y de ( )[ ]min][ DDDwD dttpdt  vs [ ]minDt  en que ocurría 

el valle para cada caso.  
 
Una vez que se obtuvieron los resultados anteriores, fue posible generar curvas que 
mostraban un patrón de comportamiento descriptivo de las características del yacimiento. 
La variación de parámetros en dichas evaluaciones se realizó como se muestra en las tablas 
siguientes: 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

λmin 1x10-9 1x10-8 1x10-7 

λmax 
1x10-9 1x10-8 1x10-7 1x10-6 1x10-5 1x10-8 1x10-7 1x10-6 1x10-5 1x10-7 1x10-6 1x10-5 

0.99 0.99 0.99 0.99 0.99 0.99 0.99 0.99 0.99 0.99 0.99 0.99 

0.97 0.97 0.97 0.97 0.97 0.97 0.97 0.97 0.97 0.97 0.97 0.97 

0.95 0.95 0.95 0.95 0.95 0.95 0.95 0.95 0.95 0.95 0.95 0.95 

0.93 0.93 0.93 0.93 0.93 0.93 0.93 0.93 0.93 0.93 0.93 0.93 

0.90 0.90 0.90 0.90 0.90 0.90 0.90 0.90 0.90 0.90 0.90 0.90 

0.87 0.87 0.87 0.87 0.87 0.87 0.87 0.87 0.87 0.87 0.87 0.87 

0.85 0.85 0.85 0.85 0.85 0.85 0.85 0.85 0.85 0.85 0.85 0.85 

0.83 0.83 0.83 0.83 0.83 0.83 0.83 0.83 0.83 0.83 0.83 0.83 

0.80 0.80 0.80 0.80 0.80 0.80 0.80 0.80 0.80 0.80 0.80 0.80 

0.77 0.77 0.77 0.77 0.77 0.77 0.77 0.77 0.77 0.77 0.77 0.77 

0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 

0.73 0.73 0.73 0.73 0.73 0.73 0.73 0.73 0.73 0.73 0.73 0.73 

 
 
 
 
 
 
ωm 

 
 
 
 

0.70 0.70 0.70 0.70 0.70 0.70 0.70 0.70 0.70 0.70 0.70 0.70 

Tabla IV.1 Patrón de variación de los parámetros para la formulación de las correlaciones empíricas. Los 
valores de  λmin utilizados para realizar las corridas fueron 1x10-9, 1x10-8, 1x10-7, 1x10-6 y 1x10-5; en esta 
tabla sólo se muestran los tres primeros valores para ejemplificar el procedimiento. 
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λmin 1x10-10 1x10-9 

ωm 
0.99 0.95 0.90 0.80 0.70 0.99 0.95 0.90 0.80 0.70 

1x10-10 1x10-10 1x10-10 1x10-10 1x10-10 1x10-9 1x10-9 1x10-9 1x10-9 1x10-9 

5x10-10 5x10-10 5x10-10 5x10-10 5x10-10 5x10-9 5x10-9 5x10-9 5x10-9 5x10-9 

7.5x10-10 7.5x10-10 7.5x10-10 7.5x10-10 7.5x10-10 7.5x10-9 7.5x10-9 7.5x10-9 7.5x10-9 7.5x10-9 

1x10-9 1x10-9 1x10-9 1x10-9 1x10-9 1x10-8 1x10-8 1x10-8 1x10-8 1x10-8 

5x10-9 5x10-9 5x10-9 5x10-9 5x10-9 5x10-8 5x10-8 5x10-8 5x10-8 5x10-8 

7.5x10-9 7.5x10-9 7.5x10-9 7.5x10-9 7.5x10-9 7.5x10-8 7.5x10-8 7.5x10-8 7.5x10-8 7.5x10-8 

1x10-8 1x10-8 1x10-8 1x10-8 1x10-8 1x10-7 1x10-7 1x10-7 1x10-7 1x10-7 

5x10-8 5x10-8 5x10-8 5x10-8 5x10-8 5x10-7 5x10-7 5x10-7 5x10-7 5x10-7 

7.5x10-8 7.5x10-8 7.5x10-8 7.5x10-8 7.5x10-8 7.5x10-7 7.5x10-7 7.5x10-7 7.5x10-7 7.5x10-7 

1x10-7 1x10-7 1x10-7 1x10-7 1x10-7 1x10-6 1x10-6 1x10-6 1x10-6 1x10-6 

5x10-7 5x10-7 5x10-7 5x10-7 5x10-7 5x10-6 5x10-6 5x10-6 5x10-6 5x10-6 

7.5x10-7 7.5x10-7 7.5x10-7 7.5x10-7 7.5x10-7 7.5x10-6 7.5x10-6 7.5x10-6 7.5x10-6 7.5x10-6 

1x10-6 1x10-6 1x10-6 1x10-6 1x10-6 1x10-5 1x10-5 1x10-5 1x10-5 1x10-5 

5x10-6 5x10-6 5x10-6 5x10-6 5x10-6 5x10-5 5x10-5 5x10-5 5x10-5 5x10-5 

7.5x10-6 7.5x10-6 7.5x10-6 7.5x10-6 7.5x10-6 7.5x10-5 7.5x10-5 7.5x10-5 7.5x10-5 7.5x10-5 

1x10-5 1x10-5 1x10-5 1x10-5 1x10-5 1x10-4 1x10-4 1x10-4 1x10-4 1x10-4 

5x10-5 5x10-5 5x10-5 5x10-5 5x10-5 5x10-4 5x10-4 5x10-4 5x10-4 5x10-4 

7.5x10-5 7.5x10-5 7.5x10-5 7.5x10-5 7.5x10-5 7.5x10-4 7.5x10-4 7.5x10-4 7.5x10-4 7.5x10-4 

1x10-4 1x10-4 1x10-4 1x10-4 1x10-4 1x10-3 1x10-3 1x10-3 1x10-3 1x10-3 

5x10-4 5x10-4 5x10-4 5x10-4 5x10-4      

7.5x10-4 7.5x10-4 7.5x10-4 7.5x10-4 7.5x10-4      

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

λmax 

1x10-3 1x10-3 1x10-3 1x10-3 1x10-3      

 
 
El procedimiento descrito por medio de las tablas anteriores fue realizado de la misma 
manera para los casos de regímenes de flujo transitorio y pseudoestacionario, tanto en el 
dominio del tiempo como en el de Laplace. 
 
A continuación, a manera de ilustración, se muestran y describen algunas de las gráficas 
que fueron elaboradas al utilizar el procedimiento anterior: 
 
Las figuras IV.13 a) y b) corresponden al régimen de transferencia matriz - fractura 
pseudoestacionaria, en el dominio del tiempo. La figura IV.13 a) se elaboró utilizando un 
valor  10

min 101 −= xλ constante, variando los valores de mω  (0.99, 0.95, 0.90, 0.80, 0.70) y  

 

Tabla IV.2 Patrón de variación de los parámetros para la formulación de las correlaciones empíricas. Los 
valores de  λmin utilizados para realizar las corridas fueron 1x10-10, 1x10-9, 1x10-8, 1x10-7, 1x10-6, 1x10-5 y 
1x10-4; en esta tabla sólo se muestran los dos primeros valores para ejemplificar el procedimiento. 
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para cada valor de mω  se varió maxλ , adquiriendo valores desde 10101 −x  hasta 3101 −x . 

Asimismo, en la figura IV.13 b) se mantuvo constante el valor de 5
min 101 −= xλ  y para cada 

valor de mω  se tomaron valores de maxλ  desde 5101 −x  hasta 3101 −x . 

 
Las figuras siguientes, IV.14 a) y b) corresponden al régimen de transferencia matriz - 
fractura pseudoestacionaria en el dominio de Laplace y se generaron usando valores de 

9
min 101 −= xλ y maxλ  desde 9101 −x  hasta 3101 −x  y de 5

min 101 −= xλ y maxλ  desde 5101 −x  

hasta 3101 −x , respectivamente (los valores de mω  que se utilizaron son los mismos en todos 

los casos). 
 
A continuación, se encuentran las figuras correspondientes al régimen de transferencia 
matriz fractura transitoria en el dominio del tiempo, IV.15 a) y b), para las cuales se 
utilizaron valores de 6

min 101 −= xλ y maxλ  desde 6101 −x  hasta 3101 −x  y de 5
min 101 −= xλ y 

maxλ  desde 5101 −x  hasta 3101 −x ,  y las correspondientes al mismo régimen en el dominio de 

Laplace, IV.16 a) y b), con valores de 6
min 101 −= xλ y maxλ  desde 6101 −x  hasta 3101 −x  y de 

5
min 101 −= xλ y maxλ  desde 5101 −x  hasta 3101 −x . 

 
 Debe observarse que en cada caso conforme aumenta el valor de minλ el valor de puntos 

que se obtiene disminuye dado que el valor de maxλ  por obviedad no puede ser menor que 

el de minλ . 
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Figura IV.13 a) Flujo pseudoestacionario en el dominio del tiempo, 10
min 101 −= xλ . 

Figura IV.13 b) Flujo pseudoestacionario en el dominio del tiempo, 5
min 101 −= xλ . 
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Figura IV.14 a) Flujo pseudoestacionario en el dominio de Laplace, 9
min 101 −= xλ . 

Figura IV.14 b) Flujo pseudoestacionario en el dominio de Laplace, 5
min 101 −= xλ . 
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Figura IV.15 a) Flujo transitorio en el dominio del tiempo, 6
min 101 −= xλ . 

Figura IV.15 b) Flujo transitorio en el dominio del tiempo, 5
min 101 −= xλ . 
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Figura IV.16 a) Flujo transitorio en el dominio de Laplace, 6
min 101 −= xλ . 

Figura IV.16 b) Flujo transitorio en el dominio de Laplace, 5
min 101 −= xλ . 
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En las gráficas anteriormente mostradas es de suma importancia notar que, efectivamente, 
existe un patrón de comportamiento que señala la posibilidad de establecer una ecuación 
general que exprese dicho comportamiento. La expresión general corresponde 
principalmente a la de una recta, por lo cual se procedió a encontrar la ecuación de 
tendencia de cada una de las curvas, asociarlas a una recta, y encontrar la relación que 
existe entre los componentes de la misma (pendiente y ordenada al origen) y los parámetros 
que varían; con este fin se realizaron gráficas de la pendiente y de la ordenada al origen 
contra alguno de los parámetros del yacimiento.  
 
Cabe mencionar que en algunos casos estas gráficas generaban nuevamente una familia de 
curvas, de manera que a éstas se les asignaba una ecuación de tendencia asociada a una 
recta y se graficaba la pendiente y ordenada al origen contra alguno de los parámetros del 
yacimiento, diferente al de las gráficas anteriores, para encontrar la relación con éste y así 
obtener expresiones en las que la pendiente y la ordenada al origen son las variables 
dependientes, mientras la variable independiente es alguno de los parámetros del 
yacimiento; al final, se encuentra una ecuación de la recta en la cual tanto la pendiente 
como la ordenada al origen son funciones de  maxλ , minλ , mω , fω ó Dt , que dados datos de la 

función derivada de la presión adimensional (en el dominio del tiempo y de Laplace) y de 
tiempo adimensional  contribuye a encontrar un valor adecuado para cada uno de los 
parámetros que describen a un yacimiento naturalmente fracturado.  
 
Se muestran a continuación algunas de estás gráficas, correspondientes a la transferencia 
matriz – fractura pseudoestacionaria, para ilustrar este procedimiento.  
 
• Construcción de la gráfica  ( )[ ]min][ DDDwD dttpdt  vs fω  (o ( )[ ]min][ DDDwD dttpdt  vs 

[ ]minDt o ( )[ ]min][ DDDwDD dsspsds  vs [ ]min1 Ds ) 
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• Obtención de las ecuaciones de tendencia de cada curva de la gráfica anterior 
 

 
 
de donde se obtienen las ecuaciones de tendencia siguientes: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
• Gráficas de la pendiente y la ordenada al origen de las ecuaciones de tendencia 

anteriores (y de las obtenidas de las gráficas generadas con diferentes minλ ) contra 
alguno de los parámetros del yacimiento y sus ecuaciones de tendencia (en este caso la 
curva de las diferentes gráficas es aproximadamente la misma, de otra forma generará 
otra familia de curvas de la cual deberá buscarse un modelo que la describa). 

 
 
 

Para 9
max 101 −= xλ  

6857.0

min 7027.0´ −= fDwp ω  

Para 8
max 101 −= xλ  

6216.0

min 7239.0´ −= fDwp ω  

Para 7
max 101 −= xλ  

4695.0

min 7138.0´ −= fDwp ω  

Para 6
max 101 −= xλ  

2777.0

min 5781.0´ −= fDwp ω  

Para 5
max 101 −= xλ  

1208.0

min 4414.0´ −= fDwp ω  
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• Con las ecuaciones de tendencia anteriores y respetando la forma de ecuación de una 

recta m
fDw bp ω=´ , de la primera gráfica (gráfica de procedencia) se construye una 

correlación empírica de la manera siguiente: 
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Realizando reiteradamente el procedimiento antes descrito, se obtienen las correlaciones 
empíricas siguientes: 
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RÉGIMEN DE FLUJO MODELO EMPÍRICO 
GENERAL 

MODELO EMPÍRICO 
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Pseudoestacionario 
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               Tabla IV.3 Correlaciones empíricas en función de maxλ , minλ  y fω . 
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Nótese que tanto para el caso de régimen transitorio como para el de régimen 
pseudoestacionario se tienen tres ecuaciones y tres variables desconocidas en total ( 0maxλ , 

0minλ  y 0fω ); puesto que una vez que se tenga la prueba de presión se puede conocer 

( )[ ]min][ DDDwD dsspsds , ( )[ ]min][ DDDwD dttpdt  y [ ]minDt  es posible encontrar el valor de las 

variables desconocidas resolviendo este problema como un sistema de tres ecuaciones con 
tres incógnitas. Así, el valor resultante de estas variables es un valor cercano al valor real.  
 
Ya encontrados los valores 0maxλ , 0minλ  y 0fω  puede determinarse un valor más 

aproximado al real por diversos métodos; en esta tesis se propone una forma de aproximar 
estos valores por medio de un método de sensibilidad, para lo que fue necesario realizar 
primeramente un análisis de sensibilidad que permitiera saber cuanto se afecta el valor de la 
presión o del tiempo, cuando se varía cada uno de los parámetros. A este tipo de análisis se 
le conoce como análisis de tornado; el cuadro siguiente describe y resume su elaboración: 
 

Parámetro ESCENARIOS 
 mínimo medio máximo 

mω  0.8 0.89 0.99 

maxλ  1.0x10-7 1.0x10-06 1.0x10-05 

maxλ  1.0x10-09 1.0x10-08 1.0x10-07 

Presión  0.33295362  

Tiempo  700001  

 

Parámetro pDw máxima pDw  mínima rango sw2 
Variabilidad 

% 

mω  0.26194858 0.37061779 -0.10866921 0.011809 57.50% 

maxλ  0.37172471 0.30566481 0.06605989 0.00436391 21.25% 

maxλ  0.30566103 0.37172877 -0.06606774 0.00436495 21.25% 
suma= 0.02053785 100.00% 

    

Parámetro tD máximo tD mínimo rango sw2 
Variabilidad 

% 

mω  270001 1000001 -730000 5.329x1011 2.27% 

maxλ  400001 3540001 -3140000 9.8596x1012 42.09% 

maxλ  350001 3960001 -3610000 1.3032x1013 55.63% 
 suma= 2.3425x1013 100.00% 

 
En la tabla que contiene los diferentes escenarios, se muestran los valores que cada uno de 
los parámetros puede tomar y el valor que se obtiene de la presión y del tiempo evaluados 
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en el escenario medio. Por otro lado, en la tabla siguiente se muestran los valores de la  
presión y  del tiempo evaluados tanto en el escenario máximo como en el mínimo de cada 
uno de los parámetros obteniendo de ello dos datos principales; el rango que determina si el  
parámetro del cual proviene debe disminuir o aumentar su valor y la variabilidad que 
determina cuál es el parámetro que más afecta, en este caso, a la presión o al tiempo. 
 
De esta manera, considerando diferentes escenarios de interés, se determinó cual es la 
variable más influyente en cada uno de ellos. En el cuadro siguiente se resumen los 
resultados obtenidos en dicho análisis. 
 
• Regímenes de flujo transitorio y pseudoestacionario 
 
 
 

VARIABLE RANGO DE 
VARIACIÓN 

VARIABLE QUE MÁS 
AFECTA A LA PRESIÓN 

VARIABLE QUE MÁS 
AFECTA  AL TIEMPO 

fω  0.8 – 0.99 

maxλ  1X10-5 – 1X10-6 

minλ  1X10-6 – 1X10-9 

 

fω  
 

minλ  

fω  0.8 – 0.99 

maxλ  1X10-5 – 1X10-7 

minλ  1X10-7 – 1X10-9 

 

fω  
 

minλ  

fω  0.8 – 0.99 

maxλ  1X10-5 – 1X10-8 

minλ  1X10-8 – 1X10-9 

 

fω  
 

maxλ  

 
Es posible concluir, con base también en el análisis, lo siguiente: 
 
• La variación de fω  y de minλ  es inversamente proporcional al valor de la presión. 

• La variación de maxλ  es directamente proporcional al valor de la presión. 

• La variación de de fω , maxλ  y  minλ  es inversamente proporcional al valor del tiempo. 

 
Considerando lo anterior y variando los parámetros que más afectan a los valores ya sea de 
la presión o del tiempo tomando como valores iniciales aquellos obtenidos en el sistema de 
ecuaciones; 0maxλ , 0minλ  y 0fω  (cuyo rango es el que debe ser tomado en cuenta al 

comparar con la tabla anterior), se obtienen valores más cercanos a los reales de estos 
parámetros que caracterizan al sistema matriz – fractura ( maxλ , minλ , mω  y fω ) además del 

rango de variación del tamaño de bloque (maxh  y minh ). Este procedimiento se ilustra en el 

esquema siguiente: 
 

Tabla IV.4 Parámetros que influyen significativamente en el valor de la presión y del tiempo de acuerdo 
con el análisis de tornado. 
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Prueba de presión, se conoce 
( )[ ]min][ DDDwDD dsspsds , 

( )[ ]min][ DDDwD dttpdt  y 

[ ]minDt  

¿transferencia de 
fluidos matriz – 
fractura transitoria? 

Seleccionar el conjunto de 
correlaciones empíricas 
para el régimen de flujo 
transitorio. 

Seleccionar el conjunto de 
correlaciones empíricas 
para el régimen de flujo 
pseudoestacionario. 

Resolver el sistema de 
ecuaciones; se obtienen 

0maxλ , 0minλ  y 0fω . 

Resolver el sistema de 
ecuaciones; se obtienen 

0maxλ , 0minλ  y 0fω . 

sí no 

Evaluar resultados en el modelo 
analítico, ¿valores de  

( )[ ] 0min][ DDDwD dttpdt  y 

[ ] 0minDt  cercanos a los reales? 

Valores óptimos de 

maxλ , minλ  y fω . 

Variar el valor de maxλ , 

minλ  y fω  de acuerdo 

con el análisis de tornado.  

sí 

no 
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� Ejemplo de aplicación  1. Caso hipotético con el modelo analítico. 
 
Sea la prueba de presión en régimen de flujo pseudoestacionario cuya gráfica se muestra a 
continuación: 

 
construida introduciendo los valores siguientes en el modelo analítico: 
 

95.0=mω  
8

max 101 −= xλ  
9

min 101 −= xλ  

 
y obteniendo a partir de ellos los valores siguientes: 
 

( )[ ]min)/1ln(][ DDDwD sdspsd = 0.202068267 

 
( )[ ]min][ DDDwD dttpdt =0.119080787 

 
[ ]minDt =14300001 

 
Considerando las correlaciones empíricas correspondientes y utilizando los tres últimos 
valores (como si éstos fueran reales, obtenidos de una prueba de presión) para resolverlas 
como un sistema de ecuaciones de tres ecuaciones y tres incógnitas se obtienen los valores 
siguientes: 
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0maxλ = 8.21738x10-9 

 

0minλ =1.08381x10-9 

 

0fω =0.0617656 

 
con los cuales también se obtienen los valores siguientes: 
 

( )[ ] 0min)/1ln(][ DDDwD sdspsd = 0.214270332 

 
( )[ ] 0min][ DDDwD dttpdt = 0.130420529 

 
[ ] 0minDt = 17800000 

 
Estos valores son cercanos a los valores “reales” obtenidos con el modelo analítico, sin 
embargo, pueden aproximarse aún más haciendo sensibilidades con los criterios de 
variación que se establecieron anteriormente; los resultados se resumen en las tablas y en la 
gráfica siguientes: 
 
 
 
 
 

Iteración  
fω  maxλ  minλ  ( )[ ]min][ DDDwD dttpdt  [ ]minDt  

Reales 0.05000 1.00000x10-8 1.00000 x10-9 0.11908 14300001 
C. Empíricas 0.061765600 8.21738x10-9 1.08381 x10-9 0.13042 17800000 
Sensibilidad 1 0.053483037 8.21738 x10-9 1.08381 x10-9 0.11870 16200001 
Sensibilidad 2 0.053483037 1.01174 x10-8 1.08381 x10-9 0.122932904 14400001 
Sensibilidad 3 0.050669446 1.01174 x10-8 1.08381 x10-9 0.118664463 13900001 
Sensibilidad 4 0.050669446 9.7174 x10-9 1.08381 x10-9 0.117830368 14200001 
Sensibilidad 5 0.051582753 9.7174E x10-9 1.08381 x10-9 0.11922084 14400001 
Sensibilidad 6 0.051582753 9.8174E x10-9 1.08381 x10-9 0.119434584 14290000 
Sensibilidad 7 0.051324339 9.8174E x10-9 1.08381 x10-9 0.119041423 14250000 
Sensibilidad 8 0.051324339 9.7674 x10-9 1.08381 x10-9 0.118935902 14290000 
Sensibilidad 9 0.051430164 9.7674 x10-9 1.08381 x10-9 0.119096925 14305000 
Sensibilidad 10 0.051430164 9.7724 x10-9 1.08381 x10-9 0.119107502 14302000 
Sensibilidad 11 0.051410651 9.7724 x10-9 1.08381 x10-9 0.119077824 14298000 
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Iteración 

 

( ) min´ DDwD tpt
error 

[ ]minDt  

error 

( ) min´ DDwD tpt  

error relativo 

[ ]minDt  

error relativo 

( ) min´ DDwD tpt  

error porcentual 

[ ]minDt  

error porcentual 

C.Empíricas -0.01134 -0.09523 9.52273 -3499999 -0.24476 24.47552 

Sensibilidad 1 0.00038 0.00318 0.31832 -1900000 -0.13287 13.28671 

Sensibilidad 2 -0.00385 -0.03235 3.23488 -100000 -0.00699 0.69930 

Sensibilidad 3 0.00042 0.00350 0.34961 400000 0.02797 2.79720 

Sensibilidad 4 0.00125 0.01050 1.05006 100000 0.00699 0.69930 

Sensibilidad 5 -0.00014 -0.00118 0.11761 -100000 -0.00699 0.69930 

Sensibilidad 6 -0.00035 -0.00297 0.29711 10001 0.00070 0.06994 

Sensibilidad 7 0.00004 0.00033 0.03306 50001 0.00350 0.34966 

Sensibilidad 8 0.00014 0.00122 0.12167 10001 0.00070 0.06994 

Sensibilidad 9 -0.00002 -0.00014 0.01355 -4999 -0.00035 0.03496 

Sensibilidad 10 -0.00003 -0.00022 0.02243 -1999 -0.00014 0.01398 

Sensibilidad 11 0.000003 0.00002 0.00249 2001 0.00014 0.01399 

 
*Nota: en esta tabla se utiliza ( ) min´ DDwD tpt  como abreviación de ( )[ ]min][ DDDwD dttpdt  
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Como puede observarse en la tabla, en algunos casos se varió el valor de fω  y en otros el 

de maxλ  con el propósito de ajustar el valor de ( )[ ]min][ DDDwD dttpdt o de [ ]minDt de la curva; 

el criterio de variación de estos parámetros se estableció utilizando coeficientes de 
sensibilidad como se muestra a continuación: 
 
Para  determinar el coeficiente de sensibilidad para ( )[ ]min][ DDDwD dttpdt  debe tenerse en 

cuenta que para este caso, de acuerdo con lo establecido anteriormente, el parámetro de 
mayor influencia en el valor de ( )[ ]min][ DDDwD dttpdt  es fω , y por lo tanto, su variabilidad 

con respecto a éste proporciona información acerca de cómo debe ser modificado el valor 
de

0fω  para alcanzar el valor de ( )[ ]min][ DDDwD dttpdt deseado. 

 
Así, para este ejemplo se propuso un valor 01.0=ε  que representa una pequeña variación  
en el valor de 0fω , que posteriormente se utilizó para evaluar los valores de  

( )[ ]min][ DDDwD dttpdt  y de esta manera obtener el coeficiente de sensibilidad. A 

continuación se ejemplifica este cálculo tomando los valores obtenidos por medio de las 
correlaciones empíricas para este caso: 
 

0fω +ε = 0.0617656 + 0.01 =  0.0717656, 

0fω -ε  = 0.0617656 - 0.01 =  0.0517656. 

 
Los valores de min)(´ DDwD tpt (se utilizará esta simbología para simplificar 

( )[ ]min][ DDDwD dttpdt ) obtenidos con el modelo analítico utilizando 0minλ , 0maxλ , 0fω +ε  y 

0fω -ε  son los siguientes: 

 
[ ] εω +0

min)(´
f

DDwD tpt = 0.143544702, 

[ ] εω −0
min)(´

f
DDwD tpt = 0.116162496, 

una vez obtenidos estos valores, se calcula el coeficiente de sensibilidad como sigue: 
 

[ ] [ ] [ ]
0517656.00717656.0

116162196.0143544702.0

)()(

)(´)(´
)(´

00

minmin

0

min 00

−
−=

+−+
=

∆
∆ −−+

εωεωω
εωεω

ff

DDwDDDwD

f

DDwD ff
tpttpt

tpt

 
[ ]

=
∆

∆

0

min)(´

f

DDwD tpt

ω
 1.3691103. 
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Conocidos los valores anteriores,  es necesario determinar la diferencia siguiente:  
 
[ ] [ ]0..minmin )(´)(´ DDwDDDwD tpttpt real − =  0.119080787 – 0.130420529 = – 0.01133974 

 
para establecer la proporción siguiente: 
 

[ ]
00

min 01133974.0

1

3691103.1)(´

x

tpt

f

DDwD −==
∆

∆
ω

, de donde 0x = – 0.00828256. 

 
De esta manera 00828256.00617656.0001 −=+= xff ωω , de donde 1fω = 0.053483037 

que es un valor más aproximado al real y con el cual, usando además los valores de 0minλ y 

0maxλ ,  se obtiene  11870173.0)(´ 1min =DDwD tpt  y  [ ] 162000011min =Dt . Estos valores, en 

conjunto, son los que se seguirán iterando por este mismo método hasta encontrar los 
valores óptimos. 
 
Por otro lado, el procedimiento para determinar el coeficiente de sensibilidad  para [ ]minDt , 

es el mismo que el ilustrado anteriormente, con la excepción de que en este caso el 
parámetro con mayor influencia en el valor de [ ]minDt es maxλ , por lo cual debe establecerse 

la variabilidad del primero con respecto del segundo para establecer un patrón de variación 
en 0maxλ ; a continuación se ejemplifica el cálculo: 

 
Para este caso se propone un valor de 10101 −= xε  con el cual es posible calcular lo 
siguiente: 
 

0maxλ +ε = 81031738.8 −x , 

0maxλ  -ε = 91011738.8 −x , 

 
valores que en conjunto con 0minλ  y 0fω  proporcionan los valores siguientes ( debe notarse 

tanto aquí como en la tabla que se realizaron de manera intercalada las aproximaciones para 
( )[ ]min][ DDDwD dttpdt y para [ ]minDt ; es decir, primero se varió un valor de fω  luego uno de 

maxλ , después uno de fω  y así sucesivamente, con la finalidad de aproximarlos a la par lo 

cual es lo más recomendable): 
 
[ ]( ) 16200001

0maxmin =+ελ Dt , 

[ ]( ) 16400001
0maxmin =−ελ Dt , 
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con los cuales el coeficiente de sensibilidad resultante es: 
 

[ ] 15

0max

min 101x
tD −=

∆
∆

λ
 

 
y como [ ]( ) [ ]( ) 1900000

1minmin −=− DrealD tt , se puede establecer la proporción siguiente: 

 
[ ]

1

15

0max

min 1900000

1

101

x

xtD −==
∆
∆

λ
, de donde 9

1 109.1 −= xx . 

 
Sabiendo que 10max1max x+= λλ = 81001174.1 −x , en conjunto con el valor de 0minλ  y de 1fω , 

se obtiene 122932904.0)(´ 2min =DDwD tpt  y  [ ] 14400012min =Dt . Estos valores en conjunto 

deberán seguir siendo iterados por el mismo método hasta encontrar el valor óptimo. Es 
importante señalar que los coeficientes no deben ser recalculados; aquellos encontrados 
inicialmente se utilizan en las iteraciones precedentes. 
 
Así, se encontró que la mejor aproximación fue dada por los valores utilizados en la 
sensibilidad 11, lo cual también puede notarse en la tabla de errores, en la que el error  
indica, que el valor hallado tanto para ( )[ ]min][ DDDwD dttpdt  como para  [ ]minDt  es menor 

que el real (debido al valor positivo); por otro lado, el error relativo y porcentual indican 
que tan alejados están los valores hallados de los reales, y en este caso se observa que tanto 
el valor de ( )[ ]min][ DDDwD dttpdt  como el de [ ]minDt tienen valores de estos errores 

aceptables que permiten tomarlos como válidos. A continuación, a manera de ejemplo, se 
muestra el cálculo de los errores antes mencionados para la sensibilidad 1: 
 

• Para  ( )[ ]min][ DDDwD dttpdt : 

 
Error  
 

( ) ( ) 00037905.011870173.0119080787.0)(´)(´
1minmin =−=− DDwDrealDDwD tpttpt  

 
Error relativo  
 
( ) ( )

( ) 003183.0
119080787.0

11870173.0119080787.0

)(´

)(´)(´

min

1minmin =−=
−

realDDwD

DDwDrealDDwD

tpt

tpttpt
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Error porcentual 
  

( ) ( )
( ) 3183.0100

119080787.0

11870173.0119080787.0
100

)(´

)(´)(´

min

1minmin =×−=×
−

realDDwD

DDwDrealDDwD

tpt

tpttpt
 

 
 

• Para [ ]minDt : 

 
Error 
 
[ ]( ) [ ]( ) 19000001620000114300001

1minmin −=−=− DrealD tt  

 
Error relativo 
 

 
[ ]( ) [ ]( )

[ ]( ) 13287.0
14300001

1620000114300001

min

1minmin −=−=
−

realD

DrealD

t

tt
 

 
Error porcentual  
 

 
[ ]( ) [ ]( )

[ ]( ) 287.13100
14300001

1620000114300001
100

min

1minmin =×−=×
−

realD

DrealD

t

tt
 

 
 
 Así, los valores finales de este método de sensibilidad son:  
 

=fω 0.051410651, 

948589349.0=mω , 
9

max 107724.9 −= xλ , 
9

min 1008381.1 −= xλ . 
 
Si se cuenta con los datos siguientes: 
 

2917.0=wr pies, 

2.1=mk md,  

1000=fk  md; 

 
de la definición del coeficiente de flujo interporoso se tiene lo siguiente: 
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2
min

2

max
hk

rk

f

wm=λ  y 
2

max

2

min
hk

rk

f

wm=λ , 

 

de donde puede obtenerse que 
2

min

max

min

max








=

h

h

λ
λ

 9,10 . Y así, despejando de ésta a minh : 

 

max

min
maxmin λ

λ
hh = . 

 
Sustituyendo minh en la ecuación de maxλ : 

 

2

max

min
max

2

max














=

λ
λ

λ

hk

rk

f

wm ; 

despejando maxh  se obtiene lo siguiente: 

 

min

2

max λf

wm

k

rk
h = , 

sustituyendo lo valores: 
 

)1008381.1)(1000(

)2917.0)(2.1(
9

2

max −=
x

h ; 

                                               94.306max =h  pies. 

 

Sustituyendo maxh   en  
max

min
maxmin λ

λ
hh =  y resolviendo se tiene: 

 

9

9

min 107724.9

1008381.1
94.306 −

−

=
x

x
h ; 

                                                 218.102min =h  pies. 
Así finalmente: 
 

=fω 0.051410651, 

948589349.0=mω , 
9

max 107724.9 −= xλ , 
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9

min 1008381.1 −= xλ , 

94.306max =h  pies, 

218.102min =h  pies. 
 
 
� Ejemplo de aplicación  2. Caso hipotético con el modelo analítico. 
 
Sea la prueba de presión en régimen de flujo pseudoestacionario cuya gráfica se muestra a 
continuación: 
 

 
elaborada con los valores siguientes en el modelo analítico: 
 

95.0=mω  
5

max 101 −= xλ  
6

min 101 −= xλ  

 
y obteniendo a partir de ellos los valores siguientes: 
 

( )[ ]min)/1ln(][ DDDwD sdspsd = 0.202000579 

( )[ ]min][ DDDwD dttpdt =0.119052629 

[ ]minDt =14301 
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Como puede observarse, en la gráfica anterior sólo se encuentra la curva de la función 
derivada puesto que es la que proporciona la información necesaria para realizar el análisis; 
y como en el ejemplo de aplicación 1, se utilizan las correlaciones empíricas y los valores 

( )[ ]min)/1ln(][ DDDwD sdspsd , ( )[ ]min][ DDDwD dttpdt  y [ ]minDt correspondientes y se  

resuelve el sistema de ecuaciones de tres ecuaciones y tres incógnitas se obtienen los 
siguientes valores: 
 

0maxλ = 8.22821x10-6 

0minλ =1.08011x10-6 

0fω =0.0617082 

 
con los cuales se obtienen los valores siguientes: 
 

( )[ ] 0min)/1ln(][ DDDwD sdspsd = 0.214196798 

 
( )[ ] 0min][ DDDwD dttpdt = 0.13041002 

 
[ ] 0minDt = 17801 

 
Haciendo sensibilidades con los criterios de variación mencionados y los coeficientes de 
sensibilidad, se obtienen los valores presentados en las tablas y en la gráfica siguientes: 
 

Iteración 
fω  maxλ  minλ  ( )[ ]min][ DDDwD dttpdt  [ ]minDt  

Reales 0.05000 1.00000 x10-5 1.00000 x10-6 0.119052629 14301 
C. Empíricas 0.061708200 8.22821 x10-6 1.08011 x10-6 0.13041 17801 
Sensibilidad 1 0.053418401 8.22821 x10-6 1.08011 x10-6 0.11867 16201 
Sensibilidad 2 0.053418401 8.22821 x10-6 1.35154 x10-6 0.114546042 14701 
Sensibilidad 3 0.056707774 8.22821 x10-6 1.35154 x10-6 0.119209715 15301 
Sensibilidad 4 0.056707774 8.22821 x10-6 1.49440 x10-6 0.117471188 14640 
Sensibilidad 5 0.057862074 8.22821 x10-6 1.49440 x10-6 0.119063561 14840 
Sensibilidad 6 0.057862074 8.22821 x10-6 1.57000 x10-6 0.118238381 14521 
Sensibilidad 7 0.058456418 8.22821 x10-6 1.57000 x10-6 0.119049177 14616 
Sensibilidad 8 0.058456418 8.22821 x10-6 1.62000 x10-6 0.118535099 14418 
Sensibilidad 9 0.058834165 8.22821 x10-6 1.62000 x10-6 0.119047125 14477 
Sensibilidad 10 0.058834165 8.22821 x10-6 1.64000 x10-6 0.118848005 14399 
Sensibilidad 11 0.058983521 8.22821 x10-6 1.64000 x10-6 0.119049838 14420 
Sensibilidad 12 0.058983521 8.22821 x10-6 1.66000 x10-6 0.11885438 14346 
Sensibilidad 13 0.059128223 8.22821 x10-6 1.66000 x10-6 0.119049497 14370 
Sensibilidad 14 0.059128223 8.22821 x10-6 1.67000 x10-6 0.118953075 14329 
Sensibilidad 15 0.059200882 8.22821 x10-6 1.67000 x10-6 0.119050934 14342 
Sensibilidad 16 0.059200882 8.22821 x10-6 1.67425 x10-6 0.119010212 14324 
Sensibilidad 17 0.059200882 8.25121 x10-6 1.67425 x10-6 0.119054862 14305 
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Iteración 

 

( ) min´ DDwD tpt
error 

[ ]minDt  

error 

( ) min´ DDwD tpt  

error relativo 

[ ]minDt  

error relativo 

( ) min´ DDwD tpt  

error porcentual 

[ ]minDt  

error porcentual 

C. Empíricas -0.01136 -0.09540 9.53981 -3500 -0.24474 24.47381 

Sensibilidad 1 0.00038 0.00320 0.31967 -1900 -0.13286 13.28578 

Sensibilidad 2 0.00451 0.03785 3.78537 -400 -0.02797 2.79701 

Sensibilidad 3 -0.00016 -0.00132 0.13195 -1000 -0.06993 6.99252 

Sensibilidad 4 0.00158 0.01328 1.32835 -339 -0.02370 2.37046 

Sensibilidad 5 -0.00001 -0.00009 0.00918 -539 -0.03769 3.76897 

Sensibilidad 6 0.00081 0.00684 0.68394 -220 -0.01538 1.53835 

Sensibilidad 7 0.00000 0.00003 0.00290 -315 -0.02203 2.20264 

Sensibilidad 8 0.00052 0.00435 0.43471 -117 -0.00818 0.81812 

Sensibilidad 9 0.00001 0.00005 0.00462 -176 -0.01231 1.23068 

Sensibilidad 10 0.00020 0.00172 0.17188 -98 -0.00685 0.68527 

Sensibilidad 11 0.00000 0.00002 0.00234 -119 -0.00832 0.83211 

Sensibilidad 12 0.00020 0.00167 0.16652 -45 -0.00315 0.31466 

Sensibilidad 13 0.00000 0.00003 0.00263 -69 -0.00482 0.48248 

Sensibilidad 14 0.00010 0.00084 0.08362 -28 -0.00196 0.19579 

Sensibilidad 15 0.00000 0.00001 0.00142 -41 -0.00287 0.28669 

Sensibilidad 16 0.00004 0.00036 0.03563 -23 -0.00161 0.16083 

Sensibilidad 17 0.00000 -0.00002 0.00188 -4 -0.00028 0.02797 

 
*Nota: en esta tabla se utiliza ( ) min´ DDwD tpt  como abreviación de ( )[ ]min][ DDDwD dttpdt  
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Es claro que la mejor aproximación fue encontrada en la sensibilidad 17, lo cual puede 
notarse en la tabla de errores donde principalmente el error porcentual para ambos valores 
de ( )[ ]min][ DDDwD dttpdt  y [ ]minDt , es muy bueno e indica que el valor encontrado no dista 

demasiado del real. En dicha sensibilidad, se utilizaron los siguientes valores:  
 

=fω 0.0517082, 

9482918.0=mω , 
5

max 101 −= xλ , 
6

min 1008011.1 −= xλ . 
 
Si se conocen los datos siguientes:  
 

2917.0=wr pies, 

2.1=mk md,  

1000=fk  md; 

 de igual forma que en el caso anterior utilizando 
2

min

max

min

max








=

h

h

λ
λ

 y  
2

2

hk

rk

f

wm=λ  se obtiene: 

 809.7max =h   pies  y  518.3min =h  pies. 

 
Finalmente: 
 

=fω 0.059200882, 

940799118.0=mω , 
6

max 1025121.8 −= xλ , 
6

min 1067425.1 −= xλ , 

809.7max =h   pies ,  

518.3min =h  pies. 
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 
 
 

A partir de los resultados de esta tesis se pueden establecer las conclusiones siguientes: 
 
• El modelo propuesto en esta tesis, haciendo las consideraciones necesarias para 

representar el comportamiento de un yacimiento con tamaño de bloque constante, se 
valida adecuadamente con el modelo clásico de Warren & Root. 

 
• Para resolver la ecuación de difusión, es posible obtener una buena aproximación de la 

transformada inversa de Laplace por medio del algoritmo de Stehfest.  
 
 
• Los valores de )( DDw tp y de )(´ DDwD tpt  obtenidos con el algoritmo de Stehfest tienen 

una diferencia despreciable utilizando 8, 10 y 12 como valores de N. 
 
• Se observó en la representación gráfica log - log de DwD pt ´  vs Dt , que la función 

derivada de la presión presenta una notable sensibilidad a los cambios en los parámetros 
del yacimiento. 

 
• Se desarrolló un método con el cual se calcularon los parámetros principales de un 

yacimiento naturalmente fracturado (mω , fω , maxλ , minλ , maxh  y minh ) a partir de una 

prueba de presión. 
 
• El ajuste de curvas realizado por este método proporciona buenos resultados, aún 

cuando en la prueba de presión real se considere daño a la formación y factor de 
almacenamiento. 

 
• Se proponen correlaciones empíricas y un procedimiento para la obtención de valores 

iniciales muy aproximados a los reales, con un error razonable que permite la obtención 
de los valores reales de forma rápida. 

 
Lo más adecuado para generar cada curva, es que se utilice un número considerable de 
puntos que pueda definirla correctamente. Para esta trabajo, por ejemplo, se graficaron 
alrededor de diez mil puntos por curva.  

 
En este trabajo, la construcción de las correlaciones empíricas se basa en curvas que no 
consideran el daño a la formación ni el factor de almacenamiento; sin embargo, debido a 
que estos factores sí son considerados en el modelo propuesto, se recomienda para trabajos 
futuros el desarrollo de correlaciones empíricas basado en curvas generadas tomando en 
cuenta dichos factores para obtener una mejor aproximación. 
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NOMENCLATURA 
 
 
B            =  factor de volumen de la formación 

c             =  compresibilidad, [psi-1] 

fc            = compresibilidad total de la fractura, [psi-1] 

mc            = compresibilidad total de la matriz, [psi-1] 

DC           = factor de almacenamiento, adimensional 

( )hf        = función de distribución del tamaño de bloque 

( )Dsg         = parámetro en el argumento de la función de Bessel 

h             = tamaño variable de bloque de matriz, [pies] 

Dh            = tamaño de bloque de matriz, adimensional 

fh            = ancho de la fractura, [pies] 

minh          = tamaño de bloque mínimo, [pies] 

maxh          = tamaño de bloque máximo, [pies] 

fk            = permeabilidad de la fractura, [md] 

mk            = permeabilidad de la matriz, [md] 

( )xK0      = función de Bessel modificada, segundo tipo, cero orden 

( )xK1      = función de Bessel modificada, segundo tipo, primer orden 

)(0 xI      = función de Bessel modificada, primer tipo, cero orden 

)(1 xI       = función de Bessel modificada, primer tipo, primer orden 

Dfp          = presión de la fractura, adimensional 

ip            = presión inicial, [psi] 

Dmp         = presión de la matriz, adimensional 

PSS       = estado pseudoestacionario (pseudo - steady state) 

q           =  gasto, [BCE/D] 
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( )hQ     

 

 = contribución de flujo de un bloque de matriz de tamaño h, [horas-1] 

mQ         = contribución de flujo de la matriz acumulativa, [horas-1] 

r            = coordenada radial, [pies] 

Dr          = coordenada radial, adimensional 

wr         = radio del pozo, [pies] 

s = saturación, adimensional 

Ds           = parámetro de Laplace, adimensional 

S        = factor de daño, adimensional 

t           = tiempo, [horas] 

Dt          = tiempo, adimensional 

USS      = estado transitorio (unsteady state) 

x           = argumento de la función de Bessel 

σ          = factor de forma 

λ         = coeficiente de flujo interporoso, adimensional 

maxλ     = coeficiente de flujo interporoso máximo, adimensional 

0maxλ     = coeficiente de flujo interporoso máximo obtenido de las correlaciones 

empíricas, adimensional 

minλ      = coeficiente de flujo interporoso mínimo, adimensional 

0minλ     = coeficiente de flujo interporoso mínimo obtenido de las correlaciones 

empíricas, adimensional 

µ          = viscosidad, [cp] 

ξ          = coordenadas normales a la interfase matriz – fractura, [pies] 

Dξ         = coordenadas normales a la interfase matriz – fractura, adimensionales 

fφ        = porosidad de la fractura, adimensional 

mφ        = porosidad de la matriz, adimensional 

fω        = coeficiente de almacenamiento de la fractura, adimensional 
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0fω      = coeficiente de almacenamiento de la fractura obtenido de las correlaciones 

empíricas, adimensional 

mω       = coeficiente de almacenamiento de la matriz, adimensional 

0mω       = coeficiente de almacenamiento de la matriz obtenido de las correlaciones 

empíricas, adimensional 
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APÉNDICE A: DETERMINACIÓN DE LA FUNCIÓN DERIVADA DE  
LA PRESIÓN 

 
 

� Función derivada de la presión en el dominio del tiempo 
 
Utilizando la definición de la transformada de la derivada de Laplace se tiene: 
 

)0,()(
1

1

DDfrDDfD

rD

Df rpsps
dt

dp
L

D

D

−=












=
=

 

 
De las condiciones iniciales se sabe que  0)0,( =DDf rp ; entonces: 

 

1
1

)(
=

=

=












D

D

rDDfD

rD

Df sps
dt

dp
L ; 

 

donde  DwrDDf psp
D

=
=1

)(  y   
[ ][ ])()()(

)()(

110

10

xxKxxKSxKsCs

xxKSxK
p

DDD

Dw

++

+
= ; por lo tanto: 

 

[ ] )()()(

)()(

110

10

xxKxxKSxKsC

xxKSxK
ps

DD

DwD

++

+
=  

 
Aplicando la transformada inversa: 
 

{ }
[ ] D

Dw

rD

Df

DD

DDwD

dt

dp

dt

dp

xxKxxKSxKsC

xxKSxK
LspsL

D

==














++

+
=

=

−−

1110

1011

)()()(

)()(
)( ; es decir: 

 

{ })(1
DDwD

D

Dw spsL
dt

dp −= . 

 
Haciendo uso de la regla de la cadena: 
 

{ })(
ln

ln 1
DDwD

D

D

D

Dw spsL
td

td

dt

dp −=  

{ })(
ln

ln
1

DDwD
D

D

D

Dw spsL
dt

td

td

dp −=  
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{ }

D

D

DDwD

D

Dw

dt

td
spsL

td

dp
ln

)(

ln

1−

=  

como 
DD

D

tdt

td 1ln
= ,  entonces: 

 
 
 

{ } { })(
1

)(

ln
1

1

DDwDD

D

DDwD

D

Dw spsLt

t

spsL

td

dp −
−

== , 

 
de donde finalmente: 
 

D

Dw
D

D

Dw

dt

dp
t

td

dp
=

ln
 

 
 
� Función derivada de la presión en el dominio de Laplace 
 
Considerando la transformada de Laplace siguiente: 
 

)0,()(
1

1

DDfrDDfD

rD

Df rpsps
dt

dp
L

D

D

−=












=
=

; 

lo que implica que: 
 













=
=

=
1

1
)(

D

D
rD

Df

rDDfD dt

dp
Lsps ; 

 
por lo tanto, derivando con respecto a s se obtiene lo siguiente: 
 

[ ]
D

rD

Df

D

rDDfD

ds

dt

dp
Ld

ds

spsd
DD



























=
== 11

)(
; 

 
usando la regla de la cadena: 
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[ ]
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rD

Df

D

D

D

rDDfD
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dt

dp
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ds

spsd
DD
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== 11

)/1ln(
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D

rD
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D

D

D
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ds

sd

sd

spsd
DD



























=
== 11 )/1ln(
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Como 
DD

D

sds

sd 1)/1ln( −= ; entonces: 

 

[ ]
D

rD

Df

DD

rDDfD

ds

dt

dp
Ld

ssd

spsd
DD



























=







−

== 11 1
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[ ]
D

rD

Df

D
D
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sd
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DD



























−=
== 11

)/1ln(
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Finalmente, como 












=
=

=
1

1
)(

D

D
rD

Df

rDDfD dt

dp
Lsps ; sustituyendo en la expresión anterior se 

obtiene lo siguiente: 
 

[ ] [ ]
D

rDDfD

D
D

rDDfD

ds

spsd
s

sd

spsd
DD 11

)(

)/1ln(

)(
== −=  

 
Por medio de un procedimiento similar también es posible obtener la expresión siguiente: 
 

[ ] [ ]
D

rDDfD

D
D

rDDfD

ds

spsd
s

sd

spsd
DD 11

)(

)ln(

)(
== =  
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APÉNDICE B: ALGORITMO DE STEHFEST 
 

 
El algoritmo de Stehfest (1970)12 proporciona una aproximación de la transformada inversa 
de Laplace  para una transformada dada; dicho en otras palabras,  dada la transformada de 
Laplace )(spDw , este algoritmo proporciona un valor aproximado )(apDw  de la inversa 

)( DDw tp  para un tiempo Dt  determinado. 

 
Esta evaluación se realiza de la siguiente manera: 
 

                         
(B.1)                           

 
donde: 
 

i
tD

2ln
 en 








i

t
p

D

2ln
 hará las veces de s , el parámetro de la transformada de Laplace, 

 
N  es un parámetro de convergencia del algoritmo, que como puede observarse es el límite 
superior de la suma y su valor debe corresponder a un número par que dependerá de la 
precisión que se utilice en el cálculo numérico; 
 

iV  se define de la manera siguiente: 

 

                  ( ) ( ) ( ) ( )∑
+=

+

−−−−
−=

)2/,min(

2

1

2/
12/

!2!!1!!2/

)!2(
)1(

Ni

i
k

N
N

i ikkikkkN

kk
V ,                       (B.2) 

donde: 
 
min )2/,( Ni es el límite superior de la suma, e implica que para cada caso debe 
seleccionarse el número menor entre i  y 2/N ; k  representa el límite inferior de la suma y 
es determinado usando enteros aritméticos. 
 
Para utilizar el algoritmo de Stehfest  es necesario seleccionar una N . Como  las iV  

dependen solamente de N  , necesitan ser calculadas sólo una vez para cada valor de N  
escogido. En principio, entre más grande sea el valor de N , más exacta será la solución 
numéricamente invertida. Sin embargo, en la práctica, N  está limitada por errores de 
truncamiento. Una característica de las iV  es que sus valores absolutos tienden a aumentar 

conforme N  incrementa. Es recomendable probar varios valores de N  para revisar si se 
obtiene el mismo resultado; en estos casos  es necesaria una gran precisión aritmética. 
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De acuerdo con lo descrito anteriormente, para propósitos de esta tesis con el fin de 
encontrar la mejor aproximación se calcularon los valores de iV  para 8=N , 10=N  y 

12=N ; estos valores  se presentan a continuación: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
Vi N=8 N=10 N=12 

V1 -0.33333333 0.08333333 -0.01666667 
V2 48.3333333 -32.0833333 16.0166667 
V3 -906.000000 1279.000000 -1247.00000 
V4 5464.66667 -15623.6667 27554.3333 
V5 -14376.6667 84244.16670 -263280.833 
V6 18730.0000 -236957.5000 1324138.70 
V7 -11946.6667 375911.6670 -3891705.53 
V8 2986.66667 -340071.667 7053286.33 
V9  164062.5000 -8005336.50 
V10  -32812.50000 5552830.50 
V11   -2155507.2 
V12   359251.200 
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