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principalmente), por la educación de calidad que recib́ı de sus profesores en
la maestŕıa.
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Presentación

La categoŕıa derivada D(A) de una categoŕıa abeliana A es el análogo alge-
braico de la categoŕıa homotópica de espacios topológicos. Nosotros obtene-
mos D(A) de la categoŕıa C (A) de complejos con entradas en A en dos pa-
sos. Primero construimos la categoŕıa cociente K(A), identificando los mor-
fismos entre complejos que son homotópicos. Luego “localizamos” la cate-
goŕıa K(A) construyendo una nueva categoŕıa (de fracciones), que llamamos
K(A)Σ, para Σ un sistema de cuasi-isomorfismos de K(A). Localizar K(A)
es enriquecer su clase de morfismos con inversos para los cuasi-isomorfismos
de Σ. Es a esta localización a la que hemos de llamar la categoŕıa derivada
D(A).

Si C es una categoŕıa pequeña, siempre existen las localizaciones CΣ

(añadiendo los inversos a la presentación por generadores y relaciones de
C , ver caṕıtulo 10 de [?]). Además, CΣ también existe cuando Σ es un
conjunto. Por otro lado, cuando la clase Σ no es un conjunto, la existencia
de localizaciones es un delicado problema de teoŕıa de conjuntos.

Exceptuando el texto [?], que esboza la solución de este problema, es
interesante notar que las referencias estándar lo ignoran. Algunos seguidores
de Grothendieck evitan la dificultad imaginando la existencia de un universo
más grande en el cual C es pequeña y construyen la localización en ese
universo. A pesar de todo, el hecho de que CΣ exista o no en nuestro universo
es importante para otras escuelas de pensamiento. En particular para los
topólogos, quienes necesitan localizar respecto a teoŕıas de homoloǵıa.

En esta tesis consideramos un caso especial, en el cual la localización
CΣ puede ser constrúıda en nuestro universo. Esto pasa cuando Σ es un
“sistema multiplicativo localmente pequeño a la izquierda”. Tratamos el
caso particular cuando Σ es la clase de cuasi-isomorfismos en la categoŕıa
homotópica K(A), para A una categoŕıa de módulos, y probamos que Σ es
localmente pequeño a la izquierda en este caso. Esto prueba que la categoŕıa
derivada D(A) existe (en nuestro universo). Además, probamos que D(A)
tiene una estructura triangulada.
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8 Presentación

La segunda parte de esta tesis está inspirada en la primera sección del
art́ıculo de Beilinson, Ginzburg y Soergel ([?]) aparecido en 1996.

Nosotros probamos detalladamente un caso particular de un teorema
análogo al teorema principal de esa sección. En su art́ıculo, los autores dan
un isomorfismo entre un par de subcategoŕıas de categoŕıas derivadas de
A-módulos, cuando A es un álgebra de Koszul.

Para enunciar el teorema de Beilinson, Ginzburg y Soergel necesitamos
la siguiente definición:

Definición 0.1. Sea R =
⊕
j>0

Rj un anillo graduado (positivamente).

Denotamos por C ↓(R) la subcategoŕıa plena de complejos de R-módu-
los graduados tales que, si Ẋ = (Xi, diX)i∈Z es un complejo en C ↓(R),
entonces existen enteros l y t tales que Xi = 0 si i < l y Xi

j = 0 si
i+j > t. De manera dual, C ↑(R) es la subcategoŕıa plena de complejos
de R-módulos graduados Ẋ = (Xi, diX)i∈Z tales que existen enteros l
y t con Xi = 0 si i > l y Xi

j = 0 si i+ j < t.

Sea D(R) la categoŕıa derivada de R-módulos. Denotemos por D↓(R)
la subcategoŕıa plena de D(R) cuyos objetos son los de C ↓(R), y por
D↑(R) la subcategoŕıa plena de D(R) cuyos objetos son los de C ↑(R).

Las álgebras de Koszul son álgebras graduadas positivamente. En el
art́ıculo [?] se consideran álgebras de Koszul donde la dimensión de cada
Rj es finita, para j ∈ N ∪ {0} y tal que R0 es semisimple.

El teorema afirma lo siguiente:

Teorema 0.2 (Beilinson-Ginzburg-Soergel). Sea A un álgebra graduada de
Koszul y A! su dual, entonces son equivalentes las categoŕıas:

D↑(A!) ∼= D↓(A).

En este trabajo, consideramos álgebras de Koszul donde R0
∼= k×· · ·×k.

Se sabe que un álgebra A de este tipo se puede representar como un álgebra
de carcaj con relaciones A = kQ/I, donde Q es un carcaj finito e I es un
ideal generado por caminos de longitud dos (ideal cuadrático).

Para estudiar los A-módulos graduados introducimos un carcaj QZ e IZ

un ideal cuadrático en kQZ que definimos a continuación:

Definición 0.3. Dado un carcaj Q, tenemos el carcaj infinito QZ cuyo con-
junto de vértices es (QZ)0 = Q0 × Z = {(x, i) | x ∈ Q0, i ∈ Z}, y para

cada flecha x α // y en Q1, entonces (x, i)
(α,i) // (y, i+ 1) es una flecha

en (QZ)1.
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Presentación 9

Para I un ideal admisible de kQ, sea R = kQZ/IZ un cociente del álge-
bra de carcaj kQZ por un ideal homogéneo IZ (definición (??)). R es una
k-álgebra graduada (positivamente). Nosotros probamos que, para un car-
caj Q, las categoŕıas de kQ/I-módulos graduados y de kQZ/IZ-módulos son
equivalentes (proposiciones (??) y (??)). Además, pensamos a los R-módu-
los como representaciones del carcaj QZ (definición (??), teorema (??) y
proposición (??)).

Definición 0.4. Sea AZ = kQZ/IZ, y AZ! := k(QZ)op/(IZ)! su dual (defi-
nición (??)), entonces, para R = AZ, AZ!:

Denotamos por C ↓(R) la subcategoŕıa plena de complejos de R-módu-
los tales que, si Ẋ = (Xi, diX)i∈Z es un complejo en C ↓(R), enton-
ces existen enteros l y t tales que Xi = 0 si i < l y ezX

i = 0 si
i + p(z) > t, donde p(z) denota el peso del vértice z en el carcaj
QZ. Análogamente, C ↑(R) es la subcategoŕıa plena de complejos de
R-módulos Ẋ = (Xi, diX)i∈Z tales que existen enteros l y t con Xi = 0
si i > l y ezXi = 0 si i+ p(z) < t.

Si D(R) es la categoŕıa derivada de R-módulos, denotamos por D↓(R)
la subcategoŕıa plena de D(R) cuyos objetos son los de C ↓(R), y por
D↑(R) la subcategoŕıa plena de D(R) cuyos objetos son los de C ↑(R).

El teorema que se prueba en este trabajo es el siguiente:

Teorema 0.5. Sean AZ = kQZ/IZ y su dual AZ! = k(QZ)op/(IZ)!. Enton-
ces, son equivalentes:

D↓(AZ!) ∼= D↑(AZ).

Nuestro acercamiento para probar el teorema (??) es distinto de la ma-
nera en que los autores de [?] prueban el teorema (??), porque, al probar
que las categoŕıas de kQ/I-módulos graduados y de kQZ/IZ-módulos son
equivalentes, tenemos la ventaja de poder usar las técnicas que se tienen
en teoŕıa de módulos sin hacer distinciones por trabajar con módulos gra-
duados (como ocurre en el art́ıculo [?]). Además, (aunque no lo hacemos
en el presente trabajo) las mismas técnicas que usamos para probar que
D↓(AZ!) ∼= D↑(AZ), permitiŕıan probar que D↑(AZ!) ∼= D↓(AZ).

Uno de los objetivos de esta tesis fue introducirnos en el estudio de
las categoŕıas derivadas. Otro fue el de hacer alcanzables para el lector no
especializado algunos de los resultados del art́ıculo [?]. Con este fin, hemos
tratado de desarrollar el tema escribiendo todos los resultados necesarios
para hacerlo autocontenido, y siempre tratando de que los argumentos sean

Neevia docConverter 5.1



10 Presentación

sencillos y elementales. Se requiere del lector sólo conocimientos básicos de
teoŕıa de categoŕıas y de módulos.

Al principio de cada caṕıtulo damos un pequeño resumen de lo que
ah́ı tratamos.

Neevia docConverter 5.1



Caṕıtulo 1

La Categoŕıa de Complejos

Dedicaremos este caṕıtulo al repaso de nociones básicas de teoŕıa de cate-
goŕıas.

El resultado principal de este caṕıtulo es la prueba de que la categoŕıa
de complejos C (A) es abeliana si A es una categoŕıa abeliana.

Al final del caṕıtulo hablamos de bicomplejos y del complejo total. Estas
nociones nos servirán en el último caṕıtulo, cuando probemos el análogo del
teorema del art́ıculo [?].

1.1. La categoŕıa de complejos C (A)

Recordemos que un objeto 0 de una categoŕıa C es un objeto cero si para
cualquier objeto A ∈ C , HomC (A, 0) y HomC (0, A) consisten de un solo
elemento (0A,0 y 00,A respectivamente). Si 0 y 0′ son objetos cero, entonces
existe un único isomorfismo 00,0′ : 0→ 0′. SiA,B son objetos de C , definimos
el morfismo cero de A en B, 0A,B como la composición 00,B0A,0.

Definición 1.1. Una categoŕıa C es llamada aditiva si satisface las siguien-
tes condiciones:

1. C tiene un objeto cero.

2. HomC (A,B) es un grupo abeliano para cualesquier par de objetos A,B
en C .

3. Para cada terna de objetos A,B,C en C , f, f1, f2 en HomC (A,B), y
g, g1, g2 en HomC (B,C), se tiene

(g1 + g2)f = g1f + g2f y
g(f1 + f2) = gf1 + gf2.
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12 La Categoŕıa de Complejos

4. C tiene coproductos finitos.

Cuando una categoŕıa tiene objeto cero, tiene sentido hablar de núcleos
y conúcleos. Precisemos estas definiciones:

Definición 1.2. Sea g : E → Y . Decimos que u : X → E es un núcleo de g
(y lo denotamos por u = ker g) si:

a) gu = 0, y

b) Si u′ : X ′ → E es tal que gu′ = 0, entonces existe un único morfismo
s : X ′ → X tal que us = u′ en el diagrama:

X ′

s

~~||||||||
u′

��
X u

// E g
// Y.

De manera dual (invirtiendo todas las flechas), tenemos la definición de
conúcleo (que denotamos por cok).

Es fácil ver que todo núcleo es monomorfismo (y, dualmente, todo conú-
cleo es epimorfismo).

Definición 1.3. Una categoŕıa C se dice abeliana si es una categoŕıa aditiva
con las siguientes propiedades adicionales:

1. Cada morfismo en C tiene núcleo y conúcleo.

2. Cada monomorfismo es núcleo de su conúcleo, cada epimorfismo es
conúcleo de su núcleo.

3. Cada morfismo f se factoriza como f = me con m monomorfismo y
e epimorfismo en C .

Definición 1.4. Sea A una categoŕıa abeliana. Definimos C (A) la categoŕıa
cuyos objetos son: Ẋ = (Xi, diX)i∈Z, con Xi objeto en A, y diX : Xi →
Xi+1 un morfismo de objetos en A (llamado morfismo diferencial) tal que
di+1
X diX = 0, para cada i ∈ Z. A los objetos de C (A) se les llama complejos.

Sean los complejos Ẋ y Ẏ . Un morfismo de complejos ḟ : Ẋ → Ẏ es una
sucesión de morfismos ḟ = (f i : Xi → Y i)i∈Z de A, tal que para todo i ∈ Z
el siguiente diagrama conmuta:

Xi

diX
��

f i // Y i

diY
��

Xi+1
f i+1

// Y i+1.
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1.1 La categoŕıa de complejos C (A) 13

Por definición, la composición ḟ ġ = (f i)i∈Z(gi)i∈Z = (f i · gi)i∈Z. A C (A) le
llamamos la categoŕıa de complejos.

Fijemos l ∈ Z. Denotaremos por Ẋ[l] = (Xi+l, (−1)ldi+lX )i∈Z el complejo
cuya i-ésima entrada es Xi+l y cuyo i-ésimo morfismo diferencial es diX[l] =

(−1)ldi+lX .
Notemos que ḟ es monomorfismo si, para cada i ∈ Z, f i lo es. De igual

manera, ḟ es epimorfismo si cada f i, para i ∈ Z, es epimorfismo.
Sea Ẋ un complejo en C (A). Un subcomplejo Ẏ de Ẋ es un monomor-

fismo σ̇ : Ẏ → Ẋ.
Antes de probar la afirmación principal de esta sección, recordemos la

definición de coproducto y su propiedad universal. Probaremos, además, una
proposición y los corolarios que nos serán útiles en la demostración de tal
afirmación.

Definición 1.5. Sea {Zi}i∈J una familia de objetos en una categoŕıa C . Un
coproducto de {Zi}i∈J es un objeto de C (que denotaremos por

∐
i∈J

Zi) junto

con una familia de morfismos {σi : Zi →
∐
i∈J

Zi}i∈J tal que para cualquier

otra familia {fi : Zi → Y }i∈J existe un único morfismo f :
∐
i∈J

Zi → Y en C

que hace conmutar el siguiente diagrama, para todo i ∈ J ,∐
i∈J

Zi f // Y

Zi

σi

OO

fi

88qqqqqqqqqqqqqqq .

El morfismo σi : Zi →
∐
i∈J

Zi se llama la i-ésima inyección.

Proposición 1.6. Sea {Ẋs}s∈J una familia de complejos en C (A) tal que
para cada i ∈ Z el coproducto

∐
s∈J

Xi
s existe. Entonces

∐
s∈J

Ẋs (el coproducto

de {Ẋs}s∈J) existe. La s-ésima inyección σ̇s : Ẋs →
∐
s∈J

Ẋs es {σis}i∈Z, donde

σis : Xi
s →

∐
s∈J

Xi
s es la s-ésima inyección del coproducto

∐
s∈J

Xi
s, para s ∈ J .

Demostración. Sea el complejo Ż tal que Zi :=
∐
s∈J

Xi
s. Definimos

a continuación la colección de morfismos diZ : Zi → Zi+1 de la siguiente
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14 La Categoŕıa de Complejos

manera: Para cada s ∈ J , se tiene:∐
s∈J

Xi
s

diZ //
∐
s∈J

Xi+1
s

Xi
s

σis

OO

σi+1
s diXsooooo

77ooooo

diXs

// Xi+1
s ,

σi+1
s

OO

con σis la inyección canónica, para cada i ∈ Z. Luego, diZ existe y es el único
tal que diZσ

i
s = σi+1

s diXs , por la propiedad universal del coproducto para la
familia {Xi

s}s∈J en A. Ahora veamos que di+1
Z diZ = 0. Tenemos el siguiente

diagrama conmutativo:∐
s∈J

Xi
s

diZ //
∐
s∈J

Xi+1
s

di+1
Z //

∐
s∈J

Xi+2
s

Xi
s

σis

OO

diXs

// Xi+1
s

σi+1
s

OO

di+1
Xs

// Xi+2
s .

σi+2
s

OO

Luego, di+1
Z diZσ

i
s = di+1

Z σi+1
s diXs = σi+2

s di+1
Xs
diXs = 0, para cada s ∈ J .

Por la propiedad universal del coproducto
∐
s∈J

Xi
s, se sigue que di+1

Z diZ = 0.

Entonces Ż = (Zi, diZ)i∈Z es un complejo y se tiene la propiedad universal
del coproducto. En efecto, dada la familia {ḟs : Ẋs → Ẏ }, existe un único
morfismo ḟ que hace conmutar el siguiente diagrama:∐

s∈J
Ẋs

ḟ // Ẏ

Ẋs

σ̇s

OO

ḟs

>>}}}}}}}}}
.

Por la propiedad universal del coproducto
∐
s∈J

Xi
s en la categoŕıa A, para

cada i ∈ Z se tiene la existencia de un único morfismo f i tal que f iσis = f is
en el siguiente diagrama: ∐

s∈J
Xi
s

f i // Y i

Xi
s

σis

OO

f is

>>|||||||||
.
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1.1 La categoŕıa de complejos C (A) 15

Luego, definamos ḟ := (f i)i∈Z. Veamos que ḟ es un morfismo de complejos:∐
s∈J

Xi
s

f i

��

diZ //
∐
s∈J

Xi+1
s

f i+1

��
Y i

diY

// Y i+1.

(1.1)

Para que (??) conmute basta ver que conmuta el cuadrado exterior en el
siguiente diagrama:

Xi
s

f is

��

σis
��

diXs // Xi+1
s

f i+1
s

��

σi+1
s

��∐
s∈J

Xi
s

f i

��

diZ //
∐
s∈J

Xi+1
s

f i+1

��
Y i

diY // Y i+1,

donde f iσis = f is y f i+1σi+1
s = f i+1

s . El cuadrado exterior conmuta porque
ḟs es morfismo del complejo Ẋs en el complejo Ẏ . Luego, tenemos que (??)
conmuta. Entonces vale la proposición. 2

Corolario 1.7. En C (A) existen los coproductos finitos.

Corolario 1.8. Si en A existen los coproductos arbitrarios, entonces en
C (A) existen los coproductos arbitrarios.

Corolario 1.9. Si {Ẋs}s∈J es una familia de complejos en C (A) tal que
para cada i ∈ Z el conjunto de ı́ndices s tales que Xi

s 6= 0 es finito, entonces
existe el coproducto de {Ẋs}s∈J en C (A).

Observemos que, dado un coproducto
∐
i∈I

Xi finito, entonces, además del

conjunto de morfismos {σi : Xi →
∐
i∈I

Xi}i∈I (que llamamos inyecciones),

también tenemos el conjunto de morfismos {πi :
∐
i∈I

Xi → Xi}i∈I (las pro-

yecciones), con las siguientes propiedades:

a) πiσi = 1Xi , para cada i ∈ I.
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16 La Categoŕıa de Complejos

b) πiσj = 0, si i 6= j.

c)
∑
i∈I

σiπi = 1‘Xi .

De hecho, estas propiedades definen al coproducto finito, como se prueba
(por ejemplo) en [?].

Afirmación 1.10. Si A es una categoŕıa abeliana, entonces C (A) también
es una categoŕıa abeliana.

Demostración. Sean Ẋ y Ẏ dos complejos y α̇, β̇ ∈ HomC (A)(Ẋ, Ẏ ).
Entonces, conmuta el diagrama:

Xi

diX
��

αi+βi // Y i

diY
��

Xi+1
αi+1+βi+1

// Y i+1.

Luego, definamos la suma de los morfismos α̇ + β̇ = (αi + βi)i∈Z. Es claro
que con el morfismo 0Ẋ,Ẏ = (0: Xi → Y i)i∈Z y por como se ha definido
la suma de morfismos, se tiene que el grupo (HomC (A)(Ẋ, Ẏ ),+, 0Ẋ,Ẏ ) es
abeliano, para cualesquiera Ẋ, Ẏ en C (A). De hecho, tenemos las primeras
tres condiciones de la definición de categoŕıa aditiva. La existencia de copro-
ductos en C (A) se tiene por los corolarios anteriores. Luego, C (A) es una
categoŕıa aditiva.

Sean los complejos Ẋ, Ẏ y ḟ un morfismo entre ellos. Entonces se tiene
f i : Xi → Y i, para cada i ∈ Z. Sea αi : Ki → Xi el núcleo de f i (este existe
porque A es abeliana). Se tiene el siguiente diagrama:

Ki αi // Xi

diX
��

f i // Y i

diY
��

Ki+1 αi+1
// Xi+1

f i+1
// Y i+1,

para cada i ∈ Z. Notemos que como ḟ es morfismo de Ẋ en Ẏ , para cada
i ∈ Z:

diY f
iαi = f i+1diXα

i.

Además, f iαi = 0, entonces f i+1diXα
i = 0. Puesto que αi+1 es núcleo de

f i+1 (en la categoŕıa abeliana A), existe un único morfismo diK : Ki → Ki+1

en A, tal que para cada i ∈ Z:

diXα
i = αi+1diK .
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1.1 La categoŕıa de complejos C (A) 17

Es claro que αi+2di+1
K diK = di+1

X diXα
i = 0, porque por construcción de los

morfismos diK , los cuadrados conmutan y Ẋ es un complejo. Ya que αi+2 es
monomorfismo, se tiene que di+1

K diK = 0. Por lo tanto K̇ := (Ki, diK)i∈Z es
un complejo y α̇ := (αi)i∈Z es morfismo de complejos.

Veamos que α̇ es un núcleo. Sean Ż un complejo y u̇ : Ż → Ẋ un morfis-
mo de complejos tal que ḟ u̇ = 0, luego, para cada i ∈ Z se tiene el siguiente
diagrama en A, con f iui = 0:

Zi

ui

��
Ki αi // Xi

f i // Y i.

Como αi es núcleo en A, entonces existe λi : Zi → Ki tal que αiλi = ui.
Probemos que λ̇ = (λi)i∈Z es un morfismo de complejos, es decir, que el
siguiente diagrama conmuta:

Zi

λi

��

diZ // Zi+1

λi+1

��
Ki

diK // Ki+1.

(1.2)

Tenemos que:

αi+1(λi+1diZ − diKλi) = αi+1λi+1diZ − αi+1diKλ
i

= ui+1diZ − diXαiλi
= ui+1diZ − diXui = 0.

Esta última igualdad se da porque u̇ es morfismo de complejos. Como αi+1

es monomorfismo en A, se tiene que λi+1diZ − diKλi = 0 y (??) conmuta. De
manera análoga se prueba la existencia del conúcleo en la categoŕıa de los
complejos, que coincide con el conúcleo de A en cada nivel i.

Probemos ahora que todo monomorfismo es núcleo de su conúcleo. Sea
ḟ : Ẋ → Ẏ un monomorfismo. Sean η̇ : Ẏ → Ċ el conúcleo de ḟ , y σ̇ : K̇ → Ẏ
el núcleo de η̇. Como η̇ḟ = 0, por la propiedad universal del núcleo de η̇
(que es σ̇), tenemos que existe un único morfismo u̇ : Ẋ → K̇ con σ̇u̇ = ḟ .

Ẋ
ḟ //

u̇
��

Ẏ
η̇ // Ċ

K̇

σ̇

??�������
.
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18 La Categoŕıa de Complejos

Como ηi : Y i → Ci es conúcleo del monomorfismo f i : Xi → Y i de A y
σi : Ki → Y i es el núcleo de ηi, por ser A abeliana, existe ϕi : Xi → Ki

isomorfismo de A tal que Xi
f i //

ϕi
��

Y i

Ki

σi

>>||||||||

conmuta (pues f i, σi son ambos

núcleos de ηi). Además, tal morfismo ϕi es único (por definición de núcleo).
Luego, ϕi = ui es isomorfismo. Entonces, el morfismo u̇ : Ẋ → K̇ es iso-
morfismo, y ḟ es un núcleo de η̇ en C (A). Dualmente se verifica que cada
epimorfismo es conúcleo de su núcleo.

Sea ḟ : Ẋ → Ẏ un morfismo de C (A). Sea σ̇ : K̇ → Ẋ el núcleo de ḟ y
sea ė : Ẋ → Ċ el conúcleo de σ̇. Como ḟ σ̇ = 0 y ė es conúcleo de σ̇, existe
ṁ : Ċ → Ẏ morfismo en C (A) tal que ṁė = ḟ con ė epimorfismo. Queremos
ver que ṁ es monomorfismo, en el siguiente diagrama conmutativo en C (A):

K̇
σ̇ // Ẋ

ḟ //

ė ��>>>>>>> Ẏ

Ċ

ṁ

@@�������
.

(1.3)

ComoA es abeliana, para cada i ∈ Z hay una factorización f i = mi
1e
i
1, donde

ei1 : Xi → Ci1 es epimorfismo y mi
1 : Ci1 → Y i es monomorfismo. Entonces,

todo núcleo de ei1 es núcleo de mi
1e
i
1, y viceversa. Luego, σi = ker f i =

kermi
1e
i
1
∼= ker ei1. Como ei1 es epimorfismo y A es abeliana, ei = cokσi =

cok ker ei1 ∼= ei1. Entonces, existe un isomorfismo ψi : Ci → Ci1 en A tal que
ψiei = ei1. Tenemos el siguiente diagrama en A:

Ki σi // Xi
f i //

ei

!!CCCCCCCC

ei1

��1
11111111111111 Y i

Ci

mi
==||||||||

ψi

��
Ci1,

mi1

FF

donde, miei = f i = mi
1e
i
1 = mi

1ψ
iei. Pero ei es epimorfismo, entonces,

mi = mi
1ψ

i es composición de monomorfismos, luego, también es mono-
morfismo. Luego, en C (A) se tiene la factorización de ḟ = ṁė con ṁ mo-
nomorfismo y ė epimorfismo. Se sigue que C (A) es una categoŕıa abeliana. 2
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1.2 Sucesiones exactas 19

1.2. Sucesiones exactas

Definición 1.11. Sea A una categoŕıa abeliana.

1. Si f : X → Y es un morfismo de A, entonces Imf ( la imagen de f)
es el subobjeto de Y definido (hasta isomorfismo) como ker cokf .

2. Una sucesión de morfismos X
f // Y

g // Z en A se dice exacta
en Y si y sólo si Imf y ker g son isomorfos como subobjetos de Y .

3. Una sucesión · · · // Xi
fi // Xi+1

fi+1 // · · · de morfismos en A se

llama exacta si y sólo si Xi−1
fi−1 // Xi

fi // Xi+1 es exacta en Xi

para cada i.

Tenemos el siguiente resultado cuya prueba puede consultarse en el
caṕıtulo VIII.3 de [?].

Proposición 1.12. Si A es una categoŕıa abeliana y f : X → Y y g : Y → Z
son morfismos de A, entonces,

1. 0 // X
f // Y es exacta si y sólo si f es monomorfismo.

2. Y
g // Z // 0 es exacta si y sólo si g es epimorfismo.

3. 0 // X
f // Y

g // Z es exacta si y sólo si f es núcleo de g.

4. X
f // Y

g // Z // 0 es exacta si y sólo si g es conúcleo de f .

5. 0 // X
f // Y

g // Z // 0 es exacta si y sólo si f es núcleo de
g y g es conúcleo de f .

Definición 1.13. Sean los morfismos M
f // X y N

g // X . Un (dia-

grama) pullback para {f, g} es un diagrama conmutativo: Z
u //

v

��

N

g

��
M

f // X,

, tal

que para cualquier otro cuadrado conmutativo Z ′
u′ //

v′

��

N

g

��
M

f // X,

, existe un único
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20 La Categoŕıa de Complejos

morfismo λ : Z ′ → Z que hace conmutar los triángulos en el diagrama:

Z ′

v′

��

u′

##
λ
  
Z

u //

v

��

N

g

��
M

f // X.

En este caso decimos que {v, u} es un pullback de {f, g}.

Dualizando esta definición obtenemos la de pushout .

Observación 1.14. Sea el cuadrado conmutativo

Z
u //

v

��

N

g

��
M

f // X,

en una categoŕıa abeliana. Entonces {v, u} es un pullback de {f, g} si y sólo
si la sucesión

0 // Z
( vu )

//M ⊕N
( f, −g )// X,

es exacta.

Demostración. Emplearemos la proposición anterior. Supongamos que
{v, u} es un pullback de {f, g}. Mostraremos que ( vu ) es núcleo de ( f, −g ).
Sea

(
v′

u′

)
: Z ′ →M⊕N , tal que ( f, −g )

(
v′

u′

)
= fv′−gu′ = 0. Luego, conmuta

el cuadrado exterior en el diagrama siguiente:

Z ′

v′

��

u′

##
λ
  
Z

u //

v

��

N

g

��
M

f // X.

(1.4)

De ah́ı la existencia de un único morfismo λ : Z ′ → Z, tal que vλ = v′ y
uλ = u′. Es decir, ( vu )λ =

(
v′

u′

)
.

Rećıprocamente, dados Z ′, v′ y u′ tales que conmuta el cuadrado exte-
rior en el diagrama (??), se tiene el morfismo

(
v′

u′

)
: Z ′ → M ⊕ N tal que
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( f, −g )
(
v′

u′

)
= fv′ − gu′ = 0. Puesto que ( vu ) es núcleo de ( f, −g ), entonces

existe un único morfismo λ : Z ′ → Z tal que ( vu )λ =
(
v′

u′

)
. Entonces, vλ = v′

y uλ = u′. Luego, {v, u} es un pullback de {f, g}. 2

Corolario 1.15. En toda categoŕıa abeliana A existen los pullbacks.

Demostración. Si t : L → Y y g : E → Y son morfismos de A, existe
el núcleo del morfismo ( g, −t ) : E ⊕ L→ Y . Este núcleo es un morfismo de
la forma ( αβ ) : K → E ⊕ L. Luego, tenemos la sucesión exacta

0 // K
(αβ )

// E ⊕ L
( g, −t )// Y

en A y, en consecuencia, el pullback:

K

α

��

β // L

t
��

E
g // Y.

2

Observación 1.16. En la categoŕıa abeliana C (A) tenemos:

1. Dada la sucesión Ẋ
ḟ // Ẏ

ġ // Ż en C (A), esta es una sucesión

exacta en Ẏ si y sólo si la sucesión Xi
f i // Y i

gi // Zi en A es
exacta en Y i para todo i ∈ Z.

2. Dado el cuadrado K̇

α̇
��

β̇ // L̇

ṫ
��

Ė
ġ // Ẏ ,

en C (A), este es un pullback en C (A)

si y sólo si Ki

αi

��

βi // Li

ti

��
Ei

gi // Y i

es un pullback en A para cada i ∈ Z.
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22 La Categoŕıa de Complejos

Proposición 1.17. Dado el morfismo t : L → Y en A (abeliana) y una

sucesión exacta 0 // X
f // E

g // Y // 0 en A, tenemos un dia-
grama conmutativo en A:

0 // X
u // K

s

��

v // L

t
��

// 0

0 // X
f // E

g // Y // 0,

con renglones exactos, donde el cuadrado derecho es un pullback.

Demostración. Sea {s, v} pullback de {g, t}. Puesto que gf = 0 y tam-
bién tenemos el morfismo cero de X en L, por las propiedades del pullback,
tenemos que existe un único morfismo u : X → K, tal que su = f y vu = 0.
Es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

X

f

��

0

##
u

  
K

v //

s

��

L

t
��

E
g // Y.

Probemos que u es un núcleo de v. Sean Z y α : Z → K tal que vα = 0,
entonces 0 = tvα = gsα. Puesto que f es núcleo de g, existe un único
morfismo h : Z → X tal que sα = fh. Veamos que uh = α. Tenemos que:

s(uh− α) = suh− sα = fh− sα = 0 y, además
v(uh− α) = vuh− vα = 0.

Luego, uh = α. Si h′ : Z → X es otro morfismo tal que uh′ = α, tenemos
fh = sα = suh′ = fh′. Pero f es monomorfismo, luego h = h′ y h era única.
Por lo tanto, u es núcleo de v. Aśı, 0 // X

u // K
v // L es exacta en

A. Luego, tenemos en A el siguiente diagrama:

0 // X
u // K

s

��

v // L

t
��

0 // X
f // E

g // Y // 0.

Como g es epimorfismo, tenemos que v también lo es (se prueba, por ejemplo,
en [?], caṕıtulo VIII, proposición 4.2). Por lo tanto, se tiene el diagrama
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conmutativo:

α : 0 // X
u // K

s

��

v // L

t

��

// 0

β : 0 // X
f // E

g // Y // 0.

2

Abusando de la notación, diremos que α es un pullback de β. Procediendo

análogamente, dada 0 // X
f // E

g // Y // 0 una sucesión exacta
en cualquier categoŕıa abeliana y un morfismo s : X → M , podemos cons-
truir una sucesión exacta a partir del pushout de {s, f}. Todo esto vale, en
particular, para la categoŕıa de complejos C (A), si A es abeliana.

1.3. Bicomplejos

Sea A una categoŕıa aditiva con coproductos arbitrarios.

Definición 1.18. Un bicomplejo Ÿ sobre A es una colección de objetos
{Y i,j}i,j∈Z y morfismos {di,j : Y i,j → Y i,j+1}i,j∈Z, {δi,j : Y i,j → Y i+1,j}i,j∈Z
(llamados diferenciales) en A, tales que di,j+1di,j = 0, δi+1,jδi,j = 0 y
δi,j+1di,j + di+1,jδi,j = 0 para cada i, j ∈ Z.

Se puede visualizar como un diagrama infinito de cuadrados anticonmu-
tativos:

...
...

...

· · · // Y i−1,j+1
δi−1,j+1

//

OO

Y i,j+1
δi,j+1

//

OO

Y i+1,j+1 //

OO

· · ·

· · · // Y i−1,j
δi−1,j

//

di−1,j

OO

Y i,j
δi,j //

di,j

OO

Y i+1,j //

di+1,j

OO

· · ·

· · · // Y i−1,j−1
δi−1,j−1

//

di−1,j−1

OO

Y i,j−1
δi,j−1

//

di,j−1

OO

Y i+1,j−1 //

di+1,j−1

OO

· · ·

...

OO

...

OO

...

OO

Un morfismo de bicomplejos f̈ : Ÿ → Z̈ es una colección {f i,j : Y i,j →
Zi,j}i,j∈Z, de morfismos en A que conmutan con las diferenciales. Es decir,
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se tienen diagramas conmutativos:

Y i,j+1
f i,j+1

// Zi,j+1

Y i,j
f i,j //

di,jY

OO

Zi,j

di,jZ

OO Y i+1,j
f i+1,j

// Zi+1,j

Y i,j
f i,j //

δi,jY

OO

Zi,j

δi,jZ

OO

para cada i, j ∈ Z.
Tenemos la categoŕıa de bicomplejos BiC (A), donde la composición

está dada por {f i,j} · {gi,j} = {f i,j · gi,j}.

Afirmación 1.19. Si A es una categoŕıa abeliana, entonces BiC (A) tam-
bién lo es.

Demostración. La prueba de esto es análoga a la de (??). 2

A partir de un bicomplejo Ÿ podemos definir un complejo, el complejo
total de Ÿ , Tot(Ÿ ). Este tiene s-ésima entrada

Tot(Ÿ )s =
∐
i+j=s

Y i,j .

Para ver su s-ésimo morfismo diferencial, hagamos Ṫ := Tot(Ÿ ). Por las
propiedades del coproducto, existe un único morfismo dsT en A que hace
conmutar: ∐

i+j=s
Y i,j dsT //

∐
i+j=s+1

Y i,j

Y i,j

“
di,j

δi,j

”
//

σsi,j

OO

Y i,j+1 ⊕ Y i+1,j ,

(σs+1
i,j+1, σ

s+1
i+1,j )

OO

para cada i+ j = s. Esto es:

dsTσ
s
i,j = σs+1

i,j+1d
i,j + σs+1

i+1,jδ
i,j .

De ah́ı que:

ds+1
T dsTσ

s
i,j = ds+1

T σs+1
i,j+1d

i,j + ds+1
T σs+1

i+1,jδ
i,j

= (σs+2
i,j+2d

i,j+1 + σs+2
i+1,j+1δ

i,j+1)di,j

+(σs+2
i+1,j+1d

i+1,j + σs+2
i+2,jδ

i+1,j)δi,j

= σs+2
i+1,j+1δ

i,j+1di,j + σs+2
i+1,j+1d

i+1,jδi,j

= σs+2
i+1,j+1(di+1,jδi,j + δi,j+1di,j) = 0.
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Por lo tanto, ds+1
T dsT = 0. Entonces, (Tot(Ÿ )s, dsT )s∈Z es un complejo con

entradas en A.
Sea f̈ : Ÿ → Z̈ un morfismo de bicomplejos, entonces tenemos una fami-

lia de morfismos f i,j : Y i,j → Zi,j . Por la propiedad universal del coproducto∐
i+j=s

Y i,j , existe un único morfismo fs que hace conmutar el siguiente dia-

grama:

Tot(Ÿ )s =
∐

i+j=s
Y i,j fs //

∐
i+j=s

Zi,j = Tot(Z̈)s

Y i,j
f i,j //

σsi,j

OO

Zi,j

σ̄si,j

OO

esto pasa para cada i, j tales que i+ j = s ∈ Z. Consideremos el diagrama:∐
i+j=s

Y i,j fs //

dsTY
��

∐
i+j=s

Zi,j

dsTZ
��∐

i+j=s+1
Y i,j fs+1

//
∐

i+j=s+1
Zi,j .

Entonces,

(fs+1dsTY − d
s
TZ
fs)σsi,j = fs+1dsTY σ

s
i,j − dsTZf

sσsi,j
= f s+1(σs+1

i,j+1d
i,j
Y + σs+1

i+1,jδ
i,j
Y )− dsTZ σ̄

s
i,jf

i,j

= f s+1σs+1
i,j+1d

i,j
Y + fs+1σs+1

i+1,jδ
i,j
Y

−(σ̄s+1
i,j+1d

i,j
Z + σ̄s+1

i+1,jδ
i,j
Z )f i,j

= σ̄s+1
i,j+1f

i,j+1di,jY + σ̄s+1
i+1,jf

i+1,jδi,jY
−σ̄s+1

i,j+1d
i,j
Z f

i,j − σ̄s+1
i+1,jδ

i,j
Z f

i,j = 0,

para todo i+ j = s. Luego, fs+1dsTY − d
s
TZ
fs = 0. Por lo tanto,

Tot(f̈) = (fs :
∐
i+j=s

Y i,j −→
∐
i+j=s

Zi,j)s∈Z

es un morfismo de complejos.

Lema 1.20. El funtor Tot: BiC (A) −→ C (A) es exacto (ver definición (??)).

Demostración. Sea 0 // M̈
ü // Ë

v̈ // N̈ // 0 una sucesión
exacta en BiC (A). Entonces, para todo i, j ∈ Z, se tiene que la sucesión

0 //M ij uij // Eij
vij // N ij // 0

Neevia docConverter 5.1
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es exacta en A. Luego, para cada s ∈ Z tenemos que la sucesión:

0 //
∐

i+j=s

M ij
‘
uij //

∐
i+j=s

Eij
‘
vij //

∐
i+j=s

N ij // 0

0 // Tot(M̈)s
Tot(ü)s // Tot(Ë)s

Tot(v̈)s // Tot(N̈)s // 0,

es exacta. Aśı, 0 // Tot(M̈)
Tot(ü) // Tot(Ë)

Tot(v̇) // Tot(N̈) // 0 es exacta y
Tot es un funtor exacto. 2

Lema 1.21. El funtor Tot: BiC (A) −→ C (A) conmuta con coproductos
(ver definición (??)).

Demostración. Sea {Ẍs}s∈T una familia de bicomplejos. Debemos
mostrar que el morfismo ψ̇ dado por la propiedad universal del coproducto∐
s

Tot(Ẍs), y que hace conmutar el diagrama

∐
s

Tot(Ẍs) ψ̇ // Tot(
∐
s
Ẍs)

Tot(Ẍs)

σTot(Ẍs)

OO

Tot(σẌs )

88qqqqqqqqqq

es isomorfismo. Aqúı, λẌs : Ẍs →
∐
s
Ẍs y λTot(Ẍs)

: Tot(Ẍs) →
∐
s

Tot(Ẍs)

son las inyecciones en BiC (A). Para cada bicomplejo Ẍs tenemos las fami-
lias de diferenciales: {dijs : Xij

s → Xij+1
s } y {δijs : Xij

s → Xi+1j
s }. Tenemos

familias de inyecciones que hacen conmutar el siguiente diagrama, donde φn

es un isomorfismo en A:

[Tot(
∐
s
Ẍs)]n =

∐
i+j=n

∐
s
Xij
s

φn //
∐
s

∐
i+j=n

Xij
s =

∐
s

[Tot(Ẍs)]n

∐
s
Xij
s

λn‘
s
X
ij
s

OO

∐
i+j=n

Xij
s

λs‘
i+j=n

X
ij
s

OO

Xij
s

λs
X
ij
s

OO

Xij
s

λn
X
ij
s

OO
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la existencia de φn se tiene por la propiedad universal en A de los copro-
ductos

∐
s
Xij
s y

∐
i+j=n

∐
s
Xij
s . Luego, tenemos que:

φnλn‘
s
X
ij
s

λs
X
ij
s

= λs ‘
i+j=n

X
ij
s

λn
X
ij
s

. (1.5)

Veremos que φ̇ := (φn)n∈Z es un morfismo de complejos. Sean dn y d̂n las
n-ésimas diferenciales de los complejos Tot(

∐
s
Ẍs) y

∐
s

Tot(Ẍs) respectiva-

mente. Entonces, para i+ j = n conmuta:

Xij
s

λs

X
ij
s //

„
dijs
δijs

«
��

∐
s
Xij
s

λn‘
s
X
ij
s

//0B@
‘
s
dijs‘

s
δijs

1CA
��

∐
i+j=n

∐
s
Xij
s

dn

��

Xij+1
s ⊕Xi+1j

s 0@λs

X
ij+1
s

0

0 λs

X
i+1j
s

1A
//
∐
s
Xij+1
s ⊕

∐
s
Xi+1j
s „

λn+1‘
s
X
ij+1
s

, λn+1‘
s
X
i+1j
s

« // ∐
i+1=n+1

∐
s
Xij
s .

Luego,

dnλn‘
s
X
ij
s

λs
X
ij
s

= λn+1‘
s
X
i+1j
s

λs
X
i+1j
s

δijs + λn+1‘
s
X
ij+1
s

λs
X
ij+1
s

dijs .

Entonces, usando la ecuación (??),

φn+1dnλn‘
s
X
ij
s

λs
X
ij
s

= φn+1[λn+1‘
s
X
i+1j
s

λs
X
i+1j
s

δijs + λn+1‘
s
X
ij+1
s

λs
X
ij+1
s

dijs ]

= λs ‘
i+j=n+1

X
i+1j
s

λn+1

X
i+1j
s

δijs + λs ‘
i+j=n+1

X
ij+1
s

λn+1

X
ij+1
s

dijs .

Por otro lado, para i+ j = n, conmuta:

Xij
s

λn

X
ij
s //

„
dijs
δijs

«
��

∐
i+j=n

Xij
s

λs ‘
i+j=n

X
ij
s

//

dnTot(Ẍs)

��

∐
s

∐
i+j=n

Xij
s

d̂n

��

Xij+1
s ⊕Xi+1j

s „
λn+1

X
ij+1
s

, λn+1

X
i+1j
s

«// ∐
i+j=n+1

Xij
s

λs ‘
i+j=n+1

X
ij
s

//
∐
s

∐
i+j=n+1

Xij
s .

Luego,

d̂nλs ‘
i+j=n

X
ij
s

λn
X
ij
s

= λs ‘
i+j=n+1

X
ij
s

[λn+1

X
ij+1
s

dijs + λn+1

X
i+1j
s

δi+1
s ].
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Entonces,

d̂nφnλn‘
s
X
ij
s

λs
X
ij
s

= d̂nλs ‘
i+j=n

X
ij
s

λn
X
ij
s

= λs ‘
i+j=n+1

X
ij
s

[λn+1

X
i+1j
s

δijs + λn+1

X
ij+1
s

dijs ].

Por lo tanto, d̂nφn = φn+1dn, para cada n ∈ Z y se tiene que φ̇ es un
morfismo de complejos. No es dif́ıcil ver que, por la propiedad universal del
coproducto en A, φ̇ψ̇ y ψ̇φ̇ son identidades. Luego, ψ̇ es isomorfismo y el
funtor total conmuta con coproductos. 2
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Caṕıtulo 2

E-sucesiones y Categoŕıa
Homotópica

Las E-sucesiones son sucesiones exactas cortas localmente triviales que le dan
una estructura exacta a la categoŕıa C (A) de complejos. Aqúı probamos que
la noción de E-inyectivo es igual a la de E-proyectivo. Además, para el caso
de A = A−Mod, en el caṕıtulo 5 probaremos que C (A) tiene suficientes
proyectivos, aún cuando A carece de unidad, luego C (A) es una categoŕıa
de Frobenius.

En este caṕıtulo obtenemos el isomorfismo que hay entre los grupos
ExtC (Ẏ , Ẋ) (de E-sucesiones) y HomK(A)(Ẏ , Ẋ[1]) de las clases de morfismos
en K(A) de Ẏ a Ẋ[1], para K(A) la categoŕıa homotópica. Este es esencial
para construir los triángulos en K(A) en el siguiente caṕıtulo.

2.1. E-sucesiones en C (A)

Definición 2.1. Una sucesión exacta localmente trivial de complejos es

una sucesión exacta 0 // Ẋ
ḟ // Ė

ġ // Ẏ // 0 de complejos tal que

para cada i ∈ Z la sucesión 0 // Xi
f i // Ei

gi // Y i // 0 es la trivial
(se divide). A una tal sucesión le llamaremos E-sucesión.

Lema 2.2. Si ḟ : Ẋ → Ė y ġ : Ė → Ẏ son morfismos de C (A), son equiva-
lentes:

1. 0 // Ẋ
ḟ // Ė

ġ // Ẏ // 0 es una E-sucesión.

2. f i es sección, para todo i ∈ Z, y ġ = cokḟ .
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3. gi es retracción, para todo i ∈ Z, y ḟ = ker ġ.

Demostración. Es claro que 1 implica 2. Por otro lado, si vale 2, en-
tonces ḟ es monomorfismo en C (A). Entonces, ḟ = ker cokḟ = ker ġ. Luego,
por la proposición (??), tenemos 1. La demostración de que 1 es equivalente
a 3 es dual. 2

Se tiene la siguiente propiedad:

Sea 0 // Ẋ
ḟ // Ė

ġ // Ẏ // 0 una E-sucesión y sea el morfismo
v̇ : Ż → Ẏ . Hemos visto que existe el pullback de {ġ, v̇} (proposición (??)) y
que este se extiende a una sucesión exacta tal que en el siguiente diagrama
los cuadrados conmutan:

0 // Ẋ
ḣ // Ḟ

u̇
��

k̇ // Ż

v̇
��

// 0

0 // Ẋ
ḟ // Ė

ġ // Ẏ // 0.

Veamos que 0 // Ẋ
ḣ // Ḟ

k̇ // Ż // 0 también es una E-sucesión.
Para cada i ∈ Z se tiene:

βi : 0 // Xi hi // F i

ui

��

ki // Zi

vi

��

// 0

αi : 0 // Xi
f i // Ei

gi // Y i // 0,

como αi se divide, entonces f i es sección, luego existe σi : Ei → Xi tal que
σif i = 1Xi . Entonces σiui : F i → Xi y se tiene σiuihi = σif i = 1Xi , luego
hi es sección y la sucesión βi se divide para cada i ∈ Z. Luego, el pullback
de una E-sucesión se extiende a una E-sucesión. Se tiene el mismo resultado
para pushouts.

Lema 2.3 (Lema del 5). Sea el siguiente un diagrama conmutativo en la
categoŕıa abeliana A, con renglones exactos:

X1
h1 //

f1

��

X2
h2 //

f2

��

X3
h3 //

f3

��

X4
h4 //

f4

��

X5

f5

��
Y1

t1 // Y2
t2 // Y3

t3 // Y4
t4 // Y5.

Si f1, f2, f4, f5 son isomorfismos, entonces f3 también lo es.
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2.1 E-sucesiones en C (A) 31

También se tiene esta versión del lema anterior:

Lema 2.4 (Lema del 5). Sea el siguiente un diagrama conmutativo en la
categoŕıa abeliana A, con renglones exactos:

0 // X1
u1 //

f
��

Y1
v1 //

g

��

Z1
//

h
��

0

0 // X2
u2 // Y2

v2 // Z2
// 0.

1. Si f y h son monomorfismos, entonces g también es monomorfismo.

2. Si f y h son epimorfismos, entonces g también es epimorfismo.

3. Si f y h son isomorfismos, entonces g también es isomorfismo.

Demostración. Ambas demostraciones pueden consultarse en [?] caṕıtu-
lo VIII, sección 4.

Definición 2.5. Diremos que las E-sucesiones:

α : 0 // Ẋ
ḟ // Ė

ġ // Ẏ // 0

β : 0 // Ẋ
ḣ // Ḟ

k̇ // Ẏ // 0

son equivalentes (y lo denotamos por α ∼ β) si existe ṡ : Ė → Ḟ , morfismo
que hace conmutar el diagrama:

0 // Ẋ
ḟ // Ė

ṡ
��

ġ // Ẏ // 0

0 // Ẋ
ḣ // Ḟ

k̇ // Ẏ // 0.

En este caso ṡ resulta isomorfismo, por el lema del 5 aplicado en la
categoŕıa abeliana C (A).

Observación 2.6. Dado el siguiente diagrama conmutativo:

0 // Ẋ
ḣ // Ḟ

ṁ
��

k̇ // Ż

ṅ
��

// 0

0 // Ẋ
ḟ // Ė

ġ // Ẏ // 0,
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cuyos renglones son E-sucesiones, se tiene que el cuadrado derecho es un
pullback y la E-sucesión del renglón superior es equivalente a la constrúıda
con cualquier pullback de {ġ, ṅ}.

Demostración. Supongamos que β : 0 // Ẋ
u̇ // K̇

v̇ // Ż // 0
es la extensión dada por el pullback de {ġ, ṅ}. Luego, conmuta el diagrama

0 // Ẋ
u̇ // K̇

ṫ
��

v̇ // Ż

ṅ
��

// 0

0 // Ẋ
ḟ // Ė

ġ // Ẏ // 0.

Basta probar que existe un morfismo ṡ : Ḟ → K̇, tal que ṡḣ = u̇ y v̇ṡ = k̇
en el diagrama siguiente:

0 // Ẋ
ḣ // Ḟ

ṡ
��

k̇ // Ż // 0

0 // Ẋ
u̇ // K̇

v̇ // Ż // 0.

Como Ḟ

ṁ
��

k̇ // Ż

ṅ
��

Ė
ġ // Ẏ

conmuta, la propiedad universal para el pullback {ṫ, v̇}

nos dice que existe un único morfismo de complejos ṡ : Ḟ → K̇, tal que
v̇ṡ = k̇ y ṫṡ = ṁ. Además,

ṫ(ṡḣ− u̇) = ṫṡḣ− ṫu̇ = ṁḣ− ṫu̇ = ḟ − ḟ = 0, y
v̇(ṡḣ− u̇) = v̇ṡḣ− v̇u̇ = k̇ḣ− v̇u̇ = 0− 0 = 0.

Luego, ṡḣ = u̇ y se tiene lo observado. 2

Observación 2.7. Sean los morfismos de complejos u̇1, u̇2 y u̇3 tales que
conmuta el diagrama siguiente con renglones E-sucesiones

x : 0 // Ẋ

u̇1

��

ḟ // Ė

u̇2

��

ġ // Ẏ

u̇3

��

// 0

x1 : 0 // Ẋ1

ḟ1 // Ė1

ġ1 // Ẏ1
// 0.
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Entonces existe una factorización del morfismo u̇2 tal que en el diagrama

x : 0 // Ẋ

u̇1

��

ḟ // Ė

λ̇
��

ġ // Ẏ // 0

y : 0 // Ẋ1
ṡ // Ḟ

µ̇

��

ṫ // Ẏ

u̇3

��

// 0

x1 : 0 // Ẋ1

ḟ1 // Ė1

ġ1 // Ẏ1
// 0,

la E-sucesión y es pushout de x y a la vez es equivalente al pullback de x1.

Demostración. Dada la extensión x y el morfismo u̇1, obtenemos el
pushout de {u̇1, ḟ} y extendemos a una sucesión exacta que llamamos y.
Luego, tenemos el diagrama:

x : 0 // Ẋ

u̇1

��

ḟ // Ė

λ̇
��

ġ //

u̇2

��

Ẏ // 0

y : 0 // Ẋ1
ṡ // Ḟ

µ̇

��

ṫ // Ẏ

u̇3

��

// 0

0 // Ẋ1

ḟ1 // Ė1

ġ1 // Ẏ1
// 0.

Basta mostrar que existe µ̇ tal que los cuadrados que se forman conmu-
tan, pues esto implica que {µ̇, ṫ} es pullback de {ġ1, u̇3}. Por las propie-
dades del pushout, y como u̇2ḟ = ḟ1u̇1, entonces existe un único morfis-
mo µ̇ : Ḟ → Ė1 tal que µ̇λ̇ = u̇2 y µ̇ṡ = ḟ1. Por otro lado, vemos que
u̇3ṫλ̇ = u̇3ġ = ġ1u̇2 = ġ1µ̇λ̇. Además, u̇3ṫṡ = 0 = ġ1ḟ1 = ġ1µ̇ṡ. Por lo tanto,
por la unicidad en la propiedad universal del pushout, u̇3ṫ = ġ1µ̇. 2

Es claro que, dados Ẋ, Ẏ en C (A), ∼ define una relación de equivalencia
en la clase de todas las E-sucesiones del complejo Ẋ por el complejo Ẏ .
Además, si x es una E-sucesión de Ẋ por Ẏ , denotaremos por [x] su clase
de equivalencia respecto a ∼.

Definición 2.8. Llamaremos ExtC (Ẏ , Ẋ) a la clase de todas las E-sucesiones
de Ẋ por Ẏ módulo la relación de equivalencia dada por ∼.

Observemos que ExtC (Ẏ , Ẋ) tiene estructura de grupo abeliano, con o-
peración la suma de Baer.
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Lema 2.9. Sean Ẋ, Ẏ en C (A). Entonces, cada Ḃ en HomC (A)(Ẏ , Ẋ[1])
determina una E-sucesión

ϕḂ : 0 // Ẋ
σ̇ // Ė

π̇ // Ẏ // 0

donde, para cada i ∈ Z,

1. Ei = Xi ⊕ Y i.

2. diE =
(
diX Bi

0 diY

)
.

3. σi =
(

1Xi
0

)
.

4. πi = ( 0, 1Y i ).

Y rećıprocamente, una E-sucesión

0 // Ẋ
σ̇ // Ė

π̇ // Ẏ // 0

que satisface, para cada i ∈ Z las condiciones (1), (3) y (4) anteriores,
es tal que su i-ésimo morfismo diferencial es como en (2), y determina un
morfismo de complejos Ḃ := (Bi)i∈Z en HomC (A)(Ẏ , Ẋ[1]).

Demostración. Es claro que Ė es un complejo, pues, al ser Ḃ un mor-
fismo de complejos, conmuta el diagrama:

Y i

diY
��

Bi // X[1]i

−di+1
X

��

Y i+1 Bi+1
// X[1]i+1.

Entonces, se tiene la condición:

di+1
X Bi +Bi+1diY = 0, (2.1)

que implica que(
di+1
X Bi+1

0 di+1
Y

)(
diX Bi

0 diY

)
=
(
di+1
X diX di+1

X Bi+Bi+1diY
0 di+1

Y diY

)
= 0.

Claramente los morfismos σ̇ y π̇ son de complejos, pues conmutan con las
diferenciales. Además, en cada i ∈ Z, σi es una sección y πi es una retracción,
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de ah́ı que, localmente ϕḂ se divide. No es dif́ıcil ver que σ̇ = ker π̇, luego,
por el lema (??), ϕḂ es una E-sucesión.

Para el rećıproco, notemos que el i-ésimo morfismo diferencial del com-
plejo Ė debe hacer conmutar el siguiente diagrama:

0 // Xi

diX
��

“
1Xi

0

”
// Xi ⊕ Y i

diE=
“
Ai Bi

Ci Di

”
��

( 0 1Y i ) // Y i

diY
��

// 0

0 // Xi+1 “
1Xi+1

0

” // Xi+1 ⊕ Y i+1
( 0, 1Y i+1 )

// Y i+1 // 0,

luego, se debe tener
(
Ai Bi

Ci Di

)
=
(
diX Bi

0 diY

)
, para algún morfismoBi : Y i → Xi+1

en A, para cada i ∈ Z. También se debe cumplir que:

0 =
(
di+1
X Bi+1

0 di+1
Y

)(
diX Bi

0 diY

)
=
(
di+1
X diX di+1

X Bi+Bi+1diY
0 di+1

Y diY

)
.

Luego, se tiene la condición:

di+1
X Bi +Bi+1diY = 0,

que nos dice que Ḃ := (Bi)i∈Z : Ẏ → Ẋ[1] es un morfismo de complejos. 2

Lema 2.10. Sean Ẋ, Ẏ en C (A), consideremos la función

Ψ: HomC (A)(Ẏ , Ẋ[1]) −→ ExtC (Ẏ , Ẋ)
ḣ 7→ [ϕḣ]

(donde ϕḣ es la definida en el lema (??)). Entonces Ψ es suprayectiva: Si

x : 0 // Ẋ
ḟ // Ė

ġ // Ẏ // 0 es una E-sucesión, para cada i ∈ Z

existen morfismos σi y τ i tales que: 0 // Xi
f i //

Ei
σi
oo

gi //
Y i

τ i
oo // 0 , y

se cumple que σif i = 1Xi, giτ i = 1Y i y 1Ei = f iσi + τ igi. Entonces

ḣ := (σi+1diEτ
i)i∈Z

está en HomC (A)(Ẏ , Ẋ[1]) y satisface que Ψ(ḣ) = [x].
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Demostración. Dada la E-sucesión x, para cada i ∈ Z, el siguiente
diagrama conmuta:

0 // Xi
f i // Ei„

σi

gi

«
��

gi // Y i // 0

0 // Xi “
1Xi

0

”// Xi ⊕ Y i
( 0, 1Y i )

// Y i // 0,

luego, por el lema (??), si :=
(
σi

gi

)
es un isomorfismo en A. Tenemos una

nueva E-sucesión

x : 0 // Ẋ
ḟ
// Ė

ġ
// Ẏ // 0,

definida por: Ei := Xi⊕Y i, diE = si+1diE(si)−1, f i =
(

1Xi
0

)
y gi = ( 0, 1Y i ),

para cada i ∈ Z, tal que x ∼ x. Por el rećıproco del lema (??), la diferencial

diE es de la forma
(
diX hi

0 diY

)
: Xi ⊕ Y i → Xi+1 ⊕ Y i+1, con hi : Y i → Xi+1;

recordemos que es precisamente el morfismo hi el que induce el morfismo
de complejos de Ẏ en Ẋ[1] correspondiente a la E-sucesión x. Puesto que la
inversa de si =

(
σi

gi

)
es (si)−1 = ( f i, τ i ), por definición de diE ,(

diX hi

0 diY

)
=

(
σi+1

gi+1

)
diE ( f i, τ i ) =

(
σi+1

gi+1

)
( diEf i, diEτ i )

=
(
σi+1f i+1diX σi+1diEτ

i

gi+1f i+1diX gi+1diEτ
i

)
=
(
diX σi+1diEτ

i

0 diY g
iτ i

)
=

(
diX σi+1diEτ

i

0 diY

)
.

Por lo tanto, hi := σi+1diEτ
i ∈ HomA(Y i, Xi+1) define un morfismo de

complejos ḣ := (hi)i∈Z en HomC (A)(Ẏ , Ẋ[1]).
Tenemos que Ψ es sobreyectiva, pues Ψ(ḣ) = [x] = [x]. 2

De lo anterior se desprende que ExtC (Ẋ, Ẏ ) es un conjunto.

Proposición 2.11. Sean Ẋ, Ẏ en C (A). El conjunto ExtC (Ẏ , Ẋ) admite
la siguiente estructura natural de grupo. Si [x], [y] están en ExtC (Ẏ , Ẋ), se
define la suma como sigue: Dadas las E-sucesiones

x : 0 // Ẋ
ḟ1 // Ė1

ġ1 // Ẏ // 0

y : 0 // Ẋ
ḟ2 // Ė2

ġ2 // Ẏ // 0,
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tenemos la E-sucesión:

x⊕ y : 0 // Ẋ ⊕ Ẋ
ḟ1⊕ḟ2 // Ė1 ⊕ Ė2

ġ1⊕ġ2 // Ẏ ⊕ Ẏ // 0,

a la cual calculamos su pullback respecto al morfismo diagonal ∆ := ( 1
1 ) : Ẏ →

Ẏ ⊕ Ẏ :

(x⊕ y)∆ : 0 // Ẋ ⊕ Ẋ // Ḟ //

��

Ẏ //

∆
��

0

x⊕ y : 0 // Ẋ ⊕ Ẋ // Ė1 ⊕ Ė2
// Ẏ ⊕ Ẏ // 0,

luego calculamos el pushout de (x⊕y)∆ con respecto al morfismo codiagonal
∇ := ( 1, 1 ) : Ẋ ⊕ Ẋ → Ẋ:

(x⊕ y)∆ : 0 // Ẋ ⊕ Ẋ //

∇
��

Ḟ //

��

Ẏ // 0

∇(x⊕ y)∆ : 0 // Ẋ // Ė // Ẏ // 0.

Definimos [x] + [y] = [∇(x ⊕ y)∆]. El neutro aditivo es [t], donde t es la
sucesión trivial 0 // Ẋ // Ẋ ⊕ Ẏ // Ẏ // 0.

2.2. Categoŕıa homotópica y ExtC

Definición 2.12. Sean α̇, β̇ : Ẋ → Ẏ , morfismos de complejos en C (A).
Decimos que α̇ es homotópico a β̇ (y lo denotamos por α̇ ∼h β̇) si hay una
familia de morfismos {si : Xi → Y i−1}i∈Z en A tales que:

αi − βi = si+1d
i
X + di−1

Y si,

para cada i ∈ Z. En un diagrama, los morfismos se ven aśı:

Ẋ :

β̇
��

α̇
��

· · · // Xi−1
di−1
X //

βi−1

��
αi−1

��

Xi
diX //

βi

��
αi

��
si

oooooo

wwooooo

Xi+1 //

βi+1

��
αi+1

��
si+1

ooooo

wwoooooo

· · ·

Ẏ : · · · // Y i−1
di−1
Y

// Y i
diY

// Y i+1 // · · ·

A la familia {si}i∈Z se le llama homotoṕıa.
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Observación 2.13. La relación de homotoṕıa (∼h) es una relación de e-
quivalencia en HomC (A)(Ẋ, Ẏ ), para cada pareja de complejos Ẋ, Ẏ .

Lema 2.14. Sean Ẋ, Ẏ en C (A) y Ḃ en HomC (A)(Ẏ , Ẋ[1]), entonces ϕḂ
(del lema (??)) es equivalente a la E-sucesión trivial

t : 0 // Ẋ

“
1Ẋ
0

”
// Ẋ ⊕ Ẏ

( 0, 1Ẏ )// Ẏ // 0

si y sólo si Ḃ es homotópico a cero.

Demostración. Usando la notación del lema (??), tenemos que ϕḂ es
equivalente a la E-sucesión trivial t si y sólo si existe un morfismo α̇ : Ė →
Ẋ ⊕ Ẏ que hace conmutar el siguiente diagrama:

ϕḂ : 0 // Ẋ
σ̇ // Ė

α̇
��

π̇ // Ẏ // 0

t : 0 // Ẋ

“
1Ẋ
0

”
// Ẋ ⊕ Ẏ

( 0, 1Ẏ )// Ẏ // 0.

(2.2)

Luego, para cada i ∈ Z tenemos:

ϕi
Ḃ

: 0 // Xi

diX

��

“
1Xi

0

”
// Xi ⊕ Y i„

diX Bi

0 diY

«
��

( 0, 1Y i ) // Y i

diY

��

// 0

ϕi+1
Ḃ

: 0 // Xi+1 “
1Xi+1

0

” // Xi+1 ⊕ Y i+1
( 0, 1Y i+1 )

// Y i+1 // 0,

con Ḃ = (Bi)i∈Z el morfismo correspondiente a ϕḂ en HomC (A)(Ẏ , Ẋ[1]).
Por otro lado, para t tenemos:

ti : 0 // Xi

diX
��

“
1Xi

0

”
// Xi ⊕ Y i„

diX 0

0 diY

«
��

( 0, 1Y i ) // Y i

diY
��

// 0

ti+1 : 0 // Xi+1 “
1Xi+1

0

” // Xi+1 ⊕ Y i+1
( 0, 1Y i+1 )

// Y i+1 // 0.
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El morfismo α̇ es tal que, para cada i ∈ Z conmuta el siguiente diagrama:

ϕi
Ḃ

: 0 // Xi

“
1Xi

0

”
// Xi ⊕ Y i

αi=

„
αi1 α

i
2

αi3 α
i
4

«
��

( 0, 1Y i ) // Y i // 0

ti : 0 // Xi “
1Xi

0

” // Xi ⊕ Y i
( 0, 1Y i )

// Y i // 0.

Luego, se deben cumplir las siguientes condiciones:

1. αi
(

1Xi
0

)
=
(

1Xi
0

)
,

2. ( 0, 1Y i )αi = ( 0, 1Y i ),

3.
(
diX 0

0 diY

)
αi = αi+1

(
diX Bi

0 diY

)
.

Las condiciones (1) y (2) hacen que los cuadrados conmuten en el diagrama
(??), y la condición (3) hace que α̇ sea un morfismo de complejos. De la
condición (1) obtenemos que αi1 = 1Xi y αi3 = 0. Luego, (2) nos dice que
αi4 = 1Y i . Estas condiciones en (3) implican que α̇ existe si y sólo si diXα

i
2 =

Bi + αi+1
2 diY para cada i ∈ Z. Es decir, ϕḂ es equivalente a t si y sólo si

existe una familia de morfismos (αi2 : Y i → Xi)i∈Z tal que

Bi = diXα
i
2 − α

i+1
2 diY

= (−diX)(−αi2) + (−αi+1
2 )diY ,

para cada i ∈ Z. Esto se traduce a que en el siguiente diagrama:

Y i−1

di−1
Y

��

Bi−1
// X[1]i−1

−diX
��

Y i

−αi2uuuu

::uuu

Bi //

diY
��

X[1]i

−di+1
X

��

Y i+1

−αi+1
2uuu

::uuu

Bi+1
// X[1]i+1,

Ḃ sea homotópica a cero. 2
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Proposición 2.15. Ψ: HomC (A)(Ẏ , Ẋ[1]) → ExtC (Ẏ , Ẋ) es un homomor-
fismo de grupos y su núcleo es el conjunto de morfismos que son homotópicos
a 0 en HomC (A)(Ẏ , Ẋ[1]). Sea π la proyección natural en el siguiente dia-
grama. Luego, por el primer teorema de isomorfismo para grupos, existe Ψ̂
isomorfismo tal que conmuta:

HomC (A)(Ẏ , Ẋ[1])

π

��

Ψ // ExtC (Ẏ , Ẋ)

HomC (A)(Ẏ , Ẋ[1])/ ker Ψ.
Ψ̂

55kkkkkkkkkkkkkkk

Demostración. Por los lemas (??) y (??); además, no es muy dif́ıcil
ver que Ψ es un homomorfismo de grupos. 2

Definición 2.16. Sea K(A) la categoŕıa cociente de los complejos módulo
la relación de homotoṕıa. Los objetos de K(A) son los mismos de C (A),

pero los morfismos son las clases: HomK(A)(Ẋ, Ẏ ) = HomC(A)(Ẋ,Ẏ )

Z(Ẋ,Ẏ )
, don-

de Z(Ẋ, Ẏ ) es el subgrupo de HomC (A)(Ẋ, Ẏ ) formado por los morfismos
homotópicos a cero. Dados los morfismos de complejos ḟ y ġ tales que ġḟ
tiene sentido, entonces definimos la composición de sus clases en K(A) co-
mo ġ · ḟ = ġ · ḟ . A K(A) le llamaremos la categoŕıa homotópica.

Observación 2.17. Veamos que es válida la definición que dimos de la com-
posición de morfismos en K(A): Sean ḟ1 ∼h ḟ y ġ1 ∼h ġ. Existen familias
de morfismos {si}i∈Z y {ti}i∈Z en A,

Ẋ :

ḟ1

��
ḟ
��

· · · // Xi−1
di−1
X //

f i−1
1
��

f i−1

��

Xi
diX //

f i1
��

f i

��
si

oooooo

wwooooo

Xi+1 //

f i+1
1
��

f i+1

��
si+1

ooooo

wwoooooo

· · ·

Ẏ :

ġ1

��
ġ

��

· · · // Y i−1
di−1
Y //

gi−1
1
��

gi−1

��

Y i
diY //

gi1
��

gi

��
ti

ooooooo

wwooooo

Y i+1 //

gi+1
1
��

gi+1

��
ti+1

ooooo

wwoooooo

· · ·

Ż : · · · // Zi−1
di−1
Z

// Zi
diZ

// Zi+1 // · · ·

tales que f i1 − f i = si+1diX + di−1
Y si y gi1 − gi = ti+1diY + di−1

Z ti. Luego,

gi1f
i
1 − gi1f i = gi1s

i+1diX + gi1d
i−1
Y si, y

gi1f
i − gif i = ti+1diY f

i + di−1
Z tif i,
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Sumando las ecuaciones anteriores obtenemos:

gi1f
i
1 − gif i = gi1s

i+1diX + gi1d
i−1
Y si + ti+1diY f

i + di−1
Z tif i

= (gi1s
i+1 + ti+1f i+1)diX + di−1

Z (gi−1
1 si + tif i).

Por lo tanto, {gi−1
1 si + tif i}i∈Z es una homotoṕıa y tenemos ġ1ḟ1 ∼h ġḟ .

Con esta nueva notación, la proposición (??) prueba que:

Teorema 2.18. Sean los complejos Ẋ y Ẏ en C (A), entonces ExtC (Ẏ , Ẋ)
es isomorfo a HomK(A)(Ẏ , Ẋ[1]).

Más aún, se prueba que los funtores ExtC (−, Ẋ) y HomK(A)(−, Ẋ[1])
son isomorfos. Recordemos que:

Definición 2.19. Un funtor F de una categoŕıa C a una categoŕıa D con-
siste de:

a) Una regla de asociación que asigna a cada objeto de C , un objeto de
D .

b) Una regla de asociación que asigna a cada morfismo f en HomC (X,Y )
un morfismo F (f) en HomD(F (X), F (Y )).

Esta regla satisface que F (1X) = 1F (X), para todo X objeto de C , y, en el
caso de un funtor covariante, F (fg) = F (f)F (g), o bien, F (fg) = F (g)F (f)
para los morfismos f , g (cuya composición tiene sentido) en C y decimos
que el funtor es contravariante.

Un funtor se dice fiel si para todos los objetos X, Y en C la función
FX,Y : HomC (X,Y ) → HomD(F (X), F (Y )) es inyectiva. Se dice pleno si
ésta es sobreyectiva. Si C y D son aditivas, el funtor F se llama aditivo si
FX,Y es morfismo de grupos. Cuando hablemos de funtores entre categoŕıas
aditivas nos referiremos a funtores aditivos. Además, un funtor se dice exacto
si la imagen de una sucesión exacta es también una sucesión exacta.

Definición 2.20. Sea T : K(A)→ K(A) el funtor dado por:

T : K(A) // K(A)

Ẋ

ḟ

��

� //

Ẋ[1]

ḟ [1]
��

Ẏ Ẏ [1],
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donde ḟ [1] denota la clase del morfismo ḟ [1] cuya i-ésima entrada es f i+1.
Notemos que T está bien definido en morfismos, pues si ḟ es homotópico
a ġ, entonces ḟ [1] es homotópico a ġ[1]. Luego, T es un funtor covariante,
con inverso dado por: T−1Ẋ = Ẋ[−1] y T−1ḟ = ḟ [−1]. Entonces T es un
automorfismo de K(A).

Definición 2.21. Sean F , G funtores de C en D . Un morfismo de funto-
res (covariantes) ϕ : F → G es una familia de morfismos {ϕX : F (X) →
G(X)}X∈ObC en D tal que para todo f : X → Y en C conmuta el diagrama:

F (X)
ϕX //

F (f)

��

G(X)

G(f)

��
F (Y ) ϕY

// G(Y ).

También se le llama comúnmente transformación natural.

Un morfismo de funtores ϕ : F → G será isomorfismo si cada ϕX lo es,
para cada objeto X de C .

Observación 2.22. 1. Los funtores HomK(A)(−, Ẋ[1]) y ExtC (−, Ẋ) son
isomorfos para todo complejo Ẋ.

2. Este isomorfismo también es natural en la segunda entrada.

Demostración. 1. Ya hemos visto que Ψ̂ es isomorfismo para cada
complejo Ẏ (teorema (??); para notación, ver lema (??) y proposición (??)).
Sólo falta probar que dado u̇ : Ẏ1 → Ẏ conmuta:

HomK(A)(Ẏ , Ẋ[1]) Ψ̂ //

u̇∗

��

ExtC (Ẏ , Ẋ)

Ext(u̇,1)

��
HomK(A)(Ẏ1, Ẋ[1]) Ψ̂ // ExtC (Ẏ1, Ẋ).

(2.3)

Sea ḣ ∈ HomK(A)(Ẏ , Ẋ[1]) y ḣ uno de sus representantes. ḣ determina la
E-sucesión x = ϕḣ. Aplicar Ext(u̇, 1) a [x] es sacar el pullback de x por u̇
(que denotaremos por xu̇) y tomar su clase [xu̇]. Luego, tenemos el siguiente
diagrama de cuadrados conmutativos:

xu̇ : 0 // Ẋ // Ḟ //

��

Ẏ1
//

u̇
��

0

x : 0 // Ẋ // Ė // Ẏ // 0.
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Por otro lado, tenemos que ver que la E-sucesión ϕḣu̇ que determina u̇∗(ḣ) =
ḣu̇ es equivalente a xu̇. La E-sucesión que determina ḣu̇ es tal que en cada
i ∈ Z se tiene el diagrama conmutativo:

0 // Xi

diX
��

// Xi ⊕ Y i
1 
diX hiui

0 diY1

!
��

// Y i
1

diY1
��

// 0

0 // Xi+1 // Xi+1 ⊕ Y i+1
1

// Y i+1
1

// 0.

Sea el complejo Ġ = (Xi ⊕ Y i
1 ,

(
diX hiui

0 diY1

)
)i∈Z. Luego, basta ver que existe

λ̇ que hace conmutar:

ϕ(ḣu̇) : 0 // Ẋ // Ġ //

λ̇
��

Ẏ1
//

u̇

��

0

x : 0 // Ẋ // Ė // Ẏ // 0,

(2.4)

esto implicaŕıa (por (??)) que ϕ(ḣu̇) es equivalente a xu̇. Luego, tendŕıamos
la conmutatividad del cuadro (??).

Sea λi =
(

1Xi 0

0 ui

)
, entonces:

Xi ⊕ Y i
1„

1Xi 0

0 ui

«
��

 
diX hiui

0 diY1

!
// Xi+1 ⊕ Y i+1

1„
1Xi+1 0

0 ui+1

«
��

Xi ⊕ Y i „
diX hi

0 diY

« // Xi+1 ⊕ Y i+1

conmuta puesto que u̇ es morfismo de complejos. Para ver que los cuadrados
en (??) conmutan, basta notar que para cada i ∈ Z tenemos la conmutati-
vidad del siguiente diagrama:

0 // Xi

“
1Xi

0

”
// Xi ⊕ Y i

1„
1Xi 0

0 ui

«
��

( 0, 1
Y i1 )

// Y i
1

ui

��

// 0

0 // Xi “
1Xi

0

” // Xi ⊕ Y i
( 0, 1Y i )

// Y i // 0.
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Luego, la transformación es natural en la primer entrada.
2. Sea v̇ : Ẋ → Ẋ1. Probaremos que el siguiente diagrama conmuta:

HomK(A)(Ẏ , Ẋ[1]) Ψ̂ //

v̇[1]∗
��

ExtC (Ẏ , Ẋ)

Ext(1,v̇)

��
HomK(A)(Ẏ , Ẋ1[1]) Ψ̂ // ExtC (Ẏ , Ẋ1).

Sea la clase ḣ ∈ HomK(A)(Ẏ , Ẋ[1]) con ḣ un representante. Tenemos Ψ̂(ḣ) =
[ϕḣ]. Sea y := ϕḣ. Aplicar Ext(1, v̇) a [y] es obtener su pushout por v̇,
extender a una E-sucesión (que denotaremos por v̇y) y tomar su clase [v̇y]
en ExtC (Ẏ , Ẋ1). Luego, tenemos el diagrama conmutativo:

y : 0 // Ẋ //

v̇
��

Ė //

��

Ẏ // 0

v̇y : 0 // Ẋ1
// Ḟ // Ẏ // 0.

Debemos probar la última igualdad en la siguiente expresión:

Ψ̂(v̇[1]∗(ḣ)) = Ψ̂(v̇[1]ḣ) = [ϕv̇[1]ḣ] = [v̇y].

Basta probar que existe µ que hace conmutar el siguiente diagrama:

y : 0 // Ẋ //

v̇
��

Ė //

µ̇

��

Ẏ // 0

ϕv̇[1]ḣ : 0 // Ẋ1
// Ġ // Ẏ // 0,

(2.5)

donde Gi := Xi
1⊕Y i y diG =

(
diX1

vi+1hi

0 diY

)
, para cada i ∈ Z. Esto implicaŕıa

que ϕv̇[1]ḣ es equivalente al pushout de y que es v̇y.

Sea µi :=
(
vi 0
0 1Y i

)
. Puesto que v̇ es un morfismo de complejos, el si-

guiente diagrama conmuta:

Xi ⊕ Y i„
vi 0
0 1Y i

«
��

diE=

„
diX hi

0 diY

«
// Xi+1 ⊕ Y i+1„

vi+1 0
0 1Y i+1

«
��

Xi
1 ⊕ Y i

diG=

 
diX1

vi+1hi

0 diY

!// Xi+1
1 ⊕ Y i+1,
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entonces µ̇ := (µi)i∈Z es de complejos. También, para cada i ∈ Z conmuta
el siguiente diagrama:

0 // Xi

vi

��

“
1Xi

0

”
// Xi ⊕ Y i„

vi 0
0 1Y i

«
��

( 0, 1Y i ) // Y i // 0

0 // Xi
1 „

1
Xi1
0

« // Xi
1 ⊕ Y i

( 0, 1Y i )
// Y i // 0.

Luego, (??) conmuta y se tiene la naturalidad en la segunda entrada. 2

Proposición 2.23. Sean los morfismos de complejos u̇1, u̇2 y u̇3 que hacen
conmutar el siguiente diagrama de E-sucesiones en C (A),

x : 0 // Ẋ
ḟ //

u̇1

��

Ė
ġ //

u̇2

��

Ẏ //

u̇3

��

0

x1 : 0 // Ẋ1

ḟ1 // Ė1

ġ1 // Ẏ1
// 0.

Luego,

Ẏ
ḣ //

u̇3

��

Ẋ[1]

u̇1[1]

��

Ẏ1
ḣ1 // Ẋ1[1]

conmuta módulo homotoṕıa, para ḣ y ḣ1 representantes de los morfismos co-
rrespondientes a x y x1 respectivamente, por los isomorfismos ExtC (Ẏ , Ẋ) ∼=
HomK(A)(Ẏ , Ẋ[1]) y ExtC (Ẏ1, Ẋ1) ∼= HomK(A)(Ẏ1, Ẋ1[1]).

Demostración. Existe un diagrama conmutativo:

x : 0 // Ẋ
ḟ //

u̇1

��

Ė
ġ //

λ
��

u̇2

��

Ẏ // 0

y : 0 // Ẋ1
ṡ // Ḟ

ṫ //

µ

��

Ẏ //

u̇3

��

0

x1 : 0 // Ẋ1

ḟ1 // Ė1

ġ1 // Ẏ1
// 0,
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con u̇2 = µλ, donde la extensión y es pushout de x y a la vez es pull-
back de x1 (observación (??)). Además, por el isomorfismo que hay entre
los funtores ExtC (−, Ż) y HomK(A)(−, Ż[1]) (observación (??)), tenemos la
conmutatividad de este diagrama:

ExtC (Ẏ , Ẋ)
∼= //

Ext(1Ẏ ,u̇1)

��

HomK(A)(Ẏ , Ẋ[1])

Hom(1Ẏ ,u̇1[1])

��

ExtC (Ẏ , Ẋ1)
∼= // HomK(A)(Ẏ , Ẋ1[1])

ExtC (Ẏ1, Ẋ1)
∼= //

Ext(u̇3,1Ẋ1
)

OO

HomK(A)(Ẏ1, Ẋ1[1]),

Hom(u̇3,1Ẋ1[1])

OO

lo cual nos dice que,

[x] � //
_

��

ḣ_

��
[y] � // u̇1[1]ḣ = ḣ1u̇3

[x1] � //
_

OO

ḣ1

_

OO

luego, en K(A):
u̇1[1]ḣ = ḣ1u̇3,

y se tiene la proposición. 2

Observación 2.24. Sean X y Y objetos en A, X y Y sus complejos con-
centrados en grado cero, entonces

HomA(X,Y ) ∼= HomC (A)(X,Y ) ∼= HomK(A)(X,Y ).

2.3. E-proyectivos y E-inyectivos

Definición 2.25. Decimos que el complejo Ẇ es

1. E-proyectivo si para toda E-sucesión 0 // Ẋ
ḟ // Ė

ġ // Ẏ // 0,

dado ṡ : Ẇ → Ẏ , existe un morfismo de complejos ṫ : Ẇ → Ė tal que
ġṫ = ṡ.
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2. E-inyectivo si para toda E-sucesión 0 // Ẋ
ḟ // Ė

ġ // Ẏ // 0,

dado ṡ : Ẋ → Ẇ , existe un morfismo de complejos ṫ : Ė → Ẇ tal que
ṫḟ = ṡ.

Sabemos que para una E-sucesión 0 // Ẋ
ḟ // Ė

ġ // Ẏ // 0 y
para todo complejo Ẇ las sucesiones

0 // HomC(A)(Ẇ , Ẋ)
Hom(1,ḟ)// HomC(A)(Ẇ , Ė)

Hom(1,ġ)// HomC(A)(Ẇ , Ẏ ) // 0
(2.6)

0 // HomC(A)(Ẏ , Ẇ )
Hom(ġ,1)// HomC(A)(Ė, Ẇ )

Hom(ḟ ,1)// HomC(A)(Ẋ, Ẇ ) // 0
(2.7)

son exactas izquierdas.
Luego, Ẇ es E-proyectivo si y sólo si la sucesión (??) es siempre exacta,

es decir, si y sólo si Hom(1, ġ) es un epimorfismo. Análogamente, Ẇ es E-
inyectivo si y sólo si la sucesión (??) es siempre exacta, es decir, si y sólo si
Hom(ḟ , 1) es un epimorfismo.

Definición 2.26. Sea A una categoŕıa arbitraria. La categoŕıa gradua-
da Grad(A) tiene por objetos las sucesiones (Xi)i∈Z, con cada Xi en A;
además, dados dos objetos X = (Xi)i∈Z, Y = (Y i)i∈Z en Grad(A), un mor-
fismo f : X → Y es una sucesión de morfismos (f i : Xi → Y i)i∈Z de A. El
producto de morfismos se obtiene componiendo puntualmente.

Observación 2.27. Si A es abeliana, la categoŕıa Grad(A) puede identi-
ficarse con una subcategoŕıa de la de complejos C (A). En efecto, a cada
objeto (Xi)i∈Z de la categoŕıa graduada le asociamos el complejo (Xi, 0)i∈Z
cuyas diferenciales son todas cero, entonces tenemos un funtor fiel y pleno
de Grad(A) en C (A).

Observación 2.28. Si A es abeliana con coproductos arbitrarios, podemos
definir un funtor F : Grad(A)→ A tal que: Si X = (Xi)i∈Z, F (X) =

∐
i∈Z

Xi;

y si f = (f i)i∈Z : X → Y , entonces F (f) es el único morfismo en A que
hace conmutar el diagrama: ∐

i∈Z
Xi F (f) //

∐
i∈Z

Y i

Xi

σiX

OO

f i // Y i,

σiY

OO
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para cada i ∈ Z (este existe por la propiedad universal del coproducto).
Notemos que F es un funtor (aditivo) fiel, lo cual nos permite identificar la
categoŕıa Grad(A) con la categoŕıa imagen bajo F .

Definición 2.29. Sea A una categoŕıa aditiva.

1. Definiremos un funtor J : Grad(A) → C (A) como sigue: Si X =
(Xi)i∈Z, J(X) es el complejo tal que

J(X)s := Xs ⊕Xs−1

dsJ(X) :=
(

0 0
1Xs 0

)
(es inmediato que J(X) es un complejo). Si f = (f i)i∈Z : X → Y es
un morfismo en Grad(A), entonces

J(f) :=
((

f i 0
0 f i−1

))
i∈Z

.

Claramente J es un funtor.

2. El funtor olvidadizo

O : C (A)→ Grad(A)

env́ıa cada complejo Ẋ = (Xi, diX)i∈Z en O(Ẋ) = (Xi)i∈Z y cada
morfismo de complejos ḟ = (f i)i∈Z : Ẋ → Ẏ en O(ḟ) = (f i)i∈Z.

3. Consideraremos también la composición

C (A) O // Grad(A)
J // C (A),

que denotaremos por la misma letra J.

Observación 2.30. Sean los complejos Ẋ y J(W ) en C (A), con W ∈
Grad(A). Veamos cómo es un morfismo α̇ de J(W ) en Ẋ: tenemos αi =
(αi1, α

i
2) y conmuta, para todo i ∈ Z, el diagrama

W i ⊕W i−1“
0 0

1Wi 0

”
��

(αi1, αi2 )
// Xi

diX
��

W i+1 ⊕W i

(αi+1
1 , αi+1

2 )
// Xi+1.
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Entonces, ( αi+1
2 , 0 ) = ( αi+1

1 , αi+1
2 )

(
0 0

1Wi 0

)
= diX ( αi1, αi2 ) = ( diXαi1, diXαi2 ).

Luego, para cada i ∈ Z,

αi = ( αi1, di−1
X αi−1

1 ) , (2.8)

con αi1 un morfismo de W i en Xi en A.
Ahora, sea β̇ un morfismo de Ẋ en J(W ), luego, para todo i ∈ Z con-

muta el siguiente diagrama:

Xi

diX
��

βi=

„
βi1
βi2

«
//W i ⊕W i−1“

0 0
1Wi 0

”
��

Xi+1

βi+1=

 
βi+1

1

βi+1
2

!//W i+1 ⊕W i.

Entonces,
(
βi+1

1 diX
βi+1

2 diX

)
=
(
βi+1

1

βi+1
2

)
diX =

(
0 0

1Wi 0

)(
βi1
βi2

)
=
(

0
βi1

)
. Luego, para

cada i ∈ Z,

βi =
(
βi+1

2 diX
βi2

)
, (2.9)

donde βi2 es un morfismo de Xi en W i−1 en A.

Definición 2.31. Un par de funtores L : G → C y R : C → G se dicen
adjuntos si hay una familia de biyecciones

δA,B : HomC (L(A), B) −→ HomG (A,R(B)),

para todo A ∈ G , B ∈ C , las cuales son naturales en A y B en el sentido de
que, para todo morfismo f : A→ A′ en G y g : B → B′ en C se tiene que

HomC (L(A′), B)
L(f)∗ //

δA′,B
��

HomC (L(A), B)
g∗ //

δA,B
��

HomC (L(A), B′)

δA,B′

��
HomG (A′, R(B))

f∗ // HomG (A,R(B))
R(g)∗ // HomG (A,R(B′))

es un diagrama conmutativo. En este caso decimos que L es adjunto izquier-
do de R y que R es adjunto derecho de L. Si L y R son funtores aditivos,
se pide, además, que δA,B sea isomorfismo, para todo A, B.
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Proposición 2.32. El funtor J : Grad(A)→ C (A) es adjunto izquierdo del
funtor olvidadizo O, y adjunto derecho del funtor O[1] (que es composición
del olvidadizo con el funtor que traslada por [1]).

Demostración. Debemos probar que tenemos isomorfismos

δW,Ẋ : HomC (A)(J(W ), Ẋ) −→ HomGrad(A)(W,O(Ẋ)),

naturales para todo W = (W i)i∈Z en Grad(A) y para todo Ẋ en C (A).
Dado un morfismo α̇ : J(W ) → Ẋ, hemos visto que αi = (αi1, d

i−1
X αi−1

1 )
para αi1 : W i → Xi (ecuación ??). Entonces, definamos δW,Ẋ(α̇) = (αi1)i∈Z.
Por otro lado, dado (αi)i∈Z un morfismo de (W i)i∈Z en O(Ẋ) definimos
hi = (αi, di−1

X αi−1) y entonces ḣ := (hi)i∈Z es un morfismo de complejos
de J(W ) en Ẋ. Luego, δW,Ẋ es biyectivo, para todo W en Grad(A) y para
todo Ẋ en C (A). Es fácil ver que δW,Ẋ es morfismo de grupos.

Veamos ahora que δW,Ẋ es natural en W . Sea f : (W i)i∈Z → (Zi)i∈Z
un morfismo en la categoŕıa graduada. Queremos probar que el siguiente
diagrama conmuta:

HomC (A)(J((Zi)i∈Z), Ẋ)
J(f)∗ //

δ(Zi),Ẋ
��

HomC (A)(J((W i)i∈Z), Ẋ)

δ(Wi),Ẋ

��
HomGrad(A)((Zi)i∈Z,O(Ẋ))

f∗ // HomGrad(A)((W i)i∈Z,O(Ẋ)).

(2.10)

Dado β̇ ∈ HomC (A)(J((Zi)i∈Z), Ẋ), se tiene que β̇ = (βi1, d
i−1
X βi−1

1 ). Por
un lado, δ(Zi),Ẋ lo mapea a (βi1)i∈Z, luego f∗((βi1)i∈Z) = (βi1f

i)i∈Z. Por otro
lado, J(f)∗ aplicado a (βi1, d

i−1
X βi−1

1 ) nos da (βi1f
i, di−1

X βi−1
1 f i−1) y δ(W i),Ẋ

env́ıa este elemento en (βi1f
i)i∈Z. Entonces, el diagrama (??) conmuta y

δW,Ẋ es natural en W .
Sea ġ : Ẋ → Ẏ en C (A). Mostraremos que el siguiente diagrama conmu-

ta:

HomC (A)(J((W i)i∈Z), Ẋ)
ġ∗ //

δ(Wi),Ẋ

��

HomC (A)(J((W i)i∈Z), Ẏ )

δ(Wi),Ẏ

��
HomGrad(A)((W i)i∈Z,O(Ẋ))

O(ġ)∗ // HomGrad(A)((W i)i∈Z,O(Ẏ )).

(2.11)

Sea α̇ ∈ HomC (A)(J((W i)i∈Z), Ẋ). Entonces, α̇ = (αi1, d
i−1
X αi−1

1 ). Por un la-
do, δ(W i),Ẋ env́ıa α̇ a (αi1)i∈Z, luego O(ġ)∗((αi1)i∈Z) = (giαi1)i∈Z. Por otro la-
do, ġ∗ aplicado a α̇ nos da el morfismo ġα̇ = (giαi)i∈Z = (giαi1, g

idi−1
X αi−1

1 )i∈Z
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y δ(W i),Ẏ lo env́ıa a (giαi1)i∈Z. Entonces, el diagrama (??) conmuta y δW,Ẋ
es natural en Ẋ.

Probemos ahora que J es adjunto derecho de O[1]. Para esto debemos
probar que tenemos isomorfismos:

δẊ,W : HomGrad(A)(O[1](Ẋ), (W i)i∈Z) −→ HomC (A)(Ẋ,J((W i)i∈Z)),

naturales para todo W = (W i)i∈Z en Grad(A) y para todo Ẋ en C (A).

Sea α̇ :Ẋ → J((W i)i∈Z), entonces αi =
(
αi+1

1 diX
αi1

)
para αi1 : Xi → W i−1.

Entonces definamos δ′
Ẋ,W

(α̇) = (αi+1
1 )i∈Z. Rećıprocamente, dado (αi1)i∈Z un

morfismo de (Xi+1)i∈Z en (W i)i∈Z, definimos δẊ,W ((αi1)i∈Z)=
(
αi1d

i
X

αi−1
1

)
i∈Z

.

Luego, δẊ,W es un morfismo biyectivo con inverso δ′
Ẋ,W

. Es fácil ver que
δẊ,W es morfismo de grupos.

Sea ḟ : Ẋ → Ẏ en C (A). Mostraremos que el siguiente diagrama conmu-
ta:

HomGrad(A)(O[1](Ẏ ), (W i)i∈Z)
O[1](ḟ)∗//

δẎ ,(Wi)

��

HomGrad(A)(O[1](Ẋ), (W i)i∈Z)

δẊ,(Wi)

��
HomC (A)(Ẏ ,J((W i)i∈Z))

ḟ∗ // HomC (A)(Ẋ,J((W i)i∈Z)).
(2.12)

Notemos que O[1](Ẏ ) = (Y i+1)i∈Z. Sea (gi)i∈Z : (Y i+1)i∈Z → (W i)i∈Z un
morfismo en Grad(A). Entonces δẎ ,W ((gi)i∈Z) =

(
gidiY
gi−1

)
i∈Z

; aplicándole ḟ∗

tenemos
(
gidiY f

i

gi−1f i

)
i∈Z

=
(
gif i+1diX
gi−1f i

)
i∈Z

, porque ḟ es morfismo de comple-

jos. Por otro lado, (O[1](ḟ))∗((gi)i∈Z) = (gif i+1)i∈Z, y δẊ,W ((gif i+1)i∈Z) =(
gif i+1diX
gi−1f i

)
i∈Z

. Entonces, el diagrama (??) conmuta. Luego, δẊ,W es natural

en Ẋ.
Veamos ahora que es natural en (W i). Sea (hi)i∈Z : (W i)i∈Z → (Zi)i∈Z

en la categoŕıa graduada. Probemos que el siguiente diagrama conmuta:

HomGrad(A)(O[1](Ẋ), (W i)i∈Z)
((hi)i∈Z)∗//

δẊ,(Wi)

��

HomGrad(A)(O[1](Ẋ), (Zi)i∈Z)

δẊ,(Zi)
��

HomC (A)(Ẋ,J((W i)i∈Z))
J((hi)i∈Z)∗// HomC (A)(Ẋ,J((Zi)i∈Z)).

(2.13)
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Sea (αi)i∈Z : (Xi+1)i∈Z → (W i)i∈Z en Grad(A). Luego, ((hi)i∈Z)∗((αi)i∈Z) =
(hiαi)i∈Z. Entonces, se tiene δẊ,(Zi)((h

iαi)i∈Z) =
(

hiαidiX
hi−1αi−1

)
i∈Z

. Por otro la-

do, δẊ,W ((αi)i∈Z) =
(
αidiX
αi−1

)
i∈Z

. Por lo tanto, J((hi)i∈Z)∗
((

αidiX
αi−1

)
i∈Z

)
=(

hi 0
0 hi−1

)
∗

(
αidiX
αi−1

)
i∈Z

=
(

hiαidiX
hi−1αi−1

)
i∈Z

, entonces, el diagrama (??) conmu-

ta. Luego, J es adjunto derecho de O[1]. 2

Proposición 2.33. El complejo J(Ẇ ) es E-proyectivo y E-inyectivo para
todo complejo Ẇ .

Demostración. Sea

0 // Ẋ
ḟ // Ė

ġ // Ẏ // 0 (2.14)

una E-sucesión. Debemos probar que la siguiente sucesión:

HomC (A)(J(Ẇ), Ẋ)
ḟ∗ //HomC (A)(J(Ẇ), Ė)

ġ∗ //HomC (A)(J(Ẇ), Ẏ ) //0,

es exacta por la derecha, entonces tendremos que J(Ẇ ) es E-proyectivo.
Por la proposición (??), tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

HomC(A)(J(Ẇ), Ẋ)
ḟ∗ //

∼=
��

HomC(A)(J(Ẇ), Ė)
ġ∗ //

∼=
��

HomC(A)(J(Ẇ), Ẏ )

∼=
��

HomGrad(A)((W
i)i∈Z,O(Ẋ))

O(ḟ)∗ //HomGrad(A)((W
i)i∈Z,O(Ė))

O(ġ)∗ //HomGrad(A)((W
i)i∈Z,O(Ẏ)),

luego, basta probar que O(ġ)∗ es epimorfismo. Sea (αi)i∈Z un morfismo
en HomGrad(A)((W i)i∈Z,O(Ẏ )). Para cada i ∈ Z la sucesión (??) se divi-
de. Luego, existen morfismos τ i : Y i → Ei tales que giτ i = 1Y i . Además,
τ iαi : W i → Ei, luego, (τ iαi)i∈Z está en HomGrad(A)((W i)i∈Z,O(Ė)). Por lo
tanto, J(Ẇ ) es E-proyectivo. La prueba de que es inyectivo es análoga. 2

Proposición 2.34. Dado un complejo Ẋ se tiene la E-sucesión:

0 // Ẋ[−1] σ̇ //J(Ẋ)
ρ̇ // Ẋ // 0,

con σs =
(
−ds−1

X
1Xs−1

)
y ρs = ( 1, ds−1

X ), para cada s ∈ Z.
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Demostración. Con la notación de la proposición (??), tenemos iso-
morfismos tales que:

HomC(A)(Ẋ[−1],J((Xi)i∈Z))−→HomGrad(A)((X
i)i∈Z, (X

i)i∈Z)−→HomC(A)(J((Xi)i∈Z), Ẋ)

σ̇ :=
““

diX[−1]
1

””
i∈Z

7→ (1Xi)i∈Z 7→ ρ̇ := (( 1, di−1
X ))i∈Z

(notemos que diX[−1] = −di−1
X ). Probemos que la sucesión

0 // Ẋ[−1] σ̇ //J(Ẋ)
ρ̇ // Ẋ // 0 (2.15)

es exacta. Sea ḟ tal que el producto σ̇ḟ tiene sentido y σ̇ḟ = 0. Entonces
para cada i ∈ Z:

σif i =
(
−di−1

X
1

)
f i =

(
−di−1

X f i

f i

)
= ( 0

0 ) ,

de ah́ı que cada f i = 0, entonces ḟ = 0 y, por lo tanto, σ̇ es monomorfismo.
Análogamente, si para algún ġ tal que el producto ġρ̇ tiene sentido, se tiene
ġρ̇ = 0, entonces

giρi = gi ( 1, di−1
X ) = ( gi, gidi−1

X ) = ( 0, 0 ) ,

por lo tanto, gi = 0, para cada i ∈ Z. Luego, ġ = 0 y se tiene que ρ̇ es
epimorfismo.

Es claro que ρ̇σ̇ = 0. Para ver que σ̇ = ker ρ̇, basta ver que σs = ker ρs,
para s ∈ Z. Supongamos que, en el siguiente diagrama:

Y s

µs

��

“
λs
µs
”
&&MMMMMMMMMMM

Xs−1 σs // Xs ⊕Xs−1
ρs // Xs,

ρs
(
λs
µs
)

= 0. Luego,

0 = ρs
(
λs
µs
)

= ( 1Xs , d
s−1
X )

(
λs
µs
)

= λs + ds−1
X µs.

Entonces,
σsµs =

(
−ds−1

X
1Xs−1

)
µs =

(
λs
µs
)
.

Esto es, el triángulo conmuta. La unicidad del morfismo µs se sigue de que
σs es monomorfismo. Es fácil ver que µ̇ = (µi)i∈Z es de complejos. Luego,
σ̇ = ker ρ̇.

Como ( 1Xs , d
s−1
X )

(
1Xs

0

)
= 1Xs , ρs es retracción. Luego, por el lema (??),

la sucesión (??) es E-sucesión. 2

Neevia docConverter 5.1



54 E-sucesiones y Categoŕıa Homotópica

Corolario 2.35. Si Ẋ es un complejo, se tiene la E-sucesión

0 // Ẋ
u̇ //J(Ẋ[1]) v̇ // Ẋ[1] // 0,

donde us =
(
dsX
1Xs

)
y vs = ( 1Xs+1 , −dsX ), para cada s ∈ Z.

Demostración. Aplicamos la proposición (??) al complejo Ẋ[1] para
obtener la E-sucesión

x : 0 // Ẋ[1][−1] σ̇ //J(Ẋ[1])
ρ̇ // Ẋ[1] // 0,

donde σs =
(
−ds−1

X[1]

1X[1]s−1

)
=
(
dsX
1Xs

)
; ρs = ( 1X[1]s , d

s−1
X[1] ) = ( 1Xs+1 , −dsX ), para

cada s ∈ Z. Además,

Ẋ[1]s = Xs+1;
(Ẋ[1])[−1]s = Ẋ[1]s−1 = Xs;
J(Ẋ[1])s = (Ẋ[1])s ⊕ (Ẋ[1])s−1 = Xs+1 ⊕Xs.

Luego, la E-sucesión x en el nivel s es:

0 // Xs us // Xs+1 ⊕Xs vs // Xs+1 // 0.

2

Observación 2.36. El morfismo que le corresponde a la sucesión

0 // Ẋ[−1] σ̇ //J(Ẋ)
ρ̇ // Ẋ // 0,

por el isomorfismo ExtC (Ẋ, Ẋ[−1]) ∼= HomK(A)(Ẋ, Ẋ) (teorema (??)), es
la identidad.

Demostración. Por definición tenemos:

di
J(Ẋ)

=
(

0 0
1Xi 0

)
: Xi ⊕Xi−1 → Xi+1 ⊕Xi,

σi =
(
di
X[−1]

1Xi−1

)
: Xi−1 → Xi ⊕Xi−1,

ρi = ( 1Xi , d
i−1
X ) : Xi ⊕Xi−1 → Xi.

Consideremos πi = (0, 1Xi−1) : Xi⊕Xi−1 → Xi−1, una inversa izquierda de
σi y τ i =

(
1Xi

0

)
: Xi → Xi ⊕ Xi−1, una inversa derecha de ρi. Sea ẇ el
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morfismo que le corresponde a la E-sucesión dada en HomK(A)(Ẋ, Ẋ). Por
el lema (??),

wi = πi+1di
J(Ẋ)

τ i = 1Xi .

Luego, ẇ = 1Ẋ . 2

Proposición 2.37. Sea Ẇ un complejo E-proyectivo, entonces Ẇ es su-
mando directo de J(Ẇ ). Análogamente, si Ẇ es un complejo E-inyectivo,
entonces Ẇ es sumando directo de J(Ẇ [1]).

Demostración. Por la proposición (??), dado Ẇ complejo arbitrario

existe una E-sucesión 0 // Ẇ [−1]
ḟ //J(Ẇ )

ġ // Ẇ // 0 . Pero Ẇ

es E-proyectivo, entonces existe σ̇ : Ẇ →J(Ẇ ) tal que conmuta el diagra-
ma:

Ẇ

σ̇
yyyy

||yyyy 1Ẇ
��

0 // Ẇ [−1]
ḟ //J(Ẇ )

ġ // Ẇ // 0.

Como ġσ̇ = 1Ẇ , entonces Ẇ es sumando directo de J(Ẇ ). 2

Observación 2.38. Sea Ẇ complejo E-proyectivo. Las proposiciones (??)
y (??) dicen que Ẇ es E-inyectivo. Análogamente, si Ẇ es E-inyectivo, las
mismas proposiciones dicen que Ẇ es E-proyectivo. Es decir, en la categoŕıa
de complejos la noción de E-proyectivo y E-inyectivo es la misma.

2.4. La categoŕıa homotópica como categoŕıa es-
table

La categoŕıa cociente de C (A) por el ideal formado por los morfismos que
se factorizan por E-proyectivos se llama la categoŕıa estable de C (A). El
resultado siguiente dice que esta construcción coincide con la categoŕıa ho-
motópica. En el resto de la sección derivaremos algunas propiedades deK(A)
usando esta descripción.

Proposición 2.39. Sea ḟ : Ẋ → Ẏ un morfismo de complejos, entonces ḟ
es homotópico a cero si y sólo si existe un complejo Ṫ que es E-proyectivo
(luego, es E-inyectivo) y morfismos de complejos u̇ : Ẋ → Ṫ y v̇ : Ṫ → Ẏ ,
tales que ḟ = v̇u̇.
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Demostración. Supongamos que ḟ es homotópica a cero. Luego, existe
{si : Xi → Y i−1}i∈Z familia de morfismos en A tal que f i = si+1diX +di−1

Y si.
Para el complejo Ẏ , la proposición (??) nos dice que J(Ẏ ) es E-proyectivo
y E-inyectivo. Definamos los morfismos u̇ : Ẋ →J(Ẏ ) y v̇ : J(Ẏ )→ Ẏ por
ui =

(
si+1diX
si

)
y vi = ( 1, di−1

Y ) respectivamente (observación (??)). Es claro
que u̇ y v̇ son morfismos de complejos, es decir, que conmutan los cuadrados
en el siguiente diagrama:

Xi„
si+1diX
si

«
��

diX // Xi+1„
si+2di+1

X

si+1

«
��

Y i ⊕ Y i−1

( 1, di−1
Y )

��

“
0 0

1Y i 0

”
// Y i+1 ⊕ Y i

( 1, diY )
��

Y i
diY // Y i+1.

Además, viui = ( 1, di−1
Y )

(
si+1diX
si

)
= si+1diX + di−1

Y si = f i. Por lo tanto,

ḟ = v̇u̇.
Rećıprocamente, supongamos ahora que ḟ se factoriza a través del E-

proyectivo Ṫ y que conmuta

Ẋ

u̇ ��>>>>>>>
ḟ // Ẏ

Ṫ

v̇

@@�������
.

Hemos observado que Ṫ es sumando directo de J(Ṫ ) (por ser E-proyectivo).

Luego, tenemos los morfismos de complejos σ̇ y τ̇ tales que Ṫ

σ̇ --
ii

τ̇

J(Ṫ )

y τ̇ σ̇ = 1Ṫ . Entonces, ḟ = v̇u̇ = v̇1Ṫ u̇ = (v̇τ̇)(σ̇u̇). Aśı que, sin perder
generalidad podemos suponer que Ṫ es de la forma J(Ẇ ), para algún Ẇ .
Consideremos las familias de morfismos {hi : Xi → W i−1}i∈Z y {ki : W i →
Y i}i∈Z, en A tales que vi = ( ki, di−1

Y ki−1 ) y ui =
(
hi+1diX
hi

)
, para i ∈ Z (ver

observación (??)). Luego,

f i = viui = ( ki, di−1
Y ki−1 )

(
hi+1diX
hi

)
= (kihi+1)diX + di−1

Y (ki−1hi).
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Entonces, la familia {ki−1hi : Xi → Y i−1}i∈Z nos dice que ḟ es homotópico
a cero. 2

Observación 2.40. Si ḟ : Ẋ → Ẏ es un morfismo de complejos que se
factoriza por un E-inyectivo, entonces ḟ se factoriza por J(Ẋ[1]).

Demostración. Supongamos que ḟ = ṡṙ con ṙ : Ẋ → Ẇ , ṡ : Ẇ → Ẏ y
W E-inyectivo. Tenemos la E-sucesión del corolario (??) y el diagrama:

0 // Ẋ
u̇ //

ṙ

��

J(Ẋ[1]) v̇ //

ṫ{{vvvvvvvvv
Ẋ[1] // 0

Ẇ

ṡ
��
Ẏ

,

donde ṫ es un morfismo tal que ṫu̇ = ṙ, que existe porque Ẇ es E-inyectivo.
Luego, ḟ = ṡṙ = ṡṫu̇. 2

Proposición 2.41. Sea 0 // Ẋ
ḟ // Ė

ġ // Ẏ // 0 una E-sucesión
y Ẇ un complejo. Entonces se cumple que

HomK(A)(Ẇ , Ẋ)
ḟ
∗

// HomK(A)(Ẇ , Ė)
ġ∗

// HomK(A)(Ẇ , Ẏ )

es exacta. También se tiene que:

HomK(A)(Ẏ , Ẇ )
ġ
∗ // HomK(A)(Ė, Ẇ )

ḟ
∗ // HomK(A)(Ẋ, Ẇ )

es exacta.

Demostración. Claramente, ġ∗ḟ
∗

= (ġḟ)∗ = (ġḟ)∗ = 0∗ = 0. Por lo
tanto, Imḟ

∗ ⊆ ker ġ∗. Sea ṡ ∈ HomK(A)(Ẇ , Ė) tal que ġ∗(ṡ) = 0 y sea
ṡ un representante de esa clase. Entonces, Hom(1, ġ)(ṡ) = 0, es decir, ġṡ
es homotópico a cero y se factoriza a través de un complejo Ṫ que es E-
proyectivo. Se tiene

Ẇ

u̇ ��>>>>>>>>
ṡ // Ė

ġ // Ẏ ,

Ṫ

v̇

??�������

con ġṡ = v̇u̇.
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Como Ṫ es E-proyectivo, implica que existe λ̇ : Ṫ → Ė tal que ġλ̇ = v̇. Lue-
go, ġ(ṡ − λ̇u̇) = 0, con ṡ − λ̇u̇ ∈ HomC (A)(Ẇ , Ė). Como ḟ es núcleo de ġ,
existe un único morfismo ṫ ∈ HomC (A)(Ẇ , Ẋ) tal que ḟ ṫ = ṡ− λ̇u̇. Pero λ̇u̇
es homotópico a cero. Luego, ḟ

∗
(ṫ) = ṡ, y tenemos que ker ġ∗ ⊆ Imḟ

∗
. 2

Proposición 2.42. Sea 0 // Ẋ
ḟ // Ė

ġ // Ẏ // 0 una E-sucesión
y ḣ : Ẇ → Ẏ un morfismo de complejos que es homotópico a cero. Entonces
el pullback de {ġ, ḣ} es equivalente a la E-sucesión trivial de Ẏ por Ẋ.

Demostración. Como ḣ es homotópico a cero, entonces existe Ṫ que
es E-proyectivo y morfismos u̇ : Ẇ → Ṫ y v̇ : Ṫ → Ẏ tales que v̇u̇ = ḣ. Como
Ṫ es E-proyectivo implica que existe λ : Ṫ → Ė tal que ġλ̇ = v̇. Luego, en el
siguiente diagrama tenemos el morfismo de complejos (ḟ , λ̇u̇)

0 // Ẋ

“
1Ẋ
0

”
// Ẋ ⊕ Ẇ

( ḟ , λ̇u̇ )

��

( 0, 1Ẇ ) // Ẇ

ḣ

��

u̇

����������
// 0

Ṫ
λ̇

{{xxxxxxxxxx

v̇ ��????????

0 // Ẋ
ḟ // Ė

ġ // Ẏ // 0.

Basta probar que (ḟ , λ̇u̇) hace conmutar los cuadrados, entonces tendremos
que 0 // Ẋ // Ẋ ⊕ Ẇ // Ẇ // 0 (la extensión trivial) es equiva-

lente a la extensión dada por el pullback de {ġ, ḣ}, luego, el pullback es cero.
En efecto, ġ(ḟ , λ̇u̇) = (ġḟ , ġλ̇u̇) = (0, ḣ) = ḣ(0, 1Ẇ ). Por lo tanto, se tiene la
proposición. 2

Proposición 2.43. Dada la E-sucesión 0 // Ẋ
ḟ // Ė

ġ // Ẏ // 0
hay una sucesión exacta larga:

· · ·HomK(A)(Ẇ , Ẋ[−1])
ḟ [−1]∗

//HomK(A)(Ẇ , Ė[−1])
ġ[−1]∗

//HomK(A)(Ẇ , Ẏ [−1])

δ−1
//HomK(A)(Ẇ , Ẋ)

ḟ
∗

//HomK(A)(Ẇ , Ė)
ġ∗

//HomK(A)(Ẇ , Ẏ )

δ //HomK(A)(Ẇ , Ẋ[1])
ḟ [1]∗

//HomK(A)(Ẇ , Ė[1])
ġ[1]∗
//HomK(A)(Ẇ , Ẏ [1]) · · ·
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para cada Ẇ complejo arbitrario en C (A). Además, el morfismo δ es natural.

Demostración. Para cada complejo Ẇ , tenemos la sucesión exacta:

0 // HomC(A)(Ẇ , Ẋ)
ḟ∗ // HomC(A)(Ẇ , Ė)

ġ∗ // HomC(A)(Ẇ , Ẏ )
ϕ //

// ExtC (Ẇ , Ẋ)
Ext(1,ḟ) // ExtC (Ẇ , Ė)

Ext(1,ġ) // ExtC (Ẇ , Ẏ ),

donde ϕ(ḣ) es la clase de la E-sucesión que se obtiene a partir del pullback
de {ġ, ḣ}. Además, Ext(1, ḟ) aplicado a una extensión de Ẋ por Ẇ es la
extensión que se obtiene a partir del pushout de ḟ . Por otro lado, tenemos:

HomC(A)(Ẇ , Ẋ)

ρ2
����

ḟ∗ // HomC(A)(Ẇ , Ė)

ρ1
����

ġ∗ // HomC(A)(Ẇ , Ẏ )

ρ

����

ϕ // ExtC (Ẇ , Ẋ) · · ·

HomK(A)(Ẇ , Ẋ)
ḟ
∗

// HomK(A)(Ẇ , Ė)
ġ∗
// HomK(A)(Ẇ , Ẏ )

ϕ̂

66

(2.16)

donde ρ, ρ1 y ρ2 son las proyecciones naturales de HomC (A)(Ẇ , Ż) en
HomK(A)(Ẇ , Ż), para Ż = Ẏ , Ė, Ẋ respectivamente y ḟ

∗
, ġ∗ son los mor-

fismos que inducen. Recordemos que el kernel de ρ son los morfismos ho-
motópicos a cero. Por otro lado, para que exista el morfismo ϕ̂ basta que
ϕ(ker ρ) = 0, pero esto es cierto por la proposición (??).

Entonces tenemos la siguiente sucesión. Probemos que ésta es exacta:

HomK(A)(Ẇ , Ẋ)
ḟ
∗

// HomK(A)(Ẇ , Ė)
ġ∗
// HomK(A)(Ẇ , Ẏ )

ϕ̂ //

// ExtC (Ẇ , Ẋ)
Ext(1,ḟ) // ExtC (Ẇ , Ė)

Ext(1,ġ) // ExtC (Ẇ , Ẏ ).

(2.17)

Por la proposición (??) tenemos exactitud en el término HomK(A)(Ẇ , Ė).
Probemos la exactitud en HomK(A)(Ẇ , Ẏ ). Sea ḣ representante de la clase
ḣ ∈ HomK(A)(Ẇ , Ė). Luego, ρ̇1(ḣ) = ḣ. Además, 0 = ϕ(ġ∗(ḣ)) = ϕ̂ρġ∗(ḣ) =
ϕ̂ġ∗ρ1(ḣ) = ϕ̂ġ∗(ḣ). Entonces, la imagen de ġ∗ está contenida en el núcleo
de ϕ̂.

Sea a ∈ ker ϕ̂, representada por a ∈ HomC (A)(Ẇ , Ẏ ) tal que ρ(a) = a y
ϕ(a) = 0. Por la exactitud en HomC (A)(Ẇ , Ẏ ), existe c ∈ HomC (A)(Ẇ , Ė)
tal que ġ∗(c) = a. Entonces, a = ρġ∗(c) = ġ∗ρ1(c), es decir, a está en la
imagen de ġ∗ (ver diagrama (??)).
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Sea ḣ ∈ HomK(A)(Ẇ , Ẏ ), representado por ḣ ∈ HomC (A)(Ẇ , Ẏ ). Luego,
ρ(ḣ) = ḣ. Luego 0 = Ext(1, ḟ)(ϕ(ḣ)) = Ext(1, ḟ)(ϕ̂ρ(ḣ)) = Ext(1, ḟ)(ϕ̂(ḣ))
y el núcleo de Ext(1, ḟ) contiene a la imagen de ϕ̂.

Sea z ∈ ker Ext(1, ḟ), luego, por la exactitud en el renglón superior del
diagrama (??), tenemos que z = ϕ(ḣ) con ḣ ∈ HomC (A)(Ẇ , Ẏ ), entonces
z = ϕ̂(ρ(h)) y se tiene que el núcleo de Ext(1, ḟ) está contenido en la imagen
de ϕ̂. Luego, tenemos la exactitud en ExtC (Ẇ , Ẋ), y, además, la exactitud
del diagrama (??).

Por otro lado, también tenemos, por la observación (??) el diagrama
conmutativo:

· · ·HomK(A)(Ẇ , Ẏ )
ϕ̂ //

δ ))

ExtC (Ẇ , Ẋ)

∼=
��

Ext(1,ḟ) //ExtC (Ẇ , Ė)

∼=
��

Ext(1,ġ) //ExtC (Ẇ , Ẏ )

∼=
��

HomK(A)(Ẇ , Ẋ[1])
ḟ [1]∗

//HomK(A)(Ẇ , Ė[1])
ġ[1]∗
//HomK(A)(Ẇ , Ẏ [1]).

De ah́ı que:

· · ·HomK(A)(Ẇ , Ẋ[−1])
ḟ [−1]∗

//HomK(A)(Ẇ , Ė[−1])
ġ[−1]∗

//HomK(A)(Ẇ , Ẏ [−1])

δ−1
//HomK(A)(Ẇ , Ẋ)

ḟ
∗

//HomK(A)(Ẇ , Ė)
ġ∗

//HomK(A)(Ẇ , Ẏ )

δ //HomK(A)(Ẇ , Ẋ[1])
ḟ [1]∗

//HomK(A)(Ẇ , Ė[1])
ġ[1]∗
//HomK(A)(Ẇ , Ẏ [1]) · · ·

es una sucesión exacta. 2

Afirmación 2.44. Supongamos que en A existen los coproductos arbitra-
rios. Sea {Zs}s∈J una familia de complejos en C (A). Entonces, para cual-
quier complejo Ẋ se tiene que

HomK(A)(
∐
s∈J

Zs, Ẋ) ∼=
∏
s∈J

HomK(A)(Zs, Ẋ).

Demostración. Dado un morfismo ḟ en HomC (A)(
∐
s∈J

Zs, Ẋ), existe

una familia {fs := ḟλs : Zs → Ẋ}s∈J contenida en
∏
s∈J

HomC (A)(Zs, Ẋ),

para λs la inyección canónica de Zs en
∐
s∈J

Zs. Además, dada una familia

de morfismos {fs : Zs → Ẋ}s∈J , por la propiedad universal del coproducto∐
s∈J

Zs, existe un único morfismo ḟ :
∐
s∈J

Zs → Ẋ tal que ḟλs = fs para cada
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s ∈ J . Estas asignaciones están en correspondencia biuńıvoca precisamente
por la propiedad universal del coproducto. Luego, se tiene el isomorfismo
ψ : HomC (A)(

∐
s∈J

Zs, Ẋ) ∼=
∏
s∈J

HomC (A)(Zs, Ẋ) tal que ψ(ḟ) = {ḟλs}s∈J .

Supongamos que un morfismo ḟ ∈ HomC (A)(
∐
s∈J

Zs, Ẋ) se factoriza a

través de un E-proyectivo Q. Entonces cada morfismo ḟλs también se facto-
riza a través de Q. Luego, en el siguiente diagrama

HomC (A)(
∐
s∈J

Zs, Ẋ) ψ //

ρ

��

∏
s∈J

HomC (A)(Zs, Ẋ)

η:=
Q
ρs

��
HomK(A)(

∐
s∈J

Zs, Ẋ)
α
//
∏
s∈J

HomK(A)(Zs, Ẋ),

como ker ρ ⊆ ker ηψ, entonces existe α tal que ηψ = αρ. Como ηψ es epimor-
fismo, entonces α también lo es. Veamos que α es monomorfismo. Supon-
gamos que α(f̄) = 0 para algún f̄ ∈ HomK(A)(

∐
s∈J

Zs, Ẋ). Por otro lado,

existe ḟ ∈ HomC (A)(
∐
s∈J

Zs, Ẋ) tal que ρ(ḟ) = f̄ . Entonces 0 = α(f̄) =

αρ(ḟ) = ηψ(ḟ) = η{ḟλs}s∈J = {ρs(ḟλs)}s∈J . Por lo tanto, cada ḟλs es ho-
motópico a cero. Luego, cada ḟλs se factoriza a través de un E-proyectivo,
digamos Ts. Entonces se tiene el diagrama conmutativo:∐

s∈J
Zs ḟ // Ẋ

Zs

λs

OO
ḟλs{{{{

=={{{{

us
// Ts.

vs

OO

Además, por la propiedad universal del coproducto para
∐
s∈J

Zs y para
∐
s∈J

Ts

se tiene la existencia y unicidad de los morfismos µ y v tales que también
conmuta: ∐

s∈J
Zs µ //

∐
s∈J

Ts v // Ẋ

Zs

λs

OO

us
// Ts.

σs

OO

vs

>>|||||||||

Como ḟλs = vsus, entonces vµ = ḟ por la unicidad en la propiedad universal
del coproducto para

∐
s∈J

Zs. Luego, ḟ se factoriza a través del E-proyectivo
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∐
s∈J

Ts. Por lo tanto, f̄ = 0. Luego, es válida la afirmación. 2

Corolario 2.45. Si {σs : Zs →
∐
s∈J

Zs} es coproducto de {Zs}s∈J en C (A),

entonces {σs : Zs →
∐
s∈J

Zs} es coproducto de {Zs}s∈J en K(A).
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Caṕıtulo 3

Categoŕıas Trianguladas

En la primera sección introduciremos el concepto de triángulos. Estos son
el análogo de las sucesiones exactas cortas en categoŕıas abelianas. Las ca-
tegoŕıas trianguladas no serán, en general, abelianas (aunque śı aditivas), es
por eso que no podemos aplicar la definición usual de exactitud. Hablaremos
de funtores t-exactos entre categoŕıas trianguladas. Estos son funtores que
respetan la estructura triangulada al conmutar con las traslaciones y enviar
triángulos en triángulos. Tenemos un lema que nos permite obtener sub-
categoŕıas trianguladas y una proposición que nos da condiciones para que
un funtor entre categoŕıas trianguladas sea una equivalencia de categoŕıas.
Estos resultados serán muy útiles en el caṕıtulo 7.

En la segunda sección probaremos que la categoŕıa homotópica de com-
plejos es triangulada.

3.1. Categoŕıas trianguladas y funtores t-exactos

Recordemos algunas nociones básicas. En lo que sigue, sea C una categoŕıa
aditiva y T un automorfismo de C , luego, existe el funtor inverso T−1.
Abusando de la notación, escribiremos TX para denotar T (X), Tf para
T (f), etc.

Definición 3.1. 1. Un séxtuple t en C es una colección de objetos y
morfismos (X,Y, Z, u, v, w) de C tales que X

u // Y
v // Z

w // TX.

2. Sean los séxtuples (X,Y, Z, u, v, w) y (X ′, Y ′, Z ′, u′, v′, w′). Un morfis-
mo de séxtuples es una terna de morfismos (h1, h2, h3) tales que el
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siguiente diagrama conmuta:

X

h1

��

u // Y

h2

��

v // Z

h3

��

w // TX

Th1

��
X ′

u′ // Y ′
v′ // Z ′

w′ // TX ′.

El morfismo (h1, h2, h3) es un isomorfismo si h1, h2 y h3 lo son.

Definición 3.2. Una clase J de séxtuples en C se dice que es una trian-
gulación de C si cumple los siguientes axiomas:

TR1 (a) Si t = (X,Y, Z, u, v, w) está en J y t′ = (X ′, Y ′, Z ′, u′, v′, w′) es
isomorfo a t, entonces también t′ está en J .

(b) El séxtuple (X,X, 0, 1X , 0, 0) está en J , para todo X en C .
(c) Para cada morfismo u : X → Y en C , existe (X,Y, Z, u, v, w) en
J .

TR2 (X,Y, Z, u, v, w) está en J si y sólo si (Y,Z, TX, v, w,−Tu) también
está en J .

TR3 Si t = (X,Y, Z, u, v, w) y t′ = (X ′, Y ′, Z ′, u′, v′, w′) están en J , y h1,
h2 son tales que conmuta X

h1

��

u // Y

h2

��
X ′

u′ // Y ′,

entonces existe h3 : Z → Z ′

tal que (h1, h2, h3) es un morfismo de t en t′.

TR4 (Axioma del octaedro) Sean (X,Y, Z ′, u, i, i′), (Y,Z,X ′, v, j, j′) y
(X,Z, Y ′, vu, k, k′) elementos de J . Luego, existen morfismos f y g
tales que (Z ′, Y ′, X ′, f, g, (Ti)j′) está en J y el siguiente diagrama
conmuta:

T−1Y ′

T−1g
��

T−1k′ // X

u

��

X

vu

��
T−1X ′

T−1j′ // Y

i
��

v // Z

k
��

j // X ′
j′ // TY

T i
��

Z ′

i′

��

f // Y ′

k′

��

g // X ′
(T i)j′ // TZ ′

TX TX.
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En este caso decimos que la terna (C , T,J ) es una categoŕıa triangulada
con funtor de traslación T y triangulación J . A los séxtuples en J se les
llama triángulos.

Proposición 3.3. Sea T una categoŕıa triangulada y (X,Y, Z, u, v, w) un
triángulo en T . Entonces vu = 0 y wv = 0.

Demostración. Usando el axioma TR1(b) tenemos el siguiente diagra-
ma:

X
1X //

1X
��

X
0 //

u

��

0 0 //

s

��

TX

1TX
��

X
u // Y

v // Z
w // TX,

el primer cuadrado del diagrama conmuta, luego, por el axioma TR3 existe el
morfismo s que hace conmutar el resto del diagrama. Entonces 0 = s0 = vu.

Por el axioma TR2, el triángulo (Y, Z, TX, v, w,−Tu) está en T , enton-
ces por el argumento del párrafo anterior existe el morfismo t en el diagrama:

Y
1Y //

1Y
��

Y
0 //

v

��

0 0 //

t

��

TY

1TY
��

Y
v // Z

w // TX
−Tu // TY,

además este conmuta, luego, 0 = t0 = wv. De hecho, el mismo argumento
prueba que (Tu)w = 0 y también −uT−1w = 0. 2

Proposición 3.4. Sea T una categoŕıa triangulada con funtor traslación T .
Sea X

u // Y
v // Z

w // TX un triángulo en T . Entonces, para cada
W en T las sucesiones:

· · ·HomT(W,X)
u∗ //HomT(W,Y)

v∗ //HomT(W,Z)
w∗ //HomT(W,TX)

(Tu)∗ //HomT(W,TY) · · ·

y

· · ·HomT(TX,W)
w∗ //HomT(Z,W)

v∗ //HomT(Y,W)
u∗ //HomT(X,W)

(T−1w)∗//HomT(T−1Z,W) · · ·

son exactas.

Demostración. Por el axioma TR1 de la definición de categoŕıa trian-

gulada, se tiene que: W
1 //W

0 // 0 0 // TW es un triángulo en T .
Entonces el axioma TR2 nos dice que

W
0 // 0 0 // TW

−1 // TW
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también es un triángulo en T . También por este axioma tenemos que

Y
v // Z

w // TX
−Tu // TY

es un triángulo en T . Probemos la exactitud en el término HomT (W,Y )
de la primera sucesión. Por la proposición (??), tenemos que vu = 0, luego,
0 = (vu)∗ = v∗u∗ e Imu∗ ⊆ ker v∗. Sea g ∈ ker v∗, entonces vg = 0 y se tiene:

W
0 //

g

��

0 0 //

0
��

TW
−1 //

f ′

��

TW

Tg

��
Y

v // Z
w // TX

−Tu // TY.

El axioma TR3 nos da la existencia de f ′ que hace conmutar el diagrama.
Entonces Tg = Tu · f ′. Sea f := T−1f ′, entonces Tf = f ′ y Tg = T (uf).
Como T es automorfismo, g = uf = u∗(f). Por lo tanto, ker v∗ ⊆ Imu∗, y se
tiene la exactitud en HomT (W,Y ).

Aplicando el argumento anterior al triángulo

Y
v // Z

w // TX
−Tu // TY,

obtenemos la exactitud de la sucesión en HomT (W,Z).
Tenemos el siguiente isomorfismo de séxtuples:

Z
w //

−1
��

TX
−Tu //

−1
��

TY
−Tv //

1
��

TZ

T (−1)

��
Z

w // TX
Tu // TY

Tv // TZ.

Como el primer renglón es un triángulo, por TR1, también el segundo
lo es. Usando nuevamente el argumento anterior, se tiene la exactitud en
HomT (W,TX). Es claro que este argumento vale para todos los términos
de la sucesión.

Para la segunda sucesión: El axioma TR2 nos dice que

0 0 //W
1 //W

0 // 0

es un triángulo en T . Probemos la exactitud en el término HomT (Z,W ).
Por la proposición (??), tenemos que wv = 0, luego, Imw∗ ⊆ ker v∗. Sea
g ∈ ker v∗, entonces gv = 0 y se tiene el diagrama:

Y
v //

0
��

Z
w //

g

��

TX
−Tu //

f
��

TY

0
��

0 0 //W
1 //W

0 // 0.
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Luego, f existe por el axioma TR3 y es tal que g = fw = w∗(f). Entonces,
ker v∗ ⊆ Imw∗, de ah́ı la exactitud en HomT (Z,W ).

La exactitud en HomT (Y,W ) se prueba con el mismo argumento apli-

cado al triángulo T−1X
T−1w // X

u // Y
v // Z .

En el diagrama siguiente tenemos un isomorfismo de séxtuples:

T−1Z
−T−1v//

1
��

T−1X
−T−1w//

−1
��

X
u //

1

��

Y

1

��
T−1Z

T−1v // T−1X
T−1w // X

u // Y.

Como el renglón superior es un triángulo, el renglón inferior también lo es,
y aplicándole a este el argumento anterior, obtenemos la exactitud de la
segunda sucesión en el término HomT (X,W ). 2

Definición 3.5. Sean T1 y T2 categoŕıas trianguladas, con respectivos fun-
tores traslación T1 y T2. Decimos que un funtor aditivo F : T1 → T2 es
t-exacto si:

a) Los funtores FT1 y T2F son isomorfos (es decir, existe una familia
{ϕM : FT1M → T2FM}M∈ObT1 de isomorfismos naturales en M), y

b) Si ∆: X
f // Y

g // Z
h // T1X es un triángulo en T1, entonces

F (∆): FX
Ff // FY

Fg // FZ
ϕXFh // T2FX es un triángulo en T2.

Sean F , G : T1 → T2 funtores t-exactos. Luego, existen los isomorfismos
de funtores ϕ : FT1 → T2F y ψ : GT1 → T2G. Un morfismo de funtores
t-exactos es una transformación natural α : F → G tal que el siguiente
diagrama:

FT1

αT1 //

ϕ

��

GT1

ψ
��

T2F
T2α // T2G

conmuta.

Observación 3.6. Si F : T → T ′ y H : T ′ → T ′′ son funtores t-exactos,
entonces HF es un funtor t-exacto.
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Demostración. Sean T , T ′, y T ′′ los funtores traslación de las cate-
goŕıas trianguladas T , T ′, y T ′′ respectivamente. Como F y H son funtores
t-exactos, existen los isomorfismos de funtores:

ϕ : FT −→ T ′F,
β : HT ′ −→ T ′′H.

Para cada f : a→ b en T , tenemos el siguiente diagrama:

HFTa
Hϕa //

HFTf

��

HT ′Fa
βFa //

HT ′Ff
��

T ′′HFa

T ′′HFf
��

HFTb
Hϕb // HT ′Fb

βFb // T ′′HFb.

El cuadro de la izquierda conmuta porque ϕ es natural en a pues F es t-
exacto; el cuadro de la derecha conmuta por la naturalidad de β en Fa por
ser H t-exacto. Si definimos θ := (βF )(Hϕ) como la familia de isomorfismos

{θa := βFa ·Hϕa : HFTa→ T ′′HFa}a∈T ,

tenemos que, para cada f : a→ b conmuta:

(HFT )a
θa //

(HFT )f

��

(T ′′HF )a

(T ′′HF )f
��

(HFT )b
θb // (T ′′HF )b.

Luego, θ : HFT → T ′′HF es un isomorfismo de funtores. Además, es claro
que HF env́ıa triángulos de T en triángulos de T ′′. Entonces, HF es un
funtor t-exacto. 2

Observación 3.7. Sean los funtores t-exactos

T1
L // T

F //
G
// T ′

H // T2,

y η : F → G un morfismo de funtores t-exactos. Sea {ηa : Fa → Ga}a∈T

la familia de morfismos naturales que existe por ser η un morfismo de fun-
tores. Definiendo Hη := {Hηa : HFa → HGa}a∈T y ηL := {ηLa : FLa →
GLa}a∈T tenemos que Hη : HF → HG y ηL : FL→ GL son morfismos de
funtores t-exactos. Si η es isomorfismo, también lo son Hη y ηL.
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Demostración. Sean T1, T , T ′, y T2 los funtores traslación de las cate-
goŕıas trianguladas T1, T , T ′, y T2 respectivamente. Como L, F , G y H son
funtores t-exactos, existen transformaciones naturales que son isomorfismos:

α : LT1 −→ TL,
ϕ : FT −→ T ′F,
ψ : GT −→ T ′G,
β : HT ′ −→ T2H.

Por la observación anterior, HF y HG son funtores t-exactos, es decir, exis-
ten familias de isomorfismos naturales

θF := {βFa ·Hϕa : HFTa→ T2HFa}a∈T ,

θG := {βGa ·Hψa : HGTa→ T2HGa}a∈T .

Para cada f : a→ b, por la naturalidad de η, el siguiente diagrama conmuta:

Fa
ηa //

Ff
��

Ga

Gf
��

Fb
ηb // Gb.

Aplicando el funtor H a este diagrama sigue siendo conmutativo:

HFa
Hηa //

HFf
��

HGa

HGf
��

HFb
Hηb // HGb.

Luego, {Hηa : HFa → HGa}a∈T es una familia de transformaciones natu-
rales en a. Es claro que, si η es isomorfismo (esto es, ηa es isomorfismo para
cada a ∈ T ), entonces también Hη es isomorfismo. Para ver que Hη es un
morfismo de funtores t-exactos, sólo resta probar que el siguiente diagrama
conmuta:

HFT
HηT //

θF

��

HGT

θG

��
T2HF

T2Hη // T2HG.

Puesto que η es morfismo de funtores t-exactos, tenemos que conmuta el
diagrama:

HFT
HηT //

Hϕ
��

HGT

Hψ
��

HT ′F
HT ′η // HT ′G.
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Luego, también conmuta:

HFT
HηT //

Hϕ
��

HGT

Hψ
��

HT ′F
HT ′η //

βF
��

HT ′G

βG
��

T2HF
T2Hη // T2HG.

La prueba de que ηL es un morfismo de funtores t-exactos de FL en GL es
análoga. 2

Corolario 3.8. Sean T y T1 categoŕıas trianguladas con respectivos funto-
res traslación T y T1. Si F : T → T1 es un funtor t-exacto, con isomorfismo
α : FT → T1F , entonces existe un isomorfismo de funtores t-exactos:

T−1
1 F

T−1
1 αT−1

// FT−1,

Demostración. Tenemos el siguiente diagrama de funtores t-exactos:

T
T−1

// T
FT //
T1F
// T1

T−1
1 // T1,

y α : FT → T1F un isomorfismo de funtores t-exactos. Por la observación an-
terior, tenemos que αT−1 es un isomorfismo de funtores t-exactos. De nuevo
usando tal observación, con H = T−1

1 y η = αT−1, tenemos que T−1
1 αT−1

es un isomorfismo de funtores t-exactos. 2

Proposición 3.9. Sea F : T1 → T2 un funtor t-exacto entre las categoŕıas
trianguladas T1 y T2, cuyos respectivos funtores traslación son T1 y T2.
Dados X y Y objetos en T1 se tiene que,

FX,Y : HomT1(X,Y ) −→ HomT2(FX,FY )

es un isomorfismo si y sólo si:

FT1X,T1Y : HomT1(T1X,T1Y ) −→ HomT2(FT1X,FT1Y )

es un isomorfismo.
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Demostración. Como F es t-exacto, se tiene el isomorfismo de funto-
res α : FT1 → T2F . Por (??), también T−1

2 αT−1
1 : T−1

2 F −→ FT−1
1 , es un

isomorfismo de funtores. Basta probar que el siguiente diagrama es conmu-
tativo:

HomT1(X,Y )
FX,Y //

T1
∼=
��

HomT2(FX,FY )

HomT1(T1X,T1Y )

FT1X,T1Y

��

HomT2(FX, T−1
2 FT1Y )

Hom(1,(T−1
2 αT−1

1 )T1Y
)∼=

OO

HomT2(FT1X,FT1Y )
Hom(α−1

X ,1)

∼=
// HomT2(T2FX,FT1Y ).

T−1
2

∼=

OO

Notemos que (T−1
2 αT−1

1 )T1Y = T−1
2 αY . Sea g : X → Y en T1. Entonces:

Hom(1, T−1
2 αY )T−1

2 [Hom(α−1
X , 1)(FT1g)] = T−1

2 (αY )T−1
2 (FT1g · α−1

X )
= T−1

2 (αY · FT1g · α−1
X ).

Por otro lado, la naturalidad del morfismo α nos dice que conmuta el si-
guiente diagrama:

T2FX

T2Fg

��

α−1
X // FT1X

FT1g

��
T2FY

α−1
Y // FT1Y.

Entonces:

Hom(1, T−1
2 αY )T−1

2 [Hom(α−1
X , 1)(FT1g)] = T−1

2 (αY α−1
Y T2Fg)

= Fg.

Luego, el diagrama conmuta y se tiene la proposición. 2

Definición 3.10. Sea T una categoŕıa triangulada, con funtor traslación
T , y T ′ una subcategoŕıa plena de T que contiene al objeto cero. Decimos
que T ′ es una subcategoŕıa triangulada si:

(i) Dado X un objeto en T ′, tanto TX como T−1X están en T ′.

(ii) Dados X y Y objetos en T ′, para cada u : X → Y existe un triángulo

X
u // Y

v // Z
w // TX con Z en T ′.
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(iii) Si X, Y son objetos en T ′, entonces X ⊕ Y está en T ′.

Observación 3.11. Si T ′ es una subcategoŕıa triangulada de la categoŕıa
triangulada T con clase de triángulos ∆, entonces T ′ es una categoŕıa trian-
gulada con clase de triángulos ∆′, donde el séxtuple de T ′: (X,Y, Z, u, v, w)
está en ∆′ si y sólo si es un triángulo en ∆.

Definición 3.12. Sean las categoŕıas T y T1 y F : T → T1 un funtor.
Supongamos que para cada familia {Zi}i∈J en T tal que

∐
i∈J

Zi está en T

y
∐
i∈J

FZi está en T1, se tiene que el morfismo ψ dado por la propiedad

universal del coproducto
∐
i∈J

FZi y que hace conmutar el siguiente diagrama

∐
i∈J

FZi ψ // F (
∐
i∈J

Zi)

FZi,

σFZi

OO

FσZi

66mmmmmmmmmmmmmm

(donde σZi y σFZi son las inyecciones canónicas) es un isomorfismo, enton-
ces decimos que F conmuta con coproductos.

Lema 3.13. Sean T y T1 categoŕıas trianguladas con respectivos funtores
traslación T , T1 y F : T → T1 un funtor t-exacto. Sea S una colección de
objetos de T que es cerrada bajo traslaciones. Dados X, Y en T , recordemos
la notación FX,Y para el morfismo F : HomT (X,Y ) −→ HomT1(FX,FY ).
Sean

S1 := {X ∈ T | FX,Y es isomorfismo ∀Y ∈ S},

S2 := {Y ∈ T | FX,Y es isomorfismo ∀X ∈ S}.

Sea j ∈ {1, 2}. Sea Uj la subcategoŕıa plena de T cuyos objetos son los de
Sj. Entonces Uj es una subcategoŕıa triangulada de T .

Además, si F conmuta con coproductos y se tiene que {Zi}i∈J está en
U1 con

∐
i∈J

Zi en T y
∐
i∈J

FZi en T1, entonces
∐
i∈J

Zi está en U1.

Demostración. Probemos que U1 es subcategoŕıa triangulada de T .
Sea X ∈ S1. Entonces, para todo Y ∈ S se tiene que FX,Y es un isomorfismo.
Puesto que S es cerrado bajo traslaciones, T−1Y ∈ S, aśı que FX,T−1Y es
isomorfismo. Por la proposición (??) esto pasa si y sólo si FTX,TT−1Y es
isomorfismo, es decir, FTX,Y es isomorfismo, para todo Y ∈ S. Por lo tanto,
TX está en U1.
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Por otro lado, para todo Y ∈ S se tiene que FX,TY es un isomorfismo,
esto es, FTT−1X,TY es isomorfismo. Por (??) esto pasa si y sólo si FT−1X,Y

es isomorfismo, para todo Y ∈ S. Luego, T−1X está en U1.

Sea f : X → Y en U1 y X
f // Y

g // Z
h // TX su correspondien-

te triángulo en T . Entonces, FX
Ff // FY

Fg // FZ
αXFh // T1FX es un

triángulo en T1 (para αX : FTX → T1FX el isomorfismo dado porque F es
t-exacto). Sea W ∈ S. Luego, son exactos los renglones superior e inferior
del siguiente diagrama:

HomT(TY,W )
(Tf)∗ //

FTY,W ∼=

��

HomT(TX,W )
h∗ //

FTX,W ∼=

��

HomT(Z,W )
g∗ //

FZ,W

��

HomT(Y,W )
f∗ //

FY,W ∼=

��

HomT(X,W )

FX,W ∼=

��

HomT1(FTY,FW )
(FTf)∗ //

(α−1
Y

)∗ ∼=

��

HomT1(FTX,FW )

(Fh)∗

((RRRRRRRRRRRRR

(α−1
X

)∗ ∼=

��
HomT1(T1FY,FW )

(T1Ff)∗ //HomT1(T1FX,FW )
(αXFh)∗//HomT1(FZ,FW )

(Fg)∗ //HomT1(FY,FW )
(Ff)∗ //HomT1(FX,FW ).

Por la naturalidad de la familia {αX}X∈T , tenemos que es conmutativo el
siguiente cuadrado:

T1FX
α−1
X //

T1Ff

��

FTX

FTf

��
T1FY

α−1
Y // FTY.

Entonces, el diagrama superior es conmutativo. Como todos los morfismos
verticales son isomorfismos, el Lema del 5 nos dice que FZ,W es isomorfismo.
Por lo tanto, Z está en U1.

Sean X1, X2 en U1. Entonces, para cada Y ∈ S, FXi,Y es isomorfismo
para i = 1, 2. Luego, tenemos la cadena de isomorfismos (cuya composición
coincide con F⊕Xi,Y ):

HomT

„
2L
i=1

Xi, Y

«
∼= //

2L
i=1

HomT(Xi, Y )
∼= //

2L
i=1

HomT1(FXi, FY )

∼= //HomT1

„
2L
i=1

FXi, FY

«
∼= //HomT1

„
F

„
2L
i=1

Xi

«
, FY

«
.

Por lo tanto, X1 ⊕ X2 está en U1 y se tiene que U1 es una subcategoŕıa
triangulada de T .

La prueba de que U2 es una subcategoŕıa triangulada de T usa argu-
mentos duales a los que hemos dado para U1.

Supongamos ahora que F conmuta con coproductos y que {Zi}i∈J está en
U1 con

∐
i∈J

Zi en T y
∐
i∈J

FZi en T1. Por hipótesis FσZi = ψσFZi , donde σZi
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y σFZi son las inyecciones canónicas, y ψ, dado por la propiedad universal
del coproducto, es un isomorfismo. Sea Y ∈ S. Basta probar que el siguiente
diagrama es conmutativo:

HomT (
∐
i∈J

Zi, Y ) (σZi∗)
∼=

//

F‘Zi,Y

��

∏
i∈J

HomT (Zi, Y )

(FZi,Y )∼=
��∏

i∈J
HomT1(FZi, FY )

HomT1(F (
∐
i∈J

Zi), FY ) ψ∗
∼=

// HomT1(
∐
i∈J

FZi, FY ).

(σFZi∗)∼=

OO

Sea f :
∐
Zi → Y en T . Entonces:

(σFZi)∗(ψ)∗F‘Zi,Y (f) = (F (f)ψσFZi) = (F (f)F (σZi)) = (F (fσZi))
= (FZi,Y )((σZi∗)(f)).

Entonces el diagrama conmuta y se tiene que F‘Zi,Y es un isomorfismo. 2

Lema 3.14. Sean T y T1 categoŕıas trianguladas. Sea F : T → T1 un
funtor pleno y t-exacto. Sea V la subcategoŕıa plena de T1 formada por los
objetos que son isomorfos a imágenes del funtor F . Entonces, V es una
subcategoŕıa triangulada de T1.

Demostración. Por definición, V es cerrada bajo isomorfismos. Sea
Y ∈ V , entonces Y ∼= F (X), para algún X ∈ T . Luego,

T1Y ∼= T1F (X) ∼= FT (X),

por lo tanto, T1Y está en V . Además

T−1
1 Y ∼= T−1

1 F (X) ∼= FT−1(X),

por lo tanto, T−1
1 Y también está en V .

Sean Y1, Y2 en V , Y1
∼= F (X1), Y2

∼= F (X2) para X1, X2 ∈ T . Se tiene

Y1 ⊕ Y2
∼= F (X1)⊕ F (X2) ∼= F (X1 ⊕X2).

Luego, Y1 ⊕ Y2 ∈ V .
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Sea Y1

f // Y2 en V . Entonces Y1
∼= F (X1), Y2

∼= F (X2) para X1,

X2 ∈ T . Aśı que existe f ′ que hace conmutar Y1

f // Y2

∼=
��

F (X1)
f ′ //

∼=

OO

F (X2)

. Co-

mo F es pleno, f ′ = F (u), para algún u ∈ T . Luego, existe un triángu-
lo X1

u // X2

v // X3

w // TX1 en T . Como el funtor F es t-exacto,

FX1

Fu // FX2

Fv // FX3

αX1
Fw
// T1FX1 es un triángulo en T1. Sea el trián-

gulo Y1

f // Y2

g // Y3

h // T1Y1 correspondiente a f en T1. Luego, en
el diagrama

Y1

f //

∼=
��

Y2

g //

∼=
��

Y3

h //

s

��

T1Y1

∼=
��

FX1

Fu // FX2

Fv // FX3

αX1
Fw
// T1FX1

existe el morfismo s (por el axioma (TR3)). Además, es un isomorfismo. Por
lo tanto, Y3 está en V . 2

En el lema anterior observemos que, si F conmuta con coproductos y
tanto en T como en T1 existen los coproductos arbitrarios, entonces V es
cerrado bajo coproductos arbitrarios.

Definición 3.15. Sea T una categoŕıa triangulada. Una colección de ob-
jetos Z en T se dice un sistema de generadores de T si ésta última es la
subcategoŕıa triangulada más pequeña, cerrada bajo isomorfismos, que con-
tiene a Z.

Proposición 3.16. Sean T y T1 categoŕıas trianguladas con respectivos
funtores traslación T y T1. Sea F : T → T1 un funtor t-exacto, tal que para
un sistema de generadores Z de T se tiene que, FZ1,T iZ2

es un isomorfismo
para todo Z1, Z2 en Z, para cada i ∈ Z. Entonces F es un funtor fiel y
pleno.

Además, si la colección de imágenes del sistema de generadores F (Z) es
un sistema de generadores para T1, entonces F también es denso.

Demostración. Sea S = {T iZ | Z ∈ Z, i ∈ Z}. Entonces Z está en S,
el cual es cerrado bajo traslaciones, por construcción. Como en el enunciado
del lema (??), sean

S1 := {X ∈ T | FX,Y es isomorfismo ∀Y ∈ S},
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S2 := {Y ∈ T | FX,Y es isomorfismo ∀X ∈ S}.

Sea U1 la subcategoŕıa plena de T cuyos objetos están en S1. Entonces U1

es triangulada (por el lema (??)), pero además Z está en U1, luego, U1 = T .
Por lo tanto, FX,T iZ es un isomorfismo para todo X ∈ T , para todo Z en
Z y para todo i ∈ Z.

Ahora sea S = T , y U2 la subcategoŕıa plena de T cuyos objetos están
en S2. Por el lema (??) U2 es subcategoŕıa triangulada de T . Además, U2

contiene a Z, luego, U2 = T . Por lo tanto, F es fiel y pleno.
Supongamos ahora que F (Z) es un sistema de generadores para T1. Sea

V la subcategoŕıa plena de T1 de los objetos Y tales que Y ∼= F (X) para
X ∈ T . Entonces F (Z) ⊆ V ; pero V es triangulada, por el lema (??),
luego, T1 = V . Por lo tanto, F es denso. 2

3.2. La categoŕıa triangulada K(A)

En esta sección probaremos que la categoŕıa homotópica K(A) es triangu-
lada con el funtor T definido en (??) su automorfismo de traslación.

Definición 3.17. Decimos que el séxtuple (Z1, Z2, Z3, h1, h2, h3) en K(A)
es un triángulo si es isomorfo a un séxtuple (Ẋ, Ė, Ẏ , ḟ , ġ, ḣ) en K(A) con

0 // Ẋ
ḟ // Ė

ġ // Ẏ // 0 una E-sucesión (para ḟ y ġ representan-
tes de las clases ḟ y ġ respectivamente) y ḣ su morfismo correspondiente
en HomK(A)(Ẏ , Ẋ[1]) dado por el isomorfismo que hay entre ExtC (Ẏ , Ẋ) y
HomK(A)(Ẏ , Ẋ[1]) (teorema (??)). Un séxtuple (Ẋ, Ė, Ẏ , ḟ , ġ, ḣ) en K(A)
con estas caracteŕısticas será llamado canónico.

Denotaremos por JK la clase de los triángulos en K(A).

Observación 3.18. Si el séxtuple t = (Ẋ, Ẏ , Ż, u̇, v̇, ẇ) es un triángulo en
JK y t′ = (Ẋ ′, Ẏ ′, Ż ′, u̇′, v̇′, ẇ′) es un séxtuple isomorfo a t. Entonces t′

también está en JK .

Demostración. Por definición, tenemos que t es isomorfo a un séxtuple

(Ẋ1, Ẏ1, Ż1, ḟ , ġ, ḣ) en K(A) con 0 // Ẋ1

ḟ // Ė1

ġ // Ẏ1
// 0 una E-

sucesión (para ḟ y ġ representantes de las clases ḟ y ġ respectivamente) y
ḣ su morfismo correspondiente en HomK(A)(Ẏ1, Ẋ1[1]). Luego, también se
tiene que t′ es isomorfo a (Ẋ1, Ẏ1, Ż1, ḟ , ġ, ḣ). Por lo tanto, t′ está en JK . 2
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Lema 3.19. Sea el siguiente diagrama conmutativo en C (A):

0 // Ṁ
u̇ // Ė

v̇ //

��

Ṅ //

ẇ
��

0

0 // Ṁ
σ //J(Ṁ [1])

ρ // Ṁ [1] // 0

con renglones E-sucesiones y donde el segundo renglón es la E-sucesión
canónica constrúıda en (??), entonces:

Ṁ
u̇ // Ė

v̇ // Ṅ
ẇ // Ṁ [1]

es un triángulo en K(A).

Demostración. Por la observación (??), conmuta el diagrama

HomK(A)(Ṅ , Ṁ [1])
Ψ̂Ṅ // ExtC (Ṅ , Ṁ)

HomK(A)(Ṁ [1], Ṁ [1])
Ψ̂Ṁ [1] //

ẇ∗

OO

ExtC (Ṁ [1], Ṁ).

ExtC (ẇ,1)

OO

Sea x la clase de E-sucesiones en ExtC (Ṅ , Ṁ) representada por el primer
renglón del enunciado y sea y la clase en ExtC (Ṁ [1], Ṁ) que corresponde al
segundo renglón. Por la observación (??), tenemos:

x = ExtC (ẇ, 1)(y) = ExtC (ẇ, 1)Ψ̂Ṁ [1](1Ṁ [1])
= Ψ̂Ṅ ẇ

∗(1Ṁ [1]) = Ψ̂Ṅ (ẇ).

2

Lema 3.20. Sean los morfismos ḟ : Ẋ → Ẏ y u̇ : Ẋ → Ṫ en C (A), con Ṫ
un complejo E-proyectivo. Entonces,

1. El morfismo
(
ḟ
u̇

)
: Ẋ → Ẏ ⊕ Ṫ es homotópico a

(
ḟ
0

)
.

2. Si ḟ es un isomorfismo, entonces
(
ḟ
0

)
: Ẋ → Ẏ ⊕Ṫ es un isomorfismo

en K(A).
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Demostración. 1. Basta probar que ( 0
u̇ ) (es decir, la diferencia entre(

ḟ
u̇

)
y
(
ḟ
0

)
) es homotópico a cero. Tenemos el siguiente diagrama conmu-

tativo:

Ẋ
( 0
u̇ )

//

( u̇ ) ��>>>>>>>> Ẏ ⊕ Ṫ

Ṫ

“
0

1Ṫ

”
<<yyyyyyyyy
.

Por la proposición (??), ( 0
u̇ ) es homotópico a cero.

2. Tenemos que Ẋ

“
ḟ
0

”
//
Ẏ ⊕ Ṫ

( ḟ−1, 0 )
oo , y ( ḟ−1, 0 )

(
ḟ
0

)
= 1Ẋ . Por otro lado,(

ḟ
0

)
( ḟ−1, 0 ) =

(
1Ẏ 0
0 0

)
. Para ver que

(
1Ẏ 0
0 0

)
es homotópico a la identidad,

basta ver que la diferencia
(

1Ẏ 0
0 0

)
−
(

1Ẏ 0
0 1Ṫ

)
=
(

0 0
0 −1Ṫ

)
es homotópica a

cero. El siguiente diagrama conmuta

Ẏ ⊕ Ṫ

“
0 0
0 −1Ṫ

”
//

( 0, 1Ṫ )
""EEEEEEEEE Ẏ ⊕ Ṫ

Ṫ

“
0
−1Ṫ

”
<<yyyyyyyyy ,

es decir,
(

0 0
0 −1Ṫ

)
se factoriza a través del E-proyectivo Ṫ . Por (??),

(
0 0
0 −1Ṫ

)
es homotópico a cero. Por lo tanto, la clase de homotoṕıa de

(
1Ẏ 0
0 0

)
es la

identidad en Ẏ ⊕ Ṫ en la categoŕıa K(A). Entonces, la clase de homotoṕıa
de
(

1Ẏ
0

)
es isomorfismo en K(A). 2

Definición 3.21. Sea ḟ : Ẋ // Ẏ en C (A). Llamamos cono de ḟ al

complejo Conḟ = (Y i ⊕Xi+1, diC)i∈Z, cuyo i-ésimo morfismo diferencial es

diC =
(
diY f i+1

0 −di+1
X

)
.

Lema 3.22. Dado un morfismo ḟ : Ẋ → Ẏ en C (A), tenemos la E-sucesión

0 // Ẋ
ṡf // Ẏ ⊕J(Ẋ[1])

ṗf // Con−ḟ // 0,
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donde

sif =
(

f i

diX
1Xi

)
: Xi → Y i ⊕Xi+1 ⊕Xi,

y
pif =

(
1Y i 0 −f i

0 1Xi+1 −diX

)
: Y i ⊕Xi+1 ⊕Xi → Y i ⊕Xi+1.

Demostración. Sea u̇ : Ẋ → J(Ẋ[1]) el morfismo en C (A) definido
en (??). Definimos ṡf =

(
ḟ
u̇

)
: Ẋ → Ẏ ⊕J(Ẋ[1]), es claro que ṡf es un

morfismo de complejos, pues ḟ y u̇ lo son. También ṗf es un morfismo de
complejos, porque conmuta:

Y i ⊕Xi+1 ⊕Xi

 
1Y i 0 −fi

0 1Xi+1 −diX

!
//

di
Ẏ⊕J(Ẋ[1])=

 
diY 0 0
0 0 0
0 1Xi+1 0

!

��

Y i ⊕Xi+1 = Coni−ḟ

 
diY −f

i+1

0 −di+1
X

!
=diC

ḟ

��

Y i+1 ⊕Xi+2 ⊕Xi+1

 
1Y i+1 0 −fi+1

0 1Xi+2 −di+1
X

!
// Y i+1 ⊕Xi+2 = Coni+1

−ḟ .

Se tiene(
1Y i+1 0 −f i+1

0 1Xi+2 −di+1
X

)( diY 0 0
0 0 0
0 1Xi+1 0

)
=
(
diY −f

i+1 0

0 −di+1
X 0

)
=
(
diY −f

i+1 −diY f
i+f i+1diX

0 −di+1
X di+1

X diX

)
=
(
diY −f

i+1

0 −di+1
X

)(
1Y i 0 −f i

0 1Xi+1 −diX

)
.

sif es monomorfismo porque ( 0 0 1Xi )
(

f i

diX
1Xi

)
=1Xi ; pif es retracción, pues(

1Y i 0 −fi
0 1Xi+1 −diX

)( 1Y i 0
0 1Xi+1

0 0

)
=
(

1Y i 0
0 1Xi+1

)
. También es claro que ṗf ṡf =0.

Si tenemos un morfismo α̇ en C (A) tal que ṗf α̇ = 0, esto es, para cada

i ∈ Z, αi =

(
αi1
αi2
αi3

)
en A y se tiene:

Zi

0@αi1
αi2
αi3

1A
))SSSSSSSSSSSSSSSSS

Xi
sif // Y i ⊕Xi+1 ⊕Xi

pif // Y i ⊕Xi+1,
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0 = pifα
i =

(
1Y i 0 −fi

0 1Xi+1 −diX

)( αi1
αi2
αi3

)
=
(
αi1−f iαi3
αi2−diXα

i
3

)
,

obtenemos que αi1 = f iαi3 y αi2 = diXα
i
3. Luego, αi3 : Zi → Xi satisface(

f i

diX
1Xi

)
αi3 =

(
f iαi3
diXα

i
3

αi3

)
=

(
αi1
αi2
αi3

)

y es el único morfismo que lo hace pues sif es monomorfismo. Se sigue que
sif = ker pif . Entonces ṡf = ker ṗf . Luego,

0 // Ẋ
ṡf // Ẏ ⊕J(Ẋ[1])

ṗf // Con−ḟ // 0,

es una E-sucesión, por el lema (??). 2

Proposición 3.23. Dado un morfismo ḟ : Ẋ // Ẏ en C (A), podemos

construir el séxtuple Ẋ
ḟ
// Ẏ

α(−ḟ) // Con−ḟ
β(−ḟ)

// Ẋ[1] , donde α(−ḟ) : Ẏ →
Con−ḟ y β(−ḟ) : Con−ḟ → Ẋ[1] son los morfismos en C (A) definidos por

α(−f)i =
(

1Y i
0

)
y β(−f)i = ( 0, 1Xi+1 ). Este resulta ser un triángulo de

JK .

Demostración. Usando el lema (??), tenemos la E-sucesión

0 // Ẋ
ṡf // Ẏ ⊕J(Ẋ[1])

ṗf // Con−ḟ // 0,

donde

sif =
(

f i

diX
1Xi

)
: Xi → Y i ⊕Xi+1 ⊕Xi,

y
pif =

(
1Y i 0 −f i

0 1Xi+1 −diX

)
: Y i ⊕Xi+1 ⊕Xi → Y i ⊕Xi+1.

Sea ḣ el morfismo que le corresponde en HomK(A)(Con−ḟ , Ẋ[1]) Por el le-
ma (??), para conocer un representante ḣ del morfismo ḣ debemos calcular
primero σi y τ i tales que

0 // Xi

0@ fi

diX
1Xi

1A
//
Y i ⊕Xi+1 ⊕Xi

σi
oo

 
1Y i 0 −fi

0 1Xi+1 −diX

!
//
Y i ⊕Xi+1

τ i
oo // 0
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con σi
(

f i

diX
1Xi

)
= 1Xi y

(
1Y i 0 −f i

0 1Xi+1 −diX

)
τ i = 1Y i⊕Xi+1 . Luego, σi := ( 0, 0, 1Xi )

y τ i :=
(

1Y i 0
0 1Xi+1

0 0

)
cumplen estas condiciones. Entonces los morfismos:

hi = ( 0, 0, 1Xi+1 )
(
diY 0 0
0 0 0
0 1Xi+1 0

)(
1Y i 0

0 1Xi+1

0 0

)
= ( 0, 0, 1Xi+1 )

(
diY 0
0 0
0 1Xi+1

)
= ( 0, 1Xi+1 ) ,

definen un morfismo ḣ := (hi)i∈Z : Con−ḟ → Ẋ[1]. Para los i-ésimos morfis-

mos α(−ḟ)i =
(

1Y i
0

)
y β(−ḟ)i = ( 0, 1Xi+1 ), tenemos el diagrama en C (A):

t : Ẋ
ḟ // Ẏ

α̇(−ḟ) //“
1Ẏ
0

”
��

Con−ḟ
β̇(−ḟ) // Ẋ[1]

t′ : Ẋ
ṡf // Ẏ ⊕J(Ẋ[1])

ṗf // Con−ḟ
ḣ // Ẋ[1].

Es claro que, en cada entrada i ∈ Z el cuadro del centro y el de la derecha
conmutan. Por el lema (??), ṡf es homotópico a

(
ḟ
0

)
, entonces el cuadro de

la izquierda también conmuta. Además,
(

1Ẏ
0

)
es un isomorfismo en K(A)

(también por el lema (??)). Luego, en la categoŕıa homotópica tenemos un
isomorfismo de séxtuples y, como t′ es un triángulo en K(A), entonces t
también lo es (por observación (??)). 2

Proposición 3.24. Sean los triángulos ∆ y ∆1 en JK y u̇1, u̇2 morfismos
en K(A) tales que conmuta el cuadrado en el siguiente diagrama:

∆ : Ẋ
ḟ
//

u̇1

��

Ė
ġ
//

u̇2

��

Ẏ
ḣ // Ẋ[1]

∆1 : Ẋ1

ḟ1 // Ė1

ġ1 // Ẏ1

ḣ1 // Ẋ1[1].

Luego, existe u̇3 : Ẏ // Ẏ1 tal que, si u̇3 denota su clase, entonces se
tiene que (u̇1, u̇2, u̇3) es un morfismo de ∆ en ∆1.

Demostración. Sean u̇1 y u̇2 representantes de u̇1 y u̇2 respectiva-
mente. Luego, ḟ1u̇1 = u̇2ḟ + v̇, con v̇ homotópico a cero. Como ∆ y ∆1
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son triángulos, sin perder generalidad podemos suponer que las sucesiones

0 // Ẋ
ḟ // Ė

ġ // Ẏ // 0 y 0 // Ẋ1

ḟ1 // Ė1

ġ1 // Ẏ1
// 0

son E-sucesiones. Tenemos:

0 // Ẋ
ḟ //

ṡ

��@@@@@@@@

u̇1

��

Ė
ρ̇

~~
u̇2

��

Ṫ
ṫ

��@@@@@@@@

Ẋ1

ḟ1 // Ė1,

con Ṫ un complejo E-inyectivo y v̇ = ṫṡ, de ah́ı la existencia de ρ̇ tal que
ρ̇ḟ = ṡ. Entonces, ḟ1u̇1 = u̇2ḟ + ṫρ̇ḟ = (u̇2 + ṫρ̇)ḟ con ṫρ̇ homotópico a cero.
Aśı que, sin perder generalidad, cambiando u̇2 por u̇2 + ṫρ̇ si fuera necesario,

podemos suponer que el diagrama Ẋ
ḟ //

u̇1

��

Ė

u̇2

��
Ẋ1

ḟ1 // Ė1,

conmuta en C (A).

Como estamos suponiendo que tanto 0 // Ẋ
ḟ // Ė

ġ // Ẏ // 0

como 0 // Ẋ1

ḟ1 // Ė1

ġ1 // Ẏ1
// 0 son E-sucesiones, tenemos que

0 = ġ1ḟ1u̇1 = ġ1u̇2ḟ , usando que ġ = cokḟ existe un morfismo u̇3 : Ẏ // Ẏ1 ,

tal que Ė
ġ //

u̇2

��

Ẏ

u̇3

��
Ė1

ġ1 // Ẏ1,

conmuta. Luego, usando la proposición (??) se de-

muestra lo afirmado. 2

Lema 3.25. Sea f : X → Y un morfismo en una categoŕıa arbitraria C . En-

tonces, f es un isomorfismo si y sólo si HomC (−, X)
Hom(−,f) // HomC (−, Y )

es un isomorfismo de funtores.

Demostración. La suficiencia es clara. Para ver la necesidad, sea en

particular el isomorfismo HomC (Y,X)
Hom(1Y ,f) // HomC (Y, Y ) . Como éste

es sobreyectivo, existe h : Y → X tal que (Hom(1Y , f))(h) = fh = 1Y .
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Luego, f tiene inversa derecha. Por otro lado, también tenemos el isomor-

fismo HomC (X,X)
Hom(1X ,f) // HomC (X,Y ) . Como (Hom(1X , f))(hf) =

fhf = f y también (Hom(1X , f))(1X) = f , entonces (por la inyectividad),
hf = 1X . Por lo tanto, f es un isomorfismo. 2

Proposición 3.26. Sean los siguientes triángulos y morfismos en K(A):

∆ : Ẋ
ḟ
//

u̇1

��

Ė
ġ
//

u̇2

��

Ẏ
ḣ //

u̇3

��

Ẋ[1]

u̇1[1]

��
∆1 : Ẋ1

ḟ1 // Ė1

ġ1 // Ẏ1

ḣ1 // Ẋ1[1].

Si u̇1 y u̇2 son isomorfismos, entonces u̇3 también es un isomorfismo.

Demostración. Supongamos que 0 // Ẋ
ḟ // Ė

ġ // Ẏ // 0 y

0 // Ẋ1

ḟ1 // Ė1

ġ1 // Ẏ1
// 0 son E-sucesiones. Por (??) se tiene exac-

titud en las sucesiones y conmutatividad en el diagrama:
HomK(A)(−, Ẋ) //

Hom(−,u̇1)

��

HomK(A)(−, Ė) //

Hom(−,u̇2)

��

HomK(A)(−, Ẏ ) //

Hom(−,u̇3)

��

HomK(A)(−, Ẋ[1]) · · ·

Hom(−,u̇1[1])

��
HomK(A)(−, Ẋ1) //HomK(A)(−, Ė1) //HomK(A)(−, Ẏ1) //HomK(A)(−, ˙X1[1]) · · ·

Por el Lema del 5, Hom(−, u̇3) : HomK(A)(−, Ẏ ) // HomK(A)(−, Ẏ1) es un
isomorfismo. Entonces, el lema (??) (para C = K(A)) nos dice que u̇3 es un
isomorfismo. 2

Corolario 3.27. Un séxtuple Ẋ1

ḟ
1 // Ẏ1

ġ
// Ż1

ḣ1 // Ẋ1[1] en K(A) es
un triángulo si y sólo si es isomorfo a un séxtuple de la forma

Ẋ
ḟ
// Ẏ

α(−ḟ) // Con−ḟ
β(−ḟ)

// Ẋ[1]

(el constrúıdo con el cono de −ḟ de la proposición (??)), para ḟ en ḟ .

Observación 3.28. Dado ḟ : Ẋ → Ẏ un morfismo en C (A), el siguiente:

Ẏ
α(−ḟ) // Con−ḟ

β(−ḟ)
// Ẋ[1]

−ḟ [1]
// Ẏ [1]

es un triángulo canónico en K(A).
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Demostración. En la proposición (??), definimos los morfismos α(−ḟ)
y β(−ḟ) en C (A) por α(−f)i =

(
1Y i

0

)
y β(−f)i = ( 0, 1Xi+1 ). Luego, es

claro que y : 0 // Ẏ
α(−ḟ) // Con−ḟ

β(−ḟ) // Ẋ[1] // 0 es una sucesión exac-
ta. Para cada i ∈ Z tenemos que

0 // Y i

“
1Y i

0

”
//
Y i ⊕Xi+1

( 0, 1Xi+1 ) //

( 1Y i , 0 )
oo Xi+1“

0
1Xi+1

”oo // 0,

es decir, localmente y se divide, luego, es E-sucesión. Además, tenemos el
diagrama

Y i

“
1Y i

0

”
//

diY
��

Y i ⊕Xi+1
( 0, 1Xi+1 ) // 

diY −f
i+1

0 −di+1
X

!
��

Xi+1

−di+1
X

��
Y i+1 “

1Y i+1

0

” // Y i+1 ⊕Xi+2
( 0, 1Xi+2 )

// Xi+2,

(3.1)

aplicando los lemas (??) y (??), el morfismo que le corresponde a y es

−ḟ [1] : Ẋ[1] // Ẏ [1] . Luego, Ẏ
α(−ḟ) // Con−ḟ

β(−ḟ)
// Ẋ[1]

−ḟ [1]
// Ẏ [1] satis-

face la definición de triángulo canónico en K(A). 2

Observación 3.29. Un séxtuple t1 = (Ẋ1, Ẏ1, Ż1, ḟ1, ġ1, ḣ1) es un triángulo
en K(A) si y sólo si es isomorfo a

Ẋ
α(ḣ[−1]) // Conḣ[−1]

β(ḣ[−1])
// Ż

ḣ // Ẋ[1],

para algún ḣ ∈ ḣ.

Demostración. Supongamos que t1 es un triángulo en K(A), entonces
es isomorfo a un triángulo canónico t = (Ẋ, Ẏ , Ż, ḟ , ġ, ḣ). Sea ḣ un repre-
sentante del morfismo ḣ que le corresponde a la clase de la E-sucesión: x :=

( 0 // Ẋ
ḟ // Ẏ

ġ // Ż // 0 ). Por el lema (??), las E-sucesiones x y

0 // Ẋ
α(ḣ[−1]) // Conḣ[−1]

β(ḣ[−1]) // Ż // 0 determinan el mismo
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morfismo ḣ en HomK(A)(Ż, Ẋ[1]), entonces, por el teorema (??) son equi-
valentes, es decir, existe un isomorfismo de complejos u̇ : Ẏ → Conḣ[−1] tal

que u̇ḟ = α(ḣ[−1]) y ġ = β(ḣ[−1])u̇. Luego, conmuta el diagrama:

Ẋ1

ḟ1 //

∼=
��

Ẏ1

ġ1 //

∼=
��

Ż1

ḣ1 //

∼=
��

Ẋ1[1]

∼=
��

Ẋ
ḟ

// Ẏ
ġ

//

∼=u̇
��

Ż
ḣ // Ẋ[1]

Ẋ
α(ḣ[−1]) // Conḣ[−1]

β(ḣ[−1])
// Ż

ḣ // Ẋ[1].

2

Proposición 3.30. JK es una triangulación de K(A).

Demostración. Veremos que se satisfacen los axiomas de la defini-
ción (??).

TR1 1. Se probó en la observación (??).
2. Para cada Ẋ tenemos la E-sucesión 0 // Ẋ // Ẋ ⊕ 0 // 0 // 0
trivial. Luego, el morfismo que le corresponde en HomK(A)(0, Ẋ[1]) es el cero.
Tenemos el diagrama

Ẋ
1Ẋ // Ẋ

0 //“
1Ẋ
0

”
��

0 0 // Ẋ[1]

Ẋ “
1Ẋ
0

”// Ẋ ⊕ 0 0
// 0

0
// Ẋ[1],

con
(

1Ẋ
0

)
isomorfismo, luego, Ẋ

1Ẋ // Ẋ
0 // 0 0 // Ẋ[1] (es decir, el

séxtuple (Ẋ, Ẋ, 0, 1Ẋ , 0, 0)) está en JK para todo complejo Ẋ.
3. Dado un morfismo u̇ : Ẋ → Ẏ en K(A), por la proposición (??) podemos
completar a (Ẋ, Ẏ , Ż, u̇, v̇, ẇ) en JK .

TR2 Sea Ẋ
ḟ
// Ẏ

ġ
// Ż

ḣ // Ẋ[1] en JK . Por el corolario (??),
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tenemos el siguiente isomorfismo:

Ẋ
ḟ

//

∼=u̇1

��

Ẏ
ġ

//

∼=u̇2

��

Ż
ḣ //

∼=u̇3

��

Ẋ[1]

∼=u̇1[1]

��

Ẋ1

ḟ1 // Ẏ1

α(−ḟ1) // Con−ḟ1

β(−ḟ1)
// Ẋ1[1],

para ḟ1 ∈ ḟ1. Por la observación (??), si ḟ1 es un representante de la clase

ḟ1, entonces Ẏ1

α(−ḟ1)// Con−ḟ1

β(−ḟ1)
// Ẋ1[1]

−ḟ1[1]
// Ẏ1[1] está en JK . Además,

es claro el isomorfismo:

Ẏ
ġ

//

∼=u̇2

��

Ż
ḣ //

∼=u̇3

��

Ẋ[1]
−ḟ [1]

//

∼=u̇1[1]

��

Ẏ [1]

∼=u̇2[1]

��

Ẏ1

α(−ḟ1) // Con−ḟ1

β(−ḟ1)
// Ẋ1[1]

−ḟ1[1]
// Ẏ1[1].

Para el rećıproco, supongamos que

Ẏ
ġ
// Ż

ḣ // Ẋ[1]
−ḟ [1]

// Ẏ [1],

está en JK . Por la observación (??) tenemos el siguiente isomorfismo:

Ẏ
ġ

//

∼=u̇1

��

Ż
ḣ //

∼=u̇2

��

Ẋ[1]
−ḟ [1]

//

∼=u̇3

��

Ẏ [1]

∼=u̇1[1]
��

Ẏ1

α(−ḟ1) // Con−ḟ1

β(−ḟ1)
// Ẋ1[1]

−ḟ1[1]
// Ẏ1[1].

Por otro lado, dado el morfismo ḟ1, por el corolario (??) tenemos que

Ẋ1

ḟ
1 // Ẏ1

α(−ḟ1)// Con−ḟ1

β(−ḟ1)
// Ẋ1[1]

es un triángulo en K(A). Además, se tiene el siguiente isomorfismo de séxtu-
ples,

Ẋ
ḟ

//

∼=u̇3[−1]

��

Ẏ
ġ

//

∼=u̇1

��

Ż
ḣ //

∼=u̇2

��

Ẋ[1]

∼=u̇3

��

Ẋ1

ḟ1 // Ẏ1

α(−ḟ1) // Con−ḟ1

β(−ḟ1)
// Ẋ1[1].

Neevia docConverter 5.1
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Por lo tanto, Ẋ
ḟ
// Ẏ

ġ
// Ż

ḣ // Ẋ[1] está en JK .
TR3 Probado en la proposición (??).
TR4 Sean los triángulos t1 = (Ẋ, Ẏ , Ż ′, u̇, i̇, i̇′), t2 = (Ẏ , Ż, Ẋ ′, v̇, j̇, j̇′)

y t3 = (Ẋ, Ż, Ẏ ′, v̇u̇, k̇, k̇
′
) en JK . Probaremos que existen morfismos ḟ y ġ

tales que (Ż ′, Ẏ ′, Ẋ ′, ḟ , ġ, i̇[1]j̇′) es un triángulo y el diagrama completado
conmuta:

Ẏ ′[−1]

ġ[−1]

��

k̇
′
[−1] // Ẋ

u̇

��

Ẋ

v̇u̇

��
Ẋ ′[−1]

j̇
′
[−1]
// Ẏ

i̇

��

v̇ // Ż

k̇

��

j̇
// Ẋ ′

j̇
′

// Ẏ [1]

i̇[1]
��

Ż ′

i̇
′

��

ḟ
// Ẏ ′

k̇
′

��

ġ
// Ẋ ′

(i̇[1])j̇
′

// Ż ′[1]

Ẋ[1] Ẋ[1].

(3.2)

Supongamos primero que t1, t2 y t3 son triángulos canónicos. Después abor-

daremos el caso general. En particular, 0 // Ẋ
u̇ // Ẏ // Ż ′ // 0

y 0 // Ẏ
v̇ // Ż // Ẋ ′ // 0 son E-sucesiones. Luego, para cada

t ∈ Z existen σt : Y t → Xt y τ t : Zt → Y t tales que σtut = 1Xt y τ tvt =
1Y t . Entonces: 1Xt = σtut = σtτ tvtut, por lo tanto, v̇u̇ : Ẋ → Ż es un
monomorfismo que se divide localmente. Tomando su conúcleo, tenemos

que 0 // Ẋ
v̇u̇ // Ż

ė // Ẇ // 0 es una E-sucesión (por lema (??))
y con ḣ su morfismo correspondiente, podemos completar a un triángu-

lo Ẋ
v̇u̇ // Ż

ė // Ẇ
ḣ // Ẋ[1] que resulta isomorfo a (Ẋ, Ż, Ẏ ′, v̇u̇, k̇, k̇

′
)

por las proposiciones (??) y (??). Como t1 y t3 son canónicos, tenemos el
diagrama conmutativo en C (A)

Ẋ
u̇ // Ẏ

i̇ //

v̇
��

Ż ′

ḟ
��

Ẋ
v̇u̇ // Ż

k̇ // Ẏ ,

con renglones E-sucesiones, donde existe ḟ porque i̇ es conúcleo de u̇ y
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k̇v̇u̇ = 0. Entonces, por (??) tenemos el morfismo de triángulos:

Ẋ
u̇ // Ẏ

i̇ //

v̇

��

Ż ′

ḟ

��

i̇
′
// Ẋ[1]

Ẋ
v̇u̇ // Ż

k̇ // Ẏ ′
k̇
′
// Ẋ[1].

Además, por la observación (??) el par {v̇, i̇} es pullback de {k̇, ḟ}. Enton-

ces, (??) implica que la sucesión 0 // Ẏ

“
v̇
i̇

”
// Ż ⊕ Ż ′

( k̇, −ḟ )
// Ẏ ′ es exacta.

Tenemos el diagrama conmutativo con renglones E-sucesiones siguiente:

Ẏ
i̇ //

v̇
��

Ż ′
0 //

ḟ
��

0

Ż
k̇ // Ẏ ′

0 // 0,

y, por lo tanto, el primer cuadro es un pushout. Ahora veamos que ḟ es un
monomorfismo. Si ḣ : U̇ ′ → Ż ′ satisface ḟ ḣ = 0, entonces ( k̇, −ḟ )

(
0
ḣ

)
= 0.

Luego, existe ḣ′ : U̇ ′ → Ẏ tal que conmuta:

U̇ ′

ḣ′

��

“
0
ḣ

”
##FFFFFFFFF

0 // Ẏ

“
v̇
i̇

”
// Ż ⊕ Ż ′

( k̇, −ḟ )
// Ẏ ′.

Luego,
(
v̇ḣ′

i̇ḣ′

)
=
(
v̇
i̇

)
ḣ′ =

(
0
ḣ

)
, y se tiene v̇ḣ′ = 0. Pero v̇ es monomorfis-

mo, por lo tanto, ḣ′ = 0. Entonces, ḣ = 0 y ḟ es monomorfismo. Estamos

suponiendo que 0 // Ẏ
v̇ // Ż

j̇ // Ẋ ′ // 0 es E-sucesión, entonces
podemos extender {k̇, ḟ} (el pushout de {v̇, i̇}) a una E-sucesión

0 // Ż ′
ḟ // Ẏ ′

ġ // Ẋ // 0

(de ah́ı la existencia de ġ). Además, conmuta el diagrama:

0 // Ẏ
v̇ //

i̇
��

Ż
j̇ //

k̇
��

Ẋ ′ // 0

0 // Ż ′
ḟ // Ẏ ′

ġ // Ẋ ′ // 0,
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3.2 La categoŕıa triangulada K(A) 89

usando el resultado dual de la proposición (??). Por otro lado, el lema (??)
nos da la existencia de un morfismo l : Ẋ ′ → Ż ′[1], y la proposición (??)
hace que conmute el diagrama:

Ẏ

i̇

��

v̇ // Ż

k̇

��

j̇
// Ẋ ′

j̇
′

// Ẏ [1]

i̇[1]
��

Ż ′
ḟ
// Ẏ ′

ġ
// Ẋ ′

l // Ż ′[1],

con el segundo renglón en JK . Por lo tanto, l = i̇[1]j̇′. Además, como en el
siguiente diagrama

Ẋ
v̇u̇ //

u̇

��

Ż
k̇ // Ẏ ′

ġ

��

k̇
′
// Ẋ[1]

Ẏ
v̇ // Ż

j̇
// Ẋ ′

j̇
′

// Ẏ [1],

conmutan los dos primeros cuadrados, la proposición (??) nos dice que tam-
bién conmuta el tercero con el morfismo u̇[1]. De este último se tiene la
conmutatividad de

Ẏ ′[−1]

ġ[−1]

��

k̇
′
[−1] // Ẋ

u̇

��
Ẋ ′[−1]

j̇
′
[−1]
// Ẏ

(al trasladar todo −1). Luego, vale TR4 si t1, t2 y t3 son triángulos canónicos.
Ahora supongamos que t1, t2 y t3 no son canónicos. Por definición de

triángulo en JK , t1 = (Ẋ, Ẏ , Ż ′, u̇, i̇, i̇′) es isomorfo a un triángulo canóni-
co r1 = (Ȧ, Ḃ, Ċ ′, ȧ, ṁ, ṁ′), mediante el isomorfismo (α1, α2, α3). Esto es,
conmuta el diagrama:

t1 = Ẋ
u̇ //

α1

��

Ẏ
i̇ //

α2

��

Ż ′
i̇
′
//

α3

��

Ẋ[1]

α1[1]

��
r1 = Ȧ

ȧ // Ḃ
ṁ // Ċ ′

ṁ′ // Ȧ[1].

(3.3)

Para el triángulo t2 = (Ẏ , Ż, Ẋ ′, v̇, j̇, j̇′), como α2 es un isomorfismo, existe

α−1
2 y tenemos el morfismo Ḃ

v̇α−1
2 // Ż en K(A). Sea ḣ un representante de
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la clase v̇α−1
2 . Por el lema (??), tenemos una E-sucesión

x : 0 // Ḃ
sḣ // Ż ⊕J( ˙B[1])

ṅ // Ȧ′ // 0 ,

para Ȧ′ un conúcleo de Ż ⊕J( ˙B[1]) y (sḣ)i =
(

hi

diB
1Bi

)
. Por el lema (??), sḣ

es homotópico a
(
ḣ
0

)
. Sea ṅ′ el morfismo que le corresponde a x, ḃ la clase

de sḣ y C := Ż ⊕J( ˙B[1]). Entonces r2 := Ḃ
ḃ // Ċ

ṅ // Ȧ′
ṅ′ // Ḃ[1]

es un triángulo canónico y tenemos el diagrama:

t2 = Ẏ
v̇ //

α2

��

Ż
j̇
//

β2

��

Ẋ ′
j̇
′

//

β3

��

Ẏ [1]

α2[1]

��
r2 = Ḃ

ḃ // Ċ
ṅ // Ȧ′

ṅ′ // Ḃ[1],

(3.4)

donde β2 es la clase del morfismo
(

1Ż
0

)
, luego, β2 es un isomorfismo en K(A)

(lema (??)). Es claro que el cuadro a la izquierda conmuta porque:

ḃ = sḣ =
(
ḣ
0

)
= β2ḣ = β2v̇α

−1
2 .

Luego, por la proposición (??), existe un morfismo β3 que hace conmutar los
otros dos cuadros. Por la proposición (??) β3 también es un isomorfismo. Por
lo tanto, el diagrama (??) conmuta y t2 es isomorfo al triángulo canónico r2

mediante el isomorfismo (α2, β2, β3).
Podemos elegir un par de monomorfismos ȧ y ḃ en la clase de ȧ y ḃ

respectivamente, tales que ai y bi son secciones, para cada i ∈ Z (pues r1 y
r2 son triángulos canónicos). Sea ṗ un conúcleo de ḃȧ y ṗ′ el morfismo que

le corresponde a 0 // Ȧ
ḃȧ // Ċ

ṗ // Ḃ′ // 0 . Tenemos el siguiente
diagrama,

t3 = Ẋ
v̇u̇ //

α1

��

Ż
k̇ //

β2

��

Ẏ ′
k̇
′
//

γ3

��

Ẋ[1]

α1[1]

��
r3 = Ȧ

ḃȧ // Ċ
ṗ
// Ḃ′

ṗ′
// Ȧ[1],

(3.5)

donde el cuadro de la izquierda conmuta por la conmutatividad de (??)
y (??). Luego, por la proposición (??), existe un morfismo γ3 que hace
conmutar los otros dos cuadros. Por la proposición (??) γ3 también es un
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isomorfismo. Por lo tanto, el diagrama (??) conmuta y t3 es isomorfo al
triángulo canónico r3 mediante el isomorfismo (α1, β2, γ3).

Aplicando el axioma TR4 a los triángulos canónicos r1, r2 y r3, tenemos
la existencia los morfismos ṡ y ẇ tales que (Ċ ′, Ḃ′, Ȧ′, ṡ, ẇ, ṁ[1]ṅ′) es un
triángulo y el siguiente diagrama conmuta:

Ḃ′[−1]

ẇ[−1]

��

ṗ′[−1]
// Ȧ

ȧ

��

Ȧ

ḃȧ

��
Ȧ′[−1]

ṅ′[−1] // Ḃ

ṁ

��

ḃ // Ċ

ṗ

��

ṅ // Ȧ′
ṅ′ // Ḃ[1]

ṁ[1]

��

Ċ ′

ṁ′

��

ṡ // Ḃ′

ṗ′

��

ẇ // Ȧ′
(ṁ[1])ṅ′// Ċ ′[1]

Ȧ[1] Ȧ[1].

(3.6)

Veamos que existen morfismos ḟ y ġ enK(A) tales que (Ż ′, Ẏ ′, Ẋ ′, ḟ , ġ, i̇[1]j̇′)
es un triángulo y el diagrama (??) conmuta. Sean:

ḟ := γ−1
3 ṡα3, y ġ := β−1

3 ẇγ3. (3.7)

Entonces,
ḟ i̇ = γ−1

3 ṡα3i̇ = γ−1
3 ṡṁα2 = γ−1

3 ṗḃα2 = k̇v̇,

por la conmutatividad de los diagramas (??), (??), (??) y (??).

ġk̇ = β−1
3 ẇγ3k̇ = β−1

3 ẇṗβ2 = β−1
3 ṅβ2 = j̇,

por la conmutatividad de los diagramas (??), (??) y (??).

i̇
′ = α−1

1 [1]ṁ′α3 = α−1
1 [1]ṗ′ṡα3 = k̇

′
γ−1

3 ṡα3 = k̇
′
ḟ ,

por la conmutatividad de los diagramas (??), (??) y (??). Además, tenemos
los diagramas:

Ẏ ′[−1]
ġ[−1]

//

γ3[−1]

��

Ẋ ′[−1]
j̇
′
[−1]
//

β3[−1]

��

Ẏ

α2

��
Ḃ′[−1]

ẇ[−1] // Ȧ′[−1]
ṅ′[−1] // Ḃ,
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que conmuta por (??) y (??), y

Ẏ ′[−1]
k̇
′
[−1] //

γ3[−1]
��

Ẋ
u̇ //

α1

��

Ẏ

α2

��
Ḃ′[−1]

ṗ′[−1]
// Ȧ

ȧ // Ḃ,

que conmuta por (??) y (??). De este par de diagramas y de (??) obtenemos
que:

j̇
′[−1]ġ[−1] = α−1

2 ṅ′[−1]ẇ[−1]γ3[−1] = α−1
2 ȧṗ′[−1]γ3[−1] = u̇k̇

′
[−1],

y se tiene la conmutatividad del diagrama (??). Finalmente, tenemos el
diagrama:

Ż ′
ḟ
//

α3

��

Ẏ ′
ġ
//

γ3

��

Ẋ ′
i̇[1]j̇

′

//

β3

��

Ż ′[1]

α3[1]

��

Ċ ′
ṡ // Ḃ′

ẇ // Ȧ′
ṁ[1]ṅ′ // Ċ ′[1],

donde el cuadro de la izquierda y el del centro conmutan por la definición
de ḟ y ġ, y para el cuadro de la derecha tenemos la cadena de igualdades:

α3[1]i̇[1]j̇′ = ṁ[1]α2[1]j̇′ = ṁ[1]ṅ′β3,

por la conmutatividad de los diagramas (??), (??). Como el renglón infe-
rior de este diagrama es un triángulo y (α3, γ3, β3) es un isomorfismo, por el

axioma TR1, se tiene que Ż ′
ḟ
// Ẏ ′

ġ
// Ẋ ′

i̇[1]j̇
′

// Ż ′[1] está en JK . 2

Definición 3.31. Sea (C , T,J ) una categoŕıa triangulada. Definimos la
clase J ′ = {(X,Y, Z, u, v, w) | (X,Y, Z, u, v,−w) ∈ J }.

Afirmación 3.32. Supongamos que (C , T,J ) es una categoŕıa triangulada,
entonces (C , T,J ′) también lo es.

Demostración. Veamos que J ′ satisface la definición (??).
TR1 1. Sea t = (X,Y, Z, u, v, w) en J ′ y supongamos que es isomorfo a
t1 = (X1, Y1, Z1, u1, v1, w1) entonces existe (h1, h2, h3) terna de isomorfismos
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tales que conmuta el diagrama

X
u //

h1

��

Y
v //

h2

��

Z
w //

h3

��

TX

Th1

��
X1

u1 // Y1
v1 // Z1

w1 // TX1.

Por otro lado, t ∈ J ′ implica que t′ = (X,Y, Z, u, v,−w) está en J . Luego,

X
u //

h1

��

Y
v //

h2

��

Z
−w //

h3

��

TX

Th1

��
X1

u1 // Y1
v1 // Z1

−w1 // TX1

también conmuta, y como (h1, h2, h3) es isomorfismo, se tiene que t′1 =
(X1, Y1, Z1, u1, v1,−w1) está en J . Entonces t1 está en J ′.
2. El séxtuple (X,X, 0, 1X , 0,−0) está en J , para todo X en C , es decir,
(X,X, 0, 1X , 0, 0) está en J ′ para todo X en C .
3. Sea el morfismo u : X → Y en C , luego, existe (X,Y, Z, u, v, w) en J (por
axioma TR1 en J ). Sea w′ = −w, entonces (X,Y, Z, u, v, w′) está en J ′ y
se tiene el primer axioma.

TR2 Sea (X,Y, Z, u, v, w) en J ′, entonces (X,Y, Z, u, v,−w) está en J .
Luego, (Y,Z, TX, v,−w,−Tu) está en J . Notemos que en el diagrama:

t : Y
v // Z

−w // TX
−Tu //

−1TX
��

TY

t1 : Y
v // Z

w // TX
Tu // TY

−1TX es isomorfismo y los cuadrados conmutan. Por lo tanto, t y t1 son iso-
morfos, luego t1 también está en J , lo cual implica que (Y,Z, TX, v, w,−Tu)
está en J ′. Rećıprocamente, supongamos que (Y, Z, TX, v, w,−Tu) está en
J ′. Luego, (Y,Z, TX, v, w, Tu) está en J , entonces (X,Y, Z,−u, v, w) está en
J (por axioma TR2 en J ). Además,

X
−u // Y

v //

−1Y
��

Z
w //

−1Z
��

TX

X
u // Y

v // Z
−w // TX

conmuta y los séxtuples son isomorfos. Entonces, (X,Y, Z, u, v,−w) está en
J , lo cual implica que (X,Y, Z, u, v, w) está en J ′.
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TR3 Sean t = (X,Y, Z, u, v, w) y t1 = (X1, Y1, Z1, u1, v1, w1) en J ′ y
morfismos h1, h2 tales que conmuta X

h1

��

u // Y

h2

��
X1

u1 // Y1,

entonces existe h3 tal que

(h1, h2, h3) es morfismo de (X,Y, Z, u, v,−w) en (X1, Y1, Z1, u1, v1,−w1).
Luego, este mismo morfismo h3 hace conmutar al digrama

X
u //

h1

��

Y
v //

h2

��

Z
w //

h3

��

TX

Th1

��
X1

u1 // Y1
v1 // Z1

w1 // TX1.

Es decir, existe h3 tal que (h1, h2, h3) es morfismo de t en t1.
TR4 Sean (X,Y, Z ′, u, i, i′), (Y,Z,X ′, v, j, j′) y (X,Z, Y ′, vu, k, k′) ele-

mentos de J ′. Luego, como J es triangulada, existen morfismos f y g tales
que (Z ′, Y ′, X ′, f, g,−(Ti)j′) está en J y el siguiente diagrama conmuta:

T−1Y ′

T−1g
��

−T−1k′// X

u

��

X

vu

��
T−1X ′

−T−1j′ // Y

i
��

v // Z

k
��

j // X ′
−j′ // TY

Ti
��

Z ′

−i′
��

f // Y ′

−k′
��

g // X ′
−(T i)j′// TZ ′

TX TX.

Luego, para estos mismos f y g es claro que (Z ′, Y ′, X ′, f, g, (Ti)j′) está en
J ′ y que conmuta el diagrama:

T−1Y ′

T−1g
��

T−1k′ // X

u

��

X

vu

��
T−1X ′

T−1j′ // Y

i
��

v // Z

k
��

j // X ′
j′ // TY

T i
��

Z ′

i′

��

f // Y ′

k′

��

g // X ′
(T i)j′// TZ ′

TX TX
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Luego, se tiene que J ′ también es una triangulación de C . 2

Proposición 3.33. Si (C , T,T ) es una categoŕıa triangulada, entonces el
funtor traslación T : (C , T,T ) → (C , T,T ′) es t-exacto. Luego, las cate-
goŕıas trianguladas (C , T,T ) y (C , T,T ′) son esencialmente iguales.

Demostración. El primer inciso de la definición de funtor t-exacto es

claro. Sea t : X
f // Y

g // Z
h // TX un triángulo en T . Aplicando

tres veces iteradamente el axioma TR2 a t tenemos que

TX
−Tf // TY

−Tg // TZ
−Th // T 2X

es un triángulo en T . Además, tenemos el isomorfismo de séxtuples:

TX
−Tf //

1

��

TY
−Tg //

−1

��

TZ
−Th //

1

��

T 2X

1
��

TX
Tf // TY

Tg // TZ
−Th // T 2X.

luego, el renglón inferior es triángulo en T ′, por el axioma TR1. 2

Definición 3.34. Sea J ′K = {(Ẋ, Ẏ , Ż, ḟ , ġ, ḣ) | (Ẋ, Ẏ , Ż, ḟ , ġ,−ḣ) ∈ JK}.
En el caso de la categoŕıa homotópica K(A), vimos (corolario (??)) que

dado el triángulo (Ẋ, Ẏ , Ż, ḟ , ġ, ḣ) en JK , se tiene que este es isomorfo a
(Ẋ, Ẏ ,Con(−ḟ), ḟ , α(−ḟ), β(−ḟ)), el constrúıdo con el cono de −ḟ . Sin em-
bargo, históricamente lo que se usa es el cono de ḟ . Entonces, conviene probar
que (Ẋ, Ẏ ,Con(ḟ), ḟ , α(ḟ), β(ḟ)) es un triángulo en J ′K y tomaremos J ′K en
lugar de JK .

Observación 3.35. La afirmación (??) nos dice que J ′K también es una
triangulación de K(A).

Por la proposición (??), (Ẋ, Ẏ ,Con−ḟ , ḟ , α(−ḟ), β(−ḟ)) está en JK , en-
tonces, (Ẋ, Ẏ ,Con−ḟ , ḟ , α(−ḟ),−β(−ḟ)), está en J ′K . Probemos que en el
siguiente diagrama existe un morfismo de complejos λ̇ que hace conmutar
los siguientes cuadrados en K(A):

Ẋ
ḟ
// Ẏ

α(−ḟ) // Con−ḟ
−β(−ḟ)

//

λ̇
��

Ẋ[1]

Ẋ
ḟ
// Ẏ

α(ḟ) // Conḟ
β(ḟ)

// Ẋ[1].

(3.8)
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Notemos que α(−ḟ) = α(ḟ) y que β(−ḟ) = β(ḟ) (ver proposición (??)).
Además, el diagrama:

Y i ⊕Xi+1

 
diY −f

i+1

0 −di+1
X

!
//„

1Y i 0
0 −1Xi+1

«
��

Y i+1 ⊕Xi+2„
1Y i+1 0

0 −1Xi+2

«
��

Y i ⊕Xi+1  
diY f i+1

0 −di+1
X

!// Y i+1 ⊕Xi+2

conmuta. Por lo tanto, definiendo λ̇ con i-ésima entrada
(

1Y i 0
0 −1Xi+1

)
se

prueba que conmuta el diagrama

Y i

“
1Y i

0

”
// Y i ⊕Xi+1

−( 0, 1Xi+1 ) //„
1Y i 0

0 −1Xi+1

«
��

Xi+1

Y i “
1Y i

0

” // Y i ⊕Xi+1
( 0 1Xi+1 )

// Xi+1.

Luego, tenemos un isomorfismo de E-sucesiones en C (A):

Ẏ
α(−ḟ) // Con−ḟ

−β(−ḟ) //

λ̇
��

Ẋ[1]

Ẏ
α(ḟ) // Conḟ

β(ḟ) // Ẋ[1],

(3.9)

y se tiene la equivalencia de los séxtuples en el diagrama (??). Conclúımos

que Ẋ
ḟ
// Ẏ

α(ḟ) // Con(ḟ)
β(ḟ)

// Ẋ[1] está en J ′K .
En el presente trabajo usaremos J ′K .
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Caṕıtulo 4

La Categoŕıa de Fracciones

Nuestro objetivo en este caṕıtulo es obtener la categoŕıa de fracciones BΣ.
Partiendo de una categoŕıa aditiva B y una clase Σ de morfismos de B que es
un sistema multiplicativo localmente pequeño a la izquierda, construiremos
una nueva categoŕıa (de fracciones) que llamamos BΣ. A este proceso se le
llama “localización”, y en cierta manera es un proceso parecido al de cons-
truir los números racionales a partir de los enteros, porque lo que hacemos
es añadir a B inversos de los elementos de Σ, para obtener BΣ.

Hacemos énfasis en la necesidad de que el sistema Σ sea localmente
pequeño a la izquierda, de esta manera se prueba que BΣ es realmente una
categoŕıa. Cabe destacar que el enfoque que damos a la construcción de la
categoŕıa de fracciones BΣ es distinto al que por lo general se encuentra en
la literatura existente, donde no se da la debida importancia al hecho de que
Σ debe ser localmente pequeño a la izquierda.

4.1. Ĺımites de funtores

Definición 4.1. Sean D una categoŕıa, Ab la categoŕıa de grupos abelianos y
F : D → Ab un funtor contravariante. El Ĺımite (directo) de F consiste de:
un grupo abeliano H y una colección de morfismos {δa : F (a) → H}a∈ObD,

tales que para todo f : a → b en D el siguiente diagrama F (a)
δa // H

F (b)

F (f)

OO

δb

=={{{{{{{{

conmuta, es decir, δaF (f) = δb. Además, si existe otro grupo abeliano G
y una familia {ρa : F (a) → G}a∈ObD tal que ρaF (f) = ρb, para todo f ∈
HomD(a, b), entonces existe un único morfismo ψ : H → G de grupos tal
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98 La Categoŕıa de Fracciones

que F (a)
δa //

ρa
!!DDDDDDDD H

ψ

��
G

conmuta, para todo a ∈ D. Si el ĺımite existe es único

hasta isomorfismo. Denotamos el ĺımite de F por ĺım−→F = H.

Definición 4.2. Una categoŕıa D es pequeña si la colección de los objetos
de D es un conjunto.

Proposición 4.3. Sea D una categoŕıa pequeña y F : D → Ab un funtor
contravariante, entonces el ĺımite de F existe.

Demostración. Tenemos que el coproducto
⊕

a∈ObD
F (a) es un grupo

abeliano (porque D es pequeña). Para cada a en los objetos de D tenemos
el morfismo inclusión λa : F (a) ↪→

⊕
a∈ObD

F (a). Sean f : a → b y x ∈ F (b).

Definamos Vf,x = λb(x)−λa(F (f)(x)), y sea I = {
∑

finita

Vf,x}. Luego, I es un

subgrupo de
⊕

a∈ObD
F (a). Sea H := (

⊕
a∈ObD

F (a))/I. Entonces, tenemos los

morfismos de grupos:

F (a) � � λa //
⊕

a∈ObD
F (a) η // // H,

donde η es la proyección natural. Definamos δa := ηλa. Probaremos que el
grupo H y la familia {δa}a∈ObD son el ĺımite de F . Sea f : a → b, entonces
para cada x ∈ F (b) tenemos:

(δb − δaF (f))(x) = (ηλb − ηλaF (f))(x) = η(λb − λaF (f))(x) = η(Vf,x) = 0,

porque Vf,x ∈ I. Luego, δb = δaF (f) para cada f . Ahora supongamos que
existe otro grupo abeliano G y una familia {ρa : F (a) → G}a∈ObD tal que
ρaF (f) = ρb para cada f : a→ b. Luego, en el diagrama

(
⊕

a∈ObD
F (a))/I = H

ψ

((
⊕

a∈ObD
F (a)

η

OO

θ // G

F (a)
?�

λa

OO

ρa

55llllllllllllllllllll
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4.1 Ĺımites de funtores 99

existe el morfismo θ y es el único tal que θλa = ρa, por la propiedad universal
del coproducto. Para probar que existe un morfismo de grupos de H en G
que hace conmutar el diagrama basta probar que ker η ⊆ ker θ, es decir,
que θ(I) = 0, además, es suficiente probarlo en los generadores de I. Sea
f : a→ b y x ∈ F (b). Luego,

θ(Vf,x) = θλb(x)−θλa(F (f)(x)) = ρb(x)−ρa(F (f)(x)) = ρb(x)−ρb(x) = 0.

Por lo tanto, existe un morfismo de grupos ψ : H → G tal que ψη = θ,
luego, ψδa = ψηλa = θλa = ρa. Sólo nos resta probar que el morfismo ψ es
único. Supongamos que existe otro morfismo de grupos ψ′ tal que ψ′δa = ρa
para todo a ∈ D. En particular, ψ′η = θ, pero también ψη = θ, entonces
(ψ′ − ψ)η = 0. Como η es epimorfismo, entonces ψ′ − ψ = 0. Por lo tanto,
ψ′ = ψ y H es el ĺımite de F . 2

Definición 4.4. Una categoŕıa D se llama filtrante si cumple que:

a) Dados a, b objetos de D, existe un objeto c en D y morfismos λ : c→ a
y µ : c→ b.

b) Dados los morfismos f, g : a→ b, existe λ : c→ a tal que fλ = gλ.

Observación 4.5. Sea D una categoŕıa filtrante. Entonces:

1. Si {ai}ni=1 es una sucesión de objetos en D, entonces existe un objeto
z en D y morfismos λi : z → ai, para i ∈ {1, . . . , n}.

2. Si {fi}ni=1 es una sucesión de morfismos paralelos en D (esto es, que
comparten dominio y codominio), entonces existe un morfismo h de D
tal que fuh = fvh, para todo u, v ∈ {1, . . . , n}.

3. Si {fi}ni=1 es una sucesión de morfismos de D que inician en el objeto
z, entonces existe h : z′ → z en D tal que cualesquiera dos términos
fuh, fvh de la familia {fih}ni=1, que son paralelos, coinciden.

Demostración. 1. Es claro.
2. Supongamos que fi : z → x para cada i. Hagamos inducción sobre n: Si

n = 2, el resultado se sigue de la definición (??,b). Sea n > 2 y supongamos
que el resultado vale para n − 1. Entonces existe hn−1 : z′n−1 → z tal que
f1hn−1 = fjhn−1, para cada j ∈ {1, . . . , n− 1}. Como f1hn−1 y fnhn−1 son
paralelos, existe h′n : z′n → z′n−1 en D tal que f1hn−1h

′
n = fnhn−1h

′
n. Luego,

hn := hn−1h
′
n es el morfismo deseado.
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3. Sea l el número de codominios distintos w1, . . . , wl de la familia
de morfismos f1, . . . , fn. Para cada t ∈ {1, . . . , l}, tenemos la subfamilia
{fj}j∈Jt de {fi}ni=1 determinada por los morfismos fj que terminan en

wt. Luego, {1, . . . , n} = J1

+⋃
· · ·

+⋃
Jl. Por el inciso 2, hay un morfismo

h1 : z1 → z tal que fuh1 = fvh1 para todo u, v ∈ J1. Supongamos que
hemos definido hl−1 : zl−1 → z en D tal que fuhl−1 = fvhl−1 para cada
u, v ∈ Jt y cada t ∈ {1, . . . , l − 1}. Como {fihl−1}i∈Jl son paralelos, existe
h′l : zl → zl−1 tal que fuhl−1h

′
l = fvhl−1h

′
l para cada u, v ∈ Jl. Luego, si

tomamos hl := hl−1h
′
l, obtenemos fuhl = fvhl, para cada u, v ∈ Jt y cada

t ∈ {1, . . . , l}. Luego, hl : zl → z es el morfismo buscado. 2

Proposición 4.6. Sean D una categoŕıa pequeña y filtrante y un funtor
contravariante F : D → Ab. Luego,

1. Si x está en el ĺımite de F , entonces x = δa(y), para algún a en D y
algún y en F (a).

2. Si para algún y en F (a) se tiene que δa(y) = 0, entonces existe un
morfismo f : c→ a tal que F (f)(y) = 0.

Demostración. Al demostrar (??) vimos que ĺım−→F =
⊕

c∈ObD
F (c)/I

con I = {
∑

finita

Vf,x} donde, para f : d → c y x ∈ F (c) se tiene Vf,x =

λc(x)− λd(F (f)(x)). Además, la familia de morfismos {δa}a∈ObD del ĺımite

es tal que δa = ηλa con F (a) � � λa //
⊕

c∈ObD
F (c) η // //

⊕
c∈ObD

F (c)/I .

1. Sea x ∈ ĺım−→F , entonces x = η(
n∑
i=1

λai(yi)) con yi ∈ F (ai). Luego, x =
n∑
i=1

ηλai(yi) =
n∑
i=1

δai(yi). Por la observación (??), existe a en los objetos de D

y un conjunto de morfismos {fi : a→ ai}. Entonces, para cada i ∈ {1, . . . , n}
se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

F (ai)
δai //

F (fi)

��

ĺım−→F

F (a)
δa

;;wwwwwwww
,

es decir, δaF (fi) = δai . Luego, x =
n∑
i=1

δaF (fi)(yi) = δa[
n∑
i=1

F (fi)(yi)] ya
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que δa es morfismo de grupos. Entonces, con y =
n∑
i=1

F (fi)(yi) se tiene la

afirmación 1.
2. Supongamos que para algún y ∈ F (x) se tiene δx(y) = 0. Entonces

ηλx(y) = 0, lo cual nos dice que λx(y) está en I. Luego λx(y) =
n∑
i=1

Vi,

con cada Vi = λzi(F (fi)(ai)) − λxi(ai), para fi : zi → xi y ai ∈ F (xi). Por
la observación (??), dados los objetos z1, . . . , zn, x existe z′ y morfismos
h′i : z

′ → zi para i ∈ {1, . . . , n} y h′ : z′ → x. La sucesión de morfismos con
dominio z′:

h′1, . . . , h
′
n, f1h

′
1, . . . , fnh

′
n, h
′,

puede componerse con un morfismo h′′ : z → z′ en D para obtener, escri-
biendo h := h′h′′ y hi := h′ih

′′
i , la sucesión

h1, . . . , hn, f1h1, . . . , fnhn, h,

tal que cualesquiera dos términos paralelos coinciden. Como h : z → x, en-
tonces F (h) : F (x) → F (z) y si definimos W0 := λz(F (h)(y)) − λx(y), se
tiene:

λz(F (h)(y)) = λz(F (h)(y))− λx(y) + λx(y)

= W0 +
n∑
i=1

Vi.

Recordemos que: z
hi // zi

fi // xi , luego F (z) F (zi)
F (hi)oo F (xi)

F (fi)oo .
Entonces:

Vi = λzi(F (fi)(ai))− λxi(ai)
= −λz(F (hi)F (fi)(ai)) + λzi(F (fi)(ai)) + λz(F (fihi)(ai))− λxi(ai)
= λz(F (hi)F (fi)(−ai))− λzi(F (fi)(−ai)) + λz(F (fihi)(ai))− λxi(ai).

Renombremos como sigue:

u0 := h, b0 := y,
ui := hi, bi := F (fi)(−ai), si i ∈ {1, . . . , n};
un+i := fihi, bn+i := ai, si i ∈ {1, . . . , n};

wj denota al codominio de uj , para j ∈ {0, . . . , 2n}; y Wj := λz(F (uj)(bj))−
λwj (bj). Hemos probado que:

λz(F (h)(y)) = W0 +
n∑
i=1

(Wi +Wn+i).
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Luego, λz(F (h)(y)) =
∑2n

j=0Wj . Podemos suponer que w1, . . . , wl son los
objetos que son distintos y α(s) := {j | wj = ws}, para s ∈ l. En-

tonces λz(F (h)(y)) =
l∑

s=1
(
∑

j∈α(s)

Wj) =
l∑

s=1
Ŵs, donde Ŵs :=

∑
j∈α(s)

Wj =∑
j∈α(s)

λz(F (uj)(bj)) − λws(bj). Pero uj = us, para todo j ∈ α(s). Luego,

Ŵs = λz(F (us)(
∑

j∈α(s)

bj)) − λws(
∑

j∈α(s)

bj). Entonces para cs :=
∑

j∈α(s)

bj , se

tiene que λz(F (h)(y)) =
l∑

s=1
(λzF (us)(cs) − λws(cs)), con todos los ws dis-

tintos entre śı. Tenemos dos casos:
Supongamos que ws 6= z, para todo s ∈ l; entonces

λz(F (h)(y)−
l∑

s=1

λzF (us)(cs)) +
l∑

s=1

λws(cs) = 0,

como son distintas coordenadas, λws(cs) = 0 implica que cs = 0, entonces
F (us)(cs) = 0, y también λz(F (h)(y)) = 0. Pero λz es la inclusión, entonces
F (h)(y) = 0.
Ahora supongamos que ws = z, para algún s ∈ l. Sin perder generalidad,
s = 1. Entonces tenemos λws(cs) = 0 para s = 2, . . . , l. Luego, c2 = · · · =
cl = 0, lo cual implica que λz(F (h)(y) − F (u1)(c1) + c1) = 0. Como λz es
monomorfismo, F (h)(y) = F (u1)(c1)− c1. Por otro lado, tanto el morfismo
u1 como 1z van de z en w1. Como la categoŕıa D es filtrante, entonces existe
un morfismo µ : c→ z tal que u1µ = µ. Por lo tanto,

F (hµ)(y) = F (µ)F (h)(y) = F (µ)(F (u1)(c1))− F (µ)(c1)
= F (u1µ)(c1)− F (µ)(c1) = 0.

Luego, en el primer caso el morfismo f := h y en el segundo caso f := hµ
cumplen con lo afirmado. 2

Proposición 4.7. Sea D una categoŕıa filtrante y sea C una subcategoŕıa
plena y pequeña de D. Supongamos que para cada objeto d ∈ D existe un
morfismo c→ d con c ∈ C. Entonces, si F : D → Ab es un funtor contrava-
riante, el ĺımite de F existe.

Demostración. Notemos que C también es filtrante. En efecto, dados

c1, c2 objetos en C ⊆ D, existe d ∈ D y morfismos d
λ′ // c1 , d

µ′ // c2 .

Entonces existe c α // d , con c ∈ C. Luego, λ := λ′α y µ := µ′α son
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morfismos de c en c1 y c2 respectivamente. Como C es plena, λ y µ son

morfismos de C. Por otro lado, dados los morfismos a
f //
g
// b en C ⊆ D,

existe un morfismo d
λ′ // a en D tal que fλ′ = gλ′. Sea c α // d , con

c ∈ C. Luego, λ := λ′α está en C y es tal que fλ = gλ. Por lo tanto, C es
filtrante.

Sea G la restricción del funtor F a C. Entonces el ĺımite de G existe
porque C es pequeña. Sean ĺım−→G = H y {δ′c : G(c) → H}c∈C el ĺımite de G.
Entonces, para cada g : c1 → c2 en C, conmuta el diagrama:

G(c1)
δ′c1 // H

G(c2)

G(g)

OO

δ′c2

==zzzzzzzz
.

Sea a ∈ D, entonces existe c u // a , con c ∈ C. Luego, tenemos los morfis-

mos F (a)
F (u) // F (c) = G(c)

δ′c // H . Definimos

δa = δ′cF (u).

Veamos que esta definición no depende de c ni de u. Supongamos que tene-
mos morfismos c1

u // a y c2
v // a , con c1, c2 ∈ C. Como C es filtrante,

existen morfismos c̃
α // c1 y c̃

β // c2 con c̃ ∈ C. Luego, tenemos los

morfismos c̃
uα //
vβ
// a . Como D es filtrante, existe d

λ′ // c̃ tal que uαλ′ =

vβλ′. Entonces existe c λ // d con c ∈ C. Por lo tanto, uαλ′λ = vβλ′λ.
Aplicamos F al cuadrado conmutativo:

c1

u

  AAAAAAA

c

αλ′λ
>>~~~~~~~~

βλ′λ   @@@@@@@@ a

c2

v

>>}}}}}}}
,
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para obtener el siguiente diagrama conmutativo:

G(c1)

G(αλ′λ)
GGG

##GGG
δ′c1

**UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU

F (a)

F (u)
;;wwwwwwwww

F (v) ##GGGGGGGGG
G(c) δ′c // H

G(c2)

G(βλ′λ)www

;;www
δ′c2

44iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii ,

por propiedades del ĺımite de G. Además, tenemos que δ′c1 = δ′cG(αλ′λ) =
δ′cF (αλ′λ) y también δ′c2 = δ′cG(βλ′λ) = δ′cF (βλ′λ). Luego,

δ′c1F (u) = δ′cG(αλ′λ)F (u) = δ′cG(βλ′λ)F (v) = δ′c2F (v).

Por lo tanto, δa no depende de la elección de c ni de u.

Sea a
f // b en D. Existen morfismos c1

u // a y c2
v // b , con

c1, c2 ∈ C. Como C es filtrante, existen morfismos c̃
α // c1 y c̃

β // c2

en C. Entonces tenemos los morfismos c̃
fuα //
vβ
// b . Como D es filtrante, existe

d
µ // c̃ tal que (fuα)µ = (vβ)µ. Además, existe c λ // d , con c ∈ C.

Luego, (fuα)µλ = (vβ)µλ y es conmutativo:

F (a) Fu // F (c1)
Fα

##GGGGGGGG

F (c̃)
Fµ // F (d) Fλ // F (c) = G(c)

δ′c // H.

F (b)

Ff

OO

Fv
// F (c2)

Fβ

;;wwwwwwww

Entonces δa = δ′cF (uαµλ) y δb = δ′cF (vβµλ) y se tiene que,

F (a)
δa // H

F (b)

Ff

OO

δb

=={{{{{{{{
,

es conmutativo.
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Supongamos que existe otro grupo abeliano J y una familia {ρa : F (a)→
J}a∈D tales que, para cada f : a → b, F (a)

ρa // J

F (b)

Ff

OO

ρb

>>||||||||

conmuta. Sea a ∈ D,

entonces existe c
g // a , con c ∈ C. Se tiene el diagrama:

F (c) = G(c)
δ′c //

ρc
QQQQQQQ

((QQQQQQQ

H

ψ

��
F (a)

Fg

OO

ρa
// J,

donde ψ existe por la propiedad universal del ĺımite de G, y es tal que
ψδ′c = ρc. Además, ρcFg = ρa. Por lo tanto, ρa = ρcFg = ψδ′cFg = ψδa.
Como δ′c = δc, para c ∈ C, se tiene la unicidad de ψ. Podemos concluir que
el ĺımite de F existe. 2

Corolario 4.8. Sea D una categoŕıa filtrante y sea C una subcategoŕıa plena
y pequeña de D. Supongamos que para cada objeto d ∈ D existe c → d con
c ∈ C. Sea F : D → Ab un funtor contravariante. Luego:

1. Si x está en el ĺımite de F , entonces x = δa(w), para algún a en D y
algún w en F (a).

2. Si para algún w en F (a) se tiene que δa(w) = 0, entonces existe un
morfismo f : b→ a tal que F (f)(w) = 0.

Demostración. Mantenemos la notación de la demostración de (??).
La primera afirmación se sigue inmediatamente de la proposición (??): ĺım−→F =
H = ĺım−→G, luego x = δ′c(w) con c ∈ C y w ∈ G(c). Pero, δ′c = δc y
G(c) = F (c). Para la segunda afirmación, supongamos que para algún
w ∈ F (a), con a ∈ D, se tiene δa(w) = 0. Como a ∈ D, existen c ∈ C
y h : c→ a. Entonces, en el diagrama

F (a)
δa //

F (h)

��

ĺım−→F

F (c) = G(c)
δc

88rrrrrrrrrr
,
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se tiene δcF (h) = δa. Por lo tanto, 0 = δa(w) = δc(F (h)[w]). Pero F (h)[w]
está en G(c), entonces, usando el inciso 2 de la proposición (??) se tiene que
existe f1 : b→ c en C tal que

0 = (G(f1))(F (h)[w]) = (F (f1))(F (h)[w]) = F (hf1)[w].

Es decir, f := hf1 : b→ a cumple lo que afirma el corolario. 2

4.2. Construcción de la categoŕıa de fracciones BΣ

Definición 4.9. Sea C una categoŕıa arbitraria y Σ una clase de morfis-
mos en C . Para X y Y objetos de C , denotamos por ΣX,Y al conjunto
de morfismos de X en Y contenidos en Σ. Decimos que Σ es un sistema
multiplicativo en C si, para cada X, Y , Z objetos de C se cumple que:

M1 (a) Dados s en ΣX,Y , t en ΣY,Z , entonces ts está en ΣX,Z .

(b) 1X está en ΣX,X .

M2 (a) Dados u : X → Y y s en ΣZ,Y , entonces existen v : W → Z y t

en ΣW,X tales que conmuta el diagrama: W

t
��

v // Z

s

��
X

u // Y.

(b) Dados u : Y → X y s en ΣY,Z , entonces existen v : Z → W y t

en ΣX,W tales que conmuta el diagrama: W Z
voo

X

t

OO

Y.
uoo

s

OO

M3 Sean u, v : X → Y . Entonces, existe s en ΣY,W ′ tal que su = sv si y
sólo si existe t en ΣW,X tal que ut = vt.

Observación 4.10. Sea B una categoŕıa y Σ un sistema multiplicativo en
B. Para cada X en los objetos de B construiremos una nueva categoŕıa DX ,
cuyos objetos son los morfismos u : Z → X que están en Σ. Para u y v en
los objetos de DX un morfismo f : u → v es uno tal que hace conmutar el
siguiente diagrama en B:

Z
u //

f
��

X

Z ′
v

>>}}}}}}}}
,
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la composición en DX está dada por la de B. Además, la categoŕıa DX es
filtrante.

Demostración. Claramente, DX es una categoŕıa. Veamos que DX es
filtrante. Sean u y v objetos de DX . En particular v pertenece al sistema
multiplicativo Σ. El axioma M2 nos dice que existen morfismos λ ∈ Σ y µ
tales que conmuta

Y
λ //

µ

��

Z

u
��

Z ′ v
// X,

entonces uλ = vµ. Los morfismos u y λ están en Σ, luego w := uλ está en
los objetos de DX . El diagrama anterior muestra claramente que λ es un
morfismo de w en u y que µ es un morfismo de w en v. Para mostrar la
segunda parte de la definición de categoŕıa filtrante, sean f y g un par de
morfismos de u en v. Entonces en

Z
u //

f
��
g

��

X

Z ′
v

>>}}}}}}}}
,

se tiene vf = u = vg. Como v ∈ Σ, el axioma M3 para sistemas multiplica-
tivos nos dice que existe t ∈ Σ tal que gt = ft. 2

Definición 4.11. Sea B una categoŕıa arbitraria y Σ un sistema multipli-
cativo en B. Decimos que Σ es localmente pequeño a la izquierda si, para
cada objeto X en B existe un conjunto FX de objetos de B tal que para
cualquier elemento s de ΣW,X existe un morfismo λ : Z → W con Z ∈ FX
y la composición Z

λ //W
s // X en Σ.

Proposición 4.12. Sea B una categoŕıa y Σ un sistema multiplicativo en
B localmente pequeño a la izquierda. Sea X un objeto de B y DX como en
la observación (??). Sea CX la subcategoŕıa plena de DX cuyos objetos son
morfismos v : W → X en Σ con W ∈ FX . Entonces:

1. CX es pequeña; y

2. Si d ∈ DX , entonces existe f : c→ d con c ∈ CX .
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Demostración. 1. CX es pequeña, porque

Ob CX =
⋃

W∈FX

ΣW,X .

2. Sea d := ( W
u // X ) en DX . Como Σ es localmente pequeño a la iz-

quierda, entonces existe Z
λ //W tal que uλ está en Σ con Z ∈ FX .

Luego, c := ( Z
uλ // X ) está en CX y λ es un morfismo de c en d. 2

Sea B una categoŕıa aditiva y Σ un sistema multiplicativo en B localmen-
te pequeño a la izquierda. En lo que sigue, construiremos la localización de
B por Σ, que será denotada por BΣ y probaremos que BΣ es una categoŕıa
aditiva. Para empezar, los objetos de BΣ, son los mismos que los de B. Defi-
niremos a continuación sus morfismos: Sean X, Y objetos de B, arbitrarios
pero fijos. Denotaremos por B(X,Y ) el grupo de los morfismos de X en Y
en B. Sea DX la categoŕıa definida en la observación (??) y CX ⊆ DX la
subcategoŕıa plena de DX como en la proposición (??). Luego, tenemos que
CX ⊆ DX es pequeña y DX es filtrante. Además, para cada d ∈ DX existe
f : c→ d con c ∈ CX .

Definimos el funtor contravariante GX,Y de DX en Ab, la categoŕıa de
grupos abelianos, como sigue:

GX,Y : DX // Ab

u

f

��

� //

B(Z, Y )

v B(Z ′, Y ),

B(f,1)

OO

para u : Z → X y v : Z ′ → X elementos de DX . GX,Y está bien definido
porque B es aditiva. Por la proposición (??), existe el ĺımite deGX,Y , es decir,
hay un grupo abeliano BΣ(X,Y ) := ĺım−→GX,Y y una familia de morfismos
{δc : GX,Y (c) −→ BΣ(X,Y )}c∈ObDX tales que, para cada f : u → v en DX
conmuta el diagrama:

GX,Y (u) δu // BΣ(X,Y )

GX,Y (v)

GX,Y (f)

OO

δv

88qqqqqqqqqq
.

Sea δc(f) un elemento de BΣ(X,Y ). Nos preguntamos: qué condiciones se
necesitan para que δc(f) = δc′(f ′)?
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Lema 4.13. Con la notación anterior, δu(f) = δu1(f1) si y sólo si existe
un objeto W y morfismos λ : W → Z, µ : W → Z1 tales que u1µ = uλ ∈ Σ
y f1µ = fλ, visualizados en el diagrama siguiente:

Z
u

~~||||||||
f

  AAAAAAAA

X W
∈Σoo //

λ

OO

µ

��

Y

Z1

u1

``AAAAAAAA f1

>>}}}}}}}
.

Demostración. Por simplicidad, denotaremos a GX,Y simplemente por
G. Supongamos c′ : Z ′ → X y c : Z → X. Sean f ∈ G(c) = B(Z, Y ) y f ′ ∈
G(c′) = B(Z ′, Y ) tales que δc(f) = δc′(f ′). Entonces se tiene el diagrama:

Z ′

c′

~~}}}}}}}} f ′

  AAAAAAA

X Y

Z

c

``AAAAAAAA f

>>}}}}}}}}
.

ComoDX es filtrante, dados c, c′ enDX existe d ∈ DX y morfismos h1 : d→ c
y h2 : d→ c′. Entonces en el siguiente diagrama

G(c)
G(h1)

{{wwwwwwww
δc

%%KKKKKKKKK

G(d)
δd // BΣ(X,Y )

G(c′)
G(h2)

ccGGGGGGGG δc′

99sssssssss
,

conmutan los triángulos por propiedades del ĺımite de G. Luego, puesto que
f ∈ G(c) y f ′ ∈ G(c′) tenemos:

δd[G(h2)(f ′)] = δc′(f ′) = δc(f) = δd[G(h1)(f)].

Sean g1 := G(h1)(f) = fh1 y g2 := G(h2)(f ′) = f ′h2, luego g1, g2 ∈
G(d) y δd(g1 − g2) = 0, entonces existe un morfismo µ α // d en DX tal
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que G(α)(g1 − g2) = 0, por el corolario (??). Es decir, tengo el diagrama
conmutativo:

W
α //

µ
  BBBBBBBB Z1

d
��
X.

Además g1−g2 ∈ G(d) = B(Z1, Y ). Se tiene (g1−g2)α = G(α)(g1−g2) = 0,
entonces g1α = g2α. Luego, se tiene el diagrama conmutativo:

Z
c

~~}}}}}}}}
f

  AAAAAAAA

X Z1
doo

g2

//
g1 //

h1

OO

h2

��

Y

Z ′
c′

``AAAAAAAA f ′

>>~~~~~~~~
,

y también:

Z
c

~~||||||||
f

  AAAAAAAA

X W
dαoo

g2α
//

g1α //

h1α

OO

h2α
��

Y

Z ′
c′

``AAAAAAAA f ′

>>}}}}}}}
.

(4.1)

Entonces el morfismo dα = ch1α = c′h2α está en Σ y fh1α = g1α = g2α =
f ′h2α. Luego δc′(f ′) = δc(f) implica que existe un diagrama conmutativo
como en (??). Rećıprocamente, supongamos que tenemos el siguiente dia-
grama conmutativo con u, s, u′ en Σ:

Z
u

~~||||||||
f

  AAAAAAAA

X W
s∈Σoo //

λ

OO

µ

��

Y

Z ′
u′

``AAAAAAAA f ′

>>}}}}}}}
.

(4.2)

Como u ∈ Σ, entonces λ es un morfismo de DX de s en u. También tenemos
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el morfismo µ de s en u′. Entonces, conmuta el diagrama:

G(u)
G(λ)

{{wwwwwwww
δu

%%KKKKKKKKKK

G(s)
δs // BΣ(X,Y )

G(u′)
G(µ)

ccGGGGGGGG δu′

99ssssssssss
.

Tenemos f ∈ G(u), f ′ ∈ G(u′), G(λ)(f) = fλ y G(µ)(f ′) = f ′µ. Luego, se
tiene

δu(f) = δs(G(λ)(f)) = δs(fλ)
δu′(f ′) = δs(G(µ)(f ′)) = δs(f ′µ)

pero fλ = f ′µ por hipótesis, luego, δu(f) = δu′(f ′). 2

De ah́ı se desprende la siguiente propiedad:

Afirmación 4.14. Si u, uλ ∈ Σ, entonces δuλ(fλ) = δu(f).

Demostración. Esto ocurre porque tenemos el diagrama conmutativo:

Z
u

~~||||||||
f

  AAAAAAAA

X W
uλoo fλ //

λ

OO

1W
��

Y

W

uλ

``BBBBBBBB fλ

>>}}}}}}}}
.

2

Sean X, Y , L objetos de B. Definiremos un producto (composición) de
morfismos de BΣ. Sean δu(f) ∈ BΣ(X,Y ) y δv(g) ∈ BΣ(Y,L). Entonces
tenemos en B:

X Z
u∈Σoo f // Y Z1

v∈Σoo g // L.

Como Σ es un sistema multiplicativo de B, el axioma M2 nos dice que existe
el objeto W y morfismos λ ∈ Σ y µ tales que el diagrama conmuta:

W
λ∈Σ

~~~~~~~~~~ µ

  BBBBBBBB

X Z
f //uoo Y Z1

voo g // L.
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De ah́ı que se ocurra definir δv(g)δu(f) := δuλ(gµ). Veamos que esta elección
es válida, es decir, probemos:

Afirmación 4.15. La definición del párrafo anterior no depende del dia-
grama ni de los representantes de las clases δu(f) y δv(g).

Demostración. Supongamos que tenemos otro diagrama conmutativo:

W1

λ1

~~}}}}}}}}
µ1

!!BBBBBBBB

X Z
f //

u
oo Y Z1

voo
g
// L

con λ1 ∈ Σ y vµ1 = fλ1. Probaremos que δuλ(gµ) = δuλ1(gµ1). Por el
axioma M2 de la definición de sistema multiplicativo, existe un cuadrado
conmutativo:

R0
σ′∈Σ //

τ ′

��

W

λ

��
W1 λ1∈Σ

// Z.

Además, vµ1τ
′ = fλ1τ

′ = fλσ′ = vµσ′. Como v ∈ Σ, el axioma M3 de
sistemas multiplicativos nos dice que existe η ∈ Σ(R,R0) (para algún objeto
R) tal que µ1τ

′η = µσ′η. Luego, existe el diagrama:

W1

λ1

wwoooooooooooooo
µ1

''NNNNNNNNNNNNN

Z R
η // R0

τ ′

OO

σ′

��

Z1
v // Y.

W

λ

ggPPPPPPPPPPPPPPP
µ

77ppppppppppppp

Aśı que tenemos un diagrama:

W1

λ1

~~}}}}}}}}
µ1

!!BBBBBBBB

X Z
uoo R

τ

OO

σ

��

Z1
g // L

W

λ

``BBBBBBBB µ

=={{{{{{{{
,
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con σ ∈ Σ, λσ = λ1τ y µσ = µ1τ . Notemos que uλσ ∈ Σ porque u, λ y σ
están en Σ. Entonces, por la afirmación (??), tenemos:

δuλ(gµ) = δuλσ(gµσ) = δuλ1τ (gµ1τ) = δuλ1(gµ1).

Por lo tanto, el producto no depende del cuadrado elegido.
Veamos ahora que tampoco depende del representante δv(g). Suponga-

mos que δv(g) = δv1(g1), entonces, por el lema (??), existen W1, σ y τ tales
que

Z1

v

~~}}}}}}}}
g

  AAAAAAAA

Y W1

σ

OO

τ
��

∈Σoo // L

Z ′1

v1

``@@@@@@@@ g1

??~~~~~~~~
,

(4.3)

conmuta y v1τ ∈ Σ. Luego, por el axioma M2 de sistemas multiplicativos,
existen W2, ρ1 y ρ2, con ρ2 ∈ Σ, tales que conmutan los cuadrados:

W2
ρ1 //

ρ2

��

W1
σ //

τ
��

Z1

g

��
Z ′1

g1 //

v1

��

L

X Z
uoo f // Y ,

(4.4)

además, uρ2 ∈ Σ. Entonces

δv1(g1)δu(f) = δuρ2(g1τρ1) = δuρ2(gσρ1).

Por otro lado, también conmuta el cuadrado:

W2
σρ1 //

ρ2

��

Z1

v

��
Z

f // Y,

porque vσρ1 = v1τρ1 = fρ2 usando la conmutatividad de los diagramas (??)
y (??). Luego, conmuta el siguiente diagrama:

W2

ρ2

~~}}}}}}}}
σρ1

!!BBBBBBBB

X Zu
oo

f
// Y Z1v
oo

g
// L
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y se tiene,
δv(g)δu(f) = δuρ2(gσρ1) = δv1(g1)δu(f).

Finalmente, supongamos que δu(f) = δu1(f1). Entonces,

Z
u

~~||||||||
f

  AAAAAAAA

X W

σ

OO

τ

��

∈Σoo // Y

Z ′1

u1

``@@@@@@@ f1

??~~~~~~~
,

conmuta y uσ ∈ Σ. Luego, por el axioma M2 de sistemas multiplicativos,
existen W1, ρ1 ∈ Σ y ρ2 tales que conmuta el cuadrado:

W

σ

��

W1
ρ1∈Σoo

ρ2

��
X Z

uoo f // Y Z1
voo g // L.

Entonces,
δv(g)δu(f) = δuσρ1(gρ2) = δu1τρ1(gρ2).

Por otro lado, en el diagrama:

W1

τρ1

~~}}}}}}}}
ρ2

  BBBBBBBB

X Z ′1u1

oo
f1

// Y Z1v
oo

g
// L,

el cuadrado conmuta porque f1τρ1 = fσρ1 = vρ2. Luego, se tiene,

δv(g)δu1(f1) = δu1τρ1(gρ2) = δv(g)δu(f),

y notemos que u1τρ1 ∈ Σ porque ρ1 lo está y la composición u1τ = uσ
está en Σ. 2

Hemos visto que la composición de morfismos está bien definida en la
categoŕıa BΣ.
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Observación 4.16. 1. Para f : X → Y y g : Y → L en B se tiene que

δ1Y (g)δ1X (f) = δ1X (gf).

2. El morfismo δ1W (1W ) es la identidad en BΣ(W,W ) para cada W en BΣ.
3. Si u ∈ ΣX,Z , entonces δu(u) = δ1Z (1Z).
4. Sea u ∈ ΣX,Z , entonces δu(1X) y δ1X (u) son inversos.
5. Dados los morfismos u : Z → X ∈ Σ y f : Z → Y , el morfismo δu(f) se
puede escribir como el producto:

δu(f) = δ1Z (f)δu(1Z).

6. Sean los morfismos δu1(f1) y δu2(f2) en BΣ(X,Y ), entonces existe v ∈ Σ
tal que δu1(f1) = δv(g1) y δu2(f2) = δv(g2). Es decir, dadas dos fracciones
de X en Y podemos encontrar un denominador común. En consecuencia,
vale la fórmula:

δu1(f1) + δu2(f2) = δv(g1 + g2).

Demostración. 1. Se tiene el diagrama conmutativo:

X
1X

~~}}}}}}}}
f

  AAAAAAA

X X
1X
oo

f
// Y Y

1Y
oo

g
// L.

2. Sea δu(f) ∈ BΣ(X,Y ). Se tiene el diagrama conmutativo:

Z
u

~~}}}}}}}}
1Z

  @@@@@@@

X X
1X
oo

1X
// X Zu
oo

f
// Y

De ah́ı que,
δu(f)δ1X (1X) = δu(f).

También es cierto que conmuta

Z
1Z

��~~~~~~~ f

  @@@@@@@

X Zu
oo

f
// Y Y

1Y
oo

1Y
// Y

Luego,
δ1Y (1Y )δu(f) = δu(f).
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3. Si u : X → Z está en Σ, tenemos el diagrama conmutativo:

X
u

~~~~~~~~~
u

  @@@@@@@

Z Z
1Z
oo

1Z
// Z Z

1Z
oo

1Z
// Z.

Luego, δu(u) = δ1Z (1Z)δ1Z (1Z) = δ1Z (1Z).
4. Se tienen los diagramas conmutativos:

X
1X

~~~~~~~~~~
1X

  @@@@@@@@

X X
1X
oo

u
// Z Xu
oo

1X
// X,

y también

X
1X

~~}}}}}}}}
1X

  AAAAAAAA

Z Xu
oo

1X
// X X

1X
oo

u
// Z.

Entonces
δu(1X)δ1X (u) = δ1X (1X), y, por otro lado,
δ1X (u)δu(1X) = δu(u) = δ1Z (1Z).

5. Se tiene el diagrama:

Z
1Z

��~~~~~~~
1Z

��@@@@@@@

X Zu
oo

1Z
// Z Z

1Z
oo

f
// Y.

6. Como u2 está en Σ, el axioma M2 para sistemas multiplicativos nos dice
que existe un diagrama conmutativo:

Z1

u1

��

W
λ∈Σoo

µ

��
X Z2.u2∈Σ
oo

(4.5)
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El producto u1λ está en Σ, porque ambos morfismos lo están. Entonces,
para v := u1λ y g1 := f1λ el siguiente diagrama es conmutativo

Z1

u1

~~}}}}}}}}
f1

  AAAAAAA

X W

λ

OO

1W
��

u1λoo Y

W

v

``BBBBBBBB g1

>>}}}}}}}}
,

luego, δu1(f1) = δv(g1). Análogamente, como (??) conmuta, entonces u2µ =
u1λ = v, y definiendo g2 := f2µ, se tiene que

Z2

u2

~~}}}}}}}}
f2

  AAAAAAA

X W

µ

OO

1W
��

u2µoo Y

W

v

``BBBBBBBB g2

>>}}}}}}}}

conmuta, luego, δu2(f2) = δv(g2). 2

Probemos que el producto que hemos definido es asociativo.

Afirmación 4.17. Sean los morfismos δu(f) ∈ BΣ(X,Y ), δv(g) ∈ BΣ(Y,L)
y δw(h) ∈ BΣ(L,M). Entonces,

δw(h)[δv(g)δu(f)] = [δw(h)δv(g)]δu(f).

Demostración. Para el producto δv(g)δu(f) tenemos el diagrama con-
mutativo:

W1

λ1∈Σ

~~}}}}}}}}
µ1

!!BBBBBBBB

X Zu
oo

f
// Y Z1v
oo

g
// L,

entonces δv(g)δu(f) = δuλ1(gµ1). Por otro lado,

W2

λ2∈Σ

}}||||||||
µ2

!!BBBBBBBB

Y Z1v
oo

g
// L Z2w
oo

h
//M,
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luego, δw(h)δv(g) = δvλ2(hµ2). Puesto que λ2 es un elemento de Σ, puedo
completar a un cuadrado conmutativo como el siguiente:

W3

λ3∈Σ

}}

µ3

!!
W1

µ1 !!CCCCCCCC W2

λ2∈Σ}}{{{{{{{{

Z1 .

Es decir, tengo el siguiente diagrama donde todos los cuadrados conmutan:

W3

λ3∈Σ

}}{{{{{{{{
µ3

!!CCCCCCCC

W1

λ1∈Σ

~~}}}}}}}}
µ1

!!CCCCCCCC W2

λ2∈Σ

}}{{{{{{{{
µ2

!!BBBBBBBB

X Zu
oo

f
// Y Z1v
oo

g
// L Z2w
oo

h
//M.

(4.6)

De ah́ı que, conmuta el diagrama:

W3

λ3∈Σ

}}{{{{{{{{
µ2µ3

!!BBBBBBBB

X W1uλ1

oo
gµ1

// L Z2w
oo

h
//M,

en consecuencia,

δw(h)[δv(g)δu(f)] = δw(h)δuλ1(gµ1) = δuλ1λ3(hµ2µ3).

Por otro lado, también del diagrama (??) tenemos la conmutatividad de

W3

λ1λ3

~~}}}}}}}}
µ3

!!CCCCCCCC

X Zu
oo

f
// Y W2vλ2

oo
hµ2

//M,

y por consecuencia tenemos,

[δw(h)δv(g)]δu(f) = δvλ2(hµ2)δu(f) = δuλ1λ3(hµ2µ3).

2

De manera que, efectivamente, BΣ es una categoŕıa.
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4.3. Aditividad y propiedad universal de BΣ

Sea B una categoŕıa aditiva y Σ un sistema multiplicativo localmente pe-
queño a la izquierda en B. Sea BΣ la categoŕıa de fracciones asociada que
constrúımos en la sección anterior. Ahora queremos probar que BΣ es una
categoŕıa aditiva (definición (??))

Definamos el objeto cero de BΣ. Sea 0 el objeto cero de B. Luego, 0 ∈ BΣ

también. Dado A ∈ BΣ, sea δ1A(0) el morfismo en HomBΣ
(A, 0), determinado

por el diagrama A A
1oo 0 // 0 . Luego, para cualquier otro morfismo

δs(0) en HomBΣ
(A, 0), determinado por el diagrama A W

s∈Σoo 0 // 0 se
tiene el diagrama conmutativo

A
1

~~}}}}}}}}
0

��@@@@@@@@

A W

s

OO

s∈Σoo

1
��

0

W

s

``AAAAAAAA 0

??~~~~~~~~
.

Entonces, δ1(0) = δs(0). Luego, δ1(0) es el único elemento en HomBΣ
(A, 0).

Por otro lado, para A ∈ BΣ, sea δ10(0) el morfismo en HomBΣ
(0, A) de-

terminado por el diagrama 0 0
10oo 0 // A . Entonces, para cualquier otro

morfismo en HomBΣ
(0, A), determinado por un diagrama 0 W

s∈Σoo f // A ,
se tiene el diagrama conmutativo

0
10

~~~~~~~~~~
0

  AAAAAAAA

0 0

10

OO

10∈Σoo

0
��

A

W

s

__@@@@@@@@ f

>>}}}}}}}}
.

Por lo tanto, δ10(0) = δs(f). Entonces, δ10(0) es el único elemento en
HomBΣ

(0, A). Luego, BΣ tiene objeto cero (éste coincide con el objeto cero
de B).

Ya sabemos que cada BΣ(X,Y ) es un grupo abeliano, porque lo hemos
definido como el ĺımite de un funtor.

Veamos que el producto distribuye a la suma. Sean una terna de objetos
X, Y , L ∈ BΣ, los morfismos δu(f) ∈ BΣ(X,Y ) y l1, l2 ∈ BΣ(Y,L). Por la
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observación (??), podemos suponer que l1 = δv(g1) y l2 = δv(g2). Entonces
l1 + l2 = δv(g1) + δv(g2) = δv(g1 + g2) (porque δv es un morfismo de grupos
abelianos). Luego, tenemos un diagrama conmutativo:

W
λ∈Σ

~~}}}}}}}}
µ

  BBBBBBBB

X Z
u∈Σ
oo

f
// Y Z ′

v∈Σ
oo

g1+g2

// L.

Y se tiene,

(l1 + l2)δu(f) = δv(g1 + g2)δu(f) = δuλ((g1 + g2)µ)
= δuλ(g1µ+ g2µ) = δuλ(g1µ) + δuλ(g2µ)
= δv(g1)δu(f) + δv(g2)δu(f) = l1δu(f) + l2δu(f).

(porque B es aditiva y δuλ es morfismo de grupos).
Sean ahora los morfismos l1, l2 ∈ BΣ(X,Y ), δv(g) ∈ BΣ(Y,L). Como

antes, podemos suponer que l1 = δu(f1) y l2 = δu(f2). Aśı que l1 + l2 =
δu(f1 + f2). Veamos primero el caso v = 1Y , entonces

X
1X

~~||||||||
f

  AAAAAAAA

X W

s

OO

1W
��

s∈Σoo 0 // Y

W

s

``BBBBBBBB 0

>>}}}}}}}}
.

Y se tiene,

δv(g)(l1 + l2) = δ1Y (g)δu(f1 + f2) = δu(g(f1 + f2))
= δu(gf1 + gf2) = δu(gf1) + δu(gf2)
= δ1Y (g)δu(f1) + δ1Y (g)δu(f2)
= δ1Y (g)(l1) + δ1Y (g)(l2),

en este caso vale la distributividad.
Luego, si g = 1L y v ∈ ΣL,Y , tenemos

δ1L(v)[δv(1L)(l1)+δv(1L)(l2)] = δ1L(v)δv(1L)(l1)+δ1L(v)δv(1L)(l2) = l1 +l2,

entonces

δv(1L)(l1 + l2) = δv(1L)[δ1L(v)(δv(1L)(l1) + δv(1L)(l2))]
= δv(1L)(l1) + δv(1L)(l2).
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Es decir, también vale la distributividad si g = 1L.
Volvamos ahora al caso general, en el cual:

X Z
uoo f1 // Y W

voo g // L.

De la observación (??) tenemos que δv(g) = δ1W (g)δv(1W ). Luego,

δv(g)(l1 + l2) = δ1W (g)[δv(1W )(l1 + l2)]
= δ1W (g)[δv(1W )(l1) + δv(1W )(l2)]
= δ1W (g)δv(1W )(l1) + δ1W (g)δv(1W )(l2)
= δv(g)(l1) + δv(g)(l2).

y vale la distributividad.
Antes de probar que en BΣ hay coproductos finitos, definiremos el funtor

localización.
Veamos que la siguiente correspondencia

Q : B // BΣ

X

f

��
� //

X

δ1X (f)

��
Y Y

es un funtor aditivo. En efecto, por (??),

Q(gf) = δ1X (gf) = δ1Y (g)δ1X (f) = Q(g)Q(f),
Q(1X) = δ1X (1X) = 1Q(X).

Por lo tanto, Q es un funtor entre las categoŕıas B y BΣ. Además, para f1,
f2 morfismos en B(X,Y ),

Q(f1 + f2) = δ1X (f1 + f2) = δ1X (f1) + δ1X (f2) = Q(f1) +Q(f2),

luego, Q es aditivo. Observemos que, dado λ : X → Y con λ ∈ Σ, entonces

Q(λ) = δ1X (λ) que implica un diagrama: X X
1oo λ // Y , pero tam-

bién tiene sentido escribir Y X
λoo 1 // X que corresponde al morfismo

δλ(1X). Además, hemos visto (observación (??)) que δ1X (λ) y δλ(1X) son
inversos. Por lo tanto, Q(λ) es un isomorfismo en BΣ para todo λ ∈ Σ.

Esta propiedad es universal para el funtor Q en el sentido de que cual-
quier otro funtor que la tenga se factoriza por Q. Esto lo probamos en la
siguiente:
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Proposición 4.18. Sea B una categoŕıa aditiva, Σ un sistema multiplicativo
en B localmente pequeño a la izquierda y Q el funtor definido en el párrafo
anterior. Si G : B → C es un funtor aditivo tal que para todo λ ∈ Σ, G(λ)
es isomorfismo, entonces existe un único funtor aditivo H : BΣ → C tal que
HQ = G.

Demostración. Puesto que ObB = ObBΣ, y queremos definir H que
haga conmutar el diagrama:

B
Q //

G ��@@@@@@@@ BΣ

H
��

C ,

entonces H(X) := G(X), para cada X ∈ ObBΣ. Sea δu(f) un morfismo en
BΣ(X,Y ). Como u ∈ Σ, existe G(u)−1. Definimos H(δu(f)) = G(f)G(u)−1.
Veamos que H está bien definido. Supongamos que δu(f) = δu1(f1), luego
tenemos un diagrama conmutativo:

Z
u

~~||||||||
f

  AAAAAAAA

X W
∈Σoo

λ

OO

µ

��

Y

Z1

u1

``AAAAAAAA f1

>>}}}}}}}
.

Como u, u1 y uλ = u1µ están en Σ, entonces existen G(u)−1, G(u1)−1,
G(uλ)−1 y G(u1µ)−1. Luego,

G(uλ) = G(u)G(λ)
G(u)−1G(uλ) = G(λ)
G(u)−1 = G(λ)G(uλ)−1

y
G(u1µ) = G(u1)G(µ)
G(u1)−1G(u1µ) = G(µ)
G(u1)−1 = G(µ)G(u1µ)−1.

Entonces,

G(f)G(u)−1 = G(f)G(λ)G(uλ)−1 = G(fλ)G(uλ)−1

= G(f1µ)G(u1µ)−1 = G(f1)G(µ)G(u1µ)−1

= G(f1)G(u1)−1.

Luego, H está bien definido. Probemos ahora que H es un funtor: Sean
δu(f) y δv(g) morfismos en BΣ que se pueden componer. Para el producto
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δv(g)δu(f) tenemos el diagrama conmutativo:

W
λ∈Σ

~~~~~~~~~~
µ

  AAAAAAAA

X Zu
oo

f
// Y Z ′v
oo

g
// L,

de ah́ı que:

H(δv(g)δu(f)) = H(δuλ(gµ)) = G(gµ)G(uλ)−1.

Por otro lado,

H(δv(g))H(δu(f)) = G(g)G(v)−1G(f)G(u)−1 = G(g)G(µ)G(λ)−1G(u)−1

= G(gµ)G(uλ)−1.

Además, para la identidad se tiene que:

H(δ1X (1X)) = G(1X)G(1X)−1 = 1G(X)1G(X) = 1G(X) = 1H(X).

Por lo tanto, H es funtor. Veamos que es aditivo. Sean l1, l2 morfismos en
BΣ(X,Y ). Luego, sin perder generalidad l1 = δu(f1) y l2 = δu(f2). Aśı que:

H(l1 + l2) = H(δu(f1) + δu(f2)) = H(δu(f1 + f2))
= G(f1 + f2)G(u)−1 = G(f1)G(u)−1 +G(f2)G(u)−1

= H(l1) +H(l2).

Ahora supongamos que existe un funtor aditivo H1 : BΣ → C tal que con-
muta:

B
Q //

G ��@@@@@@@@ BΣ

H1

��
C ,

entonces también H1(X) = G(X) = H(X) para cada X ∈ ObBΣ. Sea δu(f)
un morfismo en BΣ(X,Y ). Hemos visto que δu(f) = δ1Z (f)δu(1Z) (si se tiene

X Z
uoo f // Y ), y, además δu(1Z) = (δ1Z (u))−1 (observación (??)).

Luego, δu(f) = δ1Z (f)δu(1Z) = δ1Z (f)(δ1Z (u))−1 = Q(f)Q(u)−1. Entonces,

H1(δu(f)) = H1(Q(f)Q(u)−1) = H1Q(f)H1Q(u)−1

= G(f)G(u)−1 = H(δu(f)),

luego, H es el único funtor con esa propiedad. 2
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Observación 4.19. Sea f : X → Y un morfismo en B, Q el funtor locali-
zación en BΣ. Entonces Q(f) = 0 si y sólo si existe s : W → X en Σ tal que
fs = 0, equivalentemente, si y sólo si existe t : Y →W1 en Σ tal que tf = 0.

Demostración. Supongamos que Q(f) = 0, entonces δ1X (f) = δ1X (0).
Por el lema (??), existen W , s y r tales que 1Xs = s está en Σ y conmuta
el diagrama:

X
1X

~~||||||||
f

  AAAAAAAA

X W

s

OO

r

��

oo Y

X

1X

``BBBBBBBB 0

>>}}}}}}}}
.

Luego, fs = 0r = 0. Rećıprocamente, si existe s : W → X en Σ tal que
fs = 0, entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

X
1X

~~||||||||
f

  AAAAAAAA

X W

s

OO

1W
��

s∈Σoo 0 // Y

W

s

``BBBBBBBB 0

>>}}}}}}}}
.

Luego, Q(f) = δ1X (f) = δs(0) = 0. La segunda equivalencia se tiene por el
axioma M3 para el sistema multiplicativo Σ. En efecto, dados los morfismos

X
f //
0
// Y , entonces existe s ∈ Σ tal que fs = 0s = 0, si y sólo si existe

t ∈ Σ tal que tf = t0 = 0. 2

Observación 4.20. El funtor Q : B → BΣ env́ıa los elementos de Σ en
isomorfismos. Luego, dado u ∈ Σ, existe Q(u)−1. Sea el morfismo de BΣ

representado por el diagrama X Z
uoo f // Y . El morfismo Q(u)−1 ∈ BΣ

está representado por el diagrama X Z
uoo 1 // Y y el morfismo Q(f)

por Z Z
1oo f // Y . Luego, por el inciso (5) de la observación (??), es

claro que el morfismo X
Q(f)Q(u)−1

// Y está representado por el diagrama

X Z
uoo f // Y en BΣ. Nos conviene ver los morfismos en BΣ de esta
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forma. Luego, al hablar de un morfismo δ : X → Y en BΣ, asumiremos que
δ = Q(f)Q(u)−1, para u ∈ Σ y f en B.

Observación 4.21. Sea δ un morfismo en BΣ. Hemos visto que podemos
escribir a δ como Q(f)Q(u)−1 con u ∈ Σ. Notemos que también podemos
escribir este morfismo como Q(v)−1Q(g) con v ∈ Σ. A este tipo de escritura
se le llama fracción izquierda.

Demostración. Tenemos morfismos X Z
uoo f // Y . Usando la pro-

piedad M2(b) de la definición (??) para el sistema multiplicativo Σ, podemos
completar a un cuadrado conmutativo en B:

W Y
v∈Σoo

X

g

OO

Z.
u∈Σ
oo

f

OO

Luego, Q(g)Q(u) = Q(v)Q(f). Aśı que Q(v)−1Q(g) = Q(f)Q(u)−1. 2

Observación 4.22. Si B es aditiva, entonces BΣ también lo es.

Demostración. Sea {Xi}i∈I , con I finito, un conjunto de objetos en BΣ.
Como los objetos de BΣ son los mismos de B, entonces en B tengo la familia
de inclusiones {λi : Xi →

∐
i∈I

Xi}i∈I y de proyecciones {πi :
∐
i∈I

Xi → Xi}i∈I
tales que

πiλi = 1Xi , πiλj = 0 si i 6= j y∑
i∈I

λiπi = 1‘Xi .

Entonces en BΣ tengo las familias de morfismos: {Q(λi) : Xi →
∐
i∈I

Xi}i∈I

y {Q(πi) :
∐
i∈I

Xi → Xi}i∈I . Probemos que cumplen las propiedades del

coproducto.
Q(πi)Q(λi) = Q(πiλi) = Q(1Xi) = 1Q(Xi).

Si i 6= j,
Q(πj)Q(λi) = Q(πjλi) = Q(0) = 0.

Además,∑
i∈I

Q(λi)Q(πi) =
∑
i∈I

Q(λiπi) = Q(
∑
i∈I

λiπi) = Q(1‘Xi) = 1Q(
‘
Xi).
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Por lo tanto, {Q(λi)}i∈I y {Q(πi)}i∈I son las inclusiones y las proyecciones
para Q(

∐
i∈I

Xi) =
∐
i∈I

Xi en BΣ y se tiene el coproducto en BΣ. 2

Definición 4.23. Sea B una categoŕıa aditiva, Σ un sistema multiplicativo
de morfismos de B. Una localización de B con respecto a Σ es una categoŕıa
aditiva BΣ junto con un funtor aditivo Q : B → BΣ tal que:

1. Las categoŕıas B y BΣ tienen los mismos objetos.

2. Si un morfismo u está en Σ, entonces Q(u) es un isomorfismo.

3. Si existe otro funtor aditivo G : B → D tal que G(u) es isomorfismo
para todo u en Σ, entonces existe un único funtor aditivo H : BΣ → D
tal que HQ = G (luego, BΣ es única hasta equivalencia).

En este caso decimos que Q es el funtor localización del sistema Σ.

En conclusión, en esta sección hemos probado que:

Teorema 4.24. Toda categoŕıa aditiva B con un sistema multiplicativo Σ
de morfismos de B localmente pequeño a la izquierda admite una localización

Q : B −→ BΣ.
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Caṕıtulo 5

La Categoŕıa Derivada de
Módulos

A partir de ahora nos concentraremos en el caso de que la categoŕıa A sea
la de A-módulos izquierdos. En este caṕıtulo obtenemos la categoŕıa deri-
vada D(A). Ya hemos dado los primeros pasos en esta dirección. En efecto,
partiendo de la categoŕıa C (A) de complejos con entradas en A (para A
una categoŕıa abeliana arbitraria), hemos constrúıdo la categoŕıa cociente
K(A), identificando los morfismos que son homotópicos, y vimos que K(A)
es aditiva. En el caṕıtulo anterior aprendimos a construir, partiendo de una
categoŕıa aditiva B y una clase de morfismos Σ que es localmente pequeña
a la izquierda, su categoŕıa de fracciones BΣ. Lo que hacemos ahora es de-
finir los cuasi-isomorfismos de K(A) y probar que la clase Σ de los cuasi-
isomorfismos es localmente pequeña a la izquierda. Esto nos permite hablar
de la categoŕıa derivada de A-módulos: D(A) := K(A)Σ.

5.1. Módulos, homoloǵıa y cuasi-isomorfismos

Definición 5.1. Sea k un campo. Entonces:

1. Una k-álgebra A es un anillo (asociativo y posiblemente sin elemento
identidad) que tiene además una estructura de k-espacio vectorial y
satisface, para cada a, b ∈ A y λ ∈ k,

a(λb) = λ(ab) = (λa)b.

2. Un sistema completo de idempotentes ortogonales {ex}x∈T para la k-
álgebra A es una familia de elementos idempotentes ex de A tales que:
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a) exey = 0, para cada x, y ∈ T con x 6= y.

b) A =
⊕

x,y∈T
eyAex.

3. Una k-álgebra con idempotentes A es una pareja A = (A, {ex}x∈T ),
donde A es una k-álgebra y {ex}x∈T es un sistema completo de idem-
potentes ortogonales de A.

Definición 5.2. Si A es una k-álgebra entonces:

1. Un A-módulo (izquierdo) M es un k-espacio vectorial M provisto de
una aplicación bilineal µ : A × M → M (la acción de A sobre M).
Escribiremos µ(a,m) = am, para cada a ∈ A, m ∈M , y requeriremos,
además, que a(bm) = (ab)m, para cada a, b ∈ A, m ∈M .

2. Un morfismo f : M → N del A-módulo M en el A-módulo N es una
función k-lineal tal que f(am) = af(m), para cada a ∈ A y m ∈M .

3. La categoŕıa A−Mod tiene por objetos los A-módulos izquierdos y con-
juntos de morfismos HomA(M,N) formados por los morfismos de A-
módulos de M en N . La composición en A−Mod es la composición de
funciones.

Observación 5.3. A−Mod es una categoŕıa abeliana con coproductos ar-
bitrarios y supondremos conocidas las nociones y construcciones básicas de
la Teoŕıa de Módulos para k-álgebras (posiblemente sin uno).

Definición 5.4. Si A = (A, {ex}x∈T ) es una k-álgebra con idempotentes,
entonces:

1. Un A-módulo (izquierdo) M es un A-módulo tal que M =
⊕
x∈T

exM

(una descomposición en suma directa de subespacios vectoriales).

2. A−Mod denota la subcategoŕıa plena de A−Mod formada por los A-
módulos.

Observación 5.5. Si A es una k-álgebra con idempotentes y M ∈ A−Mod,
entonces m =

∑
x∈T

exm, para cada m ∈ M . En efecto, si m =
∑
x∈T

exmx con

mx ∈M cero para casi todo x ∈ T , tenemos que

eym = ey(
∑

exmx) =
∑

eyexmx = eymy,

para cada y ∈ T .
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Similarmente, cada a ∈ A tiene la forma

a =
∑
y∈T

eya =
∑
x∈T

aex =
∑
x,y∈T

eyaex.

Observación 5.6. Si A es una k-álgebra con idempotentes, el funtor in-
clusión E : A−Mod → A−Mod tiene un inverso izquierdo ?0 : A−Mod →
A−Mod definido por M0 :=

∑
x∈T

exM y si f ∈ HomA(M,N), f0 : M0 → N0

es la restricción de f en A−Mod.

Es fácil mostrar las siguientes proposiciones:

Proposición 5.7. Sea A una k-álgebra con idempotentes. Entonces:

1. Los monomorfismos (respectivamente, epimorfismos) en A−Mod son
los morfismos inyectivos (respectivamente, suprayectivos).

2. Si g : N → M es un monomorfismo en A−Mod con M ∈ A−Mod,
entonces N ∈ A−Mod.

3. Si f : M → N es un epimorfismo en A−Mod con M ∈ A−Mod,
entonces N ∈ A−Mod.

4. Si 0 //M // E // N // 0 es una sucesión exacta en la ca-
tegoŕıa A−Mod con M,N ∈ A−Mod, entonces E ∈ A−Mod.

5. A−Mod es una subcategoŕıa de A−Mod cerrada bajo la formación de
coproductos (aunque, en general, no es cerrada bajo la formación de
productos).

6. A−Mod es una categoŕıa abeliana con coproductos.

Proposición 5.8. Sea A = (A, {ex}x∈T ) una k-álgebra con idempotentes.
Si M es un A-módulo, entonces:

1. M :=
⊕
x∈T

exM es un A-submódulo de M . Además, M = M si y sólo

si M ∈ A−Mod.

2. Sea el morfismo h : L → M con L en A−Mod, entonces h(L) ⊆ M .
Esto es, existe h ∈ A−Mod que hace conmutar el diagrama:

L
h //

h ��@@@@@@@ M

M
?�

OO
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3. Sea la familia {Li}i∈I en A−Mod, entonces (
∏
i∈I Li) :=

⊕
x∈T

ex(
∏
i∈I

Li)

es su producto en A−Mod.

4. Sea la familia {Li}i∈I en A−Mod, entonces
∐
i∈I Li ⊆ (

∏
i∈I Li).

Demostración. Probaremos únicamente el tercer inciso. Sea Y un A-
módulo y {gi : Y → Li}i∈I una familia de morfismos en A−Mod. Por la
propiedad universal del producto

∏
i∈I

Li en A−Mod, existe ĝ : Y →
∏
i∈I

Li tal

que, para pi :
∏
i∈I

Li → Li la i-ésima proyección, se tiene piĝ = gi, para cada

i ∈ I. El siguiente diagrama es conmutativo:

Y
bg //

g
BBBBB

!!BBBB

gi

��2
22222222222222222

∏
i∈I

Li

pi

��																	

∏
i∈I Li

- 
σxxxx

;;xxxx

Li,

donde la existencia de σ y de g se tiene por los incisos 1 y 2 respectivamente.
Sea πi := piσ, para cada i ∈ I. Probemos la unicidad de g. Supongamos que
existe g′ : Y →

∏
i∈I Li y que también πig

′ = gi, para cada i ∈ I. Entonces,
piσg = πig = πig

′ = piσg
′; luego, σg = σg′, porque cada pi es una proyec-

ción. Además, σ es monomorfismo, luego, g = g′. Por lo tanto,
∏
i∈I Li es el

producto de {Li}i∈I en A−Mod y {πi}i∈I son sus proyecciones. 2

Observación 5.9. Si A es una k-álgebra con identidad 1, que admite una

descomposición 1 =
n∑
i=1

ei en suma de idempotentes ortogonales, entonces

(A, {ei}ni=1)−Mod = (A, 1)−Mod.

En adelante trabajaremos siempre con una k-álgebra con idempotentes
(A, {ex}x∈T ), la cual, por simplicidad, denotaremos como A.

Lema 5.10. Una sucesión 0 //M
f // E

g // N // 0 de morfis-
mos en A−Mod es exacta, en el sentido usual, si y sólo si para todo x ∈ T

la sucesión de espacios vectoriales 0 // exM
fx // exE

gx // exN // 0
es exacta para fx y gx las restricciones de f y g a exM y a exE respectiva-
mente.
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Demostración. En efecto, fx es monomorfismo, por ser restricción de
f . Además, para todo exm ∈ exM se tiene gxfx(exm) = gx(f(exm)) =
g(f(exm)) = 0, entonces la imagen de fx está contenida en el núcleo de gx.
Por otro lado, si exl está en el núcleo de gx, entonces 0 = gx(exl) = g(exl).
Luego, exl = f(m), para algún m ∈M . Por lo tanto, exl = e2

xl = exf(m) =
f(exm) = fx(exm), entonces el núcleo de gx está contenido en la imagen de
fx. Finalmente, sea n = exn1 ∈ exN , entonces n1 = g(l) para algún l ∈ L.
Luego, n = exn1 = exg(l) = g(exl) = gx(exl).

Rećıprocamente, supongamos que f(m) = 0 para m =
n∑
i=0

eximi, en-

tonces 0 =
n∑
i=0

exif(mi) =
n∑
i=0

exifxi(mi). Multiplicando por exj tenemos

exjfxj (mj) = 0, para cada xj . Luego, fxj (mj) = 0; aśı que cada mj = 0. Por

otro lado, gf(m) =
n∑
i=0

exigf(mi) =
n∑
i=0

exigxifxi(mi) = 0. Sea l =
n∑
i=0

exi li

en ker g. Por lo tanto,
n∑
i=0

exigxi li = 0. Multiplicando por exi a la izquierda,

vemos que cada gxi(li) es cero. Por lo tanto, li = fxi(mi) para mi ∈ exiM ,

para cada i = 0, . . . , n. Luego, l =
n∑
i=0

exifxi(mi) = f(
n∑
i=0

eximi). Finalmen-

te, sea n =
n∑
i=0

exini ∈ N . Entonces n =
n∑
i=0

exigxi(li) = g(
n∑
i=0

exi li). 2

Afirmación 5.11. Sea M un A-módulo izquierdo y e un idempotente en A.
Entonces el mapeo ψ : HomA(Ae,M) → eM , dado por ψ(f) = f(e) es un
isomorfismo de grupos abelianos que es natural en M .

Demostración. Supongamos que ψ(f) = 0. Luego, f(ae) = af(e) =
a0 = 0, para todo a ∈ A. Entonces f = 0. Sea m ∈ eM , luego, m = em1,
para algún m1 ∈ M . Aśı em = e2m1 = em1 = m. Definimos un morfismo
g : Ae → M tal que g(ae) = aem, entonces g ∈ HomA(Ae,M). Además,
ψ(g) = g(e) = em = m. Luego, ψ es un isomorfismo. Veamos que ψ es
natural en la variable M . En efecto, sean M y N un par de A-módulos y
h : M → N un morfismo de A-módulos. Como h(eM) ⊆ eN , si denotamos
por he la restricción de h a eM , entonces el diagrama:

HomA(Ae,M)
ψM //

h∗

��

eM

he
��

HomA(Ae,N)
ψN // eN,

(5.1)
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conmuta. 2

Proposición 5.12. El A-módulo izquierdo Aex es proyectivo, para todo
x ∈ T .

Demostración. Sea 0 //M
f // L

g // N // 0 una sucesión
exacta de A-módulos. Entonces la sucesión

0 // exM
fx // exL

gx // exN // 0 (5.2)

de grupos abelianos también es exacta, para cada x ∈ T . Además, la conmu-
tatividad de (??) nos permite concluir que el siguiente diagrama conmuta:

0 // exM
fx //

∼
��

exL
gx //

∼
��

exN //

∼
��

0

0 // HomA(Aex,M)
f∗ // HomA(Aex, L)

g∗ // HomA(Aex, N) // 0.

Por lo tanto, el renglón inferior es exacto. Luego, Aex es proyectivo, para
todo x ∈ T . 2

Proposición 5.13. Para cada A-módulo M existe un epimorfismo f : P →
M con P proyectivo.

Demostración. Sea la familia de funciones {fm : Aex → exM}m∈exM
definidas por fm(ex) = m. Tenemos el diagrama:⊕

m∈exM
(Aex)m fx // exM

Aex
� ?

λm

OO

fm

99rrrrrrrrrrrr
,

donde fx existe por la propiedad universal del coproducto y es la única tal
que fxλm = fm, para todo m ∈ exM . Entonces m = fm(ex) = fxλm(ex). De
esta manera cada elemento de exM es imagen de fx, luego, cada elemento de
exM está cubierto por fx. Como cada Aex es proyectivo (proposición (??)),
entonces Px :=

⊕
m∈exM

(Aex)m también es proyectivo. En el diagrama:

⊕
x∈T

Px f //M

Px
� ?

λPx

OO

fx

=={{{{{{{{{{
,
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el morfismo f existe y es único por la propiedad universal del coproducto y
es un epimorfismo porque M =

∑
x∈T

exM . Además,
⊕
x∈T

Px es proyectivo por

ser suma de proyectivos. 2

Sea A una categoŕıa abeliana. Si para cada objeto M ∈ A existe un
epimorfismo f : P → M con P proyectivo, entonces decimos que A tiene
suficientes proyectivos. En este caso, hemos probado que A−Mod tiene su-
ficientes proyectivos.

Definición 5.14. Sea M un A-módulo izquierdo. Definimos el complejo
concentrado en M (de grado 0) como M = (. . . , 0,M, 0, . . . ) con M en la
entrada cero y sus morfismos diferenciales iguales a cero. Sea l ∈ Z. El
complejo concentrado en M de grado l es M [−l] = (M i−l, (−1)−ldi−lM )i∈Z =
(. . . , 0,M, 0, . . . ) el complejo cuya única entrada no cero ocurre cuando i = l
(luego, M está en el lugar l) y cuyos morfismos diferenciales son todos cero.

Definición 5.15. Sea i ∈ Z, y recordemos nuestra suposición: A = A−Mod.

1. Sea Ẋ : · · · // Xi−1
di−1
X // Xi

diX // Xi+1 // · · · un complejo en
C (A). Si Zi(Ẋ) := ker diX y Bi(Ẋ) := Imdi−1

X , definimos el i-ésimo
módulo de cohomoloǵıa H i(Ẋ) := Zi(Ẋ)/Bi(Ẋ).

2. Sea ḟ : Ẋ → Ẏ un morfismo de complejos. Es claro que, en el diagrama
siguiente:

Xi−1
di−1
X //

f i−1

��

Bi(Ẋ) ⊆ Zi(Ẋ)

�� ��

� � // Xi
diX //

f i

��

Xi+1

f i+1

��
Y i−1

di−1
Y // Bi(Ẏ ) ⊆ Zi(Ẏ ) � � // Y i

diY // Y i+1,

la restricción del morfismo f i a Zi(Ẋ) y a Bi(Ẋ) nos induce morfismos
con codominios Zi(Ẏ ) y Bi(Ẏ ) respectivamente. Luego, ḟ induce un
morfismo f i de A-módulos de la siguiente manera:

H i(Ẋ) = Zi(Ẋ)/Bi(Ẋ)
f i−→ Zi(Ẏ )/Bi(Ẏ ) = H i(Ẏ )

x 7→ f i(x).

3. Definimos el i-ésimo funtor cohomológico H i : C (A) → A como si-
gue: Para un complejo Ẋ en C (A), H i(Ẋ) es su i-ésimo módulo de
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cohomoloǵıa; y dado el morfismo de complejos ḟ : Ẋ → Ẏ , entonces
H i(ḟ) = f i, el morfismo inducido por ḟ del inciso (2). Es claro que
H i es un funtor aditivo. Además, el homomorfismo conectivo es un
morfismo de funtores de H i en H i+1, luego, es natural.

Observemos que Z0(Ẋ[n]) = Zn(Ẋ) y que B0(Ẋ[n]) = Bn(Ẋ), entonces
H0(Ẋ[n]) = Hn(Ẋ).

Observación 5.16. Como H i(ḟ) = 0 para cada morfismo ḟ homotópico a
cero, tenemos funtores cohomológicos H i que hacen conmutar:

C (A) Hi
//

ρ

��

A

K(A)
Hi

==

.

Por simplicidad, denotaremos a H i también por H i.

Proposición 5.17. Si M es un A-módulo proyectivo, entonces, para M [−i]
su complejo concentrado en grado i, se tiene el isomorfismo de grupos:

HomK(A)(M [−i], Ẋ) ∼= HomA(M,H i(Ẋ)),

para todo complejo Ẋ, y para todo i ∈ Z. Además, es natural en Ẋ, es decir,
para cada q̇ : Ẋ → Ẏ en K(A) conmuta el diagrama:

HomK(A)(M [−i], Ẋ)
∼= //

q̇∗
��

HomA(M,H i(Ẋ))

Hi(q̇)

��
HomK(A)(M [−i], Ẏ )

∼= // HomA(M,H i(Ẏ ))

Demostración. Sea ḟ ∈ HomC (A)(M [−i], Ẋ). Entonces conmuta:

. . . // 0 //

��

M //

f i

��

0 //

��

. . .

. . . // Xi−1
di−1
X // Xi

diX // Xi+1 // . . .

Puesto que diXf
i = 0, se tiene que Imf i ⊆ ker diX = Zi(Ẋ), luego f i es un

morfismo de M en Zi(Ẋ). Sea π : Zi(Ẋ) → H i(Ẋ) la proyección natural.
Entonces tenemos los morfismos

HomC (A)(M [−i], Ẋ)
ϕ−→ HomA(M,Zi(Ẋ)) π∗−−→ HomA(M,H i(Ẋ))

ḟ 7→ f i 7→ πf i.
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Supongamos que ḟ ∈ HomC (A)(M [−i], Ẋ) es homotópico a cero. Entonces
existe un morfismo si : M → Xi−1 tal que f i = di−1

X si. Entonces conmuta:

M
si

zzuuuuuuuuuu

f i

��

Xi−1
di−1
X

// Bi(Ẋ) � � //
_�

��

Zi(Ẋ) π // H i(Ẋ)

Xi,

y se tiene que

π∗ϕ(ḟ) = π∗(f i) = πf i = πdi−1
X si = 0si = 0.

Por lo tanto, si ρ : HomC (A)(M [−i], Ẋ)→ HomK(A)(M [−i], Ẋ) es la proyec-
ción natural, entonces ker ρ ⊆ kerπ∗ϕ. Esto nos induce un morfismo ξ que
hace conmutar el diagrama:

HomC (A)(M [−i], Ẋ)
π∗ϕ //

ρ

��

HomA(M,H i(Ẋ))

HomK(A)(M [−i], Ẋ).
ξ

44hhhhhhhhhhhhhhhhhh

Veamos que ξ es un monomorfismo. Supongamos que ξ(f̄) = 0 para algún f̄
en HomK(A)(M [−i], Ẋ). Puesto que existe ḟ ∈ HomC (A)(M [−i], Ẋ) tal que
ρ(ḟ) = f̄ , entonces ξρ(ḟ) = ξ(f̄) = 0. Por otro lado, tenemos la sucesión
exacta

0 // Bi(Ẋ) � � σ // Zi(Ẋ) π // H i(Ẋ) // 0,

que nos induce la exactitud en la sucesión

0 // HomA(M,Bi(Ẋ))
σ∗ // HomA(M,Zi(Ẋ))

π∗ // HomA(M,H i(Ẋ)).

Como ξρ(ḟ) = 0, entonces 0 = π∗ϕ(ḟ) = π∗f
i. Es decir, f i ∈ kerπ∗ = Imσ∗.

Entonces existe hi ∈ HomA(M,Bi(Ẋ)) tal que σhi = f i. Además, como M
es proyectivo, existe ti : M → Xi−1 que hace conmutar el diagrama

M
ti

zzuuuuuuuuuu

hi

��

Xi−1
di−1
X

// Bi(Ẋ) // 0
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y se tiene f i = σhi = σdi−1
X ti. Luego, ḟ es homotópico a cero, y esto implica

que f̄ = 0. Probemos que ξ es un epimorfismo. Sea g ∈ HomA(M,H i(Ẋ)).
Puesto que M es proyectivo, existe ĝ que hace conmutar el siguiente diagra-
ma:

M
ĝ

zztttttttttt
g
��

Zi(Ẋ) π
//

� _

si

��

H i(Ẋ) // 0

Xi
diX

// Xi+1 .

Sea f i := siĝ, con si la inclusión. Entonces diXf
i = diXs

iĝ = 0ĝ = 0. Luego,
ḟ := (. . . , 0, f i, 0, . . . ) es un morfismo de complejos de M [−i] en Ẋ y es tal
que

ξρ(ḟ) = π∗ϕ(ḟ) = πĝ = g.

Por lo tanto, ξ es un isomorfismo. No es dif́ıcil ver que el último cuadro del
enunciado conmuta. 2

Proposición 5.18. Sea el triángulo Ẋ
ḟ // Ẏ

ġ // Ż
ḣ // Ẋ[1] en K(A),

entonces tenemos la sucesión exacta larga:

· · ·H0(Ẋ)
H0(ḟ) // H0(Ẏ )

H0(ġ) // H0(Ż)
H0(ḣ) // H1(Ẋ)

H1(ḟ) // H1(Ẏ )
H1(ġ) // · · ·

Demostración. Por la proposición (??), para cada x ∈ T , tenemos la
sucesión exacta:

· · ·HomK(A)(Aex,Ẋ)
ḟ∗ //HomK(A)(Aex,Ẏ)

ġ∗ //HomK(A)(Aex,Ż)
ḣ∗ //HomK(A)(Aex,Ẋ[1])

ḟ [1]∗ //· · ·

Notemos que HomK(A)(Aex, Ẋ[i]) ∼= HomK(A)(Aex[−i], Ẋ). Además, puesto
que Aex es proyectivo como A-módulo, tenemos que

HomK(A)(Aex[−i], Ẋ) ∼= HomA(Aex, H i(Ẋ)) ∼= exH
i(Ẋ),

para todo complejo Ẋ, para cada i ∈ Z (por la proposición (??) y la afir-
mación (??)). Luego, por la naturalidad de los isomorfismos involucrados,
obtenemos que

· · · exH0(Ẋ)
H0(ḟ)x//exH0(Ẏ )

H0(ġ)x//exH0(Ż)
H0(ḣ)x//exH1(Ẋ)

H1(ḟ)x//· · · ,

Neevia docConverter 5.1
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es exacta para cada x ∈ T . Por lo tanto, es exacta

· · ·H0(Ẋ)
H0(ḟ) // H0(Ẏ )

H0(ġ) // H0(Ż)
H0(ḣ) // H1(Ẋ)

H1(ḟ) // H1(Ẏ )
H1(ġ) // · · ·

2

Definición 5.19. Sea ḟ : Ẋ → Ẏ un morfismo en K(A). Decimos que ḟ

es un cuasi-isomorfismo si, para todo i ∈ Z, H i(ḟ) : H i(Ẋ)→ H i(Ẏ ) es un
isomorfismo.

Ejemplo 5.20. Sea M un A-módulo y (Ṗ , η) una resolución proyectiva de
M (definición (??)). Es decir, P i = 0, para i > 1, y se tiene una sucesión

· · · // P−1
d−1
P // P 0

η //M // 0 (5.3)

que es exacta. Entonces el siguiente diagrama (que induce el morfismo η)
conmuta:

· · · // P−2
d−2
P //

0

��

P−1
d−1
P //

0

��

P 0 0 //

η

��

0 0 //

0

��

· · ·

· · · // 0 0 // 0
d−1
M //M

d0
M // 0 0 // · · ·

y tenemos un morfismo de complejos η̇ = (. . . , 0, η, 0, . . . ) : Ṗ →M . Además,
conmutan los diagramas:

ker d0
P

η1

��

P 0

η

��

d0
P // 0

ker d0
M M

d0
M // 0,

y
ker η = Imd−1

P
� � //

��

ker d0
P

η1
����

π // H0(Ṗ )

H0(η̇)
��

0 = Imd−1
M

// ker d0
M

// H0(Ṁ),

Luego, H0(η̇) es el isomorfismo que hace conmutar el diagrama:

P 0
η1 //

����

M

P 0/ ker η
H0(η̇)

::vvvvvvvvv
.
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Por otro lado, para i ∈ Z−{0} se tiene H i(Ṗ ) = 0 por la exactitud de (??).
Luego, la clase de homotoṕıa del morfismo de complejos η̇ = (. . . , 0, η, 0, . . . )
determinado por η, es un cuasi-isomorfismo.

Proposición 5.21. Sea ḟ : Ẋ → Ẏ un morfismo de complejos. ḟ es un
cuasi-isomorfismo si y sólo si H i(Conḟ ) = 0 para todo i ∈ Z.

Demostración. Sea Ẋ
ḟ
// Ẏ

α(ḟ) // Conḟ
β(ḟ)

// Ẋ[1] el triángulo que

determina ḟ en K(A) (observaciones al final del caṕıtulo 3).
Por la proposición (??), la sucesión

· · · //Hi(Ẋ)
Hi(ḟ) //Hi(Ẏ )

Hi(α(ḟ))//Hi(Conḟ )
Hi(β(ḟ))//Hi+1(Ẋ)

Hi+1(ḟ)//Hi+1(Ẏ ) //· · ·

es exacta. Luego, de la sucesión anterior tenemos que H i(Conḟ ) = 0 para
todo i ∈ Z si y sólo si H i(ḟ) es un isomorfismo para todo i ∈ Z. 2

Corolario 5.22. Dado un triángulo en K(A):

Ẋ
ḟ
// Ẏ

ġ
// Ż

ḣ // Ẋ[1],

ḟ es un cuasi-isomorfismo si y sólo si H i(Ż) = 0, para cada i ∈ Z.

Demostración. Por el corolario (??), teniendo en mente la observa-
ción (??). 2

Proposición 5.23. Sean (X,Y, Z, u, v, w) y (X1, Y1, Z1, u1, v1, w1) un par
de triángulos en la categoŕıa homotópica K(A) y (f, g, h) un morfismo entre
ellos. Si f y g son cuasi-isomorfismos, entonces h también lo es.

Demostración. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

X
u //

f

��

Y
v //

g

��

Z
w //

h

��

X[1]

f [1]

��
X1

u1 // Y1
v1 // Z1

w1 // X1[1].

De ah́ı que, usando que f y g son cuasi-isomorfismos y la proposición (??),
tenemos el diagrama siguiente:

H i(X) //

∼=Hi(f)
��

H i(Y ) //

∼=Hi(g)
��

H i(Z) //

Hi(h)
��

H i+1(X) //

∼=Hi+1(f)
��

H i+1(Y )

∼=Hi+1(g)
��

H i(X1) // H i(Y1) // H i(Z1) // H i+1(X1) // H i+1(Y1);
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este conmuta, en cada i ∈ Z, por la naturalidad del funtor cohomológico.
Por el lema del 5, se tiene que H i(h) es isomorfismo, para cada i ∈ Z. Luego
h es un cuasi-isomorfismo. 2

Proposición 5.24. La familia de cuasi-isomorfismos en K(A) es un siste-
ma multiplicativo (definición (??)).

Demostración. Sea Σ la familia de cuasi-isomorfismos en K(A).
M1 (a) Sean f ∈ ΣX,Y y g ∈ ΣY,Z , entonces para cada i ∈ Z, H i(f)

y H i(g) son isomorfismos. Luego, H i(g)H i(f) = H i(gf) es un isomorfismo
por ser composición de isomorfismos. Por lo tanto, gf : X → Z es un cuasi-
isomorfismo, es decir, está en ΣX,Z .
(b) Dado X ∈ K(A), 1X induce el morfismo identidad H i(1X) = 1Hi(X),
para cada i ∈ Z. Luego 1X es un cuasi-isomorfismo.

M2 (a) Sean los morfismos λ en ΣZ1,Y y µ : Z2 → Y . Tenemos el

triángulo Z1
λ // Y

f // Conλ
g // Z1[1] en K(A) (proposición (??)).

Por otro lado, dado el morfismo fµ : Z2 → Conλ, completamos a un triángu-

lo: Z2
fµ // Conλ

u // Confµ
v // Z2[1] enK(A). Luego, también es trián-

gulo: Confµ[−1]
−v[−1]// Z2

fµ // Conλ
u // Confµ . Además, el diagrama

∆1 : Confµ[−1]
−v[−1]//

r[−1]

��

Z2
fµ //

µ

��

Conλ
u // Confµ

r

��
∆2 : Z1

λ // Y
f // Conλ

g // Z1[1]

conmuta, donde r existe por el axioma de triangulación TR3 al trasladar
los triángulos ∆1 y ∆2, luego, también existe r[−1]. Como λ está en Σ,
se tiene H i(Conλ) = 0 para todo i ∈ Z. Entonces, s := −v[−1] es un
cuasi-isomorfismo y definiendo t := r[−1], se tiene que Confµ[−1] s //

t

��

Z2

µ

��
Z1

λ // Y
conmuta.
(b) Para el dual, sean λ en ΣY,Z1 y µ : Y → Z2. Se tienen los triángulos

Y
λ // Z1

f // Conλ
g // Y [1] y Conλ[−1]

−g[−1]// Y
λ // Z1

f // Conλ.

Para−µg[−1] tenemos el triángulo: Conλ[−1]
−µg[−1]// Z2

s //W
r // Conλ.
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Aśı, por los axiomas de triangulación existe un morfismo t que hace conmu-
tar el siguiente diagrama:

Conλ[−1]
−g[−1]// Y

λ //

µ

��

Z1
f //

t

��

Conλ

Conλ[−1]
−µg[−1]// Z2

s //W
r // Conλ.

como λ está en Σ, H i(Conλ) = 0, para todo i ∈ Z. Entonces, s es un

cuasi-isomorfismo y además Y
λ //

µ

��

Z1

t

��
Z2

s //W

conmuta.

M3 Sean los morfismos X
f //
g
// Y en K(A). Supongamos que existe

s ∈ ΣY,Z1 tal que sf = sg. Mostraremos que existe t ∈ ΣZ2,X tal que ft = gt.

Dado s, tenemos el triángulo: Y
s // Z1

α // Cons
β // Y [1] , y su tras-

ladado Cons[−1]
−β[−1]// Y

s // Z1
α // Cons . Puesto que s(f − g) = 0 y

usando la exactitud de la primera sucesión en (??), con W = X, tenemos la
existencia del morfismo λ : X → Cons[−1] tal que −β[−1]λ = f−g. Fijémo-

nos en el triángulo que λ genera: X
λ // Cons[−1] r // Conλ

−t[1] // X[1] ;

trasladando obtenemos Conλ[−1] t // X
λ // Cons[−1] r // Conλ . Co-

mo s es un cuasi-isomorfismo, entonces H i(Cons) = 0, para todo i ∈ Z.
Luego, también se tiene que H i(Cons[−1]) = 0, para todo i ∈ Z. Por lo tan-
to, t es un cuasi-isomorfismo. Además, (f − g)t = (−β[−1]λ)t = 0, porque
λt = 0. Por lo tanto, definiendo Z2 := Conλ[−1] tenemos t : Z2 → X ∈ Σ
tal que ft = gt. La prueba del rećıproco es análoga. 2

5.2. q-proyectivos y cuasi-isomorfismos

La construcción que hacemos en esta sección nos permitirá probar que el sis-
tema multiplicativo de los cuasi-isomorfismos en K(A), para A = A−Mod,
es localmente pequeño a la izquierda (definición (??)).

Lema 5.25. Dado Ẋ un complejo de A-módulos, existe un morfismo de
complejos q̇ : V̇ → Ẋ, donde V̇ es un complejo de A-módulos proyectivos y
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diferenciales cero, tal que la composición:

Ż(V̇ )
q̇ // Ż(Ẋ) π̇ // Ḣ(Ẋ),

es un epimorfismo (donde Ż(Ẋ) es el complejo cuya i-ésima entrada es
Zi(Ẋ) = ker diX y su i-ésima diferencial es diX restrigida a Zi(Ẋ), que es
cero; análogamente para Ż(V̇ )).

Demostración. Para cada i ∈ Z, tomamos una cubierta proyectiva del
A-módulo H i(Ẋ), ρi : V i → H i(Ẋ). Como V i es proyectivo, para cada i ∈ Z,
existe q̂i que hace conmutar el siguiente diagrama:

V i

q̂i

zz
ρi

��
Zi(Ẋ)

πi
// H i(Ẋ) // 0,

(5.4)

(donde πi es la proyección natural). Sea σi : Zi(Ẋ)→ Xi la inyección canóni-
ca. Definimos el complejo V̇ := (V i, 0)i∈Z y el morfismo q̇ := (σiq̂i)i∈Z de V̇
en Ẋ, el cual es de complejos ya que conmutan los cuadrados en el siguiente
diagrama:

V i

qi

��

diV =0
//

q̂i

��

V i+1

q̂i+1

��
qi+1

��

Zi(Ẋ)
diX=0

//

σi

��

Zi+1(Ẋ)

σi+1

��
Xi

diX // Xi+1.

2

Proposición 5.26. Dado Ẋ un complejo de A-módulos, existe una sucesión
de complejos de A-módulos proyectivos 0 = Ṗ0 ⊆ Ṗ1 ⊆ · · · ⊆ Ṗt ⊆ · · · con
las siguientes propiedades:

(P1) Para cada j ∈ N existe un morfismo de complejos η̇j : Ṗj → Ẋ, tal que

Ṗj−1

σ̇j−1 //

η̇j−1 !!BBBBBBBB
Ṗj

η̇j���������

Ẋ
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conmuta, donde σ̇j−1 denota la inclusión.

(P2) Para cada j ∈ N, hay una E-sucesión

0 // Ṗj−1

σ̇j−1 // Ṗj // V̇j−1
// 0,

donde V̇j−1 es un complejo de A-módulos proyectivos con diferenciales
cero.

(P3) Para cada j ∈ N, si x ∈ Zs(Ṗj−1) y η̇j−1(x) ∈ Bs(Ẋ), entonces existe
y ∈ P s−1

j tal que ds−1
Ṗj

(y) = x.

(P4) La composición Ż(Ṗ1)
η̇1 // Ż(Ẋ) π̇ // Ḣ(Ẋ) es un epimorfismo.

Demostración. Construiremos tal sucesión por inducción. Definimos
Ṗ0 como el complejo cero y η̇0 : Ṗ0 → Ẋ como el morfismo cero. Por el
lema anterior, existe un morfismo η̇1 : Ṗ1 → Ẋ de complejos, donde Ṗ1 es un
complejo de A-módulos proyectivos con diferenciales cero, tal que se cumple
la propiedad (P4). Claramente, valen las propiedades (P1), (P2) y (P3)
para j = 1 (V̇0 := Ṗ1). Supongamos constrúıda la colección de complejos de
A-módulos proyectivos Ṗ0, Ṗ1, · · · , Ṗt y morfismos η̇0, · · · , η̇t que cumplen
las propiedades (P1), (P2), (P3), para todo j = 1, . . . , t. Construiremos
el complejo Ṗt+1 que contiene a Ṗt como subcomplejo y un morfismo de
complejos η̇t+1 : Ṗt+1 → Ẋ, tal que valen las propiedades (P1), (P2) y (P3)
para j = t+ 1.

Para cada i ∈ Z, definimos:

T it := (ηi+1
t )−1(Bi+1(Ẋ)) ∩ Zi+1(Ṗt).

Luego, Ṫt = (T it , 0)i∈Z es un subcomplejo de Ṗt[1]. Sea ṡ : Ṫt → Ṗt[1] la
inclusión. Si aplicamos el lema anterior al complejo Ṫt, obtenemos un mor-
fismo q̇t : V̇t → Ṫt, donde V̇t es un complejo de A-módulos proyectivos
y diferenciales cero. Luego, podemos considerar el morfismo composición
λ̇t := ṡtq̇t ∈ HomC (A)(V̇t, Ṗt[1]). Luego, por el lema (??), tenemos una E-
sucesión:

0 // Ṗt
σ̇t // Ṗt+1

π̇t // V̇t
// 0, (5.5)

con P it+1 = P it ⊕V i
t , diPt+1

=
(
diPt

λit
0 0

)
, σit =

(
1
Pit
0

)
y πit = ( 0, 1

V it ). Tenemos
verificada la propiedad (P2). Para construir η̇t+1, notemos que el morfismo
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η̇t[1] se restringe a un morfismo β̇t en el siguiente diagrama conmutativo:

Ṫt
ṡt //

β̇t
��

Ṗt[1]

η̇t[1]

��
Ḃ(Ẋ)[1]

σ̇[1] // Ẋ[1],

donde σ̇ : Ḃ(Ẋ)→ Ẋ es la inclusión. Como cada V i
t es proyectivo, tenemos

que existe un morfismo µt,i tal que conmuta:

V i
t

µt,i

{{
(βtqt)i

��

Xi

d̂iX

// Bi+1(Ẋ) // 0,

(5.6)

donde d̂iX denota la restricción del morfismo diferencial diX a su imagen.
Definimos ηit+1 := (ηit, µt,i) : P it ⊕ V i

t → Xi. Del diagrama:

P it ⊕ V i
t

(ηit,µt,i) //„
diPt

λit
0 0

«
��

Xi

diX
��

P i+1
t ⊕ V i+1

t

(ηi+1
t ,µt,i+1) // Xi+1,

se tiene

diX(ηit, µt,i) = (diXη
i
t, d

i
Xµt,i) = (diXη

i
t, σ

i+1d̂iXµt,i) = (diXη
i
t, σ

i+1βitq
i
t)

= (diXη
i
t, η

i+1
t sitq

i
t) = (ηi+1

t diPt , η
i+1
t λit) = (ηi+1

t , µt,i+1)
(
diPt

λit
0 0

)
,

usando la ecuación (??) y que η̇t es un morfismo de complejos por hipótesis
de inducción. Entonces η̇t+1 es de complejos y además cumple la propie-
dad (P1) por construcción. Para la propiedad (P3), sea x ∈ Zs(Ṗt) tal que
ηst (x) ∈ Bs(Ẋ). Luego, x ∈ T s−1

t . Por lo tanto, existe z ∈ V s−1
t tal que

λs−1
t (z) = x. Sea y := ( 0

z ) un elemento de P s−1
t ⊕ V s−1

t = P s−1
t+1 . Entonces

ds−1
Pt+1

(y) =
(
ds−1
Pt

λs−1
t

0 0

)
( 0
z ) =

(
λs−1
t (z)

0

)
= ( x0 ) ,

y este elemento se identifica con x. La propiedad (P4) ya se teńıa por cons-
trucción. Hemos probado aśı que dado un complejo Ẋ existe una sucesión
de complejos de módulos proyectivos que cumplen las cuatro propiedades
enunciadas. 2
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Definición 5.27. Definiremos ahora un complejo Ṗ de A-módulos proyec-
tivos que contiene a cada Ṗt como subcomplejo y tal que ∪t∈NṖt = Ṗ . Puesto
que:

P i1 = P i0 ⊕ V i
0 = V i

0

P i2 = P i1 ⊕ V i
1 = V i

0 ⊕ V i
1

...

P it = P it−1 ⊕ V i
t−1 =

t−1⊕
j=0

V i
j

...

entonces definimos P i :=
∞⊕
j=0

V i
j . Para cada t ∈ N, tenemos una inclusión

τt : P it → P i. Sean t ≤ s, si denotamos por uit,s : P it → P is la inclusión,
entonces tenemos que τsut,s = τt. Por lo tanto, identificando a P it con su
imagen en P i tenemos que P it ⊆ P is para t ≤ s y es claro que P i = ∪t∈NP

i
t .

Ahora definamos la i-ésima diferencial diP : P i → P i+1. Sea x ∈ P i, entonces
x ∈ P it para algún t ∈ N, aśı que pondremos diP (x) = diPt(x). Está bien
definida porque si x ∈ P is para algún s 6= t entonces s ≤ t ó t ≤ s. En
el primer caso, Ṗs es un subcomplejo de Ṗt. En el segundo caso, Ṗt es un
subcomplejo de Ṗs, luego, en ambos casos diPt(x) = diPs(x). Por lo tanto diP
está bien definida. Además es claro que di+1

P diP = 0. Aśı que Ṗ := (P i, diP )i∈Z
es un complejo que contiene a cada Ṗt como subcomplejo y

Ṗ =
⋃
t∈N

Ṗt. (5.7)

Ahora definiremos un morfismo de complejos η̇ : Ṗ → Ẋ. Para x ∈ P i,
x ∈ P it para alguna t ∈ N. Entonces ponemos ηi(x) = ηit(x). La propiedad
(P1) hace que ηi : P i → Xi esté bien definida. Además, η̇ es de complejos
porque cada η̇t lo es.

Proposición 5.28. La clase del morfismo η̇ : Ṗ → Ẋ en K(A), es un cuasi-
isomorfismo.

Demostración. Sea i ∈ Z, probemos que cada ηi induce un isomorfismo
ηi : H i(Ṗ )→ H i(Ẋ). Por (P4) de la proposición (??), es un epimorfismo el
renglón del diagrama conmutativo:

Zi(Ṗ )

ηi

��
Zi(Ṗ1) = P i1

ηi1 //

τ1
88rrrrrrrrrr

Zi(Ẋ) πi // Zi(Ẋ)/Bi(Ẋ).
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Luego, la composición

Zi(Ṗ )
ηi // Zi(Ẋ) πi // Zi(Ẋ)/Bi(Ẋ)

es un epimorfismo. Además, por definición de ηi = H i(η̇), conmuta el dia-
grama:

Zi(Ṗ )
ηi // //

ϕ
����

Zi(Ẋ)

πi

��
Zi(Ṗ )/Bi(Ṗ )

ηi
// Zi(Ẋ)/Bi(Ẋ),

Tenemos que ηi es un epimorfismo. Veamos ahora que ηi es inyectivo. Supon-
gamos que ηi(z) = 0 para z ∈ H i(Ṗ ). Sea z representante de la clase z luego,
z ∈ Zi(Ṗt) para algún t ∈ N. Además, ηit(z) = ηi(z) ∈ Bi(Ẋ). Por lo tanto,
la propiedad P3 nos dice que existe y ∈ P i−1

t+1 tal que di−1
Pt+1

(y) = z, entonces
z = di−1

P (y) ∈ Bi(Ṗ ). Por lo tanto, z = 0. 2

Observación 5.29. Tenemos una definición análoga a (??), para una fami-
lia de complejos cuyas entradas no necesariamente son módulos proyectivos.
Sea {Ṁj}j∈N una familia de complejos tal que 0 = Ṁ0 ⊆ Ṁ1 ⊆ Ṁ2 ⊆ · · · ⊆
Ṁj ⊆ Ṁj+1 ⊆ · · · . Definimos M i :=

⋃
j∈N

M i
j . Además, definimos el mor-

fismo diM : M i → M i+1 como sigue: Dado x ∈ M i, entonces x ∈ M i
t para

algún t ∈ N, aśı que pondremos diM (x) := diMt
(x). El morfismo diM está bien

definido porque si x ∈ M i
s para algún s 6= t entonces s ≤ t ó t ≤ s. En el

primer caso, Ṁs es un subcomplejo de Ṁt. En el segundo caso, Ṁt es un
subcomplejo de Ṁs, luego, en ambos casos diMt

(x) = diMs
(x). Además es cla-

ro que di+1
M diM = 0. Aśı que Ṁ := (M i, diM )i∈Z es un complejo que contiene

a cada Ṁt como subcomplejo y

Ṁ =
⋃
t∈N

Ṁt.

Proposición 5.30. Para una familia de complejos {Ṁt}t∈N que define un
complejo Ṁ como en la observación (??) existe una sucesión exacta:

0 // ⊕
s∈N

Ṁs
// ⊕
t∈N

Ṁt
// Ṁ // 0.
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Demostración. Sea Ṁs
� � λs //

⊕
s∈N

Ṁs la inclusión canónica. Por otro

lado, sea Ṁs

us,s+1 // Ṁs+1 el morfismo inclusión. Para cada s ∈ N, tenemos

el morfismo φs := λs − λs+1us,s+1 : Ṁs →
⊕
t∈N

Ṁt. Luego, por la propiedad

universal del coproducto, existe un único morfismo φ̇ que hace conmutar el
siguiente diagrama: ⊕

s∈N
Ṁs

φ̇ // ⊕
t∈N

Ṁt

Ṁs

?�

λs

OO

φs

<<zzzzzzzzz
.

También tenemos la familia de inclusiones τt : Ṁt → Ṁ , luego, existe un
único morfismo ψ̇ que hace conmutar al siguiente diagrama:

⊕
t∈N

Ṁt
ψ̇ // Ṁ

Ṁt

?�

λt

OO

/�
τt

??����������
.

Probemos que la sucesión en C (A):

0 // ⊕
s∈N

Ṁs
φ̇ // ⊕

t∈N
Ṁt

ψ̇ // Ṁ // 0 (5.8)

es exacta. Para esto veamos primero cuál es el efecto de φ̇ en un elemento
(0, . . . , 0, xj , 0, . . . ) ∈

⊕
s∈N

Ṁs,

φ̇(0, . . . , 0, xj , 0, . . . ) = φ̇λj(xj) = φj(xj) = λj(xj)− λj+1uj,j+1(xj)
= (0, . . . , 0, xj , 0, 0, . . . )− (0, . . . , 0, 0, xj , 0, . . . )
= (0, . . . , 0, xj ,−xj , 0, . . . ).

Luego, para un elemento t́ıpico (x1, x2, . . . , xn, 0, . . . ) ∈
⊕
s∈N

Ṁs se tiene que

φ̇(x1, x2, . . . , xn, 0, . . . ) = (x1, x2 − x1, x3 − x2, . . . , xn − xn−1,−xn, 0, . . . ).
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Por otro lado, para (y1, y2, . . . , yn, 0, . . . ) ∈
⊕
t∈N

Ṁt se tiene que

ψ̇(y1, y2, . . . , yn, 0, . . . ) = y1 + y2 + y3 + · · ·+ yn.

Veamos que φ̇ es un monomorfismo. Sea φ̇(x1, x2, . . . , xn, 0, . . . ) = 0, luego
(x1, x2−x1, x3−x2, . . . , xn−xn−1,−xn, 0, . . . ) = (0, 0, . . . ). Entonces x1 = 0,
lo cual implica x2 = 0, . . . , xn = 0. Aśı que φ̇ es un monomorfismo. Sea
(x1, x2, . . . , xn, 0, . . . ) ∈

⊕
s∈N

Ṁs, entonces

ψ̇φ̇(x1, x2, . . . , xn, 0, . . . ) = ψ̇(x1, x2 − x1, . . . , xn − xn−1,−xn, 0, . . . )
= x1 + x2 − x1 + · · ·+ xn − xn−1 − xn = 0,

por lo tanto, la imagen de φ̇ está contenida en el núcleo de ψ̇. Para la otra
contención, sea (x1, x2, . . . , xn, 0, . . . ) tal que ψ̇(x1, x2, . . . , xn, 0, . . . ) = 0, es
decir x1 + x2 + · · ·+ xn = 0. Entonces,

φ̇(x1, x1 + x2, . . . , x1 + · · ·+ xn, 0, . . . )
= (x1, x1 + x2 − x1, . . . , x1 + · · ·+ xn − x1 − · · · − xn−1,−x1 − · · · − xn, 0, . . . )
= (x1, x2, . . . , xn, 0, . . . ).

Conclúımos que Imφ̇ = ker ψ̇.

Recordemos que Ṁ =
⋃
j∈N

Ṁj , luego, si y ∈ Ṁ , entonces y ∈ Ṁj para

algún j ∈ N. Por lo tanto, ψ̇(0, . . . , 0, y, 0, . . . ) = y, aśı, se tiene que ψ̇ es un
epimorfismo. Por lo tanto, la sucesión (??) es exacta. 2

Proposición 5.31. En el caso de un complejo Ṗ como en la definición (??),
se tiene un triángulo canónico:

⊕
s∈N

Ṗs
φ̇
// ⊕
t∈N

Ṗt
ψ̇
// Ṗ

w // [
⊕
s∈N

Ṗs][1]

en la categoŕıa K(A).

Demostración. En la proposición (??), definimos un par de morfismos
φ̇, ψ̇ tales que la sucesión:

0 // ⊕
s∈N

Ṗs
φ̇ // ⊕

t∈N
Ṗt

ψ̇ // Ṗ // 0 (5.9)
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es exacta. Además, es localmente trivial, porque en cada i ∈ Z se tiene la
sucesión exacta:

0 // ⊕
s∈N

P is
φi // ⊕

t∈N
P it

ψi // P i // 0 (5.10)

porque cada P i es proyectivo, luego la sucesión (??) se divide. Sea ḣ el
morfismo en HomK(A)(Ṗ ,

⊕
Ṗs[1]) ∼= ExtC (Ṗ ,

⊕
Ṗs) correspondiente a la

E-sucesión (??). Entonces,

⊕
s∈N

Ṗs
φ̇
// ⊕
t∈N

Ṗt
ψ̇
// Ṗ

−ḣ // [
⊕
s∈N

Ṗs][1]

es un triángulo en K(A). 2

Definición 5.32. Un objeto Ċ en K(A) se llama aćıclico si H i(Ċ) = 0
para cada i ∈ Z.

Observemos que, si Ċ es aćıclico, entonces Ċ[i] también es aćıclico para
cada i ∈ Z.

Observación 5.33. La proposición (??) dice que un morfismo ḟ ∈ K(A)
es un cuasi-isomorfismo si y sólo si el cono que determina es aćıclico.

Definición 5.34. Un complejo Ẋ ∈ C (A) se dice q-proyectivo si para cada
complejo aćıclico Ċ se tiene que HomK(A)(Ẋ, Ċ) = 0.

Proposición 5.35. Sea Q̇ un complejo de A-módulos proyectivos tal que
existe i ∈ Z con Qj = 0 para cada j > i. Entonces, Q̇ es q-proyectivo.

Demostración. Sea Ẋ un complejo aćıclico y ḣ : Q̇→ Ẋ un morfismo
en C (A). Probaremos que ḣ es homotópico a cero. Tenemos el diagrama:

· · · // Qi−2
di−2
Q //

hi−2

��

Qi−1
di−1
Q //

hi−1

��

si−1

ww

Qi //

hi

��

�����������������
si

uu

0 //

��

· · ·

· · · // Xi−2
di−2
X

// Xi−1
di−1
X

//

di−1
X $$HHHHHHHHH Xi

diX

// Xi+1 // · · ·

ker diX // 0
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Como diXh
i = 0, Imhi ⊆ ker diX = Imdi−1

X . Además, Qi es proyectivo, y
tenemos el epimorfismo di−1

X : Xi−1 → ker diX . Luego, existe un morfismo
si : Qi → Xi−1 tal que di−1

X si = hi.
Supongamos que existe si−r+1 : Qi−r+1 → Xi−r tal que

hi−r+1 = di−rX si−r+1 + si−r+2di−r+1
Q .

Haciendo inducción sobre r, tenemos que hi−r − si−r+1di−rQ es un morfismo
de Qi−r en Xi−r tal que

di−rX (hi−r − si−r+1di−rQ ) = di−rX hi−r − di−rX si−r+1di−rQ

= di−rX hi−r − (hi−r+1 − si−r+2di−r+1
Q )di−rQ

= di−rX hi−r − hi−r+1di−rQ = 0.

Luego, Im(hi−r − si−r+1di−rQ ) ⊆ ker di−rX = Imdi−r−1
X . Como Qi−r es proyec-

tivo, existe si−r : Qi−r → Xi−r−1 tal que di−r−1
X si−r = hi−r − si−r+1di−rQ , es

decir,
hi−r = di−r−1

X si−r + si−r+1di−rQ .

Por lo tanto, existe la homotoṕıa {sj : Qj → Xj−1}j∈Z que hace a ḣ ho-
motópico a cero. Luego, HomK(A)(Q̇, Ẋ)=0 y Q̇ es q-proyectivo. 2

Corolario 5.36. Sea Q̇ un complejo de A-módulos proyectivos tal que existe
i ∈ Z con Qj = 0 para cada j > i. Si además Q̇ es aćıclico, entonces 1Q̇ se
factoriza a través de un complejo E-proyectivo-inyectivo.

Proposición 5.37. Sea 0 // Ẋ
u̇ // Ė

v̇ // Ẏ // 0 una E-sucesión
tal que Ẋ y Ẏ son q-proyectivos, entonces Ė también es q-proyectivo.

Demostración. Sea Ċ complejo aćıclico. En la categoŕıa homotópica
tenemos el triángulo:

Ẋ
u̇ // Ė

v̇ // Ẏ
ḣ // Ẋ[1].

Por la proposición (??), tenemos la sucesión exacta

0 = HomK(A)(Ẏ , Ċ)
v̇∗ // HomK(A)(Ė, Ċ)

u̇∗ // HomK(A)(Ẋ, Ċ) = 0.

Luego, tenemos que HomK(A)(Ė, Ċ) = 0. 2
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Proposición 5.38. Si M es un A-módulo proyectivo, entonces M [−i], su
complejo concentrado en grado i, es q-proyectivo.

Demostración. Sea Ẋ un complejo aćıclico, entonces, por la proposi-
ción (??),

HomK(A)(M [−i], Ẋ) ∼= HomA(M,H i(Ẋ)) ∼= HomA(M, 0) = 0.

2

Lema 5.39. Si {Ṁj}j∈J es una familia de complejos q-proyectivos, entonces
M :=

∐
j∈J

Ṁj es q-proyectivo.

Demostración. Sea Ẋ un complejo aćıclico. Luego, por la afirma-
ción (??), se tiene

HomK(A)(Ṁ, Ẋ) = HomK(A)(
∐
j∈J

Ṁj , Ẋ) ∼=
∏
j∈J

HomK(A)(Ṁj , Ẋ) ∼= 0.

2

Corolario 5.40. Si Ṁ es un complejo de proyectivos de diferencial cero,
entonces es q-proyectivo.

Demostración. Observemos que podemos escribir Ṁ ∼=
∐
j∈Z

Ṅj , con

cada Ṅj un complejo concentrado en grado j, y N j
j = M j es proyectivo. El

resultado se sigue al aplicar lema (??). 2

Estos resultados, nos permiten probar que:

Proposición 5.41. El complejo Ṗ de la definición (??) es q-proyectivo.

Demostración. Probaremos primero, por inducción, que cada complejo
Ṗi es q-proyectivo. Se tiene que Ṗ1 es q-proyectivo, por el corolario (??).
Supongamos que Ṗt es q-proyectivo. Se tiene la sucesión exacta de la pro-
piedad (P2), donde V̇t es q-proyectivo por ser un complejo de A-módulos
proyectivos y diferenciales cero, por construcción. Luego, se tiene que Ṗn es
q-proyectivo para todo n ∈ N, por la proposición (??). Finalmente, si Ẋ es
un complejo aćıclico, de la proposición (??) se obtiene la sucesión exacta:

. . .HomK(A)([
⊕
s∈N

Ṗs][1], Ẋ)
ḣ
∗

// HomK(A)(Ṗ , Ẋ)
ψ̇
∗

// HomK(A)(
⊕
t∈N

Ṗt, Ẋ) . . . ,
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además,

HomK(A)([
⊕
s∈N

Ṗs][1], Ẋ) ∼= HomK(A)([
⊕
s∈N

Ṗs], Ẋ[−1])

∼=
∏
s∈N

HomK(A)(Ṗs, Ẋ[−1]) = 0,

y también
HomK(A)(

⊕
t∈N

Ṗt, Ẋ) ∼=
∏
t∈N

HomK(A)(Ṗt, Ẋ) = 0.

Entonces HomK(A)(Ṗ , Ẋ) = 0, y, por lo tanto, Ṗ es q-proyectivo. 2

Sea K(A)q la subcategoŕıa plena de K(A) cuyos objetos son los comple-
jos de K(A) que son q-proyectivos.

Proposición 5.42. K(A)q es una subcategoŕıa triangulada de K(A).

Demostración. Notemos que HomK(A)(Ẋ, Ẏ ) ∼= HomK(A)(Ẋ[i], Ẏ [i]),
para todo i ∈ Z. Luego, dados Ẋ y Ẏ complejos en K(A)q, y Ċ un complejo
aćıclico, se tiene

HomK(A)(Ẋ[1], Ċ) ∼= HomK(A)(Ẋ, Ċ[−1]) = 0,

y también

HomK(A)(Ẋ[−1], Ċ) ∼= HomK(A)(Ẋ, Ċ[1]) = 0.

Por lo tanto, Ẋ[1] y Ẋ[−1] están en K(A)q. Por otro lado,

HomK(A)(Ẋ ⊕ Ẏ , Ċ) ∼= HomK(A)(Ẋ, Ċ)⊕HomK(A)(Ẏ , Ċ) ∼= 0.

Por lo tanto, Ẋ ⊕ Ẏ está en K(A)q. Sea ḟ : Ẋ → Ẏ un morfismo en K(A)q

y Ẋ
ḟ // Ẏ

ġ // Ż
ḣ // Ẋ[1] su triángulo correspondiente en K(A). Por

la proposición (??), es exacta la siguiente sucesión:

0 = HomK(A)(Ẋ[1], Ċ) ḣ∗ // HomK(A)(Ż, Ċ)
ġ∗ // HomK(A)(Ẏ , Ċ) = 0.

Luego, HomK(A)(Ż, Ċ)=0. Por lo tanto, Ż está en K(A)q. 2

Recordemos que, dado un complejo X, existe un complejo q-proyectivo
PX y un cuasi-isomorfismo ηX : PX → X. Esto nos permite definir el si-
guiente funtor: Sea p : K(A)→ K(A) tal que p(X) = PX . Sea u : X → Y en
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K(A). Para definir p(u), notemos que, dado Y y su cuasi-isomorfismo ηY , te-

nemos el triángulo ConηY [−1] τ // PY
ηY // Y

λ // ConηY en K(A). Co-
mo ηY es un cuasi-isomorfismo, ConηY es aćıclico. Por lo tanto, λuηX = 0
en el siguiente diagrama:

PX
ηX //

v

��

X

u

��
PY

ηY // Y
λ // ConηY .

Luego, por la exactitud de la sucesión:

HomK(A)(PX ,ConηY [−1]) τ∗ // HomK(A)(PX , PY )
ηY∗ //

HomK(A)(PX , Y ) λ∗ // HomK(A)(PX ,ConηY ) = 0;

ηY∗ es un epimorfismo, aśı que existe v : PX → PY tal que ηY v = uηX .
Además v es único con esta propiedad. En efecto, supongamos que hubiera
otro morfismo v1 tal que ηY v1 = uηX . Entonces ηY (v − v1) = 0, lo cual
implica que existe µ : PX → ConηY [−1] tal que conmuta el diagrama:

PX
µ

yytttttttttt
v−v1

��
ConηY [−1] τ // PY

Como ConηY [−1] es aćıclico, entonces µ = 0 en K(A) y se tiene v = v1.
Luego, definimos p(u) := v. Es evidente (por la manera en que lo cons-
trúımos) que p : K(A) → K(A)q es un funtor. Además, si u : X → Y es un
cuasi-isomorfismo, puesto que

PX
ηX //

p(u)

��

X

u

��
PY

ηY // Y

conmuta en K(A), al aplicar el i-ésimo funtor cohomológico H i, obtenemos
un cuadro conmutativo de isomorfismos. Luego, p(u) es un cuasi-isomorfismo
también y, por lo tanto, Q(p(u)) es invertible en D(A). Por la propiedad
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universal del funtor localización Q, se sigue que hay un funtor pD que hace
conmutar el diagrama:

K(A)
p //

Q

��

K(A)

Q

��
D(A)

pD // D(A).

También existe la definición dual de q-proyectivo:

Definición 5.43. Un complejo Ẋ ∈ C (A) se dice q-inyectivo si para cada
complejo aćıclico Ċ se tiene que HomK(A)(Ċ, Ẋ) = 0.

Proposición 5.44. Sea Q̇ un complejo de A-módulos inyectivos tal que
existe i ∈ Z con Qj = 0 para cada j < i. Entonces Q̇ es q-inyectivo.

Demostración. Sea Ẋ un complejo aćıclico y ḣ : Ẋ → Q̇. Probemos
que ḣ es homotópico a cero. Tenemos el diagrama:

· · · // Xi−1
di−1
X //

��

Xi
diX //

hi

��

Xi+1
di+1
X //

hi+1

��
si+1

ww

Xi+2 //

hi+2

��
si+2

ww

· · ·

· · · // 0 // Qi
diQ

// Qi+1

di+1
Q

// Qi+2

di+2
Q

// · · ·

Como hidi−1
X = 0, entonces Imdi−1

X ⊆ kerhi. Además, ker diX = Imdi−1
X ,

luego, tenemos la existencia de un morfismo ŝi+1 : ImdiX → Qi tal que
ŝi+1diX = hi. Como Qi es inyectivo, entonces ŝi+1 se extiende a un mor-
fismo si+1 : Xi+1 → Qi tal que si+1diX = hi (ver diagrama anterior).

Hagamos la prueba por inducción. Supongamos que para un entero
t > i + 1 existe un morfismo st : Xt → Qt−1 tal que ht−1 = stdt−1

X +
dt−2
Q st−1. Por otro lado, tenemos que htdt−1

X = dt−1
Q ht−1. Luego, htdt−1

X =
dt−1
Q (stdt−1

X + dt−2
Q st−1) = dt−1

Q stdt−1
X . Por lo tanto, (ht − dt−1

Q st)dt−1
X = 0.

Es decir, ker dtX = Imdt−1
X ⊆ ker(ht − dt−1

Q st). Luego, existe un morfismo
ŝt+1 : ImdtX → Qt tal que ŝt+1dtX = ht−dt−1

Q st; este se extiende a un morfis-
mo st+1 : Xt+1 → Qt tal que st+1dtX = ht − dt−1

Q st, porque Qt es inyectivo.
La familia {si+l : Xi+l → Qi+l−1}l∈N atestigua que ḣ es homotópico a cero,
de ah́ı que Q̇ es q-inyectivo. 2

Proposición 5.45. Sea Ẋ un complejo q-inyectivo y ṡ : Ẋ → Ż un cuasi-
isomorfismo, entonces existe ṫ : Ż → Ẋ tal que ṫṡ = 1Ẋ .
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Demostración. El siguiente es triángulo en K(A):

Conṡ[−1] ḣ // Ẋ
ṡ // Ż

ġ // Conṡ.

Como ṡ es un cuasi-isomorfismo, entonces el cono de ṡ es aćıclico, luego,
también Conṡ[−1] es aćıclico, aśı que ḣ = 0 en K(A). Tenemos el diagrama:

Conṡ[−1] 0 // Ẋ
ṡ // Ż

ṫ��
Ẋ

,

donde ṫ existe y hace conmutar el diagrama por la exactitud de la segunda
sucesión en la proposición (??), con W = Ẋ. 2

Recapitulemos. Hemos probado que, dado Ẋ un objeto en K(A), exis-
te un complejo ṖX que es q-proyectivo y un cuasi-isomorfismo η̇X : ṖX →
Ẋ. Luego, para cada objeto Ẋ en K(A) escojamos un cuasi-isomorfismo
η̇X : ṖX → Ẋ y sea FX la familia consistente del único objeto ṖX . Veamos
que FX satisface la definición (??), con respecto a Σ la familia de cuasi-
isomorfismos de K(A). En efecto, sea u̇ : Ẇ → Ẋ un cuasi-isomorfismo de
K(A). El morfismo u̇ es base de un triángulo ∆ (axioma TR1 de categoŕıas
trianguladas), y, por el corolario (??) y la equivalencia de las sucesiones
en el diagrama (??), pagina (??), sin perder generalidad, ∆ es de la forma:

∆: Ẇ
u̇ // Ẋ

v̇ // Conu̇
ẇ // Ẇ [1] . Como u̇ es un cuasi-isomorfismo, en-

tonces Conu̇ es aćıclico (observación (??)). Luego, v̇η̇X = 0 en K(A) (porque
ṖX es q-proyectivo). Además, tenemos la exactitud de la sucesión (proposi-
ción (??)):

HomK(A)(ṖX , Ẇ ) u̇∗ // HomK(A)(ṖX , Ẋ) v̇∗ // HomK(A)(ṖX ,Conu̇) = 0.

Entonces η̇X ∈ ker v̇∗ = Imu̇∗, aśı que existe λ̇ : ṖX → Ẇ tal que u̇λ̇ = η̇X ,
que es un cuasi-isomorfismo. Luego, hemos probado que:

Proposición 5.46. El sistema multiplicativo de los cuasi-isomorfismos en
K(A) es localmente pequeño a la izquierda.

Entonces podemos hablar de la categoŕıa de fracciones K(A)Σ, para el
caso de A = A−Mod.

La categoŕıa derivada D(A) es, por definición, K(A)Σ.
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5.3. La categoŕıa derivada es triangulada

Observemos que D(A) es aditiva, sin embargo no es abeliana, es por eso
que no definimos sucesiones exactas ah́ı. A pesar de esto, D(A) tiene una
estructura triangulada, como veremos a continuación.

Sea T el funtor traslación en K(A) y Q el funtor localización de K(A)
en D(A). Entonces QT : K(A) → D(A) es un funtor que env́ıa cuasi-
isomorfismos en isomorfismos. Luego, por la propiedad universal de Q, existe
un único funtor TD que hace conmutar el diagrama:

K(A) T //

Q

��

K(A)

Q

��
D(A)

TD // D(A).

Recordemos que Q fija los objetos. Luego, para un objeto X ∈ D(A),
TD(X) = T (X) = X[1]. Por otro lado, tenemos el funtor S : K(A)→ K(A),
con S(X) = X[−1]. También se tiene que QS manda cuasi- isomorfismos en
isomorfismos. Por lo tanto, existe SD : D(A) → D(A) tal que QS = SDQ.
Además,

K(A)
ST=1K(A) //

Q

��

K(A)

Q

��
D(A)

SDTD

// D(A),

y Q = SDTDQ. Pero también 1D(A) hace que Q = 1D(A)Q, luego, por la
propiedad universal de Q, SDTD = 1D(A). Análogamente, TDSD = 1D(A).
Luego, TD es un automorfismo.

Definición 5.47. Decimos que el séxtuple X
u // Y

v // Z
w // X[1]

es un triángulo en la categoŕıa derivada D(A), si es isomorfo a la imagen
de un triángulo en K(A) (bajo el funtor localización Q). Un triángulo en
D(A) es canónico en D(A) si y sólo si es imagen bajo Q, de un triángulo
en K(A).

Sean los séxtuples (X,Y, Z, u, v, w) y (X ′, Y ′, Z ′, u′, v′, w′) en D(A). Co-
mo antes, un morfismo de séxtuples es una terna de morfismos (δ1, δ2, δ3) ∈
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D(A) que hacen conmutar el siguiente diagrama:

X

δ1
��

u // Y

δ2
��

v // Z

δ3
��

w // X[1]

TDδ1
��

X ′
u′ // Y ′

v′ // Z ′
w′ // X ′[1].

El morfismo (δ1, δ2, δ3) es un isomorfismo si δ1, δ2 y δ3 lo son.

Por definición, el funtor localización Q env́ıa triángulos de K(A) en
triángulos de D(A).

Sea el séxtuple t = (X,Y, Z, u, v, w). Denotamos por Q(t) la imagen de
t bajo el funtor Q, esto es, Q(t) := (X,Y, Z,Q(u), Q(v), Q(w)).

Proposición 5.48. La categoŕıa derivada D(A) es triangulada.

Demostración. Probemos que se satisface la definición (??).
TR1 (a) Sea t un triángulo en D(A) y supongamos que t es isomorfo

al séxtuple t1. Por definición de triángulo en D(A), t es isomorfo a Q(t′),
donde t′ es un triángulo en K(A). Luego, t1 es isomorfo a Q(t′), de donde
t1 es un triángulo en D(A).
(b) El séxtuple t = (X,X, 0, 1X , 0, 0) es un triángulo de K(A) para todo X
en ObK(A). Luego, Q(t) = (X,X, 0, δ1X (1X), 0, 0) es un triángulo en D(A).
(c) Sea el morfismo δ : X → Y en D(A), entonces δ = Q(f)Q(u)−1 (obser-

vación (??)). Luego, para algún Z tenemos X Z
Q(u)oo Q(f) // Y con u ∈ Σ,

y f en K(A). Dado f en K(A) podemos completar a un triángulo en K(A)
como el siguiente:

t′ : Z
f // Y

g //W
h // Z[1].

Luego, el siguiente diagrama

Q(t′) : Z
Q(f) //

Q(u)

��

Y
Q(g) //

Q(1Y )

��

W
Q(h) //

Q(1W )

��

Z[1]

TDQ(u)

��
t : X

Q(f)Q(u)−1

// Y
Q(g) //W

[TDQ(u)]Q(h)// X[1]

conmuta en D(A). Además, Q(u) y TDQ(u) son isomorfismos porque u ∈ Σ.
Luego, t es isomorfo a Q(t′), lo cual implica que t es un triángulo en D(A),
con base Q(f)Q(u)−1 = δ.
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TR2 Sea t = (X,Y, Z, u, v, w) un triángulo en D(A). Probaremos que
t1 = (Y,Z,X[1], v, w,−TDu) es un triángulo en D(A). Tenemos que t es iso-
morfo a Q(t′), para t′ = (X ′, Y ′, Z ′, u′, v′, w′) un triángulo en K(A). Luego,
existe un isomorfismo (δ1, δ2, δ3) en D(A), que hace conmutar el siguiente
diagrama:

t : X
u //

δ1
��

Y
v //

δ2
��

Z
w //

δ3
��

X[1]

TDδ1
��

Q(t′) : X ′
Q(u′) // Y ′

Q(v′) // Z ′
Q(w′) // X ′[1].

(5.11)

Por otro lado, t′1 = (Y ′, Z ′, X ′[1], v′, w′,−u′[1]) es triángulo en K(A). Tene-
mos el diagrama en D(A):

t1 : Y
v //

δ2

��

Z
w //

δ3

��

X[1]
−TDu //

TDδ1
��

Y [1]

TDδ2
��

Q(t′1) : Y ′
Q(v′) // Z ′

Q(w′) // X ′[1]
−QT (u′)// Y ′[1],

donde sólo falta que el cuadrado de la derecha conmute para que tengamos
un morfismo de t1 en Q(t′1), que es isomorfismo, porque δ2, δ3 y TDδ1 lo son.
Del diagrama (??) tenemos que Q(u′) = δ2uδ

−1
1 , de donde

−QT (u′) = −TDQ(u′) = TD(δ2(−u)δ−1
1 ) = TD(δ2)(−TD(u))TD(δ1)−1,

y, por tanto
−QT (u′)TD(δ1) = TD(δ2)(−TD(u)).

Luego, t1 es un triángulo en D(A).
Rećıprocamente, si t1 = (Y,Z,X[1], v, w,−TD(u)) es un triángulo en

D(A), entonces t1 es isomorfo a Q(t′1), para t′1 =(Y ′, Z ′, X ′[1], v′, w′,−u′[1])
un triángulo en K(A). Se tiene el isomorfismo siguiente en D(A):

t1 : Y
v //

δ1

��

Z
w //

δ2

��

X[1]
−TD(u)//

δ3
��

Y [1]

TD(δ1)
��

Q(t′1) : Y ′
Q(v′) // Z ′

Q(w′) // X ′[1]
−QT (u′)// Y ′[1].

Luego, −TD(δ1)TD(u) = −QT (u′)δ3 = −TDQ(u′)δ3 = −TD [Q(u′)T−1
D (δ3)].

Entonces δ1u = Q(u′)T−1
D (δ3). Como t′1 es un triángulo en K(A), esto im-
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plica que t′ = (X ′, Y ′, Z ′, u′, v′, w′) es un triángulo en K(A). En el diagrama:

t : X
u //

T−1
D (δ3)

��

Y
v //

δ1
��

Z
w //

δ2
��

X[1]

δ3
��

Q(t′) : X ′
Q(u′) // Y ′

Q(v′) // Z ′
Q(w′) // X ′[1],

los cuadrados conmutan. Además, δ1, δ2 y δ3 son isomorfismos en D(A),
luego t es isomorfo a Q(t′). Por lo tanto, t es un triángulo en D(A).

TR3 Sean t′ = (X ′, Y ′, Z ′, u′, v′, w′) y t′1 = (X ′1, Y
′

1 , Z
′
1, u
′
1, v
′
1, w

′
1) un

par de triángulos en D(A). Luego, son isomorfos a Q(t) y Q(t1) respecti-
vamente, para t = (X,Y, Z, u, v, w) y t1 = (X1, Y1, Z1, u1, v1, w1) triángulos
en K(A). Sean δ′1 : X ′ → X ′1 y δ′2 : Y ′ → Y ′1 morfismos en D(A) tales que

X ′

δ′1
��

u′ // Y ′

δ′2
��

X ′1
u′1 // Y ′1 ,

conmuta. Tenemos el diagrama conmutativo en D(A):

Q(t) : X
Q(u) //

a

��

Y

b

��

Q(v) // Z
Q(w) //

c

��

X[1]

TDa
��

t′ : X ′

δ′1
��

u′ // Y ′
v′ //

δ′2
��

Z ′
w′ // X ′[1]

t′1 : X ′1
u′1 //

a1

��

Y ′1
v′1 //

b1
��

Z ′1
w′1 //

c1

��

X ′1[1]

TDa1

��
Q(t1) : X1

Q(u1) // Y1
Q(v1) // Z1

Q(w1) // X1[1],

con a, b, c, a1, b1, c1 isomorfismos y donde la existencia de δ3 : Z → Z1 en
D(A) tal que conmuta:

Q(t) : X
Q(u) //

a1δ′1a

��

Y

b1δ′2b

��

Q(v) // Z
Q(w) //

δ3
��

X[1]

TD(a1δ′1a)

��
Q(t1) : X1

Q(u1) // Y1
Q(v1) // Z1

Q(w1) // X1[1],
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implica que δ′3 := c−1
1 δ3c

−1 hace conmutar

t′ : X ′
u′ //

δ′1
��

Y ′
v′ //

δ′2
��

Z ′
w′ //

δ′3
��

X ′[1]

TDδ
′
1

��
t′1 : X ′1

u′1 // Y ′1
v′1 // Z ′1

w′1 // X ′1[1].

(5.12)

Luego, sean δ1 : X → X1 y δ2 : Y → Y1 morfismos en D(A) tales que

X

δ1
��

Q(u) // Y

δ2
��

X1
Q(u1) // Y1,

conmuta (por ejemplo, δ1 = a1δ
′
1a y δ2 = b1δ

′
2b). Supon-

gamos δ1 = Q(f)Q(s)−1 y δ2 = Q(p)−1Q(g), con s y p en Σ. En D(A)
tenemos un diagrama conmutativo:

X1

Q(u1)

��

U
Q(s) //Q(f)oo X

Q(u)

��
Y1

Q(p) //W Y.
Q(g)oo

(5.13)

Luego, en la categoŕıa homotópica tenemos el siguiente diagrama, cuyos
renglones son todos triángulos en K(A):

t : X
u // Y

v // Z
w // X[1]

U

s

OO

f

��

us // Y
α1 //

g

��

Conus

h1

OO

β1 //

h2

��

U [1]

s[1]

OO

f [1]
��

X1
pu1 //W

α2 // Conpu1

β2 // X1[1]

t1 : X1
u1 // Y1

p

OO

v1 // Z1

h3

OO

w1 // X1[1].

(5.14)

Del diagrama (??) podemos ver que

Q(p)−1Q(g)Q(u) = Q(u1)Q(f)Q(s)−1, luego,
Q(g)Q(u)Q(s) = Q(p)Q(u1)Q(f), es decir,
Q(gus) = Q(pu1f).
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Por la observación (??), esto implica que existe un morfismo V
r // U en

Σ tal que gusr = pu1fr. Luego,

δ1 = Q(f)Q(s)−1 = Q(f)Q(r)Q(r)−1Q(s)−1 = Q(fr)Q(sr)−1.

Aśı que, sin perder generalidad, supongamos gus = pu1f . Por TR3 en K(A),
existen morfismos h1, h2, h3 en K(A) que hacen conmutar el diagrama (??).
Usando la proposición (??), para los cuasi-isomorfismos s, 1Y , 1X1 y p,
resulta que h1 y h3 también lo son. En D(A), tenemos el diagrama:

Q(t) : X
Q(u) //

Q(s)−1

��

Y
Q(v) // Z

Q(w) //

Q(h1)−1

��

X[1]

TD(Q(s)−1)
��

U

Q(f)

��

Q(us) // Y
Q(α1) //

Q(g)

��

Conus
Q(β1) //

Q(h2)

��

U [1]

TD(Q(f))
��

X1
Q(pu1)//W

Q(α2) //

Q(p)−1

��

Conpu1

Q(β2) //

Q(h3)−1

��

X1[1]

Q(t1) : X1
Q(u1) // Y1

Q(v1) // Z1
Q(w1) // X1[1].

Se puede ver fácilmente que este conmuta. Luego, dados los morfismos δ1 y δ2

existe δ3 := Q(h3)−1Q(h2)Q(h1)−1 en D(A) tal que (δ1, δ2, δ3) es morfismo
de t en t1.

TR4 Sean los triángulos: t1 = (X,Y, Z ′, u, i, i′), t2 = (Y,Z,X ′, v, j, j′) y
t3 = (X,Z, Y ′, vu, k, k′) en D(A). Por definición, t1 es isomorfo a un triángu-
lo canónico en D(A): r1 := (A,B,C ′, a,m,m′). Esto es, conmuta el diagra-
ma:

t1 = X
u //

α1 ∼=
��

Y
i //

α2∼=
��

Z ′
i′ //

α3∼=
��

X[1]

TDα1∼=
��

r1 = A
a // B

m // C ′
m′ // A[1],

(5.15)

y r1 = Q(r̂1), para r̂1 = A
c // B

q // C ′
q′ // A[1] , un triángulo en

K(A).
Como α2 es un isomorfismo, existe α−1

2 en D(A). Por la observación (??),
existe un par de morfismos r, s en K(A), con s cuasi-isomorfismo, tales que
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conmuta el siguiente diagrama:

B
vα−1

2 //

Q(r)   AAAAAAAA Z

Q(s)~~}}}}}}}

C.

(5.16)

Como K(A) es triangulada (proposición (??)), por el axioma TR1 dado
el morfismo r : B → C podemos completar a un triángulo en K(A): r̂2 =

B
r // C

w // A′
w′ // B[1] . Luego, su imagen bajo Q es un triángulo en

D(A). Sean b := Q(r), n := Q(w), n′ := Q(w′) y β2 := Q(s). Se tiene el
siguiente diagrama en D(A):

t2 = Y
v //

α2 ∼=
��

Z
j //

β2∼=
��

X ′
j′ //

β3

��

Y [1]

TDα2∼=
��

r2 = B
b // C

n // A′
n′ // B[1],

(5.17)

El cuadro a la izquierda conmuta por (??). Luego, por el axioma TR3 de
esta proposición, se tiene la existencia de β3 que hace conmutar el siguiente
diagrama y, además, es un isomorfismo. Entonces t2 es isomorfo al triángulo
canónico r2, mediante el isomorfismo (α2, β2, β3).

Como a = Q(c) y b = Q(r). Por el axioma TR1 en K(A), podemos

completar el morfismo rc al triángulo: r̂3 = A
rc // C

z // B′
z′ // A[1],

en K(A). Luego, su imagen bajo Q es un triángulo canónico en D(A). Sean
p := Q(z) y p′ := Q(z′). Tenemos el siguiente diagrama en D(A):

t3 = X
vu //

α1 ∼=
��

Z
k //

β2∼=
��

Y ′
k′ //

γ3

��

X[1]

TDα1∼=
��

r3 = A
ba // C

p // B′
p′ // A[1],

(5.18)

por el axioma TR3 de esta proposición, existe γ3 que hace conmutar el
diagrama y, además, es un isomorfismo. Entonces t3 es isomorfo al triángulo
canónico r3, mediante el isomorfismo (α1, β2, γ3).

Primero probemos TR4 para los triángulos canónicos r1, r2 y r3. Por
TR4 en K(A) para los triángulos r̂1, r̂2 y r̂3, existen los morfismos d y e que

Neevia docConverter 5.1
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hacen conmutar el siguiente diagrama en K(A):

B′[−1]

e[−1]
��

z′[−1] // A

c

��

A

rc

��
A′[−1]

w′[−1] // B

q

��

r // C

z

��

w // A′
w′ // B[1]

q[1]

��
C ′

q′

��

d // B′

z′

��

e // A′
q[1]w′// C ′[1]

A[1] A[1],

y, además, C ′
d // B′

e // A′
q[1]w′ // C ′[1] es un triángulo en K(A). Apli-

cando el funtor localización Q al diagrama anterior obtenemos el siguiente:

B′[−1]

T−1
D Qe

��

T−1
D p′

// A

a

��

A

ba

��
A′[−1]

T−1
D n′

// B

m

��

b // C

p

��

n // A′
n′ // B[1]

TDm
��

C ′

m′

��

Q(d) // B′

p′

��

Q(e) // A′
(TDm)n′ // C ′[1]

A[1] A[1].

(5.19)

y este diagrama también es conmutativo, porque Q es un funtor. Además,

C ′
Qd // B′

Qe // A′
(TDm)n′// C ′[1] es un triángulo en D(A) por ser imagen de

un triángulo en K(A). Luego, hemos probado TR4 en el caso canónico.

Veremos que también vale TR4 para los triángulos t1, t2, t3 con los que
comenzamos. Esto es, probaremos que existen morfismos f y g en D(A)
tales que (Z ′, Y ′, X ′, f, g, (TD i)j′) es un triángulo y el siguiente diagrama
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conmuta:

Y ′[−1]

T−1
D g
��

T−1
D k′

// X

u

��

X

vu

��
X ′[−1]

T−1
D j′

// Y

i

��

v // Z

k

��

j // X ′
j′ // Y [1]

TDi
��

Z ′

i′

��

f // Y ′

k′

��

g // X ′
(TDi)j

′
// Z ′[1]

X[1] X[1].

(5.20)

Definimos:
ḟ := γ−1

3 (Qd)α3, y ġ := β−1
3 (Qe)γ3. (5.21)

Entonces,

fi = γ−1
3 (Qd)α3i = γ−1

3 (Qd)mα2 = γ−1
3 pbα2 = γ−1

3 pβ2v = kv,

por la conmutatividad de los diagramas (??), (??), (??) y (??).

gk = β−1
3 (Qe)γ3k = β−1

3 (Qe)pβ2 = β−1
3 nβ2 = j,

por la conmutatividad de los diagramas (??), (??) y (??).

i′ = (TDα1)−1m′α3 = (TDα1)−1p′(Qd)α3 = k′γ−1
3 (Qd)α3 = k′f,

por la conmutatividad de los diagramas (??), (??) y (??). Además, tenemos
los diagramas:

Y ′[−1]
T−1

D g
//

γ3[−1]

��

X ′[−1]
T−1

D j′
//

β3[−1]

��

Y

α2

��
B′[−1]

T−1
D Qe

// A′[−1]
T−1

D n′
// B,

que conmuta por (??) y (??), y

Y ′[−1]
T−1

D k′
//

γ3[−1]
��

X
u //

α1

��

Y

α2

��
B′[−1]

T−1
D p′
// A

a // B,
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que conmuta por (??) y (??). De este par de diagramas y de (??) obtenemos
que:

T−1
D j′T−1

D g = α−1
2 T−1

D n′T−1
D Qeγ3[−1] = α−1

2 aT−1
D p′γ3[−1] = uT−1

D k′,

y se tiene la conmutatividad del diagrama (??).
Finalmente, tenemos el diagrama:

Z ′
f //

α3

��

Y ′
g //

γ3

��

X ′
(TDi)j

′
//

β3

��

Z ′[1]

TDα3

��
C ′

Qd // B′
Qe // A′

(TDm)n′// C ′[1],

donde el cuadro de la izquierda y el del centro conmutan por la definición
de f y g, y para el cuadro de la derecha tenemos la cadena de igualdades:

TDα3TD ij
′ = TDmTDα2j

′ = TDmn
′β3,

por la conmutatividad de los diagramas (??), (??). Como el renglón infe-
rior de este diagrama es un triángulo y (α3, γ3, β3) es un isomorfismo, por el

axioma TR1, se tiene que Z ′
f // Y ′

g // X ′
(TDi)j

′
// Z ′[1] es un triángulo

en D(A). 2

5.4. Encaje de A−Mod en D(A−Mod), y ExtiA

A continuación probaremos una proposición que nos permite trabajar, en
cierto caso, con morfismos en la categoŕıa homotópica en vez de morfismos
en la categoŕıa derivada.

Proposición 5.49. Sean X un complejo q-proyectivo y Y un complejo ar-
bitrario. Entonces,

Q : HomK(A)(X,Y ) −→ HomD(A)(X,Y )

es un isomorfismo, donde Q es el funtor localización.

Demostración. Sea f ∈ HomK(A)(X,Y ) tal que Q(f) = 0. Por la
observación (??), existe λ : W → X en Σ tal que fλ = 0. Construyamos un
triángulo con base λ:

W
λ // X

t // Conλ
β //W [1].
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Como λ ∈ Σ, entonces Conλ es aćıclico. Además, tenemos la exactitud de la
sucesión:

HomK(A)(Conλ, Y ) t∗ // HomK(A)(X,Y ) λ∗ // HomK(A)(W,Y ).

Entonces f ∈ kerλ∗ = Imt∗, aśı que existe s ∈ HomK(A)(Conλ, Y ) tal que
st = f . Pero t = 0, porque X es q-proyectivo y Conλ es aćıclico. Enton-
ces f = 0 y Q es un monomorfismo. Ahora veamos que Q es un epimor-
fismo. Sea el morfismo δ en HomD(A)(X,Y ) determinado por el diagrama

X Z
uoo f // Y , con u ∈ Σ. Se tiene el triángulo:

Z
u // X

v // Conu
w // Z[1],

Como u ∈ Σ, entonces Conu es aćıclico. Además, X es q-proyectivo, luego
HomK(A)(X,Conu) = 0. Entonces, en la sucesión exacta:

HomK(A)(X,Z) u∗ // HomK(A)(X,X) v∗ // HomK(A)(X,Conu) = 0,

u∗ es un epimorfismo. Entonces existe t ∈ HomK(A)(X,Z) tal que ut = 1X .
Por lo tanto, Q(ut) = Q(u)Q(t) = 1X , de ah́ı que Q(t) = Q(u)−1. Entonces
δ = Q(f)Q(u)−1 = Q(f)Q(t) = Q(ft). 2

Por la observación (??), también el dual de esta proposición es cierto:

Proposición 5.50. Sea X un complejo arbitrario y Y un complejo q-inyec-
tivo. Entonces,

Q : HomK(A)(X,Y ) −→ HomD(A)(X,Y )

es un isomorfismo, para Q el funtor localización.

Observación 5.51. Para cada n ∈ Z, el n-ésimo funtor de cohomoloǵıa
Hn : K(A)→ A−Mod induce un funtor H̄n : D(A)→ A−Mod.

Demostración. El funtor Hn env́ıa cuasi-isomorfismos en isomorfis-
mos. Por la propiedad universal del funtor localización Q, Hn se factoriza
a través de Q. Por lo tanto, existe un morfismo H̄n : D(A) → A−Mod que
hace conmutar el siguiente diagrama:

K(A) Hn
//

Q

��

A−Mod

D(A)
H̄n

99

.
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2

Observación 5.52. Si Q(u) es un isomorfismo en D(A), entonces, H̄n(Q(u))
es un isomorfismo en A−Mod, para cada n ∈ Z. Entonces, Hn(u) también
es un isomorfismo, para cada n ∈ Z. Luego, u es un cuasi-isomorfismo.

Definición 5.53. Sea M un A-módulo y ẊM un complejo tal que Xi
M = 0

para cada i > 0. Si la sucesión

. . . // X−2
M

d−2
X // X−1

M

d−1
X // X0

M

ηM //M // 0 . . .

es exacta, entonces (ẊM , ηM ) se dice que es una resolución de M . Si ca-
da Xi

M es proyectivo, entonces (ẊM , ηM ) es una resolución proyectiva de
M . Si el morfismo ηM se sobreentiende, entonces, abusando de la notación
escribiremos simplemente ẊM para denotar una resolución de M .

Dualizando esta definición, obtenemos la de corresolución inyectiva.

Lema 5.54. Para cada M ∈ A−Mod existe al menos una resolución pro-
yectiva de M .

Demostración. Sea P 0 η−→M un epimorfismo con P 0 proyectivo (pro-

posición (??)). Entonces la sucesión 0 // ker η � � σ0
// P 0

η //M // 0

es exacta. Sea el epimorfismo P−1 ρ−1

−−→ ker η con P−1 proyectivo. Definimos

d−1
P := σ0ρ−1, de ah́ı que la sucesión P−1

d−1
P // P 0

η //M // 0 sea
exacta. Iterando este proceso obtenemos una sucesión exacta

. . . // P−2
d−2
P // P−1

d−1
P // P 0

η //M // 0 . . .

donde cada P−i es proyectivo. 2

El siguiente teorema es un resultado clásico de álgebra homológica, su
demostración puede consultarse, por ejemplo, en [?].

Teorema 5.55. Sean (ṖM , ηM ) una resolución proyectiva del A-módulo M ,
(ẊN , ηN ) una resolución (no necesariamente proyectiva) del A-módulo N y
f : M → N un morfismo de A-módulos. Entonces f induce un morfismo
f̄ : ṖM → ẊN de complejos tal que fηM = ηN f̄

0. Además, f̄ es único hasta
homotoṕıa.
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A un morfismo f̄ inducido por f se le suele llamar “un levantamiento
de f”, y al teorema anterior se le llama “teorema del levantamiento” o,
“teorema de la comparación”.

También es válido el rećıproco de este teorema:

Proposición 5.56. Sean (ṖM , ηM ) una resolución proyectiva del A-módulo
M y (ẊN , ηN ) una resolución del A-módulo N . Sea ḣ : ṖM → ẊN un mor-
fismo de complejos. Entonces ḣ induce un único morfismo f : M → N de
A-módulos tal que fηM = ηNh

0.

Demostración. Tenemos el siguiente diagrama con renglones exactos
en A−Mod:

· · · // P−1
M

d−1
P //

h−1

��

P 0
M

ηM //

h0

��

M //

f

��

0

· · · // X−1
N

d−1
X // X0

N

ηN // N // 0.

Por la proposición (??), ηM es conúcleo de d−1
P , y, puesto que ηNh0d−1

P =
ηNd

−1
X h−1 = 0, entonces existe f : M → N tal que fηM = ηNh0. Además, si

existe f1 : M → N tal que f1ηM = ηNh
0, entonces (f − f1)ηM = 0, y como

ηM es epimorfismo, f = f1. 2

El siguiente resultado también es clásico en la teoŕıa del álgebra ho-
mológica. Omitiremos su demostración que puede consultarse en [?].

Lema 5.57. Sea 0 //M
f // N

g // L // 0 una sucesión exacta
en A−Mod y (ṖM , ηM ), (ṖL, ηL) resoluciones proyectivas de M y L res-
pectivamente. Entonces existe una resolución proyectiva (ṖN , ηN ) de N y
levantamientos f̄ : ṖM → ṖN y ḡ : ṖN → ṖL de f y g respectivamente tales
que

ẋ : 0 // ṖM
f̄ // ṖN

ḡ // ṖL
// 0,

es una sucesión exacta de complejos y ηN f̄ 0 = fηM , ηLḡ0 = gηN . Luego, ẋ
es una E-sucesión en K(A).

También tenemos el dual de este lema:

Lema 5.58. Sea 0 //M
f // N

g // L // 0 una sucesión exacta
en A−Mod y (İM , σM ), (İL, σL) corresoluciones inyectivas de M y L res-
pectivamente. Entonces existe una corresolución inyectiva (İN , σN ) de N y
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levantamientos f̄ : İM → İN y ḡ : İN → İL de f y g respectivamente tales
que

0 // İM
f̄ // İN

ḡ // İL
// 0,

es una sucesión exacta de complejos.

Definición 5.59. Sea M en A−Mod y Ṗ una resolución proyectiva de M .
Consideremos el funtor aditivo F := HomA(−, N) : A−Mod −→ Ab. Apli-
cando F a Ṗ obtenemos el complejo:

0 // HomA(P 0, N)
(d−1
P )∗

// HomA(P−1, N)
(d−2
P )∗

// · · ·

HomA(P−i+1, N)
(d−iP )∗

// HomA(P−i, N)
(d−i−1
P )∗

// HomA(P−i−1, N) · · ·

Definimos

ExtiA(M,N) := H−i(FṖ ) = ker(d−i−1
P )∗/Im(d−iP )∗,

la −i-ésima cohomoloǵıa del complejo FṖ , para todo i > 0. Para i = 0,
tenemos

HomA(M,N) ∼= ker(d−1
P )∗ ∼= H0(FṖ ) = Ext0

A(M,N).

Lema 5.60. Sean M , N ∈ A−Mod y sean ṖM y ṖN sus correspondientes
resoluciones proyectivas. Entonces, hay un isomorfismo:

ψ : ExtC (ṖM , ṖN ) −→ Ext1
A(M,N).

Demostración. Sea ξ : 0 // ṖN
ḟ // Ė

ġ // ṖM // 0 una E-
sucesión. Si i > 0, entonces P iN = 0 y P iM = 0, luego, Ei = 0. Si i 6 0,

cada sucesión 0 // P iN
f i // Ei

gi // P iM
// 0 se divide, porque P iM

es proyectivo, entonces Ei ∼= P iN ⊕ P iM , de ah́ı que cada Ei sea proyectivo.
Por otro lado, en las cohomoloǵıas se tieneH i(ṖN ) = 0 = H i(ṖM ), para todo
i 6= 0. Si i = 0, hay isomorfismos αN : H0(ṖN ) → N y αM : H0(ṖM ) → M .
Por (??), se tiene la sucesión exacta:

N ∼= H0(ṖN )
H0ḟ

// H0(Ė)
H0ġ

// H0(ṖM ) ∼= M.
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Sea ψ(ξ) la clase en Ext1
A(M,N) representada por:

x : 0 // N
u // H0(Ė) v //M // 0.

Esta definición no depende del representante de la clase tomado. En efecto,

sea 0 // ṖN
ḟ ′ // Ė′

ġ′ // ṖM // 0 una E-sucesión equivalente a ξ.
Luego, tenemos un diagrama conmutativo:

0 // ṖN
ḟ // Ė

ġ //

τ

��

ṖM
// 0

0 // ṖN
ḟ ′ // Ė′

ġ′ // ṖM
// 0,

y al aplicar el funtor H0 obtenemos:

0 // H0(ṖN )
H0(ḟ) // H0(Ė)

H0(ġ) //

H0(τ)
��

H0(ṖM ) // 0

0 // H0(ṖN )
H0(ḟ ′)// H0(Ė′)

H0(ġ′)// H0(ṖM ) // 0,

por lo tanto, es conmutativo el diagrama:

x : 0 // N
u // H0(Ė) v //

H0(τ)
��

M // 0

x′ : 0 // N
u′ // H0(Ė′) v′ //M // 0,

es decir, las extensiones x y x′ son equivalentes. Luego, ψ está bien defini-
da. Para ver que el morfismo ψ es inyectivo, consideramos el isomorfismo
Ψ: HomK(A)(ṖM , ṖN [1]) −→ ExtC (ṖM , ṖN ). Supongamos que Ψ(−w) = ξ

y que x := ψ(ξ) se divide. Sea x : 0 // N
u // H0(Ė)

v // M // 0,

entonces, existe un morfismo s : M → H0(Ė) tal que vs = 1M . Tal morfismo
s se levanta a uno de complejos ṡ : ṖM → Ė, con sηM = ηEs

0. Por otro lado,
el morfismo ġṡ : ṖM → ṖM levanta a vs = 1M . Luego, ġṡ es homotópico a la
identidad en ṖM . Tenemos los siguientes triángulos en K(A) y el morfismo
entre ellos:

0 0 //

0
��

ṖM
1 //

ṡ

��

ṖM
0 // 0

0
��

ṖN
ḟ
// Ė

ġ
// ṖM

w // ṖN [1].
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Por lo tanto, w = 0 en K(A), luego ξ = Ψ(−w) es equivalente a la E-sucesión
trivial.

Veamos que ψ es suprayectiva. Sea x : 0 // N
u // L

v // M // 0
una sucesión en Ext1

A(M,N). Luego, el lema (??) dice que hay una E-

sucesión de resoluciones proyectivas ξ : 0 // ṖN
ḟ // ṖL

ġ // ṖM // 0,

para ḟ y ġ levantamientos de u y v respectivamente. Como conmuta el dia-
grama

0 // H0(ṖN )
H0(ḟ) //

αN

��

H0(ṖL)
H0(ġ) //

αL

��

H0(ṖM ) //

αM

��

0

0 // N
u // L

v //M // 0,

entonces ψ(ξ) = x.
Probemos que ψ es un morfismo de grupos. Usaremos la siguiente no-

tación, dado ḣ : ṖN → ṖN ′ un morfismo de complejos, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo:

P 0
N

ηN //

pN $$HHHHHHHHH

h0

��

N

h

��

H0(ṖN )

αN

;;vvvvvvvvvv

H0(ḣ)
��

H0(ṖN ′)
αN′

##HHHHHHHHH

P 0
N ′ ηN′

//

pN′
::vvvvvvvvv

N ′,

donde pN y pN ′ son proyecciones canónicas. Notemos que, si ∇ : ṖN ⊕ ṖN →
ṖN y ∆: ṖM → ṖM ⊕ ṖM son los morfismos codiagonal y diagonal de
complejos, entonces ∇ : N ⊕N → N y ∆: M →M ⊕M son los morfismos
codiagonal y diagonal de módulos (ver proposición (??), ah́ı definimos la
suma de E-sucesiones). Sea [ξ] ∈ ExtC (ṖM , ṖN ). Si ḣ : ṖN → ṖN ′ es un
morfismo de complejos, tenemos el diagrama conmutativo:

ξ : ṖN
ḟ //

ḣ
��

Ė
ġ //

ṫ
��

ṖM

ḣξ : ṖN ′
ḟ ′ // Ė′

ġ′ // ṖM
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donde ḣξ es pushout de ξ. La conmutatividad del diagrama anterior deter-
mina la conmutatividad del siguiente:

ψ(ξ) : N
u // H0(Ė) v //M

H0(ṖN )
H0(ḟ) //

H0(ḣ)
��

αN

OO

H0(Ė)
H0(ġ) //

H0(ṫ)
��

H0(ṖM )

αM

OO

H0(ṖN ′)
H0(ḟ ′)//

αN′

��

H0(Ė′)
H0(ġ′)// H0(ṖM )

αM

��
ψ(ḣξ) : N ′

u′ // H0(Ė′) v′ //M.

Entonces, conmuta:

ψ(ξ) : N
u //

h

��

H0(Ė) v //

H0(ṫ)
��

M

ψ(ḣξ) : N ′
u′ // H0(Ė′) v′ //M,

lo cual nos dice que ψ(ḣξ) es pushout de ψ(ξ) por el morfismo h. Es decir,

hψ(ξ) = ψ(ḣξ).

Similarmente se muestra que si ġ : ṖM ′ → ṖM es un morfismo de complejos,
entonces vale la fórmula:

ψ(ξ)g = ψ(ξġ).

Este par de fórmulas nos permiten probar que:

ψ(ξ + ξ′) = ψ(∇(ξ ⊕ ξ′)∆) = ∇ψ(ξ ⊕ ξ′)∆
= ∇(ψ(ξ)⊕ ψ(ξ′))∆ = ψ(ξ) + ψ(ξ′).

2

Proposición 5.61. Para A := A−Mod, tenemos el funtor “concentrar en
grado 0” definido como sigue:

E : A // C (A)

M

f

��

� //

M

ḟ
��

N N,
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donde ḟ := (. . . , 0, f, 0, . . . ) tiene al morfismo f en grado cero. También
tenemos el funtor proyección canónica π : C (A) → K(A) y el funtor locali-
zación Q : K(A)→ D(A). Consideremos el funtor composición

G := QπE : A −→ D(A).

Afirmamos que el funtor G es fiel y pleno. Por otro lado, dados M y N
A-módulos, existe un isomorfismo

ΦM,N : HomD(A)(M,N [1]) −→ Ext1
A(M,N).

Demostración. Dado f : M → N en A−Mod, daremos primero una
descripción de G(f) en términos de las resoluciones proyectivas de M y N .
Tenemos las resoluciones proyectivas ṖM y ṖN de M y N respectivamente,
es decir, las sucesiones:

· · · // P−2
M

d−2
PM // P−1

M

d−1
PM // P 0

M

ηM //M // 0 · · ·

· · · // P−2
N

d−2
PN // P−1

N

d−1
PN // P 0

N

ηN // N // 0 · · ·

son exactas. Definimos los morfismos

η̇M = (. . . , 0, ηM , 0, . . . ), η̇N = (. . . , 0, ηN , 0, . . . ), ḟ = (. . . , 0, f, 0, . . . ),

cuya única entrada que podŕıa ser distinta de cero está en el lugar cero. Es
claro que

η̇M : ṖM −→M, η̇N : ṖN −→ N y ḟ : M −→ N,

son morfismos de complejos. Por el teorema de la comparación (??), f se
levanta a un morfismo único (hasta homotoṕıa) f̂ de ṖM en ṖN , tal que

P 0
M

ηM //

f̂0

��

M

f

��
P 0
N

ηN // N

conmuta. Luego, es claro que conmuta

ṖM

η̇M
��

f̂ // ṖN

η̇N
��

M
ḟ // N,

(5.22)
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en C (A), porque, si i 6= 0, tenemos el diagrama conmutativo: P iM

0

��

f̂ i // P iN

0

��
0 0 // 0,

y si i = 0, entonces, P 0
M

ηM

��

f̂0
// P 0
N

ηN

��
M

f // N

conmuta porque f̂ levanta a f .

Aplicamos Qπ al diagrama (??) para obtener que, en la categoŕıa deri-
vada D(A), también conmuta:

ṖM

Qπ(η̇M )

��

Qπ(f̂) // ṖN

Qπ(η̇N )
��

M
Qπ(ḟ) // N.

Como πη̇M y πη̇N son cuasi-isomorfismos (ver (??)), entonces Qπ(η̇M ) y
Qπ(η̇N ) son isomorfismos en D(A). Aśı que

G(f) := Qπ(ḟ) = Qπ(η̇N )Qπ(f̂)Qπ(η̇M )−1,

para f̂ un levantamiento de f y, como πf̂ es único en K(A) (pues los levan-
tamientos de f son homotópicos), entonces G(f) está bien definido.

Veamos que G es fiel. Supongamos que G(f) = 0, entonces tenemos
que 0 = G(f) = Qπ(η̇N )Qπ(f̂)Qπ(η̇M )−1. Por lo tanto, Qπ(f̂) = 0. Por la
proposición (??), ṖM es q-proyectivo. Usando (??), resulta que πf̂ = 0. Por
lo tanto, f̂ es homotópico al morfismo cero 0: ṖM → ṖN de complejos. De
ah́ı que existe un morfismo t : P 0

M → P−1
N tal que f̂0 = d−1

PN
t. Por lo tanto,

fηM = ηN f̂
0 = ηNd

−1
PN
t = 0t = 0, como ηM es epimorfismo, tenemos que

f = 0.
Para ver que G es pleno, sea g : M → N un morfismo en D(A). Tenemos

el diagrama conmutativo en D(A):

ṖM
Qπ(η̇N )−1gQπ(η̇M ) //

Qπ(η̇M )

��

ṖN

Qπ(η̇N )

��
M

g // N.

Por la proposición (??), ṖM es q-proyectivo. Luego, (??) implica queQπ(η̇N )−1gQπ(η̇M ) =
Q(h̄), para un morfismo h̄ = πḣ : ṖM → ṖN en K(A). Entonces g =
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Qπ(η̇N )Qπ(ḣ)Qπ(η̇M )−1. Luego, por la proposición (??), a ḣ le corres-
ponde un único morfismo f : M → N tal que fηM = ηNh

0. Además,
G(f) = Qπ(η̇N )Qπ(ḣ)Qπ(η̇M )−1 = g. Luego, hemos probado que G es fiel
y pleno.

Sea ϕ el isomorfismo entre HomD(A)(M,N [1]) y HomD(A)(ṖM , ṖN [1])

(pues ṖM
Qπ(η̇M )

∼=
//M y ṖN

Qπ(η̇N )

∼=
// N en D(A), ver ejemplo (??)). Este iso-

morfismo env́ıa δ ∈ HomD(A)(M,N [1]) en Qπ(η̇N [1])−1δQπ(η̇M ). Por el
teorema (??), la proposición (??) y el lema (??), tenemos la cadena de
isomorfismos:

HomD(A)(ṖM , ṖN [1]) HomK(A)(ṖM , ṖN [1])
Q

∼=
oo Ψ̂

∼=
// ExtC (ṖM , ṖN )

ψ∼=
��

HomD(A)(M,N [1])

ϕ ∼=

OO

Ext1
A(M,N).

Luego, para cada pareja de módulos M , N , tenemos que ΦM,N := ψΨ̂Q−1ϕ
es un isomorfismo de grupos. 2

En particular, la proposición anterior muestra que la categoŕıa D(A) no
es trivial.

Proposición 5.62. Sea 0 // Ẋ
u̇ // Ė

v̇ // Ẏ // 0 una sucesión

exacta de complejos, entonces existe un triángulo Ẋ
Qu̇ // Ė

Qv̇ // Ẏ
w // Ẋ[1]

en D(A).

Demostración. En la demostración del lema (??) vimos que dado el
morfismo u̇, tenemos la E-sucesión:

0 // Ẋ

“
u̇
σ̇

”
// Ė ⊕ Ṫ

( ġ, ṫ ) // Ż // 0 (5.23)

donde Ṫ es un complejo E-proyectivo y ( ġ, ṫ ) es conúcleo de
(
u̇
σ̇

)
. En parti-

cular, (??) es una sucesión exacta de complejos en C (A). Luego, tenemos el
diagrama:

0 // Ẋ

“
u̇
σ̇

”
// Ė ⊕ Ṫ

( ġ, ṫ ) //

( 1, 0 )

��

Ż //

λ̇
��

0

0 // Ẋ
u̇ // Ė

v̇ // Ẏ // 0.
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El cuadrado de la izquierda conmuta, entonces v̇ ( 1, 0 )
(
u̇
σ̇

)
= v̇u̇ = 0, y

puesto que ( ġ, ṫ ) es conúcleo de
(
u̇
σ̇

)
, entonces existe un único morfismo

λ̇ : Ż → Ẏ que hace conmutar el cuadrado a la derecha. Tomando la sucesión
larga de homoloǵıa para ambas sucesiones exactas y el morfismo entre ellas
tenemos el diagrama:

· · ·Hi(Ẋ)
Hi( u̇σ̇ )

// Hi(Ė ⊕ Ṫ )
Hi( ġ, ṫ )//

Hi( 1, 0 )

��

Hi(Ż)
δ //

Hiλ̇

��

Hi+1(Ẋ)
Hi+1( u̇σ̇ )

// Hi+1(Ė ⊕ Ṫ ) · · ·

Hi+1( 1, 0 )

��
· · ·Hi(Ẋ)

Hiu̇ // Hi(Ė)
Hiv̇ // Hi(Ẏ )

δ′ // Hi+1(Ẋ)
Hi+1u̇ // Hi+1(Ė) · · ·

donde δ y δ′ son los morfismos conexión. Este diagrama es conmutativo,
por la naturalidad del funtor cohomológico. Hn induce un funtor Ĥn en la
categoŕıa homotópica K(A). Luego, es conmutativo el siguiente diagrama:

· · · Ĥi(Ẋ)
Ĥiu̇ // Ĥi(Ė)

Ĥi( ġ, ṫ )
// Ĥi(Ż)

δ //

Ĥiλ̇

��

Ĥi+1(Ẋ)
Ĥi+1u̇ // Ĥi+1(Ė) · · ·

· · · Ĥi(Ẋ)
Ĥiu̇ // Ĥi(Ė)

Ĥiv̇ // Ĥi(Ẏ )
δ′ // Ĥi+1(Ẋ)

Ĥi+1u̇ // Ĥi+1(Ė) · · ·

El lema del 5 nos dice que Ĥ iλ̇ es un isomorfismo para todo i ∈ Z, por lo
tanto, λ̇ es un cuasi-isomorfismo. Entonces Qλ̇ es un isomorfismo. Sea −h
el morfismo que le corresponde a la E-sucesión (??) por el teorema (??).
Entonces tenemos el siguiente diagrama en K(A):

Ẋ
u̇ //

1Ẋ
��

Ė
( ġ, ṫ )

//

1Ė
��

Ż
h //

λ̇

��

Ẋ[1]

1Ẋ [1]

��

Ẋ
u̇ // Ė

v̇ // Ẏ Ẋ[1],

donde el primer renglón es un triángulo. En la categoŕıa derivada tenemos
el diagrama conmutativo:

Ẋ
Qu̇ //

Q(1Ẋ)

��

Ė
Q( ġ, ṫ )

//

Q(1Ė)

��

Ż
Q(h) //

Qλ̇

��

Ẋ[1]

TDQ(1Ẋ)

��

Ẋ
Qu̇ // Ė

Qv̇ // Ẏ
Qh(Qλ̇)−1

// Ẋ[1].

Por lo tanto, con w = Qh(Qλ̇)−1,

Ẋ
Qu̇ // Ė

Qv̇ // Ẏ
w // Ẋ[1]
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es un triángulo en D(A). 2

Proposición 5.63. Sea el siguiente diagrama en D(A):

Ẋ
f //

δ1 ∼=
��

Ẏ
g //

δ2 ∼=
��

Ż
h // Ẋ[1]

J̇1 J̇2

tal que el primer renglón es un triángulo, J̇1 y J̇2 son complejos de inyec-
tivos y J̇2 es, además, q-inyectivo. Entonces, Ż es isomorfo en D(A) a un
complejo de inyectivos.

Demostración. Sea el morfismo δ2fδ
−1
1 : J̇1 → J̇2. Por la proposi-

ción (??), existe un único morfismo u : J̇1 → J̇2 en K(A) tal que Q(u) =
δ2fδ

−1
1 . Luego, tenemos un triángulo t : J̇1

u // J̇2

v // Conu
w // J̇1[1]

en la categoŕıa homotópica. Las entradas de Conu son módulos inyectivos,
pues son sumas finitas de entradas de J̇2 y de J̇1[1]. La imagen de t bajo el
funtor localización Q es un triángulo en D(A), y, usando que ésta es trian-
gulada, existe un morfismo δ3 : Ż → Conu en D(A), que hace conmutar el
siguiente diagrama:

Ẋ
f //

δ1 ∼=
��

Ẏ
g //

δ2 ∼=
��

Ż
h //

δ3

��

Ẋ[1]

TDδ1 ∼=
��

J̇1

Qu // J̇2

Qv // Conu
Qw // J̇1[1].

Por la proposición (??) en su versión para una categoŕıa triangulada arbitra-
ria (que se prueba con el argumento de (??) usando (??) en lugar de (??)),
δ3 es isomorfismo. Por lo tanto, Ż es isomorfo en D(A) al complejo de in-
yectivos Conu. 2

Proposición 5.64. Para cada M , N en A−Mod y para todo i > 0 se tiene
el isomorfismo

HomD(A)(M,N [i]) ∼= ExtiA(M,N).

Demostración. Sea Ṗ una resolución proyectiva de M . Tenemos los
isomorfismos:

HomD(A)(M,N [i])
∼= // HomD(A)(Ṗ , N [i])

∼= // HomK(A)(Ṗ , N [i]).
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Aplicando el funtor HomA(−, N) a Ṗ obtenemos el complejo:

0 // HomA(P 0, N)
(d−1
P )∗

// HomA(P−1, N)
(d−2
P )∗

// · · ·

HomA(P−i+1, N)
(d−iP )∗

// HomA(P−i, N)
(d−i−1
P )∗

// HomA(P−i−1, N) · · ·

Sea ḣ : Ṗ → N [i] un morfismo en C (A), luego, ḣ = (. . . , 0, h, 0, . . . ), con h
en el lugar −i. Entonces conmuta el siguiente diagrama:

· · · // P−i−1
d−i−1
P //

0

��

P−i
d−iP //

h
��

P−i+1 //

0

��

· · ·

· · · // 0 // N // 0 // · · ·

Tenemos que hd−i−1
P = 0, es decir, (d−i−1

P )∗(ḣ) = 0. Esto pasa si y sólo si ḣ
está en ker(d−i−1

P )∗. Luego, HomC (A)(Ṗ , N [i]) = ker(d−i−1
P )∗.

Por otro lado, ḣ es homotópico a cero si y sólo si existe s : P−i+1 → N
tal que sd−iP = h, esto ocurre si y sólo si ḣ está en Im(d−iP )∗. Esto es,
HomK(A)(Ṗ , N [i]) ∼= ker(d−i−1

P )∗/Im(d−iP )∗. Luego, HomD(A)(M,N [i]) ∼=
ExtiA(M,N). 2

Proposición 5.65. Sean M y N complejos concentrados, y sea i < 0.
Entonces, HomD(A)(M,N [i]) = 0.

Demostración. Sean ṖM y ṖN resoluciones proyectivas de M y N
respectivamente. Sea ḣ : ṖM → ṖN [i] un morfismo de complejos. Entonces
conmuta el siguiente diagrama:

ṖM : · · · // P−1
M

d−1
//

h−1

��

P 0
M

//

h0

��

0 //

0

��

· · · // 0 //

0

��

0 · · ·

0

��
ṖN [i] : · · · // P i−1

N

di−1
// P iN

di // P i+1
N

// · · · // P 0
N

// 0 · · ·

Luego, es claro que también conmuta el siguiente diagrama:

ṖM : · · · // P−1
M

d−1
//

h−1

��

P 0
M

//

h0

��

0 //

0

��

· · · // 0 //

0

��

0 · · ·

0

��
Ṗ : · · · // P i−1

N

di−1
// P iN

di // P i+1
N

// · · · // P 0
N

η // N · · ·
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Por lo tanto, ḣ también es un morfismo de ṖM en el complejo Ṗ que es
aćıclico, entonces por la proposición (??), ḣ es homotópico a cero y se tiene

0 = HomK(A)(ṖM , ṖN [i]) ∼= HomD(A)(ṖM , ṖN [i]) ∼= HomD(A)(M,N [i]).

2
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Caṕıtulo 6

El Algebra de Carcaj

La serie de proposiciones que probamos en este caṕıtulo prepara el camino
para la demostración del teorema principal de esta segunda etapa de la te-
sis: el teorema (??) que es análogo al de Beilinson, Ginzburg y Soergel.
Para estudiar los A-módulos graduados introducimos un carcaj QZ (defini-
ción (??) y [?]), e IZ un ideal cuadrático en kQZ (definición (??)). kQZ es
una k-álgebra graduada (positivamente). En las proposiciones (??) y (??)
probamos que, para un carcaj Q, las categoŕıas de kQ/I-módulos graduados
y de kQZ/IZ-módulos son equivalentes. Probamos la existencia de cubier-
tas proyectivas para módulos en A−Mod+, y de envolventes inyectivas para
módulos en A−Mod− (definición (??)). Luego, tenemos resoluciones proyec-
tivas y corresoluciones inyectivas de módulos en esos casos.

6.1. Algebras de carcaj y representaciones

Definición 6.1. 1. Un carcaj Q es una gráfica orientada que consta de
un conjunto de vértices Q0 y un conjunto de flechas Q1. Si Q0 y Q1

son finitos, decimos que Q es finito, de lo contrario, Q es infinito.

2. Denotamos por i
α // j la flecha α que inicia en el vértice i y ter-

mina en el vértice j.

3. Un carcaj Q es localmente finito si en cada vértice el número de flechas
que entran y el número de flechas que salen es finito.

4. Un camino dirigido (de longitud n > 1) del vértice i al vértice j es una
sucesión de vértices y flechas (j|αn, . . . , α1|i), que también se denota
por αn . . . α1, donde cada αt termina donde αt+1 comienza. Tenemos
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también, para cada vértice i, el camino dirigido trivial ei = (i||i) de
longitud cero.

Proposición 6.2. Sea Q un carcaj. Denotaremos por kQ el k-espacio vecto-
rial con base el conjunto de todos los caminos dirigidos del carcaj Q (incluso
los triviales). Definamos un producto en los elementos de la base de la si-
guiente forma:

(l|βm, . . . , β1|h)(j|αn, . . . , α1|i) =
{

0, si h 6= j
(l|βm, . . . , β1, αn, . . . , α1|i), si h = j.

Esta definición del producto de caminos se extiende de manera única a to-
do kQ por bilinealidad. Entonces, kQ es una k-álgebra con idempotentes
{ei}i∈Q0 y tenemos kQ = (kQ, {ei}i∈Q0). Además, la familia {ei}i∈Q0 es un
sistema completo de idempotentes ortogonales (definición (??)).

Demostración. En efecto, se cumple que

a(γ1γ2) = (aγ1)γ2 = γ1(aγ2)

para todo a ∈ k y γ1, γ2 ∈ kQ. Además, si Q es finito, 1 =
∑
i∈Q0

ei en kQ.

Si Q es infinito, entonces no hay unidad en kQ. La asociatividad en kQ se
sigue de la asociatividad del producto de caminos dirigidos.

Observemos que, eiej = δijei (la delta de Kronecker) para toda pareja
ei, ej de caminos triviales. Además, es fácil ver que kQ=

⊕
i,j∈Q0

ejkQei. 2

Definición 6.3. Sea Q un carcaj, le llamaremos a kQ el álgebra de carcaj
asociada a Q.

Definición 6.4. Una k-representación del carcaj Q, es una pareja

V = ({Vi}i∈Q0 , {Vα}α∈Q1),

donde {Vi}i∈Q0 es una familia de k-espacios vectoriales (uno por cada vérti-
ce i de Q0), y {Vα}α∈Q1 es una familia de k-transformaciones lineales (una

por cada flecha α de Q1), tal que, si i
α // j , entonces Vi

Vα // Vj . Sean
V = ({Vi}i∈Q0 , {Vα}α∈Q1) y W = ({Wi}i∈Q0 , {Wα}α∈Q1) un par de k-
representaciones de Q. Un morfismo de representaciones φ de V en W es
una familia de transformaciones lineales φ = {φi : Vi → Wi}i∈Q0 tal que,
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para cada i
α // j en Q1, conmuta el cuadrado:

Vi
Vα //

φi
��

Vj

φj
��

Wi
Wα //Wj .

Si V
φ // W

ψ // Z son morfismos de representaciones, entonces definir
el producto ψφ := {ψiφi}i∈Q0 (la composición puntual), nos da un morfismo
de representaciones. Denotaremos por Repk(Q) la categoŕıa de k-represen-
taciones de Q cuyos objetos son las k-representaciones de Q y los morfismos
son los de k-representaciones.

Consideremos la categoŕıa de kQ-módulos en el sentido del caṕıtulo 5.
Obsérvese que si M es un kQ-módulo, entonces M es un k-espacio vectorial.

El siguiente teorema es muy importante porque nos permite ver a los
kQ-módulos como representaciones del carcaj Q. La demostración nos dice
exactamente cómo dar ese paso.

Teorema 6.5. Dado un carcaj Q, la categoŕıa de kQ-módulos izquierdos es
equivalente a la de k-representaciones de Q.

Demostración. Daremos un funtor F : Repk(Q) → kQ−Mod como
sigue: Sea V = ({Vi}i∈Q0 , {Vα}α∈Q1), una k-representación. Definimos el k-
espacio vectorial F (V ) :=

⊕
i∈Q0

Vi. Por simplicidad, pensaremos a F (V ) como

una suma directa interna, es decir, Vi ⊆ F (V ), para i ∈ Q0. Definamos una
acción de kQ en

⊕
i∈Q0

Vi: Sean v = vj1 + · · ·+vjl , con vjm ∈ Vjm , un elemento

de
⊕
i∈Q0

Vi y γ un camino dirigido en Q. Si γ = ea es el camino trivial en el

vértice a, entonces:

eav =
{

0, si a 6= jm, para todo jm,
va, si a = jm, para algún jm.

Si γ no es trivial, entonces es una sucesión de flechas γ = αt . . . α1. Supon-
gamos que γ va del vértice a en el vértice b, luego

γv =
{

0, si a 6= jm, para todo jm,
Vαt . . . Vα1(va) si a = jm, para algún jm.
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Esta acción se extiende a las combinaciones lineales de caminos, y nos per-
mite (haciendo verificaciones rutinarias) probar que

⊕
i∈Q0

Vi es un kQ-módu-

lo. Obsérvese que Vi = eiF (V ), y entonces F (V ) =
⊕
i∈Q0

eiF (V ). Luego,

F está bien definida en objetos. Ahora definamos F en morfismos. Sea
f = {f i}i∈Q0 : V → W un morfismo de representaciones. Sean λVi y λWi

inclusiones en el siguiente diagrama:

V
� //

f

��

⊕
i∈Q0

Vi

F (f)

��

Vi? _
λVioo

f i

��
W

� // ⊕
i∈Q0

Wi Wi.? _
λWioo

Por la propiedad universal del coproducto
⊕
i∈Q0

Vi, la función lineal F (f)

existe y es la única tal que, para todo i ∈ Q0, F (f)λVi = λWif
i. Como

estamos pensando a F (V ) como suma directa interna de los espacios Vi,
tenemos F (f)(vi) = f i(vi), para i ∈ Q0. Además, F (f) es de kQ-módulos.
En efecto, basta probar que F (f)(zv) = zF (f)(v) para z un camino trivial o
una flecha, luego haciendo inducción en la longitud, se tiene para cualquier
camino y por linealidad se extiende a todo elemento de kQ. Sea v =

∑
s
vs ∈

F (V ), con vs ∈ Vs, luego eiv = vi. Entonces

F (f)(eiv) = F (f)(vi) = f i(vi) = ei
∑
s

fs(vs) = eiF (f)(v).

Además, si i
α // j , entonces αv = α(

∑
s
vs) = Vα(vi). Luego,

F (f)(αv) = F (f)(Vα(vi)) = f j(Vα(vi)) = Wαf
i(vi).

Por otro lado,

αF (f)(v) = αF (f)[
∑
s
vs] = α

∑
s
f s(vs) = Wα(f i(vi))

= F (f)(αv).

Sea ahora z = γ un camino arbitrario. Por inducción sobre la longitud de
γ, si ésta es uno, γ es una flecha y ya probamos que γF (f)(v) = F (f)(γv).
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Supongamos que la longitud de γ es mayor que uno, entonces γ = γ1γ2 con
γ1 y γ2 de longitud menor a la de γ. Luego, usando la hipótesis de inducción:

F (f)(γv) = F (f)[γ1(γ2v)] = γ1F (f)[γ2v] = γ1γ2F (f)(v) = γF (f)(v).

Esta propiedad se extiende por linealidad para z =
∑
s
csγs en kQ. Por lo

tanto, F está bien definido en morfismos. Además, por la forma en que lo
definimos, usando la propiedad universal del coproducto, se tiene que F es
un funtor.

Ahora, demos un funtor G : kQ−Mod→ Repk(Q) que sea inverso de F .
Sea M un kQ-módulo. A cada vértice i en Q0 le asignamos el k-espacio vec-
torial Mi := eiM y a cada flecha α : i→ j en Q1 el morfismo multiplicar por
α que denotamos por Mα. Es claro que Mα es una k-transformación lineal
que va de Mi en Mj . Entonces definimos G(M) = ({Mi}i∈Q0 , {Mα}α∈Q1).
Sea f : M → N un morfismo de kQ-módulos. Sea fi la restricción de f a
Mi. Este morfismo tiene imagen contenida en Ni. Veamos que (fi)i∈Q0 es un
morfismo de la representación G(M) en G(N). Esto lo tenemos al probar
que conmuta el siguiente diagrama:

Mi
fi //

Mα

��

Ni

Nα
��

Mj
fj // Nj .

Esto es cierto porque f es un morfismo de kQ-módulos. Además, es claro
que G es un funtor y que GF ∼= 1Repk(Q) y FG ∼= 1kQ−Mod. 2

Debido a esta equivalencia, no haremos distinción entre un kQ-módulo
y su respectiva k-representación de Q. En adelante usaremos el término que
mejor convenga en cada caso.

Por simplicidad, a menudo denotaremos la k-álgebra con idempotentes
kQ por kQ.

Definición 6.6. Sea F i el k-subespacio vectorial de kQ generado por los
caminos de longitud mayor o igual que i, para i ∈ N.

Observemos que F i es un ideal.

Definición 6.7. Sea I un ideal de kQ. Decimos que I es admisible si
está contenido en F 2.
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Notemos que, si I es un ideal admisible de kQ, el anillo cociente kQ/I
es una k-álgebra con idempotentes {ei + I}i∈Q0 . La categoŕıa kQ/I−Mod
puede identificarse con la subcategoŕıa plena de kQ−Mod cuyos objetos son
los kQ-módulos M que son anulados por I (es decir, IM = 0). Podemos
hacer esto mediante el funtor canónico E : kQ/I−Mod → kQ−Mod, que
es fiel y pleno, y cuya imagen son precisamente los kQ-módulos que son
anulados por I.

En adelante, será útil la siguiente notación: Si V = ({Vi}i∈Q0 , {Vα}α∈Q1)
es una k-representación del carcaj Q y γ es un camino dirigido de Q (con
longitud > 1), entonces Vγ := Vαl · · ·Vα2Vα1 , donde γ = αl · · ·α2α1 es la
presentación del camino γ como producto de flechas.

Proposición 6.8. Sea I un ideal admisible de kQ, denotamos por Repk(Q, I)
la subcategoŕıa plena de Repk(Q) cuyos objetos son las representaciones
V = ({Vi}i∈Q0 , {Vα}α∈Q1) tales que, para cada x =

∑
cuγu ∈ I ⊆ kQ, se

tiene
∑
cuVγu = 0. El funtor F que nos da la equivalencia de categoŕıas en el

teorema (??) se restringe a una equivalencia de categoŕıas entre Repk(Q, I)
y kQ/I−Mod.

6.2. Algebras de carcaj y módulos graduados

Definición 6.9. Sea A una k-álgebra. Decimos que A es una k-álgebra
graduada (sobre los enteros) si se cumple que:

i) A =
⊕
i∈Z

Ai, donde cada Ai es un k-subespacio vectorial de A.

ii) Si a ∈ Ai y b ∈ Aj, entonces ab ∈ Ai+j.

A los elementos de Ai se les llama homogéneos (de grado i).
Una k-álgebra con idempotentes A = (A, {ei}i∈P ) se llama graduada si

y sólo si A lo es y ei ∈ A0, para todo i ∈ P .

Definición 6.10. Sea A una k-álgebra graduada. Entonces:

a) Un A-módulo izquierdo M se dice graduado si:

i) M =
⊕
i∈Z

M i, con cada M i un k-subespacio vectorial de M .

ii) Si a ∈ Ai y m ∈M j, entonces am ∈M i+j.

A los elementos de M i se les llama homogéneos (de grado i).

De manera análoga se definen los A-módulos derechos graduados.
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b) Un morfismo f : M → N de módulos graduados se dice graduado si
f(M i) ⊆ N i.

La categoŕıa graduada de A-módulos A-Grad es aquella que tiene por
objetos a los A-módulos (izquierdos) graduados y cuyos morfismos son los
graduados (ver definición (??), observación (??) y observación (??)).

En adelante, sea A una k-álgebra graduada.

Definición 6.11. Un ideal I de A se llama homogéneo si siempre que
n∑
i=1

xi ∈ I con x1, . . . , xn elementos homogéneos de A de grados distintos,

tenemos que x1, . . . , xn ∈ I.

Proposición 6.12. Sea I un ideal homogéneo de A, entonces A/I es una
k-álgebra graduada.

Demostración. Sea A =
⊕
i∈Z

Ai y ϕ : A // // A/I la proyección natu-

ral. Afirmamos que A/I =
⊕
i∈Z

ϕ(Ai) y que ésta es una graduación de A/I. Es

claro que A/I =
∑
i∈Z

ϕ(Ai). Veamos que esta suma es directa: Supongamos

que 0 = ϕ(a1) + · · ·+ ϕ(as) con aj ∈ At(j), para alguna función inyectiva t.
Entonces 0 = ϕ(a1 + · · ·+as). Luego, a1 + · · ·+as está en I homogéneo. Por
lo tanto, cada ai está en I. Luego, ϕ(a1) = · · · = ϕ(as) = 0. Además es claro
que, si x ∈ ϕ(Ai), y ∈ ϕ(Aj), entonces x = ϕ(a) y y = ϕ(b) para algunos
a ∈ Ai y b ∈ Aj . Aśı, xy = ϕ(a)ϕ(b) = ϕ(ab) está en ϕ(Ai+j). Si {ei}i∈Q0

es el sistema completo de idempotentes ortogonales de A, sea ēi = ϕ(ei),
entonces {ēi}i∈Q0 es un sistema completo de idempotentes ortogonales de
A/I. 2

Afirmación 6.13. Sea I un ideal de A. I es homogéneo si y sólo si está ge-
nerado por un conjunto de elementos homogéneos.

Demostración. Para cada j ∈ Z, definamos Ij := I ∩ Aj . Este es un
conjunto de elementos homogéneos. Sea X =

⋃
j∈Z

Ij . Afirmamos que X gene-

ra I. En efecto, veamos que cualquier elemento a de I es suma de elementos
en X. Sea a = a1 + · · ·+ as con aj ∈ At(j) un elemento de I. Como éste es
homogéneo, cada aj está en I. Por lo tanto, cada aj está en It(j) ⊆ X. Para
el rećıproco supongamos que I está generado por un conjunto X de elemen-
tos homogéneos de A. Sea a ∈ I, con a = a1 + · · ·+ as para aj ∈ At(j). Por
otro lado, como X genera I, tenemos a = α1x1β1 + · · · + αrxrβr, con cada
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xi ∈ X y αi, βi ∈ A. Entonces αi = α1
i + · · ·+ α

f(i)
i y βi = β1

i + · · ·+ β
g(i)
i ,

como suma de elementos homogéneos, para cada i ∈ {1, . . . , r}. Entonces∑
ai = a =

∑
αmj xjβ

n
j y cada sumando es homogéneo y está en I. 2

Ejemplo 6.14. Sea Q un carcaj, entonces kQ es un álgebra graduada. En
efecto, definamos: (kQ)m = 0 si m < 0 y si m > 0, entonces (kQ)m es el
k-espacio vectorial generado por los caminos dirigidos de longitud m. Aśı,
si t ∈ kQ es un elemento homogéneo de grado m, entonces t es combinación
lineal de caminos de longitud m.

Luego, siempre que I sea un ideal admisible generado por elementos ho-
mogéneos, tendremos que A = kQ/I es un álgebra graduada con un sistema
completo de idempotentes ortogonales.

Sea A = kQ/I con I ideal homogéneo. Tenemos dos categoŕıas: A−Mod
y A-Grad, la categoŕıa de A-módulos izquierdos graduados. Observemos que
A-Grad está contenida en A−Mod, pero no de manera plena.

Definición 6.15. Sea Q un carcaj. Definimos un nuevo carcaj QZ cuyo
conjunto de vértices es (QZ)0 = Q0 × Z = {(x, i) | x ∈ Q0, i ∈ Z} y para

cada flecha x α // y en Q1, entonces (x, i)
(α,i) // (y, i+ 1) es una flecha

en (QZ)1.

Observación 6.16. Si Q es un carcaj finito, tenemos:

1. QZ es infinito, pero localmente finito (definición (??)). Se sigue que,
para cada n ∈ N, y cada vértice x̄ ∈ QZ, el número de caminos dirigidos
de longitud n que salen de x̄ es finito.

2. Si en QZ hay un camino dirigido γ de (x, i) en (y, j), entonces j > i
y el camino γ tiene longitud j − i. En efecto, si en QZ hay una flecha
de (w, r) en (z, s), tenemos necesariamente s = r + 1.

2. De (1) y (2) obtenemos que, dado cualquier par de vértices x̄, ȳ de QZ,
el conjunto de caminos dirigidos de x̄ en ȳ es finito. Luego, el conjunto
de vértices por los que pasan dichos caminos, que denotaremos por
[x̄, ȳ], es finito. A esta propiedad se le llama intervalo finito.

Ejemplo 6.17. Tenemos los siguientes ejemplos de carcajes:
1. Q = An

· · · · ·- - . . . -x1 x2 x3 xn xn+1

α1 α2 αn
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En este caso, QZ = (An)Z es el siguiente carcaj:

...
· · · · ·- - . . . -(x1,−1) (x2, 0) (x3, 1) (xn, n−2) (xn+1, n−1)

(α1,−1) (α2, 0) (αn,n−2)

· · · · ·- - . . . -(x1, 0) (x2, 1) (x3, 2) (xn, n−1) (xn+1, n)

(α1, 0) (α2, 1) (αn,n−1)

· · · · ·- - . . . -(x1, 1) (x2, 2) (x3, 3) (xn, n) (xn+1, n+1)

(α1, 1) (α2, 2) (αn, n)...
2. Q = An,

· · · · ·- -
�� . . . -

�x1 x2 x3 xn xn+1

α1 α2 αn

α∗1 α∗2 α∗n

Si n = 3, tenemos que QZ = A
Z
3 es la unión del siguiente par de gráficas:

$$JJJJJJJJJJ (x4, 3)

(α∗3 ,3)
JJJJ

$$JJJJ

(x4, 5)

(α∗3 ,5)
JJJJ

$$JJJJ

(x4, 7)

$$JJJJJJJJJJ (x3, 2)

(α∗2 ,2)
JJJJ

$$JJJJ

(α3,2)tttt

::tttt

(x3, 4)

(α∗2 ,4)
JJJJ

$$JJJJ

(α3,4)tttt

::tttt

(x3, 6)

(α3,6)tttt

::tttt

$$JJJJJJJJJJ

(x2, 1)

(α∗1 ,1)
JJJJ

$$JJJJ

(α2,1)tttt

::tttt

(x2, 3)

(α∗1 ,3)
JJJJ

$$JJJJ

(α2,3)tttt

::tttt

(x2, 5)

(α2,5)tttt

::tttt

$$JJJJJJJJJJ

(x1, 0)

(α1,0)tttt

::tttt

(x1, 2)

(α1,2)tttt

::tttt

(x1, 4)

(α1,4)tttt

::tttt

$$JJJJJJJJJJ (x4, 4)

(α∗3 ,4)
JJJJ

$$JJJJ

(x4, 6)

(α∗3 ,6)
JJJJ

$$JJJJ

(x4, 8)

$$JJJJJJJJJJ (x3, 3)

(α∗2 ,3)
JJJJ

$$JJJJ

(α3,3)tttt

::tttt

(x3, 5)

(α∗2 ,5)
JJJJ

$$JJJJ

(α3,5)tttt

::tttt

(x3, 7)

(α3,7)tttt

::tttt

$$JJJJJJJJJJ

(x2, 2)

(α∗1 ,2)
JJJJ

$$JJJJ

(α2,2)tttt

::tttt

(x2, 4)

(α∗1 ,4)
JJJJ

$$JJJJ

(α2,4)tttt

::tttt

(x2, 6)

(α2,6)tttt

::tttt

$$JJJJJJJJJJ

(x1, 1)

(α1,1)tttt

::tttt

(x1, 3)

(α1,3)tttt

::tttt

(x1, 5)

(α1,5)tttt

::tttt

3. Sea Q el siguiente carcaj:

xα ;; β
{{

tal que βα = αβ. Entonces QZ se visualiza de la siguiente manera:

· · · ·- - -
- - -(x, 0) (x, 1) (x, 2) (x, 3)

(β, 0) (β, 1) (β, 2)

(α, 0) (α, 1) (α, 2)

. . . . . .
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4. Si Q es el siguiente carcaj:

y
β

''OOOOOOOOOOOOOO

x

α

77oooooooooooooo

γ
  @@@@@@@ z

u
δ

// v
ε

??~~~~~~~

entonces QZ se ve como:
(y,−1)

(β,−1)

))TTTTTTTTTTTTTTT

(x,−2)

(α,−2)

44iiiiiiiiiiiiiiiii

(γ,−2)

8888888

��8888888

(y, 0)
(β,0)

))TTTTTTTTTTTTTTTT (z, 0)

(x,−1)

(α,−1)

44iiiiiiiiiiiiiiiiii

(γ,−1)

8888888

��8888888

(y, 1)
(β,1)

))TTTTTTTTTTTTTTTT (z, 1)

(x, 0)

(α,0)

44iiiiiiiiiiiiiiiiii

(γ,0)

8888888

��8888888

(u,−1)
(δ,−1)

//(v, 0)

(ε,0)wwww

;;wwww

(z, 2)

(u, 0)
(δ,0)

//(v, 1)

(ε,1)wwww

;;wwww

(z, 3)

(u, 1)
(δ,1)

//(v, 2)

(ε,2)wwww

;;wwww

Proposición 6.18. Sea Q un carcaj. Las categoŕıas kQZ−Mod y kQ-Grad
son equivalentes.

Demostración. Veamos que existe un funtor F : kQZ−Mod → kQ-
Grad que es fiel, pleno y denso. SiM es una k-representación deQZ, definimos
el kQ-módulo izquierdo F (M) =

⊕
x∈Q0

F (M)x, con cada F (M)x =
⊕
i∈Z

Mx,i. Si

α : x→ y es una flecha de Q, entonces F (M)α : F (M)x → F (M)y está dado
por

F (M)α :
⊕
i∈Z

Mx,i −→
⊕
i∈Z

My,i∑
mx,i 7→

∑
Mα,i(mx,i).

Sean M y N un par de k-representaciones de QZ y f : M → N un morfismo
entre ellas (luego, f = (fx,i : Mx,i → Nx,i)(x,i)∈QZ

0
). Entonces tenemos el
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siguiente diagrama conmutativo:

Mx,i
� � //

fx,i

��

⊕
i∈Z

Mx,i
� � //

F (f)x
��

⊕
x∈Q0

F (M)x

F (f)

��

Nx,i
� � // ⊕

i∈Z
Nx,i

� � // ⊕
x∈Q0

F (N)x,

(6.1)

donde la propiedad universal del coproducto
⊕
i∈Z

Mx,i implica la existencia

y unicidad de F (f)x, y ésta, a su vez, la de F (f). Es claro que F (f) es un
morfismo de kQ-módulos izquierdos. Además, de su definición también es
claro que F es un funtor. Veamos que F (M) es un kQ-módulo graduado. Se
tiene que F (M) =

⊕
x∈Q0

(
⊕
i∈Z

Mx,i). Definimos una graduación de la siguiente

manera: F (M)t =
⊕
x∈Q0

Mx,t. Es claro que F (M) =
⊕
t∈Z

F (M)t y que cada

F (M)t es un k-subespacio vectorial de F (M). En la graduación que dimos
a kQ los caminos triviales son de grado 0 y las flechas son de grado 1. Basta
probar entonces que, dado m ∈ F (M)t, exm está en F (M)t y αm está en
F (M)t+1 para ex camino trivial y α una flecha. Sea m = mx0,t + · · ·+mxs,t

en F (M)t, con x0, . . . , xs ∈ Q0 distintos. Si x 6= xi para i ∈ s, entonces
exm = 0. En otro caso exm = mx,t y en ambos casos exm está en F (M)t.
Sea α : x → y, si x 6= xi para i ∈ s, entonces αm = 0. De lo contrario,
αm = Mα,t(mx,t) está en My,t+1, luego, αm está en F (M)t+1. Además,
F (f) es un morfismo de módulos graduados. En efecto, sea m = mx0,t +
· · · + mxs,t en F (M)t. Se tiene F (f)(m) = fx0,t(mx0,t) + · · · + fxs,t(mxs,t)
en Nx0,t ⊕ · · · ⊕ Nxs,t ⊆ F (N)t. Luego, F es un funtor de kQZ−Mod en
kQ-Grad.

Probemos ahora que F es fiel, supongamos F (f) = 0. Sea m = px0 +
px1 + · · · + pxr en

⊕
x∈Q0

F (M)x, con cada pxt ∈ F (M)xt =
⊕
i∈Z

Mxt,i. Por lo

tanto, pxt = mxt,i0 +mxt,i1 + · · ·+mxt,is . Sin perder generalidad, y para no
hacer más complicada la notación, podemos suponer que

m = mx0,i0 +mx0,i1 + · · ·+mx0,is

+ mx1,i0 +mx1,i1 + · · ·+mx1,is
...
+ mxr,i0 +mxr,i1 + · · ·+mxr,is .
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Luego,

0 = F (f)(m) = fx0,i0(mx0,i0) + · · ·+ fx0,is(mx0,is)
+ fx1,i0(mx1,i0) + · · ·+ fx1,is(mx1,is)
...
+ fxr,i0(mxr,i0) + · · ·+ fxr,is(mxr,is),

donde cada fxu,iv(mxu,iv) está en Nxu,iv . Luego, cada fxu,iv(mxu,iv) = 0,
para todo m. Luego, cada fxu,iv = 0. Por lo tanto, f = 0.

Veamos que F es pleno: Sea u : F (M) → F (N) un morfismo de kQ-
módulos graduados. Entonces u(F (M)i) ⊆ F (N)i, aśı que u se restringe a
morfismos que van de F (M)i =

⊕
x∈Q0

Mx,i a F (N)i =
⊕
x∈Q0

Nx,i. Llamémosle

ui a la restricción de u a F (M)i. Como Mx,i = exF (M)i en cada x ∈ Q0

tenemos:

ui(Mx,i) = ui(exF (M)i) = exu
i(F (M)i) ⊆ exF (N)i = Nx,i.

Aśı que ui se restringe, a su vez, a morfismos de los espacios vectoriales
Mx,i a los espacios vectoriales Nx,i. Es decir, u da lugar a transformaciones
lineales ux,i : Mx,i → Nx,i. Sea û := (ux,i)(x,i)∈QZ

0
. Probemos que û : M → N

es un morfismo de representaciones de QZ. Sea (α, i) : (x, i)→ (y, i+ 1) una
flecha en QZ. Veamos que conmuta:

Mx,i
Mα,i //

ux,i

��

My,i+1

uy,i+1

��
Nx,i

Nα,i // Ny,i+1.

Sea m ∈Mx,i, entonces

uy,i+1Mα,i(m) = uy,i+1(α, i)m = uy,i+1αm = αux,i(m) = Nα,iux,i(m).

Luego, û ∈ HomkQZ(M,N), y, además, F (û) = u.
Para ver que es denso, tomemos M un kQ-módulo graduado. Por ser

kQ-módulo, M =
⊕
x∈Q0

exM . Por otro lado, M es graduado y tenemos

M =
⊕
i∈Z

M i con cada M i un k-subespacio vectorial. Entonces, se tiene

que M i =
⊕
x∈Q0

exM
i (exM i ⊆ M i porque ex es de grado 0 y M i de grado

i). Buscamos una k-representación de QZ cuya imagen bajo F sea isomor-
fa a M . Definimos Mx,i = exM

i, y si α : x → y es una flecha, entonces
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Mα,i : Mx,i →My,i+1 es el morfismo multiplicar por α. Aśı, dado m en Mx,i

se tiene que m es de grado i, luego, Mα,i(m) = αm = eyαm es de grado i+1
y está en eyM i+1 = My,i+1. Además, F ({Mx,i}, {Mα,i}) = M y se tiene que
F es denso. 2

Lema 6.19. Sea A una k-álgebra con idempotentes {ex}x∈P y sea I un ideal
de A. Entonces,

1. I =
⊕

x,y∈P
eyIex.

2. Si el conjunto G genera a I, también lo hace el conjunto
⋃

x,y∈P
eyGex.

Demostración. 1. Como I es un ideal de A,
∑

x,y∈P
eyIex ⊆ I. Por

hipótesis, A =
⊕

x,y∈P
eyAex. Luego, si a ∈ I ⊆ A, tenemos a =

n∑
i=1

eyiaiexi ,

con las parejas (xi, yi) ∈ P × P distintas. Entonces, eyiaiexi = eyiaexi ∈ I
y, por lo tanto, a ∈

∑
x,y∈P

eyIex. Finalmente, I =
⊕

x,y∈P
eyIex porque A =⊕

x,y∈P
eyIex.

2. Supongamos I =< G >. Como I es un ideal, <
⋃

x,y∈P
eyGex >⊆ I. Si

d ∈ I, entonces d =
∑
asgsbs con gs ∈ G y as, bs ∈ A =

⊕
x,y∈P

eyAex. Luego,

para cada s tomemos as =
∑
i∈Fs

eyia
i
sexi y bs =

∑
j∈Hs

eyjb
j
sexj . Aśı,

d =
∑
s,i,j

eyia
i
sexigseyjb

j
sexj ∈ <

⋃
x,y∈P

eyGex > .

2

Proposición 6.20. Sea Q un carcaj e I un ideal de kQ. Entonces, I es
homogéneo si y sólo si para todo x, y en Q0, eyIex está generado (como

k-espacio vectorial) por elementos de la forma
n∑
u=1

cuγu, con cada γu un

camino de x a y y todos estos de la misma longitud.

Demostración. Si I es homogéneo, está generado por un conjunto G de
elementos homogéneos. Por el segundo inciso del lema anterior,

⋃
x,y∈Q0

eyGex
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también genera a I. Como kQ tiene por base los caminos dirigidos,

Ĝ := {δeygexγ | g ∈ G;x, y ∈ Q0; γ, δ caminos dirigidos }

es un conjunto de elementos homogéneos de I, que lo generan como k-espacio
vectorial. Cada elemento no nulo δeygexγ de Ĝ es una combinación k-lineal
de caminos dirigidos que inician donde lo hace γ y terminan donde lo hace
δ. Se sigue que cada etIez está generado como k-espacio vectorial por etĜez
(cuyos elementos tienen la forma deseada).

Para el rećıproco, por el primer inciso del lema anterior, I =
⊕

x,y∈Q0

eyIex

estaŕıa generado por elementos homogéneos (incluso como k-espacio vecto-
rial). Aśı, I es un ideal homogéneo. 2

Definición 6.21. Sean dos carcajes Q = (Q0, Q1) y Q′ = (Q′0, Q
′
1). Un

morfismo de carcajes f : Q → Q′ es una pareja de funciones f = (f0, f1),
donde f0 : Q0 → Q′0 y f1 : Q1 → Q′1 tal que f1(α) : f0(i) → f0(j) en Q′1
siempre que α : i→ j en Q0. Por simplicidad, omitiremos los sub́ındices de
las funciones.

Por ejemplo:

QZ

π

��

(x, i)
(α,i) //

_

��

(y, i+ 1)
_

��
Q x α // y.

Aqúı, π es un morfismo de carcajes sobreyectivo. Dado un vértice (x, i), este
morfismo π establece una biyección entre el conjunto de flechas que salen
de (x, i) (y que llamamos A+

(x,i)) y el de las que salen de x (A+
x ). También

determina π una biyección entre el conjunto de flechas que llegan a (x, i)
(A−(x,i)) y el conjunto de las que llegan a x (A−x ). Sin embargo, fijando un
vértice (x, i), no hay una biyección entre los conjuntos de flechas que entran
y salen de tal vértice y los de su respectivo vértice x (asignado por π).

Definición 6.22. Una cubierta de carcajes es un morfismo de carcajes
π : Q̃→ Q que es sobreyectivo y tal que, para cada z ∈ Q̃0 induce biyecciones
entre los conjuntos A+

z y A+
πz, y A−z y A−πz respectivamente.

Observación 6.23. Sea π : Q̃ → Q una cubierta de carcajes. Dado un
camino γ en Q que inicia (respectivamente, termina) en x ∈ Q0 y un vértice
x̃ ∈ π−1(x), existe un único camino γ̃ que inicia (termina) en x̃ tal que
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π(γ̃) = γ. Tal camino γ̃ se denomina un levantamiento de γ. La prueba de
este hecho es por inducción en la longitud del camino γ.

En el caso de la cubierta π : QZ → Q, si

γ = [ x0
α0 // x1

α1 // x2 · · ·xn−1
αn−1 // xn ]

es un camino orientado de Q y j ∈ Z,

γ̃= [(x0, j)
(α0,j) // (x1, j+1)

(α1,j+1)// (x2, j+2) · · · (xn−1, j+n−1)
(αn−1,j+n−1)// (xn, j+n), ]

es el único levantamiento de γ que inicia en (x0, j). El camino γ̃, de longitud
n inicia en (x0, j) y termina en (xn, j + n).

Definición 6.24. Sea Q un carcaj e I un ideal homogéneo de kQ. Sea Gnx,y

el conjunto de elementos de I de la forma ρ =
m∑
u=1

cuγu, donde todos los

caminos γu son dirigidos de x en y y tienen la misma longitud n, y sea G :=⋃
x,y∈Q0

n∈N

Gnx,y. Si ρ =
m∑
u=1

cuγu ∈ Gnx,y y j ∈ Z, cada γu tiene un levantamiento

γ̃u en QZ, de longitud n, que inicia en (x, j) y termina en (y, j+n). Luego,

ρ̃ :=
m∑
u=1

cuγ̃u ∈ e(y,j+n)kQ
Ze(x,j). Por definición, IZ es el ideal de kQZ

generado por el conjunto de elementos homogéneos G̃ := {ρ̃ | ρ ∈ G}. Aśı,
IZ es un ideal homogéneo de kQZ.

Observación 6.25. En la construcción anterior podemos sustituir a G por
cualquier T de la forma T =

⋃
x,y∈Q0

n∈N

Tnx,y, con Tnx,y ⊆ Gnx,y tal que cada

⋃
n∈N

Tnx,y genera a eyIex como k-espacio vectorial. Luego, IZ no depende del

sistema especial de generadores que se elija para su construcción.

Demostración. Denotemos temporalmente por IZ
G al ideal constrúıdo

en la definición anterior usando G, y por IZ
T al ideal constrúıdo como en la de-

finición anterior usando T en lugar de G. Es claro que IZ
T ⊆ IZ

G. Veamos que
también vale la otra inclusión. Bastará ver que los generadores de IZ

G perte-

necen a IZ
T . Sea ρ̃ =

m∑
u=1

cuγ̃u, que inicia en (x, j), donde ρ =
∑
cuγu ∈ Gnx,y

como en la definición anterior. Por hipótesis, ρ =
t∑

s=1
dsρs, para algunos

ds ∈ k y ρs ∈ Tnx,y. Consideremos las combinaciones ρ̃s en e(y,j+n)kQ
Ze(x,j)
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que levantan a ρs, para cada s = 1, . . . , t. Luego, ρ̃ =
∑
dsρ̃s ∈ IZ

T . 2

Observación 6.26. Todo morfismo π : Q̃→ Q de carcajes induce un mor-
fismo de k-espacios vectoriales k(π) : kQ̃→ kQ, determinado por k(π)(ex) =
eπx, para x ∈ Q̃0, y k(π)(α) = πα, para cada α ∈ Q̃1. En efecto, si αn . . . α1

es un camino dirigido de longitud n > 2 de Q̃, definimos k(π)(αn . . . α1) =
π(αn) . . . π(α1), y luego, extendemos k(π) a todo kQ̃ por linealidad.

En general, k(π) no es morfismo de k-álgebras, aunque śı satisface que
k(π)(ρ2ρ1) = k(π)(ρ2)k(π)(ρ1), siempre que ρ1 ∈ ejkQei y ρ2 ∈ etkQej, para
i, j, t ∈ Q0.

Proposición 6.27. El morfismo π : AZe(x,i) −→ Aex es un isomorfismo de
espacios vectoriales, para todo x ∈ Q0, para cada i ∈ Z.

Demostración. Sea x ∈ Q0, y x̃ ∈ QZ
0 tal que π(x̃) = x. Es claro que

k(π) (el morfismo definido en la observación (??)), induce un isomorfismo
de espacios vectoriales:

kQZex̃
k(π)

∼=
// kQex

por las observaciones (??) y (??).
Sea y ∈ Q0. Probemos que

⊕
ỹ∈π−1(y)

eỹA
Zex̃ es isomorfo, como k-espacio

vectorial, a eyAex, de aqúı se seguirá que AZex̃ =
⊕
y∈Q0

⊕
ỹ∈π−1(y)

eỹA
Zex̃ ∼=⊕

y∈Q0

eyAex = Aex. Dado k(π) el morfismo definido en la observación (??),

veamos que k(π)(
⊕

ỹ∈π−1(y)

eỹI
Zex̃) ⊆ eyIex. Sea G̃ como en la definición (??).

Entonces,
ρ̃ =

∑
i

(
∑
r

air δ̃
i
r)(
∑
s

cisγ̃
i
s)(
∑
t

bitη̃
i
t)

donde
∑
s
cisγ̃

i
s está en G̃,

∑
r
air δ̃

i
r y

∑
t
bitη̃

i
t están en kQZ, y cada camino

η̃it comienza en x̃. Podemos reordenar los términos en esta suma según la
longitud de los caminos que se forman:

ρ̃ =
∑
n

[
∑
i,r,s,t

airc
i
sb
i
tδ̃
i
rγ̃
i
sη̃
i
t].

Ahora supongamos que ρ̃ está en
⊕

π(ỹ)=y

eỹI
Zex̃, luego, cada camino δ̃irγ̃

i
sη̃
i
t
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va de x̃ en ỹ y su longitud es n. Luego,

kπ(ρ̃) =
∑
n

[
∑
i,r,s,t

airc
i
sb
i
tδ
i
rγ
i
sη
i
t]

y δirγ
i
sη
i
t es un camino de x en y de longitud n. Cada componente ho-

mogénea
∑
i,r,s,t

airc
i
sb
i
tδ
i
rγ
i
sη
i
t está en eyIex, luego, kπ(ρ̃) está en G, entonces

kπ(ρ̃) está en eyIex.
Luego, tenemos el siguiente diagrama:⊕

π(ỹ)=y

eỹI
Zex̃ k(π)| //

��

eyIex

��⊕
π(ỹ)=y

eỹkQ
Zex̃ k(π) //

��

eykQex

��⊕
π(ỹ)=y

eỹA
Zex̃ // eyAex,

donde k(π)| denota la restricción de kπ.
Además, ϕ es sobreyectiva porque eyIex está generado por elementos ho-

mogéneos ρ =
∑
i
cuγu, que se levantan en ρ̃ =

∑
i
cuγ̃u que son homogéneos

en eỹI
Zex̃. 2

Proposición 6.28. Sea Q un carcaj e I un ideal admisible y homogéneo de
kQ. Consideremos las k-álgebras graduadas con idempotentes A = kQ/I y
AZ = kQZ/IZ. Entonces las categoŕıas AZ−Mod y A-Grad son equivalentes.

Demostración. Por la proposición (??), tenemos una equivalencia de
categoŕıas:

F : kQZ−Mod −→ kQ− Grad.

Teniendo en mente la proposición (??) y la definición de F , queremos ver
que dado M ∈ kQZ−Mod, IZM = 0 equivale a que IF (M) = 0. Esto es
equivalente a ver que e(y,j)I

Ze(x,i)M = 0, para cada x, y ∈ Q0 e i, j ∈ Z
ocurre si y sólo si eyIexF (M) = 0, para cada x, y ∈ Q0. Si G y G̃ son
conjuntos generadores de I y de IZ como en la definición (??), lo anterior
equivale a ver que G̃(x,i)(y,j)M = 0, para cada x, y ∈ Q0 e i, j ∈ Z, si y
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sólo si Gx,yF (M) = 0, para cada x, y ∈ Q0. Sea ρ =
t∑

u=1
cuγu ∈ Gx,y.

Para cada i ∈ Z y u ∈ {1, . . . , t}, sea γ̃iu el levantamiento de γu en QZ que

inicia en (x, i). Pongamos, ρ̃i :=
t∑

u=1
cuγ̃

i
u para i ∈ Z. Luego, bastará probar

que para cada ρ ∈ Gx,y se tiene que: ρ̃iM = 0 para cada i ∈ Z, si y sólo si
ρF (M) = 0. Para ello tomemos m ∈ F (M)x =

⊕
i∈Z

Mx,i. Luego, m =
∑
i∈Z

mx,i

con mx,i ∈Mx,i. Entonces,

ρ ·m = (
∑
u
cuγu) ·m

=
∑
u
cuF (M)γu(m)

=
∑
u
cuF (M)γu(

∑
i∈Z

mx,i)

=
∑
u
cu
∑
i∈Z

Mγ̃iu
(mx,i)

=
∑
i∈Z

(
∑
u
cuMγ̃iu

(mx,i))

=
∑
i∈Z

ρ̃imx,i ∈
⊕
j∈Z

My,j = F (M)y,

de donde obtenemos que ρm = 0 si y sólo si ρ̃imx,i = 0, para cada i ∈ Z. 2

6.3. Algebras cuadráticas y duales cuadráticos

Definición 6.29. Sea kQ un álgebra de carcaj e I un ideal de kQ. Entonces,
I se dice un ideal cuadrático si está generado por I2 := (kQ)2 ∩ I; es decir,
I está generado como ideal por un conjunto R de combinaciones lineales de

la forma
n∑
u=1

cuγu, con cada γu un camino de longitud dos de x en y.

Definición 6.30. Una k-álgebra cuadrática A es una k-álgebra de la forma
kQ/I, para Q un carcaj e I un ideal cuadrático de kQ.

Notemos que I es un ideal admisible y homogéneo de kQ. En consecuen-
cia, A = kQ/I es una k-álgebra graduada con idempotentes.

Observación 6.31. Si A = kQ/I es una k-álgebra cuadrática, también lo
es AZ = kQZ/IZ.

Estamos interesados en k-álgebras cuadráticas.
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Definición 6.32. Si S es una k-álgebra y V un S-S-bimódulo, podemos
considerar:

V ⊗0 := S
V ⊗1 := V
V ⊗n := V

⊗
S

· · ·
⊗
S

V n veces, para n > 2,

y formar TS(V ) :=
∞⊕
i=0

V ⊗n, el álgebra tensorial de V sobre S, cuyo pro-

ducto está determinado por los isomorfismos canónicos V ⊗n
⊗
S

V ⊗m −→

V ⊗(n+m).

Obtenemos que TS(V ) es una k-álgebra graduada.

Proposición 6.33. Sea Q un carcaj y S :=
⊕
x∈Q0

kex la k-subálgebra de

kQ generada por los caminos triviales de Q. Sea V :=
⊕
α∈Q1

SαS el S-S-

subbimódulo de kQ generado por las flechas de Q. Entonces, hay un isomor-
fismo de k-álgebras graduadas:

θ : kQ −→ TS(V ).

En particular, Fn = θ−1(V ⊗n), para n > 1. Más adelante utilizaremos
esta realización de kQ.

Definición 6.34. Si S es una k-álgebra con idempotentes {ex}x∈P , un S-S-
bimódulo es un S-módulo izquierdo M que, al mismo tiempo es un S-módulo
derecho y satisface que (am)b = a(mb), para cada a, b ∈ S y m ∈M . Luego,
M =

⊕
y∈P

eyM y M =
⊕
x∈P

Mex, ó equivalentemente, M =
⊕

x,y∈P
eyMex.

Definición 6.35. Dada una k-álgebra con idempotentes A = (A, {ex}x∈P ),
llamaremos la subálgebra trivial de A a S =

⊕
x∈P

kex. En este caso, A es un

S-S-bimódulo.
Una k-álgebra es trivial, si coincide con su subálgebra trivial.

Observación 6.36. Si S es una k-álgebra con idempotentes {ex}x∈P y V
es un S-S-bimódulo, entonces V ∗ := HomS(V, SS) es un S-S-bimódulo con:

(hs)(v) = h(sv)
(sh)(v) = sh(v),

para h ∈ V ∗, s ∈ S y v ∈ V . Sin embargo, en general V ∗ no es un S-S-
bimódulo.
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Demostración. Las verificaciones son rutinarias. Veamos sólo que:

V ∗ =
⊕
x,y∈P

eyV
∗ex

no se cumple en general. Sea S = (S, {ex}x∈P ) cualquier k-álgebra con
familia infinita de idempotentes. Veamos que S∗ = HomS(S, SS) no satisface
lo anterior. Veremos que, de hecho,⊕

x∈P
S∗ex ( S∗ )

⊕
y∈P

eyS
∗.

En efecto, sea h := 1S ∈ S∗. Si tuvieramos h =
n∑
i=1

hiexi , con hi ∈ S∗,

entonces para s ∈ S, s = h(s) =
n∑
i=1

hiexi(s) =
n∑
i=1

hi(exis). Luego, si s = ez

con z /∈ {x1, . . . , xn}, obtenemos ez =
n∑
i=1

hi(exiez) = 0: una contradicción.

Luego, h /∈
⊕
x∈P

S∗ex. Además, si tuviéramos h =
m∑
j=1

eyjh
′
j , con h′j ∈ S∗,

entonces para s ∈ S, s = h(s) =
m∑
j=1

eyjh
′
j(s) ∈

m⊕
j=1

eyjS. Esto último es falso

para s = ez, si z /∈ {y1, . . . , ym}. 2

Recordemos la definición de base dual.

Definición 6.37. Si S es una k-álgebra y V es un S-módulo derecho,
definimos V ∗ := HomS(VS , SS). Una base dual para VS es una familia
{(vi, hi)}i∈I tal que:

(1) vi ∈ V y hi ∈ V ∗ para cada i ∈ I.

(2) Dado v ∈ V , hi(v) = 0 para casi todo i ∈ I.

(3) Para cada v ∈ V , v =
∑
i∈I

vihi(v).

Proposición 6.38. Sea S = (S, {ex}x∈P ) una k-álgebra con idempotentes
trivial y sea H un S-S-bimódulo. Entonces, HS tiene una base dual.

Demostración. Para cada x, y en P escogemos una k-base Ty,x de
eyHex. Luego, T :=

⋃
x,y∈P

Ty,x es una k-base de H. Si t ∈ Ty,x, definimos

t̂ : H → S como la única función lineal tal que, para h ∈ T satisface:

t̂(h) =
{

0, si t 6= h,
ex, si t = h.
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Probemos que cada t̂ es morfismo de S-módulos derechos. Para ver que
t̂(h · s) = t̂(h) · s, para cada h ∈ H, s ∈ S, basta probarlo en los generadores
de S, porque la propiedad se extiende por bilinealidad (notemos que t̂ es
k-lineal por definición). Aśı, basta suponer que s = ew, para w ∈ P . Sea
h ∈ H. También podemos suponer que h ∈ T , porque si h =

∑
citi, con

ti ∈ T , tendŕıamos:

t̂(hs) = t̂((
∑
citi)ew) =

∑
cit̂(tiew) =

∑
cit̂(ti)ew

= t̂(
∑
citi)ew = t̂(h)s.

Aśı, si t′ ∈ uTz y w ∈ P , queremos ver que t̂(t′ew) = t̂(t′)ew. Tenemos 4
casos:

1. Si w = z y t 6= t′, t̂(t′ew) = t̂(t′) = 0 = t̂(t′)ew.

2. Si w = z y t = t′, t̂(t′ew) = t̂(t′) = ex = e2
x = t̂(t′)ew.

3. Si w 6= z y t 6= t′, t̂(t′ew) = t̂(0) = 0 = t̂(t′)ew.

4. Si w 6= z y t = t′, t̂(t′ew) = t̂(0) = 0 = exew = t̂(t′)ew.

Por lo tanto, t̂ es de S-módulos derechos.
Por otro lado, sean t0 en Ty,x y h =

∑
t∈T

tct, elementos de H, entonces

t̂0(h) =
∑
t∈T

t̂0(t)ct = exct0 .

Como sólo hay finitos coeficientes ct no nulos en la expresión de h, tenemos
t̂0(h) = 0 para casi todo t0 ∈ T . Entonces, para cada h ∈ H se tiene

h =
∑
t∈T

tt̂(h).

Por lo tanto, H tiene la base dual {(t, t̂)}t∈T . 2

Corolario 6.39. En particular, V =
⊕
α∈Q1

SαS es un S-S-bimódulo. En-

tonces {(α, α̂)}α∈Q1 es base dual de V , definiendo, para cada α : x → y en
Q1 el morfismo

α̂(β) =
{

0, si β 6= α,
ex, si β = α.
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Observación 6.40. Sea α : x→ y en Q1, entonces

α̂ = exα̂ey, (6.2)

Demostración. Dado γ en Q1, se tiene

exα̂ey(γ) = exα̂(eyγ) 6= 0, sólo si y es final de γ, en tal caso:
= exα̂(γ) 6= 0, sólo si γ = α, en este caso:
= exex = ex = α̂(γ).

2

Definición 6.41. Dado un carcaj Q, si tomamos S y V como en la propo-
sición (??), y V ∗ como en (??), definimos:

V ∗0 :=
⊕

x,y∈Q0

exV
∗ey.

Observemos que V ∗0 es un S-S-sub-bimódulo de V ∗ y que V ∗0 es un S-S-
bimódulo.

Lema 6.42. Supongamos que Q es un carcaj localmente finito. Si α ∈ Q1,
sea ˆ̂α : V ∗0 → S tal que ˆ̂α(h) = h(α), para h ∈ V ∗0 . Entonces, {(α̂, ˆ̂α)}α∈Q1

es una base dual del S-módulo izquierdo V ∗0 . Es decir, α̂ ∈ V ∗0 , ˆ̂α ∈ ∗(V ∗0 ) =
HomS(V ∗0 , SS) y, para cada h ∈ V ∗0 , se tiene h =

∑
α∈Q1

ˆ̂α(h)α̂.

Demostración. Veamos que V ∗0 está generado por el conjunto {β̂}β∈Q1 .
Sea h ∈ V ∗0 =

⊕
x,y∈Q0

exV
∗ey un generador, es decir, h = extey, luego, exhey =

h. Sea v ∈ V , entonces, por el corolario (??), v =
∑
β∈Q1

ββ̂(v). Luego,

h(v) = h(
∑
β∈Q1

ββ̂(v)) =
∑
β∈Q1

h(ββ̂(v)) =
∑
β∈Q1

h(β)β̂(v),

pero h(β) = exhey(β) = exh(eyβ) es distinto de 0 sólo si y es el final de β, y
hay un número finito de tales flechas. Por lo tanto, h(v) es una suma finita.
Entonces,

h =
∑

β : z→y
h(β)β̂.

2
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Definición 6.43. Sea Q un carcaj,

1. El carcaj opuesto Qop tiene conjunto de vértices Qop
0 = Q0 y hay una

flecha i
αop
// j en Qop

1 si y sólo si hay una flecha j
α // i en Q1.

2. Sean S =
⊕
x∈Q0

kex la k-subálgebra trivial de kQop y W =
⊕
α∈Q1

SαopS

el sub-bimódulo de kQop generado por sus flechas.

Afirmación 6.44. Si Q es un carcaj localmente finito, W y V ∗0 son isomor-
fos como S-S-bimódulos.

Demostración. Sea el morfismo δ : W → V ∗0 definido como sigue:
δ(
∑
α∈Q1

λαα
op) =

∑
α∈Q1

λαα̂, para λα en k. Supongamos que δ(
∑
α∈Q1

λαα
op)=0.

Para todo v ∈ V se tendrá
∑
α∈Q1

λαα̂(v) = 0. En particular, si v = α ∈ Q1,

con α : x→ y, se tiene 0 = λαα̂(α) = λαex, luego λα = 0 para cada α ∈ Q1.
Entonces

∑
α∈Q1

λαα
op = 0 y δ es inyectiva. Veamos que δ es morfismo de

S-S-bimódulos. Por su definición, tenemos que δ es lineal. Sin perder gene-
ralidad, sean s = ez y w = βop generadores de S y W respectivamente, con
β : x→ y en Q1. Supongamos sw 6= 0, esto pasa si y sólo si z = x. Entonces

δ(sw) = δ(exβop) = δ(βop) = β̂ = exβ̂ey = exβ̂ = exδ(βop) = sδ(w).

Por el contrario, sw = 0 si y sólo si z 6= x, entonces δ(sw) = 0 y, en este
caso,

sδ(w) = ezδ(βop) = ezβ̂ = ez(exβ̂ey) = 0.

De ah́ı que δ es morfismo de S-módulos izquierdos. De manera similar se
prueba que δ es morfismo de S-módulos derechos. Además, es sobreyectivo,
porque

V ∗0 =
∑
α∈Q1

Sα̂ ⊆ Imδ.

2

Proposición 6.45. Si Q es localmente finito, los S-S-bimódulos V ∗0
⊗
S

V ∗0

y (V
⊗
S

V )∗0 son isomorfos.

Demostración. Primero veamos que hay un morfismo de V ∗
⊗
V ∗ en

(V
⊗
V )∗. Sea ψ̂ : V ∗×V ∗ → (V ⊗V )∗, con ψ̂(h1, h2)(v⊗w) = h1(h2(v)w).
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Se demuestra que ψ̂(h1, h2) está bien definida puesto que está inducida por
la función (v, w) 7→ h1(h2(v)w) que es S-balanceada. Es decir, ψ̂(h1, h2)(v1 +
v2, w1 + w2) =

∑
i,j=1,2

ψ̂(h1, h2)(vi, wj), y ψ̂(h1, h2)(vs, w) = ψ̂(h1, h2)(v, sw).

Aśı, tenemos la función lineal ψ̂(h1, h2) : V
⊗
S

V → S. Probemos que ψ̂(h1, h2)

es un morfismo de S-módulos derechos:

ψ̂(h1, h2)((v ⊗ w)s) = ψ̂(h1, h2)(v ⊗ ws) = h1(h2(v)ws)
= h1(h2(v)w · s) = h1(h2(v)w) · s
= ψ̂(h1, h2)(v, w) · s.

Ahora veamos que ψ̂ es S-balanceado:

ψ̂(h1 + h2, f1 + f2)(v ⊗ w) = (h1 + h2)((f1 + f2)(v)w)
= (h1 + h2)(f1(v)w + f2(v)w)
= h1(f1(v)w + f2(v)w) + h2(f1(v)w + f2(v)w)
= h1(f1(v)w) + h1(f2(v)w)

+h2(f1(v)w) + h2(f2(v)w)
=

∑
i,j=1,2

ψ̂(hi, fj)(v ⊗ w).

ψ̂(h1, s · h2)(v ⊗ w) = h1(s · h2(v)w)
= h1(sh2(v)w)
= (h1 · s)(h2(v)w)
= ψ̂(h1 · s, h2)(v ⊗ w).

Por lo tanto, ψ̂ induce un único morfismo ψ : V ∗
⊗
S

V ∗ → (V
⊗
S

V )∗, tal que

ψ(h1 ⊗ h2)(v ⊗ w) = h1(h2(v)w).

ψ es morfismo de S-S-bimódulos:

ψ(sh1 ⊗ h2)(v ⊗ w) = sh1(h2(v)w) = sψ(h1 ⊗ h2)(v ⊗ w)
ψ(h1 ⊗ h2s)(v ⊗ w) = h1(h2s(v)w) = h1(h2(sv)w)

= ψ(h1 ⊗ h2)(sv ⊗ w) = ψ(h1 ⊗ h2)s(v ⊗ w).

Por lo tanto, ψ(sh1 ⊗ h2) = sψ(h1 ⊗ h2) y ψ(h1 ⊗ h2s) = ψ(h1 ⊗ h2)s, para
s ∈ S, v, w ∈ V .

Ahora bien, ψ(V ∗0
⊗
V ∗0 ) ⊆ (V

⊗
V )∗0 . En efecto, sea (exhey)⊗ (ezgew)

un generador en V ∗0
⊗
V ∗0 ⊆ V ∗

⊗
V ∗, luego:

[ψ((exhey)⊗ (ezgew))](v1 ⊗ v2) = exhey(ezgew(v1)v2)
= exh(eyezg(ewv1)v2),
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porque h y g están en HomS(V, S). Sea T := ψ((exhey)⊗ (ezgew)). Entonces

exTew(v1 ⊗ v2) = exT (ewv1 ⊗ v2)
= ex(exh(eyezg(ewewv1)v2)
= exh(eyezg(ewv1)v2)
= T (v1 ⊗ v2).

Por lo tanto, exTew = T , lo cual nos dice que T está en (V
⊗
V )∗0 .

Tengamos presente que el corolario (??) nos describe una base dual de V .
Ahora estamos listos para definir un morfismo ρ : (V

⊗
V )∗0 → V ∗0

⊗
V ∗0 y

probar que es el inverso de la restricción de ψ a V ∗0
⊗
V ∗0 . Sea h ∈ (V

⊗
V )∗0

un generador, es decir, h = eytex y se tiene eyhex = h evidentemente.
Definimos

ρ(h) =
∑

α,β∈Q1

h(α⊗ β)(β̂ ⊗ α̂),

veamos que esta definición es válida probando que es finita. Tenemos que
h(α ⊗ β) = eyhex(α ⊗ β) = eyh(exα ⊗ β) 6= 0 sólo si α termina en x. Pero
hay un número finito de flechas que terminan en x, pues Q es localmente
finito. Entonces

ρ(h) =
∑

α : z→x
z∈Q0

h(α⊗ β)(β̂ ⊗ α̂),

pero exαez⊗β = exα⊗ezβ 6= 0 sólo si z es final de β. Como Q es localmente
finito hay un número finito de tales α y β. Luego, ρ(h) es una suma finita.
Tenemos que:

V ∗0
⊗
S

V ∗0
ψ−→ (V

⊗
S

V )∗0
ρ−→ V ∗0

⊗
S

V ∗0

g1 ⊗ g2 7→ [v ⊗ w f−→ g1(g2(v)w)] 7→
∑

α,β∈Q1

f(α⊗ β)β̂ ⊗ α̂.
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Sean v =
∑
α∈Q1

αα̂(v), w =
∑
β∈Q1

ββ̂(w). Entonces,

ψρ(f)(v ⊗ w) = ψ[
∑

α,β∈Q1

f(α⊗ β)β̂ ⊗ α̂](v ⊗ w)

=
∑

α,β∈Q1

f(α⊗ β)β̂(α̂(v)w)

=
∑

α,β∈Q1

f(α⊗ ββ̂(α̂(v)w))

=
∑
α∈Q1

f(α⊗
∑
β∈Q1

β(β̂(α̂(v)w)))

=
∑
α∈Q1

f(α⊗ α̂(v)w)

=
∑
α∈Q1

f(αα̂(v)⊗ w)

= f(
∑
α∈Q1

αα̂(v)⊗ w)

= f(v ⊗ w).

Luego, ψρ = 1. Por otro lado, notemos que para todo gu ∈ V ∗:

gu(v) = gu(
∑
α∈Q1

αα̂(v)) =
∑
α∈Q1

gu(αα̂(v))

=
∑
α∈Q1

gu(α)α̂(v),

de ah́ı que, gu =
∑
α∈Q1

gu(α)α̂. Entonces,

ρψ(g1 ⊗ g2) =
∑

α,β∈Q1

[ψ(g1 ⊗ g2)](α⊗ β)β̂ ⊗ α̂

=
∑

α,β∈Q1

[g1(g2(α)β)]β̂ ⊗ α̂

=
∑

α,β∈Q1

[g1 · g2(α)](β)β̂ ⊗ α̂

=
∑
α∈Q1

g1 · g2(α)⊗ α̂

= g1 ⊗
∑
α∈Q1

g2(α)α̂

= g1 ⊗ g2.

Entonces ρψ = 1 y se tiene la proposición. 2

Observación 6.46. De igual manera, es fácil ver que {σ⊗τ, ψ(τ̂⊗σ̂)}σ,τ∈Q1

es base dual para V
⊗
V .
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Definición 6.47. Sea A = kQ/I una k-álgebra cuadrática con carcaj Q
localmente finito. En particular, por la afirmación anterior y la proposi-
ción (??), tenemos los isomorfismos:

W
⊗
S

W ∼ // V ∗0
⊗
S

V ∗0 ∼ // (V
⊗
S

V )∗0

Sea R := (kQ)2 ∩ I, podemos suponer R ⊆ V
⊗
S

V , por la proposición (??).

Definimos R⊥ := {f ∈ (V
⊗
S

V )∗0 | f(R) = 0}. Sea entonces R⊥1 la imagen

inversa de R⊥ en V ∗0
⊗
S

V ∗0 y, a su vez, R! la imagen inversa de R⊥1 en

W
⊗
S

W bajo estos isomorfismos. Sea I ! el ideal en kQop generado por R!,

en este caso, I ! es un ideal cuadrático. Definimos el álgebra dual cuadrática
de la k-álgebra A = kQ/I como

A! = kQop/I !.

Tenemos las proyecciones canónicas:

ηA : kQ→ kQ/I y ηA! : kQop → kQop/I !.

Proposición 6.48. Sea A = kQ/I una k-álgebra cuadrática, donde Q es lo-
calmente finito. Entonces, el isomorfismo natural (Qop)op → Q que identifica
cada (αop)op con α, para α ∈ Q1, induce un isomorfismo canónico:

(A!)! ∼= A.

Demostración. 1. Recordemos que, si U 6 kn y

• : kn × kn −→ k

(λ, µ) 7→ λ · µ =
n∑
γ=1

λγµγ

es la forma bilineal simétrica no degenerada canónica,

U⊥ := {λ ∈ kn | λ · µ = 0, para cada µ en U} 6 kn

y U = (U⊥)⊥.
2. Si A es una k-álgebra cuadrática, A = kQ/I, con Q localmente finito

y I =< R >, donde eyRex consiste de combinaciones lineales de caminos
dirigidos de longitud dos para cada x, y ∈ Q0.

Neevia docConverter 5.1



206 El Algebra de Carcaj

Sea P2 el subespacio de kQ con base los caminos dirigidos de longitud
dos. Entonces, si R̃x,y := eyIex ∩ eyP2ex, R̃ :=

⋃
x,y∈Q0

R̃x,y es un conjunto

generador de I (en el mismo sentido que la R de antes, pues R ⊆ R̃ y
R̃ ⊆< R >, como k-espacio vectorial).

Sea Γx,y el conjunto de caminos dirigidos de x en y de longitud dos, luego,
eyP2ex =

⊕
γ∈Γx,y

kγ. Sea n= |Γx,y|= dim eyP2ex. Tenemos que R̃x,y 6 eyP2ex,

y podemos considerar el subespacio de coordenadas asociado:

Ux,y := {λ = {λγ}γ∈Γx,y ∈ kn |
∑
γ∈Γx,y

λγγ ∈ R̃x,y} 6 kn

(sin perder generalidad, R = R̃ ya era maximal).
Para construir R! (y A!) usamos los isomorfismos:

(Pop)2 ←→ W
⊗
S

W ←→ V ∗0
⊗
S

V ∗0 ←→ (V
⊗
S

V )∗0

R! R! R1 R⊥

ρ′ :=
∑

γ∈Γx,y

λγγ
op 7−→

∑
γ∈Γx,y

λγα
op
γ ⊗ βop

γ 7−→
∑

γ∈Γx,y

λγα̂γ ⊗ β̂γ 7−→ψ(
∑

γ∈Γx,y

λγα̂γ ⊗ β̂γ)

donde γ = βγαγ = ( x
αγ // ·

βγ // y ), γop = αop
γ β

op
γ = ( y

βop
γ // ·

αop
γ // x ).

Luego,

ρ′ ∈ exR!ey ⇐⇒
∑

γ∈Γx,y

λγα
op
γ ⊗ βop

γ ∈ exR!ey

⇐⇒
∑

γ∈Γx,y

λγα̂γ ⊗ β̂γ ∈ exR1ey

⇐⇒ ϕ :=
∑

γ∈Γx,y

λγψ(α̂γ ⊗ β̂γ) ∈ exR⊥ey

⇐⇒
{
ϕ = exϕey
ϕ(ρ) = 0, ∀ρ ∈ R

( Si ρ ∈ ewRez, entonces
ϕ(ρ) = (exϕey)(ewρez) = exϕ(eyewρez)ez = 0
si w 6= y ó z 6= x)

⇐⇒
{
ϕ = exϕey
ϕ(ρ) = 0, ∀ρ ∈ eyRex.

Para entender bien ϕ(ρ), estudiemos, dados dos caminos βα y δγ orien-
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tados de longitud dos de x en y, el śımbolo:

∆βα,δγ := ψ(α̂⊗ β̂)[δ ⊗ γ] ∈ S
= α̂(β̂(δ)γ)
= α̂(es(β)γ) si β = δ, 0 en otro caso;
= α̂(γ)
= es(α) si γ = α, 0 en otro caso;

Luego,

∆βα,δγ =
{

0, si βα 6= δγ
ex, si βα = δγ.

Entonces, para ϕ = exϕey = ψ(
∑
λγα̂γ⊗β̂γ), si ρ ∈ eyRex y ρ =

∑
δ∈Γx,y

µδβδαδ,

con cada δ = ( x
αδ // · βδ // y ). Entonces,

ϕ(ρ) = 0 ⇐⇒ 0 =
∑

γ∈Γx,y

λγψ(α̂γ ⊗ β̂γ)[
∑

δ∈Γx,y

µδβδ ⊗ αδ]

=
∑

γ,δ∈Γx,y

λγµδψ(α̂γ ⊗ β̂γ)[βδ ⊗ αδ]

=
∑

γ,δ∈Γx,y

λγµδ∆γ,δ

=
∑

γ∈Γx,y

λγµγex.

Luego,

ϕ(ρ) = 0 ⇐⇒
∑

γ∈Γx,y

λγµγ = 0, para toda
∑

δ∈Γx,y

µδβδαδ ∈ eyRex

⇐⇒ λ ∈ U⊥x,y.

Aśı,
exR

!ey = {
∑
γ∈Γx,y

λγγ
op | λ ∈ U⊥x,y}.

Entonces,

eyR
!!ex = {

∑
γ∈Γx,y

λ′γγ | λ′ ∈ (U⊥x,y)
⊥ = Ux,y} = eyRex.

Esto muestra que (A!)! = A. 2

Afirmación 6.49. Sean kQ, S =
⊕
x∈Q0

kex, H un S-S-bimódulo. Entonces,

existe un morfismo lineal ψ : H
⊗
S

H∗ → HomS(HS, HS) de S-S-bimódulos

que es inyectivo.
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Demostración. Sea ψ̂ : H×H∗ → HomS(HS, HS) tal que ψ̂(h, u)(v) =
hu(v), para (h, u) ∈ H × H∗. Claramente, ψ̂(h, u) es un morfismo de S-
módulos derechos. Probemos que ψ̂ es S-balanceada:

ψ̂[(h1 + h2, u1 + u2)](v) = (h1 + h2)[(u1 + u2)(v)]
= (h1 + h2)[u1(v) + u2(v)]
= h1u1(v) + h1u2(v) + h2u1(v) + h2u2(v)
=

∑
i,j=1,2

ψ̂[(hi, uj)](v),

además, para cada s ∈ S:

ψ̂[(h · s, u)](v) = (h · s)u(v) = h(su(v)) = h(s · u(v))
= h(s · u)(v) = ψ̂[(h, s · u)](v).

Por lo tanto, existe el morfismo lineal ψ : H
⊗
S

H∗ → HomS(H,H) tal que,

para cada generador h⊗u deH
⊗
H∗, se tiene ψ[h⊗u](v) = hu(v), para cada

v ∈ H. Antes de probar que ψ es un monomorfismo, recordemos primero
que: Existe una base dual para el S-módulo derecho H, {(γ, γ̂)}γ∈T , donde
T =

⋃
x,y Tx,y y Tx,y es base de exHey. Sea z ∈ H

⊗
H∗, z =

∑
i
hi⊗ui, con

hi =
∑
γ∈T

γγ̂(hi). Como γ̂(hi) ∈ S, se tiene que

z =
∑
i

∑
γ∈T

γ ⊗ γ̂(hi)ui =
∑
γ∈T

γ ⊗ uγ ,

con uγ =
∑
i
γ̂(hi)ui ∈ H∗. Si ψ(z) = 0, entonces para cada v ∈ H,

0 = ψ(z)(v) = ψ(
∑
γ∈T

γ ⊗ uγ)(v) =
∑
γ∈T

ψ(γ ⊗ uγ)(v) =
∑
γ∈T

γuγ(v).

En particular, para cada camino trivial ex y v ∈ Hex, tenemos:

0 =
∑
γ∈T

γuγ(v) =
∑
γ∈T

γuγ(v)ex,

porque uγ(v) = uγ(vex) = uγ(v)ex, ya que cada ex es idempotente. Por otro
lado, uγ(v)ex está en Sex = (

⊕
y∈Q0

key)ex = kex. Por lo tanto, existe cγx ∈ k

tal que uγ(v)ex = cγxex = exc
γ
x. Luego,

0 =
∑
γ∈T

γexc
γ
x =

∑
γ : x→w

γcγx

=
∑

γ∈Tw,x
ewγc

γ
x =

∑
γ∈Tw,x

γcγx,
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es un elemento de ewHex. Por la independencia lineal, cada cγx = 0, luego,
uγ(v) = uγ(v)ex = 0. Luego, uγ(Hex) = 0, para todo x ∈ Q0. Aśı que
uγ = 0, lo cual nos dice que z = 0. 2

Observación 6.50. Sea H un S-S-bimódulo con dimk exH ó dimkHey fini-
tas. Entonces, dim exHey es finita, porque exHey es un subespacio vectorial
de exH =

⊕
y∈Q0

exHey y también de Hey =
⊕
x∈Q0

exHey.

Esto nos dice también que dado x existe un número finito de vértices y
tales que exHey 6= 0; y que dada y existe un número finito de vértices x tales
que exHey 6= 0.

Notemos que {exγ | γ ∈ T y exγ 6= 0} es una base para el espacio exH
de dimensión finita. Luego, el número de básicas γ tales que exγ es distinto
de cero es finito. Si exγ 6= 0, con γ ∈ exHez, γ̂ ∈ ezH∗ex. Luego, γ̂ey = 0,
a menos que z = y. Aśı,∑

γ∈T
exγ ⊗ γ̂ey =

∑
γ∈Ty,x

exγ ⊗ γ̂ey

es una suma finita.

Proposición 6.51. En el contexto de la observación anterior, sean (γ, γ̂)γ∈T
y (δ, δ̂)δ∈T ′ un par de bases duales de H, obtenidas de la misma forma, como
en la proposición (??) a partir de k-bases de exHey. Entonces, para cada x,
y en P , ∑

γ∈T
exγ ⊗ γ̂ey =

∑
δ∈T ′

exδ ⊗ δ̂ey.

Demostración. Si x 6= y, ambas sumas son cero. Consideremos el caso
x = y. Sean ρ :=

∑
γ
exγ ⊗ γ̂ex y σ :=

∑
δ

exδ ⊗ δ̂ex, ambas sumas están en

H
⊗
S

H∗. Sea ψ el morfismo inyectivo definido en (??). Si h ∈ T , entonces,

ψ(ρ)(h) =
∑
γ
ψ(exγ ⊗ γ̂ex)(h)

=
∑

exγ 6=0

γ · (γ̂(h)) =
{
h, si γ = h,
0, si γ 6= h.

Tenemos que H = exH ⊕
⊕
z 6=x

ezH. Entonces, ψ(ρ) es la identidad en exH y

es cero en
⊕
z 6=x

ezH. También pasa esto mismo para ψ(σ). Como ψ es inyec-

tivo, σ = ρ. 2
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Proposición 6.52. Sea Q un carcaj localmente finito. Sean S y V como en
la proposición (??) y W como en la definición (??). Si γ = βα es un camino
de longitud dos en Q, entonces γop = αopβop es un camino de longitud dos
en Qop. Luego, podemos pensar que γ ⊗ γop está en (V

⊗
S

V )
⊗
S

(W
⊗
S

W ).

Sea T el conjunto de caminos de Q de longitud dos. Entonces, para cada
x ∈ Q0, se tiene que∑

γ∈T
γ ⊗ γopex ∈ R

⊗
S

(W
⊗
S

W )⊕ (V
⊗
S

V )
⊗
S

R!.

Demostración. V
⊗
S

V es un S-S-bimódulo. La colección de caminos

de x en y en Q que tienen longitud dos provee de una k-base para cada
exV

⊗
S

V ey, por la demostración de la proposición (??). A partir de ésta

podemos completar a una base dual (γ, γ̂)γ∈T de V
⊗
S

V .

Construyamos otra base para el espacio: Sea T ′′x,y una k-base del espacio
exRey para cada x, y en Q0, R ⊆ V

⊗
S

V . Esta base se puede completar a

una base T ′x,y de exV
⊗
S

V ey. De nuevo, por (??), podemos construir una

base dual (δ, δ̂), con δ ∈ T ′ :=
⋃

x,y∈Q0

T ′x,y. Sea T ′′ :=
⋃

x,y∈Q0

T ′′x,y. Luego, como

Q es localmente finito, podemos aplicar la proposición (??) a H = V
⊗
S

V

y, para todo x ∈ Q0, se tiene que:∑
γ∈T

(γ ⊗ γ̂)ex =
∑
δ∈T ′

(δ ⊗ δ̂)ex =
∑
δ∈T ′′

(δ ⊗ δ̂)ex +
∑

δ∈T ′\T ′′
(δ ⊗ δ̂)ex

está en R
⊗
S

W
⊗
S

W + V
⊗
S

V
⊗
S

R⊥. Luego, hemos probado que
∑
γ∈T

(γ ⊗

γ̂)ex está en R
⊗
S

(V
⊗
S

V )∗0 + V
⊗
S

V
⊗
S

R⊥. Pero la suma
∑
γ∈T

(γ ⊗ γ̂)ex

está en V
⊗
S

V
⊗
S

(V
⊗
S

V )∗0 . Además, tenemos la cadena de isomorfismos:

V
⊗
S

V
⊗
S

(V
⊗
S

V )∗0 ∼ // V
⊗
S

V
⊗
S

V ∗0
⊗
S

V ∗0 ∼ // V
⊗
S

V
⊗
S

(W
⊗
S

W )

veamos que γ ⊗ γ̂ es enviado a γ ⊗ γop. Sea ψ el isomorfismo de V ∗0
⊗
S

V ∗0

en (V
⊗
S

V )∗0 definido en (??). Sea x el vértice donde inicia la flecha α y u

donde inicia la flecha β. Entonces, si σ, τ son flechas de Q,

ψ(α̂⊗ β̂)(σ ⊗ τ) = α̂(β̂(σ)τ) =
{

0, si σ 6= β,
α̂(euτ), si σ = β.
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Pero,

α̂(euτ) =
{

0, si τ 6= α,
ex, si τ = α.

Luego, ψ(α̂ ⊗ β̂)(σ ⊗ τ) es distinto de cero si y sólo si α ⊗ β = σ ⊗ τ , y,
en este caso, ψ(α̂ ⊗ β̂)(σ ⊗ τ) = ex. Luego, ψ(γ) = γ̂ para todo γ ∈ T . Por
lo tanto, γ ⊗ γ̂ es enviado a γ ⊗ γop y, de hecho,

∑
γ∈T

(γ ⊗ γ̂)ex es enviado a∑
γ∈T

(γ ⊗ γop)ex. 2

Observación 6.53. Para cada M ∈ A!−Mod y m ∈ M , tenemos un mor-
fismo

ϕm : (V
⊗
S

V )
⊗
S

(W
⊗
S

W ) −→ A
⊗
S

M∑
cuλu ⊗

∑
duµu 7→ ηA(

∑
cuλu)⊗ ηA!(

∑
duµu) ·m.

donde ηA : kQ→ kQ/I y ηA! : kQop → kQop/I ! son las proyecciones canóni-
cas.

Demostración. Sea m ∈M . Definimos
ϕ : (V

⊗
S

V )× (W
⊗
S

W ) −→ A
⊗
S

M

(
∑
cuλu,

∑
duµu) 7→ ηA(

∑
cuλu)⊗ ηA!(

∑
duµu) ·m,

para
∑
cuλu una combinación lineal de caminos de longitud 2, y

∑
duµu

una combinación lineal de caminos de longitud 2 en el álgebra opuesta. El
morfismo ϕ es claramente bilineal y también S-balanceado. Luego, existe un
morfismo ϕm. 2

Observación 6.54. En el contexto de la observación anterior, si T es el
conjunto de caminos de Q de longitud dos, tenemos para cada m ∈ exM ,

ϕm(
∑
γ∈T

γ ⊗ γopex) = 0.

Demostración. Por la proposición (??), tenemos que
∑
γ
γ ⊗ γop =∑

ri⊗ ti+
∑
uj⊗r′j , con ri ∈ R, ti ∈W

⊗
W , r′j ∈ R!, uj ∈ V

⊗
V . Luego,

ϕm(
∑
γ∈T

γ ⊗ γop) = ϕm(
∑
ri ⊗ ti +

∑
uj ⊗ r′j)

=
∑
ηA(ri)⊗ ηA!(ti) ·m+

∑
ηA(uj)⊗ ηA!(r′j)m

= 0,

porque ηA(ri) = 0 y también ηA!(r′j) = 0. 2
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6.4. Peso, A−Mod+ y resoluciones proyectivas

Definición 6.55. Sea Q un carcaj. El carcaj Q′ tiene, por definición, vérti-
ces Q′0 = Q0 y, para cada flecha i

α // j en Q1, tenemos en Q′ exactamen-

te dos flechas: i
α // j y j

α−1
// i . Por definición, un paseo de longitud

n > 1 de Q del vértice i al vértice j es un camino dirigido ατnn . . . ατ11 de i
en j de Q′, con τt ∈ {1,−1} y αt en Q1.

Definición 6.56. Sea Q un carcaj y W = W(Q) el conjunto de paseos de
Q. Definimos la función peso de Q, p = pQ : W → Z como sigue:

1. Si α ∈ Q1, entonces el peso de la flecha α es p(α) = 1 y p(α−1) = −1;

2. Si w = ατnn . . . ατ11 es un paseo de longitud n > 1 (con τt ∈ {1,−1}
y cada αt flecha en Q1), entonces el peso del paseo w es p(w) =
τn + · · ·+ τ1.

Observación 6.57. Si w y w′ son paseos tales que ww′ es paseo, entonces

p(ww′) = p(w) + p(w′).

Observación 6.58. Sea Q un carcaj. Entonces los paseos de x en x tienen
peso cero, para todo x ∈ Q0 si y sólo si los paseos de x a y tienen todos el
mismo peso, para cada y en Q0.

Demostración. Supongamos que hay dos paseos w1 y w2 de x a y, con
w1 = ατnn · · ·α

τ1
1 y w2 = βσmm · · ·β

σ1
1 . Entonces w = β−σ1

1 · · ·β−σmm ατnn · · ·α
τ1
1

es un paseo de x a x y, por lo tanto, debe tener peso cero. Luego,

0 = p(β−σ1
1 · · ·ατ11 )

= −σ1 + · · ·+ (−σm) + τn + · · ·+ τ1

= −p(w2) + p(w1).

Por lo tanto, p(w1) = p(w2). 2

Definición 6.59. Sea Q un carcaj conexo (esto es, dados dos vértices x, y ∈
Q0, siempre hay un paseo de x a y). Supongamos que los paseos de x en x
tienen peso cero. Sea x0 ∈ Q0 fijo. Dado x ∈ Q0, siempre hay un paseo de x0

a x, por conexidad. Decimos que el peso del vértice x es el peso de cualquier
paseo de x0 a x. Lo denotaremos por p(x).
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Observación 6.60. Si Q es un carcaj finito y Q̃ es una componente conexa
de QZ, Q̃ satisface la condición de que los paseos de x en x tienen peso
cero y, por lo tanto, tiene sentido hablar del peso de cada vértice (x, i) ∈ Q̃.
Entonces, el conjunto

Q̃0(n) := {(x, i) ∈ Q̃0 | p(x, i) = n}

es finito, para cada n ∈ Z.

Demostración. Sea (x0, i0) el vértice de Q̃0 que hemos fijado para
definir el peso en cada vértice. Sea (x, i) ∈ Q̃0(n). Luego, hay un paseo
w = ατnn · · ·α

τ1
1 de (x0, i0) en (x, i) con n = p(w) = τn + · · · + τ1. Sabemos

que (x0, i0) es el inicio de la flecha ατ11 en Q̃1. Sea (xj , ij) el término de la
flecha α

τj
j en Q̃1, para j ∈ {1, . . . , n}. Aśı, (xn, in) = (x, i). Notemos que

ij+1 = ij + τj para j ∈ {0, . . . , n− 1}. Luego,

i = in−1 + τn = in−2 + τn−1 + τn = · · ·
= i0 + τ1 + · · ·+ τn.

Esto es, n = p(x, i) = i − i0 ó, equivalentemente, i = n + i0. Se sigue que
Q̃0(n) ⊆ Q0 × {n+ i0} es finito. 2

Definición 6.61. 1. Un carcaj Q es propio si y sólo si satisface que

(a) Q es localmente finito,

(b) Q es conexo,

(c) los paseos de x a x tienen peso cero, para todo x ∈ Q0, y

(d) si (Q0)r denota el conjunto de vértices cuyo peso es r, entonces
(Q0)r es finito para todo r ∈ Z.

2. Una k-álgebra A es propia si y sólo si A = kQ/I es una k-álgebra con
Q propio e I admisible.

Observación 6.62. Se sabe que si {Qi}i∈I son las componentes conexas de
Q, A = kQ/I, Ai = kQi/Ii, donde Ii es el ideal de kQ restringido a kQi,
entonces A−Mod ∼=

∐
i∈I

Ai−Mod. Luego, la observación (??) nos dice que

para entender kQZ/IZ con Q finito, basta estudiar las álgebras propias.

En adelante trabajaremos únicamente con álgebras propias.

Observación 6.63. Si A es un álgebra cuadrática propia, entonces su dual
cuadrática A! (definición (??)) también es un álgebra propia.
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Definición 6.64. Dada la categoŕıa A−Mod de A-módulos izquierdos, de-
notamos por A−Mod− la subcategoŕıa plena de A−Mod de los módulos M
tales que existe n ∈ Z tal que, para cada x ∈ Q0 con p(x) > n, se tiene
exM = 0. Análogamente, A−Mod+ es la subcategoŕıa plena de A−Mod tal
que para cada uno de sus módulos M existe n ∈ Z tal que, para cada x ∈ Q0

con p(x) < n, se tiene exM = 0.

Ejemplo 6.65. Para todo ex camino trivial, Aex está en A−Mod+. En
efecto, sea P := Aex y y ∈ Q0 tal que eyP = eyAex 6= 0 y y 6= x, luego,
como A = kQ/I, existe un camino no trivial δ de Q que inicia en x y termina
en y. Entonces, y tiene mayor peso que x. Tenemos que los elementos de
eyP = eyAex tienen peso mayor o igual al de x. Luego, n = p(x) funciona
en la definición.

Proposición 6.66. A−Mod+ es una subcategoŕıa abeliana de A−Mod, ce-
rrada bajo submódulos, cocientes y extensiones, es decir:

(a) Si g : N → M es monomorfismo en A−Mod y M está en A−Mod+,
entonces N está en A−Mod+.

(b) Si f : M → N es epimorfismo en A−Mod y M está en A−Mod+,
entonces N está en A−Mod+.

(c) Si la sucesión 0 //M // E // N // 0 es exacta y M , N
están en A−Mod+, entonces E está en A−Mod+.

Definición 6.67. A−Modb:=A−Mod+∩A−Mod−, y se llama la categoŕıa
acotada de A-módulos.

Notemos también que A−Modb y A−Mod− tienen las propiedades antes
enunciadas para A−Mod+.

Definición 6.68. Sea M ∈ A−Mod. El radical del módulo M es la inter-
sección de sus submódulos propios maximales y, si estos no existen, entonces
es M . Denotamos el radical de M por radM .

Definición 6.69. Sean M un A-módulo y P un A-módulo proyectivo. En-
tonces f : P → M es una cubierta proyectiva si f es un epimorfismo y
ker f ⊆ radP .

Probaremos que en A−Mod+ existen las cubiertas proyectivas.

Observación 6.70. Sean M ∈ A−Mod y m ∈M . Entonces, m ∈ radM si
y sólo si para todo morfismo ϕ : M → S (donde S es un A-módulo simple,
es decir, 0 6= S y 0, S son sus únicos submódulos) se tiene ϕ(m) = 0.
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Demostración. Sea m ∈ radM y ϕ : M → S, para S simple. Si ϕ 6= 0,
entonces ϕ es un epimorfismo, luego M/ kerϕ ∼= S simple. Por el teorema
de la correspondencia, kerϕ es un A-submódulo maximal de M . Por lo tan-
to, m ∈ kerϕ y ϕ(m) = 0. Para el rećıproco, sea B ( M maximal (si no
existe entonces radM = M , lo cual implica que m ∈ radM y terminamos).
Entonces en la proyección natural ϕ : B →M/B, se tiene que M/B es sim-
ple. Pero ϕ(m) = 0, entonces m ∈ B, para cada B maximal. Por lo tanto,
m ∈ radM . 2

Corolario 6.71. 1. Si M =
⊕
i∈I

Mi en A−Mod, entonces

radM =
⊕
i∈I

radMi.

2. Si f : M → N es un morfismo de A-módulos, entonces

f(radM) ⊆ radN.

3. Si f : M → N es un epimorfismo de A-módulos y ker f ⊆ radM ,
entonces

f(radM) = radN.

En particular, si L ⊆ radM , rad(M/L) = radM/L.

Demostración. (1) y (2) se derivan fácilmente de la observación (??).
Para (3), la hipótesis nos dice que para cada A-módulo simple S, hay una
biyección HomA(M,S) → HomA(N,S) que env́ıa cada h en h̄ tal que con-
muta

M
h //

f

��

S

N
h̄

>>}}}}}}}}
.

De alĺı se sigue el resultado. 2

Proposición 6.72. Si M es un A-módulo y N es un submódulo tal que
M/N es semisimple (es decir, es suma de simples), entonces radM ⊆ N .

Demostración. Sea x ∈ radM y x su clase en M/N . Si x 6= 0 (es decir,
x /∈ N), entonces existe gi : M/N → Si tal que gi(x) 6= 0. Por lo tanto, si
π : M → M/N es la proyección natural, se tiene giπ(x) 6= 0. Luego, x no
pertenece a radM , lo cual es una contradicción. 2
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Observación 6.73. Si S es un A-módulo simple, entonces αS = 0 para
cada flecha α de Q.

Demostración. Sea i
α // j una flecha, entoncesAαS es un submódu-

lo de S. Por lo tanto, AαS = 0 ó AαS = S. En el primer caso, ejαS = αS =
0 y se prueba lo afirmado. Veamos que el segundo caso no ocurre. Por con-
tradicción, supongamos que AαS = S, entonces existe s ∈ S tal que αs 6= 0,
entonces αs = αeieis con eis ∈ S = AαS. Por lo tanto, eis =

∑
t
eiγtαst,

con cada eiγtα camino de i en i, lo cual es una contradicción. 2

Observación 6.74. Los A-módulos simples son (hasta isomorfismo) las
representaciones Sx, con x ∈ Q0, definidas por: [Sx]x = kex y [Sx]y = 0 para
todo y 6= x; [Sx]α = 0 para toda α ∈ Q1. Además, Aex/rad(Aex) ∼= Sx para
todo x ∈ Q0.

Demostración. Sea M un A-módulo simple. Luego, existe x ∈ Q0 tal
que exM 6= 0. Sea 0 6= m ∈ exM y consideremos el morfismo ϕ : Sx → M
determinado por ϕ(ex) = m. Veamos que ϕ es, en efecto, un morfismo.
Sea α : y → z ∈ Q1. Si y 6= x, [Sx]y = 0 y Mαϕy = 0 = ϕxSα. Por la
observación (??), Mαϕx = 0 = ϕzSα. Como ϕ es inyectivo y M es simple,
Sx ∼= ϕ(Sx) = M .

Para la segunda afirmación notemos que, si x ∈ Q0,

Nx :=
⊕

p(y)>p(x)

eyAex ⊆ Aex

es un submódulo tal que Aex/Nx
∼= Sx. Luego, Nx es el único submódulo

maximal de Aex y Nx = rad(Aex). 2

En carcajes infinitos puede ocurrir que radM = M . Por ejemplo, si el
carcaj Q es:

Q = · · · // · // · // · · · ,

y el módulo M tiene la siguiente representación:

M = · · · 1 //k
1 //k

1 //k · · · ,

entonces radM = M . Sin embargo, esto no ocurre en A−Mod+.

Afirmación 6.75. Si M 6= 0 está en A−Mod+, entonces el radical de M
está contenido propiamente en M .
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Demostración. Existe i ∈ Z tal que para todo y con p(y) < i, se
tiene eyM = 0. Luego, M =

⊕
p(x)>i

exM es distinto de cero. Probemos que

N :=
⊕

p(z)>i+1

ezM es un submódulo de M . Si m ∈ ezM y tenemos un ca-

mino dirigido γ : z → w de Q, entonces γm ∈ ewM y p(z) > i + 1, lo cual
implica que p(w) > i + 1. Notemos que el módulo cociente M̄ := M/N es
isomorfo al módulo semisimple

⊕
p(x)=i

exM̄ . Por lo tanto, radM ⊆ N ( M .

2

Proposición 6.76 (Lema de Nakayama). Sea M ∈ A−Mod+. Si L un
submódulo de M es tal que L+ radM = M , entonces L = M .

Demostración. Sea η : M →M/L la proyección canónica, por el coro-
lario (??) inciso 2, tenemos que η(radM) ⊆ rad(M/L). Sea m ∈M , entonces
m = l + x, con l ∈ L y x ∈ radM . Entonces η(m) = η(x), porque η(l) = 0.
Luego, η(m) ∈ η(radM), esto es, Imη = M/L ⊆ η(radM) ⊆ rad(M/L). En-
tonces M/L = rad(M/L). Como M ∈ A−Mod+, también M/L ∈ A−Mod+,
luego M/L = 0, lo cual implica L = M . 2

Definición 6.77. Sea M un A-módulo. El soclo de M es el submódulo de
M formado por la suma de los simples de M . Lo denotamos por

socM =
∑
S6M

S simple

S.

Observación 6.78. Sea M un A-módulo. Un elemento m ∈ M está en el
soclo de M si y sólo si αm = 0 para toda α flecha del carcaj Q.

Demostración. En la observación (??) probamos que si S es un submódu-
lo simple de M , entonces αS = 0, para todo α ∈ Q1.

Para el rećıproco, sea m ∈M tal que, para todo α ∈ Q1 se tiene αm = 0.
Supongamos m = e1m+· · ·+elm, con e1, . . . , el distintos. Notemos que cada
sumando de m tiene la misma propiedad de ser anulado por las flechas. En
efecto, sea α ∈ Q1, entonces αeim = 0m = 0 si α no inicia en i, y si α inicia
en i, entonces αeim = αm = 0. Luego, basta ver que cada eim está en el
soclo de M . Tenemos que Aeim = keim, el cual tiene dimensión uno como
k-espacio vectorial y es un A-módulo simple, por lo tanto, eim está en el
soclo de M . 2
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Lema 6.79. Si M 6= 0 está en A−Mod+, entonces M/radM es semisimple.

Demostración. M/radM es semisimple si y sólo si soc(M/radM) =
M/radM . Por la observación (??), esto equivale a que α(M/radM) = 0
para cada flecha α de Q. Sea α una tal flecha, veamos que αM ⊆ radM .
Para ello basta ver que αM ⊆ N , para cada submódulo maximal N de M .
Pero si N 6 M es maximal, M/N es simple y α(M/N) = 0 por (??). Luego,
αM ⊆ N . 2

Proposición 6.80. En A−Mod+ existen las cubiertas proyectivas.

Demostración. Sea M ∈ A−Mod+ y π : M → M/radM la proyec-
ción natural. Si Sx es la representación simple de A en el vértice x, por la
observación (??) tenemos una cubierta proyectiva Aex → Sx. Luego, existe
una cubierta proyectiva h :

∐
i∈I

Aei →
∐
i∈I

Si, para cada A-módulo semisimple∐
i∈I

Si. Entonces existe η que hace conmutar:

∐
i∈I

Aei

η

yysssssssssssss

h
��

M π
//M/radM ∼=

∐
i∈I

Si.

Hay un tal isomorfismo por el lema (??). Se tiene que M ∼= Imη + kerπ =
Imη + radM . Luego, por el Lema de Nakayama, Imη = M . Aśı que η es
un epimorfismo. Además, ker η ⊆ rad(

∐
i∈I

Aei). Por lo tanto, η es cubierta

proyectiva minimal de M y se tiene
∐
i∈I

Aei ∈ A−Mod+. 2

Corolario 6.81. Dado M ∈ A−Mod+ podemos construir una resolución
proyectiva de M .

Demostración.

P−1
M

##GGGGGGGGG
P 0
M

ηM //M // 0.

ker ηM

;;xxxxxxxxx
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Si M ∈ A−Mod+, entonces el complejo:

ṘM : · · · // P−2
M

// P−1
M

// P 0
M

// 0 // · · ·

es una resolución proyectiva de M . 2

6.5. A−Mod− y corresoluciones inyectivas

En adelante, cuando hablemos de producto tensorial sobre el campo k, para
no complicar la notación, evitaremos escribir el sub́ındice k. Mantendremos
nuestras hipótesis sobre Q y A = kQ/I de la sección anterior. Estudiemos
los kQ-módulos inyectivos.

Definición 6.82. Sea a un vértice de Q0 fijo. Sea la k-representación aI
definida por los espacios vectoriales aIx =

⊕
ρ∈Γx,a

kρ, donde Γx,a es el conjun-

to de caminos dirigidos de Q de x en a, para cada x ∈ Q0; y, para α : x→ y
en Q1 tenemos las transformaciones lineales: aIα : aIx =

⊕
ρ∈Γx,a

kρ −→ aIy =⊕
σ∈Γy,a

kσ, tales que

aIα(ρ) =
{
σ, si σα = ρ,
0, en otro caso.

Veremos más adelante que aI es inyectivo.

Proposición 6.83. Sean M una k-representación de Q y V un k-espacio
vectorial. Para cada vértice a en Q0, existe un isomorfismo lineal:

φM : HomkQ(M, aI
⊗
V ) −→ Homk(Ma, V ),

que es natural en M .

Demostración. Recordemos cuál es la estructura de kQ-módulo de
aI
⊗
V . Dado α ∈ kQ su acción en un generador de aI

⊗
V es

α(ρ⊗ v) = αρ⊗ v.

Ahora veamos a aI
⊗
V como k-representación. Entonces, si x ∈ Q0,

(aI
⊗
V )x = ex(aI

⊗
V ) = ex(aI)

⊗
V = aIx

⊗
V =

⊕
ρ∈Γx,a

kρ
⊗
V.
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Luego, (aI
⊗
V )a = kea

⊗
V , pues Q no tiene ciclos orientados, salvo el

trivial. Sea ρ = αn · · ·α1 un camino dirigido de x en a. La transformación
lineal

(aI
⊗
V )ρ : (aI

⊗
V )x → (aI

⊗
V )a,

definida por (aI
⊗
V )ρ = (aI

⊗
V )αn · · · (aI

⊗
V )α1 satisface:

(aI
⊗
V )ρ(σ ⊗ v) =

{
ea ⊗ v, si σ = ρ,
0, en otro caso.

Sea h : M → aI
⊗
V un morfismo de representaciones. Definimos φM (h)

como la composición de los siguientes morfismos:

Ma
ha // (aI

⊗
V )a = kea

⊗
V ∼= k

⊗
V ∼= V.

Supongamos que φM (h) = 0, entonces el morfismo ha : Ma → kea
⊗
V es

cero. Para algún otro vértice x tenemos:

hx : Mx −→ (aI
⊗
V )x =

⊕
ρ∈Γx,a

kρ
⊗
V.

Si hx 6= 0, hay al menos un camino no trivial ρ de x en a. Para cada
ρ ∈ Γx,a, tenemos el siguiente diagrama conmutativo (pues h es un morfismo
de representaciones):

Ma
ha=0 // kea

⊗
V

Mx

Mρ

OO

hx //
⊕

σ∈Γx,a

kσ
⊗
V.

(aI
N
V )ρ

OO

Sea m ∈Mx y supongamos que hx(m) =
∑

σ∈Γx,a

σ ⊗ vσ. Entonces

0 = haMρ(m) = (aI
⊗
V )ρ(hx(m))

= (aI
⊗
V )ρ(

∑
σ ⊗ vσ)

= ea ⊗ vρ.

Por lo tanto, vρ = 0, para cada ρ. Luego, hx = 0, esto nos dice que h = 0 y
que φM es un morfismo inyectivo.

Sea h : Ma → V una función lineal. Queremos encontrar un morfismo
g : M → aI

⊗
V tal que φM (g) = h. Definamos

ga : Ma −→ (aI
⊗
V )a = kea

⊗
V

m 7→ ea ⊗ h(m),
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y, para otros vértices x 6= a en Q0,

gx : Mx −→ (aI
⊗
V )x =

⊕
σ∈Γx,a

kσ
⊗
V

m 7→
∑
σ
σ ⊗ h(Mσ(m)).

Luego, tenemos el diagrama:

Ma
ga // kea

⊗
V

Mx

Mρ

OO

gx // ⊕
σ∈Γx,a

kσ
⊗
V.

(aI
N
V )ρ

OO

Entonces, si m ∈Mx,

gaMρ(m) = ea ⊗ h(Mρ(m)) = (aI
⊗
V )ρgx(m).

Si α : x→ y es una flecha de Q, donde a /∈ {x, y}, también conmuta:

My
gy // ⊕

σ∈Γy,a

kσ
⊗
V

Mx

Mα

OO

gx // ⊕
ρ∈Γx,a

kρ
⊗
V,

(aI
N
V )α

OO

porque, si m ∈Mx, entonces:

gyMα(m) =
∑
σ
σ ⊗ h(σαm)

= (aI
⊗
V )α(

∑
ρ
ρ⊗ h(ρm))

= (aI
⊗
V )αgx(m).

Ahora analicemos el caso de una flecha α : a → y 6= a en Q: Tenemos el
siguiente diagrama:

Ma
ga //

Mα

��

kea
⊗
V

(aI
N
V )α��

My
gy // ⊕

σ∈Γy,a

kσ
⊗
V.
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Si hubiera un camino σ de y en a, entonces σα seŕıa un ciclo orientado de
a en a, pero no hay tales caminos en Q, por lo tanto no existe tal sigma, es

decir,
⊕

σ∈Γy,a

kσ
⊗
V = 0. Luego, es claro que conmuta el diagrama en este

caso. Por lo tanto, φM es epimorfismo.
Veamos que es natural, sea h : M ′ →M , se tiene:

HomkQ(M, aI
⊗
V )

φM //

Hom(h,1)
��

Homk(Ma, V )

Hom(ha,1V )

��
HomkQ(M ′, aI

⊗
V )

φM′ // Homk(M ′a, V ).

Sea u : M → aI ⊗ V un morfismo de kQ-módulos, entonces φM (u) es la
composición de los siguientes morfismos:

Ma
ua // (aI

⊗
V )a = kea

⊗
V

∼= // k
⊗
V

∼= // V.

Tenemos que ua(m) = ea ⊗ φM (u)(m), para todo m ∈ Ma. De hecho, si
ua(m) = ea ⊗ v, para algún v ∈ V , tenemos que φM (u)(m) = v. Por otro
lado, si m′ ∈M ′a, φM ′(Hom(h, 1)(u))(m′) = φM ′(uh)(m′) y también,

ea ⊗ φM ′(uh)(m′) = (uh)a(m′) = (ua)(ha(m′)) = ea ⊗ φM (u)(ha(m′)).

Por lo tanto, φM ′(uh)(m′) = φM (u)ha(m′). Luego, el cuadrado conmuta y
φM es natural. 2

Proposición 6.84. Si a ∈ Q0 y V es un k-espacio vectorial, entonces
aI
⊗
V es inyectivo como kQ-módulo y como kQ-módulo.

Demostración. Sea 0 //M
s // E

t // N // 0 una sucesión
exacta de kQ-módulos. Entonces

0 //Ma
sa // Ea

ta // Na
// 0,

es una sucesión exacta de k-espacios vectoriales. Luego, se divide, esto es,
existe σa : Ea → Ma tal que σasa = 1Ma . Por la proposición anterior, tene-
mos el siguiente diagrama conmutativo:

0 // HomkQ(N, aI
⊗
k

V ) t∗ //

∼=
��

HomkQ(E, aI
⊗
k

V ) s∗ //

∼=
��

HomkQ(M, aI
⊗
k

V )

∼=
��

0 // Homk(Na, V )
t∗a // Homk(Ea, V )

s∗a // Homk(Ma, V ),
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luego, basta probar que s∗a es un epimorfismo. Entonces, (σasa)∗ = s∗aσ
∗
a = 1

y s∗a es una retracción. Por lo tanto, s∗ es un epimorfismo y aI
⊗
V es in-

yectivo. 2

Corolario 6.85. Para cada a ∈ Q0, aI es inyectivo en kQ−Mod y en
kQ−Mod.

Demostración. Haciendo V = k en la proposición anterior, tenemos
que aI

⊗
k es inyectivo, luego aI ∼= aI

⊗
k es inyectivo. 2

Necesitamos conocer los inyectivos en kQ/I−Mod. SiM está en kQ−Mod
(respectivamente en kQ−Mod), recordemos que M es un kQ/I-módulo (res-
pectivamente kQ/I-módulo) si y sólo si IM = 0.

Definición 6.86. Sea L un kQ-módulo. Definimos:

LI := {l ∈ L | Il = 0}.

Este es un submódulo de L y es el más grande submódulo L′ de L tal que
IL′ = 0.

Afirmación 6.87. Si L es inyectivo como kQ-módulo (respectivamente co-
mo kQ-módulo), entonces LI es inyectivo como kQ/I-módulo (respectiva-
mente como kQ/I-módulo).

Demostración. Sean 0 //M
s // E

t // N // 0 una sucesión
exacta de kQ/I-módulos y h : M → LI un morfismo. Para σ : LI → L la
inclusión canónica, tenemos el diagrama:

0 //M
s //

h
��

E
t //

v

~~
u

��

N // 0

LI

σ

��
L .

Donde u existe porque L es inyectivo, y es tal que us = σh. Por otro lado, I
anula a E, luego, I anula a u(E). Entonces, u(E) está en LI . Aśı, podemos
definir un morfismo v : E → LI . Se tiene σvs = us = σh. Como σ es mono-
morfismo, se tiene que vs = h. Por lo tanto, LI es inyectivo en kQ/I−Mod. 2
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Proposición 6.88. Para cada kQ-módulo L y cada k-espacio vectorial V ,
se tiene: (L

⊗
V )I = LI

⊗
V .

Demostración. Sea {vj}j∈J una base de V ym en L
⊗
V =

∐
j∈J

L
⊗
kvj .

Luego, m =
∑
hj ⊗ vj , con cada hj en L. Se tiene que m ∈ (L

⊗
k

V )I si y

sólo si, para cada t ∈ I, 0 = tm =
∑
thj ⊗ vj , si y sólo si thj = 0, si y sólo

si, hj ∈ LI . 2

Corolario 6.89. xI
I
⊗
V y xI

I son inyectivos como kQ/I-módulos y como
kQ/I-módulos, para cada x ∈ Q0 y V ∈ k−Mod.

El álgebra que nos interesa en este estudio es kQ/I, para kQ/I un álgebra
propia y Q un carcaj propio. En adelante, cuando hablemos de A-módulos
inyectivos nos referiremos a los kQ/I-módulos inyectivos, que sin temor a
confusión denotaremos por xI⊗Vx como antes denotabamos a los kQ-módu-
los inyectivos, en lugar de la notación xI

I ⊗ Vx que veńıamos usando.
En carcajes infinitos puede ocurrir que socM = 0 para un móduloM 6= 0.

Por ejemplo, si el carcaj Q es:

Q = · · · //· //· //· · · ,

y el módulo M tiene la siguiente representación:

M = · · · //k
1k //k

1k //k · · · ,

entonces socM = 0. Sin embargo, esto no ocurre en A−Mod−.

Proposición 6.90. Sea 0 6= M ∈ A−Mod−, entonces socM 6= 0.

Demostración. Existe t ∈ Z tal que Mz = 0 si p(z) > t. Supongamos
que Mx 6= 0 y p(x) = t. Sea m ∈ Mx − {0} y veamos, usando (??), que
m ∈ socM . Sea γ una flecha en Q de y en z. Si y 6= x, γMx = 0 pues
Mx = exM . Si y = x, entonces γm ∈Mz = 0 porque p(z) = p(x)+1 = t+1.
Por lo tanto, γm = 0. 2

Proposición 6.91. Si M , N ∈ A−Mod− y u : M → N es un morfismo,
entonces:

(a) La imagen bajo u del soclo de M está contenida en el soclo de N .

Neevia docConverter 5.1



6.5 A−Mod− y corresoluciones inyectivas 225

(b) u es monomorfismo si y sólo si la restricción de u al soclo de M es
monomorfismo.

Demostración. Sea m ∈ socM , entonces para cada flecha γ se tiene
que γu(m) = u(γm) = 0. Luego, u(m) está en el soclo de N .

La suficiencia es clara. Para ver la necesidad, supongamos que la restric-
ción u′ de u al soclo de M es monomorfismo y el núcleo de u es distinto
de cero. Luego, soc(keru) 6= 0, porque keru ∈ A−Mod−. Tenemos que
soc(keru) ⊆ socM y, además soc(keru) ⊆ keru.

ker(u′) = socM ∩ keru = soc(keru) 6= 0,

lo cual es una contradicción. 2

Observación 6.92. El soclo de aI es el simple en el vértice a, que también
es el soclo de aI

I . Esto es:
socaI = Sa,

y
socaII = Sa.

Además, aII es inescindible.

Demostración. Por la definición (??) y la observación (??), tenemos
que

socaI =
∑
S6aI
Ssimple

S =
∑
Sx6aI

p(x)6p(a)

Sx =
∑
Sx6aI

p(x)6p(a)

kex.

Sea w ∈ socaI, entonces w =
∑
u
cueu. Sea y α // z una flecha en Q. Por la

observación (??):
0 = αw =

∑
u

cuαeu = cyα,

luego, p(y) 6 p(a) y p(z) > p(a). Por lo tanto, y=a. Entonces, w = caea.
Por lo tanto, socaI ⊆ Sa. Aśı que socaI = Sa.

Por otro lado, si w ∈ socaI, como I está generado por caminos de lon-
gitud mayor o igual que 2, entonces Iw = 0. Por lo tanto, socaI ⊆ aI

I . En
particular, aII 6= 0. Por la proposición (??), socaII = socaI = Sa.

Por último, si aII = L1 ⊕ L2 en A−Mod−, entonces

Sa = socaII = socL1 ⊕ socL2,

Neevia docConverter 5.1



226 El Algebra de Carcaj

luego, socL1 = 0 ó socL2 = 0. Por la proposición (??), L1 = 0 ó L2 = 0. 2

En la siguiente proposición nos referimos a kQ/I o a kQ/I (aunque
el producto en kQ/I−Mod y kQ/I−Mod no sea el mismo, ver proposi-
ción (??)).

Proposición 6.93. Sea {Ij}j∈J una familia de kQ/I-módulos inyectivos.
Entonces el producto

∏
j∈J

Ij es kQ/I-inyectivo.

Demostración. Sea u : M → E un monomorfismo y ϕ : M →
∏
j∈J

Ij

un morfismo de A-módulos. Sea ηj :
∏
j∈J

Ij → Ij la proyección canónica para

cada j ∈ J . Como cada Ij es inyectivo, existe ψj tal que en el diagrama

0 //M
u //

ϕ
��

E

ρ

xx

ψj

����������������������

∏
j∈J

Ij

ηj

��
Ij

ψju = ηjϕ, para cada j ∈ J . Por la propiedad universal del producto
∏
j∈J

Ij

tenemos que existe un único morfismo ρ : E →
∏
j∈J

Ij tal que ηjρ = ψj para

cada j ∈ J , entonces ηjρu = ψju = ηjϕ. Por lo tanto, ρu = ϕ. 2

Proposición 6.94. Sea {xI ⊗ Vx}x∈J una familia de kQ/I-módulos inyec-
tivos y t ∈ Z fijo. Entonces el coproducto

∐
p(x)6t

xI ⊗ Vx es kQ/I-inyectivo.

Demostración. Sea u : M → E monomorfismo y ϕ : M →
∐

p(x)6t
xI⊗Vx

un morfismo de kQ/I-módulos. Sea σ :
∐

p(x)6t
xI ⊗ Vx →

∏
p(x)6t

xI ⊗ Vx la

inclusión canónica. Por la proposición anterior existe un único morfismo
ψ : E →

∏
p(x)6t

xI⊗Vx tal que uψ = σϕ. Probemos que Imψ ⊆
∐

p(x)6t
xI⊗Vx.

Sea m ∈ E =
∐
z∈Q0

ezE, con m = mz1 + · · · + mzl y cada mzi ∈ eziE.

Luego, existen enteros a, b tales que a 6 p(zi) 6 b para el peso de cada zi. Si
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ψ(m) 6= 0, entonces existe z tal que 0 6= ezψ(m) = ψ(ezm). Lo cual implica
que ezm 6= 0. Por lo tanto, a 6 p(z) 6 b.

0 //M
u //

ϕ

��

E

ψ

������������������������

∐
p(x)6t

xI ⊗ Vx

σ

��∏
p(x)6t

xI ⊗ Vx

Sea ηx :
∏

p(x)6t
xI ⊗ Vx →x I ⊗ Vx la x-ésima proyección canónica. Luego,

ηxψ(m) 6= 0 para algún x. Pero ηxψ(m) ∈ xI ⊗ Vx =
∐
z∈Q0

(xI ⊗ Vx)z. Enton-

ces existe z0 ∈ Q0 tal que 0 6= ez0ηxψ(m) = ηxψ(ez0m), de ah́ı que ez0m 6= 0.
Por lo tanto, a 6 p(z0) 6 b. También ez0(xI ⊗ Vx) = xIz0 ⊗ Vx 6= 0, pero
esto sólo pasa cuando hay un camino de z0 a x y en tal caso, p(z0) 6 p(x).
Entonces a 6 p(x) 6 t. Además, por hipótesis el carcaj Q es tal que, para
cada i ∈ Z, el conjunto {x | p(x) = i} es finito, pues Q es propio (defini-
ción (??)). Por lo tanto, el conjunto de vértices x tales que ηxψ(m) 6= 0 es
finito. Aśı que ηxψ(m) = 0 para casi todo x con p(x) 6 t. Por lo tanto,
ψ(m) ∈

∐
p(x)6t

xI ⊗ Vx. 2

Proposición 6.95. Si M ∈ kQ/I−Mod y V ∈ k−Mod, para cada a ∈ Q0

hay un isomorfismo lineal

φM : HomkQ/I(M, aI
I
⊗
V )→ Homk(Ma, V ),

que es natural en M .

Demostración. Se sigue de la proposición (??), pues I anula a M y a
aI
I ⊗ V , luego, tenemos:

HomkQ/I(M, aI
I
⊗
V ) = HomkQ(M, aI

I
⊗
V ) ∼= HomkQ(M, aI

⊗
V ),

donde el isomorfismo está inducido por la inclusión i : aII
⊗
V → aI

⊗
V . 2

Proposición 6.96. Sea 0 6= M ∈ A−Mod−. Entonces existe un monomor-
fismo ϕ : M →

∐
p(x)6t

xI ⊗ Vx tal que ϕ(socM) = soc(
∐

p(x)6t
xI ⊗ Vx).
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Demostración. Como M ∈ A−Mod−, entonces socM 6= 0. Tenemos
que socM =

∐
z∈Q0

ez(socM). Sea z ∈ Q0 arbitrario pero fijo y sean Vz el

k-espacio vectorial ez(socM) y V̄z la sub-representación ez(socM) de M .
Consideremos el morfismo de representaciones σ̄z := φ−1

V̄z
(1Vz) : V̄z →

zI
I⊗Vz, dado por la proposición (??). Luego, σ̄z(v) = ez⊗v, para v ∈ ezV̄z.

Aśı, σ̄z es un monomorfismo de representaciones y σ̄z(Vz) = zI ⊗ Vz. Como
M ∈ A−Mod−, existe un entero t tal que Mw = 0 si p(w) > t. Tenemos el
siguiente diagrama:

∐
p(z)6t

ez(socM) σ̄ //

� _

��

∐
p(z)6t

zI ⊗ Vz

M

ϕ
88

donde σ̄ existe por la propiedad universal del coproducto
∐

p(z)6t
ez(socM) y es

un monomorfismo porque cada σ̄z lo es. Además,
∐

p(z)6t
zI ⊗ Vz es inyectivo,

entonces existe ϕ que hace conmutar el diagrama y se tiene que la restric-
ción de ϕ al soclo de M es σ y, por lo tanto, es monomorfismo. Luego, ϕ es
monomorfismo. Tenemos que ϕ(socM) = soc(

∐
p(z)6t

zI ⊗ Vz). 2

Observación 6.97.
∐

p(z)6t
zI ⊗ Vz está en A−Mod−. En efecto, si w es tal

que p(w) > t, entonces

ew(
∐
p(z)6t

zI ⊗ Vz) =
∐
p(z)6t

zIw ⊗ Vz = 0

porque cada zIw = 0.

Corolario 6.98. Dado M en A−Mod− existe una corresolución inyectiva
de M .

Demostración. Sea σM : M → I1 una envolvente inyectiva de M , es
decir, σM es monomorfismo y socM ∼= socI1. Luego, sea λ1 la envolvente
inyectiva de I1/σM (M), tenemos el diagrama:

M
σM // I1

δ1=λ1π1 //

π1 %%JJJJJJJJJJ I2
δ2=λ2π2 //

π2 $$IIIIIIIII I3 · · ·

I1/σM (M)
λ1

99tttttttttt
I2/δ1(I1)

λ2

99ssssssssss
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6.5 A−Mod− y corresoluciones inyectivas 229

Continuando con este proceso inductivamente obtenemos que el complejo:

İM : 0 //M
σM // I1 δ1

// I2 δ2
// · · ·

es una corresolución inyectiva de M . 2
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Caṕıtulo 7

Dualidad de Koszul

En este caṕıtulo probamos un teorema análogo al que aparece en el art́ıcu-
lo [?]. En la proposición (??) construiremos un funtor de la categoŕıa de
A!-módulos a la de complejos de A-módulos proyectivos que es fiel, pleno
y exacto. En un siguiente paso extenderemos la definición de este funtor a
uno de la categoŕıa de complejos de A!-módulos a la de complejos de A-
módulos proyectivos. Después probaremos que éste induce un funtor exacto
entre las categoŕıas homotópicas, luego entre un par de subcategoŕıas plenas
de ellas y, finalmente, en sus derivadas, donde es un funtor de categoŕıas
trianguladas.

Como en el caṕıtulo anterior, A = kQ/I, con I un ideal admisible y
cuadrático de kQ, Q localmente finito y conexo, además, los paseos de x
en x tienen peso cero y Q(i) es finito para todo i ∈ Z. Aśı, A es propia y
cuadrática.

7.1. El funtor de Koszul f : A!−Mod→ C (A−Mod)

Sea C (A−Proy) la subcategoŕıa plena de C (A−Mod) de complejos de A-
módulos proyectivos. Además, sea F el ideal de A generado por las flechas
de Q.

Notación. De aqúı en adelante, denotaremos el peso en el carcaj Q por p y
el peso en el carcaj Qop por q, con respecto al mismo punto fijo en Q0 = Qop

0 .
Notemos que, entonces, −p = q. Además, para enfatizar que consideramos
un vértice x de Q en Qop, lo denotaremos por xop. Luego, q(xop) = −p(x).

Lema 7.1. Sean V , W un par de k-espacios vectoriales y {v1, . . . , vn} un
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conjunto linealmente independiente en V . Supongamos que 0 =
n∑
i=1

vi ⊗w ∈

V
⊗
k

W , entonces w = 0.

Demostración. Si B es una k-base de V que extiende a {v1, . . . , vn} y
B′ es una k-base de W , entonces {v ⊗ w′ | v ∈ B, w′ ∈ B′} es una k-base de
V
⊗
k

W . En efecto,

V
⊗
k

W = (
⊕
v∈B

kv)
⊗
k

(
⊕
w′∈B′

kw′)

=
⊕
v∈B
w′∈B′

kv ⊗ kw′ =
⊕
v∈B
w′∈B′

k(v ⊗ w′)

Luego, si w =
∑
j
λjw

′
j , entonces 0 =

n∑
i=1

vi ⊗w =
∑
i,j
λjvi ⊗w′j , por lo tanto,

λj = 0 para todo j. 2

Proposición 7.2. Existe un funtor f de A!−Mod en C (A−Proy) que es
fiel, pleno y exacto.

Demostración. Sea Si :=
⊕

q(xop)=i

kexop =
⊕

−p(x)=i

kex. Esta es una k-

subálgebra de Sop = S, para cada i ∈ Z. Además Si es claramente un ideal
de Sop. Dado M un A!-módulo, tenemos

A
⊗
S

SiM = A
⊗
S

∐
−p(x)=i

kexM ∼=
∐

−p(x)=i

A
⊗
S

exM

∼=
∐

−p(x)=i

Aex
⊗
k

exM ∼=
∐

−p(x)=i

Aex
⊗
k

∐
k

∼=
∐

−p(x)=i

∐
Aex

⊗
k

k ∼=
∐

−p(x)=i

∐
Aex.

Como Aex es proyectivo, entonces A
⊗
S

SiM es un A-módulo proyectivo. Te-

nemos SiM =
∐

−p(x)=i

exM . Por otro lado, sea d̃ifM : A× SiM → A
⊗
S

Si+1M

la función tal que d̃ifM (a,m) =
∑
γ∈Q1

aγ⊗γopm, para i ∈ Z, a ∈ A, m ∈ SiM .

Veamos que está bien definida. Supongamos que m =
∑

−p(z)=i
ezm, entonces,

se tiene γopm =
∑

−p(z)=i
γopezm (no cero sólo para un número finito de flechas

γ ∈ Q1). Supongamos x
γ // y en Q1, entonces y

γop
// x está en Qop

1 y
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γopm = γopeym. Si el peso de y en Qop es i, entonces el peso de x (en Qop)
es i + 1, es decir, −p(y) = i y −p(x) = i + 1, entonces γopm = exγ

opeym
es un elemento de Si+1M . La función d̃ifM claramente es bilineal. Probemos
que d̃ifM es S-balanceado. Sea ez un generador de S, a =

∑
y∈Q0

aey ∈ A =⊕
y∈Q0

Aey, m =
∑

−p(x)=i

exm ∈
⊕

−p(x)=i

exM . Luego:

d̃ifM (aez,m) =
∑
γ∈Q1

aezγ ⊗ γopm

=
∑
y∈Q0

∑
−p(x)=i

∑
γ∈Q1

aeyezγ ⊗ γopexm

=
∑

−p(x)=i

∑
γ∈Q1

aezγ ⊗ γopexm

=
∑

γ : w→z
−p(z)=i

aezγ ⊗ γopezm

=
∑
y∈Q0

∑
−p(x)=i

∑
γ∈Q1

aeyγ ⊗ γopezexm

=
∑
γ∈Q1

aγ ⊗ γopezm = d̃ifM (a, ezm).

Luego, tengo morfismos de A-módulos difM : A
⊗
S

SiM → A
⊗
S

Si+1M , para

cada i ∈ Z tales que difM (a,m) =
∑
γ∈Q1

aγ ⊗ γopm.

Probemos que di+1
fMd

i
fM = 0. Dado un generador a ⊗ m del A-módulo

A
⊗
S

SiM , podemos tomar uno de la forma ez ⊗ ezm y se tiene:

di+1
fMd

i
fM (ez ⊗ ezm) = di+1

fM (
∑
γ∈Q1

ezγ ⊗ γopezm)

=
∑

γ,ρ∈Q1

ezγρ⊗ ρopγopezm

= ez(
∑

γ,ρ∈Q1

γρ⊗ ρopγop)ezm

= ezϕezm(
∑

γ,ρ∈Q1

γ ⊗ ρ⊗ ρop ⊗ γopez) = 0,

por las observaciones (??) y (??). Luego, dado un A!-módulo izquierdo M ,
definimos el complejo

f(M) := (A
⊗
S

SiM,difM )i∈Z.

Hemos visto que éste es un complejo de A-módulos proyectivos. Demos una
regla de asociación para los morfismos de A!−Mod. Sea h : M → N un
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morfismo de A!-módulos. Como Sop ⊆ A!, en particular, h es un morfismo
de S-módulos. Luego, h(SiM) = Sih(M) ⊆ SiN . Es decir, h induce un
morfismo de S-módulos, hi : SiM → SiN , para cada i ∈ Z. Entonces 1 ⊗
hi : f(M)i → f(N)i. Probemos que el siguiente diagrama conmuta:

A
⊗
S

SiM
difM //

1⊗hi
��

A
⊗
S

Si+1M

1⊗hi+1

��
A
⊗
S

SiN
difN // A

⊗
S

Si+1N.

Sea a⊗m un generador en A
⊗
S

SiM . Entonces,

(1⊗ hi+1)(difM (a⊗m)) = (1⊗ hi+1)(
∑
γ∈Q1

aγ ⊗ γopm) =
∑
γ∈Q1

aγ ⊗ h(γopm),

y, por otro lado,

difN ((1⊗ hi)(a⊗m)) = difN (a⊗ h(m)) =
∑
γ∈Q1

aγ ⊗ γoph(m).

Pero γoph(m) = h(γopm) porque h es un morfismo de A!-módulos. Por lo
tanto, f(h) := (1⊗hi)i∈Z es un morfismo de complejos. Además, claramente
f es un funtor.

Veamos que f es exacto. Sea 0 // M
u // N

v // L // 0 exacta

en A!−Mod. Por el lema (??), 0 // exM
ux // exN

vx // exL // 0 es
una sucesión exacta. Luego, conmuta el siguiente diagrama y es exacto el
primer renglón,

0 //
⊕

−p(x)=i

exM
(ux)i //

⊕
−p(x)=i

exN
(vx)i //

⊕
−p(x)=i

exL // 0

0 // SiM
ui // SiN

vi // SiL // 0.

(7.1)

Aśı, el segundo renglón es una sucesión exacta de S-módulos. Como S es
semisimple, este segundo renglón se divide. Al tensorizar:

0 // A
⊗
S

SiM
1⊗ui // A

⊗
S

SiN
1⊗vi // A

⊗
S

SiL
// 0
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se divide, para cada i ∈ Z. Por lo tanto,

0 // f(M)
f(u) // f(N)

f(v) // f(L) // 0

es una E-sucesión en C (A−Mod).
Además, f es fiel y pleno, como se prueba a continuación:
Recordemos que

f(M)i = A
⊗
S

SiM = A
⊗
S

∐
−p(x)=i

exM

∼=
∐

−p(x)=i

A
⊗
S

exM ∼=
∐

−p(x)=i

Aex
⊗
k

exM.

Sea h : M → N morfismo en A!−Mod. Entonces se tiene el diagrama con-
mutativo:

f(M)i ∼=
∐

−p(x)=i

Aex
⊗
k

exM

f(h)i

��
(1⊗hx)

��
f(N)i ∼=

∐
−p(x)=i

Aex
⊗
k

exN.

Supongamos que f(h) = 0, luego, también (1 ⊗ hx) = 0. Entonces, para
cada m ∈ exM , se tiene

0 = (1⊗ h)(ex ⊗m) = ex ⊗ h(m),

que es un elemento de Aex
⊗
k

exN . Por lema (??), h(m) = 0. Luego, h = 0

y f es fiel.
Para ver que f es pleno: Sea g : f(M)→ f(N) un morfismo de comple-

jos. Entonces, para cada i ∈ Z y x tal que −p(x) = i, tenemos el diagrama
conmutativo:

f(M)i ∼=
∐

−p(x)=i

Aex
⊗
k

exM ⊇ kex
⊗
k

exM ∼= k
⊗
k

exM ∼= exM

�� ��
gix
����

gi

��
f(N)i ∼=

∐
−p(x)=i

Aex
⊗
k

exN ⊇ kex
⊗
k

exN ∼= k
⊗
k

exN ∼= exN,

pues cada gi es un morfismo de A-módulos. Luego, si m ∈ exM , entonces

gi(ex ⊗m) = gi(ex(ex ⊗m)) = exg
i(ex ⊗m)
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es un elemento en kex
⊗
k

exN , porque gi(ex⊗m) está en
∐

−p(y)=i

exAey
⊗
k

eyN ,

donde

exAey =
{
kex, si y = x,
0, si y 6= x.

Esto último se debe a que, si x 6= y y exAey 6= 0, entonces hay un ca-
mino en Q de y en x; luego, p(x) > p(y) y −p(y) 6= i, lo cual es una
contradicción. Por lo tanto, gi(ex ⊗m) ∈ kex

⊗
k

exN . Luego, gi induce una

aplicación kex
⊗
k

exM −→ kex
⊗
k

exN , y ésta a su vez induce una aplicación

gix : exM −→ exN , para cada x ∈ Q0 con −p(x) = i. Luego, para m ∈ exM
se tiene:

m � //
_

��

1⊗m � // ex ⊗m_

��
gi(ex ⊗m)

gix(m) � // 1⊗ gix(m) � // ex ⊗ gix(m).

Además, gi(aex ⊗ m) = agi(ex ⊗ m) = a(ex ⊗ gix(m)). Consideremos la

función ḡ : M =
⊕
x∈Q0

exM
(gx)−−→

⊕
x∈Q0

exN = N , donde gx := gix si −p(x) = i.

Veremos que ḡ ∈ HomA!(M,N). Bastará ver que ḡ(αopm) = αopḡ(m) para

cada flecha α ∈ Q1 y m ∈M . Fijemos y α̂ // x en Q1 y sea m ∈ exM . Sea
i := −p(x). Como ġ es de complejos, tenemos el diagrama conmutativo:

f(M)i
difM //

gi

��

f(M)i+1

gi+1

��
f(N)i

difN // f(N)i+1.

Entonces, como −p(x) = i,

difNg
i(ex ⊗m) = difN (ex ⊗ gix(m)) =

∑
α∈Q1

exα⊗ αopgix(m)

=
∑

α : z→x
α⊗ αopḡ(m).
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Por otro lado, esto es igual a

gi+1difM (ex ⊗m) = gi+1(
∑
α∈Q1

exα⊗ αopm)

= gi+1(
∑

α : z→x
exα⊗ αopm)

= gi+1(
∑

α : z→x
exαez ⊗ αopm)

=
∑

α : z→x
exαez ⊗ gi+1

z (αopm).

Entonces, tenemos que
∑

α : z→x
α ⊗ [αopḡ(m) − ḡ(αopm)] = 0, que es un ele-

mento de
∑

α : z→x
kexαez

⊗
k

ezN =
⊕

α : z→x
[kα

⊗
k

ezN ] porque {α}α∈Q1 es li-

nealmente independiente en A. Luego, para cada tal α se tiene que

α⊗ [ḡ(αopm)− αopḡ(m)] = 0.

Aplicando el lema (??) a α = α̂, tenemos que ḡ(α̂opm) = α̂opḡ(m). Por lo
tanto, ḡ es un morfismo de A-módulos tal que f(ḡ) = (gi)i∈Z. Luego, f es
pleno. 2

Proposición 7.3. El funtor f definido en (??) conmuta con coproductos
(definición (??)).

Demostración. Sea {Mt}t∈J una familia de A!-módulos. Sean

τt : Mt →
∐
t
Mt

λ̇t : f(Mt)→
∐
t

f(Mt)

las inyecciones canónicas, para cada t ∈ J . Luego, tenemos el diagrama
conmutativo ∐

t
f(Mt) Ψ̇ // f(

∐
t
Mt)

f(Mt)

λ̇t

OO

f(τt)

66mmmmmmmmmmmmmm

donde la existencia y unicidad de Ψ̇ se tiene por la propiedad universal
del coproducto en C (A−Mod). Debemos mostrar que Ψ̇ es un isomorfismo.
Esto es, que Ψi es un isomorfismo, para cada i ∈ Z. Tenemos el siguiente
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diagrama:∐
t
A
⊗
S

SiMt =
∐
t

f(Mt)i Ψi // f(
∐
t
Mt)i = A

⊗
S

Si(
∐
t
Mt)

A
⊗
S

SiMt = f(Mt)i,

λit

OO

f(τt)i

33hhhhhhhhhhhhhhhhhhh

Basta probar que la composición:∐
t
A
⊗
S

SiMt
Ψi−→ A

⊗
S

Si(
∐
t
Mt) = A

⊗
S

(
∐
t
SiMt)

∼=−→
∐
t
A
⊗
S

SiMt,

es la identidad. 2

Definición 7.4. 1. Sea Ṗ := (P i, diP ) un complejo de A-módulos pro-
yectivos. Decimos que Ṗ es un complejo radical si ImdiP ⊆ radP i+1

para todo i ∈ Z.

2. Denotamos por RC (A−Proy) la subcategoŕıa plena de la de complejos,
cuyos objetos son los complejos radicales de A-módulos proyectivos.

Observación 7.5. Dado M ∈ A!−Mod, f(M) es un complejo radical.

Demostración. fM i=A
⊗
S

SiM di // A
⊗
S

Si+1M=fM i+1
. Probe-

mos que Imdi ⊆ rad(A
⊗
S

Si+1M). Vimos que A
⊗
S

SiM ∼=
∐

−p(x)=i

Aex
⊗
k

exM .

Probemos que el radical de Aext
⊗
extM es Fext

⊗
extM . Tenemos que

rad(Aex) = Fex = FAex. Entonces,

rad(
⊕

Aex) =
⊕

rad(Aex) =
⊕
FAex = F(

⊕
Aex).

Por lo tanto, para cada i,

rad(A
⊗
S

SiM) = F(A
⊗
S

SiM) = FA
⊗
S

SiM = F
⊗
S

SiM.

Luego, para a⊗m un básico en A
⊗
S

SiM , tenemos que

di(a⊗m) =
∑
ρ∈Q1

aρ⊗ ρopm ∈ F
⊗
S

Si+1M = rad(A
⊗
S

Si+1M),

porque aρ está en el ideal que generan las flechas. 2

Luego, tenemos que f : A!−Mod→ RC (A−Proy).
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Proposición 7.6. El complejo Ṗ es radical si y sólo si Ṗ no tiene sumandos
directos de la forma:

Q̇ : · · · // 0 // Q
1 // Q // 0 // · · · ,

con Q 6= 0.

Demostración. Por contradicción, supongamos que Ṗ es un complejo
radical y que contiene un sumando directo de la forma:

Q̇ : · · · // 0 // Q
1 // Q // 0 // · · ·

Luego, tenemos un diagrama conmutativo

Q̇ :

σ̇

��

· · · 0 //

0

��

Q
1 //

σi

��

Q //

σi+1

��

0 · · ·

0
��

Ṗ : · · ·P i−1
di−1
P // P i

diP // P i+1
di+1
P // P i+2 · · · ,

donde Q es sumando de P i y de P i+1. Además, σ̇ tiene inverso izquierdo.
Sin perder generalidad tenemos un diagrama conmutativo:

Q
1 //

( 0
1 )
��

Q

( 0
1 )
��

P i1 ⊕Q
diP“
A B
C D

”// P i+1
1 ⊕Q.

Luego, B = 0 y D = 1Q. Por otro lado,

rad(P i+1) ∼= rad(P i+1
1 ⊕Q) ∼= rad(P i+1

1 )⊕ rad(Q).

Si Q 6= 0, entonces radQ 6= Q. En este caso, existe q ∈ Q tal que q /∈ rad(Q).
Luego, diP

(
0
q

)
=
(
A 0
C 1

) (
0
q

)
=
(

0
q

)
. Entonces, ImdiP * radP i+1, lo cual

implicaŕıa que Ṗ no es radical y se tiene una contradicción.
Rećıprocamente, supongamos que Ṗ no es radical, es decir, para algu-

na i ∈ Z, ImdiP ( radP i+1. Si π : P i+1 → P i+1/radP i+1 es la proyección
canónica, entonces πdiP 6= 0. Tenemos que P i+1/radP i+1 es semisimple, en-
tonces existe un módulo simple S tal que si η : P i+1/radP i+1 → S es la
proyección canónica, entonces ηπdiP 6= 0. Luego, ηπdiP es un epimorfismo, y
también ηπ es un epimorfismo.
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Sea ηS : PS → S un epimorfismo con PS un módulo proyectivo. Puesto
que ηπdiP es un epimorfismo y PS es proyectivo, entonces existe λS : PS → P i,
tal que ηπdiPλS = ηS. Usando ahora que ηS es epimorfismo y que P i+1 es
proyectivo, tenemos que existe ρS : P i+1 → PS tal que ηSρS = ηπ. Tenemos
el siguiente diagrama:

PS

λS
��

PS

diPλS
��

ηS

**VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

P i
diP

//

ρSd
i
P

OO

P i+1
π
//

ρS

OO

P i+1/radP i+1
η
// S.

Tenemos que ηSρSdiPλS = ηS, y ρSd
i
PλS es un morfismo no cero de PS en

PS. Supongamos que S es el A-módulo simple en el vértice x. Entonces,
EndA(PS) ∼= HomA(Aex, Aex) ∼= exAex ∼= k, luego, los morfismos no cero
son invertibles y tρSd

i
PλS = 1PS , para cierto t ∈ k. Luego, PS es sumando

directo de P i y de P i+1. Tenemos el diagrama:

ṖS : · · · 0 //

0

��

PS
1 //

tλS
��

PS //

tdiPλS
��

0 · · ·

0

��
Ṗ : · · ·P i−1

di−1
P // P i

diP // P i+1
di+1
P // P i+2 · · ·

donde, λ̇ := (. . . , 0, tλS, tdiPλS, 0, . . . ) es un morfismo de complejos de ṖS en
Ṗ .

Notemos que ṖS = J(PS[−i]), luego, es E-inyectivo (proposición (??)).
Además, λ̇ es monomorfismo. Luego, para la E-sucesión:

0 // ṖS
λ̇ // Ṗ // cokλ̇ // 0,

existe ḣ : Ṗ → ṖS, tal que ḣλ̇ = 1ṖS . Por lo tanto, ṖS es un sumando directo
de Ṗ . 2

Proposición 7.7. En RC (A−Proy) las resoluciones proyectivas minimales
de los A-módulos simples y sus trasladados son inyectivos.

Demostración. Sea 0 // Ṁ
ḟ // Ė

ġ // Ṅ // 0 una sucesión
exacta en RC (A−Proy). Para S un A-módulo simple sea (Ṗ , η) una reso-
lución proyectiva minimal de S y ḣ un morfismo de Ṁ en Ṗ . Tenemos el
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diagrama conmutativo:

Ṗ : · · · // P−2
d−2
P //

0

��

P−1
d−1
P //

d−1
P

��

P 0 // 0 // · · ·

J(P 0)[1] : · · · // 0 // P 0 1 // P 0 // 0 // · · · ,

y le llamamos λ̇ al morfismo definido en este diagrama. Luego, tenemos los

morfismos: Ṁ
ḣ // Ṗ

λ̇ //J(P 0)[1] . Como J(P 0)[1] es inyectivo (pro-

posición (??)), existe un morfismo µ̇ : Ė → J(P 0)[1] tal que µ̇ḟ = λ̇ḣ.
Entonces, tenemos el diagrama:

Ė : · · · // E−2
d−2
E //

ν−2

��

E−1
d−1
E //

ν−1

��

E0
d0
E //

µ0

��

E1 //

0

��

· · ·

Q̇ : · · · // P−2
d−2
P //

0

��

P−1
d−1
P //

d−1
P

��

P 0
η // S //

0

��

· · ·

J(P 0)[1] : · · · // 0 0 // P 0 1 // P 0 0 // 0 // · · ·

Como Ė es un complejo radical, Imd−1
E ⊆ radE0. Además, µ0(radE0) ⊆

rad(P 0), que, a su vez, está contenido en ker η. Luego, si x ∈ E−1, enton-
ces ηµ0d−1

E (x) = 0. Q̇ es una sucesión exacta, es decir, d−1
P es núcleo de η.

Luego, por la propiedad universal de los núcleos, existe un único morfismo
ν−1 : E−1 → P−1 tal que d−1

P ν−1 = µ0d−1
E . Por inducción en este razona-

miento se prueba la existencia de un único morfismo ν−2 : E−2 → P−2, tal
que d−2

P ν−2 = ν−1d−2
E . Definimos ν0 := µ0. Sea ν̇ := (· · · , ν−2, ν−1, ν0, 0, · · · ).

Podemos pensar el morfismo ν̇ como ν̇ : Ė → Q̇, o bien, ν̇ : Ė → Ṗ . En am-
bos casos ν̇ es un morfismo de complejos. Como µ0d−1

E = µ−1 (pues µ̇ es de
complejos) y, por otro lado, µ0d−1

E = d−1
P ν−1, tenemos que µ−1 = d−1

P ν−1.
Por lo tanto, λ̇ν̇ = µ̇. Además, teńıamos que µ̇ḟ = λ̇ḣ, entonces λ̇ν̇ḟ = λ̇ḣ,
es decir, λ̇(ḣ − ν̇ḟ) = 0. El morfismo ḣ − ν̇ḟ va de Ṁ a Ṗ , y tenemos el
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diagrama:

Ṁ : · · ·

ḣ−ν̇ḟ
��

// M−2
d−2
M //

(ḣ−ν̇ḟ)−2

��

M−1
d−1
M //

(ḣ−ν̇ḟ)−1

��

M0
d0
M //

(ḣ−ν̇ḟ)0

��

M1 //

0

��

· · ·

Ṗ : · · ·

λ̇

��

// P−2

d−2
P

//

0

��

P−1

d−1
P

//

d−1
P

��

P 0 // 0 //

0

��

· · ·

J(P 0)[1] : · · · // 0
0

// P 0
1
// P 0

0
// 0 // · · ·

Probemos que ḣ − ν̇ḟ es homotópico a cero. Del diagrama anterior vemos,
en particular, que 1(ḣ− ν̇ḟ)0 = 0, luego (ḣ− ν̇ḟ)0 = 0. Sean los morfismos
t0 := 0: M 1 → P 0 y t−1 := 0: M 0 → P−1. Tenemos que d−1

P (ḣ− ν̇ḟ)−1 = 0
y que d−2

P es un núcleo de d−1
P , ya que Ṗ es exacto en todos sus términos

excepto en P 0. Luego, por la propiedad universal de los núcleos, existe un
morfismo t−2 : M−1 → P−2 tal que (ḣ− ν̇ḟ)−1 = d−2

P t−2, luego, se tiene que
(ḣ− ν̇ḟ)−1 = d−2

P t−2 + t−1d
−1
M .

Razonemos inductivamente: Supongamos que existe una familia de mor-
fismos {t−i}

s

i=0
tales que t−i : M−i+1 → P−i y, para todo i ∈ {1, . . . , s},

(ḣ− ν̇ḟ)−i+1 = d−iP t−i + t−i+1d
−i+1
M . (7.2)

Tenemos el siguiente diagrama:

Ṁ : · · ·M−(s+1)
d
−(s+1)
M //

(ḣ−ν̇ḟ)−(s+1)

��

M−s
d−sM //

(ḣ−ν̇ḟ)−s

��
t−(s+1)

vv

M−(s−1)
d
−(s−1)
M //

(ḣ−ν̇ḟ)−(s−1)

��
t−s

mmmmmm

vvmmmmmm

· · ·
t−(s−1)

nnnnn

vvnnnnn

Ṗ : · · ·P−(s+1)

d
−(s+1)
P

// P−s
d−sP

// P−(s−1)

d
−(s−1)
P

// · · ·

Notemos que para el morfismo (ḣ − ν̇ḟ)−s − t−sd−sM : M−s → P−s, se tiene
que:

d−sP [(ḣ− ν̇ḟ)−s − t−sd−sM ] = d−sP (ḣ− ν̇ḟ)−s − d−sP t−sd
−s
M

= (ḣ− ν̇ḟ)−s+1d−sM − d
−s
P t−sd

−s
M = 0,

usando que ḣ − ν̇ḟ es un morfismo de complejos y la ecuación (??), con
i = s. Como d−s−1

P es un núcleo de d−sP , por la propiedad universal de los
núcleos, existe un morfismo t−(s+1) : M−s → P−s−1 tal que (ḣ − ν̇ḟ)−s =

d
−(s+1)
P t−(s+1) + t−sd

−s
M . Por lo tanto, la familia {t−i}

∞
i=0 prueba que ḣ− ν̇ḟ
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es homotópico a cero. Es decir, ḣ− ν̇ḟ se factoriza a través de un proyectivo-
inyectivo T , y se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

Ṁ
ḣ−ν̇ḟ //

σ̇ ��@@@@@@@ Ṗ

T

ρ̇

??�������
.

Como T es inyectivo, existe ξ̇ : Ė → T tal que ξ̇ḟ = σ̇. Por lo tanto, ḣ− ν̇ḟ =
ρ̇σ̇ = ρ̇ξ̇ḟ , entonces ḣ = ν̇ḟ + ρ̇ξ̇ḟ = (ν̇ + ρ̇ξ̇)ḟ . Es decir, ḣ se factoriza a
través de ḟ . Por lo tanto, Ṗ es inyectivo.

Para cada u ∈ Z, la traslación

Tu : RC (A−Proy) // RC (A−Proy)

Ṗ1

ġ

��

� //

Ṗ1[u]

ġ[u]
��

Ṗ2 Ṗ2[u],

determina un automorfismo de categoŕıas que, claramente, preserva inyecti-
vidad. 2

Proposición 7.8. Si M ∈ A!−Mod es tal que Ṗ ∼= f(M)[u], donde Ṗ es
una resolución proyectiva minimal de algún módulo simple S, entonces M
es inyectivo.

Demostración. Por contradicción. Supongamos que M no es inyectivo,
entonces existe en A!−Mod una sucesión exacta no trivial

0 //M
s // E

t // L // 0 . (7.3)

Como el funtor f es exacto, entonces

0 // f(M)
f(s) // f(E)

f(t) // f(L) // 0 (7.4)

es exacta. Pero f(M) ∼= Ṗ [−u], que es inyectivo por la proposición (??). Lue-
go, la sucesión (??) se divide, aśı que existe un morfismo h : f(E)→ f(M)
tal que hf(s) = 1f(M). Como f es un funtor pleno, h = f(σ) para algún
σ : E → M . Por lo tanto, f(σs) = f(σ)f(s) = 1fM = f(1M ), y, como f es
fiel, entonces σs = 1, lo cual contradice la suposición de que (??) fuera no
trivial. Por lo tanto, M es inyectivo. 2
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Proposición 7.9. Sea Sx el A-módulo simple en el vértice x y sea Ṗ
una resolución proyectiva minimal de Sx. Entonces Ṗ es inescindible en
C (A−Mod).

Demostración. Supongamos que Ṗ = Ẇ1 ⊕ Ẇ2. Entonces, tanto Ṗ
como Ẇ1 y Ẇ2 están en C (A−Mod). Además, la homoloǵıa en el lugar cero
de Ṗ es: H0(Ṗ ) = Sx = H0(Ẇ1)⊕H0(Ẇ2). Entonces podemos suponer que
H0(Ẇ1) = Sx y que H0(Ẇ2) = 0. Además, 0 = H i(Ṗ ) = H i(Ẇ1)⊕H i(Ẇ2),
para i 6= 0. Luego, H i(Ẇ2) = 0, para cada i ∈ Z. Por lo tanto, Ẇ2 es un
complejo aćıclico de proyectivos. Por la proposición (??) la identidad en
Ẇ2 es homotópica a cero, de ah́ı que Ẇ2 sea isomorfo a un complejo E-
proyectivo-inyectivo J . Luego, Ẇ2 es isomorfo a un coproducto

∐
i∈L

J̇i(Qi),

donde cada J̇i(Qi) = · · · 0 // Qi
1 // Qi // 0 · · · es el complejo que

tiene a Qi en los lugares i e i+ 1.

Si Ẇ2 6= 0, entonces existe un i ∈ L tal que J̇i(Qi) es sumando directo de
Ṗ . Pero Ṗ es radical (por ser minimal), luego, no tiene sumandos directos
de la forma J̇i(Qi) (proposición (??)). Por lo tanto, Ṗ es inescindible. 2

7.2. El funtor de Koszul f c: C (A!−Mod)→C (A−Mod)

En la proposición (??) definimos un funtor f : A!−Mod → C (A−Proy)
que es fiel, pleno y exacto. Ahora queremos extender este funtor a uno de
C (A!−Mod) en C (A−Mod).

Para la siguiente definición, recordemos las nociones de bicomplejo y de
complejo total (página ??).

Definición 7.10. Sea Ṁ = (M i, diM )i∈Z un complejo en C (A!−Mod), defi-
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nimos el siguiente bicomplejo de A-módulos que denotamos por f̂(Ṁ):

...
...

· · · // A⊗ Si+1M
j
1⊗di+1,j

M //

OO

A⊗ Si+1M
j+1 //

OO

· · ·

· · · // A⊗ SiM j
1⊗di,jM //

(−1)jdi
fMj

OO

A⊗ SiM j+1 //

(−1)j+1di
fMj+1

OO

· · ·

· · · // A⊗ Si−1M
j
1⊗di−1,j

M //

(−1)jdi−1
fMj

OO

A⊗ Si−1M
j+1 //

(−1)j+1di−1
fMj+1

OO

· · ·

...

OO

...

OO

(7.5)

donde el morfismo di,jM al que nos referimos denota restricciones del j-ésimo
morfismo diferencial del complejo Ṁ y, además, para un generador a⊗m,
se tiene que di

fMj (a⊗m) =
∑
γ
aγ ⊗ γopm (y se verifica que, efectivamente,

anticonmutan los cuadros). Aśı,

f̂(Ṁ) = (f(M j)i)i,j∈Z = ((A
⊗
S

SiM
j), (1⊗ di,jM ), ((−1)jdifMj ))i,j∈Z.

Para un morfismo de complejos u̇ : Ṁ → Ṅ , tenemos el morfismo de bicom-
plejos f̂(u̇) : f̂(Ṁ)→ f̂(Ṅ) definido por:

f̂(u̇)i,j := (fui)j : f(M i)j → f(N i)j ,

para i, j ∈ Z.

Lema 7.11. f̂ : C (A!−Mod)→ BiC (A−Mod) es un funtor exacto que con-
muta con coproductos.

Demostración. 1. Veamos que f̂ es un funtor. Sean u̇ y v̇ un par de
morfismos de complejos tales que v̇u̇ tiene sentido. Entonces,

(f̂(v̇u̇))ij = (f(v̇u̇)i)j por definición,
= (f(viui))j = (fvifui)j porque f es un funtor,
= (fvi)j(fui)j = (f̂(v̇))ij(f̂(u̇))ij ,
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y, para cada complejo Ṁ ,

(f̂(1Ṁ ))ij = (f(1Ṁ )i)j por definición,
= (f(1M i))j = (1fM i)j porque f es un funtor,
= (1(fM i)j ) = 1

(bfṀ)ij

= (1bfṀ )ij .

2. Veamos que f̂ es exacto. Sea 0 // Ṁ
u̇ // Ė

v̇ // Ṅ // 0 una
E-sucesión en C (A!−Mod). Entonces, para todo i ∈ Z, se tiene que la suce-
sión

0 //M i ui // Ei
vi // N i // 0

es exacta en A!−Mod y se divide. Como f es exacto, entonces

0 // fM i
fui // fEi

fvi // fN i // 0

es exacta en C (A−Proy). Luego, la sucesión

0 // (fM i)j
(fui)j // (fEi)j

(fvi)j // (fN i)j // 0

es exacta de A-módulos proyectivos (aśı que se divide) para cada j ∈ Z.
3. Probemos que f̂ conmuta con coproductos. Sea {Ẋs}s∈T una familia

de complejos de A!-módulos. Como el funtor f : A!−Mod → C (A!−Mod)
conmuta con coproductos (proposición (??)), existe una familia {ρ̇i}i∈Z de
isomorfismos de complejos tales que, fijando i ∈ Z, para cada s ∈ T conmuta
el siguiente diagrama: ∐

s
f(Xi

s)
ρ̇i
∼=
// f(
∐
s
Xi
s)

f(Xi
s),

λ̇s,i

OO

f(σis)

99sssssssss

donde σis : Xi
s →

∐
s
Xi
s y λ̇s,i son las inyecciones canónicas. Fijando i ∈ Z,

veamos el diagrama anterior en la entrada j:

[
∐
s

f(Xi
s)]

j ρji // [f(
∐
s
Xi
s)]

j

f(Xi
s)
j

λjs,i

OO

[f(σis)]
j

88qqqqqqqqqq
.
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Sea dij :
∐
s

f(Xi
s)
j →

∐
s

f(Xi+1
s )j diferencial del bicomplejo

∐
s

f(Ẋs). En

el siguiente diagrama el cuadrado a la izquierda conmuta por definición de
la diferencial dij :

f(Xi
s)
j

λjs,i //

(fdiXs )j

��

∐
s

f(Xi
s)
j ρji //

dij

��

[f(
∐
s
Xi
s)]

j

[f(di‘
Ẋs

)]j

��

f(Xi+1
s )j

λjs,i+1 //
∐
s

f(Xi+1
s )j ρji+1 // [f(

∐
s
Xi+1
s )]j .

Probemos la conmutatividad del cuadrado derecho:

f(di‘
Ẋs

)jρjiλ
j
s,i = f(di‘

Ẋs
)jf(σis)

j = f(di‘
Ẋs
σis)

j

= f(σi+1
s diXs)

j = f(σi+1
s )jf(diXs)

j

= ρji+1λ
j
s,i+1f(diXs)

j .

De manera análoga se prueba la conmutatividad del siguiente cuadrado para
la diferencial δij :

∐
s

f(Xi
s)
j →

∐
s

f(Xi
s)
j+1:

∐
s

f(Xi
s)
j ρji //

δij

��

[f(
∐
s
Xi
s)]

j

[f(di‘
Ẋs

)]j

��∐
s

f(Xi
s)
j+1 ρj+1

i // [f(
∐
s
Xi
s)]

j+1.

Luego, ψ̈ := {ρji}i,j∈Z, es un isomorfismo de bicomplejos:

ψ̈ :
∐
s

f̂(Ẋs) −→ f̂(
∐
s
Ẋs)

2

Definición 7.12. Definimos el funtor

f c : C (A!−Mod) −→ C (A−Mod)

como la composición:

C (A!−Mod)
bf // BiC (A−Mod) Tot // C (A−Mod).

Con frecuencia, denotamos también con f c la restricción f c : C (A!−Mod)→
C (A−Proy).
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Lema 7.13. f c : C (A!−Mod) → C (A−Proy) es un funtor exacto que con-
muta con coproductos.

Demostración. Por definición, f c es la composición de los funtores:

C (A!−Mod)
bf // BiC (A−Mod) Tot // C (A−Mod).

Por los lemas (??), (??) y (??), tenemos que f̂ y Tot son funtores exac-
tos que conmutan con coproductos. Además, es claro que la composición de
funtores exactos es un funtor exacto y que la composición de funtores que
conmutan con coproductos también conmuta con coproductos. 2

Observación 7.14. El siguiente diagrama conmuta:

A!−Mod
f //

E
��

C (A−Proy)

C (A!−Mod)
fc // C (A−Proy),

donde E es el funtor que env́ıa cada A!-módulo en su complejo concentrado
M .

Demostración. Sea M un A!-módulo. Tenemos su complejo concen-
trado,

M = · · · // 0 //M // 0 // · · · ,

luego, el bicomplejo f̂(M), se visualiza aśı:

...
...

...

· · · // 0 //

OO

A
⊗
S

Si+1M //

OO

0 //

OO

· · ·

· · · // 0 //

OO

A
⊗
S

SiM //

(−1)0difM

OO

0 //

OO

· · ·

· · · // 0 //

OO

A
⊗
S

Si−1M //

OO

(−1)0di−1
fM

OO

0 //

OO

· · ·

...

OO

...

OO

...

OO
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Por definición, f c(M) = Tot(f̂(M)) es el complejo:

· · · // ∐
i+j=n−1

A
⊗
S

SiM
j
dn−1
T // ∐

i+j=n

A
⊗
S

SiM
j

dnT // ∐
i+j=n+1

A
⊗
S

SiM
j // · · · ,

donde diT es la i-ésima diferencial del complejo total. Como, exceptuando la
columna j = 0, todas las entradas son cero en el bicomplejo f̂(M), entonces
Tot(f̂(M)) es el complejo:

· · · // A
⊗
S

Si−1M
di−1

fM // A
⊗
S

SiM
difM // A

⊗
S

Si+1M
// · · ·

que es, precisamente, la definición de fM . Por lo tanto,

f c(E(M)) = f c(M) = Tot(f̂(M)) ∼= f(M).

2

Observación 7.15. El funtor f c conmuta con las traslaciones.

Demostración. Dado Ṁ en C (A!−Mod) tenemos:

f c(Ṁ) = Tot(f̂(Ṁ))
= Tot([(fM j)i, (1⊗ di,jM ), ((−1)jdi

fMj )]i,j∈Z) =: Ṫ
f c(Ṁ [1]) = Tot(f̂(Ṁ [1]))

= Tot([(fM j+1)i, (1⊗ di,j+1

Ṁ [1]
), ((−1)j+1di

fMj+1)]i,j∈Z) =: Ṫ1

Luego, se tiene:
(Ṫ )s =

⊕
i+j=s

(fM j)i,

y por otro lado:
(Ṫ1)s =

⊕
i+j+1=s

(fM j+1)i,

luego,
(Ṫ [1])s =

⊕
i+j=s+1

(fM j)i =
⊕

i+j+1=s

(fM j+1)i = (Ṫ1)s,

Por lo tanto, f c(Ṁ)[1] = f c(Ṁ [1]). 2
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7.3. El funtor de Koszul fK: K(A!−Mod)→K(A−Mod)

Proposición 7.16. El funtor f c induce otro funtor fK entre las categoŕıas
homotópicas de K(A!−Mod) y K(A−Mod) tal que si π y ρ son las proyec-
ciones canónicas, conmuta el diagrama siguiente:

C (A!−Mod)
fc //

π

��

C (A−Mod)

ρ

��
K(A!−Mod)

fK // K(A−Mod).

Además, fK conmuta con las traslaciones.

Demostración. Para mostrar la existencia de fK , basta probar que
para un morfismo u̇ en C (A!−Mod) homotópico a cero, se tiene que f c(u̇)
en C (A−Mod) también es homotópico a cero. Sea u̇ un morfismo homotópico
a cero en C (A!−Mod). Luego, u̇ se factoriza a través de un E-proyectivo Ṅ
en C (A!−Mod). Por la observación (??), podemos suponer que Ṅ es de la
forma J(Ż). Entonces, Ṅ es suma de complejos en C (A!−Mod) de la forma:

J̇i(M) : · · · // 0 //M
1M //M // 0 // · · ·

en las entradas i e i+1, conM ∈ A!−Mod. Sea J̇i(M) uno de estos complejos.
Denotemos por L̇ el complejo fM . Sea L̈ el bicomplejo f̂(J̇i(M)), el cual
tiene las mismas entradas que el complejo L̇ en las columnas i e i + 1,
pero las diferenciales tienen signo alterado por el factor (−1)i ó (−1)i+1

respectivamente. Es decir, el bicomplejo L̈ se ve aśı:

...
...

...
...

· · · // 0 //

OO

Li,j+1
1 //

OO

Li+1,j+1 //

OO

0

OO

// · · ·

· · · // 0 //

OO

Li,j
1 //

(−1)id
j
L

OO

Li+1,j //

(−1)i+1d
j
L

OO

0

OO

// · · ·

· · · // 0 //

OO

Li,j−1
1 //

(−1)id
j−1
L

OO

Li+1,j−1 //

(−1)i+1d
j−1
L

OO

0

OO

// · · ·

...

OO

...

OO

...

OO

...

OO
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Luego, es claro que:

Lu,v =
{

0 si u 6= i, i+ 1,
Lv, si u = i, ó u = i+ 1.

Sea el complejo Ṫ := Tot(L̈) = Tot(f̂(J̇i(M))) = f c(J̇i(M)). Luego,

T s =
⊕

u+v=s
Lu,v = Li+1,s−(i+1) ⊕ Li,s−i

= Ls−i−1 ⊕ Ls−i = (fM)s−i−1
⊕

(fM)s−i.

Además, teniendo en mente la definición de la diferencial de Tot(L̈),

dsT =
(

(−1)i+1ds−i−1
fM 1

0 (−1)ids−ifM

)
: Li+1,s−(i+1) ⊕ Li,s−i → Li+1,s−i ⊕ Li,s−i+1.

Queremos ver que f c(J̇i(M)) = 0. Por (??) tenemos que

f c(J̇i+1(M)) = f c(J̇i(M)[1]) ∼= f c(J̇i(M))[1],

entonces, podemos suponer que i es impar.
Recordemos que el cono del morfismo identidad en fM [−i− 1] es (defi-

nición (??)):
Con1 = (fM s−i−1 ⊕ fM s−i, dsc)s∈Z,

con dsc =
(
ds−i−1

fM 1

0 −ds−ifM

)
. Luego, es claro que Ṫ = Con1fM [−i−1]

. Enton-

ces, tenemos el siguiente diagrama de triángulos en la categoŕıa homotópica
K(A−Mod):

fM [−i− 1] 1 // fM [−i− 1] // Con1
//

γ

��

fM [−i]

fM [−i− 1] 1 // fM [−i− 1] // 0 // fM [−i].

Por la proposición (??) existe el morfismo γ que hace conmutar el diagrama
y por (??) γ es isomorfismo. Luego, f c(J̇i(M)) = Ṫ ∼= Con1 es isomorfo a 0
en la categoŕıa homotópica K(A−Mod). Entonces, para el E-proyectivo Ṅ
se tiene:

f c(Ṅ) ∼= f c(
∐
J̇i(M)) ∼=

∐
f c(J̇i(M)) ∼= 0,

en la homotópica. Es decir, f c env́ıa Ṅ a cero en la categoŕıa homotópica
K(A−Proy). Entonces, f c(u̇) es homotópico a cero en C (A−Mod). 2

Neevia docConverter 5.1



252 Dualidad de Koszul

Observación 7.17. Dados X y Y en A!−Mod, se tiene que

HomC (A)(f(X),f(Y )) = HomK(A)(f(X),f(Y )).

Demostración. Sea ḣ ∈ HomC (A)(fX,fY ) un morfismo homotópico
a cero. Luego, existe una familia de morfismos: {ti : (fX)i → (fY )i−1}i∈Z
tal que

hi = di−1
fY ti + ti+1d

i
fX .

Además, tenemos familias de isomorfismos {ϕi : (fX)i→
∐

q(x)=i

Aex ⊗ exX}i∈Z

y {ψi : (fY )i→
∐

q(y)=i

Aey ⊗ eyY }i∈Z. Luego, tenemos el siguiente diagrama:

(fX)i
difX //

ϕi
∼= &&MMMMMMMMMM

hi

��

(fX)i+1

ϕi+1

∼=wwooooooooooo

hi+1

��

ti+1

ss

∐
q(x)=i

Aex ⊗ exX di1 //

bhi
��

∐
q(z)=i+1

Aez ⊗ ezX

bti+1

vv
bhi+1

��∐
q(y)=i

Aey ⊗ eyY
di2

//
∐

q(w)=i+1

Aew ⊗ ewY

(fY )i
difY //

ψi
∼=

88qqqqqqqqqq
(fY )i+1

ψi+1

∼=

ggOOOOOOOOOOO

donde definimos
ĥi := ψih

iϕ−1
i

di1 := ϕi+1d
i
fXϕ

−1
i

di2 := ψi+1d
i
fY ψ

−1
i

t̂i := ψi−1tiϕ
−1
i .

Luego, es claro que

hi = di−1
fY ti + ti+1d

i
fX

= ψ−1
i di−1

2 ψi−1ψ
−1
i−1t̂iϕi + ψ−1

i t̂i+1ϕi+1ϕ
−1
i+1d

i
1ϕi

= ψ−1
i [di−1

2 t̂i + t̂i+1d
i
1]ϕi,

esto es, ĥi = di−1
2 t̂i + t̂i+1d

i
1.
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Si ḣ no fuera cero, entonces existiŕıa al menos un morfismo hr : (fX)r →
(fY )r no nulo, luego, ĥr no es cero. Tenemos el diagrama:

∐
q(x)=r

Aex ⊗ exX dr1 //

bhr
��

btr
wwnnnnnnnnnnnn

∐
q(z)=r+1

Aez ⊗ ezX

btr+1wwnnnnnnnnnnnn

∐
q(a)=r−1

Aea ⊗ eaY dr−1
2 //

∐
q(y)=r

Aey ⊗ eyY.

Supongamos que t̂r+1d
r
1 6= 0, entonces, tanto dr1 como t̂r+1 no son ce-

ro. Además, al menos un sumando de
∐

q(x)=r

Aex ⊗ exX,
∐

q(y)=r

Aey ⊗ eyY y∐
q(z)=r+1

Aez ⊗ ezX, es no cero, esto es, existen vértices x0, y0 y z0 de pesos r,

r y r + 1 respectivamente y morfismos no cero de Aex0 en Aez0 , de Aez0 en
Aey0 y de Aex0 en Aey0 . Por la proposición (??), esto implica que existe un
camino de z0 en x0, otro de y0 en z0 y uno de y0 en x0. Como x0 y y0 tienen
el mismo peso, el camino de y0 a x0 es el trivial, luego, tendŕıamos un ciclo
orientado de z0 en z0, lo cual es imposible. Por lo tanto, t̂r+1d

r
1 = 0.

Con el mismo argumento, si dr−1
2 t̂r 6= 0, entonces existiŕıan vértices x1,

y1 y a1 de pesos r, r y r − 1 respectivamente y morfismos no cero de Aex1

en Aea1 , otro de Aea1 en Aey1 y uno más de Aex1 en Aey1 . Esto es, existiŕıa
un camino de a1 en x1, otro de y1 en a1 y uno de y1 en x1. Como x1 y y1

tienen el mismo peso, x1 = y1, luego, tendŕıamos un ciclo orientado en a1,
lo cual no ocurre en el carcaj Q. Por lo tanto, dr−1

2 t̂r = 0.
Entonces, ĥr = 0, lo cual implica que hr = 0, una contradicción. Por lo

tanto, ḣ = 0. 2

Observación 7.18. El funtor fK conmuta con coproductos.

Demostración. Notemos que f c(Ẋ) = fK(Ẋ), para todo comple-
jo Ẋ. Por el lema (??), f c conmuta con coproductos, esto es, dada una
familia {Ẋi}i∈I de complejos, existe un morfismo de complejos invertible
ϕ :

∐
i∈I

f c(Ẋi)→ f c(
∐
i∈I

Ẋi). Luego, si denotamos por ϕ la clase de ϕ en la ca-

tegoŕıa homotópica K(A−Mod), tenemos que existe ϕ−1 tal que ϕϕ−1 = 1,
entonces ϕ :

∐
i∈I

fK(Ẋi)→ fK(
∐
i∈I

Ẋi) es invertible. 2
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Proposición 7.19. Sea L1

ū // L2

v̄ // L3

w̄ // L1[1] un triángulo en

K(A!−Mod). Entonces, fKL1

fK ū // fKL2

fK v̄ // fKL3

fK w̄ // fKL1[1] es un
triángulo en K(A−Mod).

Demostración. Sean u y v un par de morfismos en C (A!−Mod), repre-
sentantes de las clases ū y v̄ respectivamente. Podemos suponer que la suce-
sión 0 // L1

u // L2

v // L3
// 0 es una E-sucesión. Por otro lado,

también 0 // L1

α // J
β // L1[1] // 0 , es una E-sucesión, con J un

complejo E-inyectivo (corolario (??)). Luego, existe λ : L2 → J tal que λu =
α. Entonces, existe µ : L3 → L1[1], tal que conmuta el siguiente diagrama:

0 // L1

u // L2

v //

λ

��

L3
//

µ

��

0

0 // L1

α // J
β // L1[1] // 0.

Por el lema (??), tenemos que es un triángulo el primer renglón del siguiente
diagrama:

∆′ : L1

u // L2

v // L3

µ
//

∼=
��

L1[1]

∆ : L1

u // L2

v // L3

w // L1[1].

El morfismo de ∆′ en ∆ existe por la proposición (??) y es isomorfismo
por (??). Si aplicamos f c y fK respectivamente a los diagramas anteriores,
obtenemos el diagrama conmutativo con renglones exactos (porque f c es
exacto):

0 // f cL1

fcu // f cL2

fcv //

fcλ

��

f cL3
//

fcµ
��

0

0 // f cL1

fcα // f cJ
fcβ // f cL1[1] // 0,

y el isomorfismo de séxtuples:

fKL1

fKu // fKL2

fKv // fKL3

fKµ
//

∼=
��

fKL1[1]

fKL1

fKu // fKL2

fKv // fKL3

fKw // fKL1[1].
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Por el lema (??), el primer renglón del último diagrama es un triángulo, y
entonces el segundo renglón (isomorfo al primero) también lo es. 2

Tenemos, para Q̂ y Q funtores localización (definición (??)):

K(A!−Mod)
fK //

Q̂
��

K(A−Mod)

Q

��
D(A!−Mod) D(A−Mod).

Dado un cuasi-isomorfismo u en K(A!−Mod), si QfK(u) fuera isomorfismo,
por la propiedad universal de Q̂ podŕıamos definir un único funtor entre las
categoŕıas derivadas. Pero esto no ocurre. Sin embargo, hay una subcategoŕıa
de K(A!−Mod) donde śı ocurre, y podremos definir un funtor entre las
correspondientes categoŕıas derivadas.

Muchas de las definiciones y enunciados que probaremos de aqúı en ade-
lante son válidos para las álgebras A y A!, sin embargo, probaremos sólo lo
necesario para llegar a nuestra meta de este caṕıtulo: el teorema (??).

Definición 7.20. Sea C ↓(A!−Mod) la subcategoŕıa plena de complejos de
A!-módulos tales que, si Ẋ = (Xi, diX)i∈Z es un complejo en C ↓(A!−Mod),
entonces existen enteros l y t tales que Xi = 0 si i < l y Xi

z = 0 si i +
q(zop) > t, donde q(zop) denota el peso del vértice zop en Qop. Recordemos
que q(zop) = −p(z).

De manera dual, C ↑(A−Mod) es la subcategoŕıa plena de complejos de
A-módulos Ẋ = (Xi, diX)i∈Z tales que existen enteros l y t con Xi = 0 si
i > l y Xi

z = 0 si i+ p(z) < t.

Sea Ẋ un complejo en la categoŕıa C ↑(A−Mod). Las entradas no ce-
ro de este complejo se pueden visualizar en la región triangular trazada a
continuación:

6

-

@
@

@
@

@
@

(l, t− l)

l

p(z)

i
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Análogamente, si Ẋ está en C ↓(A!−Mod), entonces las entradas no cero
de este complejo se pueden visualizar en la región triangular:

6

-

@
@
@
@
@
@

(l, t− l)

l

q(zop)

i

Lema 7.21. C ↓(A!−Mod) y C ↑(A−Mod) son subcategoŕıas abelianas de
C (A!−Mod) y de C (A−Mod) respectivamente, cerradas bajo submódulos y
cocientes. Es decir,

(a) Si ġ : Ẋ → Ẏ es un monomorfismo en C (A!−Mod) (respectivamen-
te, en C (A−Mod)) y Ẏ está en C ↓(A!−Mod) (ó bien, C ↑(A−Mod)),
entonces Ẋ también está en C ↓(A!−Mod) (C ↑(A−Mod)).

(b) Si ḣ : Ẏ → Ẋ es un epimorfismo en C (A!−Mod) (respectivamente, en
C (A−Mod)) y Ẏ está en C ↓(A!−Mod) (ó bien, C ↑(A−Mod)), enton-
ces Ẋ también está en C ↓(A!−Mod) (C ↑(A−Mod)).

Demostración. (a) Sea ġ : Ẋ → Ẏ un monomorfismo en C (A!−Mod)
con Ẏ ∈ C ↓(A!−Mod), entonces existen enteros l, t tales que Y i = 0 para
todo i < l y Y i

x = 0 si i+q(xop) > t. Como gi : Xi → Y i es un monomorfismo
para todo i ∈ Z, se tiene que Xi = 0 para todo i < l. Además, gix : Xi

x → Y i
x

también es un monomorfismo para todo i ∈ Z, x ∈ Q0, por ser restricción de
gi. Entonces, Xi

x = 0 para todo i + q(xop) > t. Luego, la pareja de enteros
l, t atestigua que Ẋ está en C ↓(A!−Mod).

(b) Se prueba de manera análoga al inciso anterior. 2

Lema 7.22. El funtor f c env́ıa C ↓(A!−Mod) en C ↑(A−Mod).

Demostración. Sea Ẋ un complejo en C ↓(A!−Mod). Luego, existen
enteros l y t tales que Xi = 0 si i < l y Xi

z = 0 si i + q(zop) > t, es
decir, i − p(z) > t. Por otro lado, la entrada s del complejo f c(Ẋ) es:
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f c(Ẋ)s ∼=
∐
x∈Q0

ix−p(x)=s

Aex ⊗ Xix
x (notemos que ix depende del vértice x). Sea

s ∈ Z con s > t, entonces, para cada x ∈ Q0 existe ix tal que ix − p(x) = s,
luego ix − p(x) > t, aśı que Xix

x = 0 para cada x ∈ Q0. Por lo tanto,
f c(Ẋ)s = 0.

Sea z ∈ Q0, y supongamos que s + p(z) < l. Tenemos que ezf c(Ẋ)s =∐
x∈Q0

ix−p(x)=s

ezAex ⊗Xix
x . Probaremos que cada término del coproducto es cero.

Tenemos tres casos:

a) Si p(x) > p(z) y x 6= z, entonces no hay caminos de x a z y se tiene
ezAex = 0, luego ezAex ⊗Xix

x = 0.

b) Si x = z, luego en el término ezAez ⊗Xiz
z tenemos que iz − p(z) = s,

entonces iz = s + p(z) < l por hipótesis, entonces Xiz
z = 0 y se tiene

ezAez ⊗Xiz
z = 0.

c) Si p(x) < p(z), entonces ix = s + p(x) < s + p(z) = iz < l. Por lo
tanto, Xix

x = 0 y ezAex ⊗Xix
x = 0 para cada x tal que p(x) < p(z).

Entonces, ezf c(Ẋ)s = 0 si s+ p(z) < l. Tenemos lo siguiente:

6

-

@
@
@
@
@
@

(l, t− l)

l

Ẋ

q(zop)

i -f
c

6

-

@
@
@

@
@
@

(t, l − t)

t

fc(Ẋ)

p(z)

i

2

Definición 7.23. Sea K↓(A!−Mod) la subcategoŕıa plena de K(A!−Mod)
cuyos objetos son los complejos en C ↓(A!−Mod). Además, K↑(A−Mod) de-
notará la subcategoŕıa plena de K(A−Mod) cuyos objetos son los complejos
en C ↑(A−Mod).

Afirmación 7.24. La categoŕıa K↓(A!−Mod) es una subcategoŕıa triangu-
lada de K(A!−Mod).
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Demostración. Sea Ẋ un complejo en K↓(A!−Mod). Luego, existen
enteros l y t tales que Xi = 0 si i < l y Xi

z = 0 si i+ q(zop) > t. Es claro que
Ẋ[1] también está en K↓(A!−Mod), l′ := l + 1 y t′ = t lo atestiguan. Para
Ẋ[−1] definimos l′′ := l y t′′ = t−1, luego Ẋ[−1] está en K↓(A!−Mod). Por
lo tanto, esta categoŕıa es cerrada bajo traslaciones. Sean Ẋ1 y Ẋ2 un par
de complejos en K↓(A!−Mod). Sean l1, t1, l2, t2 los respectivos enteros a los
que da lugar la definición. Entonces l =mı́nimo{l1, l2} y t =máximo{t1, t2}
hacen que Ẋ1 ⊕ Ẋ2 esté en K↓(A!−Mod). Sea u : Ẋ → Ẏ un morfismo
en K↓(A!−Mod). El triángulo que u genera en K(A!−Mod) es isomorfo

al triángulo Ẋ
u // Ẏ

α // Conu
β // Ẋ[1] . Pero el cono de u está en

K↓(A!−Mod), como puede verse teniendo en mente su definición (??) y el
argumento empleado para ver que la categoŕıa K↓(A!−Mod) resulta esta-

ble bajo sumas finitas. Luego, el triángulo Ẋ
u // Ẏ

α // Conu
β // Ẋ[1]

está en K↓(A!−Mod). 2

Denotaremos también por fK la restricción de fK a K↓(A!−Mod).

Afirmación 7.25. El funtor fK : K↓(A!−Mod)→ K(A−Mod) env́ıa com-
plejos aćıclicos en complejos aćıclicos.

Demostración. Sea Ẋ un aćıclico en C ↓(A!−Mod). Entonces existen
enteros l y t tales que Xi = 0 si i < l y ezX

i = 0 si i − p(z) > t. Como Ẋ
es aćıclico, entonces la siguiente sucesión es exacta:

· · · // Xi
diX // Xi+1

di+1
X // Xi+2 // · · ·

Luego, también la siguiente sucesión es exacta:

· · · // exX
i

diX // exX
i+1

di+1
X // exX

i+2 // · · ·

Tensorizar sobre un campo preserva la exactitud de una sucesión:

· · · // Aex
⊗
k

exX
i 1⊗diX// Aex

⊗
k

exX
i+1 1⊗di+1

X // Aex
⊗
k

exX
i+2 // · · ·

Finalmente, sumando tenemos:

· · · //
∐

x∈Q0
−p(x)=s

Aex
⊗
k

exX
i (1⊗diX)//

∐
x∈Q0
−p(x)=s

Aex
⊗
k

exX
i+1(1⊗di+1

X )// · · ·
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Por lo tanto, es exacta

Rs : · · · // f(Xi)s
f(dXi )

s

// f(Xi+1)s
f(dXi+1 )s

// f(Xi+2)s // · · ·

Probemos que f c(Ẋ) es aćıclico. f(Xi)s ∼=
∐
x∈Q0

−p(x)=s

Aex
⊗
k

exX
i = 0 si i < l

ó, si i− p(x) > t. Luego, tenemos el bicomplejo Z̈ := f̂(Ẋ):

...
...

...
...

· · · // 0 //

OO

f(X l)t−l //

OO

0 //

OO

0

OO

// · · ·

· · · // 0 //

OO

f(X l)t−l−1 //

OO

f(X l+1)t−l−1 //

OO

0

OO

// · · ·

· · · // 0 //

OO

f(X l)t−l−2 //

OO

f(X l+1)t−l−2 //

OO

f(X l+2)t−l−2

OO

// · · ·

...

OO

...

OO

...

OO

...

OO

cuyos renglones Rs son complejos aćıclicos, pues, como vimos antes, f es
exacto. Por definición, fK(Ẋ) = TotZ̈. Sea Z̈0 el sub-bicomplejo de Z̈ cuyo
único renglón posiblemente distinto de cero es · · · 0 // f(X l)t−l // 0 · · ·
Pero Rt−l es exacto y entonces f(X l)t−l = 0. Luego, Tot(Z̈0) es el complejo
cero y, por lo tanto, Tot(Z̈0) es aćıclico. Sea Z̈i el sub-bicomplejo de Z̈ de la
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forma:

...
...

...
...

· · · // 0 //

OO

f(X l)t−l //

OO

· · ·

OO

// 0

OO

// 0 · · ·

...
...

...
...

· · · // 0 // f(X l)t−l−i // · · · // f(X l+i)t−l−i // 0 · · ·

· · · // 0 //

OO

0 //

OO

0 //

OO

0

OO

// 0 · · ·

...

OO

...

OO

...

OO

...

OO

Probemos, por inducción, que cada complejo Tot(Z̈i) es aćıclico. Puesto que
f(X l)t−l = 0, Tot(Z̈1) es isomorfo a

· · · 0 // f(X l)t−l−1
∼= // f(X l+1)t−l−1 // 0 · · · ,

luego, Tot(Z̈1) es una sucesión exacta y por lo tanto, Tot(Z̈1) es aćıclico.
Supongamos que Tot(Z̈i) es aćıclico. Tenemos la E-sucesión:

0 // Z̈i
σ̈i // Z̈i+1

π̈i // Z̈i+1/Z̈i // 0,

donde σ̈i y π̈i son la inyección y la proyección canónicas. Luego,

0 // Tot(Z̈i)
Totσ̈i // Tot(Z̈i+1)

Totπ̈i // Tot(Z̈i+1/Z̈i) // 0,

es exacta, por el lema (??). Además, Z̈i+1/Z̈i es isomorfo al bicomplejo cuyo
único renglón posiblemente no nulo es la sucesión exacta:

· · · 0 // f(X l)t−l−i // · · · // f(X l+i)t−l−i // 0 · · ·

y tenemos que Tot(Z̈i+1/Z̈i) es isomorfo a esta última sucesión exacta. Lue-
go, Tot(Z̈i+1/Z̈i) es aćıclico. De ah́ı que Tot(Z̈i+1) también lo sea. Además,
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notemos que Z̈ =
⋃
i>0

Z̈i. Luego, también Tot(Z̈) =
⋃
i>0

Tot(Z̈i). Puesto que

Tot(Z̈i) es aćıclico, obtenemos que Tot(Z̈) es aćıclico. 2

Proposición 7.26. El funtor fK env́ıa cuasi-isomorfismos de K↓(A!−Mod)
en cuasi-isomorfismos de K(A−Proy).

Demostración. Sea u : X → Y un cuasi-isomorfismo en la categoŕıa
K↓(A!−Mod). Por el corolario (??) y por la afirmación (??), en el triángulo

que determina X
u // Y

α // Z
β // X[1] , Z es aćıclico. Además, fK

env́ıa triángulos en triángulos, entonces

fK(X)
fK(u)// fK(Y )

fK(α)// fK(Z)
fK(β)// fK(X[1])

es un triángulo. Pero fK(Z) es aćıclico, luego, nuevamente por el corola-
rio (??), fK(u) es un cuasi-isomorfismo. 2

7.4. El funtor de Koszul fD: D↓(A!−Mod)→D(A−Mod)

Definición 7.27. Sea M un A-módulo (o bien, un A!-módulo). El soporte
de M es el conjunto de vértices x en Q0 tal que exM 6= 0 (exopM 6= 0). Lo
denotamos por sopM .

Definición 7.28. Sea Kb,I(A!−Mod) la subcategoŕıa plena de K(A!−Mod)
cuyos objetos son los complejos finitos cuyas entradas son A!-módulos in-
yectivos de soclos de soporte finito de la forma:

∐
x∈Q0

xI
⊗
Vx, con Vx = 0

para casi todo x ∈ Q0.

Observación 7.29. Los objetos de Kb,I(A!−Mod) son q-inyectivos (por la
proposición (??)).

Proposición 7.30. Kb,I(A!−Mod) es una subcategoŕıa triangulada de la
categoŕıa homotópica K(A!−Mod).

Demostración. Es claro que, si Ẋ ∈ Kb,I(A!−Mod), entonces Ẋ[1] y
Ẋ[−1] también están en ∈ Kb,I(A!−Mod). Sea Ẏ también enKb,I(A!−Mod).
Para cada i ∈ Z, Xi =

∐
x∈Q0

xI ⊗ Vx,i y Y i =
∐
x∈Q0

xI ⊗Wx,i. Luego, Xi ⊕

Y i =
∐
x∈Q0

xI ⊗ (Vx,i ⊕Wx,i), donde Vx,i y Wx,i son k-espacios vectoriales
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de dimensión mayor o igual que cero y casi todos son cero. Por lo tanto,
Ẋ ⊕ Ẏ está en Kb,I(A!−Mod). Además, si u̇ : Ẋ → Ẏ es un morfismo en
Kb,I(A!−Mod), el complejo cono de u̇ tiene i-ésima entrada:

Coniu̇ = Y i ⊕Xi+1 =
∐
x∈Q0

xI ⊗Wx,i ⊕
∐
x∈Q0

xI ⊗ Vx,i+1

=
∐
x∈Q0

xI ⊗ (Wx,i ⊕ Vx,i+1),

con Wx,i = 0 y Vx,i+1 = 0 para casi todo x ∈ Q0. Luego, para el triángulo

Ẋ
u̇ // Ẏ

α // Conu̇
β // Ẋ[1],

en K(A!−Mod), se tiene que Conu̇ ∈ Kb,I(A!−Mod). 2

Proposición 7.31. Se tiene Kb,I(A!−Mod) ⊆ K↓(A!−Mod).

Demostración. Sea Ṁ ∈ Kb,I(A!−Mod). Luego, Ṁ tiene la forma:

· · · 0 //M
l =

∐
x∈Tl

xI ⊗ V l
x // · · · //M

s =
∐
x∈Ts

xI ⊗ V s
x // 0 · · ·

Es claro que M i = 0 si i < l. Sea T :=
⋃

i∈[l,s]

Ti, que es un conjunto finito, y

sea m := máx{q(x) | x ∈ T}, donde q es la función peso en Qop. Luego, si
w ∈ Q0 tiene peso q(w) > m, obtenemos:

ewM
i = ew(

∐
x∈Ti

xI ⊗ V i
x) =

∐
x∈Ti

xIw ⊗ V i
x = 0,

pues si xIw 6= 0, hay un camino orientado de w en x en Qop, y aśı: q(w) <
q(x) 6 m < q(w), una contradicción. De modo que, M i

w = 0 si i + q(w) >
t := m+ s, pues i+ q(w) > t equivale a q(w) > t− i > t− s = m. 2

Definición 7.32. Sea Db,I(A!−Mod) la subcategoŕıa plena de D(A!−Mod)
cuyos objetos son los de Kb,I(A!−Mod).

Lema 7.33. Db,I(A!−Mod) es una subcategoŕıa triangulada de D(A!−Mod).

Demostración. Dados Ẋ y Ẏ en Db,I(A!−Mod), es claro que Ẋ[1],
Ẋ[−1] y Ẋ⊕ Ẏ también están en Db,I(A!−Mod), que tiene los mismos obje-
tos que la categoŕıa triangulada Kb,I(A!−Mod). Sea δ : Ẋ → Ẏ un morfismo
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en Db,I(A!−Mod). Por la observación (??), Ẏ es q-inyectivo, entonces por
la proposición (??), existe un único morfismo u en K(A!−Mod) tal que
Q̂u = δ, para Q̂ el funtor localización de K(A!−Mod). Tenemos el siguiente
triángulo en K(A!−Mod):

Ẋ
u // Ẏ

α // Conu
β // Ẋ[1],

donde Conu está en Kb,I(A!−Mod) (ver demostración de (??)), para u un
representante de la clase u. Luego, aplicando el funtor localización Q̂, obte-
nemos el siguiente triángulo en D(A!−Mod):

Ẋ
δ // Ẏ

Q̂α // Conu
Q̂β // Ẋ[1].

2

Definición 7.34. Sea D↓(A!−Mod) la subcategoŕıa plena de D(A!−Mod)
cuyos objetos son los de C ↓(A!−Mod) y D↑(A−Mod) la subcategoŕıa plena
de D(A−Mod) cuyos objetos son los de C ↑(A−Mod).

Corolario 7.35. Se tiene Db,I(A!−Mod) ⊆ D↓(A!−Mod) (por la proposi-
ción (??)).

Definición 7.36. Si M ∈ A−Mod+ (definición (??)), existe a ∈ Z tal
que exM = 0 si p(x) < a. En este caso decimos que M ∈ A−Mod>a.
De manera similar, si M ∈ A!−Mod−, existe a ∈ Z tal que exM = 0 si
q(x) > a, entonces decimos que M ∈ A!−Mod6a.

Lema 7.37. Sea M ∈ A!−Mod6a, entonces M tiene una envolvente in-
yectiva M

� � u // JM tal que JM está en A!−Mod6a y JM/Imu está en
A!−Mod6a−1.

Demostración. Por la proposición (??), el A!-módulo M tiene una
envolvente inyectiva M

� � u // JM tal que el soclo de M y el soclo de JM
son isomorfos mediante la restricción del morfismo u. En esta proposición
vimos que JM es isomorfo al coproducto

∐
q(xop)6a

xI ⊗ Vx que es inyectivo

como A!-módulo. Además, por la observación (??) ewJM = 0 si q(wop) > a,
luego, JM está en A!−Mod6a.

El A!-módulo JM/Imu está en A!−Mod6a, pues JM lo está. Sea y ∈ Q0

tal que q(yop) = a. Sea m ∈ ey(JM/Imu). Podemos suponer que m ∈ eyJM .
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Para toda flecha α, se tiene αm = 0, luego, m ∈ socJM . El morfismo u
nos da un isomorfismo entre los soclos, aśı que m = u(m0), para algún m0

en socM . Entonces, m está en la imagen de u, luego, m = 0. Por lo tanto,
JM/Imu está en A!−Mod6a−1. 2

Definición 7.38. Para cada pareja de enteros l, a, definimos

∇l,a := {Ż ∈ C ↑(A−Mod) | Zi = 0 si i > l y, Zix = 0 si p(x) < a+ l − i}.

De manera análoga, definimos

∆l,a := {Ż ∈ C ↓(A!−Mod) | Zi = 0 si i < l y, Zix = 0 si q(xop) > a+ l− i}.

Observación 7.39. C ↑(A−Mod) =
⋃

l,a∈Z
∇l,a y C ↓(A!−Mod) =

⋃
l,a∈Z

∆l,a.

Demostración. Sea Ẇ un complejo en C ↑(A−Mod), entonces existen
enteros l y t tales que W i = 0 si i > l y W i

x = 0 si i+p(x) < t. Sea a = t− l.
Luego, Ẇ está en ∇l,a y vale la primera igualdad. Similarmente se verifica
la segunda igualdad. 2

Lema 7.40. Sea M ∈ A!−Mod6a e İ una corresolución inyectiva minimal
de M , entonces İ está en ∆0,a. Aśı, M es isomorfo en D(A!−Mod) a un
complejo İ en D↓(A!−Mod).

Demostración. Tenemos que 0 //M
u // I0 d0

// I1 // · · · es
una sucesión exacta. Veamos que el A!-módulo In está en A!−Mod6a−n.
Por inducción sobre n: Si n = 0, por el lema anterior (??), I0 está en
A!−Mod6a y, además, I0/Imu está en A!−Mod6a−1, luego, por la obser-
vación (??), I1 (que es envolvente inyectiva de I0/Imu) también está en
A!−Mod6a−1. Supongamos que In−1 está en A!−Mod6a−(n−1). El módulo
In−1 se construyó como una envolvente inyectiva de In−2/Im dn−3, esto es,
existe un monomorfismo un−2 : In−2/Im dn−3 → In−1. Por el lema anterior,
In−1/Imun−2 está en A!−Mod6a−n. Notemos que Imun−2 = Im dn−2. En-
tonces, In−1/Im dn−2 está en A!−Mod6a−n, luego, su envolvente inyectiva
In también está en A!−Mod6a−n. 2

Lema 7.41. 1. Sean Ẋ, Ẏ en C ↓(A!−Mod), con Ẋ ∈ ∆a,b y Ẏ ∈ ∆c,d.
Sean α := mı́n{a, c}, t := máx{a + b, c + d} y β := t − α. Entonces,
Ẋ ⊕ Ẏ está en ∆α,β.
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2. Sean Ẋ, Ẏ en C ↑(A−Mod), con Ẋ ∈ ∇a,b y Ẏ ∈ ∇c,d. Sean α :=
máx{a, c}, t := mı́n{a + b, c + d} y β := t − α. Entonces, Ẋ ⊕ Ẏ
está en ∇α,β.

Demostración. 1. Por definición (ver (??)), tenemos que Xi = 0
para todo i < a y Y i = 0 para todo i < c, luego, Xi ⊕ Y i = 0 pa-
ra todo i < mı́n{a, c} = α. Además, Xi

xop = 0 si q(xop) > a + b − i y
Y i
xop = 0 si q(xop) > c + d − i. Luego, Xi

xop ⊕ Y i
xop = (Ẋ ⊕ Ẏ )ixop = 0 si

i + q(xop) > máx{a + b, c + d} = t, entonces, Ẋ ⊕ Ẏ ∈ ∆α,β (ver defini-
ción (??) y figura a continuación).

6

-

@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@@

a
a

@
@
@
@
@
@
@
@
@@

a
c

(a, b)a aa + b

ac + d

ab
ad(c, d)a

q(zop)

i

2. Se prueba de manera análoga al primer inciso. 2

Corolario 7.42. 1. Sea u̇ : Ẋ → Ẏ un morfismo en C ↓(A!−Mod). En-
tonces, Conu̇ también está en C ↓(A!−Mod). Más aún, si Ẏ y Ẋ[1]
están en ∆a,b, entonces el complejo Conu̇ también está en ∆a,b.

2. Sea u̇ : Ẋ → Ẏ un morfismo con Ẋ, Ẏ en C ↑(A−Mod). Entonces,
Conu̇ también está en C ↑(A−Mod). Más aún, si Ẏ y Ẋ[1] están en
∇a,b, entonces el complejo Conu̇ también está en ∇a,b.

Demostración. Por definición, la i-ésima entrada del cono de u̇ es
Y i ⊕Xi+1, y razonando como en el lema anterior. 2

Proposición 7.43. Sea Ṁ un complejo finito en ∆a,b, entonces Ṁ es iso-
morfo en D(A!−Mod) a un complejo de inyectivos J̇ en ∆a,b.

Demostración. Probemos esta proposición por inducción sobre el nú-
mero de entradas no cero de Ṁ . Supongamos que Ṁ = M es un complejo
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concentrado en grado cero, entonces tenemos que a 6 0 y exM = 0 si
q(xop) > a + b (ver definición (??) y la siguiente figura). Luego, M está en
A!−Mod6a+b, y, por el lema (??), M es isomorfo en la categoŕıa derivada a
un complejo J̇ de inyectivos en ∆0,a+b. Entonces, M ∼= J̇ ∈ ∆0,a+b ⊆ ∆a,b,
y se tiene la proposición por dicho lema.

q
6

-

@
@
@
@
@
@

(a, b)

(0, a+ b)

a

b

M

q(zop)

i

6

-

@
@
@
@
@
@
@
@
@

q(a, b)

(0, a+ b)

a

b

M

q(zop)

i

Supongamos que Ṁ = M [−c], un complejo concentrado en grado c; lue-
go, su única entrada distinta de cero es (M [−c])c = M . Como Ṁ ∈ ∆a,b,
entonces, c > a y ex(M [−c])c = 0 si q(xop) > a + b − c (definición (??).
Tenemos que Ṁ = M [−c] ∈ ∆c,a+b−c ⊆ ∆a,b, porque a − c 6 0. Luego,
Ṁ [c] ∼= M ∈ ∆0,a+b−c es un complejo concentrado en grado cero. Aplicando
el argumento anterior, M es isomorfo en la categoŕıa derivada a J̇ , un com-
plejo de inyectivos en ∆0,a+b−c. Entonces, Ṁ ∼= J̇ [−c] ∈ ∆c,a+b−c ⊆ ∆a,b.

Supongamos cierta la proposición para complejos de tamaño menor o
igual a n. Sea Ṁ = · · · 0 // Ma // Ma+1 · · · // Ma+n // 0 · · · un
complejo en ∆a,b de tamaño n+1. Sea Ma+n[−a−n] el complejo concentrado
en grado a+ n. Definimos Ṁbn := · · · 0 // Ma · · · // Ma+n−1 // 0 · · · .
Entonces tenemos la sucesión exacta de complejos:

0 //Ma+n[−a− n] σ̇ // Ṁ
ρ̇ // Ṁbn // 0.

Luego, (por la proposición (??) y trasladando) el triángulo en D(A!−Mod):

Ṁbn[−1] w //Ma+n[−a− n]
Q̂σ̇ // Ṁ

Q̂ρ̇
// Ṁbn.

Por hipótesis de inducción, existen los isomorfismos Ṁbn[−1]
δ1
∼=
// J̇bn y

Ma+n[−a− n]
δ2
∼=
// J̇a+n , con J̇bn[1] y J̇a+n complejos de inyectivos en ∆a,b;

además, ambos son q-inyectivos (proposición (??)). Luego, por la prueba de
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la proposición (??), existe un isomorfismo δ3 : Ṁ → J̇ en D(A!−Mod), que
hace conmutar el siguiente diagrama:

Ṁbn[−1] w //

δ1 ∼=
��

Ma+n[−a− n]
Q̂σ̇ //

δ2 ∼=
��

Ṁ
Q̂ρ̇

//

δ3 ∼=
��

Ṁbn
TDδ1 ∼=

��
J̇bn Q̂r // J̇a+n

Q̂g // J̇
Q̂h // J̇bn[1].

para J̇ = Conr. Por el corolario (??), J̇ está en ∆a,b, además, es claro que
las entradas de J̇ son módulos inyectivos. 2

Lema 7.44. Sea Ṁ un complejo en C ↓(A!−Mod), n ∈ Z, y Ṅ el complejo
definido como:

(N j)x :=
{
M j
x si q(x) > n,

0 en otro caso.

y cada diferencial djN es la restricción de djM . Entonces Ṅ es un subcomplejo
de Ṁ que es finito con módulos de soporte finito. Además, si Ṁ ∈ ∆a,b,
entonces Ṅ ∈ ∆a,b.

Demostración. Existen enteros a, b tales que Ṁ está en ∆a,b, esto es,
M i = 0 si i < a y M i

x = 0 si q(x) > a+ b− i.
Si i < a, entonces

(N i)x =
{
M i
x = 0 si q(x) > n, porque M i = 0,

0 si q(x) 6 n, por definición,

por lo tanto, N i = 0 si i < a.
Supongamos n 6 b. Tenemos el siguiente diagrama:

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

Ma Ma+1Ma+2

6

@
@
@
@
@
@
@@

(a, b)

n (a+ b− n, n)r
...

...
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Si i > a+ b− n, entonces n > a+ b− i.

(N i)x =
{
M i
x = 0 si q(x) > n, porque entonces q(x) > a+ b− i,

0 si q(x) 6 n, por definición,

por lo tanto, N i = 0 si i > a+ b− n.

Luego,N i es posiblemente no cero sólo si i está en el intervalo [a, a+b−n],
y se tiene que Ṅ es finito.

Ahora veamos que cada N i es de soporte finito. Sea i0 en el intervalo
[a, a+ b− n]; luego, i0 es de la forma i0 = a+ t, con t ∈ [0, b− n], entonces,
b − t ∈ [n, b]. Tenemos que N i0

x = 0 si q(x) 6 n, por definición, y si q(x) >
a+b− i0 = a+b− (a+ t) = b− t > n, entonces N i0

x = M i0
x = 0, por lo tanto,

N i0
x es (posiblemente) no cero sólo si n < q(x) 6 b− t = a+ b− i0. Además,

fijando un peso q(x), hay un número finito de vértices con peso q(x), por lo
tanto, el soporte de N i0 es finito.

Ahora supongamos que n > b. Ya vimos que N i = 0 si i < a. Si i > a,
entonces a − i 6 0. Por lo tanto, n > b > a + b − i. Si q(x) > n, entonces
N i
x = M i

x = 0. Luego, Ṅ = 0 si n > b. 2

Lema 7.45. Si Ṁ es un complejo en C ↓(A!−Mod), hay una familia {Ṁt}t∈N
de subcomplejos de Ṁ tales que:

1. Ṁt es un complejo finito de módulos de soporte finito para cada t ∈ N.

2. Hay un triángulo en D(A!−Mod):

⊕
s∈N

Ṁs
// ⊕
t∈N

Ṁt
// Ṁ // ⊕

s∈N
Ṁs[1].

Demostración. Existen enteros a y b tales que Ṁ ∈ ∆a,b. Podemos
visualizar las posibles entradas no cero del complejo Ṁ en la siguiente figura,
además, vamos a definir una familia de subcomplejos {Ṁt}t∈N de Ṁ de la
siguiente manera:
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6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

Ma Ma+1Ma+2

6

@
@
@
@
@
@
@@

(a, b)

Ṁ1

Ṁ2

Ṁ3

Ṁ4

. . .

...
...

(M j
t )x :=

{
M i
x si q(x) > b− t,

0 en otro caso.

Además, djMt
es la restricción de djM .

Aplicando el lema (??) a cada complejo Ṁt, tenemos que éste es un
complejo finito de módulos de soporte finito y está en ∆a,b. Notemos que
Ṁ = ∪t∈NṀt, y que Ṁ cumple con la definición de la observación (??).
Luego, por la proposición (??), se tiene la sucesión exacta en C (A!−Mod):

0 // ⊕
s∈N

Ṁs
φ̇ // ⊕

t∈N
Ṁt

ψ̇ // Ṁ // 0, y (por la proposición (??)), el

triángulo en D(A!−Mod):

⊕
s∈N

Ṁs

Q̂φ̇
// ⊕
t∈N

Ṁt

Q̂ψ̇
// Ṁ

w // ⊕
s∈N

Ṁs[1].

2

Proposición 7.46. Sea Ṁ un complejo en C ↓(A!−Mod), entonces Ṁ es
isomorfo en la categoŕıa derivada D(A!−Mod) a un complejo de inyectivos
en D↓(A!−Mod).

Demostración. Si Ṁ ∈ ∆a,b, por el lema (??), tenemos el triángulo en
D(A!−Mod):

⊕
s∈N

Ṁs

Q̂φ̇
// ⊕
t∈N

Ṁt

Q̂ψ̇
// Ṁ

w // ⊕
s∈N

Ṁs[1].
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Además, para cada t ∈ N, Ṁt es un complejo finito que está en ∆a,b, en-
tonces Ṁt es isomorfo en la categoŕıa derivada a un complejo de inyectivos
J̇t en ∆a,b (proposición (??)). Todas las entradas de los complejos J̇i tienen
pesos acotados por b. Luego, por (??), tenemos que

∐
i∈N

J̇i es un complejo

de inyectivos y, además, (
∐
J̇i)s =

∐
Jsi = 0 si s < a. Luego, por la pro-

posición (??),
∐
J̇i es q-inyectivo. Entonces, por la proposición (??), Ṁ es

isomorfo en la categoŕıa derivada a un complejo de inyectivos J̇ = Conu̇,
para u̇ :

∐
s∈N

J̇s →
∐
t∈N

J̇t morfismo en C (A!−Mod). De hecho, también se

tiene que
∐
J̇i está en ∆a,b, aśı que

∐
J̇i[1] está en ∆a−1,b. Entonces, por el

corolario (??), J̇ está en ∆a−1,b+1, luego, en D↓(A!−Mod). 2

Proposición 7.47. D↓(A!−Mod) es una subcategoŕıa triangulada de la ca-
tegoŕıa derivada D(A!−Mod).

Demostración. Sea Ẋ en D↓(A!−Mod), entonces Ẋ ∈ ∆a,b para al-
guna pareja de enteros a, b. Luego, es claro que Ẋ[1] está en ∆a−1,b y que
Ẋ[−1] está en ∆a+1,b. Esto es, Ẋ[1] y Ẋ[−1] están en D↓(A!−Mod). Sea
Ẏ ∈ ∆c,d ⊆ D↓(A!−Mod). Por el lema (??), Ẋ ⊕ Ẏ está en C ↓(A!−Mod),
luego en D↓(A!−Mod).

Sea δ en HomD(A!)(Ẋ, Ẏ ). Por la proposición (??), se tiene el isomor-

fismo Ẏ
γ

∼=
// J̇ en D(A!−Mod), para J̇ un complejo de inyectivos en

D↓(A!−Mod). Supongamos que J̇ ∈ ∆e,f . Por la proposición (??), J̇ es
q-inyectivo, luego (proposición (??)), existe un único morfismo u en la ca-
tegoŕıa homotópica K(A!−Mod) tal que Q̂u = γδ (para Q̂ el funtor locali-

zación). Sea Ẋ
u // J̇

v // Conu
w // Ẋ[1] el triángulo en K(A!−Mod)

generado por u. Por el corolario (??), el cono de u está en D↓(A!−Mod).
Tenemos el siguiente diagrama conmutativo en D(A!−Mod):

Ẋ
δ //

1Ẋ
��

Ẏ
Q̂vγ //

∼=γ

��

Conu
Q̂w //

1Conu

��

Ẋ[1]

TD(1Ẋ)

��

Ẋ
γδ // J̇

Q̂v // Conu
Q̂w // Ẋ[1],

cuyo renglón inferior es un triángulo, luego el superior también lo es. Por lo
tanto, D↓(A!−Mod) es una subcategoŕıa triangulada de D(A!−Mod). 2
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Lema 7.48. Sea M en A−Mod>a y Ṗ una resolución proyectiva minimal
de M , entonces, Ṗ está en ∇0,a. Aśı, M es isomorfo en D(A−Mod) a un
complejo Ṗ en D↑(A−Mod).

Demostración. Tenemos que M/radM =
∐

p(x)>a
Sx⊗V 0

x . Por otro lado,

radAex = Fex ∈ A−Mod>p(x)+1 (pues eyFex 6= 0 implica que hay un
camino dirigido de x en y y entonces p(y) > p(x) + 1, luego, p(y) < p(x) + 1
implica que eyFex = 0). Luego, se tiene que radM ∈ A−Mod>a+1.

Sea P 0 =
∐

p(x)>a
Aex ⊗ V 0

x
η0
//M una cubierta proyectiva de M ; P 0

está en A−Mod>a. Por el argumento anterior, radP 0 ∈ A−Mod>a+1. Ade-

más, ker η0 ⊆ radP 0. Sea P−1 =
∐

p(x)>a+1

Aex ⊗ V −1
x

η−1
// ker η0 una cu-

bierta proyectiva de ker η0, entonces P−1 está en A−Mod>a+1. Razonan-
do de manera inductiva obtenemos que P−n está en A−Mod>a+n, luego,
Ṗ = · · · // P−1 // P 0 // 0 · · · está en ∇0,a. 2

Proposición 7.49. Sea Ṁ un complejo en C ↑(A−Mod), entonces existe Ṗ
un complejo de A-módulos proyectivos en C ↑(A−Mod) tal que Ṗ ∼= Ṁ en
la categoŕıa derivada D(A−Mod).

Demostración. Sea Ṁ = · · · //M l−1 //M l // 0 · · · un com-
plejo en ∇l,a. Definimos la siguiente familia de subcomplejos de Ṁ :

Ż0 = · · · 0 //M l // 0 · · ·
Ż1 = · · · 0 //M l−1 //M l // 0 · · ·

...
...

Żn = · · · 0 //M l−n // · · · //M l // 0 · · ·
...

...

Luego, Ṁ = ∪i>0Żi y tenemos sucesiones exactas

0 // Żi−1
σ̇i // Żi

ρ̇i // L̇i−1
// 0

donde L̇i−1 = Żi/Żi−1 es isomorfo al complejo concentrado M l−i en grado
l − i y σ̇i y ρ̇i son la inyección y la proyección canónicas respectivamente.
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Estas sucesiones exactas dan origen a triángulos en la categoŕıa derivada:

Żi−1

Q(σ̇i) // Żi
Q(ρ̇

i
)
// L̇i

w // Żi−1[1].

Probemos, por inducción, que cada subcomplejo Żi es isomorfo en la ca-
tegoŕıa derivada a uno de proyectivos Ẇi ∈ ∇l,a. El módulo M l está en
A−Mod>a. Luego, por el lema (??), el complejo concentrado M l es isomorfo
a un complejo de proyectivos Ẇ0 en ∇0,a. Además, Ẇ0[−l] está en ∇l,a.
Entonces, tenemos los siguientes isomorfismos en la derivada:

Ż0
∼= (M l)[−l] ∼= Ẇ0[−l].

Supongamos que Żi ∼= Ẇi, donde este último es un complejo de proyecti-
vos en ∇l,a. Notemos que el módulo M l−i−1 está en A−Mod>a+i+1. Lue-
go, el complejo concentrado M l−i−1 está en ∇l−i−1,a+i+1. Luego, es claro
que también está en ∇l,a (recordemos que i ∈ N). Por inducción, L̇i ∼= Ḣi

un complejo de proyectivos en ∇l,a. Tenemos los siguientes triángulos en
D(A−Mod):

L̇i[−1] //

∼=
��

Żi
//

∼=
��

Żi+1
//

∼=
��

L̇i

∼=
��

Ḣi[−1]
Qui // Ẇi

// Conui // Ḣi,

entonces Żi+1 es isomorfo al complejo cono de ui que, por el corolario (??),
está en ∇l,a. Luego, Żi+1 es isomorfo a un complejo de proyectivos que
está en ∇l,a. Tenemos que ∐

i>0
Żi ∼=

∐
i>0

Ẇi.

Usando la proposición (??), tenemos la sucesión exacta:

0 // ∐
i>0

Żi // ∐
j>0

Żj // Ṁ // 0.

Luego, un triángulo en la derivada:

∐
i>0

Żi //

∼=
��

∐
j>0

Żj //

∼=
��

Ṁ //

∼=

��

∐
i>0

Żi[1]

∼=
��∐

i>0
Ẇi

Qv̇ // ∐
j>0

Ẇi
// Conv̇ // ∐

i>0
Ẇi[1].
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Donde Ṁ es isomorfo al complejo cono de v̇, entonces, por el corolario (??),
Ṁ es isomorfo a un complejo de proyectivos que está en ∇l+1,a−1. 2

Proposición 7.50. D↑(A−Mod) es una subcategoŕıa triangulada de la ca-
tegoŕıa derivada D(A−Mod).

Demostración. Es dual de la demostración de la proposición (??). 2

Observación 7.51. Sea δ : Ẋ → Ẏ un morfismo en D↓(A!−Mod), si deno-
tamos por Q̂ el funtor localización de K(A!−Mod) en D(A!−Mod), entonces
δ tiene una representación

Ẋ
Q̂u // J̇ Ẏ

Q̂too ,

donde t es un cuasi-isomorfismo y J̇ es un complejo q-inyectivo en la sub-
categoŕıa D↓(A!−Mod). Además, u : Ẋ → J̇ está determinado de manera
única por δ, J̇ y t. También t está determinado por J̇ y un isomorfismo
h : Ẏ → J̇ en D↓(A!−Mod).

Demostración. Por la observación (??), dado δ en D(A!−Mod), exis-

ten morfismos g y s en K(A!−Mod), tales que Ẋ
Q̂g // L̇ Ẏ

Q̂soo es una
representación del morfismo δ como fracción izquierda en D(A!−Mod) (lue-
go, s es un cuasi-isomorfismo y δ = Q̂s−1Q̂g. Notemos que L̇ no necesaria-
mente está en D↓(A!−Mod).

Por la proposición (??), podemos elegir un isomorfismo h : Ẏ → J̇ en la
categoŕıa derivada, con J̇ un complejo de inyectivos en K↓(A!−Mod). Por
la proposición (??), J̇ es q-inyectivo. Luego (proposición (??)), existe un
único morfismo t : Ẏ → J̇ en K(A!−Mod) tal que Q̂t = h. Luego, t es un
cuasi-isomorfismo (observación (??)). En K(A!−Mod) tenemos el siguiente
diagrama, cuyo renglón superior es un triángulo y donde el complejo Ẇ es
aćıclico (observación (??)):

Ẇ
l // Ẏ

s //

t

��

L̇ //

r
��

Ẇ [1]

J̇
,

luego, tl = 0 en K(A!−Mod); la existencia de r tal que rs = t, se tiene al
aplicar la proposición (??) al triángulo anterior. Para H i el i-ésimo funtor
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de cohomoloǵıa, tenemos que H i(r)H i(s) = H i(t), y, puesto que s y t son
cuasi-isomorfismos, H i(r) = H i(t)H i(s)−1 es un isomorfismo, para cada
i ∈ Z, entonces r es un cuasi-isomorfismo. Sea u := rg, tenemos la siguiente
representación de δ:

Ẋ
Q̂u // J̇ Ẏ

Q̂too ,

y es única puesto que, si u1 : Ẋ → J̇ es otro morfismo tal que

Ẋ
Q̂u1 // J̇ Ẏ

Q̂too ,

es otra representación de δ, entonces Q̂t−1Q̂u1 = Q̂t−1Q̂u, esto es, Q̂(u1 −
u) = 0. Como J̇ es q-inyectivo, aplicando la proposición (??), tenemos que
u1 − u = 0. 2

En lo que sigue, supondremos que hemos fijado J̇ y h como antes para
cada Ẏ ∈ D↓(A!−Mod). Aśı, cada δ : Ẋ → Ẏ tiene una representación
“única”: δ = Q̂t−1Q̂u.

Definición 7.52. Sea Q el funtor localización de K(A−Mod) en D(A−Mod)
y Q̂ el funtor localización de K(A!−Mod) en D(A!−Mod). Sea h un morfis-
mo en D↓(A!−Mod). Por la observación (??), h tiene una representación

única Ẋ
Q̂u // J̇ Ẏ

Q̂too , para t un cuasi-isomorfismo y J̇ un complejo q-
inyectivo en D↓(A!−Mod). Se tiene que fK(t) es un cuasi-isomorfismo en
K(A−Mod) (proposición (??)). Sea fD el funtor definido como sigue:

fD : D↓(A!−Mod) // D(A−Mod)

Ẋ

h

��

� //

fKẊ

Q(fK(t))−1Q(fK(u))
��

Ẏ fK Ẏ .

Proposición 7.53. El funtor fD : D↓(A!−Mod) → D(A−Mod) conmuta
con coproductos.

Demostración. Probemos primero que, en efecto, fD es un funtor.
Sean h1 y h2 un par de morfismos en D↓(A!−Mod) tales que la composición
h2h1 tiene sentido. Por la observación (??), h1 y h2 tienen representaciones

únicas Ẋ
Q̂u1 // J̇1 Ẏ

Q̂t1oo , y Ẏ
Q̂u2 // J̇2 Ż

Q̂t2oo , donde t1 y t2 son cuasi-

isomorfismos y J̇1 y J̇2 son complejos q-inyectivos en D↓(A!−Mod). Como
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los cuasi-isomorfismos son un sistema multiplicativo, existen morfismos s y
r en la categoŕıa homotópica, con r cuasi-isomorfismo, tales que conmuta el
siguiente diagrama en K(A!−Mod):

Ẇ

Ẋ
u1 // J̇1

s
??��������

Ẏ
t1oo u2 // J̇2

r
__????????

Ż.
t2oo

Luego, (Q̂r)−1Q̂sQ̂t1 = Q̂u2. Además, J2 es q-inyectivo, usando (??), se tie-
ne que (Q̂r)−1Q̂s = Q̂v, para un único morfismo v : J̇1 → J̇2. Por lo tanto,
Q(vt1) = Q(v)Q(t1) = Q(r)−1Q(s)Q(t1) = Q(u2). Esto es, Q̂(vt1) = Q̂u2.
Nuevamente, por (??), vt1 = u2. Aśı, fKvfKt1 = fKu2, por lo tanto,
QfKvQfKt1 = QfKu2. Por otro lado, h2h1 = (Q̂t2)−1(Q̂r)−1Q̂sQ̂u1 =
(Q̂t2)−1Q̂vQ̂u1 = (Q̂t2)−1Q̂(vu1) es la representación única de h2h1. Enton-
ces,

fD(h2h1) = Q(fKt2)−1Q(fK(vu1))
= Q(fKt2)−1Q(fK(u2))Q(fKt1)−1Q(fK(u1))
= fD(h2)fD(h1).

Además, si Ẏ ∈ D↓(A!−Mod) y h = Qt : Ẏ → J̇ es el isomorfismo que
hemos fijado para Ẏ con J̇ complejo q-inyectivo en D↓(A!−Mod), entonces

Ẏ
Qt // J̇ Ẏ

Qtoo es la representación única de 1Ẏ . Luego,

fD(1Ẏ ) = QfK(t)−1QfK(t) = 1fK Ẏ .

En objetos el funtor fD coincide con fK , el cual conmuta con coproduc-
tos (observación (??)). Luego, para una familia {Ẋi}i∈I de complejos, exis-
te un isomorfismo ϕ :

∐
i∈I

fK(Ẋi) → fK(
∐
i∈I

Ẋi) en la categoŕıa homotópica

K(A−Mod). Luego,Qϕ es un isomorfismo en la categoŕıa derivada D(A−Mod),
esto es, Qϕ :

∐
i∈I

fD(Ẋi)→ fD(
∐
i∈I

Ẋi) es un isomorfismo. 2

Observación 7.54. El śımbolo | después de un funtor denota la restricción
del funtor que le antecede. Afirmamos que el cuadro inferior del siguiente
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diagrama conmuta:

A!−Mod−
f | //

E|
��

C ↑(A−Mod)

C ↓(A!−Mod)

π|
��

fc| // C ↑(A−Mod)

ρ|
��

K↓(A!−Mod)
fK //

Q̂|
��

K↑(A−Mod)

Q|
��

D↓(A!−Mod)
fD
// D↑(A−Mod),

donde E es el funtor que env́ıa cada A!-módulo en su complejo concentrado
en grado cero, π y ρ son las proyecciones módulo homotoṕıa de sus respec-
tivas categoŕıas de complejos, Q̂ es el funtor localización de K(A!−Mod)
y Q el funtor localización de K(A−Mod). Esto nos dice que el funtor fD

esencialmente extiende la restricción de f a A!−Mod−.

Demostración. Por la observación (??) y la proposición (??) el cua-
dro superior y el de enmedio conmutan en el diagrama anterior, además,

HomA!(M,N) πE
∼=
// HomK(A!)(M,N) . Entonces, por la observación (??),

basta probar que fDQ̂ | π | E |= Q | ρ | f |. Sea M
h // N un mor-

fismo en A!−Mod− (definición (??)). Por el corolario (??), existen İM e
İN , corresoluciones inyectivas minimales de M y N respectivamente. Lue-
go, por el lema (??), la proposición (??) y la observación (??), existen los

cuasi-isomorfismos M
η1 // İM y N

η2 // İN . Sea h := πE(h). Tenemos
el siguiente diagrama conmutativo en D(A!−Mod):

M
Q̂η1 //

Q̂h

��

İM

Q̂η2Q̂h(Q̂η1)−1

��
N

Q̂η2 // İN .

Por la observación (??), tenemos que el morfismo Q̂h se puede escribir de
manera única (fijando İN y η2) aśı:

M
Q̂η2Q̂h // İN N,

Q̂η2oo
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Luego, por la definición (??), la proposición (??) y la observación (??), para
X = M ó X = N tenemos:

fD(Q̂πE(X)) = fD(X) := QfK(X)
= QfKπE(X) = Qρf c(E(X))
= Qρf(X).

Para el morfismo h se tiene que

fD(Q̂πE(h)) = fDQ̂(h) := (QfKη2)−1QfK(η2h)
= QfK(h) = QfKπE(h) = Qρf cE(h)
= Qρf(h).

2

7.5. Algebras propias de Koszul

En esta sección supondremos que A es un álgebra propia de Koszul (ver
definición siguiente). Luego, el funtor de Koszul

fD : D↓(A!−Mod) −→ D↑(A−Mod),

resultará ser una equivalencia de categoŕıas trianguladas.

Definición 7.55. Sea A un álgebra cuadrática y propia. Decimos que A es
un álgebra propia de Koszul si para cada módulo simple S, si ṖS es una
resolución proyectiva minimal de S, se tiene que ṖS ∼= f(M)[u], en la cate-
goŕıa derivada D(A−Mod), para f el funtor definido en la proposición (??),
algún u ∈ Z y algún M ∈ A!−Mod.

Proposición 7.56. Sea Sx el simple en el vértice x, y sea Ṗ una resolución
proyectiva minimal de Sx. Entonces Ṗ es isomorfo en la categoŕıa derivada
D(A−Mod) a f(xI)[−p(x)], donde xI es el inyectivo en x.

Demostración. Tenemos que Ṗ ∼= f(M)[u] en D(A−Mod), para algún
A!-módulo M y algún entero u, por ser A de Koszul (definición (??)). Supon-
gamos que M ∼= M1 ⊕M2, entonces f(M)[u] ∼= f(M1)[u] ⊕ f(M2)[u] ∼= Ṗ .
Pero Ṗ es inescindible por la proposición (??), luego podemos suponer
f(M2)[u] = 0. Como f es fiel y pleno, entonces M2 = 0. Por lo tanto, M es
inescindible. Además, M ∈ A!−Mod−. En efecto, tenemos que f(M)v = 0
si v > u, esto es,

∐
−p(y)=v

Aey ⊗ eyM = 0 si v > u. Entonces eyM = 0 para
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todo y ∈ Q0 tal que −p(y) = v > u. Es decir, eyM = 0, para todo y ∈ Q0

tal que −p(y) > u, luego M ∈ A!−Mod−.
Tenemos que Aex = P 0 = Ṗ [−u]u ∼= f [M ]u ∼=

∐
−p(y)=u

Aey ⊗ eyM .

Entonces dimMx = 1 y My = 0 si y 6= x, luego −p(x) = u.
Mx ⊆ socM , por lo tanto, Sx es sumando directo del soclo de M . Pero

M es inyectivo (proposición (??)), entonces M es una envolvente inyectiva
de su soclo. Luego, xI es sumando directo de M . Hemos visto que M es
inescindible, entonces M ∼= xI. Por lo tanto, Ṗ ∼= f(xI)[−p(x)]. 2

Lema 7.57. La familia {xI ⊗ Vx}x∈Q0 constituye un sistema de generadores
para Db,I(A!−Mod).

Demostración. (Ver definición (??)). Sea T una subcategoŕıa trian-
gulada de Db,I(A!−Mod), cerrada bajo isomorfismos y que contiene a la
familia {xI ⊗ Vx}x∈Q0 . Debemos probar que T = Db,I(A!−Mod), esto lo
haremos por inducción en el número de entradas no cero de un complejo en
Db,I(A!−Mod). Para un complejo concentrado

∐
x∈Q0

xI ⊗ Vx ∼=
∐
x∈Q0

xI ⊗ Vx,

y como Vx = 0 para casi todo x ∈ Q0, entonces es claro que
∐
x∈Q0

xI ⊗ Vx es

un complejo en T pues es isomorfo a un coproducto finito de elementos de
{xI ⊗ Vx}x∈Q0 . Supongamos que T contiene los complejos de tamaño n en
Db,I(A!−Mod). Sea

Ṁ := . . . 0 //Ma //Ma+1 // . . . //Ma+n // 0 . . .

un complejo de tamaño n+ 1 en Db,I(A!−Mod). Definimos los complejos:

Ṁba := . . . 0 //Ma+1 // . . . //Ma+n // 0 . . . ,
Ma[−a] := . . . 0 //Ma // 0 . . .

Tenemos la sucesión exacta: 0 // Ṁba σ̇ // Ṁ
ρ̇ //Ma[−a] // 0, en

C (A!−Mod) y el correspondiente triángulo en D(A!−Mod):

Ṁba Q̂σ̇ // Ṁ
Q̂ρ̇
//Ma[−a] w // Ṁba[1],

luego, su trasladado también es un triángulo en D(A!−Mod):

Ma[−a− 1]
−T−1

D w
// Ṁba Q̂σ̇ // Ṁ

Q̂ρ̇
//Ma[−a].
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Ma[−a − 1] y Ṁba están en T , por hipótesis de inducción. Además, por
definición de subcategoŕıa triangulada, T es una subcategoŕıa plena de
Db,I(A!−Mod), la cual a su vez es plena en D(A!−Mod), por lo tanto, el
morfismo −T−1

D w está en T , entonces, podemos completar a un triángulo:

Ma[−a− 1]
−T−1

D w
// Ṁba h // Ż

k //Ma[−a],

con Ż en T . Por los axiomas de triangulación, tenemos el siguiente isomor-
fismo de triángulos,

Ma[−a− 1]
−T−1

D w
//

1Ma[−a−1]

��

Ṁba Q̂σ̇ //

1Ṁba
��

Ṁ
Q̂ρ̇

//

s∼=
��

Ma[−a]

TD(1Ma[−a−1])

��
Ma[−a− 1]

−T−1
D w

// Ṁba h // Ż
k //Ma[−a],

como T es cerrada bajo isomorfismos, tenemos que Ṁ está en T . Por lo
tanto, Db,I(A!−Mod) = T . 2

Lema 7.58. Sea Sx el simple en el vértice x, Ṗ una resolución proyectiva
minimal de Sx. Si el módulo proyectivo inescindible Aez es sumando directo
de P−l, entonces l = p(z)− p(x).

Demostración. Por la proposición (??) tenemos que Ṗ = f(M)[−p(x)],
para M un inyectivo. Entonces,

P−l = f(M)−l−p(x) =
∐

−p(y)=−l−p(x)

Aey ⊗My.

Luego, Aez es uno de estos sumandos de P−l, entonces −p(z) = −l−p(x). 2

Proposición 7.59. Sean Sx y Sy los A-módulos simples en los vértices x y
y respectivamente. Si ExtlA(Sx, Sy) 6= 0, entonces l = p(y)− p(x).

Demostración. Por (??), las resoluciones proyectivas Ṗx
ηx−→ Sx y

Ṗy
ηy−→ Sy son cuasi-isomorfismos (que inducen isomorfismos en D(A−Mod)).

Por la proposición (??), Ṗx es q-proyectivo. Entonces, por (??) y (??), te-
nemos:

ExtlA(Sx, Sy) ∼= HomD(A)(Sx, Sy[l]) ∼= HomD(A)(Ṗx, Ṗy[l])
∼= HomK(A)(Ṗx, Ṗy[l]) ∼= HomK(A)(Ṗx[−l], Ṗy).
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Sea ḣ 6= 0 un morfismo en HomK(A)(Ṗx[−l], Ṗy). Tenemos el diagrama:

Ṗx[−l] : · · ·P−l−1
x

d−l−1
Px // P−lx

d−lPx //

h0

��

· · ·

Ṗy : · · ·P−1
y

d−1
Py // P 0

y
//

ηy !!DDDDDDDD 0 · · ·

Sy.

Como d−lPx es conúcleo de d−l−1
Px

, si ηyh0 = 0, entonces existe el morfismo λ
que hace conmutativo el siguiente diagrama:

Ṗx[−l] : · · ·P−l−1
x

d−l−1
Px //

h−1

��

P−lx
d−lPx //

h0

��

P−l+1
x

d−l+1
Px //

λ

��

P−l+2
x · · ·

(Ṗy, ηy) : · · ·P−1
y

d−1
Py // P 0

y
ηy // Sy // 0 · · ·

Se tiene un morfismo de complejos (· · · , h−1, h0, λ, 0, · · · ) : Ṗx[−l]→ (Ṗy, ηy),
pero Ṗx[−l] es q-proyectivo y (Ṗy, ηy) es un complejo aćıclico. Aśı que,
el morfismo (· · · , h−1, h0, λ, 0, · · · ) es homotópico a cero, esto es, existe
una familia {ti : P ix → P i+l−1

y , si i 6 −l + 1, t−l+2 : P−l+2
x → Sy} tal que

hi = di+l−1
Py

ti+ti−1diPx y λ = ηyt
−l+1+t−l+2d−l+1

Px
. Es claro que, redefiniendo

el morfismo t−l+2 = 0: P−l+2
x → 0 la familia {ti : P ix → P i+l−1

y }i∈Z es tal
que ḣ es homotópico a cero. Pero estamos suponiendo ḣ 6= 0, por lo tanto,
ηyh

0 6= 0.
Como Sy es simple, ηyh0 es un epimorfismo. Además, Sy ∼= P 0

y/radP 0
y .

Sea m ∈ P 0
y , entonces existe x ∈ P−lx tal que ηy(m) = ηyh

0(x), esto es,
m − h0(x) está en el radical de P 0

y . Luego, m = h0(x) + y, con y ∈ radP 0
y .

De ah́ı que h0(P−lx ) + radP 0
y = P 0

y . Entonces, por el lema de Nakayama,
h0(P−lx ) = P 0

y , y se tiene que h0 es un epimorfismo. Pero P 0
y es proyectivo,

entonces existe un morfismo α : P 0
y → P−lx tal que h0α = 1. Por lo tanto, P 0

y

es sumando directo de P−lx . Pero P 0
y = Aey, entonces el lema (??) nos dice

que l = p(y)− p(x). 2

Lema 7.60. Sean X, Y en A!−Mod, con Y un módulo inyectivo, entonces

fD
X,Y : HomD(A!)(X,Y ) −→ HomD(A)(f

DX,fDY )
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es un isomorfismo.

Demostración. Tengamos en mente el siguiente diagrama conmutativo
(por la observación (??)):

HomA!(X,Y )
fX,Y //

E
��

HomC (A)(fX,fY )

HomC (A!)(X,Y )

π

��

fcX,Y // HomC (A)(f cX,f cY )

ρ

��
HomK(A!)(X,Y )

fKX,Y //

Q̂
��

HomK(A)(fKX,fKY )

Q

��
HomD(A!)(X,Y )

fD
X,Y // HomD(A)(fDX,fDY ),

(7.6)

Veamos que fD
X,Y es un monomorfismo: Sea α ∈ HomD(A!)(X,Y ) tal que

fD(α) = 0. Por (??),(??) y (??), tenemos que:

fD(X) = fK(X) = f c(X) = f(X) (7.7)

Pero f(X) es un complejo de proyectivos (proposición (??)), y por (??),
f(X) es q-proyectivo. Luego, (proposición (??)) existe un único morfismo
v en HomK(A)(fDX,fDY ) tal que Q(v) = 0. Como Q(0) = 0, entonces
v = 0. La observación (??) nos dice que v está en HomC (A)(fDX,fDY ) que
es igual a HomC (A)(f(X),f(Y )) por la ecuación (??). Además, f es fiel y
pleno (proposición (??)). Luego, existe un único morfismo h ∈ HomA!(X,Y )
tal que f(h) = 0, por lo tanto, h = 0.

Por otro lado, como Y es q-inyectivo (proposición (??)), entonces la pro-
posición (??) nos dice que existe un único morfismo u ∈ HomK(A!)(X,Y )
tal que Q̂(u) = α, para Q̂ el funtor localización. Por la observación (??), u
está en HomA!(X,Y ). Como el diagrama (??) conmuta, entonces fKπE(u) =
f(u) = 0. Por lo tanto, u = 0. Entonces, α = 0 y fD

X,Y es un monomorfismo.
Sea δ un morfismo en HomD(A)(fDX,fDY ). Como fD(X) es q-proyec-

tivo, existe un único morfismo v ∈ HomK(A)(f(X),f(Y )) tal que Qv = δ.
Tenemos que HomK(A)(f(X),f(Y )) = HomC (A)(f(X),f(Y )). Además, f
es fiel y pleno por la proposición (??)), entonces existe un único morfismo
h ∈ HomA!(X,Y ) tal que f(h) = v. Como el diagrama (??) conmuta,

fD(Q̂πE(h)) = Qρf(h) = Qv = δ.
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Luego, fD
X,Y es sobreyectivo. 2

Proposición 7.61. El funtor restricción de fD a Db,I(A!−Mod) es fiel y
pleno.

Demostración. La familia {xI ⊗ Vx}x∈Q0 es un sistema de generadores
para Db,I(A!−Mod) (lema (??)). Por la proposición (??), basta probar que
fD
Z1,Z2[l] es un isomorfismo, para todo Z1, Z2 en {xI ⊗ Vx}x∈Q0 y para cada

l ∈ Z. Por la observación (??), fD(M) = f(M) para el complejo concentrado
M , si M ∈ A−Mod−. Además, f es fiel y pleno (proposición (??)). Como
A es de Koszul, entonces fD(xI) = f(xI) ∼= Sx[p(x)] en D(A−Mod). Sean
X = xI ⊗ Vx y Y = yI ⊗ Vy y X y Y los complejos concentrados de X y Y
respectivamente. Es claro que X y Y están en A!−Mod−.

Veamos primero que si l 6= 0, entonces el dominio es cero. Si l > 0,
entonces por (??) y como Y es inyectivo, tenemos que:

HomD(A!)(X,Y [l]) ∼= ExtlA!(X,Y ) = 0.

Si l < 0, entonces por la proposición (??),

HomD(A!)(X,Y [l]) = 0.

Ahora probemos que si l 6= 0, entonces también el codominio es cero. Su-
pongamos que 0 6= HomD(A)(fDX,fDY [l]).

HomD(A)(fDX,fDY [l]) ∼= HomD(A)(Sx ⊗ Vx[p(x)], Sy ⊗ Vy[p(y)][l])
∼= HomD(A)(Sx ⊗ Vx, Sy ⊗ Vy[p(y)− p(x) + l]).

Si p(y)−p(x)+l < 0, entonces HomD(A)(Sx ⊗ Vx, Sy ⊗ Vy[p(y)−p(x)+l]) = 0
por la proposición (??), pero no es el caso. Entonces podemos suponer que
t := p(y)− p(x) + l > 0. Luego,

HomD(A)(Sx ⊗ Vx, Sy ⊗ Vy[t]) ∼= ExttA(Sx ⊗ Vx, Sy ⊗ Vy) 6= 0.

Sea ṖSx una resolución proyectiva de Sx. Entonces,

ṖSx ⊗ Vx := · · ·P−tSx ⊗ Vx // · · ·P 0
Sx
⊗ Vx //// 0

es una resolución proyectiva de Sx⊗Vx. Entonces, ExttA(Sx⊗Vx, Sy⊗Vy) :=
H−t(HomA(ṖSx⊗Vx, Sy⊗Vy)). En particular, HomA(P−tSx ⊗Vx, Sy⊗Vy) 6= 0.
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Como P−tSx ⊗ Vx =
∐
i∈I

P−tSx y Sy ⊗ Vy =
∐
j∈J

Sy, tenemos un morfismo no cero

h :
∐
i∈I

P−tSx →
∐
j∈J

Sy, luego, para algún par de ı́ndices i, j, tenemos que la

siguiente composición no es cero:∐
i∈I

P−tSx
h //

∐
j∈J

Sy

ρj

��
P−tSx

σi

OO

Sy,

para σi la inclusión y ρj la proyección canónicas, Como Sy es simple, ρjhσi es
un epimorfismo. Además, Sy ∼= Aey/radAey. Sea η : Aey → Sy la proyección.

P−tSx

ρjhσi
����

λ

}}
Aey

η // // Sy

Como P−tSx es proyectivo, existe un morfismo λ : P−tSx → Aey tal que ηλ =
ρjhσi. Veamos que λ es un epimorfismo. Sea m ∈ Aey, entonces existe
x ∈ P−tSx tal que η(m) = ρjhσi(x) = ηλ(x), esto es, m−λ(x) está en el radical
de Aey. Luego, m = λ(x) + y, con y ∈ radAey. De ah́ı que Imλ+ radAey =
Aey. Entonces, por el lema de Nakayama, Imλ = Aey, y se tiene que λ
es un epimorfismo. Como Aey es proyectivo, entonces existe un morfismo
α : Aey → P−tSx tal que λα = 1. Por lo tanto, Aey es sumando directo de
P−tSx . Entonces el lema (??) nos dice que t = p(y)− p(x), esto es, l = 0.

Si l = 0, entonces por el lema (??) fD
X,Y es un isomorfismo. Entonces,

fD
X,Y [l] es un isomorfismo para todo X,Y ∈ {xI ⊗ Vx}x∈Q0 y para cada

l ∈ Z. 2

Definición 7.62. Sea D↓s (A!−Mod) la subcategoŕıa plena de D↓(A!−Mod)
cuyos objetos son isomorfos a complejos finitos de módulos de soporte finito.

Definición 7.63. 1. Sea M un A!-módulo. Denotamos por :

t>n(M) :=
∑

q(y)>n

My,

éste es un submódulo de M . Si u : M → N , entonces definimos

t>n(u) := u| : t>n(M)→ t>n(N).
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2. Sea
t6n(M) := M/t>n+1(M).

Luego, para cada n ∈ Z tenemos la sucesión exacta de módulos:

0 // t>n(M) σ //M
ρ // t6n−1(M) // 0,

para σ y ρ la inyección y la proyección canónicas respectivemente.

Definición 7.64. Sea Ẋ un complejo en C (A!−Mod). Para cada i ∈ Z, sea
diX : Xi → Xi+1 el i-ésimo morfismo diferencial; puesto que su restricción
diX | a t>n−1(Xi) tiene imagen contenida en t>n−1(Xi+1), se induce un mor-
fismo d̂iX : t>n−1(Xi) → t>n−1(Xi+1), para cada n ∈ Z. De hecho, tenemos
el siguiente diagrama conmutativo:

t>n(Ẋ) := · · · t>n(Xa)
daX | //

σa

��

t>n(Xa+1)
da+1
X | //

σa+1

��

· · · t>n(X l)
dlX | //

σl

��

· · ·

Ẋ := · · ·Xa
daX //

ρa

��

Xa+1
da+1
X //

ρa+1

��

· · ·X l
dlX //

ρl

��

· · ·

t6n−1(Ẋ) := · · · t6n−1(Xa)
d̂aX // t6n−1(Xa+1)

d̂a+1
X // · · · t6n−1(X l)

d̂lX // · · ·

Luego, tenemos la sucesión exacta de complejos:

0 // t>n(Ẋ) σ̇ // Ẋ
ρ̇ // t6n−1(Ẋ) // 0

donde σ̇ y ρ̇ son la inyección y la proyección canónicas.

Observación 7.65. Si Ẋ está en C↓(A!−Mod), por el lema (??), tenemos
que t>n(Ẋ) es un complejo finito de módulos de soporte finito, para cada
n ∈ Z.

Definición 7.66. Decimos que un complejo Ẋ tiene cohomoloǵıa acotada
si existen enteros a 6 b tales que H i(Ẋ) = 0 para todo i < a y H i(Ẋ) = 0
para todo i > b.

Proposición 7.67. Sea J̇ un complejo en C ↓(A!−Mod). Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) J̇ tiene cohomoloǵıa acotada y cada H i(J̇) es un A!-módulo de soporte
finito.
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(b) Existe m ∈ Z tal que t6m(J̇) es aćıclico.

(c) J̇ está en D↓s (A!−Mod).

Demostración. (a)⇒ (b) Sean a 6 b enteros tales que H i(J̇) = 0 para
todo i < a y H i(J̇) = 0 para todo i > b. Tenemos que el conjunto

sopH(J̇) :=
b⋃
i=a

{y ∈ Q0 | eyH i(J̇) 6= 0},

es finito. Sea
m0 := mı́n{q(y) | y ∈ sopH(J̇)}.

Sea m = m0 − 1. Probemos que t6m(J̇) es aćıclico. Tenemos la sucesión
exacta:

0 // t>m+1(J̇) σ̇ // J̇
ρ̇ // t6m(J̇) // 0,

donde σ̇ y ρ̇ son la inyección y la proyección canónicas respectivamente.
Probemos que σ̇ es un cuasi-isomorfismo, es decir, que para cada i ∈ Z,
H i(σ̇) : H i(t>m+1(J̇)) → H i(J̇) es un isomorfismo. Esto pasa si y sólo si
[H i(σ̇)]y : [H i(t>m+1(J̇))]y → [H i(J̇)]y es un isomorfismo para todo y ∈ Q0.
Notemos que [t>m+1(J̇)]i := t>m+1(J i) =

∑
q(x)>m+1

J ix, para cada i ∈ Z.

Si y ∈ Q0 es tal que q(y) 6 m, entonces H i(J̇)y = 0, para todo i ∈ Z,
porque m < m0. Por otro lado, también [t>m+1(J i)]y =

∑
q(x)>m+1

J ix = 0 en

este caso, y se tiene el isomorfismo.
Supongamos que y es tal que q(y) > m, en tal caso tenemos el siguiente

diagrama:

[t>m+1(J i−1)]y = [
∑

q(x)>m+1

J i−1
x ]y = J i−1

y

σi−1
y //

(di−1
J |)y

��

J i−1
y

(di−1
J )y

��
[t>m+1(J i)]y = [

∑
q(x)>m+1

J ix]y = J iy
σiy //

(diJ |)y
��

J iy

(diJ )y

��
[t>m+1(J i+1)]y = [

∑
q(x)>m+1

J i+1
x ]y = J i+1

y

σi+1
y // J i+1

y
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donde diJ | denota la restricción de la diferencial diJ . Luego, es claro que
[H i(t>m+1(J̇))]y = [H i(J̇)]y, para cada q(y) > m.

(b)⇒ (c) Supongamos que t6m(J̇) es aćıclico. Tenemos la sucesión exacta
de complejos:

0 // t>m+1(J̇) σ̇ // J̇
ρ̇ // t6m(J̇) // 0

donde σ̇ y ρ̇ son la inyección y la proyección canónicas. Por la proposi-
ción (??), tenemos el siguiente triángulo en D(A!−Mod):

t>m+1(J̇)
Qσ̇ // J̇

Qρ̇
// t6m(J̇) h // t>m+1(J̇)[1],

y éste es, por definición, isomorfo a la imagen de un triángulo enK(A!−Mod),
esto es, tenemos un diagrama conmutativo:

t>m+1(J̇)
Qσ̇ // J̇

Qρ̇
// t6m(J̇) h // t>m+1(J̇)[1]

Ẋ
Qu //

δ1 ∼=

OO

Ẏ
Qv //

δ2 ∼=

OO

Ż
Qw //

δ3 ∼=

OO

Ẋ[1],

TDδ1 ∼=

OO

donde Ẋ
u // Ẏ

v // Ż
w // Ẋ[1] es un triángulo en K(A!−Mod). Como

t6m(J̇) es aćıclico y δ3 es un isomorfismo, entonces Ż también es aćıclico.
Por el corolario (??), tenemos que u es un cuasi-isomorfismo. Aśı que Qu es
un isomorfismo, y entonces Qσ̇ = δ2Quδ

−1
1 también es un isomorfismo. Por

lo tanto, J̇ es isomorfo a t>m+1(J̇), que es un complejo finito de A!-módulos
de soporte finito, por el lema (??). Entonces J̇ está en D↓s (A!−Mod).

(c)⇒ (a) Supongamos que J̇ está en D↓s (A!−Mod). Entonces, J̇ es iso-
morfo en D↓(A!−Mod) a un complejo finito

Ẋ = · · · 0 // Xa // · · · // Xb // 0 · · · ,

de A!-módulos de soporte finito. Es claro que Ẋ tiene cohomoloǵıa acotada,
puesH i(Ẋ) = 0 para todo i < a yH i(Ẋ) = 0 para todo i > b. Como cadaXi

tiene soporte finito, ey(ker diX)/ey(Imdi−1
X ) = ey(ker diX/Imd

i−1
X ) = eyH

i(Ẋ)
es distinto de cero sólo para un número finito de vértices y ∈ Q0, es decir,
cada H i(Ẋ) tiene soporte finito.

Como Ẋ es isomorfo a J̇ , entonces H i(Ẋ) ∼= H i(J̇) como A!-módulos,
para cada i ∈ Z. Luego, la cohomoloǵıa de J̇ es acotada y cada H i(J̇) tiene
soporte finito. 2
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Proposición 7.68. (a) D↓s (A!−Mod) es una categoŕıa triangulada.

(b) D↓s (A!−Mod) está generada por la familia {Sx ⊗ Vx[m]}x∈Q0,m∈Z.

Demostración. (a) Es claro que D↓s (A!−Mod) es cerrada bajo trasla-
ciones y coproductos finitos. Sean Ẋ, Ẏ en D↓s (A!−Mod) y δ : Ẋ → Ẏ un
morfismo entre ellos. Por definición, existen isomorfismos en D↓(A!−Mod):

Ẋ
α1 // Ḟ1

y Ẏ
α2 // Ḟ2

, con Ḟ1 y Ḟ2 un par de complejos finitos de A!-
módulos de soporte finito. Por la proposición (??), existen isomorfismos en

D↓(A!−Mod): Ḟ1

β1 // İ1
y Ḟ2

β2 // İ2
, con İ1 e İ2 complejos de inyec-

tivos en C ↓(A!−Mod). Entonces, İ1 e İ2 también están en D↓s (A!−Mod).
Sea δ1 := β2α2δα

−1
1 β−1

1 un morfismo de İ1 en İ2. Como İ2 es q-inyectivo,
δ1 = Q̂u, con u en la categoŕıa homotópica K(A!−Mod). Luego, el siguiente
es un triángulo en K(A!−Mod):

İ1

u // İ2

v // Conu
w // İ1[1].

Por la proposición (??), la siguiente sucesión es exacta:

· · ·H i(İ1)
Hiu // H i(İ2)

Hiv // H i(Conu)
Hiw // H i+1(İ1) · · · (7.8)

Por la proposición (??) aplicado a İ1 e İ2, tenemos que existe un par de
enteros a 6 b tales que H i(İ1) = 0 y H i(İ2) = 0 para todo i < a y para
todo i > b. Luego, usando la exactitud de la sucesión (??), es claro que
H i(Conu) = 0 si i < a− 1 ó si i > b.

La proposición (??) nos dice, además, que H i(İ1) y H i(İ2) son de soporte
finito, para cada i ∈ Z. Para cada i ∈ {a, . . . , b}, definimos los módulos:
Li := ImH i(v) = kerH i(w) y T i := ImH i(w) = kerH i+1(u). Li es de
soporte finito por ser imagen del módulo H i(İ2), que es de soporte finito.
T i es de soporte finito por ser submódulo del módulo H i+1(İ1), que es de
soporte finito. Luego, tenemos la sucesión exacta:

0 // Li // H i(Conu) // T i // 0.

Luego, para cada x ∈ Q0, 0 // exL
i // exH

i(Conu) // exT
i // 0,

es una sucesión exacta de k-espacios vectoriales, y tenemos que exLi = 0
y exT

i = 0 para casi todo x ∈ Q0. Por lo tanto, H i(Conu) también es
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de soporte finito. Luego, por la proposición (??), Conu también está en
D↓s (A!−Mod). Tenemos el siguiente diagrama conmutativo en D(A!−Mod):

Ẋ
δ //

β1α1 ∼=
��

Ẏ
Q̂vβ2α2 //

β2α2 ∼=
��

Conu
(TDβ1α1)−1Q̂w// Ẋ[1]

TDβ1α1∼=
��

İ1

Q̂u // İ2

Q̂v // Conu
Q̂w // İ1[1],

Luego, el renglón superior es un triángulo tal que Conu está en D↓s (A!−Mod).
(b) Sea T la subcategoŕıa triangular generada por {Sx ⊗ Vx}x∈Q0 . Sea

Ẋ un objeto en Ds(A!−Mod), luego, Ẋ es isomorfo a un complejo finito Ṁ
de A!-módulos de soporte finito.

Supongamos primero que Ṁ es un complejo concentrado en grado i.
Luego, Ṁ = M [−i], donde M es un A!-módulo de soporte finito n. Hagamos
inducción en la cardinalidad del soporte. Si ésta es 1, entonces M = exopM =∐
Sxop ∼= Sxop ⊗ Vx y M [−i] = Sxop ⊗ Vx[−i] está en T .
Supongamos que el resultado es cierto cuando la cardinalidad del soporte

es n − 1. Sea c el máximo del conjunto {q(xop) | xop ∈ sopM} (existe, pues
sopM es finito). Sea zop ∈ sopM tal que q(zop) = c. Sea L el A!-módulo
cuya representación es tal que Lzop = Mzop y es cero en los demás vértices.
Entonces, la cardinalidad de sopL es 1 y vale la proposición, esto es, L[−i]
está en T . Por otro lado, sop(M/L) = sopM − {zop}. Luego, por hipótesis
de inducción, M/L[−i] también está en T . Tenemos la sucesión exacta de
complejos

0 // L[−i] σ //M [−i] ρ //M/L[−i] // 0,

luego, tenemos el siguiente diagrama:

M/L[−i− 1] w // L[−i]
Q̂σ //M [−i]

Q̂ρ
//

∼=
��

M/L[−i]

M/L[−i− 1] w // L[−i] // Ṅ //M/L[−i],

donde el renglón superior es un triángulo en D↓(A!−Mod) y el renglón in-
ferior es un triángulo en T . Luego, M [−i] es isomorfo en D(A!−Mod) a
un objeto en T . Como T es cerrada bajo traslaciones e isomorfismos, M
está en T .
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Supongamos ahora que

Ṁ = · · · 0 //Ma // · · · //Ma+n // 0 · · · ,

es un complejo finito de tamaño n + 1 de A!-módulos de soporte finito.
Supongamos válido el lema para complejos con, a lo más, n entradas no
cero. Sean los complejos finitos:

Ṁba = · · · 0 //Ma+1 // · · · //Ma+n // 0 · · ·

y Ma[−a] el complejo concentrado en grado a, con entrada Ma. Tenemos la
sucesión exacta de complejos:

0 // Ṁba σ̇ // Ṁ
ρ̇ //Ma[−a] // 0,

para σ̇ y ρ̇ la inyección y la proyección canónica respectivamente. Luego, el
siguiente es un triángulo en la categoŕıa derivada D(A!−Mod):

Ma[−a− 1] h // Ṁba Q̂(σ̇) // Ṁ
Q̂(ρ̇)

//Ma[−a].

Tenemos el siguiente diagrama, donde el renglón superior es un triángulo en
D↓(A!−Mod) y el inferior es un triángulo en T :

Ma[−a− 1] h // Ṁba Q̂(σ̇) // Ṁ
Q̂(ρ̇)

//

∼=δ
��

Ma[−a]

Ma[−a− 1] h // Ṁba δQ̂(σ̇) // Ẏ
Q̂(ρ̇)δ−1

//Ma[−a].

Por el axioma TR3 de categoŕıas trianguladas, existe el morfismo δ que hace
conmutar el diagrama y, además, es un isomorfismo. Luego, hemos probado
que existe Ẏ en T tal que Ṁ ∼= Ẏ . Por lo tanto, D↓s (A!−Mod) ⊆ T . Como
D↓s (A!−Mod) es triangulada, cerrada bajo isomorfismos y contiene a la fa-
milia {Sx ⊗ Vx}x∈Q0 , entonces D↓s (A!−Mod) = T . 2

Proposición 7.69. Dado un complejo

Ẇ = · · · //W i //W i+1 // · · · ,

definimos el complejo:

Ẇ>m := · · · // 0 //Wm //Wm+1 · · · //Wm+i // · · ·
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Sea Ṁ un complejo finito de A!-módulos de soporte finito y supongamos
que Ẇ es un complejo de A!-módulos inyectivos en C ↓(A!−Mod). Entonces
existe un entero m0 tal que para toda m > m0,

HomD(A!)(Ṁ, Ẇ>m) = 0,

HomD(A)(f
c(Ṁ),f c(Ẇ>m)) = 0.

Demostración. Es claro que existe un entero l tal que para todo i ∈ Z
y para toda xop en el soporte de M i, tenemos l < q(xop). Supongamos que
Ẇ ∈ ∆a,b. Seleccionemos un entero s tal que

b− s < l.

Sea m0 = a + s y m > m0. Tenemos que Ẇ y también Ẇ>m son q-
injectivos (proposición (??)), entonces

HomD(A!)(Ṁ, Ẇ>m) ∼= HomK(A!)(Ṁ, Ẇ>m),

si éste no es cero, entonces existe un morfismo 0 6= ḣ : Ṁ → Ẇ>m. Luego,
hay un morfismo no nulo hux : Mu

xop → (W u
>m)xop . Como Mu

xop 6= 0, tenemos
u = a + t, con t > 0. Como (W u

>m)xop 6= 0, tenemos u > m > m0 = a + s.
Luego, t > s, como Ẇ ∈ ∆a,b, tenemos que W a+t ∈ A!−Mod6b−t, pero
0 6= (W u

>m)xop = W a+t
xop . Aśı que q(xop) 6 b − t 6 b − s < l, lo cual implica

que Mu
xop = 0, una contradicción. Por lo tanto, HomD(A!)(Ṁ, Ẇ>m) = 0.

Para la segunda afirmación, tenemos que f c(Ṁ) es un complejo de pro-
yectivos en C ↑(A−Mod) (lema (??)), por lo tanto es q-proyectivo (proposi-
ción (??)), luego:

HomD(A)(f
c(Ṁ),f c(Ẇ>m)) ∼= HomK(A)(f

c(Ṁ),f c(Ẇ>m)).

Si lo que afirmamos fuera falso, tendŕıamos un morfismo distinto de cero
en K(A−Mod): ḣ : f c(Ṁ) → f c(Ẇ>m). Luego, existiŕıa un morfismo de
complejos 0 6= ḣ : f c(Ṁ) → f c(Ẇ>m). Esto implica la existencia de un
morfismo no cero hr : (f c(Ṁ))r → (f c(Ẇ>m))r, es decir,

0 6= hr :
∐

−p(x)+j=r

Aex ⊗M j
xop −→

∐
−p(y)+j=r

Aey ⊗ (W j
>m)yop .

Entonces, para alguna pareja j1 = r+ p(x), j2 = r+ p(y) es distinto de cero
el siguiente morfismo:

Aex ⊗M j1
xop

ĥr // Aey ⊗ (W j2
>m)yop ,
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para ĥr la restricción de hr al sumando Aex ⊗M j1
xop . En particular, M j1

xop y
(W j2

>m)yop son distintos de cero. Luego, j2 = a+t, para algún t > 0, entonces
W j2

>m está en A!−Mod6b−t, por lo tanto, q(yop) 6 b−t. Por otro lado, j2 > m,
entonces, a+ t > m > m0 = a+ s, esto es, t > s. Aśı que q(yop) 6 b− s < l.
Además, ĥr 6= 0 nos dice que hay un morfismo de A-módulos no cero de Aex
en Aey; por la afirmación (??) hay un camino orientado de y en x. Entonces
p(x) > p(y), es decir, q(xop) 6 q(yop) < l, una contradicción. Esto prueba
nuestro resultado. 2

Observación 7.70. Para el simple Sxop tenemos que

f(Sxop)u ∼=
∐
z∈Q0

q(z)=u

Aez ⊗ ezSxop ∼=
{

0, si u 6= q(x),
Aex, si u = q(x).

Luego,
f(Sxop)[q(xop)] ∼= Aex.

Proposición 7.71. Para todo x, y ∈ Q0 y m ∈ Z, se tiene un isomorfismo:

fD : HomD(A!)(Sx ⊗ Vx, yI ⊗ Vy[m]) −→ HomD(A)(f
c(Sx)⊗ Vx,f c(yI)⊗ Vy[m]).

Demostración. Si m < 0, entonces HomD(A!)(Sx ⊗ Vx, yI ⊗ Vy[m]) = 0
y también HomD(A)(f c(Sx)⊗Vx,f c(yI)⊗Vy[m]) = 0 por la proposición (??).

Supongamos que m > 0. Para el dominio, por la proposición (??), tene-
mos el isomorfismo

HomD(A!)(Sx ⊗ Vx, yI ⊗ Vy[m]) ∼= ExtmA!(Sx ⊗ Vx, yI ⊗ Vy),

éste es cero si m > 0, pues yI ⊗ Vy es inyectivo. Para el codominio, como
f c(Sx)⊗Vx es q-proyectivo y por la observación (??), tenemos:

HomD(A)(f
c(Sx)⊗Vx,f c(yI)⊗Vy[m])∼= HomK(A)(f

c(Sx)⊗Vx,f c(yI)⊗Vy[m])
∼= HomK(A)(Aex⊗Vx[p(x)], Sy⊗Vy[p(y)+m]).

Si este último no es cero, tendŕıamos un morfismo de complejos no nulo:
h : Aex ⊗ Vx[p(x)]→ Sy ⊗ Vy[p(y)+m]; luego, un morfismo de complejos no
nulo g : Aex[p(x)] → Sy[p(y) + m]. Por lo tanto, p(x) = p(y) + m. En este
caso, tendŕıamos un morfismo no cero de Aex en Sy, esto implica x = y y
entonces m = 0.

Si m = 0, por el lema (??), fD
Sx⊗Vx,yI⊗Vy es un isomorfismo. 2
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Lema 7.72. Sea S la familia en D↓(A!−Mod) de los objetos de la forma
xI ⊗ Vx[m], con x ∈ Q0, Vx un k-espacio vectorial y m ∈ Z. Sea

S1 := {Ẋ ∈ D↓(A!−Mod) | fD
Ẋ,Ẏ

es isomorfismo ∀Ẏ ∈ S, }

donde fD
Ẋ,Ẏ

denota fD : HomD(A!)(Ẋ, Ẏ ) −→ HomD(A)(fDẊ,fD Ẏ ). Sea

U1 la subcategoŕıa plena de D↓(A!−Mod) cuyos objetos son los de S1. En-
tonces, U1 es una subcategoŕıa triangulada de D↓(A!−Mod) que contiene a
D↓s (A!−Mod).

Demostración. Tenemos que S es cerrada bajo traslaciones y, por la
proposición (??), S1 contiene a los objetos Sxop ⊗ Vx, para todo x ∈ Q0, por
lo tanto, S1 contiene a los objetos Sxop ⊗ Vx[−m], para todo m ∈ Z. Luego,
U1, que es triangulada por el lema (??), contiene a la categoŕıa triangulada
que genera la familia {Sxop ⊗ Vx[n]}x∈Q0,n∈Z, porque ésta es la subcategoŕıa
triangulada más pequeña cerrada bajo isomorfismos, que contiene esta fa-
milia (definición (??)). Por la proposición (??), U1 contiene a D↓s (A!−Mod).
2

Lema 7.73. Sea S = D↓s (A!−Mod) y

S2 := {Ẏ ∈ D↓(A!−Mod) | fD
Ẋ,Ẏ

es isomorfismo ∀Ẋ ∈ S, }

donde fD
Ẋ,Ẏ

denota fD : HomD(A!)(Ẋ, Ẏ ) −→ HomD(A)(fDẊ,fD Ẏ ). Sea

U2 la subcategoŕıa plena de D↓(A!−Mod) cuyos objetos son los de S2. En-
tonces, U2 = D↓(A!−Mod).

Demostración. Por el lema (??), el conjunto de los objetos de la forma
xI ⊗ Vx[m] son generadores de la subcategoŕıa triangular Db,I(A!−Mod).
Luego, por el lema (??), esta última subcategoŕıa está contenida en U2.

Probemos que si Ṁ es un complejo finito de módulos de soporte finito y
Ẏ está en D↓(A!−Mod), entonces fD

Ṁ,Ẏ
es un isomorfismo. Por la proposi-

ción (??), podemos suponer que Ẏ es un complejo de inyectivos.
Por la proposición (??), existe un entero m0 tal que

HomD(A!)(Ṅ , Ẏ>m) = 0,

HomD(A)(f
c(Ṅ),f c(Ẏ>m)) = 0;

donde Ṅ = Ṁ ó Ṅ = Ṁ [−1], y para toda m > m0.
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Los siguientes son triángulos en D↓(A!−Mod) y en D↑(A−Mod), respec-
tivamente:

(t1) : Ẏ>m+1
// Ẏ

i // Ẏ6m
// Ẏ>m+1[1],

(t2) : fD Ẏ>m+1
// fD Ẏ

fDi // fD Ẏ6m
// fD Ẏ>m+1[1].

Tomando m > m0 obtenemos:

HomD(A!)(Ṁ, Ẏ>m+1) = 0,

HomD(A!)(Ṁ, Ẏ>m+1[1]) ∼= HomD(A!)(Ṁ [−1], Ẏ>m+1) = 0,

HomD(A)(f
D(Ṁ),fD(Ẏ>m+1)) = 0,

HomD(A)(f
D(Ṁ),fD(Ẏ>m+1)[1]) ∼= HomD(A)(f

D(Ṁ)[−1],fD(Ẏ>m+1)) = 0.

Aplicando HomD(A!)(Ṁ,−) al triángulo (t1) obtenemos, por (??), el isomor-
fismo:

Hom(1, i) : HomD(A!)(Ṁ, Ẏ ) −→ HomD(A!)(Ṁ, Ẏ6m).

Aplicando HomD(A)(fD(Ṁ),−) al triángulo (t2), obtenemos el isomorfismo:

Hom(1,fD(i)) : HomD(A)(f
D(Ṁ),fD(Ẏ )) −→ HomD(A)(f

D(Ṁ),fD(Ẏ6m)).

Observemos que Ẏ6m es un complejo finito de inyectivos con soclo de soporte
finito, luego, este complejo está en U2. Entonces, el funtor fD induce un
isomorfismo:

fD : HomD(A!)(Ṁ, Ẏ6m) −→ HomD(A)(f
D(Ṁ),fD(Ẏ6m)).

Consideremos ahora el diagrama conmutativo siguiente:

HomD(A!)(Ṁ, Ẏ )
Hom(1,i) //

fD

��

HomD(A!)(Ṁ, Ẏ6m)

fD

��
HomD(A)(fD(Ṁ),fD(Ẏ ))

Hom(1,fD(i)) // HomD(A)(fD(Ṁ),fD(Ẏ6m)).

De aqúı se deduce que el morfismo

fD : HomD(A!)(Ṁ, Ẏ ) −→ HomD(A)(f
D(Ṁ),fD(Ẏ )),

es un isomorfismo. 2
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Lema 7.74.
fD : D↓(A!−Mod) −→ D↑(A−Mod)

es un funtor fiel y pleno.

Demostración. Sea S := D↓(A!−Mod). Definimos:

S1 := {Ẋ ∈ D↓(A!−Mod) | fD
Ẋ,Ẏ

es isomorfismo ∀Ẏ ∈ S.}

Sea U1 la subcategoŕıa plena de D↓(A!−Mod) cuyos objetos son los de S1.
Probaremos que U1 = D↓(A!−Mod).

Sea Ẇ un complejo en D↓(A!−Mod), por el lema (??), existe un triángulo
en D(A!−Mod):

⊕
i∈N

Żi // ⊕
i∈N

Żi // Ẇ // ⊕
i∈N

Żi[1],

con cada Żi complejo finito de módulos de soporte finito y
⊕
Żi ∈ D↓(A!−Mod).

Por el lema (??), Żi ∈ S1, y por la segunda parte del lema (??), se tiene que⊕
Żi ∈ S1. Como U1 es triangulada, Ẇ ∈ U1 y fD : HomD(A!)(Ẇ , V̇ ) →

HomD(A)(fDẆ ,fD V̇ ) es un isomorfismo, para todo V̇ ∈ D↓(A!−Mod). 2

Proposición 7.75. Sea P un proyectivo en A−Mod>a, entonces existe un
complejo Ẇ en ∆a,−a tal que fD(Ẇ ) ∼= P .

Demostración. Tenemos que P ∼=
⊕
x∈T

Aex ⊗ Vx tal que x ∈ T implica

que p(x) > a.
Por la observación (??), para cada y en Q0, tenemos fD(Sy) = Aey[p(y)],

aśı que fD(Sy ⊗ Vy[q(y)]) ∼= Aey ⊗ Vy. El complejo Ẇ :=
⊕
x∈T

Sx ⊗ Vx[q(x)]

está en ∆a,−a. En efecto, para un entero i:

W i = (
⊕
x∈T

Sx ⊗ Vx[q(x)])i =
⊕
x∈T,
p(x)=i

Sx ⊗ Vx.

Luego, W i
z 6= 0 si y sólo si z ∈ T y p(z) = i. Por lo tanto, si i < a, W i = 0.

Además, si q(z) > −i (ó, equivalentemente p(z) > i), tenemos W i
z = 0. Aśı,

Ẇ ∈ ∆a,−a. Claramente, fD(Ẇ ) ∼= P . 2
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Lema 7.76. Sea Ż un complejo de proyectivos en D↑(A−Mod), enton-
ces existen enteros a, b y una familia {Żi}i>0 de subcomplejos finitos de
proyectivos de Ż, tales que

⋃
i>0

Żi = Ż y, para cada i ∈ N, Żi es de la forma

Żi ∼= fD(Ẇi), para algún Ẇi ∈ ∆a,b.

Demostración. El complejo Ż tiene la forma:

· · ·P l−i // P l−i+1 // · · · // P l−1 // P l // 0 · · · ,

con P l−i ∈ A−Mod>c+i, para algún entero fijo c.
Para i > 0, consideremos Żi el subcomplejo de Ż siguiente:

· · · 0 // P l−i // P l−i+1 // · · ·P l−1 // P l // 0 · · ·

Para cada i > 1, tenemos un triángulo de la forma:

Żi−1
// Żi

// P l−i[−l + i] // Żi−1[1].

Probemos por inducción que, para i > 0, Żi ∼= fD(Ẇi), con Ẇi ∈ ∆a,b, y
a = c+ l y b = −c.

Para i = 0, Ż0 = P l[−l]. Aqúı, P l ∈ A−Mod>c. Por la proposición (??),
existe un complejo Ṫ0 ∈ ∆c,−c tal que P l ∼= fD(Ṫ0), por lo tanto Ż0

∼=
fD(Ṫ0[−l]) y Ẇ0 = Ṫ0[−l] ∈ ∆c+l,−c.

Supongamos cierto lo afirmado para i − 1. Como antes, por la proposi-
ción (??),

P l−i ∼= fD(Ṫi)

con Ṫi ∈ ∆c+i,−c−i, aśı que

P l−i[−l + i] ∼= fD(Ẇi)

con Ẇi = Ṫi[−l + i] ∈ ∆c+l,−c−i ⊆ ∆c+l,−c, y esta última contención se da
porque i > 0, entonces −c− i 6 −c.

De aqúı se sigue nuestro resultado. 2

A continuación probaremos un análogo del Teorema de Beilinson-Ginz-
burg-Soergel. En el art́ıculo [?], los autores prueban que para A un álgebra
de Koszul son equivalentes las categoŕıas:

D↑(A!−Mod) ∼= D↓(A−Mod).

Nosotros probamos que:
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Teorema 7.77. Si A es un álgebra propia de Koszul, entonces el funtor

fD : D↓(A!−Mod) −→ D↑(A−Mod)

es una equivalencia de categoŕıas trianguladas.

Demostración. Por el lema (??), basta probar que el funtor fD es den-
so. Sea Ż en D↑(A−Mod). Por la proposición (??), podemos suponer que Ż
es un complejo de proyectivos. Por el lema anterior y por la proposición (??),
tenemos un triángulo:

⊕
i>0

Żi
v // ⊕

j>0
Żj // Ż // ⊕

i>0
Żi[1],

con cada Żi ∼= fD(Ẇi), y Ẇi ∈ ∆a,b, para un par de enteros fijos a, b.

Entonces
⊕
i>0

Żi ∼= fD(
⊕
i>0

Ẇi), y
⊕
i>0

Ẇi ∈ ∆a,b. La composición

u = [ fD(
⊕
i>0

Ẇi) ∼=
⊕
i>0

Żi
v // ⊕

j>0
Żj ∼= fD(

⊕
j>0

Ẇj)]

determina un morfismo ω :
⊕
i>0

Ẇi →
⊕
j>0

Ẇj en HomD(A!)(
⊕
i>0

Ẇi,
⊕
j>0

Ẇj),

con fD(ω) = u, por el lema (??). Como D↓(A!−Mod) es triangulada ,
tenemos un triángulo

⊕
i>0

Ẇi
ω // ⊕

j>0
Ẇj

// Ẇ // ⊕
i>0

Ẇi[1].

Luego, conmuta el diagrama:

⊕
i>0

Żi //

∼=
��

⊕
j>0

Żj //

∼=
��

Ż //

∼=

��

⊕
i>0

Żi[1]

∼=
��

fD(
⊕
i>0

Ẇi) // fD(
⊕
j>0

Ẇj) // fD(Ẇ ) // fD(
⊕
i>0

Ẇi)[1],

y resulta fD denso. 2
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7.6. Observaciones varias

Dedicamos esta sección a la prueba de algunos hechos interesantes que sur-
gieron en la búsqueda de la prueba del teorema (??).

Proposición 7.78. 1. Sea M un A-módulo de soporte finito, entonces
M es isomorfo en la categoŕıa derivada D(A−Mod) a un complejo
fD(Ż), para Ż en Db,I(A!−Mod).

2. Sea Ẋ un complejo finito de A-módulos de soporte finito, entonces
Ẋ es isomorfo en la categoŕıa derivada D(A−Mod) a un complejo
fD(Ż), para Ż en Db,I(A!−Mod).

Demostración. 1. Por inducción en la cardinalidad del soporte. Si
|sopM | = 1, entonces M ∼= Sx⊗V . Como A es de Koszul, por (??) tenemos
que Sx ∼= f(xI)[u] = fD(xI)[u] = fD(xI[u]). Luego, M ∼= fD(xI ⊗ V )[u].
Supongamos el resultado cierto para A-módulos N con soporte de cardi-
nalidad |sopN | = n − 1 y que M es un A-módulo con |sopM | = n. Sea c
el máximo de los pesos de los vértices en el soporte de M . Sea z ∈ sopM
tal que p(z) = c. Sea L el A-módulo cuya representación es Lz = Mz y
Lx = 0 para todo x 6= z. Entonces, |sopL| = 1 y vale la proposición para
L. Como z tiene peso maximal, L es sub-representación de M . Además,
sop(M/L) = sopM −{z}. Luego, el resultado es cierto para M/L. Tenemos

la sucesión exacta 0 // L
σ //M

ρ //M/L // 0 y, por la proposi-

ción (??), el triángulo en D(A): L
Q(σ) //M

Q(ρ)
//M/L w // L[1] . Usando

la hipótesis de inducción, tenemos el diagrama en D(A−Mod):

M/L[−1]
T−1

D (w)
//

∼=
��

L

∼=
��

fD Ż1

h // fD Ż2,

donde Ż1 y Ż2 son complejos finitos en Db,I(A!−Mod). Como fD es fiel
y pleno en Db,I(A!−Mod) (proposición (??)), entonces h = fD(g) para
algún g ∈ HomD(A!)(Z1, Z2). Pero Z2 es q-inyectivo, luego (proposición (??))
podemos pensar a g en la categoŕıa homotópica. Tenemos un triángulo en

K(A!−Mod): Z1

g
// Z2

// Cong // Z1[1], para g un representante
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de la clase g. Notemos que el cono de g también está en Db,I(A!−Mod).
Entonces se tiene el diagrama en D(A−Mod):

M/L[−1]
T−1

D (w)
//

∼=
��

L //

∼=
��

M //

δ
��

M/L

∼=
��

fDZ1

h // fDZ2
// fDCong // fDZ2[1].

Luego, por los axiomas de triangulación se tiene el morfismo δ que hace
conmutar el diagrama y resulta que δ es, además, un isomorfismo. Por lo
tanto, M ∼= fDCong.

2. Por inducción en la longitud del complejo Ẋ. Si Ẋ = X[−i] es un
complejo concentrado en grado i, tenemos que X es un A-módulo de soporte
finito y el resultado se sigue del primer inciso de esta proposición.

Supongamos válida la proposición para complejos con (a lo más) n en-
tradas no cero y que

Ẋ = · · · 0 // Xa // Xa+1 // . . . // Xa+n // 0 · · ·

Sean los complejos finitos:

Ẋba = · · · 0 // Xa+1 // . . . // Xa+n // 0 · · ·

y Xa[−a] el complejo de Xa concentrado en grado a. Tenemos la sucesión
exacta de complejos:

0 // Ẋba σ̇ // Ẋ
ρ̇ // Xa[−a] // 0,

para σ̇ y ρ̇ la inyección y la proyección canónica respectivamente. El siguiente
es un triángulo en D(A−Mod):

Ẋba Q(σ̇) // Ẋ
Q(ρ̇)

// Xa[−a] w // Ẋba[1].

Por hipótesis de inducción, tenemos el diagrama:

Xa[−a− 1]
T−1

D (w)
//

∼=
��

Ẋba
∼=
��

fDZ1

h // fDZ2,
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para Z1 y Z2 complejos en Db,I(A!−Mod). Pero, por (??), fD es fiel y pleno
en Db,I(A!−Mod), entonces h = fD(g) para algún g ∈ HomD(A!)(Z1, Z2).
Podemos pensar a g en K(A!−Mod), porque Z2 es q-inyectivo, luego tenemos

el triángulo Z1

g // Z2
// Cong // Z1[1] , en K(A!−Mod). Entonces

en D(A−Mod) tenemos que:

Xa[−a− 1] //

∼=
��

Ẋba Q(σ̇) //

∼=
��

Ẋ
ρ̇

// Xa[−a]

∼=
��

fDZ1

h // fDZ2
// fDCong // fDZ1[1].

Además, el cono de g también es un complejo finito de A!-módulos inyectivos
de soclo de soporte finito y se tiene que Ẋ ∼= fDCong. 2

Definición 7.79. Sea D↑s (A−Mod) la subcategoŕıa plena de D↑(A−Mod)
cuyos objetos son isomorfos a complejos finitos de módulos de soporte finito.

Proposición 7.80. Sea V la subcategoŕıa plena de D(A−Mod) cuyos obje-
tos son isomorfos a imágenes, bajo el funtor fD , de objetos en Db,I(A!−Mod).
Entonces, D↑s (A−Mod) ⊆ V .

Demostración. El segundo inciso de la proposición (??) nos dice que
los objetos en D↑s (A−Mod) son isomorfos a imágenes bajo fD de elementos
de Db,I(A!−Mod). 2

Notemos que las definiciones (??) y (??) se pueden enunciar también
para A-módulos. En este contexto, la observación (??) y la proposición (??)
tienen su análogo, como se prueba a continuación:

Observación 7.81. Si Ẋ está en C↑(A−Mod), entonces t6n(Ẋ) es un com-
plejo finito de módulos de soporte finito, para cada n ∈ Z.

Demostración. Existen enteros a, b tales que Ẋ está en ∇a,b, esto es,
Xi = 0 si i > a y Xi

x = 0 si p(x) < a+ b− i. Tenemos que

[t6n(Ẋ)]i = t6n(Xi) =
Xi∑

p(z)>n

Xi
z

.

Si n < b, entonces para todo x ∈ Q0, p(x) > b > n, luego,
∑

p(x)>n

Xi
x = Xi y

se tiene que t6n(Ẋ)i = 0, para cada i ∈ Z. Esto es, t6n(Ẋ) es el complejo
cero si n < b, y éste es finito de módulos de soporte finito.
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Sea n > b. Si i < a+ b− n, entonces n < a+ b− i, luego

[t6n(Ẋ)]iy =
Xi
y

(
∑

p(z)>n

Xi
z)y

=

{
0 si p(y) 6 n, porque Xi

y = 0,
Xi
y

Xi
y

= 0 si p(y) > n.

Por otro lado, si i > a, entonces Xi = 0 y también
∑

p(z)>n

Xi
z = 0, por lo

tanto, t6n(Ẋ)i = 0. Luego, t6n(Ẋ) es finito, y sus entradas que pueden ser
distintas de cero están en el intervalo [a+ b− n, a].

Ahora veamos que cada t6n(Ẋ)i es de soporte finito. Sea i0 en el inter-
valo [a+ b− n, a]. Si y ∈ Q0 es tal que p(y) < a+ b− i0, entonces Xi0

y = 0,
luego, también (

∑
p(z)>n

Xi0
z )y = 0, aśı que t6n(Ẋ)i0y = 0. Si p(y) > n, en-

tonces t6n(Ẋ)i0y = Xi0
y /X

i0
y = 0. Entonces, las posibles entradas no cero de

t6n(Ẋ)i0y están en el intervalo a + b − i0 6 p(y) 6 a. Además, fijando un
peso p(x), hay un número finito de vértices con peso p(x), por lo tanto, el
soporte de cada t6n(Ẋ)i0 es finito. 2

Proposición 7.82. Sea Ẋ un complejo en C ↑(A−Mod). Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) Ẋ tiene cohomoloǵıa acotada y cada H i(Ẋ) es un A-módulo de soporte
finito.

(2) Existe m ∈ Z tal que t>m(Ẋ) es aćıclico.

(3) Ẋ está en D↑s (A−Mod).

Demostración. (1)⇒ (2) Sean a 6 b enteros tales que H i(Ẋ) = 0 para
todo i < a y H i(J̇) = 0 para todo i > b. El conjunto

sopH(Ẋ) :=
b⋃
i=a

{y ∈ Q0 | eyH i(Ẋ) 6= 0},

es finito. Sea
m0 := máx{p(y) | y ∈ sopH(Ẋ)}.

Sea m = m0 + 1. Probemos que t>m(Ẋ) es aćıclico. Tenemos que:

[t>m(Ẋ)]iy = (
∑

p(z)>m

Xi
z)y =

{
0 si p(y) < m,
Xi
y si p(y) > m.
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Luego, si p(y) < m, entonces H i(t>m(Ẋ))y = 0. Por otro lado, si p(y) > m,
entonces y /∈ sopH(Ẋ), por lo tanto H i(Ẋ)y = 0, para toda i ∈ Z. Entonces,
tenemos la sucesión exacta en el término i, para cada i ∈ Z,

Xi−1
y

di−1
X // Xi

y

diX // Xi+1
y

(t>m(Ẋ))i−1
y

// (t>m(Ẋ))iy // (t>m(Ẋ))i+1
y ,

esto es, también H i(t>m(Ẋ))y = 0 para p(y) > m.
(b)⇒ (c) Supongamos que t>m(Ẋ) es aćıclico. Tenemos la sucesión exac-

ta de complejos:

0 // t>m(Ẋ) σ̇ // Ẋ
ρ̇ // t6m−1(Ẋ) // 0

donde σ̇ y ρ̇ son la inyección y la proyección canónicas. Por la proposi-
ción (??), y por axioma TR2 de categoŕıas trianguladas, tenemos el siguiente
triángulo en D(A−Mod):

Ẋ
Qρ̇
// t6m−1(Ẋ) w // t>m(Ẋ)[1]

TDQσ̇ // Ẋ[1],

y éste es, por definición, isomorfo a la imagen de un triángulo enK(A−Mod),
esto es, tenemos un diagrama conmutativo:

Ẋ
Qρ̇
// t6m−1(Ẋ) w // t>m(Ẋ)[1]

TDQσ̇ // Ẋ[1]

Ḃ
Qb //

δ1 ∼=

OO

Ċ
Qc //

δ2 ∼=

OO

Ȧ[1]
TDQa //

δ3 ∼=

OO

Ḃ[1],

TDδ1 ∼=

OO

donde Ḃ
b // Ċ

c // Ȧ[1]
a[1] // Ḃ[1] es un triángulo en K(A−Mod). Co-

mo t>m(Ẋ) es aćıclico y δ3 es un isomorfismo, entonces Ȧ[1] también es
aćıclico. Por el corolario (??), tenemos que b es un cuasi-isomorfismo. Aśı que
Qb es un isomorfismo, y entonces Qρ̇ = δ2Qbδ

−1
1 también es un isomorfis-

mo. Por lo tanto, Ẋ es isomorfo a t6m−1(Ẋ), que es un complejo finito de
A-módulos de soporte finito, por la observación (??). Entonces, Ẋ está en
D↑s (A−Mod).
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(c)⇒ (a) Supongamos que Ẋ está en D↑s (A−Mod). Entonces, Ẋ es iso-
morfo en D↑(A−Mod) a un complejo finito

Ṁ = · · · 0 //Ma // · · · //M b // 0 · · · ,

de A-módulos de soporte finito. Es claro que Ṁ tiene cohomoloǵıa acotada,
pues H i(Ṁ) = 0 para todo i < a y H i(Ṁ) = 0 para todo i > b. Como
cada M i tiene soporte finito, ey(ker diM )/ey(Imdi−1

M ) = ey(ker diM/Imd
i−1
M ) =

eyH
i(Ṁ) es distinto de cero sólo para un número finito de vértices y ∈ Q0,

es decir, cada H i(Ṁ) tiene soporte finito.
Como Ṁ es isomorfo a Ẋ, entonces H i(Ṁ) ∼= H i(Ẋ) como A-módulos,

para cada i ∈ Z. Luego, la cohomoloǵıa de Ẋ es acotada y cada H i(Ẋ) tiene
soporte finito. 2

Observación 7.83. La categoŕıa D↑s (A−Mod) es triangulada.

Demostración. Es claro que D↑s (A−Mod) es cerrada bajo traslaciones
y coproductos finitos. Sean Ẋ, Ẏ en D↑s (A−Mod) y δ : Ẋ → Ẏ un morfismo

entre ellos. Por definición, existen isomorfismos en D↑(A−Mod): Ẋ
α1 // Ḟ1

y Ẏ
α2 // Ḟ2

, con Ḟ1 y Ḟ2 un par de complejos finitos de A-módulos de
soporte finito. Por la proposición (??), existen isomorfismos en D↑(A−Mod):

Ḟ1

β1 // Ṗ1
y Ḟ2

β2 // Ṗ2
, donde Ṗ1 y Ṗ2 son complejos de proyectivos en

C ↑(A−Mod). Entonces, Ṗ1 y Ṗ2 también están en D↑s (A−Mod). Sea δ1 :=
β2α2δα

−1
1 β−1

1 un morfismo de Ṗ1 en Ṗ2. Como Ṗ1 es q-proyectivo, δ1 = Qu,
con u en la categoŕıa homotópica K(A−Mod). Luego, el siguiente es un
triángulo en K(A−Mod):

Ṗ1

u // Ṗ2

v // Conu
w // Ṗ1[1].

Por la proposición (??), la siguiente sucesión es exacta:

· · ·H i(Ṗ1)
Hiu // H i(Ṗ2)

Hiv // H i(Conu)
Hiw // H i+1(Ṗ1)

Hi+1u// H i+1(Ṗ2) · · ·
(7.9)

Por la proposición (??) aplicado a Ṗ1 y Ṗ2, tenemos que existe un par de
enteros a 6 b tales que H i(Ṗ1) = 0 y H i(Ṗ2) = 0 para todo i < a y para
todo i > b. Luego, usando la exactitud de la sucesión (??), es claro que
H i(Conu) = 0 si i < a− 1 ó si i > b.
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La proposición (??) nos dice, además, que H i(Ṗ1) y H i(Ṗ2) son de sopor-
te finito, para cada i ∈ Z. Para cada i ∈ {a, . . . , b}, definimos los módulos:
Li := ImH i(v) = kerH i(w) y T i := ImH i(w) = kerH i+1(u). Li es de so-
porte finito por ser imagen del módulo H i(Ṗ2), que es de soporte finito. T i

es de soporte finito por ser submódulo de H i+1(Ṗ1), que es de soporte finito.
Luego, tenemos la sucesión exacta:

0 // Li // H i(Conu) // T i // 0.

Para cada x ∈ Q0, 0 // exL
i // exH

i(Conu) // exT
i // 0, es una

sucesión exacta de k-espacios vectoriales, y tenemos que exLi = 0 y exT i = 0
para casi todo x ∈ Q0. Por lo tanto, H i(Conu) también es de soporte finito.
Luego, por la proposición (??), Conu también está en D↑s (A−Mod). Tenemos
el siguiente diagrama conmutativo en D(A−Mod):

Ẋ
δ //

β1α1 ∼=
��

Ẏ
Qvβ2α2 //

β2α2 ∼=
��

Conu
(TDβ1α1)−1Qw// Ẋ[1]

TDβ1α1∼=
��

Ṗ1

Qu // Ṗ2

Qv // Conu
Qw // Ṗ1[1],

Entonces, el renglón superior es un triángulo tal que Conu está en D↑s (A−Mod).
Luego, D↑s (A−Mod) es una subcategoŕıa triangulada de D(A−Mod). 2

Observación 7.84. Para cada x ∈ Q0, existe Ż ∈ Db,I(A!−Mod) inescin-
dible tal que fD(Ż) ∼= Aex ∈ D↑s (A−Mod).

Demostración. Recordemos que estamos trabajando con un álgebra
A = kQZ/IZ. Por la proposición (??) tenemos que kQZe(x,i)/I

Z es isomorfo
como k-espacio vectorial a kQex/I, para todo vértice x ∈ Q0, y para ca-
da i ∈ Z. Además, kQex/I es de dimensión finita sobre k, luego, también
la dimensión de kQZe(x,i)/I

Z es finita para todo vértice (x, i) de QZ
0 . En

particular, el soporte de cada proyectivo Aez es finito.
Tenemos que Aex está en D↑s (A−Mod). Luego, por (??), existe Ż en

Db,I(A!−Mod) tal que
fD(Ż) ∼= Aex.

Entonces, Ż es inescindible, de lo contrario: Ż ∼= Ż1 ⊕ Ż2, con Ż1 6= 0
y Ż2 6= 0. Entonces: fD(Ż) ∼= fD(Ż1) ⊕ fD(Ż2) ∼= Aex. Para las coho-
moloǵıas tenemos H0(Aex) = Aex y H i(Aex) = 0 para todo i 6= 0. Por
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lo tanto, H i(fD(Ż1) ⊕ fD(Ż2)) = H i(fD(Ż1)) ⊕ H i(fD(Ż2)) = 0 para to-
do i 6= 0. Luego, H i(fD(Ż1)) = 0 y H i(fD(Ż2)) = 0 para todo i 6= 0,
y H0(fD(Ż1)) ⊕ H0(fD(Ż2)) = Aex que es inescindible. Supongamos que
H0(fD(Ż1)) = Aex. Entonces H0(fD(Ż2)) = 0 y se tiene que f c(Ż2) es un
complejo aćıclico de proyectivos que está en D↑(A−Mod), por (??). Por lo
tanto, el corolario (??) nos dice que f(Ż2) = 0 en la categoŕıa homotópica.
Como fD es fiel y pleno, entonces, Ż2 = 0, una contradicción. 2
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aditivo, 41
adjunto, 49
contravariante, 41
covariante, 41
exacto, 41
fiel, 41
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de un vértice, 212
de una flecha, 212

pullback, 19
pushout, 20

radical, 214
resolución, 166

proyectiva, 137, 166
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