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Introduccion.

Un continuoes un espacio métrico, compacto y conexo. Dado un con-
tinuo X y n € N, vamos a trabajar con el siguiente hiperespacio:

Fn(X)={A C X : Atiene alo mas elementos.

A estos hiperespacios, se les da la topologia inducida por la métrica de
Hausdorff y los llamamo®roductos Simétricode X. Es bien sabido
gue estos hiperespacios también son continuos.

Dados dos continua¥ eY, n € Ny una funcion continug : X —
Y, se define la funciorf,, : F,,(X) — F,.(Y) comof,(A) = f(A) (la
imagen directa del conjuntd). Esta funcién, es continua y se le llama
la funcién inducida porf a este hiperespacio.

Dada una clase de funcior® uno puede preguntarse ¢, Qué relacion
hay entre los siguientes hechos?:

o feM,
e f, €I, paraalguna > 1,

e f, €M, paratodar € N.

Y es justamente esta pregunta, la que se estudia a lo largo de este
trabajo, para diversas clases de funciones.

Esta misma problemética se ha estudiado ampliamente para otros
hiperespacios. Los profesores Janusz J. Charatonik y Wlodzimierz J.
Charatonik investigaron profundamente estas relaciones en la década de
los afios 1990-2000. En este trabajo hacemos, por primera vez, un es-
tudio muy completo de esta pregunta para los productos simétricos. Al-
gunos de los resultados presentados aqui, aparecen en la tesis de José
Luis Gomez Rueda ([12]).

El trabajo se divide en tres capitulos. En el primero, se estudian los
preliminares y, se mencionan y prueban, varios teoremas basicos de la
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2 Introduccioén.

teoria de continuos, de sus hiperespacios y de la topologia en general,
gue seran usados en los capitulos siguientes. Un lector con suficiente
conocimiento de la teoria de los continuos y sus hiperespacios, podria
facilmente evitar este capitulo, sin que esto genere ningun problema en
la comprension de lo subsecuente.

En el segundo capitulo, se trabaja con las clases de funciones definidas
por una propiedad topoldgica, entre ellas, las propiedades de apertura,
monotoneidad, ligereza, etc. y se estudian a fondo, las implicaciones
gue hay entre los tres enunciados anteriores, para cada caso. En el tercer
capitulo, se estudian las clases de funciones definidas por una propiedad
dinamica, por ejemplo, las clases de funciones transitivas, mezcladoras,
cadticas, etc. y una vez mas, se muestra cuales son las implicaciones
entre los tres enunciados anteriores. Por ultimo, se incluye una tabla de
implicaciones en manera de resumen a todo el trabajo desarrollado y para
facilitar la consulta de implicaciones concretas.

Este trabajo comenzé, en la clase sobre Productos Simétricos, impar-
tida por el Dr. Alejandro lllanes Mejia, en el Instituto de Mateméticas
de la UNAM. A esta clase asistimos los siguientes alumnos (en orden al-
fabético): Mauricio Chacoén Tirado, Rodrigo Hernandez Guitiérrez, Juan
Mireles Morales, Alfredo Najera Chavez, Norberto Ordofiez Ramirez y
yo. A todos ellos agradezco plenamente todas las exposiciones y discu-
siones que dieron inicio a este trabajo.

Los conocimientos previos necesarios para la lectura del texto son;
conocimientos basicos de topologia (conexidad, compacidad, continuidad,
etc.), y en cierta medida, estar familiarizado con algunos conceptos de
hiperespacios como la métrica de Hausdorff, la topologia de Vietoris y
los arcos ordenados. Un lector interesado, podria familiarizarse facil-
mente con estos conceptos en ([14], Capitulo 2).

En este trabajo usamos la palabra "mapeo” para denotar a una funcién
continua y suprayectiva. Hicimos esto para simplificar y por que no en-
contramos otra palabra, que si exista en nuestro idioma, para denotar este
concepto.

La mayor parte de los resultados y ejemplos contenidos en este trabajo
se pudieron obtener con ideas que se manejan regularmente en hiperespa-



cios 0 con ideas que se pueden encontrar en trabajos previos de funciones
inducidas. Lo que si destacamos como original de este trabajo es:

a) El ejemplo de que el homeomorfismo de corrimiento en un solenoide
X es expansivo pero el homeomorfismo inducidB,&X ) no lo es, para
ningunan > 2 (Ejemplo 3.38). Esta idea nos fue sugerida por el profesor
Christopher Mouron.

b) El ejemplo de que existe un continuo tal que 7»(X) tiene la
propiedad del punto fijo pero qug no la tiene (Ejemplo 2.25). Como
se ve, este ejemplo no es nada trivial y la prueba de estas propiedades
resulté suficientemente complicada como para escribir un articulo de in-
vestigacion que hemos sometido para su publicacion.



Capitulo 1

Preliminares.

Para comenzar haremos algunas convenciones. Siempre denotaremos a
los niumeros naturales, reales y complejos com@® y C respectiva-
mente. En este trabajo, el conjunto de nimeros natufdje®) incluird

al 0. St denotara la circunferencia unitaria ya sea metid&€n enC.

Para cada espacio topolégigoy U C X se denota a su cerradura&n

comoU ", a su interior er comolntx(U)y asu frontera et como
Frx(U), cuando no haya posibilidad de confusién se denotaran simple-
menteU, Int(U)y Fr(U), respectivamente. Dado un espacio métrico
X y un puntop € X denotaremos com®(e,p) a la bola abierta de
radio ¢ y centrop. También se define, para un subconjudtoc X

tal que A # () y cualquier puntp € X, la distancia de a A como
d(p,A) = inf{d(p,x) : © € A}.

1.1 Teorema del Cable Cortado

Esta seccion esta dedicada, evidentemente, a demostrar el Teorema del
Cable Cortado. En la formulacion de este teorema no es evidente la gran
utilidad que tiene en la teoria de los continuos y sus hiperespacios, sin
embargo, este teorema sera una pieza fundamental para algunos resulta-
dos a lo largo de este trabajo.

Comenzemos recordando algunas cuestiones de conexidad. Las com-
ponentes de un espacio topolégiEcson los conexos maximales &h
Cada puntar € X tiene su correspondiente componente conexa que
denotaremosg’,. Observemos que gies cualquier otro punto tal que
existe un subconjuntd’ de X que es abierto y cerrado y que ademas
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6 Capitulo 1. Preliminares.

reUyy¢ U, entoncey ¢ C,, pues en caso contrario, N U seria

un abierto y cerrado d€', que no es el vacio ni tod@,,, lo cual con-
tradiria la conexidad d€',. Es natural preguntarse si el otro sentido de
esta observacion seré cierto también. Es decir, quetsC,, entonces
¢existird un conjunt®’ abierto y cerrado talquec Uy y ¢ U?

Para responder esta pregunta se introduce el concepastdeompo-
nenteque se define, para cualquier pumte X, como la interseccion de
todos los abiertos y cerrados deque tienen a y que nosotros denotare-
mos como,.. Notamos que la observacion anterior nos da la relacion
C, C Q.Y la pregunta que nos hicimos se traduce en si sera cierta la
relacion@, C C,. Pues resulta que en el caso gues métrico y com-
pacto la relacion si es cierta.

Lemal.l SiX es un espaCiO métrico compactarye X, entonces

Demostracion. Por la observacion anterior basta probar gue C
C.. SiQ, fuera conexo sabriamos por la definicion@eque@., c C,,
asi que basta probar que. es conexo.

SeanK y L cerrados ajenos dg, talesque)), = KULyzx € K.
Como(), es interseccion de cerrados de (), es cerrado elX, y por
tanto K y L son cerrados eX. Como.X es métrico sabemos qué es
normal, y por lo tanto existen abiertos ajerioy V tales queX’ C Uy
L C V. Enparticula), c UUV,U UV es abiertoyJ N L = 0.

Seal = {W C X : W es abiertoy cerrado el y =z € W}.

Entonces), = ﬂ {W cCX:W e L}y por lo tanto, las leyes de
De Morgan nos dicen qu& \ @, = U {X\W:W e L}. Con esto

X\ (UuV)cC U{X\W : W e L}. ParatoddV € L sabemos que

X \ W es abierto y entoncesX \ W : W € L} es una cubierta abierta
deX \ (UuUV). ComoX \ (UUYV) es cerrado ek, sabemos que es
compacto, y por lo tanto existene Ny W, W, ..., W,, € L tales que

X\ (UUV) € (X\W)U..UX\W,) =X\ (W, N\ Wan...AW,).
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ConestoV;NnWyn..NW, cUUV.

Seal' = WynW,y,n..NnW,. Como caddV; es abierto y cerrado,
y ademas: € W;, paratoda € {1,2,...,n}, tenemos qué’ es abierto
y cerrado yr € F. ComoU es abierto tenemos quen U es abierto.
Ya queX \ V es cerrado, tenemos quen (X \ V) es cerrado. Pero
cOmoF CcUUVyUNV =(sabemosqué' N (X \V)=FnNU,asi
queF N U es cerrado. Hemos probado entonces gueU es abierto y
cerrado.

Sabemos que € K C U, asi quer € U. Entoncest" N U es un
abierto y cerrado tal que € FFNU. Con estoF N U € Ly entonces
Q. C FNU. Bastanotarqu&, "L C (FNU)NLCUNL=0y
recordar que. C ), para concluir qud. = (). Esto prueba qué), es
conexoy entonceQ, C C,.. i

Ahora si estamos listos para probar lo siguiente:

Teorema 1.2 (del Cable Cortado) Si X es un espacio métrico com-
pacto, yA, B C X son cerrados tales que ninguna componenteXde
intersecta aA y a B, entonces existen dos cerrados aje#0y L tales
qQueAC K,BCLyYyX =KUL.

Demostracién.Dadaa € A, seaC, sucomponente eN. Por hipote-
sisC, N B =1(,asiqueB C X\ C,.

Seal, = {IW C X : W esabiertoy cerradoekiy a € W}. Por el
Lema 1.1 sabemos que, = ﬂ {W:W € L,}. Las leyes de De Mor-

gan nos dicen que entonc&s\ C,, = U {X\W:W e L,}, porlo que

{X\W:W € L,} es una cubierta dB. Como cada conjunttd’ € £,
es cerrado, sabemos giie\ IV es abierto, asi quexX \ W : W € L,}
es una cubierta abierta de

Como B es cerrado erX, sabemos qué3 es compacto. Entonces
existenk € Ny Wy, W, ..., Wy, € L, tales que

BC(X\Wl)UU(X\Wk):X\(WlﬁWQQOWk)
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SeaK, = Wi nW,yn..N W, Paracada € {1,2,..., k} tenemos
queW; € L,, asiquer € K,y K, es abierto y cerrado eK.

Como A es cerrado erX, sabemos quel es compacto. También
sabemos que para todas A se cumple que € K,y quek, es abierto,
asi que{K, : a € A} es una cubierta abierta dé& Entonces existen
n € Nyay,as,...,a, € Atalesqued C K,, UK,, U...UK,, . Sean
K=K, UK,U..UK, yL=X\K.

Para cada € {1,2,...,n} se tiene quéy,, es abierto y cerrado, asi
queK 'y L son cerrados. Por ultimo, sabemos due X\ K,, para cada
i€{l,2,..,n},asiqueB C (X \ K,,)N..N(X\K,,)=X\K=L
y ya sabiamos qud C K,, UK,, U...UK,, = K. Hemos construido
entonces los conjuntos deseadoy L. B

1.2 Resultados Generales de Hiperespacios

Definicién 1.3 Un continuoes un espacio meétrico, compacto y conexo.
Decimos que un continu& esno degeneradsi tiene mas de un punto.

Dado un continuoX trabajaremos con los siguientes hiperespacios:

2% = {A C X : Aescerradoy no vacfo
C(X)={Aec2X: Aesconexdy, paran € N,
Co(X) ={A € 2% : Atiene alo mas componentesy
Fo(X) = {A € 2X : Atiene alo mas puntog.

Todos estos hiperespacios son considerados con la métrica de Haus-
dorff, que siempre sera denotada @gor([14], p. 22). Al hiperespa-
cio F,(X) se le conoce como eh-ésimo producto simétricde X. Si
tomamos subconjuntds,, .. ., U,, de X, denotamos por

(Ui, ..., Up), ={A e F(X): ACUU...UU,y ANU; # 0, para
cadai € {1,...,m}}.

Es sabido ([14], Ejercicio 2.8, p. 27) que la fami{id/;, ..., U,,), C

n

Fo(X):m e Ny U,...,U, son abiertos eX } es una base para la
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topologia enf, (X) y que la familia{ (U, ..., U,,), € Fo(X):m e N
y Ui, ..., U, son cerrados eX } es una familia de cerrados &, (X).
Dadoss > 0y A € F,(X), denotamos poBy(e, A) a la bola abierta
de radios y centro A en el hiperespaci¢,(X). También definimos
N(e, A) =J{B(e,a): a € A}.

Lema 1.4 SeaA un subconjunto conexo y cerrado @§(X) tal que
AN F,(X) # 0, para algunam < n. SeaA = |J{B : B € A}.

EntoncesA € C,,(X) y cada una de las componentes dléntersecta a
todos los elementos dén F,,,(X).

Demostracion.Primero veremos que el conjuntbes cerrado. Para
esto, tomemos un punioe X tal quep = lim p;, donde, para cadac
N, p € A. Mostraremos qug € A. Dado quep, € A, para cad& < N,
existeBy, € A tal quep, € By. Ya queF, (X) es compacto ([14], Lema
2.3, p. 24), la sucesiofiBy }:2 , tiene una subsucesion convergente en
F.(X). Para nuestros fines, podemos suponer que ella misma converge.
Asi que existeB € F,(X) tal quelim B, = B. Como.A es cerrado en
Fo.(X), tenemos qué3 € A. Comop,, € By, para toda € N, tenemos
quep € B ([14], Ejercicio 4.4, p. 70). Por tanfo € A. Esto termina la
prueba de quel es cerrado.

FijamosB € AN F,,(X). SeanCy,...,C, las componentes dé
gue intersectan . Como2DB tiene a lo masn elementos, el nUmero de
componentes dd que tienen puntos dB es a lo masn, asi que: < m.
Queremos ver quel = C; U ... U C, pues de esta manera tendremos
que cada elemento dé N F,,(X) intersecta a cada componente Ale
Supongamos, por el contrario, que existe una comporigdA que no
intersectaB. Por el Teorema del Cable Cortado (Teorema 1.2), existen
dos cerrado y L de A tales queC; U...UC, C K, D C Ly
A= K U L. Como ya hemos visto qué es cerrado ek, sabemos que
Ky L son cerrados e .

SeanK = {E e A: ECK}yL={Ee€A: ENnL # 0}.
ComoBe AyB C CyU...UC, C K, tenemos qués € K. Ya que
() £ D C A, sitomamos un punto € D, existeE € A tal quexr € FE.
De modo quer € EN L. EntoncesF € L. Con esto hemos mostrado



10 Capitulo 1. Preliminares.

que K y L son diferentes del vacio. Dadac A, E Cc A = KU L,

de maneraqu& C K o ENL # (), asi queE € K U L. Con esto
tenemos qued = K U L. YaqueK N L = (), tenemos quéC N L = (.

Por ([14], Ejercicio 2.7, p. 27)K y L son cerrados etf,(X). Con
todo esto tenemos quéy L constituyen una separacion de Esto es
absurdo pues, por hipétesid,es conexo. Esta contradiccion prueba que
A=C;U...UC,yterminala demostracion del lemill.

Lemal.5 SeanCi,C, ...,C,, subconjuntos cerrados, ajenos dos a
dos, conexos y no vacios d& Supongamos que: < n. Entonces
(Ch,...,Chn), esun subconjunto cerrado, conexo y no vaciggdex).

Demostracién.Por ([14], Ejercicio 2.7, p. 27), sabemos que como los
conjuntosCt, Cs, . .., C,, son todos cerrados, entongeés, ..., C,,), €s
cerrado ernf, (X). Filemos un punta; € C;, paracada € {1,...,m},
tenemos quézy,...,z,} € (C1,...,Cy), . Asique(Cy,...,Cy,), €es
no vacio.

Seaf : X" — F,(X) la funcion definida porf((pi,...,pn)) =
{p1,...,pn}. Por ([14], Lema 2.3, p. 24)f es continua. Se& =
{(i1, .. yin) = {in, ... in} = {1,...,m}}. Dadas = (i,...,i,) € S,
hacemo’(s) = C;, x ... x C;, € X™. ComoC(s) es conexo, te-
nemos quef(C(s)) es conexo. Veremos qyé&C(s)) C (Ci,...,Cn),,-
Seap = (piy,...,pi,) € Ciy x ... x C; . Entonces, para cada <
{1,....m}, p, € Cj; C CyU...UC,, asiquef(p) C C1U...U
Cm. Sik € {1,...,m}, comos € S, existej € {1,...,m} tal que
i; = k. De manera que, = p;; € C;; = Ci. Esto muestra que
f(p) N Cy, # 0. Portantof(p) € (Cy,...,Cy),. Esto concluye la
prueba de qug(C(s)) C (Ch,...,Cy), . Notemos qudzy, ..., 2, } =
{171'17 e 7Iin} = f(('riu s 73:%)) S f(C(S)) Por tantoU{f(O(s)) :

s € S} es un subconjunto conexo @€, ...,Cy,),.

TomemosA € (C4,...,Cy,),. Paracad& € {1,...,m}, escribi-
mos {:pgk), . ,xg',f)} = AN Cj, (este conjunto es no vacio). Definimos
una sucesion = (iy,...,i,), dondei; = ... =iy, = 1,041 = ... =
Gsytsy = 24 vy Gsytbdbsy 141 = oo = Ssit..ts,_14s, = m. También
hacemosi;,+. +s,, 45,41 = ... = i, = m. Esto se puede hacer ya
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ques; + ...+ S,_1 + S, €s igual al numero de elementos de asi
gue este numero es menor o igual gueEsto muestra que la sucesion
s esta bien definida. Notemos qu&s) = (C; x ... x () x (Cy X
X O) X X (Cpy X oo x Cp) X (Cyy X ... x Cy,). El primer fac-
tor apareces; veces, el segundez veces, etc. el pendltime,, veces
y el dltimon — (s + ... + Spm1 + sm) veces. Asi que podemos es-
cribir C(s) = 5" x Csm x Oy (rt=Fema1tsm) Notemos también
que, para cada € {1 Somb, (@ 2y e Cy*, asi que el punto
z= (", ... 2V, x?), R ,xgm), cal™ 2™ ™)y e
C(s). De manera qug(z) = (ANCh) U (A NCy, ) A pertenece
a f(C(s)). Con esto concluimos qLU{f(C(s)) =s e S} =
(Ch,...,Cp),. Esto muestra qué’y,...,C,,), €s conexo y concluye
la prueba del lemcll

n

Definicion 1.6 DadosA, B € C(X), con A ¢ B, diremos que una
funcion continuax : [0,1] — C(X) es unarco ordenado del a B en
C(X)sia(0)=A,a(l)=Bya(s) & a(t) siemprequé < s <t < 1.

La existencia de los arcos ordenados no es, de ninguna manera, trivial.
Pero si es un hecho muy conocido en la teoria de hiperespacios y ([14],
Teorema 6.10, p. 90) nos provee con el siguiente teorema:

Teorema 1.7 DadosA, B € C(X), conA & B, existe un arco orde-
nado ded a B enC(X).

1.3 Topologia de Identificacion

Dado un conjuntd-, un espacio topolégic& y una funcion suprayectiva

p: X — G uno podria preguntarse ¢ Cual es la topologia mas grande que
se le puede dar & para que la funciop sea continua?. La respuesta a
esta pregunta es la llamattgologia de identificaciode G inducida por

la funcionp (o simplemente topologia de identificacion inducida por
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Definiciébn 1.8 Dados un conjunt@, un espacio topolégic& y una
funcion suprayectiva : X — G, llamamos ldopologia de identificacion
de@ inducida por la funciém, al conjuntoZ, = {A C G : p~'(A) € T},
donde7 representa a la topologia del espa&io

Teorema 1.9 Latopologia de identificacion es la maxima topologia para
G que hace continua a.

Demostracion. Lo primero que hay que hacer es asegurarnos de que
7, es unatopologia. Dadok B € 7, sabemos qug '(A),p '(B) € T
y que7 es una topologia, asi que'(A) Np~'(B) = p (AN B) €
T y por lo tantoAN B € 7,. Si{A,},., €S un conjunto arbitrario
de elementos d&,, notemos que, como caga'(A,) € 7, entonces
U p'(A,) € 7. También notemos que '(J 4.) = U p '(4a)

acJ aeJ aed

con lo que tenemos que) A, € 7,. Finalmentep™'(0) =0 € Ty
acd

p ' (G) = X € T, por lo quel), G € 7,. Hemos probado entonces que

la topologia de identificacion si es una topologia gara

Supongamos qué”’ es una topologia dé&' con la cual la funciom
es continua. Sed € 7'. Como la funciorp es continua co’ como
topologia para?, sabemos que'(A) € 7. Pero esto es suficiente para
aseguratA € 7,. Esto muestra qu&’ C 7,y por lo tanto7, es la
maxima topologia (en el sentido de la contencion) que hace contimua a
[

Definicion 1.10 Dada una funcién entre espacios topologigosX —
Y, decimos que es unddentificacionsi la topologia d&” coincide con
la topologia de identificacion inducida par

Teorema 1.11 (de Trasgresion) Seap : X — Y una identificacion y

f : X — Z una funcién continua tal qué¢(p~'(y)) es un conjunto de
un solo punto, para todg € Y. Entonces existe una funcién continua
g:Y — Ztalquegop=f.
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Demostracion. Definimosg : Y — Z comog(y) = el unico punto
del conjuntof (p~*(y)), para today € Y. Como, por hipétesig(p~(y))
es un punto para todac Y, sabemos que esta bien definida. Notemos

que dadar € X tenemos que(p(x)) = f(p~(p(x))) = f(x), ya quef
vale lo mismo en todos los puntos ge' (p(z)), asi quey o p = f.

Para mostrar la continuidad getomemos un abiertd deZ. Comof
es continug ~'(A) es abierto elX, es deci(gop) 1 (A) = p~ (g1 (A))
es abierto en{. Comop es una identificacion, esto implica qye!(A)
es abierto ery’, asi quey es continuall

1.4 Espacios de Descomposicion

Definicion 1.12 SeaP una coleccion de subconjuntos no vacios de un
espacio topolégicd(, decimos quéP es ungparticionde X si:

1. Paratodar € X, existeG € P tal quez € G.
2. Los elementos d@ son ajenos dos a dos.
3. Los elementos d@ son cerrados.

DadaP una particién deX podemos considerar la funciégn X — P
definida, para cadac X, comorn(z) = G € Psiysolosiz € G. Dela
definicién de particion se sigue guesta bien definida y es suprayectiva.

Con esto podemos darleTala topologia de identificacion inducida
por la funcionz, es decir, un subconjunid de P es abierto erP siy
s6lo si el conjuntor—} (/) = | J{B : B € U} es abierto erX. Al espa-
cio topoldgico resultante lo llamaremosasipacio de descomposicida
Py lo denotaremos\/P (es decirX/P es el espacio topologico cuyo
conjunto esP dotado con la topologia inducida poy.

Notemos que, por la eleccion de la topologiaefP, la funcionr :
X — X/P es automaticamente continua (a esta funcion la llamaremos
la proyeccién natural deX a X/P). Nuestra meta final es encontrar una
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condicion suficiente sobrg para que el espaci& /P sea un continuo,
para un continud.

Observemos que cuanddes un continuo, como la funciénes con-
tinua, sabemos que(X') = X /P es un espacio conexo y compacto, sin
importar las propiedades ¢& Para queX /P sea un continuo falta uni-
camente que sea metrizable. A continuacion mostraremos una condiciéon
necesaria y suficiente para gi¢P sea metrizable.

Definicién 1.13 DadaP una particion de un espacio, decimos qué®
essemicontinua superiormenge para todas € P y todo abiertoU de
X tal queG C U, existe un abiertd” de X tal queG C V C Uy que
cadavez quél € Py HNV # () se tiene quél C V.

Lema 1.14 Una particibnP es semicontinua superiormente siy soélo si
para todoGG € Py todo abiertaU tal queG C U existe un abiertd’ tal
queGCcV cUyr Y n(V)) =W

Demostracion.Basta demostrar quesies un abierto d&(, entonces
V cumple la condicion quél € Py H NV # () implica queH C V si
y s6lo sir~(7(V)) = V.

(Necesidad) Supongamos quecumple queH €¢ Py HNV # )
implica queH C V. Sear € =~ !(x(V)), con esto sabemos quér) €
(V). SeaGG € P tal quex € G, es decirG = n(z) € w(V).

Con esto podemos elegjre V tal quern(y) = G. Por la definicion
dew, esto implica quey € GG. Entoncesy € G N V' y por hipotesis esto
implica queG C V, en particulary € V' y entoncesr—(n(V)) C V,
la contencion” C = !(x(V')) se da para cualquier funcién. Por lo tanto
N x(V))=V.

(Suficiencia) Supongamos ahora que (7(V)) = V. SeaH € P tal
queH NV # (). Seay € HNV. Comoy € H sabemos por definicién
der quern(y) = H. Comoy € V tenemos que(y) € 7(V). Entonces
H=rYH)=rYn(y) crl(x(V)=V.1
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Teorema 1.15 Una particidonP de X es semicontinua superiormente si
y s0lo siX /P esTs.

Demostracion. (Suficiencia) Supongamos qu&'P esT;. Sean’ €
Py U un abierto deX tales que& C U. Por el Lema 1.14, para que
‘P sea semicontinua superiormente, basta con encontrar un albjiéato
queG C V c Uyquer }(n(V))=V.

ComoX \ U es un compacto ¥ es continua, sabemos queX \ U)
es compacto. Coma& /P esTs, sabemos que(X \U) es cerrado. Por lo
que(X/P)\xn(X \ U) es abierto. Coma es identificacion esto implica
quer ' ((X/P)\m(X \ U)) es abierto erX.

Hacemos/ = 7~ !((X/P) \n(X \ U)). Observemos quf € m(X \
U) siy sélo si existey € X \ U tal quen(y) = H, esto es equivalente a
que existey € HN X \ U.

ComoG C U, sabemos qué&' € (X/P)\n(X \ U). Con estoG =
7 G Ccr  ((X/P)\n(X\U)) =V.

Sabemos qu& \ U C 7=} (r(X \U)), entonced/ D X \ 71 (7(X\
U)) = m}((X/P)\n(X \ U)) = V. Por lo tanto, hemos visto que
G c V c U. Finalmente, tenemos que

i (@(V)) = 7 r(r T (X/P)\n(X\ U))))
= 7 ((X/P)\r(X\U)) =V
Esto muestra quP es semicontinua superiormente.

(Necesidad) Supongamos gBees semicontinua superiormente. Sean
G,H € X/P diferentes. Comd- y H son cerrados e, que es un
espacio metrico, existen abiertos ajehpy U, de X tales ques C Uy y
H c U,. ComoP es semicontinua superiormente, el Lema 1.14 implica
gue existen abiertoB; y V5 tales queG € V; C Uy, H C Vo C Us,
(7)) = Vi y 7 (7(V)) = Va.

Entoncesr(V;) y 7(V3) son abiertos d& /P, puest ! (7w (V1)) = V1 y
71 (m(V3)) = V4 son abiertos d& y 7 es identificacién. Com&' C V;
y H C V, sabemos qué&' € n(Vy)y H € w(Va).
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DadoF € «(V;), sabemos qué’ C 7~ (x(V})) = V1 ¥ comoV; N
Vo C Uy NUy = (), tenemos qué’ N Vs = (), es decirF’ ¢ 7(V3).

Entonces hemos probado quél;) y 7(V5) son abiertos, qué& €
7(V1)y H € n(Vz) y quen(Vy) Nw(V3) = 0, con lo queX /P esT,. B

El teorema anterior muestra la necesidad de7gisea semicontinua
superiormente para qué/P sea metrizable, ya que Xi/P es metrizable
en particular eg5.

Teorema 1.16 SiP es semicontinua superiormente, entonkg® tiene
una base numerable.

Demostracion. Sea4 una base numerable déy seaB = { |J U; :
i=1
n € NU;, € A}. Paracada € N, seaB3, = {U C X : existen

Uy, Us,...,U, € Atales quelU = U, UU, U ..U U,}. Notemos que
B = |J B,. Afirmamos que3 es una base numerable decerrada bajo

n=1

uniones finitas.

Como A es numerable cadg&, es numerable y por lo tantd§ es
numerable. Es claro qud C B y que todos los elementos d&son
abiertos, asi quB es base d&(. Por ultimo, tomemo¥, V4, ..., Vi, € B.

Paracady € {1,2, ..., k} sean;,,U;,,...,U;, € Atales queLj U, =
! i=1

k k. ny
V;. Conestol V; = U (U Uj,) que es una union finita de elementos
j=1 j=1 i=1

k
de A, asi quelJ V; € B. Hemos probado entonces giees una base

j=1
numerable deX cerrada bajo uniones finitas.

DadosG € X/P y un abiertoA de X tales ques C A, mostraremos
que existd/ € Btal queG C U C A. Para cada < G, existeU, € B
tal quex € U, C A. ComoG es cerrado enX, sabemos qué&’ es
compacto, entonces existenc Ny xzq,z,,...,x, € G tales queG C
U,uU,,U..uU, C A. CadalU,, € By B es cerrado bajo uniones



1.4 Espacios de Descomposicion 17

finitas, asi quéd/ = U,, UU,, U...UU,, € By, como ya sabiamos,
GcCcUCcCA.

SeaD = {(U,V) € B x B : existe un abierté} de X tal queV C
W c Uy nt(n(W)) = W}. ComoB es numerable sabemos que
B x B es numerable y dado qu@@ C B x B tenemos qué es nu-
merable. Para cadd/,V) € D, escogemos un abierid’ (U, V) tal
quer Yx(W(U,V)) = WU, V)yV c W(U,V) c U. SeaC =
{m(W(U,V)): (U,V) € D}.

Mostraremos qué& es una base numerable paxdP. La funcion
r : D — C definida comor((U,V)) = «(W(U,V)) es obviamente
suprayectiva, asi qué| < |D| y entonce€ es numerable.

Para ver qué&€ es base, tomemds € X /P y un abierta/ de X/P
tal queG € U. SeaA = 7~} (U). ComoG € Uy n(xr) = G, para
todor € GG, sabemos qué&’ C 7~ (i) =A. Comol{ es abierto yr es
continua,A es abierto. Por lo que probamos hace tres parrafos, existe
U € BtalqueG Cc U C A. ComoP es semicontinua superiormente,
existe un abiertdV tal quer'(7(W)) = Wy G c W c U. De
nuevo, por lo probado anteriormente, sabemos que existel3 tal que
G C V. C W. Por la existencia d& la pareja(U, V') € D con lo que
m(W(U,V)) € C.

ComoW (U, V) es un abierto por definicién ¥~ (=(W(U,V))) =
W(U,V'), sabemos que (W (U,V)) es un abierto d& /P. ComoG C
V. c W(U,V), tenemos qué& € «(W(U,V)). Para concluir notemos
queW (U,V) c U Cc A=n="1(U)yentonces (W (U,V)) C U. Hemos
probado entonces queV (U,V)) € Cy queG € n(W(U,V)) C U.
Esto prueba qué es una base numerable pafaP. B

Hemos probado que, cuan@®es semicontinua superiormenteXy
es un continuo, se tiene qué&/P es un espacio conexo, compaciy.y
tiene base numerable. El siguiente teorema muestra que esto es suficiente
para queX /P sea metrizable.
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Teorema 1.17 Siun espacio topoldgict es compactd]; y tiene base
numerable, entoncas es metrizable.

Demostraciéon. Primero recordemos que 8i es compacto y, en-
toncesY esT,. Sean3 una base numerable dey C = {(U,V) € B x
B:U #(,U C V}.ComoC C Bx By B esnumerable, sabemos qlie
es numerable. Numeremos los elemento€ de{(Uy, V1), (Uz, V), ...}

y para cada € N escogemos una funcién contingia: ¥ — [0, 1] tal
quef;(U;) c {0}y f;(Y \ V;) C {1}. Esta funcion existe en virtud de el
Lema de Urysohn ([11], Teorema 4.1, p. 146) y de fuesTy.

Seaf : Y — [0,1]" definida comof(z) = (fi(z));>,. Comof; es
continua para toda= 1, 2, ..., tenemos qu¢ es continua ([11], Teorema
2.2, p. 101). Mostraremos qifees un encaje.

Seanz,y € Y diferentes. Comd” esT, existen abiertos ajenaos
y Btalesquer € Ay y € B. ComoB es base exist¢' € B tal que
reV CA Conestgye Y\ V.

ComoY esT3y Y \ V es un cerrado tal que ¢ Y \ V, existen
abiertos ajenog y W talesquer € Zy Y \ V. C W. ComoB es base
existeU € Btalquer € U C Z. Notemos qué&” \ IV es un cerrado que
contiene a7, asi queY \ W es un cerrado que contiend/a Con esto
UcCY\W cV.Entonceslaparejd/,V)cC,x cUyyecY \V.

Como(U,V) € C, tenemos queU, V') = (U;,V;), para alguna € N.
Comozx € U, sabemos qug;(z) = 0y comoy € Y \ V, sabemos que
fi(y) = 1. Esto implica quef(x) # f(y) y por lo tantof es inyectiva.

" esT, asi que el hecho de q%e
]

El espacioY” es compacto Y0, 1
sea inyectiva es suficiente para gusea un encaje. Sabemos doel
es metrizable, yf(Y) c [0,1]", asi quef(Y) es metrizable. Com¢g
es encaje, sabemos qyi€Y’) es homeomorfo & y por lo tantoY” es
metrizable &
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Teorema 1.18 X/P es un metrizable si y s6lo § es semicontinua
superiormente.

Demostracion. (Necesidad) SX/P es metrizable, en particular es
T5, asi que, por el Teorema 1.18,es semicontinua superiormente.

(Suficiencia) SiP es semicontinua superiormente, entonces, por el
Teorema 1.15X/P esT, y, por el Teorema 1.16X/P tiene una base
numerable. El Teorema 1.17 implica q¥¢P es metrizablell

Hemos probado entonces que una condicion necesaria y suficiente
para queX/P sea un continuo, cuandd lo es, es quéP sea semi-
continua superiormente.

1.5 Limites Inversos

Esta Seccion soélo se utilizara en la Seccion 3.7 pero es un tema muy
importante para el estudio general de la teoria de los continuos.

Los siguientes son resultados que son cubiertos en un curso basico de
topologia:

1. Dado un espacio métriqoY, d) sabemos que hay una métrica que es
equivalente al y acotada por el numerb (por ejemplod'(x,y) =

min {d(z,y), 1}).
2. Dada una sucesion de espacios métridds;, d;) } -, (cada uno con

su métrica acotada por el nUmerpsabemos quﬂ X; se puede
=1

metrizar con la métrica((x;) -, , (¥i)ioy) de Yi)

3. El producto de espacios conexos es conexo ([11], Teoremal.7,p.109).

4. El producto de espacios compactos es compacto ([11], Teorema 1.4
(4), p. 224).



20 Capitulo 1. Preliminares.

5. Una funcionf : YV — HXi es continua si y sélo st o f es
=1
continua para cada proyeccion canoniga: HXi — X ([11],
=1

Teorema 2.2, p.101).

Con estos resultados es muy facil concluir que, si cédas un con-
oo

tinuo, el productd | X; también lo es.
i=1

Definicion 1.19 Unasucesion inversaes una sucesion de parejas de la
forma {(X;, f;)},=,, en donde para cadac N, se tiene queX; es un
continuo yf; : X;,1 — X; es una funcién continua.

o

Definicion 1.20 Dada una sucesion invers$aX;, f;)},-, definimos su

)

limite inversocomo el siguiente subespacio fig X;:
=1

lim {(X;, fi)} = {(%)fol € HXi : fi(ziy1) = z; paratoda € N}

i=1

Teorema 1.21 Para toda sucesion invers@(X;, f;)};-, su limite in-
verso lim {(X;, f;)};=,, €s un continuo.

Demostracion.Para cadan € N, definamos:

K, = {(.IZ)fil S HXZ : fi(:l:iJrl) = x; para toda e {1, 2, N 1}}
=1

Es claro queX,, C K, paratodan € Ny quelim{(X;, f;)}i0; =

o0

ﬂ K,,. Es bien sabido que la interseccion de continuos anidados es un

=1
continuo ([14], Corolario 4.4, p. 69), asi que, para probar el teorema,
bastaria con probar qu€,, es un continuo, para cada c N.
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Fijemosm € N. Seay : H X, — K,, definida comqy((z)%2,,) =

(yx)72,, dondey;, = z. Sik Z_myyk = fi(Yrs1) Sik € {1,2,...,m — 1}.
Dado(xy)2, € K,,, sabemos que, = fy(zri41)Sik € {1,2,...,m — 1},
asi quey((xx)52,,) = (zx);—,- Con esto obtenemos gqyees suprayec-
tiva.

oo
ComoH X; es un continuo (es un producto numerable de espacios
=m
métricos, compactos y conexos)s,, es imagen continua de ék,, es
o0
un continuo ylim {(X;, f;)}°, = ] K, también lo esM

m=1

Dada una funcién continuA: X — X podemos considerar la suce-
sion inversa{ X;, f;}°,, dondeX; = Xy f; = f, paratoda € N. Al
limite inverso de esta sucesion en particular lo denotaremos simplemente
comolim(X, f).

Definicion 1.22 DadoY = lim(X, f) definimos la funcic’)ry?: Y —-Y

comof (1, 2, z5....)) = (f(z1), f(22), f(m3), ..) = (f (1), 21, T2, ..).

Como(xy, g, x3,...) € Y, sabemos qué;(z;) = f(z;) = fi—1(z:) =
x;_1, paratoda > 1,y fi(x1) = f(x1) asi que la funcién esta bien
definida.

Teorema 1.23 Para toda funcion continug : X — X , si hacemos
Y = lim(X, f), se tiene que la funciofi : Y — Y es un homeomor-

fismo.

Demostracién.Sear;, : Y — X la proyeccion candnica enkaésima
coordenada. Notemos que

~

7Tk©f(<5€1;$2,$3,---)) = m((f(z1), fz2), f73),...)) = f(an)

= fom((z1,22,235...))
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Conlo quer, o f = f om,. Comof es continua, todas las composi-
cionesf o 7 son continuas, asi que todas las composicianesf son
continuas. Por lo tantg, es continua.

Si definimosh : Y — Y comoh((z1, 22, 25...)) = (22,%3, T4, ...)
vemos que

~

Foh((zy,m2,m5...)) = f(x2, 23, 74, ...)) = (f(w2), T2, T3, ..).
Como (xy,x2,23...) € Y, tenemos quef(zz) = z;. Con lo que
foh((z1,22,25...)) = (v1, 22,25 ...). Y también podemos ver que

~

ho f((z1,22,25...)) = h((f(x1), 21, 22, ...)) = (21, T2, T3....)

Con esto,f es biyectiva, y comd” es un continuo esto es suficiente para
que f sea un homeomorfism@



Capitulo 2

Propiedades Tradicionales

Definicién 2.1 Un mapeoes una funcién continua y suprayectiya
X — Y entre continuosX y Y.

Definicion 2.2 Dado un maped : X — Y definimos lafuncién in-
ducidaf, : F,(X) — F.(Y) dada porf,(A) = f(A) (laimagen ded
bajo f).

En ([14], Ejercicio 2.10, p. 27) se muestra gfietambién es un
mapeo.

En este capitulo se trataran las propiedades tradicionales que puede
tener un mapeo entre continuos y se estudiara la relacion entre que el
mapeof tenga dicha propiedad y que el mapeo indudigita tenga.

2.1 Homeomorfismos

Definicion 2.3 Un mapeof : X — Y es unhomeomorfismei existe
unmapeq : Y — X talquego f =idxy Yy fog=idy.

Recordemos que gi: X — Y es una biyeccion continua, donde
es compacto Y esT;, entonced es un homeomorfismo.

Teorema 2.4 Seaf : X — Y un mapeo, entonces los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

23
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a) f es un homeomorfismo,
b) f. es un homeomorfismo, para alguna N,
¢) f» s un homeomorfismo, para todae N.

Demostracion. a) = ¢) Sean € N. Supongamos qu¢ : X —
Y es un homeomorfismo. Sabemos dijees un mapeo asi que, solo
tenemos que ver que es inyectiva. Seam3 € F,(X) diferentes, sin
perder generalidad supongamos que existe A \ B. Sabemos que
f(a) € f.(A)ycomof es inyectivaf(b) # f(a) para todoh € B, asi
que f(a) ¢ f.(B). Esto muestra qug,(A) # f.(B) con lo quef, es
inyectiva y, por lo tanto, un homeomorfismo.

b) = a) Supongamos qug, : F,.(X) — F,.(Y) es un homeomor-
fismo, para alguna € N. Para ver qug es homeomorfismo, basta ver
gue es bhiyeccion. Sabemos gfies mapeo asi que para que sea biyec-
cion basta con que sea inyectiva. Dadog € X diferentes, sabemos
que{z},{y} € F.(X) son diferentes. Comg, es inyectiva sabemos

que{f(z)} = ful{z}) # f({y}) = {f ()} Asiquef(z) # f(y), con

lo que f es inyectiva y, por lo tanto, un homeomorfisriib.

2.2 Monotoneidad

Definicién 2.5 Un mapeof : X — Y esmondtonosi f~(y) es un
subconjunto conexo d¥ para cada € Y.

Teorema 2.6 Seaf : X — Y un mapeo, entonces los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

a) f es monotono,

b) f. €s mondtono, para algunac N,

¢) f, es monoétono, para toda € N.

Demostracion. a) = ¢) Sean € N. Supongamos qué¢ : X — Y
es monotono. Se& = {yi,...,ym} € F,(Y), dondem < n. Para
cadai € {1,...,m}, hacemos”; = f~!(y;). Como f es mondétono,
cadaC; es un subconjunto cerrado, conexo y no vacioXdeAdemas,
los conjuntosCt, . .., C,, son ajenos entre si. Por el Lema 1.2, el con-
junto A = (C4,...,C,), esun subconjunto conexo g, (X). SiA e
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(Ch,...,Cp),,entoncest C C1U...UC, = fHy)U...Uf Hym) =
F - ym}), asiquef(A) C {1, ..., ym}. Dadai € {1,...,m},
exister; € AN C;, de modo quey;, = f(z;) € f(A). De modo
que f,(A) = f(A) = {w1,...,ym} = B. Hemos mostrado qud C
f.71(B). Por otra parte, sit € f,1(B), entonces (A) = {y1, .-, Ym}
de aqui qued C f'({y1,...,ym}) = C1U ... UC,, y A intersecta
a cadaC;. De manera quel € (C4,...,Cy,), = A. Esto prueba que
f74(B) C A. Portantad = f,!(B). Esto termina la demostracién de

que f,!(B) es conexo. Por tantf), es monétono.
Claramente:) = b).

b) = a) Ahora supongamos qug& es monotono para algumac N.
Seay € Y. Entoncesf, ' ({y}) es un subconjunto conexo y cerrado de
Fau(X). SeaAd = | J{B : B € f,*({y})}. Comof es suprayectiva,
exister € X tal quef(z) = y. Entonces{z} € [, '({y}) N Fi(X).
Asi que podemos aplicar el Lema 1.1y concluir ques conexo. Vamos
aver queA = f~!(y). Sip € A, entonces exist& € f,'({y}) tal
quep € B. Comof(B) = {y}, tenemos qu¢g(p) = y, de manera que
p € f~}(y). Con esto concluimos qué C f~'(y). Por otra parte, si
p € f~1(y), entonces,.({p}) = {y}. De modo que € A. Esto muestra
quef~!(y) C A,y portanto,A = f~!(y). Con esto queda probado que
f~Y(y) es conexo. Por tantp es mon6tonol

2.3 Apertura

Definicion 2.7 Un mapeof : X — Y esabiertosi f(U) es abierto en
Y para cada subconjunto abieffode X .

Teorema 2.8 Unmapeof : X — Y esabiertosiysolosf, : F»(X) —
F>(Y') es abierto.

Demostracién. (Necesidad) Supongamos quyees abierto. Con-
sideremos un subconjunto abietfode F>(.X). Tomemos un elemento
cualquierafa(A) € fo(U), dondeA € U. PonemosA = {p, ¢}, donde es
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posible quev = q. Comol/ es abierto, existe > 0 tal queBy (e, A) C
U. Comof es abierto, existé > 0 tal queB(d, f(p)) C f(B(e,p)) Yy
B(6, f(q)) C f(B(e,q)). Sif(p) # f(q), podemos pedir también que
B(6, f(p)) N B(9, f(q) =

Afirmamos queBy (9, f2(A)) C fo(U). TomemosB = {w,z} €
B (9, f2(A )). EntoncesH ({w, z},{f(p), f(¢)}) < 6. En el caso en

que f(p) # f(q), uno de los puntos, z pertenece &4, f(p)) y el

otro aB(d, f(¢q)). De modo que podemos suponer ques B(d, f(p))

y z € B(5, f(q)). En el caso en qué(p) = f(q), w, = € B(5, f(p)) =
B(4, f(¢)). En todo caso, podemos suponer ques B(J, f(p)) C

f(B( p) Yz € B0, f(q) C f(B(e,q)). De manera que existen

u € B(e,p) y x € Ble,q) tales quef(u) = wy f(x) = z. Note-
mos queH ({u, z}, {p,q}) < . De manera que el conjunio = {u, z}
pertenece &'y fo(D) = {w, z}. Por tantoB € f,(U/). Esto prueba que

Bu (9, f2(A)) C fo(U) y que fo(U) es abierto.

(Suficiencia) Supongamos gyfe es abierto y tomemos un abiertd
enX. Dadap € U, tenemos qugp} € (U),. Como f, es un mapeo
abierto y(U), es abierto etF,(X), tenemos qug((U),) es un subcon-
junto abierto def,(Y") que tiene al elements,({p}) = {f(p)}, por lo

que existes > 0 tal queBy (e, {f(p)}) C f2((U),).

Afirmamos queB(e, f(p)) C f(U). Seay € B(e, f(p)). Entonces
{y} € Bu(e,{f(p)}) C f2((U),). De modo que existB € (U), tal que
{y} = f2(B). Elegimos un puntd € B. Entonced € Uy f(b) =
Esto muestra qug € f(U). Hemos probado qu8(e, f(p)) C f(U).
De modo quef(U) es abierto e”. Por tantof es abiertall

Teorema 2.9 Sif: X — Y esun mapeo tal QUE es no degenerado
Y fn: Fu(X) — F,.(Y) es abierto, para alguna > 3, entonces es un
homeomorfismo.

Demostracion. Como X es compactoY es métrico yf es una
funcién continua y suprayectiva, basta mostrar ¢jues inyectiva para
obtener quef es un homeomorfismo.
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Supongamos, por el contrario que existen dos punfog z, en X
tales quef(z;1) = f(x2). ComoY es no degeneradojfyes suprayectiva,
existers € X tal quef(zs) # f(z1). Seas > 0 tal queB(e, f(z1)) N
B(e, f(x3)) = 0. Por la continuidad d¢, existed > 0 tal que los con-
juntosB(6, z1), B(0,x2) Yy B(6,x3) son ajenos dos a dof(B(d, x3)) C
B, f(23))y f(B(6,21)) U f(B(3,22)) C Ble, f(a1)).

Como f,, es abierto,f,,(Bg (6, {x1,x2,23})) €s un abierto de&F,, (V)
que contiene al elementpf(x1), f(xz3)}. De manera que existe >
0 tal que By (n, {f(z1), f(x3)}) C fu(Bu(d,{z1,22,23})). Podemos
pedir quen < e. Elegimos puntos diferentes entreysi... vy, 1 €
(B(na f(I3)) \ {f(l’g)}) SeaB = {f(‘rl)v Y1y 7yn—1}- Notemos
queB € By(n,{f(x1), f(z3)}) y como este conjunto esta contenido en
fn(BH(5; {fL‘l, To, I‘g})), existeA ¢ BH((S, {l’l, T2, ZE3}) tal quef(A) =
B. Entonces existeq;, a; € Atales quen, € B(0,21) Y as € B(0,13).
Entonces:; # a,. Ademas, existeny, ..., u,, € Atales quef(u;) =
Yty - f(Un-1) = yn—1. COmolos puntos, ..., y,_1 son diferentes en-
tre si, tenemos que los puntes . . ., u,_; son diferentes entre si. Dada
ie{l,....n—1}, f(w;) = y; € B(n, f(z3)) C Ble, f(x3)). Asi que
fui) & B(e, f(x1)) Y f(ui) & f(B(d,21)) U f(B(9, z2)). Esto implica
quew; ¢ B(d,z1) U B(d,z5). De manera que; # a;,as. Entonces
todos los puntos, as, uq, . .., u,_1 son diferentes entre si y todos ellos
pertenecen al. Esto es absurdo puets € F,,(X). Esta contradiccion
prueba queg’ es inyectiva y, por tantg; es un homeomorfismdl

2.4 Confluencia

Definiciébn 2.10 Un mapeof : X — Y es:

e Confluentesi para todo subcontinuB deY y toda componentd
de f~!(B), se tiene qug (A) = B.

e Débilmente confluenta para todo subcontinuB deY existe una
componented de f~!(B) tal quef(A4) = B.
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e Semiconfluentsi para todo subcontinu® de Y y cualesquiera
componente”' y D de f~1(B), se tiene quef(C) C f(D) o
f(D) C f(C).
Claramente los mapeos confluentes son semiconfluentes y débilmente
confluentes.

Ejemplo 2.11 Existen continuosX' y Y y un mapeof : X — Y con-
fluente (en particular débilmente confluente y semi confluente) tal que
fo : Fo(X) — F2(Y) no es confluente, débilmente confluente, ni semi-
confluente.

Consideremos & c CyseaX = S'UTIU.J, dondely J son
dos rayos convergiendo cada uno a una mitaf'deomo se muestra en
la Figura 2.1. Sed la restriccion de la funciéon compleja— 22 a X.
Llamemos af(X) = Y. Entoncesf(I) y f(J) son dos rayos que se
aproximan &' como en la Figura 2.1. Vamos a construir un subcontinuo
K de F,(Y') con el cual se niegan los tres tipos de confluencia menciona-
dos.

Sear = 1. Sean : [0,00) — f(I) una parametrizacién d&7) por
longitud de arco y sed = {{a(t),a(t +¢)}:t € [0,00)}. Es decir,A
es el conjunto de pares de puntosfénh) que estan a distanciacuando
ésta se mide sobre el ray@!). La funciong : [0,00) — [0, 00) X [0, 00)
definida comqy(t) = (¢,t + ¢) es claramente continua. Sabemos ([14],
Lema 2.3, p. 24) que la funcigp : [0,00) x [0,00) — F5([0,00))
definida comaop((t,s)) = {t,s} es continua. Asi que la composicion
azopog:[0,00) — Fo(f(I)) es una funcidon continua. Notemos que
para todad € [0, 00), Se tiene que

azopoy(t) =aop((t,t+e)) =a({t,t+e}) ={alt) alt +e)}
AsiqueA = a;opog([0,0)) es conexo. Con lo quéd es un subcontinuo
de F,(Y). Para construiiC y mostrar que niega las tres definiciones de
confluencia, nos interesa tener una descripcion explicitd.d&sto se
desarrolla a continuacion.

Es muy claro qued ¢ F,(S'U f(I)). Supongamos qué € Ay que
AN f(SY) # 0. Sea{Ax},~, una sucesion enl tal quelim 4;, = A.
Para cad& <€ N, seat;, € [0,00) tal queA; = {a(ty), a(ty +¢)}.



2.4 Confluencia 29

X

f(
O

Figura 2.1

Dadom € N, sabemos que; o p o g([0,m]) C F(f(I)) asi que
az0pog([0,m]) es un compacto que no tienélapor lo que existd/ € N
tal que, para todé > M, se tiene quel;, € F(Y) \ as o p o g([0,m]),
es decir que, para todo > M, se tiene que, + ¢ > m. Esto prueba
quelim ¢, = oo. Por la forma en la qug¢(I) converge &', es muy facil
convencerse de que, conim A, = Ay limt, = oo debe suceder que
A C S', es decirA € F,(S!). Esto muestra qud no puede intersectar
aS'yaf(I)alavez. Esdecid C F(SY) U F(f(1)).



30 Capitulo 2. Propiedades Tradicionales

Mostraremos ahora qud es cerrado e, (f(1)). SeanA € AN
Fo(f(I)) y {Ax},—, una sucesion enl tal quelim A, = A. Sear €
[0,00) tal quea(r) € A. Para cad& € N, seat, € [0,00) tal que
a(ty) € Ar y lima(ty) = a(r), o equivalentementé&m ¢, = r.

Dado que, para toda € N, se tiene qued, € A sabemos quédl;, =
{a(ty), a(ty £€)}, como son una infinidad de parejas podemos encontrar
una subsucesiof4,, } -, de{A;};~, de manera que, para toda N,
tengamos qued;, = {a(ty,), a(ty, +¢<)}, 0 una en la que, para toda
i € N, tengamos quel,, = {a(ty,),a(ty, —€)}. Asi que, sin perder
generalidad, podemos suponer que la misma sucédigyy- , yatiene la
forma Ay, = {a(tx), a(ty +¢)}. Con estolim Ay = {a(r),a(r +¢)} =
Ay entoncesA € A. Hemos probado entonces quees cerrado en

F(f(1)).

Como ya habiamos notado que C F»(S') U A(f(I)) y ademas
A es cerrado e, (f(I)), tenemos que, para saber quién4ssoélo
hay que analizar el conjuntd N F,(S*). Por la definicion deA4, y
por la forma en la que(I) converge &', sabemos que el conjunto
B ={{e" el*)i} : ¢t € [-m, 7 — ]} es un subconjunto dd. El con-
junto B consiste de los pares de puntos$mue estan a distanciaa
los cuales les convergen puntos de esa form#(de PeroA U B to-
davia no esd N F,(S!), faltan los pares de puntos que son limite de
puntos que estan "dando la vuelta" en los "picos"fdg). Y dichos
puntos son los de el conjungo= {{e(~™i e(=m=t+e)i} . ¢ € [0,¢]} U
{{e0i elmti=2)il . t € [0,¢]}. Estas son las Unicas dos formas de
que puntos ded converjan a puntos d&,(S') y con eso tenemos que
AN Fy(S') =B uUC. Porlo tanto,A = AU BUC.

Si ahora consideramos una parametrizagion|0, co) — f(J) por
longitud de arco def(J) y D ={{B(t),8(t+¢)}:t € [0,00)}. Ha-
ciendo un razonamiento completamente analogo, tendriamo® qse
un subcontinuo de&=,(Y) y especificamente quB = BUC U D. En
dondeg, Dy J toman los papeles de A e I, respectivamente, pero los
conjuntosB y C son los mismos.

En vista de queA N D = BN C # ), tenemos qu& =AU D =
AU BUCUD es un subcontinuo d&;(Y). Este es un subcontinuo con
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el que negaremos los tres tipos de confluencia a la vez.

Notemos quef actia como homeomorfismo &ny en J asi que
podemos pensar qug ' (A) y f, }(D) son los pares de puntos que dis-
tan en/y J, cuando la distancia se mide sobre cada uno de estos rayos.
Para saber quién &5 '(K) solo falta analizarfy; ' (B) y f, ' (C). Para
cada punte® € S' sabemos qu¢ ' (e”) = {e2’, (2™}, Entonces,
dadaz € S!, f7!(z) es de la form&w, —w}. Ademas, sk,v € S,
f~Y({z,v}) es un conjunto con a lo maspuntos. Dado un elemento
{z,v} € C U B, tenemos que la distancia (de longitud de arco) en-
tre z y w es menor o igual que. De manera que diw, u} es tal que
fo{w,u}) = {z,w}, conf(w) = zy f(u) = v, tenemos que, o bien
y v distan a lo mag o son casi antipodas.

Aplicando esto a cada par de puntosi®y C obtenemos qué, ' (A)
consta def, *(A) y un conjunto contenido erf,(R*), dondeR* es

la semicircunferencia derecha &&, f, (D) consta def, '(D) y de
un conjunto contenido e, (R~), dondeR~ es la semicircunferencia

izquierda deS'. Notemos quef, *(A) y f,*(D) son cerrados, ajenos
y conexos enf,(X). Los demas puntos dg '(K) son pares de pun-

tos casi antipodas. De manera qfig'(K) = f, '(A) U f, (D) U
(fs 1K)\ (fs '(A) U f1(D)) y estos tres cerrados son ajenos. Esto im-
plica quef,*(A)y f, *(D) son componentes dg *(K).

Pero notemos qug( f, '(A)) = AUBUC # K, asi quef, no es
confluente. Tambiénfy( f, '(B)) = BUC U D asi quefa( f5 ' (A))
y f2( 5 1(B)) no son comparables, por lo gigno es semiconfluente.
Para concluir, s6lo hay que notar qfig'(A) C £, '(A) asi que si al-
guna componente d& ' (K) fuera a cubrir &C, ésta deberia sgt ' (A).

Pero hemos visto qué( f; '(A)) # K asi quef, no es débilmente
confluente. Esto muestra qufe : F»(X) — F»(Y') no es confluente,
débilmente confluente, ni semiconflueriie.

Teorema 2.12 Si f,, : F,(X) — F,(Y) es confluente, para alguna
n € N, entonces : X — Y es confluente.
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Demostracién. SeanB un subcontinuo no vacio dé y D una
componente dg¢~!(B). ClaramenteF,;(B) es homeomorfo & y por
tanto F;(B) es un subcontinuo no vacio d€,(Y). Mostraremos que
Fi(D) C f,;*(Fi(B)). Paratoddy} € Fi(D), tenemos qué,({y}) =
{f(y)}, pero comof (D) C B, sabemos quéf(y)} € F,(B). Con esto
fn(F1(D)) C Fi(B)y por tantoF, (D) C f, 1 (Fi(B)).

Sabemos qué; (D) es homeomorfo & y por lo tanto conexo, asi que
F1(D) es un conexo contenido giy!(F;(B)). SeaC la componente de
f.Y(F1(B)) que contiene &, (D). Entonceg es conexo yF,(D) C C,
asi que por el Lema 1.4/ = |J{F : E € C}, es conexo. Ahora
probaremos qué/ = D.

Dadox € D, tenemos{z} € F(D) C Cy entoncest € | J{E :
E € C} = M. Con esto tenemos que C M. Sixz € M es por que
existeA € C tal quexr € A. ComoA € C cf,(Fi(B)), sabemos
que f,(A) = {b}, para algurb € B, y en particularf(z) = b. Hemos
probado quéelV/ C f~!(B)y ya sabiamos qué&/ es conexo. Per® C
My D es componente dg¢*(B), por lo queD = M.

Veamos ahora qu¢é(M) = B. Ya vimos queM C f~!(B) por lo
que f(M) C B. Dadob € B, tenemos qudb} € F;(B). Sabemos
que f,, es confluente y qué es una componente dg&*(F;(B)) por lo
que f,,(C) = Fi(B). Por lo tanto existed € C tal quef,(A) = {b}.
Sear € A. Dado quef,(A) = {b}, tenemos que(z) = b. Como
r € A € C, sabemos que € M y entoncesf(z) € f(M), por lo que
b e f(M). Esto muestraqu8 C f(M)y entoncesf(M) = B. Como
D = M, tenemos (D) = f(M) = B. Esto muestra quges confluente.
|

Teorema 2.13 Si f, : F,,(X) — F,(Y) es débilmente confluente, para
algunan € N, entonces : X — Y es débilmente confluente.

Demostracion.SeaB un subcontinuo d&. Recordemos qué; (B)
es homeomorfo & y por lo tanto un subcontinuo dg,(Y’). Comof,
es débilmente confluente, existe una componéntee f, ! (F,(B)) tal

que f.(D) = Fi(B).
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SeaG = |J{F : E € D}. Dadaxr € G. SeaA € D tal que
r € A. ComoD es una componente deg!(F;(B)), sabemos que existe
b € Btal quef,(A) = {b} € Fi(B). Dado quer € A, sabemos que
f(z) =be B, esdecirf(G) C By porlotantoG C f~!(B).

SeanC una componente d€ y D la componente dg~!'(B) que
contiene &'. Dadoy € B, comof, (D) = Fi(B), existeE € D tal que
fn(E) = {y}. Dado queD es cerrado y conexo, el Lema 1.4 nos dice
gueF intersecta a todas las componente&:d€on esto, podemos elegir
z € CNE. Comoz € E, sabemos qué¢(z) € f.(F) = {y}, es decir
f(2) = y. Ademas, coma € C' C D, tenemos qu¢g(z) =y € f(D).
Hemos probado entonces qeC f(D) por lo quef(D) = B. Asi que
D es una componente de!(B) tal quef(D) = B. Esto prueba qug¢
es débilmente confluentll

Teorema 2.14 Sif, : F,(X) — F,(Y) es semiconfluente, para alguna
n € N, entonces : X — Y es semiconfluente.

Demostracién. SeaB un subcontinuo d&” y seanC'y D compo-
nentes def~!(B). Recordemos qué;(B), Fi(C)y Fi(D) son home-
omorfos aB, C'y D respectivamente, y por lo tanté;(B) es sub-
continuo deF,,(Y) y Fi(C) y Fi(D) son conexos. Mostraremos que
Fi(C) C f7Y(Fi(B)). Paratoddy} € F1(C), tenemos qué, ({y}) =
{f(y)}, pero comof (C) C B, sabemos quéf(y)} € F1(B). Con esto
fn(F1(C)) € Fi(B)y por tantoF; (C) C f, ' (F1(B)). Analogamente
Fi(D) C [, (Fi(B)).

Tomemos las component€sy D de f,'(F,(B)) que contienen a
F1(C) y Fi(D), respectivamente. Sedd = |J{E : E € C}y N =
\U{F : E € D}. Mostraremos qué/ = C'y N = D.

Sabemos qué€ es conexo y queF;(C) C C, asi que, por el Lema
1.4, M es conexo. Dade € C, tenemosz} € F,(C) C Cy entonces
xel|{E:FeC}=M.PorloqueC C M.

Siz € M es por que existel € C tal quexz € A. ComoA €
C Cf.'(Fi(B)) sabemos qug, (A) = {b}, para algin, € B, y en
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particular f(z) = b. Hemos probado qu&/ C f~!(B) y ya sabiamos
que M es conexo. Per@ C My C es componente dé*(B), por lo
queC = M. AnalogamenteV = D.

Como f,, es semiconfluente tenemos qugC) C f.(D) 6 f.(D) C
f(C). Sin pérdida de generalidad, supongamos fU€) C f.(D).
Mostraremos ahora qu&gC') C f(D). Seay € f(C), entonces existe
c € Ctalquef(c) = y. ComoF;(C) C C tenemos qugc} € Cy por lo
tanto{y} € f.(C) C f.(D). SeaA € Dtal quef,(A) = {y}. Tomando
r € A, tenemos que € Ny quef(z) =y. ComoN = D, sabemos
quex € D, porloquey = f(z) € f(D)yentonces (C) C f(D). Esto
implica quef es semiconfluentdll

2.5 Ligereza

Definicion 2.15 Decimos que un espacio topoldgicod es totalmente
disconexai sus componentes son conjuntos de un solo punto.

Lema 2.16 Si X es métrico compacto, entonc&ses totalmente dis-
conexo si y solo si para todo par de puntos distintos y existe un
abierto y cerradd/ de X talquez € Uyy ¢ U.

Demostracion. Por el Lema 1.1, sabemos qGe = @), asi queC,
consta de un solo punto si y séla@j consta de un solo punto, pero esto
pasa si y solo si, para todoc X, diferente der, existe un abierto y
cerradolU deX talquex c Uyy ¢ U.

Lema 2.17 Si X es métrico compacto, entonc&ses totalmente dis-
conexo si y sélo si para todo subconjunto findode X y para todo
puntoy € X \ A, existe un abierto y cerradti de X tal queA C Uy

y¢U.

Demostracion. (Necesidad) Etiguetama$ = {z1,zs, ..., 23 }. Sea
y € X\ A. Por el Lema 2.16, para cadac {1,2,...,k} existe un
abierto y cerradd/; de X tal quex; € U; yy ¢ U;. Si hacemog/ =
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Uy uUs U...UUy, entonced’ es abiertoy cerrado ek, y ¢ Uy x; € U,
paratoda € {1,2, ..., k}.

(Suficiencia) Dados, y € X diferentes, sabemos que existe un abierto
y cerradoU de X talque{z} CUyy ¢ U,esdecirr € Uyy ¢ U. El
Lema 2.16 implica que entoncéSes totalmente disconexll

Una observacion evidente es que cualquier subespacio de un espacio
totalmente disconexo es también totalmente diconexo. Con todo esto ya
podemos entrar a hablar de los mapeos ligeros.

Definicién 2.18 Un mapeof : X — Y esligerosi f~!(y) es totalmente
diconexo paratodaenY.

Teorema 2.19 Seaf : X — Y un mapeo. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

a) f es ligero,

b) f. es ligero, para alguna € N,

¢) f» es ligero, para toda € N.

Demostracion. b) = a) Supongamos qu¢, es ligero, para alguna
n € N. Dadoy € Y, como f, es ligero, sabemos qug'({y}) es
totalmente disconexo. Notemos que,c f~!(y) siy sélo si{z} €
71 {y}), asi que la funciow : f~1(y) — f1({y}) N Fi(X), definida
como¢(z) = {z}, es una biyeccion. Es sabido ([14], Lema 2.3, p. 24)
que¢ es continua, asi quges una biyeccion continua entfe!(y) que
es compacto yf, '({y}) N Fi(X) que es métrico. Esto es suficiente
para quep sea un homeomorfismo. Asi qye’(y) es homeomorfo a

ft () N A(X).

Como [, '({y}) N Fi(X) es un subespacio d& '({y}), que por
hipétesis, es totalmente disconexo, tenemos fué{y}) N F1(X) es
totalmente disconexo. Con lo que concluimos ¢u&y) es totalmente
disconexo y qué¢ es ligero.

a) = c¢) Sean € N. Supongamos qu¢ es ligero. DadoB =
{y1,92, -, yx} € Fn(Y), notamos que, comg es ligero, f~'(y;) es
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totalmente disconexo para cadac {1,2,...,k}. Por el Lema 2.16,
para probar qu¢, *(B) es totalmente disconexo, basta tomary A,
en f}(B) diferentes y encontrar un abierto y cerradofjé(B) que
tenga aA; pero no aAs;.

Afirmamos quef,; Y (B) = (f~X(y1), 1Y), ooy £ H W),

(C) DadoA € f,1(B), sabemos qué,(A) = B = {y1, %2, -, U }»
asi que existem,, as, ...,ay € A tales quef(a;) = y; para todai €
{1,2,...,k}, es decira; € f~(y;), paratoda € {1,2,...,k}. Con esto
AN f~Yy;) # 0, paratoda € {1,2,....k}. Dadoa € A sabemos que
f(a) € f.(A) = B, asi quef(a) = y;, para alguna € {1,2,..., k}.
Conesto, A C f~Hy)) U f1(y2) U...U f~yx) y por lo tanto, A €
(f~(wn)s 1 (w2)s -, £ (yk)) - ESto muestra que

FAB) () 7 e) s oo ), -

(D) SeanC € (f~Y(y1), f(y2), ..., f " (yr)) ¥ c € C. Sabemos que
C C 7 (y1) U f(y2) U U f2(ye), por lo quec € f~)(y), para
algunai € {1,2,.... k}, es decirf(c) = y;, para alguna € {1,2, ..., k}.
Asi que, f(C) C B. Paratoda € {1,2,...,k}, podemos elegir; €
C N f~Yy;). Comoc; € f~1(y;) sabemos qué(c;) = ;. Notemos que
B = f(e1) U f(e2) U..U f(e2) C f(C). EntoncesB = f(C) = f,(C),
por lo tanto,C' € £, (B) Y (f (1), / (02), oo £ i)y C f '(B):
Esto muestra que

F2B) = 7 ) 7 ) f 7)),

TomamosA; = {x1, 22, ...,z } Y As = {uy, us, ..., us} dos elemen-
tos diferentes d¢, !(B). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
quex; ¢ Ay yquex; € f'(y;). Por hipétesisf~t(y;) es total-
mente disconexo. Comd, N f(y;) es finito, por el Lema 2.17, ex-
iste un conjunto abierto y cerrads de f~!(y,) tal quexr; € Ky
(Ao N fH )N K = 0. SealL = f~'(y;) \ K. EntoncesK y L son
cerrados erf ~!(y;) y entonces son cerrados & Ademask N L = 0,
fﬁl(yl) =KUL,z; € KyA2 N ffl(yl) C L.
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SeanK = {Ae f,'(B): ANK #0} = f,Y(B)N(K,X), y L =
(L, f*(y2), ..., [ (yx)),,- ClaramenteC y £ son subconjuntos cerrados
def, !(B),A; € Ky Ay € L. DadaA € f,*(B),siANK # (), entonces
A€ KysiANK =0, comof, (B) = (f~ (y1), [ (y2)s s [ (Uk)) s
entonces) # AN f~(y;) C L. De manera quel € £. Esto muestra
quef, ' (B)=KUL.

Si existierad € K N L, entonces existiria € ANKy A C LU
Y y2) U ..U f(yp). ComoK C f~Yy),x € AN f(y) C L,y
entonces: € K N L, lo cual es absurdo. Por lo tanton £ = .

Esto muestra quk es abierto y cerrado efy ! (B), A, € Ky Ay ¢
K. Asi quef, !(B) es totalmente disconexofy, es ligero.l

2.6 Universalidad

Definiciébn 2.20 Un mapeof : X — Y esuniversalsi para cualquier
funcion continugy : X — Y existep € X tal quef(p) = g(p).

En esta definicion, un caso particularmente interesante es cyiaxlo
la identidad. Notemos que la identidatl: X — X es universal siy so6lo
si para toda funcion continua: X — X, existep € X tal queg(p) = p.
Es decir, la identidad es universal, si y séloXsitiene la propiedad del
punto fijo.

Entonces un primer paso para ver si la universalidad es conservada por
las funciones inducidas se da cuando se toma la funcibn mas simple de
todas, a saber, la funcién identidad. La primera respuesta que obtenemos
en esta seccion viene dada por el ejemplo clasico de J. Oledzki ([18]).

Ejemplo 2.21 Existe un continuoX que tiene la propiedad del punto
fijo pero queF,(X) no la tiene [18]).

Con este ejemplo tenemos entonces lo siguiente.
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Ejemplo 2.22 Existe un continudX y el mapead : X — X tal queid
es universal perad, : F»(X) — F»(X) no es universal.

En lo que resta de esta seccion veremos que la universalidad de un
mapeo inducido tampoco implica la universalidad del mapeo base. Para
ver esto, primero necesitamos recordar algunos hechos.

Definiciéon 2.23 Un continuo esndescomponiblsi no se puede poner
como la union de dos subcontinuos propios.

Definicion 2.24 Un continuo de Cooles un continuo indescomponible
X, con la propiedad de que &ies un subcontinuod&8y f : C — X
es una funcion continua, entoncg®s constante ¢(p) = p, para toda
peC.

La existencia de los continuos de Cook fue mostrada por H. Cook en
([10], Teoremas 8y 9).

Ejemplo 2.25 Existe un continuoX tal que 7, (X) tiene la propiedad
del punto fijo mientras qu& no la tiene.

Para construiX, tomemos un continuo de Co6k Fijemos dos pun-
tosa # benC. SeaZ = C x {0,1}. En Z, identificamos el punto
(a,0) con el punto(b, 1) y al punto(a, 1) con el punto(b,0). Vamos a
considerar &0, 1} con la suma modul@, la cual denotaremos pav.
Con esta notacion, estamos identificando cada punto de la ferma
con el punto(b,i & 1). Al espacio que resulta de esta identificacion lo
denotaremos paK. Sear : Z — X la funcion identificacion. Ya que
X =7(Cx{0})Un(C x {1}),n(C x {0}) y n(C x {1}) son conexos
y7((a,0)) =n((b,1)) € n(C x {0}) N7(C x {1}), tenemos que es
conexo. Por el Teorema 1.18 es un espacio métrico. Por tanfg,es
un continuo. Para simplificar la notacion, para cada puntd € 7, de-
notaremosgz,i| = m((z,4)). Definimos el conjuntd® = {[a, 0], [b,0]}.
Notemos queP = {[a, 1], [b, 1]} = {[a, 0], [a, 1]} = {[b, 0], [b, 1]}.

Afirmacién 1. X no tiene la propiedad del punto fijo.
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Demostracion. Seaf, : X — X definida porfy([z,i]) = [z,i & 1].
Dadai € {0, 1}, comofy([a,i]) = [a,i ® 1] = [b,i B 2] = fo([b,1 D 1)),
tenemos quef([a,i]) = fo([b,i & 1]). Esto prueba qu¢, esta bien
definiday, por el Teorema de Trasgresion (Teorema 13 Bs continua.
Supongamos que existe,i] € X tal que fo([z,:]) = [2,i]. Entonces
[z,1® 1] = [z,i]. Esto s6lo podria ocurrir si = ay z = b, lo cual
es absurdo. Hemos probado entonces fjueo tiene puntos fijos. Por
tanto, X no tiene la propiedad del punto fijol

Afirmacion 2. SeaK un subcontinuo d€'y seag : K — X una
funcion continua. Entonceg es constante o existec {0,1} tal que
g(u) = [u,i] paratoda € K.

Demostracién.Podemos suponer que€ es no degenerado. Si ocurre
queg(K) C P, comoP esfinito yK es conexo, tenemos qyék’) tiene
gue ser un conjunto de un solo punto. Por tanés constante.

Supongamos entonces que exigtec K tal queg(p) ¢ P. Es-
cribimosg(p) = [z,i]. Como|z,i] ¢ 7(C x {i & 1}), existee > 0
tal que B(e, [2,i]) N 7(C x {i & 1}) = 0. Por el Teorema 1.7, ex-
iste un arco ordenade de {p} a K. SeaG : C(K) — C(X) la fun-
cion inducida porg a C(X) ([14], Ejercicio 2.10, p.27). De la con-
tinuidad uniforme dex y de G, existeé > 0 tal que, si|s —t| < d,
entoncesH (G(a(t)), G(a(s))) < e. Seam > 1 tal que < 4. En-
toncesH (G(a(1)),{[z,i]}) = H(G(a(L)),G(a(0))) < e. Asique
G(a(:t)) C B(e, [2,]) C w(C x {i}). De manera que|, 1 : a(s-) —

7(C x {i}). Comor(C x {i}) es homeomorfo &'y a(m) es un sub-
continuo deC', tenemos que|, 1, es constante 9(q) = [q, ] para toda

q € a(). Analicemos los dos casos

Caso 1. g|a( es constante.

Ya quep € a( ), tenemos qug(a(+)) = {g(p)}. En este caso,
mostraremos inductivamente que, para tbda {1,...,m}, g|,x) es
constante. Por hipétesis, esto es cierto gara 1. Ahora supongamos
gque esto se cumple para ubha: m. ComoH (G(a(E)), G(a(L))) <

m

ey G(a(;y)) = {g(p)}, tenemos que(a(55)) C Ble, g(p)) C 7(C x
{i}). Comor(C x {i}) es homeomorfo &'y a(%:!) es un subcontinuo
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de C, tenemos qug|, x+1, €s constante 9(q) = [q, ] para today €
a(EL). Sielegimosg € a(X) \ {p}, tenemos qug(q) = g(p), de
manera que no se puede cumpllr que) = [¢,i] y queg(p) = [p, i]. Por

tant0g|a(w) es constante. Esto concluye la induccion. En particular,

parak = m, obtenemos queg|x = g es constante. Con esto terminamos
el andlisis de este caso.

Caso 2.g(q) = [¢,7] para today € ().

SeaJ = {t € [0,1] : g(q) = [q,i] paratoday € «(t)} y seaty, =
sup J. Notemos que% € J, de manera qud # 0y % < tp. LO
primero que veremos es qégeen realidad es un maximo. Séa.}¢2,
una sucesion e tal quelim ¢, = t,. Entoncedim a(t;) = a(ty). Sea
q € a(tp). Entonces existe una sucesign } 72 , enK tal queg; € a(ty),
para todak > 1, y lim¢, = ¢. Como cada, esta enJ, tenemos que
9(qr) = [gx,i]. De manera que(q) = limg(qx) = lim[g, ] = [g, .
Esto prueba que, € J. En particular,g(q) € n(C x {i}) para toda
q € a(ty). De manera que(«(ty)) C ©(C x {i}).

Probaremos qu& = 1. Supongamos, por el contrario, qe< 1.
Sea\ > 0tal queB(2\, [a,i]) N B(2A, [b,i]) = 0. Seall = B(\, [a,i])U
B(A, [b,i]) Um(C x {i}).

ComoU = B(A, [a,i])UB(A, [b,i]) U(X\ (7(C x{i+1}))), tenemos
queU es abierto erX. Definimosg : [ m(C x {i}) dada por

2.3, sila,j) € 7(Cx {i}),
B(lg.j]) = § la.il, silg,j] € B, [CWDX nm(Cx{ie1}),
[b,7], si[g,j] € B\, [b,d]) Nm(C x {i®1}).
Como (B(X. [@d)) (€ x {i®1})Nm(C x {i}) = {{ai} y
(B(A, [b,7]) Nm(Cx{idl}))nNm(Cx{i}) = {[b,i]}, tenemos qug esta
bien definida y es continua. Comp < 1, g(a(ty)) C n(C x {i}) C U
y U es abierto, tenemos que existe> ¢, tal queg(a(s)) C U. Si
a ¢ a(ty), podemos tomas con la propiedad adicional de quet «(s).
Lo mismo parab, es decir, sb ¢ «(ty), pedimos qué ¢ a(s). De
modo que sz € a(s), entonces: € a(ty) Y g(a) = [a,i]. También, si
b € a(s), entonced € a(ty) y g(b) = [b,1].
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Comoc(s) es un subcontinuo d& C C, 7(C x {i}) es homeomorfo
aCy (Bog)laws) : a(s) — m(C x {i}) es una funcion continua, tenemos
que(B o g)|a(s) €S constante 03 o g)|a(s)(q) = [g, ] para today € «o(s).
Notemos que, para toda € a(=-), g(q) = [g,4], asi queB(g(q)) =
[g,7]. Entoncesy(-1) es un subcontinuo no degeneradocde) tal que
(Bo g)|a(%) no es constante. De manera e g)|.(s) NO es constante.
Entonces(5 o g)|a(s)(q) = [¢,] paratoday € af(s). Es decirj3(g(q)) =
[¢, ] para today € a(s).

Comot, = supJ y ty < s, existeq € «(s) tal queg(q) # [¢,7]. No
puede ocurrir qug(q) € 7(C x {i}) pues esto implicaria que,i| =
B(g(q)) = g(q), lo cual es absurdo. Por tanj¢y) ¢ 7(C x {i}). Sig(q)
€ B\ [0.1]) \ 7(C x {i}). Entoncedq.i] = f(g(q)) = [a,i]. Esto
implica queg = a y queg(a) # [a,i]. Asiquea € «(s) Y, por la eleccion
de s, concluimos que: € a(ty) y g(a) = [a,1], lo cual es absurdo. El
caso en el que(q) € B(A, [b, z’])X \ 7(C x {i}) es totalmente an4logo y
nos lleva a otra contradicciéon. Esto prueba gue 1.

Por tantog(q) = [q,¢] para today € (1) = K. Con esto terminamos
el andlisis de este caso y concluimos la prueba de la Afirmaciah 2.

Queremos probar qué; (X ) tiene la propiedad del punto fijo. Para
ello, tomemos una funcion continga: F»(X) — F»(X). Mostraremos
qgue f tiene un punto fijo.

Dadap € C, hacemostp = {[p, 0], [p,1]}. DadaY C X, hacemos
+Y =J{&p: £pNY £ (}.

Afirmacion 3. SeaA = {[z, 1], [y, j]} € F2(X) tal quety N f(A) =
Dy f(A) ¢ Fi(X). Entoncesf|(((z.i},x(cx{s}), €S COnstante.

Demostracion. Escribimosf(A) = {w;,we}. Seas > 0 tal que
B(e,w1) N B(e,wp) = (. Sead > 0tal que siB,D € F(X)y
H(B,D) < o, entonced? (f(B), f(D)) < . Por el Teorema 1.7 sabe-
mos que existe un arco ordenadade{[y, j|} an(C x {;j}). Sea\ > 0
tal que, sijs — t| < A, entoncedd (a(s), a(t)) < 0. Seam > 1 tal que
L < X\ Paracada € {0,1,...,m}, seaf, = ({[z,i]}, a(L)),.
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Vamos a probar, inductivamente, qfig, es constante. Pafa= 0,
notemos ques = ({[x,1]}, a(0)), = ({[z.il}. {[y.j]}), = {A} es un
conjunto de un solo elemento, de manera fjue es constante. Ahora
supongamos que € {0,1,...,m — 1} y que f|¢, es constante. Como
A€ & C &, tenemos queg (D) = f(A) para todaD € &,. Dada
B € &1, B es de laformaB = {[z,1], [u, ]}, dondefu, j] € a(ELD).
ComoH (a(EtL), a(£)) < 4, tenemos que exisfe, j] € a(L) tal que
(w.j] € B(6.[u, j]). De manera quél({[z,], [u, j]}. {[x.i], [w. j]}) <
5. Asi queH(f(B), f({[r.i.[w.j]})) < e. Como{[z,i],[w.j]} €
Ska tenemos qu@“({[x,z], [’LU,J]}) = f(A) = {11]1721)2}- De modo que
H(f(B),{wi,ws}) < e. Esto implica quef(B) tiene exactamente un
punto en cada uno de los conjuntBé:, wy) y B(e, w,).

Dadas € {1, 2}, es facil ver que la funciog, : &1 — B(e, w,) dada
por: gs(B) es el tnico punto d¢(B) N B(e, ws), s continua. Definimos
h, : a(®) — Be,w,) C X dada pom,([v, j]) = g.({[z.i]. [v, J]}).
Claramenteh, es continua. Coma(C x {j}) es homeomorfo &,
a(£l) es homeomorfo a un subcontinuo de por lo que podemos
aplicar la Afirmacion 2 y obtener que es constante o exisje € {0, 1}
tal queh,([v, j]) = [v,],] para todafv, j] € a(£l). Comoly, ;] €
a(0) C a(5H),

{hi(ly, gD, ha(ly, 3]} = Aoz i), [y, 913), 92({l, 2 [y, 413D}

= f({[‘r72 ) [y,j]}) = {w17w2}
y {w1, w2} N{[y, 0], [y, 1]} = 0, tenemos qué([y, j]) no puede ser de la
formaly, js], para ninguna € {0, 1}. Por tanto); y h, Son constantes.
De manera que, para tofta j] € a(£tl), como

{wi,we} = {hi([y,71), ha(ly, 51)} = {ha([v, j]), ha([v, j]) }
= {a({[z.4. [v.j]}), 92({[z. ], [v. 1D} = fF{lz. 2], [v. 51},
tenemos qué¢|c, ., es constante. Esto termina la induccion.

En particular.fle,, = f|({zi}.x(cx{s}), €S constante. Esto termina la
prueba de la Afirmacion 3.

Afirmacion 4. Si existeA € F»(X) tal que(AU P)N f(A) =0y
f(A) ¢ F1(X), entonces tiene un punto fijo.
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Demostracion. SeanA = {[z,i],[y,j]} Y f(A) = {[u, k], [v,(]}
Como+y C +Ay +AnN f(A) = 0, tenemos quey N f(A) = 0. En-
tonces podemos aplicar la Afirmacion 3 'y obtener §ug. iy ~cx{j}),
es constante. En particulgitA) = f({[z,1], [a,j]}) = f({[z,i],[b, ] &
1]}). SeaA; = {[z,i],[b,j ® 1]}. Como+b = Py f(A;) = f(A)
no intersecta &, podemos aplicar la Afirmacion 34, y obtener que
flwayr(cxgiory), €S constante. Como sabemos que

{1}, 7(C < {71), U {lz, ]}, 7(C < {7 @ 1})), = ({[z, 4]}, X),
tenemos qué¢|;1..i,x)), €S constante. En particuldi({ [z, ], [u, k]}) =

f(A).

Sead; = {[z,1], [u, k]}. Entoncesf(A;) = f(A). Yaquetx C £A,
tenemos quetz N f(Az2) = (). Entonces podemos aplicar la Afirmacion
3y obtener quef | ({ux},r(cx{i})), €S constante. En particulgf(A,) =
S{[u K], [a,d]}) = f({[u, k], b0 ® 1]}). Seads = {[u, k], [b,i @
1]}. Como+b = Py f(A43) = f(A42) = f(A) no intersecta &,
podemos aplicar la Afirmacion 34 y obtener quef | (ju . r(cx{ia1})),
es constante. De manera qfig..x)},x)), €S constante. En particular,
f{[u, k], [v,1]}) = f(As) = f(A) = {[u, k], [v,[]}. Hemos encontrado
un punto fijo pargf. [

Afirmacion 5. Si existeA = {[z,0], [y, 1]} € F»(X) tal que+A N
f(A) =0y f(A) ¢ Fi(X). Entoncesf tiene un punto fijo.

Demostracion. Si P N f(A) = 0, por la Afirmacién 4, tenemos que
f tiene un punto fijo y no hay nada mas que hacer. Supongamos en-
tonces, por ejemplo, qué(A) tiene la formaf(A) = {[a,0], [z, 1]}.
Como+AnN f(A) = 0, tenemos quety N f(A) = (. Por la Afir-
macion 3, tenemos qug| (..o}, x{1})), €S constante. En particular,
f{[2,0], [z, 1]}) = F({[2,0], [y, 1]}) = f(A). Sead, = {[x,0], [z, 1]},
Ya quetz N f(A;) = 2 N f(A) = (), podemos aplicar la Afirma-
cion 3 aA; y obtener quef|..11},~(cx{0})), €S cONnstante. En particular,
f{[z1],[a,01}) = fF({[z 1], [,0]}) = f(A1) = f(A) = {[a, 0], [z, 1]}

Y de esta manera encontramos un punto fijo garfa

Con las Afirmaciones 4 y 5 hemos encontrado algunas condiciones
particulares bajo las cualg¢diene un punto fijo. A partir de ahora vamos



44 Capitulo 2. Propiedades Tradicionales

a suponer qug no tiene puntos fijjos y vamos a obtener una contradic-
cion. Dadap € C, recordemos que-p = {[p, 0], [p,1]}. Notemos que
+(£p) = £p. De acuerdo con la Afirmacion 5, comfono tiene pun-
tos fijos, tenemos quep N f(£p) # 0 o f(+p) € Fi(X) para toda

p € C. De manera que podemos definir la funcionC' — F;(X) de la
siguiente manera.

| f(£p), si f(£p) € F1(X),
9(p) = { F(£p) \ (£p), si f(p) & Fa(X).

Afirmacién 6. La funciong es continua.

Demostracion. Notemos que la funciop : C — F,(X) dada por
©(p) = f(+£p) es continua. De manera que el conjufto= {p € C :
o(p) € F1(X)} es cerrado ed’. Para ver queg es continua, tomemos
una sucesiofp; }2°, enC que converja a un punfe € C. Considere-
mos dos casos.

Caso 1.f(£p) ¢ F1(X).

Como+p N f(£p) # 0, podemos suponer que,0] € f(£p). Ya
que f(£p) # £p, tenemos quép, 1] ¢ f(£p). Asi queg(p) = f(Ep) \
{[p,0]}. ComoD es cerradoy ¢ D, podemos suponer qug ¢ Dy
quepg, 1] ¢ f(£px) para todak € N. Entoncegpy, 0] € f(£px) para
todak € N. Dadak € N, tenemos que(pr) = f(£pr) \ {[px, 0]}
Como f(+p) consta de dos puntos diferentes, a sapef)] y el Unico
punto dew € g(p) y ademadim f(£px) = f(£p), tenemos que, para
cadak € N, podemos escribif (£px) = {wg, vx}, dondelim w, = w
y limv, = [p,0]. Ya quelim[p, 0] = [p, 0], tenemos que, = [p,0] a
partir de ciertak’. Entonces, para toda> K, {w;} = g(px). Por tanto
lim g(px) = g(p).

Caso 2.f(£p) € F1(X).

Como, para toda € N, g(px) C f(Epx) Y lim f(£pr) = f(£p) =
g(p) es un conjunto de un solo punto, tenemoslguey(px) = f(£p) =
9(p). Por tantdim g(px) = g(p). O

Ya hemos visto que es una funcion continua. Conib,(X) es na-
turalmente homeomorfo.&, podemos aplicar la Afirmacion 2 y obtener
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queg es constante o existec {0,1} tal queg(p) = {[p,i|} para toda
peC.

Notemos que, coméa = P = +b, sabemos qué(+a) = f(£b)y
esto implica quey(a) = ¢(b), asi quey no es inyectiva y entonceses
constante.

Sealzp,ig)] € X tal quelmg = {[z0,7]}. Por la definicion dey,
[20,70] € f(£p) paratoda € C. Esto nos permite definir una funcion
h: C — Fi(X) de la siguiente manera.

—f {lz0,70]}, si f(£p) = {
h(p)—{ F(&Ep)\ Alz0,%0]}, sif(£p) # {[20,10]}-

Afirmacion 7. La funcidonh es continua.

Demostraciéon. Para ver qué: es continua, tomemos una sucesion
{pr}32, enC que converja a un pungoe C. Consideremos dos casos.

Caso 1.f(+p) # {[20 0]}
Seaw € X tal quef(+p) = {w, [20,70]}. Entoncesi(p) = {w}. Ya

quelim f(£px) = f(£p), tenemos que existe una sucesfan,}7>, en

X tal que, para cada € N, wy € f(£pg) Yy limw, = w. Comow #

(20, 10], pOdemos suponer que, # [z, 10| para cada& € N. Entonces,
para cadad € N, f(£pr) = {wx, [20,%]} Y h(pr) = wi. Por tanto,
lim A (px) = h(p).

Caso 2. f(<p) = {[z0, 0] }-
Como, paratoda € N, h(px) C f(£pr) Y lim f(E£pr) = f(£p) €
Fi1(X), tenemos quém h(py) = f(£p) = h(p). O

Afirmacion 8. f(£p) = {[z0, %]}, paratoda € C.

Demostracién.Ya hemos visto qué es una funcion continua. Como
F1(X) es naturalmente homeomorfdia podemos aplicar la Afirmacion
2 y obtener qué es constante o existec {0, 1} tal queh(p) = {[p,i]}
paratodg € C.
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Notemos que, unavez mdsta) = f(£b), implica queh(a) = h(b),
asi queh no es inyectiva y entoncéses constante.

Supongamos quin h = {{[wo, jo]}}. Si ocurriera quéwy, jo] #
[20,170]. Entoncesf(+p) = {[wo, jol, [20,70]} para todgp € C. Dada
p € C, f(xp) ¢ Fi(X). Como estamos suponiendo gfieno tiene
puntos fijos, por la Afirmacion 5+p N f(+p) # (. De manera que
+p N {[wo, jo], [20,70]} # 0. Pero si elegimos un puntey, € C \
{wo, 20, a, b}, tendremos quépy, 0], [po, 1] ¢ {[wo, jo, [20,7%0]}, lO cual
es absurdo. Esto muestra que), jo] = [20,%0). Por tantolmh =
{{[z0,70]}}. Entonces, para cagac C, h(p) no puede tener elemen-

tos enf(£p) \ {[20,%0]}. De manera qué(+p) = {[z0,%0]}. O

Afirmacién 9. SeaKk una composante d€ que no contiene a los
puntoszy, a y b. Seap € K. Entoncesf ({[p, o], [20,%0]}) = {[20, %0]}-

Demostracion.Por la Afirmacion 8, sabemos qyiétp) = {|zo, 0] }-
Por el Teorema 1.7 existe un arco ordenadde {[p, i, ¢ 1]} a=(C x
{io ® 1}). SeaJ = {t € [0,1] : f({lp,i0], w}) = {[20.0]} para
todaw € «(t)}. Como el Gnico elemento en(0) es [p,ip @ 1] y
f({[pv Z.OL [pv o 1]}> = f(:f:p) = {[Zo,io]}, tenemos qu@ € J. De
modo que tiene sentido defirty = sup J. Veremos que, en realidaty,
es un maximo. Se@,}°, una sucesion ed tal quelimt, = t,. En-
toncedim a(t;) = a(ty). Dadaw € «(ty), existe una sucesiofwy }7°
de puntos de&X tal que, paratoda > 1, wy € a(ty) Y limw, = w. Dada
ke N, f({[p,io), wr}) = {[20,70]}. Por la continuidad d¢, tenemos
que f({[p,io], w}) = {[20,0]}. ESto muestra que € J.

Queremos probar qug = 1. Supongamos, por el contrario, que
to < 1. Entoncesx(ty) es un subcontinuo propio dgC' x {io & 1}),
el cual es homeomorfo &, y en consecuencia, es indescomponible,
ademasr (K x {ip @ 1}) es una de sus composantes. De modo que
Oé(to) - W(K X {ZO @D 1}) ComO[CL,?;O @D 1], [b, 19 D 1], [Zo,io ©® 1] no
pertenecen a( K x {ig®1}), tenemos quey, ig] ¢ 7(K x {ip®1}). De
manera quez, 7o), [20, 70 B 1] & a(to) Y {[20, %0], [20, 10D 1]} Na(te) = 0.
Esto implica qu€z, ig] ¢ +a(ty). De modo que existe > 0 tal que
N (g, {[z0,70]}) N N(g,+a(ty)) = 0. Sead > 0 tal qued < ¢y si
A, B e F5(X)y H(A, B) < 6, entonced?(f(A), f(B)) < . También
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le pedimos & la propiedad de que si,wy € X Yy d(w,wy) < 4, en-
toncesH (+w, twy) < €. Sea\ > 0 tal que si|t — s| < A, entonces
H(a(s),a(t)) < 9.

Elegimost; > ty tal quet; < to + Ay t; < 1. Obtendremos una
contradiccion mostrando que € J. Tomemosw € «f(t;). Como
[t1 —to] < A, existewy € afty) tal qued(w,wy) < 6. De modo
que H(xw, xwy) < ey H(f({[p.io],w}), f({[p,io],wo})) < e. Ya
quewy € «afty), tenemos quetw, C +a(ty) Y f({[p,io], wo}) =
{[20,70]}. De manera quetw C N(e,tal(to)) Yy f({[p,io),w}) C
B(e, [20,10]). Por tantotw N N(e, {[20,%0]) = 0. Esto prueba que
+w N f({[p,io),w}) = 0. Comolp,ig ® 1] € a(0) C «alty), £p C
+a(to), de manera quepNN (e, {[z0,%0]}) = Oy £pN f({[p, o], w}) =
(. SeaA = {[p,io],w}. Hemos visto quetA N f(A) = (. Como
w € aty) C m(C x{ig®1})y [p,io) € C x {ip}, podemos aplicar la
Afirmacién 5y obtener qué¢(A) € Fi(X) (estamos suponiendo qufe
no tiene puntos fijos).

Hemos probado que, para cadac «(t1), f({[p,io], w}) € Fi(X).
Si hacemos)(w) = f({[p,i0], w}) tenemos una funcién continua :
a(ty) — Fi(X). Ya quea(t;) es un subcontinuo de(C' x {ip @ 1})
el cual es homeomorfo & y F;(X) es naturalmente homeomorfo a
X, podemos aplicar la Afirmacion 2 y obtener quiees constante o
que existej € {0,1} tal que, para todav = [u,ip ® 1] € «(ty),
f{Ip, 0], w}) = {[u, j]}. En el segundo caso, com@ i, & 1] € «(ty),
tenemos qu¢ ({[p, io], [p, 7o ® 1]}) = {[p, j|}. Pero, por la Afirmacion
8, f({[p.iol, [p,io ® 1]}) = {[z0.0]}. De modo quep, j] = [z, io], lo
cual implica quep € {a,b, zp}. Esto es absurdo pugsc K. Con esto
hemos probado que es constante. Ya que, io ¢ 1] € «a(t;), tenemos
que f({[p, io], w}) = {[20,70]}, para todav € «(t;). Por tantot; € J,
lo cual es absurdo. Esto termina la prueba detgue 1.

Con esto, hemos demostrado qé€[p, io], w}) = {[20, i0] } para toda
w € w(C X {ig®1}).

En el caso en que, = a, tenemos qué, ig] = [b,io @ 1] € 7(C X
{io ®1}), asi quef ({[p, io], [20, i0]}) = {[20,%0]} y ya terminamos. En el
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caso en que, = b, concluimos en forma parecida. Por tanto, podemos
suponer queq ¢ {a,b}. En particular]zy, io] ¢ P.

Por el Teorema 1.7, existe un arco ordengdde {[a, o]} an(C x
{io}). Seal = {t € [0,1] : f({[p,i0],w}) = {[20,70]} para todaw €
B(t)}. Comola,ig] = [b,ig® 1] € 7(C x {ip® 1}), por lo que probamos
antes,f({[p, o], [a,%0]}) = {[20,%]}, de manera qué € L. Entonces
tiene sentido tomas, = sup L. Procediendo como lo hicimos cognse
muestra que, € L. Es decir,sg = max L.

Si [z0, 0] € B(s0), entonces’ ({[p, io], [20, 0] }) = {[20, 0]} y Ya ter-
minamos. Supongamos entonces {yeig] ¢ 5(so). Esto implica que
so < 1. Vamos a obtener una contradiccion similar a la que obtuvimos
cuando supusimos qug < 1.

Si [z0,70 ® 1] € [(s0) C 7(C x {ip}), entonces, € {a,b}, lo
cual es absurdo. Por tantzy = {[z, 7o), [20, %0 @ 1]} no intersecta a
B(so). Esto implica quéz,io] ¢ £5(s¢). De modo que existe > 0
tal queN (g, {[z20,%0]}) N N(e, (£5(s0) U P) = 0. Comop ¢ {zy,a,b},
tenemos quép, i), [p, i0®1]}N{[20, i0], [20, 0D 1]} = 0, de manera que
también podemos pedir qué(e, £p)NN (e, £29) = 0. Sea > 0tal que
d<eysiA,Be Fy(X)y H(A,B) <d,entoncedi(f(A), f(B)) < e.
También le pedimos@la propiedad de que 8i, wy € X'y d(w, wy) < 4,
entoncedd (+w, twy) < €. Sea\ > 0 tal que si|t — s| < A, entonces

H(B(s),5(t)) < 0.

Elegimoss; > sg tal ques; < sp + Ay s; < 1. Obtendremos una
contradiccion mostrando qug € L. Tomemosw € [(s;). Como
|s1 — so| < A, existewy € B(sp) tal qued(w,wy) < 4. De modo
que H(tw, two) < ey H(f({[p, 0], w}), f({[p,io],wo})) < €. Ya
quew, € [(so), tenemos quetw, C +H(so) Y f({[p,io], wo}) =
{[20,70]}. De manera querw C N(e, +6(s0)) y f({[p,%0], w}) C
B(e, [20,70)). Por tantotw N N (e, {[20, i0]) = 0. Esto prueba que-w N
F{p.io,w}) = 0y Py f({[p,io),w}) = 0. Como f({[p,io], w}) C
N (e, £2), tenemos quetp N f({[p, i), w}) = 0. Sead; = {[p, i), w}.
Hemos visto quetA; N f(A;) = 0y que f(A;) N P = (). Podemos
entonces aplicar la Afirmacion 4 y obtener gifel) € F1(X).
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Hemos probado que, para cadac 5(s1), f({[p,io], w}) € Fi(X).
Si hacemos)(w) = f({[p,io], w}) tenemos una funcidon continua:
B(s1) — Fi(X). Ya quep(sy) es un subcontinuo de(C x {iy}) el
cual es homeomorfo & y F,(X) es naturalmente homeomorfoJ4,
podemos aplicar la Afirmacién 2 y obtener gues constante o que ex-
istej € {0,1} tal que, para toda = [u,io] € B(s1), f({[p,i0],w}) =
{lu,j]}. En el segundo caso, dado gueis] € [5(s1), tenemos que
f{lp;idl, la,i0]}) = {la, j]}. Pero sabiamos qui({[p, iol, [a,%0]}) =
{[20,70]}. De manera qul, j] = [z, 7o), l0 cual implica quey € {a, b},
contrario a lo que estamos suponiendo. Con esto hemos probado que
n es constante. Ya que,ig] € [3(s1), tenemos que ({[p,io], w}) =
{[20,%]}, para todaw € [(s;). Por tantos; € L, lo cual es absurdo.
Como esta contradiccion nacio de suponer gyeo] ¢ 5(so), conclui-

Mos quelz, io] € B(s0) Y que f({[p, io], [20,70]}) = {[20,70]}. O

SeaK como en la Afirmacion 9. Comd es densa e ([17],
Ejercicio 5.20, p. 83), existe una sucesifp.}°, de puntos deX
tal quelimp, = 2,. Con esto, es claro quéan f({[px, 0], [20,%0]}) =
f({[z0, @0}, [20, %0]}) Y cOomoO f ({[px. 7o), [20,%0]}) = {[20, 0]}, para toda
k € N, tenemos qu¢ ({0, %], [20 i0] }) = {[20, @]} Por tantof[zo, o]}
es un punto fijo parg. Esto contradice lo que supusimos y termina la
prueba de qué,(X) tiene la propiedad del punto fijo.

2.7 OMy MO

Definiciéon 2.26 Un mapeof : X — Y esOM (respectivamenté/Q)
Si existen un continu& y mapeoy) : X — Zy h : Z — Y tales que
f = hog, g es monoétono Y. es abierto (respectivamenjess abierto y
h es monotono).

Definicion 2.27 Un mapeof : X — Y escasi interior si para todo
y € Y y para todo abiertd/ de X que contiene una componente de

f~Hy) se tiene que € Int(f(U)).
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Lema 2.28 Los mapeos abiertos son casi interiores.

Demostraciéon. Seaf : X — Y un mapeo abierto y seane Yy
U C X un abierto que contiene a una componénitde f~*(y). Comof
es abiertg (U) es un abiertoy com6é' C U tenemos quéy} = f(C) C
f(U) = Int(f(U)). Por lo tantof casi interior.l

Lema 2.29 Los mapeos abiertos son confluentes.

Demostracion. Seaf : X — Y un mapeo abierto. Supongamos
gue f no es confluente, entonces existe un subcontiiwte Y y una
component& de f~!(B) tal quef(C) & B.

Seay € B\ f(C). Comoy ¢ f(C) sabemos qu¢~t(y) N C =
() y entonces podemos aplicar el teorema del Cable Cortado (Teorema
1.2) af Y(y)y C en f~(B), es decir, podemos obtener dos cerrados
ajenosH y K de f~!(B) tales quef'(B) = HUK, fY(y) C HY
C C K. Notemos que, com¢~'(y) C Hy H N K = (), tenemos que
y € B\ f(K)yentonces(K) & B.

ComoB es conexo Yf(K) & B, existep € Frg(f(K)). ComoK es
cerrado enf~!(B), que es cerrado eN, sabemos qué&’ es compacto.
Por lo quef(K) es cerrado y € f(K). Sear € f~!'(p) N K y sea
U un abierto deX tal quex € Uy U N H = (). Como [ es abierto,
sabemos qué¢(U) es abierto y dado que € U, sabemos que € f(U).
Comop € Frp(f(K)) tenemos que(U) N (B \ f(K)) # 0. Pero por
otro lado, comd/ N H = (), tenemos qué& N f~'(B) C K y por tanto
f(U)N B C f(K), una contradiccion. Asi quédebe ser confluentd

Lema 2.30 Los mapeos mondtonos son casi interiores.

Demostracion. Seaf : X — Y monétonoyseap € YyU C X
un abierto que contiene a una componeftele f~!(y). Como f es
mondtono, sabemos que!(y) es conexo y por lo tant6’ = f~1(y).
Supongamos qug ¢ Int(f(U)), entonces existe una sucesin -,
tal qued(yx,y) < 1+ Y yr ¢ f(U) paratodak € N, es decir,f ! (y) C
X \ U para todak € N. Para cad& € N, escogemos; € f~*(yx).
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Como X es compacto, podemos suponer que la sucesigh,-, con-
verge a algun punto € X. ComoX \ U es cerrado y cads, € X \ U,

sabemos que € X \ U. Por la continuidad d¢ sabemos qué¢(z) =

lim f(z;) = limy, = y, y entonces € f~!(y) = C C U, una con-
tradiccion. Entonceg € Int(f(U))y f es casi interiorll

Lema 2.31 Un mapeof : X — Y es monétono siy solo gir'(A) es
conexo para todo subcontinubdeY’.

Demostracion. (Necesidad) Supongamos qyiees monotono y sea
A un subcontinuo d&. Supongamos qué—!(A) es disconexo, es de-
cir, que existen cerradds y L que son ajenos y no vacios y tales que
f7Y(A) = KUL. ComoK y L son ambos compactg¥K) y f(L)
lo son también, en particular son cerrados. Cadihg L no son vacios,
f(K)y f(L)tampoco lo son. Recordemos qfe!(A) = K UL, asi que
A= f(K)U f(L). Dado queA es conexo, sabemos qfieX ) N f(L) #
0.

Seay € f(K)n f(L). Los conjuntosf*(y) N Ky f~Yy)NL
son cerrados, ajenos y como< f(K) N f(L) ambos son no vacios,
ademasf~'(y) C f'(4) = K UL, porloquef(y) = (f~'(y) N
K)U(f Y(y)NL). Esto muestraqué'(y)N Ky f~*(y) N L son una
separaciéon d¢ ' (y), pero comof es monétona sabemos qfie! (y) es
conexo, una contradiccion. Asi qyie’(A) es conexo.

(Suficiencia) Supongamos qye!(A) es conexo para todo subcon-
tinuo A deY. Como, para todg < Y, sabemos quéy} es un sub-
continuo deY’, tenemos qug ! ({y}) = f~'(y) es conexo, para toda
y € Y,y por lo tantof es monotonol

Corolario 2.32 Los mapeos monétonos son confluentes.

Demostracion.Seanf : X — Y mon6tono,A un subcontinuo d&
y C' una componente dg!(A). Por el Lema 2.31 sabemos qfie!(A)
es conexo, asi qug!(A4) = C y por lo tantof(C) = A. Asi quef es
confluente ®
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Lema2.33 Sih: X — Y yg:Y — Z son mapeos tales quees
ligeray g o h es casi interior, entonceges abierto.

Demostracion. SealU un abierto d&” y tomemosy € U. Seanz =
g(y) y C una componente de*(y). Comog(h(C)) = {g9(y)} = {z},
tenemos qué& C (go h)*(z).

SeaD la componente déy o 1) ~'(z) que contiene &. Comoh(D)
es conexo y o h(D) = {z}, tenemos qué(D) C g~'(z), pero comqy
es ligero,g~'(z) no contiene conexos no degenerados, por lo/que)
debe ser sélo un punto. ConidbC Dy h(C) = {y} debe suceder que
h(D) = {y}, es decirD C h~!'(y). Sabemos qué€' es componente de
h='(y), queD es conexoy qu€’ C D C h™*(y), entonce€’ = D.

Sabemos qué.~'(U) es un abierto que contiene@, que hemos
probado que es una componente gde 2) (), comog o h es casi inte-
rior tenemos que = g(y) € Int(go h(h=Y(U))) = Int(g(U)). Hemos
probado entonces qugy) € Int(g(U)) para today € U, asi quey(U)
es abierto y por lo tantg es abiertol

Definicion. Dada una funciory : X — Y decimos quey o h es
unafactorizacionde f si existe un continu@ y mapeosh : X — Zy
g:Z — Y talesquef =goh.

Teorema 2.34 Todo maped : X — Y tiene una factorizaciomg o h,
dondeh es monétono y es ligero.

Demostracion. La prueba de este teorema se divide en tres afirma-
ciones.

Afirmacion 1. Dado un mapeg’ : X — Y entre continuos, se
tiene queP = {C : C es componente d&(y), para alginy € Y} es
una descomposicién semicontinua superiorment& de

Demostracién. Mostraremos primero quf es una particion d&l’
(ver Definiciéon 1.12). Dadar € X sabemos que € f'(f(z))y
por lo tanto hay una componentéde f~!(f(x)) tal quex € C € P.
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Sabemos que dadag,y, € Y, diferentes,f ' (yy) N f~H(y2) = 0y
que cualesquiera dos componentes d¥y; ) son ajenas, por lo que los
elementos d& son ajenos dos a dos. Y finalmente, cofres continua,
f~Y(y) es cerrado para todac Yy como cada componente die!(y) es
cerrada erf~!(y), tenemos que todos los elementosRison cerrados.
EntoncesP es una particion de&(.

Ahora veremos qu® es semicontinua superiormente (ver Definicion
1.13). SearG € Py U un abierto tal qu&x C U. Mostraremos que
existe un abiertd” de X talqueG C V C U y que, cadavez quH € P
yHNV #0,setiene quél C V.

SealV = U {CeP:CnFrU)+#0}. Mostraremos qué'r(U) C

W'y queW es cerrado eX. Sear € Fr(U)y seaC la componente de
/7Y f(x)) que tiene a:. Entonce"' N Fr(U) # (), con lo queC' C W.
Comox € C, concluimos querr(U) C W. Sear € W y sedxy oo,
una sucesion el tal quelim z;, = x. Para cad& € N, seaC), € P tal
quexy € Cy. Dado que para cadac N tenemos qué€’;, € P, sabemos
queCy € C(X) y que f(Cx) = {yx}, para alguna;, € Y. Por ([14],
Corolario 4.3, p. 69) sabemos gieX) es compacto y que por hipétesis
Y es compacto, asi que podemos suponer que existe@(X)yy € Y
tales qudim Cy, = C'y limy, = y. Notemos que, como, € C) para
todak € Nylimz, = z, tenemos que € C ([14], Ejercicio 4.4, p. 70).

Mostraremos qué’ C f~(y). Seaz € C, comolim C;, = C sabe-
mos que, para cada € N, existez, € C} tales qudim z, = z ([14],
Ejercicio 4.4, p. 70). Come; € C} tenemos que (zx) = yx Y, COMO
f es continua, tenemos qyéz) = lim f(z;) = limy, = y. Asi que
ze f[THy)yC C fHy).

SeaD la componente d¢~'(y) que contiene &'. EntoncesD € P.
ComoCj, N Fr(U) # 0, para toda € N, sabemos qué' N Fr(U) # ()
([14], Ejercicio 2.7, p. 26), asi qu® N Fr(U) # ( 'y, por lo tanto
D c W. Con esto tenemos quec C' C D C W, conlo quer € W.
Hemos probado qué’ es cerrado.

SealV = U N (X \ W). El conjuntoV es abierto pue& y X \ W
lo son. Ademas, com&' N Fr(U) = 0y G € P, tenemos qué& C
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X \ W, conloqueG C V. SeaH € P tal queH N W # (). Entonces
existeE € PtalqueE N Fr(U) #0y EN H # (). Pero comdP es
particion, sus elementos son ajenos entre si, askgaeld y por lo tanto
HNFr(U) # 0yentoncesdH C W. Esto muestra que i € P es tal
queH NV # 0, entoncesd C X \ W.

SeaH € P talqueH NV # (). Mostraremos qué/ C V. Ya vimos
que, comoH NV # (), tenemos quél C X \ W. ComoFr(U) Cc W
tenemos entonces qué C U U (X \ U). Dado queH € P sabemos
que H es conexo, y com@ # H NV C H N U sabemos que entonces
H C U. Con esto tenemos qué C U N (X \ W) = V. La existencia
deV asegura qu@® es una descomposicién semicontinua superiormente.
O

Por el Teorema 1.18 esto es suficiente paraXjl sea metrizable.
Como X /P es imagen continua d& y X es un continuo, sabemos que
X/P es ademas, compacto y conexo. Enton€g¢® es un continuo.

Afirmacion 2. SeaP como en la Afirmacion 1, entonces: X —
X/P, la proyeccién natural d& a X/P, es mondtono.

Demostracion. SeaC € X/P. Por la definicion der sabemos que
7 }C) = C, que por la definicion d& es un conexo. Asi que es
monoétono.[]

Por la definicion déP sabemos qug(r—!(C')) es un punto para toda
C € X/P y m es una identificacion por definicion. Entonces podemos
aplicar el Teorema de Trasgresion (Teorema 1.1 yar y obtener un
mapeog : X/P — Y talquegom = f.

Afirmacion 3. El mapeog : X/P — Y que se obtiene al aplicar el
Teorema de Trasgresion es ligero.

Demostracion.Seany € Y y K una componente dg ! (y). Comor
es mon6tona sabemos gue! (K) es conexo. Dado qu€ C g~ (y) ten-
emos quer '(K) C 7 (g *(y)) = f'(y). Entonces existe una com-
ponente” de f~!(y) tal quer ' (K) C C'y entonceds C 7(C) = {C}.
De manera quéX tiene s6lo un punto y—!(y) es totalmente disconexo
paratoda € Y. [
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Hemos conseguido entonces un contitigP y mapeosr : X —
X/Pyg:X/P — Y tales quer es monétonog es ligeroyf = g o,
lo que concluye el teorem®

Teorema 2.35 Todos los mapeos casi interiores son OM. Es mas, cada
mapeo casi interiorf tiene una factorizaciorf = g o h, dondeh es
monotono yy es ligero y abierto.

Demostracion. Por el Teorema 2.34, todo mapgatiene una fac-
torizaciong o h tal queh es mondtono y es ligero. Por el Lema 2.33
sabemos que gies casi interior, entonceses abierto. Asi qu¢ = goh,

h es monotona y es ligera y abierta. Esto implica qyfees OM.1

Lema2.36 Sig : X — Zy f : Z — Y son mapeos confluentes,
entonces = f o g es confluente.

Demostracion.Seak un subcontinuo d& y seaC' una componente
deh™!(K). Notemos que(C') es conexo y qué(g(C)) = h(C) C K,
es decirg(C) C f~}(K). SeaD la componente d¢—!(K) que contiene
ag(C)y seaF la componente dg ' (D) que contiene &'. Observemos
queh(E) = f(g9(E)) C f(D) C K, esdecirE C h™}(K). PeroE es
conexo y contiene &', que es una componente de! (K), por lo tanto
E=C.

Comog es confluente, sabemos que”) = D, y comof es conflu-
ente, sabemos qug D) = K. Entoncesi(C) = h(E) = f(g9(F)) =
f(D) = K y por lo tantoh es confluentell

Corolario 2.37 Los mapeos casi interiores son confluentes.

Demostracién. Si f : X — Y es casi interior, por el Teorema 2.35
sabemos qu¢ es OM, es decir composicion de un mapeo monétpno
seguido por uno abierth, ambos son confluentes por el Lema 2.29 y
el Corolario 2.32. El Lema 2.36 implica que entonges= h o g es
confluente ®
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Lema2.38 Sig: X — Zy f:Z — Y son funciones casi interiores,
entonces, = f o g es casi interior.

Demostracion. Seany € Y, C una componente de!(y) y U C X
un abierto tal que” C U. Entonceg(C) es un conexo Y (g(C)) =
h(C) = {y}, es decirg(C) C f~(y). SeanD la componente d¢'(y)
que contiene g(C) y E la componente de~'(D) que contiene &.
Tenemos qué(E) = f(g(F)) C f(D) = {y}, de manera qué&’ C
h~'(y). Entonces tenemos quees un conexo contenido érr!(y) tal
queC C E, peroC es una componente de!(y), asi queC’ = E. Por
el Corolario 2.37 sabemos qyees confluente, asi qugC') = D.

Paracada € D, seaC, una componente de!(z) que intersecta@'.
Comoz € D C f~*(y) tenemos que1(z) C g~ (f1(y)) = h (y).
EntoncesC., es un conexo contenido €m!(y) y por tanto debe estar
contenido en una componente kie' (y), pero como intersecta@ esa
componente debe sél, es decir(C, ¢ C C U. Comog es casi interior
tenemos que € Int(g(U)) y entonceg)(C) = D C Int(g(U)).

Comoj es casi interiorD es una componente de'(y) y Int(g(U))
es un abierto tal qu® C Int(g(U)), tenemos que

y € Int(f(Int(g(U))) C Int(f(g(U)) = Int(h(V)).
Esto muestre quk es casi interiorll

Teorema 2.39 Los mapeos OM son casi interiores.

Demostracion.Si f : X — Y es OM es porqu¢ es composicion de
un mapeo mondétong seguido por uno abierth, ambos casi interiores
por los Lemas 2.30y 2.28. El Lema 2.38 implica que entorfcesh o g
es casi interiorll

Hemos probado entonces que, para un mgpeaX — Y, las tres
condiciones siguientes son equivalentes:

a) f es casi interior.

b) f es OM.

c) f se puede descomponer corfie= h o g, dondeg es monotona y
h es ligera y abierta.
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Con esto en mente, podemos dar otra caracterizacion de los mapeos
OM. Una caracterizacion que, para nuestros fines, sera especialmente
atil.

Definicién 2.40 Dada una sucesiof4;};~, de subconjuntos d& se
define elLs,, .., A, como el conjunto de puntas € X tales que existe
una sucesion de nimeros positivas< n, < - - - y exisen puntos,, €
A, tales qudim z,, = =.

Teorema 2.41 Un mapeof es casi interior si y solo si cada vez que
una sucesiér{y, } -, converge ay € Y, se tiene qUe.s, .o/ (yn)

intersecta a cada componente fie!(y ).

Demostracion. (Necesidad) Sf es casi interior, tomamos una suce-
o

sion {y, }.—, que converge g enY y C una componente dg ' (y).
Vamos a definir una sucesion de puntgs, inductivamente.

Comenzamos comy, € X cualquiera yn, = 0 y procedamos como
sigue: paracada= 1,2, ..., supongamos que ya escogimos los primeros
k — 1 elementos de la sucesién (con sus respectivesl indices), de
tal manera quey; < ny < --- < mng Yy, paracada € {1,2,....k — 1},
se tiene que:,, € N(3,C) N f*(yy,). Sabemos qué/(1/k,C) es un
abierto que contiene@. En virtud de quef es casi interior se tiene que
f(N(1/k,C)) tiene ay en su interior. Comdy,} -, converge a ex-
isten; > ny_; tal quey,, € f(N(1/k,C))y entonces podemos escoger
Tay € N(1/E,C) OV f 7 (y,)-

Construyendo la sucesion como lo hicimos hemos asegurado,gae
f_l(ynk) paratoda = 1,2, ...y quen; < ny < nz < ---. Como nuestro
espacio es compacto, pasando a una subsucesion si es necesario podemos
suponer que la sucesion gdg,_converge a un punte que, por construc-
cion, esta erLs,, .../ '(y.). Pero notemos qué(z,,,C) < 1/k, por
lo qued(z,C) = 0. Al ser C' una componente dé *(y) es cerrado en
f~Yy), que a su vez es cerrado &n asi queC' es cerrado eX y en-
toncesr € C. Hemos probado entonces qie, ... f ! (y,) intersecta a
cualquier componente d& ! (y).
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(Suficiencia) Ahora supongamos que se satisface la otra condicién y
tomemos un abiertd’ que contiene a una componefitale f~!(y) para
algny € Y. Siy no esté en el interior dé(U) es porque existe una
sucesion{y, }.—, enY \ f(U) que converge g. Notemos que en ese
casof !(y,) € X\U paratoda: € Ny que entoncess, .../ ' (y,) C
X\ U cC X\ C, lo que contradice la hipétesis. Por lo gueebe estar
en el interior def (U) y f debe ser casi interioll

Corolario 2.42 Una funcién es OM si y solo si cada vez que una suce-
sién{y,} -, converge & enY se tiene qu& s, .../ ' (y,) intersecta a
cada componente d& ! (y).

Gracias a este Ultimo corolario podemos probar el siguiente teorema:

Teorema 2.43 Si f,, es OM, para alguna € N, entonceg es OM.

Demostracion. Sea{y,,} -_, una sucesion el que converge a un
puntoy € Y. SeaC una componente dg¢!(y) y seaC la componente
de ' ({y}) que contiene &, (C). Entonce¥ es conexo yF,;(C) C C,
asi que podemos aplicar el Lema 1.4 y concluir §iie= ( J{E : E € C}
es conexo. Ahora probaremos que= C.

Dadoz € C tenemos quéz} € F,(C) C Cy entonces: € | {E :
E € C} = M. Con esto tenemasS C M.

Sixz € M es porque existel € C tal quexz €¢ A. ComoA €
C cf.*({y}), sabemos qu¢,(A) = {y} vy, en particular,f(z) = y.
Hemos probado qué/ c f~!'({y}) y ya sabiamos qué/ es conexo.
PeroC Cc My C es componente d&'({y}), por lo queC = M.

Como f,, es un mapeo OM ¥{y,,}} °_, converge &y}, sabemos
que (Lsm—oofy, '({ym})) N C # 0. Sead € (Lsyoofy ' ({ym})) NC.
Como A € Lsy .oof, ({ym}) Sabemos que existen enteros positivos
my < mg < mg < ---yconjuntosd,,, € f, ' (yn, ) tales qudim A,,, =
A. Fijlemosz € A. Comolim 4,,, = A, existen puntos,,,, € A,
tales qudim x,,, = = ([14], Ejercicio 4.4, p. 70). Como cad4,,, €

7 {ym, }), tenemos qué,,(A,,,) = {ym, } ¥, €en particularf(z,,, ) =
Ym,» €S decirz,,, € f(ym,). Comolimz,, = z, esto implica que
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T € Lspm_oof (Ym). Sabemos también quec A € Cy queM = C,
entonces: € C. Entonces: € (Lsy—oof H(ym)) N C.

Hemos probado que para toda componéntde f~!(y) y toda suce-
sion{y,,}.°_, enY que converge a un pungpc Y, se tiene que&’' N
L$m—oof " (ym)) # 0. Por el Corolario 2.42, podemos concluir gfies
oM. m

De nuevo tenemos que preguntarnos si sera cierto el otro sentido de
esta implicacion. Para el caso= 2 hemos hecho ya todo el trabajo
necesario para poder afirmar que si.

Teorema 2.44 Si f es OM (MO), entonceg, es OM (MO).

Demostracion.Si f es OM, entonces existen un continiy mapeos
g: X — Zyh:Z — Y tales quef = ho g, g €s monétono y
h es abierto. Consideremos entonces el contifiu@?) y los mapeos
g2 Fo(X) = Fo(Z) Y hy : Fo(Z) — Fo(Y). Por los Teoremas 2.6 y
2.8 sabemos qug es monotono y quk, es abierto. Ademas, claramente
fa = hg o g, con lo quef, es OM. (Analogamente con MCH

Corolario 2.45 f es OM siy sélo sf; es OM.

Desafortunadamente, como en el caso de los mapeos abiertos, esta
implicacion no es cierta para> 3.

Ejemplo 2.46 Existe un continuoX y un mapeof : X — X que es
OM y MO y cuyo mapeo inducidp, : F,(X) — F,(X) no es OM ni
MO para ningunan > 3.

SeanX = [0,1]y f : [0,1] — [0, 1] definida como:

f(x)—{ 2z, Siz € [0,%],

2—2x, size[3,1]
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(0,0) (1,0)

Grafica def

Es muy facil convencerse de que esta funcion es un mapeo abierto. Y
entonces simplemente componemos con la identidad0, 1] — [0, 1]
de manera qu¢g = foid = ido f. Comoid es monotona ¥ es abierta,
concluimos que el mapegbes OMy MO.

Supongamos que > 3y quef,, es OM. Esto quiere decir que existen
un continuoZ y mapeos; : F,,([0,1]) — Zy h : Z — F,([0,1]) tales
queg es mondtonok es abierto yf,, = h o g. Notemos queg ~!(z) tiene
a lo més dos puntos para todce [0, 1].

DadoA € F,([0,1]), afirmamos que'(A) tiene a lo mas™ pun-
tos. Para cad® € f,'(A)ya € A sabemos qué tiene a lo mas
tres opciones para intersectaf @ (a), porquef—!(a) tiene a lo méas dos
puntos. Estas formas de intersectarse son: intersectarlo en un punto, in-
tersectarlo en el otro, o intersectarlo en los dos. Ceti@ne a lo mas
n puntos yB esta determinado por la forma de intersectar a ¢gadéa)
es evidente la afirmacion anterior.

Observemos que, para todoc Z, se tiene que, (¢ '(z)) = (ho
9)(g7(2)) = h(z), es decirg(z) C f,*(h(z)). Comog es monétono
y /.1 (h(z)) es finito, tenemos qug ' (2) debe constar sélo de un punto.
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Asi queg debe ser inyectivo y por tanto un homeomorfismo. En particular
g debe ser abierto. Confoes abierto, por hipotesis, tenemos ¢fije=

h o g es abierto. Coma > 3, el Teorema 2.9 nos dice qug es abierta

s6lo cuandg’ es un homeomorfismo, y éste no es el caso, generando una
contradiccion. Por lo tantd, no puede ser OM.

Supongamos ahora gyfg es MO. Entonces existen un contindoy
mapeosy : F,([0,1]) — Wy S : W — F,([0,1]) tales quex es abierto,
£ es monotono yf,, = B o a. Como sabemos que es suprayectivo,
sabemos que, para todoc F,,([0, 1]), se cumple quén— (57" (A))| >
|37 (A)|. También sabemos qug'(A) = a~'(37'(A)) es finito, asi
que 57! (A) es finito. ComoB es monétono sabemos que'(A) es
conexo, entonces ' (A) debe ser un conjunto con un solo punto. Hemos
probado que’ es inyectivo y por tanto un homeomorfismo. En particular
[ debe ser abierto. Com® es abierto, por hipotesis, esto implica que
fn = B o« es abierto. Coma > 3, el Teorema 2.9 nos dice qyg
es abierta sélo cuandp es un homeomorfismo, y éste no es el caso,
generando una contradiccién. Por lo tafitano es MOR

2.8 Atomicidad

Definicion 2.47 Un mapeof : X — Y esatdmicosi para todo sub-
continuo K de X se tiene quef(K) = {y} para algunay € Y 6

PR = K.

Teorema 2.48 Si f,, es atbmico, para alguna € N, entoncesf es
atomico.

Demostracion. Seak” un subcontinuo d&. EntoncesF;(K) es un
subcontinuo deF,,(X) y comof,, es atdbmico tenemos queg(Fi(K)) =
{A} paraalgimd € 7,,(Y) 6 £, (fu(F1(K)) = Fa(K).

Si fo(Fi(K)) = {A}, fijamos{ky} € Fi(K) y recordamos que
fn({ko}) = {f(ko)}. Entoncesd = {f(ko)} y con estof,(F1(K)) =
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{{f(ko)}}. Porlotantof,,({k}) = {f(k)} = {f(ko)}, paratodd: € K,
con lo quef(k) = f(ko) paratoddk € Ky entonces (K) = {f(ko)}.

Si [N (fu(F1(K))) = Fi(K), tomandar € f~(f(K)) tenemos que
existek € K tal quef(x) = f(k). Entoncesf,({z}) = {f(x)} =
{f(k)} = fu{k}) € fu(F,(K)). Es decir{z} € [ (fu(F1(K))) =
Fi(K),conloquer € Ky f'(f(K)) C K. Esto es suficiente para
quef~!(f(K)) = K. Por lo tantof es atbmicall

Ejemplo 2.49 Existen continuos( e Y y un mapeo atémicg : X —
Y tal quef, : F.(X) — F,(Y) no es atdmico, para ninguna> 2.

SeanX = S' U {(t-cos(:&),t - sen(5)) : t € [0,1)} CR%LY =
[0,1]y f : X — Y definida comof((x,y)) = ||(z,y)||- El continuoX
es la cerradura de la espiral convergiendo al circulo unitario por dentro y
f claramente es un mapeo.

X

Primero observemos quyéx\s: €s un homeomorfismo en su imagen.
Dado un subcontinu& de X notemos que s6lo hay tres opciones para
K, asaberK ¢ S, K ¢ X \S' 6 K intesecta &' y a X \ S'.

En el primer casof (K) = {1}. En el segundo cas& es un arco
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y la funcién f|x es un homeomorfismo por lo qye!(f(K)) = K.
Para el tercer caso notemos que, cofﬁdntersecta tanto &' como

a X \ S!y es conexo, S|empre que - cos(), s - sen(:=)) € K,
debe suceder qug - cos(1),t - sen(15)) € K para todot € [s,1).
ComoK es cerrado esto |mpI|ca q&% C K yqueK es de la forma
K = S'"W{(t- cos(:&),t - sen(X)) : t € [tg, 1) }paraalgurtoe [0,1).
En este cascf( ) [to, 1] y s6lo falta notar que ' ([tg,1]) = St U
{(t-cos(y%),t-sen(:)) : t € [to,1)} = K. Hemos probado entonces
quef es atomlca

Dadan > 2, para ver qug,, no es un mapeo atoémico, basta tomar

K — {{(0, 1), (¢ - cos( it),t Csen(——))} st € [0, 1]}

1 1-1 2
K es homeomorfo al interval[ 1/2]y, por lo tanto, K" es un subcon-
tinuo deF, (X). Perofn {{1 t}:t € [0,3]}, que es un continuo

no degenerado, ¥, !(f.(K )) = {{z, (t - cos(15),t - sen(755))} = t €
[0,1/2],x € St} # K. Por lo quef,, no es atomlcal

De hecho, la idea del Ejemplo 2.49 se puede generalizar para probar
el siguiente teorema.

Teorema 2.50 Sif, : F,(X) — F,(Y) es atdmico, para alguna > 2
y Y es no degenerado, entoncgéss un homeomorfismo.

Demostracién. Sead una métrica pard’. Basta probar qu¢ es
inyectivo. Supongamos que existen) x, € X tales quef(x;) = f(z2).
ComoY es no degenerado J es suprayectiva existe; € X tal que
f(z1) # f(z3). Llamemosdy, = d(f(z1), f(x3)) Por el Teorema 1.7,
existe un arco ordenade de {z3} a X. Seal' : C(X) — C(Y) la
funcion inducida porf ([14], Ejercicio 2.10, p. 27). Entoncdso « :
[0,1] — C(Y') es una trayectoria dgf (z3)} aY'.

Consideremos la funciép : C(Y) — [0,00) dada porg(K) =
d(f(x1), K), paratodo € C(Y). Claramentg es continua. Con esto
tenemos que la funciéf = go F o« : [0,1] — [0, 00) es una funcion
continua. Por lo quég([0, 1]) debe ser un conjunto conexo. Tenemos que
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A1) = d(f(21),Y) = 0y ques(0) = d(f(x1),{f(z3)}) = do. Como

53([0,1]) es conexas ' (L) debe ser no vacio. Elegimos ' (%).
Notemos qué’(«a(t)) debe ser un subcontinuo tfeque tiene & (z3)

y dista def (z1) menos que,, por lo que es no degenerado, pero ademas

dista def(x;) més que cero, por lo qu&z;) ¢ F(«(t)). Por lo tanto,

A = a(t) es un subcontinuo d& que no intersecta A& !(f(z1)) y tal

quef(A) = F(«(t)) es no degenerado.

Consideremos ahotd = {{z1,v} : v € A} que al ser homeomorfo a
A es un subcontinuo dg&,(X). Entoncesf,,(K) = {{f(z1),w} : w €
f(A)} no esdegenerado pug&A) no lo es. Pero ademds,({xz, v3}) =
(@), f(x)} = {f(21), fzg)} € fulK) Y {w2,5} ¢ K por lo que
7Y fa(K)) # K. Esto muestra qué, no es atbmico. Comenzamos
suponiendo quég no era inyectivo y hemos mostrado que entonGeso
es atomico, asi que gj, es atdbmico debe suceder gfies inyectivo y
por lo tanto, un homeomorfismil

2.9 Ligadura

Definicion 2.51 Un mapeof : X — Y esligador si para todo subcon-
tinuo B deY y cualquier par de component€sy D de f~!(B) tenemos

quef(D) N f(C) # 0.

Teorema 2.52 Sif, : F,(X) — F,(Y) es ligador, para alguna € N,
entonces : X — Y es ligador.

Demostracion. SeaB un subcontinuo d& y seanC' y D dos com-
ponentes dg~!(B). Notamos quefF; (B) es un subcontinuo d&,, (V")
y que F(C) y Fi(D) son conexos contenidos g1 (F;(B)). SeanC
y D las componentes dg ' (F,(B)) que contienen &'y D, respectiva-
mente. Sead/ = |J{F: Ec€C}y N =J{E : E € D}. Probaremos
queM =CyN = D.

ComoF;(C) C C, tenemos qué’ C M. ComocC es cerrado, conexo
y contiene aF;(C') podemos aplicar el Lema 1.4 y concluir qi& es
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conexo. Six € M es porque existé’ € C tal quex € E. Como
E € C cfY(Fi(B)) tenemos qué,,(E) = {b}, para alglrb € By, en
particular,f(x) = b. Porlo queC C M C f~*(B), peroM es conexoy
C es componente dg!(B), entonce€’ = M. Analogamenté) = N.

Como f, es ligador, sabemos qu&(C) N f,.(D) # (. SeanA; € C
y Ay € D tales quef, (A1) = f.(A2). Seana; € Ay yay € A, tales
que f(a;) = f(a2). Comoa; € A; € C, tenemos que; € M = C.
Analogamenteg, € Dy por lo tantof (D) N f(C) # 0, con lo quef es
ligador.

Ejemplo 2.53 Existe un continuoX y un mapeof : X — X que es
ligador cuyo mapeo inducidg, : F»(X) — F2(X) no es ligador.

SeanX = [0,1]y f : [0,1] — [0, 1] dada por:

L4 9, SixE[O,l],
f(z) = %—23@, Sixe[}l,%],
2x—%, Simé[%,l].

1
(Z'l)

(110)

Grafica def
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Claramentef es un mapeo. Veamos qiiees ligador. Sed = |t s
un subcontinuo dé), 1].

. 1 1 -1 g1 3_g 3_4
Sit > 5, entonces ™ (B) = | 5%, 5% | U [22 , 45|, cada uno de
estos dos intervalos llenafa al aplicarlef, y ambos son conexos, asi

que todas las componentes fie'(B) llenan aB bajo f y por lo tanto,
sus imagenes se intersectan. El caso% es analogo.

El dltimo caso es cuando < % ys < % en este caso tenemos que

_1 3_, 3_ 3 .
fYB) = [O, 522] U [22 ,QTt} U [HT?,l], cada uno de estos tres in-

tervalos es conexo y su imagen tiené,aasi gue cualgquier componente
de f~1(B) tiene a% en su imageny, por lo tanto, cualesquiera dos de sus
componentes se intersectan. Esto pruebafgesligador.

Para ver quég, no es ligador consideremos el siguiente conjuntce:
{{3,2} :z e[, 2]} U{{z, 1} : 2 € [}, 3]} El conjuntoA es unién de
dos continuos que se intersectan en el elem{aﬁué } entoncesd es un
subcontinuo der;, ([0, 1]). Observemos que

[t (A) =

{30} o0l U{z ot v e B U{{z 0} v e [§ 11U
{32} o e 05y U{{ e} e e [f5U{{d e}z e [E 1)U
{32} v 0 u{{3 e} v e B3V o) o e [§1}U

{La}ioe OO Lo}z e AU {{Tah o e (L)

Notemos que los conjund@ = {{},z} : 2 € [0,2]} yC = {{I, 2} :
x € |0, g]} son subconjuntos cerrados, ajenos entre ellos y ajenos al resto
de los uniendos que formafy'(A). Por tantoD y C son componentes
de f,*(A). Notemos quef(D) = {{],2} : = € [3, 3]}y f2(C) =

{{}U T}z € [}1, %]} no se intersectan. Por lo gyeno es ligadorall
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2.10 Propiedades Hereditarias

Definicion 2.54 Dada una propiedagk para un mapeo. Decimos que
un mapeof : X — Y eshereditariamentér si para todo subcontinué
de X setiene que|s : A — f(A) tiene la propiedaéR.

Observacion. Si f,, : F,(X) — F,.(Y) es hereditariament®, para
alguna propiedaék y algunan € N, entoncesf : X — Y es heredi-
tariamenteR. Esto es por que para cada subcontidude X, la funcion
folma) + Fi(A) — Fi(f(A)) se comporta topologicamente igual que
fla: A — f(A). Asi que, comaF;(A) es un subcontinuo dg&,(X) y
fr €s hereditariament®, sabemos qug, |, ), Y por lo tantof| 4, tiene
la propiedadiR. Con esto, tenemos qufees hereditariament.

Algunas de las propiedades hereditarias que se estudian mas frecuente-
mente son, por ejemplo: monotoneidad hereditaria, confluencia heredi-
taria, confluencia débil hereditaria, etc. Para estas propiedades tenemos
los siguientes resultados:

Teorema 2.55 Sif,, : F.(X) — F,(Y) es hereditariamente monotono,
para algunan > 2y Y no es degenerado, entoncés: X — Y es
homeomorfismo.

Demostracion. Basta probar qu¢g es inyectivo. Supongamos que
existena, b € X diferentes tales qué(a) = f(b) = y. ComoY no es
degenerado, existec Y, diferente dey. Seary, € X\ (f 1 (y)uf—1(v)).

La existencia de, se da porque& es conexo Yy no puede ser la unién de
los cerrados ajenos (y no vacigs)' (y) y f(v).

Consideremos ahora los siguientes conjuntbs: {{a, z} : x € X},
C={{bz}:x€ X}, D={{xg,x}:2€ X}. ACy D son homeo-
morfos aX y por lo tanto continuos. Notemos quéNC ={a,b} y
CND ={b,xo} porloqueg = .AUC UD es unsubcontinuo d&,(X).

Analicemos el mapeg,|¢ : G — f.(G).
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Notemos que, comg(zo) # v,y, tenemos quéf,|q) *({y,v}) C
AU D, de hecho(f,lg) ({y,v}) = {{a,z} : x € [~ (v)} U{{b,z} :
x € f~1(v)}, que son cerrados ajenos, y son no vacios puég) # 0,
por lo que(f,.|g) t({y,v}) es disconexo yf, no es hereditariamente
monotona. Eso concluye el teorenii.

Teorema 2.56 Si f,, : F.(X) — F,(Y) es hereditariamente débil-
mente confluente, para alguna > 3, entoncesf : X — Y es un
homeomorfismo.

Demostracion. Supongamos que existenb € X, diferentes, tales
que f(a) = f(b) = yo. Usando arcos ordenados se pueden construir
dos subcontinuos no degenerados y ajelog L, que no tienen &.
Seand € f~YL)yc € f~YK). Construimos los conjuntag =
{Ha,b,2} rx € X}, B={{a,d,z}:x€ X}yC={{bc,z} : 2 € X}.

Sabemos ([14], Lema 2.3, p. 24) que la funcipn X3 — F3(X)
definida comop((z,y, 2)) = {z,y, 2} es continua. Notemos qué =
o({a} x {b} x X), B=o({a} x {d} x X)y C = é({c} x {b} x X) asi
queA, By C son conexos y compactos. En vista de §ué, d} € ANB
y{a,b,c} € ANC, sabemos quat = AU B UC es un subcontinuo de
Fal(X).

SeankC = {{yo, f(d),w}:we K}y L = {{yo, f(c),w} : w € L}.
Por un razonamiento analogo al anteriGry £ son cerrados y conexos.
Mostraremos qu& = XC U L es un subcontiuo dg,(M).

Como {yo, f(c), f(d)} € Kn L, sabemos qu&k es un continuo.
Comof es suprayectiva, dadoc K, exister € X tal quef(z) = k. De
tal manera quef,({a,d, z}) = {vo, f(d), k} y entoncesC C f,(B). De
manera anélogé C f,(C), porloqueR = KU L C f.(B)U f,(C) C
fn(M) y entoncesk = K U L es un subcontinuo dg,(M).

Por la eleccion de sabemos qué(d) € Ly, por la eleccion de¥,
sabemos qué. N K = () y quey, ¢ K. Asi quef(d),yo ¢ K. Con esto
sabemos quie C F5(X) \ F»(X). De manera analogd, C F3(X) \
F>(X) y entoncesR C F3(X) \ Fa(X).
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Mostraremos qu¢, |, : M — f,,(M) no es débilmente confluente.

Tenemos que

(folm)H(R) = fIH(R)NM
= (' (RNA U R)NB)U(f, ' (R)NC).
Observemos que, para todo € X, se tiene quef,({a,b,z})

{vo, f(2)} € Fo(X). Porlo quef, {(R)NA =0y (fulm)H(R)
(L (R)NB) U (f 1 (R) N C).

Mostraremos qué(R)NB = {{a,d,z} : x € f7HK)}y f,1{(R)N
C={{b,d,xz}:z € f~L)}.

Primero notemos que, si € f~!(K), tenemos quda,d,z} € B

y falla,d.z}) = {wo, f(d), f(r)} € K C R. Asi que,{a,d,x} :
r € f YK)} c f,7Y(R)n B. Supongamos ahora qye,d,r} €

Bnf,}(R). Vamos a ver que € f~'(K). Notemos qud,,({a,d,z}) =
{vo, f(d), f(x)} € R = KU L. Con esto{y, f(d), f(x)} € LO
{vo, f(d), f(z)} € K. Si{yo, f(d), f(x)} € L, entonces sabemos que
{yo, f(d), f(x)} = {wo, f(c),w}, para alguna € L. ComoK N L = (),

yo ¢ K, f(d) € Ly f(c) € K, tenemos queo, f(d) # f(c)y entonces

f(z) = f(¢) € K. Conestog € f~1(K). Si{y, f(d), f(z)} € K,
entoncesyo, f(d), f(z)} = {yo, f(d),w}, para algunav € K. Como
KNL=0,y ¢ K, fd € Lyw € K, tenemos qugo, f(d) # w
y entoncesf(z) = w € K. Con estog € f~!}(K). Siendo esas las
Unicas dos opciones tenemos que, en cualquier aaso,f~!(K), por
lo que BNf, ' (R) C {{a,d,z} : z € f7(K)}. Entoncesf,(R)N
B ={{a,d,z} : z € f~}(K)}. Andlogamentef *(R)NC = {{b,d,z} :

z e fH(L)}

Notemos que

£ (R)NB) = fu{{a.d.a}:ze fHE)}) =
{f@@), f(d), f(x)} = we fHEK)}={{y, f(d),w}: w e K}
= K.

Y analogamentef,,(f,, '(R)NC) = L.
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SeaN una componente dg,|r) "' (R), notemos que,  (R) N By
7Y (R) N C son cerrados ajenos, porlogie C f 1 (R)NBON C
fTHR)NC. ComoK ¢ Ry L & R, tenemos qué,(f, H(R)NB) & R
Yy fo(f7Y(R)nC) & R. Entonces, en cualquier casf),(N) ¢ R.
Esto muestra qué, |, : M — f,(M) no es débilmente confluente y
gue f,, no es hereditariamente débilmente confluente, lo que concluye el
teoremall

Definicion 2.57 Un subcontinuc de X esterminalsi cumple que, para
cada subcontinu® de X, se tienequd3 c A6AC BOANB = 0.

Teorema 2.58 Si f5 : F2(X) — F»(Y) es hereditariamente confluente,
entonces : X — Y es mondtono ¥~!(y) es un continuo terminal para
today €Y.

Demostracién.La prueba se basa en la siguiente afirmacion.

Afirmacion 1. Si existeny € Y tal quef~'(y) es no degenerada y un
subcontinuod de X tal queANn f~1(y) # 0, f~*(y) L AYyA L f7!
entoncesf, : F5(X) — F2(Y) no es hereditariamente confluente.

Supongamos que si existeny seag AN f~1(y), b € f~(y) \ A
yce A\ f'(y). Notemos quef(a), f(c) € f(A)yquef(a) =y #
f(c), asi quef(A) es no degenerado. Sedn={{a,z}:x € X}, B =
{{b,z} 0 € X},C = {{c,z}:x € A}y M = AUBUC. Notemos
que A, By C son conexos, cerrados y qdie,b} € ANBYy {a,c} €
ANC, por lo queM es un subcontinuo d&;(X).

Seak = {{f(c),z}: 2z € f(A)}, comoA es un continuof(A) lo es
también y por lo tanto tambié@ es un continuo, ademas, coryig4d) no
es degenerado, tampokd Observemos qué,(C) = K y que entonces
KC es un subcontinuo dg(M). Mostraremos qués |y : M — fo(M)
no es confluente.

Dadoque(leM)_l( )= (£ (K)NA) U (1 (K)NB)U(fy(K)N
C)={{a, 2}z e f7H(f(c DI ESURIEEC & Hf(e )UC}yquelos
conjuntos{{b,z} : x € f~1(f(c))} y {{a,z}:x € f(f(c))} UC son
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cerrados, ajenos y no vacios, sabemos que existe una comp@nhdate
(f2lrm) " (K) que se queda contenida €fb, 2} : z € f~1(f(c))}. Pero
entoncesfz(D) C fo({{b,z}:z € f7H(f(c)}) = {{y, f(0)}} & K.

Con lo que concluimos qug|. : M — f2(M) no es confluente y por

lo tanto f> no es hereditariamente confluente. Esto prueba la Afirmacién
1.0

Supongamos que exisyec Y tal quef~!(y) no es conexo. Entonces
existen cerrados ajenos y no vacioy L tales quef~'(y) = KUL. Sea
C una componente d&'(y) contenida eriX. Por el Teorema 1.7 existe
un arco ordenada : [0,1] — C(X) deC aX. Comoa(0) = C C K,
a(0) ¢ X \ L. De manera que existe > 0 tal quea(s) C X \ L.
SeaA = «(s). EntoncesA es un subcontinuo d& tal quel) # L C
Y y)\AyD#£C c f~Yy)NA. SiA C f1(y), entoncesA tiene que
estar contenido en una componentefdé(y), asi queC’ = A. Esto es
absurdo pues > 0. Por tantoA ¢ f~'(y). Hemos construido entonces
un subcontinuod de X tal quef~'(y) N A # 0, f(y) € Ay A ¢
/7 (y). Por la Afirmacién 1 esto implica qug no es hereditariemente
confluente, una contradiccion. Asi gfie!(y) es conexo para todac YV
y por lo tantof es mondotono.

Supongamos ahora que exigtec Y tal que f~*(y) no es termi-
nal. Entonces, por la definicion, existe un subcontidude X tal que
Bnf Yy #0,B¢ fyyf*y ¢ B. PorlaAfirmacién 1
esto implica quef; no es hereditariamente confluente, lo que genera una
contradiccion. Asi qug—!(y) debe ser un continuo terminal para toda
yeY.l

Definicién 2.59 Un continuo K esdescomponiblei existen dos sub-
continuos propiosl y B de K tales que = AU B.

Teorema 2.60 Sif, : F2(X) — F»(Y) es hereditariamente confluente,
entonces para todo subcontinuo descomponible Y y para todoy €
Y \ K, se tiene qug~!(y) es un conjunto de un solo punto.

Demostracién. Seak C Y un subcontinuo descomponible. Seé&n
y B subcontinuos propios df tales quek’ = AU Byseay € Y \ K.
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El Teorema 2.58 nos dice qyfees monoétona, asi que(y), f1(B)y
/7Y K) son subcontinuos d& (Lema 2.31).

Supongamos qu¢~!(y) es no degenerado. Seanz, € f~!(y),
diferentes, y seac f~1(B)\f'(A). Seand = {{xl,:c} re f[TYK)},
B={{bat:ze/ ( N} € = Hag,a}:a e B}y M = AU
BucC. Comof~(K), f~'(y), f~'(B) son continuos sabemos que B
y C lo son. Como{z,b} € ANBY {b, 22} € BNC, sabemos quaA
es un subcontinuo d&;(X).

Mostraremos quéz|r : M — fo(M) no es confluente. Seé =
{{y,a} : a € A}. Observemos qu&t C f»(A) y por tantok es un
subcontinuo def,(M). Dado queb ¢ f~1(A) U f~*(y), sabemos que
f> 1(K)NB = 0. Entonces o v() " (K) = (f; 1 (K)NAU(f5 1 (K)NC).
Los conjuntosf, *(K)NAYy f, (K)NC son cerrados ajenos. Claramente,
f,1(K)N A +# 0y comoK es un continuod N B # (), esto implica que
7 H(K)NC # 0. Asi que existe una componeritede (f2| 1) (K) que
se queda contenida ' () N C. Entonces

(D) C f(fHE)NC) = f(C)NK={{y,z}:x€ B}nK
Hy,z} 2 € ANB}CK
y por lo tantofs|p : M — f5(M) no es confluente. Esto genera una

contradiccién, pueg, es hereditariamente confluente. Asi gué (y)
debe ser degeneradll.

Pregunta. ¢ Sera cierto que, g : F2(X) — F»(Y) es hereditaria-
mente confluentef tiene que ser un homeomorfismo?

2.11 Refinabilidad

Definicion 2.61 Dadasf,g : X — Y dos funciones continuas entre
continuos, definimodsup(f, g) = max {d(f(z),g(x)) : x € X}, donde
d es una métrica pars.
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Lema 2.62 Seanf,g : X — Y un par de funciones continuas en-
tre continuos, entonces, para todac N, dsup(f,g) < e siy solo si

dsup(fn, gn) < €.

Demostracion. (Necesidad) Supongamos qdeup(f,g) < €. Sea
A ={ay,a9,...,a,} € F,(X). Notemos que, paratoda {1,2,...,m},
se tiene quel(f(a;),g(a;)) < dsup(f,g) < €. Entonces, tenemos que
H(fn(A), gn(A)) < e, porlo quedsup(fn,gn) < €.

(Suficiencia) Supongamos queup( f,, 9,) < €. Entonces, dado €

X, tenemos qué(f(z), g(z)) = H(fu({z}), gn({z})) < dsup(fn, gn) <
e y por lo tantodsup(f, g) < .

Definicién 2.63 Un mapeof : X — Y esrefinablesi para toda > 0,
existeg : X — Y tal quedsup(f,g) < ey diam(g~'(y)) < e para toda
yey.

Teorema 2.64 Sif : X — Y es refinable, entonceg, : F,(X) —
F.(Y) es refinable, para toda € N.

Demostracion.Sea:s > 0. Comof es refinable, existe: X — Y tal
quedsup(f,g) < eydiam(g~'(y)) < ¢ paratoday € Y. Por Lema 2.62
esto implica quelsup(f,, gn) < €. Sead = {y1, Y2, ..., Ym} € Fun(Y)
y tomemosB, C' € g,*(A). Seanc € C ei € {1,2,...,m} tales que
g(c) = y;. Comog,(B) = A, existeb € B tal queg(b) = y;. Tenemos
quediam(g~(y;)) < ey, en particular, quel(c,b) < e. Por lo que
C C N.(B), andlogament® C N.(C), y entoncedd (B, C) < ¢ ([14],
Ejercicio 2.3, p. 26). Esto muestra qd&m(g, '(A)) < ey sabiamos
quedsup(f,, gn) < € asi quef,, es refinablel

Pregunta. ¢Serd cierto que si existe > 2 tal quef, : F,(X) —
F.(Y) es refinable, entoncgs: X — Y es refinable?



Capitulo 3

Propiedades Dinamicas

En este capitulo, todas las funciones seran de la fgimaX — X

y seran continuas, pero no necesariamente suprayectivas, adémas,
siempre denotara un continuo. Para cada {0, 1,2, ...} denotaremos
inductivamentef* como f° = idx y f¥ = fo fFL.

3.1 Transitividad

Definicion 3.1 Una funcionf : X — X estransitiva si para cua-
lesquiera dos abiertos no vacidsy V' de X, existe una € N tal que

fFU)YNV £ 0.

Teorema 3.2 Si existen € N tal quef, : F,(X) — F,(X) es transi-
tiva, entoncey : X — X es transitiva.

Demostracion. Para abiertos no vacidéy V de X tenemos que
(U), y (V), son abiertos no vacios dg,(.X). Como f, es transitiva,
existek € N tal que(f,)"((U),) N (V), # 0. Sead € (U), tal que
(fa)F(A) € (V) ysear € A. ComoA € (U), y x € Atenemos que
xz € U.Ycomofh(x) € (f,)"(A) € (V) entonces™(x) € V. Porlo
tantof5(U) NV # 0y f es transitivall

Sin embargo, la condicion de qyiesea transitiva no es suficiente para
qguef, lo sea, y el ejemplo es, de hecho, una de las funciones mas sim-
ples y mas comunes cuando se habla de la dindmica de las funciones, la
conocida como rotacion irracional en el circulo unitario (Ejemplo 3.8).

75
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Definicion 3.3 Una funcionf : X — X es undasometriasi d(z,y) =
d(f(x), f(y)), para cualesquiera y € X.

Una observacion muy directa es quefsiX — X es unaisometria,
entoncesi(x,y) = d(f™(z), f"(y)) para cualesquierm € Ny x,y €
X.

Lema3.4 Sif : X — X es una isometriaX es no degenerado y
n > 2, entoncey,, : F,(X) — F,(X) no es transitiva.

Demostracion. Supongamos qué, es transitiva yn > 2. Sean
x1,79 € X diferentes, y sed, = d(x1,2,). SeanV :<B(%°,a:1)>n
y U =(B(% x), B(%,x,)) . Estos conjuntos son abiertos no vacios
de F,(X). Como f, es transitiva existen € N tal que(f,)” (i) N
V # 0. SeaA € U tal que(f,)™ (A) € V. Seana; € AN B(%L,z,)y
as € AN B(%,azg). Por la desigualdad del trianguly < d(z1,a1) +
d(a1,az) + d(az, x2) < 2 + d(as,as) + 2, entonces? < d(ay, as).
Como(f,)™ (A) € V, sabemos qué™ (a;), f™(az) € B(%, z4), esto
implica qued(f™(a1), f™(as)) < diam(B(%,21)) = € < d(ay, as),
contradiciendo el hecho de gyees una isometria. Asi qug, no es
transitiva.ll

Definicion 3.5 Dada una funciéry : X — X y x € X definimos el
conjuntoo(f,z) = {z, f(x), f*(z), f3(z),...} y lo llamamos ladrbita
dex bajo f (o simplemente la@rbita dex, cuando no haya posibilidad
de confusién).

Definicién 3.6 Dada una funciorf : X — X y z € X decimos quez
esun punto transitivo d¢, sio( f, z) es denso eX (o simplemente: es
transitivo).

Lema 3.7 Sif: X — X yexister € X tal quex es un punto transitivo
de f, entonceg es transitiva.

Demostracion. SeanU y V' dos abiertos no vacios d€. Como
o(f,z) es denso existe» € N tal quef™(z) € U. ComoX es un con-
tinuo no tiene puntos aislados y entoneég ) \ {z, f(z), ..., f™(z)}
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sigue siendo denso €Xi, por lo que existe € N tal que """ (z) € V.
Dado quef™*"(z) = f"(f™(x)) € f(U) tenemos qug"(U) NV # ()
y por lo tantof es transitivall

Ejemplo 3.8 Existe un continudy y una funcién continug : X — X
que es transitiva pero su inducidg : F,,(X) — F,(X) no es transitiva
para ningunan > 2.

Consideremos{ = S! ¢ Cy f : S! — S! definida comof(z) =
e*™% dondef € R\ Q. A las funciones de este tipo las llamamos
rotaciones irracionales Notemos que dada una rotacion irracioffial
St — S*, con anguld@, tenemos que para cada S*,

d(z, f(2)) = ||z = e[| = ||z - [|1 — > = [|1 — > .
Asi qued(z, f(z)) es constante para todae S*.

Mostraremos qu¢ es transitiva. Tomemos € S!. Supongamos que
f¥(2) = f™(2), es decirg?™i(k0) ; = £2mi(m9) > comoz # 0, tenemos que
e2m0(k=m)) — 1 pero sabemos que esto solo puede pagdksim) € Z
y comod es irracional, concluimos que= m. Hemos probado entonces
quez, f(z), f2(z), ... son todos diferentes, para cualquiee S'. Asi
queo( f, z) es un conjunto infinito para todac S*.

Fijemosz,y € S'y e > 0. Dado queS' es compactop(f,z)
tiene un punto de acumulacién y entonces existen € N tales que
d(f™(z), f™"(z)) < e. Haciendgy = f", tenemos que también es una
rotacion (z) = e2*%2) y entoncesl(z, g(z)) = d(f™(2), g(f™(2))) <
e, para todar € S'. Observemos que(g, 2) = {z, g(z), g*(z), ...} son
puntos en la circunferencia tales que

d(g"(2), g""(2)) = d(g"(2), g(g"(2)) = d(f*' (=), g(f*"(2)) <e.

Podemos pensar que conforme se apjica va dando brinquitos de
tamano constante y menoe @or la circunferencia, siempre en la misma
direccion, con esto aseguramos que en algun brinco caété&en) pues
no la puede saltar toda en un brinco, es degjtz) N B(e,y) # 0. Con
esto hemos probado quég, ) es denso etX. Pero comay = f7, es
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claro queo(g,z) C o(f,z) asi que tenemos qug f, z) es denso. Por

el Lema 3.7,f es transitiva. Pero es bien sabido que las rotaciones son
isometrias, asi que, por el Lema 3/, no es transitiva para ninguna
n>2.1

3.2 Mezcladoras

Definicién 3.9 Una funcion continugf : X — X esmezcladorasi
para todo par de abiertos no vacidsy V de X existe N € N tal que
f5U)NV # () paratoda > N.

Lema 3.10 Lafamilia{(Ui,...,U,), C F.(X) :Uy,...,U, son abier-
tos enX } es una base para la topologia d&,(X).

Demostracion. Sabemos que la famili8 = {(U;,...,U,), C
Fo(X):meNyU,...,U, son abiertos eX } es una base dg,(X)
([14], Ejercicio 2.8, p.27). Entonces solo hay que ver que para cada
(Un,...,Upy), enesafamiliayd € (Uy,...,U,), existenn abiertos de
X, asabeiy, V;,...,V,, tales qued € (V4,..., V), C (Uy,...,Upy)

Sea(Ui,...,Uy), € B.

n"

Caso 1. Sim < n, hacemos/; = U; para toda € {1,2,....m}
yV, = U, para todoi € {m+1,..,n}. Entonces(Vy,...,V,) =
(Uh,...,Uy), y terminamos.

Caso 2.Sim > n, etiquetamos los elementos de= {x1, zs, ..., 71 }.
Para cada € {1,2, ..., k} hacemosV, = ({U, : z; € U;}. Afirmamos
queA € (Wh,..., W), C (Un,...,Uy),. Claramenter; € W;, para
todoi € {1,2,....k}, asiqued € (Wy, ..., W), .

ComoA c U U ... U U, sabemos que, para cada {1,2,...,k},
existej € {1,2,...,m} tal quez; € U;, entoncesV; C Uj, por lo tanto
WwyJ...uw, c hu..uUU,. Dadoj € {1,2,...,m}, sabemos que
ANU; # 0, porlo que existe € {1,2, ..., k} tal quez; € U, y entonces
W; C U;.
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Mostraremos quely, W, ..., W) C (U1, Us,...,Uy),. SeaB =
{vi,y2, ...y} € (Wy,...,Wy),. Tenemos qués C W7 U...UW, C
Uy U ...UU,. Ademas sabemos que, para cada{1,2,...,m}, existe
i€ {1,2,..,k} tal queW; C Uj, para esd, sabemos qu& N W; # 0,
asi que existe € {1,2,...,(} tal quey, € W; C U;. Asi pues,B C
UyU...uUU,yBNU; # 0, para todoj € {1,2,...,m}, con lo que
B e (Uy,...,Uy,), yentoncesWy, ..., W), C(Ur,...,Un),.

Hemos encontradb abiertos, a sabéi’;, Ws, ..., W,, tales qued €
(Wh,...,Wy),. ComoA € F,(X), sabemos qué < n 'y entonces,
aplicando el Caso 1 &V;,...,W,), , podemos encontrat abiertos
Vi,...,V, tales qued € (14,...,V,), C (Wy,....,W). . Ya hemos
probado que(Ws, ..., W), C (Uy,...,U,),, asi que sabemos que
Ae(W,....V,), C (Uy,...,Uy),. Esto concluye la prueba del lema.
[ |

Teorema 3.11 Seaf : X — X una funcién continua, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes.

a) f es mezcladora,

b) f. es mezcladora, para algunac N,

¢) f. es mezcladora, para todac N.

Demostracion. a) = ¢) Supongamos qu¢ es mezcladora y sea
n € N. Sean(Uy, Us, ..., Uy),, ¥ (Vi, V5, ..., V,,), dos abiertos basicos de
F.(X) (Lema 3.10). Para cadac {1,2,...,n} existeN; € N tal que
fEU;)NV; # 0, paratoda > N;. HacemosV = max { Ny, Ny, ..., N, }
y entonces, tenemos qu&(U;) N'V; # (), para todak > N y para
todai € {1,2,...,n}. Esto quiere decir que, para cualesquiera N
ei € {1,2,...,n}, podemos tomar un punto € U; N f~%(V;). Sea
A = {x1,29,...,x,}. Entonces se cumple qui, € (Uy,Us,...,Uy,),
y (f.)F(Ar) € (Vi,Va,...,V,,),.. Dado que, lo hicimos para cualquier
k > N, sabemos quéf,)*((Uy,Us,...,Uys),. ) N (Vi, Vo, ., V,.) £ ()
paratoda > N. Esto muestra qué, es mezcladora.

b) = a) Supongamos qu¢, es mezcladora, para algunac N.
SeanU y V dos abiertos no vacios d€. Entonces(U), y (V), son
dos abiertos no vacios dg,(X). Como f, es mezcladora, sabemos
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que existeN € N tal que(f,)*((U),) N (V) # 0 paratodak > N.
Para cada > N, sead, € (U), tal que(f,)*(4x) € (V) vy sea
z, € Ap. ComoA;, € (U), Yy zx € A, sabemos que, € U. Y como
(k) € (f)*(Ar) € (V),, sabemos quég*(z;) € V. Por lo tanto
fHU)YNV # 0, paratoda > N. Esto muestra qug¢ es mezcladordl

Definiciéon 3.12 Una funcién continug : X — X esdébilmente mez-
cladorasi para cada coleccion de cuatro abiertos no vaciok dee la

forma Uy, Uy, V1, Vs, existek € N tal que f*(U;) N'V; # () para toda
ie{1,2}.

Notamos que sitomamd$, = U, = Uy V; = Vo, = V tenemos
gue f satisface la condicién de transitividad (Definicién 3.2). Tal vez a
primera vista no es evidente que esta nueva propiedad no es equivalente a
la transitividad, pero basta fijarnos de nuevo en el ejemplo de la rotacién
irracional del circulo (ver Ejemplo 3.8) para ver que ser débilmente mez-
cladora si es, en efecto, una condicion mas fuerte.

Lema 3.13 Si f es una isometria, entoncegsno es débilmente mez-
cladora.

Demostracion. Sead una métrica par&’. Seanc,y € X, distintos.
Seady = d(z,y). Seanl; = U, = B(%,z), Vi = B(%,2), V5 =
B(%,y)yk € N. Supongamos qug®(U;)NV; # 0. Comodiam(U;) <
Ly f es una isometria, sabemos gtiem(f*(U;)) < %. Sean:z €
ffU)NVviyw € f*U). Comoz € Vi, sabemos qué(r,z) <
o Dado quediam(f*(Uy)) < % sabemos qué(z,w) < . Por la
desigualdad del triangulo, sabemos qile, w) < d(z,z) + d(z,w) <
3 es decirf*(U;) C B(2%2,z), pero comal(z, y) = do, Sabemos que
B(3% 2)NV, = 0y asiff(Us) NVa = f¥(U;) N Va = 0. Entoncesf no
puede ser débilmente mezcladdiih.

Ejemplo 3.14 Una rotacion irracional en el ciculo (ver Ejemplo 3.8) es
transitiva pero no débilmente mezcladora.
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Una rotacion irracional en el circulo (ver Ejemplo 3.8), al ser una
isometria, no es débilmente mezcladora en virtud del Lema 3.13. Sin
embargo, en el Ejemplo 3.8, vimos que es transitiva.

Hay muchas definiciones equivalentes de una funcién débilmente mez-
cladora, la Definicion 3.12 es la mas conocida y simple, pero en nuestro
caso seran mas utiles otras definiciones equivalentes, que probaremos en
el siguiente lema.

Lema 3.15 Para cualquier funcién continug : X — X los siguientes
enunciados son equivalentes:

a) Para cada coleccion de cuatro abiertos no vaciosXdde la forma
Uy, Uy, Vi, Vs, existek € N tal que f*(U;) NV, # 0, parai € {1,2}.

b) Para toda coleccion dém abiertos no vacios d& de la forma
Ui, Us, ... Upy Vi, Vo, .., Vi, cOnm. > 2, existek € N tal que f*(U;) N
V; # 0, paratodai € {1,2,...,m}.

¢) Para toda coleccion de tres abiertos no vaciosXele la forma
U, V1, Vs, existek € N tal que f*(U) NV, # 0, parai € {1,2}.

Demostracion. a) = b) Hagamos la prueba por induccion sobie
a partir dem = 2 que es la hipotesis que tenemos. Supongamos que
lo tenemos para todan < N. SeaU;,Us,...,Uni1, V1, Va, ..., VN1
una coleccion de abiertos no vacios Xe Consideremos la coleccién
Ui, V1, Uy, Vs, en ese orden, por hipotesis de induccion existeN tal
que f"(Uy) NU, # 0 # f(V1) N Vs, 0, equivalentemente, que los con-
juntosU = f"(U)NUL Yy V = f~"(V2) N V1 son ambos diferentes del
vacio.

Comof es continual/ y V. son ambos abiertos y podemos considerar
la coleccion de abiertos no vaciasUs, Uy, ..., Uny1, V, V3, Vi, ooy Vg,
gue tieneN parejas de abiertos, tenemos que, por hipotesis de induccion,
existe unad € Ntal quef*(U;)NV; # ), paratoda € {3,4,..., N + 1},
y f5(U) NV # (. Para terminar esta implicaciéon soélo falta ver que
fHU) NV # 0y queff(U) NV, # 0.

ComoU c U,,V C Viy fH5(U)NV # 0, obtenemos qug*(U;) N
Vi # 0. Paraver qug*(Us)NV; # (), basta tomar € U tal quef*(z)
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V, comoV C f(V,), tenemos quettr(z) = fr(fF(z)) € Va.
Ademas, comd/ C f~"(Us), tenemos qug““( )€ Uy y f*(f7(2)) €
f*(Usz). Notemos quef*(f"(z)) = f**"(z) = f"(f*(x)) y por lo tanto
f¥(Us) N Va # 0. Hemos probado entonces qﬂHU NV # 0, para
cada € {1,2} y yalo sabiamos para toda {3,4, ..., N + 1}. Asi que
tenemos que la propiedagise cumple.

b) = c¢) Para esta implicacion, dados abiertos no vabidg 15, solo
hay que tomam =2y U; = Uy = U enb).

¢) = a) Dados abiertos no vaciég, Us, V; y Va, porc), exister € N
tal que f"(U,) NUy # Oy f7(Uy) NV, # () 0, equivalentemente, los
conjuntosT” = f~"(Uz) NUyy S = f~"(V,) N Uy son no vacios.

Por la continuidad d¢ los conjuntosl’ y S son abiertos y entonces,
por ¢), existek € Ntal quef*(T)NVy # 0y f5(T)NS # (). Como
T cC Uy, tenemos qug*(U;) N'V; # 0. Para ver qug™®(Us) NV, # 0,
tomamosr € T tal quef*(z) € S. ComoS C f~"(V;), tenemos que
fr(f*(z)) € Vo. Ademés comd’ C f~"(U,), tenemos queg”(z) €
Ua y f*(f"(x) € f*(Us). Notemos quef*(f"(z)) = f(f*(x)) y por
tanto f*(Uy) NV, # 0. Con esto hemos visto qu&(U;) NV, # 0y
5(Uy) NV, # 0 que es justamente). Esto concluye la equivalencia de
los tres enunciadod

Recordemos que) es la definicion que teniamos de una funcién dé-
bilmente mezcladora (Definicion 3.12). Asi que hemos probado que
cualquiera de las tres condiciones anteriores es equivalente a que la fun-
cion f sea débilmente mezcladora. Con esto ya estamos listos para probar
el siguente teorema, que de hecho es una extension del Teorema 3.2, visto
en la seccion de transitividad.

Teorema 3.16 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) f X — X es débilmente mezcladora.
b) fn : Fu(X) — F,(X) es débilmente mezcladora, para toda& N.
) fn: n( ) — F.(X) es transitiva, para toda € N.
) Fo(X) — F.(X) es débilmente mezcladora, para alguna
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e)fn: Fu(X) — Fo(X) es transitiva, para alguna > 2.

Demostracion.a) = b) Sean € N.Tomamog/;, = (U}, U;,...,U}) |
Uy = (U2, UZ, .., UZ), Vo= (VI Vi V), y Ve = (V2 VR, V2,
abiertos basicos no vacios @g(X) (Lema 3.10). Comg es débilmente
mezcladora, por el Lema 3.15, existec N tal que f*(U/) n V/ #
(), para cualesquiera € {1,2,..,n}y j € {1,2}. Tomamos puntos
) € f7RV?)n U/, para cualesquierac {1,2,...n}y j € {1,2},
formamos los conjuntod; = {z}, 23, ..., 21}y Ay = {2% 23,...,22}.
Claramented; € U; y (f.)*(4;) € V;, para cada € {1,2}, por lo que
(f)*(U;) NV; # 0, para cada € {1,2}. Esto muestra qug, es débil-
mente mezcladora.

b) = ¢)y d) = e) Ya hemos observado que las funciones débilmente
mezcladoras simpre son transitivas.

e) = a) Searnt/, V; y V, abiertos no vacios d§. Llamamosg/ = (U)
yV =(V;,Vs),. Comon > 2,V # (. Comof, es transitiva, sabemos
que existek € N tal que(f,)*(U) NV # (). Entonces existel € U tal
que(f,)k(A) € V, esto que quiere decir qy&(A)NV, y f*(A)NV; son
ambos no vacios. Por lo que existeny z, en A tales quef*(z,) € 1}
y f¥(xs) € V. Sabemos qud € U, por lo quer,, z, € A C Uy de ahi
quef*(U)NV; # 0, paracada € {1,2}. Por el Lema 3.15, esto implica
guef es débilmente mezcladora. Con esto concluimos la equivalencia de
los enunciadosl

3.3 Dependencia Sensitiva a las Condiciones
Iniciales.

Definicion 3.17 Una funcién continug : X — Y tienedependencia
sensitiva a las condiciones inicialégue abreviaremodsci, si existe
unac > 0 tal que para toda € X y para todo abiertd/, conz € U,
existeny € Uy k € N tales qued(f*(z), f*(y)) > c. (En este caso
decimos que es unaconstante de sensitividgzhraf)
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Teorema 3.18 Sif, : F,(X) — F,(X) tiene dsci, para alguna € N,
entonces : X — X tiene dsci.

Demostracién. Como f,, tiene dsci, existe una> 0 tal quec es una
constante de sensitividad pafdDefinicion 3.17). Proponemos ques
una constante de sensitividad pgraDadox € X y U un abierto de
X tal quex € U, existee > 0 tal queB(e,z) C U. Si consideramos
By (e,{z}) sabemos que, comf, tiene dsci, existerl € By (s, {z})y
k € Ntales quer ((f,)*({z}), (f2)*(A)) > c.

Si etiquetamos Ios elementos de= {a4, as, ..., a,, } tenemos que
() (A) = {f*(ar), .. f*(am) } y cOMOH((fn)*({z}), (fa)"(4)) >
c, sabemos que emsﬁ@ € {1,2,...,m} tal qued(f*(z), f*(a;,)) >
c. ComoA € By(e,{z}), tenemos que,; € B(e, z), para toda €
{1,2,...,m}, en particular;, € B(e,z) C U. De manera que hemos en-
contradoa;, € X tal quea;, € Uy d(f*(z), f*(ai,)) > ¢, por lo quef
tiene dsci.ll

Teorema 3.19 Si f : X — X tiene dsci, entonceg$, : F(X) —
F>(X) tiene dsci.

Demostracion. Como f tiene dsci, existe una > 0 tal quec es
constante de sensitividad pafgDefinicion 3.17). Proponemos gyees
constante de sensitividad pgka Seand € F,(X)ye > 0. Etiquetemos
los elementos del = {z;, 22} (con la posibilidad de que; = ).
Comoc es constante de sensitividad pdr&xisteny € B(e,z1)yk € N
tales quel(f*(y), f*(z1)) > c.

SeaB = {y, x5}, comoy € B(e, ), sabemos qué& € Bp(s, A).
Supongamos qué ((f,)*(A), (f, )’“( )) < 5. Esto implica ([14], Ejer-
cicio 2.3, p. 26) quéf,)*(B) C (g (fn)k ( )), es decir que

{F"y). ff@2)} © N5 {f’“ (1), f*(x2)})

- B<§,f (21)) UB(5. f* ().
Comod(f*(y), f*(z1)) > ¢, debe suceder qu&(y) € B(3, f*(x2)),
es decird(f*(y), f*(z2)) < £. Por la desigualdad del tridngulo, sabe-

mos qued(f*(x1), f¥(22)) = d(f*(z1), () — d(f*(y), f*(z2)) >
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£. Con esto tenemos quﬁk(xl) ¢ B(Q,f’“(xQ)) U B(S, f(y) =

N(%, f¥(B)) y entonces®(A) € N(£, f#(B)), una contradiccion, pues
supusimos quél ((f.)*(A), (f.)*(B)) < & ([14] Ejercicio 2.3, p. 26).
EntoncesH ((f,,)*(A), (f»)*(B)) > §. Como ya habiamos visto que
B € By(e, A), esto muestra qug es una constante de sensitividad para
f2 Y, por lo tanto,f tiene dscill

Pregunta: ¢ Sera cierto que gi : X — X tiene dsci entonces, :
Fn.(X) — F,(X) tiene dsci para toda (o alguna)> 3?

3.4 Caos

Definicion 3.20 Dada una funcion continua: X — X, decimos que
un puntoz € X es unpunto periodicode f si existek € N tal que
f¥(z) = z. Al conjunto de puntos periédicos delo denotaremos por

per(f).

Definicion 3.21 Dadox € per(f) decimos quer tieneordenk, sik es
el minimo natural tal qu¢*(z) = .

Lema 3.22 Seaf : X — X una funcién continua, entonces para cada
n € N, per(f,) es denso etf,,(X) siy solo siper(f) es denso erX.

Demostracion. (Necesidad) Sea € N. Supongamos quger(f,)
es denso etf,,(X). Seanr € X ye > 0. Comoper(f,) es denso en
Fn(X), existeA € per(f,) N Bu(e,{z}). ComoA € per(f,), existe
k € Ntal que(f,)*(A) = A. Es decirf*|, : A — A es una permutacion
de los elementos dé. PeroA tiene un nimero finito de puntos, y todas
las permutaciones de un conjunto finito de puntos tienen orden finito, es
decir, exister € N tal que (f’“)r|,4 = idy Yy, entoncesd C per(f).
ComoA € By(e,{z}), tenemos quel C B(e, z), por lo queB(e,z) N
per(f) # 0y entonceer(f) es denso eiX.

(Suficiencia) Supongamos quer(f) es denso eX. Sean € N.
SeanA € F,(X)ye > 0. Si etiquetamos los elementos de =
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{1, 29, ..., }, cOMoper(f) es denso, sabemos que, para toda
{1,2,...,m}, existep; € per(f) N B(e,x;). Sean; el orden dep,. Sea
k = miny - - - n,,, entonces tenemos qyé(p;) = p;, para todai €
{1,2,...,m}. SeaB = {p1,ps,...,pm} . PoOr construccion(f,)" (B) =
{f*(p1),.... f*(pm)} = B, asi queB € per(f,). Como, para toda €
{1,2,...,m}, tenemos que; € B(e,z;), sabemos qud € By(e, A).
Es decir,B € per(f,) N Bu(e, A), con lo queper(f,) es denso. Esto
concluye el teoremd

Definicion 3.23 Una funcién continugf : X — X escaoticasi es
transitiva yper(f) es denso.

Teorema 3.24 Sif, : F,.(X) — F,.(X) es cadtica, para alguna € N,
entonces : X — X es caotica y débilmente mezcladora.

Demostracion. Si f,, es caéticaper(f,) es denso, y el Lema 3.22
nos dice que, entonces;r(f) es denso. El Teorema 3.16 nos dice que el
hecho de quég, sea transitiva es equivalente a gusea débilmente mez-
cladora. Asi que sf,, es cadtica, en particular transitiva, debe suceder
gue f es débilmente mezcladora, en particufags transitiva. Entonces
f es cadtica y débilmente mezcladolih.

3.4.1 La funcion tienda

Searl : [0,1] — [0,1] definida como:

2z, Six €
T(z) _{ 2—2x, Siz €

0,%},

1
1],

Definicién 3.25 La funcionT' es claramente continua y es conocida
como la 'Funcién Tienda

Esta subseccién esta dedicada a probarigas cadtica.
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(0,0) (1,0)

Grafica derl’

Primero mostraremos que, para tdde N, T* esta definida por las
siguientes férmulas:

M(x— L), size[h, Hyre{0,2,4,..,2" -2}
k = 2k /3 . 2k 9ok ) Hy Ey ey )
) {‘qu—%ﬂy$$€§h%HyT€ﬂﬁﬁww%—1}

Parak = 1 estas formulas se transforman en:

1y J 2(x—=0), sizel0,3],
Tlw) = { ~2(x—2) sizel[i 1]
Claramente ésta es la definiciénHér), por lo que la afirmacion es

valida parak = 1.

Supongamos que esta expresion paras valida y mostraremos que
lo mismo ocurre par@*+1,

Tomemosr € {0,1,....2"" — 1} y z € [55, 5%]. Analicemos
cuatro casos para

Caso 1 r es de la formds.
En este casoi = i < z < 445 = 3 < 357 = £ Por

hipétesis de induccion*(z) = 2¥(z — 2¢), adema$ = 27(2 — 2) <
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2@ — Z) < 2M(5HH — %) = 2%(z5) = 3. De manera qué <
T*(z) < 1, porlo queT**!(z) = 2T%(z) = 2(2%(z — £)) = 2" (z —

777 )- Con esto terminamos este caso.

Caso 2 r es de la formas + 1.
En este Casog_: - ngrl < ;ii_ll = g1 ST < sz%ll - % Por
hipétesis de induccioi®(z) = 2% (z—3), ademas = 2%(
2 1 2 4542 2 1
2(z — 2) < 24(5Ek — %) = 25(4#2 — 2) = 25(L) = 1. De manera
2

2k ok
que% < Tk(m) < 1, porlo queT’““(x) =9 _ QTk(x) _9_ 2k+1(m B
Zo) = —okl(p — ZHl) = _ktl(p — 42) — _okFl(y — ZEL) Con
esto terminamos este caso.

Caso 3 r es de laformds + 2.

En este caso®f! = 5 < 2z < LEF < 2. Por hipétesis de

induccion, T%(z) = —2%(x — %12), ademas; = —2¢(5 — f2) <
—2b(z— B2) < —2F (gl — B2) = —28(HH - Z52) = —2F(— &) =

1. De manera que < T%(z) < 1, por lo queT ™ (z) = 2 — 2T%(z) =
24 2k H (g — 2§+2) _ 2k+1(2ik+$_ 2§+2) _ 2k+1@_2;_4;1) = okHl (g —
). Con esto terminamos este caso.

Caso 4 r es de la formas + 3.

En este casoisil = 532 < B = r <o < 5l = 222 Por
hipétesis de inducciom*(z) = —2%(z— 2£2), adema$ = —2" (%12 —
B52) < 2k - 22) < 2GR - 252) = 2% (—g) = 5. De
manera qué < T%(z) < 1, por lo queT*(z) = 2T*(z) = —2k+1 (2 —

25£2). Con esto terminamos este caso.

Esto termina la prueba de la induccién y muestra fliese puede
calcular con las formulas descritas.

La expresion que encontramos paranos permite analizarla con de-
talle.

Sirespary € {0,1,...,2"—1}, entonces la grafica d&" en|sz, r+l
es un segmento que une los puntgs T(4x)) = (%,2"(5 — 5)) =
(3. 0)y (5 T(5)) = (5, 2" (5 — ) = (%, 1).
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Sir esimpar yr € {0,1,...,2F — 1}, entonces la gréafica dE* en
|3, 5] es un segmento que une los puntgs T'(3)) = (&, —2" (3 —
5e)) = (0. 1)y (5, T(50)) = (5, =285 — 57)) = (5 0).

Por tanto, la grafica d&* consta de2*~! picos de altural, cuyas
bases son los intervald, 5], (52, 52, .- [zl;kljl, 3',:]. En las
siguientes figuras ilustramad y 7.

- = A = | S
1 (0.0 = —.0 e (1.0
(0,0) (E’O) (1,0) ) G® G0 G0 )

Gréfica der? Gréfica der

Afirmacion 1. Para todo abierto no vaclé de|0, 1], existek € N tal
queT*(U) = [0,1].

Demostracion.ComoU es un abierto no vacio d@l, 1], existek € N
tal queU contiene un intervalo de la forfa %t]. Como vimos antes,
T*([4=L]) = [0,1]. Por tantoT*(U) = [0, 1]. D

2k "ok

Afirmacion 2. T es transitiva.

Demostracion. Dados abiertos no vacids y V' de [0, 1], la Afir-
macion 1 implica que existe € N tal queT*(U) = [0, 1] y por tanto
TFU)NV =V # (). Con lo quel es transitival]

Afirmacion 3. per(T') es denso efv, 1].
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Demostracion. Seal un abierto no vacio d@, 1]. Seank € Ny r
un ndmero par; € {0,1,...,2F — 1} tales queZ;, 5] C U. Ya vimos
queT*(%) =0 < &y ot <1 =T*=k). De manera que la funcién
TF —id : [5, 5] — R toma un valor< 0 en 2 y un valor> 0 en
1. Por el Teorema de Valor Intermedio, existes [, 2] tal que
T*(xz) — x = 0. Entoncese € per(T) N [2x, 2] C per(T)NU. Por
tantoper(T) es denso efo, 1]. O

(0,0) (%,0) (%,o) (z,o) 0)
Gréfica der conid

Afirmacion 4. T es caotica.

Demostracion.Por la Afirmacion 27" es transitiva, por la Afirmacion
3, per(T) es denso efv, 1], asi quel’ es cadticall

3.4.2 Funciones Conjugadas

Definicion 3.26 Dadas dos funciones continugs X — Xyg:Y —
Y, decimos quef y g sonconjugadassi existe un homeomorfismo :
X — Ytalqueptogoyp = f. Enese caso se dice queconjugaa g
conf.

ObservacionNotemos que, de la igualdad! o go ¢ = f, se obtiene
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queg = p o f o~'. De manera que la Definicién 3.26 es simétrica para
fy g. Ademasy conjuga a con f siy sélo sip~! conjuga af cong.

Lema 3.27 Si ¢ conjuga ag con f, entoncese € per(f) siy solo si
¢(x) € per(g) (es decitper(g) = p(per(f)).

Demostracién. Notemos quef*(z) = (¢ togo gp)k () = ¢pto
g* o (). Asi quef*(z) = z siy sblo sip~! o g* o p(x) = z, pero esto
sucede si y sélo sj*(o(x)) = o(x). Es decir,y € per(f) siy soélo si
p(z) € per(g) B

Corolario 3.28 Sif: X — Xyg:Y — Y son conjugadas, entonces
per(f) es denso siy solo ger(g) es denso

Demostracién. Se sigue directo del Lema 3.27 y del hecho de que los
homeomorfismos mandan conjuntos densos en conjuntos d@hsos.

Lema3.29 Sif: X — Xyg:Y — Y son conjugadas, entonc¢ses
transitiva si y s6lo sy es transitiva.

Demostracion. Por las observaciones, respecto a la simetria de la
conjugacion, que hicimos en la Definicion 3.26, s6lo tenemos que probar
alguna de las dos implicaciones. Supongamosgogtransitiva. Como
f 'y g son conjugadas existe un homeomorfismo X — Y tal que
o logoyp = f. SeanU y V abiertos no vacios d&. Entoncesp(U)

y (V') son abiertos no vacios déy comoy es transitiva existé € N
tal queg*(o(U)) N (V) # 0, por lo qued # o~ (g*(¢(U)) Np(V)) =
e toghop(U)NV = f*¥(U)NV. Esto muestra qug es transitivall

Corolario 3.30 Si fy g son conjugadas, entoncgses caadtica siy sélo
Si g es caotica.

Demostracién.Esto sale directamente del Corolario 3.28 y del Lema
3.29.1

Ejemplo 3.31 Existe un continudl y una funcion caéticg : X — X
cuya inducidaf,, : F,(X) — F,(X) no es caotica para ninguna > 2.
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Seaf : [0,1] — [0, 1] definida como

2x+%, Siz € 0,% ,
flz) = %—2%, Siz € }1,% ,
11—z, sSizé€ %,1 .

(1,0)

Gréfica def

Sean € N. Primero veamos qué, : F,([0,1]) — F,([0,1]) no
es caltica. Sabemos que para ¢jiisea cadtica debe ser, en particular,
transitiva. Por el Teorema 3.16, sabemos que, pard,gsea transitivaf
debe ser débilmente mezcladora. Sin embargo, éste no es el caso, pues si
hacemod/; = U, = V; = (0,3) y Vo = (1, 1), tenemos qué(U;) = V,
y f(Va) = U;. De aqui se sigue que:

i o | V4, sikespar,
A =f <U2)—{ Vy, sikesimpar.

ComoV; NV, = (), tenemos que para todac N, f*(U;))NV; =0 o
que f*(Uy) NV, = (). Con esto,f no es débilmente mezcladorgfy no
es transitiva para ninguna> 2. Hemos probado entonces gfjeno es
caotica.

Para ver qu¢ : [0,1] — [0, 1] es cadtica, vamos a analizgt. Note-
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mos que
%—2:6, siz € 0,%’ ,
fz(x): 2:5—%, Siz € zluZ ,
5 : 3
5—2x, Slx € Z,l .
3
(511)
1
©3) )
1
(Z’D)
Gréafica def?

Notemos que podemos consideféjr[ovl] :[0,4] — [0,4] yf2|[171] :
[1.1] — [4,1], como sistemas dindmicos independientes. Por comodi-
dad llamemog;, = f2|[0’ 1Y 62 = f2\[%71].

1
2

Afirmaciéon 1. g; y T son conjugadas (Definiciones 3.25y 3.26).

Demostracion. Seayp; : [0,3] — [0,1] definida comoy, ()
1 — 2z. Entoncesp, (0) = Lpy(3) = 0,¢1(5) = 3. (1) (2) = 5%
Yy ¢, es claramente un homeomorfismo. aSie [O 1}, tenemos que

>
¢1(z) =1—2x € [3,1] y entonces

8

T(py(z))=2-2(1—22) =4z

_1—4m 1

(901>_1 oT oy (r)= 9 = 9 2 = g1(x).
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Siz € [1,3], tenemos que, (z) =1 — 2z € [0, 3] y entonces

T(p(x))=2(1-22)=2—4x

(o) oTop @) = =24 — g0 1 g (e,

Entonces{gol)‘1 oT oy, = ¢. Porloquey, y T son conjugadas.]
Afirmacion 2. g, y T son conjugadas (Definiciones 3.25y 3.26).

Demostracion. Seay, : [3,1] — [0,1] definida comop,(z) =

2z — 1. Entoncespy(3) = 0,¢5(3) = §,05(1) = 1Y () ' (2) = =4+

con lo quep, es claramente un homeomorfismo.zSt [1, 2], tenemos
quey,(z) =2z — 1 € [0, ] y entonces

T(py(x)) =222 —1) =4 — 2

_ dr —2+1 1
(802> 1OTOSO2(1’) :T:2x—§:g&($).

Siz € [3,1], tenemos que,(z) = 2z — 1 € [1,1] y entonces

T(py(x))=2-22r—1)=4—4x

_ 4 —4xr+1 5
(p2) " 0T opn(e) =~ = - — 20 = go(a).

Entonces{%)*1 oT oy, = gy. Porloquey,; y T son conjugadas.]
Afirmacion 3. per(f) es denso efv, 1].

Demostraciéon. Hemos visto quef2|[0 1Y f2|[l ] Son ambas con-
72 27

jugadas aI'. En 3.4.1 se mostré qUE es cadtica, y que en particu-
lar per(T") es denso en0, 1], el Corolario 3.28 implica entonces que

per <f2|[07%]> y per <f2|[%71]> son densos efp, 1] y [3,1], respectiva-

mente. Notemos quer (f2|[0’%]> = per(f3)N |0, 1] y per <f2|[%,1]> =



3.4 Caos 95

per(f*)N[4,1]. Porlo tantoer(f?) es denso ef, 3] U [3,1] = [0, 1].

S
Es claro de la definicion queer(f?) C per(f), asi queper(f) es denso
en(0,1]. O

Afirmacion 4. Para todo abierto no vacld de|0, 1], existek € N tal
que |0, 3] C f*(U).

Demostracion.Seal/; un abierto no vacio di, 1]. Entoncesp, (U;)
es un abierto no vacio de, 1|. Por la Afirmacion 2 de la seccion 3.4.1
sabemos que existec N tal queT*(p,(U;)) = [0, 1] y entonces

1

PO = (1) o T 0oy (Un) = (i )1[071]2[0,5]

Con lo que[0, 1] C f2*(Uh).

SiuN [0 1] # 0, hacemod/; = U N [0, 1] y entonces existe € N
tal que[0,1] c f#(Uy) C f*(U). SiU N [0,3] = 0, tenemos que
U C (3,1) y hacemod/; = f(U), que es un abierto no vacio ¢ie 1],
y por tanto existé: € N tal que[0, 1] C f%*(Uy) = f2*1(U). O

Afirmacion 5. f es transitiva.

Demostracion. Dados dos abiertos no vacibsy V' de [0, 1], por la

Afirmacion 4, existek € N tal que [0,1] C f*(U). Esto implica que

f(0,3]) = [5.1] € f**(U). Asique[0,1] = fH(U) U f**(U) y
comoV C [0,1] entoncesf*(U) NV # 06 fA1(U)NV # . Esto
muestra qug es transitivall

Afirmacion 6. f es cadtica.
Demostracion.En la Afirmacion 3 se prueba quer(f) es denso en
[0,1] y, en la Afirmacion 5, se muestra qyiees transitiva. Asi qug es

caotica.d

Hemos mostrado entonces qyie: [0,1] — [0, 1] es cadtica y que
fu s Fa(]0,1]) — F,.(]0,1]) no es cadtica para ninguna> 2.
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3.5 Especificidad

Definicién 3.32 Una funcién continug : X — X tieneespecificacion

si para toda& > 0, existe unal/. tal que, para todé > 2, para cua-
lesquierazxy, x5, ...,z € X y para cualesquiera enteros no negativos
ap < by <ay < by <--- < a < b tales quen; — b, < M., ex-
istez € X tal que, paratodac {1,2,...,k} ytodom € [a;, b;], Se tiene
qued(f™(z), f"(z:)) <e.

Teorema 3.33 Seaf : X — X una funcidén continua, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) f tiene especificacion,

b) f. tiene especificacion, para algumac N,

c) f. tiene especificacion, para todac N.

Demostracion. b) = a) Supongamos qug, tiene especificacion.
Dadoe > 0, existe M. con las propiedades de la Definicion 3.32 para
y fn. Afirmamos que esa mismd. funciona paray f.

Seank > 2, 1,2, ..., T € Xya1 < b < ap < by <00 <
a, < by enteros no negativos tales que— b; ; < M., para cadd €
{1,2,...,k}. Podemos pensar en cadacomo{z;} € F,(X)y por lo
tanto, por las propiedades dé., sabemos que existe uh € F,,(X)
tal que H((fn)" (A), ()™ ({z:})) < e para todom € [a;,b;] y toda
i €{1,2,..,k}. Seaz € A. Fijamosi € {1,2,....k} y m € [a;, b;].
Como f™(z) € (fa)" (A)y H((fa)" (A), (fa)™ ({z:})) < e, entonces
d(f™(z), f™(z;)) < e. Asi que, por la existencia dg tenemos qué/.
cumple lo necesario para qyidenga especificacion.

a) = ¢) Supongamos qug tiene especificacion. Dado> 0 existe
M. con las propiedades de la Definicion 3.32 payaf. Afirmamos que
esa misma/. funciona paray f,.

Seank > 2, Al,AQ,...7Ak S fn(X) Ya < by <ay <by<---<
a, < by enteros no negativos tales que— b,_; < M,.. Para cada <
{1,2, ..., k} etiquetamos los elementos de= {1, x2, ..., T } (POSI-
blemente repitiendo elementos para completar hastdara cadg <



3.6 Propiedad P 97

{1,2,...,n} consideramos; 1, z; 2, ...,z € X. Por las propiedades de
M., sabemos que existe un e X tal qued(f™(z;), f™(x;:)) < € para
todom € [a;, b;] ytodai € {1,2, ..., k}.

SeaZ = {z1,22,...,zn} € Fo(X). Seami € {1,2,....k} ym €
la;, b;]. Paracada € {1,2,...,n}, sabemos qué&( /" (z;), f™(x;.)) < €.
COmO {f7(21), ooy [ (20)} = (fu)™(Z) Y L™ (@1)s oo [ (20)} =
(fa)™ (4;), tenemos quéi ((f,)™(Z), (f,)™ (4;)) < e. Asique, por la
existencia d&Z, tenemos qué/. cumple lo necesario para qyig tenga
especificacionl

3.6 Propiedad P

Definicion 3.34 Una funcién continug : X — X tiene lapropiedad
P si para cualesquiera abiertos no vadigslU; de X, existe N € N tal
que, para tod& > 2y para todas = (s(1),s(2), ..., s(k)) € {0,1}",
existex € X tal quex € Us(l),fN(fE) € Us(g),f2N(I) € U, -
f(k_l)N({E) S Us(k)-

Teorema 3.35 Seaf : X — X una funcion continua. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) f tiene la propiedad®,

b) f. tiene la propiedadP, para algunan € N,

¢) f. tiene la propiedadP, para todan € N.

Demostracionb) = a) Sean € N. Supongamos qug, tiene la
propiedadP y seanl; y U; abiertos no vacios d&. EntoncesU), y
(U1),, son abiertos no vacios d€,(X). Existe N € N tal que para cua-
lesquierak > 2y s = (s(1),5(2), ..., s(k)) € {0,1}", existeA € F,(X)
tal queA € (Usy), . (f)" (A) € (Usy),, » (f2)*" (A) € (Us)),, -
(f) "N (A) € (Uyuy). . Estoimplica que™N(A) C Uy41) paratoda
ie€{0,1,....,k—1}.

Sear € A. Entoncesf¥(z) € fN(A) C Uty para todai €
{0,1, ...,k — 1}. Esto muestra qué tiene la propiedad.
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a) = c¢) Supongamos qué tiene la propiedad® y sean € N. Sean
Uy = (Ug, UZ, ..U, yU = (UL UZ,...,UT), dos abiertos basicos no
vacios deF, (X) (Lema 3.10). Dado qué¢ tiene la propiedad, para
cada pat/¢, Ui, coni € {1,2,...,n}, existeN; € N tal que, para toda
k> 2y paratodas = (s(1),s(2),...,s(k)) € {0,1}F, existez € X tal
quex € Uy, fNi(x) € Uy, f2Ni(2) € Ulg), ..., fEDNi(z) € ULy

Afirmamos queN = N1 N, - - - N, cumple con las propiedades men-
cionadas en la Definicion 3.34 palg, U, y f,. Seank > 2y s =

(s(1),5(2),...,s(k)) € {0,1}". Para cada € {1,2,...,n}, seap; = %

y seav; = (v;(1),0:(2), ..., vi(pik)) € {0,1}"* tal quew;(mp; + 1) =

s(m + 1), para todan € {0,1,...,k — 1} (las demas coordenadas de

v; NO son importantes y pueden valer lo que sea). Por las propiedades
de N;, comop;k > 2y v € {O,l}p”“, existe un punta;; € X, tal

que f™Vi(z;) € U;'( y paratodan € {0,1,2,...,p;k — 1}. Entonces,

i (m—+1
para cadan € {0,1,...,k — 1}, tenemos qug™" (z;) = f"Ni(z;) €
Uzzzi(mp¢+1) = Usz(erl)'

HacemosA = {1, 25, ..., z, }. Vamos aver quéf,)™" (A) e Us(m+1)
paratodan € {0,1, ...,k — 1}. Fijemosm € {0,1, ...,k — 1}. Para cada
i € {1,2,...,n}, tenemos qug¢™ (z;) € Uj(m+1), asi quef,)™" (A) €

<U81(m+1), Ulmi1ys - U;m+1)> = Uys(m+1)- ConN esto, concluimos que
fn tiene la propiedad !

3.7 Homeomorfismos Expansivos

En esta seccion vamos a considerar una propiedad dinamica de homeo-
morfismos. Dado un homeomorfisnfa X — X ya tenemos definidas

sus iteradas positivag f2, 2, ... pero al ser homeomorfismo podemos
tambien definir inductivamente sus iteradas negativas gorfie= (f~1)",

para todan € N, donde, obviamentg—!, representa el homeomorfismo
inverso def.

Definiciéon 3.36 Un homeomorfismg : X — X es unhomeomorfismo
expansivai existe una constante> 0 tal que para cualesquieray <
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X, distintos, existé: € Z tal qued(f*(z), f*(y)) > ¢. En este caso la
constante: se conoce como una constante de expansioh de

Teorema 3.37 Sif, : F,.(X) — F,.(X) es un homeomorfismo expan-
sivo, para algunan € N, entoncesf : X — X es un homeomorfismo
expansivo.

Demostracion. Sean € N tal que f,, es un homeomorfismo expan-
sivo. Sabemos qué¢ es homeomorfismo si y solo gj lo es (Teorema
2.4), asi quef es un homeomorfismo. Com es un homeomorfismo
expansivo existe una constante de expansion0, paraf,. Afirmamos
¢ €S una constante de expansion para

Dadosz,y € X, diferentes, sabemos qye},{y} € F,.(X) son
diferentes y, por tanto, existec Z tal que

e < H((f)" (), (f)" {y}) = d(f*(2), ().

Esto muestra que es una constante de expansion parg por lo
tanto, f es un homeomorfismo expansii.

Ejemplo 3.38 Existen un continud y una funciéry : X — X que es
homeomorfismo expansivo, cuya funcién indugida?,, (X) — F,(X)
no es homeomorfismo expansivo para ninugna 2.

Vamos a tomar &', la circunferencia unitaria ed. Por comodidad,
vamos a darle &' la métrica del arco menor, es decir, dados < S!,
definimos su distancia comtiz, w) =la medida del arco menor entte
y w enS!. No probaremos qué es una métrica, ni que es compatible
con la métrica inducida por la norma €npero no es dificil convencerse
de esos hechos y para nuestros fines nos sera muy Uutil.

Observacion 1. Como las rotaciones no cambian la medida de los
arcos, sabemos, por la definicibndleque la distancia es invariante bajo
rotaciones, es decid(z,w) = d(e"“z, e*w), para cualesquiera w € S*
yxeR.

Seaf : S — S! definida comof(z) = 22, para toda € S'.
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Afirmacion 1. Seanz,w € S' tales qued(z,w) < %, entonces, se
cumple quel(f(2), f(w)) = 2d(z,w).

Demostracion.Las medidas de los arcos entrg w enS' sond(z, w)
y 2m — d(z,w), asi que, las medidas de los angulos entyew (vistos
como vecctores eiR?) son tambiénd(z,w) y 27 — d(z,w). ES bien
sabido que la funciém — v? enC, duplica los angulos, asi que, como
d(z,w) < 5, uno de los &ngulos entré y w? es2d(z,w). Con esto, los 2
angulos entre? y w? son2d(z, w) y 2 — 2d(z, w). Comod(z, w) < ,
sabemos quéd(z,w) < m, de manera que el angulo menor entfe
y w? es2d(z,w). Entonces, el arco menor entté y w? enS' mide
2d(e%, eP1), es decird(f(2), f(w)) = d(22, w?) = 2d(z,w). O

Afirmacion 2. Searr, w € S*, distintos, entonces exisfes {0,1, ...}
tal qued(f7(2), fI(w)) > %.

Demostracion. Comoz # w, sabemos qué < d(z,w). Seap €
{0,1,...} tal que2d((z,w)) > %. Siexistej € {0,1,...,p — 1} tal que
d(f7(z), f/(w)) > % hemos terminado.

Supongamos, por el contrario, quéf’(z), f/(w)) < 7 para todo
j € {0,1,....,p—1}. Con esto, podemos aplicar la Afirmacion 1y
obtener qued( 7t (z), f7(w)) = 2d(f(z), f/(w)), para todoj €
{0,1,....,p—1}.

Mostraremos, de manera inductiva, qu¢’(z), f7(w)) = 2/d(z, w),
paratodg € {0,1,...,p}.

El casoj = 0 es trivial, puesi(f°(z), f°(w)) = d(z,w) = 2°d(z, w).
Supongamos qu¢ € {0,1,....,p — 1} es tal qued(f'(z), f/(w)) =
27d(z,w). Vimos que, para esta se cumple qué(f/t1(z), fiT(w)) =
2d(f(2), f?(w)), de manera que( f'+'(z), f7!(w)) = 2(2d(z,w)) =
2/+1d(2,w). Esto concluye la induccién. Tomanglo= p tenemos que
d(fP(z), fP(w)) = 2Pd(z,w) > 7. Esto concluye la prueba de la Afir-
macion 2.[]

SeaX = lim(S!, f) yf: X — X (ver Definicién 1.22). Recordemos
quelim(S', f) = {(x1, 29, ...) € X : f(x;11) = z;, paratoda € N}, y
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quep, la métrica enX, esté definida comp((z1, xs, ...), (Y1, Y2, ...)) =

E d(zi,y:)
2t )
=1

Recordemos también qg?e. X — X, esun homeomorfismo definido
como f((x1, 22, ...)) = (f(@1), 21,22, ...), para caddzy, z»,...) € X,y
que el homeomorfismg—" : X — X, estd dado pof —!((xy, zs,...)) =

(w9, x3,...), paratoddzy, zs, ...) € X.
Afirmacion 3 f: X — X es un homeomorfismo expansivo.

Demostracion.Proponemos que= § es una constante de expansion

paraf. Seanz = (z1,29,...),w = (wy,ws,...) € K, diferentes. Sea
m € N tal quez,, # w,,. Por la Afirmacién 2, exist¢ € {0,1,2,...} tal
qued(f?(zn), f7(wn)) > 5. Notemos que, si hacembs= j — (m — 1),
tenemos que:

@) = Frmn(s) = PO 0() = P(em 2, )
(F(zm)s £ W zm)s -o0).

Analogamente, tenemos qui(w) = (f7(wm), 1~ (wpm), ...).

Entonces,

p(F* ), FF(B)) = p((F () )s (f (wn

| | )y )
AP (o) () _ 7
8

> >
- 2

Esto prueba qug es una constante de expansion g%\yapor lo tanto,
f es un homeomorfismo expansivo.

Afirmacién 4. Dadosz, w € S! existenu, v € S! tales quef(u) = z,
f(v) = wy d(u,v) = G

Demostracion.Analicemos dos casos.
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Caso 1.El numero complejd, no esta en el interior del arco menor
deS! que tiene & y w.

En este caso, escribimes= ¢ y w = ¢, cona, 3 € [0,27). Con
ésto, como el nimero complejao esta en el interior del arco menor de
S* que tiene & y w, sabemos qué(z,w) = |a — 3|. Seanu = €' y
v = ¢'%. Es claro quef(u) = zy f( ) = w. Ademas, uno de Ios arcos
que uneru conv enS! mide | — £/, y entoncesi(u,v) = |$ — 5| =

@ d(z ) | Esto concluye este caso.

Caso 2.El numero complejd, esta en el interior del arco menor de
St que tiene & y w.

En este caso, como el arco menorSdegue tiene & y w debe tener
longitud menor o igual &, y el 1 esta en el interior de dicho arco, sabe-
mos que el nimero complejel, no puede estar en el interior de dicho
arco. Entonces, escribimas= ¢y w = ¢, cona, € [—7, 7).
Con ésto, como el numero complejal no esta en el interior del arco
menor deS' que tiene & y w, sabemos qué(z,w) = |a — 3|. Sean
u = é%yv = es. Esclaro quef(u) = 2y f(v) = w. Ademas,
uno de los arcos que unen con v en St mide \0‘ B\ y entonces
d(u,v) = |2 — 8| = el = . Esto concluye este caso y la prueba
de la Afirmamon 4[]

Afirmacién 5. Dadan > 2, el mapeof, : Fo(X) — F.(X)noesun
homeomorfismo expansivo.

Demostracion. Sea0 < ¢ < 7. Mostraremos que no es una con-

stante de expansion d’Ae, Seap € Ntal qued; < ¢, y seanz;, w; € S
tales qued < d(z;,w;) < 5;. Vamos a construir, de manera induc-
tiva, dos sucesionef; }2, y {w;}2, enS!, tales quef(zi11) = 2z,

Fwpi1) = we Y d(zpg1, wpy) = X Zl’““ , para toda: € N.

Partimos de que ya tenemos elegidoy w;, los cuales claramente
cumplen qued(zy,wy) = % Supongamos que hemos escogido
21,29, ey Zj, W1, Wa, ..., w; € S, tales quef(zxi1) = 2k, f(wri1) = wi
Y d(2ks1, Wkr1) = M para todak € {1,2,...,5 — 1}. La Afir-

macion 4, nos permlte constrwprl, wjt € S, tales quef(zj41) = 2,
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d
F(wisr) = w;y (21, w;1) = 2552 De manera quel(z;,1, wj1) =
d(z1,w1)

2 — zu) | De esta manera, podemos const{ui >, y {wl}l .
d(z1,w1)

tales quef (zxt1) = 2k, f(Wig1) = Wi Y d(Zps1, Wig1) = =5, para
todak € N.

Como hemos tenido cuidado de qfie 1) = 2z Y f(wi1) = wy,
para toda € N, podemos tomat = (zy, 23, ...), w = (wy, wy, ...) € X.
Mostraremos que(f™(z), f™(w)) < ¢, paratodan € {...,p — 1, p}.

Por la deficinion dg?‘l, sabemos que, para cadac {0,1,2,...}, se
tiene que

p(F™(2), W) = p((Zmtts Zmras -o)s (Wong1s Wing2, )

oo oo d(z1,w1)

B A(Zmker Wintk) Sfhot
= Y =) B
k=1 k=1
o0 o0
. 21, wl Z d 217 w1
- : : 92k+m—

= k=1

c
= d(z1,w) < o <¢

Con estOp(fm(z), fm(w)) < ¢, paratodan € {...,—2,—1,0}.

Mostraremos, de manera inductiva, que para cada{0, 1,2, ..., p},
se tiene quel(f™(z1), f™(wy1)) = 2™d(z1,w1). El casom = 0 es tri-
vial, ya qued(f®(z1), fO(wy)) = d(z1,wy) = 2°d(21, w;). Supongamos
entonces, quen € {0,1,2,....p — 1} es tal qued(f™(z), f™(wy)) =
2"d(z1,w1). Comom < p, 2Pd(z,wy) < cy c < 7, tenemos que
d(f™(z1), fM(wy)) < 7. De manera que podemos aplicar la Afirma-
cion 1, y obtener que( /™ (z1), S (wy)) = 2d(f™(z1), f(wr)) =
2m+1d(z1,wy). Esto concluye la induccion.

Probaremos, inductivamente, qpefm(z),fm(w)) < 2™d(zy,wy),
paratodan € {0,1,2,...,p}.

El casom = 0, ya lo sabemos Supongamos entonces, /[que
{1,2,...,p} es tal quep(f™1(2), f""L(w)) < 2" Ld(z1,wy). Por las
definiciones de y f sabemos que
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(™ (2), Jm(w)) = p((f™ (1), F" 7 (20), ), (S (), f7 7 (wn), -00)

m—1 %)
= a(f™m- k(zlkJrfm k(wl) (Zkf]ka
2 2m
k=0 =1
-1
_ a(f™m(z1), /" (w1)) + mz: d(f™ = (z), [k (w)) + i d(z,wk)
- 2 2k+1 om+k
k=1 k=1

m—2

oo
d(f(m*)*’“(zl>,f<m*1>*’°<w1))+§ : d(zp,wg)
2k+1 o(m—1)+k

d(f™ (z1),f™ (w1)) =
12 V) | k=0

2

d(f™ (21),f ™ (w1)) Fr =) fm Y (w) _ 2md(zwy) | 2™ d(zw1)
12 1 +ﬂ 5 < 21 1 + 21 1

= de(Zl, wl).

Esto muestra quep(fm( ), fm( )) 2™d(zy,w). Esto concluye
la mducuon y muestra qqﬁfm( ) fm( )) < 2™d(z,w;), para toda
m € {0,1,2,. ,p} Como, por hipotesis, tenemos ofel(z;, w) < ¢,
sabemos qu;a(fm( ), fr(w)) < 2md(z1,wy) < 2Pd(z1,wy) < ¢, para
todam € {0,1,2, ..., p}.

Esto termina la prueba de q;o(afm(z), fm(w)) < ¢, para todan €

{-.,p — 1L,p}.

Seany = (e™z,e2'zy,eizs,...) Yy w' = (eMwy,e2'wy, eilws, ...).
Dado quef(e#T'z,) = (e7-1'z,)2 = e#2'z,_,, para todak € N,
sabemos que’ € X. Analogamentepw’ € X. Como ya hemos ob-
servado, las rotaciones preservan la métrica con la que hemos dotado a
S!, de manera quel(eT'z,, ez*T'wy,) = d(z, wy,) para todak € N.
Con esto, y un razonamiento analogo al anterior, se puede probar, que
p(f™(), f™(w")) < ¢, paratodan € {...,—1,0,1, ..., p}.

SeanA = {z,w'} B = {w,?'} € F,(Y). Vamos a probar que
(( n)" (A ), (fa)™ (B)) < ¢, paratodan € Z. Ya hemos visto, que
p(F™(2), J™(w)), p(J™(2'), " (w)) < ¢, para todan € {...,p —1,p}.
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Por lo tanto, tenemos qufé((fn)m(A), (fn)m(B)) < ¢, para todan €
{...,p —1,p}.

Seam € {p+1,p+2,...}. Veremos qued ((f,)"(A), (f»)™(B)) <
c. Como f(e™z) = e*™(z)* = (21)> = f(z1), sabemos que las
primerasm coordenadas d¢™(z) son las mismas que las de&'(z').
También, sabemos que, por definiciehesta acotada pat, y por la
eleccion dey, sabemos qug; < c, con todo esto tenemos que

p(fm(z)’fm(zl)) _ Z d(zk,m,emlzkim)

ok
k=m+1
> m m m
< — =< — <
- Z 9ok om < 2P <c
k=m-+1

De manera anéaloga, tenemos qqém(w),fm(w')) < c¢. Asi que

H((J2)™(A), (J)"(B)) < c.

Hemos probado entonces qHQ(fn)m(A), (fn)m(B)) < ¢ para toda
me{p+1,p+2,..},yyalosabiamos paratodac {...,p—1,p}, de
lo que concluimos quéf((fn)m(A), (fn)m(B)) < c para todan € Z.
Esto muestra que no es una constante de expansion Q%raAl haber
tomadoc arbitrariamente pequefio, hemos probadoﬁum puede tener
constantes de expansién, y por lo tanfg,no es un homeomorfismo
expansivol]

La Afirmacion 3 nos dice qu¢A : X — X esun homeomoriismo
expansivo, y la Afirmacion 5 nos dice quersi> 2, la funcion f,, :
Fn(X) — F,(X) no es un homeomorfismo expansivo, lo que concluye
el ejemplo.

Definicion 3.39 Un homeomorfismg : X — X es unhomeomorfismo
expansivo por continuas existe una constante> 0 tal que para todo

A € C(X), no degenerado, existec Z tal quediam(f*(A)) > c¢. En

este caso la constantese conoce como una constante de expansion por
continuos def.
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Lema 3.40 Seank un subcontinuo no degenerado #g(X) y D una

componente de | {E : E € K}. Entoncesliam(K) > %442,

Demostracion.FijemosA = {ay,as, ...,a,} € Ky sear < dwm(D)

Para cada € {1,2,...,m}, definimosU; = B(r,a;) N D. ComoU C
B(r,a;), sabemos quE; = ) o diam(U;) < 2r, paratoda € {1,2,...,m}.

Mostraremos qué/; U Us U ... U U,, & D. Supongamos, por el
contrario, queD = U; UU,U...UU,,. Seanr,y € D tales quel(z,y) =
diam(D). ComoD = U; U U, U ... U U, existeni, y j, tales que
r € U,yy € Uj. ComoD es conexo y cad&; es abierto ernD,
existe{ig, i1, ...,7x} C {1,2,...,m} tal quei, = jo, i, # i, para toda
p#qyU,NU,,., #0, paratodop € {0,1,..,k—1}. Con esto
hemos consegwdo una cadenakde 1 abiertos que va de ay donde
cada eslabon tiene didmetro menor o igual uueEntoncesd(z,y) <
2r(k + 1) < 2rm < 2rn < diam(D), una contradiccion. Por tanto
U,ul,U...UU, & D.

Seabe D\ (U, UU,U...UU,) =D\ U B(r,a;). Esto implica que
=1
a; ¢ B(r,b), paratoda € {1,2,..,m}. ComoD C | J{E: E € K},
existe B € K tal queb € B. Comoa; ¢ B(rb), para todai €
{1,2,...,m} sabemos qué&l (A, B) > ry entoncegliam(K) > r. Como
esto fue para cualquier< diam(D) 'tenemos quéiam(KC) > % lo
gue concluye la prueba del len.

Teorema 3.41 Seaf : X — X un homeomorfismo, entonces las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

a) f es un homeomorfismo expansivo por continuos,

b) f, es un homeomorfismo expansivo por continuos, para algund,

¢) f» s un homeomorfismo expansivo por continuos, paratoda\.

Demostracion. b) = a) Sean € N. Supongamos qug, es un
homeomorfismo expansivo por continuos y sea 0 una constante de
expansién por continuos paya. Afirmamos que: es una constante de
expansioén por continuos pafaSealk un subcontinuo no degenerado de
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X. Sabemos qué;(K) es un subcontinuo no degenerada’g X ) y
entonces existe € Z tal quediam((f,,)" (F1(K))) > ¢, pero claramente

diam(f*(K)) = diam((f,)* (F1(K))) y por lo tantoc es una constante
de expansion por continuos pafay con estof es un homeomorfismo
expansivo por continuos.

a) = ¢) Sean € N. Supongamos quges un homeomorfismo expan-
sivo por continuos y sea> 0 una constante de expansion por continuos
paraf. Afirmamos que;- es una constante de expansion por continuos
paraf,. Seak C F,(X) un subcontinuo no degenerado. Por el Lema

1.4, sabemos q@ {E: E € K} tiene a lo mas componentes, pero

K tiene una infinidad de elementos, asi que alguna de esas componentes
tiene que ser no degenerada. $eana componente no degenerada de

U {E: E € K}. Comoc es una constante de expansion por continuos
para f, existek € Z tal quediam(f*(D)) > c. Dadoa € f*(D)
existed € D tal que f*(d) = a, y comoD C | J{E:E €K}, ex-
iste A € K tal qued € A. Entoncess = f*(d) € (f.)"(4) e
(f.)" (K). Esto implica quef*(D U{E Ee () (K )}. Sea

Ey la componente dU {E :E e (fn) (K )} que contiene g*(D).

Con estodiam(Ey) > diam(f*(D)) > c. El Lema 3.40 implica que
diam((f,)" (K)) > 222E) y nor lo tantodiam((f,)" (K)) > <.

Hemos probado entonces gife es una constante de expansion por
continuos parg, y, con esto,f,, es un homeomorfismo expansivo por
continuos |



Tabla de implicaciones.

Propiedad f=f, fo=> f
Homeomorfismos | Si, 2.4 Si, 2.4
Monotoneidad Si, 2.6 Si, 2.6

Apertura f= /.28 fo=f,2.8.Ver2.9
Confluencia No, 2.11 Si, 2.12
Confluencia débil | No, 2.11 Si, 2.13
Semiconfluencia No, 2.11 Si, 2.14
Ligereza Si, 2.19 Si, 2.19
Universalidad No, 2.22 No, 2.25

oM f = fo, 2.44. Ver 2.46] Si, 2.43

MO f= f2,2.44. Ver 2.46 ?, 2.26
Atomicidad No, 2.49 Si, 2.48. Ver 2.50
Ligadura No, 2.53 Si, 2.52
Monotoneidad Her. | No, 2.55 Si, Obs. pag. 67
Confluencia Her. Ver 2.56, 2.58 y 2.60 | Si, Obs. pag. 67
Conf. Débil Her. Ver 2.56 Si, Obs. pag. 67
Refinabilidad Si, 2.64 ?,2.61
Transitividad No, 3.8. Ver 3.16 Si, 3.2
Mezcladora Si, 3.11 Si, 3.11

Débil Mezcladora | Si, 3.16 Si, 3.16

DSCI f= f2,3.19 Si, 3.18

Caos No, 3.31 Si, 3.24
Especificidad Si, 3.33 Si, 3.33
Propiedad P Si, 3.35 Si, 3.35

Homeo. expasivo | No, 3.38 Si, 3.37

Homeo. exp. p/cont, Si, 3.41 Si, 3.41
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