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Capitulo 1

Introduccion

A partir de los recientes avances en el desarrollo de la tecnologia laser,
se han llegado a producir pulsos de luz de muy corta duracién, en el or-
den de picosegundos hasta femtosegundos, e intensidades por arriba de 10%°
W/em?. La interaccién de esos pulsos con el plasma, puede tener un gran
ntimero de aplicaciones, como la aceleracién de particulas y fotones [1], el
enfocamiento de la radiacion en plasmas, la generacién de plasma en campos
débiles e intensos y absorcion resonante, y el confinamiento inercial para la
fusion nuclear controlada. Por ello, es necesario comprender los fenémenos
no lineales que deben ser considerados en la fisica de la interaccién cuando
la velocidad de oscilacion del plasma v,,. es mayor que la velocidad de la luz
¢, (Uose > ¢, donde la velocidad de oscilacion, v,s. = eE/mw, es una medida
de la intensidad del campo eléctrico, siendo e y m la carga y la masa del
electrén, E campo eléctrico, y w la frecuencia de la onda).

El propodsito de este trabajo es proponer un método para el estudio de
la propagacién de ondas con polarizacion circular en un modelo de plasma
no magnetizado de dos fluidos, en el que el movimiento de los iones y los
electrones pueden ser relativistas en la direccion longitudinal, considerando
que ademas dicho plasma tiene una temperatura finita. En particular se estu-
diara la posibilidad de la existencia de ondas solitarias acotadas en infinito,
conocidas como “solitones brillantes”.

Algunos de los primeros autores en estudiar este tipo de problema para
plasmas frios fueron Akhiezer y Polovin [2], bajo la aproximacién de que la
masa de los iones m; es mucho mayor que la de los electrones m. (m./m; <
1), lo cual restringe el problema a plasmas débilmente relativistas. Esirkepov
et al. [3, 4] demostraron analiticamente la existencia de solitones estacionarios
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CAPITULO 1. INTRODUCCION 8

para plasmas frios, cuya amplitud depende de la frecuencia con una cota
maxima. Mientras que en plasmas subdensos (aquellos cuya frecuencia de
plasma es menor que la de la onda) no se tienen soluciones no cuasineutras de
una sola joroba, en plasmas superdensos (caso opuesto al de los subdensos) se
pueden presentar. Por otra parte, cuando se incluye la dindmica de los iones
se encuentra que no existen soluciones para § = v/c < /m./m; [5]. Sin
embargo, éstas se recuperan para (3 > /m./m;, de modo que no existe una
conexion entre las soluciones estacionarias y las soluciones en movimiento.

Kaw et al. [6] encontraron soluciones exactas unidimensionales para pul-
sos de luz modulados acoplados a ondas en plasmas frios, suponiendo que el
fenémeno es principalmente debido al movimiento de los iones (frecuencias
bajas), encontrando soluciones con forma de onda envolvente, asi como trenes
de onda. Los pulsos solitarios consisten en ondas de luz atrapadas en depre-
siones de densidad del plasma generadas autoconsistentemente. Poornakala
et al. estudiaron el modelo de dos fluidos para plasmas frios [7] y calientes
[8], suponiendo en el tltimo caso que sélo los electrones son relativistas. Pre-
sentaron dos casos; el de frecuencias bajas en el cual se toma en cuenta la
dinamica de los iones, y el de frecuencias altas para el cual sélo es relevante la
dindmica de los electrones. Sus resultados se pueden resumir de la siguiente
forma: cuando § < \/m./m;, existen dos intervalos en los que los solitones
brillantes pueden existir, estos son soluciones cuya caracteristica es que la
intensidad del pulso es maxima en el centro y tiende a cero hacia infinito;
uno de velocidades bajas, para el que la onda es atrapada en una region en la
cual los iones y electrones son expulsados, y otro de velocidades altas, para
el cual los electrones son acumulados en el maximo del solitén. La region
intermedia, por otra parte, permite la existencia de solitones obscuros, que
consisten en soluciones cuya intensidad no es acotada hacia el infinito.

Anteriormente, Farina et al. [9] demostraron la existencia de estos so-
litones obscuros para velocidades bajas, en el caso de plasmas frios, pero
la contribucién de Poornakala et al. consiste en demostrar que al conside-
rar efectos térmicos se encuentra un limite inferior. Puesto que en este caso
el plasma es cuasineutro, el potencial se obtiene de las ecuaciones de movi-
miento, y la ecuacion de Poisson no juega un papel importante. Una situacion
diferente es aquella en la que 8 > /m./m;, ya que en tal caso los electrones
responden mas rapidamente que los iones, y se pierde la cuasineutralidad.
Cuando se tiene este tipo de propagacién en plasmas subdensos, la velocidad
de propagacion puede aproximarse a la de la luz, mientras que cuando se da



en plasmas superdensos, la propagacion es mucho menor. La diferencia entre
este caso y el anterior es que ahora el potencial es definido por la ecuacién de
Poisson, aunque cabe senalar que al hacerlo tomaron un modelo de un fluido.
Para el caso de amplitudes pequenas se encuentra que los efectos térmicos
son irrelevantes, y se recupera el caso de Kaw et al. [6]

Los principales efectos no lineales que se crean en la propagacion de estos
pulsos en el plasma son fenémenos relativistas. Uno de ellos es la variacién de
la masa del electrén al ser acelerado, y las perturbaciones en la densidad elec-
trénica, que ocurren debido a la fuerza ponderomotriz dada por la radiacién
de los campos. Estos dos ultimos efectos cambian la constante dieléctrica del
plasma, y dan como resultado que al propagarse las ondas electromagnéti-
cas, se acoplen sus componentes transversal y longitudinal. Varios autores
se han dedicado a estudiar dicho acoplamiento. Por ejemplo Esirkepov et al.
[3][4] obtienen una solucién analitica exacta, cuando las ondas tienen una
velocidad de propagacion cero.

Posteriormente se vio que las soluciones que obtuvieron Esirkerpov et al.,
eran particulares de una clase mas general, obtenidas anteriormente por Koz-
lov [5] y Kaw [6] por medio de andlisis numérico o aproximaciones, donde la
velocidad de propagacion no esta restringida. También se vio que las aproxi-
maciones de Esirkepov et al., particularmente sobre la hipdtesis de un plasma
frio (esto consiste en suponer que los iones carecen de movimiento y forman
un fluido de fondo) dejan de ser validas cuando la velocidad de propagacién
de la onda se acerca a cero, ya que los efectos térmicos de los iones y de
los electrones se convierten en un efecto importante cuando 3 se aproxima a
/me/m;. A partir de este punto se empezaron a cuestionar las soluciones de
Esirkepov et al. Kozlov [5] eliminé esta hipdtesis, empleando las ecuaciones
de un plasma frio, tomando en cuenta el movimiento de los iones. De este
modo, encontr6 que no es posible la existencia de ondas electromagnéticas
para velocidades por debajo de cy/m./m;. Estos dltimos resultados fueron
extendidos por Farina [9], quien encontré que para el caso en el que [ es
menor que y/m./m;, existen solitones obscuros.

Posteriormente, Poornakala et al. [7] ponen nuevamente los resultados an-
teriores en tela de juicio, debido a que encuentran un nuevo régimen de pro-
pagacién para los solitones brillantes por debajo de la velocidad ion-actstica,
siendo este régimen prohibido para los solitones obscuros. Trabajos posterio-
res se han enfocado al estudio de estos solitones en medios cuasineutros y
con intensidades muy pequenas [8].
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El propédsito de este trabajo es estudiar la existencia y estabilidad de
ondas solitarias en un plasma de dos fluidos mediante la formulacién lagran-
giana del sistema, permitiendo la inclusion de efectos térmicos. Se inicia con
la revision del lagrangiano del sistema propuesto, y a partir de él se estudian
las ecuaciones de Euler Lagrange resultantes, asi como las ecuaciones de con-
servacién obtenidas a partir del Teorema de Noether. Al hacerlo, se verifica
la consistencia con trabajos anteriores, los cuales son casos particulares del
presentado aqui. Una vez obtenidas las ecuaciones de evolucion del sistema,
se resuelven para el caso de pequenas amplitudes, y numéricamente para el
caso mas general, encontrando las condiciones necesarias para la existencia
de ondas solitarias. Finalmente, se analiza la estabilidad de las soluciones a
partir de métodos perturbativos.



Capitulo 2

Formulacién Lagrangiana y
cantidades conservadas

En este capitulo se plantea el lagrangiano que describe a un sistema de
plasma constituido por dos especies, a través del modelo de dos fluidos re-
lativistas, que incluyen efectos térmicos asociados a ambas especies. Este se
escoge de tal modo que se reproduzcan las ecuaciones del modelo de dos
fluidos, semejantes a las obtenidas por Poornakala et al. [8], con la finalidad
de comparar sus resultados en ciertos limites. Se ha encontrado que el la-
grangiano propuesto por Chen y Sudan [10] para plasmas relativistas frios,
fundamentado en el empleo de potenciales de Clebsh [11] es adecuado para
este propdsito, con las modificaciones necesarias para extenderlo a plasmas
calientes. Brizard [12] ha realizado una revisiéon adecuada sobre el tema, para
plasmas frios, incluyendo la obtencion de cantidades conservadas a través del
teorema de Noether. A partir del lagrangiano, se derivan las ecuaciones de
movimiento de Euler-Lagrange correspondientes, para obtener asi las ya co-
nocidas ecuaciones de movimiento del modelo de dos fluidos, que en este caso
incluyen los correspondientes efectos térmicos de cada especie. La ventaja de
poder derivar las cantidades conservadas permitira obtener resultados sobre
las ondas solitarias no presentados en otros trabajos sobre el tema. Por otra
parte, el considerar a ambas especies como relativistas permite extender el
problema al de plasmas de electrones y positrones, al igualar las masas de
las particulas en ambas especies.

11



CAPITULO 2. FORMULACION LAGRANGIANA Y CANTIDADES

CONSERVADAS 12
2.1. El Lagrangiano y las ecuaciones del
modelo

Con objeto de facilitar la comparacién de resultados, la nomenclatura
empleada en este trabajo es semejante a la empleada por Poornakala et al.
en [7] y [8]. El sistema de unidades empleado es el cgs.

La siguiente expresion es una de las formas posibles para la densidad
lagrangiana, en donde se han anadido los tltimos dos términos representan
los efectos térmicos de cada una de las especies. Puesto que en este trabajo
se consideraran unicamente iones y electrones, se emplearan los subindices ¢
y e para indicar cada especie:

o,

Lt (= Dmec? | +elne — mi)s

1 2 2
L=—(E|"—|B|") —ne
(1Bl = BP) . |

s
ot

—n; + (v — 1)mi02} —mev%efe(ne In ne—ne)—miv%il“i(ni Inn;—n;) ,

(2.1)
vr; es la velocidad térmica de la especie i, E'y B representa a los campos
eléctricos y magnético respectivamente, dados por

10A

en donde ¢ y A son los potenciales escalar y vectorial respectivamente.
Las densidades de electrones y de iones n. y n; estan normalizadas a la
densidad homogénea de fondo ng; m. y m; sus masas en reposo; I'. y I';
son los cocientes de los calores especificos de cada una de las especies, y los
términos en los cuales aparecen representa el efecto térmico asociado a un
gradiente de presion. Si se tratara de un plasma de electrones y positrones,
bastaria tomar m; = m, = m, pero en este trabajo se considerara siempre
que m; > m,. En el lagrangiano aparecen también los potenciales de Clebsch
para electrones e iones 1, y v;, definidos como funciones cuyos gradientes
definen los momentos candnicos. Asi pues, si a = e, i, dependiendo de cada
especie, se tiene que [10] [11]

A

Pa = MaYaVa + = Vl/)a ) (23)
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en donde v, es la velocidad de cada especie y ¢, es la carga del electron
—e cuando o = e y +Ze, cuando a = 7. Por simplicidad se elige Z = 1 en
este trabajo. Los factores relativistas -, se definen en forma convencional
por medio de la expresion relativista

Vgé —-1/2
Yo = (1 — §> s (24)

que en términos de los potenciales de Clebsch se pueden reescribir como

GuA |’

1/2
2

Vo = <1 + 'Vwa — /(mac) ) . (2.5)

El siguiente paso consiste en obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange
asociadas al lagrangiano. Para ello se toman las variaciones sobre cada una
de las funciones que contiene el lagrangiano. Al hacer la variaciéon sobre los
potenciales 1, y se cambia la funcién velocidad por este potencial para cada
una de las especies.

Por ejemplo, de la variacion de los potenciales 1. vy 1;, se desprenden las
ecuaciones de conservacion para el nimero de electrones e iones

a;"’ + v (neve) =0 (2.6)
Yy
TG ) =0 2.1
De la variacion de la densidad de electrones n, se obtiene
—8(;/;6 — (Ve — D)mec® + e — mev’TeInn, = 0 : (2.8)

Tomando el gradiente se encuentra la ecuacién de conservacion de momento
para los electrones:

oP.
ot

Equivalentemente se obtiene la ecuacion de conservacién para el momento
para los iones. Primero se toma la variacion con respecto a la densidad iénica
n;, obteniendo

=V [ed — (v — D)mec® — mevZle Inn, | : (2.9)
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_aad: — (v — )mic® —e¢p —mpviTilnn; =0 (2.10)
y aplicando el gradiente, se encuentra
P;
aat =v [-ed — (vi — Dmyc® — mviT; Inn] . (2.11)

En forma andloga, realizando la variacién con respecto al potencial escalar
¢, se obtiene la ecuacion de onda con fuentes para dicho potencial

Vi — 202 dme(ne — n;) ; (2.12)

y de la variacién con respecto al potencial vectorial A, se obtiene la ecuacion
de onda correspondiente a éste:
2
A — 0_1288—;? = 4%Te(neve — n;V;) (2.13)
Para nuestro propésito sera mas adecuado trabajar con un lagrangiano
adimensional, obtenido de escalar la ecuacién (2.1) de la siguiente forma: El
tiempo se normaliza de acuerdo a la frecuencia del plasma de los electrones
Wpe = v/4mne.e?/me, la longitud con la profundidad de penetracién c¢/wy., las
densidades con la densidad homogénea de fondo n,, los potenciales escalar y
vectorial por medio de ¢ — e¢/m.c* y A — eA /m.c?, mientras las tempera-
turas son normalizadas por m.c?. Tomando esta normalizacién, la densidad
lagrangiana adquiere la forma

1 0,
L= SUB = B) = e | G + (= 1] + ne = mo
—T1; [aaqiz + %(’72 — 1):| —196Fe(n6 In ne—ne) —19ZI’,(nZ In n; —’I’Ll) s (214)

en donde a es el cociente entre las masas de los electrones y los iones
me/m;. Asimismo, las expresiones adimensionales de las funciones v, y
quedan como 5, = (14 |7 — A[")2 y 5 = (14 a® |y + A2, y 0,
corresponde al cuadrado de la velocidad térmica normalizada de la especie j.

Para estudiar la existencia de ondas solitarias circularmente polarizadas,
acopladas a desplazamientos longitudinales de las particulas, se proponen
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potenciales de la forma ¢ = ¢(z,t), y A = A, (z,t)é, + A,(z,t)€é,, de modo
que la onda tiene amplitud en las direcciones y y 2, y se propaga en la
direccion z. Esta aproximacion unidimensional se hace bajo la suposiciéon de
que la variacién de la amplitud en la direccién transversal es pequena en
comparacion con la que se tiene en la direccion longitudinal, lo que se justifica
siempre que el tamano de la onda solitaria que se desea estudiar sea mucho
menor que el tamafo L del punto en el que incide el laser (¢/w, << L). Por
ejemplo; para un laser de femtosegundos con una intensidad de 106 W /cm?,
el tamano tipico del punto de incidencia es de 20 — 30 pm, mientras que
c/w, para un plasma de densidad critica es = 0,15um, lo que justifica la
aproximacién unidimensional bajo estas condiciones. Asi, se puede escribir

o (06" [(0A,\°  [0A\?
E? = (%) *(W) +(8t> , (2.15)

0A,\ > 0A\ 2
2 iy z
B—(ax>+(a$) . (2.16)

En estas condiciones, se pueden descomponer las velocidades en su com-
ponente longitudinal v, y transversal v, de modo que, de acuerdo con
la conservacion de momento candnico, la componente transversal se puede
tomar como

Vo = : (2.17)

A
Ya

ya que por hipdtesis el potencial vectorial es perpendicular a la propagacion
de la onda. Substituyendo en (2.4), y definiendo 3, = vq/c, se tiene entonces

[1+|AP 1+ a?|A)
— =y — . 2.1

Bajo estas condiciones las ecuaciones de conservacién de momento (2.9) y
(2.11) quedan
0

B B 0 104,
[a + Ue||a—x1 (’}/e’UeH) = % — 276% — 'Uere% In Ne , (219)

0 0 0 a 0A? 9. O
{a + vi”%] (yive) = —ag + ——F— —av; FI£ Inn, , (2.20)
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mientras que las ecuaciones para los potenciales escalar y vectorial (2.13) se
reducen a

2 18%

92~ ogp ~Amelne—n) (221)
?A 1 0%A
G2 @ o \Metel Tmitin) (222

Cabe mencionar que las ecuaciones (2.17) a (2.22), junto con la versién
unidimensional de (2.6) y (2.7) se reducen al modelo propuesto en la Ref [§],
cuando se supone que los iones son no relativistas (y; — 1), y su respuesta
transversal es despreciable (v;; = 0).

2.2. Cantidades conservadas para el caso
unidimensional

Empleando el modelo anteriormente expuesto, se puede encontrar del
lagrangiano (2.14) las siguientes cantidades conservadas, a partir del teorema
de Noether (ver Apéndice A).

De este modo se encuentran las integrales de conservacién de nimero de
electrones e iones,

N, = /nedxdt , N; = /nidxdt . (2.23)

de momento

B O N  [(0A, 04, 0A,0A,
P = / [nz +n < o Ot + e o1 dxdt . (2.24)
y de energia

ox ¢ Oz
B 1| /06\> [(0A,\° [0A.\° 0A,\°  [0AL\°
H—/{al(a) *(W) *(at) (W) *(ax)

+ne(Ve — 1) + ni(vi — 1) /a+ (n; — ne)o (2.25)

1
2

—9Le(neInn, —ne) — 9;T;(n; Inn; — ni)}dxdt
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2.3. Existencia de soluciones de onda
solitaria

Esta seccion tiene como objetivo principal buscar una forma simplificada
del lagrangiano, que contenga las soluciones de onda solitaria para el modelo
de dos fluidos, bajo la aproximacién unidimensional expuesta en la seccién
anterior. Para ello se propone un ansatz o funciéon de prueba para la forma
de la solucién, o en otras palabras la forma de la onda. Dicha funcién consta
de dos partes; la envolvente y la portadora. La evolucién de la funcion de
prueba estard regida por las ecuaciones de Euler obtenidas del lagrangiano.

El método aqui planteado ha sido empleado por Kath y Smyth, para
el estudio de la radiaciéon de un solitén cuya evolucion es descrita por la
ecuacién no lineal de Schrodinger [13], asi como las pérdidas por radiacion
debidas a interaccién entre pulsos en fibras dpticas birrefringentes [14]. Mdas
recientemente se ha empleado para calcular la radiacion de un solitén de
Davydov en un medio inhomogéneo [15]. En el caso mostrado a continuacién
se ignora el efecto de la radiacion. Para empezar, se muestra que es posible
recuperar los resultados obtenidos previamente por Poornakala et al. [8], para
el caso en el que los iones son no relativistas (3; < 1, 5. = (3) y el problema
es débilmente relativista.

Puesto que nos interesa encontrar soluciones de tipo onda viajera con
velocidad [, se toma un sistema de coordenadas £ = x — Gty 7 =t, y
se propone para las componentes del potencial vectorial A un ansatz de la
forma

A, = Re®e™™ 4 Rre7 et : (2.26)

A, =iRe®e ™ — jR*e O™ : (2.27)

en donde R = R(§), A = A(1) y © = O(§) son funciones libres. Obsérvese
que (3, la velocidad de propagacion de la onda es independiente de 3. y ;.
La funcién R* representa el complejo conjugado de la funcién R.

Al substituir el ansatz en el lagrangiano (2.14), éste toma la forma

1
L= (432(52 —1)+4R* (5% - 1)@2—8R25@§AT+4R2A3+¢3> + (ne — 1)@
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—(niInn; —n;)9; I —n, ((—wi,gﬁ +((1 4 a*(4R* + ¢ig))1/2 - 1)/a)

—(neInn, —n)d I, — ne( — oS+ (1 +4R* + ¢§7£)1/2 — 1)) . (2.28)

Los subindices ¢ y 7 representan las derivadas con respecto a las nue-
vas variables. Este lagrangiano permitird encontrar las ecuaciones para los
parametros de las funciones de prueba, que determinaran la forma de la onda
viajera.

De la variacién de la funcién O, se obtiene la ecuacién para los parametros

(32(52 —1)6 + RQBAT)g —0 (2.29)
la cual se puede integrar inmediatamente obteniendo
R?BA Q
20, = . 2.
R°O¢ 1_52—%1_52 , (2.30)

donde () es una constante de integracion. Esta expresion es exactamente la
ecuacién (11) de la Ref.[8] obtenida por Poornakala et al., derivada de la
ecuacién de onda para el potencial vectorial (2.22). En dicho articulo se hace
notar que () debe ser cero si se desea que la solucién sea acotada en infinito,
ya que de lo contrario, la onda siempre acarrearia un flujo de energia hacia ese
limite. Asi, las soluciones con ) = 0 corresponden a los llamados solitones
brillantes, mientras que aquellas con ) # 0 corresponden a soluciones no
acotadas, conocidas como solitones obscuros.

Una segunda ecuacién diferencial, se obtiene tomando la correspondiente
ecuacién de Euler-Lagrange para la funcién A

<R2ﬁ®f + R?AT>5 0 (2.31)

que también puede integrarse de forma directa. Para que estas dos ultimas
ecuaciones diferenciales sean consistentes, se requiere que las funciones O, y
A sean constantes y su valor lo determinan las ecuaciones anteriores. Asi, se
puede tomar A = A7, en donde \ es una constante. Por el momento no es de
importancia el valor de estas constantes, sélo asi deben recordarse y de que
no necesariamente son iguales.

De la ecuacién de Euler-Lagrange para el potencial ¢, (2.12) se obtiene
la ecuacién de Poisson
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Gee =me — ;. (2.32)

Ahora, de las ecuaciones de Euler para las densidades de iones n; y de
electrones n. se encuentra que

—¢ =0 Inn; + Bie + (1 — (14 a®(AR* + 7)) *) Ja=0 , (2.33)

¢ — V9 Lenne + Boee +1— (1 +4R* +92,)? =0 | (2.34)

y de las variaciones para los potenciales ¢; y 1.,

i _
‘5+u+w@m+w%Wﬂ‘° ’ (2:3)
e Ve —0 . (2.36)

(1+4R% +42,)1?

De la variaciéon de R se obtiene la ecuacién para la amplitud del potencial,
con lo cual se cierra el conjunto de ecuaciones para el sistema propuesto:

R A2 Ne  an;
&“"dﬂﬁc—w_i_%) | (2:37)

Esta tltima ecuacién, en la cual se acoplan el campo electromagnético
y la densidad del plasma fue obtenida por Poornakala et al. a partir de la
ecuacién de onda para el potencial vectorial (2.22), bajo la suposicién de que
a — 0. La diferencia fundamental entre dicho modelo y el de este trabajo,
reside en el empleo de los potenciales de Clebsch en vez de velocidades de las
ambas especies.

De (2.35) y (2.36) se obtienen

B(1 + 4a>R?)1/?

Vig = (1= FE)I/2 , (2.38)
B(1+ AR)'/?
Vee = El _ ﬁ2)1)/2 ’ (2.39)

mientras que substituyendo estas iltimas en (2.33) y (2.34) se llega a
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ad;ilnn; = —ag — (1 — fHY2(1 + 4a®R>)V2 41 | (2.40)
L lnn, = ¢ — (1 — )21 +4RHV2 41 . (2.41)

Las soluciones de onda solitaria buscadas deben de satisfacer el sistema
de ecuaciones diferenciales (2.37) a (2.39), teniendo como condiciones las
ecuaciones algebraicas (2.40) y (2.41).

2.4. Soluciones analiticas aproximadas

Si se consideran oscilaciones de frecuencia baja, de modo que el plasma
se puede considerar aproximadamente cuasineutro (amplitudes pequenas en
la desviacién de la densidad de electrones), y amplitudes pequenias en R, es
posible obtener soluciones analiticas. Para ello se supone que la densidad
de los iones y de los electrones se desvia ligeramente del equilibrio mientras
el sistema se mantiene cuasineutro (n; = n. = 1+ 9, en donde § < 1),
suposicion que posteriormente se confirma bajo otro esquema. Eliminando ¢
de las ecuaciones (2.40) y (2.41), se obtiene

e )

1
In(nZ<Fen?™) = (9.0 4+ 0;T) In(146) =14+ ——
a

BB (1= )2 (1 ) (2.42)

en donde se ha empleado (2.18) para reescribir el resultado en términos de
las velocidades. Desarrollando In(1 + d) se encuentra

(1+a) [(1 - (1- 52)1/2> — %aR2 (1- 62)1/2]

5=
a(ﬁefe -+ ’19@1_‘1) ’

(2.43)

que, al substituir en (2.37) se puede escribir una ecuacién para R como

Ree + ap(\, B,a)R + a1 (B,a)R* = 0, (2.44)

en donde
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RS a2 (4, (1= =5")
ao()\,ﬁ,a) = 1 _52 |:1 — ﬁz - (1 —|-Cl) (1 - 6 ) (1 + a(ﬁere —|-191F1) ):|
(2.45)
y
) s (+a)(1—1=") (1+a) (169"
=y [”a T DRSNS R C N DR YN ]

(2.46)

son funciones que no dependen de la variable £, de modo que se pueden
tomar como constantes para A\, 3 y a dadas, notese que en este esquema no
se restringen los valores de ninguna de las velocidades.

La ecuacién de la onda (2.44) tiene la forma de la segunda ley de Newton
para una pseudoparticula, en donde el primer término figura como la fuerza
sobre la pseudoparticula y los dos ultimos términos como menos el gradiente
de un potencial. Este potencial es conocido como el potencial de Sagdeev[9],
y su estudio determina el tipo de solucion, dependiendo de los signos de ag y
a1, que como es bien conocido, corresponde a ondas solitarias. De este modo
se encuentra que si ag < 0 y a; > 0, se obtienen soluciones de onda solitaria
brillante de la forma

R= (2 |a°|)1/2 sech (\/@Q , (2.47)

ai

mientras que si por el contrario ayp > 0 y a; < 0, se obtienen soluciones
de onda solitaria obscura de la forma

R=— (%) " anh (@g) | (2.48)
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Puede verse con los resultados obtenidos, que este modelo solo predice
solitones brillantes dado que de la propia naturaleza de a;siempre va a tener
signo positivo, la Unica limitante la da ag < 0 que impone una restriccion

sobre A. En efecto, de ap < 0 se encuentra que \? < (1 — 62)3/2 (1 +a+

(14a)(1-(1-62) ")
a(ﬂel"e+19i1"i)

onda solitaria brillante.

1/2

, que restringe los valores posibles para que se presente la

En lo que sigue de este trabajo se estudiard solamente la solucién de
soliton brillante, como se aclarara al inicio del siguiente capitulo.



Capitulo 3

Resultados numeéricos

En esta seccién se exponen los resultados obtenidos del estudio numérico
del modelo simplificado, en el que se toman tnicamente los electrones como
relativistas, tal como fue propuesto por Poornakala et al. [8], y del mode-
lo completo, buscando similitudes y remarcando las diferencias sustanciales
entre los resultados de ambos casos. Asimismo, se comparan los resultados
obtenidos para el modelo simplificado con los que obtienen Poornakala et
al. por un procedimiento diferente. El estudio numérico se realiza integrando
la ecuacién (2.44), por medio del método de integracién de Runge-Kutta de
cuarto orden, para el caso del modelo simplificado y el sistema de ecuaciones
(2.37) a (2.41) en el modelo completo. En el Apéndice B se muestran los
cédigos en C empleados en la obtencion de los resultados.

3.1. Resultados numéricos del modelo simpli-
ficado: Integracién de la ecuacién (2.44)

Para integrar esta ecuacion es necesario dar valores a los parametros ag
v ay, que dependen de otros como la velocidad de propagacién de la onda
B, del parametro A dados por las (2.45) y (2.46), y del cociente a entre las
masas del electréon y de los iones. El estudio se concreté a hallar los valores de
los pardmetros ag y a; para los cuales se produce una solucién tipo soliton,
procediendo de la siguiente forma: Fijando la magnitud de la amplitud, que
en este caso se eligio el valor de 0,01, para satisfacer la condiciéon de una am-
plitud pequena, se dio primeramente un valor a la velocidad de propagacion
de la onda para encontrar el valor correspondiente del pardmetro ai(3,a).

23
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Posteriormente se corre el programa hasta encontrar un valor de ag(A, 3, a)
para el cual se obtiene una solucién de tipo onda solitaria. Se pudo observar
que para cada valor de ay sélo hay un valor correspondiente de a; para los
cuales se encuentra un soliton. Una vez encontrados los valores de ag y aq, se
calcula el valor correspondiente de A con ayuda de la ecuacién (2.45). Cabe
aclarar que unicamente se buscaron soluciones con un sélo maximo, aunque
en principio es posible encontrar soluciones con mas de un maximo.

Este procedimiento se puede repetir las veces que sean necesarias para
encontrar los valores correspondientes de 3 y A para hallar la solucién bus-
cada. En la Tabla I se muestran algunos valores asignados al parametro (3 y
los valores encontrados para aq, ag y A. Sélo se muestran algunos valores de
ellos, dado que tnicamente se pretende comparar estos resultados numéricos
con los resultados analiticos mostrados en la seccion anterior.

Entre los principales resultados que se obtienen del estudio numeérico se
destacan los siguientes:

1. La obtencion de ondas solitarias esta limitada a ciertos conjuntos de
valores de los pardmetros a1, ag; es decir, para cada valor de a;(> 0) sélo
existe un valor de ag para el cual se puede obtener el soliton. También cabe
mencionar que las soluciones son muy sensibles a pequenos cambios de los
parametros, lo que se ve reflejado en el nimero de cifras significativas de la

Tabla L.

2. Las ondas solitarias se producen unicamente en plasmas subdensos,
como se puede apreciar en la tultima columna de la Tabla I, en donde aparece
el cociente entre la frecuencia w y aquella del plasma w, donde w = 1/(1—?)

6] ap ag A w/wy
0.98033 | 5002.022 | -0.2501007 | 1.94542 | 34.870
0.98271 | 5231.358 | -0.2615677 | 1.85067 | 28.530

Tabla I. Valores de 3, ag, a1 y A para los cuales es posible encontrar
soluciones de onda solitaria con un maximo en el origen, al integrar numéri-
camente.
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La forma de las soluciones numéricas encontradas se muestra en las figuras
(3.1) y (3.2), para R vs. {(= x — (3t), para los valores de 3 de la Tabla I.
Asi mismo, en cada una de las ellas se muestra el resultado analitico para

una comparacion entre ambos casos.

Otra conclusion importante para esta seccién es que en términos genera-
les los resultados obtenidos sobre el comportamiento de las ondas solitarias
concuerdan en gran medida con los resultados publacados por Poornakala
et al.,dado que en ambos casos se integra numericamente la misma ecua-
cion, siendo que en este trabajo los resultados se obtienen por un método

completamente diferente.

+ Modelo Analitico
% Modelo Numérico

0.010
% $=0.98033
¥ ¥
* *
* *
* *
0.008 * *
* *
* *
* *
0.006 * *
* *
* *
14 x P
0.004 H X *
* *
* *
1 * *
* *
- _—// l\\\‘_
0.000
T T T T T T T
15 10 5 0 5 10 15

Figura 3.1: Solitén correspondiente a 3 = 0,98033
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+ Modelo Analitico
x Modelo Numérico
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0.006 * *
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0.002
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Figura 3.2: Solitén correspondiente a 3 = 0,98271

3.2. Resultados numéricos del modelo com-
pleto: Integracion de las ecuaciones (2.37)

a (2.41)

Para encontrar soluciones del modelo completo se deben resolver las ecua-
ciones diferenciales (2.37), (2.38) y (2.39) en conjunto con las ecuaciones
(2.40) y (2.41), que son ecuaciones algebréicas que se acoplan al sistema,
pudiendo entenderse a estas ultimas como condiciones impuestas a las ecua-
ciones diferenciales. Como en el caso del modelo anterior, el sistema de ecua-
ciones depende de los parametros 6 y A\. Ademas, se estableceran las mismas
condiciones iniciales para correr el programa. El procedimiento para encon-
trar el tipo de soluciones requeridas es similar al empleado en el caso de la
seccion anterior; es decir, se fija una velocidad de propagacion de la onda y
se corre el programa hasta encontrar el valor del parametro \. Este proce-
dimiento se repite para varios valores de la velocidad de propagacién. Los
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resultados encontrados se muestran en la Tabla II.
Los principales resultados que se obtienen son los siguientes:

1. Se encuentran soluciones acotadas para cualquier valor de la velocidad
de propagacion, al igual que en el caso simplificado.

2. Al igual que en el caso simplificado, para cada valor en la velocidad de
propagacién sélo se encuentra un valor del parametro A, siendo importante
las cifras significativas de estos dos parametros.

3. También se coincide con el caso simplificado en que las soluciones aco-
tadas se producen tnicamente en plasmas subdensos, esto se puede ver con
ayuda de la Tabla II observando el cociente entre la frecuencia w y la del
plasma w,,.

g A w/wy
1x107% ] 1.41417818 | 1.4141
5x 10~% | 1.41417800 | 1.4141
1 x 1073 | 1.41417747 | 1.4141
5x 1073 | 1.41416050 | 1.4141
1 x 1072 | 1.41410747 | 1.4142
5x 1072 | 1.41240935 | 1.4159

0.1 1.40708952 | 1.4213

0.2 1.38560598 | 1.4433

0.3 1.34904000 | 1.4824

0.4 1.296115699 | 1.5429

0.5 1.224714213 | 1.6329

0.6 1.131342521 | 1.7677

0.7 1.00992540 | 1.9802

0.8 0.848506862 | 2.3569

0.9 0.61642590 | 3.2443

Tabla II. Valores de 3 y A para los cuales es posible encontrar soluciones de
onda solitaria con un maximo en el origen, al integrar numéricamente.
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Las siguientes graficas muestran algunos de los resultados numéricos ob-
tenidos para este modelo, teniendo en consideracion las mismas condiciones
iniciales para el programa del modelo simplificado. En estas gréaficas se mues-
tra R vs. £, y se observa como al aumentar la velocidad de la onda disminuye
su anchura de una manera mas evidente que en el caso del modelo simplifi-
cado.

Otra cantidad que se observé en las interaciones numéricas fueron la den-
sidad iénica y la electrénica, por lo cual se puede decir que existen pequenas
fluctuaciones de estas alrededor de la cuasineutralidad (n; = n. = 1), y por
ello no se hace gran referencia a estas cantidades més adelante.

Entre los resultados mas importantes de esta seccion, se puede resaltar
la gran diferencia entre los resultados de este modelo y el simplificado, y
por lo mismo con resultados de Poornakala et al., en cuanto a los valores de
los parametros y las condiciones para obtener las ondas solitarias. Por ello
habria que reconsiderar las formulaciones para pequenas amplitudes en las
cuales se basan los modelos.

0.010 4
0.008
0.006
0.004
0.002

0.000 +

T T T T T T T T T T T T T 1
-600 -400 -200 0 200 400 600

Figura 3.3: Solitén correspondiente a 3 =1 x 10~*
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3.2.

RESULTADOS NUMERICOS DEL MODELO COMPLETO:
INTEGRACION DE LAS ECUACIONES (2.37) A (2.41)

B=5E-4
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Figura 3.4: Solitén correspondiente a 3 =5 x 1074
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Figura 3.5: Solitén correspondiente a 3 =1 x 1073
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Figura 3.6: Solitén correspondiente a 3 =5 x 1073
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Figura 3.7: Solitén correspondiente a 3 = 0,01
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Figura 3.8: Soliton correspondiente a § = 0,05
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Figura 3.9: Solitén correspondiente a 3 = 0,1
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Figura 3.10: Solitén correspondiente a 3 = 0,2
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Figura 3.11: Soliton correspondiente a § = 0,3
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Figura 3.12: Solitén correspondiente a 3 = 0,4
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Figura 3.13: Solitén correspondiente a G = 0,5
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Figura 3.14: Solitén correspondiente a 3 = 0,6
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Figura 3.15: Soliton correspondiente a 5 = 0,7
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Figura 3.16: Soliton correspondiente a § = 0,8
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Figura 3.17: Solitén correspondiente a 5 = 0,9
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Figura 3.18: Ancho medio de la onda vs velocidad
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Figura 3.19: Comportamiento de A con respecto a la amplitud.
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Figura 3.20: Grafica de la region en donde se producen las ondas solitarias
en funcion de la velocidad.

En la figura (3.18) se muestra el comportamiento del ancho medio de la
onda en funcion de la velocidad, pudiendose observar que mientras mayor es
la velocidad de la onda, méas angosta es esta.

Queda por describir los resultados obtenidos cuando se buscan soluciones
acotadas para amplitudes mayores. El procedimiento es el mismo al senalado
anteriormente, fijando la amplitud en el maximo y la velocidad de propa-
gacién (. De esta forma se obtiene una tabla para la amplitud maxima de
la onda y del parametro A para el cual es posible encontrar la onda aco-
tada. Este procedimiento se sigue para g = 0,05,0,1,0,02,...,0,9, para las
cuales fue posible encontrar soluciones acotadas. La figura (3.19) muestra el
comportamiento del parametro A con respecto a la amplitud para diferentes
velocidades.
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La curva mostrada en la figura (3.20) limita la regién de los valores para
los cuales es posible encontrar soluciones acotadas de un s6lo méximo, siendo
los valores bajo la curva los permitidos. Para obtener esta grafica se tomaron
los valores maximos de la amplitud de las tablas de amplitud y el parametro
A mencionadas en el parrafo anterior. Con ayuda de esta curva se infiere el
comportamiento de la maxima amplitud de la onda solitaria con respecto a la
velocidad de propagacion, y se puede observar que para velocidades pequenas
la amplitud maxima es constante. Sin embargo, para valores mayores de la
velocidad, la amplitud permitida disminuye.

De lo anterior se puede concluir que el comportamiento de las ondas soli-
tarias encontradas con el modelo completo es muy similar al caso del modelo
simplificado. Sin embargo, el modelo completo se puede emplear para el es-
tudio numérico de amplitudes grandes. Cabe mencionar, que la generacion
de la onda solitaria esta restringida a su propagacién en plasmas subdensos.



Capitulo 4

Radiacion

Este capitulo se divide en dos partes, en la primera se estudia la estabili-
dad de una onda solitaria partiendo de la solucién analitica encontrada para
pequenas amplitudes (2.47), y posteriormente se estudia la radiacién gene-
rada por ondas tipo soliton. Para ello se emplea la formulacion lagrangiana
planteada en el Capitulo 2.

Para el estudio de la estabilidad de la onda solitaria se toma una funcion
con una forma analitica semejante, pero tal que no necesariamente se cumplan
las relaciones entre los pardametros encontradas en el Capitulo 2. Ademas, a
esta funcion ahora se le ha anadido un término en forma de onda plana, que
representa la radiacién de la onda. Las componentes del potencial vectorial
adquieren la forma:

A, = (Rsech[w(z — n)] 4 ig)e™ @ Me™™ 4 cc , (4.1)

A, = i(Rsech[w(z — n)] + ig)e @ Me™™ 4 cc : (4.2)

en donde R, g, w,n, k y A son funciones arbitrarias que dependen tinicamente
del tiempo. Para obtener la forma en que evoluciona el término de radiacién,
se supondra que se tiene una emision de radiacién adiabatica, en el sentido
de que el tiempo caracteristico de oscilacion de la misma es mas corto que
el de la deformacién de la onda solitaria. Por ello se puede suponer que la
radiacién emitida estd representada por una onda plana, que se desarrolla
en forma de un escaléon de altura g y ancho [ en los extremos de la onda

39
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solitaria, mientras que ésta se sigue representando por los primeros térmi-
nos de las ecuaciones (4.1) y (4.2). Del mismo modo que se ha propuesto
una forma analitica para el potencial vectorial, tomada de los resultados pre-
vios, se deben de proponer soluciones a las otras cantidades que aparecen en
el lagrangiano, ya que de no hacerlo se tendria nuevamente un sistema de
ecuaciones diferenciales a resolver, siendo que el objetivo es encontrar una
expresion para la radiacion. Por ello, se proponen las siguientes relaciones,
siguiendo la forma de las ecuaciones (2.42), (2.43), (2.32), (2.38) y (2.39),

ne = 1 + negysech?[w(z — 2)] : (4.3)
n; = 1+ nysech?[w(z — 2)] : (4.4)
pee = ¢rsech?[w(x — 2)] : (4.5)
Y; = 1P tanh[w(z — 2)] , (4.6)
e = e tanhw(z — 2)] , (4.7)

en donde ney ,ni1 , 01 , W1 ¥ Y1 son funciones que dependen del tiempo. In-
troduciendo estas expresiones en la densidad lagrangiana (2.14) e integrando
de (—o0, 00) respecto a la coordenada z, se obtiene

L=-

8R?* 4R? 4R*w 4RR 4R*win? 12 +72  2n?
e Al tWy  2hTwin —|—2R2wtz< +m l)+

w w 3 w2 3w 18ws3 3w

4R*wn, N AmgkRyny  AmRgikny  Amagknaw, 4R*k2(1 — n?) A Rgryy
3 w w w? w w

4a2/€fn2+2R253 7T_3 n 2_772 _47rgRtAt+47rgtRAt+47rngtAt_8a2mytAt+
w 4w3 w w w w? w
432/\?_ 2 5.2 21201 .2 2 27,22 1 2 42
" 4g°1—2g° k12 (1—n; )+ 49 I kkemme+2g° Lk " — 497 Lk Ay — 497 LRen A+

8R2(n;1_n, 2(VeNe1 1 0in; 4 M1 ViTi
207N 4-(21;—1) (e +10;) — (7;; ne) 2(¢ n31;r]¢711)+ (Y 7;;+1/1n1)+
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(Tiniq Tener) (2 _ j) _ A(na-ne) o n Swo?

w 2 3 15 7

donde el subindice ¢ representa la derivada con respecto al tiempo. Por medio

de este lagrangiano se puede estudiar el desarrollo de una onda solitaria de
amplitud, asi como la radiaciéon emitida.

(4.8)

Enseguida se encontraran las ecuaciones Euler-Lagrange correspondientes
a las funciones que contiene este lagrangiano y se expondran las consecuencias
de tener una onda solitaria. Para ello hay que recordar que este tipo de onda
tiene como caracteristica que las funciones R, w, y k son constantes, asi como
también n, = (3, y A, = A. Entonces, de la ecuacion de Euler-Lagrange de la
funcién k se obtiene

s 2772 2 272 2
—l—? +4g°Inmk+4g°In ki —4g7InA,

d 1 4Rgmn,  8R*n’k N 4R?k,
4w?

dt w w w

AtgR AR AT R 8R?k SR%kn? SR*nA
= Ot TG T 2 P SN gt APl
w w w w w w
+4g*lkgmme — 4971y (4.9)

Tomando como hipdtesis que la solucién de esta ecuacién tiene la forma
de onda solitaria, es decir cumple con las condiciones de solitén, a excepcién
de que g # 0, esta ecuacién se reduce a

ni s
K =
1 —n;
que se puede identificar con la ecuacién (2.30) con @ = 0. Enseguida, de la
ecuacién de Euler-Lagrange para la funcién A se obtiene

9

d 4mRig N 47 Ry, n drRgw, SRk N 8R;At

- - —4gzlmnt—4gzl/§tn+4g211\t} =0.
dt w w w w

(4.10)

Sustituyendo el valor encontrado del parametro x, esta ecuacion se reduce a
una ecuacion diferencial para g de la forma

g=C¢
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donde C' es una constante que depende de los parametros constantes del
solitén. Las dos posibles soluciones de esta ecuacién son

1
I= 70t + o)

g=0

Por lo tanto, se llega a la conclusion de que en caso de tener como solucion del
sistema una onda solitaria, se tiene alguna de las dos siguientes posibilidades;
la primera es que si existe radiacion, esta decae muy rapidamente, inversa-
mente proporcional al tiempo transcurrido desde la generacion de ésta, o la
segunda posibilidad es que nunca se produzca radiacién. En cualquiera de los
dos casos se obtiene que la onda solitaria es una solucion estable para este
sistema.

Por otra parte, de las variaciones para los parametros n;; y n.; se obtienen

22y, — ) 8R* T ( T 4o
_ _.2__) ok £ 4.11
: o + " 5 + o 0, (4.11)
2(2n; — 1)1 > L 4
(2 Wu_8R_+J<2_E>_Jﬁ_o, (4.12)

en donde ya se introdujeron las condiciones de estabilidad de la onda. De
las variaciones para ¢g y ¢ se obtienen los siguiente resultados, de los cuales
se puede inferir que una condicién para que se obtenga una onda solitaria
es la cuasineutralidad del plasma, reafirmando uno de los resultados que se
obtienen con el estudio numérico, en el sentido de que los iones generan la
onda solitaria y los electrones, de menor masa, los siguen manteniendo asi la
cuasineutralidad del medio:

N1 = Nex, (413)

Para la variacion de 7 se obtiene la siguiente ecuacion, la cual hace re-
ferencia a la energia del soliton y se asocia las pérdidas por la emision de
radiacion.
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d [8R*wn, N ARygrmrk  4Rgimk  4aRmrw, N SR2Kk%n, _ 4Rgmky N SR%kA,

dt 3 w w w? w w w
4 eWe 1 ¥
+4g21/<;277t + 4g2l77/mt + 4g2l/£At + 2(ve + ;) + (et ;— mits)
= 4¢% kK + 492K + 4% K\, . (4.14)

Introduciendo las condiciones que cumple un soliton, ésta ecuacion se
reduce a

7701'1 = —%1 . (415)

Asf mismo, de las variaciones de R y g, se obtienen respectivamente

w w2 w w

d [8Rt 4 Rw, N ATt gn,k 47rgAt] _16R  8Rw 4Rw, 8 Rwin?

dt w 3 w2 3w

dt

SRwn?  Amgikm,  Amgrnaw, 8RH2+8R/<0277t2
3 w w? w w

ARw? (12 + 72 212
+ T+
w 18w? 3

4k Sak?n?* 4Rk? [ 73 drg\; AmgrMNw,  16RkA
| ATgkeT)e t1 4 t ( 2+2772)+ 9t ty gRA W t1t
W w w 4w w

w? w

8RA§ 16R<n15 + nh-)
+ _
w 3w

(4.16)

d 47TRA15 47TR/€7/]15 :| . 47TRt KTt 47TR/€77twt 47TRT]t K¢ 47TRtAt 4 47TthAt

dt w w w w? w w w?

—8gl — 4glk* 4 4glk*n? + Sglrrmm; + 4glsin? — Sglkm Ny — 8glnk, Ay + 4glA?
(4.17)
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Siendo estas dos ultimas expresiones fundamentales para encontrar el
parametro [, que corresponde al ancho de la radiacién.

3T2R2(1 — 2n2)2 A,

l =
(6w +w3(1 —n?)? + 6wn? (1 — 2A7) — 3wAP)(2 — A7 + 27 (2A7 — 1))

Por otro lado, lo més destacable de las ecuaciones que se obtienen de la
variacion de R, w, ;1 v ¥ es la dependencia que tienen las funciones w,
Ay, i1y Ye1 con respecto a la velocidad de propagacién de la onda. Esta
dependencia se muestra en las ecuaciones

3
o= = 4.1
%1 wel 2w 9 ( 8)

~ [(16R% = 3n?)(1 — 1)
A = \/ SR (4.19)

(33 =32RY)n7 (1 — )
v= \/ SR(L—P)(1—2) 420

La forma explicita de todas las ecuaciones de Euler-Lagrange que se obtienen
de las respectivas variaciones de cada uno de los pardmetros, se muestran en
la primera seccién del Apéndice C. Este conjunto de ecuaciones diferenciales,
como se menciond anteriormente, resulta muy importante cuando se pretende
realizar un estudio sobre la evoluciéon e interaccién de una onda tipo solitén
con su radiacion. Este se puede realizar buscando otras posibles soluciones
aparte de la ya manejada, cuya conclusién fue la estabilidad de la onda
solitaria.

Enseguida se muestra la forma que adquieren las cantidades conservadas,
energia y momento respectivamente, para este sistema

d [4R(1+ a+ R (1+77)) N 4R2N (A — 2Km;) N R*((12 + 7®)w? + 3n%k2)
dt w w w3

+4Rt(R,5w — Ruy) N ARPw(l +n7)  ARgm(winek + wigky — wily)

w2 3 w2 + 2gt2l
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Am(Rig — Rg:) (At — K
_An(Bug 5}0( i m)—|—4g2l(77/<;t(77m—At)—77tht)—4g2/1t12(7}t/-€+77/it—/\t)

T¢* kP 64(ni9T; + 20T,
+20°1(1+ a+ K*(1L+07) + k] + A7) + ggt 2 212;”6 |

_3232(6”%‘ +ne)  4((2m = In)ing + (2 — Ine)Yene) _ 16¢1(n; — ne)

15w 15 15w
8 2
e + agh; — lffl} —0 (4.21)
i Ark(Rig — Rgy) B Ar Rg(kw; + Kyw) N 8R2(wnt N K21, B nAt)
dt w w? 3 w w
4
+492/<l(/f77t — A)2(be + 1) + g(@bene + @sz)] =0 . (4.22)

Para obtener estas expresiones se utilizaron las ecuaciones (2.24) y (2.25)
sustituyendo las funciones de prueba (4.1) a (4.7) e integrado sobre el inter-
valo (—o00,00) en la variable z. Estas ecuaciones complementan al sistema
de ecuaciones de Euler-Lagrange del sistema, y sirven para validar un cédi-
go que pretenda encontrar soluciones numéricas del sistema, ademés de que
seran usadas mas adelante en este capitulo.

A continuacién se hallaran otras soluciones del sistema de ecuaciones di-
ferenciales, para comprender un poco mas la interaccion de una onda no
solitaria, que no corresponde a la solucion exacta, con su radiacién. Debido a
la complejidad del sistema de ecuaciones diferenciales, se consideran desvia-
ciones pequenas de la forma ya conocida del solitéon. Por tanto, se tomaran
como referencia las ecuaciones (4.1) a (4.7), en donde los pardmetros presen-
tes en éstas varian poco de los respectivos parametros de la onda solitaria.

Para simplificar el calculo se haran las siguientes hipétesis; primero sélo
los parametros de la onda R, g, w, A, n y k cambian, mientras que los otros
parametros que aparecen en las ecuaciones mencionadas no cambian, esto
se justifica debido a que los resultados numéricos obtenidos en el capitulo
anterior mostraron que la variacion de éstos es pequena. Ademas, se puede
suponer que los parametros varian alrededor del valor correspondiente al so-
litén, y el valor de éste lo constituye el del solitén méas una pequena variacion
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de éste. Asi por ejemplo, para el caso de la amplitud de la onda se puede for-
mular como R = Ry + R;, donde Ry representa el correspondiente al soliton,
mientras que R; es una variacion que se supondra que debe de cumplir con
R; << Ry.

Al aplicar estas hipotesis al sistema de ecuaciones que aparecen en la
primera parte del Apéndice C y desarrollando, se obtiene un sistema de
ecuaciones diferenciales para los nuevos parametros (Ry, g1, wi, Ay, 71y
k1), en donde las otras cantidades que aparecen son constantes. Este nuevo
sistema de ecuaciones se muestra en la segunda secciéon del Apéndice C, en
donde se realiz6 una linealizacién sobre los nuevos parametros, de acuerdo a
la segunda hipétesis.

A través de una manipulacién algebraica este conjunto de ecuaciones se
puede reescribir de la siguiente forma, en donde los coeficientes (7 dependen
de los pardametros del solitéon que son constantes

g1t = Qar + GeR1 + Gw ) (4.23)
ai = Go (4.24)
K1t = (501 ; (4.25)
w1 = Geg1 ; (4.26)
e =Crg1 (4.27)
Ay =Ga . (4.28)

La forma de los coeficientes (7 también se muestran en la segunda parte
del Apéndice C. Estas ecuaciones describen la evoluciéon de una onda y la
forma en que ésta radia. En especial la ecuacién (4.26) pone de manifiesto
la dependencia de la radiacion emitida y la velocidad de la onda, si la onda
radia la velocidad disminuye y por ello se frena. Esta aceleracion se encuentra
por medio de la ecuacién

M = (704 ) (4-29)
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Resolviendo este sistema de ecuaciones, se encuentra que la solucién mas
general para la funcion g, es

g1 = glo(ect — e_Ct) , (4.30)

en donde g9 = Clalﬁ@lzlﬁcgwm y ¢ = /il + (2G5 + (36, que dependen
de las condiciones iniciales a1, k19 ¥ w1g, y se ha supuesto que la onda inicial-
mente no tiene radiacion (g )= = 0). De esta expresién para g; se deduce
que nunca se va a emitir radiacion en los casos gi1p = 0 o ¢ = 0. Esta primera
condicién se obtiene en el caso particular en que ay;g = k19 = wig = 0, que
corresponde a la solucién de onda solitaria, de lo que se deduce nuevamente
que la onda solitaria es una onda estable. Para la segunda condicién es muy
dificil de deducir el caso correspondiente por la complejidad de la ecuacién
de ¢. Por otro lado, se puede considerar el caso en el que la onda generada
inicie emitiendo radiacién, es decir (g1 =0 # 0) y por tanto se tiene como
solucion de gq

g1 = groe’ + gt (4.31)

donde ¢, y ¢, son las soluciones de la ecuacién ¢ = £+/(1¢y + GG + (3G,
donde g9y g11 son constantes de integracién. Para determinar si una onda
con estas caracteristicas puede evolucionar a una onda solitaria, se deben de-
terminar los valores de (, y (p, siendo que éstos dependen de los parametros
del solitén, lo cual indica que dependiendo del tipo de la onda y su aproxi-
macién al solitén, ésta podra o no evolucionar a uno de ellos por medio de
la emisién de radiacion. Para ello se requiere que la parte real de (; y (» sea
negativa.

Dada la complejidad para determinar si una onda puede o no decaer a
un solitén analiticamente con estas herramientas, sélo se pueden mencionar
algunos de estos casos, los cuales tienen como caracteristica comun, que al
existir una desviacion sobre alguno de los parametros de la onda con respecto
al valor del solitén, y siendo que ésta tienda a cero, la radiacion hace que los
otros pardmetros se reajusten de tal forma que decaen a los correspondientes
valores del solitén, pudiéndose crear asi una onda solitaria. Un ejemplo de
ello es el siguiente caso, si la desviacion de la amplitud tiene una forma
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th = Rloeiat s (432)
con « > 0, por lo cual se tendria una radiacion de la forma

—oleoe_at

G4 ’

y por lo tanto las otras desviaciones de los pardmetros quedarian como

g = (4.33)

aRjpCse™

Ky = : , (4.34)
m:_ﬁﬁgif , (4.35)
m=—g2gii , (4.36)
A= —%feat , (4.37)

observando que también estas variaciones tienden a cero.

Siguiendo con este mismo ejemplo de una onda solitaria perturbada, ense-
guida se muestra el andlisis de las cantidades conservadas, nimero de particu-
las, momento y energia. Para ello, se toma la forma de estas cantidades defi-
nida por las ecuaciones (2.23), (2.24) y (2.25). De la conservacién del nimero
de particulas se obtienen las condiciones

d [ ne d (nip
- - — =) = 4.
dt ( Wy ) 0’ dt (’LUO ) 0 ’ ( 38)

y dado que wy es constante, también deberan serlo las cantidades n.i,n;,
indicando esto que al paso de la onda solitaria se modifica el estado del
equilibrio del medio por medio de las ecuaciones (4.3) y (4.4). Sin embargo,
la emisién de la radiacion no conlleva una evacuacion de particulas.

En el caso de la conservacién del momento, la situacién se complica, ya que
al tomar la ecuacién de conservaciéon de momento (2.24) e introducir la forma
propuesta para la onda que es acompanada por la radiacién, ecuaciones (4.1)
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y (4.2), se obtiene una ecuacién que estd compuesta por varios términos que
describen el momento de la interaccién. Por sencillez en el analisis primero se
muestran éstos. Primeramente se tiene el término que se refiere al momento
de la onda solitaria

8R; S8R5k 8R3 koA dpenie  4ing
Py = 0 WoTlot 4 okoTlot  Slvgkolot 20, + 2 + Yena . Ping
3 Wo Wo 3 3

(4.39)
La siguiente ecuacién se refiere al momento de la superposicion de la

onda y su perturbacién, en donde sélo se han considerado términos de primer
orden, asi como en los siguientes términos del momento

P - 16Role0770t+8R3w1770t+833w0771t+163031“37701&_83(2)’{(2)7701:101+833’f%771t

3 3 3 Wo w% Wo

+16R3/€0/€1770t . 16ROR1/€0A0t + 8Rgl€0w1/\0t SR%l'ilA()t . 8R3/§}0A1t

Wo Wo wg Wo Wo
(4.40)
El siguiente término se refiere al momento en que se lleva a cabo la interaccién

onda radiacién

4
Py = — T Hokiogu (4.41)

Wo
y por ultimo se tiene el momento que lleva la onda radiada

Prog = 492l(770tf€0t - FﬁoAOt) . (4-42)

Con ayuda de estos términos, la conservacion de momento adquiere la forma

PO + Pl + Pint + Prad - Ptotal . (443)

Si a cada uno de estos términos se introduce la forma de la perturbacién
dada por la ecuacién (4.31) como un ejemplo particular, la forma en que
evolucionan cada uno de estos términos se muestra en las siguientes figuras.
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Figura 4.1: Momento de la onda

La Figura (4.1) muestra el momento de la onda como funcién del tiempo
(Py y P1), en donde se puede observar que éste decae desde un valor inicial,
que consta del momento de la onda solitaria y la perturbacion juntos, hasta
un momento final, que sélo consiste en la parte del momento del solitéon. La
figura (4.2) muestra el momento de la interaccién de la onda y la radiacién en
funcién del tiempo (P;,;). En esta figura se ve que inicialmente esta cantidad
tiene un maximo y decae a cero con el tiempo, con la indicacién de que la
interaccién se va haciendo més pequena con el tiempo. En consecuencia, la
radiacién se va separando de la onda; y por ultimo la Figura (4.3) muestra
el momento transferido a la radiacién por parte de la onda (P,.q), que parte
inicialmente de cero hasta que se adquiere el exceso de momento de la onda.
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Figura 4.2: Momento de interaccion
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Figura 4.3: Momento de la radiacién
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Un analisis equivalente se puede hacer para la energia del sistema, y por
ello se identificaran las correspondientes partes de la energia que conforman
la energia total. Como primer término se tiene a la energia de la onda solitaria

_ 4R%(1+ a) +4R(2)w0 +4R§w0178t +4R(2)/<(2)(1 +n2,) B 8 RZkomos Nos +4R(2)A3t

Ly
Wo 3 3 Wo Wo Wo

32R2(ne + an;)  8(nete + anil;)  12n0(netbe + nitb;)  64(n29. T + n29,T)
- - + +
15w 15 5 21wy
16¢1(n1 — ne) B 8w0¢%
15wy 15 ’

Como segundo término se tiene la energia de la superposicién de la onda
solitaria y la perturbacion

e + at; — (4.44)

_ SRoRl(l + CL) _ 4R3w1(1 + CL) i 8R0R1w0 I 4R3w1 i 8R0R1w008t+

E
! wo w? 3 3 3

4R%w177§t+838w0770t771t +8RORU€%(1 + 5 ARGRGw (1 + 1,) +8R3ﬁ8770t771t

3 3 wo wi wo

+8R(2)H0l€1(1 -+ T]gt) + 4R8I€8(1 -+ U(Q)t) _ 16ROR1l€07}0t/\0t i SRgFL()T]OtwlAOt_
Wy Wy Wo wg

8R(2) HonltAOt _ 8R(2)l{1770tA0t _ 8R(2) /{OUOtAlt i 8R0R1A(2)t _ 4R(2]A(2]tw1 I 8R(2)A0tA1t
2

Wo Wo Wo Wo Wy Wo

64RoRy(ne + an;)  32Rjwi(ne + an;)  12m(nepe +nity)  16¢1w (n; — ne)
- + 5 + + 5
15wq 15w§ D 15w§

64w1 (nzﬁeFe + n?ﬂzfz)
21w ’
mientras que la energia asociada a la interaccién de la onda y la radiacion es
de la forma

(4.45)

By = Bomoellor = Fofioe) (4.46)

Wo
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Por 1ltimo, la energia que se emite en forma de radiacion esta dada por

Eraq = 2¢°1(1 4+ a) +2¢71 + 2¢°1(1 +n3,) + 291 (Ao — 2K0m5,) Aot , (4.47)

quedando la ecuacién de conservacién de la forma

EO + El + Eint + Erad = Etotal . (448)

Las siguientes figuras muestran la forma en que evolucionan las cantidades de
energfa para el caso especial determinado por la perturbacién (4.31). En la
Figura (4.4) se muestra la evolucion de la energfa de la onda que consiste en
Ey+E;. En ésta se ve como la onda perturbada va perdiendo energia mientras
evolucion; mientras la Figura (4.5) muestra la evolucién de la energia de
interaccién de la onda y la radiacién (Fy,;), pudiéndose observar en ésta que
la energia de la onda se transmite a través de la interaccién y termina en la
onda radiada (E,4q), como se puede observar en la Figura (4.6).
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Figura 4.4: Energia de la onda
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Figura 4.5: Energia de interaccién
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Figura 4.6: Energia de la radiaciéon

Como conclusién de este capitulo, se pueden mencionar que se encontra-
ron las ecuaciones diferenciales que rigen la evolucion de los pardmetros del
soliton, y de ellas la estabilidad de la onda solitaria, asi como las condicio-
nes que debe cumplir una onda para que ésta decaiga a un solitéon. Ademas,
se aplican las ecuaciones encontradas para el estudio de una onda solitaria
que muestra una perturbacion, en donde se muestra el uso de las cantidades
conservadas para el estudio de la emisién de radiacién.
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Conclusiones

Se presentd la formulacion relativista de un modelo de dos fluidos para un
plasma en el cual se incluyen los efectos térmicos de ambas especies, a través
del formalismo lagrangiano. Posteriormente, se dedujeron las ecuaciones de
movimiento del sistema y la forma para las cantidades conservadas, con ayuda
de las ecuaciones de Euler-Lagrange y del teorema de Noether.

Posteriormente, con ayuda del mismo formalismo y del método variacio-
nal se obtuvieron las ecuaciones que rigen a varios tipos de soluciones, entre
ellas las tipo onda solitaria, que busca generalizar los resultados ya obte-
nidos para pequenas amplitudes. Tomando la aproximacién para pequenas
amplitudes como un limite en el que es posible obtener soluciones analiticas,
se empled para probar soluciones numéricas. Esto permitié contar con un
método numérico que permitio resolver el caso general.

Para el caso de pequenas amplitudes se obtuvieron los siguientes resulta-
dos:

En cuanto a la parte analitica, se logré obtener la ecuaciéon conocida
como ecuacién no lineal de Schrodinger y sus soluciones, que consisten en los
conocidos solitones brillantes y los solitones oscuros, siendo de interés en este
trabajo solo los primeros. Los resultados numéricos mostraron la coincidencia
esperada con los anliticos. Entre los puntos mas destacables de este estudio
numérico estan: 1. El ancho de la onda esta relacionada con la velocidad de
propagacién de ésta; mientras mas rapida sea la onda, més angosta tendera a
ser. 2. La generacion de ondas solitarias esta limitada a su propagacién en
plasmas subdensos. 3. La cuasineutralidad del plasma es importante, siendo
la onda solitaria de origen ién-acustico.
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El sistema completo de ecuaciones sélo se pudo estudiar en forma numéri-
ca, debido a la complejidad de éstas. Sin embargo, se pudieron encontrar
resultados importantes: 1. La onda solitaria se puede obtener para cualquier
velocidad de propagacién. 2. La amplitud de una onda solitaria no puede ser
arbitrariamente grande, sino que la amplitud maxima depende de la veloci-
dad de propagacion. 3. El ancho de la onda, también depende de la velocidad;
mientras mayor sea la velocidad de la onda mdas angosta tiene a ser. 4. La
generacion de la onda solitaria, también, esta limitada a su propagacién en
plasmas subdensos. 5. Es importante la cuasineutralidad del plasma, del mis-
mo modo que en el modelo anterior.

Entre los dos modelos no hubo notables diferencias. Sin embargo, se pudo
concluir que el modelo simplificado funciona correctamente para pequenas
amplitudes, sin tener la limitante de pequenas velocidades.

Por ultimo, se mostro la estabilidad de las ondas solitarias a través de un
principio variacional y se encontraron condiciones para que una onda ligera-
mente desviada de una solucion de solitén evolucione a una onda solitaria por
medio de la emisiéon de radiaciéon, siendo una de sus principales consecuencias
su desaceleracion.
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Apéndice A
Teorema de Noether

En este Apéndice se deducen la forma de las ecuaciones de conservacion
de este sistema por medio del teorema de Noether, usadas para la obtencién
de las ecuaciones (2.23),(2.24) y (2.25).

La esencia del teorema de Noether que consiste en la obtencién de las
cantidades conservadas de un sistema a través de las simetrias que presenta
el problema. Para la deduccién de la forma de las cantidades conservadas que
se ocuparon es este trabajo, sélo basta considerar las transformaciones de las
coordenadas en la forma

o — at + Ald. (A1)

en donde AY es una matriz de rotacién en el espacio tiempo, y a’ es
un desplazamiento infinitesimal de z*. Calculando la variacién de la funcion
accién cuando se realiza ésta transformacion, esta adquiere la forma

55:5’—5:/ L'(z)d* ’—/L(x)d4x:
|4 \%

! i

/V(L'(rc')—L(:c’))d4x’+/VL(m’)d4 ’—/VL(:c)d‘*x:

/V L (2) — Liz)|d's + /V [L(z) + (0L(z)/0x")\'a] d'z - /V (L(z))d'z = 0,
(A.2)
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en donde la variacion de la densidad lagrangiana L se puede escribir como

, oL oL oY,
O =L@ = L) =5, 0% 5ag. 00" (awﬂ

OL b ., | oL 9 (0.,
= Aa® Aa* ) .
Oue 0t 1 T SO0 D (8:6” Za)

Empleando la ecuacién de Euler para eliminar 0L /0.,

oL 0 oL
Db Oxh (a(awa/axu)> : (A-4)

y sustituyendo todo en la ecuacion A.2, se obtiene

0 oL Mo xn  own| i
/V@x“ {a(ﬁwa/axﬂ) ax”Ai LAilad:UO. (A.5)

Como el desplazamiento a’ es arbitrario, la cantidad que se encuentra
dentro del paréntesis debe ser siempre una constante. A esta cantidad se le
conoce comunmente como el tensor de energia momento. Para obtener las
ecuaciones de conservacion con respecto a variaciones del tiempo, se toma
i =t =0, que corresponde a una conservacion temporal, para el caso de la
energia se debe de tomar ademas ¢« = 0 y para componentes del momento
i = k # 0. Con esto la expresion para la energia y el momento son:

H=P° = /df”x[zm@ - L] (A.6)

Pk — / d*z ) mote; (A7)

donde ; = O1);/0z". Para calcular estas cantidades para el lagrangiano de la
ecuacion (2.1), primeramente de calculan las cantidades 7;, obteniendo que
éstas tienen la siguiente forma
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oL
oL =—Ng , (A.9)

R T IWED)

en donde el subindice ¢ indica las componentes espaciales y « las espe-
cies del plasma. Por medio de estos momentos generalizados y la expresion
deducida para H, ésta adquiere la forma

H= /d% {Z Ei% + Z(—na)% - L]

04\  [04.\? o O
_ 3 Yy z _ e _ . 2t
= /d T ( at ) + ( 8t ) Ne 8t n; at L

donde la ultima igualdad surge del hecho de que la onda sélo tiene com-
ponentes y, z, mientras que las funciones presentes en el lagrangiano sélo
dependen de la coordenada x y t. De forma andloga, se obtiene para la con-
servacion del momento

, (A.10)

0A; g
Pk? — /dggj |:Z Ela_:lj‘k +Z<—na)a—;p'k:|

0A,\ (0A, OA.\ (0A, Ope O
Jo(5) () (38) ()]







Apéndice B

Programas de integracion
numeérica

En este Apéndice se muestran los programas utilizados para obtener los
resultados numéricos para los dos modelos estudiados en este trabajo. Pri-
meramente se muestra el programa que corresponde al modelo aproximado,
y posteriormente el programa correspondiente al modelo completo. Ambos
programas se realizaron en Visual C 6.0 en su versién para Windows. El
método numérico que se utilizé para llevar acabo los programas que aqui se
presentan fue el método de Runge-Kutta de cuarto orden.

El objetivo de este primer programa es el de crear un cédigo para integrar
numéricamente la ecuacién (2.44), que contiene dos parametros libres (ag
y a;) que corresponden a las condiciones del sistema.Para encontrar estos
parametros se necesita que el usuario introduzca un valor para la velocidad
de propagacion de la onda (3, y sea obteniendo asi un cierto valor para el
pardmetro a; de la ecuacién (2.46). Con este valor, se prosigue a encontrar
el valor de ay, para el cual se obtiene la onda solitaria haciendo correr el
programa repetidas veces. Posteriormente, se obtiene el valor de A por medio
de la ecuacién (2.45) correspondiente a la onda solitaria. De esta forma se
facilita el encontrar los parametros 3, A de la ecuacion diferencial, en lugar
de incorporar las ecuaciones (2.45) y (2.46) al programa.
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// Programa para el modelo simplificado //
include <stdio.h>
int i;
double ro,rl,r2,kl1.k2 k3,11 ,12 13 ,k5,h, k4. a,b,r,14,15;
double m,ro,al ,beta ,lam;
main ()

{ /*Valores asignados a las constantes de la ecuacion (2.44)x /}

m=0.00057; al=4e —4; beta=8e—1; lam=0.1;
b=10.51891; beta=9e —1; a=-—5.259454e —4;
h=5231.358; a=—2.615677e—1;
r=le—2, r1=0.0, h=1le—6; 1=0;

{ /*Ciclo que calcula los incrementos de la variable Rx /}
for (1=0;i <=650000000; i++)
kl=hxrl ;
l11=h*(—a*r—bxrxr*r);
k2=h*(r1+0.5%11 );
12=h*(—a*(r+0.5%kl)=b*x(r+0.5%k1l)*(r+0.5%kl )« (r+0.5%kl));
k3=hx*(r1+0.5%12);

13=h*(—a*(r+0.5%k2)=b*x(r+0.5%k2)*(r+0.5%k2)*(r+0.5%k2));
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k4=h=(r1+0.5%13);
ld=hx(—a*(r+k3)—bx(r+k3)*(r+k3)*(r+k3));
k5=(k1+2xk2+2xk3+k4 ) /6;
15=(11+2+1242%13+14) /6

{/* Célculo del nuevo valor de R */}

r=r+k5j;

{ /x Célculo del nuevo valor de R’ * /}
rl=rl1+15;
if (i 5000000 == 0)

// printf(7e\t e\t f\n”,r,rl,ixh);

return 0;

El propésito de este segundo programa es el de integrar las ecuaciones di-
ferenciales (2.35), (2.36) y (2.37) al mismo tiempo que se deben de satisfacer
las ecuaciones algebraicas (2.38) y (2.39). Por ello en la parte principal del
programa se integran las ecuaciones diferenciales y las ecuaciones algebraicas
se calculaban en cada paso por medio de subrutinas. Para correr este pro-
grama el usuario debe ingresar un valor para la velocidad de propagacién, y
corriendo este varias veces se encuentra el valor de A, para el cual el programa
genera una onda solitaria.

// Programa para el modelo completo //

include <stdio .h>
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include <math.h>

int i;

double r k1 ,k2,k3,11,12,13 ,k5,h, k4,14 ;15 phi, phil;

double rl,beta,ni,ne,gammae,gammai, a2 pi,lam, kp4d, 1p4;

double kp3,1p3 . kp2.,1p2 ., 1pl  kpl m,kp5,1pd , ve, vi;

double fnel (double fphi, double fr  double fve);

double fnil (double flphi,double flr  double fvi);

main ()

{Valores asignados a las constantes que aparecen en las ecuaciones (2.35) a (2.39) }

r=le—2, m=0.000568, h=be—5, i=0;

phi=0, phil=0, r1=0;

gammae=4e —4, gammai=4e —4;

beta=9% —1, lam=0.6164259, ne=1, ni=1, ve=0, vi=0;

for (1=0;i <=14000000;i++)

{Cadlculo de los incrementos de las variables presentes en las ecuaciones (2.35) a (2.39)}
{ /* Primer incremento * /}

kpl=hxphil;

ne=fnel (phi,r,ve);

ni=fnil (phi,r,vi);
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// printf(7e\t e\n”,ne,ni);
Ipl=hx(ne—ni);
ve=betax(1—1/ne);
vi=betax(1—1/ni);
// printf(7e\t e\n”,ve, vi);
kl=h=xrl;
I1=lam#*lam/(1—betaxbeta)—nexpow((1—vexve)/(1+4*r*r) ,0.5);
I1=hxr*(11—nispow((1—vixvi)/(14+4smxm«xr*1r),0.5))/(1 —betaxbeta);
// printf(7e\t e\n”,k1,11);
{/* Segundo incremento * /}
r=r+0.5xkl;
rl=r1+40.5%11;
phi=phi+0.5%xkpl;
phil=phil+0.5%1p1;
ne=fnel (phi,r,ve);
ni=fnil (phi,r,vi);
kp2=hxphil ;
Ip2=hx(ne—ni);

ve=betax(1—1/ne);
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vi=betax(1—1/ni);
k2=hxrl ;
12=lamxlam /(1—betaxbeta)—nexpow((1—vexve)/(14+4xr*r)  0.5);
12=hx*r«*(12—nispow((1—vixvi)/(1+4smsmsr=*1),0.5)) /
(1—betaxbeta );
r=r —0.5xkl;
rl=rl1 —0.5%11;
phi=phi —0.5%xkpl;
phil=phil —0.5%1p1;
{ /* Tercer incremento * /}
r=r+0.5%k2;
rl=r1+40.5%12;
phi=phi+0.5%xkp2;
phil=phil+0.5%1p2;
ne=fnel (phi,r,ve);
ni=fnil (phi,r,vi);
kp3=hx*phil;
Ip3=h*(ne—ni);

ve=betax(1—1/ne);
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vi=betax(1—1/ni);
k3=hxrl ;
13=lam#*lam /(1—betaxbeta)—nexpow((1—vexve)/(1+4xr*r) ,0.5);
13=hx*r«*(13—nispow((1—vixvi)/(1+4+«msmsr=*1),0.5)) /
(I—betaxbeta );
r=r —0.5%xk2;
rl=rl1 —0.5%12;
phi=phi —0.5%xkp2;
phil=phil —0.5%1p2;
{/* Cuarto incremento */}
r=r+k3;
rl=r1+13;
phi=phi+kp3;
phil=phil+Ip3;
ne=fnel (phi,r,ve);
ni=fnil (phi,r,vi);
kpd4=hxphil ;
Ip4d=hx(ne—ni);

ve=betax(1—1/ne);
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vi=betax(1—1/ni);

kd=hxrl ;

l4=lam x lam /(1—betaxbeta) — nexpow((l—vexve) /
(14+4xrxr) ,0.5);

14=hx1*(14—nixpow((1—vi*vi)/(1+4*mxmtr*1),0.5))/
(I—betaxbeta);

r=r—k3;

rl=r1-13;

phi=phi—kp3;

phil=phil—Ip3;

k5=(k1+2xk2+2xk3+k4 ) /6;

15=(11+2%1242%13+14) /6

kp5=(kpl+2xkp2+2xkp3+kp4d)/6;

Ip5=(lpl1+2%1lp2+2*x1p3+1p4)/6;

{/* Célculo de los nuevos valores de las variables en base a los incrementos */}

r=r+k5;

rl=r1+15;

phi=phi+kp5;

phil=phil+lp5;
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if (i 150000 == 0)

// printf(7e\t e\t f\n”,r,ne,ixh);
// printf(7e\t e\n”,ne,ni);

// printf(7e\t e\n”,ve, vi);
return 0;

{ /* Subrutina para calcular la densidad electrénica */}
double fnel (double fphi,double fr  double fve)
include <stdio.h>
include <math.h>
double beta ,fne ,gammae,z,z1 ,ml;
int j;
gammae=4e —4; beta=le—4; z1=0.40008¢ —3; m1=0.000568;
fne=1;

// printf(7e\t e\n”,fve, fr);

for (j=0;j<=5j++) {\ }

z=l—fphi+sqrt ((1+4xfr«fr)/(1—fvexfve))*(betaxfve —1);
fne=z1lxexp(z)/gammae;

fve=betax(1—1/fne);

[/ printf(7e\t e\n”,z, fphi);



APENDICE B. PROGRAMAS DE INTEGRACION NUMERICA 72

// printf(7e\t e\n”,fve, fne);
// printf(7e\t e\n”, fve, fne);
return (fne);

{ /* Subrutina para calcular la densidad i6nica * /}
double fnil (double flphi,double flr  double fvi) {\ }
include <stdio.h>
include <math.h>
double beta, fni ,gammai,w,wl,ml;
int k;
gammai=4e —4; beta=le—4; m1=0.000568; wl=0.4e—3;
fni=3;
for (k=0;k<=5;k++)
w=l-ml*flphi+sqrt ((1+4*mlsml«flr*flr) /
(I—fvisfvi))*(betaxfvi —1);
fni=wlxexp (w)/gammai;
fvi=betax(1—1/fni);

// printf(7e\t e\n”, fvi, fni);

return (fni);



Apéndice C

Ecuaciones de Euler-Lagrange

C.1. Ecuaciones de evolucion

En este apéndice se muestran las ecuaciones de Fuler-Lagrange de los
pardmetros de la onda que se obtienen del lagrangiano (4.8), y posteriormente
las ecuaciones de los parametros perturbados que se obtienen de las primeras.

Primeramente, de las ecuaciones de los parametros, se encuentra de la

variacion de n;;

2(2m, — by SR2 T 4
(2 — Dther +_<2_§>+ﬂ
3 3w w 2 3w

la siguiente ecuacién para la variacion de n.q,

22 — Db 8R? N r; ( 7T> 4,

3 3w W

3w

2_ L
2

que es muy similar a la anterior.
Las ecuaciones de ¢y y ¢; son respectivamente

27161 277,1'1 —0

w w

47161 _ 4”1‘1 i 16w¢1

=0
3w 3w 15
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—0, (C.1)
—0, (C.2)
(C.3)
(C.4)
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De la variacién de R se encuentra

dt

w w? w w

d |8R; 4Rwy n AT gk _ dgA, L 16R B S8Rw B 4 Rywy 8wan2
B w 3 w2 3w

+4wa (12 + 2772) N 8Rwn? 4mgikm,  Amgrmaw,  8RK? N 8 RKk?n?

w 18w? + 3 3 w w? w w

4 8arin® 4ARK? 3 Adrg Ny AmgrA 16 RkA
| ATGKe  oaky n Ky (WQ +2772) I T by TgRA W, KA
w w w 4w

w w? w

+8RA? _ 16R(n16 + ’flli)

w 3w

(C.5)

la ecuaciéon del parametro n

d [8R*wn, 4nRgk 4mnRgx 4maRkw, 8R*k?*n, 4rRgr, SR kA,
+ — - + — +
dt 3 w w w? w w w

4(nle¢e + nlzdjz)

+4g° 1K, + 4g°Inkk, — 46°1EN; + 2(Ye + ;) + 5

= 4¢% kK, + 49°1KIN — 471K A, (C.6)

de la ecuacién de Euler para w se tiene

d 8R2wt 4RRt7T i 2R2wt7r2 4Rg7T(/€77t -+ At) 8R2 4R2 4Rt2

dt| 3w3 w? Qw3 w? w? 3 w?

+8RRt7th AR RPmPwf N ARPn;  dm(kn+ M) (gR: — Rgy)
w? w 3w 3 w?
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N 8m Rgw(kny + Ay) B R*m%K? +4R21{2(1 —n?) N Am Rgrmy B 4R? Ny (26m; + Ay)

w3 w w? w2 w?
205 + ) n 812 (ne1 + 141) " 4g*(ne1 + 1) 8(navi +natd) " 897
3 3w? w2 15 15
+ (”elﬁere + nilﬁiri)(% - 2) +49(n§119ere + nzglﬂiri) _ (4<Z51 + 6<Z5o)(ne1 - 7%'1)
w? 50 3w?
(C.7)

del pardametro x queda

d [ 4Rgmn, SR*1pPr; AR’k (70 21
B LT e t( +%)+4gzlnm/<c+4921772/<t—492177At

dt w w w 4w?
ArgRym, AmRgm; AnR 8R%x SR%xn? SRn,A
= SOt T TR 2O P SR gt APl
w w w w w w
+4g2 kg — 497 In Ay, (C.8)

de g,

d [4mRA;  AmRkn, AT Rikmy AT Remywe 4w Rnky 47TRtAt+47ertAt
_ — _ _ _ -

dt w w w w? w w w

—8gl — 4glK?* + 4glk*n? + 8glkrmm; + 4glkin® — 8glkm, Ay — 8glnk, A, + 4glA?
(C.9)

Por 1ltimo, de la variacion de A se obtiene

dr 4rR,g 4mRg, 4mRgw; S8R*kn, S8R*A,
- + + - +
dt w w w? w w

—4gzlnm—4gzl/€m+4g2l/\t} =0.
(C.10)

Este sistema de ecuaciones sirve para el estudio del desarrollo y la evolu-
cion de la onda, asi como de la interaccién de ésta con la radiaciéon emitida
en caso de existir, pero debido a la complejidad de este sistema de ecuaciones
solo se pueden estudiar algunos casos relativamente simples.
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C.2. Ecuaciones perturbadas

El siguiente sistema ecuaciones describen el desarrollo de la perturbacién
realizada sobre los parametros de la onda solitaria. Para su estudio también
se requieren las condiciones entre los parametros de la onda solitaria.

De la ecuacion de A, (C.10)

4a 16aqa K Sazw K a2k 8azng K 16aga; A
_ Ogltt+ 0@1tMotko  SAgWitTot 0+ oThtt 0+ oot 1t+ 0a1/\0¢

Wy Wy wk wo wo wo

_SCLg’wltAgt + 8613/\1”

5 + 8g191¢m0t kol + 89191l =0, (C.11)
Wy Wo

de la ecuacion de &, (C.8)

2
_ 4aogiimnot 2a0/f1tt7T

’ AT g1raon
5— T 8g191lnonotko + 8g1g1elnoNos = _ Ao
Wo 3wy W

2 2 2 2 2 2
16agai kg n 8aswi Ko n 16apai1kong,  Bagwikongy, n 16aikonoem:  8ajki
wo wi wo wi wo W

86131‘411 n 8a3/€1?7§t + 16@001770t/\0t‘ _ 86131017701‘,/\01& n 861?)7717&/\01& 1 8G3A1t770t

wo W wo wh wo W
—49%:‘%0[ + 4g%l€077(2)tl + 49%77013/\015[7 (012)

.de la ecuacién de w, (C.7)

2 2 2
_47T<loa1tt 8a0w1tt 2T oWt Admaggikonor _ dmapgre Mot _8a0a1

2 3 3 2 2
wy 3wy Ywg wg wg 3
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16aga;  16again. 16a0a1m_16a%w1_16a3w1n6 16a(2)w1ni 8a0a177§t

2 2 2 3 3 3
wg w; wj wy 3wy 3wy 3
2 2 2 2 2,2 2 2,2
+8a0n0t771t dmapgitkono:  Sapaikg B ajwi kG _ apa1kyNy, — SajwikgNGy
2 2 3 2 3
3 wy wy wy wj wy

2 2 2, 2 2
SGOHoﬁomlt 8a0770t/€1/€0 dmapgie Aot 16@0a1/€0770t/\0t i 16aowlf€0770t/\0t
2 2 2 3

Wy Wy Wy Wy Wy

2 2 2 2 2 2 2
Sagkiko  8agromilNor  8ajrinoNor  8agaiAf,  8ajwiAg,  8agronorMie

wp wg wg wp w wp
Sa%AOtAH 2nowidy  2n;widy  Angwd e 49w d e mnow 9 T
B 2 3 - 5 T 3 B 3 B 3
wj wy wy wy 25wy wy
N Suibiind bl B AL : (C.13)

3 3
wy 25wg wy

de la ecuacién de 7, (C.6)

2 2 2 2 2
16apaiwone:  Bagwine: = Sagwoni _ dapg1 TR n 16apai kgno: _ 8ajwinotky

3 3 3 wo wo w?

2 2 2 2 2 2
8agmikg n 16agnotkokn N 16aga; koo B 8agwi Aok N 8agri Aot n 8agMiiko
wi wo wo wi wo W

+4ginokol + 497 Aorkol = 0 (C.14)

de la ecuacién de a, (C.5)

Bayy 47Ta0w1tt+47T91t/fo770t+47T91tA0t _ 16ay  16ain. 16ain; 8ajwy
wo wh wo wo wo 3wp 3wy 3

8agwy 16agw; 16agn.w; 16agn;w; 8a1w0n(2)t 8a0w1773t 16agwono:n+
3 w? 3w3 3w3 3 3 3

Amgukono: 8aikg N 8agw: Kf N Baikgng,  Saowikgng, N 16aonomiery  16agkoki

wo wo wi Wy wi Wy wo
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Wo Wo ’lU(Z] Wo w% Wo

_47rglt/i0n0t _ 8a1m(2) n 8a0w1m(2) n 8a1/{(2)77§t 8a0w1m(2)77(2)t n 16a07]0t771t/<a3

. 16@()/{0/{1 4 16&01{()/{17']815 + 8@1A3t . 8a0w1A(2)t 4 16@0/{077015/\115 4 16a0A0tA1t

Wy Wo Wo U}g Wy Wy

(C.15)

de la ecuacion de g¢,(C.9)

AmayKonot n dragwikono  4Amaokomu  4Amaokinor  4mai Ao " Amragwi Aot

W wk W wo wo w?

dmagA 8g1(ne +n;) 4mapk 4ragwisk dragk
_ 0 1tt+4glttl: _ 91( )+ 1tholjot oWitkotlot oR1tTIot

Wo Wo Wo U)g Wo

dra A\ dragwy A
0 O 8yl — Agi w2l 4 Agid kel 4 SgimorkoNord + 4gi A2

(C.16)
Enseguida se muestra la forma de los coeficientes ¢; que aparecen en la

linealizacion de las ecuaciones diferenciales de los parametros, ecuaciones
(4.22) a (4.27)

wé‘(l - 773t>4(1 + 37781&) + 6w(2)<1 — ﬁgt)3(3/\3t + ngt - 1)

g1 = —
! 37Tw(2)A0t(1 - ngt)“
+9A%t(2 + 2773t + 3A3t + ngt(/\gt - 4))
37”1)(%/\025(1 - 7781&)4
o = GQOUJSAOt(l — 77303(377(2% —1) - 18a0woAgt(1 — 7731&)
y = —

37”1}87701&/\01&(1 - 77(2)16>4

_aowé(l — 1) (1 + 18,) + 9a0 A3, (2 + 25, + AG, + 15,(AG, — 4))
3w Aoy (1 — ng,)*

3 =
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+6a0w(2)(1 - 77302(1 + nf‘it + Agt + ngt(/\?)t —4))
3mwyAor(1 — n5,)*

Q= 7418Agt (212773’5 ;A(Z)t jnth(Agt *4))4’31‘72(2) (1 *77(2)202 (Wth(QA(z)t;Q) +477(()115 +677§t -1)
TAG, (24215, +3A8,+n5, (Af, —4)) —9wg A, (1-ng,)? (3n5, (TAF, +6)+n5, (TAG, —30))

5an(Z)(l - 77302(1 + nét + A(2)t + ngt(/\gt —4)) + 18a0w0A8t(1 - 77611&)
37ngA0t(1 - 77(2)t)4 + aowé(l - 77%t>4

Sp =

3woAot (A%t +277(2)t —-2) (wé(l—ngt)‘* (4773‘1& +77(2)t+1)_9Agt (2+2773t +A(2)t +77§t (Agt —4))
7r(_“’(6)77(2)t (1_77(2)1&>7(1+277(2)t)+27‘/\%t (2+77(2)t (Agt —4)) —ngA%t (1_’7(2)1&)2 (377(2)t (7A(2)t +6)

6= —

Como se puede observar, resulta complicado para el caso general determi-
nar si estos valores son reales o complejos. Esto dependerd de las constantes
que aqui aparecen, que representarian los valores a los cuales podria evolu-
cionar la onda, es decir, que tan parecida sea la onda o que pequena sea la
perturbacion de ésta.
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