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IntroduiónLos espaios Σ y en partiular los espaios Lindelöf Σ han sido ob-jeto de estudio en el pasado. Es sabido que la lase de todos los espaiosLindelöf Σ, denotada por LΣ, es invariante on respeto a produtosnumerables, subespaios errados e imágenes ontinuas. La lase de losespaios Lindelöf Σ es la lase de los espaios para los que existe unaubierta de ompatos y una red numerable respeto a diha ubierta;dentro de esta lase de espaios se enuentran algunas sublases que seobtienen mediante restriiones para las ubiertas ompatas. La de�ni-ión de estas sublases denotadas por LΣ(≤ κ), donde κ es un númeroardinal, apareió por primera vez publiada en 2007 en un artíulo deKubi±, Okunev y Szeptyki titulado On Some Clases of Lindelöf Σ-spaes[7℄. El presente trabajo está dediado a presentar de manera natural lade�niión de las de sublases LΣ(≤ κ) a partir de la noión de funiónmulti-valuada y a explorar ejemplos onretos perteneientes a estas la-ses, utilizando omo texto base el artíulo [7℄. Todo esto on el �n demotivar al letor para seguir on esta línea de estudio.Aunque este trabajo utiliza úniamente la noión intuitiva de lase:
{x : φ(x)}, donde φ(x) es una fórmula en el lenguaje formal de la Teoríade Conjuntos on x omo variable libre (note que {x : φ(x)} puede sero no ser un onjunto), se aproveha la de�niión de funional ardinal(o funión ardinal) y funión multi-valuada para introduir algunos delos axiomas básios de la Teoría de Categorías. Algunos resultados espe-í�os y muy ténios onernientes a las lases LΣ(≤ κ) haen uso deaxiomas independientes de ZFC (la axiomatizaión de Zermelo-Fraenkelpara la Teoría de Conjuntos junto on el Axioma de Eleión), en estetrabajo enfoaremos nuestra atenión úniamente al sistema ZFC.1



2 INTRODUCCIÓNEn el Capítulo 1 se establee la notaión, noiones y resultados bási-os que se usan a lo largo de este trabajo. Algunos de estos resultados seenunian sin demostraión debido a que las pruebas son rutinarias o sudemostraión se puede enontrar en referenias lásias. Sin embargo, sepondrá espeial uidado a la seión de funiones ardinales, ya que éstasserán de gran importania en los apítulos subseuentes. En ada propo-siión o teorema se dará la referenia de donde puede ser onsultada sudemostraión, generalmente [4℄ y [13℄.En el Capítulo 2 se enunia la de�niión de funión multi-valuada yse demuestran sus propiedades básias, también se de�nen a los espaiosLindelöf Σ y se arateriza a esta lase mediante el uso de las noionesde ubierta y red respeto a una ubierta, así omo mediante el uso dela noión de funión multi-valuada superiormente ontinua y ompato-valuada. Las demostraiones proporionadas en este apítulo sugeriránun método de prueba para la araterizaión de las lases de�nidas en elapítulo 3.En el Capítulo 3 se enuentra el material expositorio más importantede esta tesis, se enunia la de�niión de las lases LΣ(K) y KLΣ(K) y seintroduen sus sublases propias LΣ(≤ κ), LΣ(< κ), LΣ(κ), KLΣ(≤ κ),
KLΣ(< κ) y LΣ(κ). Se da una araterizaión de estas sublases y sedemuestran sus propiedades básias entre las uales se enuentra quelas lases LΣ(≤ κ), LΣ(< κ), LΣ(κ) y KLΣ(≤ κ) son invariantes bajoformaión de subespaios errados, imágenes ontinuas y uniones �nitas.También se exploran ejemplos de espaios que perteneen a estas subla-ses espeiales de espaios LΣ. Cabe menionar que la lista de ejemplosonretos de espaios en LΣ(≤ κ) que se onoen atualmente no esmuho más grande de lo presentado en este trabajo.Se dedia una seión al estudio de los espaios perteneientes a laslases LΣ(≤ κ) y LΣ(< κ), uando κ = ω ó κ < ω, en espeial, losespaios ompatos en LΣ(≤ ω) junto on la noión de ser débilmente(metrizablemente) �brado jugarán un papel importante ya que nos per-mitirán obtener de manera direta una ota superior sobre la estrehezde dihos espaios.



CAPíTULO 1Preliminares1. Notaión y de�niionesA la lase de los espaios topológios la denotaremos por T OP . For-malmente un espaio topológio es una pareja ordenada (X, τ) donde τes una topología para el onjunto X. Si no hay onfusión aera de quiénes τ , diremos solamente que X es un espaio topológio y esribiremos
X ∈ T OP ; también utilizaremos la notaión τX para haer referenia ala topología de X. Asimismo a las lases de los onjuntos, números ar-dinales y espaios ompatos las denotaremos por CON , CARD y CM,respetivamente.Si Y ⊂ X es un subespaio topológio, denotaremos por clX(Y ) ala erradura de Y respeto al espaio X y por int(Y ) o Y

◦ al interiorde Y . Cuando el ontexto lo permita, esribiremos simplemente Y paradenotar a la erradura de Y . Si f es un homeomor�smo entre X y Y ,esribiremos X ≅f Y .Reordemos que una ategoría C onsiste de lo siguiente: una lase
OBJS de objetos que no neesariamente es un onjunto; para ada par deobjetos X,Y en OBJS un onjunto de mor�smos HomC(X,Y ); y paraada teria de objetos X, Y y Z en OBJS una funión ◦ : HomC(X,Y )×

HomC(Y,Z) → HomC(X,Z) tal que (f, g) 7→ g ◦ f llamada omposiióntal que los siguientes axiomas se satisfaen:1. (z ◦ g) ◦ f = z ◦ (g ◦ f), para ada f ∈ HomC(X,Y ), g ∈

HomC(Y,Z) y z ∈ HomC(X,Z).2. Para ada X en OBJS existe un mor�smo IdX ∈ HomC(X,X)llamado identidad tal que para ualquier f ∈ HomC(X,Y ) setiene que IdY ◦ f = f = f ◦ IdX .Cuando nos re�ramos a la lase T OP de espaios topológios estare-mos pensando en la ategoría más natural que la ontiene, a saber, TOP.3



4 1. PRELIMINARESComo es sabido, TOP es la ategoría que tiene a la lase T OP omolase de objetos y para ada X,Y ∈ T OP, el onjunto de mor�smos
HomTOP(X,Y ) es la familia de funiones ontinuas entre los espaios Xy Y .Otra ategoría a tomar en uenta es la que tiene a la lase T OP∗ deobjetos, donde T OP∗ son los espaios topológios junto on una eleiónde punto base y el onjunto de mor�smos para ada (X, p) y (Y, q) en
T OP∗ son las funiones ontinuas {f : X → Y : f(p) = q}.En uanto a lo que se re�ere a la notaión sobre Teoría de Conjuntosque utilizaremos, denotaremos por ω al más pequeño número ardinal in-�nito y por ω1 al más pequeño ardinal no numerable. Dotaremos de latopología disreta a ualquier número ardinal κ a menos que se espei�-que lo ontrario, de esta manera (κ, τκ = P (κ)) será un representante delos espaios disretos de ardinalidad κ y nos referiremos a diho espaioesribiendo simplemente κ.A ontinuaión se presenta una serie de de�niiones que serán deutilidad y a las uales reurriremos on freuenia.Reordemos que un espaio topológio ompato está de�nido por lasiguiente ondiión: Para ualquier familia U de onjuntos abiertos de Xtal que X ⊂

⋃
U , existe una subfamilia �nita V ⊂ U tal que X ⊂

⋃
V.Definiión 1.1. Sea f : X → Y una funión entre espaios topológi-os. Llamaremos �bra de f en el punto y al onjunto {x ∈ X : f(x) = y}y diremos que f es perfeta si se umple lo siguiente:1. f es ontinua.2. f es suprayetiva.3. f es errada.4. f tiene �bras ompatas.Si X y Y son dos espaios topológios y f : X → Y es una funióntal que X ≅f f [X], entones diremos que f es un enaje o que X seenaja en Y y lo denotaremos por X →֒f Y .Definiión 1.2. Sea X un espaio topológio. Una ompataiónde X es una pareja ordenada (K,h) tal que1. K es ompato y Hausdor�.2. h : X → K es un enaje.3. h[X] = K.



1. NOTACIÓN Y DEFINICIONES 5Un espaio X es loalmente ompato si todo punto en X tiene unsistema de veindades onstituido por subespaios ompatos. Note queualquier espaio Hausdor� loalmente ompato es regular.Las siguientes de�niiones muestran dos formas de onstruir om-pataiones de un espaio dado, ambas formas serán de gran utilidad enlos siguientes apítulos.Definiión 1.3. Sea X un espaio loalmente ompato, no ompa-to y Hausdor�. Entones la ompataión por un punto o ompataión deAlexandro� del espaio X está de�nida por el espaio A(X) = X ∪{∞},donde ∞ es un punto fuera de X y τA(X) es la topología generada porla base B = τX ∪ {{∞} ∪ (X \ L) : L ⊂ X ∧ L ∈ CM}.Al espaio A(X) se le llama también extensión de Alexandro� delespaio X.Definiión 1.4. Sea X un espaio Tyhono� y sea C
∗
(X) la ole-ión de funiones ontinuas on valores reales y aotadas de�nidas en X.Para ada f ∈ C

∗
(X), sea If un intervalo errado y aotado de R queontiene al rango de f y sea e : X →

∏
{If : f ∈ C

∗
(X)} la funiónevaluaión de�nida por e(x)(f) = f(x). La funión e es un enaje. En-tones la ompataión de Stone-�eh de X es el espaio βX = e[X] enel produto ∏

{If : f ∈ C
∗
(X)}.Es importante notar que si C(X) denota a la familia de todas lasompataiones del espaio X y que si en C(X) onsideramos la siguien-te relaión de orden: para ualesquiera dos elementos h1X = (K1, h1) y

h2X = (K2, h2) de C(X) suede que h1X ≤ h2X si existe una funiónontinua f : h1X → h2X tal que f ◦ h1 = h2, entones la ompata-ión de Alexandro� es la más pequeña de las ompataiones de X y laompataión de Stone-�eh es la más grande.Existen diversas formas de generar espaios topológios nuevos a par-tir de espaios previamante dados, ejemplo de esto son las ompataio-nes de Alexandro� y de Stone �eh. Otra forma muy omún y que utili-zaremos en este trabajo es el llamado espaio oiente. Para generar unespaio oiente Y se requiere de una funión de�nida en un onjunto Xsobre Y donde un subonjunto G ⊂ Y es abierto si y sólo si su preimagenes abierta en X.Definiión 1.5. Si X es un espaio topológio y g : X → Y es unafunión suprayetiva sobre un onjunto Y , entones



6 1. PRELIMINARES1. La oleión τg de subonjuntos de Y de�nida por τg = {G ⊂

Y : g
−1

(G) ∈ τX} es una topología de Y llamada topologíaoiente induida en Y por la funión g. Al espaio (Y, τg) se lellama espaio oiente y a g se le llama funión oiente.2. Una funión ontinua y suprayetiva f : X → Y se llamahereditariamente oiente si para ada B ⊂ Y la restriión
fB : f

−1
[B] → B es una funión oiente.2. Resultados básios de Topología GeneralEn esta seión se inluyen algunas proposiiones básias que sonauxiliares en varias de las pruebas del presente trabajo. Debido a queson resultados bien onoidos de Topología General, la mayoría de lasdemostraiones se omiten, para onsulta se reomiendan [4℄ y [13℄.Definiión 1.6. Sea X un espaio topológio. Entones X es unespaio de Fréhet si para ualquier A ⊂ X y ualquier x ∈ A existe unasuesión de elementos de A onvergente a x.Si para ada punto x de un espaio topológio X tal que x ∈ A paraalgún A ⊂ X existe una base numerable {Ui : i ∈ ω} y para ada i ∈ ωelegimos un punto zi ∈ A ∩U0 ∩U1 ∩ . . . ∩Ui, entones podemos de�niruna suesión in�nita {zi} de puntos de A onvergente a x. Esto muestraque todo espaio primero numerable es de Fréhet.Las siguientes proposiiones estableen que la propiedad de ser espa-io de Fréhet se preserva bajo imágenes de funiones hereditariamenteoientes y se da una ondiión equivalente a ser funión hereditariamen-te oiente.Proposiión 1.7. Sean X y Y dos espaios topológios y f : X → Yuna funión ontinua y suprayetiva. Entones f es hereditariamenteoiente si y sólo si para todo B ⊂ Y el onjunto f [f−1[B]] es errado.Proposiión 1.8. Si X es un espaio de Fréhet y f : X → Y esuna funión hereditariamente oiente y suprayetiva, entones Y es unespaio de Fréhet.Las siguientes proposiiones estableen propiedades interesantes on-ernientes a los axiomas de separaión.Proposiión 1.9 ([13, 13.3℄). Si X es un espaio topológio, enton-es las siguientes ondiiones son equivalentes:



2. RESULTADOS BÁSICOS DE TOPOLOGÍA GENERAL 71. X es regular.2. Si x ∈ X y A es un abierto de X tal que x ∈ A, entones existeun abierto B de X tal que x ∈ B ⊂ B ⊂ A.3. Para ada x ∈ X existe una base de veindades formada poronjuntos errados.Proposiión 1.10 ([13, 16.11℄). Sea X un espaio (pseudo)métrio.Entones las siguientes ondiiones son equivalentes:1. X es segundo numerable.2. X es Lindelöf.3. X es separable.Teorema 1.11 (Teorema de Urysohn). Si X es un espaio Haus-dor�, segundo numerable y normal, entones X es metrizable.La de�niión de ompaidad es de suma importania en TopologíaGeneral. Las siguientes proposiiones araterizan a los espaios ompa-tos y enunian propiedades importantes que serán utilizadas más ade-lante omo es el aso del teorema de Kuratowskii que arateriza a losespaios ompatos mediante el produto artesiano, el teorema de Ty-hono� que establee que el produto de espaios topológios no vaíoses ompato si y sólo si ada fator es ompato y el teorema de Wallae.Teorema 1.12 (Kuratowskii [4, 3.1.16℄). Si X es un espaio Haus-dor�, eentones las siguientes ondiiones son equivalentes:1. X es ompato.2. Para todo espaio Y , la proyeión πY : X×Y → Y es errada.3. Para todo espaio Y normal, la proyeión πY : X × Y → Y eserrada.Teorema 1.13 (Tyhono� [4, 3.2.4℄). Sea F = {Xα : α ∈ A} unafamilia de espaios topológios no vaíos. Entones ∏
F es ompato siy sólo si para toda α ∈ A se tiene que Xα es ompato.Teorema 1.14 (Wallae [4, 3.2.10℄). Si para ada s ∈ S tenemosque As es un subespaio ompato del espaio Xs, entones para todosubonjunto abierto W en el produto ∏

{Xs : s ∈ S} que ontiene a∏
{As : s ∈ S} existe una familia V de abiertos Us ⊂ Xs tal que elonjunto {Us ∈ V : Us 6= Xs} es �nito y ∏

{As : s ∈ S} ⊂
∏
{Us : s ∈

S} ⊂ W .



8 1. PRELIMINARESSi F = {(Xα, τα) : α ∈ A} es una familia de espaios topológiostal que Xαi
∩ Xαj

= ∅ para toda i 6= j y la topología de X =
⋃

F estáformada por la familia τ = {U ∈ X : U ∩ Xα ∈ τα ∧ α ∈ A}, entonesllamaremos al espaio (X, τ) suma direta o suma topológia de la familia
F y la denotaremos por ⊕

F .Proposiión 1.15 ([4, 3.2.3℄). Sea X =
⊕

{Xα : α ∈ A} un espaiotopológio tal que para toda α ∈ A se tiene que Xα 6= ∅. Entones elespaio X es ompato si y sólo si |A| < ω y para toda α ∈ A el espaio
Xα es ompato.Otro resultado bien onoido aera de los espaios topológios om-patos es el siguiente. Si A es un subespaio ompato de un espa-io X, entones para ada familia {Us}s∈S de abiertos de X tales que
A ⊂

⋃
{Us : s ∈ S} existe un subonjunto �nito {s1, s2, . . . , sk} de S talque A ⊂

⋃
{Usi

: 1 ≤ i ≤ k}. La siguiente proposiión es una apliaiónde la a�rmaión anterior.Proposiión 1.16. Sea X un espaio topológio ompato, sea U ⊂

X un subonjunto abierto y sea {Fi : i ∈ I} una familia de subonjuntoserrados de X tal que ⋂
{Fi : i ∈ I} ⊂ U , entones existe una subfamilia�nita J de I tal que ⋂

{Fj : j ∈ J} ⊂ U .Observe que si un espaio topológio X es ompato, entones umpleon la propiedad de ser Lindelöf y graias a la proposiión 1.10 si elespaio X es ompato metrizable, entones es separable.Como todo espaio X loalmente ompato y Hausdor� se puedeenajar en un espaio ompato y Hausdor� A(X) mediante la ompa-taión por un punto y todo espaio ompato Hausdor� es Tyhono�,entones X resulta ser también un espaio Tyhono�.Proposiión 1.17. Si X es un espaio topológio, entones X tieneuna ompataión si y sólo si X es Tyhono�.3. Funionales ardinalesLlamaremos funional a una regla de orrespondenia entre lases,uyo omportamiento es semejante al de una funión entre onjuntoson la salvedad de que su dominio y ontradominio son lases. Un asopartiular son las funionales ardinales, estas funionales están de�nidasen la lase de espaios topológios (o sublases bien de�nidas de espaios)



3. FUNCIONALES CARDINALES 9y toman valores ardinales. La ondiión que deben umplir este tipo defunionales es la siguiente: si C es una sublase de espaios topológios y
φ : C → CARD es una funional ardinal, entones para ada X,Y ∈ Csi X ≅ Y debe ourrir que φ(X) = φ(Y ).El primer ejemplo de funional ardinal es la funional | | : T OP →

CARD llamada ardinalidad, esta funional asigna a ada espaio Xel número de elementos que tiene, denotado por |X|. A ontinuaión sede�nen algunas funionales ardinales importantes y se distingue un tipoespeial de funionales, las funionales ardinales monótonas.Definiión 1.18. Sea φ : C ⊂ T OP → CARD una funional ardi-nal. Diremos que φ es una funional ardinal monótona si para ualquierespaio X ∈ C y ualquier subespaio Y de X tenemos que φ(Y ) ≤ φ(X).Para simpli�ar y dar énfasis a la aritmétia ardinal in�nita es usualañadir una ondiión más a la de�niión de funional ardinal. Si φ esuna funional ardinal, entones los valores que resulten de apliar φ aun espaio topológio de su dominio deberán ser mayores o iguales que
ω. Reformulando la de�niión de funional ardinalidad obtenemos quepara ada espaio X el valor que toma |X| será el número de puntos quetiene X más ω. A lo largo del texto será evidente uándo se usa estaúltima ondiión.Definiión 1.19. Sea w : T OP → CARD la funional ardinalde�nida de la siguiente manera: para ada X ∈ T OP , sea

w(X) = mı́n{κ ∈ CARD : κ = |B| ∧ B es una base de X} + ωAl ardinal w(X) se le llama peso de X y es laro que un espaio essegundo numerable si y sólo si tiene peso igual a ω.Una red para un espaio topológio X es una oleión N de sub-onjuntos de X, no neesariamente abiertos, tal que todo abierto de Xse puede esribir omo una unión de elementos de N . De esta manera,una base B de X es una red al igual que la oleión {{x} : x ∈ X}.Definiión 1.20. Sea nw : T OP → CARD la funional ardinalde�nida de la siguiente manera: si X ∈ T OP , entones
nw(X) = mı́n{κ ∈ CARD : κ = |B| ∧ B es una red en X} + ωAl ardinal nw(X) se le llama peso de red de X. Note que para todoespaio X siempre suede que nw(X) ≤ w(X) y que nw(X) ≤ |X|, pero



10 1. PRELIMINARESno neesariamente suede que w(X) ≤ |X| ó |X| ≤ w(X), omo es elaso del espaio disreto de ardinalidad no numerable o de la reta realequipada on la topología usual. En la proposiión 1.24 se mostrará quesi X es un espaio ompato, entones el peso y el peso de red del espaio
X oiniden.Otra funional importante y bastante útil es la llamada densidad quese de�ne a ontinuaión.Definiión 1.21. Sea d : T OP → CARD la funional ardinalde�nida de la siguiente manera: para ada X ∈ T OP , sea

d(X) = mı́n{κ ∈ CARD : D ⊂ X ∧ κ = |D| ∧ D = X} + ωAl ardinal d(X) se le llama densidad de X. Inmediatamente pode-mos omprobar que un espaio X es separable si y sólo si la densidad de
X es igual a ω. Claramente d(X) ≤ w(X) y d(X) ≤ |X|. Simplemente�je un elemento por ada abierto básio de una base uyo ardinal sea elpeso del espaio, entones el onjunto de todos los puntos así de�nidosforman un subonjunto denso de ardinalidad igual al peso del espaio.Al iniio de esta seión estableimos que una funional ardinal φes una funional de�nida en una sublase C de espaios topológios onvalores ardinales tal que para ada X y Y elementos de C tenemos que
φ(X) = φ(Y ) si X ≅ Y .Si T OP∗ denota a la lase de los espaios topológios junto on unaeleión de punto base y φ : T OP∗ → CARD es una funional tal quepara ada (X, p) y (Y, q) elementos de T OP∗ suede que φ((X, p)) =

φ((Y, q)) si existe una funión f tal que X ≅f Y y f(p) = q, entones a
φ también la llamaremos funional ardinal. Para ejempli�ar este tipode funionales ardinales de�namos lo siguiente:Definiión 1.22. Sea X un espaio topológio. Entones1. Si p ∈ X, la estrehez del espaio X en el punto p es el númeroardinal

t(X, p) = mı́n{κ ∈ CARD : ∀Y (Y ⊂ X ∧ p ∈ Y →

∃A(A ⊂ Y ∧ p ∈ A ∧ |A| ≤ κ)}2. La estrehez del espaio X es el número ardinal
t(X) = sup{t(X, p) : p ∈ X} + ω



3. FUNCIONALES CARDINALES 11Observe que todas las funionales ardinales de�nidas hasta antes dela funional estrehez son globales, es deir, sus de�niiones se basan enpropiedades topológias que dan informaión global aera del espaio.En ontraste está la funional estrehez, que utiliza funionales basadasen propiedades topológias loales.No es difíil ver que las funiones ardinales w y nw son monótonas.En efeto, si B es una base de un espaio topológio X tal que w(X) = By Y es un subespaio de X, onsidere la familia BY = {U ∩ Y : U ∈ B},entones BY es una base para el subespaio Y y se umple que w(Y ) ≤

|BY | ≤ |B| = w(X). Si reemplazamos a la base B por una red N de Xon las mismas propiedades, entones el mismo argumento prueba que
nw(Y ) ≤ nw(X).Una propiedad importante que relaiona a los espaios Tyhono� onla funional peso es que si X es un espaio Tyhono�, entones existeuna ompataión (K,h) tal que w(X) = w(K). De heho, si X es unespaio Tyhono� on peso κ, entones X se puede enajar en el espaioompato I

κ (ver [4, 2.3.23℄).Terminamos esta seión on una serie de proposiiones que estable-en resultados importantes que oniernen a las funionales peso y pesode red. Se enunia también el teorema sobre densidad de un produtotopológio de Hewitt-Marzewski-Pondizery.Proposiión 1.23. Sea {Xα : α ∈ A} una familia de espaiostopológios tal que para ada α ∈ A se tiene que ω ≤ w(Xα). Sea
κ = sup{w(Xα) : α ∈ A}, entones w (

∏
{Xα : α ∈ A}) ≤ κ · |A|.Demostraión. Para ada α ∈ A, sea Bα una base para el espaio

Xα on peso κα = w(Xα). La familia B que onsiste de todos los abiertosde la forma π
−1
α1

(Bi) ∩ π
−1
α2

(B2) ∩ . . . ∩ π
−1
αk

(Bk), donde k es un númeronatural y para toda i ≤ k se tiene que αi ∈ A y Bi es un básio de Bαi
,forman una base para el produto ∏

{Xα : α ∈ A}. Si α ∈ A, entones
|{F ⊂ Bα : |F | ∈ ω}| = |Bα| = κα lo ual implia que |B| = |A| ·

∏
{κα :

α ∈ A} ≤ κ · |A|. �Proposiión 1.24. Sea X un espaio topológio Hausdor�. Entones1. Si X es ompato, entones nw(X) = w(X) ≤ |X|.2. Si X es metrizable, entones nw(X) = w(X).3. t(X) ≤ w(X).



12 1. PRELIMINARESDemostraión. 1. SeaN una red en X tal que κ = nw(X) =

|N |. Si κ ∈ ω, entones X es disreto y |X| = κ = w(X).Si κ es in�nito y τ1 denota a la topología de X, onsidere ala familia A ⊂ N ×N de�nida por la siguiente propiedad:
(N,M) ∈ A ↔ ∃V,W ∈ τ1(V ∩ W = ∅ ∧ N ⊂ V ∧ M ⊂ W )Para ada (N,M) ∈ A, sea A(N,M) = {(V,W ) ∈ τ1 × τ1 :

V ∩ W = ∅ ∧ N ⊂ V ∧ M ⊂ W} y sea f : A →
⋃
{A(N,M) :

(N,M) ∈ A} una funión de eleión. Entones la familia B =

{
⋂

F : F ⊂ B0 ∧ |F | ∈ ω \ {0}}, donde B0 = {πi(f(N,M)) :

(N,M) ∈ A∧ i ∈ {1, 2}} y πi : τ1 × τ1 → τ1 es la proyeión enel i-ésimo fator, es una base de una topología para X.Observe que si x y y son dos puntos distintos de X, entonesexisten abiertos ajenos V y W tales que x ∈ V y y ∈ W ,además omo N es una red en X, existen N y M en N talesque x ∈ N ⊂ V y y ∈ M ⊂ W , lo ual implia que (N,M) ∈ A.Por lo tanto la topología τ2 de X generada por la familia Btambién es Hausdor�.Como |B| = |B0| = |A| ≤ |N |, entones tenemos que elpeso del espaio (X, τ2) es menor o igual que el peso de red delespaio (X, τ1).Como τ2 ⊂ τ1 y (X, τ1) es ompato, entones la funiónidentidad i : (X, τ1) → (X, τ2) es ontinua, biyetiva y errada.Por lo tanto (X, τ1) ≅ (X, τ2) y w((X, τ1)) = w((X, τ2)) ≤

nw((X, τ1) = nw((X, τ2)) ≤ w((X, τ2)) = w((X, τ1)).2. Sea N una red en X tal que κ = |N | = nw(X). Para ada
N ∈ N , esogamos un punto xN de X elemento de N . Noteque la familia D = {xN : N ∈ N} es densa en X y que |D| = κ.Como X es metrizable, entones para ada xN ∈ D existe unabase loal BxN

tal que |BxN
| ≤ ω, de esta manera, la familia

B =
⋃
{BxN

: xN ∈ D} tiene ardinalidad menor o igual que κy resulta ser una base del espaio X.3. Sea B una base de X tal que |B| = κ = w(X). Si p ∈ X,entones la familia Bp = {B ∈ B : p ∈ B} es un sistema deveindades básias de p y tenemos que |Bp| ≤ κ. Sea Y ⊂ X talque p ∈ Y , por de�niión de erradura suede que para toda
B ∈ Bp la interseión B ∩ Y es distinta del vaío. Para ada



3. FUNCIONALES CARDINALES 13
B ∈ Bp esojamos un punto xB ∈ B ∩ Y y onsideremos alonjunto A = {xB : B ∈ Bp}, entones p ∈ A y |A| ≤ |Bp| ≤ κ.Por lo tanto, para ada p ∈ X tenemos que t(X, p) ≤ κ, loual implia que t(X) ≤ κ. �Proposiión 1.25. Sea f : X → Y una funión abierta, ontinua ysuprayetiva, entones w(Y ) ≤ w(X) y nw(Y ) ≤ nw(X).Demostraión. Sea BX una base en X tal que |BX | = w(X) y sea

BY = {f [B] : B ∈ BX}, entones |BY | ≤ |BX |.Si V es un abierto de Y que tiene a y ∈ Y omo elemento, entones
f
−1

(V ) es abierto en X porque f es ontinua y omo f es tambiénsuprayetiva existe x ∈ X tal que f(x) = y, es deir x ∈ f
−1

(V ). Como
BX es una base en X, entones existe B ∈ BX tal que x ∈ B ⊂ f

−1
(V )y esto implia que y ∈ f [B] ⊂ V . Lo ual muestra que BY es una baseen Y .Observe que si BX es una red en X y |BX | = nw(X), entones lademostraión es válida para el aso nw(Y ) ≤ nw(X), haiendo a BY unared en Y . �Proposiión 1.26. Sea X un espaio Hausdor� y sea κ un númeroardinal in�nito tal que w(X) ≤ κ, entones |X| ≤ 2

κ.Demostraión. Sea B ⊂ τX una base para X tal que |B| ≤ κ. Si
x1, x2 ∈ X son tales que x1 6= x2, entones x1 ∈ X \ {x2} ∈ τX . Como
B es base de X existe B ∈ B tal que x1 ∈ B ⊂ X \ {x2}. Considere lafunión f : X → P (B) de�nida por f(x) = {B ∈ B : x ∈ B}, entones
B ∈ f(x1) pero omo x2 6∈ B tenemos que B 6∈ f(x2). Esto muestra que
f es inyetiva, por lo tanto |X| ≤ 2

|B| ≤ 2
κ. �Teorema 1.27 (Hewitt-Marzewski-Pondizery [4, 2.3.15℄). Sea κ ∈

CARD, sea I un onjunto de índies tal que |I| ≤ 2
κ y sea {Xα : α ∈ I}una familia no vaía de espaios topológios no vaíos.Si para toda α ∈ I suede que d(Xα) ≤ κ, entones d(

∏
{Xα : α ∈

I}) ≤ κ.





CAPíTULO 2Funiones multi-valuadas y espaios Lindelöf Σ1. Funiones multi-valuadasDefiniión 2.1. Sean X y Y dos onjuntos. Una funión multi-valuada (o mapeo multi-valuado) es una funión p ⊂ X × P (Y ). Esdeir, a ada elemento x ∈ X la funión p le asoia un subonjunto de
Y el ual puede ser vaío.La notaión es la usual: p : X → P (Y ), aunque es también omúnesribir p : X → Y haiendo menión explíita de que se trata de unafunión multi-valuada.Si f : X → Y es una funión entre onjuntos en el sentido usual, elonjunto imagen de f de�nido por Im(f) = {y ∈ Y : y = f(x)∧x ∈ X}está siempre bien de�nido. Además note que Im(f) ⊂ Y . Sin embar-go, uando f es una funión multi-valuada, el orrespondiente onjunto
Im(f) = {y ∈ P (Y ) : y = f(x) ∧ x ∈ X} ⊂ P (Y ) no es del todoapropiado para nuestros �nes pues nos da informaión aera de P (Y )en vez de Y . Así pues, es neesaria una nueva de�niión de imagen parael aso espeial de funiones multi-valuadas.Definiión 2.2. Sea p : X → Y una funión multi-valuada y sea
A ⊂ X. Entones el onjunto

p(A) =

⋃

x∈A

p(x)es el onjunto imagen de A bajo la funión multi-valuada p. De estamanera, la imagen de la funión multi-valuada p es el onjunto
Img(p) = p(X) =

⋃

x∈X

p(x). 15



16 2. FUNCIONES MULTI-VALUADAS Y ESPACIOS LINDELÖF ΣBasados en la de�niión de imagen para funiones multi-valuadasse puede de�nir la omposiión entre funiones multi-valuadas de la si-guiente manera.Definiión 2.3. Sean p : X → Y y q : Y → Z dos funiones multi-valuadas. Entones la funión multi-valuada q ◦ p : X → Z de�nida dela siguiente forma: Para toda x ∈ X

(q ◦ p)(x) = q(p(x)) =

⋃

y∈p(x)

q(y)es llamada omposiión de p seguida de q.Para ada par de onjuntos X y Y sea FUNC(X,Y ) la familia de to-das las funiones on dominio en X y ontradominio Y , de la misma ma-nera FUNCm(X,Y ) es la familia de todas las funiones multi-valuadason dominio X y odominio P (Y ).Definiión 2.4. Sea f : X → Y una funión. Entones la funiónmulti-valuada induida por f es pf : X → Y uya regla de orrespon-denia es la siguiente: Para toda x ∈ X sea pf (x) = {f(x)}.Si C es la ategoría de�nida por la lase CON , por las familias demor�smos FUNC(X,Y ) para ada X,Y ∈ CON y por la omposiiónentre funiones omo operaión; y si D es la ategoría de�nida por lalase CON , por las familias de mor�smos FUNCm(X,Y ) para ada
X,Y ∈ CON y por la omposiión entre funiones multi-valuadas omooperaión. Entones existe un funtor ovariante F : C → D tal quepara toda f ∈ FUNC(X,Y ) suede que F (f) = pf ∈ FUNCm(X,Y )y si g ∈ FUNC(Y,Z) entones F (g ◦ h) = F (g) ◦ F (h). Esta últimapropiedad se muestra a ontinuaión.Proposiión 2.5. Sean X,Y,Z ∈ CON y sean f : X → Y y g :

Y → Z dos funiones, entones pg ◦ pf = p(g◦f).Demostraión. Sea x ∈ X, entones



2. SEMICONTINUIDAD SUPERIOR 17
pg ◦ pf (x) =

⋃

y∈pf (x)

pg(y)

=

⋃

y∈{f(x)}

pg(y)

= pg(f(x))

= {g(f(x))}

= {(g ◦ f)(x)}

= p(g◦f)(x)Por lo tanto pg ◦ pf = p(g◦f). �Con las siguientes de�niiones se ompleta la familia de noionessobre funiones multi-valuadas neesarias para el buen desarrollo de lasseiones y apítulos subseuentes.Definiión 2.6. Sea f : X → Y una funión. Entones la inversade f es la funión multi-valuada f
−1

: Y → X de�nida por la siguienteregla. Para toda y ∈ Y sea f
−1

(y) = {x ∈ X : f(x) = y}.Definiión 2.7. Sea P = {pα : Xα → Yα : α ∈ A} una familia defuniones multi-valuadas. Entones
∏

P :

∏

α∈A

Xα → P

(
∏

α∈A

Yα

)

x 7→
∏

α∈A

pα(x(α))es la funion multi-valuada produto de la familia P .2. Semiontinuidad superiorSi p : X → Y es una funión multi-valuada, entones para toda
x ∈ X tenemos que p(x) ⊂ Y , de aquí que si Y tiene una topología,entones a p(x) le podemos dotar de la topología de subespaio y asíde�nir lo siguiente:Definiión 2.8. Sea X ∈ CON , sea Y ∈ T OP y sea p : X → Yuna funión multi-valuada, entones p es ompato-valuada si para ada
x ∈ X tenemos que p(x) es ompato.En el aso partiular de que para ada x ∈ X el subespaio p(x) sea�nito, llamaremos a p una funión �nito-valuada.



18 2. FUNCIONES MULTI-VALUADAS Y ESPACIOS LINDELÖF ΣAl igual que el onepto de ontinuidad de una funión entre espa-ios topológios, la noión de semiontinuidad superior jugará un papelimportante en el estudio de los espaios topológios. La semiontinuidadsuperior es una adaptaión del onepto de ontinuidad al aso partiularde funiones multi-valuadas.Definiión 2.9. Sean X,Y ∈ T OP y sea p : X → Y una funiónmulti-valuada. Entones p es semiontinua superiormente (o semionti-nua por arriba) si para todo abierto V de X el onjunto
p
#

(V ) = {x ∈ X : p(x) ⊂ V }es un abierto de X (�gura 1).
�
�
�

�
�
�

��
��
��
��

�
�
�

�
�
�

YX

V

p

p# (V)

(x)p

Figura 1. Semiontinuidad superiorPara ada funión ontinua f existe una funión �nito-valuada (y porlo ual, ompato-valuada) que reune toda la informaión de la ontinui-dad de f , a saber pf . Este heho será demostrado en la siguiente propo-siión. Posteriormente demostraremos que la omposiión de funionessemiontinuas superiormente y ompato-valuadas es semiontinua su-periormente y ompato-valuada. De ahora en adelante utilizaremos lassiglas CV y SCS omo abreviaiones de las frases �ompato-valuada� y�semiontinua superiormente�, respetivamente.Proposiión 2.10. Sean X,Y ∈ T OP, entones f : X → Y esontinua si y sólo si pf es semiontinua superiormente.Demostraión. ⇒) Supongamos que f : X → Y es ontinua.Si V ∈ τY , entones
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p
#
f (V ) = {x ∈ X : pf (x) ⊂ V }

= {x ∈ X : {f(x)} ⊂ V }

= {x ∈ X : f(x) ∈ V }

= f
−1

[V ]que es abierto en X por la ontinuidad de f .Por lo tanto pf es SCS.
⇐) Supongamos que pf : X → P (Y ) es SCS. Sea V ∈ τY , entones

f
−1

[V ] = p
#
f (V ) es abierto en X, por lo tanto f es ontinua. �Antes de demostrar que las propiedades de ser CV y SCS se preservanbajo omposiiones, probaremos los siguientes resultados:Proposiión 2.11. Sea p : X → Y una funión ompato-valuaday semiontinua superiormente y sea f : Y → Z una funión ontinua,entones la funión f ◦ p : X → P (Z) de�nida por (f ◦ p)(x) = f [p(x)]para toda x ∈ X, es ompato-valuada y semiontinua superiormente.Demostraión. 1. Sea x ∈ X, entones (f ◦ p)(x) = f [p(x)]es ompato porque p es CV y la imagen ontinua de un om-pato es ompata.2. Sea V ∈ τZ , entones

(f ◦ p)
#

(V ) = {x ∈ X : (f ◦ p)(x) ⊂ V }

= {x ∈ X : f [p(x)] ⊂ V }

= {x ∈ X : ∀z ∈ p(x) (f(z) ∈ V )}

= {x ∈ X : p(x) ⊂ {y ∈ Y : f(y) ∈ V }}

= {x ∈ X : p(x) ⊂ f
−1

(V )}

= p
#

(f
−1

(V ))es abierto en X.Por lo tanto f ◦ p es CV y SCS. �Proposiión 2.12. Si f : X → Y es perfeta, entones f
−1

: Y → Xes una funión ompato-valuada y semiontinua superiormente.Demostraión. Supongamos que f es perfeta.1. Sea y ∈ Y , omo f tiene �bras ompatas y f
−1

(y) = {x ∈ X :

f(x) = y} es la �bra de f en x, entones f
−1

(y) es ompato.2. Sea V ∈ τX , veamos que (f
−1

)
#

(V ) = {y ∈ Y : f
−1

(y) ⊂ V }es abierto en Y . Para esto note que (f
−1

)
#

(V ) = Y \ f(X \V ).Entones f
−1 es CV y SCS. �



20 2. FUNCIONES MULTI-VALUADAS Y ESPACIOS LINDELÖF ΣProposiión 2.13. Sea X un espaio topológio, sea F ⊂ X unsubespaio errado y sea iF : F → X la funión inlusión. Entones lafunión i
−1
F : X → P (F ) que está de�nida por:

i
−1
F (x) =

{
{x} si x ∈ F

∅ si x 6∈ Fes semiontinua superiormente y ompato-valuada.Demostraión. 1. Sea x ∈ X, entones i
−1
F (x) = {x} ó

i
−1
F (x) = ∅; en ualquier aso la imagen es �nita, por lo tan-to ompata.2. Sea V ∈ τF , entones existe W ∈ τX tal que V = W ∩ F yobserve que

(
i
−1
F

)#
(V ) = {x ∈ X : i

−1
F (x) ⊂ V }

= {x ∈ F : i
−1
F (x) ⊂ V }

∪{x ∈ X \ F : i
−1
F (x) ⊂ V }

= {x ∈ F : {x} ⊂ V }

∪{x ∈ X \ F : ∅ ⊂ V }

= V ∪ X \ F

= (W ∩ F ) ∪ (X \ F )

= (W ∪ (X \ F )) ∩ (F ∪ (X \ F ))

= W ∪ (X \ F )es unión �nita de abiertos de X.Por lo tanto i
−1
F es CV y SCS. �La siguiente proposiión muestra que la imagen semiontinua su-periormente y ompato-valuada de un espaio ompato es ompata.Cuando sueda que la imagen de una funión multi-valuada sea iguala su odominio, diremos que tal funión es una funión multi-valuadasuprayetiva.Proposiión 2.14. Sea X un espaio topológio ompato y sea p :

X → Y una funión multi-valuada semiontinua superiormente y CV talque p(X) = Y . Entones Y es ompato.Demostraión. Sea U ⊂ P (Y ) una ubierta abierta de Y .Sea W =

{⋃
U : U ⊂ U ∧ |U | < ω

}.Veamos que existe V ⊂ W ubierta abierta de Y tal que |V| < ω. Sea
V#

= {p#
(W ) : W ∈ W}, omo p es SCS la familia V# es una familia



2. SEMICONTINUIDAD SUPERIOR 21de abiertos en X y si x ∈ X, entones p(x) ⊂ Y es ompato por ser
p una funión CV. Como p(x) ⊂

⋃
U , entones existe n ∈ ω y existen

{Ui}i∈n ⊂ U tales que p(x) ⊂
⋃

i∈n

Ui. De esta forma hemos mostrado queexiste W ∈ W tal que p(x) ⊂ W , así que x ∈ p
#

(W ). Esto prueba que
V# es ubierta abierta de X.Como X es ompato, entones existen m ∈ ω y f : m → W talesque X ⊂

⋃

i∈m

p
#

(f(i)). Sea V = {f(i) : i ∈ m}. Si y ∈ Y , entones existe
x ∈ X tal que y ∈ p(x) ya que p es suprayetiva. Entones existe j ∈ mtal que x ∈ p

#
(f(j)) por lo que y ∈ p(x) ⊂ p(p

#
(f(j))) ⊂ f(j). Por lotanto V es una ubierta abierta �nita de Y . �Proposiión 2.15. Sean p : X → Y y q : Y → Z dos funionessemiontinuas superiormente y ompato-valuadas, entones q ◦ p : X →

Z es una funión semiontinua superiormente y ompato-valuada.Demostraión. Observe que para toda x ∈ X el onjunto (q◦p)(x)es un subespaio ompato de Z debido a que p(x) es ompato y q esSCS y CV.Sigue probar que q ◦ p es SCS.Sea V ∈ τZ , entones
(q ◦ p)

#
(V ) = {x ∈ X : (q ◦ p)(x) ⊂ V }

= {x ∈ X :
⋃
{q(y) : y ∈ p(x)} ⊂ V }

= {x ∈ X : ∀y ∈ p(x) (q(y) ⊂ V )}

= {x ∈ X : ∀y ∈ p(x) (y ∈ q
#

(V ))}

= {x ∈ X : p(x) ⊂ q
#

(V )}

= p
#

(q
#

(V ))es abierto porque p y q son SCS. �A ontinuaión se muestra que el produto arbitrario de funio-nes multi-valuadas semiontinuas superiormente y ompato-valuadas estambién una funión SCS y CV.Proposiión 2.16. Sea P = {pα : Xα → Yα : α ∈ A} una familiade funiones multi-valuadas. Entones1. Si para ada α ∈ A la funión multi-valuada pα es CV , entonesla funión multi-valuada produto ∏P es CV .



22 2. FUNCIONES MULTI-VALUADAS Y ESPACIOS LINDELÖF Σ2. Si para ada α ∈ A la funión ompato-valuada pα es SCS,entones la funión multi-valuada produto ∏P es SCS.qDemostraión. 1. Véase el teorema 1.13.2. Sea Y =
∏
{Yα : α ∈ A}, sea F = {πβ : Y → Yβ : β ∈ A} lafamilia de proyeiones asoiadas al produto Y y sea p =

∏
P.Consideremos a W ∈ τY y sea x ∈ p

#
(W ). Entones p(x) ⊂ Wes ompato y por el teorema 1.14 existe V ∈ τY abierto básiotal que p(x) ⊂ V ⊂ W , donde V =

⋂

i∈n

παi
(Vαi

), on n ∈ ω y
Vαi

∈ τYα para toda i ∈ n. Es deir, para toda i ∈ n tenemos que
pαi

(x(αi)) ∈ Vαi
, lo ual es equivalente a que παi

(x) ∈ p
#
αi(Vαi

).Como la familia P es una familia de funiones semiontinuas su-periormente, para toda i ∈ n los onjuntos p
#
αi(Vαi

) son abiertosen Xαi
, entones x ∈

⋂

i∈n

π
#
αi

(Vαi
) ⊂ p

#
(V ) ⊂ p

#
(W ), lo ualmuestra que p

#
(W ) es abierto. Por lo tanto p es una funiónsemiontinua superiormente. �La grá�a de una funión f : X → Y es

graf(f) = {(x, y) : x ∈ X ∧ f(x) = y} ⊂ X × YNo es de extrañar que debamos introduir una de�niión más adeuadapara el aso de funiones multi-valuadas, ya que si p : X → Y es multi-valuada, entones graf(p) ⊂ X × P (Y ) y lo que nos interesa es poderde�nir a la grá�a de p de tal manera que esté ontenida en X × Y .Definiión 2.17. Sean X,Y ∈ SET y sea p : X → Y una funiónmulti-valuada, entones
grf(p) =

⋃

x∈X

({x} × p(x))es la grá�a de la funión multi-valuada p (�gura 2).El siguiente teorema es de suma importania, pues relaiona el on-epto de funión multi-valuada semiontinua superiormente y ompato-valuada on aspetos más familiares de la Topología General.
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Yf:X p:X P(Y)

���
���
���
���Y

X

Y

XFigura 2. graf(f : X → Y ), grf(p : X → P (Y ))Teorema 2.18. Sean X y Y dos espaios topológios, sea p : X →

Y una funión multi-valuada. Entones las siguientes ondiiones sonequivalentes:1. p es ompato-valuada y semiontinua superiormente.2. Existen un espaio ompato K, un subonjunto F ⊂ X × Kerrado y una funión g : F → Y ontinua tales que p = g ◦

i
−1
F ◦ π

−1
X , donde πX : X × K → X es la proyeión sobre elprimer fator y iF : F → X × K es la funión inlusión.

X × K

πX //

i−1

F

��

X
π−1

X

oo

p

��
F

iF

OO

g // Y3. p es la omposiión de la inversa de una funión perfeta h yuna funión ontinua g de�nidas en un espaio F .
F

h //

g

��

X
h−1

oo

p
xxppppppppppppp

YDemostraión.
1 ⇒ 2) Sea K = βY y sea F = grf(p) ⊂ X × K. Entonesa) K es ompato por ser la ompataión de Stone-�eh delespaio Y .



24 2. FUNCIONES MULTI-VALUADAS Y ESPACIOS LINDELÖF Σb) Veamos que F es errado probando que (X ×K) \F es unonjunto abierto.Sea (a, b) ∈ (X × K) \ F , entones b 6∈ p(a). Como βYes Tyhono� y p(a) es ompato porque p es una funiónompato-valuada tenemos que {b} y p(a) son dos erra-dos ajenos, entones existen A y B en τβY ajenos tales que
p(a) ⊂ A y b ∈ B. Además, omo p es semiontinua su-periormente, tenemos que a ∈ p

#
(A∩Y ) ∈ τX . El onjunto

p
#

(A∩Y )×B es un abierto en X ×K y ontiene al punto
(a, b). Veamos entones que el onjunto p

#
(A∩Y )×B estáontenido en (X × K) \ F .Sea (x, y) ∈ p

#
(A∩Y )×B, entones p(x) ⊂ A. Como A y

B son dos onjuntos ajenos y y ∈ B, se tiene que y 6∈ p(x).Por lo tanto (x, y) ∈ (X × K) \ F .) Sea g = πK ↾F , donde πK : X × K → K es la proyeiónsobre K. Como F ⊂ X × Y , entones g(F ) ⊂ Y . Además
g es ontinua por ser una restriión de πK .Obsérvese que si x ∈ X tenemos que
(g ◦ i

−1
F ◦ π

−1
X )(x) = (g ◦ i

−1
F )(π

−1
X (x))

= g(i
−1
F ({x} × K))

= πK ↾F (({x} × K) ∩ F )

= πK ↾F ({x} × p(x))

= p(x)Entones p = g ◦ i
−1
F ◦ π

−1
X .

2 ⇒ 3) Sea K un espaio topológio ompato, sea F ⊂ X × K unsubespaio errado, sea g : F → Y una funión ontinua y sea
p = g ◦ i

−1
F ◦ π

−1
X .Sea h = πX ↾F , entones si x ∈ F tenemos que

h
−1

(x) = (πX ↾F
−1

)(x)

= (πX ◦ iF )
−1

(x)

= i
−1
F (π

−1
X (x))

= (i
−1
F ◦ π

−1
X )(x)Veamos ahora que h : (X × K) ∩ F → X es una funiónperfeta.a) Como h es una restriión de una funión ontinua, enton-es h es ontinua.



3. CUBIERTAS Y REDES 25b) Como K es un espaio ompato y πX : X × K → X esla proyeión sobre el primer fator, tenemos que πX eserrada (proposiión 1.12).Sea G ⊂ F un subonjunto errado en F , entones existeun errado H de X × K tal que G = H ∩ F y omo F ⊂

X×K es errado, entones G también es errado en X×Ky h(G) = (πX ◦ iF )(G) = πX(G) es errado en X.) Sea x ∈ X, entones h
−1

(x) = {x} × p(x) ∈ F es unproduto de ompatos, ya que p es CV.Note que g es ontinua por hipótesis y es laro que p =

g ◦ h
−1.

3 ⇒ 1) Como h es perfeta tenemos que h
−1 es una funión ompato-valuada y semiontinua superiormente (proposiión 2.12), en-tones p = g ◦ h

−1 es CV y SCS (proposiión 2.11). �3. Cubiertas y redesAntes de de�nir a los espaios Σ y a los espaios Lindelöf Σ es ne-esario introduir las de�niiones de red on respeto a una ubierta yla de familia disreta en un espaio topológio, también introduiremosalgunas abreviaturas para las ubiertas según sus propiedades.A partir de esta seión y en lo suesivo se supondrán a todos losespaios topológios omo espaios Tyhono�.Definiión 2.19. Sea X un espaio topológio, sea C una ubiertade X. Entones diremos que1. C es una ubierta errada de X si para ada C ∈ C tenemos que
C es un subespaio errado de X.2. C es una ubierta ompata de X si para ada C ∈ C tenemosque C es un subespaio ompato de X.3. C es una ubierta numerablemente ompata de X si para a-da C ∈ C tenemos que C es un subespaio numerablementeompato.Definiión 2.20. Sea X un espaio topológio, sea C ⊂ P (X) unaubierta de X y sea N ⊂ P (X). Entones N es una red en X respetoa la ubierta C si para toda C ∈ C y para toda U ∈ τX tales que C ⊂ Uexiste N ∈ N tal que C ⊂ N ⊂ U .



26 2. FUNCIONES MULTI-VALUADAS Y ESPACIOS LINDELÖF ΣDefiniión 2.21. Sea X un espaio topológio y sea F ⊂ P (X)\{∅}.Entones F es una familia disreta en X si para toda x ∈ X existe
W ∈ τX tal que x ∈ W y |{F ∈ F : W ∩ F 6= ∅}| ≤ 1.Definiión 2.22. Una familia de onjuntos F es σ-disreta en X si
F =

⋃

i∈ω

Fi y para ada i ∈ ω tenemos que Fi es una familia disreta desubonjuntos de X.Cuando un espaio topológio tiene la propiedad de ser Lindelöf,entones la ardinalidad de toda familia disreta y σ-disreta no exederáal primer ardinal in�nito. Las siguientes proposiiones se enargarán deprobar esta a�rmaión.Proposiión 2.23. Sea X un espaio Lindelöf y sea F ⊂ P (X) unafamilia disreta en X, entones F es un onjunto numerable.Demostraión. Sea x ∈ X y de�namos a una familia de abiertos
Ux = {W ∈ τX : x ∈ W ∧ |{F ∈ F : F ∩ W 6= ∅}| ≤ 1}Note que para toda x ∈ X el onjunto Ux es distinto del vaío porser F una familia disreta en X.Sea U = {Ux : x ∈ X} y sea f : X →

⋃
U una funión de eleión,donde f(x) = Wx ∈ Ux para ada x ∈ X. Entones f [X] es una ubiertaabierta de X y omo X es Lindelöf existe V ⊂ f [X] tal que V es unaubierta de X y |V| ≤ ω. Así pues, existe una enumeraión de V, digamos

V = {Wxi
∈ f [X] : i ∈ ω}.Para toda i ∈ ω tal que Wxi

∈ V sea Fi = {F ∈ F : F ∩ Wxi
6= ∅}.Veamos que F =

⋃

i∈ω

Fi. Sea F ∈ F , entones F ⊂ X y F 6= ∅. Sielegimos un x0 ∈ F entones existe j ∈ ω tal que x0 ∈ Wxj
∈ V debidoa que V es ubierta de X. Entones F ∩ Wxj

6= ∅ lo ual implia que
F ∈ Fj .Además, por la forma en que se esogieron a los Wxi

se tiene que
|Fi| ≤ 1 para toda i ∈ ω y |F| =

∣
∣
∣
∣
∣

⋃

i∈ω

Fi

∣
∣
∣
∣
∣
≤ ω. �Corolario 2.24. Sea X un espaio Lindelöf y sea F ⊂ P (X) unafamilia σ-disreta no vaía en X, entones F es un onjunto numerable.



4. ESPACIOS Σ Y LINDELÖF Σ 27Demostraión. De la de�niión de familia σ-disreta se sigue que
F =

⋃

i∈ω

Fi, donde Fi es disreta en X para toda i ∈ ω. Además, |Fi| ≤ ωpara toda i ∈ ω (proposiión 2.23), entones |F| =

∣
∣
∣
∣
∣

⋃

i∈ω

Fi

∣
∣
∣
∣
∣
≤ ω. �4. Espaios Σ y Lindelöf ΣDefiniión 2.25 (Nagami [8℄). Sea X un espaio topológio. En-tones X es un espaio Σ si1. Existe C ⊂ P (X) ubierta de X tal que C es errada y nume-rablemente ompata.2. ExisteN ⊂ P (X) tal queN es una red σ-disreta en X respetoa la ubierta C.Si además X es Lindelöf, el espaio X se llama Lindelöf ΣCuando a un espaio Σ le añadimos la propiedad de ser Lindelöf,obtenemos omo resultado un espaio on propiedades muy ómodasde ompaidad y numerabilidad, de heho, para identi�ar a los espaiosLindelöf Σ bastará enontrar una ubierta ompata y una red numerablerespeto de diha ubierta. Este heho se muestra a ontinuaión.Proposiión 2.26. Sea X un espaio topológio. Entones X es unespaio Lindelöf Σ si y sólo si1. Existe C ⊂ P (X) ubierta ompata de X.2. Existe N ⊂ P (X) red numerable en X respeto a C.Demostraión. ⇒) Sea X un espaio Lindelöf Σ. Entones1. Existe C ⊂ P (X) ubierta errada numerablemente om-pata de X. Si C ∈ C, entones C es numerablemente om-pato y Lindelöf ya que C es errado, por lo tanto es om-pato.2. Existe N ⊂ P (X) red σ-disreta de X respeto a C. Porla proposiión 2.24 tenemos que |N | ≤ ω.

⇐) Supongamos que existe una ubierta ompata C ⊂ P (X) de
X y una red N ⊂ P (X) numerable en X respeto a la ubierta
C. Entones1. La ubierta ompata C es numerablemente ompata.



28 2. FUNCIONES MULTI-VALUADAS Y ESPACIOS LINDELÖF Σ2. Al ser N numerable tenemos que N = {Ni : i ∈ ω} =⋃

i∈ω

{Ni} es una familia σ-disreta en X ya que para toda
i ∈ ω el onjunto {Ni} es una familia disreta en X.3. Veamos ahora que X es Lindelöf. Sea U una ubierta abier-ta de X y sea Uf

= {
⋃

A : A ∈ P (U) ∧ |A| < ω}. Es laroque Uf es una ubierta de X, pues si x ∈ X, entonesexiste B ∈ U tal que x ∈ B =
⋃
{B}.Sea N ∈ N y sea UN

= {A ∈ Uf
: N ⊂ A}.Sea V = {UN

: N ∈ N} y sea f : N →
⋃

V una funiónde eleión, donde f(N) = UN ∈ UN para ada N ∈ N .Entones f [N ] ⊂ Uf es una ubierta abierta numerablede X, ya que si x ∈ X existe C ∈ C tal que x ∈ C yomo C ⊂ X es ompato existe A ∈ Uf tal que C ⊂ A,además existe N ∈ N tal que C ⊂ N ⊂ A pues N esuna red en X respeto a la ubierta C, entones A ∈ UN y
x ∈ C ⊂ N ⊂ UN ∈ f [N ] �Otra manera de araterizar a los espaios Lindelöf Σ es por mediodel onepto de funión multi-valuada, el ual no solo nos permite sim-pli�ar y failitar nuestro trabajo, sino también nos presenta una formaalternativa de pensamiento para la resoluión de algunos problemas.Proposiión 2.27. Sea X un espaio topológio, entones las si-guientes ondiiones son equivalentes:1. X es un espaio Lindelöf Σ2. Existen una ubierta ompata C ⊂ P (X) de X y una red nu-merable N ⊂ P (X) en X respeto a C.3. Existen un espaio M segundo numerable y una funión multi-valuada p : M → X CV y SCS tal que p(M) = X.4. Existen un espaio M segundo numerable, un espaio topológio

L, una funión h : L → M perfeta y una funión g : L → Xontinua y suprayetiva.5. Existen un espaio M segundo numerable, un espaio K om-pato, un subonjunto F ⊂ M × K errado y una funión
f : F → X ontinua y suprayetiva.Demostraión.
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L

h //

g
  @

@
@

@
@

@
@

@
M

p

��

π−1

//
M × K

πM

oo

i−1

F

��
X F

iF

OO

f
oo1 ⇔ 2) Véase la proposiión 2.262 ⇒ 3) Sea C ⊂ P (X) una ubierta ompata de X y sea N ⊂ P (X)una red numerable en X respeto a C. Entonesa) Consideremos en N a la topología disreta τN = P (N) ysea M = {m ∈ N ω

: ∃C ∈ C (m[ω] = {N ∈ N : C ⊂ N})}.Entones1) M 6= ∅, ya que si x ∈ X existe C ∈ C tal que x ∈ Cy omo |{N ∈ N : C ⊂ N}| ≤ |N | ≤ ω, entonesexiste una enumeraión del onjunto {N ∈ N : C ⊂

N} de la forma {Ni : i ∈ ω}, es deir, existe unafunión m : ω → {N ∈ N : C ⊂ N}.2) M es segundo numerable, pues omo M ⊂ N ω tienela topología de subespaio y N ω es un espaio metri-zable, entones M es metrizable. Además d(N ) ≤ ωya que N es numerable y d

(
∏

i∈ω

N

)

= d(N ω
) ≤ ω.Por lo tanto M es un espaio metrizable y separable.b) Sea p : M → P (X) una funión multi-valuada de�nida por

p(m) =
⋂
{m(i) : i ∈ ω} para ada m ∈ M . Veamos que pes SCS y CV .1) Sea m ∈ M , entones existe C ∈ C tal que m[ω] =

{N ∈ N : C ⊂ N}. Probemos que C =
⋂

m[ω] =

p(m).Si n ∈ C, entones n ∈ N para toda N tal que C ⊂

N , por lo tanto n ∈
⋂
{N ∈ N : C ⊂ N} =

⋂
m[ω]y de esta forma C ⊂

⋂
m[ω].Ahora supongamos que n 6∈ C, entones omo C ⊂ Xes un subespaio ompato en un espaio Hausdor�tenemos que C es errado, por lo que existen dosabiertos ajenos A y B de X tales que n ∈ A y C ⊂ B.



30 2. FUNCIONES MULTI-VALUADAS Y ESPACIOS LINDELÖF ΣComo N es una red en X respeto a C, entonesexiste N
′ ∈ N tal que C ⊂ N

′ ⊂ A y n 6∈ N
′, lo ualimplia que n 6∈

⋂
{N ∈ N : C ⊂ N} = p(m). Por lotanto p(m) ⊂ C.Así, para ada m ∈ M existe CM ∈ C tal que p(m) =⋂

{N ∈ N : CM ⊂ N} = CM . Entones p es CV.2) Sea V ∈ τX y sea m ∈ p
#

(V ), entones existe C ∈ Ctal que p(m) = C ⊂ V y omo N es una red en
X respeto a C existe N ∈ N tal que C ⊂ N ⊂ Vy existe i ∈ ω tal que m(i) = N . Sea U = M ∩

π
−1
i ({N}), donde πi : N ω → N es la proyeiónsobre el i-ésimo fator. Entones U es una abierto de

M tal que m ∈ U ⊂ p
#

(V ). Por lo tanto p es SCS.3 ⇒ 2) Sea B una base numerable para M , sea C = {p(m) : m ∈ M} ysea N = {p(B) : B ∈ B}. Entonesa) Como para toda m ∈ M el espaio p(m) ⊂ X es ompatoy para ada x ∈ X existe m ∈ M tal que x ∈ p(m),entones C es una ubierta ompata de X.b) Si C ∈ C tenemos que existe m ∈ M tal que p(m) =

C. Sea V un abierto de X que ontenga a C, entones
m ∈ p

#
(V ) ∈ τM pues p es SCS. Como B es base para Mexiste B ∈ B tal que m ∈ B ⊂ p

#
(V ). Esto implia que

C ⊂ p(B) ⊂ p(p
#

(V )) ⊂ V . Por lo tanto la familia N esuna red numerable en X respeto a C.3 ⇒ 4) Sea M un espaio segundo numerable y sea p : M → X unafunión multi-valuada CV y SCS, entones existe un espaio
L, una funión perfeta h : L → M y una funión ontinua
g : L → X tales que p = g ◦ h

−1 (proposiión 2.18)Note que h
−1

(M) =
⋃
{h−1

(m) : m ∈ M} = L y que
g[L] = g[h

−1
(M)] = p(M) = X. Entones g es suprayetiva.4 ⇒ 5) Sea p = g ◦ h
−1, entones p es CV y SCS (proposiiones 2.11 y2.12). Por la proposiión 2.18 esto implia que existe un espaioompato K, un subespaio errado F ⊂ M ×K y una funiónontinua f : F → X tales que p = f ◦ i

−1
F ◦ π

−1
M , donde iF :

F → M × K es la funión inlusión y πM : M × K → M es laproyeión sobre el primer fator.



4. ESPACIOS Σ Y LINDELÖF Σ 31Reuerde que (i
−1
F ◦π

−1
M )(M) = F , h−1

(M) = L y g(L) = X,entones f [F ] = p(M) = (g ◦ h
−1

)(M) = X.5 ⇒ 3) Sea p = f ◦ iF ◦ π
−1
M , entones p : M → P (X) es una funiónmulti-valuada CV y SCS (proposiiones 2.11 y 2.12). Ademásomo f es suprayetiva tenemos que p(M) = X. �La siguiente proposiión resume propiedades importantes de los espa-ios Lindelöf Σ y es una primera muestra de la importania del oneptode funión multi-valuada.Proposiión 2.28.1. Si X es un espaio σ-ompato, entones X es Lindelöf Σ.2. Si X es un espaio ompato, entones X es Lindelöf Σ.3. Si X tiene una red numerable, entones X es Lindelöf Σ.4. Si X es un espaio segundo numerable, entones X es Lindelöf

Σ.5. Si X es un espaio Lindelöf Σ, p : X → Y es una funiónmulti-valuada CV y SCS y p(X) = Y , entones Y es Lindelöf
Σ.6. Si X es un espaio Lindelöf Σ, entonesa) Si F ⊂ X es un subespaio errado, entones F es Lindelöf

Σ.b) Si f : X → Y es una funión ontinua, entones f [X] esLindelöf Σ.) Si f : Y → X es una funión perfeta, entones Y =

f
−1

(X) es Lindelöf Σ.7. Si X es un espaio Lindelöf Σ, K es un espaio ompato y
Y ⊂ X × K es errado, entones Y es Lindelöf Σ.8. X es un espaio Lindelöf Σ si y sólo si existen un espaio to-pológio Y , un espaio M metrizable y separable, una funión
h : Y → X y una funión g : Y → M tales que h es ontinua ysuprayetiva y g es perfeta.9. X es un espaio Lindelöf Σ si y sólo si existen un espaio Mmetrizable y separable, un espaio K ompato, un subonjunto
Y ⊂ M × K errado y una funión f : Y → X ontinua ysuprayetiva.



32 2. FUNCIONES MULTI-VALUADAS Y ESPACIOS LINDELÖF Σ10. Si {Xα : α ∈ ω} es una familia de espaios topológios y para to-da α ∈ ω tenemos que Xα es Lindelöf Σ, entones X =

∏

α∈ω

Xαes Lindelöf Σ.11. Si {Xα : α ∈ ω} es una familia de subespaios topológios deun espaio Y y para toda α ∈ ω tenemos que Xα es Lindelöf Σ,entones X =

⋃

α∈ω

Xα es Lindelöf Σ.12. Si {Xα : α ∈ ω} es una familia de subespaios topológios deun espaio Y y para toda α ∈ ω tenemos que Xα es Lindelöf Σ,entones X =

⋂

α∈ω

Xα es Lindelöf Σ13. La lase de los espaios Lindelöf Σ es la más pequeña de laslases de espaios topológios que ontienen a todos los espa-ios ompatos y a todos los espaios metrizables separables, yque es errada bajo la formaión de produtos �nitos, imágenesontinuas y subespaios errados.Demostraión. 1. Si X =

⋃

i∈ω

Fi, donde ada espaio Fi esun subespaio ompato de X, entones la familia N = {Fi : i ∈

ω} es una red numerable en X respeto de la ubierta C = N .2. Claramente 2 se sigue de 1.3. Si N es una red numerable en un espaio topológio X, entonesla familia N es una red respeto a la ubierta ompata C =

{{x} : x ∈ X}.4. El iniso 4 es onseuenia del iniso 3.5. Fijemos una ubierta ompata C de X y una red numerable
N respeto a la ubierta C. Sea CY = {p(C) : C ∈ C} y sea
NY = {p(N) : N ∈ N}. Entones |NY | ≤ ω y Y ⊂

⋃
CY ,además por la proposiión 2.14 tenemos que la familia CY esuna ubierta ompata. Veamos entones que la familia NY esuna red respeto a la ubierta CY . Sea K ∈ CY y sea U ∈ τYtales que K ⊂ U . Entones existe C ∈ C tal que K = p(C),lo ual implia que C ⊂ p

#
(U) ∈ τX . Como N es una redrespeto a C, existe N ∈ N tal que C ⊂ N ⊂ p

#
(U). Por lotanto K ⊂ p(N) ⊂ U .



4. ESPACIOS Σ Y LINDELÖF Σ 336. Si X es un espaio Lindelöf Σ y F ⊂ X es un subespaio errado,entones la funión multivaluada p : X → F dada por
p(x) =

{
{x} si x ∈ F

∅ si x 6∈ Fes SCS y CV, además p(X) = F , por lo tanto F es Lindelöf
Σ. Lo ual muestra 6.a.Si X es un espaio Lindelöf Σ y f : X → f [X] es unafunión ontinua, entones pf : X → f [X] es SCS y CV (propo-siión 2.10), y por 5 tenemos que f [X] es Lindelöf Σ. quedandoprobado 6.b.Si f : Y → X es una funión perfeta y X es un espaioLindelöf Σ, entones f

−1
: X → Y es SCS y CV (proposiión2.12). Por lo tanto Y es Lindelöf Σ. Con esto demostramos 6..7. Esta demostraión es una simple apliaión del Teorema deKuratowski (proposiión 1.12) a la funión proyeión πX :

X×K → X. Por diho teorema, la funión πX : X×K → X esperfeta, entones π
−1
X X → X×K es una funión multi-valuadaCV y SCS. Como X es Lindelöf Σ, entones X ×K también loes. Como Y ⊂ X × K es errado, entones Y es Lindelöf Σ.8. Veáse la proposiión 2.27 iniso 4.9. Veáse la proposiión 2.27 iniso 5.10. Si X =

∏

α∈ω

Xα es un produto de espaios Lindelöf Σ, enton-es para ada α ∈ ω existe un espaio Mα segundo numerabley una funión pα : Mα → Xα semiontinua superiormente yompato-valuada tales que pα(Mα) = Xα. Entones ∏
α∈ω

pα esuna funión CV y SCS. Note que ∏
α∈ω

Mα es segundo numerable,por lo tanto X es un espaio Lindelöf Σ.11. Sea X =

⋃

α∈ω

Xα una unión de subespaios Lindelöf Σ. Sea
Z =

∏
{Xα : α ∈ ω} × ω, entones Z es un espaio Lindelöf Σ.Considere a la funión f : Z → X de�nida por f(x, k) = πk(x)para toda x ∈

∏

α∈ω

Xα y toda k ∈ ω, donde πk :

∏

α∈ω

Xα → X es



34 2. FUNCIONES MULTI-VALUADAS Y ESPACIOS LINDELÖF Σla proyeión sobre el k-ésimo fator. La funión f es ontínuay suprayetiva, por lo tanto X es Lindelöf Σ.12. Supongamos que X =

⋂

α∈ω

Xα es una interseión de subespa-ios Lindelöf Σ de un espaio topológio Z. Considere al es-paio Z
ω y a la funión f : X → Z

ω de�nida omo sigue:Para ada x ∈ X y para ada α ∈ ω sea πα (f(x)) = x.Entones f es una inmersión y f [X] = ∆ ∩
∏

α∈ω

Xα, donde
∆ = {x ∈ Z

ω
: ∀α, β ∈ ω (πα(x) = πβ(x))}. Como ∆ es unespaio errado en Z

ω, entones X es Lindelöf Σ.13. Supongamos que S es una lase que ontiene a todos los espa-ios ompatos, a todos los espaios segundo numerables y esademás errada bajo la formaión de imágenes ontinuas, sub-espaios errados y produtos �nitos. Sea X un espaio Lindelöf
Σ, entones existe un espaio M segundo numerable y un es-paio K ompato tales que X es una imagen ontinua de unsubonjunto errado F del produto M ×K. Como M y K sonelementos de S, entones M × K ∈ S y F ∈ S. Como S es e-rrada bajo formaión de imágenes ontinuas, entones X ∈ S.Esto muestra que todo espaio Lindelöf Σ pertenee a la lase
S, por lo tanto la lase de los espaios Lindelöf Σ es la más pe-queña de las lases que ontienen a todos los espaios ompatosy a todos los espaios metrizables separables y que es erradabajo la formaión de produtos �nitos, imágenes ontinuas ysubespaios errados. �



CAPíTULO 3Sublases espeiales de la lase LΣEn este apítulo se introduen algunas sublases importantes de lalase de los espaios Lindelöf Σ. Como hemos observado en el apítuloanterior, un espaio X que es Lindelöf Σ puede ser araterizado omola imagen ompato-valuada de una funión semiontinua superiormente
p : M → X, donde M es un espaio segundo numerable.La idea de este apítulo es estudiar las propiedades más elementalesde los espaios perteneientes a las lases LΣ(K) y KLΣ(K). Dihaslases son generadas imponiendo ondiiones adiionales al espaio M ya los onjuntos p(m), para toda m ∈M (ver de�niión 3.1).1. Las lases LΣ(K) y KLΣ(K)De ahora en adelante a la lase de todos los espaios topológios queson ompatos la denotaremos por CM y K será siempre una sublase de
CM. Asimismo, la lase de todos los espaios Lindelöf Σ será denotadapor LΣ.Definiión 3.1. Sea X un espaio topológio.1. Diremos que X pertenee a la lase LΣ(K) si existe un espaio

M segundo numerable y una funión multi-valuada p : M → Xsemiontinua superiormente, ompato-valuada y suprayetivatal que para toda m ∈M se tiene que p(m) ∈ K.2. El espaio X pertenee a la lase KLΣ(K) si existe un espaio
M ompato segundo numerable y una funión multi-valuada
p : M → X semiontinua superiormente, ompato-valuada ysuprayetiva tal que para toda m ∈M se tiene que p(m) ∈ K.Como es usual, si X pertenee a la lase LΣ(K) esribiremos X ∈

LΣ(K), de manera semejante, si X es un elemento de la lase KLΣ(K)esribiremos X ∈ KLΣ(K). 35



36 3. SUBCLASES ESPECIALES DE LA CLASE LΣClaramente para ada familia K de espaios ompatos siempre su-ede que KLΣ(K) ⊂ LΣ(K).Obsérvese también que si X es un elemento de la lase KLΣ(K),entones X es ompato ya que es la imagen de un espaio topológioompato bajo una funión multi-valuada CV y SCS (véase la proposi-ión 2.14).Como bien sabemos, un espaio X es Lindelöf Σ si tiene una ubiertaompata y una red numerable respeto a diha ubierta. Cuando Xpertenee a la lase LΣ(K), la ubierta ompata de X debe ser unasuboleión de K. A ontinuaión probaremos esta a�rmaión.Proposiión 3.2. Sea X un espaio topológio, entones X ∈ LΣ(K)si y sólo si existen una ubierta C ⊂ K de X y una red numerable N de
X respeto a la ubierta C.Demostraión. ⇒) Sea X ∈ LΣ(K), entones existe un es-paio M segundo numerable y una funión multi-valuada p :

M → X semiontinua superiormente y ompato-valuada talque p(M) = X y para toda m ∈M suede que p(m) ∈ K.Sea C = {p(m) : m ∈ M}, entones C es una ubierta om-pata de X ya que ⋃ C =

⋃

m∈M

p(m) = p(M) = X, y laramente
C está ontenida en K. .Sea B ⊂ τM una base numerable paraM y sea N = {p(B) :

B ∈ B}, entones |N | ≤ |B| ≤ ω. Veamos ahora que N es unared en X respeto a C.Sea C ∈ C y sea U ∈ τX tal que C ⊂ U . Entones existe
m ∈ M tal que p(m) = C, es deir, m ∈ p

#
(U) y omo p esuna funión SCS tenemos que p#

(U) es un abierto en M . Porser B una base para M existe B ∈ B tal que m ∈ B ⊂ p
#

(U),entones p(m) ⊂ p(B) ⊂ p(p
#

(U)) ⊂ U . Así tenemos que C ⊂

p(B) ⊂ U , lo ual muestra que N es una red en X respeto ala ubierta C.
⇐) Sea C ⊂ K una ubierta ompata de X y sea N una red nume-rable en X respeto a C. Dotemos a N on la topología disreta,entones el onjunto de�nido de la siguiente manera:

M = {m ∈ N ω
: ∃C ∈ C (m[ω] = {N ∈ N : C ⊂ N})}



1. LAS CLASES LΣ(K) Y KLΣ(K) 37es un espaio no vaío, metrizable y separable, al dotarlo de latopología de subespaio de N ω (ver prueba de la proposiión2.27).Sea p : M → X la funión multi-valuada de�nida por
p(m) =

⋂
m[ω] para ada m ∈M . Entones1. Si m ∈ M existe Cm ∈ C tal que m[ω] = {N ∈ N : Cm ⊂

N}. Veamos que p(m) = Cm.Es laro que Cm ⊂
⋂
{N ∈ N : Cm ⊂ N}. Mostremosahora que X \ Cm ⊂ X \
⋂
{N ∈ N : Cm ⊂ N} (�gura 1).Sea x 6∈ Cm, omo Cm ⊂ X es un subespaio ompato yXes un espaio Hausdor�, entones Cm es errado. Además

X es ompletamente regular, por lo que existe un abierto
A de X que ontiene a Cm pero no a x y omo N esuna red en X respeto a C tenemos que existe N ∈ Ntal que Cm ⊂ N ⊂ A. Esto implia que existe i ∈ ω tal que
Cm ⊂ m(i) = N y x 6∈ N , por lo tanto x 6∈ p(m).Esto muestra que p es una funión ompato-valuada talque p(m) ∈ K para toda m ∈M .

Cm

Ni+1
Ni

Nj

x

X

A
N

Figura 1. p(m) ⊂ Cm2. Si x ∈ X, entones existe Cx ∈ C tal que x ∈ Cx. Sea
A = {N ∈ N : Cx ⊂ N}. El onjunto A es distinto delvaío porque N es una red en X respeto a C, X ∈ τXy Cx ⊂ X. Además |A| ≤ |N | ≤ ω implia que existe



38 3. SUBCLASES ESPECIALES DE LA CLASE LΣuna funión mA : ω → A suprayetiva y en onseuenia
iA ◦mA : ω → N es un elemento de M , donde iA : A→ Nes la funión inlusión. También tenemos que p(iA ◦mA) =

Cx. Esto muestra que para ada x ∈ X existe m ∈ M talque x ∈ p(m), es deir p(M) = X.3. Sea V ∈ τX y sea m ∈ p#
(V ), entones p(m) ⊂ V y existe

N ∈ N tal que p(m) ⊂ N ⊂ V ya que N es una reden X respeto a C, esto implia que existe i ∈ ω tal que
m(i) = N . Como N tiene la topología disreta, entones
{N} ∈ τN , por lo que M ∩ π−1

i ({N}) es un abierto de Mtal que m ∈M ∩ π−1
i ({N}) ⊂ p

#
(V ), donde πi : N ω → Nes la proyeión sobre el i-ésimo fator, por lo tanto p#

(V )es un abierto en M , lo ual muestra que la funión p esSCS. �Diremos que una sublase K ⊂ CM es errada bajo la formaiónde subespaios errados e imágenes ontinuas si para ada K ∈ K seumplen las siguientes ondiiones:1. Si F ⊂ K es errado, entones F ∈ K.2. Si f : K → Y es una funión ontinua, entones f [K] ∈ K.Las proposiiones 3.3 y 3.4 que enseguida estableemos proporionanaraterizaiones de los espaios en LΣ(K) y KLΣ(K), respetivamente,uando K es una sublase de CM errada bajo subespaios errados eimágenes ontinuas.Proposiión 3.3. Sea X un espaio topológio y K ⊂ CM una sub-lase errada bajo subespaios errados e imágenes ontinuas. Entoneslas siguientes ondiiones son equivalentes:1. X ∈ LΣ(K).2. Existen un espaio M segundo numerable, un espaio K om-pato, un subespaio F ⊂ M × K errado y una funión g :

F → X ontinua tal que g[F ] = X y para toda m ∈ M suedeque F ∩π
−1
M (m) ∈ K, donde πM : M ×K →M es la proyeiónsobre M .3. Existen un espaio M segundo numerable, un espaio topológio

L, una funión h : L → M perfeta tal que para toda m ∈ M



1. LAS CLASES LΣ(K) Y KLΣ(K) 39
M ×K

πM //

i−1

F

��

M
π−1

M

oo

p

��

h−1

||yy
y
y
y
y
y
y
y
y
y
y
y
y
y
y
y
y

L = F
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y
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y
y

y
y

y

Xsuede que h−1
(m) ∈ K y una funión f : L → X ontinua talque f [L] = X.Demostraión. 1 ⇒ 2) Sea X ∈ LΣ(K). Entones existe un es-paio M segundo numerable y una funión multi-valuada p :

M → X suprayetiva, SCS y CV tal que para toda m ∈ M elonjunto p(m) es un elemento de K.Entones por la proposiión 2.18 existe un espaio K om-pato, un subespaio F = grf(p) ⊂ M × K errado y unafunión g = πK ↾F : F → K ontinua tal que p = g ◦ i
−1
F ◦ π

−1
M .Además (i−1

F ◦ π
−1
M

)
(M) = F implia que g[F ] = p(M) = X.Además si suede que m ∈ M , entones F ∩ π

−1
M (m) =

{m} × p(m) es un elemento de K.
2 ⇒ 3) Sea L = F y sea f = g. Considere a la funión h = πM ↾L:

L→M . Entones h es perfeta (proposiión 1.12) y h−1
(m) =

F ∩ ({m} ×K) ∈ K.
3 ⇒ 1) Sea p = f ◦ h−1, entones p es SCS y CV (proposiiones 2.11y 2.12). Además para toda m ∈ M tenemos que p(m) = (f ◦

h
−1

)(m) ∈ K, ya que K es errada bajo imágenes ontinuas. �La siguiente proposiión arateriza a los espaios topológios queperteneen a la lase KLΣ(K) y su demostraión es similar a la hehaen 3.3 ya que la ondiión de ser ompato segundo numerable no rompeel esquema de prueba utilizado anteriormente.Proposiión 3.4. Sea X un espaio topológio y K ⊂ CM una sub-lase errada bajo subespaios errados e imágenes ontinuas. Entoneslas siguientes ondiiones son equivalentes:1. X ∈ KLΣ(K).



40 3. SUBCLASES ESPECIALES DE LA CLASE LΣ2. Existen un espaio M ompato segundo numerable, un espaio
K ompato, un subespaio F ⊂M ×K errado y una funión
g : F → X ontinua tal que g[F ] = X y para toda m ∈ Msuede que F ∩ π

−1
M (m) ∈ K, donde πM : M × K → M es laproyeión sobre M .3. Existen un espaio M ompato segundo numerable, un espaiotopológio L, una funión h : L→M perfeta tal que para toda

m ∈ M suede que h
−1

(m) ∈ K y una funión f : L → Xontinua tal que f [L] = X.M. Tka£enko en [11℄ y V. Tkahuk en [12℄ introdujeron on diferenteterminología a los espaios débilmente K-�brados. A ontinuaión vere-mos que los espaios ompatos que perteneen a la lase KLΣ(K) sonde este tipo de espaios topológios.Definiión 3.5. Sea X un espaio topológio y sea K ⊂ CM. Di-remos que X es un espaio débilmente K-�brado si existe una ubier-ta C de X errada y numerable tal que para toda x ∈ X el onjunto⋂
{C ∈ C : x ∈ C} es un elemento de la familia K.Cuando K sea la lase de todos los espaios metrizables ompatos,al espaio X lo llamaremos débilmente metrizable �brado.Proposiión 3.6. Sea K ⊂ CM errada bajo subespaios errados ysea X un espaio topológio ompato. Entones X ∈ LΣ(K) si y sólo si

X es un espaio débilmente K-�brado.Demostraión. ⇒) Sea X un espaio en LΣ(K). Entonesexiste una ubierta C ⊂ K de X y una red numerable N en Xrespeto a la ubierta C.Si x ∈ X, entones existe Cx ∈ C tal que x ∈ Cx y existe
N ∈ N tal que x ∈ Cx ⊂ N ⊂ X. Por lo tanto N es unaubierta de X. Además omo para toda N ∈ N se tiene que
N ⊂ N , entones R =

{
N : N ∈ N

} es una ubierta erradade X, que además es numerable.Para ada x ∈ X sea Ix =
⋂{

N ∈ R : x ∈ N
}. Veamos quepara toda x ∈ X el onjunto Ix es un elemento de la lase K.Bastará probar que Ix ⊂ Cx, debido a que K es errada bajosubespaios errados.Sea y 6∈ Cx, entones existe un abierto A de X tal que

Cx ⊂ A y y 6∈ A ya que Cx ⊂ X es errado en un espaio



2. LAS CLASES LΣ(≤ κ), LΣ(< κ) Y LΣ(κ) 41Tyhono�. Como N es una red en X respeto a C y X es unespaio regular, existe N0 ∈ N y un abierto B de X tales que
Cx ⊂ N0 ⊂ B ⊂ B ⊂ A, entones x ∈ Cx ⊂ N0 ⊂ A y omo
y 6∈ A en partiular tenemos que y 6∈ N0, es deir y 6∈ Ix lo ualmuestra que X \ Cx ⊂ X \ Ix.

⇐) Sea C una ubierta errada numerable tal que para toda x ∈ Xel onjunto ⋂{C ∈ C : x ∈ C} es un elemento de K. Para ada
x ∈ X sea Dx =

⋂
{C ∈ C : x ∈ C}. De�namos D = {Dx : x ∈

X} y sea N = {
⋂
B : B ∈ P (C) ∧ 0 < |B| < ω}. Es laro que

D ⊂ K es una ubierta ompata de X. Veamos que N es unared numerable respeto a D. Sea Dx ∈ D y sea U ∈ τX talesque Dx ⊂ U , entones por la proposiión 1.16 existe E ∈ N talque x ∈ E y Dx ⊂ E ⊂ U . Por lo tanto N es una red numerablerespeto a la ubierta C. �Corolario 3.7. Sea K ⊂ CM errada bajo subespaios erradosy sea X un espaio numerablemente ompato y débilmente K-�brado,entones X es un elemento de LΣ(K).Demostraión. Como X es un espaio débilmente K-�brado existeuna ubierta errada numerable C de X tal que para ada x ∈ X suedeque ⋂{C ∈ C : x ∈ C} ∈ K.Bastará on mostrar que X es un espaio Lindelöf. Sea U ⊂ τX unaubierta de X y sea Uf = {
⋃
A : A ∈ P (U) ∧ |A| < ω}.Para ada C ∈ C sea UC = {A ∈ Uf : C ⊂ A}. De�namos V = {UC :

C ∈ C}. Consideremos una funión de eleión f : C →
⋃

V, entones
f [C] es una sububierta abierta numerable de U , ya que |C| ≤ ω. �2. Las lases LΣ(≤ κ), LΣ(< κ) y LΣ(κ)Si K denota a la lase de espaios ompatos on peso menor o igualque κ, donde κ es un ardinal in�nito, entones K es una lase erra-da bajo subespaios errados e imágenes ontinuas. De esta manera, losespaios que perteneen a las lases LΣ(K) tienen las propiedades enun-iadas en 3.3. En esta seión analizaremos on mayor detenimiento laspropiedades de esta lase de espaios topológios para distintos ardina-les κ.Definiión 3.8. Sea κ un número ardinal (�nito o in�nito). Deno-temos on LΣ(≤ κ) a la lase LΣ(K), donde K es la lase de todos los



42 3. SUBCLASES ESPECIALES DE LA CLASE LΣespaios ompatos on peso menor o igual que κ. Asimismo, LΣ(< κ)denota a la lase LΣ(K), donde K = {K ∈ CM : w(K) < κ}.Finalmente, de�namos LΣ(κ) = LΣ(≤ κ) \ LΣ(< κ).Observaiones 3.9. Utilizando la proposiión 3.3 podemos onluirlo siguiente:1. X ∈ LΣ(≤ κ) si y sólo si existe un espaio segundo numerable
M y una funión multi-valuada semiontinua superiormente,ompato-valuada y suprayetiva p : M → X tal que para toda
m ∈M suede que w(p(m)) ≤ κ.2. X ∈ LΣ(< κ) si y sólo si existe un espaio segundo numerable
M y una funión multi-valuada semiontinua superiormente,ompato-valuada y suprayetiva p : M → X tal que para toda
m ∈M se tiene que w(p(m)) < κ.De manera similar a lo heho en la de�niión 3.8 podemos de�nir alas lases KLΣ(≤ κ), KLΣ(< κ) y KLΣ(κ) omo las lases KLΣ(K),donde K = {K ∈ CM : w(K) ≤ κ}, K = {K ∈ CM : w(K) < κ} y

KLΣ(κ) = KLΣ(≤ κ) \KLΣ(< κ), respetivamente.Observe también que si κ es �nito, las ondiiones w(K) ≤ κ, w(K) <

κ y w(K) = κ son en realidad las ondiiones |K| ≤ κ, |K| < κ y |K| = κ,respetivamente.Note por ejemplo que si X pertenee a la lase LΣ(≤ 1), entones
X tiene una ubierta ompata C que admite una red numerable, dondeada elemento C de C tiene ardinalidad menor o igual que 1, lo ualimplia que LΣ(≤ 1) ⊂ {X : nw(X) ≤ ω}. Además, si X tiene peso dered menor o igual a ω y N es una red numerable en X, entones N esuna red on respeto a la ubierta {{x} : x ∈ X}. Lo ual muestra que
LΣ(≤ 1) = {X : nw(X) ≤ ω}.También note que los elementos de KLΣ(≤ 1) son ompatos y tie-nen peso de red numerable (ya que KLΣ(≤ 1) ⊂ LΣ(≤ 1)). Así, tienenpeso numerable y por ser ompatos segundo numerables son metriza-bles, por lo que KLΣ(≤ 1) ⊂ {X : X es ompato metrizable }. Ade-más si un espaio métrizable X es ompato, entones X es segundonumerable, por lo que la funión i

−1
: X → X es SCS y CV, donde

i : X → X es la funión identidad. Lo ual muestra que KLΣ(≤ 1) =

{X : X es ompato metrizable }.



2. LAS CLASES LΣ(≤ κ), LΣ(< κ) Y LΣ(κ) 43La siguiente proposiión establee algunas propiedades elementalesde las lases que hemos introduido.Proposiión 3.10. Sea κ un número ardinal. Entones1. Las lases LΣ(≤ κ), LΣ(< κ), KLΣ(≤ κ) y KLΣ(< κ) son e-rradas bajo formaión de subespaios errados e imágenes on-tinuas.2. Las lases LΣ(≤ κ) y LΣ(< κ) son erradas bajo formaión deuniones numerables y las lases KLΣ(≤ κ) y KLΣ(< κ) sonerradas bajo formaión de uniones �nitas.Demostraión. 1. Sea X ∈ LΣ(≤ κ) y sea F ⊂ X un sub-espaio errado. Entones existe un espaio M segundo nume-rable, una funión multi-valuada p : M → X suprayetiva, SCSy CV tal que para toda m ∈M tenemos que w (p(m)) ≤ κ.Considere la funión inlusión iF : F → X, entones i−1
F :

X → F es una funión multi-valuada SCS y CV tal que (i
−1
F ◦

p)(M) = F .Si m ∈M , entones (i
−1
F ◦p)(m) = F ∩p(m) y omo la fun-ional ardinal w es monótona tenemos que w ((i−1

F ◦ p)(m)
)
≤

κ. Por lo tanto F es un elemento de LΣ(≤ κ).Por otro lado, si f : X → Y es una funión ontinua y supra-yetiva, entones la funión multi-valuada f◦p : M → Y es SCS,CV y suprayetiva, además la funión f ↾p(m): p(m) → Y es on-tinua, por lo tanto w (f [p(m)]) = nw (f [p(m)]) ≤ nw (p(m)) =

w (p(m)) ≤ κ.Un argumento similar se puede usar para los asos en que
X ∈ LΣ(< κ), X ∈ KLΣ(≤ κ) y X ∈ KLΣ(< κ).2. Sea X =

⋃
{Xα : α ∈ A}, donde Xα ∈ LΣ(≤ κ) para ada

α ∈ A. Entones para ada α ∈ A existe un espaio segundonumerable Mα, un espaio topológio Lα, una funión perfeta
gα : Lα →Mα tal que para toda m ∈ Mα el espaio g−1

α (m) esompato on peso menor o igual a κ y una funión ontinua
fα : Lα → Xα tal que fα[Lα] = Xα.Sea M =

⊕
{Mα : α ∈ A} y sea L =

⊕
{Lα : α ∈ A}.De�namos g : L→M y f : L →

⋃
{Xα : α ∈ A} dos funionesde�nidas de la siguiente manera:



44 3. SUBCLASES ESPECIALES DE LA CLASE LΣSi α ∈ A y l ∈ Lα, entones g ↾Lα×{α} (l) = (gα(l), α) y
f ↾Lα×{α} (l) = fα(l).

⊕

α∈A

Mα
p //

⋃

α∈A

Xα

⊕

α∈A

Lα

g=

⋃

α∈A

gα

OO

f=

⋃

α∈A

fα

66mmmmmmmmmmmmmmmmmmmObserve lo siguiente:a) Si m ∈ M , entones existe una únia γ ∈ A tal que m ∈

Mγ×{γ}, por lo que existe l ∈ Lγ tal que m = (gγ(l), γ) =

g((l, γ)). Además note que g−1
(m) = g

−1
γ (πMγ (m)), don-de πMγ : Mγ × {γ} → Mγ es la proyeión sobre el pri-mer fator. Como πMγ es un homeomor�smo, entones

w
(
g
−1

(m)
)
≤ κb) Si F ⊂ L es un subespaio errado, entones F =

⊕
{Fβ :

β ∈ A}, donde Fβ es un subonjunto errado de Lβ paraada β ∈ A y la imagen de F bajo g es ⋃{(gβ(Fβ) × {β}) :

β ∈ A}, la ual es errada en M .) Si U ⊂M es un subespaio abierto, entones U =
⊕

{Uβ :

β ∈ A}, donde Uβ es un subonjunto abierto de Mβ paratoda β ∈ A y g−1
(U) =

⋃
{g−1
β (Uβ) : β ∈ A} es abierto en

L.d) Si x ∈ X, entones existe γ ∈ A tal que x ∈ Xγ lo ualimplia que existe l ∈ Lγ tal que x = fγ(l) = f(l).e) Si U ⊂ X es un subespaio abierto, entones f−1
(U) =⋃

{f−1
α (U ∩Xα) : α ∈ A}, el ual es abierto en L.Entones g es una funión perfeta y f es una funión on-tinua y suprayetiva, por lo que p = (f ◦ g−1

) es CV y SCS.Además note que M es un espaio segundo numerable si y sólosi |A| ≤ ω. Un argumento similar se puede usar para el aso enque X ∈ LΣ(< κ).Si X es un elemento de la lase KLΣ(≤ κ) o de la lase
KLΣ(< κ), entonesM es un espaio ompato si y sólo si |A| <
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ω (proposiión 1.15), lo ual muestra que las lases KLΣ(≤ κ)y KLΣ(< κ) son erradas bajo uniones �nitas. �Corolario 3.11. Si Xα ∈ LΣ(≤ κα), para ada α ∈ A, entones⋃

{Xα : α ∈ A} ∈ LΣ(≤ κ), donde κ = sup{κα : α ∈ A}.Proposiión 3.12. Sean κ y λ dos números ardinales, sean X y
Y dos espaios topológios y sean {κα : α ∈ ω} una familia de númerosardinales y T = {Xα : α ∈ ω} una familia de espaios topológios.Entones1. Si X ∈ LΣ(≤ κ) y Y ∈ LΣ(≤ λ), se tiene que X × Y ∈ LΣ(≤

κ · λ).2. Si Xα ∈ LΣ(≤ κα) para ada α ∈ ω, se tiene que ∏ T ∈ LΣ(≤

κ), donde κ = ω · sup{κα : α ∈ ω}.Demostraión. 1. Como X ∈ LΣ(≤ κ) y Y ∈ LΣ(≤ λ),existen dos espaiosM y N segundo numerables y dos funionesmulti-valuadas p : M → X y q : N → Y suprayetivas, SCS yCV tales que w(p(m)) ≤ κ para toda m ∈ M y w(q(n)) ≤ λpara toda n ∈ N .Considere la funion multi-valuada p × q : M × N → X ×

Y de�nida por (p × q)(m,n) = p(m) × q(n), entones por laproposiión 2.16 tenemos que p × q es una funión SCS, CV ysuprayetiva. Note que para toda (m,n) ∈M ×N se tiene que
w (p(m) × q(n)) ≤ κ · λ (proposiión 1.23).2. Para ada α ∈ ω sea pα : Mα → Xα una funión multi-valuadaSCS, CV y suprayetiva de�nida en un espaio segundo nume-rable tal que si α ∈ ω y m ∈Mα entones w(pα(m)) ≤ κα.Sea M =

∏
{Mα : α ∈ ω} y sea P = {pα : α ∈ ω}, entonesla funión multi-valuada ∏P : M →

∏
{Xα : α ∈ ω} es SCS,CV y suprayetiva. Note también que el espaio M es segundonumerable y que w (

∏
P (m)) ≤ ω · sup{κα : α ∈ ω} para toda

m ∈M . �Una propiedad útil de los es espaios perteneientes a la lase LΣ(≤

κ) es que si X ∈ LΣ(≤ κ), entones su ardinalidad se enuentra aotadapor el número 2
ω+κ. Para demostrar este heho será neesario probarprimero que si C es una ubierta ompata de un espaio topológio Xy N es una red numerable en X respeto a C, entones |C| ≤ 2

ω.



46 3. SUBCLASES ESPECIALES DE LA CLASE LΣEn efeto, sea f : C → P (N ) de�nida por f(C) = {N ∈ N : C ⊂ N}para ada C ∈ C. Sean C1, C2 ∈ C tales que C1 6= C2. Sin pérdida degeneralidad podemos suponer que C1\C2 6= ∅, entones existe x ∈ C1\C2.De esta forma, tenemos que C2 ⊂ X \ {x} ∈ τX . Al ser N una red en
X respeto a C existe N0 ∈ N tal que C2 ⊂ N0 ⊂ X \ {x}. Entones
N0 ∈ {N ∈ N : C2 ⊂ N} = f(C2) y omo x ∈ C1 y x 6∈ C2 tenemos que
N0 6∈ {N ∈ N : C1 ⊂ N} = f(C1). Esto muestra que f es inyetiva, porlo tanto |C| ≤ |P (N ) |.El siguiente resultado nos ayudará a demostrar que si κ es un númeroardinal que no exede a 2

ω, entones la ompataión de Alexandro�
A(X) del espaio X siempre será un elemento de LΣ(≤ 2) (proposiión3.21).Proposiión 3.13. Si X ∈ LΣ(≤ κ) entones |X| ≤ 2

ω+κDemostraión. Sea X ∈ LΣ(K), donde K = {Y ∈ CM : w(Y ) ≤

κ}. Por la proposiión 3.2 existe una ubierta ompata C ⊂ K de X yuna red numerable N en X respeto a C. Entones |X| ≤ |
⋃
{C : C ∈

C}| ≤ |C| · sup {|C| : C ∈ C} ≤ 2
ω · 2κ. �3. Las lases LΣ(≤ ω) y KLΣ(≤ ω)Reordemos que un espaio topológio X es débilmente metrizable�brado si existe una ubierta errada y numerable C de X tal que ⋂{C ∈

C : x ∈ C} es ompato metrizable, para toda x ∈ X (véase la de�niión3.5).Es fáil probar que todo espaio X en LΣ(≤ ω) es un espaio débil-mente metrizable �brado. En efeto, sea C una ubierta ompata de Xtal que para ada C ∈ C el peso de C es menor o igual que ω y sea N unared numerable enX respeto a la ubierta C, entonesN = {N : N ∈ N}es una ubierta errada numerable de X. Además, para ada x ∈ X, elonjunto Ix =
⋂
{N : x ∈ N} es ompato y w(Ix) ≤ ω ya que la lasede espaios ompatos metrizables es errada bajo subespaios errados.Esta demostraión es una opia de la heha en la proposiión 3.6 notan-do que la lase K es la lase de todos los espaios ompatos on pesomenor o igual que ω.La siguiente proposiión establee que para los espaios ompatoses equivalente el ser un espaio débilmente metrizable �brado y el ser unelemento de la lase LΣ(≤ ω).



3. LAS CLASES LΣ(≤ ω) Y KLΣ(≤ ω) 47Proposiión 3.14. Sea X un espaio topológio ompato. Entones
X ∈ LΣ(≤ ω) si y sólo si X es débilmente metrizable �brado.Demostraión. ⇒) Como ya se vió en la demostraión de 3.6tenemos que si X ∈ LΣ(≤ ω), entones X es débilmente K-�brado, donde K = {X ∈ CM : w(X) ≤ ω}. Es bien sabido quetodo espaio ompato segundo numerable es metrizable y porlo tanto K ⊂ {X : X es metrizable }.

⇐) Sea K la lase de todos los espaios metrizables ompatos ysea X un espaio débilmente metrizable �brado. Entones porla proposiión 3.6 tenemos que X ∈ LΣ(K), es deir, existeun espaio segundo numerable M y una funión multi-valuada
p : M → X SCS, CV y suprayetiva tal que p(m) ∈ K paratoda m ∈M . Entones si m ∈M , el espaio p(m) es ompatoy metrizable, por lo tanto segundo numerable. De aquí que paratoda m ∈M tenemos que w(p(m)) ≤ ω. �El siguiente resultado de J. Gerlitz y Z. Szentmiklóssy publiado en[5℄ muestra propiedades relevantes de los espaios ompatos débilmentemetrizables �brados.Reordemos que un espaio topológio X es seuenial si para ual-quier A ⊂ X se umple que A es errado si y sólo si junto on ualquiersuesión de puntos de A ontiene a todos sus puntos límite.Proposiión 3.15 ([5℄). Si X es un espaio ompato débilmentemetrizable �brado, entones X es seuenial y en onseuenia t(X) ≤ ω.La siguiente de�niión de espaios metrizablemente �brados publi-ada por V. Tkahuk en [12℄ junto on la proposiión 3.4 nos permiteestableer que todo espaio ompato metrizablemente �brado es un ele-mento de la lase KLΣ(≤ ω).Definiión 3.16. Sea X un espaio topológio, entones X es unespaiometrizablemente �brado si se satisfaen las siguientes ondiiones:1. Existe un espaio M metrizable.2. Existe una funión f : X → M ontinua, suprayetiva y on�bras metrizables.Proposiión 3.17. Sea X un espaio ompato y metrizablemente�brado, entones X ∈ KLΣ(≤ ω).



48 3. SUBCLASES ESPECIALES DE LA CLASE LΣDemostraión. Sea X un espaio ompato metrizablemente �-brado, entones existe un espaio M metrizable y existe una funión
f : X →M ontinua, suprayetiva y on �bras metrizables.Veamos que la funión f es perfeta. Sea F ⊂ X un subespaioerrado, entones f [F ] ⊂ M = f [X] es un subespaio ompato en unespaio Hausdor�, por lo tanto f [F ] es errado. Note que las �bras de fson erradas en X, por lo tanto, f es una funión perfeta.Como el espaio metrizable M es imagen ontinua de un ompa-to y f

−1
: M → X es una funión ompato-valuada y SCS tal que

w
(
f
−1

(m)
)
≤ ω, entones X ∈ KLΣ(≤ ω) �Sabemos por la proposiión 3.17 que la lase de los espaios ompa-tos metrizablemente �brados está ontenida enKLΣ(≤ ω) y una pregun-ta natural es si ambas lases oiniden. La respuesta a esta pregunta esnegativa. En páginas posteriores probaremos que el espaio A(ω1) es unelemento de KLΣ(≤ ω) que no es metrizablemente �brado (proposiión3.20).Note también que por la proposiión 3.4 todo espaio en KLΣ(≤ ω)es imagen ontinua de un espaio ompato metrizablemente �brado.Otro heho relevante de los elementos de la lase KLΣ(≤ ω) es que sonespaios de Fréhet; para veri�ar esto sera neesario un resultado de V.Tkahuk [12℄ que postula que todo espaio metrizablemente �brado esprimero numerable.Proposiión 3.18 ([12℄). Sea X un espaio ompato metrizable-mente �brado, entones X es primero numerable.Corolario 3.19. Sea X ∈ KLΣ(≤ ω), entones X es Fréhet.Demostraión. Por la proposiión 3.4, existe un espaio F om-pato metrizablemente �brado y una funión ontinua suprayetiva f :

F → X. Como F y X son ompatos, f es una funión errada. En-tones f es una funión hereditariamente oiente (ver proposiión 1.7).Como la propiedad de Fréhet se preserva bajo funiones hereditariamen-te oientes (véase proposiión 1.8), el espaio X es de Fréhet (reuerdeque K es primero numerable). �A ontinuaión se desriben las lases LΣ(≤ κ) y KLΣ(≤ κ) paraardinales κ mayores o iguales que 2
ω.



4. ALGUNOS EJEMPLOS EN LAS SUBCLASES LΣ 49Proposiión 3.20. Sea κ un número ardinal mayor o igual que 2
ω.Entones1. LΣ(≤ κ) = {X ∈ LΣ : nw(X) ≤ κ}2. KLΣ(≤ κ) = {X ∈ CM : w(X) ≤ κ}Demostraión. Sea κ un número ardinal tal que 2

ω ≤ κ.1. ⊂) Sea X ∈ LΣ(≤ κ), entones existe un espaio M segun-do numerable, y una funión multi-valuada p : M → Xsuprayetiva, CV y SCS tal que para toda m ∈ M se tie-ne que w(p(m)) = nw(p(m)) ≤ κ. Entones nw(X) =

nw

(
⋃

m∈M

p(m)

)

≤ |M | · sup{nw(p(m)) : m ∈ M}. Como
w(M) ≤ ω, entones |M | ≤ 2

ω (proposiión 1.26), lo ualimplia que nw(X) ≤ 2
ω · κ = κ.

⊃) Sea X un espaio Lindelöf Σ tal que nw(X) ≤ κ. Enton-es existe un espaio M segundo numerable y una funiónmulti-valuada p : M → X CV y SCS tal que p(M) = X.Sea m ∈M , entones p(m) ⊂ X y w(p(m)) = nw(p(m)) ≤

κ ya que nw es monótona.2. ⊂) Sea X ∈ KLΣ(≤ κ), entones X es imagen de un espa-io ompato segundo numerable bajo una funión multi-valuada CV y SCS. Note que w(X) ≤ |M | · sup{w(p(m)) :

m ∈M} = 2
ω · κ = κ, ya que X es ompato.

⊃) Sea X un espaio ompato tal que w(X) ≤ κ. Entones
X es Lindelöf Σ y los elementos de ualquier ubierta de
X tienen peso menor o igual que κ, debido a que w esmonótona. �4. Algunos ejemplos en las sublases LΣEn esta seión se presentan ejemplos de espaios topológios quepertenee a alguna de las siguientes lases: KLΣ(2), LΣ(≤ 2), LΣ(≤ ω),

KLΣ(≤ ω) y LΣ(< ω).A. El espaio Doble FlehaConsidere a los subonjuntos C0 y C1 de I2 de�nidos de la siguienteforma: C0 = {(x, 0) : 0 < x ≤ 1} y C1 = {(x, 1) : 0 ≤ x < 1}. Sea
X = C0 ∪ C1.



50 3. SUBCLASES ESPECIALES DE LA CLASE LΣReordemos que el orden lexiográ�o en I
2 está de�nido de la si-guiente manera. Para ualesquiera (x1, y1) y (x2, y2) puntos de I2, dei-mos que (x1, y1) < (x2, y2) si x1 < x2 ó x1 = x2 y y1 < y2. Note que éstees un orden total debido a que el orden en I también es total.

I 2

x

y

Figura 2. Abierto de I2 on la topología del orden lexiográ�o.Dotemos de la topología de orden al onjunto (I
2
, <) (�gura 2) y sea

τX la topología de subespaio de X. Entones una base para la topologíade X está formada por las siguientes familia de onjuntos.Para ualesquiera a y b en X, on a < b, sea B(a,b) = {x ∈ X :

a < x < b}. Obsérvese que dentro de la base B = {B(a,b) : a, b ∈ X}se pueden distinguir uatro tipos de onjuntos básios según la posiiónde a y b en X. Si a = (a1, 1) y b = (b1, 1), entones el orrespondiente
B(a,b) = {(x, y) : a1 < x < b1}∪{(b1, 0)} = (a1, b1]×{0}∪ (a1, b1)×{1};si a = (a1, 0) y b = (b1, 0), entones B(a,b) = {(x, y) : a1 < x < b1} ∪

{(a1, 1)} = (a1, b1) × {0} ∪ [a1, b1) × {1}; si a = (a1, 1) y b = (b1, 0),entones B(a,b) = {(x, y) : a1 < x < b1} = (a1, b1) × {0} ∪ (a1, b1) × {1}y �nalmente, si a = (a1, 0) y b = (b1, 1), entones B(a,b) = {(x, y) :

a1 < x < b1} ∪ {(x, y) : (x = a1 ∨ 0 < y)∧ (x = b1 ∨ y < 1)} = (a1, b1]×

{0} ∪ [a1, b1) × {1}. Estos dos últimos tipos de onjuntos básios son enrealidad uniones de los dos primeros tipos de básios.
X XFigura 3. Abiertos en el Doble Fleha



4. ALGUNOS EJEMPLOS EN LAS SUBCLASES LΣ 51Al espaio (X, τX) se le llama espaio Doble Fleha (�gura 3).Es fáil ver que el espaio X es un elemento de la lase KLΣ(≤ 2).Mostremos primero que existe una funión perfeta de�nida en X sobreun espaio ompato segundo numerable.Tomemos al espaio ompato y segundo numerable I = [0, 1]. Sea
BI = {(p, q) ⊂ I : p, q ∈ Q} ∪ {[0, p) : p ∈ Q} ∪ {(q, 1] : q ∈ Q}. Es biensabido que BI es una base numerable para I. Sea f : X → I la funiónde�nida por f ((x, i)) = x para toda (x, i) ∈ X. Entones1. Si (a, b) es un abierto básio de I, el onjunto B((a,1),(b,0)) =

(a, b)×{0}∪(a, b)×{1} es un abierto en X tal que B((a,1),(b,0)) =

f
−1

[(a, b)]. Para los abiertos básios de I de la forma [0, p) te-nemos que f−1
[[0, p)] = (0, p)×{0}∪ [0, p)×{1} = B((0,0),(p,0)),el ual es abierto en X, de manera similar, si el abierto en Ies de la forma (q, 1], entones f−1

[(q, 1]] = B((q,1),(1,1)). Por lotanto f es una funión ontinua.2. Para ada m ∈ I tenemos que f−1
(m) = {(x, y) ∈ X : x =

m} = {(m, i) : (m, i) ∈ X}. Note que |f−1
(m)| = 1 si y sólo si

m = 0 ó m = 1; en ualquier otro aso |f−1
(m)| = 2. Por lotanto f es una funión suprayetiva tal que para toda m ∈ Itenemos que |f−1

(m)| ≤ 2.3. Para poder probar que f es una funión errada veamos primeroque si U ∈ τX es un abierto básio, entones f [X \U ] es erradoen I.Sea U un abierto básio deX de la forma (a, b]×{0}∪(a, b)×

{1} = B((a,1),(b,1)), entones X \B((a,1),(b,1)) = ((0, a] ∪ (b, 1]) ×

{0} ∪ ([0, a] ∪ [b, 1)) × {1} es errado en X y es fáil ver que
f [X \B((a,1),(b,1)) ] = [o, a]∪ [b, 1], el ual resulta ser unión �nitade errados en I. Si tomamos un abierto de la forma U = (a, b)×

{0} ∪ [a, b) × {1}, entones f [X \ U ] = [0, a] ∪ [b, 1] también eserrado en I.Supongamos ahora que F ⊂ X es un onjunto errado ymostremos que I\f [F ] es abierto en I. Sea y ∈ I\f [F ], entonesexiste z ∈ X tal que f(z) = y, ya que f es suprayetiva, ademásnote que f(z) = y ∈ I\f [F ] implia que f(z) 6∈ {f(w) : w ∈ F},lo ual implia que z 6∈ F . Como X \ F es abierto en X existeun abierto básio U de X tal que z ∈ U ⊂ X \ F . Observeque f [X \U ] es errado y ontiene a f [F ], entones y = f(z) ∈
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I \ f [X \ U ] ⊂ I \ f [F ]. Esto implia que f es una funiónerrada.Por lo tanto f es perfeta, y en onseuenia la funión multi-valuada
f
−1

: I → X es suprayetiva, CV y SCS, lo ual implia queX ∈ KLΣ(≤

2). Observe queX no es un elemento deKLΣ(1), ya que no es un espaiosegundo numerable.B. Dupliado de Alexandro� de un espaio ompato segundonumerableLa notaión que se usará en este ejemplo será la siguiente: Si X es unonjunto, entones X0 denotará al produto artesiano X × {0}, y paratodo punto x ∈ X, denotaremos por x0 al punto (x, 0). De igual maneradenotaremos al onjunto X1 = X × {1} y al punto x1 = (x, 1).Sea X un espaio topológio ompato y segundo numerable. De�-namos al onjunto AD(X) omo la unión de los onjuntos X0 y X1.Una topología τAD(X) para AD(X) es la generada por la familia
B = {U1 ∪ (U0 \ {x0}) : U ∈ τX ∧ x ∈ X} ∪ {{x0} : x ∈ X}. Al espaio
(AD(X), τAD(X)) se le llama Dupliado de Alexandro� del espaio X.Veamos que AD(X) pertenee a la lase KLΣ(≤ 2). Para esto bas-tará mostrar que existe un funión perfeta de�nida en X y on ontra-dominio AD(X).Considere la funión π : AD(X) → X de�nida por π((x, i)) = x,para toda x ∈ AD(X), entones1. Para ada x ∈ X, tenemos que π−1

(x) = {(x, 0), (x, 1)}, por lotanto la funión π es suprayetiva y tiene �bras ompatas, deheho, |π−1
(x)| = 2.2. Para todo subonjunto V de X suede que π−1

[V ] = {z ∈

AD(X) : π(z) ∈ V } = V0∪V1. Observe que si V es un onjuntoabierto no vaío de X y y es un punto dentro de V , entones
π
−1

(V ) = V1 ∪ (V0 \ {y0}) ∪ {y0} es un onjunto abierto en
AD(X). Esto muestra que π es una funión ontinua.3. Si U1 ∪ (U0 \ {x0}) es un abierto básio de AD(X), entones Ues un abierto en X y x ∈ X. Veamos que el onjunto π[AD(X)\

U1 ∪ (U0 \ {x0})] es errado en X.Si x 6∈ U , entones AD(X) \ (U1 ∪ (U0 \ {x0})) = AD(X) \

(U1 ∪ U0) y tendríamos que
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π[AD(X) \ (U1 ∪ U0)]

= π[(X0 ∪ (X1 \ U1)) ∩ (X1 ∪ (X0 \ U0))]

= π[(X1 \ U1) ∪ (X0 \ U0)]

= π[X1 \ U1] ∪ π[X0 \ U0]

= X \ USi x ∈ U , entones
AD(X) \ (U1 ∪ (U0 \ {x0}))

= (AD(X) \ U1) ∩ (AD(X) \ (U0 \ {x0})

= (AD(X) \ U1) ∩ (AD(X) \ U0 ∪ (AD(X) ∩ {x0}))

= AD(X) \ U1 ∩ ((X × {0} \ U0 ∪X × {1})

∪(X × {0} ∩ {x0} ∪X × {1} ∩ {x0}))

= (AD(X) \ U1) ∩ (X × {0} \ U0 ∪X × {1} ∪ {x0})

= (X × {0} \ U0) ∪ (X × {1} \ U1) ∪ {x0}Entones π [AD(X) \ (U1 ∪ (U0 \ {x0}))] = π[X×{0}\U0]∪

π[X × {1} \ U1] ∪ π[{x0}] = X \ U ∪ {x}, el ual es errado en
X. Si {x0} es un abierto básio de AD(X) para algún x ∈ X,entones π[{x0}] = {x}, el uál también es errado en X.Supongamos ahora que F ⊂ AD(X) es un subonjunto e-rrado, entones AD(X) \ F es abierto. Veamos que X \ π[F ]es abierto en X. Sea z ∈ X \ π[F ], omo π es una funiónsuprayetiva existe y ∈ AD(X) \ F tal que π(y) = z por loque existe un abierto básio W ⊂ AD(X) \ F de la forma
W = U1 ∪ (U0 \ {x0}), on x ∈ U (o de la forma W = {y0}) talque y ∈W . Entones F ⊂ AD(X) \W ⊂ AD(X) \ {y}, lo ualimplia que π[F ] ⊂ π[AD(X)\W ] ⊂ π[AD(X)\{y}], por lo tan-to z = π(y) ∈ X\π[AD(X)\W ] ⊂ X\π[AD(X)\W ] ⊂ X\π[F ].Por lo tanto π es perfeta y en onseuenia la funión multivaluada

π
−1

: X → AD(X) es ompato-valuada y semiontinua superiormente,lo ual implia que AD(X) ∈ KLΣ(≤ 2). Obsérvese que si ω1 ≤ |X|, en-tones el espaio AD(X) no puede perteneer a la lase KLΣ(1) porque
AD(X) no es metrizable segundo numerable, ya que X es un subespaiodisreto.Como aso partiular de este ejemplo, tenemos al espaio llamadoDoble írulo de Alexandro�, denotado por AD(T ), donde T es el írulounitario en R

2 on entro en el origen dotado de la topología usual desubespaio de R
2.
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Tx{0}

Tx{1}

C2

x
T

AD(T)

t

Figura 4. Abiertos en el Doble írulo de Alexandro�C. Compataión por un punto del espaio disreto de ardi-nalidad 2
ωSea R = {(x,−3) ∈ R

2
: x ∈ R} dotado de la topología disreta,entones la ompataión de Alexandro� del espaio R la podemos ons-truir usando al punto (0,−5) 6∈ R omo punto al in�nito de la de�niiónde ompataión por un punto. De esta forma AD(R) = R ∪ {(0,−5)}.Si denotamos por AD(T ) al dupliado del írulo de Alexandro�,donde T es la irunferenia unitaria en R

2 on entro en el punto (0, 0)y de�nimos a C2 omo la irunferenia de radio 2 on entro en (0, 0),entones la biyeión natural t : AD(T ) → T ∪ C2 indue una topologíaen T ∪ C2 de tal manera que AD(T ) ≅ T ∪ C2. Así, al referirnos aldoble írulo de Alexandro�, estaremos pensando en el espaio topológio
T ∪C2 on la topología induida por AD(T ) (�gura 4).Sea g : AD(T ) → A(R) la funión de�nida en el doble írulo deAlexandro� por la siguiente regla de orrespondenia:

g ((x, y)) =






(0,−5) si (x, y) ∈ T

(0,−5) si (x, y) = (0, 2)(
−5x
y−2 ,−3

) si (x, y) ∈ C2 \ {(0, 2)}

.De inmediato se ve que g es una funión ontinua y suprayetiva, porlo tanto A(R) es un elemento de KLΣ(2) (proposiión 3.10).En lo que resta de este ejemplo usaremos a A(2
ω
) para denotar a laompataión por un punto del espaio disreto de ardinalidad 2

ω.Proposiión 3.21. Sea κ un número ardinal in�nito, entones lassiguientes ondiiones son equivalentes:
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R

{   }

{y}x

AD(T)

∞Figura 5. A(R) omo imagen ontinua de AD(T ).1. A(κ) ∈ LΣ(≤ ω).2. κ ≤ 2
ω.3. A(κ) ∈ LΣ(≤ 2)Demostraión. 1 ⇒ 2) Como A(κ) ∈ LΣ(≤ ω), entones |A(κ)| =

κ ≤ 2
ω (proposiión 3.13).2 ⇒ 3) Como κ ≤ 2

ω, entones A(κ) es homeomorfo a un subespaio e-rrado de A(2
ω
). Además A(2

ω
) ∈ KLΣ(2) ⊂ LΣ(2) ⊂ LΣ(≤ 2)y omo LΣ(≤ 2) es errada bajo subespaios errados, tenemosque A(κ) ∈ LΣ(≤ 2).3 ⇒ 1) Como A(κ) ∈ LΣ(≤ 2) y LΣ(≤ 2) ⊂ LΣ(≤ ω), entones A(κ) ∈

LΣ(≤ ω). �Como el espaio A(ω1) es homeomorfo a un subespaio errado de
A(2

ω
), entones A(ω1) es un elemento de la lase KLΣ(≤ ω) pero esteespaio no es primero numerable, en onseuenia A(ω1) no es ompatometrizable �brado. De heho, para toda κ tal que ω1 ≤ κ ≤ 2

ω suedeque A(κ) ∈ KLΣ(≤ ω) y no es ompato metrizable �brado.D. Compataión por un punto de un espaio de MrówkaSe die que una familia A de subonjuntos de N es asi ajena si Aestá onstituida por subonjuntos in�nitos de N y si para ada par deelementos distintos A y B de A se tiene que A ∩B es �nito.



56 3. SUBCLASES ESPECIALES DE LA CLASE LΣPara onstruir un espaio de Mrówka onsideremos una familia asiajena in�nita A de subonjuntos de N. Para ada elemento A ∈ A,elijamos y �jemos un elemento ρA ∈ R \ N de tal forma que ρA 6= ρBsi A,B ∈ A son tales que A 6= B. De�na ψ(A) = {ρA : A ∈ A} ∪ N.Dotemos a ψ(A) de una topología delarando bases loales de veindadespara ada uno de sus elementos:1. Para ada n ∈ N, la familia Bn = {{n}} es una base loal deveindades para n en ψ(A).2. Si A ∈ A, entones una base loal de veindades para el punto
ρA en ψ(A) es la oleión BA = {{ρA}∪A\D : D ⊂ A∧ |D| ∈

ω}No es difíil veri�ar que las oleiones {Bn}n∈N y {BA}A∈A gene-ran una topología en ψ(A). Cuando la familia A es maximal, al onjunto
ψ(A) junto on esta topología se le llama espaio de Mrówka. El espa-io ψ(A) asoiado a A es Hausdor�, primero numerable y loalmenteompato:

ψ(A) es Hausdor�: En efeto, si x y y son dos puntos distintosde ψ(A), entones hay tres asos a onsiderar:1. Si x, y ∈ N, entones {x}, {y} ∈ τψ(A).2. Si x = ρA y y = ρB, donde A,B ∈ A y A 6= B, entones
A∩B = {i1, i2, . . . , ik}, on k ∈ N. Sea V = {ρA}∪ (A\L)y sea W = {ρB} ∪ (B \ L), donde L = A ∩B.3. Si x ∈ N y y = ρB , on B ∈ A, entones {x} y {ρB}∪ (B \

{x}) son abiertos ajenos de ψ(A).
ψ(A) es primero numerable: Es laro que si x ∈ N, entones xtiene una base de veindades numerable. Si x = ρA, on A ∈ A,entones la familia de abiertos {{ρA}∪(A\F ) : F ⊂ A∧|F | ∈ ω}forman una base loal de ρA. Note que la ardinalidad de lafamilia de subonjuntos �nitos de A es igual a |A|, ya que A esun subonjunto in�nito de N.
ψ(A) es loalmente ompato: Reordemos que un espaio Xque es Hausdor�, es loalmente ompato si ada punto x de Xtiene una veindad ompata. Si x ∈ N ⊂ ψ(A), entones {x} esuna veindad ompata. Si x = ρA para algún A ∈ A, entonesualquier abierto básio de la forma UnA = {ρA}∪(A\{1, . . . , n})es una veindad ompata, ya que ualquier ubierta abierta U



4. ALGUNOS EJEMPLOS EN LAS SUBCLASES LΣ 57de UnA ontiene a un abierto U tal que ρA ∈ U , lo ual impliaque existe un abiérto básio de la forma W = {ρA} ∪ (A \ L),donde L es un subonjunto �nito de A. Entones el onjunto
U
n
A \W ⊂ N es �nito, por lo tanto la subfamilia formada por

W y los onjuntos unitarios de los elementos de UnA \ W esuna ubierta �nita de UnA. De esta manera el espaio ψ(A) esloalmente ompato.La ompataión de Alexandro� A(ψ(A)) o ompataión por unpunto de ψ(A) resulta ser un elemento de LΣ(≤ 2) ya que A(ψ(A))se puede esribir omo la unión de la ompataión de Alexandro� deun subespaio de ardinalidad menor o igual que 2
ω y la unión de unaantidad numerable de onjuntos unitarios.

d1 2d d3 d4d5
A

ω

{x}Figura 6. Abiertos en el epaio de Mrówka omo sub-espaio de su ompataión.En efeto, supongamos que A(ψ(A)) = ψ(A) ∪ {∞}, donde ∞ 6∈

ψ(A), entones A(ψ(A)) = {ρA : A ∈ A} ∪ N ∪ {∞} = {ρA : A ∈

A} ∪ {∞} ∪
⋃
{{n} : n ∈ N}. Observe ahora que {ρA : A ∈ A} tieneardinalidad menor o igual que el ontinuo c, ya que |{ρA : A ∈ A}| =

|A| ≤ |P (N) | = c. Además el subespaio X = {ρA : A ∈ A}∪ {∞} es laompataión de Alexandro� de {ρA : A ∈ A}.Efetivamente, bastará analizar a las veindades abiertas de ∞ en X.Para esto tomemeos un abierto U en X tal que ∞ ∈ U . Entones existeun subonjunto V ⊂ A(ψ(A)) tal que U = V ∩X. Como V es un abiertode A(ψ(A)) que tiene omo elemento a ∞, existe F ⊂ ψ(A) ompatotal que V = (ψ(A) \ F )∪{∞}. Entones U = V ∩X = {∞}∪{ρA : A ∈

A} \ F0, donde F0 = F ∩ {ρA : A ∈ A} es un subonjunto ompato de
{ρA : A ∈ A}. Con todo lo anterior podemos notar que el subespaioX esla ompataión por un punto de {ρA : A ∈ A}. Entones X ∈ LΣ(≤ 2)



58 3. SUBCLASES ESPECIALES DE LA CLASE LΣy omo también ⋃{{n} : n ∈ N} ∈ LΣ(≤ 2), podemos onluir que
A(ψ(A)) = X ∪

⋃

n∈N

{n} ∈ LΣ(≤ 2).Otro heho notable del espaio A(ψ(A)) es que uando la familia A esmaximal, éste no es un espaio de Fréhet. Para mostrar esto supongamosque A(ψ(A)) es de Fréhet y observe que ∞ ∈ clA(ψ(A))(N), entonesexiste una suesión {sn}n∈N de elementos de N onvergente a ∞. Como
∞ 6= n, para toda n ∈ N ⊂ A(ψ(A)), la suesión S = {sn : n ∈ N} esin�nita y debido a que A es una familia maximal, entones existe A ∈ Atal que ω ≤ |A ∩ S|. Considere ahora a la subsuesión T = A ∩ S de S,diha subsuesión onverge a ρA, pero también T onverge a ∞, lo ualimplia que ∞ = ρA ∈ ψ(A); una ontradiión ya que ∞ 6∈ ψ(A).E. La unión del σ-produto de 2

ω1 basado en 0 = (0, . . .) y elpunto 1 = (1, . . .) ∈ 2
ωDotemos a 2 = {0, 1} de la topología disreta y denotemos on 2

ω1al produto de Tyhono� de ω1 opias del espaio 2. Sea X ⊂ 2
ω1 elsubespaio de�nido de la siguiente manera:Para ada n ∈ ω sea

σn = {x ∈ 2
ω1 : |{α ∈ ω1 : x(α) 6= 0}| ≤ n}Sea entones X =

(
⋃

n∈ω

σn

)

∪ {1}, donde 1 denota al punto de 2
ω1que tiene todas sus oordenadas iguales a 1. Al espaio ⋃{σn : n ∈ ω1}se le llama σ-produto de 2

ω basado en 0.El siguiente lema es un resultado de O. Okunev y M. Tka£enko pu-bliado en [10℄.Lema 3.22. Para ada n ∈ ω\{0}, el onjunto σn es imagen ontinuadel espaio An × 2
n, donde A = A(ω1) es la ompataión por un puntodel espaio disreto de ardinalidad ω1.Demostraión. Sea n ∈ ω un número natural mayor o igual que

1 y sea f : A
n × 2

n → σn una funión de�nida de la siguiente manera:para ada punto z = (a1, . . . , an, b1, . . . , bn) de An× 2
n de�namos a f(z)por medio de la siguiente regla de orrespondenia: Si α ∈ ω1, α = aipara algún i ∈ {1, . . . , n} y no existe j ∈ {1, . . . , n}\{i} tal que αi = αj ,entones f(z)(α) = bi; en ualquier otro aso, de�nimos f(z)(α) = 0.



4. ALGUNOS EJEMPLOS EN LAS SUBCLASES LΣ 59Veamos primero que la funión f es suprayetiva. Si z ∈ σn, por de�-niion tenemos que |{β ∈ ω1 : z(β) 6= 0}| ≤ n. Sea B = {β ∈ ω1 : z(β) =

1} y supongamos que |B| = k, donde 1 ≤ k ≤ n. Sea {β1, . . . , βk} unaenumeraión de B y onsidere al punto (β1, . . . , βk,∞, . . . ,∞, 1, . . . , 1) =

y, entones f(y) = z. Note que f((0, . . . , 0)) = 0.Por otro lado, observe que si B(α,V ) = {x ∈ 2
ω1 : x(α) ∈ V }, entonesla familia B = {B(α,V ) : α ∈ ω1 ∧ V ⊂ 2} forma una subbase para 2

ω1 .Mostraremos ahora que f es una funión ontinua. Sea B(α,V ) ∈ B,entones si 0 ∈ V , tenemos que
f
−1

[B(α,V )] = {(a1, . . . , an, b1, . . . , bn) ∈ A
n × 2

n
:

∃i(i ≤ n ∧ ai = α) ∧ ∀i∀j(i 6= j → ai 6= aj) ∧ bi ∈ 2}En otro aso, tenemos que
f
−1

[B(α,V )] = {(a1, . . . , an, b1, . . . , bn) ∈ A
n×2

n
: ∃i(i ≤ n∧ai = α)}∪

{(a1, . . . , an, b1, . . . , bn) ∈ A
n × 2

n
: α 6∈ {a1, . . . , an}}De este modo, ya sea que 0 ∈ V o que 0 6∈ V , suede que f−1

[B(α,V )]es abierto en An × 2
n. �Graias al lema anterior, el espaioX está ontenido en la lase LΣ(≤

ω) ya que esta lase es errada bajo formaión de imágenes ontinuas yuniones numerables.Por las proposiiones 3.14 y 3.15 tenemos que todo espaio ompatoen LΣ(≤ ω) es seuenial, lo ual implia que todo espaio ompato en
LΣ(≤ ω) tiene estrehez numerable. El espaio X es un ejemplo de unespaio en LΣ(≤ ω) (de heho, X ∈ LΣ(< ω)) no ompato on estrehezno numerable. Veri�quemos que ω1 ≤ t(X).Observe primero que 1 ∈

⋃

n∈ω

σn = 2
ω1 . Supongamos que t(X,1) ≤ ω,entones existe un subonjunto A ⊂
⋃
{σn : n ∈ ω} tal que 1 ∈ Ay |A| ≤ ω, esto implia que A =

⋃
{An : n ∈ ω}, donde An ⊂ σn y

|An| ≤ ω para toda n ∈ ω.Para ada n ∈ ω, sea Bn = {β ∈ ω1 : x ∈ An ∧ x(β) = 1} ysea B =

⋃

n∈ω

Bn. Claramente |B| ≤ ω. Como el onjunto ω1 \ B esin�nito, podemos esoger a γ ∈ ω1 \ B y onstruir un abierto básio
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U = {z ∈ 2
ω

: z(γ) = 1} de 2
ω, entones 1 ∈ U pero U ∩A = ∅, lo ualontradie al heho de que 1 ∈ A.5. ¾Existe X ∈ LΣ(n) on estrehez no numerable?Cualquier espaio ompato en LΣ(≤ ω) es un espaio seuenialy en onseuenia tiene estrehez numerable. Note también que todoslos espaios en LΣ(≤ 1) tienen estrehez numerable, pero el ejemplo Ede la seión anterior muestra que no todos los espaios en LΣ(< ω)omparten esta propiedad. Es por esto que la respuesta a la siguientepregunta es importante.Pregunta ([7, 2.18℄). Sea 2 ≤ n < ω. ¾Existe un espaio X en

LΣ(n) on estrehez no numerable?1Las siguientes proposiiones nos dan ondiiones bajo las uales losespaios X de las lases LΣ(≤ κ) tienen estrehez menor o igual que κ,a saber, si X es ompato y ω ≤ κ.Reordemos que una suesión libre de longitud κ en un espaio to-pológio X es una funión f : κ → X tal que para todo α < κ laserraduras en X de los onjuntos {f(β) : β ∈ α} y {f(β) : α ≤ β < κ}son ajenas.Arkhangelskii demostró en su artíulo [1℄ que la estrehez de unespaio ompato X es igual al supremo de la longitud de las suesioneslibres en X.Proposiión 3.23. Sea X un espaio topológio ompato, entones
t(X) = sup{κ ∈ CARD : f : κ→ X es una suesión libre }.A ontinuaión se establee una ota a las longitudes de las suesioneslibres ontenidas en un espaio topológio X que pertenee a la lase
LΣ(< κ).Proposiión 3.24. Sea κ un ardinal regular no numerable y sea
X ∈ LΣ(< κ), entones toda suesión libre en X tiene longitud menorque κ.1Reientemente Oleg Okunev y Hernández Rendón resolvieron este problemamostrando que todo espaio X en LΣ(n), para n ∈ ω, tiene estrehez numerable.Véase [9℄.



5. ¾EXISTE X ∈ LΣ(n) CON ESTRECHEZ NO NUMERABLE? 61Demostraión. Sea C ⊂ {C ∈ CM : w(C) < κ} una ubiertaompata de X y sea N una red numerable respeto a C.Supongamos que f : κ → X es una suesión libre en X. Para ada
α y β tales que α < β ≤ κ sea F (α, β) = f [[α, β)], entones por lade�niión de suesión libre tenemos que para ada α ∈ κ suede que
F (0, α)∩F (α, κ) = ∅. Además observe que omo N es numerable existe
δ ∈ κ tal que para todaN ∈ N tenemos que sup f

−1
[N ] < δ ó que f−1

[N ]no está aotada en κ, es deir que para toda γ < κ, existe δ ∈ f
−1

[N ]tal que γ < δ.Considere a C0 ∈ C tal que f(δ) ∈ C0. Entones se a�rma que existeun ardinal α ∈ [δ, κ) tal que C0 ∩ F (α, β) = ∅, para toda β mayor que
α. Veri�quemos que, en efeto, la a�rmaión anterior es verdadera mos-trando que su negaión es falsa. Supongamos que C0 ∩F (α, β) 6= ∅, paratoda α ∈ [δ, κ] y α < β. Entones podemos de�nir lo siguiente (�gura 7):1. Para ada α ∈ [δ, κ), sea

Bα = {β ∈ [δ, κ) : α < β ∧C0 ∩ F (α, β) 6= ∅}2. Sea g : [δ, κ) →
⋃

α∈[δ,κ)

Bα una funión de eleión.3. Para ada α ∈ [δ, κ), sea
Cα = {p ∈ C0 : p ∈ F (α, g(α))}4. Sea h : [δ, κ) →

⋃

α∈[δ,κ)

Cα una funión de eleión.
αC

αg(  )
F( ,g( ))α α

αh(  )

α

C

Figura 7. C0 ∩ F (α, g(α)) = Cα



62 3. SUBCLASES ESPECIALES DE LA CLASE LΣNote que si α1 y α2 son dos elementos de [δ, κ) tales que α1 < g(α1) <

α2, entones F (α1, g(α1)) ∩ F (α2, g(α2)) = ∅.Considere en κ \ δ un subonjunto S no aotado tal que para adapar de elementos s1 y s2 de S tales que s1 6= s2 y s1 < s2 suede que
s1 < g(s1) < s2. Entones {hs : s ∈ S} es una suesión libre de longitud
|S| = κ en C. Por lo tanto κ ≤ t(C) ≤ w(C) < κ (proposiión 1.24), loual es imposible.Considere al ardinal α0 en [δ, κ) tal que C0 ∩ F (α0, β) = ∅, paratoda β mayor que α0. Sea N u

= {N ∈ N : f
−1

[N ] no es aotado }, paraada N ∈ N u sea θN = mı́n f
−1

[N ] y sea θ = sup{θN : N ∈ N u}, noteque omo κ es un ardinal regular, entones θ ∈ κ. Finalmente de�namos
β0 =

{
α

+
0 si θ ≤ α0

θ si α0 ≤ θentones para toda N ∈ N u tenemos que N∩f [[α0, β0)] 6= ∅. Observe que
C0∩f [[α0, β0]] = ∅, esto implia que C ⊂ X\F (α0, β0) ∈ τX y omo N esuna red respeto a C, existe N ∈ N tal que C ⊂ N y N ∩F (α0, β0) = ∅,entones f−1

[N ] no puede ser no aotada, en partiular f−1
[C0] < δpero f(δ) ∈ C. Una ontradiión a la suposiión de la existenia de unasuesión libre de longitud κ en X. �Observe que en la demostraión anterior se utilizó la desigualdad

κ ≤ t(C) ≤ w(C) < κ, así que podemos debilitar la ondiión a lasubiertas ompatas del espaio X ∈ LΣ(< κ) pidiendo sólamente quetodo elemento C de la ubierta ompata deX tenga estrehez menor que
κ. Esto nos da omo resultado la siguiente a�rmaión: Si κ es un ardinalregular y X ∈ LΣ(K), donde K es una familia de espaios topológiosompatos on estrehez menor que κ, entones toda suesión libre en Xtiene longitud menor que κ.Si reordamos que el suesor de todo ardinal es un ardinal regular,entones tenemos el siguiente resultado:Corolario 3.25. Sea κ ∈ CARD tal que ω ≤ κ y sea X ∈ LΣ(≤ κ)un espaio ompato, entones t(X) ≤ κ.6. Algunos resultados onernientes a las lases LΣ(n)Ya hemos visto que toda ompataión por un punto de un espaiodisreto de ardinalidad menor o igual que 2

ω es un elemento de la lase
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LΣ(≤ 2) (proposiión 3.21), en partiular tenemos que A(2

ω
) ∈ KLΣ(2)(ver ejemplo C). También mostramos que la lase KLΣ(≤ κ) es erradabajo formaión de uniones �nitas.En este pequeño apartado se exploran algunas propiedades de laslases LΣ(≤ n), on n ∈ ω \ {0} y se enunia un teorema que estableeque las potenias �nitas de la ompataión de Alexandro� del espaiode ardinalidad ω1 es también un elemento de la lase LΣ(≤ ω), másaún, A(ω1)

n
∈ LΣ(n+ 1).Debido a que todos los espaios topológios que perteneen a la lase

LΣ(n) tienen ardinalidad menor o igual que 2
ω (proposiión 3.13), si

2
ω
< ω2 = ω

+
1 , entones el espaio A(ω2) no puede ser un elemento de

LΣ(3). Es natural preguntarse que pasa en el aso en que ω < ω1 < ω2 ≤

2
ω. Estos resultados son enuniados en esta seión sin demostraión,remitimos al letor al artíulo [7℄ para un estudio de dihas pruebas.Note que si X ∈ LΣ(n), entones X tiene una ubierta formadapor subonjuntos de a lo más n elementos para la ual existe una rednumerable, pero no tiene una ubierta formada por subonjuntos de alo más n− 1 elementos on la misma propiedad, esto signi�a que paratoda ubierta C de X tal que existe una red numerable N respeto a C,diha ubierta tiene un elemento de ardinalidad exatamente n.Proposiión 3.26. Sea n ∈ ω y sea X un espaio topológio talque {Uα : α ∈ ω1} es una familia ajena de subonjuntos abiertos de
X. Si para ada α ∈ ω1 existe un subespaio errado Yα ⊂ Uα tal que
Yα 6∈ LΣ(≤ n), entones X 6∈ LΣ(≤ n+ 1).Demostraión. Supongamos que X ∈ LΣ(n + 1). Sea C ⊂ {C ⊂

X : |C| ≤ n+1} una ubierta de X y sea N una red numerable respetoa C.Para toda α ∈ ω1, la familia Cα = {C ∩ Yα : C ∈ C} es una ubiertade Yα y Nα = {N ∩ Yα : N ∈ N} es una red numerable respeto ala ubierta Cα. Como Yα 6∈ LΣ(≤ n), entones existe Cα ∈ Cα tal que
|Cα| = n+1. Entones Cα ∈ C y Cα ⊂ Yα ⊂ Uα. Además existe Nα ∈ Ntal que Cα ⊂ Nα ⊂ Uα.Como la familia {Uα : α ∈ ω1} es ajena, entones para ada α, β ∈

ω1 suede que Nα 6= Nβ si α 6= β, esto implia que ω1 ≤ |N |. Esta



64 3. SUBCLASES ESPECIALES DE LA CLASE LΣontradiión se debe a la suposiión de que X ∈ LΣ(n+1), por lo tanto
X 6∈ LΣ(n+ 1). �Graias a la proposiión 3.10 sabemos que la unión numerable desubespaios en LΣ(≤ n) es también un espaio LΣ(≤ n). Veamos ahoraque la ompataión por un punto de la suma direta de a lo más 2

ωespaios ompatos en LΣ(≤ n) es un elemento de la lase LΣ(≤ n+ 1).Proposiión 3.27. Sea n un número natural, sea κ ≤ 2
ω y sea

{Xγ : γ ∈ κ} ⊂ LΣ(≤ n) una familia de espaios ompatos. Si X =

A (
⊕

{Xγ : γ ∈ κ}). Entones1. X ∈ LΣ(≤ n+ 1).2. Si existe A ⊂ κ tal que ω1 ≤ |A| y para toda α ∈ A tenemos que
Xα ∈ LΣ(n), entones X ∈ LΣ(n+ 1).Demostraión. 1. Sin pérdida de generalidad podemos su-poner que para toda α, β ∈ κ tales que α 6= β los espaios
Xα y Xβ son ajenos, de esta forma podemos esribir X =

{∞} ∪
⋃

γ∈κ

Xγ , donde ∞ es un punto fuera de X. Para ada
γ ∈ κ sea Cγ ⊂ {C ⊂ Xγ : |C| ≤ n} una ubierta de Xγ y sea
Nγ = {N

γ
i : i ∈ ω} una red numerable en Xγ respeto a Cγ .Observe que podemos onstruir una familia A de subon-juntos de κ que separa onjuntos �nitos de la siguiente manera:onsidere un espaio topológio T segundo numerable de ardi-nalidad 2
ω, entones T tiene una base B numerable de abiertos.Sea S ⊂ T tal que |S| = κ y sea f : S → κ una funión biyeti-va, entones de�na A = {

⋃
A : A ⊂ {f [D] : D = D ∩ S ∧D ∈

B} ∧ |A| < ω}. Entones |A| ≤ |B| ≤ ω y A separa onjuntos�nitos de κ.Sea entones, A ⊂ P (κ) una familia numerable que separaonjuntos �nitos de κ y de�namos para ada A ∈ A al onjunto
A

∗
=
⋃
{Xγ : γ ∈ A}.Para ada γ ∈ κ sea Cγ = {C ∪ {∞} : C ∈ Cγ} y sea

C =

⋃

γ∈κ

Cγ , laramente C es una ubierta ompata de X talque para ada C ∈ C suede que w(C) ≤ n+ 1.
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{

{∞} ∪

(

A
∗ ∩

⋃

γ∈κ

N
γ
i

)

: i ∈ ω ∧A ∈ A

}. Vea-mos que N es una red en X respeto a la ubierta C. Note que
N es numerable.Sea C ∈ C y sea U ⊂ X un onjunto abierto que ontiene a
C, entones existe γ0 ∈ κ tal que Cγ0 ∈ Cγ y C = Cγ0 ∪ {∞}.Como ∞ ∈ U entones U = {∞} ∪

(
⋃

γ∈κ

Xγ \ L

), donde L esun subespaio ompato de X \ {∞}. Por la proposiión 1.15tenemos que |{Xη : L∩Xη 6= ∅}| < ω, es deir, el onjunto F =

{η ∈ κ : Xη 6⊂ U} es �nito. Como A separa onjuntos �nitos de
κ, podemos enontrar A ∈ A tal que γ0 ∈ A y F \{γ0}∩A = ∅,además existe k ∈ ω tal que Cγ0 ⊂ N

γ0
k ⊂ Xγ0 ∩ U , ya que Nγes una red respeto a Cγ .Sea M = {∞} ∪

(

A
∗ ∩

⋃

γ∈κ

N
γ
k

). Entones M ∈ N y C ⊂

M ⊂ U (�gura 8).
γ0X

γ0C γ0Νκ

AFigura 8. C ⊂M ⊂ U2. Como para toda α ∈ A tenemos que Xα 6∈ LΣ(≤ n − 1) y
ω1 ≤ |A|, entones X 6∈ LΣ(≤ n) por la proposiión 3.26 ypor el iniso (1) tenemos que X ∈ LΣ(≤ n + 1) \ LΣ(≤ n) =

LΣ(n+ 1) �Corolario 3.28. Para toda n ∈ ω se umple que la lase LΣ(n) ∩

CM y la lase LΣ(ω) ∩ CM son distintas del vaío.



66 3. SUBCLASES ESPECIALES DE LA CLASE LΣDemostraión. La demostraión es por induión sobre n. Si n =

1, entones por la proposiión 3.20 tenemos que la lase LΣ(1) ∩ CM =

{X ∈ CM : X es metrizable } es distinta del vaío y omo testigo está elespaio I. Supongamos ahora que 1 < n y que para toda m < n suedeque LΣ(m) ∩ CM 6= ∅. Si Y ∈ LΣ(n− 1) ∩ CM y X = A(
⋃
{Y × {α} :

α ∈ ω1}), entones por la proposiión 3.27 el espaio X es un elementode la lase LΣ(n).Si X es un elemento de la lase LΣ(2), entones el produto Xω esun elemento de LΣ(ω).
�Teorema 3.29. Sea n ∈ ω, entones el espaio A(ω1)

n es un ele-mento de la lase LΣ(n+ 1).Teorema 3.30. A(ω2)
2 6∈ LΣ(3)
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