O AUTONGHfg
SO M I
<9 T
Dags 1
MWW f 5 R

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

ALGUNAS CLASES DE MODULOS
DEFINIDAS A TRAVES DE CIERTAS
CONDICIONES DE FINITUD

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

M A TEMATTITC CO

P R E S E N T A:

JUAN ORENDAIN ALMADA

DIRECTOR DE TESIS:
DR. FRANCISCO FEDERICO RAGGI CARDENAS

2009




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



indice

Introduccién. 1
1 Las condiciones de cadena. 3
2 La desviacién de un copo. 7
3 La dimensién de Goldie de una reticula. 11
4 Otras condiciones de finitud. 15
5 Descomposiciones inescindibles finitas. 19
6 Anillos de Endomorfismos. 23
7 Descomposiciones en términos de algunas clases de médulos. 27
8 Las condiciones AKS;. 33
Apéndice: Demostracion del Teorema de Grzeczuck y Puczylowski. 37

Bibliografia. 41



Introduccién

En este trabajo estudiaremos algunas clases de médulos definidas a través de
ciertas condiciones de finitud. Estudiaremos, entre otras cosas, qué relaciones
existen entre ellas y bajo qué operaciones son cerradas.

A lo largo de este texto la palabra mddulo denotard un moédulo unital
izquierdo sobre un anillo R. Supondremos que el lector estd familiarizado con
los conceptos de submddulos, cocientes, morfismos, sucesiones exactas, exten-
siones y con el Teorema de la correspondencia, asi como con los conceptos de
sumas directas, sumandos directos y de descomposiciones de médulos y con todo
lo referente a conjuntos parcialmente ordenados o copos, subcopos, morfismos
de orden, reticulas, cadenas, y con el lema de Zorn. En lo referente a estos
conceptos adoptaremos la notacién usada por [AF] y por [F].

En las secciones 1, 2 y 3 definiremos las condiciones de cadena, la desviacién
de un copo, y la dimensién de Goldie de una reticula modular respectivamente,
y considerando estas condiciones sobre la reticula de submodulos de un médulo
definiremos nuestros primeros objetos de estudio, a saber, la clase de todos los
mddulos artinianos, la clase de todos los médulos neterianos, y la clase de todos
los médulos con longitud finita en la seccién 1, la clase de todos los médulos con
dimensién de Krull y la clase de todos los médulos con dimensién dual de Krull
en la seccién 2, y finalmente la clase de todos los mdédulos con dimensién de
Goldie finita y la clase de todos los médulos con dimensién dual de Goldie finita
en la seccién 3. A lo largo de estas tres secciones estableceremos las relaciones
que existen entre estas clases, y probaremos que cada una de ellas es cerrada
bajo sumas directas finitas y bajo sumandos directos.

En la seccién 4 consideraremos las condiciones de finitud definidas en las
secciones anteriores ahora sobre el conjunto de sumandos directos de un médulo,
definiendo asi tres nuevas clases de médulos, la clase de todos los médulos con
sd-dimensién de Goldie finita, la clase de todos los médulos sd-artinianos, y
la clase de todos los mdédulos con sd-dimensiéon de Krull. Caracterizaremos
a estas nuevas clases y probaremos que son cerradas bajo sumandos directos.
Probaremos también que todas las clases definidas en las secciones 1, 2 y 3
estan contenidas en la clase de todos los médulos con sd-dimensién de Goldie
finita, que esta a su vez estd contenida en la clase de todos los mdédulos sd-
artinianos, y que esta tltima estd contenida en la clase de todos los médulos
con sd-dimensiéon de Krull. Dejaremos, sin embargo, sin contestar la pregunta
de si estas dos 1ltimas dos contenciones son propias o no.

En la seccién 5 introduciremos una nueva condiciéon de finitud, a saber,
la condicién de que todas las descomposiciones de un moédulo se refinen en
descomposiciones inescindibles finitas. Probaremos que todos los médulos sd-
artinianos satisfacen esta condicién y que esta condicién es estrictamente més
fuerte que la condicién de que un médulo tenga descomposiciones inescindibles
finitas, lo que probard a su vez que ni la clase de todos los médulos con sd-
dimensién de Goldie finita ni la clase de todos los mdédulos sd-artinianos son
cerradas bajo sumas directas finitas. Finalmente, probaremos que, mientras
que no sabemos si existen moédulos con sd-dimensién de Krull que no tengan



descomposiciones inescindibles finitas, todos los médulos con sd-dimension de
Krull satisfacen una condicién muy parecida a la condicién de que todas sus
descomposiciones se refinen en descomposiciones inescindibles finitas.

En la seccién 6 estableceremos algunas relaciones entre los sumandos directos
de un médulo y los idempotentes de su anillo de endomorfismos. Usaremos esto
para probar, entre otras cosas, que tanto la condicién de que un médulo M
tenga sd-dimension de Goldie finita como la condicién de que M sea sd-artiniano
estdn completamente determinadas por el anillo de endomorfismos End (M) de
M. Haremos esto, a fin de mantener la exposicién sencilla y autocontenida, en
términos elementales, es decir, sin recurrir a ningin tipo de lenguaje categérico.

En la seccién 7 pondremos a la clase de todos los médulos sd-artinianos
en términos de las clases de médulos definidas en las secciones 1, 2 y 3. Méds
precisamente, probaremos que si M es un médulo sd-artiniano y €2 es alguna de
las clases de médulos definidas en las secciones 1, 2 y 3, y M tiene sumandos
directos no triviales en €2, entonces existe una descomposicion M = A & B
de M tal que A € Q y tal que B no tiene sumandos directos no triviales en
Q). Probaremos también que si €2 es la clase de todos los médulos que tienen
longitud finita, entonces esta descomposicién es unica salvo por isomorfismos.

Finalmente, en la seccién 8 definiremos las que llamaremos las condiciones
AKS; (1 < i< 4), y probaremos que para cada 2 <14 < 4 la clase de todos los
maédulos con la condicién AKS; estd contenida propiamente en la clase de todos
los médulos con la condiciéon AKS;, es decir, probaremos que mientras que la
condicién AKS; implica a cada una de las condiciones AKS; (2 < ¢ < 4), ninguna
de estas condiciones implica a la condicién AKS;. Sin embargo, probaremos
que para cada 2 < i < 4 la condicién AKS; junto con alguna de las condiciones
definidas en las secciones 5 y 6 implica a la condicién AKS;. Por ejemplo,
probaremos que dentro de la clase de todos los médulos con sd-dimensién de
Goldie finita todas las condiciones AKS; (1 < i < 4) son equivalentes. Esto
iltimo caracterizard al complemento de la clase de todos los mdédulos con la
condiciéon AKS; dentro de la clase de todos los mdédulos con sd-dimensién de
Goldie finita.



1. Las condiciones de cadena

En esta primera seccién estudiaremos las condiciones de cadena. Definiremos
los conceptos de médulo artiniano, médulo neteriano, y de la longitud de un
médulo. Empezaremos con la siguiente definicién.

Definicién. Sea A un copo. Diremos que A tiene la condicién descendente
de cadena si para cada cadena descendente a; > as > ... en A existe n € N tal
que a,, = a, para cada m > n, y diremos que A tiene la condicién ascendente
de cadena si su copo dual A*, tiene la condicién descendente de cadena.

Es claro que un copo A tiene la condicién descendente (ascendente) de ca-
dena si y sélo si todos los subconjuntos no vacios de A tienen elementos min-
imos (mdximos). Es claro también que si A tiene la condicién descendente
(ascendente) de cadena, entonces todos los subcopos de A tienen la condicién
descendente (ascendente) de cadena. El siguiente ejemplo prueba que en gen-
eral la condicién descendente (ascendente) de cadena no implica a la condicién
ascendente (descendente) de cadena.

Ejemplo. N con el orden usual tiene la condicién descendente de cadena
pero no tiene la condicién ascendente de cadena, y entonces N con el orden dual
al orden usual tiene la condicién ascendente de cadena pero no tiene la condiciéon
descendente de cadena.

Diremos que un médulo M es artiniano (neteriano) si su reticula de submo-
dulos £(M), tiene la condicién descendente (ascendente) de cadena. Se sigue,
de la definicién, que M es artiniano (neteriano) si y sélo si todos los conjuntos
no vacios de submédulos de M tienen elementos minimos (maximos). Se sigue,
también de la definicién, que la clase de todos los médulos artinianos (neteri-
anos) es cerrada bajo submédulos. La siguiente proposicién dice que esta clase
también es cerrada bajo cocientes y extensiones, por lo que también es cerrada
bajo sumas directas finitas y sumandos directos.

Proposicién 1. Sean M un médulo y N < M. M es artiniano (neteriano)
siy solo si Ny & son artinianos (neterianos).

Demostracion. Probaremos el caso artiniano. Supongamos primero que M
es artiniano. Como L£(N) es una subreticula de £(M) y la reticula £(3L) es
isomorfa, por el Teorema de la correspondencia, a una subreticula de L£(M),
entonces N y % también son artinianos.

Supongamos ahora que N y % son artinianos. Sea M; > Ms > ... una
cadena descendente de submdédulos de M. Entonces M1 NN > My NN > ..

es una cadena descendente desubmédulos de N y M8 > Mot > g yna



cadena descendente de submédulos de % Se sigue que existe n € N tal que
% =0= % para cada m > n. Asi, como las sucesiones
M,, NN M,, M, +N
0— 0

— — —
Merl NN Mm+1 MnLJrl + N

son exactas para cada m € N, entonces M,, = M,,; para cada m > n, de
lo que se sigue que M es artiniano. El caso neteriano es andlogo.

Corolario 1. Sea M = @), M; una descomposicién de un médulo M.
M es artiniano (neteriano) si y sélo si M; es artiniano (neteriano) para cada
1 € I,.

En general un médulo artiniano no tiene porque ser neteriano ni un maédulo
neteriano tiene porque ser artiniano (ej. Zpe y Z respectivamente). En lo que
resta de esta seccién buscaremos caracterizar a los médulos que son a su vez
artinianos y neterianos. Empezaremos con la siguiente definicién.

Definicién. Sea M un médulo. Diremos que una cadena M; > ... > M,
de submdédulos de M es una serie de composicién si My =M, M,, =0,y M; 1
es un submoédulo maximo de M; para cada i € I,,_.

Diremos que dos series de composiciéon My > ... > M, y Ny > ... > N,, de

un médulo M son equivalentes si n = m y existe una biyeccién ¢ de I, tal que
M; Ny ()

i n moédulos isomorf r e 1,_1.
Min Y Nyoy: ° 6dulos isomorfos para cada ¢ € I,,_1

Teorema 1. (Jordan y Holder) Sea M un mdédulo. Si M tiene series de
composicién, entonces todas las series de composicién de M son equivalentes.

Demostracion. Supongamos que M tiene series de composicién. Sea n la
menor de las longitudes de las series de composicién de M. La demostracién
se hard por induccién sobre n. El caso en el que n = 1 es trivial. Supongamos
ahora que el Teorema es cierto para cada m < n. Sean

My > My >..> M,y Ny >Ny > ... > N,

dos series de composicién de M. Supongamos que My = Ny. Entonces, por
la hipétesis de induccién, las series My > ... > M, vy Ny > ... > Ny son
equivalentes, de lo que se sigue que las series M1 > ... > M, y N1 > ... > Nj
son equivalentes. Supongamos ahora que Ms # Ns. Entonces, por ser My y
Ny dos submddulos maximos de M, se tiene que Ms + No = M. De esto se
sigue que MMZ y M%QNQ son médulos isomorfos, y que ]\% y M%QNz son médulos
isomorfos, de lo que se concluye que M3 N Ny es un submédulo maximo de My
y de Ny. Si Mo NNy = Ly > ... > L es una serie de composicién de Mo N Ny
(existe tal ya que Ma N Ny < M), entonces, por la hipétesis de induccién, las
series de composicién

My >My> ... > M,y My >Ms>1Ly > ... 2 Ly



son equivalentes, y ya que k + 1 < n, entonces, nuevamente por la hipétesis
de induccién, también las series de composicién

Ni>2Ny > . 2Ny N1 >2No2> Ly > ... 2> Ly

N2 gon médulos

son equivalentes. De esto y del hecho de que MM2 Y AN,
Mo

isomorfos, y de que NMQ Y IhoN, Son modulos isomorfos se sigue que las se-
ries My > ... > M, y N; > ... > Ng son equivalentes. Esto concluye la
demostracion.

FEl teorema anterior nos permitird definir la longitud de un médulo. Diremos
que un médulo M tiene longitud n si M tiene series de composicién de longitud
n+ 1. Si M = 0, diremos que M tiene longitud 0, y si M # 0 y M no tiene
series de composicion, entonces diremos que M tiene longitud infinita. Deno-
taremos por £ (M) a la longitud de M. La siguiente proposicién caracteriza a
los médulos que tienen longitud finita como los médulos que son a su vez artini-
anos y neterianos, y como los médulos que no tienen cadenas arbitrariamente
grandes. Para precisar sobre esto tltimo definiremos lo siguiente: Diremos que
una cadena finita a; > ... > a, en un copo A es irreducible si a; # a;11 para
cadat € I,_1.

Proposicién 2. Las siguientes condiciones para un médulo M son equiva-
lentes.

1. M es artiniano y neteriano.
2. M tiene longitud finita.

3. Existe n € N tal que £ (M) no tiene cadenas irreducibles de longitud
mayor que n.

Ms4s atin, si M cumple con estas condiciones, entonces ¢ (M) + 1 es la mayor
de las longitudes de las cadenas irreducibles de £(M) .

Demostracion. 1=2 Supongamos primero que M es artiniano y neteriano.
Construiremos recursivamente una cadena descendente M; > My > ... de sub-
moédulos de M tal que My = M, y tal que M;11 es un submdédulo méximo de
M; para cada i € N tal que M; # 0. Sea M; = M. Supongamos ahora que
hemos construido una cadena M; > ... > M, de submdédulos de M tal que
M; # 0 para cada i € I, y tal que M; ;1 es un submédulo maximo de M; para
cada i € I,,_1. Como M es neteriano y M,,, < M, entonces M,, es neteriano,
de lo que se sigue que M, tiene submdédulos maximos. Tomemos M,,4+1 un
submdédulo médximo de M,,. Sea n el menor nimero natural con la propiedad
de que M,, = M,, para cada m > n (tal nimero existe ya que M es artiniano).
Es claro, por la construccién de la cadena M7 > My > ..., que My > ... > M,
es una serie de composiciéon de M.

2=-1 Supongamos ahora que M tiene longitud finita. Probaremos, por induc-
cién sobre £ (M), que M es artiniano y neteriano. El caso en el que ¢ (M) =1



es trivial. Supongamos ahora que esto es cierto para cada m < £(M). Sea

My, > ... > M, una serie de composicién de M. My y MMQ son artinianos y
neterianos ya que ¢ (Ms) < £ (M) y ya que Mﬂz es un moédulo simple. Se sigue,
por la Proposicién 3, que M es artiniano y neteriano.

2=3 Supongamos que M tiene longitud finita. Probaremos, por induccién
sobre ¢ (M), que L£(M) no tiene cadenas irreducibles de longitud mayor que
¢(M)+1. El caso en el que ¢ (M) = 1 es trivial. Supongamos ahora que esto es
cierto para cada m < ¢(M). Sea My > My > ... > M, una cadena irreducible
en L(M). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que M; = M. Sea N un
submédulo méximo de M tal que My < N (tal médulo existe ya que M es
neteriano). Es claro, por la construccién hecha en la primera parte de 1<2, que
L(N)=£4(M)+1. Asi, ya que My > ... > M, es una cadena irreducible en
L(N), se sigue, por la hipétesis de induccién, que n < € (M) + 1.

3=-2 es trivial, y la tltima parte de la Proposicién se probé en 2=3. Esto
concluye la demostracién.

De la condicién 1 de la proposicién anterior se sigue que la clase de todos
los moédulos que tienen longitud finita es cerrada bajo submddulos, cocientes,
y extensiones, y por lo tanto es cerrada bajo sumas directas finitas y bajo
sumandos directos. Esto prueba la primera parte del siguiente corolario. La
segunda parte es una consecuencia de la definicién de la longitud de un médulo.

Corolario 2. Sea M = @, M; una descomposicién de un médulo M. M
tiene longitud finita si y sélo si M; tiene longitud finita para cada ¢ € I,. En
ese caso



2. La desviacién de un copo

En esta seccién generalizaremos lo hecho en la seccién anterior. Definiremos
la desviacién de un copo, y definiremos la dimensién de Krull y la dimensién
dual de Krull de un médulo.

Empezaremos definiendo recursivamente una sucesién D, (a« € ORDU{—1})
de clases de copos como sigue: D_; serd la clase de todos los copos triviales,
es decir, D_1 serd la clase de todos los copos A tales que a < b en A implica
que ¢ = b. Supongamos ahora que hemos definido a Dg para cada 8 < a.
Entonces D, serd la clase de todos los copos A que cumplen con las siguientes
condiciones:

1. A¢ U Dg.
B<a
2. Para cada cadena descendente a; > ag > ... en A, se tiene que [apt1,an] €

U Dg para casi todo n € N.
B<a

Es claro que D, N Dg = & siempre que a # . Asi, diremos que un copo
A tiene desviacién « (devA = «) si A € D,,. Se sigue, de la definicién, que un
copo no trivial A tiene la condicién descendente de cadena siy sélo si devA = 0.
Probaremos a continuacién que también los copos con la condicién ascendente
de cadena tienen desviacién. Para esto necesitaremos el siguiente lema.

Lema 1. Sean A un copo y B un subcopo de A. Si A tiene desviacion,
entonces B tiene desviacion, y devB <devA.

Demostracion. La demostraciéon se hard por induccién transfinita sobre
a =devA. El caso en el que @ = —1 es trivial. Supongamos ahora que el
resultado es cierto para cada f < a. Si by > by > ... una cadena descendente
en B, entonces by > by > ... es una cadena descendente en A, de lo que se sigue
que casi para cada n € N, el intervalo [b,41,b,] en A tiene desviacién menor
que «. Asi, como para cada n € N, el intervalo [b,t1,b,] en B es un subcopo
del intervalo [b,4+1,b,] en A, se sigue, por la hipdtesis de induccién, que casi
para todo n € N, el intervalo [b,11,b,] tiene desviacién menor que a. De esto
se sigue que B tiene desviacion, y que devB < a.

Proposicién 1. Sea A un copo. Si A tiene la condicién ascendente de
cadena, entonces A tiene desviacion.

Demostracion. Es fécil ver que si A tiene la condicién ascendente de cadena,
entonces A es isomorfo a un subcopo de un copo con la condicién ascendente
de cadena y con elementos menor y mayor 0 y 1. Por lo que bastard probar el
resultado suponiendo que A tiene elementos menor y mayor 0 y 1.



Supongamos que A no tiene desviacién. Sea ag un méaximo en el conjunto
{a € A: [a,1] no tiene desviacién} . Sea oy el ordinal méds grande en el conjunto
{a € ORD : dev[a,1] = « para algin a € [ag, 1]}. Probaremos que dev|ag, 1] <
ag + 1. Esto daré una contradiccién al hecho de que A no tiene desviacion.

Sea a; > ag > ... una cadena descendente en [ag,1]. Si no existe n € N
tal que a,, = ap, entonces, como [a;11,a;] C [a;+1,1] y dev[a;11,1] < ap para
cada i € N, se sigue que devla;;1,a;] < ap para cada i € N. Ahora, si existe
n € N tal que a, = ag, entonces devia;;+1,a;] = —1 para cada i > n. Asi,
como en cualquier caso dev[a;11,a;] < ag casi para todo ¢ € N, se sigue que
devlag, 1] < ap + 1. Esto concluye la demostracion.

La proposicién anterior prueba, entre otras cosas, que aunque un copo A y
su dual A* tengan desviacion, estas no tienen porque ser iguales. El siguiente
ejemplo prueba que hay copos que no tienen desviacion.

Ejemplo. R, con el orden usual, no tiene desviacién.

Efectivamente. Supongamos que existe « € ORD tal que devR = «a. Todos
los intervalos de la forma [ — 1,4] con ¢ < 0, que son los intervalos que define
la cadena descendente 0 < —1 < —2 < ... en R, tienen subcopos isomorfos a R.
Esto implica que dev([i — 1,i] > « para cada ¢ < 0. Lo que contradice el hecho
de que devR = a.

Definiremos la dimensién de Krull de un médulo M como la desviacién de
su reticula de submédulos L£(M), y definiremos la dimensién dual de Krull de
M como la desviacién de el copo dual de £(M). Denotaremos por K dim M
y por d.K dim M a la dimensién de Krull y a la dimensién dual de Krull de
M respectivamente. Es claro, de la definicién, que un médulo M es artiniano
(neteriano) si y sélo si K dim M =0 (d.K dim M = 0), y que todos los médulos
neterianos (artinianos) tienen dimensién (dual) de Krull. La siguiente proposi-
cién dice que tanto la clase de todos los médulos con dimensién de Krull como
la clase de todos los médulos con dimensién dual de Krull son cerradas bajo
submoédulos, cocientes, y extensiones, y por lo tanto bajo sumas directas finitas
y sumandos directos.

Proposicién 2. Sean M un médulo y N < M.

1. M tiene dimensién de Krull si y sélo si N y % tienen dimensién de Krull.
En ese caso:

K dim M = méax {KdimN,KdimA]\{}.

2. M tiene dimensién dual de Krull si y s6losi N y % tienen dimensién dual
de Krull. En ese caso:

d.Kdim M = max {d.K dim N, d.K dim ]\Z\/‘;} .



Demostracion. Probaremos 1. Supongamos que M tiene dimensién de Krull.
Entonces, por un argumento andlogo al del caso artiniano, N y % tienen di-

mensién de Krull, y K dim M > mazx {K dim N, K dim %}

Supongamos ahora que N y % tienen dimensiéon de Krull. Probaremos

por induccién transfinita sobre o = mdx {K dim N, K dim %}, que M tiene
dimensién de Krull, y que K dim M < «a. El caso en el que o = —1 es trivial.
Supongamos ahora que esto es cierto para cada 8 < a. Sea My > My > ... una

cadena descendente de submdédulos de M. Entonces My NN > My NN > ...

es una cadena descendente de submdédulos de N, y w > w > ... es

M,NN Mu+N
) ; ’ : My 1NN y My11+N
tienen dimensién de Krull menor que « casi para todo n € N. Ahora, ya que al

igual que en el caso artiniano las sucesiones

una cadena descendente de submdédulos de % Se sigue que

M, NN M, M, + N

— — — 0
MpyaN N Mpyr My +N

0—

son exactas para cada n € N, se sigue, por la hipétesis de induccién, que
MML tiene dimensién de Krull menor que « casi para todo n € N. Asi, M tiene
dimensién de Krull, y K dim M < a. Esto demuestra 1. La demostracién de 2

es andloga.

Corolario 1. Sea M = @' ; M; una descomposicién de un médulo M.

1. M tiene dimensién de Krull si y sélo si M; tiene dimensién de Krull para
cada ¢ € I,,. En ese caso:

Kdim M =mdx{KdimM,; :i € I,}.

2. M tiene dimensién dual deKrull si y sélo si M; tiene dimensién dual de
Krull para cada i € I,,. En ese caso:

d.K dim M = mdx {d.Kdim M, :i € I,}.






3. La dimensién de Goldie de una reticula

En esta seccién definiremos la dimensién de Goldie de una reticula, la di-
mension de Goldie de un médulo y la dimensién dual de Goldie de un mdédulo.
Enunciaremos el Teorema de Grzeszczuck y Puczylowski y probaremos que tanto
la clase de todos los médulos con dimensién de Krull como la clase de todos los
moédulos con dimensién dual de Krull estdn contenidas en la clase de todos los
maédulos con dimensién de Goldie finita. Empezaremos con algunas definiciones.

Diremos que un subconjunto finito {ay,...,a,}, de una reticula L con ele-
mentos menor y mayor 0 y 1, es independiente si para cada i € I,,, a; 2 0y
a; N (\/j# aj) = 0. En general, diremos que A C L es independiente si todos

los subconjuntos finitos de A son independientes.

Definicién. Sean L una reticula con 0 y 1, y N un cardinal. Diremos que
L tiene dimension de Goldie X si X es la mayor de las cardinalidades de los
subconjuntos independientes de L.

Diremos que una reticula L es modular si a A (bV¢) = (aAb) V ¢ para
cualesquiera a,b,c € L, con ¢ < a. Estaremos interesados principalmente en
estudiar la dimensién de Goldie de una reticula modular L con elementos menor
y mayor 0y 1. Para hacer esto necesitaremos las siguientes definiciones: Diremos
que a € L es esencial en L (a €. L) si a Ab # 0 para cada b € L\ {0}. Si
a,b € L son tales que a €. [0,b], entonces diremos que a es esencial en b.
Diremos que L es una reticula uniforme si para cada a € L\ {0} se tiene que
a €. L. Finalmente, si a € L es tal que el intervalo [0,a] es una subreticula
uniforme de L, entonces diremos que a es un elemento uniforme de L. El siguiente
teorema caracteriza a la dimensién de Goldie de una reticula modular que no
tiene subconjuntos independientes infinitos. Una demostracién de este resultado
se puede encontrar en el apéndice.

Teorema 1. (Grzeszczuk y Puczylowski) Las siguientes condiciones para
una reticula modular L con 0 y 1 son equivalentes.

1. L tiene dimensién de Goldie finita.
2. L no tiene subconjuntos independientes infinitos.

3. Existe {a1,...,an} C L, independiente, con \/|_, a; €. L, y tal que a; es
uniforme para cada i € I,.

4. Existe n € N tal que L no tiene subconjuntos independientes de cardinal-
idad mayor que n.

5. Sia; < as < ... es una cadena ascendente en L, entonces existe N € N tal
que apy es esencial en a,, para cada n > N.



Msés atin, si L cumple con las condiciones del Teorema y {ay,...,a,} C L es
tal que \/?:1 a; €¢ L,y tal que a; es uniforme para cada i € I,, entonces la
dimensién de Goldie de L es igual a n.

Ahora, es facil ver que la reticula de submédulos de un médulo es una reticula
modular. A lo largo de esta y de las siguientes secciones, nos referiremos a
este resultado como la ley modular. Definiremos la dimensién de Goldie de un
médulo M, que denotaremos por G dim M, como la dimensién de Goldie de su
reticula de submédulos £(M). Notemos que los subconjuntos independientes
de L(M) son precisamente los conjuntos independientes de submédulos de M
en el sentido usual, es decir {My, ..., M,,} C L (M) es independiente si y sélo
si Y M, = @;_, M; < M. De esta observacién, de la definicién anterior, y
del Teorema 1 se sigue que tanto todos los médulos artinianos como todos los
modulos neterianos tienen dimensién de Goldie finita. La siguiente proposicién
generaliza esto.

Proposicién 2. Sea M un médulo. Si M tiene dimensién de Krull o
dimensién dual de Krull, entonces M tiene dimensién de Goldie finita.

Demostracion. Supongamos que M tiene dimensién de Goldie infinita. En-
tonces existen N < M y N = @, N, una descomposicién de N tal que
A es un conjunto infinito. Supongamos que A = Q. Entonces la funcién
z = D,coacs Vo define un monomorfismo de orden de R en L(M). Asi,
M no podria tener ni dimensién de Krull, ni dimensién dual de Krull, pues si
M tuviera dimensién de Krull, entonces R tendria desviacién, y si M tuviera
dimensién dual de Krull, entonces R* tendria desviacién, lo que implicaria, ya
que R* y R son copos isomorfos, que R tiene desviacién.

Asi, tanto la clase de todos los médulos con dimensién de Krull, como la clase
de todos los médulos con dimensién dual de Krull estdn contenidas en la clase
de todos los médulos con dimensién de Goldie finita. Esta contencién es propia,
ya que ningin médulo con dimensién de Goldie finita que tenga cocientes con
dimensién de Goldie infinita (ej. Q) tiene dimensién de Krull ni dimensién dual
de Krull.

Ahora, es facil ver que una reticula L es modular si y sélo si su reticula dual
L* es modular. Asi, definiremos la dimensién dual de Goldie de un médulo M,
que denotaremos por codimM, como la dimensién de Goldie de £(M)*. Diremos
que un submédulo propio N de M es superfluo en M si N €, L (M)*. Se sigue,
de la condicién 4 del Teorema 1 y del Teorema de la correspondencia, que M
tiene dimensién dual de Goldie finita si y sélo si para cada cadena descendente

My > My > ... de submdédulos de M existe n € N tal que Mj\i’il es un submaédulo

para cada m > n. De esto se sigue que todos los médulos

M
superfluo de fya—

artinianos tienen dimensién dual de Goldie finita. El siguiente ejemplo prueba
que existen moédulos neterianos que no tienen dimensién dual de Goldie finita.



Ejemplo. El Z-médulo Z tiene dimensién dual de Goldie infinita.

Efectivamente, si P es el conjunto de todos los nimeros primos, entonces
el conjunto {pZ : p € P} es un subconjunto infinito de £(Z), independiente en
L(Z)".

Es facil ver que tanto la clase de todos los médulos con dimensién de Goldie
finita como la clase de todos los médulos con dimensién dual de Goldie finita
son cerradas bajo sumas directas finitas y bajo sumandos directos. Esto es la
primera parte de los dos incisos de la siguiente proposicién. La segunda parte
se sigue fdcilmente de las definiciones correspondientes.

Proposicién 3. Sea M = @' ; M, una descomposicién de un médulo M.

1. M tiene dimensién de Goldie finita si y sélo si M; tiene dimensién de
Goldie finita para cada i € I,,. En ese caso:

GdimM = 3" G dim M,.
=1

7

2. M tiene dimensién dual de Goldie finita si y sélo si M; tiene dimensién
dual de Goldie finita para cada i € I,,. En ese caso:

codimM = Y codimM;.

i=1






4. Otras condiciones de finitud

En esta seccién generalizaremos lo hecho en las secciones anteriores. Estudi-
aremos tres nuevas clases de médulos, a saber, la clase de todos los médulos con
sd-dimensién de Krull, la clase de todos los médulos sd-artinianos, y la clase
de todos los médulos con sd-dimensién de Goldie finita. Estudiaremos, entre
otras cosas, las relaciones que existen entre ellas, y probaremos que todas estas
clases tienen propiamente contenidas a cada una de las clases definidas en las
secciones 1, 2 y 3.

A lo largo de esta, y de las siguientes secciones, denotaremos por S (M) al
conjunto de todos los sumandos directos del médulo M, y pensaremos siempre
en S (M) como en un subcopo de la reticula de submédulos £L(M) de M. La
siguiente proposicién dice que a diferencia de L(M), S (M) tiene desviacién si y
s6lo si su copo dual S (M)™ tiene desviacién, y que en ese caso, estas son iguales.

Proposicién 1. Sea M un médulo. S (M) tiene desviacion si y sélo si
S (M)* tiene desviacién. En ese caso:

devS (M) = devS (M)*

Demostracion. Supongamos que S (M) tiene desviacién «. Probaremos
por induccién transfinita sobre a, que S (M)" también tiene desviacién y que
devS (M)" < a. El caso en el que o = —1 es trivial. Supongamos ahora que esto
es cierto para cada 8 < a. Sea M; < Ms < ... una cadena ascendente en S (M)
(e.d. una cadena descendente en S (M)"). Construiremos recursivamente una
cadena descendente Ny > Ny > ... en S (M) tal que M = M,, & N,, para cada
n € N. Haremos N; de manera que M = M; ® N;. Supongamos ahora que para
algin n € N hemos construido una cadena descendente Ny > Ny > ... > N,, en
S (M) tal que M = M; @ N; para cada i € I,,. Es claro, por la ley modular, que
Myt1 =M, ®(My+1 N N,). Asi, M, 11NN, es un sumando directo de M, que
a su vez es un submédulo de N,,. De esto se sigue que M,,+1 NN, es un sumando
directo de N,,. Haremos N,,;1 de manera que N, = (M, 11 N N,) @& Np41. Es
claro que M = M, 41 ® Nyp41.

Por como se construyé la cadena N; > Ny > ..., se tiene que para cada
. M, . .
n € N, los médulos =7+, My, 11N Ny, y NLL son médulos isomorfos, de lo que
n n

se sigue que S (%) y S (NNL) son copos isomorfos para cada n € N. Pero

como devS (M) = «, entonces devS NNL) < « casi para todo n € N, por lo

que devS (%) < « casi para todo n € N. Asi, de la hipdtesis de induccion,
se tiene que devS (%) < « casi para todo n € N. De esto, y del hecho de

que para cualesquiera dos sumandos directos N y L de M tales que N < L se
tiene que el intervalo [N, L] en S (M) es isomorfo a S (%) y que el intervalo



[L,N]en S (J\/:{)* es isomorfo a S (%)*7 se sigue que S (M)" tiene desviacién, y
que devS (M)" < a.

Anslogamente se prueba que si S (M)" tiene desviacién, entonces S (M)
tiene desviacién, y que devS (M) <devS (M)*. Esto concluye la demostracién.

Definiremos la sd-dimensiéon de Krull de un médulo M, que denotaremos
por sd.K dim M, como la desviacién de S (M). Asi, la proposicién anterior dice
que M tiene sd-dimensién de Krull si y sélo si S (M)" tiene desviacién, y que
en este caso sd.K dim M = devS (M)* . Otra consecuencia de la Proposicién 1
es el hecho de que las condiciones de cadena siempre son equivalentes sobre el
conjunto de sumandos directos S (M) de un médulo M. La siguiente proposicién
dice que estas condiciones son equivalentes a la condicién de que S (M) no tenga
subconjuntos independientes infinitos de L(M).

Proposicién 2. Las siguientes condiciones para un médulo M son equiva-
lentes.

1. S (M) no tiene subconjuntos infinitos independientes en L(M).
2. S (M) tiene la condicién ascendente de cadena.
3. S (M) tiene la condicién descendente de cadena.

4. sd. K dim M = 0.

Demostracion. Las condiciones 2, 3 y 4 son equivalentes por la Proposicién 1.
Bastard probar entonces, que estas condiciones son equivalentes a la condicién
1. Esto lo haremos probando que las condiciones 1 y 2 son equivalentes.

Supongamos primero que S (M) tiene cadenas ascendentes infinitas. Sea
M; < M, < ... una cadena ascendente infinita en S (M). Si para cada n € N
hacemos M), de manera que M,,11 = M, ®M],, entonces el conjunto { M}, : n € N}
es un subconjunto infinito de S (M), independiente en L£L(M).

Supongamos ahora que S (M) tiene subconjuntos infinitos independientes
en L(M). Sea {M,; :i € N} un subconjunto infinito de S (M), independiente
en L(M). Si para cada n € N hacemos M), = @), M;, entonces la cadena
M < M < ... es una cadena ascendente infinita en S (M). Asi, las condiciones
1 y 2 son equivalentes. Esto concluye la demostracion.

Diremos que un médulo M es sd-artiniano si M satisface las condiciones
de la proposicién anterior. Es facil ver que cada una de las clases de médulos
definidas en la secciénes anteriores estdn propiamente contenidas en la clase de
todos los médulos sd-artinianos, y que esta ultima estd a su vez contenida en la
clase de todos los médulos con sd-dimensién de Krull. No sabemos sin embrgo,
si esta iltima contencién es propia o no.

Ahora, en el sentido de la condicién 1 de la proposicién anterior, la condicién
de que un médulo M sea sd-artiniano generaliza naturalmente a la condicién



de que M tenga dimensién de Goldie finita. Sin embargo no podemos, en
base a la proposicién anterior, asociarles invariantes finitos a los médulos sd-
artinianos que generalicen naturalmente a la dimensién de Goldie de los médulos
con dimensién de Goldie finita. La siguiente definicién nos permitird resolver
este problema para una subclase de la clase de todos los médulos sd-artinianos.

Definicién. Sean M un médulo y R un cardinal. Diremos que X es la
sd-dimensién de Goldie de M si N es la mayor de las cardinalidades de los
subconjuntos de S (M), que son independientes en £(M). Si existe, denotaremos
por sd.G dim M a la sd-dimensién de Goldie de M.

Estaremos interesados principalmente en los médulos con sd-dimensién de
Goldie finita. Es claro que la clase de todos los médulos con sd-dimensién de
Goldie finita es una subclase de la clase de todos los médulos sd-artinianos.
No sabemos sin embargo, si existen médulos sd-artinianos que no tengan sd-
dimensién de Goldie finita. La siguiente proposicién caracteriza a los médulos
con sd-dimensién de Goldie finita.

Proposicién 3. Las siguientes condiciones para un médulo M son equiva-
lentes.

1. M tiene sd-dimension de Goldie finita.

2. Existe n € N tal que M no tiene descomposiciones de cardinalidad mayor
que n.

3. Existe n € N tal que S (M) no tiene cadenas irreducibles de longitud
mayor que n.

4. Existen morfismos de orden de S (M) en NU {0} .

Ma4s atin, si M cumple con las condiciones anteriores, entonces sd.G dim M
es la mayor de las cardinalidades de las descomposiciones de M y la mayor de
las longitudes de las cadenas irreducibles en S (M) .

Demostracion. La equivalencia 142 es trivial.

2<3 Sea n € N. Supongamos primero que M no tiene descomposiciones
de cardinalidad mayor que n. Sea M; > ... > M,, una cadena irreducible en
S (M). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que M; = M. Si para cada
i € I,—1 hacemos M/ de manera que M; = M;+1 & M/, y hacemos M, = M,,,
entonces M = @~ M/ es una descomposicién de M de cardinalidad m, de lo
que se sigue que m < n.

Supongamos ahora que S (M) no tiene cadenas irreducibles de longitud
mayor que n. Sea M = EB:’;I M; una descomposicién de M. Si para cada
i € I, hacemos M| = @)_, M, entonces M{ > ... > M/, es una cadena
irreducible en S (M) de longitud m, de lo que se sigue que m < n.



1=4 Supongamos que M tiene sd-dimensién de Goldie finita. Entonces
claramente todos los sumandos directos de M tienen sd-dimensién de Goldie
finita. Asi, podemos definir una funcién sd.Gdim :S (M) — NU {0} que a
cada sumando directo N de M le asocie su sd-dimensién de Goldie. La funcién
sd.Gdim _ asi definida es un morfismo de orden de S (M) en N U {0}

4=-2 Supongamos ahora que existen morfismos de orden de S (M) en NU{0}.
Sea a : S(M) — NU {0} un morfismo de orden. Probaremos por induccién
sobre a (M), que todas las descomposiciones de M tienen cardinalidad menor
o igual que o (M). El caso en el que a (M) = 0 es trivial. Supongamos que esto
es cierto para cada 0 < k < a(M). Sea M = @, M; una descomposicién de

M. a(M) >« (@Z:ll Mi> +1, y por la hipétesis de induccién « (@Z:ll Mi> >
n—1. Por lo que o (M) > n. Asi, M no tiene descomposiciones de cardinalidad
mayor que « (M).

La tltima parte de la Proposicién se sigue de 2<3, 1=4, y 4=2.

Si un médulo M tiene dimensién de Goldie finita o dimensién dual de Goldie
finita, entonces para cada descomposicion M = N & L de M se tienen las igual-
dades Gdim M = Gdim N + Gdim L y codimM = codimN+codimL respecti-
vamente. Se sigue que en este caso las funciones Gdim _: S (M) — NU {0}
y codim :S (M) — NU {0} que a cada sumando directo de M le asocian su
dimensién de Goldie y su dimensién dual de Goldie respectivamente, definen
morfismos de orden de S (M) en NU{0}. Esto implica, por la condicién 4 de la
proposicién anterior, que las clases de médulos definidas en las secciones 1, 2 y
3 estdn contenidas en la clase de todos los médulos con sd-dimensién de Goldie
finita. Es facil ver que todas estas contenciones son propias.

Finalmente, si M tiene dimensién de Goldie finita, dimensién dual de Goldie
finita, o longitud finita, entonces se cumple la siguiente desigualdad:

sd.Gdim M < min {G dim M, codimM, ¢ (M)} .

Miés generalmente, si M tiene sd-dimensién de Goldie finita y F es el con-
junto de todos los morfismos de orden de S (M) en NU{0}, ordenado en términos
de las imégenes de sus elementos (e.d. o < 8 si y sélo si a(N) < §(N) para
cada N € S(M)), entonces F es un conjunto bien ordenado, y el morfismo
sd.G dim _ definido en la proposicién anterior es el elemento menor de F.



5. Descomposiciones inescindibles finitas

En esta seccién estudiaremos los tipos de descomposiciones que admiten los
moédulos con las condiciones de finitud definidas en la seccién anterior. Em-
pezaremos con el siguiente lema.

Lema 1. Sea M un mdédulo. Si M es sd-artiniano, entonces M tiene
descomposiciones inescindibles finitas.

Demostracion. Sea S el conjunto de todos los sumandos directos de M
que tienen descomposiciones inescindibles finitas. Como S (M) tiene las condi-
ciones de cadena, entonces & tiene elementos mdximos. Sea M’ un mdaximo
en 8. Supongamos que M’ # M. Si M = M’ @ N, entonces N # 0, y como
N € S(M), entonces S (N) también tiene las condiciones de cadena. Sea N’
un elemento méximo de S (N)N\ {N}. Si N = N'@®& N", entonces N” # 0y N”
es inscindible. Asi, M’ & N” es un sumando directo de M que tiene descom-
posiciones inescindibles, y que tiene a M’ como sumando directo propio. Esto
contradice la maximalidad de M’ en .

Del lema anterior se sigue que todos los médulos con sd-dimensién de Goldie
finita tienen descomposiciones inescindibles finitas. Més ain, si un médulo M
tiene sd-dimensién de Goldie finita, entonces sd.GG dim M es la cardinalidad de
alguna descomposicién inescindible de M. La siguiente proposicién caracteriza
a los médulos con sd-dimenasién de Goldie finita tales que todas sus descom-
posiciones inescindibles tienen la misma cardinalidad.

Proposicién 1. Sea M un médulo con sd-dimension de Goldie finita. Todas
las descomposiciones inescindibles de M tienen la misma cardinalidad si y sélo
si para cada descomposiciéon M = @?:1 M; de M se tiene la igualdad

sd.Gdim M = Y sd.G dim M;.
i=1

Demostracidn. Supongamos primero que todas las descomposiciones ine-
scindibles de M tienen la misma cardinalidad. Esto implica que sd.G dim M es la
cardinalidad de cualquier descomposicién inescindible de M. Sea M = @, M;
una descomposicién de M, y para cada ¢ € I,, sea M; = @;Z:l M;, una de-
scomposicién inescindible de M; tal que sd.G dim M; = n;. La descomposicion

M=, ( ) Mij) es una descomposicién inescindible de M de cardinali-

dad > | sd.G dim M;, de lo que se sigue que sd.G dim M = Y7 | sd.G dim M;.



Supongamos ahora que para cada descomposicion M = @ | M; de M
se tiene la igualdad sd.Gdim M = > | sd.G dim M;. Probaremos que todas
las descomposiciones inescindibles de M tienen cardinalidad sd.G dim M. Sea
M =@, N; una descomposicién inescindible de M. Como N; es inescindible
para cada i € I, entonces sd.G dim N; = 1 para cada i € I,,,. Asi

m

m= Y. sd.GdimN; = sd.G dim M.

i=1

Esto concluye la demostracion.

A continuacién probaremos que los médulos sd-artinianos cumplen una condi-
ciéon mas fuerte que la condicién dada por la Proposicién 1. Para hacer esto
necesitaremos la siguiente definicién.

Definicién. Sean M = @, M, y M = @z Ns dos descomposiciones
de un médulo M. Diremos que M = @, M, se refina en M = @y Np si
existen descomposiciones M, = @Ca M, de M, para cada o € A tales que
las descompociciones M = @z Ng y M = @ , (B¢, Ma,) de M son iguales.

La siguiente proposicién dice que si un médulo es sd-artiniano, entonces; no
solo tiene descomposiciones inescindibles finitas, si no que todas sus descom-
posiciones se refinan en descomposiciones inescindibles finitas. Notemos que
una descomposicién M = @ 4, M, de un médulo M se refina en una descom-
posicién inescindible finita de M si y sélo si A es un conjunto finito y M, tiene
descomposiciones inescindibles finitas para cada o« € A.

Proposicién 2. Sea M un médulo. Si M es sd-artiniano, entonces todas
las descomposiciones de M se refinan en descomposiciones inescidibles finitas.

Demostracion. Supongamos que M es sd-artiniano. Sea M = &, M,
una descomposicién de M. El conjunto A es finito ya que S (M) no tiene
subconjuntos independientes infinitos, y como M, es sd-artiniano para cada
a € A, entonces M, tiene descomposiciones inescindibles para cada a € A.
Se sigue, de la observacién hecha anteriormente, que la descomposicion M =
@D 4 M, de M se refina en alguna descomposicién inescindible finita de M. Esto
concluye la demostracién.

La siguiente Proposicién nos permitird construir un ejemplo que pruebe que
la condicién descrita en la Proposicién anterior es estrictamente mas fuerte que
la condicién dada en el Lema 1. Una demostracién de este resultado se puede
encontrar en [FH cor. 5.6.].

Proposiciéon 3. Para cada submonoide aditivo D de N existen un anillo R
y un R-médulo M tales que para cada n € N el R-médulo M™ tiene descom-
posiciones inescindibles finitas si y sélo si n € D.



Ejemplo. Existen médulos con descomposiciones inescindibles finitas, pero
tales que no todas sus descomposiciones se refinan en descomposiciones ine-
scindibles finitas.

Efectivamente, si en la proposicién anterior hacemos D = 2N, entonces ex-
isten un anillo R y un R-médulo M tales que el R-médulo M? tiene descom-
posiciones inescindibles finitas, mientras que el R-médulo M no tiene descom-
posiciones inescindibles finitas. Asi, M? es un médulo con descomposiciones
inescindibles finitas, que también tiene descomposiciones que no se refinan en
descomposiciones inescindibles finitas.

Observacién. El ejemplo anterior prueba también que, a diferencia de las
clases de médulos definidas en las secciones 1, 2 y 3, ni la clase de todos los mé-
dulos sd-artinianos, ni la clase de todos los médulos con sd-dimesién de Goldie
finita, ni la clase de todos los médulos tales que todas sus descomposiciones se
refinan en descomposiciones inescindibles finitas, a pesar de ser cerradas bajo
sumandos directos, son cerradas bajo sumas directas finitas.

En lo que resta de esta seccién estudiaremos los tipos de descomposiciones
que admiten los médulos con sd-dimensién de Krull. La siguiente proposicién
dice que si un médulo M tiene sd-dimensién de Krull, entonces M cumple con
una condicién que se acerca a la condicién de que todas sus descomposiciones
se refinen en descomposiciones inescindibles finitas

Proposicién 4. Sea M un mdédulo. Si M tiene sd-dimensién de Krull,
entonces todas las descomposiciones de M son finitas y todos los sumandos
directos no triviales de M tienen sumandos directos inescindibles no triviales.

Demostracion. Supongamos que M tiene sd-dimensiéon de Krull. Supong-
amos también que M tiene descomposiciones infinitas. Sea M = @ , M, una
descomposicién infinita de M. Supongamos, como en la poroposicién 2 de la sec-
cién 3, que A = Q. Entonces la funcién x — @aeQ:ag_r M, define un monomor-
fismo de orden de R en S (M), de lo que se sigue que R tiene desviacién. Una
contradiccién.

Ahora, si sd. K dim = «, entonces probaremos por induccién transfinita sobre
a, que todos los sumandos directos no triviales de M tienen sumandos directos
inescindibles no triviales. El caso en el que @ = —1 es trivial. Supongamos
ahora que esto es cierto para cada 8 < a. Sea M; un sumando directo no trivial
de M. Supongamos que existe una cadena descendente M; > Ms > ... en
S (M) tal que M;;1 es un sumando directo propio de M; para cada i € N. Sea

n € N tal que devS | 42— ) < a. Como -2 es un sumando directo no trivial
M1 M1

de M, que por la hipétesis de induccién, tiene sumandos directos inescindibles
no triviales, se sigue que M; tiene sumandos directos inescindibles no triviales.
Esto concluye la demostracién.



Finalmente, si un médulo M no es sd-artiniano, entonces M tiene sumandos
directos con descomposiciones de cardinalidad arbitrariamente grande. La sigu-
iente proposicién dice que si ademds M tiene sd-dimensién de Krull, entonces
M tiene sumandos directos con descomposiciones inescindibles de cardinalidad
arbitrariamente grande.

Proposicién 5. Sea M un médulo con sd-dimensién de Krull. Si sd. K dim M
es mayor o igual que 1, entonces para cada n € N existe un sumando directo N
de M tal que N tiene descomposiciones inescindibles de cardinalidad n.

Demostracion. Sea n € N. Probaremos por induccién transfinita sobre a =
sd. K dim M, que M tiene sumandos directos con descomposiciones inescindibles
de cardinalidad n. Supongamos primero que o = 1. Sea M; > Ms > ... una
cadena descendente en S (M) tal que M;y; es un sumando directo propio de

M; para cada i € N. Sea k € N tal que devS (MM’L) < 0 para cada m > k.

Como MMﬁl tiene descomposiciones inescindibles para cada m > k, entonces

®, Mj\ﬁjl es un sumando directo de M, que tiene sumandos directos con
descomposiciones inescindibles de cardinalidad n.

Supongamos ahora que o > 1 y que la proposicién es cierta para cada § < «.
Si My > My > ... una cadena descendente en S (M) tal que existe k € N tal

que 0 < devS () < «, entonces 45— es un sumando directo de M, que
My 1 M1

por la hipdtesis de induccién tiene sumandos directos con descomposiciones
inescindibles de cardinalidad n. Esto concluye la demostracion.



6. Anillos de endomorfismos

En esta seccién estudiaremos las relaciones que existen entre los suman-
dos directos de un médulo y los idempotentes en su anillo de endomorfismos.
Usaremos esto para probar que la condicién de que un médulo M tenga sd-
dimensién de Goldie finita, asi como la condicién de que M sea sd-artiniano
estdn completamente determinadas por el anillo de endomorfismos End (M) de
M. Empezaremos con el siguiente lema.

Lema 1. Si N y K son submédulos de un médulo M, entonces M = N @ K
si y sélo si existe un endomorfismo idempotente e de M tal que Ime = N y
kere = K.

Demostracion. Supongamos que M = N @ K. Entonces cada elemento m de
M tiene una expresién tunica de la formam =n+k,conn € Ny k € K. Asi, si
e: M — M es tal que e (n + k) = n para cualesquieran € N y k € K, entonces
e es un endomorfismo idempotente de M tal que Ime = N y kere = K.

Supongamos ahora que existe un endomorfismo idempotente e de M tal que
Ime = N y kere = K. Entonces N N K = {0} ya que si m € NN K, existe
m’ € M tal que e (m') = m, de lo que se sigue que m = e (m’) = e(m) = 0.
Tenemos también que M = N + K ya que m = e (m) + (m — e (m)) para cada
m € M. Esto concluye la demostracion.

Si M = N®K es una descomposicién de un médulo M y e es el endomorfismo
de M tal que e (n + k) = n para cualesquiera n € N y k € K, entonces es claro
que e es el tinico endomorfismo idempotente de M tal que Ime = N y kere = K.
Llamaremos a e, el endomorfismo idempotente de IV con respecto a K.

Diremos que dos elementos idempotentes e y f de un anillo R son ortogo-
nales si ef = 0 = fe, y diremos que un conjunto de idempotentes ortogonales
{e1,...,en} en R es completosi > -, e; = 1. La siguiente proposicién generaliza
lo hecho en el lema anterior.

Proposicién 1. Sea M un médulo. Si My, ..., M, son submddulos de
médulo M, entonces M = @7_, M; siy s6lo si existe un conjunto completo de
idempotentes ortogonales {e1, ...,e,} en End (M) tal que Ime; = M; para cada
1€ In.

Demostracidn. Supongamos primero que M = @?:1 M;. Si e; es el endo-
morfismo idempotente de M; con respecto a G}j# M; para cada i € I, entonces
el conjunto {ey, ..., e, } es un conjunto completo de idempotentes ortogonales en
End (M) tal que Ime; = M; para cada i € I,,.



Supongamos ahora que existe un conjunto completo de idempotentes ortog-
onales {eq,...,e,} en End (M) tal que Ime; = M; para cada i € I,,. Entonces

kere; = Zj# M; para cada i € I,,. Asi, paracadai e I,, M;N (Zj# Mj> =0

ya que si m € M; N (Zj# Mj) , entonces existe m’ € M tal que e; (m') = m,

de lo que se sigue que m = e? (m’) = e (m) = 0. Ahora, como idy = > ., €,

entonces tenemos también que M = >""" | M;. Esto concluye la demostracion.

Ahora, si M = EB?ZI M; es una descomposicién de un médulo M y e; es
el endomorfismo idempotente de M; con respecto al sumando directo ot M;
de M para cada i € I,,, entonces es claro que {eq,...,e,} es el unico conjunto
completo de idempotentes ortogonales en End (M) tal que Ime; = M; para
cada ¢ € I,. También llamaremos a e; el endomorfismo idempotente de M;
con respecto a la descomposiciéon M = @?:1 M;. La siguiente proposicién dice
que la condicién de que un médulo M tenga sd-dimensién de Goldie finita estéd
completamente determinada por su anillo de endomorfismos.

Proposicién 2. Sea M un médulo. Si E = End (M) es el anillo de endo-
morfismos de M, entonces las siguientes condiciones para M son equivalentes.

1. M tiene sd-dimensién de Goldie finita.
2. El E-mdédulo izquierdo gF tiene sd-dimensién de Goldie finita.
3. El E-médulo derecho Eg tiene sd-dimensién de Goldie finita.

4. Existe n € N tal que E no tiene subconjuntos de idempotentes ortogonales
de cardinalidad mayor que n.

M3ds aun, si M cumple con las condiciones de la Proposicién, entonces
sd.Gdim M = sd.Gdimg F = sd.Gdim E, y este nimero es la mayor de las
cardinalidades de los subconjuntos de idempotentes ortogonales de E.

Demostracion. Es facil ver que cada subconjunto finito de idempotentes
ortogonales de un anillo R estd contenido en un conjunto completo de idempo-
tentes ortogonales de R. La demostracién se sigue de esto junto con la Proposi-
cién 1y junto con el hecho de que los anillos End (g E) y End (Eg) son isomorfos
a .

La siguiente proposicién dice ahora que la condicién de que un médulo sea
sd-artiniano estd completamente determinada por su anillo de endomorfismos.
Su demostracién es andloga a la demostracién de la proposicién anterior.



Proposicién 3. Sea M un médulo. Si E = End (M) es el anillo de endo-
morfismos de M, entonces las siguientes condiciones para M son equivalentes.

1. M es sd-artiniano.
2. El E-médulo izquierdo gFE es sd-artiniano.
3. El E-médulo derecho Eg es sd-artiniano.

4. F no tiene subconjuntos infinitos de idempotentes ortogonales.

Un argumento andlogo al usado en [FH, Teo. 2.1] probarfa facilmente que
también la propiedad de que un médulo M tenga sd-dimensién de Krull esta
completamente determinada por el anillo de endomorfismos End (M) de M.
Hemos decidido sin embargo, no incluir este resultado ya que no hemos po-
dido encontrar una demostracién sencilla en términos elementales. De cualquier
manera presentaremos a continuacién una versién débil de este resultado. Note-
mos antes que si e es un endomorfismo idempotente de M, entonces la fun-
cién ¥ : eEnd(M)e — End(ime) tal que ¥ (efe) (e(m)) = ef(e(m)) para
cualesquiera f € End (M) y m € M, define un isomorfismo de anillos entre
eEnd(M)ey End (ime).

Proposicién 4. Sea M un médulo. Si E = End(M) es el anillo de
endomorfismos de M, y suponemos que tanto M como el E-mdédulo izquierdo
g F tienen sd-dimension de Krull, entonces:

sd. K dim M = sd. K dimg FE.

Demostracion. Probaremos por induccién transfinita sobre a = sd. K dim M
que o < sd.K dimg E. El caso en el que @ = —1 es trivial. Supongamos ahora
que esto es cierto para cada 8 < a. Sea My > M7 > ... una cadena descendente
en S (M). Para cada i € N sean N; y N/ tales que M; 1 = N/ & M; y M =
N; ® N/ @ M;, y sean e; y €, los endomorfismos idempotentes de M; y N/ con
respecto esta ultima descomposicién de M. Como Ime; = M;, Ime, = N/, y
M; < M;_, para cada i € N, entonces Fe; < Fe; 1 para cada i € N. Ahora,
la cadena descendente Ee; > Fes > ... en S(gE) es tal que para cada i € N

los anillos End( De ) y End (MAfH)

. . / )
Fers son isomorfos al anillo e, Fe;, ;. Se

sigue, por la hipétesis de induccién, que dev.S ( MM+1> < devS (gFE) casi para
cada i € N, de lo que se concluye que a < sd.K dimg E.
Anédlogamente se prueba que sd.K dimg F < sd.K dim M. Esto concluye la

demostracion.






7. Descomposiciones en términos de algunas clases de médulos

En esta seccién estudiaremos los tipos de descomposiciones que admite un
médulo sd-artiniano con respecto a clases de médulos cerradas bajo sumas di-
rectas finitas. Empezaremos con la siguiente proposicién.

Proposicién 1. Sean M un mdédulo y €2 una clase de médulos cerrada bajo
sumas directas finitas. Si S (M) N Q tiene elementos méximos, entonces existe
una descomposiciéon M = A® B de M tal que A € Q, y tal que B no tiene
sumandos directos no triviales en 2.

Demostracion. Supongamos que S (M) N 2 tiene elementos maximos. Sean
A un méximo en S(M)NQ y B tal que M = A® B. Supongamos que B
tiene sumandos directos no triviales en 2. Si L es un sumando directo no trivial
de B tal que L € , entonces A es un sumando directo propio de A @ L, y
A®L € S (M)NQ. Esto contradice el hecho de que A sea maximo en S (M)N.
Asi, M = A @ B es una descomposicién de M tal que A € Q, y tal que B no
tiene sumandos directos en 2. Esto concluye la demostracion.

El siguiente corolario dice que si M es un médulo sd-artiniano y 2 es una
clase de médulos cerrada bajo sumas directas finitas tal que S (M) N Q # @,
entonces M admite una descomposiciones como la descomposicién dada en la
proposicién anterior. En particular, si M es un médulo sd-artiniano y €2 es
alguna de las clases de mdédulos definidas en las secciones 1, 2 y 3, entonces
existe una descomposicion M = A @ B de M tal que A € Q y tal que B no
tiene sumandos directos no triviales en €2, es decir, cada médulo sd-artiniano se
puede poner en términos de cada una de las clases de médulos definidas en las
secciones 1, 2y 3.

Corolario 1. Sean M un mdédulo sd-artiniano y € una clase de médulos
cerrada bajo sumas directas finitas. Si S (M) N Q # &, entonces existe una
descomposicion M = A® B de M tal que A € Q y tal que B no tiene sumandos
directos no triviales en 2.

Diremos que dos descomposiciones M = @, My y M = @y Ns de un
modulo M son isomorfas si existe una biyeccion ¢ : A — B tal que para cada
a € A, My y Nyq) son médulos isomorfos. A continuacién buscaremos dar
condiciones sobre la clase de médulos cerrada bajo sumas directas finitas €2, que
garanticen que la descomposiciéne dada por el corolario anterior sea tnica salvo
por isomorfismos. Empezaremos con la siguiente definicién.

Definicién. Sea R un anillo. Diremos que R es local si para cualesquiera
a1, a2 € R tales que a; + as € U (R), existe i € {1,2} tal que a; € U (R).



Es facil ver, de la definicién anterior, que los anillos locales no tienen idempo-
tentes no triviales, de lo que se sigue que si el anillo de endomorfismos End (M)
de un médulo M es local, entonces M es un médulo inescindible. En [F, Teo 2.8]
se caracterizan a los médulos con anillos de endomorfismos locales. En la sigu-
iente proposicién probaremos parte de este resultado.

Proposicién 2. Sean M =N LS K y M = M, & My & K dos descom-
posiciones de un médulo M. Si End(N) es un anillo local, entonces existen
i € {1,2} y M/ un sumando directo de M; tales que M = N @ M/ & M; ¢ K,
con j € {1,2}\ {7}

Para demostrar esta proposicién necesitaremos el siguiente Lema.

Lema 1. Sean M un méduloy L < M. Si M = N & K es una descom-
posicién de M, y e es el endomorfismo idempotente de K con respecto a esta
descomposicién, entonces M = N @ L si y s6lo si la restriccién de e a L es un
isomorfismo entre L 'y K.

Demostracion. Si e es el endomorfismo idempotente de K con respecto a la
descomposiciéon M = N & K, entonces kere = N. Se sigue que N N L = {0} si
y sélo si la restriccién de e a L es un monomofismo. Ahora, M = N+ Lsiy
s6losi K < N + L. Pero K < N + L si y sélo si la imagen de la restriccién de
e a L es igual a K. Esto concluye la demostracién.

Demostracion de la Proposicion 2. Sean e, e y k los endomorfismos idem-
potentes de M7, My y K con respecto a la descomposicion M = My & Ms® K de
M. Si e es el endomorfismo idempotente de N con respecto a la descomposicion
M=N&L®K de M, entonces eEnd (M) e es un anillo local con e como uno.
Como e +e2 + k = idpy v eke = 0 (N y K aparecen en la descomposicién
M=N&L&K de M), entonces e = eeje+ eese. Se sigue que existe ¢ € {1,2}
tal que ee;e € U (eEnd (M) e). Sea f el inverso de ee;e en eEnd (M) e. Entonces
ef = fe=efe=fy fe; =e;f =e. e;fe; es un endomorfismo idempotente de
M ya que (eifei)Q =ei(fe;)fe; = eife;. Ast

M =1Ime; fe; D kere;fe;.

Ahora, si j € {1,2}\ {¢}, entonces M; & K = kere; < kere; fe;. Se sigue,
por la ley modular, que kere; fe; = (kere;fe; N M;) & M; & K. Asi, si M =
kere; fe; N M;, entonces M/ es un sumando directo de M; tal que

M =Ime;fe; & M ® M; & K

v e; fe; es el endomorfismo idempotente de Ime; fe; con respecto a esta de-
scomposicién. La restriccién de e; fe; a N es un monomorfismo ya que e; fe;e =
(e;e) f(ee;e) es una composiciéon de monomorfismos en N, y e; fe; (N) = Ime; fe;
ya que Im(eifei)2 = e;fe; (Im fe;) C e;fe; (V). Asi, por el Lema 8.3 se tiene
que M =N & M/ e M,; & K. Esto concluye la demostracién.



Corolario 2. Sean M = N®LOK y M = (B, M;)® K dos descomposi-
ciones de un médulo M. Si End (N) es un anillo local, entonces existen i € I,

y M/ sumando directo de M; tales que M = N & M/ & (@j# Mj).

Proposicién 3. Sean M un mdédulo sd-artiniano y € una clase de médulos
con las siguientes propiedades:

1. Q es cerrada bajo sumas directas finitas.
2. Q es cerrada bajo sumandos directos.

3. Para cada N € Q inescindible, se tiene que End (N) es un anillo local.

Si S(M)NQ # &, entonces existe una descomposicion M = A @ B de M,
unica salvo por isomorfismos, tal que A € Q y tal que B no tiene sumandos
directos no triviales en 2.

Demostracion. Supongamos que S (M) NQ # &. Por el Corolario 1, existe
una descomposiciéon M = A @ B tal que A € Q y tal que B no tiene sumandos
directos no triviales en 2. Probaremos que esta descomposicién es tnica salvo
por isomorfismos. Sea M = A’ ® B’ otra descomposicién de M tal que A’ € Q
y tal que B’ no tiene sumandos directos no triviales en Q. S(A) y S(4")
tienen las condiciones de cadena. Entonces A y A’ tienen descomposiciones
inescindibles finitas. Sean A = @' | A; una descomposicién inescindible de A
y A" = @7, A} una descomposicién inescindible de A’. A; € Q para cada
iel,y Aj € Q para cada j € I,,,. Asi, End(A;) es un anillo local para cada
ie€l,y End (A;) es un anillo local para cada j € I,,,. Supongamos que m > n.
Como B’ no tiene sumandos directos no triviales en  y A} es inescindible para
cada j € I, entonces, por el Corolario 2, existe j; € I,,, tal que

M =410 (B, 4)) o B.

Asi, por un argumento de induccién (usando el Corolario 2, n veces) se sigue
que existe un subconjunto I de I,,, de cardinalidad n tal que

M= (B;_, Ai) & (@In\l A;) @ B'.

Ahora, como B no tiene sumandos directos no triviales en {2, entonces,
nuevamente por el Corolario 2 se sigue que [ = @. Asi, m=ny

(B, A)eB =M= (P, A)) & B

Se sigue, por el Lema 1, que las descomposiciones M = AGBy M = A'® B’
de M, son isomorfas. Esto concluye la demostracion.

Dedicaremos el resto de esta seccién a probar que la clase de todos los médu-
los que tienen longitud finita satisface las condiciones de la proposicién anterior.



Sabemos que la clase de todos los médulos que tienen longitud finita es cerrada
bajo sumas directas finitas y bajo sumandos directos. Asi, bastard probar que
el anillo de endomorfismos de cualquier médulo inescindible que tiene longitud
finita es un anillo local. Empezaremos con el siguiente lema.

Lema 2. Sean M un médulo y f € End(M).

1. Si M es artiniano, entonces existe a € N tal que M = Im f* 4 ker f* para
cada k > a.

2. Si M es neteriano, entonces existe n € N tal que 0 = Im f* Nker f* para
cada k > n.

Demostracion. Probaremos 1. Si suponemos que M es artiniano, entonces
existe a € N tal que Im f* = Im f*® para cada s > a, en particular, si k > a
se tiene la igualdad Im f*¥ = Im f?¢. Asi, six € M y k > a, entonces existe

y € M tal que f* (z) = f?*(y), de lo que se sigue que z = f* (y) + (z — f* (y))
es un elemento de Im f* + ker f*. De esto se concluye que M = Im f* + ker f*.
Anédlogamente se prueba 2.

El siguiente corolario es una consecuencia facil del Lema anterior.

Corolario 3. Sean M un médulo y f € End(M). Si M tiene longitud
finita, entonces para cada k > ¢ (M) se tiene la siguiente igualdad:

M =TIm f* @ ker f*.

Lema 3. Sean M un médulo y f € End(M). Si M es inescindible y tiene
longitud finita, entonces las siguientes condiciones para f son equivalentes.

1. f es un monomorfismo.
2. f es un epimorfismo.
3. f es un isomorfismo.

4. f no es nilpotente.

Demostracion. Las condiciones 1, 2 y 3 son equivalentes por el Lema 2 y
la condicién 3 claramente implica a la condicién 4. Asi, bastard probar que la
condicioén 4 implica a estas condiciones, pero esto se sigue del corolario anterior.



Proposicién 4. Sea M un médulo. Si M es inescindible y tiene longitud
finita, entonces el anillo de endomorfismos End (M) de M es un anillo local.

Demstracion. Supongamos que M es inescindible y que tiene longitud finita.
Sean f,g € End (M) tales que f + g es un isomofismo. Entonces existe h €
End (M) tal que (f +g)h = idy. Supongamos, sin pérdida de generalidad,
que g no es un isomorfismo. Entonces gh tampoco es un isomorfismo, y por el
Lema anterior existe n € N tal que (gh)" = 0. De esto se sigue la igualdad:

idy — (gh)" = (idas — gh) (Z?;ol (gh)i> — idyy.

que implica, nuevamente por el Lema anterior, que idy; — gh = fh es un
isomorfismo. De esto iltimo se sigue, aplicando nuevamente el Lema 3, que f
es un isomorfismo. Esto concluye la demostracién.

Corolario 4. Sea M un mdédulo. Si M es sd-artiniano, entonces existe una
descomposicion M = A® B de M, tnica salvo por isomorfismos, tal que A tiene
longitud finita, y tal que B no tiene sumandos directos no triviales que tengan
longitud finita.

Corolario 5. Sea M un mdédulo.

1. Si M es neteriano, entonces existe una descomposiciéon M = A® B de M,
tnica salvo por isomorfismos, tal que A es artiniano y tal que B no tiene
sumandos directos artinianos no triviales.

2. Si M es artiniano, entonces existe una descomposicién M = A® B de M,
tnica salvo por isomorfismos, tal que A es neteriano y tal que B no tiene
sumandos directos neterianos no triviales.






8. Las condiciones AKS;

En esta iltima seccién presentaremos algunas aplicaciones de lo hecho en las
secciones anteriores. Definiremos las que llamaremos las condiciones AKS;, y
probaremos que, dentro de ciertas clases de médulos definidas en las secciones
anteriores, algunas de estas condiciones son equivalentes. Empezaremos con la
siguiente definicién.

Definiciéon. Sea M un médulo.

1. Diremos que M tiene la condicién AKS; si M tiene un nimero finito de
descomposiciones salvo por isomorfismos.

2. Diremos que M tiene la condicién AKS, si M tiene un nimero finito de
descomposiciones inescindibles salvo por isomorfismos.

3. Diremos que M tiene la condicién AKS3 si M tiene un nimero finito de
sumandos directos salvo por isomorfismos.

4. Diremos que M tiene la condicién AKS, si M tiene un nimero finito de
sumandos directos inescindibles salvo por isomorfismos.

Es claro, de la definicién anterior, que para cada i € I la condicién AKS;
implica a la condicién AKS;. El siguiente ejemplo prueba que ni la condicién
AKS,, ni la condicién AKS, implican a la condicién AKS;. En [FH, Ej. 3.3] se
puede encontrar un médulo con la condicién AKSs, pero sin la condicién AKS;.

Ejemplo. El Z-mdédulo ZéN) tiene las condiciones AKSs y AKS,, pero no
tiene la condicién AKS;.

Efectivamente, ZéN) , por ser un médulo semisimple, tiene una sola descom-
posicién inescindible salvo por isomorfismos y todos sus sumandos directos ine-
scindibles son isomorfos a Zs, pero el conjunto de todas las decomposiciones de
la forma Z3Y = 73 @ Z§™ ) con n € N es un conjunto infinito de descom-
posiciones de Z;N) no isomorfas dos a dos. Asi, ZéN) tiene las condiciones AKS,
y AKSy, pero no tiene la condicién AKS;.

A continuacién probaremos que dentro de ciertas clases de médulos definidas
en las secciones anteriores algunas de las condiciones AKS; implican a la condi-
cién AKS;. Empezaremos con la siguiente proposicion.



Proposicién 1. Sea M un médulo. Si todas las descomposiciones de M se
refinan en descomposiciones inescindibles finitas y M tiene la condicién AKSs,
entonces M tiene la condicién AKS;.

Demostracion. Supongamos que todas las descomposiciones de M se refinan
en descomposiciones inescindibles finitas y que M tiene la condicién AKS,. Si
M = EBZI M; es una descomposicién inescindible de M, entonces hay p,, de-
scomposiciones de M que se refinan en la descomposicién M = @, M;, donde

i=
Pm es el nimero de particiones de I,,,. Asi, si {M = @;n:l M;, :j€ In} es un
conjunto de representantes de las clases de isomorfismo de las descomposiciones
inescindibles de M, entonces no hay mds de py,, - - - P, descomposiciones de M
que se refinen en alguna de las descomposiciones M = EB;”;l M;, de M. Pero
como todas las descomposiciones de M se refinan en alguna descomposicién
isomorfa a alguna de las descomposiciones M = @;n:l M;, de M, entonces M
no tiene mas de py,, - - - Pm, descomposiciones salvo por isomorfismos. Esto
concluye la demostracién.

La siguiente proposicién dice que, si a demds de que todas las descomposi-
ciones de un moédulo M se refinen en descomposiciones inescindibles finitas,
tenemos que M es sd-artiniano, entonces la condicion AKS3 implica a la condi-
ciéon AKS, en M. Para probar este resultado necesitaremos primero el siguiente
lema.

Lema. Sea M un mdédulo. Si M es sd-artiniano, entonces no existen N y
N’ sumandos directos de M tales que N’ es un sumando directo propio de N
isomorfo a N.

Demostracion. Supongamos que existen N y N’ sumandos directos de M
tales que N’ es un sumando directo propio de N isomorfo a N. Entonces
podemos construir, recursivamente, una cadena descendente Ny > No >
en S (M) tal que para cada ¢ € N, N;y; es un sumando directo propio de
N, isomorfo a N;. Construida asi, la cadena N; > Ny > ... es una cadena
descendente infinita en S (M). Esto contradice el hecho de que M sea sd-
artiniano.

Proposicién 2. Sea M un médulo. Si M es sd-artiniano y M tiene la
condiciéon AKS3, entonces M tiene la condicién AKS;.

Demostracion. Supongamos que M es sd-artiniano y que M tiene la condi-
cién AKS3. Por el Lema anterior no existen N y N’ sumandos directos de M
tales que N’ es un sumando directo propio de N isomorfo a N. Asi, si M tiene
n sumandos directos salvo por isomorfismos, entonces M no tiene descomposi-
ciones de cardinalidad mayor que n, ya que si existiera una descomposiciéon M =

@Zl M; de M, con m > n, entonces el conjunto {M = @le M; k< m} serfa,

un conjunto de més de n sumandos directos de M no isomorfos dos a dos. Esto



claramente implica que M no tiene mds de > ; n’ descomposiciones salvo por
isomorfismo, y esto concluye la demostracién.

El siguiente resultado dice que dentro de la clase de todos los médulos con sd-
dimensién de Goldie finita la condicién AKS, implica a la condiciéon AKS;. Esto,
por lo hecho en las proposiciones anteriores, implicard que dentro de la clase
de todos los médulos con sd-dimensién de Goldie finita, todas las condiciones
AKS,; sean equivalentes.

Proposicién 3. Sea M un médulo. Si M tiene sd-dimensién de Goldie
finita y M tiene la condicion AKS,, entonces M tiene la condicién AKS;.

Demostracion. Supongamos que M tiene sd-dimensiéon de Goldie finita y
que M tiene la condicién AKSy. Si sd.GdimM = n y M tiene m suman-
dos directos inescindibles salvo por isomorfismos, entonces M no tiene méds de
S m’ descomposiciones inescindibles salvo por isomorfismos. Asi, M tiene
sd-dimensién de Goldie finita y M tiene la condicién AKS3. Se sigue, por la
Proposicién 2, que M tiene la condiciéon AKS;.

Corolario. Sea M un mdédulo. Si M tiene sd-dimensiéon de Goldie finita,
entonces las condiciones AKS;, con i € I, son equivalentes sobre M.

Finalizaremos esta tltima seccién con la siguiente observacién. Notemos
antes que la clase de todos los médulos con la condicién AKS; es una subclase
de la clase de todos los médulos con sd-dimensién de Goldie finita.

Observacién. El corolario anterior caracteriza al complemento de la clase
de todos los médulos con la condicién AKS; dentro de la clase de todos los médu-
los con sd-dimensién de Goldie finita. De acuerdo con lo hecho en [FH, Sec. 4.]
este complemento es no vacio. Méds aun, en [FH, Ej. 4.2.] se prueba que ex-
isten moédulos neterianos y mdédulos con dimensiéon dual de Goldie finita que
no tienen la condicién AKS;, mientras que en [FH, Ej. 2.4.] se prueba que to-
dos los médulos artinianos tienen la condicion AKS;. Esto contrasta con lo
hecho en el Corolario 5 de la seccién anterior ya que mientras que en este coro-
lario se prueba que la clase de todos los médulos artinianos y la clase de todos
los médulos neterianos estdn fuertemente relacionadas, el resultado mencionado
anteriormente prueba que estas dos clases son muy distintas, ya que mientras
que existen médulos neterianos que no tienen ninguna de las condiciones AKS;,
todos los médulos artinianos tienen la condicién AKS;.






Apéndice:
Demostracion del teorema de Grzeszczuk y Puczylowski

A lo largo de esta seccién L denotard una reticula modular con elementos
menor y mayor 0 y 1. Probaremos el siguiente teorema.

Teorema (Grzeszczuk y Puczylowski) Las siguientes condiciones para L son
equivalentes.

1. L no tiene subconjuntos independientes infinitos.

2. Existe {a1,...,a,} C L independiente, con \/!_, a; €. L, y tal que a; es
uniforme para cada ¢ € I,

3. Existe n € N tal que L no tiene subconjuntos independientes de cardinal-
idad mayor que n

4. Siay < as < ... es una cadena ascendente en L, entonces existe N € N tal
que apy es esencial en a, para cadan > N

Ms4s atin. Si L cumple con las condiciones del Teorema y {a1,...,a,} C L es
tal que \/i_, a; €. L, y tal que a; es uniforme para cada i € I,,, entonces n es
la mayor de las cardinalidades de los subconjuntos independientes de L.

Para probar este resultado necesitaremos antes algunos lemas técnicos.

Lema 1. Sea A es un subconjunto finito e independiente de L. Si B,C C A
son tales que BN C = @, entonces (\/ 5 ) A (Vo) =0.

Demostracion. La demostracion se hard por induccién sobre |B|. El caso
en el que |B] = 1 es trivial. Supongamos ahora que el lema es cierto para
cadan < |B|.Seabe B. Si B =B~ {b}ya=(Vgz)A(Vcy), entonces
probaremos que a < by que a < \/ 5, .

Del hecho de que b < a V b se sigue que

(aVO)AN (Vg z)Vvb=[(aVbd)AVg x]VD.
Tenemos también que

(aVb)A(Vp o) < (\/Cu{b} YA NVp )

y que por hipétesis de induccidn, el segundo lado de esta desigualdad es igual a
0. De esto y del hecho de que a < (a Vb) A[(\V g x) V b] se sigue que a < b.



Ahora, de la desigualdad \/ 5 « < \/ 5, (2 V a) se sigue que

Vg (@Va)]A[(Vp x) Ve =[(Vg (zVa) AV (Vg z)

y tenemos también que

(Vg (Vv a) Ab< (Vpicx)Ab

y que el dltimo lado de esta desigualdad es igual a 0 pues A es independiente. De
esto y del hecho de que a < [\ 5 (x Va)] A[(V g ) Vb se sigue la desigualdad

a<\pg e
Asi, a <bya <\/gx porloquea<bA (Vg z)=0. Esto concluye la
demostracion.

Lema 2. Sea A un subconjunto independiente de L. Si a € L ~\ {0} es tal
que a A (/g x) = 0 para cada subconjunto finito B de A, entonces AU {a} es
un subconjunto independiente de L

Demostracion. Probaremos que todos los subconjuntos finitos de A U {a}
son independientes. Esto es claro para los subconjuntos finitos de A. Asi,
probaremos que si B C A es finito, entonces BU{a} es independiente. Sabemos
que a A (\/ g z) =0, por lo que bastard probar que

bA(Vg z)Val =0

para cada b € B, con B’ = B \ {b}.
Sean b € By B’ = B~ {b}. De la desigualdad b < (\/5 z) se sigue que

bA[OV g z)Va=bA(Vpz)AN[(Vp ) Val
y de la desigualdad \/ 5, = < \/ 5 « se sigue que

V) AN (Vg ) va =[(Vpz) nalV (Vg z).

Asi, como (\/gx)Aa =0, entonces bA[(\ 5 ) Va] =bA (Vg x) =0. Esto
concluye la demostracién.

La demostracién del siguiente lema es trivial.

Lema 3. Sean a,b,c € L. Si a es esencial en b y b es esencial en ¢, entonces
a es esencial en c.

Lema 4. Sean a,a’,b,l’ € L. SiaAb =0, a’ es esencial en a y b’ es esencial
en b, entonces a’ V b’ es esencial en a V b.

Demostracion. El caso en el que alguno de los cuatro elementos a,a’,b y b
de L es igual a 0 es trivial, por lo que supondremos que a,a’,b,b’ € L ~ {0}.



Probaremos que a’ V b es esencial en a Vb, y que a’ Vb’ es esencial en a’ \V b.
Supongamos que existe x < a V b con z # 0 tal que z A (a/ Vb) = 0. Como el
conjunto {a’,b} es independiente entonces, por el Lema 2, también el conjunto
{a’,b, 2} es independiente, de lo que se sigue que o’ A (bV x) = 0. De esto se
sigue, ya que a’ es esencial en a, que a A (bV x) = 0. Asi, nuevamente por el
Lema 2, el conjunto{a, b, 2} es independiente, y esto implica que z A (a V b) = 0.
De esto y del hecho de que x < a V b se sigue que x = 0. Una contradiccién.
Asi, a’ V b es esencial en a V b. Andlogamente se prueba que a’ V b’ es esencial
en a’ V b. El resultado se sigue del Lema 3.

Corolario 1. Sean aj,d}, ..., an,a, € L. Si{as,...a,} es independiente y
. . n / . n
es esencial en a; para cada ¢ € I, entonces \/Z-:1 a; es esencial en \/i:1 a;.

Lema 5. Si L no tiene subconjuntos independientes infinitos,entonces para
cada a € L, existe b € L uniforme, tal que b < a.

Demostracion. Supongamos que existe a € L tal que [0, a] no tiene elementos
uniformes. Construiremos recursivamente una cadena ascendente A; < Ay < ...
de subconjuntos independientes A,, = {a1, ..., a,} de [0,a] tales que \/]_, a; no
es esencial en a para ningin n € N. Como a no es uniforme, entonces existe
ap € [0,a] tal que a; no es esencial en a. Haremos A; = {a;}. Supongamos
ahora que A,_1 = {a,...,a,—1} ha sido construido para algin n € N. Como

\/;:11 a; no es esencial en a, entonces existe b € [0, a] tal que b A (\/;:01 ai> =0.
Ahora, como b no es uniforme, existe a, € [0,b] tal que a, no es esencial en

b. Haremos A, = A,_1 U {a,}. Claramente A, es independiente. Probaremos
ahora que \/"_; a; no es esencial en a. Si ¢ € [0,b], con ¢ # 0 es tal que a, Ac =0,

entonces ¢ A (Vi a;) =0 pues cA (Vi  a;) =cA (b A [(\/?:_11 ai> v anD ya
que ¢ < b,y cA (b/\ {(\/11_:11 ai) V an}) =cA ([b/\ (\/1:11 ai)} \/an) pues
a, < b. Pero como b A (\/;:11 ai> =0, entonces ¢ A (Vi a;) = 0. Asf, /], a;
no es esencial en a.

Es claro asf, que [Jy Ay es un subconjunto independiente infinito de L. Una
contradiccion.

Demostracion del Teorema. 1=2 Supongamos que L no tiene subconjuntos
independientes infinitos. Sea & el conjunto de todos los subconjuntos indepen-
dientes de L que solo tienen elementos uniformes. Por el Lema 5, & # @.
Asi, por el Lema de Zorn, existe {a1,...,a,} mdximo en §. Probaremos que
Vi_, a; € L. Sino fuera asf, por el Lema 5, existiria a € L \ {0} uniforme, tal
que (Vi a;) Aa = 0. Esto implicaria, por el Lema 2, que {ai,...,an,a} € S,
contradiciendo la maximalidad de {a1,...,a,} en S. Asi, {a1,...,a,} es un sub-
conjunto independiente de L, con \/?:1 a; €. L tal que a; es uniforme para cada

1€ I,.



2=3 Sea {a1,...,an} C L independiente, con \/I_, a; € L, y tal que a; es
uniforme para cada i € I,. Supongamos que existe {b1,...,b,,} C L indepen-
diente, con m > n. Construiremos recursivamente una sucesién de parejas de
conjuntos Ay C {a1,....,an} vy Br C {b1,...,bm} (0 < k < n) tales que |Ax| = k,
|Bp| = m —k, Ay N B, = &y A U By es independiente para cada 0 < k < n.
Haremos Ay = @y By = {b1, ..., b; } . Supongamos ahora que Ay y By han sido
construidos para algin 0 < k < n. Sib € By y ¢ = \/AkuBk\{b} x, entonces
existe a € Ay tal que ¢ Aa = 0. Si no fuera asi, entonces, por el Corolario 1,
V7, (¢ A a;) seria esencial en \/|__, a;, pues a; es uniforme para cada i € I,,. Pero
como \/!"_; a; € Ly \/i, (cAa;) <c, entonces c seria esencial en L, lo cual es
imposible ya que ¢ Ab = 0. Asf, haremos Ay, = Ay U{a} y Br11 = B ~ {b}.

Ahora, A, = {a1,....,an} y Bp # @ yaque |B,| =m—n > 0. Asi, si b € By,
entonces (\/i_; a;) A b = 0, contradiciendo el hecho de que \/_, a; es esencial
en L.

3=4 Sea a; < as < ... una cadena ascendente en L tal que para cada N € N
existe n > N tal que an no es esencial en a,. Construiremos recursivamente
un subconjunto independiente infinito {b; : ¢ € N} de L. Sea a5, < as, < ... una
subcadena de a1 < az < ... tal que a,, no es esencial en a,,,, para ningin ¢ € N.
Haremos b; = as,. Si suponemos ahora que hemos definido a b,, para algin
n € N de manera que b,, < a,, , entonces b, serd un elemento de [O, CLSn+J tal
que ag, A byy1 = 0. Claramente {b; : © € N} construido asi es un subconjunto
independiente infinito de L.

4=1 Sea {a; : i € N} un subconjunto independiente infinito de L. Sihacemos
b, = \/:L:1 a; para cada n € N, entonces la cadena by < by < ... en L es tal que
para cada N € N, existe n > N tal que ay no es esencial en a,,.

La tltima parte del teorema fue probada en 2=3.



Bibliografia

e [AF] Anderson Frank W. y Fuller Kent R., Rings and Categories of Mod-
ules, Springer-Verlag, 1991.

e [F] Facchini Alberto, Module Theory, Endomorphism rings and direct sum
decompositions in some classes of modules, Birkhduser Verlag, 1998.

e [FH] Facchini Alberto y Herbera Dolors, ” Modules with only finitely many
direct sum decompositions up to isomorphism”, Irish Mathematical Soci-
ety Bulletin 50, pag. 51-69, 2003.



	Portada
	Índice
	Introducción
	1. Las Condiciones de Cadena
	2. La Desviación de un Copo
	3. La Dimensión de Goldie de una Retícula
	4. Otras Condiciones de Finitud
	5. Descomposiciones Inescindibles Finitas
	6. Anillos de Endomorfismos
	7. Descomposiciones en Términos de Algunas Clases de Módulos
	8. Las Condiciones AKSi
	Apéndice
	Bibliografía

