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INDICE 2
INTRODUCCION

Se le llama Estadistica Circular al analisis y estudio de datos que se distribuyen sobre una
circunferencia, a este tipo de datos se les conoce como datos circulares. Tales datos se presen-
tan en diversas areas de estudio como biologia, medicina, geologia, geografia, meteorologia
y fisica. Las observaciones de direcciones sobre un plano y de fenémenos ciclicos pueden ser
manejados como datos circulares. Se les llama métodos de regresién circular a todos aquellos
modelos de regresion en los que al menos una variable (ya sea la variable de respuesta o alguna
de las variables explicativas) es de tipo circular. A las variables circulares también se les cono-
ce como variables angulares, por ello, en este texto ambas se mencionan de manera indistinta.

En este trabajo se desarrollan algunos modelos de regresion circular, incluyendo sélo los
modelos en los que se tiene una tunica variable explicativa. El nombre que se le da a cada
tipo de modelo presenta en primer lugar el tipo de variable explicativa y en segundo lugar
el tipo de variable de respuesta. Es decir, modelo de regresién circular-lineal (que es el que
se desarrolla con mayor detalle a lo largo de este trabajo) se refiere al modelo de regresién
donde la variable independiente es circular y la variable dependiente es lineal.

Los métodos de regresién circular han sido usados en diversas aplicaciones, tales como,
cristalografia por MacKenzie (1957), vectorcardiografia por Downs et al. (1970), prediccién
de la direccién de un gran movimiento durante un terremoto por Rivest (1997), entre otras.

Especificamente, para el modelo de regresion circular-lineal, las aplicaciones més impor-
tantes que se han realizado se encuentran en el area de la Biologia conocida como ritmos
bioldgicos', donde se pretende encontrar una relacién entre el tiempo (el cual hace el papel
de la variable circular) y algin fendmeno presente en el cuerpo de un ser vivo. Por ejemplo,
se puede intentar encontrar una relacién entre la hora del dia y la concentracion de cierta
hormona en un organismo. Estos temas ya han sido abordados por distintos autores, por
ejemplo: estudios de correlaciones entre ritmos bioldgicos circadianos?, donde un periodo de
24hrs es considerado como los 360° de una circunferencia (Binkley, 1990; Downs, 1974; More-
Ede et al., 1982); algunas aplicaciones médicas en los periodos circadianos del tratamiento de
quimioterapia para el cancer, con el fin de reducir el nimero y severidad de sus efectos toxicos
colaterales (Hrushesky, 1985); etc. Es importante hacer la diferenciacién entre el concepto de
ciclo y el concepto de ritmo, para ello, se recomienda al lector buscar estos términos en el
Glosario.

Uno de los més antiguos modelos de regresion para una variable de respuesta circular y una
o varias variables lineales fue publicado por Gould (1969). Mardia (1975) desarrollé un coefi-
ciente de correlacién de tipo no paramétrico para datos circulares. Johnson y Wehrly (1978)
mejoraron el modelo de Gould. Stephens (1979) adapté un esquema de regresion direccional

Ver Glosario
2Ver Glosario
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para datos espaciales de rocas magnéticas. Fisher y Lee (1992) generalizaron los modelos de
Johnson y Wehrly por medio de una funcién liga que proyecta la recta real sobre el circulo
unitario. Recientemente Lund (1999) desarrollé un modelo de regresiéon donde las variables
independientes consisten en una variable de tipo circular y un conjunto de variables lineales,
y Follman y Proschan (1999) desarrollaron una prueba de uniformidad circular circadiana de
los tiempos en una crisis epiléptica usando tiempos de crisis sucesivos correlacionados sobre
los mismos individuos.

A pesar de que la teoria existente es de gran utilidad, trabajos recientes sobre la genética
y aspectos moleculares de ritmos circadianos en mamiferos (Lowrey et al., 2000; Shearman
et al., 2000), sugieren la necesidad de modelos de regresién circular mas poderosos. Es por
esto, que es de suma importancia la investigacion y desarrollo de estos temas.
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1. REGRESION CIRCULAR-LINEAL (REGRESION
PERIODICA)

1.1. INTRODUCCION

Como se sabe, en el modelo de Regresion Lineal se requiere que tanto la variable dependien-
te como la independiente sean lineales. En la Regresion Periddica la variable independiente
debe ser de tipo circular, como puede ser un angulo o el tiempo en el caso de fenémenos
periédicos, con lo que respecta a la variable dependiente, en esta regresion debe ser de tipo
lineal. A este tipo de regresién también se le conoce como Regresion Circular-Lineal.

Dado que la variable independiente es de tipo circular, tiene implicito un periodo. Para
desarrollar el modelo de regresién, se supone que dicho periodo es conocido (por ejemplo 360°
0 24 hrs.), por lo tanto, no se tiene el problema de estimar este periodo.

Se ajusta un modelo de regresiéon cuando se sospecha que existe dependencia de una va-
riable con respecto a otra u otras, con el objetivo de encontrar una expresion (es decir, una
funcién) que permita predecir el valor de la variable dependiente, teniendo el valor de la(s)
variable(s) independiente(s). Para lo anterior, lo primero que se hace es suponer el modelo,
después se utilizan datos observados (tanto de la variable dependiente como de la(s) varia-
ble(s) independiente(s)) para estimar los parametros desconocidos del modelo supuesto, una
vez que se encuentran estos parametros se analiza si el modelo ajusta bien a los datos o no,
es decir, si sirve o no para predecir.

El modelo mas simple de un fenémeno periddico es una curva cosenoidal dada por la
siguiente ecuacion:

y=M + Acos(w(t — ty)) (1.1.1)

donde t es la variable independiente, generalmente el tiempo, sujeta a un periodo conocido
T'. La ecuacion contiene cuatro parametros que son:

: nivel medio o mesor
: amplitud (A > 0)

: frecuencia angular

g o <

to : fase pico o acrofase

Para entender el significado de cada uno de los pardametros se recomienda buscar cada
término en el Glosario. Ademads, se puede analizar la ecuacién (1.1.1) parte por parte:

cos(w(t — tg)): Se sabe que la funcién cos() toma valores que oscilan entre -1 y 1, por lo
tanto, sea cual sea el valor de w, t y tp, la funcién cos(w(t — tp)) va a tomar valores entre
-1 y 1 (esto se debe a que se puede ver a 6 como w(t — tg)). También se sabe que el valor
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promedio de los valores que toma la funcién cos(f) es cero, por ello, el nivel medio (es decir,
el mesor) de los valores que toma la funcién cos(w(t — ty)) es también cero. La amplitud de
cos(f) es uno, por ser esta la distancia del mesor (que es cero) al valor maximo de la funcién
(que es uno), por tanto, al tener el mismo mesor y valor maximo, la amplitud de la funcién
cos(w(t — ty)) es también uno. Se sabe también que la funcién cos(#) se maximiza en 6 = 0,
asi que si se toma a 6 como w(t —ty) se debe encontrar el valor de ¢ que satisfaga la ecuacién
w(t —tg) = 0, dado que w # 0 se debe cumpir ¢ — ¢ty = 0, por lo tanto, el valor que maximiza
la funcién es t = t.

Acos(w(t —tp)): Al multiplicar la funcién cos(w(t —ty)) por un nimero real A, los valores
de esta nueva funcién oscilan entre —A y A, nuevamente el promedio de los valores que toma
la funcién es claramente cero, por lo que, la amplitud es ahora A. Dado que el valor maximo
que puede tomar la funcién es A, se debe encontrar en qué valor de la variable ¢ se alcanza
este maximo, es decir, en qué valor de ¢ la funcién cos(w(t — tg)) vale uno; como ya se sabe
la funcién cos(f) alcanza el valor de uno cuando 6 = 0, por lo que w(t — ty) debe ser igual a
cero, por lo tanto, el maximo de A cos(w(t —tg)) se alcanza en t = 1.

M + Acos(w(t —tp)): Esta funcién que es ya la del modelo difiere de la anterior sélo en la
adicion del valor M, lo que hace que la grafica de la funcion se desplace M unidades. Dado
que a todos los valores se les aumenté la misma cantidad, el promedio de los valores que
toma la funcién es el mesor de la funciéon anterior méas M, es decir, el mesor resulta ser ahora
M. Evidentemente el valor maximo de la funcién es ahora A + M, pero este valor méaximo
se sigue alcanzando en t = t; ya que los valores de la variable independiente no tuvieron
ninguna alteraciéon. Ahora, fijindose en la amplitud se puede observar que ésta sigue siendo
A, eso se debe a que la amplitud es la distancia entre dos valores de la funcién (el mesor y el
valor maximo) y como estos valores también se desplazaron M unidades, la distancia entre
ellos sigue siendo la misma.

La frecuencia angular w esta relacionada al periodo T por la siguiente ecuacion:

w=2r/T o 360°/T (1.1.2)

dependiendo si se estan manejando grados o radianes.

Dado que el periodo T' es conocido, la frecuencia angular w también es conocida. Se pue-
de interpretar a w como el nimero de veces que se encuentra contenido el periodo en una
rotacion completa.

La acrofase ty es medida en las mismas unidades que la variable independiente ¢. Dado
que la variable t es periddica médulo T', también to + T, tg + 2T, ty £ 3T, etc, pueden servir
como acrofase, sin embargo, por practicidad se limita la acrofase al intervalo de 0 a T'. Es
decir, el valor que se toma en cuenta para el modelo es t.



1 REGRESION CIRCULAR-LINEAL (REGRESION PERIODICA) 6

En la Figura 1.1.1 se encuentra una gréfica de la funcién (1.1.1), en la que se pueden
apreciar cada uno de sus parametros.
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Figura 1.1.1

Debido a que el modelo mds simple para este tipo de regresién, ecuacién (1.1.1), contiene
la funcién cos(f), se puede intuir que su grafica no resultard una linea recta, lo cual se con-
firma en la Figura 1.1.1. Entonces surge la pregunta de por qué se le llama variable lineal a
la variable dependiente y, la respuesta es muy simple, en Estadistica Circular a las variables
que no son circulares se les llama lineales s6lo para distinguir unas de otras. Es decir, lo tinico
que se toma en cuenta para su clasificacion es la presencia o ausencia de un ciclo.

Se puede reescribir la ecuacién (1.1.1) como sigue:

g(t) = M + Acos(wt — ¢) (1.1.3)
donde y estd representada por g(t) y wty por ¢.

Obsérvese que si a la expresion w = 27 /T se le multiplica por tg, el resultado (wty) queda
expresado en radianes, ya que las unidades de T' y ¢y son las mismas y se eliminan, lo mismo
pasa si en lugar de 27 se tiene 360° quedando el resultado expresado en grados. Por esta razon
a ¢ se le llama angulo acrofase, es decir, es el equivalente a ty, pero expresado en angulos o
radianes. Por lo tanto, ¢ es la fase angular donde ¢(t) alcanza su valor maximo.

Cuando el conjunto de datos yi,¥ys,¥s, ..., Yy, en los instantes de tiempo ty,ts,13,...,t,
estan ya dados (es decir, fueron observados), a la ecuacién (1.1.1) debe agregarsele un término
error. Para entender el por qué de este término, basta hacer la siguiente observacion: a pesar
de introducir el valor t; observado en dicha ecuacion, lo mas probable es que el valor arrojado
no sea el valor y; observado sino algo muy similar. Esto se debe a que hay cuestiones en la
realidad que no se pueden controlar tales como los errores de medicion de los datos. Por lo
tanto, el modelo con los valores observados queda de la siguiente manera:

yi = M + Acos(w(t; — to)) + €& (1.1.4)
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Los errores ¢; son variables aleatorias y se deben por lo general, como ya se dijo, a inexac-
titudes de medicion. En algunos casos puede suponerse que los errores son independientes y
normalmente distribuidos.

Se ha hablado ya de tres modelos diferentes: el modelo tedrico, ecuacién (1.1.1), el cual
representa la relacion que se supone entre la variable independiente y la dependiente; el
modelo muestral que es el que se encuentra representado por la ecuacién (1.1.4), en el cual se
incluyen los datos observados de cada una de las variables; y por dltimo el modelo ajustado,
que es en el que se incluyen los estimadores de los parametros desconocidos del modelo tedrico
y el cual es representado con la siguiente ecuacion:

A A A A
yi=M + A cos(w(t;— ty))

Los estimadores en el modelo ajustado ]\/\4 , ?1 y tAU, seran calculados con los datos observa-
dos t; v y;. Notese que yjl resulta un valor estimado ya que esta siendo calculado con los tres
estimadores primero mencionados, la razén de ponerle gorrito es sélo para distinguir que g?l
es el valor que arroja el modelo ajustado y no el valor observado ;.

En resumen, se tiene lo siguiente:

y =M + Acos(w(t —tp)) + € modelo tedrico

y; =M + Acos(w(t; —to)) + € modelo muestral
AA A

ﬁi: M + A cos(w(t;— to)) modelo ajustado

Aunque el modelo (1.1.1) es el mds importante en la regresién periédica, mas adelante
se discutiran otros modelos que ofrecen un mejor ajuste de los datos. La generalizacién del
modelo (1.1.3) estd dada por la siguiente ecuacion:

g(t) = M + Ajcos(wt — ¢y) + Ascos(2wt — ¢o) + ... + Agcos(kwt — ¢y,) (1.1.5)

La funcién anterior es llamada polinomio trigonométrico o suma parcial de una serie de
Fourier. Esta contiene las frecuencias angulares w, 2w, ..., kw, las cuales son multiplos de
w. Ademas del periodo original T también se encuentran implicitos periodos més pequenos
T/2,T/3,...,T/k los cuales se encuentran exactamente dentro del periodo original. A los
términos A; cos(wt — ¢y), Ag cos(2wt — @), ete. se les llama primero, segundo, etc. harméni-
Cos.

Cuando se tiene dado un conjunto de datos (t1,41), (t2,y2), - - ., (tn, yn) se puede encontrar
siempre un polinomio trigonométrico que ajuste a los datos, siempre y cuando, los valores t;
de la variable independiente sean diferentes. Se debe encontrar este polinomio siguiendo los
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siguientes criterios:

a) El modelo debe ajustar a los datos con suficiente precisién. Sin embargo, el precio que
se tiene que pagar por ello es un gran nimero de términos, lo cual implica también un gran
nimero de parametros que posteriormente se tendran que estimar.

b) El modelo debe ser lo més suave posible, es decir, que la grafica no debe cambiar fre-
cuentemente o abruptamente.

c¢) El nimero de parametros debe ser lo mas pequetio posible, ya que, algunos de ellos son
dificiles de estimar.

Es raro que los tres puntos anteriores sean cumplidos al mismo tiempo. Ademads, mientras
que para el primer punto es favorable tener un gran nimero de parametros, para el segun-
do y el tercero esto resulta de poca ayuda. El recurso mas frecuentemente usado consiste
en restringir la ecuacién (1.1.5) al primer harménico (k = 1) lo cual actia en favor del se-
gundo y tercer punto, pero desfavorablemente para el primero. En este caso el polinomio
trigonométrico de la ecuacién (1.1.5) se reduce a la ecuacién (1.1.3).

1.2. MODELO DE REGRESION PERIODICA

Comenzando con el caso més simple, es decir, el de la ecuacién (1.1.3) y utilizando la
identidad trigonométrica de la expresién (3.0.6) del Anexo se obtiene la siguiente funcién:

g(t) = M + Acos(wt)cos(¢) + Asen(wt) sen(¢)

La cual se puede reescribir como:

g(t) = M + X cos(wt) + Y sen(wt) (1.2.1)

Haciendo:

X = Acos(¢), Y = Asen(¢) (1.2.2)

Puede observarse que, dado que la amplitud A y el angulo acrofase ¢ son parametros, X
y Y también son parametros y no variables.

Se debe hacer la observacién de que el modelo representado por la ecuacién (1.2.1) es un
modelo tedrico, ya que es el mismo modelo de la ecuacién (1.1.1) pero con algunas expresio-
nes renombradas, debido a esto, se debe trabajar también con una expresién nueva para los
modelos muestral y ajustado.

Por lo anterior, de nuevo se tienen tres modelos, que vienen siendo equivalentes a los tres
modelos anteriormente mencionados:
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g(t) =M + X cos(wt) + Y sen(wt) + € modelo tedrico

g(ti) =M + X cos(wt;) + Y sen(wt;) + ¢; modelo muestral
A A A A

g(ti) = M + X cos(wt;)+ Y sen(wt;) modelo ajustado

Siguiendo con el andlisis del modelo (1.2.1), usando la identidad trigonométrica de la
expresion (3.0.7) del Anexo se obtiene la siguiente expresion:

X2 +Y? = A%cos’(¢) + A?sen’(¢) = A%(cos(9) + sen®(¢)) = A

Por lo tanto, A = (X%4 Y?)!/2 (1.2.3)

Utilizando la ecuacion (3.0.8) del Anexo se puede escribir lo siguiente:

Y/X = Asen(¢)/Acos(¢) = sen(¢)/ cos(¢) = tan(o)

De lo anterior se deduce que:

¢ = arctan(Y/X)

Pero hay algo que se debe de considerar para esta tltima expresion, el codominio de la
funcién arctan(z), que es el intervalo [—m/2,7/2]. Por lo tanto, al calcular ¢ con esta expre-
sion siempre va a resultar en este intervalo. Sin embargo, el parametro ¢ de nuestro modelo
no esta restringido. La manera de saber facilmente si ¢ estd o no en dicho intervalo es con
el signo de X. Si X = Acos(¢) > 0 significa que cos(¢) > 0 (ya que A > 0) lo que implica
que ¢ estd entre —7m/2 y 7/2 sin tomar a los extremos, por otro lado, si X < 0 entonces
cos(¢) < 0 lo que significa que ¢ estd entre 7/2 y 37/2 también sin tomar a los extremos.

Por lo anterior, si X < 0, el dngulo ¢ no esta en el codominio de la funcién arctan(z),
asi que, se puede concluir:

¢ ={arctan(Y/X) si X >0
180° + arctan(Y/X) si X <0 (1.2.4)

Se puede observar que si X = 0 queda indeterminada la ecuacién (1.2.4) y se tendrian dos
opciones: ¢ = 7/2 0 ¢ = 3w /2. En este caso, se puede saber el valor de ¢ fijandose en el valor
deY;siY > 0, el angulo ¢ debe ser igual a /2, en cambio, si Y < 0, el angulo ¢ debe ser 37 /2.

La ecuacién (1.2.1) cuenta con cuatro pardmetros M, X, Y, w. Sin embargo, sélo se deben
estimar a tres de ellos: M, X y Y; dado que la frecuencia angular w se supone conocida.
Dicha ecuacién es lineal en estos tres parametros, por lo que el procedimiento de estimacion
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se facilita en gran medida. Lo anterior, también es la razén de que el modelo (1.2.1) sea un
modelo de regresion lineal.

El método mas usado para estimar a los parametros, es el método de los minimos cuadra-
dos, que es el que se utilizara en este desarrollo.

Sean (t1,v1), (t2,%2), - - -, (tn, yn) los puntos dados y g(¢;) los valores arrojados por el modelo
ajustado, el valor ajustado del modelo tedrico que estd representado por la ecuacién (1.2.1),
en los valores ty,t,...,t, de la variable independiente. Obsérvese que al ser ¢(t;) el valor

A

del modelo ajustado antes mencionado, deberfa aparecer como (g(t;)), pero en este caso no

es necesario hacer esta distincion ya que al valor del modelo ajustado en el valor t; se le

estd llamando ¢(¢;) que no se confunde con el valor observado y;. Por lo tanto, aunque se
AN

haga referencia a (g(t;)) en adelante se utilizard sélo g(t;) por practicidad. De esta manera
se definen los residuales:

6i = g(ts) — ys (1.2.5)

Por como esta definida ¢;, ésta es la desviacion que hay entre el valor del modelo ajustado
en la abcisa t; y el valor observado.

Por légica se puede deducir que el mejor modelo ¢(t), debe ser aquel que minimice la suma
de estas desviaciones (es decir, que minimice Y ;- , ¢;). Para ello, se debe tomar en cuenta que
d; puede tomar valores negativos y positivos, dependiendo si g(t;) es mayor a y; o viceversa.
Esto puede conducir a tomar un modelo cuya )., §; sea pequena y cada una de las ¢; sea
muy grande en su valor absoluto, es claro que un modelo asi no estaria acercandose a los
datos. Por lo tanto, se debe minimizar una funcion que tenga que ver con la suma de las
desviaciones y que a su vez cada una de ellas no tome valores negativos.

Por lo anterior, la funciéon que se toma en cuenta para minimizar es:

S=>¢
i=1
Por otro lado, de la ecuacién (1.2.1) se obtiene:

g(ti) = M + X cos(wt;) + Y sen(wt;)

Si se recuerda que la expresién anterior se refiere al modelo ajustado, M, X y Y deberian
ACAA
estar expresados como M, X y Y, pero para fines practicos en las siguientes lineas se omite

el gorrito en todos los estimadores.

Como la frecuencia angular w es conocida, se puede conocer también el valor de los
coeficientes ¢; y s; definidos como sigue:
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¢; = cos(wt;), s; = sen(wt;) (1.2.6)

Con lo anterior se puede reescribir a la ecuacién (1.2.5) de la siguiente forma:

Obsérvese que en la ecuacién anterior M, X y Y son ya los estimadores que se desean
encontrar. Con (1.2.7) se puede reescribir a la funcién S (que es la que se debe minimizar)
como:

i=1

Ahora, con la ayuda de las herramientas del calculo diferencial se puede encontrar la ex-
presion para los estimadores M, X y Y que minimizan a S.

Primero se deriva S con respecto a X:

98 03 (M + Xei+Ysi —y,)°
0xX 0X
Z M—i—XCZ—I—YSZ vi)?

=2 Z(Mc, + Xt + Ysici — yicy)

:2(Mzci+XZc?+YZSiC¢—Zyicz’)

Ahora se deriva S con respecto a Y:

0S OXY (M + Xc;+Ys; —y;)?
y oY
:Z O(M + Xe; +Ys; — ;)2
oY
:22(M+Xci—l—Ysi — ;)8

=2 Z(MSl + XCiSi + YS? — yi5i>

:2(MZS¢+XZCiSi+YZS?_Zyisi)

Por 1ltimo, se deriva S con respecto a M:
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08 O3 (M + Xci+Ysi —uyi)?
oM oM
:Z OM + Xc; +Ys; —y;)?
oM
:ZQ(M—l—Xci—i-Ysi—yi)

:2(nM+XZCi+YZSi_Zyi)

Los valores de M, X y Y que minimizan a la funcién S son aquellos que satisfacen el
siguiente sistema de ecuaciones:

I
o o o

2(nM+XZci+YZSZ-—Zyi)

(1.2.9)

Se puede omitir a la constante 2 de las ecuaciones anteriores por dos razones. La primera,
porque al dividir entre 2 a las tres ecuaciones, en el lado izquierdo de las ecuaciones el 2
desaparece y en el lado derecho se vuelve a tener cero. Y la segunda, porque al tener dos
factores igualados a cero se tienen tres opciones: ambos son cero, el primero es cero y el
segundo distinto de cero o el segundo es cero y el primero distinto de cero; claramente 2 es
distinto de cero por lo que en las tres ecuaciones quedan los otros factores igualados a cero.
Por lo anterior, se obtiene el sistema:

MZCL"‘XZC?—FYZS@C@:ZZ/ZQ
MZSi—f—XZCZ‘SZ‘—l-YZS? = Zyisi (1.2.10)
nM+XZCi+YZSi:Z?Ji

Las ecuaciones anteriores son conocidas como ecuaciones normales. Se puede observar que
estas ecuaciones son lineales en los estimadores M, X y Y por lo que la solucién de éstas es
relativamente sencilla.

Para simplificar el sistema (1.2.10) se definen las siguientes constantes:
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a:ZcZ- b
e

>
Zsi f:ZSZZ
9= yisi k=n

Obteniendo asi el siguiente sistema:

aM +bX +cY =d
eM+cX+fY =g (1.2.11)
kM +aX +eY =p

Puede encontrarse la solucién del sistema anterior con diversos métodos matemaéticos, sin
embargo, con cualquiera de ellos hay que seguir primero una gran cantidad de pasos antes de
llegar a la solucién. Por esta razon, se omiten dichos pasos y se escriben a continuacion las
expresiones de cada estimador, obtenidas al resolver el sistema con el método de eliminacion
sucesiva.

—afd+ ecd — bge + bfp — pc* + cag
—a?f + 2aec + fkb — e2b — kc?
_age —cgk —afp+ fkd + ecp — e2d

 —a?f + 2aec + fkb— e2b — kc?
v _ape — peb + gkb — ckd — a®g + aed
—a?f + 2aec + fkb — e?b — kc?

M =

X

Regresando a la notacion de los tres modelos la cual se tenia en un principio, empleada
para distinguir a los parametros de sus estimadores, se obtiene:

r —afd+ ecd —bge+bfp — pc® + cag
 —a%f + 2aec+ fkb— e2b — kc?
nage — cgk —afp+ fkd+ecp — e*d
X= —a?f + 2aec + fkb — e2b — kc?
A apc — peb + gkb — ckd — a’g + aed
- —a?f 4 2aec + fkb — e2b — kc?

(1.2.12)

Al sustituir el valor de cada una de las constantes anteriores se obtiene al fin la solucién del
sistema (1.2.10), con esta solucién se puede regresar a la ecuacién (1.2.1) obteniendo asi el
modelo buscado. En ocasiones quedarse con el modelo (1.2.1) es suficiente, pero en otros
casos, cuando el valor de A y ¢ es requerido se debe encontrar el modelo (1.1.3) y para ello
se pueden obtener facilmente los valores de sus parametros con las ecuaciones (1.2.3) y (1.2.4).
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Desde un punto de vista meramente matematico los valores t1, to, t3,...,t, pueden ser es-
cogidos arbitrariamente. Estos instantes de tiempo no estan tampoco restringidos a un mismo
intervalo (por ejemplo de 0 a T') incluso algunos de ellos pueden coincidir, sin embargo, para
obtener resultados significativos se debe escoger a estos instantes de tiempo igualmente espa-
ciados sobre un periodo 7" completo. Si lo anterior no resulta practico se pueden escoger los
valores t1,to,t3,...,t, lo suficientemente densos sobre el eje de tiempo t. En el primer caso,
un minimo de datos n = 6 resulta suficiente para un modelo razonable, en cambio, cuando
los instantes de tiempo no pueden ser escogidos espaciados igualmente se requiere un minimo
de datos n = 8 (sin olvidar que en este caso deben ser razonablemente densos).

La Figura 1.2.1 ilustra algunos casos en los que se puede decir si el modelo a obtener
(segun el nimero y distribucién de sus datos) resultara significativo o no.

v
v

v

P
>

Figura 1.2.1

En la grafica a) los instantes de tiempo se encuentran igualmente espaciados ocupando
un periodo T" completo, cumpliendo también con un minimo de 6 datos, por lo que se puede
concluir que el modelo a obtener si serd ttil. Para la grafica b) se tienen 10 datos razonable-
mente densos sobre todo el periodo T por lo que también se espera un modelo significativo.
En ¢) no se tienen instantes de tiempo igualmente espaciados por lo que deben estar lo sufi-
cientemente densos sobre el eje de tiempo, sin embargo, se encuentran saturados en una zona
del periodo T"y dispersos en la otra, por lo que a pesar de cumplir con el minimo de 8 datos
no se pueden obtener pardmetros confiables para el modelo. Por tltimo, en d) tampoco se
puede esperar un modelo realmente predictivo, por las mismas razones que en c).

La calidad del ajuste (es decir, del modelo) se intensifica con una gran cantidad de datos,
siempre y cuando éstos se encuentren dispersos sobre el periodo T
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Hay ocasiones en que un modelo con primero y segundo harménico ajusta mejor a los
datos que el modelo que se ha estudiado, en estos casos el procedimiento para encontrar los
estimadores es analogo. Con la ayuda de las ecuaciones (1.2.1) y (1.2.2) se obtiene:

g(t) = M + Ay cos(wt — ¢1) + Az cos(2wt — ¢o) (1.2.13)
Definiendo:
X1 =A; cos(¢y) Y1 = Ay sen(¢)
Xy =As cos(¢2) Yy = Ay sen(¢z)

Podemos reescribir la ecuacién (1.2.13) como sigue:

g(t) = M + X cos(wt) + Yy sen(wt) + X3 cos(2wt) + Ya sen(2wt)

Recuérdese que la frecuencia angular w es conocida, por lo que los parametros que habria
que estimar con este modelo son: M, X7, X5, Y7, Ys. El procedimiento para el célculo de estos
parametros es el mismo que se siguié con el modelo anterior, sélo que en este caso el sistema
de ecuaciones obtenido serd de 5 ecuaciones con 5 incognitas.

Ejemplo 1

En 1974, Descovich estudié el ritmo circanual de la secrecion de norepinefrina en la orina
de seres humanos sanos. La norepinefrina es una de las hormonas conocidas como cateco-
laminas (adrenalina, dopamina y norepinefrina), las sustancias de este grupo pueden ser
producidas en las glandulas suprarrenales ejerciendo una funcién hormonal, o ser producidas
en las terminaciones nerviosas por lo que se les considera también neurotransmisores. Las
catecolaminas estan asociadas al estrés y a la obesidad.

En la Figura 1.2.2 se describen promedios mensuales de esta secrecion. Para obtener esti-
madores de los pardmetros (mesor, amplitud y acrofase) se ajusta un modelo cosenoidal.

Se tienen n = 12 datos, uno por cada mes del ano. Estos datos estan tomados a la mitad
de cada mes. En la mitad de enero, en la mitad de febrero, etc. Se pueden asociar estos
instantes de tiempo con los angulos 0°, 30°, 60°,..., 330°, respectivamente. El periodo T es
un ano o 360°, debido a que se esta manejando el tiempo con grados, la frecuencia angular
esta dada por:

w=360°/T =1
y las abcisas son t; = 0°,t5 = 30°,t3 = 60°, ..., 112 = 330°.
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Se pueden calcular las cantidades auxiliares ¢; y s; por medio de la ecuacién (1.2.6) para
cada una de las abcisas, en la Tabla 1.2.1 se encuentran los instantes de tiempo ¢;, su respec-
tiva ¢; vy s; v los datos y; observados para cada instante de tiempo.

Debido a que los instantes de tiempo son igualmente espaciados en todo un periodo com-
pleto de 360° se puede intuir que > ¢; y la > s; serdn cero.

18

VIR 7. I
= \\\ 14

e

Figura 1.2.2
Month t; ¢ S; v
J o 1 0 12:9
F 30° 0-866 0-500 - 133
M 60° 0-500 0-866 14-4
A 90° 0 1 20-8
M 120° —0-500 0-866 19-1
J 150° —0-866 0-500 19-6
J 180° -1 0 18-8
A 210° —0-866 —0-500 213
] 240° —0-500 —0-866 150
O 270° 0 —1 136
N 300° 0-500 —0-866 136
D 330° 0-866 —0-500 12-6
Total —_— 0 0 1950

Tabla 1.2.1

Con los datos anteriores se encuentran los siguientes valores:
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Z C; =0 Z S; =0 Z S;C; =0
> ¢ =6 > st =6 >y =195
> yici = — 21.94 Y yisi =10.94

Con estos resultados las ecuaciones normales (1.2.10) se vuelven extremadamente simples:

6X =—-21.94 6Y =10.94 12M =195

De este modo, se obtienen los siguientes parametros:

X = —-3.66 Y =1.82 M =16.3

Una vez teniendo los valores de X, Y y M de las ecuaciones (1.2.3) y (1.2.4) se obtienen
los parametros originales:

A=141 ¢ = 153.5°

Después de encontrar los pardmetros desconocidos M, A y ¢ se obtiene la ecuacion del
modelo ajustado:

y =M + Acos(wt — ¢) = 16.3 + (4.1) cos(t — 153.5)

Donde ¢ estd medida en grados (como se dijo al principio), mientras que y, M y A en las
unidades de las observaciones y;. La grafica del modelo obtenido se encuentra en la Figura
1.2.2.

Finalmente, se puede encontrar la acrofase en términos de los meses del ano (para poder
interpretar los resultados obtenidos de una forma maés real). Para lograr lo anterior, basta
observar que 150° son equivalentes a la mitad del mes de junio, por lo que se puede decir que
153° son aproximadamente equivalentes al 16 de junio.

Ejemplo 2

Ehrhardt estudi6 en 1977 la regulacién del transporte de AIB en el higado de ratas (AIB
= 4cido 2-aminoisobutirico). El logré encontrar un ritmo circadiano, el cual se describe en la
Figura 1.2.3.
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25
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6h 10h 14 h 18h 22h 2h 6h

Figura 1.2.3

Se ajustard una funcion cosenoidal a estos datos. El periodo Ty la frecuencia angular son:

T = 24hrs. w = 360°/T = 15°hr~!

Las abcisas t; son 6, 10, 14, 18, 22, 2 horas, sus valores correspondientes en grados son 90°,
150°, 210°, 270°, 330°, 30° (tomando en cuenta que 24hrs. equivalen a 360°), a estos valores
también se les puede ver como sus correspondientes fases angulares wt;. De la misma manera
que en el ejemplo anterior, con la ecuacién (1.2.6) se calculan las cantidades auxiliares ¢; y
s;. Con lo anterior y los valores observados y; se obtiene la Tabla 1.2.2

Time  of G ¥,
6h 90° 0 10 1-87
10h 1507 —0-8066 0-5 1-50
14 h 210° —0-866 —05 164
18h 270° 0 —1-0 245
22h 330° 0-8606 —-0-5 2-14
2h 30° 0-866 0-5 215
Total — 0 0 11:75
Tabla 1.2.2

Ya que los instantes de tiempo estén igualmente espaciados, se obtiene » ¢; =0y > s; =0
(tal como result6 en el ejemplo anterior). Ademds se obtiene lo siguiente:

Z C; =0 Z S; =0 Z S;C; =0
> =3 > st =3 >y =1175
> " yici =0.996 3 yisi = — 0.645
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Con los resultados anteriores las ecuaciones normales resultan muy sencillas:

3X =0.996
3Y =—0.645
6M =11.75

Se puede encontrar el valor de los parametros X, Y y M de las ecuaciones anteriores con
un simple despeje, quedando:

X =0.332 Y =-0.215 M =1.96

Para encontrar los pardmetros que se tenian originalmente, es decir, A y ¢, se utilizan las
ecuaciones (1.2.3) y (1.2.4)

A=0396 ¢=2327.1°

Con los parametros anteriores, se obtiene al fin la ecuacién del modelo ajustado:

y =M + Acos(wt — ¢) = 1.96 4 (0.396) cos(15t — 327.1)

El mesor, M, la amplitud, A, y el valor, y, son medidos en la unidad de los valores ob-
servados y;, mientras que el tiempo, t, estd medido en horas. La linea ajustada, los datos
observados y el mesor, M, se encuentran ilustrados en la Figura 1.2.3.

La acrofase estimada t(, se puede calcular despejando simplemente la ecuacién ¢ = wty,
entonces tg = ¢/w = 21.8hrs, o bien, 21hrs 48min.

1.3. AJUSTE DE FUNCIONES PERIODICAS NO LINEALES

Regularmente, las oscilaciones periédicas presentan un patrén complicado y con mas de
un maximo y un minimo en un sélo periodo. En general, ninguna funcién matemaética es
apropiada para ajustar tales datos. Sin embargo, los polinémios trigonométricos ofrecen un
excelente ajuste, aunque se requieren demasiados términos para éste. Incluso ni siquiera cin-
cuenta términos de un polinémio trigonométrico serian suficientes para ajustar el patrén,
relativamebnte sencillo, de un electrocardiograma.

A pesar de esto, existen algunos modelos para el caso particular en que se encuentran
Unicamente un maximo y un minimo en un intervalo de un ciclo. La Figura 1.3.1 ilustra un
conjunto de oscilaciones que se encuentran mas o menos distorsionadas de una oscilacion
senosoidal (la cual se encuentra en el centro de la figura con v = 0).

Obsérvese que los méximos y los minimos no varian segun el ciclo en el que estén, es decir,
no son mas grandes o mas pequenos. A este tipo de oscilaciones se les llama oscilaciones
sesgadas, ya que, corresponden a las distribuciones de probabilidad sesgadas.
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Figura 1.3.1

El parametro v de sesgo indica qué tanto difiere la grafica de la oscilacién sesgada de la
de una oscilacién senosoidal.

La siguiente funcién es apropiada para representar oscilaciones sesgadas ligeramente:

y =M+ Acos(¢ + vcosp) (1.3.1)

El angulo ¢ denota a la variable:

W =wt— ¢ (1.3.2)

la cual ya se conoce de la seccién 1.2, al igual que el nivel medio M y la amplitud A.
La funcién (1.3.1), consiste de una funcién interior

Y+ vcosy (1.3.3)

y una funcién exterior M + A cos(). Ambas funciones incluyen cosenos.

La funcion interior contiene un nuevo parametro, v. El angulo, ¢ es medido en grados o
radianes, y v debe estar medido en la misma unidad. Para v = 0 se obtiene una simple fucnién
coseno, el primer harmonico. El parametro v desvia a la oscilaciéon de una simple oscilacion
seno. Por lo tanto, v es llamado parametro de sesgo. los casos v = 30°,20°,10°, ..., —30° se
muestran en la Figura 1.3.1.
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El parametro de sesgo esta Imitado al intervalo:

—30° < v < 30° (1.3.4)

o el equivalente en radianes. Para valores de v mas alla de este intervalo, la grafica no es tan
suave como es requerida.

Al dngulo particular ¢ = 1)y, se le llama dngulo acrofase, para el cual la funcién (1.3.1)
alcanza su maximo, M + A. Para determinar v, se deriva la ecuacién (1.3.1) con respecto a
1 v se iguala lo obtenido a cero:

dy/di = —sen(¢) +vcosy) x (1 —wvsentp) =0

Para que la expresién anterior sea efectivamente cero, alguno de los dos factores o los dos
deben ser cero. Dado que el dngulo v estd limitado por la ecuacién (1.3.4), tinicamente el
primer factor puede ser cero. Por lo tanto, ¢y debe satisfacer la ecuacion:

o +vcoshy =0 (1.3.5)

Es comun que también sea de interés calcular la distancia de un maximo al minimo
consecutivo de una oscilacién sesgada. Sea d esta distancia, expresada en grados, y 0 % la
misma distancia como un porcentaje del periodo (tal como se muestra en la Figura 1.3.2).
Entonces:

0 = 180° — 21y, 0% = (6/360°) x 100 % (1.3.6)
En la Tabla 1.3.1 se muestran diferentes valores de vy, §, 0 % y v:

L 1 n 1
09 o° go? 18009 27
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Figura 1.3.2
W, 0 VA v
(deg) (deg) (deg)
-25 230 639 276
-20 220 61-1 21-3
=15 210 583 155
-10 200 55-6 10-2
-5 190 52-8 5:0
0 180 50-0 0-0
5 170 472 —50
10 160 44-4 —10-2
15 150 417 — 155
20 140 389 —21-3
25 130 36-1 —27-6
Tabla 1.3.1

Teniendo un conjunto de datos (;,y;), se puede ajustar un modelo apropiado estimando los
pardmetros desconocidos de la ecuacién (1.3.1). Ademads de las oscilaciones sesgadas existen
otros tipos de oscilaciones para las cuales los modelos se vuelven bastante mas complicados.

1.4. CORRELACION CIRCULAR-LINEAL

Existen diversas situaciones en las que una variable circular, ¢, esta relacionada de alguna
manera con una variable lineal, y. Frecuentemente, la direccién del viento medida angular-
mente estd correlacionada con variables lineales tales como humedad, cantidad de lluvia,
concentracion de contaminantes, etcétera. En el drea de ritmos biolégigos, por ejemplo, la
tasa de natalidad (variable lineal) esté correlacionada con la hora del dia (variable angular),
también la acrofase de un ritmo biolégico (variable circular) puede depender de la edad del
sujeto (variable lineal).

Para calcular un coeficiente de correlacion entre este tipo de variables existen métodos
paramétricos y no paramétricos. En este texto se presentarda tinicamente un método pa-
ramétrico, el cual resultard mas sencillo, ya que, los pardmetros que éste necesita son los que
ya se presentaron en el modelo de regresién periddica.

Para desarrollar dicho coeficiente, se supondra que 0° < ¢ < 360° y que y es una variable
lineal que de alguna manera depende de ¢. De esta manera, lo que se tendran son parejas de

datos (¢, y;)-

En la relacion entre estas variables sélo debe existir un punto maximo y un punto minimo
dentro del intervalo de un periodo. Se puede ver ademas que una linea de regresién entre
estas variables seria aproximadamente senosoidal, con ecuacién:
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y =M + Acos(¢ — ¢o) (1.4.1)

donde M es el nivel medio, A la amplitud, y ¢q el angulo acrofase.

Notese que lo que se desea no es estimar los parametros mencionados, sino probar estadisti-
camente que y esta correlacionada con ¢, es decir, que y depende de ¢. Para lo anterior, se
introduce una nueva notacion:

x = cos(¢ — ¢o), x; = cos(p; — Po) (1.4.2)

Con esta notacién, la expresion (1.4.1) se puede ver como una ecuacién lineal:

y =M+ Az (1.4.3)

con pendiente A y ordenada al origen M.

Por lo tanto, a las parejas (z;,y;) se les puede aplicar el andlisis de correlacién lineal or-
dinario. Notese que los valores y; de dichas parejas son los que se tienen como datos y que
los valores x;, son los que se obtienen al aplicar la funcién (1.4.2) a los datos ¢;. El tnico
problema que se presenta es que no se conoce el valor de ¢q, por lo que, se debe encontrar
un valor razonable para este pardametro.

Se puede obtener un estimador del parametro desconocido ¢g, siguiendo los pasos descritos
en la seccién 1.2 para el ajuste de un polinomio trigonométrico sobre la ecuacién (1.4.1).

Una vez obtenido el valor de ¢y, y después los valores x;, se puede calcular el coeficiente
de correlacién lineal de Pearson o cualquier otro que también busque una relacion lineal. Este
coeficiente de Pearson estd dado por la ecuacién:

—

yo Zlrm X0 ¥) o
VS (e XY (0 V)2
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2. OTROS MODELOS DE REGRESION CIRCULAR

2.1. REGRESION LINEAL-CIRCULAR

2.1.1. INTRODUCCION

La teoria de los modelos de regresiéon cuando la variable de respuesta (es decir, la varia-
ble dependiente) es angular se encuentra algo abandonada en el drea de estadistica, aunque
fenoémenos de este tipo son comunes en un buen nimero de areas de aplicacién tales como,
Biologia, Geologia, Paleontologia, Fisica y Meteorologia. Un ejemplo comtn puede ser la de-
pendencia de la direccion del viento sobre la velocidad del mismo.

Dicha teoria se encuentra ampliamente relacionada con el avance en el estudio de las fa-
milias mas interesantes de distribuciones conjuntas de una variable angular # y una variable
lineal continua X, Gould (1969), Laycock (1975) y Mardia (1972) encontraron algunos mo-
delos de distribuciones conjuntas, sin embargo, modelos méas sencillos y por lo tanto mas
aplicables fueron propuestos por Johnson y Wehrly (1978).

La Cardiologia es un campo de la Medicina en el cual las variables angulares estdan suma-
mente involucradas, en especial se encuentran muy relacionadas con el vectorcardiograma,
un aparato muy util de diagndstico que es el analogo en tercera dimension del electrocardio-
grama unidimensional comun.

En algin instante de tiempo durante una palpitacién, la actividad eléctrca del corazon (la
cual causa que el corazon se contraiga) puede ser resumida por un vector de campo eléctrico,
el cual es medido en la practica por un sistema de terminales colocadas sobre la superficie
del cuerpo; el vectocardiograma es el registro del progreso de este vector a través del espacio.
Una manera de analizar el vectorcardiograma es restringir nuestra atencién a la orientacion
del vector, ignorando su longitud. Es por ello que las técnicas apropiadas para el andlisis de
variables angulares son requeridas en esta aplicacion.

2.1.2. ALGUNOS MODELOS

Existen varias formas en las cuales se puede construir un modelo para 6 en términos de
varias variables explicativas (no se olvide que se ve a 6 como variable dependiente y a las
demds como independientes). Por ejemplo, se puede desear:

A: Modelar la direccién media de € en términos de un vector de covariables x = (x1, ..., x) .
B: Modelar la dispersién de 6 en términos de x1, ..., ).

C: Modelar ambos, la direcciéon media y la dispersion simultaneamente, en términos de
T1yeeey Tk
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La razén por la cual en la clasificacién anterior de los modelos, en los de tipo A se men-
ciona un vector de covariables y en B y C no, es porque en las expresiones que se tienen
para modelar la direcciéon media es conveniente que dichas covariables aparezcan expresadas
como un vector, mientras que en los modelos para modelar la dispersion y los que modelan
a ambos es mejor que aparezcan de manera individual cada una de las covariables.

Una peculiaridad de los modelos de regresién con una variable de respuesta circular es que
se tiene disponible un modelo especial nulo, por ejemplo en la distribucién uniforme, para la
cual no hay direccion media. Esta es una razén para considerar a los modelos de regresion
basados sobre la dispersién tanto como a los basados en la direccién media; otra caracteristi-
ca es el hecho de que muchos conjuntos encontrados en la practica (por ejemplo, mediciones
de la direccién del viento y la velocidad de éste) presentan rasgos tales como variabilidad
incrementada de 6 para valores pequenos de X.

Ademas de la razén ya mencionada para tomar en cuenta a los modelos basados en la
dispersién tanto como a los basados en la direccién media, otra razén es que el angulo medio
de una muestra tomada de una distribuciéon unimodal indica sélo una direccién predilecta,
pero no contiene ninguna informacién acerca de como es que se extienden los valores de la
muestra que se encuentran agrupados alrededor de la media. Asi como en estadistica lineal
se tiene que: Una medida de dispersion es tan importante como una medida de ubicacion,
este hecho también se cumple en estadistica circular. Algunas de las medidas de dispersién
para variables circulares son: varianza angular, desviacion angular y rango.

Modelos de dispersion para una desviacion angular presentan ciertas dificultades, debido
a que no existe una medida natural de escala para distribuciones circulares. Por esta razon,
es conveniente trabajar con la familia de distribuciones von Mises, la cual tiene construida
una medida de dispersion, y ademas comparte muchas de las propiedades principales, en
inferencia estadistica, con la distribucion normal que se tiene para datos lineales. La funcion
de densidad de una distribucién von Mises VM(u, k) estd dada por:
1

f(Q,,u, kf) = mekcos(e—,u,), 0 S 0 < 2 (211)
0

donde 0 < p < 27 es la direccién media y k > 0 el pardmetro de concentraciéon. Aqui Iy(k)
es la Funcién Bessel® de primer tipo y orden cero, y esté dada por:

1 [ |
Io(k) = — [ 0o =" "(2) (=) 2.1.2
o) = 5= | > () (212)

En la funcién de densidad (2.1.1) el valor k£ = 0 corresponde a la distribucién circular uni-
forme; para k > 0, la densidad es unimodal y simétrica con respecto a u, ademas el nivel de
concentracion se incrementa conforme lo hace k. Para k > 2 la densidad en la antipoda p+ 7
es efectivamente cero, y f estda bien aproximada por una distribucién normal con varianza

3Ver Anexo, Funcién Bessel
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1/k. En lo siguiente, se supone que # es una variable von Mises.

Se presenta un modelo de regresién de tipo A propuesto por Gould (1969):

p=po+ Y B (2.1.3)

para la direccién media, resultando en una forma ”barber ‘s pole*”.

Gould dio un método iterativo para calcular los estimadores maximo verosimiles de los
parametros del modelo, y construyé algunos métodos aproximados de inferencia para el caso
cuando k puede ser considerado muy grande. Laycock (1975) también discutié este modelo,
y observé que los estimadores maximo verosimiles son equivalentes a los de minimos cuadra-
dos. Johnson y Wehrly (1978) encontraron que la funcién de verosimilitud en el modelo de
Gould tiene una infinidad de picos de la misma altura, dejando ambiguamente definidos a los
estimadores maximo verosimiles. Como una alternativa, para una unica variable explicativa,
ellos sugirieron una aproximacion via un modelo especifico para la distribucion conjunta de 6
y una variable lineal X con una funcién de distribuciéon marginal completamente especificada
F(z). La distribucién condicional de § dada X = x propuesta por ellos es VM (u+ 27 F(x),k),
un modelo que permite la estimacion directa de p y k. Se conoce a éste como el modelo tipo
A de Johnson y Wehrly.

Para modelos tipo B con una tunica variable explicativa, sugirieron modelar la distribucién
condicional de § dada X = x como VM(u,kx), el cual permite también la estimacién directa
de los parametros, y también incluye el caso nulo de concentracién cero.

4Ver Glosario
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2.2. REGRESION CIRCULAR-CIRCULAR
2.2.1. INTRODUCCION

En los modelos de regresion circular-circular se busca predecir una direccion dada otra,
con la cual la primera esta relacionada. Por ejemplo, en un sismo, se puede ajustar un modelo
para predecir la direccion del descenso més empinado con la direccién del movimiento de la
tierra.

Otras aplicaciones se encuentran en el area de la Biologia que estudia aspectos sobre la
migracién de especies, por ejemplo, la direccion en la cual viene una parvada puede estar
relacionada con la direccion en la que regresa, o la direcciéon del vuelo de ésta con la direccion
del viento.

La mayoria de las veces, la literatura acerca de métodos estadisticos para muestras biva-
riadas de dngulos (Fisher, 1993; Jupp & Mardia, 1989), ha sido relacionada con la inferencia
de coeficientes de correlacién que sirven para medir la dependencia entre muestras angulares.

Algunos de los modelos que existen para este tipo de regresién expresan a la direccion
y como una rotacién de la direccién z (tomando como variable dependiente a y y como
independiente a x). Otros modelos, predicen el dngulo y usando una rotaciéon del dngulo
”descentrado”x, donde el término angulo ”descentrado”se puede definir como: la direccion
de la suma del vector unitario correspondiente al dngulo x mas un vector no centrado, es
decir, (u; 4+ cosx,uy + senx). En dichos modelos, los pardmetros a estimar son u; y us.

2.2.2. ALGUNOS MODELOS

Se consideran dos variables aleatorias oy 3, ambas circulares, con una funcién de densidad
conjunta f(a, 3). Donde 0 < «, < 27. Para predecir el valor de § para un valor dado de «,
considérese la regresién o esperanza condicional del vector ¢’ dado a, es decir,

Ele’’|a] = p(a)e™™ = g(a) + igs(a) (2.2.1)

donde p(a) representa la direccién media condicional de 5 dado oy 0 < p(a) < 1 la
concentracién condicional hacia esta direccion. Y donde:

g1(a) = E[cos (|a],
g2(a) = E[sen (|a] (2.2.2)

Es importante aclarar que en la ecuacién (2.2.1) se esté considerando E(e*|a) porque el
niimero imaginario (o complejo) e? servird para predecir el valor de 3 dado un valor de a,
pero las igualdades de dicha expresion resultan de las diversas expresiones que se tienen para
los niimeros complejos. Para comprender dicha ecuacién se recomienda al lector revisar en el
Anexo la parte de nimeros complejos y después hacer el siguiente desarrollo:
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Ele|a] = Elcos 3 + isen 3|a]

[cos B|a] + Elisen (o]
[cos Bla] 4+ i E[sen (|a]
(@) +iga(e)

E
FE
g1

De esta manera queda claro por qué Ele?’|a] = gi(a) + ig2(a) en la ecuacién (2.2.1), lo
unico que falta aclarar es la primera igualdad de esta ecuacion, y sélo se trata de una forma
general de expresar Ele?’|a].

Por todo lo anterior 3 queda determinada como:

pu(a) = B = arctan ZTEZ; (2.2.3)

La prediccion de 3 de esta manera es optima en el sentido de que ésta minimiza la expre-
sion:

E{]le” — g(a)l*}

lo que resulta muy similar a la idea de los minimos cuadrados.

Al no tener una expresion especifica para g («) y go() resulta en general dificil estimarlas a
partir de los datos. Asi que g;(a) y g2(a) serdn aproximadas por funciones adecuadas. Debido
a que ¢g1() y g2(a) son funciones periédicas, con periodo 2, éstas pueden ser expresadas en
términos de sus expansiones en series de Fourier. Esto conduce a aproximar a g;(«) y g2(c)
por polinomios trigonométricos de un grado adecuado m, es decir,

NE

g1(a) = ) (Agcoska + Bgsenka),

e
i
o

2
NE

g2(@) (Cg coska + Dy sen ko). (2.2.4)

£
I
o

Entonces se obtiene el modelo siguiente, el cual es de hecho un modelo lineal general:

m

cos 3 ~ Z(Ak cos ka + By sen ka) + e,

k=0

sen  ~ Z<Ck cos ka + Dy sen ka) + €. (2.2.5)
k=0

donde (€1, €)" es el vector error con vector medio 0 y matriz de dispersién Y desconocida.
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3. UNA APLICACION DEL MODELO DE REGRESION PE-
RIODICA

El viento es un fenémeno meteorolégico definido como “aire en movimiento™, el cual se
caracteriza por dos elementos: velocidad y direccién.

Generalmente, dichas caracteristicas son representadas por medio de vectores en forma
polar; donde la magnitud estéa dada por la velocidad del viento y la orientacion por la direc-
cion de éste.

Los meteordlogos crearon una grafica llamada Rosa de los vientos que permite representar
simultaneamente la relacién que existe entre las caracteristicas del viento.

Los vientos globales se generan como consecuencia del desplazamiento del aire desde zonas
de alta presion a zonas de baja presion, determinando los vientos dominantes de un area o
region. Aun asi hay que tener en cuenta numerosos factores locales que influyen o determinan
la intensidad y periodicidad de los movimientos del aire. Estos factores, dificiles de simplificar
por su multiplicidad, son los que permiten hablar de vientos locales, los cuales son en muchos
lugares mas importantes que los de cardcter general.

Para esta aplicacion se toma en cuenta sélo una de las caracteristicas del viento, su velo-
cidad, con la finalidad de determinar si tiene un comportamiento periédico.

Los datos fueron obtenidos a 48m. sobre el nivel del mar en la Central Edlica ubicada en
Guerrero Negro, Baja California Sur. Son datos promedio de la velocidad del viento registra-
dos en esta central en el afio 2007 y se encuentran medidos en m/s.

Como ya se menciond, en cada region existen factores locales que influyen en el movimien-
to del viento. Es por esto que los modelos obtenidos podrian ser utilizados sélo para describir

el comportamiento de la velocidad del viento en el lugar de origen de los datos.

En la siguiente tabla se muestran los datos obtenidos:
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VELOCIDAD PROMEDIO DEL VIENTO A 48m EN LA CENTRAL EOLICA, GUERRERD NEGRO, BCS.
MesHora |0 (12 3 45 67 8 9 10 11 12 13 1415 16 17 18 19 20 21 22 | 23 | Promedio
Enero 45 44 36 38 36 34 31 31 3131 31 36 41 47 55 60 66 67 BB B3 61 67 54 49| 45
Febrero £1 52 537 50 49 48 47 45 41 38 45 50 57 B2 66 71 74 74 70 B8 63 50 58 54| 5B
Marzo B0 58 54 50 46 43 39 39 4343 46 51 558 61 68 74 75 78 77 76 77 74 68 63| 59
Abril 65 63 B2 59 655 66 54 655 55 66 59 5.4 73 80 87 93 85 96 92 55 63 78 76 70| 7.1
Mayo B4 6158 56 64 52 50 48 454954 61 70 76 682 67 9093 92 B8 83 789 73 68| 68
Junio B0 56 54 52 51 60 48 48 45 48 51 56 65 73 60 65 9091 90 87 83 76 70 65| 66
Julio 55 57 56 54 63 52 50 51 51 5256 62 65 756065009189 686797367 62| 67
Agosto 5148 49 50 50 40 47 45 43 4449 57 62 B9 77 80 82 584 83 79 74 B7 59 55| 6.1
Septiembre |54 |54 5355 53|51 49|49|50|51|54 59 65 72 765 80/83/85 84 79 73665 5856 B3
Octubre 35 34 36 35 36 33 31 30 25 28 31 39 49 567 61 65 67 70 69 653 67 64 49 40| 4B
Noviembre |45 40 36 33 31 28 28|27 23 23 25 34 4349 55 60 62 63 62 63 60 67 652 49| 44
Diciembre |39 36 32 29 30 20 2828 28 25 21 28 36 41 47 56 61 6.2 60 56 52 45 44.43| 40
Promedic |46 4438 38 36,34 3131 31 31 31 36 41,47 55 60 65 67 BB 63 61,57 54/49] &7
Tabla 3.1

En la tabla anterior, los valores que se presentan en cada mes del ano son las velocidades
promedio de todos los dias de ese mes a una hora determinada. Por ejemplo, el valor que se
encuentra en el mes de enero a la hora 0 es un promedio de la velocidad del viento de todos
los dias de enero a esta hora, y asi sucesivamente. De tal manera que los renglones de la tabla
se pueden interpretar como un dia tipico® de cada uno de los meses del afio. Asi mismo, el
ultimo renglén representa un dia tipico del ano ya que sus valores son el promedio de los de
todos los meses del ano.

Para observar el comportamiento de la velocidad del viento a través del tiempo, se trazan
las graficas de los dias tipicos de cada mes, tomando como variable independiente la hora del
dia y como dependiente la velocidad; de esta manera se obtiene lo siguiente:

80

Dia tipico de enero

70

6.0

50
40

3.0
20

10
00 T

10
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6 18 20 22 24

Dia tipico de febrero

0

2 4 6 8 10

12 14 16 18 20 22 24

5En este trabajo se maneja un dfa tipico como un dia promedio
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Dia tipico de noviembre

o s b

»>

*

7.0
6.0
5.0

Dia tipico de diciembre

- 4.0 v o
3-“ -3 i S e *
2.0 .

1.0

O = ot~
cooooooo
+
b
+

0 2 4 6 3 101214 16 13 20 22 24 0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24

En las graficas anteriores se observa que cada uno de los dias siguen un mismo patrén, lo
que supone que la velocidad del viento presenta un fenémeno periddico de 24hrs. A pesar de
esto, los valores de cada grafica son muy distintos. Por ejemplo, en un dia tipico de enero las
velocidades oscilan entre 3.1 y 6.7 m/s mientras que en el del mes de abril oscilan entre 5.4
y 9.6 m/s. Esto resulta ldgico ya que la velocidad del viento depende, entre otras cosas, de
la estacién del ano.

Se pudo haber ajustado un sélo modelo de frecuencia diaria con los datos del ultimo
renglon de la Tabla 5.1 y se habria obtenido un modelo para predecir la velocidad del viento
a una hora determinada de un dia tipico del ano. Pero este modelo tendria poca precision,
ya que, la velocidad del viento depende en gran medida del mes en curso. Es por esto, que
se ajustara un modelo con un periodo de 24hrs. para cada uno de los meses del ano.

Se tienen los mismos valores t; = 0, to = 1, t3 = 2,...,to4 = 23 de la variable independiente
t medida en horas para cada uno de dichos modelos. También se tiene el mismo periodo
T = 24hrs. por lo que la frecuencia angular:

w = 360°/T = 360°/24hrs. = 15°/hr

es también la misma para todos los modelos.

Para obtener los valores ¢; y s; de la ecuacién (1.2.6), a cada instante de tiempo ¢; se le aso-
cia un angulo, es decir, su correspondiente fase angular wt; resultando: wt; = 0°, wty = 15°,
wty = 30°,...,wtey = 345°. Los valores wt; también son los mismos para cada uno de los
modelos.

A continuacion se presentan los modelos que resultan para los dias tipicos de cada mes:

Enero

En la siguiente tabla se encuentran los instantes de tiempo ¢;, sus respectivas ¢; y s;, los
datos observados y;, y otras cantidades como ¢? y s? que son necesarias para estimar los
parametros del modelo.



3 UNA APLICACION DEL MODELO DE REGRESION PERIODICA 33

Hora Ensro
) (y) W G 5 G° s SG Wit Visi
L[] 4 B0 0 1.0000 0QO000 40000 00000 00000 465000 0.aooo
1 4.40 15 039659 02588 09330 00670 02500 42501 1.1388
2 3.90 30 08660 05000 07500 02500 04330 33775 1.8500
3 3.80 45 070 0.7071 05000 05000 05000 2 E&Y0 2 BET0
4 360 EO0 05000 O0BEED 02500 07500 04330 1 .8000 3MTFT
5 3.40 5 02588 08659 00870 089330 02500 08300 3.2841
[ 310 90 00000 40000 Q00000 40000 00000 Q0000 3.1000
T 310 105 -0.2588 089659 00670 08330 -02500 038023 29944
Hi 310 120 -0.5000 0BEED 02500 O0O7Fs00 -04330 -1 5500 2 Go4T
b 310 135 -0.70™ 0707 05000 05000 -05000 24920 21920
10 310 150 -08660 05000 OQFs00 02500 -04330 2 -2E6847 1. .8500
11 360 165 -039E659 02588 089330 00670 -02500 -34773 0937
12 410 180 -1.0000 Q0000 1.0000 00000 OQOO0000 41000 0.aooo
13 4.0 195 -049659 -02588 0489330 00870 02500 45399 -1 2164
14 5.50 M0 -086E0 -05000 07500 02500 04330 -4 .763 27500
15 E.00 225 0707 070 05000 05000 os000 -4 24268 - 226
16 5.50 240 -05000 -08EE0 02500 07500 04330 -3.2500 5 5292
1T .70 2595 -025883 -08659 00670 1039330 02500 -1 .73 £ 4717
18 B .60 290 00000 10000 00000 10000 oo0oo  o.0oo0 £ 6000
1% 530 285 02538 -09659 00670 09330 -02500 1 .B306 £ 0353
20 g0 300 05000 -08EE0 02500 0500 -04330 3.0500 52328
M 570 M5 0F0M 070 05000 05000 -05000 40305 - 0305
22 540 330 08660 -0s5000 07500 02500 -04330 46765 =2.700a0
23 490 35 049859 -02588 049330 00870 -02500 47330 -1 2652

Suma 111,30 GO0 00000 120000 120000 00000 23THM 2064463

Tabla 3.2

Con los valores de la Tabla 3.2, se obtienen las constantes que fueron definidas en la seccién
1.2

ach,»zO szc?le c:Zsicizo
d=) yic; =2.3791 e=> s5=0 f=> si=12
9= uisi = —20.6463 k=n=24 p=Y y = 11130
De esta manera, se pueden sustituir las constantes anteriores en la solucién (1.2.12) para

asi obtener los estimadores: M, X y Y:

M = 4.6375 X =0.1982 Y = —1.7205

Con los estimadores anteriores se tiene ya el modelo de la ecuacién (1.2.1). Sin embargo,
siempre que sea posible se debe llegar al modelo (1.1.3). Para ello, se utilizan las ecuaciones
(1.2.3) y (1.2.4):

A= (X24+Y?)2 = ((0.1982) + (—1.7205)%)"/% = 1.7319
¢ = arctan(Y/X) = arctan(—1.7205/0.1982) = —83.4267
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dado que X > 0, segun la ecuacién (1.2.4), el valor de ¢ = -83.4267 es correcto. Sin embargo,
es importante (para fines de interpretacion) que el dngulo ¢ esté medido en direccién contraria
a las manecillas del reloj a partir del eje x. Por lo tanto, al valor que ya se tiene se le suman
360°. De esta manera, se obtienen los estimadores:

M = 4.6375 A =1.7319 ¢ = 276.5732

Por lo tanto, el modelo (1.1.3) para las velocidades del viento de un dia tipico del mes de
enero es:

g(t) = 4.63 4+ 1.73 cos(15t — 276.57)

Para ver que tan preciso es el modelo ajustado, se representan en una misma grafica tanto
el modelo como los valores observados:

Dia Tipico de Enero

Velocidad (mfs)

Hara (hrs)

En la grafica anterior se puede observar que el ajuste es bastante bueno, lo que también
indica que no hay errores en los calculos efectuados. Sin embargo, se deben hacer pruebas de
bondad de ajuste siempre que se encuentre un modelo de regresion. En los textos consultados
para elaborar este trabajo sélo se hace referencia a la existencia de dichas pruebas para este
tipo de regresion, pero no se describe ninguna de ellas. Por esto, se utilizara el coeficiente de
correlacién circular-lineal ,p, de la Seccién 1.4 como un argumento estadistico para probar la
correlaciéon que existe entre la hora del dia y la velocidad del viento.

Para obtener dicho coeficiente se construyen las siguientes variables:

x; = cos(wt; — @)

donde los valores t; son los datos que se tienen en la Tabla 3.2.



3 UNA APLICACION DEL MODELO DE REGRESION PERIODICA 35

Con las variables construidas y los datos y; de la misma tabla, se aplica la férmula de la
expresion (1.4.4), obteniendo el coeficiente de correlacién circular-lineal:

p=0.9738

el cual resulta bastante alto, por lo que podemos concluir que las dos variables: hora del dia
y velocidad del viento estan fuertemente correlacionadas en el mes de enero.

Siguiendo el mismo procedimiento, se ajustan los modelos para los dias tipicos de cada
uno de los meses restantes. Por lo tanto, para cada mes, sélo se presenta la tabla de datos,
el modelo ajustado y la grafica correspondiente.

Febrero

Hora Febrearo
ft:) Vil wt si ¢ s S G yici ViSi

i 310 0 10000 00000 10000 00000 00000 54000 0.0000
1 5320 13 08833 02388 08330 00670 02300  S0225 1.3459
2 5320 30 048860 05000 07300 02500 04330 45035 2.6000
3 53.00 43 07071  0OF071 025000 05000 05000 35335 3.59353
4 4 .90 60 05000 08660 02300 07500 04330 24300 42433
5 4 80 73 02588 08658 00670 08330 02500 12425 4 6364
6 4 .70 90 0.0000 1.0000 00000 1.0000 00000 @ 00000 4.7000
T 4 .50 105 02535 089639 00670 08330 -02500 A 1647 4. 3467
& 410 120 -05000 08660 02300 07300 -04330 -2.0300 3.5307
9 380 135 -07071 07071 05000 05000 -05000 -26870 2.6870
10 4 .50 130 -08660 03000 07300 02300 -04330  -3.8971 2.2300
11 300 165 -08638 0.2535% 08330 00670 -02500 -4 529G 1.2941
12 a3.70 180 -1.0000 0.0000 10000 00000 00000  -5.7000 0.0000
13 g.20 185 -08639 -0.2533 089330 00670 02500 -5 9357 -1.6047
14 G .60 20 -08660 -0.5000 07300 02300 04330 571355 -3..3000
15 710 225 07071 -0F071 05000 05000 05000 250205 -5.0203
16 740 240 -05000 -08660 02500 07500 04330 -3.7000 -6.4036
7 740 235 02538 -089639 O006/0 08330 02500 4 9133 -7.1478
18 7o 270 00000 -1.0000 00000 10000 00000 @ 0.0000 -¥.0000
1% G g0 285 02538 -09633 00870 08330 -02500 1 7600 -5.5653
20 530 300 05000 -0.8660 02300 07300 -04330 31300 -5.4360
M 3480 s 0y07 -0F0F1 05000 05000 05000 441714 -4.1718
22 480 J30 08660 -0.5000 07300 02300 -04330 50229 -2.8000
23 540 345 08639 -0.2533 08330 00670 -02500 352460 -1.3976
Suma 134.40 fOoddd 00000 120000 120000 00000 14933 157856

Tabla 3.3

g(t) = 5.60 + 1.32 cos(15¢ — 264.59)

p = 0.9100



3 UNA APLICACION DEL MODELO DE REGRESION PERIODICA

W

E

2

o

k=i

i

o

Marzo

Hoera Marzo
{ty (v
0 £.00
1 5.30
2 .40
3 5.00
4 4 60
5 4.30
6 3.00
T 3.00
8 4.30
9 4.30
10 4 60
11 .10
12 5.80
13 610
14 6.80
15 T.40
16 T.B0
17 T.a0
18 7.70
19 T.60
20 7.70
M T.40
22 6.80
23 £.30

Suma 142,20

Dia Tipico de Febrero

wt

]
13
30
43
&0
i
a0
105
120
135
130
165
180
195
20
225
240
235
270
23
300
s
330
345

Gi
1.0000
09659
08660
0.707
0.5000
023383
0.0000

-0.2553
-0.5000
-0.7071
-0.8660
-0.96:59
-1.0000
-0.96:59
-0.8660
-0.7071
-0.5000
-0.2555
0.0000
02355
0.5000
070w
08660
09639
.00 00

5 10 15
Hora (hrs)

Si GZ $i2
0.0000  1.0000 00000
02583 09330 00670
05000 07500 02500
07071 05000 05000
08EE0  0.2500 07500
09850 00670 089330
1.0000  0.0000  1.0000
09850 00670 089330
08660 02500 0.y500
07071 0.5000 05000
0.5000 07500 02500
02588 049330 0070
0.0000  1.0000 00000

02533 09330 00670
£0.5000 07500 02500
40707 05000 05000
L8660 02500 07500
08653 00670 09330
-1.0000  0.0000  1.0000
08659 00670 048330
L8660 02500 07500
0707 0.5000  0.5000
05000 07500 02500
02533 09330 00670
0.0000 12,0000 120000
Tabla 3.4

20

SiG
0.000a0
02500
0.4330
05000
0.4330
02300
0.00aa

-0.23500
-0.4330
-0.:3000
-0.4330
-0.2300
0.00aa0
02300
0.4330
05000
0.4330
02300
0.0000
-0.2500
-0.4330
-0.5000
-0.4330
-0.2300
0.0000

g(t) =5.92 4 1.87 cos(15t — 276.39)

p = 0.9915

ViG
5.0000
5.6024
4 6763
3.5333
2.3000
1.1129
0.0000

-1.0094
-2.1500
-3.0405
-3.9837
-4 9262
-5. 8000
-5.8921
-5.5580
-5.2326
-3.8000
-2.0188
0.0000
1.9670
3.8500
5.2326
3.6890
5.0833
2.5089

Visi
0.0000
1.8012
2.7000
35355
389837
4 1535
3.8000
3767
3.7239
3.0406
2.3000
1.3200
0.0000
-1 5785
-3.4000
-5 2326
-6.5815
-7 5342
-7 .00
-7 5410
-G 6654
-5 2326
-3.4000
-1 6306
-22.3745

36



3 UNA APLICACION DEL MODELO DE REGRESION PERIODICA

Abril

W

=
2
o
k=i
I
o=

Hora Abril
& (v
0 6 B0
1 6.30
2 6.20
3 5.490
4 5.50
5 S.E0
3 5.40
T S.50
8 5.50
9 S .E0
10 5480
1 640
12 7.0
13 .00
14 a.ya
15 9.30
16 9.50
17 960
18 9.20
1% 3.50
20 .30
M .40
22 T .E0
23 7.00

Suma 17130

Dia Tipico de Marzo

Wi

1]
13
30
43
G0
i)
a0
105
120
135
1:a0
165
180
195
]
225
240
233
270
285
300
ey b
F30
345

G
1.0000
0.96:33
03660
0.7
03000
02385
0.0000

-0.2355
-0.5000
-0.7071
-0.8660
-0.956:58
-1.0000
-0.95:58
-0.8660
-0.7071
-0.3000
-0.2355
0.0000
02555
03000
0.7
03660
0.96:33
0.00 00

1%

Si2
0.0000
0.0670
02300
05000
0.7300
08330
1.0000
08330
07500
05000
02500
0.0670
0.0000
00670
02300
05000
0.7300
08330
1.0000
08330
0.7300
05000
02300
0.0670

12.0000

5 10
Hora (hrs)
Si ¢|2
00000  1.0000
02538  0.9330
05000  0.7500
0.yov  0.5000
0EEE0  0.2500
08653  0.0670
1.0000  0.0000
09653  0.0670
0.8660  0.2500
0.yov  0.5000
0.5000  0.7500
02538  0.9330
00000  1.0000
02583 0.9330
0.5000  0.7500
07071 0.5000
0.8660 0.2500
0.8659  0.0670
-1.0000  0.0000
08659 0.0870
08660 0.2500
07071 0.5000
05000 07500
02583 0.9330
0.0000 12,0000
Tabla 3.5

20

S
0.000a0
02300
0.4330
05000
0.4330
02300
0.0000

-0.2500
-0.4330
-0.:5000
-0.4330
-0.2500
0.0000
0.2300
0.4330
05000
0.4330
02300
0.0000
-0.2500
-0.4330
-0.5000
-0.4330
-0.2500
00000

g(t) = 7.13 + 1.96 cos(15t — 259.98)

p = 0.9698

ViG
5.6000
5.03:33
3.3694
417148
2.7300
1.4494
0.0000

-1.4235
-2.7500
-3.9388
-5.1095
-5.18149
73000
ST
-7.5344
-6.37E
-4, 7500
-2.4847
0.0000a
2.2000
4.1300
3.5861
5.5315
G.7613
-4 09240

Visi
0.0000
1 6306
31000
41719
4 Y63
54092
5.4000
53126
4 7631
3.9595
28500
1 6564
0.0000
-2.0706
-4 3500
-6 5761
-5.2272
-0.2729
-3.2000
-5.2104
-7.1880
-5 5861
-3.8000
-1.8117
-23.1762

37



3 UNA APLICACION DEL MODELO DE REGRESION PERIODICA

Mayo

W

£

%

i)

§

i

o=

Hora Iulayro
{ti) {vi)
0 G.40
1 B0
2 5.80
3 S.60
4 5.40
5 5.20
& 5.00
T 4.80
8 4 B0
9 4.490
10 5.40
11 610
12 7.0
13 T.EOD
14 8.20
15 a.yo
16 Q.00
17 .30
13 Q.20
19 .80
] .30
| 7.a0
22 .30
23 6.0
Suma 163.40

10

Dia Tipico de Abril

wii

15

an

43

il

73

a0
103
120
133
130
163
180
193
210
223
240
233
270
283
300
e
330
343

Gi
1.0000
08659
05660
0707
05000
02535
0.0000

-0.2:555
-0.:5000
-0.707M
-0.8660
-0.9659
-1.0000
-0.9659
-0.3660
-0.70M
-0.:5000
-0.2:555
0.0000
02555
05000
070w
05660
08639
0.0 000

Hora (hrs)

Si Gz
0.0000  1.0000
02538 048330
05000 07500
07071 05000
08660  0.2500
08659 0.0670
1.0000  0.0000
08659 0.0670
08660 02500
07071 0.5000
05000 0500
025585 0.9330
0o.0o00 1 .0000
025858 0.9330
£0.5000  0.7500
07071 05000
L8660 0.2500
09659 0.0670
-1.0000  0.0000
L9659 00870
L8660 0.2500
07071 0.5000
£0.5000  0.7500
025858 0.9330
0.0000 120000

Tabla 3.6

15

$i2
0.0000
00670
0.2500
03000
0.7500
0.9330
1.0000
0.9330
07500
053000
02500
00670
00000
00670
0.2500
03000
0.7500
0.9330
1.0000
08330
0.7500
0.5000
0.2500
00670
12.0000

20

SiG
0.0000
02500
0.4330
053000
0.4330
02300
0.0000

-0.2300
-0.4330
-0.:3000
-0.4330
-0.2300
0.0000
02300
0.4330
03000
0.4330
0.2300
0.0000
-0.2500
-0.4330
-0.5000
-0.4330
-0.2300
.00 00

g(t) = 6.80 + 2.12 cos(15t — 265.82)

p = 0.9767

Yici
6 4000
5.8921
5.0229
39595
2.7000
1.3459
0.0000
-1.2423
-2 .3000
-3.4645
-4 BYES
-5.8921
-7.0000
-£.3410
S04
£.1518
-4 5000
-2 4070
0.0000
22776
4 1500
5.5861
63220
G 5683
-1.8523

Yisi
0.0000
1.5785
2.8000
38585
4 VGBS
50228
5.0000
4 6364
38537
34645
2.7000
15788
0.0000
-1 8670
<4 1000
£.1518
57842
59831
-8.2000
5.5001
7880
5 .5861
-3.6500
-1 7600
-25.3787

38



3 UNA APLICACION DEL MODELO DE REGRESION PERIODICA

W

=

%

i

§

i

=

Junio
Hora Junio
{t) (v
] 6.00
1 560
2 5.40
3 5.20
4 540
5 5.00
G 480
T 480
] 480
9 480
10 510
11 5.80
12 6.50
13 7.20
14 .00
15 a.s0
16 9.00
17 910
18 9.00
19 8.70
20 G.30
1 760
22 7.00
23 6.50
Suma 15790

Dia Tipico de Mayo

wr;

0
13
30
43
g0
i)
a0
105
120
135
130
165
180
195
]
225
240
235
270
285
300
by b
F30
345

Gi
1.0000
0.9639
05660
0.7a7m
0.5000
02535
0.0000

-0.2553
-0.:5000
-0.707
-0.5660
-0.8659
-1.0000
-0.9659
-0.5660
-0.7071
-0.5000
-0.2553
0.0000
023535
053000
0.7aM
05660
09639
0.0 000

10
Hora (hrs)
S GZ

0.o000  1.0000
02535 09330
05000  0.7500
nyov1 0.5000
08660  0.2500
09659  0.0670
1.0000  0.0000
09659  0.0670
08660 02500
nyor1 0.5000
05000 0.7s00
02555 0.9330
0.o000  1.0000
0255858 09330
£0.5000  0.7500
L7071 0.5000
08660 0.2500
49659 0.0870
-1.0000  0.0000
09659 0.0670
08660 0.2500
07071 0.5000
L0.5000 0.7500
02588 0.9330
0.0000 12,0000

Tabla 3.7

15

Si2
0.000a
00670
023500
05000
07500
048330
1.0000
048330
07500
05000
02500
0.o&70
0.0000
0.oev0
02500
05000
07500
08330
1.0000
08330
07500
05000
023500
00670

12,0000

20

SiGi
0.0000
0.2300
0.4330
0.5000
0.4330
0.2300
0.0000

-0.2500
-0.4330
-0.:5000
-0.4330
-0.2300
0.0000
0.2500
0.4330
05000
0.4330
0.2300
0.0000
-0.2300
-0.4330
-0.5000
-0.4330
-0.23500
000 00

g(t) = 6.57 + 2.13 cos(15¢ — 264.01)

p = 0.9750

¥ici
6.0000
5.4092
4 G763
36770
2.5500
1.2941
0.0000
-1.2423
-2.4000
-3.3941
4 4167
56024
£.5000
L0513
£.9282
£ .0104
-4 5000
-2.359583
0.0000
22517
4.1500
5.3740
G .0522
62785
-2.6TT5

Visi
0.000o0
1.4434
2.7000
3EYT0
4 4167
4 5296
4 8000
4 6364
4 1569
3.3941
25500
1.5012
0.000o0
-1.8894
40000
£.0104
77842
4£.78949
2.0000
£ .4036
-7.1880
5.3740
-3.5000
A1 G323
-25.5205

39



3 UNA APLICACION DEL MODELO DE REGRESION PERIODICA

Julio

W

E

2

i

3

i

=

Hora Julio
{ty (v
0 5.80
1 .70
2 560
3 .40
4 5.30
5 5.20
6 5.00
T 510
3 .10
9 5.20
10 560
11 B.20
12 6.80
13 7.50
14 a.00
15 a.50
16 a.00
1T .10
18 .00
19 a.60
20 7.00
M 7.30
22 6.70
23 B.20

Suma  159.70

Dia Tipico de Junio

Wt

1]
13
3
43
&0
7
a0
105
120
133
130
163
180
193
10
225
240
233
270
283
300
a3
330
343

Gi
1.0000
09639
08660
0.707
0.5000
02355
0.0000

-0.2555
-0.5000
-0.7071
-0.8660
-0.96:59
-1.0000
-0.96:59
-0.8660
-0.7071
-0.5000
-0.2553
0.0000
02333
0.5000
0.7071
08660
09639
.00 00

1%

$i2
0.0000
00670
023500
05000
07500
09330
1.0000
08330
0.7500
05000
023500
00670
0.0000
00670
02500
053000
07500
0.9330
1.0000
0.9330
0.7 500
053000
023500
00670
12.0000

5 10
Hora (hrs)
si e’
0oooo  1.0000
02585 09330
05000 07500
07071 0.5000
08EED  0.2500
09659 0.0670
1.0000  0.0000
09659 0.0670
08EED  0.2500
07071 0.5000
05000 07500
02585 09330
00000 q.0000
-0.2588 0.9330
-0.5000  0.7300
-0.7071  0.5000
-0.86E0  0.2500
09653  0.0670
-1.0000 00000
-09653  0.0670
-0.8660  0.2500
-0.¥071  0.5000
-0.5000  0.7500
-0.25858 0.9330
0.0000 12,0000
Tabla 3.8

20

SiCi
00000
02500
0.4330
05000
0.4330
02500
00000

02500
0.4330
03000
0.4330
02300
00000
02500
0.4330
05000
0.4330
02500
0.0000
0.2300
0.4330
0.5000
0.4330
02300
0.0000

g(t) = 6.65 + 1.92 cos(15t — 257.20)

p = 0.9671

Vi
5.8000
5.5058
48497
3.8184
2.6500
1.3459
0.0000

-1.3200
-2.5500
-3.6770
-4.5497
-5.9887
-6.8000
-7.2444
-6.9252
-6.0104
-4.5000
-2.3553
0.0000
2.2258
3.9500
5.1619
5.8024
5.9887
-5.1251

Yisi
0.0000
14753
28000
38164
4 5689
50226
5.0000
49262
4 4167
3E770
28000
16047
0.0000
-1.8411
-4.0000
-B0104
77942
-&.7E99
-&.8000
85070
-BEHEG
-51614
-3.3500
-1 6047
-22.5698

40



3 UNA APLICACION DEL MODELO DE REGRESION PERIODICA

Agosto

Dia Tipico de Julio

velocidad (mis)
7
l

Hora Agosto

{t)

S A b oS

B B P By ml ol mkh omk omk omik omk ek ek
o P o=k @ D 20 =] SN AN P e

Suma

] 5 10 15 20
Hora (hrs)
2 2
Vil wt Si [ Si SiCi
5.0 0 1.0000 00000 1.0000 00000 00000

4 .80 13 08638 02583 089330 00870 02500
4.40 30 08660 05000 07300 02300 04330
3.00 43 07071 07071 05000 05000 0.5000
5.00 G0 05000 08660 0.2500 07300 04330
4.40 v 02388 08633 0.0670 08330 02500
4.70 90 00000 10000  0.0000  1.0000 00000
4.50 103 -0.2388 08633 0.0670 08330 -02500
4.30 120 -0.5000 08660 0.2300 07300 -04330
4.40 133 -07071 07071 0.5000 05000 -0.5000
4.40 130 -08660 05000 07300 02300 -04330
370 163 -08563% 02583 09330 00870 -02500
g.20 180 -1.0000 00000 1.0000 00000 Q0000
g.90 193 -08658 02558 09330 00870 02500
7o 210 -086860 05000 07300 02300 04330
g.00 225 07071 07071 0.5000 05000 05000
g.20 240 -0.5000 Q8660 0.2300 07300 04330
g.40 233 02388 08633 0.0670 089330 02500
g.30 270 00000 -1 .0000  0.0000  1.0000 Q0000
=11 283 02388 08633 0.0670 089330 -02500
740 300 05000 08660 0.2300 07300 -04330
G.70 313 07071 0707 05000 05000 -00.5000
.40 330 08660 05000 07300 02300 04330
350 343 089638 02583 089330 00870 -02500
145.30 00000 0.0000 12,0000 12,0000 00000

Tabla 3.9

g(t) = 6.05 + 1.87 cos(15t — 255.99)

p = 0.9462

Vi
5.1000
4.6354
4.2435
3.5355
2.5000
1.2682
0.0000

-1.1647
-2.1500
-31113
-4.2435
-5.5058
-§.2000
-5 .BE49
-5.6654
-5.B569
-4.1000
2174
0.0000
2.0447
3.7000
4.7376
5.1095
5.3126
54513

¥isi
00000
12425
2 4500
3.5355
4330
4 7330
4 7000
4 3467
37238
3113
2 4500
14753
0.0000
-1.7854
-3 .8800
-5 RS54
-7A014
61135
-5 3000
-7 B30G
-6 4056
-4 T3TH
-2.8500
-1.4235
-21.8603

41



3 UNA APLICACION DEL MODELO DE REGRESION PERIODICA

septiembre

Hora Septiembre

(&)

o= AN da b D o=

velocidad (mis)

{vi)
540
540
530
550
530
510
440
4.0
500
510
540
540
650
720
7E0
&.00
&30
&850
840
7.0
730
B0
580
560

150.90

Dia Tipico de Agosto

wt

1]
13
30
43
G0
73
a0
105
120
135
130
165
180
195
]
225
240
il
270
285
300
iy b
Fa0
345

Ci
1.0000
09659
0.3660
0.7071
03000
02335
0.0000

-0.2583
-0.5000
-0.7071
-0.8660
-0.96549
-1.0000
-0.9659
-0.8660
-0.7071
-0.5000
-0.2585
0.0000
02385
05000
0.7071
03660
096349

00000

10

Hora (hrs)

Si
0.000a
02585
05000
0707
05660
08639
1.0000
08633
05660
0707
05000
02535
0.0o0a

-0.2:355
-0.:5000
-0.7071
-0.3660
-0.9554
-1.0000
-0.9659
-0.3660
-0.707M
-0.:5000
-0.2:355

0.0 000

Tabla

¢i2

1.0000
09330
07500
05000
023500
00670
0.0000
0.0670
023500
053000
07500
0.9330
1.0000
0.9330
07500
053000
023500
00670
0.0000
00670
023500
05000
07500
0.9330

12.0000

3.10

15

Si2

0.00aa0
00670
02300
05000
07300
08330
1.0000
08330
07300
05000
02500
00670
0.000a0
00670
02300
05000
07300
08330
1.0000
08330
07300
05000
02300
00670

12,0000

20

S
0.0000
02500
0.4330
03000
0.4330
02300
0.0000

-0.2500
-0.4330
-0.5000
-0.4330
-0.2500
0.0000
0.2300
0.4330
03000
0.4330
02300
0.0000
-0.2500
-0.4330
-0.:5000
-0.4330
-0.2500

.00 00

g(t) = 6.28 + 1.64 cos(15t — 252.51)

p = 0.9400

YiGi
5.4000
5. 2E0
4 5399
3587
2 B500
1.3200
0.0000
- 26582
-2.5000
-3 .EOEZ
-4 BYES
-5 .E940
£.5000
£.09547
£.5818
-5 BESE4
-4 1500
-2.2000
0.0000
2.0447
36500
4 EBED
50229
5.4092

5.9345

Yisi
0.0000
1.3976
2 B500
3.8871
4 53990
4 9282
49000
4 7330
4 35301
3 60B2
2.7000
1.5270
0.0000
-1 BE3S
-3.8000
-5 564
-7.880
-5.2104
-5.4000
-7 E303
-5.3220
-4 BEEA
-2.9000
-1 4494

18.8385

42
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Octubre

velocidad (mis)

Dia Tipico de Septiembre

Hora Octubre wt

(%)

SRR T R ST R Y

S P P B ek ek omk omk omk ok mk omk omk =k
P omk S WD D0 =] SR AN W P ek D

Suma

{vi)
350
340
360
350
360
330
310
3.00
280
280
310
390
4.90
570
B10
B.50
670
7.00
£.90
£.30
570
5.40
490
4.00
109.70

13

3n

43

G0

75

a0
103
120
133
130
163
180
193
>0
223
240
233
270
283
300
o
330
343

G

1.0000
0.9639
0.5660
0.707
0.:5000
0.2585
0.0000
-0. 2355
-0.5000
-0.7071
-0. 3660
-0.9559
-1.0000
-0.9559
-0.8660
-0.707
-0.3000
-0. 2565
0.0000
0.2555
0.:5000
0.707
0.5660
0.9639
0. 0000

5 10
Hora (hrs)
Si T

00000 1.0000
02588 09330
05000 07500
0.yov 0000
08660 02500
09659 00870
1.0000  0.0000
09659 0.0E70
08660 02500
07071 05000
05000 0500
02588 09330
0.0o00  4.0000
-0.2588 09330
05000 OFs00
-0.707 0.s000
-0.8EE0 02500
-09859 00670
-1.0000  0.0000
09653 00670
-0.8EBE0  0.2500
-0.7o07 05000
-0.5000  0.7s00
-0.2588 09330
0.0000 12.0000
Tabla 3.11

Si‘ﬂ
0.0000
0.0670
0.2500
0.5000
0.7500
0.9330
1.0000
0.9330
0.7500
0.5000
0.2500
0.0670
0.0000
0.0670
0.2500
0.5000
0.7500
0.9330
1.0000
0.93530
0.7500
0.5000
0.2500
0.0670

12,0000

SiGi

0.0000
0.2300
0.4330
05000
0.4330
0.2500
0.0000
-0.2:500
-0.4:330
-0.:5000
-0.4:330
-0.2:500
0.0000
0.2300
0.4330
05000
0.4330
0.2300
0.0000
-0.2:500
-0.4:330
-0.5000
-0.4:330
-0.2:500
0.0 000

g(t) = 4.57 4+ 1.91 cos(15t — 258.39)

p=0.9432

Vici

35000
32841
INTT
247439
1.8000
05541
0.0000
-0.7763
-1.4000
-1.87349
-2 6547
-3.7671
-4 9000
-5.3055
-5.25828
-4 28962
-3.3300
18117
0.0000
16306
28300
38184
42433
36637
-h61T 6

Visi

0.0000
0.5300
1.8000
247439
INMTT
31876
3.1000
28973
24249
1.97339
1.5300
1.0034
0.0000
-1 4753
-53.0500
- 5862
-5 8024
£.7613
£ .8000
£ 0853
-} 93673
-3.8154
-2.4500
-1.0353

-22. 4886

43
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Noviembre

velocidad (mis)

Dia Tipico de Octubre

Hora Noviembre

(%)

il R T TR R

ok omh omk ok omk omR ok
e = S AN da b D

et Pt Pt
[P

[Tl
o

Suma

(i)
4 50
4.00
3 B0
330
310
2 80
2 80
270
230
230
200
3 .40
430
4.90
5 50
£.00
£ 20
£ 30
£ 20
£ 30
£ .00
570
520
490

105.20

wt

13
30
43
G0
i)
a0
105
120
135
150
165
180
195
]
225
240
255
270
285
300
M5
F30
345

Ci

1.0000
096329
03660
0.7aom
053000
023555
0.0000
0,253
-0.5000
-0.707
-0.5660
-0.9639
-1.0000
-0.9639
-0.5660
-0.707
-0.5000
-0.2555
0.0000
02355
05000
0.7amM
03660
09633
0.0

10
Hora (hrs)
5 G

o.oooo  1.0000
02533 08330
05000  0.7500
oFoy1 05000
08660  0.2500
08853  0.0BY0
1.0000  0.0000
08853  0.0BY0
08660 02300
oFoy1 0.5000
05000  0Fs00
02583 0.9330
ooooo 10000
02583 0.9330
05000  0.7500
-0.707 05000
-08EE0  0.2500
09659 0.0sY0
-1.0000  0.0000
08659  0.0BY0D
-08EE0  0.2500
07071 0.5000
05000  0.7500
02583 0.9330
00000 120000
Tabla 3.12

15

Si'd
0.0000
0.0670
0.2500
0.5000
0.7500
0.9330
1.0000
0.9330
0.7300
0.5000
0.2500
0.0670
0.0000
0.0670
0.2500
0.:3000
0.7500
0.9330
1.0000
0.9330
0.7500
0.5000
0.2500
0.0670

12,0000

20

S

0.0000
0.2500
0.4330
0.5000
0.4330
0.2300
0.0000
-0.2500
-0.4330
-0.:5000
-0.4330
-0.2500
0.0000
02300
0.4330
05000
0.4330
0.2500
0.0000
-0.2500
-0.4330
-0.5000
-0.4330
-0.2500
.00 00

g(t) = 4.38 + 1.93 cos(15¢t — 274.80)

p = 0.9831

Vici

45000
38637
INTT
23333
1.5300
07247
0.00aa
-0.69585
-1.4500
-1.6263
25115
-3.2841
-4.3000
-4.7330
-4 7531
-4 2426
-3.1000
-1.6306
0.00aa
16306
3.0000
40303
45033
47330

Vis

0.0000
1.0353
1.8000
2.3333
2.6847
2.7045
2.8000
2.6030
1.8919
1.6263
1.4500
0.5800
0.0000
-1. 2662
-2.7a00
-4, 2426
-5.36594
-6.05353
-5.2000
-56.0353
-5.1962
-4.0303
-2.6000
-1. 2652

19468 -23.1816

44
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Diciembre

velocidad (mis)

Dia Tipico de Noviembre

Hora Diciembre wt;

()

R R T R R

N R Y
BRSO da e D

Pt I
[P

I T
o

Suma

{vi)
3.90
360
320
290
300
200
280
280
280
250
210
280
360
410
470
560
B10
B.20
£.00
560
520
450
4.40
430
95.70

1]
13
30
43
G0
75
a0

103
120
133
130
163
150
193
210
223
240
233
270
283
300
35
330
343

5 10

Hora (hrs)

G S Ll
1.0000 00000 4.0000
0.9659 02588 09330
0.8660 05000 0ys00
07071 07071 0.5000
0.5000  08EE0 02500
0.2588 09659  0.0670
0.0000  4.0000 00000
02583 049659 0.0BY0D
A0.5000  08EED  0.2500
-0.7071 0.7o7 0.5000
-0.8660 05000 0.7500
A0.9659 02583 09330
-1.0000 00000 4.0000
-0.9659  -0.2583  0.9330
08660 -0.5000 0.7500
07071 -0.707 0.5000
-0.5000  -086BE0 02500
-0.2583  -09659 0.0BY0D
0.0000  -4.0000 00000
0.2555 -09659 0.0670
0.5000 -086E0 02500
0.7071 -07071  0.5000
0.8660 -05000 0ys00
0.9659 -02588 09330
0.0000  0.0000 120000
Tabla 3.13

15

s
0.0000
0.0670
0.2500
0.5000
0.7500
0.9330
1.0000
0.9330
0.7500
0.5000
0.2500
0.0670
0.0000
0.0670
0.2500
0.5000
0.7500
0.9330
1.0000
0.935350
0.7500
0.5000
0.2500
0.0670

12.0000

20

5iCi

0.000a
0.2300
0.4330
053000
0.4330
0.2500
0.0000
-0.2:500
-0.4:330
-0.5000
-0.4:330
-0.2:500
0.0000
0.2300
0.4330
053000
0.4330
0.2300
0.000a
-0.2:500
-0.4:330
-0.5000
-0.4:330
-0.2:500
0.0 000

g(t) = 3.98 + 1.64 cos(15t — 273.07)

p:

0.9356

Vigi

3.8000
34773
27713
20306
1.5000
07506
0.000a
-0.7247
-1.4000
-1.7673
-1.8187
-2.7046
-3.6000
-3.9603
-4.0703
-3.9583
-3.0500
-1.6047
0.0000
1.4434
26000
32527
38103
41333

Vis

0.0000
0.9317
1.6000
20506
2,583
28012
2.8000
2.7045
2.4249
1.7673
1.0500
0.7247
0.0000
-1.0612
-2.3500
-3.9385
-5, 2525
-5, 95587
-5.0000
-5.4082
-4 3033
-3.2527
-2.2000
-1.1129

10551 -19.66T0

45
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Dia Tipico de Diciembre

velocidad (mis)

0 5] 10 1% 20

Hora (hrs)
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CONCLUSIONES

En el presente trabajo se eligieron los modelos de regresion circular-lineal (regresién pe-
riddica) para ser desarrollados con més detalle, debido a que existen mds referencias para
éstos y son de gran utilidad (tanto en la préctica como en la investigacién) en diversas dreas
de estudio.

Por lo anterior, este texto puede utilizarse como una buena referencia para introducir al
lector al tema del analisis de regresién para variables circulares, y ademés como apoyo en el
desarrollo de modelos de regresion periddica para cualquier area de conocimiento.

En el trabajo se ha incluido una aplicacién con datos reales del modelo de regresién
circular-lineal, en la que se ajustaron 12 modelos, aplicables a cada uno de los meses del ano,
para la relacion que existe entre la hora del dia y la velocidad del viento, en la region de
Guerrero Negro en Baja California Sur. Los modelos obtenidos en dicha aplicacién fueron
construidos para ilustrar el proceso a seguir en el ajuste de los mismos, asi como para ejem-
plificar la utilidad de este tipo de regresion.

Se obtuvieron muy buenos ajustes en la aplicacion, lo que sugiere una relacién circular
entre la hora del dia y la velocidad del viento. Por lo que, estos modelos dan una idea bastante
aproximada del comportamiento de las variables involucradas, en esa zona del pafis.

Los ejemplos mostrados en este texto, abarcan diversas areas como la medicina, biologia
y meteorologia. Con estos, se ha pretendido transmitir al lector la importancia del estudio y
desarrollo de estos temas, no sélo en las areas ya mencionadas, sino también en areas como
la geologia, geografia e incluso fisica.
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GLOSARIO

Acrofase Parametro que define el momento de maxima elevacién de una variable. En otras
palabras, la acrofase es el tiempo en el que la funcion alcanza su maximo.

Amplitud Se le denomina asi a la mitad de la diferencia entre el punto mas alto y el punto
mas bajo del modelo matemaético. Este modelo matematico es en nuestro caso el modelo
tedrico.

Barber “s pole Es un tipo de simbolo usado por los barberos o peluqueros en muchas partes
del mundo, es un poste con franjas blancas y rojas que se encuentran rodeandolo en forma
diagonal (como los cldsicos bastones de dulce). Se utiliza este término para varias cosas
que tienen o resultan de esta forma.

Ciclo Es una sucesion de acontecimientos que tienen lugar de forma repetitiva y siempre en
el mismo orden, sin tener en cuenta el tiempo en que dicha sucesion se repite.

Estadistica Circular Es el anélisis y el estudio de datos que se distribuyen sobre una circun-
ferencia, es decir, datos cuya mejor representacién es como puntos en una circuferencia.

Frecuencia angular Es el nimero de ciclos que se encuentran contenidos en una rotacion
completa del circulo (ya sea ésta 360° o 27).

Mesor Se define como el valor intermedio entre el valor més alto y el mas bajo del fenémeno
ajustado a una funcion matematica. En nuestro estudio, dicha funcién matematica se
refiere a lo que le hemos llamado el modelo tedrico.

Periodo Intervalo de tiempo en el cual se repite un fenémeno ciclico o intervalo angular en
el cual vuelve a ocurrir un fenémeno de direcciones.

Ritmo Es el nombre que se le da a un ciclo cuando éste ocurre en un intervalo de tiempo
constante y previsible.

Ritmo bioldgico Se refieren a los cambios ciclicos que experimentan los distintos procesos
fisioldgicos y que ocurren en un intervalo de tiempo determinado. Segun la periodicidad
de estos cambios dividimos a los ritmos biologicos en:

Ritmo circadiano Es aquel que tiene una frecuencia proxima a la diaria, es decir,
que presenta un periodo de entre 20 y 28 hrs. Por ejemplo, proceso sueno-vigilia,
frecuencia cardiaca, etc.

Ritmo infradiano Es aquel cuya frecuencia es inferior a la diaria, es decir, el que pre-
senta un periodo superior a las 28 hrs. El ejemplo mas comin es el ciclo menstrual.

Ritmo ultradiano Es el que presenta una frecuencia superior a la diaria, es decir, aquel
cuyo periodo es inferior a las 20 hrs. Por ejemplo, secrecion de neurotransmisores,
ritmo de la respiracion, etc.

Variable lineal Le llamamos variables lineales a las que pueden ser representadas en la
recta real, le damos este término a las variables que no son circulares para asi poder
diferenciarlas.



3 UNA APLICACION DEL MODELO DE REGRESION PERIODICA 49

ANEXO

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

cos(a — f3) = cos(a) cos(3) + sen(a) sen(f) (3.0.6)
sen’(a) + cos*(a) = 1 (3.0.7)
tan(¢) = sen(¢p)/ cos(¢) (3.0.8)

FUNCION BESSEL

La funcién Bessel de v-ésimo orden en su presentacién integral es:

I,(z) = F(l/Z()?/(i):— 172) /07T e sen?" ) df (v > —%) (3.0.9)

Y la expansion en serie de la misma estd representada por:

L) = ) ey (3.0.10)

NUMEROS COMPLEJOS

Existen diversas formas de representar a los niimeros complejos. La forma mas comun es
la llamada forma binomial o rectangular cuya expresion es:

a+bi cona,beR

Otra manera de representarlos es la conocida como r cis o polar cuya forma es:

r(cosf + isend)
donde 6 es el angulo formado por el eje real y el eje imaginario y 7 el modulo del niimero

complejo. Por 1ltimo se encuentra la expresion:

ret?

a la que se le conoce como formula de Euler.
Podemos resumir lo anterior con la siguiente ecuacién:

a+bi = r(cosf +isenf) = re? (3.0.11)

Es importante mencionar que la manera mas usual de expresar al angulo 6 de las expre-
siones anteriores es en radianes.
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