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Resumen

Mucho tiempo antes de que cualquier realizacién experimental fuera posible, A.
Einstein y S. Bose predijeron que cuando un gas diluido de dtomos bosdnicos es
enfriado por debajo de una temperatura critica, una fraccién grande de estos dtomos
se condensa en el estado cudntico més bajo [1, 2]. A esta temperatura, los bosones
sufren una transicién de fase cudntica y se convierten en lo que cominmente se
conoce como Condensado de Bose-Einstein (BEC). una nube coherente en la cual
todos los 4tomos ocupan el estado base en forma macroscépica. Este comportamiento
es una consecuencia directa de la estadistica cudntica, es decir, cuando la longitud
de onda térmica (longitud de onda de De Broglie) de las particulas es comparable a
su separacién, entonces su indistinguibilidad se vuelve crucial.

Aunque ya se habian observado Condensados de Bose-Einstein en sistemas su-
perfluidos y superconductores {3, 4], su produccién experimental con gases atémicos
diluidos no se habia logrado. Las técnicas necesarias para realizar tal hazafia han
sido desarrolladas sélo en afios recientes, y no fue sino hasta 1995 que M. H. An-
derson, J. R. Ensher, M. R. Matthews, C. E. Wieman y E. A. Cornell {5], haciendo
uso de un gas diluido de 4tomos de rubidio y trampas magneto-6pticas, lograron
observar Condensados de Bose-Einstein en dicho tipo de sistemas por primera vez.
Casi simultineamente, K. B. Dayis, M. O. Mewes, M. R. Andrews, N. J. van Druten,
D. S. Durfee, D. M. Kurn y W. Ketterle 6] observaron el mismo fenémeno usando
un gas diluido de atomos de sodio. Esto marcé un punto de referencia en la historia
de 1a fisica experimental, y desde entonces varios sistemas han sido utilizados para
estudiar Condensados de Bose-Einstein y sus propiedades de coherencia. En 1996,
C.J. Myatt, E. A. Burt, R. W. Ghrist, E. A. Cornell y C. E. Wieman [7] al traslapar
dos Condensados de Bose-Einstein produjeron el primer condensado de dos modos.
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En este trabajo se utiliza un modelo simple en segunda. cuantizacién que describe
un condensado de Bose-Einstein de dos modos (8]. Este modelo se reescribe en térmi-
nos de los generadores de un dlgebra SU(2) [9], y por medio del formalismo de estados
coherentes [10] y de la teorfa de catdstrofes [11] se encuentran las transiciones de fase
cuanticas y se investiga la relacién entre éstas y los puntos de bifurcacién del mo-
delo semicldsico correspondiente (12, 13, 14]. Para ello, se calcula el valor esperado
del Hamiltoniano con respecto a los estados coherentes y se encuentran los puntos
criticos que lo minimizan. Posteriormente, haciendo el an4lisis de la matriz Hessiana,
se encuentran las regiones de estabilidad del sistema, las cuales estdn determinadas
por la separatriz en el espacio de pardmetros. Ademis, en este espacio se han estu-
diado las siguientes observables: energia minima, cocientes de diferencias de energia,
composicién de la funcién de onda del estado base, valores esperados de los opera-
dores de momento angular y sus cuadrados, distribucién de Husimi y su segundo
momento, coeficientes de compresién y la entropia de enredamiento para dos parti-
ciones diferentes. Se muestra que el comportamiento de las observables mencionadas
se vuelve critico a lo largo de la separatriz, siendo cualitativamente similar en cada
una de las regiones fuera de ella.

Los objetivos principales son los siguientes:

1. Mostrar que la teoria de catistrofes junto con el formalismo de estados co-
herentes son iitiles para encontrar las transiciones de fase y propiedades de
estabilidad de modelos escritos en términos de los generadores de un dgebra
SU(2). En particular para la descripcién de un condensado de Bose-Einstein
de dos modos.

2. Estudiar el comportamiento de diferentes observables en las regiones de esta-
bilidad del modelo, entre las que destacan la poblacién relativa, los coeficientes
de compresion y la distribucién de probabilidad de ocupacién relativa.

3. Determinar las correlaciones existéntes entre la entropfa de enredamiento (en
dos diferentes particiones), el comportamiento de la funcién de Husimi y su
segundo momento con las transiciones de fase.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo se discutiran los conceptos fundamentales que permitiran entender el
sistema que se estudia, seguir el desarrollo de este trabajo y entender la interpretacién
de los resultados encontrados. Las secciones sobre las transiciones de fase, sistemas
de qubits interactuantes y condensados de Bose-Einstein estdn basadas en el trabajo
de Sadchev [15]. La tercera seccién presenta una breve discusién de la teoria de
catdstrofes [11].

1.1. Transiciones de fase cuanticas

El concepto de fase proviene de la Termodindmica y la Fisica Estadistica y se
define como un estado homogéneo del sistema en estudio. Por lo tanto, una transi-
cién de fase corresponde al paso entre dos estados homogéneos diferentes del sistema.
En la vida cotidiana presenciamos a menudo transiciones de fase cuyo ejemplo maés
comiin es el del agua que a temperatura ambiente y condiciones normales de presién
es un liquido, pero si la temperatura aumenta hasta rebasar los 100 °C se transfor-
ma en vapor, un gas, mientras que si la temperatura disminuye por debajo de los
0°C se transformara en hielo, un sélido. Este tipo de fenémenos son tan familiares
para nosotros que casi nunca pensamos que se trata de procesos complicados cuya
descripcidn tedrica s6lo pudo ser desarrollada hasta mediados del siglo veinte.

Las transiciones de fase pueden explicarse por el equilibrio existente entre la e-
nergia interna y la entropia del sistema. Segin la termodindmica, los sistemas en
equilibrio térmico buscan minimizar la energia libre FF = E — T'S, donde T es la
temperatura. La energia interna estd determinada por las interacciones entre las

1



2 _ Capitulo 1 Introduccién

moléculas mientras que la entropia es proporcional al logaritmo del nimero de arre-
glos microscépicos posibles de las moléculas para una energia y un volumen dados.

En el caso del agua es claro que la entropfa es mayor cuando es un liquido mientras
que es minima en el estado s6lido cuando se tiene un arreglo cristalino que minimiza
la energia, por lo tanto, cuando T es pequeiia F' es minima en el estado sélido
mientras que cuando la temperatura crece, las contribuciones de la entropia son m4s
significativas y la energfa libre F* se minimiza en el estado liquido. Las energias libres
del agua liquida y sélida se cruzan cuando T= 0°C, la temperatura a la cual ocurre
la transicion de fase.

Dependiendo de las condiciones experimentales, las transiciones de fase pueden
ser de diferentes tipos. Por ejemplo, si tenemos agua a una presién constante de una
atmdsfera y elevamos la temperatura, al cruzar la curva de coexistencia la densidad
del sistema cambia bruscamente de 1 g/em? (la densidad del agua) a 0.001 g/cm? (la
densidad del vapor). Este proceso describe una transicién de fase de primer orden,
pues la densidad, que es la primera derivada del potencial termodinimico, presen-
ta una discontinuidad. Sin embargo, si ahora cambiamos presién y temperatura de
manera que el sistema permanezca todo el tiempo sobre la curva de coexistencia,
durante todo el proceso el sistema estd formado por dos fases hasta que se llega al
extremo de la curva de coexistencia (punto critico) donde el sistema se transforma en
una sola fase. Este tipo de transiciones de fase se conoce como transiciones de segun-
do orden porque en este caso la densidad del sistema varia de manera continua, sin
embargo, la segunda derivada del potencial termodindmico, el coeficiente de expan-
sién térmica, presenta discontinuidad. Por lo tanto, el orden de la transicién de fase
estd determinado por el orden de la primera derivada del potencial termodindmico
que presenta discontinuidad en la temperatura de transicién. Esta clasificacién de
las transiciones de fase es conocida como clasificacién de Ehrenfest.

Los fendmenos que se han descrito hasta ahora corresponden a las transiciones de
fase conocidas en general como térmicas, que se producen debido a la importancia
que adquire la entropia en determinar la fase de un sistema cuando la temperatura
se incrementa. Sin embargo, las transiciones de fase ocurren en la naturaleza en
una gran variedad de sistemas y bajo un-amplio rango de condiciones. Por ejemplo,
la transicién del hierro de paramagnético a ferromagnético ocurre alrededor de los
1000 K, la transicién del helio liquido a un superfluido a 2.2 K y la condensacién
de Bose-Einstein a 10~ K. Es decir, las transiciones de fase son un fenémeno muy
general, asociado con las propiedades basicas de los sistemas de muchos cuerpos.

En este trabajo estamos interesados en las transiciones de fase cudnticas que son
de un tipo muy diferente a las térmicas. Tales transiciones ocurren a temperatura
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de cero absoluto T = 0 K, donde la termodindmica nos dice que el sistema debe
encontrarse en el estado de minima energia. Por ejemplo, en el caso del agua puede
suponerse que existe un arreglo cristalino que minimiza la interaccién molecular y
por tanto todas las moléculas permanecen en su sitio correspondiente de la red, pero
entonces no parecerfa haber la posibilidad de una transicién de fase en este estado.
Sin embargo, este modelo no es compatible con las leyes de la mecanica cuantica
pues viola el principio de incertidumbre de Heisenberg, de manera que determinar
el estado base del sistema es una tarea delicada pues deben optimizarse las energias
cinética y potencial de manera que se mantenga la consistencia con el principio de
incertidumbre lo cual implica que, al menos en principio, méds de una fase es posible -
ain a T = 0 K y las transiciones entre éstas son necesariamente transiciones de fase
cuédnticas.

La diferencia bésica entre estas transiciones de fase y las térmicas es que la ma-
ximizacién de la entropia requerida cuando T > 0 K ha sido ahora remplazada por
las fluctuaciones cudnticas requeridas por el principio de incertidumbre.

Aunque pareciera que estas transiciones de fase son sélo abstracciones tedricas sin
ninguna. aplicacién practica debido a la dificultad que presenta enfriar un sistema
cerca del cero absoluto, en las dltimas décadas se ha mostrado que estas transiciones
dejan huellas caracteristicas en las propiedades fisicas de los materiales cuando 7" > 0
K y que podrian ser visibles aiin a temperatura ambiente, por lo tanto, si se quiere
un entendimiento completo de las propiedades fisicas de algunos materiales deben
considerarse las relaciones de las fases cuando T' > 0 K con los diferentes estados
base y las correspondientes transiciones cudnticas.

1.1.1. Sistemas de qubits interactuantes

Consideremos un sistema cuantico sencillo, un conjunto de qubits interactuando.
Un qubit es el grado de libertad cudntico mas simple, consiste de un sistema que sélo
puede encontrarse en dos estados cudnticos que se denotan como |1) y |]), siendo el
ejemplo clisico de un qubit los estados de espin de un electrén. Segun el principio de
superposicién de la mecdnica cudntica el estado més general de un qubit estd dado
por

V) = a|t) +8I1), (1.1.1)

donde o y 8 son nimeros complejos arbitrarios tales que jo|*+|8|° = 1. De particular
interés son las combinaciones en las cuales o = = 1/vV2ya = ~B =1/v/2 y que
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denotaremos como
1 .
|—) = 7 (IN+1)), l«)= \/— (HEIINE (1.1.2)

es decir, la probabilidad de encontrar al sistema en uno de sus dos estados posibles
la misma. Estos estados tienen la propiedad de tener momento magnético apuntando
en la direccién positiva del eje £ en el primer caso y en la direccién negativa para
el segundo caso; a su vez estos dos nuevos estados pueden usarse como base para
expresar el estado de un sistema de dos niveles o qubit. Por lo tanto, el estado |¥)
puede verse como un estado que fluctia entre los estados arriba y abajo o como un
estado que fluctda entre los estados derecha | ) e izquierda |«).

El acoplamiento entre los qubits del sistema se describe por medio de un Hamil-
toniano que es la representacién cudntica de la energia por lo que debe constar de
dos términos, uno correspondiente a la energia cinética y uno a la energfa potencial,
de manera andloga a lo que ocurre en el caso térmico; sin embargo, debe recordarse
que en este caso T = 0 K, por lo tanto, lo que nos interesa es encontrar el estado de
energia mas bajo.

El Hamiltoniano més simple para este sistema corresponde a
H=H,+gH,, (1.1.3)

donde g es un pardmetro adimensional que podemos ajustar para llevar los qubits
a través de la transiciéon de fase cudntica y que juega un papel similar al de la tem-
peratura en el caso de la energfa libre. Si consideramos como base la representacién
con proyeccién del momento angular bien definida en la direccién z (|1), [l)), en-
tonces el término H, puede pensarse como una energia potencial que determina
la configuracién del momento magnético en la direccién z que minimiza la energfa
mientras que el término H, representarfa una energia cinética cuya forma es muy
sencilla. debido a que cada qubit sélo tiene dos estados posibles por lo que el dnico
“movimiento”posible es girar (flip) entre los estados arriba y abajo y-es H, el que
introduce este giro o tunelaje entre los dos estados. Una caracteristica fundamental
de este Hamiltoniano es que los papeles entre la energfa cinética y la potencial se in-
tercambian si cambiamos a la base {|—),|~)}, sin embargo, existe un tinico estado
base que tiene ambas interpretaciones.

El término H, surge de la interacién dipolar entre los qubits. Cada momento
magnético M, produce un campo dipolar magnético y este campo tiende a alinear a
los otros momentos magnéticos de forma paralela a él. Estas interacciones dipolares
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son optimizadas por un arreglo ferromagnético de los M,, es decir, el estado base es

|1T) = |T>j|-IT>j2 IT)_-,‘3 IT)J‘. |T>j5 Tt
W = .- “—)j, Il)jg Il)ja “-)j4 “)js Tt

donde las etiquetas j; corresponden a cada uno de los qubits. La eleccién de 1) o J4)
depende de las condiciones experimentales externas, aquf se considerara como estado
base |f}). Entonces en el caso en que g < 1 éste es el estado base y no es perturbado
por tunelaje entre los estados, es decir, en este caso no se presentan transiciones
de fase. Cuando g > 1 e] estado estd determinado enteramente por la optimizacién
del tunelaje y esto ocurre cuando se tiene la misma probabilidad de encontrarse en
el estado arriba o abajo. Puede escogerse una. fase arbitraria en nuestra definicién
de los estados de los qubits de modo que el tunelaje sea preferente hacia el estado
derecha |-); para toda j, de esta manera un tunelaje grande hard que todos los
qubits apunten en la direccién derecha. Esto sugiere una implementacién préctica
para variar el valor de g aplicando un campo magnético en la direccién transversal
al eje Z. Asi, cuando se tiene g — oo es claro que el estado base de H debe ser un
producto de estados derechos

|=>) = |_’)j1 |“’)j;, 1= 4 |“")j4 [=)i o5 (1.1.4)

es muy importante notar que este estado no puede escribirse como una combinacién
lineal de |f) y |{}), es decir,

1 ‘
=) # 7 (1 +14)),

y es justamente esta propiedad la que permite la aparicién de transiciones de fase
cuanticas no triviales.

Entonces, cuando g < 1 el estado base del sistema de qubits corresponde a |f})
cuya propiedad més importante es que el valor esperado de la proyeccién del mo-
mento angular a lo largo del eje Z, (M. ), es diferente de cero. Se esperaria que (M,)
evolucionara como una funcién continua del pardmetro g. Sin embargo, cuando g
es muy grande, pero finito, el estado base corresponde a |=>) cuyo valor esperado
de M, es estrictamente cero y que es imposible conectar de manera suave con |f}),
por lo tanto, debe existir una singularidad al menos para una g = g. donde el valor
esperado de M, se anula por primera vez. Es exactamente este punto donde ocurre la.
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transicién de fase cudntica. Para el caso que estamos considerando, es el punto donde
desaparece el comportamiento ferromagnético y se llega a un estado paramagnético.
En un sentido realista, el estado base del sistema de muchos qubits para g < g. es
similar y est4 suavemente conectado al estado |f}) mientras que para g > g. existe
también una correspondencia similar con el estado |=>). Unicamente en g = g. se
obtiene un estado “critico”, en un complejo y enredado arreglo de los qubits.

1.1.2. Condensados de Bose-Einstein

En 1924 Satyendra Nath Bose escribié a Einstein pidiendo su ayuda para la publi-
cacién de un articulo en el que mostraba que la ley de distribucién de Planck para los
fotones podia derivarse de primeros principios {1]. Con base en estas ideas, Einstein
predijo que en un sistema de particulas que obedecen la estadistica de Bose y cuyo
nimero total se conserva, deberia existir una temperatura por debajo de la cual una
fraccién de las particulas se “condensa” en el mismo estado [2]. Este fendmeno es
conocido como condensacién de Bose-Einstein.

A temperatura ambiente, un gas estd formado de particulas que se desplazan
rdpidamente y que pueden visualizarse como bolas de billar cldsicas que colisionan
ocasionalmente entre ellas y con las paredes del recipiente que las contiene. Cuan-
do la temperatura decrece, los dtomos disminuyen su velocidad y sus caracteristicas
cudnticas se vuelven més significativas. Como sabemos cada dtomo con energia térmi-
ca promedio kpT puede representarse como una onda cuya longitud de onda se define
como Ag = ((2rh)? /mochT)I/ 2. entonces es claro que cuando la temperatura dis-
minuye la longitud de onda aumenta. Esto tiene consecuencias draméticas cuando el
valor de la longitud se onda se vuelve comparable con la separacién promedio entre
las particulas (d o< p~1/%). Entonces podemos pensar a los étomos ocupando estados
cudnticos especificos que se extienden a largo de todo el volumen del contenedor. Si
las particulas que conforman el gas son bosones, un niimero arbitrario de ellas puede
ocupar cualquier estado. Cuando la energia es suficientemente pequeiia todas las
particulas tienden a ocupar su estado base, que por tratarse de particulas indistin-
guibles es el mismo para todas ellas, formando asi un condensado de Bose-Einstein
(BEC). En la Fig.1.1 se muestra la distribucién de velocidades caracterfstica de un
condensado de Bose-Einstein. '

Asi cuando un conjunto de bosones es enfriado a una temperatura por debajo de
la temperatura critica todas las particulas alcanzarén el mismo estado y formardn un
BEC, esto es cierto atin si existen fuertes interacciones repulsivas entre las particulas
que forman el condensado, lo cual disminuye el mimero de partfculas en el condensado
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Figura 1.1: Distribucién de velocidad de los dtomos de rubidio (Rb), después de que son
liberados de una trampa a muy baja temperatura [5]. La grafica de la izquierda corresponde
a T= 400 nK, la central a T= 200 nK y la derecha a T'= 50 nK. El pico que presentan las
dos 1iltimas corresponde a velocidad cero y es caracteristico de un BEC.

pero no lo aniquila por completo y de esta manera todo el sistema permanece como un
superfluido perfecto. Surge entonces la pregunta: jes posible encontrar transiciones
de fase en este sistema que pareciera tan estable?

La clave de la formacién de un condensado de Bose-Einstein es que algunos de
los 4tomos son libres de moverse a lo largo de todo el sistema en el mismo estado
cuantico. Esto sugiere que si fuera posible interrumpir el movimiento de los dtomos
por un conjunto de barreras microscépicas serfa posible destruir el estado superfluido
del condensado y alcanzar un nuevo estado base. La implementacién de esta idea ha
sido posible en afios recientes aplicando un potencial periédico de barreras dentro de
la trampa en la cual se forma el condensado. Se conforma de un arreglo de sitios en
los cuales las particulas disminuyen su energfa potencial y tienen que ir por encima
de una barrera para moverse entre estos sitios. En la Fig.1.2 se muestra un modelo
de estas redes.

Cuando el potencial es débil, se observa un pequeiio pero significativo cambio
en el estado del sistema, al medir la distribucién de velocidades de uno de estos
sistemas se encontr6 la distribucién mostrada en la Fig.1.3. Puede observarse que
existe un gran pico cerca de la velocidad cero, de igual manera que en la distribucién
de velocidades para el condensado; Fig.1.1, sin embargo, existen otros picos alrededor
de éste, mostrando que la red actia como una rejilla de difraccién. Es decir, la forma
del condensado se ha ajustado a la forma del potencial periédico pero aparte de eso
el condensado mantiene su integridad.

Supongamos que los Atomos sélo pueden ocupar un estado cuéntico en cada mini-
mo del potencial (sitio), lo cual es de hecho una muy buena aproximacién a la
realidad. Si el 4tomo n ocupa el j-ésimo sitio del potencial denotaremos este estado
como [j),.. Entonces cada particula del condensado ocupard exactamente el mismo
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Figura 1.2: Simulacién de una red éptica. Estas redes son formadas por la interferencia
de haces laser viajando en direcciones opuestas. El potencial periédico resultante puede
usarse para atrapar 4tomos como se muestra. Figura tomada de www.physics.umd.edu.

‘w

Figura 1.3: En (a) el BEC se halla en un estado superfluido, los 4tomos que lo forman
pueden ser descritos como una onda macroscépica. Cuando este condensado es liberado
del potencial aparecen patrones de interferencia debido a la coherencia de fase entre las
funciones de onda atémicas en diferentes sitios de la red éptica. En este caso, la fase de la
onda macroscopica estd bien definida pero el niimero de 4tomos en cada sitio fluctiia. En
(b) se presenta el otro caso limite, esto es un potencial periédico muy fuerte que produce
un aislante. En este caso cada sitio de la red tiene un nimero de dtomos fijo pero la fase
es incierta, por ello no puede observarse interferencia cuando las particulas son liberadas
del potencial [{16].
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estado que sers una superposicion de los estados en cada pozo. El estado final puede
escribirse como el producto tensorial de los estados posibles en cada pozo que pueden
ocupar los atomos

IBEC) o (Iin)y + |2)y + lishy =) @ (lin)y + i)y + Ldade-+)
® () + lady + i) +) -

Al expandir estos productos puede observarse que el nimero de particulas en cada
sitio fluctiia considerablemente, esto quiere decir que las particulas son capaces de
fluir a través del sistema con facilidad. Este comportamiento es la clave de la su-
perfluidez del condensado. Sin embargo, si la intensidad del potencial periddico se
incrementa (Fig.1.3) existe un valor tal que hay una transicién de fase cuintica des-
pués de la cual la superfluidez desaparece, pues el tunelaje entre minimos cercanos
se suprime. Esto combinado con las interacciones repulsivas entre las particulas en el
mismo pozo de potencial suprime fuertemente las fluctuaciones en el estado cudntico.

Un estado ideal sin fluctuaciones, es aquél en el que cada sitio j; tiene exactamente
una de las particulas en todos los términos y se escribe como

|I> & |jl>1 |j2>2 |j3>3 et [.71>1 |j2)3 |j3>2 T
+ )y ld2)y 1da)s -+ 1di)g |d2) s ldshy -
+ |j1>3 |j2>2 |j3>1 et |jl>3 |j2)1 |j3>2 Tt

de hecho cualquiera de estos términos es suficiente para describir la configuracién de
las particulas en el estado base pues las particulas son indistinguibles. Debe notarse
que cada término en |I) estd presente en |BEC) la diferencia radica en los estados
que representan las fluctuaciones. La desaparicién de las fluctuaciones implica que
las particulas son completamente incapaces de moverse en el sistema, es decir, el
sistema se ha convertido en un aislante y la transicién de fase es entre un superfluido
y un aislante.

En este trabajo se realiza un estudio similar al mostrado en este capitulo para un
condensado de Bose-Einstein de dos modos, cuyo Hamiltoniano es funcién de tres
parametros que dependen de las caracteristicas de las particulas que conforman el
sisterna. Sin embargo, se ird mds alld buscando las relaciones que pueden tener estas
transiciones de fase con otras observables del sistema aparte de la ya mencionada
con la energia del sistema.
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1.2. Teoria de catastrofes

La teoria de catdstrofes constituye una muy buena herramienta para el estudio
de las transiciones de fase, pues describe y clasifica los sistemas donde un pequefio
cambio en los pardmetros provoca cambios cualitativos significativos en el compor-
tamiento del sistema. En general, la teoria de catdstrofes puede usarse para clasificar
cémo se modifican los puntos criticos estables cuando se varian los pardmetros.

A continuacién se explicaran algunos de los conceptos bésicos asi como el fun-
cionamiento general de la teoria de catdstrofes.

Una superficie de energia o familia de superficies de energfa es una funcién que
depende de dos conjuntos, uno de variables y otro de parametros esenciales, esto es,
no redundantes. Estas funciones generalmente tienen tres tipos de puntos. Aquellos
puntos para los cuales el gradiente de la superficie de energia es diferente de cero se
conocen como puntos regulares, y de ellos consiste la mayor parte de los puntos de
la superficie. Los puntos para los que el gradiente vale cero son los puntos criticos y
estos pueden ser de dos clases, los llamados aislados o de Morse y los degenerados
o no-Morse. Para los puntos aislados el determinante de la matriz Hessiana de la
funcién es diferente de cero y entonces el teorema de Morse garantiza la estabilidad
estructural de las funciones de tal modo que perturbaciones producen tvinicamente
cambios pequefios en la funcidn, es decir, se preserva el tipo de los puntos criticos.
Ademss, en estos puntos aislados, las superficies de energia pueden describirse local-
mente en términos de una funcién cuadritica, también llamada forma de Morse.

En un punto critico degenerado la matriz Hessiana posee més de uno de sus
eigenvalores iguales a cero, entonces por el lema de Thom, se tiene que en la vecindad
de tal punto la funcién puede ser descrita como una suma de una forma cuadratica,
definiendo el subespacio no-degenerado, y una parte degenerada que contiene el punto
y que depende de las variables asociadas con los eigenvalores cero del Hessiano.
De acuerdo al teorema de clasificacién de catdstrofes de Thom, la parte degenera-
da, -puede representarse por una forma canénica llamada funcién catdstrofe. Esta
funcién es la suma de un germen dependiente del nimero de eigenvalores cero, y
una perturbacién universal que elimina la degeneracién del punto critico y hace a
la superficie de energia estructuralmente estable. El comportamiento de la funcién
de estado cerca del punto degenerado puede encontrarse estudiando inicamente esta
segunda componente.

Cuando se tiene una familia de funciones para la que la. mayorfa de los puntos del
espacio de pardmetros son de la forma de Morse, son los puntos criticos degenerados
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los que organizan las propiedades globales de la familia, es decir, dividen el espacio
de pardmetros en regiones donde las funciones presentan un comportamiento simi-
lar. Los puntos del espacio de pardmetros que corresponden a puntos degenerados
constituyen los conjuntos de bifurcacién.

1.2.1. Una aplicacién sencilla

Consideremos una funcién, dependiente de un pardmetro b y una variable 8, que
representa la superficie de energia de un modelo simplificado de condensados de
Bose-Einstein de dos modos,

f(b,6) = —cosf+ »Z-cos.2 6. (1.2.1)

El Hamiltoniano general se estudiard a mayor profundidad mis adelante.

El primer paso es encontrar los puntos criticos de este sistema; éstos se obtienen
al resolver la ecuacién
8f(b,0) _,

80
cuyas soluciones son 8, = 0, m, arc cos(1/b). Puede observarse que la tercera solucién
no existe en todo el espacio, inicamente cuando se cumple la condicién —1 <1/b < 1.

En la Fig.1.4 se grafica la zeta critica, z, = cos@, como funcién de . La linea
ze = 1 corresponde a 6, = 0, la linea 2, = ~1 corresponde a 0. == 7 mientras que
las lineas z, = 1/b corresponden a @, = arccos1/b. La linea punteada indica que el
punto critico es minimo mientras que la linea sélida muestra los maximos. Se observa
que hay dos puntos donde coalescen dos puntos criticos, en b = —1 se trata de dos
méaximos y en b = 1 dos minimos.

Se observa que el espacio de parametros esta dividido en tres regiones, en cada
una de las cuales la estructura de la funcién es la misma. Cuando b < —1 la funcién
tiene tres puntos criticos, dos de los cuales son minimos y uno es maximo. En la
regién —1 < b < 1 desaparece uno de los minimos y la funcién presenta Unicamente
un minimo y un méximo. Por dltimo en la regién b > 1 nuevamente se tienen tres
puntos criticos, sin embargo, ahora se trata de dos méaximos y un minimo.

La forma de f(b, #) se muestra como funcién de 6 en la Fig.1.5 donde se grafica para
diferentes valores del pardametro b. En Fig.1.5(a) se muestran f(—2, #) (linea puntea-
da) y f(—4,6) (linea sélida), puede observarse que los dos minimos de la funcién se
encuentran en § = 0 y § = m mientras que el minimo estd en § = arccos(1/b) lo que
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T

~0.5 \
~-1.0

-2 -1 [4] 1 2
b

Figura 1.4: En esta figura se muestra la zeta critica, z., como funcién del pardmetro b. Las
lineas punteadas representan los puntos para los cuales el punto critico es minimo mientras
que las lineas sélidas representan los maximos. Puede observarse que existen 3 regiones
del espacio de pardmetros en cada una de las cuales la funcién tiene el mismo nimero de
puntos criticos y dnicamente en los puntos b = ~1 y b = 1 coalescen dos puntos criticos
méximos y minimos respectivamente.

corresponde con lo observado en la Fig.1.4. En la Fig.1.5(b) se muestran f(—1,6)
(linea inferior), f(0,8)(linea media) y f(1,6) (linea superior) puede verse que el
minimo se encuentra en § = 0 y el méximo en § = . Por dltimo, en la Fig.1.5(c)
se grafican f(2,0) (linea punteada) y f(4,6)(linea sélida), puede observarse que la
funcion tiene un sélo minimo en @ = arc cos(1/b) y dos méximos localizados en 6 = 0
y0=m.

1.5 g 30

1.0 25

0.5 20

00 (18

-0.5} ;.o

5
-10

3.0/ _1E 00p=mm__
00 05 10 15 20 25 40 00 05 10 15 20 25 80 00 05 10 15 20 25 30
¢ ¢ o

(a) (b) (c)
Figura 1.5: En esta figura se muestra f(b,2) como funcién de 6 para diferentes valores
del pardmetro b. En (a) b = ~2 (linea punteada) y b = —4 (linea sélida), en (b) b = —1
(linea inferior), b = 0 (linea media) y b = 1 (linea superior) y en (c) b = 2 (linea punteada)
y b = 4 (linea sélida).

En estas figuras se observa que mientras el valor del pardmetro b se encuentre
dentro de la misma regién la forma de la funcién se preserva, sin embargo, al cambiar )
de region la estructura de la funcién es completamente diferente.

La separatriz de un sistema corresponde a los puntos en el espacio de pardmetros
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en los cuales coalescen dos 0 mds puntos criticos; para esta funcién la separatriz
estd formada unicamente por los dos puntos b = {-1,1}, y como ya hemos mostrado
es este conjunto de puntos el que divide el espacio de pardmetros segin los diferentes
comportamientos de la funcién.

En este trabajo se realiza el mismo andlisis para un Hamiltoniano que modela,
la interaccion de las particulas que forman un condensado de dos modos. Se estu-
diard ademds la relacién entre la separatriz del sistema y las transiciones de fase
cudnticas, asi como la informacién que puede extraerse del comportamiento de di-
versas observables del sistema en las diferentes regiones de estabilidad.
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Capitulo 2

El Hamiltoniano modelo

2.1. Obtencion del Hamiltoniano

Se analizard la dindmica de un condensado de Bose-Einstein de N dtomos en dos
diferentes estados hiperfinos, modo A que representa el estado de menor energia y
modo B que representa el estado de mayor energia, acoplados por tunelaje Josephson
(que puede representar también una interaccién con un campo de microondas o
Raman), cuyo Hamiltoniano est4 constituido por cuatro términos {8, 9]

H=Ha+ Hp+ Hap + Hiys, (2.1.1)

donde los primeros dos describen la evolucién de los dtomos en los niveles A y B, en
ausencia de interacciones entre atomos en diferentes modos; el tercer término corres-
ponde a las interacciones entre dtomos en diferentes modos, y el dltimo describe la
interaccién con un campo de microondas producido por un liser. Para gases diluidos,
el alcance ry de las fuerzas interatémicas es mucho mis pequeiio que la distancia
promedio entre las particulas que estd caracterizada por la densidad del gas como

d=(N/V)73,

donde N denota el nimero de atomos y V el volumen del gas. Este hecho permite
despreciar las interacciones de mds de dos cuerpos entre los 4tomos. Adicionalmente,
justifica usar, en los procesos de colisién entre dos dtomos, la expresién asintética
del movimiento relativo que estd determinada por su amplitud de dispersién. Esto
implica que las propiedades del sistema pueden expresarse en términos de la amplitud
de dispersién y no dependerd de los detalles especificos de la interaccién de dos

15
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cuerpos {17]. Ademds siempre se considera que para temperaturas menores que la
temperatura critica a la cual ocurre la condensacion {17, 18]

o 2R N \E
7 Mk, \2.612V )

donde M determina la masa de los 4tomos y k es la constante de Boltzmann; debe
ocurrir que, en promedio, la magnitud del momento p, de los dtomos satisface la
desigualdad [17]

Pro

— & 1.
h<

Bajo estas condiciones, la amplitud de dispersién f(6), es independiente de la energia
y del angulo de dispersién, y estd determinada por la longitud de dispersién en onda
S, f(0)|g—o = —a. Esto es asf si se cumple |a] < d. Es importante sefialar que esta
dltima condicién no se cumple en general cerca de una resonancia de Feshbach, la
cual ocurre cuando la energia de un estado ligado correspondiente a un potencial
interatémico es igual a la energia cinética de un par de dtomos libres que colisio-
nan. Esta condicién existe raramente, pero puede satisfacerse para atomos alcalinos
ultrafrios y puede inducirse por medio de un campo magnético.

En el esquema de la segunda cuantizacién los Hamiltonianos de interaccién toman
la forma siguiente [12]

H, = / d*F @L(ﬁ)(w%vuémﬁxz.
- T g @), (f)) ¥,(2),
Has = T [ 07 Y@L @@ @), (212)
Hi = 1 [ (@g(mwx)expmn

+ @) Ta(@) e (iAt)),

donde M denota la masa de los dtomos y & los modos correspondientes. Los dos
primeros términos en H, describen a los 4tomos confinados en potenciales tipo osci-
lador arménico de frecuencia w,,, por lo tanto, este modelo que sirve para describir
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atomos en dos niveles hiperfinos puede utilizarse también para describir dtomos en
dos pozos de potencial separados espacialemente. De aqui en adelante hablaremos
de pozos de potencial o de niveles hiperfinos indistintamente. El tercer término del
Hamiltoniano modela las interacciones entre atomos del mismo modo debidas a co-

* lisiones eldsticas, éstas no modifican el mimero de particulas dentro de cada pozo,

y estan caracterizadas por la longitud de dispersién aff. Hap describe las colisiones
elasticas entre los dtomos de pozos diferentes, y el parametro a’{ corresponde a su
longitud de dispersién. Finalmente, el término Hy,, describe las transiciones Raman,
con una energia f{) inducidas por un ldser desintonizado por una cantidad A. Tal
interaccion actia como un acoplamiento Josephson que transfiere coherenternente
particulas entre ambos modos con una frecuencia de Rabi 1 > 0,

Los operadores \ilu (@) y \i'L (€) son operadores bos6nicos de campo que crean y
aniquilan Atomos en la posicién I en el estado hiperfino de modo p, y cumplen con
las relaciones de conmutacion [17]

[, 8,0 @) = [B@ 8, @) =0
[\ify ), ¥, (:i:")] = §(F-T)buu

Escribiendo \ilu () como un producto de una funcién real dependiente de la posi-
ciéon £ y un operador bosénico de aniquilacién tenemos para los modos A y B:
U4(8) = & ¢pa(®), Y (E) = b ¢5 (&), y substituyendo estas definiciones en las
ecuaciones (2.1.2) se obtiene [19)]

gy WAA at2&2 + WBB 512 82
+ Wagalblab + %,\ (a*8+iﬁa), (2.1.3)

donde hemos definido las energias de particula independiente para cada uno de los
modos p = A, B como

E, = / &% ¢, (Z) (—l‘ivu ~Mw’z )¢,,(:E’). (2.1.4)

En los términos tercero y cuarto de (2.1.3) aparecen los coeficientes relacionados con
las colisiones elasticas entre los dtomos de cada pozo de potencial

W = U, / BF §,(3) 64 (8) 6,(2)9(E), (2.1.5)
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Anhlals | . . _ :
con U, = “w_]‘;‘,_ Mientras que los coeficientes de los términos quinto y sexto, re-
presentando el acoplamiento Josephson, y las colisiones entre dtomos de diferentes

pozos estan dadas por las expresiones

A

_hQ / &% (¢a(f>¢,q<f> exp (~iAt) + ¢4()bs (E) exp (iAt)) ,
Was = Uy / BT 6@ (@) bs(@éa@),

2 o 8C
donde U, = %ﬂﬂ Como tinicamente estamos considerando colisiones elasticas,
tenemos la restriccién de que el niimero total de particulas de nuestro sistema debe
conservarse, N = N4 + Np. Debido a esto podemos reescribir nuestro hamiltoniano
utilizando la realizacién de Jordan-Schwinger de los operadores de momento angular,
ie.,

N P e e e el

L:?M—Ng, J_=a'b, J, = bla, (2.1.6)
donde N4 = ata y Np = b'b. Utilizando las relaciones de conmutacién de los o-
peradores bosénicos, es inmediato demostrar que los operadores cumplen con las

relaciones de conmutacién de momento angular,

[jz, j+] = j+,
[LL]=—L, (2.1.7)

[j+, J_] = 2],

Utilizando que Jx = J;%iJy y las identidades (2.1.6) en la expresién J?, se encuentra
facilmente que J = N/2. Entonces el Hamiltoniano puede reescribirse, usando la
notacién establecida en [20], en la forma siguiente

k

H:§Enm@—&L, (2.1.8)

excepto por dos constantes que tienen la forma
E Ez N
¢ = N{TA-"?B“'Z(WAA“*'WBB)})

N2
e = & {Waa +Wpp+Wypl,
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y los parametros estdn definidos por las expresiones

1
A,J, = "[EA_EB+§(N"_1)(WAA'_WBB) ,
k = 4(Waa+Wgp—2Wap), (2.1.9)
£ = —A.

Como veremos mdas adelante, es conveniente renormalizar el Hamiltoniano, divi-
diéndolo entre J, y para tener una cantidad intensiva, es decir, que no depende del
tamafio o cantidad de dtomos que componen al sistema, el pardmetro que multi-
plica a jf se divide por una J adicional, pues de otra manera este término sigue
siendo dependiente del valor de J, es decir, del mimero de particulas. Entonces el
Hamiltoniano puede escribirse como

}AI a - - C 2
=]+ =S+ =, 2.1.10
J J Z + J2 -4 + JJ 7 ( )
donde Ik
GZ—A[,L, b= ?, C‘:—SJ. (2111)

El Hamiltoniano (2.1.10) se puede diagonalizar en la base de momento angular,
|J, M), donde J denota el eigenvalor del operador J2 y M la proyeccién en el eje Z.
Estos estados son equivalentes a las funciones propias de dos osciladores arménicos en
los modos A y B que tienen un nimero total de cuantos constante N = N4+ Np. La
relacién entre los indices de las dos bases es la siguiente: J = 1,:,1 y M = %(N —2Npg).

2.2. Estados coherentes de SU(2)

La primera parte de este trabajo consiste en el andlisis semicldsico de nuestro
hamiltoniano [12, 13, 14]y para ello se utilizan los estados coherentes de SU(2).
Estos se definen en analogia con los estados coherentes de un algebra de Heisenberg-
Weyl (HW(1)) [24], esto es, se aplica el operador de desplazamiento correspondiente
al estado de minima o médxima proyeccién. Estos estados no cuentan con todas
las propiedades que poseen los estados coherentes de HW(1); sin embargo, siguen
formando una base sobrecompleta no ortonormal del espacio de estados.
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Si el dlgebra SU(2) consta de los operadores {Jo, J, J_}, los estados coherentes
no-normalizados se definen como [21]

I} = e+ 1, -y, (2.2.1)

donde el estado de minimo peso estd determinado por la ecuacién J_ |J,—J) = 0.
Este estado puede escribirse haciendo uso de su desarrollo de Taylor como sigue

2 ;2% \n
=38 . 222)

n=0

. Para encontrar la accién de jﬁ sobre |J, —J) se utiliza la expresién de la accién
del operador de ascenso sobre los eigenestados del momento angular

Je | I, MY = JJ+1) = MM +1)|J,M +1). (2.2.3)
Actuando n veces con J,, se obtiene en forma directa que

2J!

2
nl(2J — n)l) |J,=J +n}, (2.2.4)

Jm g, =J) -—-n!(

Substituyendo este resultado en (2.2.2), se encuentra que en el estado coherente
no-normalizado estd dado por

2 (27\?
Ic} = Z(C)"(n) |J,—J +mn). (2.2.5)
n=0
o considerando —-J+n =M
. 27 \*
= 2 @ (,4,) . (2.2.6)
M==J .

A continuacién, se encuentra la representacién de los operadores de momento
angular en la base de estados coherentes. Para ésto es necesario determinar el traslape
entre los estados coherentes no normalizados. Usando la ecuacién (2.2.5) se tiene que

27
{I¢r=">" (C*)"\/ M(%J_!_n)!(c)"’ mé%SJ’ —J+n|J, =T +n).
n,n'=0 "

6—J+nﬁ—J+n




2.3 Limite clasico 21

Por lo tanto el traslape es

{CI¢Y =+ ¢, (2.2.7)
La normalizacién de los estados es ahora inmediata
1 -
Ky = ———=e"*|J,-J),
(1+ IClz)J

1

2
= )M J,M). 2.2.8
R MZ_,“ (s200) 1000 (228)

La relacién de cerradura para estos estados normalizados estd dada por la siguiente
expresién (demostracién en Apéndice A) [10]

2J+1 dedgr
= 1. 229
109 E ey (229

2.3. Limite clasico

A continuacién, se realiza el analisis de la dindmica cldsica del sistema. Para ello
es necesario encontrar las ecuaciones de movimiento, ésto puede realizarse a través
de un principio variacional dependiente del tiempo que permite definir una funcién
Hamiltoniana y unos paréntesis de Poisson. A continuacién se describe este método.

2.3.1. Principio variacional dependiente del tiempo
La ecuacién de Schrodinger y su conjugada pueden obtenerse de la accién clasica
[22]
ta
s= [ atLwvn), con v = bty vt = (o),

t1

donde L(1,*), el Lagrangeano, se define como [22)

(09 -0 iy
L= ) W (23.1)

Esta forma del Lagrangeano puede obtenerse usando el formalismo de integrales de
trayectoria desarrollado por Feynman, y que es presentado en el Apéndice B.1. Es




22 . Capitulo 2 El Hamiltoniano modelo

inmediato mostrar que utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange para ¢(t) y ¥*(t)
se obtienen las ecuaciones de Schrédinger
H ) =ik 0 H = —ih 9
W) =it ), (W1 H = —ihz (9]
Para este sistema es conveniente utilizar los estados coherentes como funcién de
prueba usando una parametrizacién compleja, |1) = |¢(a)). Es decir, 4 depende
explicitamente de un pardmetro complejo @ que a su vez depende del tiempo. De
esta manera, es posible expresar las derivadas temporales en términos de derivadas
con respecto al parametro @ como se muestra

) = Lly) Wl = Lyl

= ag|y), = g (¥,

L= 3 {qrg (i win-a 2 win) } - --w-_-—<’im;”>

Definiendo el traslape como N (a, o*) = (¢ |v), y la funcién H (a,0*) = %@,

la ecuacién anterior puede escribirse como signe

'i a -k 6 *_ *
L—E(a-éa—a %’-)ln/\/’(a,a) H (o, a").

Este resultado puede generalizarse fécilmente cuando el estado depende de n
pardmetros complejos |¥) = [¥(ay, oz, . .., an)). :

Al utilizar los estados coherentes no-normalizados de SU(2) como funciones de
prueba se obtiene un Lagrangeano dependiente de { y ¢*. Sustituyendo el traslape,

para estos estados {¢|¢} = (1+ |C|2)2J, se tiene

L - i(g'@ '*i)m(1+|c|2)”*u(c,c*)

2\°8¢ ~ ~ a¢r
= (-0 =m0,

Utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange [23]

()2
dt \al/) o =~ 7

d(oLy_oL _
dt \a¢=) o¢-
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se obtienen las siguientes ecuaciones de movimiento
xuJ . OH 2J . OH
(14 ) (1+1I%)

Considerando una funcién arbitraria dependiente de ¢ y (*, se puede calcular su
derivada total con respecto al tiempo, sustitur las ecuaciones de movimiento (2.3.2)
y determinar de esa manera los paréntesis de Poisson del sistema clasico correspon-
diente. En este caso, para dos funciones F((,(*) y G((,¢*) estdn definidos como
sigue

{F’G}E_

. 242
i (1+1¢f) (8F 9G 4G BF) | (233)

2J 8¢c a¢* a¢r ¢
donde el factor que aparece en esta definicion se debe a la métrica del espacio corres-

pondiente. Con estos paréntesis de Poisson se obtendran mads tarde las ecuaciones de
movimiento.

2.4. El Hamiltoniano modelo en la representacion
de Bargmann

En esta seccidn se escribe la funcién Hamiltoniana H en la representacién de los

estados coherentes de SU(2), también conocida como representacién de Bargmann.

Primero se encontrard la forma de los operadores J,, J; y J_, en dicha representacién
calculando su accién sobre un estado arbitrario |¢). Por ejemplo, para el operador

Jz
{lalv) = (a-a]ealw),
= (J,HJ|e<‘f~Jze-<‘f—e<‘f—|¢>. (24.1)

J,

Utilizando la identidad de Baker-Hausdorff [24]
.. . /\2
AA 3o —AA _
e Be '_B+[AsB]+’\[A,[AvB]]+§[A1[A’ [A’B}]]+’

y las relaciones de conmutacién (2.1.7) obtenemos

eC*j—jze"C'j— = jz + C“j_.
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Sustituyendo la expresién anterior en (2.4.1) tenemos

{g J, ¢> - <J,—J| (J;+g*.i_)‘ec‘j— ¢>
8

= (I )4 gz (1] o)
= (reg) €

= J.4(0).
Utilizando el mismo procedimiento puede obtenerse la forma de los operadores Jey
J.

. . 0

J. = =J+¢ ac

7 ‘___ ® 7 _ (r*\2 a

Jr = 2¢°J~((") Bev (2.4.2)
. o

J. = %

Con estas expresiones es inmediato calcular el valor esperado de las componentes del
gl ¢ }, estd dado por

momento angular y de J2. El valor esperado {C

{c|4]¢} = (—J+<*5%) (L+¢0",
J e
= T3 - DLclg.

Entonces, en la base normalizada se tiene

(19 -+ (57)

Con este mismo procedimiento se obtienen los siguientes resultados

J

i iJ .

(C Jy C> = 1—_.‘_"“"6'5((*(),
A J

<C Jr C> = TW(C*‘FC), (2.4.3)
5 B 4J(J — 1/2)|¢f?

(2l = 7=y

b
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Entonces la funcién Hamiltoniana del sistema estd dada por la siguiente expresién

2 : 2 .
H(C,C"):alCI — ! +b{1 M}HC""C (2.4.4)

P+ 1 IECEATEEE e
donde se considera H((,(*) = LAty (.};{ ;/;Z) >

2.4.1. Cambio a variables angulares

Es conveniente trabajar con variables reales por lo que usamos [25]

g .
¢ = tan 3 e, (2.4.5)
que corresponde a la proyeccién estereografica de un punto sobre la esfera (0,¢) al
plano complejo de la variable (. Sustituyendo (2.4.5) en los valores esperados de los
operadores de momento angular (2.4.3) se tiene

Je = <jx> = Jsen 6 cosg@,

¢
Jy, = <jy>C = Jsen®@sen g, (2.4.6)
J, = <J;> = —Jcosl.

¢

Del lado izquierdo definimos las funciones de momento angular. También se cumplen
las siguientes identidades

—4IC12 = sen’d
(1+¢1%)? ’
[
= |C|2 = —cosé,
1C:|§|2 = senfcos ¢,

que al ser sustituidas en la funcién Hamiltoniana (2.4.4) dan como resultado

- 1Y e b
H= acos&+b{(1 ZJ)COS 9}+csenecos¢+2J. (2.4.7)
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En términos de las funciones de momento angular, la funcién Hamiltoniana se expresa
como

J, N2 J b
H—a7+b(l—ﬂ)“j§+07+ﬁ. (248)

Los paréntesis de Poisson en términos de las variables angulares se calculan susti-
tuyendo utilizando las siguientes identidades

d 50,0 19

*a-'c" = (o5 58 :9?—”'2-1_—("35,
d 0 4,9 19
52—; = cosée %—F%%,

en la ecuacién (2.3.3), lo que da como resultado [26]
oF '
(@) — L (0F9C _0FaGY

senf \ 00 O¢p O¢ D6
En la formulacién Hamiltoniana, las ecuaciones de movimiento estin determinadas
por [23]

F = {F,H},
si F no depende explicitamente del tiempo.

En este caso M = H(J;, Jy, J.), con la constriccién J,2 + J2+ J.2 = J2% Uti-

lizando los paréntesis de Poisson de las funciones de momento angular se obtienen
las siguientes ecuaciones de movimiento

T = w2b(1—§1j)zy—ay,

. 1

y = 2b(1—~2—j)za:+ax—cz,
= cy,

donde definimos z = J,/J,y = J,/J y z = J,/J. Es importante sefialar que, si
multiplicamos la primera ecuacién de la expresién anterior por z, la segunda por v,
y la tercera por z y las sumamos obtenemos & (z% +y? + 22) = 0, lo cual indica que
se trata de una cantidad constante y sabemos que debe ser igual a 1.

Por otra parte, H = H(6, $), por lo que podemos encontrar también las ecuaciones
de movimiento para las variables 6 y ¢

6 = ¢ sen o,

. 1
¢ = —2b(1—-2-j)c050+ccot0cos¢+a,
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y puede observarse que cuando J — oo, estas expresiones se reducen a

0 = cseng,
q5 = —2bcosf + ccotf cos ¢ + a.

Estas ecuaciones pueden escribirse en forma matricial como

dfoy_ € sen ¢
J“:(‘ﬁ) B ( “2bc059+ccotﬁcos¢+a)' (2.4.9)

Si se considera a = 0 y un valor de b fijo y diferente de cero, las ecuaciones
anteriores pueden renormalizarse de manera que éstas sélo dependan de un pardmetro
w = sgn(b) c/|b| con sgn(b) = {1sib> 0,—1si b < 0}. En las siguientes figuras se
muestras la superficies de energia como funcién de 6 y ¢, y sus correspondientes
curvas de nivel, usando para los parametros de interaccién e =0, b= 1y c = 0.14
(Fig.2.1), ¢ = 1 (Fig.2.2), ¢ = 1.87 (Fig.2.3).

E(h.¢)

Figura 2.1: A la izquierda se muestra la superficie de energia como funcién de
6y ¢, para w = 014 A la derecha se muestran las curvas de nivel de la su-
perficie de energia con las energias siguientes (unidades de [b| arbitrarias):E =
—.13,-.05,0,0.14,0.2,0.3,0.4, 0.6,0.8, 1. La separatriz de los movimientos oscilatorios tiene
una energia de 0.14. En ésta y las dos siguientes figuras, el color rojo corresponde al valor
de energia mas pequeiio y el azul al valor mas grande.

En el caso w < 1 (Fig. 2.1), denotado por A. Micheli, et. al. [12], como régimen
de acoplamiento débil, se observan modos rotacionales y oscilatorios en el sistema.
En la figura puede observarse la trayectoria que separa los modos mencionados y
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Lh.¢)

Figura 2.2: A la izquierda se muestra la superficie de energia como funcién
de § vy ¢, con w = 1. A la derecha se muestran las curvas de nivel de
la superficie de energia con las energias siguientes (unidades arbitrarias): F =
-0.9,-0.5,-0.2,.3,.7,.9,1,1.05,1.12,1.2,1.24. La separatriz de los movimientos oscilato-
rios tiene una energia de 1.

E(f.¢)

Figura 2.3: A la izquierda se muestra la superficie de energia como funcién
de 8 v ¢, con w = 1.87. A la derecha se muestran las curvas de nivel de
la superficie de energia con las energias siguientes (unidades arbitrarias): E =
~1.869, —1.83, ~1.6,-1.4, ~1.2,~.7,— .4, —.1,0.64,1,1.3, 1.6, 1.8, 1.85,1.87, 1.8735.

que corresponde a la curva de nivel con energia 0.14 . Los modos rotacionales varian
continuamente en ¢ mientras que los oscilatorios estdan confinados alrededor del punto
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(6 = n/2,¢ = xm). Paraw > 1 (Fig. 2.3), en el régimen de acoplamiento fuerte,
tnicamente aparecen modos oscilatorjos y su movimiento en ¢ estd limitado. Para
w =1 (Fig. 2.2), ocurre el acoplamiento critico, y se observa una curva de nivel
con energfa 1 que separa el movimiento oscilatorio en distintas regiones. Con las
ecuaciones de movimiento para las funciones de momento angular y los dngulos 8 y
¢ se pueden determinar los puntos estacionarios del sistema fisico que corresponden

a
t=y=2=0, O=4¢=0. (2.4.10)

Estas condiciones para los dngulos ¢ y ¢ determinan el conjunto de puntos esta-
cionarios.

Si ¢ y b son diferernites de cero se tienen los siguienes puntos

i)(0s,¢s) = (arccos(—2),0),
ii) (05, ¢s) = (arccos(—z,),7).

Estas relaciones implican que y, = 0 y 2, = #+/1 — 2,2, La variable z, satisface la
ecuacion algebraica de cuarto orden

2" + 2r02® + [r2 412 = 1]22 — 21z, - r2 =0,

donde se han definido los pardmetros r. = a/(b(2 ~ 1/J)) y 4 = ¢/(b(2 — 1/J)).

8i ¢ = 0 se tiene una superficie de energia independiente de ¢ que llamamos
¢-inestable y en este caso

ii8) (05, ¢s) = (arc cos(—r,), ¢)

que implica z, = —r, y 22+ y2 = /1 -2

Si @ = 0 la ecuacién cudrtica se simplifica, obteniéndose z, = 0 6 2, = +4/1 12
que implica

i’”) (68? ¢a) = (7l'/2,0),

(05, ¢5) = (r/2, ),
(65, ¢s) = (arc sen(ry),0),
(05, ¢s) = (— arcsen(r,),n).

En la siguiente seccién mostraremos que estos puntos estacionarios estdn rela-
cionados con los puntos criticos de la funcién Hamiltoniana o superficie de energia.



Capitulo 3

Analisis de estabilidad

En este capitulo se analizara la estabilidad de la superficie de energia para 4 casos
diferentes: tres casos donde alguno de los pardmetros del Hamiltoniano es cero y
el caso general donde los tres pardmetros pueden ser diferentes de cero. Los tres
primeros casos permiten encontrar los puntos criticos en forma analitica mientras
que para el cuarto caso sélo puede hacerse de manera numérica. Es por esta razén
que en este capitulo \inicamente se analizan los tres primeros casos pues una vez
que se encuentran los puntos criticos se puede calcular el valor esperado de cualquier
observable del sistema, y esto puede hacerse de manera analitica también. El analisis
semicldsico del caso general se llevara a cabo paralelamente con el estudio cudntico
pues al no tener una expresién analitica sélo tiene sentido realizar comparaciones
numéricas entre ambos resultados.

3.1. Separatriz del sistema en el espacio
de parametros

3.1.1. Casoa=0~0

Como se explicé en el Capitulo 1 los tres pardmetros del Hamiltoniano estén
relacionados con las caracteristicas de los modos del condensado. Si las longitudes de
dispersién son iguales para ambos modos, a’ = a¥ = a*°, esdecir, Wa4 = Wpg, y las
profundidades de ambos pozos de potencial son las mismas por lo que F4— Eg = 0,

31
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entonces el Hamiltoniano del condensado toma la forma

Hmb{(l ZJ) cos 0}+csent9cos¢+2J, (3.1.1)

Puntos criticos

Los puntos criticos de la superficie de energia (H), dada en la expresién(2.4.7),
estan determinados por las ecuaciones

oH 1

ril asen9—2b(1-§—j)c039 send + ccosfcosd =0,
oM

'—5&- = —csenfseng =0.

La solucién de estas ecuaciones para el caso a = 0 da lugar a los mgulentes puntos
criticos:

L (6., ¢) = (%,0),
2. (6, ¢) = (§,7),
3. (6., ¢) m(arcsen( Comynl 1/J) O),

4. (6., ¢.) = (-- arcsen (b(zfl ~ ) ,1r).

Para estudiar el comportamiento de estos puntos criticos en el espacio de pars-
metros se hace uso de la matriz formada por las segundas derivadas de la funcién

H
PH  PH
| - 9%  B8d¢
€88 — aZH 327'[ .

509 9T

NH

N!ﬁ

Esta matriz se conoce con el nombre de matriz Hessiana y su determinante como
Hessiano. El valor de este dltimo evaluado en un punto critico indica si se trata de
un méaximo cuando su valor es menor que cero, un minimo cuando su valor es mayor
que cero o un punto silla cuando su valor es igual a cero.

Puede verse que los puntos 3 y 4 tienen restricciones en el espacio de pardmetros
pues 0¢[0,7] y en este rango sen 6 > 0, lo que implica 0 < |c|/(|p}(2-1/J)) < 1,y



3.1 Separatriz del sistema en el espacio
de parametros 33

por tanto estos puntos sélo existen en algunas regiones del espacio de pardmetros. Es
importante notar que la ecuacién sen 8, = xc/(b(2 ~ (1/J))), tiene dos soluciones:
6, = arcsen{xc/(b(2 — (1/J)))) y 0. = m — arcsen(+e/(b(2 — (1/7)))), por lo que la
superficie de energfa presenta dos puntos criticos en las regiones 3 y 4. Sin embargo,
ambos dngulos producen la misma energia y el mismo valor del Hessiano por lo que
su comportamiento es idéntico. Es por esta razén que a lo largo del analisis slo nos
referiremos a cuatro puntos criticos pero debe tenerse en mente que en 3 y 4 se trata
de pares de puntos.

La superficie de energia evaluada en los puntos criticos da como resultado las
siguientes funciones

b
H, = ﬁﬂ-C,
b
= — — 3.1.2

L
- 26(2-1/J)
donde Hz y M, s6lo son vélidos en la regién 0 < |c| < [b](2 — (1/J)). Como vere-

mos més adelante estas funciones separan en forma cualitativa el comportamiento
cudntico de los niveles de energia del sistema.

H‘h

Como ya se ha mencionado el anilisis de estabilidad se realiza a través de la matriz
Hessiana, para el caso general, por la expresién [11]

. ﬁ'f!i_ 1
hess = g‘iyi ?9%'3? (313)
M09  O@E (8c » bc)
acosf, — b(2 — %) cos 20, — csenf,cos p, —ccosb,.sen,
—ccos 0, sen ¢, —csenf.cosg, )’

A continuacién se evalia el Hessiano en cada uno de los puntos criticos para
determinar sus caracteristicas (maximo, minimo, silla, degenerado)-en el espacio de
parametros. :

Para el caso a = 0, el Hessiano toma. la forma

- —b(2 ~ 1) cos 20, F c sen b, 0
s 0 Fesenf, /'

que es una matriz diagonal. El signo superior corresponde a ¢. = 0 mientras que el
signo inferior corresponde a ¢, = .
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Los resultados del andlisis se muestran en la Tabla 3.1 y para cada punto critico
se ilustra su comportamiento en el espacio de pardmetros en las Figs. 3.1,3.2,3.3 y

34.

Tabla 3.1: Naturaleza y estabilidad de los puntos criticos en el caso a = 0.

Punto critico Tipo Region
(0e, ¢c) = (x/2,0) Silla 0<c<b(2-3)
b(2-1)<ec<0
Degenerado ¢=10
b(2-73)
Maximo c>0yc>b(2—-%)
Minimo c<0 y -4
(6., ¢c) = (v /2,7) Silla 0<c<—b(2-3)
-b(2-3)<e<o0
Degenerado ¢ =10
c=-b(2-1)
Maéximo c<0yc< —b(2-1)
Minimo c<0yc<b(2-1)
(0, Pe) = (a.rcseu (E(z‘-%m) ,O) $-inéstable ¢ =0
Degenerado ¢=b(2-1)
Miéximo c>0,b>0yc<b(2-13)
Minimo c<0,b<0yc>b(2-1)
(0c, ¢e) = (— arcsen (6(2———c1/.])) ,7r) ¢-inestable ¢ =10
Degenerado -b(2-1)
Méximo c<0,b>0yc>—-b(2—-—1j)
Minimo c>0,b<0yc<—b(2—:1,~)

Cuando ¢ = 0, se tiene una superficie de energia ¢-inestable cuyo andlisis debe
realizarse por separado. En este caso, se tienen tres valores criticos de #: 6. = 0,
w/2 y w, para los que la primera derivada de la superficie de energia con respecto
a @ se anula. Para 8, = 0 y 6, = =, la superficie de energia tiene el mismo valor
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Figura 3.1: Comportamiento del punto (6., ¢.) = (7/2,0) en el espacio de pardmetros. La
recta ¢ = 0 corresponde a puntos criticos independientes de ¢ y en la recta ¢ = b (2 - %)
se tienen puntos criticos degenerados.

Figura 3.2: Comportamiento del punto (0., ¢.) = (7/2,7) en el espacio de parametros.
La recta ¢ = 0 corresponde a puntos criticos independientes de ¢ y la recta ¢ = —b (2 - %)
estd asociada a puntos criticos degenerados.

H = b mientras que para 6. = 7/2 el valor es H = b/(2J). Entonces, cuando b < 0
los puntos 6, = 0 y 6, = m son minimos y 6, = 7/2 es un maximo, y cuando b > 0
el punto 6, = m/2 es el que corrresponde a un minimo mientras que los otros dos
son maximos. La recta ¢ = 0 constituye un conjunto de Maxwell ya que el valor
de la superficie de energia es el mismo en todos los puntos del circulo (6., ¢). Y es
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Figura 3.3: Comportamiento del punto (m‘c sen (5(2—_9—177)-) ,O) en el espacio de pardme-

tros. La recta ¢ = 0 denota puntos critices ¢-inestables y la recta ¢ = b (2 — 1) corresponde

a puntos criticos degenerados.

o

Figura 3.4: Comportamiento del punto (u arcsen (5@:‘517_75) ,71') en el espacio de

parametros. La recta ¢ = 0 denota puntos. criticos ¢-inestables y la recta ¢ = —b (2 - :17)
corresponde a puntos criticos degenerados.

importante notar que en la regién de la recta que se encuentra entre las régiones 3y
4, nuevamente se tienen dos puntos criticos que coexisten.

En la recta c = —b(2—(1/J)) con ¢ > 0, el punto critico minimo (6., 4) = (7/2,7)
es triplemente degenerado mientras que en la recta ¢ = b(2 — (1/J)) con ¢ < 0 el
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punto critico minimo (6., ¢.) = (7/2,0) es también triplemente degenerado. En estas
dos rectas la energfa vale H = 2b— (b/(2J)). En la Fig. 3.5 se dibuja la distribucién
de los puntos minimos en el espacio de parametros.

Figura 3.5: Las lineas que separan las cuatro regiones muestran la separatriz en el espacio
de pardmetros b y c. En cada una de las regiones la etiqueta indica el punto critico minimo
que domina el comportamiento del sistema.
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Orden de las transiciones de fase

En esta seccién se calcularé el orden de las transiciones de fase del sistema, lo que
nos daré informacién sobre como se modifica el comportamiento de la superficie de
energia al cruzar la separatriz.

Las transiciones de fase de orden cero se reflejan como discontinuidades en la su-
perficie de energia, las de primer orden producen picos, mientras que las de segundo
orden muestran cambios en la concavidad de la superficie. Este sistema sélo pre-
senta estos tres drdenes de transicién. Sin embargo, en general, pueden encontrarse
transiciones de fase de cualquier orden.

El orden de una transicién de fase puede obtenerse siguiendo la clasificacién de
Ehrenfest de las transiciones de fase clsicas [27]. Una transicién de fase toma lugar
entre dos ramas de puntos criticos p y g, y es de enésimo orden si

lim M = lim M , (3.1.4)
60 st 5 =0 08t |

L0
parat =1,2,3--- ,n — 1 pero son diferentes para i = n, y se considera. a los pard-
metros del Hamiltoniano como funciones de una variable s.

En este caso se considera al pardmetro ¢ como funcién de b utilizando una recta
de pendiente arbitraria mg y ordenada la origen ¢y, esto es ¢ = mob+ ¢p. Es claro que
. el limite al cual tiende la variable depende de la transicién que se estudie y estd de-
terminado por el cruce de esta recta con la parte de la separatriz correspondiente a
la transicién.

Al evaluar las superficies de energia en la recta mencionada se obtienen las sigui-
entes ecuaciones

(mo b + c)?

b b
Hy = — +mpob+ ¢y, Hy=— — mgb—cy, ) H3,4~—-b+2—b("2"":-i'/—Jj'.

2J 2J

Las primeras derivadas de estas expresiones con respecto al pardmetro estén dadas
por

oM, 1 oMy 1
o Cagt™e T Tgg ™
3H3,4 . —Con‘l-bz [J(m§+4)-2]

ob 282 (2J - 1) '
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mientras que las segundas derivadas valen

Py M FPMas__ dJ
2 o 0 Tar  B(-1+2J)

Utilizando estas ecuaciones puede encontrarse de manera sencilla el orden de las
transiciones.

Transiciones entre las regiones 1y 2

La recta que marca esta transicién es ¢ = 0 para b > 0, y el punto de cruce de
ambas rectas estd dado por by = — 2 sustituyendo en las superficies de energfa se

encuentra que
Co

T 2Jmy’
mientras que las primeras derivadas toman valores diferentes. Por lo tanto, las tran-
siciones de fase entre las regiones 1 y 2 son de primer orden .

Hils, = Halp, =

Transiciones entre las regiones 2 y 4

En este caso la recta que marca la transicién es ¢ = —b(2 — (1/J)) y el punto
de interseccién de las rectas es by = —m‘?}m. Al sustituir este punto en las
expresiones de Ha y My, y las de sus primeras derivadas con respecto a b, se encuentra

o _ e(1—4J)
HZIbO = H4|bo = 2J(m0 +2) _2)

OHa(b)| _ OHu(b)| _ 1 —m
8 |, 0 |, 2J

mientras que las segundas derivadas son diferentes, y por lo tanto las transiciones
entre las regiones 2 y 4 son de segundo orden.

Transiciones entre las regiones 3 y 4

La recta que separa estas regiones es ¢ = 0 para b < 0 por lo que el punto de cruce
es bp = —2. Pero debemos recordar que en este caso las expresiones para la energia
son iguales para ambos puntos criticos, por ello todas su derivadas serédn iguales, es
decir,

o OHa(b) _ "M, (b)

b abn b—— S0 ab” ’
mo mg
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2 orden
4 2
mn} vamb
3 1
2 orden

Figura 3.6: Las Ineas oscuras muestran la separatriz correspondiente al caso a = 0. Las
flechas dobles indican las transiciones entre las diferentes regiones, y para cada una se
indica el orden de la transicién.

para toda n. Esto significa que no existe realmente una transicién de fase al cruzar las
regiones 3 y 4, inicamente ocurre que los puntos criticos se vuelven independientes
de ¢. Entonces para ¢ < 0 se tiene dos puntos criticos (6,,0) y (7 —6,,0), para ¢ > 0
(6.,m) y (m— 8, 7) y en c =0 se tiene un continuo.

Transiciones entre las regiones 3 y 1

La transicién est4 marcada en este caso por la recta ¢ = (2~ (1/J)), y el cruce de

ambas rectas por by = —-—:%ﬁ Las expresiones de H; y H3 y las de sus primeras
derivadas con respecto a b en el punto de cruce, son iguales
co(1 — 4J)
H = = —
tloo Hso, 2J(mo 12’
OH,y(b) E)Ha b) + mo.
b |,

Sin embargo, las segundas derivadas son diferentes, por lo que se tienen transiciones
de segundo orden al cruzar las regiones 1 y 3.

En la Fig.3.6 se muestran las transiciones de fase y su orden correspondiente, en
el espacio de pardmetros, para la superficie de energia del condensado de dos modos
cuando g =0,
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3.1.2. Casob=0

Este caso equivale a considerar W4 + Wgp = 2W 45, es decir, las propiedades de
dispersién para las colisiones entre diferentes modos son iguales al promedio de las
propiedades de dispersién para colisiones entre particulas en el mismo modo.
Puntos criticos

La superficie de energia en este caso estd determinada por la expresién

H = —acos 8 + ¢ senfcos ¢. : (3.1.5)

Para encontrar los puntos criticos se resuelve el siguiente sistema

OH

20 a senb + ¢ cosfcos ¢ = 0,
OH

% = —csenf sen¢=0.

Cuando c # 0 la solucién de estas ecuaciones da lugar a dos puntos criticos
(8e, #e) = (arctan(—c/a),0), (arctan(c/a), ).

Estos puntos existen en todo el espacio pues no tienen constricciones. A continuacion,
se evalia la superficie de energia en los puntos criticos.

Para (6., ¢.) = (arctan(—c/a),0) cuando ¢ > 0, se tiene que sen 6, = ¢/va? + c?
y cosf, = —a/Va? + ¢2, sustituyendo en la superficie de energia

Hy= v a®+ Cz,
mientras que cuando ¢ < 0, send, = —¢/v/a? + 2 y cos 8, = a/va® + ¢2, esto implica

Hy = —VETE.

Para el otro punto critico, (6.,¢.) = (arctan(c/a), 7), cuando ¢ > 0 se tiene que
senf, = ¢/va? + 2y cos b, = a/va® + ¢2, obteniéndose para la superficie de energia

H2= "—VG,2+CZ,
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y para c <0, senf, = ~c/vVaZ + 2 y cosb, = I—a/ va? + 3, que da como resultado
Ha = Va? + &.

Entonces la expresién para la energfa minima es la signiente
H=-Va2 ¥ 2. (3.1.6)

La matriz Hessiana estd definida por la expresién (3.1.3) con el pardmetro b = 0.
Analizando su comportamiento para el punto critico (6., $.) = (arctan(c/a), 0), en-
contramos que es diagonal y que sus elementos estdn dados por

hess1,)) = —Va2 + 2, hegp2) = —Va? + ¢ si c>0,

hess11) = V0?2 + 2, heppzy = Va2+c2 sic<0.
Esto significa que no existen puntos criticos degenerados pues los elementos del
Hessiano nunca se anulan, esto es, no se tienen conjuntos de bifurcacién. En la

Fig.3.7 se muestra el caricter del punto critico, minimo para ¢ < 0 y mdximo para
c>0.

Para el punto (6., ¢.) = (arctan(c/a),7) los elementos diagonales estén dados por

heas(l,l) = Va?+c?, heaa(2,2) = Va2 + ¢ si ¢ >0,

hess1)y = —Va2 + 2, hesya2) = Va2 + 2 si ¢c< 0.
Por lo tanto, el punto critico es un minimo para ¢ > 0 y un méximo para ¢ < 0,
estas regiones estdn indicadas en la Fig.3.7.

Cuando ¢ = 0 se obtienen ostros dos puntos crfticos, éstos son ¢-inestables con
6, =0,

Los resultados del andlisis se muestran el la Tabla 3.2 y el comportamiento de
cada punto critico en el espacio de pardmetros se ilustra en la Fig. 3.7.

En la Fig. 3.8 se indica la distribucién de puntos minimos en el espacio de para-
metros,
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3.1.3. Casoc=0

Considerar ¢ = 0 (A = 0) equivale a considerar que no existe la interaccion
Josephson entre los dos modos, es decir, no existe tunelaje por lo que el niimero de
particulas en cada modo permanece constante.

Puntos criticos

En este caso la funcién Hamiltoniana tiene la forma

1 b

H=- 0+b(1— — 6+ —:

acost + ( 2J)cos +2J

s6lo depende de 6 y sus puntos criticos estdn determinados tnicamente por una
ecuacion

dH 1
- - -~ =0,
7 asenf b(Z J) sen @ cosd

Al resolver esta ecuacién se encuentran tres puntos criticos para esta funcién, o = 0,
0 = gy 0 = arccos b(_23"(anJ_))

El punto critico 62 = arc cos(a/b(2 ~ (1/J))) solamente existe en la regién del
espacio de pardmetros donde se cumple que | a] < | b|(2 — (1/ J)). Evaluando la
energia en los puntos criticos se obtiene

Hy = —a+b, (317)
He = a+b,

2 b
Hy = -

THE—1/0) 27

Usando el mismo procedimiento que para el caso a = 0 se realiza el andlisis de
estabilidad. Los resultados encontrados se muestran en la Tabla 3.3, y en la Fig. 3.9
se muestran los méximos, minimos y puntos sillas en el espacio de pardmetros para
cada uno de los puntos criticos. Los puntos criticos degenerados corresponden a las
lineas que separan las diferentes regiones.

En la Fig. 3.9 se observa que existe una regién en la que coexisten los minimos
correspondientes a los puntos criticos § = 0 y 6 = . En estos puntos la superficie
de energfa tiene la misma profundidad cuando @ = 0. Cuando a > 0 el punto 6. =0
corresponde a un minimo global y 6, = 7 un minimo local mientras que para a <0
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Tabla 3.3: Naturaleza y estabilidad de los puntos criticos en el caso ¢ = 0.

Punto critico Tipo Regién
6.=0 Degenerado a = b(2— 1)
Méximo a<b(2-1)
Minimo a>b(2-1)
0,=mw Degenerado a = —b(2 — 1)
Maéximo a>-b(2-1%)
Minimo a<-b(2- %)
0. = arccos ;77  Degenerado lal = [B] (2 — %)
Méximo b<0ylal <8 (2-4)
Minimo b>0ylal < b (2-3)

se invierten los comportamientos. Entonces la recta a = 0, con b < 0 es un conjunto
de puntos donde la superficie de energia toma el mismo valor para ambos puntos
criticos, un conjunto de Maxwell. Los puntos criticos degenerados se encuentran en
las rectas a = %b(2 — (1/J)) para b > 0.

La separatriz en el espacio de pardmetros a y b esté determinada por los conjuntos
de bifurcacién y Maxwell mencionados y son mostrados en la Fig. 3.10.
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Figura 3.9: Caso ¢ = 0. Las graficas muestran la naturaleza de cada uno de los puntos
criticos en el espacio de pardmetros a y b. Las lineas que separan las regiones corresponden
a puntos criticos degenerados o puntos criticos independientes de ¢.
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Figura 3.10: Caso ¢ = 0. La separatriz en el espacio de pardmetros a y b estd formada por
las lineas que separan las diferentes regiones. En cada una de las regiones se muestra una
etiqueta que indica el punto critico minimo que domina el comportamiento del sistema.
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Orden de las transiciones de fase

A continuacién se calcula el orden de cada una de las transiciones de fase. Se
considera una recta de pendiente arbitraria my y ordenada al origen ao, esto es,
a = myb+ ag, cuya variable es b.

Evaluando las energias en la recta se obtienen las siguientes ecuaciones

(mob+ ap)® b

'le—mob-—ao—l-b, Hg=m0b+ao+b, Hgi—m “2—3

Derivando estas expresiones con respecto al pardmetro b, se tiene

67'(1 6H2 37‘(3 1 mo(mob + ao) (mob + a0)2

W:—moﬂ-l, Péb—=mo+1, b 2] b2-1/))  2(2-1/J)

y las segundas derivadas

627“13 _ a%]

H: 0 *H,
o (1 -2J)

w2 0 e O

Utilizando estas ecuaciones se calculara el orden de las transiciones de fase.

Transiciones regiones 1 y 2

Como puede verse de la Fig. (3.10), la recta que marca la transicién entre estas
regiones es a = 0 para b < 0 y el punto de cruce de ambas rectas es bo = —ag/mo, ¥
sustituyendo en las expresiones de H; y H2 se encuentra que

ao
Hile, = Haloy = ——
1 Ibo 2 |b0 mo y
mientras que sus primeras derivadas son diferentes, es decir, la recta a = 0 para
b < 0 corresponde a transiciones de fase de primer.orden.

Transiciones entre las regiones 2 y 3

La recta que marca esta la transicién es a = —b(2 — (1/J)), y el punto de cruce
entre las rectas es by = —ag/(mg+2 — 1/J). Las expresiones de Hy y H3 y las de sus
primeras derivadas con respecto a b evaluadas en el punto de cruce son iguales mien-
tras que las segundas derivadas son diferentes y por lo tanto se tienen transiciones
de segundo orden.
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2 orden

-]
.
o

2 orden

Figura 3.11: Las lineas oscuras formanla separatriz correspondiente al caso ¢ = 0. Las
flechas dobles indican las transiciones entre las diferentes regiones y para cada una se
muestra el orden de la transicién.

Transiciones entre las regiones 3 y 1

Esta transicién est4 marcada por la recta a = b(2 — (1/J)) y el cruce de ambas
rectas por by = —ag/(mo — 2 + (1/J)). Las expresiones de H; y Hz y las de sus
primeras derivadas con respecto a b en el punto de cruce, son iguales, pero las se-
gundas derivadas son diferentes y por lo tanto también corresponden a transiciones
de segundo orden. :

Finalmente, analizamos las transiciones de fase al cruzar por el origen del espacio
de parametros. Para esto consideramos la recta a = mob y procediendo similarmente
a los casos anteriores se encuentra que al cruzar el origen las transiciones de fase son
de primer orden, excepto para las rectas de pendientes mg = +£(2 — (1/J)), donde
tenemos un conjunto de Maxwell.

En la Fig.3.11 se muestran todas las transiciones de fase y sus érdenes.

3.2. Calculo de los valores esperados de
observables

En esta seccién se utiliza el principio variacional dependiente del tiempo men-
cionado en el capitulo anterior para obtener una aproximacién a las valores espe-



3.2 Calculo de los valores esperados de
observables 51

rados cuénticos del sistema. Es importante sefialar que todos los valores esperados
serdn funciones del pardmetro complejo ¢ o los dngulos (8,¢), que determinan el
estado coherente. Por lo tanto, podria estudiarse su evolucién en una aproximacién
semicldsica considerando las ecuaciones cldsicas de movimiento (2.4.9), y también
obtenerse una aproximacién a los valores esperados en el estado base del sistema
cusdntico sustituyendo los puntos criticos minimos globales encontrados en la seccién
anterior.

3.2.1. Casoa =20

Los estados de prueba que se utilizan son los estados coherentes. En el capitulo
anterior se encontraron los valores de 8 y ¢ para los puntos criticos minimos. El
espacio de pardmetros estd dividido en cuatro regiones en cada una de las cuales
la funcién de prueba es diferente. En la Tabla 3.4 se muestran los pardmetros que
definen al estado coherente, esto es ¢ 6 los éngulos (8, ¢). Para simplificar la notacién,
se define el pardmetro r, = ¢/(b(2 — (1/J))) en las regiones 3 y 4. Puede observarse
que en estas regiones se tienen dos valores diferentes de (., esto es, en una misma
regién se tienen dos funciones de onda independientes que tienen la misma energia,
es decir, se tiene degeneracién.

Tabla 3.4: Valores de los pardmetros ¢, 8 y ¢ para el caso a = 0. Notar que |r,| < 1. Enla
. regién 3 para §, = arcsen (r,) se tiene 0 < 6. < 7/2 mientras que para §, = 7 — arcsen (re)
se tiene que 7/2 < 8, < w. Algo similar ocurre en la region 4.

Regién 0. be Ce
1 /2 0 1
2 /2 7 1
3 arc sen(r,) 0 A-vi-7?)
r—arcsen(r) 0 (141152
4 arcsen(—r,) 7 E(1-vI-72)
r—arcsen(-1,) T (1+V1-1.%)
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Estados Coherentes

El estado coherente de SU(2) puede escribirse en términos de una rotacién por un
éngulo @ alrededor del eje i = (— sen ¢, — cos ¢, 0), es decir, R(0,¢) = e~/ [28] y
que en términos de los operadores J4. y J_ queda como [21]

R(0,9) = e+ ~€"-,

con £ = (/2) €'*. Es importante sefialar que la variable compleja £ estd relacionada
con la variable compleja (, a través de la ecuacién [21]

— € sen [£] — i
¢ i€Teon €] tan(6/2)e'*.

En funcién de los dngulos de Euler el operador de rotacién puede escribirse en la
forma siguiente [28]:

R(G, ¢) = eiqb.]; eia.],, e—it,bJ;.

Por 1o tanto, el estado coherente esta definido también por la expresién [29)

6,6) = > Dj_s(—¢,—0,)m),
= Y emogl_(—6)lm),
donde
1 Jtm I—m
7 oy 2J 2 f1—cosf\ ? (1+4+cos@\ 2
.- 9)_(J+m 2 2 ’ (321)

y utilizando esta vltima expresidn, el estado coherente puede escribirse en forma
general de la siguiente manera

ol 2J 3 1—cosé g 1+ cosf ="
lC>= Z ez(J+m)¢( ) ( 5 ) ( 5 ) |J,m) (322)

=, J+m

Utilizando la informacién de la Tabla 3.4 y la expresién anterior se obtiene la
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funcién de prueba para cada region,

L& [ 20 Vb
= 5 2 (5 .

[AYIES 2‘,Z(I)J“‘"‘( M-)ainﬁ

m=—J
0. - £ () ()T () T
i), = m“ZJ( 1)J+m( ) (14:\/1—_7’«5) (135\/—_«:5) \J,m),

en la tercera (cuarta) expresién los signos superiores a la izquierda y derecha co-
rresponden al punto critico 6, = arcsen(r,) (f. = — arcsen(r,)) mientras que los
inferiores corresponden a 8, = 7 — arc sen(r,) (8. = m + arcsen(rg)).

Como ejemplo se escriben explicitamente los estados para dos y tres particulas. Si
se tienen dos dtomos, entonces J = 1 y los estados estan dados por las expresiones
siguientes

€y = 5 {ln)+VEno) + 1 -1},
<y = 5 {1 -vEno +i-n}, (3.2.3)
1), = (I:F” )|11)+@|10)+(1i“ )|1—1)

. = () (=)

Estas soluciones podran compararse en forma analitica con los correspondientes es-
tados propios solucién de la ecuacién de estados estacionarios.

T2
11) = 4/ 110) + n-1).

Una vez que se conoce el estado del sistema puede calcularse el valor esperado de
cualquier observable. Los valores esperados de los operadores de momento angular
para un estado coherente arbitrario est4n dados por las expresiones (2.4.6). Para
obtener una aproximacién al valor esperado con respecto al estado base del sistema
cudntico se substituye en esas expresiones el valor de 8, y ¢, correspondientes a cada
regién. En la Tabla (3.5) se muestran los resultados de sustituir los puntos criticos
minimos.
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Como puede observarse, el operador J,, que mide la poblacién relativa entre los
dos modos del condensado, permite distinguir entre los dos estados independientes
asociados a cada una de las regiones 3 y 4. Esto es, cada funcién de prueba produce
un valor diferente para el valor esperado de J,, lo que sugiere que se considere una
nueva. funcién de prueba que sea una combinacién lineal de los estados coherentes
con { = tan(8/2)e*® y (; = cot(6/2)e*. Después de varias pruebas se encontré que
estos valores de { son los que mejor reproducen los resultados cudnticos encontrados
posteriormente, Mas adelante estableceremos los resultados correspondientes a la
combinacién simétrica de estos estados.

Tabla 3.5: Valores esperados de los operadores de momento angular para el caso a = 0.

.Region J,/J J,00  J.)J
1 1 ] 0
2 -1

3 Ta

0

0
R

0

0

Utilizando el procedimiento indicado en la Seccién 1.3, se encuentran los valores
esperados de las componente del cuadrado del operador de momento angular que
toman la forma siguiente

j2
(B), = B3 emg)mtvoss
¢

1 1/, 1 2 2
57 + 3 (2 J) sen” @ sen” ¢, (3.2.4)

J? 1 1 9
<ﬁ>C = 1—5(2—7)sen 6.

En la Tabla (3.6), se indican los resultados obtenidos en cada una de las regiones
al sustituir los pardmetros criticos. Los valores esperados de las componentes del

N
4 K.'qlwsk.\‘:’
~——
~
H
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momento angular y sus cuadrados, mostrados en las Tablas (3.5) y (3.6) han sido
divididos por J y J?, respectivamenté, para hacerlos cantidades intensivas, y poder
asi tomar el lfmite cldsico (J — o).

Tabla 3.6: Valores esperados del cuadrado de los operadores de momento angular para el
caso a = 0.

Regi6n J2J? J2)I? J2/J?
1 1
1 1 35 35
1 1
2 1 37 37
3 1 _ ra®(1-2J) o914 ra2(1-2J)
2J 2J 2% 27
4 1 ra?(1-2J) 1 1+ re2(1-2.J)
2J 27 2J 27

Conociendo estos valores esperados podemos construir nuevamente los resultados
para las energfas minimas en el espacio de pardmetros, éstas aparecen en la Tabla
(3.7).

Tabla 3.7: Energia en el espacio de pardmetros, caso a = 0.

Region Energia
b
1 57 +c¢
b
2 27 [+

o2

3 b+ wary
2

4 b+ e

Debido a sus relaciones de conmutacién, es imposible especificar dos o més com-~
ponentes de J simultdneamente, y esto se refleja en las relaciones de incertidumbre
de Heisenberg que satisfacen la siguiente desigualdad

(a02) (a3)" 2 1)

2

b
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donde se ha utilizado & = 1. Entonces el cuadrado de las fluctuaciones normalizadas
de los operadores de momento angular estdn dadas por las expresiones

(6J:)° = % (1 —sen®fcos? ¢) ,
(6J,)° = % (1 —sen®#sen® ¢), (3.2.5)
1
(61,2 = ——sen®,
2J
(3.2.6)

con 8Jy = AJf] y AJy = \/(Jk)2 — (J2). Por lo tanto la fluctuacién para la

componente J,/J del momento angular vale cero en las regiones 1 y 2, mientras que
en las regiones 3 y 4 toma. el valor \/(1 — 7,2)/(2J). Para J,/J la fluctuacién es una

constante en todo el espacio y su valor es 1/1/(2J). Finalmente, en las regiones 1

¥ 2 la fluctuacién para J,/J es /1/(2J), y en las regiones 3 y 4 vale \/r,2/(2J).
Tomando el limite cuando J — oo encontramos que las fluctuaciones para las tres

componentes normalizadas del momento angular valen cero, como debe ocurrir en el
caso clasico.

La probabilidad de ocupacién relativa de los dos modos del condensado para un
estado coherente se define como P (m) = |(J,m|(:){?, el cuadrado de la norma de
los coéficientes del estado, es decir,

2J 1—cosf\""™ (1+cos0.\" ™
P (m) = (J+m) (T) (T) == |d,{,__‘,(—0c)|2. (3.2.7)

La probabilidad de ocupacién es una distribucién binomial, por lo tanto, el valor
promedio de m () y su fluctuacién estan dadas por las expresiones

= —Jcosd,, (Am)® = (J/2)(1 — cos’f,), (3.2.8)

respectivamente.

Utilizando los puntos criticos minimos en el espacio de pardmetros, indicados en
la Tabla (3.4), las ocupaciones toman la forma

1 [ 2J
Pia(m) = '2_27(J+m)’

P (m) = 27 \ (1FVI=r2\"" 12 /T=r 2\’ ™™
3,4(m - J+m 9 9 ’
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donde los subindices indican la regién en la que es valida la expresién. En las regiones
1 y 2, la ocupacién relativa es independiente de los pardmetros del Hamiltoniano, y
toma su valor médximo cuando m = 0, i.e., el nimero de 4tomos en cada uno de los
modos del condensado es el mismo y la probabilidad vale

2J)! 2
Pl,g(O) = % — \/%’

donde en el ditimo paso se tomo el limite cuando J — 0o y se utilizé la férmula de
Stirling. En este caso (Am)? = J/2.

En las regiones 3 y 4 la ocupacién relativa depende de la razdén entre el pardmetro
de tunelaje (c) y las propiedades de dispersién entre todos los dtomos (b), el méxi-
mo corresponde a la proyeccién del momento angular mdas cercana al valor 7 =
F+/1 = r,2J y su correspondiente fluctuacién (Am)? = (J/2)r,2.

Existe una formulacién de la. mecénica cudntica basada en distribuciones de cuasi-
probabilidad [30], de las cuales podemos mencionar como las tres mds importantes
la distribucién de Wigner o funcién W, la distribucién de Glauber-Sudarshan o fun-
cién P y la distribucién de Husimi o funcién Q. Estas distribuciones contienen toda
la informacién del sistema, por lo tanto, es importante estudiar sus propiedades y
comportamiento en el espacio de pardmetros del Hamiltoniano modelo considerado.

En este trabajo solamente estudiaremos la funcién @ de Husimi, la cual reciente-
mente ha.sido utilizada como una medida de la complejidad de los estados cudnticos.
La complejidad puede clasificarse en dos tipos: la complejidad asociada a estados
puros y la relacionada con un ensamble de estados cudnticos. También se ha consi-
derado a la funcién @ de gran importancia en la medicién de correlaciones cudnticas
6 enredamiento en sistemas de muchos cuerpos [31, 32]. Si conocemos la matriz de
densidad del sistema podemos calcular su funcién @ tomando el valor esperado con
respecto a un estado coherente arbitrario |£) [30],

2J+1
4

Qp (J,0,¢) = {€lplé),

donde ¢ es un pardmetro complejo tal que £ = tan(8/2)e*.

Cuando se tiene un estado puro |}, su matriz de densidad estd dada por py, = |¥) (¥},
entonces, para el estado coherente |(,) la funcién @ estd determinada por

Q. (6,6) = (27 + 1)/(4m)|EICHI,
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que puede escribirse en la forma. siguiente:

- 2J
0 (70,6 = 21 [(1+c,..e )(1+c,,e)] , (32.5)

ar [ (1+1¢P) (1 +1¢P)
y que en términos de los angulos 6, 6., ¢ y ¢. puede escribirse como

2J+1 _ 2J
Q6. 00 (), 0,0) = ——-:i—-4 (1 + cosfcos d, + cos(¢ — ¢,) senf sen 0(,) . (3.2.10)
Sustituyendo los valores de la Tabla (3.4), para los puntos criticos en las regiones 1

y 2 se obtiene

_2J+1 2J
Q1(J,8,¢) = an 4 (1 + cos ¢ senﬁ) ,
2+l 27
Q2(J,6,¢) = yy 4 (1 cos ¢ sen 6) .

En las regiones 3 y 4 se cumple que

1—T¢ ’
cosbe =\ _yiTra
a)

donde se toma el valor de arriba para 6, = arcsen(ry) 0 6, = arcsen(—r,) y el de
abajo paraf, = m—arcsen(r,) o 8, = 7+arcsen(r,). Con este resultado es inmediato
evaluar las funciones @ correspondientes a los estados |[()3 4, i.e.,

2J
Q5:(J,0,0) = ?-!zt—}-tl_ (I:E\/l—r,,zcos0+racos¢sen9)

El segundo momento de la distribucién de Husimi tiene propiedades similares a
la entropia de Wehrl [31, 32], y su inverso es una medida de su localizacién ya que
representa el volumen en el espacio fase ocupado por la funcién Q. Su definicién es
la siguiente:

2
MY ==2= 2/+1 / / sen 8 d9 dé (6, $|pl0, ¢)2. (3.2.11)

Para el caso en el que el operador de densidad estd determinado por el estado
coherente puede demostrarse (ver Apéndice C) que el segundo momento vale

@ _ 2J+1
Qocter 4T +1°

(3.2.12)
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Es conveniente renormalizar el segundo momento multiplicando por el inverso del
resultado anterior, de tal manera que, para un estado coherente el segundo momento
sea una constante igual a uno

7@ At
Quoc.sey ~ 2T 1 Ploc.se)”

Superposicién simétrica de estados coherentes

Como ya se ha mencionado, en las zonas 3 y 4 existen dos funciones independientes
lo cual sugiere considerar una combinacién lineal de ambas como funcién de prueba.
En principio, la combinacién lineal podria ser arbitraria, sin embargo, no existe razén
alguna para que una de las funciones tenga mayor probabilidad que la otra, por ello
se considera una combinacién en la que ambas funciones tengan el mismo peso. Esta
combinacién puede ser simétrica o antisimétrica, pero se necesita una funcién que
esté bien definida en todas las regiones y esto sélo lo cumple la funcién simétrica.
Entonces si {; = tan(8/2)e™ y (; = cot(6/2)e®, la nueva funcién de prueba es

I¢°) = {1¢) + 162} (3.2.13)

1
V2[L+ (sen §)2]

donde 1/+/2[1 + (sen)2/] es el factor de normalizacién. En las regiones 1 y 2 este
estado se reduce al estado coherente. Por tratarse de una funcién de prueba diferente,
la funcién Hamiltoniana asociada es diferente también, por lo que deberia repetirse el
anlisis de estabilidad. Sin embargo, se demostrard que en el limite clésico, es decir,
cuando J — oo, la nueva funcién Hamiltoniana se reduce a la anterior y por tanto,
en ese limite, es vilido todo el analisis previo y pueden utilizarse los puntos criticos
encontrados con el estado coherente.

Primero se encuentran los valores esperados de los operadores J;, J,, J? para este
nuevo estado utilizando el mismo procedimiento que se utilizé6 para encontrar las
expresiones (2.4.3). Una vez que se conocen estos valores, puede calcularse el valor
esperado de la energia que define la nueva funcién Hamiltoniana.

s _ 1 1 2 b (b/2J)(sen 6)*7
"= {2.] + (1= g7) cos 9} T+ (enf)® 17 (senf)®
1+ (sen 6)27-2

1+ (sen6)?7

+ csenfcos¢
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Sabemos que |senf| < 1, entonces, cuando |senf| < 1y J — oo, (senf)>’** — 0,
donde n > 0y estd fijo. Esto implica que, en el limite cldsico H* se reduce a

1 1
s _ ) _— _ 20
H {2J+(1 2J)COS }b+csen0003¢,
que es igual a la expresién (3.1.1). Cuando |sen@| = 1, se tiene § = 7 /2 por lo que
cosf = 0y (sen)>*" — 1, y la funcién queda de la forma

b
= ﬁ+cws¢,

Hs
que equivale a evaluar (3.1.1) en ¢ = m/2. Por tanto, para todo valor de 6, en el
limite de nidmero de particulas grande la nueva funcién Hamiltoniana se reduce a la
anterior.

Una vez que se ha mostrado la equivalencia de ambas funciones Hamiltonianas en
el limite cldsico, se pueden usar los puntos criticos minimos obtenidos en la seccién
anterior para calcular los valores esperados de las diferentes observables en el espacio
de parametros. Los resultados para la energia se muestran en la Tabla 3.8

Tabla 3.8: Energia en el espacio de pardmetros, caso a = 0, para la funcién de onda
simétrica. En la region 3 se tiene que 0 < 7, < 1, mientras que en la regién 4 ocurre que
—1 < ro < 0. Para considerar el caso de un-niimero de particulas impar en la regién 4 se
utiliza |74}, ya que sen @ siempre es positivo.

Regién Energia
1 Z+e
2 % -C
2J)rg 2 Y
3 {5'1.‘]' +(1- %)(1 - “2)} 1+3.,21 + (b{-rri'“ + crﬂll-:r,

a

b 2 raf27-2
{25 + (1= H5)1 - r®)} g + H8 + clral i

La nueva funcién de onda en las regiones 1 y 2 se reduce a la funcién original,
por eso en esas regiones las funciones de onda son los mismos estados coherentes
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ya encontrados y todos los valores esperados son iguales. En las regiones 3 y 4 las
nuevas funciones de onda estdn dadas por las expresiones siguientes:

5 o) =) (=)

()T (2 T ),

IC.:‘:)s =

2

- £ i [ ()

(lixfl—_raf) (14:\/_—'?) ]Mm)

Conociendo las funciones de onda, es inmediato calcular la ocupacién relativa

o = sl ) [(S57) T (0
(T4 T ()]

que es la misma en las regiones 3 y 4. En este caso la probabilidad de ocupacidn es
una combinacién normalizada de distribuciones binomiales.

Los resultados para los valores esperados de los operadores de momento angular
se muestran en la Tabla (3.9).

Las expresiones para los cuadrados de los operadores de momento angular en las
regiones 3 y 4 estan dadas por

1 r2(1-2)) 1 1 1 |ra[*”
2/72 . } - _ @ —— (1 = 2J) p
Ja! 2 2J 1+ |2 127 2Jr.,2( ) 1+ |ref?”’

777 SR S SR RS SRy (3.2.14)
y T T 2l T o’

2 = D Leaaoan) — Ly 1 el
* 2J * 1+ rof¥ 201+ raf¥

de donde los cuadrados de las fluctuaciones para los valores esperados de los opera-
dores de momento angular J, y J, se reducen a los valores esperados del cuadrado
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Tabla 3.9: Valores esperados de los operadores de momento angular para el caso a = 0
usando la funcién simétrica. ’

Regién Jo/J Jy/d L[
1 1 0 0

2 -1 0 0

3 iy 00 0
1+Ir¢l2.l—2

4 Ta 1+|ra| 0 0

de los operadores y para el operador J; es

s_f1,. .1 1 1 1 |ra]?’
(AJ) _{ZJ(I Ta") 1+|Ta|2J+ 2J(1 2J) {1 a2 ) [ 1T+ |ral?’

de donde es inmediato que, tanto los valores esperados de los operadores de momento
angular y sus cuadrados aséomo las fluctuaciones correspondientes tienden a los
obtenidos para el estado coherente cuando J — oo.

La funcién () general para el nuevo estado estd dada por

2J +1
47

1
v/2(1+ sen2?74,)
2J +1 (+ae)™ Qe
St teen™@) [ (L4 16f) (L +16P) (1 +1el) (1+16P)” 1

Q°(¢)

{{€l &) + (€1 @)Y,

donde denotamos por (6,,¢.) los dngulos sobre la esfera de Bloch de las variables ¢
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y (5. Escribiendo £ en términos de los dngulos 0 y ¢ la funcién Q estd dada por
2J + 1

o - / +cosd9\/1+cos€
@09 = 8 (1 + (sen 6.)%7) (
+ e“(¢‘¢c)\/ Ll ;030\/1_3039) (3.2.15)
+ \/l—lrcose /l—cosec
2 2
2J|?
+ e—i(¢—¢c)\/ 1 *;"59 \/71 +‘;039°)

Substituyendo los valores criticos de las regiones 3 y 4 se obtiene

Q= 2J +1 /1+cos€ 1+ lrra — /1—0050 1—1',,l
37 8w (1 +r,2)
2J|?
[1+cos6 [1+VT—1,2 —ig /1~ cos8 1—-y1-1,2
+e
2 2 2 2
Q= 2J +1 /1+c080 1+ l—ra it /l—cosﬂ 1—7',,
47 8 (1 +7.%)
27)2
( /14 cosd 1+\/1—r05_e__i¢, [1—cos@ 1—\/1—1',,2)
2 2 2 V 2

El segundo momento para una combinacién lineal arbitraria de dos estados cohe-
rentes se calcula en el Apéndice C.

3.2.2. Casob=0

En este caso los puntos criticos minimos dividen al espacio de pardmetros sélo en
dos regiones, las cuales se hayan separadas por el €je a, en cada una de las cuales




64 Cap.itulo 3 Andlisis de estabilidad

Tabla 3.10: Valores de los parametros {, 8 y ¢ para el caso b = 0.

Regién 0. b Ce
1 arctan(—c/a) 0 peaw i

2 arctan(c/a) © — %

la funcién de prueba es diferente. En la Tabla 3.10 se muestran los pardmetros que
definen al estado coherente.

Utilizando la expresién (3.2.2) para el estado coherente y la informacién de la
Tabla (3.10) podemos escribir las funciones de onda en cada una de las regiones

J—m

) = i(zJ )% VETE—a\ T (VEFTE+a\ o)
“h = J+m) \ W+ & 2V +J o

m=~—J

Gy = D (-1

m=—J

N Wared

J+m

A continuacion se encuentra la funcién de onda del estado base para dos casos par-
ticulares, que més adelante podrdn compararse con los resultados cuénticos. Para
J =1/2 se obtiene

Gy = (Yt te 1->+ vate e 21+>
n = \Tovere ) |2 wara ) [27)
(3.2.16)
+>_

b3 -

'Cc:)z

\/era ?
2v/a? +

J ( 2J )%(\/m—a)%m(\/m“)%u,m%
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Para J = 1 las funciones de onda son

o), = (\/a§+c§+a)|l’_1>+( 2 )§|1,0)+(\/a§ ?-na)“, Y,

(3.2.17)
va2+cZ+a & 3 VaZ+ ¢ -
G = (2“—\/2_4-_%—) -0~ (zaga) 1 o>+(%ﬂ-—c§+—“) i, ),

Ahora puede calcularse el valor esperado de cualquier observable. Sustituyendo en
las expresiones (2.4.6) el valor de los puntos criticos de cada region se obtienen los
resultados mostrados en la Tabla 3.11 para los valores esperados de los operadores
de momento angular. Usando las expresiones (3.2.4) para el cuadrado de las compo-
nentes del momento angular, es inmediato sustituir los puntos criticos y obtener los
resultados mostrados en la Tabla 3.12. Los resultados obtenidos han sido divididos
por J y J?, respectivamente, para hacerlos cantidades intensivas de igual forma que
en el caso a =0.

Tabla 3.11: Valores esperados de los operadores de momento angular para el caso b=0.

Region Jo/J  J/J T J

1 - c 0 — a
WV aw W]
2 -7 0 7

Tabla 3.12: Valores esperados del cuadrado de los operadores de momento angular para
el caso b= 0.

Regién J2[J? J2) 2 J2[J?
1 ${1+2J+(1-—2J)§§5;—f,} 3 %{1—(1—2@@%}
2 Slirws0-25E & %{1—(1—2.7);;:7:}

El valor de la fluctuacién para la componente J;./J es a?/[(4.J)(a? -+ ¢?)] en ambas
regiones. Para J,/J la fluctuacion es una constante en todo el espacio y su valor



66 ' Capitulo 3 Analisis de estabilidad

es /1/(2J). Finalmente, la fluctuacién para J,/J es /[(2J)(a? + ¢?)]. Al tomar el
limite cuando J — oo encontramos que las fluctuaciones para las tres componentes
normalizadas del momento angular tienden a cero, como ocurre en el caso clésico.

Conociendo estos valores esperados podemos construir nuevamente las energias
minimas en el espacio de pardmetros y los resultados aparecen en la Tabla (3.13).

Tabla 3.13: Energfa en el espacio de pardmetros, caso b = 0.

Regiéon  Energia
1 —V/@Fa
2 —Jar&

La probabilidad de ocupacién relativa entre los dos modos del condensado, que se
define como P, (m) = |(J,m|(.)[% tiene la forma

P(m)_( 2J) V@t @ -a\ " (VETE+a\"
W= \J+m)\ s aEre )

que es una distribucién binomial de la cual conocemos el valor medio del niimero
de dtomos que se encuentran en el estado excitado cuyo valor es 7 = [—J Wﬁm],

mientras que la dispersién del valor promedio de ocupacién es (Am)? = J (ﬁ?)

Sustituyendo los valores de la Tabla (3.10), en la ecuacién (3.2.10) se obtiene la
funcién Q, cuya expresién es

:1(J,6,¢) = 2‘14:14_( \/_CECOSH—mcostﬁsenH)zJ
Q2(J,0,¢4) = 2J4+14_( \/_czcos6‘+\/—.008¢sen0)w.

Por tratarse de un estado coherente el valor del segundo momento es uno en todo
el espacio de pardmetros.
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3.23. Casoc=0

Los puntos criticos minimos dividen al espacio de parametros en tres regiones, las
cuales se hayan separadas por el eje b para b < 0y por las lineas a = b(2 - 1/J)
y a = —b(2 — 1/J) para b > 0. En la Tabla 3.14 se muestran los pardmetros que
definen al estado coherente, esto es ¢ 6 el angulo 6, pues en este caso el Hamiltoniano
es independiente de ¢.

Tabla 3.14: Valores de los paradmetros ( y 6 para el caso ¢ = 0. Donde definimos el
pardmetro re = 5

Regién 0. Ce
1 0 0
2 ™ o0
3 arccos (re) /5=

Utilizando la expresién (3.2.2) para el estado coherente y la informacién de la
Tabla (3.14) pueden escribirse las funciones de onda en cada una de las regiones

Icc)l = |Ja"_J>w
e = 11,J)s \ (3.2.18)
ol \E 1\ (1T
— i(J4+m) [ [
(AN m;’e (J+m) (-—-——2 ) ( a ) |J,m),

donde r. = C—GTT

Sustituyendo en las expresiones (2.4.6) el valor de los puntos criticos de cada regién
se obtienen los resultados mostrados en la Tabla 3.15 para los valores esperados de los
operadores de momento angular y en la Tabla 3.16 se establecen los valores esperados
del cuadrado de las componentes del momento angular en las regiones 1 y 2. Para
la regién 3 los valores esperados de los operadores de momento angular al cuadrado
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Tabla 3.15: Valores esperados de los operadores de momento angular para el caso ¢ = 0.

Region JofJ I, 5.7
1 0 0 -1
9 0 0 1

3 cosqb’\/l—;ng' sen¢’\/r:1-"§ —7c

Tabla 3.16: Valores esperados del cuadrado de los operadores de momento angular para
el caso ¢ = O en las regiones 1 y 2.

Regién J2/J% J2/J* J%)J?

Ly % 1
2 2 * 1
estdn determinados por las expresiones
L2 = -517 +% (2 — %) (1-72) cos? ¢,
B = gty (2-3) 0-remts,

1 1
SR = 1-5(2—7) (1~-723).

La fluctuacién de las componentes J./J y J,/J es una constante igual a 1/(2J), en
las regiones 1 y 2, mientras que en la regién 3 dependen de ambos pardmetros del
Hamiltoniano y sus valores estdn dados por las expresiones

(6J.)% =

(8J,)*
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Finalmente, la fluctuacién para J,/J es cero en las regiones 1 y 2, mientras que en
la regién 3 su valor es (1 ~r2)/(2J). Al tomar el limite cuando J - oo encontramos
que las fluctuaciones para las tres componentes normalizadas del momento angular
valen cero, como debe ocurrir en el caso clasico.

Conociendo estos valores esperados podemos construir nuevamente los resultados
para las energias minimas en el espacio de pardmetros y los resultados aparecen en
la Tabla (3.17).

Tabla 3.17: Energia en el espacio de parametros, caso ¢ = 0.

Regidén Energfa
1 -a+b
2 at+b

a? b
3 T 2=/ + 355

En este caso la probabilidad de ocupacién vale uno en las regiones 1y 2, y tiene
la forma mds sencilla, pues se encuentra en un estado de momento angular con
proyeccién bien definida, es decir, sélo pueden estar todos los 4tomos abajo, regién
1, o arriba, regién 2. En laregién 3 se tiene mds de un estado posible, y la probabilidad
de ocupacidn relativa esta dada por

2J 1=r \7t" 140\
rm=(,7.) (5% ()

En este caso la ocupacién relativa es dependiente de ambos pardmetros del Hamilto-
niano en todo el espacio y el valor promedio es 77 = — Jr,, mientras que la dispersién
es (Am)? = J(1 —r2).

Sustituyendo los valores de la Tabla (3.14), en la ecuacién (3.2.10) para encontrar
la funcion @, se obtiene

2+l 27
QiU0,9) = — —4 (1+cos8)
2041, 27
Qu0,9) = = —4 (1—cos0) , (3.2.19)

2J+1 27
Qs(J,0,6,¢") = 4: 4_J(1 +reco86 + /1 — 12 cos(¢p — ¢') sen 0) ,
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donde ¢’ es arbitraria ya que son estados ¢-inestables.

Nuevamente, el segundo momento de la funcién @ para el estado de prueba vale
uno en todo el espacio de pardmetros.
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En esta seccién se encuentran las funciones y valores propios del Hamiltoniano
modelo (2.1.10)

»

H a » b . C
T S By LR
B AR TR A

Para encontrar las funciones propias se diagonaliza este Hamiltoniano dado en la

base de momento angular, esto es [28]
P\Im)=J(J+D|Jm), J|J,m)=m|J,m),

donde se usan unidades con h = 1, y la proyeccién del momento angular m puede
tomar los valores —J < m < J. En esta base se calculan los elementos de matriz
de cada uno de los operadores de momento angular, utilizando los operadores de
ascenso (Jy = J; +iJ,) y descenso (J-. = J, —iJy). De esta manera se construye la
matriz Hamiltoniana cuyos elementos de matriz son

~

H a b
(J my| T Wymy) = 7 M10mamy -+ 72 mf&m,,ml
+§ (\/(J - ml)(J +m + 1) 6m2,m1+1 + \/(J + ml)(‘] —-my + 1) 6’1’12,1‘)’]1—1)‘

Las funciones propias, para un determinado nimero de dtomos N = 2J, pueden
escribirse como una combinacién lineal de la base de momento angular

J
&) = Z C:;z!']’m> )

m=-—.

71
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donde 7 denota la i-ésima funcién propia, y el indice 1 = 1,2,3,...2J + 1.

La diagonalizacién de la matriz Hamiltoniana se realizé utilizando Mathematica.
Se disefié un programa que construye la matriz para todo valor de los parametros, y
las funciones y valores propios se encuentran utilizando una subrutina de diagonali-
zacion. En el Apéndice D se presentan los detalles del programa desarrollado.

El andlisis cudntico se dividird de la misma forma que en el capitulo anterior
separando su estudio en cuatro casos. Los tres primeros asociados a hacer cero cada
una de las interacciones que forman el Hamiltoniano, estoes,a =0,b=0yc =0,y
finalmente, se considera el caso cuando todos los parametros son diferentes de cero.

4.1. Caso a=0

Energia

En el capitulo anterior se calcularon los valores esperados de las diferentes observa-
bles con respecto al estado coherente de SU(2), y se evaluaron estas expresiones en los
puntos criticos. De aqui en adelante, estos valores esperados seran llamados valores
esperados cldsicos mientras que los valores esperados que se obtengan con respecto a
los estados propios del Hamiltoniano, serdn llamados valores esperados cudnticos. En
particular, Jos'valores esperados del Hamiltoniano seran energias clasicas y energias
cuanticas, respectivamente.

En la Fig. 4.1 se muestran cortes del espectro de energias del Hamiltoniano co-
mo funcién de los pardmetos b y c¢. Las lineas oscuras corresponden a las energfas
clasicas (ver (3.1.2)). Se observa que las energias cldsicas dividen el espectro de en-
ergia en regiones con degeneracién y sin ella, entendiendo por degeneracién a que
visualmente no podemos distinguir un nivel de otro en la grifica. Posteriormente
se hace un andlisis m4ds riguroso sobre este punto. En las Figs. 4.1(a) y 4.1(c) se
observa que en la parte central no hay degeneracién mientras que fuera de ella existe
una degeneracién doble. Ademds, ambos valores de ¢ producen el mismo espectro de
energias, ésta es una simetrfa que presenta el Hamiltoniano y es equivalente a una
rotacién alrededor del eje Z por m radianes, es decir, el Hamiltoniano es invariante
ante estas rotaciones. En las Figs.4.1(b) y 4.1(d) se observa que al cambiar el signo
del pardmetro b produce una inversién del espectro. Las grificas muestran que las
energias cldsicas reproducen bien las energias cudnticas minimas. En estas tltimas
pueden observarse las transiciones de fase de primero y segundo orden en valores de
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Figura 4.1: Espectros de energia para el caso a = 0. Para estas figuras se ha considerado
J = 10, que significa N = 20 particulas en el condensado. En cada una una de las figuras
se muestran en color obscuro las energfas-clisicas correspondientes.

b y ¢ cercanos a aquellos que corresponden a la separatriz.

En las figuras, la separatriz estd marcada por los puntos de interseccién de dos
0 mas energias cldsicas. Las transiciones de fase para la energia cudntica minima
ocurren, para J finito, en regiones cercanas a la separatriz. Unicamente en el caso en
que J tiende a infinito las transiciones ocurren exactamente sobre la separatriz. Esto
es més claro para valores pequenos de J, por ejemplo, cuando J = 1 la degeneracién
solo ocurre cuando b — —oo, como se mostrara mas adelante.

En la Tabla 4.1 se muestran los valores de la diferencia de energias entre el primer
estado excitado y el estado base (gap), que denotamos por G = E; — Ey, para dife-
rentes valores de J como funcién de b conservando ¢ = 0.5. El iiltimo valor de b en
la tabla corresponde a la recta que constituye a la separatriz, b = —c¢/(2 — (1/J)).
En este valor de los pardmetros b y ¢ no existe degeneracién (G = 0) para los va-
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Tabla 4.1: Diferencia de energias del primer estado excitado y el estado base para dife-

rentes valores de b en la regién 4 conservando ¢ = 0.5.

b=-15 | b=-10 | b=—05 |b=-05/(2—(1/J))
J=1 [15x107' | 21 x 107! {31x 107! 3.1 x 107!
J=5 [48x1077 | 1.6 x107% [ 3.7 x 1073 3.9 x 1072
J=10 |11x107¥{20x1071°|31x 107 1.6 x 1072
J =20 0 0 2.7 x 107? 6.7 x 1073
J =50 0 0 0 2.0 x 10™3
J =100 0 0 0 8.4x 1074

lores de J considerados en la tabla y se tiene ademds que para J pequefias no hay
degeneracién incluso para b = —1.5. La ftinica regién donde hay degeneracién para
todo valor de J es la linea ¢ = 0. Cuando J — oo la zona de degeneracién empieza
exactamente en la separatriz. Esto podremos verlo nuevamente cuando analicemos
la razén de diferencias de energia. \

En la Fig. 4.2 se muestran los espectros de energia para 20 dtomos (J = 10)
cuando los pardmetros varian sobre las lineas que forman la separatriz del sistema.
Se observa que en este caso desaparece la regién de degeneracién, excepto en el
punto no fisico (0,0). En las tres figuras se observan transiciones de fase de primer
orden en ¢ = 0. Estas corresponden tnicamente a transiciones entre las regiones 1
y 2. Ademas, en las Figs. 4.2(a) y 4.2(b) se observa nuevamente la simetria ante el
intercambio de ¢ con —c.

La razén entre la diferencia de energia del estado base con el primer y segundo
estados excitados se denota por R, y se define como

E, — Eo

Rlez_El.

(4.1.1)

En la figura Fig. 4.3 se grafica R, en funcién de los pardmetros b y ¢. Esta observable
presenta cambios de comportamiento drasticos al cruzar la separatriz. En particular,
en las regiones 1 y 2 del espacio de pardmetros, la diferencia de energia entre el
estado base y el primer excitado es diferente de cero mientras que en las regiones 3
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Figura 4.2: Espectros de energia para el caso a = 0, los pardmetros varian sobre las rectas
e=3b(2-1/J))sib<0yec=0sib>0 Tomando J =10,

y 4 es cero o muy cercana a cero. Entonces esta razén puede usarse para determinar
las regiones en el espacio de pardmetros donde ocurren los carmnbios en la estructura
del estado base del sistema, ademads, el cambio de comportamiento en las regiones es
m4és pronunciado cuando el nimero de particulas aumenta.

Esta razén también da informacién acerca del valor de G, y por lo tanto de la
presencia de degeneracién. En la parte inferior de la Fig. 4.3 puede verse cémo el
tamaio de la zona de degeneracién depende del valor de J, cuando J = 10 la zona
en la que G es cero estd mas alejada de la separatriz que para J = 50. Unicamente
para J — oo la zona de degeneracién comienza justo en la separatriz. Este compor-
tamiento de G puede observarse en la Fig. 4.4 para diferentes valores de J, la linea
vertical corresponde al valor de la separatriz en el limite de ntmero de particulas
infinito.

Cuando hay degeneracién, debido a la linealidad de la ecuacién de Schrédinger
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Figura 4.3: En la parte superior se grafica Ry como funcién de ¢ conservando b= 1. En
la parte inferior b = —-1. Las figuras del lado izquierdo corresponden a J = 10 y las del
lado derecho a J = 50. Las lineas verticales claras marcan la separatriz para esos valores

de los parametros.
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Figura 4.4: Grifica de G = E; — Ey como funcién de b con ¢ = 0.5, para diferentes valores
de J. De arriba a abajo las lineas corresponden a J = 5, 10, 20,50,100. La linea vertical
corresponde al valor de la separatriz cuando J — co.

de estados estacionarios, la funcién de onda del estado base puede ser cualquier
combinacidn lineal de las dos funciones propias correspondientes. Por esta razén, es
conveniente utilizar una base adaptada a la simetria del problema.
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El Hamiltoniano es invariante ante rotaciones por n-radianes a lo largo del eje-X,
ya que inicamente afecta al operador J,, como puede observarse a continuacién [28]

e--meJzeuer — _,,Jz’

y ¢l Hamiltoniano depende tinicamenente de J2. Debe recordarse que hasta ahora la
base usada ha sido la de los estados de Dicke, en la cual se tienen dos estados cuyo
valor absoluto de la proyeccién de momento angular en la direccién z es la misma.
Debido a la simetria que acaba de mencionarse, no hay una razén para que uno de los
estado sea mds probable que el otro, por ello debe utilizarse una base en la que ambos
estados tengan el mismo peso. En este caso, a diferencia del caso clasico, tenemos
que reemplazar los estados de Dicke por sus combinaciones simétrica y antisimétrica
que se definen de la manera siguiente:

» Simétrica: Im), = W{lm) +|-m)}con m=0,1,--- ,J
'm.0
» Antisimétrica: |m)_ = 715{|m) —|-m)}conm=1,---,J

Estos dos conjuntos de vectores satisfacen las propiedades de ortonormalidad sigui-
entes:

<ml | m> _ Jm’,m + 5m’,—m
¥ T A ¥ o)L+ Omp)
- (m’ | m)u = (5m',m e émf,_m,
+{m'|m)_ = 0.

En esa base la matriz Hamiltoniana, en general de dimensién 2J + 1, se rompe
en dos bloques independientes, de dimensiones J + 1 para la combinacién simétrica
y de dimensién J para la antisimétrica. Esta simetria nos permite considerar un
mayor nimero de particulas, ya que se requiere diagonalizar matrices de la mitad de
tamaiio.

En la Fig. 4.5 se muestran los espectros de energia para N = 20 particulas. Se
observa que los espectros de energia para cada una de las submatrices no tienen
degeneracién y ésta ocurre \inicamente cuando mezclamos los niveles de energia de
ambas matrices. Esto implica que cada una de las submatrices da lugar a niveles de
energia que presentan cruces evitados porque estdn asociados a la misma simetria.
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Figura 4.5: Se muestra el espectro de energias para 20 particulas en la nueva base. Arriba
a la izquierda, aparecen los niveles de energia asociados a la combinacién simétrica, y a la
derecha, aparece el espectro de energia asociado a la combinacién antisimétrica. Abajo se
presenta la combinacién de los dos espectros de energia, observindose claramente la zona
de degeneracion.
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La comparacién entre el comportamiento de la superficie de energia cldsica minima
y la superficie de energia cudntica del estado base en funcién de los pardmetros (b, c)
del Hamiltoniano modelo, se muestra para N = 20 particulas, en la Fig. 4.6. Ambas
energias presentan el mismo comportamiento en el espacio de pardmetros. En ¢ = 0
y b > 0 hay una linea que marca el cambio de pendiente que existe en la superficie
al cruzar la recta ¢ = 0, recordamos que esta recta forma parte de la separatriz y
que la transicién de fase correspondiente es de primer orden, por ello es tan notoria
pues esto implica una discontinuidad en la primera derivada de la energia. La linea
que marca la transicién de segundo orden no es tan obvia, pues corresponde sélo a
un cambio de concavidad de la funcién. Sin embargo, est4 presente para las energias
clasica y cudntica.

Figura 4.6: A la izquierda tenemos la superficie de energfa clisica y a la derecha la
superficie de energia cudntica en funcién de los parémetros b y ¢ para N-= 20.

Figura 4.7: Se muestran las curvas de nivel de las superficies de energia clésica (izquier-
da) y cudntica (derecha) en funcién de los pardmetros b y ¢, junto con la separatriz del
Hamiltoniano modelo (lineas blancas).

En la Fig. 4.7 se muestran las curvas de nivel de las superficies de energia junto
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con la separatriz del sistema. En ambas figuras se observan dos zonas, una en la
que las curvas de nivel son lineas rectas y la otra en la que son lineas curvas, y
estan separadas por las rectas ¢ = £b(2 —1/J) de la separatriz. Las lineas rectas son
simétricas con respecto a la recta ¢ = 0. En el caso cldsico el cambio de concavidad de
las curvas de nivel est4 determinado por la separatriz mientras que en el caso cuantico
se observa un ligero corrimiento. Este corrimiento desaparece cuando J >> 1.

(1,3 t,3

{-15,05) 5,08
» b
(15,-05) - s, -05)
“1,-3 | .-
Figura 4.8: Se muestran los cortes ¢ = 0.5, b = ~1, ¢ = —0.5y b = 1, en el espacio

de pardametros b y ¢, mediante los cuales estudiaremos el comportamiento de diferentes
observables, en algunos casos como funciones de b y en otros como funciones de c.

A continuacién, se muestra una serie de gréficas que corresponden a cortes en las
superficies de energia, es decir, son funciones de un solo parametro, conservando el
otro constante. De aqui en adelante se utilizardn estos mismos cortes (Fig. 4.8) para
observar cémo varia el comportamiento de diferentes observables en el espacio de
. parametros.

La correspondencia entre las energfas clésica y cudntica mejora cuando J aumenta,
es decir, cuando aumenta el nimero de particulas. Esto se muestra en la Fig. 4.9, las
graficas del lado izquierdo corresponden a 20 particulas, mientras que las del lado
derecho corresponden a 100 particulas. En ambos casos, la energia cldsica estd re-
presentada por la linea clara, la energia cudntica por la linea obscura y la separatriz
estd representada por las lineas verticales. En la Fig. 4.9(a) se fij6 ¢ = 0.5. Se observa
que la correspondencia entre ambas energias es mejor a la izquierda de la separatriz.
Del lado derecho de la separatriz, para 20 particulas, cuando b crece la energia cldsica

~a

vy
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se separa de la cuantica mientras que para 100 particulas, la separacién desaparece.
Este mismo comportamiento puede observarse en las otras gréficas. La simetria con
respecto al cambio de ¢ por —c puede observarse claramente en las Figs. 4.9(a) y

4.9(c).

En las Figs. 4.9 y 4.6 se ha mostrado que la energia cldsica reproduce muy bien
la energia cudntica del estado base. A continuacién, se estudian las correspondientes
funciones de onda, esto es, las que provienen de la diagonalizacién exacta y el estado
coherente o la combinacién simétrica de estados coherentes que se utilizan como
funcién de prueba en el formalismo variacional.

Traslape de estados cudnticos y semiclasicos

Primero se analiza el caso de dos particulas en el condensado (J = 1) pues los
resultados son analiticos y pueden compararse facilmente con los resultados obtenidos
en el capitulo anterior. Las energias de este sistema estin dadas por las expresiones

Ey=b, EZ:%(b—\/m), E3=%(b+\/b7m),

es claro que la energia que corresponde al estado base es E3. Puede verse de estas
expresiones que la degeneracién del estado base con el primer excitado, que corres-
ponde a F; sélo puede ocurrir si b — —00. Sin embargo, sabemos que siempre existe
degeneracién cuando ¢ = Q para b < 0, y de hecho, cuando el valor de ¢ es muy
pequeiio, visualmente ya no se distinge la diferencia entre las energfas.

La funcién de onda del estado base, correspondiente a la funcién propia asociada
al valor Fy, estd dada en términos de la base de Dicke por la expresién

T 14 /15 4r,2
) [11) —

_ a
2
Vorad (1 + VIR Vora+ 3 (L viTaR)’
+ e |1 - 1),
V2ra? + 11+ VIT 52
donde r, es la variable que se definié en el capitulo anterior (r, = ¢/(b(2 — (1/J)))),

y que en este caso se reduce a 7, = ¢/b. Es inmediato encontrar la expresién del
estado |g) en la base simétrica

\/§ra Iy, - 1+\/1-§-41',,§
+
Vora2 + L (1+viFarg)’ V2ra? + (1 + VIF A

5 |10)

lg) = > 10) .
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Para hacer la comparacién entre la funcién exacta y la funcién de prueba se calcula
el cuadrado del traslape |(| g )|°, esta cantidad se multiplica por cien para obtener
el porcentaje de correlacién entre los dos estados. El estado de prueba |(.) estd de-
terminado por las expresiones (3.2.3). En la Fig. 4.10 se muestra el porcentaje del
traslape como funcién de los pardmetros para este ejemplo particular.

Se observa que en las regiones 1 y 2 el traslape es bueno cuando b es grande com-
parado con c. Esto se debe a que cuando ¢ es pequefio, el estado de Dicke dominante
en la combinacién lineal es el |10) que no puede ser descrito correctamente por un
estado coherente. En ¢ = 0 el estado base es exactamente |10}, y por esto el porcenta-
je de traslape toma su valor minimo sobre esta recta y cuyo valor es 50 %. En las
regiones 3 y 4, el traslape es cercano al 50 % que corresponde a la menor correlacién
del estado coherente con la solucién exacta. En la regién cercana a la separatriz se
observa un cambio brusco en el comportamiento del porcentaje de traslape.

Este cdlculo se realizé usando los estados coherentes, pero debemos recordar que
en las regiones 3 y 4 el sistema presenta degeneracién por lo que se propuso una com-
binacién lineal simétrica de estados coherentes con valores sobre la esfera ( 6., ¢. )
y (7 — 0., ¢.); a esta combinacién la llamaremos estado coherente simétrico. Usando
este vector de estado se calcula nuevamente el traslape y el resultado se muestra en
la figura Fig. 4.11.

El traslape del estado cuéntico del estado base y el estado coherente simétrico
es mucho mayor que el encontrado para el estado coherente. La concordancia entre
_ ambas funciones se incrementa notablemente en las regiones 3 y 4, y ahora el traslape
es muy cercano a uno (100 %) en la mayor parte del espacio de pardmetros. Podemos
observar también que las regiones donde el traslape es menor corresponden justo a las
zonas cercanas a la separatriz, encontrdndose que la aproximacién cldsica funciona
mejor en las regiones més alejadas a la separatriz.

En las Tablas 4.2 y 4.3 se presentan los porcentajes del traslape del estado base
con el estado coherente y con la combinacién de estados coherentes simétrica en
algunos puntos del espacio de pardmetros para J = 10. La Fig. 4.12 muestra el
comportamiento del traslape para J = 10 como funcién de ambos pardmetros.

En la Tabla 4.2 puede observarse que en las regiones 1 y 2 el estado coherente y
el estado coherente simétrico tienen la misma correlacién con la funcién de onda del
estado base. Esto sucede porque el estado coherente simétrico se reduce al estado
coherente en esas regiones. Sin embargo, en las regiones 3 y 4 es claro que el estado
simétrico tiene mayor correlacién con el estado cuéntico del estado base, y por lo
tanto es una mejor funcién de prueba. De hecho, justo sobre larecta ¢ = 0 con b < 0
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Tabla 4.2: Traslape de la funcién de onda del estado base con el estado coherente y con la
combinacién simétrica de estados coherentes para J = 10. Todos los traslapes se expresan
en porcentajes.

(b,c) Coherente | Simétrico
(%) (%)
(-1,3) 97.098 97.098
(-1,0.5) 49,990 99.980
(-1.0) 50 100
(-1,-0.5) | 49990 | 99.980
(-1,-3) 97.098 97.098
(1,3) 99.199 | 99.199
(1,0.5) 92.201 92.201
(1,-0.5) | 92201 | 92201
(1,-3) | 99199 | 99.199

el estado base y la combinacién simétrica de estados coherentes son iguales, como
puede verse en la Tabla 4.2.

Cuando J = 1 los estados propios del Hamiltoniano no presentan degeneracion,
excepto sobre la linea ¢ = 0. Sin embargo, cuando J es mas grande el estado base
es degenerado para otros valores de los pardmetros y entonces se tienen dos estados
como funciones de prueba en una regién mas amplia del espacio, y el traslape con
el estado base cudntico nos ayuda a escoger la funcién de prueba adecuada. Cuando
se hace la separacién de la base de estados de Dicke en una combinacién simétrica
y otra antisimétrica, se encuentra que los dos conjuntos de funciones constituyen
espacios complementarios. Entonces el traslape de la funcién de onda antisimétrica
con la combinacién simétrica de estados coherentes es cero, es decir son ortogonales.
Es por esta razén, que se utilizard la funcién de onda simétrica para evaluar los
valores esperados de las observables.

En la Tabla 4.3 se establece que sobre la separatriz el valor del traslape es constan-
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Tabla 4.3: Traslape de la funciéon de onda del estado base con el estado coherente y con
la combinacién simétrica de estados coherentes para J = 10, en puntos sobre la separatriz.
Los traslapes se expresan en porcentajes.

(b,¢) Coherente | Simétrico
(%) (%)
(-1,28) | st146 | 84146

(-10,19) | 84.146 84.146
(~1,-12) |. 84146 84.146
(-10,—19) | 84.146 84.146
(1,0) 17.620 17.620
(10,0) 17.620 17.620

te, es decir, es independiente de los valores de los pardmetros, y tiene el mismo valor
tanto para la combinacién simétrica como para el estado coherente. Para el estado

coherente simétrico el porcentaje del traslape alcanza sus valores minimos sobre la

separatriz. Puede mostrarse que en general el estado coherente y la combiancion
simétrica son iguales en la separatriz, por lo tanto, su$ traslapes con la solucién
exacta son iguales.

La Fig. 4.13 muestra el porcentaje de traslape como funcién de ¢, para valores fijos
de b y tres valores de J. La linea vertical constituye la separatriz y marca claramente
los cambios en el comportamiento del porcentaje de traslape. Ademas, es sobre la
separatriz que el porcentaje del traslape es menor, es decir, en esas zonas la funcién
de prueba simétrica se parece menos a la funcién de onda del estado base. Cuando el
valor de J crece el porcentaje del traslape en la separatriz disminuye. En particular
se indica que en la linea ¢ = 0 cuando b > 0 el porcentaje de traslape incluso tiende
a cero, sin embargo, en otras zonas el porcentaje del traslape aumenta.

-1
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Figura 4.9: Cortes de las superficies de energia, cldsica y cudntica a lo largo de las rectas

(a) ¢ = 0.5, (b)

b=-1() ¢

—0.5 y (d) b = 1 para dos valores de J. En el lado

izquierdo se utilizé J = 10 mientras que en el derecho J = 50. La linea oscura corresponde
a la energia cudntica y la linea clara a la energia cldsica. Las lineas verticales corresponden

a la separatriz.
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—
Figura 4.10: Porcentaje de traslape entre la funcién de onda del estado base y el estado
coherente de prueba en el espacio de pardametros para J = 1.
4
S

Figura 4.11: Se muestra el porcentaje de traslape entre la funcién de onda del estado
base y la combinacién simétrica de estados coherentes en el espacio de pardmetros para

J =1

o
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Figura 4.12: Traslape entre la funcién de onda del estado base y la funcién de prueba,
del lado izquierdo el estado coherente y del lado derecho la combinacién simétrica, en el
espacio de pardmetros para N = 20 itomos.
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Probabilidad de ocupacion relativa

Otra forma m4s exigente de comparar las funciones de prueba con la solucién
exacta, es a través del célculo de la probabilidad de ocupacion relativa cuya definicién
es Py(m)= |[(J,m j1)]?. Este mimero cuantifica la probabilidad de obtener un valor
m al hacer una medicién de la proyeccién de momento angular en la direccién z en
un sistema descrito por la funcién de onda |1).

En la Fig. 4.15 se exhiben las probabilidades de ocupacién relativa para la com-
binacién simétrica de estados coherentes y la solucién exacta del estado base y en la
Fig. 4.14 para el estado coherente y la solucién exacta del estado base. Estas figu-
ras muestran c6mo la combinacién simétrica presenta una mayor correlacion con el
estado base que el estado coherente. Puede verse que la mayor correlacién correspon-
de a las regiones 3 y 4 (Figs. 4.15(a) y 4.15(b)) mientras que la menor correlacién
corresponde a la separatriz (Figs. 4.15(c) y 4.15(f)).

En conclusién, en las regiones 1 y 2 se observa un comportamiento unimodal en
la probabilidad de ocupacién relative. mientras que en las zonas 3 y 4 tenemos un
comportamiento bimodal, y es en la separatriz donde el estado base tiene casi todas
las posibles ocupaciones del sistema de dos niveles. Este comportamiento serd corro-
borado en el andlisis que se hara de la funcién Q.

Se continuard con la comparacién de los valores esperados de otras observables
para el estado base y las funciones de prueba.
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Figura 4.14: Probabilidad de ocupacioén relativa. En la figura se muestran las probabili-
dades de ocupacion relativa de la solucién exacta en color claro, y para el estado coherente
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Figura 4.15: Probabilidad de ocupacién relativa. En la figura se muestran las probabili-
dades de ocupacién relativa de la solucién exacta en color claro, y de la funcién de prueba
simétrica en color oscuro. J = 10.
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Valores esperados de los operadores de momento
angular

Como ya se ha demostrado, el estado base del Hamiltoniano es una combinacién
lineal de los estados simétricos, que denotamos como sigue

J+1

I‘I’O) = Z Om lm>+ y

m=0

donde los pardmetros a,, se determinan de la diagoya.lizacién del Hamiltoniano.
Entonces el valor esperado de un operador arbitrario O estd dado por

J+1

<@> = Z e O + ('] O | .

m=0
m'=0

Componentes del momento angular

Para las componentes del momento angular los elementos de matriz estdn deter-
minados por las expresiones siguientes
C(j’ m)am’,m+1 + C'(j, —'rn) (‘Sm’,mwl =+ 5m',~m+1)
2/ (1 + 0m0)(1 + Omp)

+ (m,l ja: Im)+ ad

+ (m’l jy |m)+ = 01
+ (mll J, |m)+ = 0,

donde se define la funcién C(j,m) = \/(j +m)(j — m + 1), y es inmediato que los
valores esperados de Jy, y J, son cero en esta base.

En la Tabla 3.5 estdn dados los valores esperados de las componentes normalizadas
del momento angular con respecto al estado coherente de prueba. Encontramos que
el valor de J,/J es siempre cero lo cual concuerda con el valor esperado cudntico.
Sin embargo, para J, /J, en las regiones 3 y 4 del espacio de pardmetros, pasa algo
diferente, pues cudnticamente tienen valor cero mientras que para el estado coherente
se tienen dos funciones de prueba independientes que tienen los valores +v1 — r2,
dependiendo del punto critico que se considera. En la Fig. 4.16 se grafica Jy /J en
funcién de los pardmetros b y ¢ para los dos estados de prueba. Se observa que en

=
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e
2

Figura 4.16: Valor esperado de J. /J para el estado coherente. J = 10.

ninguno de los casos el valor esperado de J, en el estado coherente reproduce el
resultado cudntico en las zonas 3 y 4.

Ahora, si se evalian los valores esperados para el estado simétrico, cuyas expre-
siones se muestran en la Tabla 3.9 del capitulo anterior, se observa que los valores
de J,/J y J./J son cero lo que concuerda con el estado cudntico.

En la Fig 4.17 se comparan los resultados del valor esperado de J,, con respecto
al estado coherente de prueba, la combinacién simétrica de estados coherentes y el
estado base cudntico, en funcién de los pardmetros b y ¢ del modelo. Se observa una
correspondencia entre el resultado cudntico y la combinacién simétrica de estados
coherentes, mientras que el estado coherente falla en la regién 4.

Para analizar con mayor detalle las diferencias entre los resultados obtenidos con
las funciones de prueba y el estado cudntico, en las Figs. 4.18 y 4.19 se muestra el
comportamiento del valor esperado de I /J, en los cortes ¢ = +0.5 en funcién del
pardmetro b y b = +1 en funcién del pardmetro ¢, respectivamente. En todas las
figuras las lineas verticales indican la separatriz.

Se observa que cuando b > 0 los resultados del estado coherente y la combinacidén
simétrica son iguales y muy parecidos al resultado cudntico; lo mismo ocurre cuando
¢ < 0. Sin embargo, cuando b < 0y ¢ > 0 dnicamente los resultados obtenidos para
la combinacién de estados coherentes y el estado base cudntico coinciden.
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Figura 4.17: Valor esperado de J;/J en funcién de los pardmetros b y ¢ para el estado
coherente, el estado simétrico y la solucién exacta respectivamente. J = 10.

wty-
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Figura 4.18: Valor esperado de Jx /J en funcién del pardmetro b para la solucién exacta
(arriba), el estado coherente (medio) y para el estado simétrico (abajo) para dos valores
del pardmetro ¢. Las lineas verticales corresponden a la separatriz para cada caso. N = 20.
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Figura 4.19: Valor esperado de Js /J como funcién del pardmetro ¢ para la solucién exacta
(arriba), el estado coherente (medio) y para el estado simétrico (abajo) para dos valores
del pardmetro b. Las lineas verticales corresponden a la separatriz para cada caso. N = 20.
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Componentes del momento angular al cuadrado

Para encontrar estos valores esperados necesitamos conocer las matrices de los
operadores. Como la matriz de J =/ J es diferente de cero, entonces para encontrar la
matriz de J2/J? s6lo debe elevarse la matriz encontrada al cuadrado. Sin embargo,
para encontrar las matrices de J2/J? y J?/J? deben calcularse los elementos de
matriz en la base simétrica, estas expresiones estdn dadas por

noye __ 1
+m} Jy )., = 4/(L+ 6m0) (L F Brrg)
{(C ]’ C(Jv -m — 1) + C(]a _m)C( - 1))( m’ m+5m. ,—m)

_C(Jy )C(J) m+ 1)6171 !, m+2
"O(jy *m)C(j, —-m +1) (6m’,m—2 + 6m’,v—m+2)} )
- 2 .
! J22 = - Omtm + Omt,m} -

En la Fig. 4.20 se grafica el valor esperado del cuadrado de las componentes del
momento angular para el estado base, el estado coherente y el estado coherente
simétrico en funcién de los pardmetros b y c.

Puede observarse que J%/J? y J2/J? tienen el mismo comportamiento para el
estado coherente y el estado coherente simétrico, en las regiones 1 y 2 de hecho son
idénticos, esto se debe a que el estado coherente simétrico en esas regiones se reduce
al estado coherente, por el contrario, en la regién 3 ambos estados son diferentes, sin
embargo, al observar la forma de las expresiones para estos valores esperados en la
Tabla 3.6 y las ecuaciones (3.2.14), observamos que estas iiltimas presentan el mismo
comportamiento que las del estado coherente debido a que |r,|*/ es muy pequefio y
por ello el término que domina es el primero, que corresponde exactamente con el
valor esperado para el estado coherente.

Las figuras muestran que los valores de JZ/J? y J2/J? tanto del estado coherente
como del estado coherente simétrico reproducen bien los resultados cuanticos, sin
embargo, para J;“,’ /J? si existe una diferencia entre ambos estados. Aunque ninguno
de los dos estados reproduce el comportamiento en la recta ¢ = 0 para b > 0, en la
regién b < 0 el estado coherente simétrico si muestra el mismo comportamiento que
el estado cudntico sobre las separatrices, es decir, registra las transiciones de fase,
mientras que el estado coherente no lo hace.
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(b) J3/J?

ot

(c) JZ/J?

Figura 4.20: Valor esperado del cuadrado de las componentes de momento angular como
funciones de b y c, para la solucién exacta (izquierda), el estado coherente (medio) y el
estado coherente simétrico (derecha). J = 10.

b
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A continuacién, se presenta una serie de figuras que muestran las componentes del
momento angular al cuadrado como funciones del pardametro ¢. Como se observa en
las Figs. 4.21 y 4.22, ambas funciones de prueba reproducen bien el comportamiento
cuéntico de las observables J2/J? y J2/J%. La Fig. 4.23 muestra la superficie del valor
esperado de J}/J? para el estado base cusntico y para la combinacién simétrica de
estados coherentes, la figura para el estado coherente corresponde a un plano de valor
constante 1/2J.

1.0 10
o.sr\ 08 }
g2 06 J47 08
P 04 F 04
02 0.2
0.0 0.0
3 2 -1 0 1 2 a -3 -2 1 0 1 2 3
c [+
1.0 1.0
0.8 08
J,2 0.8 242 08
F£ 04 F 04
02 0.2
00 0.0
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
[ [+
1 1.0
08 : i 08
4,2 0.6} 42 08
£ 04 F 04
02 0.2
0.0 0.0 "
3 2 -1 0 1 2 3 3 -2 -1 0 1 2 3
[ [
(a) b= -1 by b=1

Figura 4.21: Valor esperado de J2/J2 como funcién del pardmetro ¢ para la solucién
exacta (arriba), el estado coherente (medio) y para el estado simétrico (abajo)para dos
valores del pardmetro b. Las lineas verticales corresponden a la separatriz para cada caso.
J =10.

En estos cortes se corrobora lo que ya se habia observado en las figuras en 3D
para J2/J?y J2/J?, ambas funciones de prueba presentan el mismo comportamiento
y reproducen bien el comportamiento cudntico. Las mayores diferencias ocurren en
las zonas cercanas a la separatriz, pues mientras para las funciones de prueba la
transicién entre ambas regiones es abrupto para el estado cudntico es mis suave. Es
importante notar que estos resultados coinciden con los obtenidos para el traslape
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Figura 4.22: Valor esperado de jzz/ JZ como funcién del pardmetro ¢ para la solucién
exacta (arriba), el estado coherente (medio) y para el estado simétrico (abajo) para dos
valores del pardmetro b, Las lineas verticales corresponden a la separatriz para cada caso.
J = 10. '

entre el estado coherente simétrico y el estado base. Sin embargo, no puede decirse lo
mismo para el estado coherente, este es un caso en el que a pesar de que las funciones
de prueba no son tan parecidas pueden reproducir bien el valor esperado de ciertas
observables.

En la Fig. 4.23 se muestran los cortes correspondientes a J2/J?. Estas figuras
muestran que es la combinacién simétrica la que mejor reproduce los resultados
cusnticos, pues en la regién b < 0 marca las transiciones de fase, lo que no sucede
con el estado coherente.

En todas las figuras puede verse que los puntos donde mas fallan las funciones de
prueba corresponden a la linea ¢ = 0 con b > 0 lo cual coincide con los resultados
obtenidos para el traslape de las funciones, es justo sobre esa linea que el valor del
traslape es el minimo en todo el espacio de pardmetros.
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Figura 4.23: Valor esperado de .J2/J2 como funcién del pardmetro c para la solucién
exacta (arriba), el estado coherente (medio) y para el estado simétrico (abajo) para dos
valores del pardmetro b. Las lineas verticales corresponden a la separatriz para cada caso.
J =10. )

Parametros de compresién

Las siguientes observables a estudiar serdn las fluctuaciones de los operadores de
momento angular que se analizardn a través de los pardmetros de compresién [33].

La compresion redistribuye las fluctuaciones cuénticas entre dos observables no
conmutativas preservando que el producto de incertidumbre de las dispersiones sea
minimo.

-
~

Un sistema con momento angular J = (J;, Jy, J;) cumple con las relaciones de
conmutacién [J;, J;] = i€; ;xJk, ¥ Sus componentes tiene asociada la relacién de in-

certidumbre (Aj1)2 (ad) 23 |(Js) * ciclicamente, donde (AJy)? = (J2) (Ji)>.

Consideremos un sistema de espin %, un estado coherente de espin |6, ¢) se de-



102 Capitulo 4 Analisis cuéntico

fine como un eigenestado de la componente del momento angular en la direcciéon
fi = (—senfcos¢,senfseng,cosf), con eigenvalor J, donde 8 y ¢ denotan los
dngulos polar y azimutal respectivamente. Estos estados minimizan la relacién de
incertidumbre con fluctuaciones igualmente distribuidas entre cualesquiera dos com-
ponentes ortogonales normales a la direccién (8, ¢). Un estado coherente de espin
tiene una distribucién de cuasiprobabilidad (funcién de Husimi) isotrépica en un
espacio fase esférico.

Un sistema de momento angular J puede verse como una coleccién de 2J particulas
de espin % Un estado coherente de este sistema es equivalente a un conjunto de 2J
espines elementales, todos apuntando en la misma direccién promedio (6, ¢). La
varianza de las componentes normales a la direccién promedio es simplemente la
suma de las varianzas de cada espin individual y si no existen correlaciones entre
las particulas o estdn distribuidas aleatoriamente se tiene una funcién de Husimi
isotropica. Si, por el contrario, existen correlaciones cudnticas entre los espines que
forman el sistema, es posible cancelar parcialmente las fluctuaciones en una direccién
a expensas de incrementarlas en la direccién normal. Es éste el concepto bésico de
compresién de espfn [33, 34]. Un estado con compresién de espin tiene una funcién
de Husimi eliptica a diferencia de un estado coherente de espin cuya funcién es, como
ya se ha mencionado, isotrépica.

En conclusién, un estado de espin tiene compresién sélo si una de las compo-
nentes normales al valor esperado del momento angular tiene una varianza menor
que J/2. Esto puede expresarse de la siguiente manera: un estado estd comprimido si
el pardmetro de compresién ¢; es menor que uno, con &; definido por la relacién [33, 34|

& =15 (a2,

donde el subindice ¢ indica una direccién normal a la direccién promedio del vector de
espin. Como hasta ¢l momento se ha trabajado con pardmetros intensivos, conviene
definir el pardmetro de compresién como .

&i=2J (8J;)*. (4.1.2)

Para. el sistema que se estudia, el valor esperado del operador j, /J es cero en todo
el espacio para las tres funciones de onda. El valor esperado de J, /J para el estado
base y la combinacién simétrica de estados coherentes también es cero en todo el
espacio, esto quiere decir que, para estos dos casos, el momento angular promedio
estd en la direccién X y las direcciones ortogonales son Y y Z. El caso del estado
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coherente es diferente pues en las regiones 3 y 4 el valor esperado de J, /J es diferente
de cero, por lo que la direccién Z ya no es ortogonal al momento angular. Este hecho
muestra nuevamente que la combinacién de estados coherentes es la que se acerca
més al estado exacto.

Aquf se mostrardn los parémetros de compresién para el estado base y el estado
coherente simétrico en las direcciones Y y Z, que son las direcciones ortogonales al
momento angular para el estado base. Se omitirdn los resultados correspondientes
al estado coherente debido a que, segiin la definicién, para el estado coherente el
parametro de compresidn tiene un valor constante igual a uno en las direcciones
perpendiculares para todo el espacio de pardmetros. Los resultados se muestran en
las Figs. 4.24-4.26.

10 10
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10 10|
8 8
[ 6
¢, £,
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-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1t 2 3
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(a) J=10 (b) J =50

Figura 4.24: Pardmetro de compresion para el estado base (arriba)y la combinacién
simétrica de estados coherentes (abajo) para b = —1. En color claro se muestra &, y
en color oscuro £;, mientras que las lineas verticales claras corresponden a la separatriz.

Puede observarse que la forma. de las funciones es bésicamente la misma que para
el valor esperado del operador J2/J2, esto es légico debido a la definicién de las

fluctuaciones (AJ;) = /(J2) - (Ji)z, pues para la mayoria de los casos <j,> =0.

En las figuras puede observarse que la compresién ocurre en la direccién Z y la
mayor compresion se encuentra en las regiones 3 y 4, mientras que en las regiones 1
y 2 la compresién es minima, es decir, el estado base cuéntico se asemeja mucho a un
estado coherente. Esto es algo esperado pues en esas regiones la funcién de prueba
corresponde a un estado coherente y su traslape con el estado cuantico es cercano a
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Figura 4.25: Pardmetro de compresién para el estado base (arriba) y la combinacién .
simétrica de estados coherentes (abajo) para b = 1. En color claro se muestra £, y en color
oscuro &,.La separatriz corresponde a ¢ = 0.
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Figura 4.26: Parametro de compresién para el estado base (arriba) y la combinacion
simétrica de estados coherentes (abajo) para ¢ = 0.5. En color claro se muestra &, y en
color oscuro &, mientras que las lineas verticales claras corresponden a la separatriz.

la unidad. Por el contrario, en las regiones 3 y 4 la compresién en la direccién Z es
muy grande para el estado base por lo que el parecido con un estado coherente es
minimo, sin embargo, la combinacién de estados coherentes muestra cualitativamente
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la misma compresién. Puede observarse también que es justo en la zona cercana a la
separatriz donde la aproximacién es menor y més atin sobre la linea ¢ = 0 con b > 0.

Para las tres figuras mencionadas arriba, el lado izquierdo corresponde a un valor
de J = 10 mientras que en el lado derecho a J = 50. Se observa en ellas que ocurre
una compresion mayor en alguna de las direcciones ortogonales al valor promedio
del momento angular en la separatriz del Hamiltoniano modelo, como debe ser para
cumplir las relaciones de Heisenberg. En las regiones 3 y 4 la compresién aumenta
con J mientras que en las regiones 1y 2 sucede lo contrario, la compresién se acerca
cada vez mds a uno, s decir, el valor correspondiente al estado coherente. Entonces
estos pardmetrso ratifican que mientras en las regiones 1 y 2 la funcién del estado
base se acerca méds a un estado coherente, en las regiones 3 y 4 se aleja.

Funcion Q

Como ya se ha mencionado, para encontrar la funcién Q de un sistema necesi-
tamos conocer primero su matriz de densidad p, y sabemos que la funcién de onda
del estado base es una combinacién lineal de los estados simétricos |m) +» €8 decir,
) = 3. o Cmlm) + Entonces su matriz de densidad est4 dada por la expresién

siguiente

= |g){4l,
= Y CuCh (Im), (m]) .

mym’

™

Para utilizar la definicién de la funcién @, es necesario encontrar el valor esperado
del operador de densidad para un estado coherente

(€1P1€) = D CuC (€ Im), (] £)).

Debido a que

K=

m = 1 witm [ 2J
em, = € (,7,)

[140mo
2 ?
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obtenemos la forma de la funcién Q para el estado base cuantico

27 +1 (1+6m,)(1+5m,,) CnCl
W= Z,\/ T Gk
2 N3 20 P, sem s
x(J+m) (J+m’) EymETm. (413)

donde los coeficientes Cp, se obtienen de la diagonalizacién del Hamiltoniano.

Utilizando las ecuaciones (4.1.3), (3.2.10) y (3.2.15) se grafica la funcién Q para
el estado base cudntico, el estado coherente y la combinacién simétrica de estados
coherentes. En las Figs. 4.27-4.30 se muestran estas graficas.

En estas figuras puede observarse como nuevamente, la combinacién simétrica de
estados coherentes reproduce mejor el comportamiento cudntico en las regiones 3 y
4, pues en las regiones 1y 2 ambos estados coinciden.

En las regiones 1 y 2 la funcién Q del estado base presenta un comportamiento
unimodal, como puede observarse en las Figs. 4.27(a), 4.29(b), 4.30(a)-4.30(b), y este
comportamiento permanece hasta la separatriz. Una vez que se cruza la separatriz
hacia las regiones 3 y 4 el comportamiento va cambiando lentamente de unimodal
a bimodal, Figs.4.27(b)-429(a). Este comportamiento ya se habia observado en la
probabilidad de ocupacién relativa.

Finalmente, estas graficas muestran c6mo en las zonas en las que el traslape es
menor la coincidencia entre las correspondientes funciones ¢ es también menor, y
esto ocurre justamente en las regiones cercanas a la separatriz.
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(a) b= -1, c=19/10 (b) b= ~1,¢c=3/2

Figura 4.27: Funcién Q para el estado base (arriba), el estado coherente (medio) y la com-
binacién simétrica de estados coherentes (abajo), para diferentes valores de los pardmetros
bye J=10.



108 Capitulo 4 Anilisis cuantico

(a) b= ~1,e=1 b)yb=-1,c=1/2

Figura 4.28: Funcién @ para el estado base (arriba), el estado coherente (inedio) y la com-
binacién simétrica de estados coherentes (abajo), para diferentes valores de los pardmetros
byc J=10.

o
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(@)b=—-1,¢c=0 b)b=1c=3

Figura 4.29: Funcién Q para el estado base (arriba), el estado coherente (medio) y la com-
binacién simétrica de estados coherentes (abajo), para diferentes valores de los pardmetros
bye J=10.
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() b=1,¢=0 (b)b=1, c=1/10

Figura 4.30: Funcién @ para el estado base (arriba), el estado coherente (medio) y la com-
binacién simétrica de estados coherentes (abajo), para diferentes valores de los pardametros
bye J=10.
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Ahora se encontrard el segundo momento para una combinacion lineal arbitraria
de estados de Dicke

) ZJ: Cut |J, M).

M=-J

El traslape de este estado con un estado coherente |£) tiene la forma
J
(W1&)= D CuDirs(~4,-6,4).
M=-J
Elevando esta cantidad al cuadrado y utilizando la serie de Clebsch-Gordan se obtiene

J
(T1&* = > CyCiD3i_;(~8,-6,8)Diy_i(~,—0,4),

MM'=—]

J
Y. CuCinDifisr, 2s(~6:—0,0) (J,M; J, M'| 2, M + M') .
MM '=-~J

Si multiplicamos esta cantidad por su conjugado e integramos sobre todo el espacio

utilizando la propiedad [ dQD?, ij ij = 470m my /(45 + 1), se encuentra

7r 2T
4 *
[ sensasas w191t = 4JHZCMO CHCen
(JMJ;L M|2Ju)(JNJu N|2J,p).

Sustituyendo este resultado en la expresién para el segundo momento se obtiene
finalmente

MP = Synn CuCrrosCnCoon
X (LM = M| 2J,0) (J,N; T — N|2J,p) . (4.1.4)

Para el estado base cudntico los coeficientes C,,, se obtienen de la diagonalizacién.
En el caso a = 0 el estado base es una combinacién lineal de los estados simétricos,
|M), por lo que la forma del segundo momento se escribe como

M(Q)__ ZC CnC <J,M,J,,LL—M|2],[,L><J,N,J,[J—N'2],”)
Q - M u-—M N~ u—N ’
MV 4/ (14 ar.0) (1 + 8u-pa0) (1 F Oy 0)(1 + 8, nvp)

donde Cy = C_y.



112 Capitulo 4 Analisis cuantico

Figura 4.31: Segundo momento de la funcién @ para el estado base cudntico (izquierda) y
el estado coherente simétrico {derecha) como funcién de los pardmetros b y ¢ para J = 10.

En la Fig. 4.31 se muestra el segundo momento de la funcién de Husimi como
funcién de los pardmetros by c¢. Aparentemente ambas funciones son muy diferentes.
Sin embargo, esto se debe tinicamente a que del lado izquierdo, sobre la linea ¢ = 0
con b > 0 el segundo momento para el estado base cudntico es muy pequeiio y es por
ello que la escala se modifica; sin embargo, cuando veamos los cortes correspondientes
observaremos que en las regiones 3 y 4 la correspondencia es otra vez muy buena.

1.0 7 1,0 -
0.9 [ 09
;
L 08 ! W2 08 . -
907 ! 07 .
!
0.6 / 0.8 .
] .
P U . NN W4 N 05 . ¥ .
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4 [+
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1.0 1.0 :
09 0.9
0.8
-2 o2 9‘8 l
Mo 07 Q07 ]
06 \\ .
0.6 !
05 / !
A o — 05 i
-3 -2 -1 0 1 =2 3 3 -2 -1 0 1t 2 3
c
{b) J =50

Figura 4.32: Segundo momento de la funcién Q para el estado base cudntico (izquierda)
v el estado coherente simétrico (derecha) como funcién del pardmetro ¢ con b = -1 para
dos valores de J.
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En la Fig. 4.32 se muestra el segundo momento como funcién del parametro c
en las regiones 3 y 4 con un valor de b = —1. La Fig. 4.32(a) corresponde a 20
particulas, mientras que la Fig. 4.32(b) corresponde a 100 particulas, se muestran
las graficas para el estado base cudntico a la izquierda y el estado coherente simétrico
a la derecha. Se observa. que en las regiones 3 y 4 ambas grificas coinciden excepto
en puntos cercanos a la separatriz y su valor en estas regiones corresponde a la mitad
del valor para el estado coherente. En las regiones 1 y 2 la correspondencia no es
exacta pero es también muy buena, la diferencia entre ambas es de apenas el 30 %
y las zonas en las que difieren més son las lineas correspondientes a la separatriz,
particularmente la linea ¢ = 0 con b > 0 que es donde el traslape es menor.

Por ltimo, la Fig. 4.32(b) muestra que cuando el nimero de particulas crece la
transicion entre las regiones se acerca m4s a la separatriz.

Como ya se ha mencionado anteriormente, el inverso del segundo momento indica
el volumen ocupado por la funcién @ en el espacio de pardmetros, esto quiere decir,
que cuando J — oo el volumen ocupado por la funcién de Husimi del estado base
cuéntico tiende al doble del ocupado por un estado coherente. En la Fig 4.33 se
muestra el inverso del segundo momento como funcién de ambos pardmetros.

Figura 4.33: Inverso del segundo momento de la funcién Q para el estado base cudntico
(izquierda) y el estado coherente simétrico (derecha) como funcién de los pardmetros by ¢
con J = 10.
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Enredamiento
Definicién

Fue en 1935 cuando Einstein, Podolski, Rosen (EPR) y Schrédinger reconocieron
por primera vez una extraia caracteristica de la mecdnica cuantica conocida con
el nombre de enredamiento [35]. Este implica la existencia de estados globales de
sistemas compuestos gque no pueden ser escritos como producto de estados de sub-
sistemas individuales, y, por tanto, no se puede describir el estado de una parte del
sistema sin conocer el estado total.

El enredamiento ha sido un tema muy importante en el estudio sobre los funda-
mentos de la mecdnica cudntica, siendo asociado particularmente con no separabili-
dad y la violacién de las desigualdades de Bell [36, 37]. Sin embargo, en afios recientes
ha empezado a ser visto también como un recurso potencial para el procesamiento
de informacién. Por ejemplo, un par enredado puede ser utilizado para teleportar o
transmitir informacién [38], las capacidades de una computadora cudntica residen
fundamentalmente en el enredamiento. Es por esta razén que se ha convertido en
una cuestién crucial poder medir el enredamiento de diferentes sistemas de la misma
manera que cuantificamos otros recursos como la energia o la informacién {40).

El sistema enredado mas sencillo es un par de qubits en un estado puro pero no fac-
torizable. Un par de particulas de espin 1/2 en el estado de singulete 1/v2(|T1) — |11))
" es quizas el ejemplo mas familiar, sin embargo, pueden considerarse estados mas ge-
nerales tales como a|T]) + B|11), que estdn menos enredados en general.

Se ha mostrado que para cualquier sistema bipartita en un estado puro, el enre-
damiento puede medirse usando la entropia de enredamiento, que se define como la
entropia de Von Neumann de la matriz reducida del sistema, es decir [39, 40]

Sg = Sg(pa) = Se(pr) = ~Tr(paB) g pas)), (4.1.5)

donde pa(g) = Trpea)p es la matriz densidad reducida del sistema, A y B son las
etiquetas correspondientes a cada una de las partes del sistema. La matriz reducida
de un sistema bipartita se calcula tomando la traza sobre una de las dos partes del
sistema, esto se conoce como traza parcial.

Se ha mostrado que si se consideran n pares, cada uno de ellos en el estado |¥), y
entonces cada uno de los pares es separado espacialmente, es decir, conservamos un
miembro de cada par y el resto es llevado lejos, si |[¥) tiene Sk ebits (cantidad de
enredamiento de un sistema en un estado de Bell), los n pares pueden ser reversible-
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mente convertidos por operaciones puramente locales y comunicacién clasica en m
pares de qubits en el estado de singulete, donde m/n tiende a Sg cuando n es grande
y la fidelidad de la conversion tiende a 100%. Esto caracteriza Sg de manera 1inica
[40].

Una vez que se tiene una manera de medir el enredamiento de un sistema surge
el problema de cémo utilizarla para medir el enredamiento de nuestro sistema. Los
condensados de B-E son sistemas de muchas particulas, entonces ¢émo aplicar a
este sistema la entropia de enredamiento definida para sistemas bipartitas. La forma
de hacerlo es dividiendo al sistema en dos partes. Existen dos posibles maneras
de separar este sistema: la primera, considerando por separado las particulas que se
hallan en cada uno de los modos [41], y la segunda, aislando un nimero de particulas
del resto [9]. A continuacién se analizan ambos casos.

Separacién por modos

Los estados del Hamiltoniano pueden escribirse como combinaciones lineales de los
estados de momento angular bien definido |J, M) que son equivalentes a los estados
IN — n,n) donde N es el nimero total de particulas y n es el niimero de particulas
en el modo excitado, por tanto N — n es el nimero de particulas en el modo mas
bajo, entonces una combinacién lineal arbitraria de estados de Dicke

W) =Y _Cull M),

puede escribirse en la base de estados con un mimero de particulas bien definido en
cada modo, recordando que Ng = n y Na = N — n, lo cual da como resultado

N
E Cp

n=0

[) IN=n,n),

wfz

y por tanto su matriz de densidad es

p = ch_%cn,_%*lN—n,n) (N —n',n|.
n,n'
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Calculando la traza parcial sobre las particulas que se hallan en el estado més bajo
se obtiene la matriz reducida

pp=Trap = Y Cne €10 N —nfn N 1) (7]

n,n’ i

2.

7

H

o nl In) (n].

N
n=%

Entonces es una matriz diagonal cuyos elementos son los coeficientes del desarrollo,
esto €8 Cp-ny2 0 en forma equivalente Cy. Por lo tanto, se tiene la entropia de
enredamiento

Sp=—Y_ |Cul'In|Ch?. (4.1.6)
M

En el caso del estado base cuantico los coeficientes C%, se obtienen de la diagona-
lizacién del Hamiltoniano, donde agregamos el indice ¢ para denotar el eigenestado
i-ésimo de la diagonalizacién. Para el estado coherente de espin se obtiene

= — ml 2J 2(J+M) 1 2J (2J+M)
e O L Coem = A O T

L Z 2J 1 —~cosd J+M 1+ cos# I-M

N = \J+M 2 2

2J 1-cosO\"™™ (14 coso\" ™"
x In —_— —— .
J+ M 2 2

Para el estado coherente simétrico de espin se tiene

S. = "Z 2J 1—cosd LH 1+ cosé =
§ = o \J+M 2 9
: — A 2
N 1+ cosé o 1—cosf =
2 2
1 2J 1 - cosé = 1+ cosé =
n T —— ———
J+ M 2 2
M - 2
+ 1 4 cosé BN 1—cosé kN
2 2 '

-~
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Para el estado base se eligen los C4,’s asociados al estado cudntico de menor energia.
Para los estados coherentes tenemos que substituir @ — 8, que minimiza la superficie
de energia. La Fig. 4.34 muestra la entropia de enredamiento en la particién por
modos para los tres estados mencionados como funcién de los pardmetros by c,
mientras que en la Fig. 4.35 se muestran como funcién de ¢, con b fija y dos diferentes
numeros de particulas.

Figura 4.34: Entropia en la particién por modos para (a) el estado coherente, (b) el estado
coherente simétrico y (¢) el estado base cuantico como funcién de los pardmetros b y c.
J = 10.

Estas figuras muestran que el estado coherente simétrico reproduce mejor los
resultados cudnticos para la entropia de enredamiento cuando se separa al sistema
por modos. Puede verse que cuando el ntinero de particulas aumenta, la transicién
en el comportamiento de la entropia de enredamiento para el estado base cudntico
se va acercando al valor que tiene en la separatriz. Es importante notar que cuando
¢ = 0yb < 0 el estado coherente tiene enredamiento cero, esto se debe a que
en esos puntos el estado coherente corresponde al estado puro |J,—J), es decir,
todas las particulas se hallan en un solo modo mientras que el otro se encuentra
vacio, por ello al separar por modos el enredamiento es cero. Sin embargo, tanto con
el estado coherente simétrico como con el estado base, la entropia en esos puntos
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Figura 4.35: Entropia en la particidn por modos para el estado base cudntico (arriba),
el estado coherente (medio), y el estado coherente simétrico (abajo) como funcién del
parametro ¢ con b = —1.

tiene un valor diferente de cero. Esto se debe a que estos estados estén enredados,
més ain, el valor de su enredamiento corresponde a In(2) pues el estado es de la
forma % (14, M) +|J,—M)) y como puede observarse es independiente del mimero
de particulas.

Es sobre la linea ¢ = 0 con b > 0 en donde el estado coherente simétrico y el estado
base cuantico difieren mds. Recordemos que es sobre esta linea que el traslape de
ambas funciones es menor pues el estado base cudntico corresponde al estado |J, 0)
que no puede ser representado apropiadamente por un estado coherente.
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Separacion por cajas

Para realizar esta particion se considera a los estados |J, M} como si se tratara
del acoplamiento de dos momentos angulares j; y j» tales que j; + j» = J para
que se cumpla la conservacién de particulas, y m; + my = M para que se con-
serve el nimero de particulas en cada modo lo cual se cumple trivialmente debido a
las propiedades de los coeficientes de Clebsch-Gordan. En principio puede tomarse
cualquier combinacién de jy y j2, sin embargo, aqui sélo consideraremos j; = 1/2
para el enredamiento de una particula con el resto, j; == 1 para dos particulas con el
resto, y 71 = J/2 la mitad de las particulas con la otra mitad.

Si se tiene una combinacién lineal de estados de Dicke |¢) = 3~ ,, Cy |[JM), su
matriz de densidad es

p = Y CuCw|JM){J M|,
MM’

Y. CuCu’ (1, Mu; jo, My |J, M) |1, My; jo, Mo, )

MM’ My
M{, M, M

H

X (Ja M I]17M17.727Mé) (jlyMll;j%Mél?

donde hay indices de suma redundantes, y (j1, M;; jo, M2 |J, M) son coeficientes de
Clebsch-Gordan. Trazando sobre la parte 2 del sistema se encuentra la matriz de
densidad reducida

po= D CuChp iy, M ja, My [0, M) (J, M' |51, M}; jo, My)

M.M'
MlyM"'lMZqMé

X |1, M) (G, My | Snsanays

y sus elementos de matriz estdn dados por

(P1) e = ZCMMzC;'Jer (1 5 2, Mo |J, o+ M) (J, i + My |1, 1 Ja, Ma)
Mo
(4.1.7)

Esta no es una matriz diagonal, y para encontrar la entropfa de enredamiento
primero debe diagonalizarse y obtenerse sus valores propios. Denotando por ), sus
eigenvalores se tiene

21

Sp=-~> Xk,
p=0
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donde 27, estd indicando la dimensién de la matriz de densidad reducida. Para un
estado coherente es relativamente simple mostrar que es separable en esta parti-
cién y por tanto su entropia de enredamiento es cero. A continuacion se describe el
procedimiento.

Si consideramos el momento angular del sistema j, como el acoplamiento de dos
momentos angulares j_{ y j;, que son operadores de espacios independientes por lo
que [f{, ];] =0, Jy = jis + jos, y €l estado de minim proyeccién de momento
angular estd dado por |J,—J) = |j1, — /1) ® |J2, —72); sustituyendo en la definicién
del estado coherente (2.2.8) obtenemos

1 5 “ ) . R .
() = ———— S+ gbiz+ 171, =Jj1) ® |j2, —J2)

(1+1¢I?
1 s 1
it |5 ; .
g € Ji,=0) ¢ ® {"**""“"*""*
{(1 Yl ! 1>} (1+ [¢[Py
es decir, el estado coherente puede escribirse como el producto tensorial de dos esta-

dos coherentes en espacios independientes; por lo tanto, es separable y su enredamien-
to debe ser igual a cero.

1

eC32+ |j2y *'j2>} ,

En la Fig. 4.36 se muestra la entropia de enredamiento, para el estado base cuanti-
co y para el estado coherente simétrico en la separacién de una particula con el resto.
En estas figuras puede observarse que ambas superficies presentan el mismo com-

Figura 4.36: Entropia de enredamiento para (a) el estado base cudntico y (b) el estado
coherente simétrico como funcién de los pardmetros by ¢ con J = 10.

portamiento en las regiones 3 y 4. En las regiones 1 y 2 la aproximacidn del estado
simétrico es buena excepto en la vecindad de la linea ¢ = 0 con b > 0, esto se debe
a que, como ya se comentado anteriormente, el estado base en esta regién es |J,0)
que no puede aproximarse por un estado coherente.

~
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Figura 4.37: Cortes a la superficie de la entropia de enredamiento de una particula con
el resto del estado base cuantico (arriba) y del estado coherente simétrico (abajo) como
funcién del pardmetro ccon b = —1 para dos valores de J.

La regiones donde los estados presentan menor enredamiento corresponden a 1y
2, excepto en la linea ¢ = 0. Las regiones de mayor enredamiento corresponden a 3
y 4, y puede verse qite el maximo enredamiento se produce sobre la linea ¢ == 0, lo
que es resultado de la forma que tiene el estado base sobre esa linea. Cuando b < 0
el estado base sobre esa linea corresponde a la combinacién lineal

1 1 1 1 11
—={|J, ~J =2 i —i 2
\/§{| ’ )+'J7 J)} \/ﬁ{lzy 27.727 J2>+|2,27]21]2>}a

donde, jo = J - (1/2). Puede observarse que la parte que corresponde a j; = 1/2
es un sistema de dos niveles; es decir, sélo existe un valor de j, tal que la suma
de las proyecciones de momento angular sea j; + j» = J, esto implica que la otra
parte del sistema debe comportarse también como un sistema de dos niveles y por
tanto tenemos un sistema de dos qubits, y el estado base corresponde a un estado
maéaximamente enredado de este sistema.

Cuando b > 0 el estado base corresponde entonces al estado de Dicke de proyeccion
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cero que puede escribirse como

oy = L |3 L, Iy L L IV
oy _\/§ 27 21.7272 2721.72, 2 r

aqui se repite el caso anterior, es un sistema de dos qubits y esta combinacién lineal
corresponde a otro estado maximamente enredado. Ahora bien, fuera de la recta
¢ = 0 cuando b > 0 el estado base es muy parecido a un estado coherente por lo
que el valor de la entropia de enredamiento es muy cercano a cero y cuando b < 0
el estado base tiene mds componentes aparte de las de méximo y minimo peso por
lo que la combinaciones ya no tienen enredamiento maximo. Sin embargo, mientras
més cercanos sean los pardmetros a la linea ¢ = 0, menor es el ndinero de estados
componentes y mayor el enredamiento del estado base correspondiente como puede
observarse en la Fig. 4.37.

La Fig. 4.38 muestra la entropia de enredamiento de dos particulas con el resto
para el estado base cudntico y para el estado coherente simétrico como funcién de
los pardmetros by ¢. En estas figuras se observa un comportamiento similar al del

Figura 4.38: Entropia de enredamiento de (a) dos particula con el resto y (b) la mitad de
las particulas con la otra mitad para el estado base cudntico (arriba) y el estado coherente
simétrico (abajo) en funcién de los pardmetros b y ¢, con J = 10.

enredamiento para una particula. El méximo enredamiento se presenta en la linea
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Figura 4.39: Cortes a la superficie de la entropia de enredamiento de (a) dos particulas
con el resto y (b) la mitad de las particulas con el resto para el estado base cudntico (arriba)
y el estado coherente simétrico (abajo) en funcién del pardmetro ¢ conb=-1y J =10.

= 0; sin embargo en estos casos el enredamiento es mayor cuando b > 0 que cuando
b < 0y, para el caso de 20 particulas, es mayor también que el maximo enredamiento
de dos qubits.

Cuando b < 0 la funcién de onda del estado base en la linea ¢ = 0 es nuevamente
la combinacién lineal de la funcién de mayor y la de menor peso, por ello cuando se
ha fijado el valor de j; se tiene un sistema de dos qubits y sobre esa linea tendremos
el enredamiento maximo para un sistema de dos qubits y conforme los pardmetros
se alejen de esa linea el enredamiento decrece debido a que la combinacién lineal
empieza a incluir otros estados de Dicke.

Cuando b > 0 la funcién de onda es la misma que en el caso de una particula |J,0),
sin embargo, como j; es diferente de un medio existen més de dos estados posibles
cuya suma de proyecciones de momento angular es cero. Veamos por ejemplo lo
que sucede cuando j; = 1; en este caso el estado de Dicke de proyecién cero puede
escribirse como combinacién lineal de tres estados desacoplados

3 /10 3
— -1 R . — . —1):
|7, 0) \/@Il, 1;9,1) + 19|1,0,9,0)+ \/%”7119’ );



124 Capitulo 4 Analisis cuantico

por lo tanto, el sistema de dos particulas ya no es un qubit pues corresponde a un
sistema de tres niveles, es por esta razon que aunque tenemos un sistema bipartita el
enredamiento puede ser mayor que el enredamiento de un estado de Bell. En este caso
los resultados de la entropia de enredamiento en la linea ¢ = 0 pueden aproximarse
por In(24; + 1), que corresponde al méximo enredamiento para un sistema de 27, 4+ 1
niveles; sin embargo, esta aproximacién es mejor para j;s pequeiias.

Cuando b > 0 ambas superficies presentan el mismo comportamiento en las re-
giones 3 y 4. En las regiones 1 y 2 la aproximacién del estado simétrico es buena
excepto en la vecindad de la linea ¢ = 0 con b > 0; esto se debe a que, como ya se
ha comentado anteriormente, el estado base en esta regién es |J,0).

En la Fig. 4.39 podemos ver que a diferencia del enredamiento de una particula;
ahora se tiene mads de un punto en el que el enredamiento es mdximo e igual al de dos
qubits y cuando j, crece la longitud de esta zona aumenta. Este comportamiento es
reproducido por la funcién de onda del estado coherente simétrico cuando se tienen
valores de j; pequenos. Sin embargo, cuando j; se acerca a J/2 comienzan a aparecer
dos zonas, una para cada linea de la separatriz, en las cuales el enredamiento crece.
Cuando el valor de J aumenta estos puntos de méximo enredamiento se acercan més
a las lineas de la separatriz y €l valor mdximo aumenta también.

4.2. Caso b=0

Energia

En este caso el Hamiltoniano del sistema, que estd dado por la ecuacién (3.1.5),
puede escribirse de la siguiente forma

H = a%+c—z,

li
=
o
q
R
o —
=)
At
o
&~
L)

[ il
o
IS 2
[+ L)
q q
Y Y
sl ®
=7
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‘\44»1
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donde el signo depende del valor de ¢, + si ¢ es positivo y — si ¢ es negativo. Ademas
se define 2 = (sen 6, 0, cos 6), con # = arctan (:l:ff) , que concuerda con el punto critico

dado en la Tabla 3.10. El operador J, junto con el momento angular al cuadrado
pueden diagonalizarse simultineamente, y por tanto se satisface que

P M), = JJ+1)|J,M),,
Jal M), = M|J,M),.
Entonces el conjunto de eigenvectores cumple la ecuacién

H|, M), = Eyq|J,M),,

= :t'—““J“chM |J, M), .

Ahora bien, dependiendo del signo del factor va? + ¢2/J, el estado base de este
sistema corresponde a |J, —J), o |J, J),, respectivamente.

Los estados |J, M), pueden escribirse como
|, M), = R'v(e) |J, M),

donde R,(6) = e~y Usando las matrices de rotacién podemos escribir finalmente
los estados propios para el Hamiltoniano en forma analitica y cerrada (28]

LMY, = D dia(0) 1, M);
MI

es decir, los estados |J, M), pueden obtenerse de los estados propios de J2y J,
mediante una rotacién por un éngulo 8 alrededor de J,, es decir, J, = e~%% J e,
El estado base estd dado por la expresion

|, =d), = D drp @), M) sic>0,

19, T

M
> d 01, M) sic<o.
MI

Comparando esta expresién con (3.2.2) y recordando que
Ay (=6) = (=1)™™ dyp, e (6),

por lo que ambas expresiones coinciden cuando (0., ¢.) = (—8,0) o (6,,7) = (6, ).
En la Tabla 3.10 puede verse que eso es justamente lo que sucede: en laregién 1, ¢ = 0



126 Capitulo 4 Analisis cudntico

y 6. = arctan(—c/a) = —#6, y lo contrario para 6, = arctan(c/a) = 6 en la regién 2
donde ¢ = 7. Entonces se ha demostrado que para este caso la funcién de onda del
estado base coincide exactamente con la funcién de prueba (el estado coherente) y
es por esto que sdlo se mostrardn los resultados cudnticos pues los clasicos coinciden
exactamente.

En la Fig. 4.40 se muestra el espectro de energia cudntico junto con las energias
clasicas del sistema (3.1.6). Se exhiben los espectros de energia para algunos puntos
del espacio de pardmetros, escogidos especialmente para ilustrar las simetrias que
presenta la energia. Se observa que esta funcién de energia es invariante ante el
intercambio de a por —a, de ¢ por —¢, y més ain ante el intercambio de a por c.
Estos resultados se deben a la forma de la energfa cldsica Tabla 3.13, que delimita
perfectamente el comportamiento de la energia cudntica.

1.5

1.0

0.5

E 00
-0.5
-1.0

1.5
1.0
0.5

E 00
-0.5
-1.0

-1.5} . . -1.5 s \
-15 ~10 -05 00 05 10 1.5 -15 -10 05 00 05 1.0 15
a [+
(8) c=05 . (b) e =05
1.5 1.5
1.0 1 1.0
0.5 0.5
E 0.0 E 00
-0.5 -0.5
-1.0 ~1.0
~-1.5 £ -15
-16 -10 -05 00 05 10 15 -1.5 -1.0 -05 00 05 10 15
a c
()e=-1 (d) a= -1

Figura 4.40: Espectros de energia para el caso b = 0. Para estas figuras se ha considerado
J = 10, que significa N = 20 particulas en el condensado. En cada una una de las figuras
se muestran en color obscuro las energias clésicas correspondientes.

Ademsds, puede verse que este sistema no presenta transiciones de fase o dege-
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neracion, resultado que concuerda con lo encontrado en el andlisis de estabilidad
realizado en el capftulo anterior.

Al no presentar degeneracién el gap (G = E; — E) es diferente de cero en todo
el espacio. Esto es facil de mostrar. Como ya se ha mencionado, los eigenvalores del
Hamiltoniano son Ey = M+ a? + ¢2/J; por lo tanto, la diferencia de energia entre
cualesquiera dos niveles consecutivos estd dada por

2
Emi1— Ey = i""‘"('l'“Jifz*,

cantidad diferente de cero excepto en el punto no fisico (a,c) = (0,0) o cuando
J — 00, en cuyo caso se tiene una infinidad de niveles con separacién nula entre
ellos. Para un valor dado de los pardmetros, la diferencia de energia entre dos niveles
consecutivos tiene un valor constante; esto implica que la razén R; (4.1.1) también
es constante en todo el espacio y su valor es 1, lo cual corrobora que no existen en
este caso transiciones de fase.

Figura 4.41: A la izquierda tenemos la superficie de energia del estado base y a la derecha
sus curvas de nivel como funcién de los pardmetros a y ¢, para J = 10.

En la Fig. 4.41 se muestra el comportamiento de la superficie de energia en funcién
de los pardmetros a y ¢ del Hamiltoniano, considerando N = 20 particulas. Se observa
que la superficie no tiene cambios de pendiente o en la forma de las curvas de nivel;
por tanto no existen transiciones de fase. En el punto (a,c¢) = (0,0) se observa un
pico en las superficies de energia; sin embargo, éste no representa una transicién de
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fase debido a que esos valores de los pardmetros corresponden a un punto no fisico en
el que el Hamiltoniano se anula. También pueden observarse claramente las simetrias
del Hamiltoniano ante el intercambio de ¢ por ¢ y ante el cambio de signo de los
pardmetros.

Para comparar ambas funciones de onda debe calcularse el porcentaje de traslape,
[{<lg )|2 X 100. En este caso el porcentaje de traslape es siempre 100 % pues ambas
funciones de onda son iguales.

Se mostraran dos ejemplos J = 1/2 y J = 1, para analizar las simetrias de las
funciones de onda ante el intercambio del signo de cada uno de los pardmetros.
Primero J = 1/2. La funcién de onda del estado base para este sistema esté dada
por :

c? : 1 a? + 2 : 1
lg):(cﬂw—(a,—\/?zT+_c2)2) '5 W>_C(2(a2+c2)(a+\/m)2) |5+>'

Como puede observarse, la forma de esta funcién de onda depende fuertemente del
signo del pardmetro ¢, lo cual nos lleva a separar el espacio en las regiones ¢ > 0
(regién 2), en la cual ambos términos tienen signos opuestos, y ¢ < 0 (regién 1),
en la cual ambos términos tienen el mismo signo. Si cada uno de los coeficientes se
mutiplica por un uno convenientemente escogido se tiene lo siguiente

) = c? vat+ci+a %|1_>

’ 2+(a—vaitd)') \Va*+d+a) |2
- C( a’+c )%(\/m—a)%_l_+>
2@+ ) (a+Va+ @) ) \Vi+&-a) 2/’

1 1
Vit ta ’|1_>i vitd-a ’1+>
ware ) |2 @ié—a) 127/

donde el signo més corresponde a la regién 1 y el signo menos a la regién 2, y que
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concuerda con el resultado obtenido en (3.2.16). Cuando J = 1 el estado es

Jeé+ (a+ Vi @)

|g> = 2(a2+02) ll’_l)
. (a-\/m)\/cu(w a2+ 1.0
c/2 (a2 + ¢?)
v 2 1,

2\/m\/c2+(a+ a?+ ¢

donde el término correspondiente a M = 0 depende del signo del pardmetro ¢, y por
tanto, también el estado. Multiplicando por los términos adecuados y desarrollando
se obtiene finalmente

1

VaiZ+cZ+a c z va?+ct-a
o) = ("E"JT—) 0+ () ")*(W) okl

donde el signo mas es para la regién 1 y el signo menos para la regién 2, y que
corresponde con lo obtenido en (3.2.17). Ahora analizaremos cudles son las sitetrias
de los coeficientes con respecto al cambio de signo 'de a y ¢.

En la Tabla 4.4 se muestran las simetrias que presentan los coeficientes del estado
base ante el intercambio de signo de los pardmetros.
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Tabla 4.4: Coeficientes del estado base para diferentes puntos en el espacio de pardmetros.

(a') C) (_a’ C) (_a" _C) (a'v ”c)

Cyu | —C-_pm (—1)J"MC..,M (—I)J_MCM

Probalidad de ocupacion relativa

Unicamente en esta seccién se exponen los resultados obtenidos para ambas fun-
ciones de onda, la del estado base y la del estado coherente, con la finalidad de
confirmar la aseveracién hecha anteriormente de que ambas funciones son iguales en
este caso, pues la probabilidad de ocupacién relativa nos da una comprobacién muy
clara de este hecho.

En la Fig. 4.42 se muestra la probabilidad de ocupacién relativa de cada modo
Py(m) = |(J,m |3)| para ambos estados. En las graficas puede observarse que ambos
estados se corresponden exactamente en todo el espacio de pardmetros. Sin embargo, -
los estados no tienen las mismas propiedades de simetria que las encontradas para
la energia. En este caso podemos dividir el espacio con respecto a la linea ¢ = 0,
pues cuando ¢ > 0, los estados dominantes son aquéllos con proyeccién negativa de RY
momento angular, mientras que cuando ¢ < 0, dominan los estados con proyeccién
positiva. Esta transicién entre regiones es continua en el espacio de pardmetros.
También se observa la simetria establecida para los coeficientes del estado base.
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Figura 4.42: Probabilidad de ocupacién relativa. En la figura se muestran las probabili-
dades de ocupacidn relativa de la solucién exacta en color claro, y del estado coherente en
color oscuropara J = 10 y diferentes valores de los pardmetros by c.
».
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Componentes del momento angular y sus cuadrados

En la Fig. 4.43 se muestran los valores esperados de los operadores g, /Jy J, /J
en funcion de los parametros a y ¢ para el estado base del sistema. El valor esperado
del operador J,/.J, es cero en todo el espacio de pardmetros (ver Tabla 3.11).

&

Figura 4.43: Valor esperado de J,/J y J,/J para el estado base.

Los valores esperados de los cuadrados de las componentes del momento angular
aparecen en la Fig. 4.44. La gréfica de Jg /J? no se muestran pues su valor en todo
el espacio corresponde al valor constante 1/2J (ver Tabla 3.12).

Figura 4.44: Valor esperado de J2/J? y J2/J? para el estado base.

Como puede observarse esta superficies tienen una variacién suave y continua en
todo el espacio, excepto en la vecindad del punto no fisico (a,c) = (0,0).
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Parametros de compresion.

Las fluctuaciones de los valores esperados de momento angular se estudiarén a
través de los pardmetros de compresién. Para este sistema el valor esperado del ope-
rador J,/J es cero en todo el espacio; sin embargo, el valor esperado de J, /J no es
cero, por lo tanto el momento angular promedio se encuentra en el plano (X, Z), y
los pa.rémetros de compresién deben calcularse para dos direcciones perpendiculares,
una de ellas es la direccién Y y la otra debe ser determinada.

El vector de momento angular promedio estd dado por la siguiente expresién
(Je/ J, Jy/J, 1o/ T) = (—c/va? + c2,0,—a/Va? + c?), que es un vector normalizado,
una direccién perpendicular es n' = (—a/vaZ + ¢2,0,c/vaZ + ¢2). El operador de
momento angular en esa direccién es

b () ()
J \Va2¥e&/)J a2+c2) J°
De los resultados mostrados en las Tablas 3.11 y 3.12 se obtiene 6J, = 1/(2.J). Para

encontrar la fluctuacion de Jyr/J se necesita conocer los valores esperados de los
operadores J;J,/J? y J,J;/J?, pues

W\ (R, & (L) __a (L L
J] T a+e\J a?+c2\J a?+c2\ J? Jz )

Después de algunos cdlculos directos se encuentra que 8J,» = 1/(2J). Entonces,
usando la definicién de los pardmetros de compresién (4.1.2) , se obtiene que am-
bos pardmetros de compresién tienen valor uno, resultado esperado para un estado
coherente.
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Funcién Q
Para este sistema la funcion de onda del estgdo base es una combinacién lineal de

los estados de Dicke |J, M), es decir, |g) = Z Cym|J, M). Entonces su matriz de
m=-J
densidad esta dada por la siguiente expresién

p = lg){gl,
= Y CuCip |4, M)(J, M|,

MM
y usando
—_— _______1_____ 2J % «\J+M
€19 = i (o ) €

puede encontrarse facilmente la expresién para la funcién Q, que queda de la siguiente
forma

C2J41 L[ 20 \E( o2l \E(er)THM (gt
Q) = =4 A%:,,CMC '(J+M) (J+M’) (1+1er)*

donde los coeficientes Cy, C), se obtienen de la diagonalizacién del Hamiltoniano.

Utilizando esta ecuacién se grafica la funcién @ para el estado base, los resultados
se muestran en la Fig 4.45. En las figuras puede observarse que el comportamiento
de la funcién @ es unimodal en todo el espacio de pardmetros y tinicamente varia la
posicién del centro de la distribucién, es decir, no presenta transiciones de fase.

En este caso la funcién de onda corresponde a un estado coherente, por lo que el
valor del segundo momento de la funcién @ es uno en todo el espacio de pardmetros.

.r'\!



4.2 Caso b=0 135

(g) (a,¢) = (3,—1.5) (b) {a.c) = (3,0)

Figura 4.45: Funcion @ del estado base para diferentes valores de los pardmetros a y ¢
con J = 10.
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Enredamiento

En la seccién anterior se demostré que la entropia de enredamiento de un estado
coherente en la separacién por particulas es igual a cero. También se ha demostrado
que cuando el valor del pardmetro b es igual a cero el estado base cudntico corresponde
a un estado coherente; por lo tanto, en este caso inicamente se estudiard la separacién
del sistema por modos.

Separaciéon por modos

Recordemos que para esta division del sistema la matriz reducida es siempre una
matriz diagonal por lo que la entropia de formacién tiene la forma

Swy=—D_ICul In|Cr?, : (4.2.1)
M

donde Cy es el coeficiente correspondiente al estado |J, M) y cuyos valores para el
estado base cuantico se obtienen de la diagonalizacién del Hamiltoniano, mientras

1
que para un estado coherente Cpy = (37)2¢7*M /(1+|¢|?)”. Sin embargo, en este caso
particular el estado base cudntico corresponde exactamente con el estado coherente;
por lo tanto la forma de la entropia de ambas funciones de onda estd determinada
por la ecuacién

. 1 2J 2J+M) ( 1 ( 2J (2J+M)
= =3 i (s ) K (i (5 )
_Z( 2J 1~cos0\"*M (1+ cos®\"™¥

m J+ M 2 2

<In 2J _1+c030 M 11 4 cos\'M
J+M 2 2 '

La Fig. 4.46 muestra la entropia de formacién en la particién por modos para el
estado base como funcién de los pardmetros a y ¢, para dos valores diferentes de J
correspondientes a 20 y 100 particulas.

En estas figuras puede observarse que el valor de la entropia de enredamiento
es practicamente una constante excepto en regiones cercanas a la linea ¢ = 0, que
corresponde a la separatriz de este sistema. También puede verse que cuando el

~l
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{a) N=20 (b) N =100

Figura 4.46: Entropia en la particién por modos para el estado base cuantico como funcion
de los pardmetros a y ¢ para dos valores de J.

nimero de particulas aumenta también lo hace el valor de la entropia, excepto en la
separatriz donde siempre vale cero, esto se debe a que sobre esa linea los eigenestados
de este sistema corresponden a eigenestados del operador J,, cuando ¢ = 0 el estado
base es |J,—J) sia > 0y |J,J) si a <0,y de la forma que tiene la entropia puede
verse claramente que cuando se tiene un estado de Dicke como estado, la entropla
de formacién tiene valor cero.

4.3. Caso c¢=0

Energia

Este caso es muy interesante pues el Hamiltoniano correspondiente estd dado por
la expresion
b

H=2J,+— 72

J
que es diagonal en la base de eigenestados de los operadores J2 y J,, por lo que
la diagonalizacion de la matriz Hamiltoniana puede hacerse de manera analitica. El
espectro de encrgias estd dado por
Ey aM  bM?

T T

por lo tanto, el valor de la energia del estado base depende fuertemente de la razén
entre los dos parametros.
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Figura 4.47: Espectros de energia para el caso ¢ = 0. Para estas figuras se ha considerado
J = 10, que significa N = 20 particulas en el condensado. En cada una de las figuras se
muestran en color obscuro las energias clasicas correspondientes.

En la Fig. 4.47 se muestra el espectro de energias en funcién de los pardmetros,
para un ndmero de particulas N = 20. También se grafican las energias clésicas
(lineas gruesas), y puede observarse que el espectro de energia est4 dividido en forma
cualitativa por las superficies de energia cldsicas. Como ya se ha mostrado en el caso
a = 0, las energias clésicas dividen el espectro de energia en regiones con degeneracién
o cuasidegeneracion y sin ellas. Sin embargo, en este caso si hay degeneracion, pero
esto ocurre Uinicamente para valores bien definidos de los pardmetros.

Esto puede mostrarse ficilmente de manera analitica. Busquemos los puntos del
espacio de parametros donde Ep = Epix con K = 41,42, 43, ..; esto se cumple
cuando

J
= —Qe—,
2M + K

es decir, si se tiene un estado |J, M) pueden encontrarse los puntos de interseccién
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con otros estados |J, M'). Cada uno de estos cruces corresponde a una transicién de
fase en la cual el estado pasa de un estado con proyeccién M a otro con proyeccién
M’; por lo tanto, pueden tenerse hasta 2J — 1 transiciones. Mas adelante veremos
que cuando J — oo, las inicas transiciones de fase que permanecen son aquellas
marcadas por la separatriz.

0.12 0.12
0.10 0.10
0.08 0.08
AE g 06 AE g.06
0.04 0.04
0.02 " 0.02 -
0.00k, 0.00% J
-3 -3 -2 -1 06 1 2 3
a a
(a) b=1
0.5
0.4
0.3
AE
0.2
(R S IR
—]
0.0 7
3 -2 -1 0 1 2 a
a a

(b) b=-1

Figura 4.48: En las grificas se muestran sobrepuestas la diferencia de energia entre el
primer estado excitado y el segundo estado excitado (linea punteada) y el gap (linea solida).
Las lineas verticales gruesas corresponden a. la separatriz. Las figuras del lado izquierdo
corresponden a J = 10 mientras que las del lado derecho a J = 50.

Ahora se analizaran dos diferencias de energfa: el primer estado excitado con el es-
tado base y el segundo estado excitado con el primer estado excitado. En este caso se
ha omitido la razén Ry, pues debido a que las diferencias de energia presentan multi-
ples ceros (como veremos a continuacién), R, es inestable. En la Fig. 4.48 se grafican
las diferencias de energia como funciones de uno de los parémetros manteniendo el
otro constante, para diferentes valores de J.

En las figuras puede observarse que las lineas de la, separatriz dividen las zonas de
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comportamientos diferentes, limitando las zonas donde existe degeneracién (regién
3) de aquéllas que no ticnen degeneracién (regiones 1 y 2). Pueden observarse de
igual manera las transiciones de fase que estdn marcadas por los picos que presentan
las diferencias de energia y que corresponden a los puntos de cruce en los espectros
de energia.

Es claro que, cuando J crece, los puntos de cruce entre dos niveles de energia
consecutivos aumentan y la diferencia de energia entre ellos disminuye, por lo que
cuando J = 50 ambas diferencias de energfa son practicamente cero, y en el limite
clasico, J — 00, el estado base tiende a estar degenerado en todo el espacio de
parametros.

Figura 4.49: A la izquierda tenemos la superficie de energia cldsica y a la derecha la
superficie de energifa cudntica en funcién de los pardmetros a y b, para J = 10.

En la Fig. 4.49 se muestra la comparacién entre el comportamiento de la superficie
de energia clasica minima y la superficie de energia cudntica del estado base, para
N = 20 particulas, en funcién de los pardmetros (a, b) del Hamiltoniano.

Se observa que ambas energias presentan el mismo comportamiento en el espacio
de parametros. En a = 0 y b < 0 hay una linea que marca el cambio de pendiente
que existe en la superficie, esta linea es parte de la separatriz y la transicién de
fase existente es de primer orden, es decir, existe una discontinuidad en la primera
derivada de la energia. La curva que marca la transicion de segundo orden no es tan
obvia, pues corresponde a un cambio de concavidad de la funcién.

En la Fig. 4.50 se muestran las curvas de nivel de ambas superficies de energia,
y sobre ellas se ha superpuesto la separatriz del sistema. En ambas superficies se
observan dos zonas, una en la que las curvas de nivel son lineas rectas y la otraen la
que son lineas curvas, y que se encuentran delimitadas por las rectas a = £b(2-1/J)
de la separatriz. En ambos casos las lineas rectas son simétricas con respecto a la
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3 <2 1.0 1 2 3

Figura 4.50: Se muestran las curvas de nivel de las superficies de energfa clésica (izquier-
da) y cuéntica (derecha) en funcién de los pardmetros a y b, junto con la separatriz del
Hamiltoniano modelo (lineas blancas), para J = 10.

recta a = 0.

En el caso clasico puede observarse que el cambio de concavidad de las curvas
de nivel es mucho menos pronunciado que en el caso cuantico. Esta diferencia debe
desaparecer cuando J >> 1; esto se mostrara a continuacion.con una serie de cortes
de las superficies de energia, es decir, como funcién de un parametro unicamente ,
conservando el otro constante.

En la Fig. 4.51 se muestran dos cortes de las superficies de energia, una con
el valor b = 1 (arriba) y otra con valor b = —1 (abajo), para dos valores de J;
las figuras del lado izquierdo corresponden a J = 10, mientras que las del lado
derecho corresponden a J = 50. En este caso, sélo se muestran dos cortes pues la
energia presenta una simetria ante el intercambio de a por —a. En ambos casos la
energia cldsica estd representada por la linea clara mientras que la energia cudntica
corresponde a la linea oscura.

En estas figuras puede observarse que la correspondencia entre las energias cldsica
y cudntica es mejor en las regiones 1 y 2 del espacio de pardmetros, pues en la
Fig. 4.51(b), ain cuando J = 10, no se pueden distiguir las lineas correspondietes a
las dos diferentes energias; sin embargo, en la regién 3, Fig. 4.51(a), cuando J = 10
la diferencia entre ambas energias es muy notoria, mientras que cuando J crece
esta diferencia va desapareciendo, pues la energia clasica disminuye acercandose a la
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Figura 4.51: Cortes de las superficies de energia, cldsica y cudntica, a lo largo de las

rectas (a) b=1y (b) b= -1, para dos valores de J. En el lado izquierdo se utilizé J = 10

mientras que en el derecho J = 50. La linea oscura corresponde a la energia cuantica y la »
clara a la clasica.

energia cudntica; por tanto, cuando J — 0o ambas energias deben coincidir en todo
el espacio de pardmetros.

La siguiente cantidad a analizar es el porcentaje de traslape, |(¢| g }|* x 100, entre
la funcién de prueba (estado coherente) y el estado cudntico. En este caso, todos los
eigenestados son estados de Dicke |J, M), cuyo valor de M depende del valor de los
pardmetros a y b. Utilizando las ecuaciones (3.2.18), y considerando |g) = |J, M} se
tiene que la norma del traslape estd dada por las siguientes ecuaciones

KGlg) = om0,
KCalg ) = dmy,s,

(sl g)| = 2J 3 17, e 147, L_EMJ
Kestadl = ;4 mr 2 2 Mg, M

donde el pardmetro r. (r. = a/b(2 — (1/J))) se ha definido en el Capitulo 3.

A continuacién se analiza la funcién de energia cudntica F)ps. El comportamiento
de esta funcién nos permite dividir el espacio de pardmetros en regiones que estén

_—
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separadas por las rectas a = 2by a = —2bcon b > 0, ya = 0si b < 0, y que
corresponden a la separatriz cuando J — co. En la Fig. 4.52 se muestra la forma de
la funcién de energia para cada una de las diferentes regiones.

(3] En
2.0 4
3
1.5 2
1.0 1
— N "
-10 -5 5 10
-1
-2
b a=3b=1
Eu
P e
<10 -5 L] 10 u

-10 -5 5 10

-2
(e)a=-3b=1 fla=-1,b=1

Figura 4.52: Forma de la energia cuintica como funcién de M para las diferentes regiones
del espacio de pardmetros. J = 10.

Como puede observarse, en cada regién domina un estado diferente. En la regién
1 el estado dominante es |J, —J), mientras que en la regién 2 es |.J, J), en la regién
3, por el contrario, no se tiene un tnico estado dominante en toda la regién sino
una sucesion de estados que van desde |.J, —J) hasta |J, J) dependiendo del valor de
los pardmetros, en esta regién el valor dominante de M estd dado por la ecuacién
M = —[(a/(2b))}J. Por lo tanto, en las regiones 1 y 2 el porcentaje de traslape entre
el estado base y el estado coherente es 100 % mientras que en la region 3 estd dado
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En la Fig. 4.53 se muestra el traslape como funcién de uno de los pardmetros
conservando el otro constante para dos valores de J. Esta figura comprueba que en
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Figura 4.53: Se muestra el porcentaje del traslape entre la funcién de onda del estado base
y el estado coherente de prueba en el espacio de parametros como funcién de a manteniendo
b=1

las regiones 1 y 2 el porcentaje del traslape es de 100 %. En la regién 3 pueden
observarse, cuando J = 10, las multiples transiciones de fase; sin embargo, es en la
transicion marcada por la separatriz cldsica que el porcentaje es minimo. Podemos
ver que cuando J crece, las transiciones de fase intermedias se hacen mucho menos
notorias hasta desaparecer pricticamente, excepto las marcadas por la separatriz.
Ademas, cuando J crece, el valor del traslape en la region 3 tiende a cero. En la
Tabla 4.5 se muestran los valores del porcentaje del traslape para algunos puntos en
la regién 3 con diferentes valores de J.

En la Fig. 4.54 se muestra una comparacién entre la probabilidad de ocupacion
relativa para el estado coherente y para el estado base. En estas figuras se observa
que la mayor correlacién del estado coherente con el estado base se encuentra en
las regiones 1 y 2 como ya se habia mostrado. Puede observarse que justo sobre la
separatriz el traslape es cero pues la probabilidad relativa muestra que en esos puntos
el estado base tiene una transicién de fase al pasar del estado |10, —10) al estado
110, —9). También muestra por qué el traslape es tan malo dentro de la regién 3 pues
el estado cohente estd compuesto de muchos estados |J, M); es decir, la probabilidad
se reparte entre mas de un estado aunque el estado dominante si corresponde al
estado base. Para esta gréfica dnicamente se consideraron valores de a positivos;
cuando a < 0, las figuras son muy parecidas pero los estados dominantes en ese caso
son los que tienen proyeccién de momento angular positiva.,

't
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Tabla 4.5: Traslape de la funcién de onda del estado base, para J = 10, J = 50y J = 100,
con el estado coherente en algunos puntos de la regién 3.

J=10 | 100% 0% 20.04% | 17.62%
J=50 | 100% 0% 9.16% | 7.96%
J =100 | 100% 0% 6.50% | 5.63%
P(m) Pim)
19 10
08 08
05 08
04 04
02 02
O ey s s a7 s s 7 ™ e e B N A
(2) (a,0) = (2,1) (b) (a,b)=(2 - 3,1)
P(m) P(m)
oy 10
o8y 08
e osl
04 0.4[
o.z% I 0zl
°-°"*"_"§'l-7 5 —!.-1 13 5 7 8 " T S a1 a6 7T e ™

() (a,b) = (1,1)

(d) (a,0) = (0,1)

Figura 4.54: Probabilidad de ocupacién relativa. En la figura se muestran las probabili-
dades de ocupacién relativa del estado base en color claro, y del estado coherente en color

oscuro.J = 10.

Valores esperados del momento angular

En este caso, el estado base es de la forma

lq’O) = I']aM)7
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por lo tanto, el valor esperado de los elementos de inatriz de un operador O es
(6) = (4, M6, M).

Los valores esperados de los operadores de momento angular J, y Jy, son cero, y el
de J, esta determinado por

(M| J |, M) = Mépym.

En la Tabla 3.15 estan dados los valores esperados de las componentes del momento
angular con respecto al estado coherente de prucba. En este caso se tiene un grado
de libertad pues el Hamiltoniano no depende del pardmetro ¢; esto significa que el
sisterna es invariante ante cualquier rotacién sobre el eje Z; sin embargo, dependiendo
del valor escogido para ¢ el ajuste de los valores esperados de las observables se
modifica. En este caso, se escoge ¢ = /4 conlo que J,/J y J,/J tienen exactamente
los mismos valores en el espacio de parametros pues segin las expresiones de la
Tabla 3.15 al substituir este valor de ¢ en las expresiones para la regién 3 se obtiene

JoJd = 1= = J,]J,

por lo que los valores esperados de las observables correspondientes son cero en las
regiones 1 y 2. es decir, concuerdan con el valor esperado cuantico, pero difieren en
la region 3. En la Fig. 4.55 se muestra la forma de J;/J v J,/J como funciones de
los parametros.

&

Figura 4.55: Valor esperado de Jz /Jy Jy /J para el estado coherente. J = 10.

Es importante hacer notar que aun cuando J -+ o0, el resultado clasico no se
reduce al cudntico pues su valor es /(1 —a/(2b))/2, es decir, es dependiente del
valor de los pardmetros. En la Fig. 4.56 se muestra J,/J como funcién de los dos
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Figura 4.56: Valor esperado de Jo /J como funcién de a y b para el estado base (izquierda)
y para el estado coherente (devecha), para J = 10.

parametros a y b. Se observa que mientras el valor esperado de jz con respecto
al estado coherente en la regién 3 varfa continua y suavemente desde —J hasta J,
el correspondiente al estacdo cudntico muestra una serie de escalones debidos a las
transiciones de fase que presenta la funcién de onda en esa regidn; esto se observa
més claramente en ¢l corte mostrado en la Fig. 4.57.

1.0 - , 1.0 - ~ v
e ‘
05 L ’ 05 |
J, i T i J; !
22 00f - vt ; = 00
J 5 - ! J
—05 ; -—“ i -05
-1.0 ’ “ -1.0
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R 1.0¢ ' )
!
05
J
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J
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a
{¢) J=10 (d) J =50

Figura 4.57: Valor esperado de J, /J en funcién del pardmetro a para la solucion exacta
(arriba) y para el estado coherente (abajo). En todos los casos se consideré b = 1y J = 10.
Las lineas verticales corresponden a la separatriz para cada caso.
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En estas figuras s¢ muestra el comportamiento de .J;/J y pueden apreciarse clara-
mente las discontinuidades de la funcién cuando el estado base pasa de un estado
con una proyeccion de momento angular a otro con diferente proyeccion, es decir,
las diversas transiciones de fase. Sin embargo, cuando J crece estas discontinuidades
aumentan en nimero, por lo que ¢l intervalo de transicién es mucho mds pequefio y
los escalones ya no son apreciables para valores grandes de J, es decir, €l comporta-
miento del estado base se acerca cada vez més al del estado coherente.

Por otra parte, los resultados dentro de las regiones 1 y 2 coinciden con los del
estado coherente debido a que en esas zonas ambas funciones coinciden exactamente.

Valores esperados del cuadrado de
las componentes del momento angular

Conociendo la accién de los operadores J; y J_ en los estados de Dicke

Je| I MY =+/J(J+1)—MM+1)|J,M£1),

es facil calcular los valores esperados de las componentes de momento angular:

J? 1

(L, M3, M) = —QL—IE(J(J +1) - M?),
J? |

(J, M| J—g [ M) = S5 +1) - M?),
J2 , M?

Es decir, el valor cudntico de J2/J? y el de J2/J? coinciden en todo el espacio de
parametros. Esto ocurre también en el caso cldsico donde

J2 o1 1 1 Q_Jj
=gy T 72— =5

En la Fig. 4.58 se grafican los valores esperados de J2/J y J2/J como funciones de
los pardmetros a y b para la funcién de prueba y el estado base.

En las regiones 1 y 2, los valores esperados cldsico y cudntico coinciden exacta-
mente, mientras que en la regién 3, la forma es parecida, pero mientras que el caso
clasico presenta un comportamiento continuo de variacién suave, el caso cudntico
tiene discontinuidades debidas a las multiples transiciones de fase. En la Fig. 4.59 se
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Figura 4.58: Valor esperado de J2/.J% y J2/J? como funcién del a y b, para la solucién
exacta (a) y para el estado coherente (b), para J = 10.
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Figura 4.59: Valor esperado de J2/J?% como funcién del pardmetro a para la solucién
exacta (arriba) y el estado coherente (abajo), con b = 1. Las lineas verticales corresponden
a la separatriz para cada caso, con J = 10.

muestran los valores esperados como funciones de una sola variable, para dos valores
diferentes de J; en estas figuras pueden observarse nuevamente las transiciones de fase
presentes en la regién 3 como discontinuidades cuya envolvente es la curva clasica;
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. s . Fa . . . . P
también puede apreciarse cédmo al anmentar el valor de J dichas discontinuidades -
desaparccen. '

A continuacién, se muestran las figuras correspondientes al valor esperado de
J2/J?, en la Fig. 4.60 como funcién de ambos pardmetros, y en la Fig. 4.61 como
funcién de un solo parametro.

Figura 4.60: Valor esperado de J2/J? como funcién de b y a, para la solucién exacta
(izquierda) y para el estado coherente (derecha) con J = 10.
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Figura 4.61: Valor esperado de ]E /J? como funcién del parametro a para la solucién
exacta (arriba) vy el estado coherente (abajo) con b= 1. Las lineas verticales corresponden
a la separatriz para cada caso.
Puede observarse que el comportamiento de esta observable es basicamente igual
que para las dos observables anteriores.
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Parametros de compresion

Como ya se ha argumentaco antes, los pardmetros de compresion de un estado co-
herente en cualquier direccion siempre valen uno; por lo tanto en este caso solamente
los calcularemos para el estado base cuantico.

Las fluctuaciones cuanticas de las componentes del momento angular estdn dadas
por las siguientes expresiones

(6J.)° = $(~](«]+1)~M?),

2 _L o
(5‘]1/) = 2J,Z(J(.]—l—l) MY,
(8., = 0.

En las regiones 1 y 2 donde el estado base corresponde a |J, —J) y |J,J), respecti-
vamente, el valor de la fluctuacion en las direcciones X v Y es 1/(2J), mientras que
en la regién 3 varia desde 1/(2.J) hasta (J + 1)/(2J), dependiendo del valor de los
parametros o y b.

Se sabe que el momento angular promedio para el estado base apunta en la direc-
cién Z; por lo tanto, las dos direcciones perpendiculares para las cuales se calculan
los pardmetros de compresion son las direcciones X y Y. Utilizando los resultados
anteriores v la definicién de los parametros de compresién (4.1.2), se obtienen los
resultados mostrados en la Fig. 4.62 '

Figura 4.62: Pardametro de compresion para el estado base como funcién de los parametros
con J = 10.

Puede observarse que ambos parametros de compresién tienen la misma forma y
coincide a su vez con la forma del valor esperado de los operadores Jf.y /J?, debido
a que el valor esperado de las dos componentes del momento angular vale cero.
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Se dice que un cstado presenta compresién si el alguno de los pardmetros de
compresion estd por debajo del valor correspondiente a un estado coherente, es decir,
si tiene un valor menor que uno. En las regiones 1 y 2 el valor de los pardmetros
de compresién es exactamente uno, lo cual corresponde a un estado coherente; sin
embargo, en este caso ninguno de los dos parametros de compresion es menor que
uno en ningin punto del espacio de pardmetros, es decir, el estado base no presenta
compresion.

Funciéon Q

La matriz de densidad del estado base es de la forma

po= lg) gl
= IJ’M><J7M!7

por lo tanto, la expresién para (g| &) es la signiente

1 - g (20 \E (1cos0) (14 cos0)
’ B J+M 9 5 7

y sustituyendo en la definicién de la funcién de la funcién Q) se obtiene

0 (5)_2J+1 2J 1—cosO\"™ 1+ cos8\'™
MMIS) = g \J+ M 2 2 '

En las regiones 1 y 2 sabemos cual es el estado de Dicke que corresponde al estado
base, sustituyendo estos resultados en la expresion anterior obtenemos

2+l 27
Q1(J,8,¢) = o 4 (1+c039) ,

2J+1 . 2J
Oa(J,8,6) = 4 J(1 -~ cose) .
4w
Al comparar estos resultados con los correspondientes al caso clasico (3.2.19), pode-
mos observar que las expresiones de la funcién Q son exactamente las mismas, lo
cual se esperaba pues sabemos que en esas dos regiones ambos estados son iguales;

las grificas de la funcién @ para estas dos regiones se muestran en la Fig. 4.63.

En la Fig. 4.64 se muestra la comparacién entra la funcién () para el estado base
y para el estado coherente de prueba en la regién 3, considerando diferentes valores
de los pardmetros.

.
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(b) b=—la=—1

Figura 4.63: Funcién Q para el estado base en las regiones 1 (izquierda) y 2 (derecha),
con J = 10.

En cstas figuras se observa la simetria que presentan las eigenfunciones ante el
intercambio de @ por —a en todo el espacio, y que ya se habfa mostrado en el
porcentaje de traslape y en la poblacién relativa.

Las Figs. 4.64(a) y 4.64(d) muestran la funcién @ cuando los pardmetros a y b
se hallan sobre la separatriz del sistema. Puede observarse claramente por qué el
porcentaje de traslape correspondiente es cero. Esto se debe a que el estado base
cambia abruptamente del estado con proyeccion 10 al estado +9, mientras que
la deformacién del estado cldsico es mucho mds suave. Puede verse también que
lejos de la separatriz la funcién de prueba conserva la misma forma, modificdndose
unicamente su posicién en el espacio en funcién del valor de los pardmetros a y b.

La funcién Q muestra que en la regién 3 el estado coherente no es una buena
aproximacién al estado base del sistema. Sin embargo, como ya hemos visto antes,
sirve bastante bien para reproducir los valores esperados de algunas observables, en
particular de la energia.

Como en este caso el estado base corresponde a un estado de Dicke, la expresion
del segundo momento es muy sencilla pues sélo sobrevive un término de la expansién
de estados coherentes en estados de Dicke. Utilizando que {J, M{¢) = D3, _;, v la
serie de Clebsch-Gordan se encuentra

MP = (JM;J,M|2J,2M)*,
(2J1) ?(2J +2M) (2] — 2M)!
(J + M = M) (4J)! ’

es decir, el segundo momento de la funcién de Husimi es una constante que depende
de la proyeccién Z del momento angular que tenga el estado (Fig. 4.65).
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Figura 4.64: Funcién ) para el estado base (izquierda) y el estado coherente (.derecha),
en la regién 3 para diferentes valores de los parametros a y b con J = 10.

-

ey



4.3 Caso c=0 155

+  Figura 4.65: Segundo momento de la funcién de Husimi en funcién de los pardmetros a
y b para J =10.

Figura 4.66: Inverso del segundo momento de la funcién de Husimi en funcién de los
parametros a y b para J =10.
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Enredamiento

En este caso (¢ = 0) los eigenestados del Hamiltoniano siempre corresponden a
un estado de Dicke |J, M), cuya proyeccién de momento angular depende del valor
de los pardimetros a y b; pero ya se ha visto que para estos estados la entropia de
formaci6n en la separacién por modos es nula, por ello Unicamente se analizara la
separacién por particulas.

Separaciéon por particulas

Las eigenfunciones del Hamiltoniano corresponden a estados de Dicke, |J, M),
por lo tanto, los coeficientes de su descomposién en la base desacoplada correspon-
den tnicamente a los coeficientes de Clebsch-Gordan. En la Fig. 4.67 se muestra
la. entropfa de formacién de una particula con el resto como funcién de los dos
parametros, puede observarse que los cambios en el comportamiento de la entropia
se corresponden con las transiciones de fase encontradas, mientras que la primera y
dltima transiciones de fase estaAn marcadas por la separatriz clésica del sistema.

Figura 4.67: Entropia de formacién de una particula con el resto para el estado base
cu4ntico como funcién de los parametros a y b, con J = 10.

Las grificas correspondientes al enredamiento de dos particulas y la mitad con
el resto presentan una forma cualitativamente igual a la de una particula con el
resto por lo que no se muestran las gréficas como funcién de ambos parametros, sin
embargo en la Fig. 4.68 se muestra un corte superpuesto de las tres superficies. Como
puede observarse el valor maximo del enredamiento aumenta cuando lo hace el valor
de j;. Puede observarse que cuando el nimero de particulas crece también lo hace el
valor mdximo de la entropia para dos y la mitad de las particulas con el resto, lo cual
no sucede para una particula. Esto sucede porque, como ya hemos visto en la seccion
correspondiente a a = 0, cuando j; = 1/2 se separa al sistema en dos subsistemas de
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Figura 4.68: Cortes a la superficie de la entropia de enredamiento de una particula (linea
superior), dos particulas (linea media) y la mitad de las particulas (linea inferior) con el
resto, manteniendo b = 1 y como funcién del pardmetro a, para dos valores de J.-

dos niveles, por lo que en esa particién el sistema corresponde a uno de dos qubits y
el enredamiento mdximo de un estado corresponde al de un estado de Bell.

En este caso el estado coherente de prueba no reproduce el comportamiento
del enredamiento para el estado base cudntico, en general, cuando se estudia el
enredamiento de funciones de onda en particiones por particulas los estados cohe-
rentes no son buenas funciones de pueba pues su enredamiento es siempre nulo.

4.4. Caso general

En esta seccién se consideran los tres pardmetros del Hamiltoniano, a, b y ¢,
diferentes de cero. Esto implica mayor dificultad para resolver el caso semiclasico
debido a que para encontrar los puntos criticos del sistema debe resolverse la ecuacién

(a - 2Bz) VI-2=Fcz, (4.4.1)

donde b = b(2-1/J) y z = —cos 8, lo que implica resolver una ecuacién cudrtica.
Es por esta razén que los resultados semicldsicos no pueden obtenerse de manera
analitica y todo el andlisis se ha realizado numéricamente. Debido a esto, en este caso,
es més importante conocer las simetrias presentes en el sistema que nos permitan
simplificar el problema y analizar inicamente aquellos casos no redundantes. En la
Tabla 4.6 se muestra el comportamiento de la energia y de los coeficientes de los
estados propios ante el cambio de signo de los diferentes pardmetros.

Es importante observar que hay simetrias dnicamente ante el cambio de signo de
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Tabla 4.6: Simetrfas del Hamiltoniano ante el cambio de signo de los parametros.

Pardimetros Energia Estado  Coeficientes
a b ¢ E; U, Ci, |
a b —c E; R.(m)¥; (=1)7*MCi,
—a b ¢ E  Rn)¥; (~1)/*MCi,
—a b —c E; Ry(m)¥; (—1)7*MCLy,

los pardmetros a y ¢y no de b. De aqui en adelante sélo se analizaran los casos con
pardmetros positivos, pero a partir de éstos puede reproducirse cualquier otro caso
teniendo en cuenta estas simetrias.

Energia

Primero se determina el espectro de energias en funcién de los parametros by ¢
del Hamiltoniano. En la Fig.4.69 se muestran los espectros de energia cuanticos junto
con las energias clasicas para un nimero de particulas N = 20, que corresponde a
un momento angular J = 10, y dos valores del pardmetro restante: a = 0.1 (figuras
superiores) y a = 1 (figuras inferiores). Puede observarse que para a = 0.1 los
espectros de energia son muy similares a los del caso ¢ = 0, sin embargo, en el
caso a = 0 la energias se hallan degeneradas en toda la regién entre las energias
clésicas, en este caso las energias clasicas siguen dividiendo las regiones donde hay
degeneracién de aquellas donde no la hay, pero la degeneracién de las funciones es
unicamente puntual y las energias cldsicas marcan tnicamente el primer cruce de
energias. Ain sobre la linea ¢ = 0 la degeneracién del estado base es inicamente
puntual, como veremos en el andlisis del gap.

En los cortes correspondientes al parametro ¢ puede observarse que cuando a crece
la regién de degeneracién del lado izquierdo se aleja del estado base y se acerca al
estado més excitado, mientras que la regién del lado derecho se acerca al estado
base, sin embargo, debido a las simetrias del sistema podemos concluir que ain para
valores grandes de g, el estado base permanece sin degeneracion.

En el corte en b se observa que la zona de degeneracién disminuye conforme a
crece y s6lo permanecen degenerados los puntos con ¢ = 0, sin embargo, esto ocurre
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(¢)e=05 db=1

Figura 4.69: Espectros de energia para el caso general. En (a) y (b) a = 0.1, en (c)y
(d) a = 1. Para estas figuras se ha considerado J = 10, que significa N = 20 particulas en
el condensado. En cada una una de las figuras se muestran en color obscuro las energias
clésicas correspondientes.

porque b = 1 es un valor particular en el que existe degenercién, sin embargo, para
otros valores de b ni siquiera en ese punto existe degeneracion.

A continuacién se grafica el gap como funcién de los pardmetros by ¢, Fig.4.70.
La Fig.4.71 muestra una comparacién del gap para ambos valores de a.

En estas figuras podemos observar que fuera de la regién ¢ = 0 con b > 0 el valor
del gap es claramente diferente de cero, asi que es inicamente en esa regién donde
podria existir degeneracién.

En la Fig.4.72 se muestra el gap a lo largo de la linea ¢ = 0, se observa que
sobre ella existen varios puntos de degeneracién que corresponden a las diversas
transiciones de fase que se han encontrado en el caso ¢ = 0 y que ya han sido
estudiadas.
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Figura 4.70: Grafica de G = E} — Ey como funcién de by ¢ con a = 0.1 del lado izquierdo,
y a = 1 del lado derecho, para J = 10.
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Figura 4.71: Comparacion entre el gap con ¢ = 0.1, linea oscura, y a = 1 linea clara, para
dos valores de b. Del lado izquierdo b = 1, del Jado derecho b = —1.
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Figura 4.72: Corte del gap para ¢ = 0 con a = 0.1, lado izquierdo y a = 1 lado derecho
como funcion de b. J = 10.

La superficie de energia cldsica minima (derecha) y la superficie de energia cuénti-
ca del estado base (izquierda), en funcién de los pardmetros (b, ¢) del Hamiltoniano
modelo, se muestra en la Fig. 4.73 para N = 20 particulas y dos valores del pardmetro
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a = 0.1, 1. Puede observarse que en este caso el estado coherente reproduce muy bien
la energia del estado base. Aunque para valores pequeiios de a atin se conserva la

Figura 4.73: A la izquierda se tiene la superficie de energfa clasica y a la derecha la
superficie de energfa cudntica en funcién de los pardmetros byec En(a)a=01yen (b)
a = 1, para ambos casos se considera J = 10.

huella de la separatriz del caso a = 0, en este caso no existe un transicion de fase
pues los cambios son suaves y conforme a crece la superficie se suaviza mas y se
pierde el rastro de la separatriz. En la Fig. 4.74 se muestran las curvas de nivel de
las superficies de energia. En éstas se observa que todas las curvas pertenecen a una
misma familia, es decir, no se observan cambios en el comportamiento de las curvas
por lo que no se aprecia la existencia de transiciones de fase cudnticas.

En la Fig.4.75 se muestran cortes a las superficies de energia cldsica en color oscuro,
y cudntica en color claro para a = 0.1. Las figuras del lado izquierdo corresponden
a J = 10 y las del lado derecho a J = 50. Puede observarse que la correspondencia
entre las energias del estado base y la del estado coherente es muy buena en todo
el espacio, y que es mejor ain, cuando aumenta el nimero de particulas. Puede
apreciarse que la forma de la superficie de energia es similar a la del caso ¢ = 0 pero
ge va suavizando cuando el pardmetro a aumenta.
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(b)

Figura 4.74: En la parte superior se muestran las curvas de nivel para la superficie de
energia cudntica (izquierda) y clésica (derecha), correspondientes a @ = 0.1, en la parte
inferior @ = 1. J = 10.

En Fig.4.76 se muestran cortes a las superficies de energia para ¢ = 1. Puede
apreciarse que el comportamiento es similar al caso ¢ = 0.1, sin embargo, en este
caso las lineas son mucho maés suaves, es decir, se van perdiendo las huellas de las
transiciones de fase del caso a = 0.
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Figura 4.75: Cortes de las superficies de energia, clsica y cusntica, a lo largo de las rectas
(a) c=05,(b)b=1y(c)b=~1, cona=0.1y dos valores de J. En el lado izquierdo se
utilizé J = 10 mientras que en ¢l derecho J = 50. La linea clara corresponde a la energia

cuéntica y la linea oscura a la energia clasica.
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Figura 4.76: Cortes de las superficies de energia, cldsica y cudntica, a lo largo de las rectas
(8)e=05,(b)b=1y (c) b=-1, con a = 1 y dos valores de J. En el lado izquierdo se
utilizé J = 10 mientras que en el derecho J = 50. La linea clara corresponde a la energia
cudntica y la linea oscura a la energia cldsica.
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Traslape de estados cuanticos y semiclasicos

En la Fig. 4.77 se muestra el traslape entre la funcién de onda del estado base
y el estado coherente de prueba para dos valores del pardmetro a y como funcién
de b y ¢. Puede observarse que las regiones donde se presentan los cambios en el

ot

Figura 4.77: Porcentaje de traslape entre la funcién de onda del estado base y el estado
coherente de prueba en el espacio de pardmetros, para a = 0.1 del lado izquierdo, y a =1
del lado derecho. En ambos casos J = 10.

comportamiento del traslape tienen una forma similar a aquella del caso a = 0.
Podemos ver que cuando a = 0.1 aiin puede observarse las lineas que correspondian
a la separatriz del caso a = 0. Sin embargo, cuando a = 1 este rastro de la separatriz
va desapareciendo y la tnica regién en la que el traslape presenta cambios drasticos
en su comportamiento es la zona ¢ = 0 con b > 0 donde el estado base no puede ser
aproximado por un estado coherente.

Probabilidad de ocupacién relativa

La probabilidad de ocupacién relativa para el estado coherente y el estado base
cudntico se muestran en la Fig. 4.78 para a = 0.1 del lado izquierdo y a = 1 del
lado derecho. Puede observarse que la probabilidad de ocupacién relativa del estado
coherente reproduce bastante bien la del estado cudntico.

En este caso el comportamiento de la poblacién relativa es unimodal en todo el
espacio a diferencia de lo que sucede en el caso a = 0, y al desplazarse en el espacio
de parametros sélo va cambiando el centro de la distribucién. Ademas, cuando a
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Figura 4.78: Probabilidades de ocupacién relativa de la solucién exacta en color oscuro,
y del estado coherente en color claro. Las figuras del lado izquierdo corresponden aa = 0.1
y las del lado derecho a a = 1. J = 10.

crece, la distribucién cudntica se vuelve m4s simétrica acercdndose més a la forma
para el estado coherente.
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Valores esperados de las componentes del momento angular

En la Fig 4.79 se muestran los resultados del valor esperado de J./J con respecto
al estado coherente de prueba y el estado base, en funcién de los parametros by
¢ para a = 0.1. Los resultados para ¢ = 1 no se muestran aqui pues la forma es
muy similar aunque las curvas son més suaves. Sin embargo, en Fig.4.80 se muestran
cortes a las superficies para ambos valores de a.

Figura 4.79: Valor esperado de Jx/J en funcién de los pardmetros by ¢ con a = 0.1,
para el estado coherente (lado izquierdo) y la solucién exacta (lado derecho). J = 10.

Cuando el valor del pardmetro a es pequeiio se observa una correspondencia entre el
resultado cudntico y el del estado coherente donde aiin puede observase la separatriz
clasica del caso @ = 0.

Sin embargo, cuando el valor del pardmetro a aumenta comienzan a apreciarse las
diferencias, claramente disminuye la definicién de las zonas de transicion y las lineas
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Figura 4.80: Valor esperado de J,/J para el estado coherente (linea clara) y el estado
base (linea oscura), en funcién de un pardmetro, para dos valores de a: (a) a = 0.1, (b)
a = 1. Del lado izquierdo ¢ = 0.5 y del lado derecho b = ~1 para J = 10.

se suavizan. También se observa cémo mejora la aproximacion entre ambas funciones
excepto en la zona con b > 0 que es en la que las funciones tienen mayores diferencias.

No se mostraran los resultados correspondientes a jy pues, como ya se ha explicado
anteriormente, su valor esperado tiene un valor constante e igual a cero en todo el
espacio de parametros.

"En la Fig.4.81 se muestra el valor esperado de jz/J como funcién de ambos
parametros, b y ¢, para a = 0.1. Mientras que en Fig.4.82 se muestran los cortes a
estas superficies para dos valores del pardmetro a.
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Figura 4.81: Valor esperado de Jz /J en funcién de los parametros by c con a = 0.1, para
el estado coherente (lado izquierdo) y la solucién exacta (lado derecho) con J = 10.

0.0 — = 0.0)r 1+ v v e
~02 : 4 -02
Jy 04 : J, 04 .
J _06 : J ~06
~0.8 )//,‘ -0.8
10 e -1.0 ‘
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1
(a) e = 0.1
0‘0 - - . 0.0 . - . X ,_v_,_._?
-0.2 ] -0.2
J -0.4 J -04
J 06 J 08 .
-0.8 -0.8 \
~1.0 ._..,.Muﬂ't‘f/ b b e -1.0 [ I W«‘«n"’ﬂ b e et
-3 -2 0 1 2 3 -3 -2 A1 0 1 2 3
¢
bya=1

Figura 4.82: Valor esperado de J,/J para el estado coherente (linea clara) y el estado
base (linea oscura), en funcién un pardmetro para dos valores del pardmetro a. En las
figuras del lado izquierdo ¢ = 0.5 y en las del lado derecho b =1 con J = 10.

Estas figuras muestran que la aproximacién del valor esperado de J; /J con el estado
coherente es buena en todo el espacio de pardmetros y donde existe un mayor ale-
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jamiento entre ambas superficies corresponde nuevamente a la region con b> 0. Sin
embargo, cuando a crece las funciones se suavizan y la aproximacion clasica mejora
con respecto a la cudntica.

Resultados similares se obtienen para los valores esperados de J2/J? y J2/J?,
cuyas grificas se muestran en Fig.4.83, Fig.4.85 como funciones de los parametros b
y ¢ y sus respectivos cortes en Fig.4.84 y Fig.4.86.

Figura 4.83: Valor esperado de j;;’ /J?* en funcién de los pardmetros b y ¢ con a = 0.1,
para el estado coherente (lado izquierdo) y la solucién exacta (lado derecho) para J = 10.
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Figura 4.84: Valor esperado de J2/J% para el estado coherente (linea clara) y el estado
base (linea oscura), en funcién un pardmetro para (a) @ = 0.1 y (b) a = 1. En las figuras
del lado izquierdo ¢ = 0.5 y en las del lado derecho =1 con J = 10.
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Figura 4.85: Valor esperado de J2/J? en funcién de los parémetros b y ¢ con @ = 0.1, para
el estado coherente (lado izquierdo) y la solucién exacta (lado derecho) cuando J = 10.
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Figura 4.86: Valor esperado de J2/J? para el estado coherente (linea clara) y el estado
base (linea oscura), en funcién un parametro para (a) a = 0.1 y (b) a = 1. En las figuras
del lado izquierdo ¢ = 0.5 y en las del lado derecho b = 1 cuando .J = 10.
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Funcién Q

En la Fig.4.87 se grafica la funcién @ para el estado coherente y el estado base
cuéntico para algunos puntos del espacio de pardmetros.

Se observa que el comportamiento de la funcién @@ para el estado base es muy
parecida a la del estado coherente, ambas presentan una forma gaussiana cuyo centro
se desplaza dependiendo del valor de los pardmetros. A diferencia del caso a = 0
donde la funcién Q cambia su comportamiento de unimodal a bimodal al cruzar las
transiciones de fase, en este caso el comportamiento unimodal se preserva en todo el
espacio de pardmetros, lo que corresponde con lo observado para el comportamiento
de la probabilidad de ocupacién relativa. '

Ahora, al comparar la funciones para los dos valores de a podemos observar que la
diferencia entre ambas corresponde también a un desplazamiento, es decir, el centro
de las funciones con a = 1 se encuentra corrido, tanto en # como en ¢, con respecto
al de la funcién Q para a = 0.1, sin embargo, la forma y el comportamiento de las
funciones es el mismo, es decir, no dependen, al menos notablemente, del valor del
parametro a.

En la Fig.4.89 se muestra el segundo momento de la funcién de Husimi para la
funcién de onda del estado base como funcién de los pardmetros b y ¢, con dos valores
diferentes del pardmetro a, a = 0.1 y a = 1. No se muestra la comparacién con el se-
gundo momento para el estado coherente pues sabemos que es una funcién constante
en todo el espacio de pardmetros cuyo valor es 1. Puede apreciarse nuevamente que
cuando a es pequeiia atin puede observarse la influencia de la separatriz para el caso
a = 0, sin que en esto signifique que el comportamiento es similar. Si observamos
la Fig.4.31 veremos que en el caso a = 0 existe una regién para b < 0 en la cual el
estado coherente no es una buena aproximacién, al contrario de lo que sucede en este
caso, donde el estado coherente reproduce bastante bien los resultados cudnticos.

Podemos decir que, en general, el estado coherente es una buena aproximacion
pero va mejorando cuando el valor de a aumenta. Se observa que cuando a = 0.1
los valores del segundo momento varfan entre 0.85 y 1.0, lo cual quiere decir que la
diferencia con el segundo momento del estado coherente es menor o igual al 15%,
mientras que cuando a = 1 varian entre 0.4 y 1.0, sin embargo, la regién en la que
el segundo momento alcanza el minimo corresponde tinicamente a la recta ¢ = 0 con
b > 0, mientras que fuera de ella su valor es pActicamente igual a uno.

En la Fig.4.90 se muestra el inverso del segundo momento en el espacio de paré-
metros para el estado base del sistema. Se observa que, excepto en la regién ¢ = 0 con
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b > 0, el volumen ocupado por la funcién Q es préacticamente uno, que corresponde
a un estado coherente por lo que éste reproduce bien los resultados para el segundo
momento excepto en esa linea. Mientras que para a pequeiias se puede observar un
leve levantamiento en los puntos que corresponderfan a la separatriz con a = 0,
cuando a crece esto desaparece para dejar un volumen igual a uno en la mayor parte
del espacio de parametros. Es decir, la regién en la que el sistema presenta menor
localizacién se reduce tnicamente a la recta ¢ = 0 con b > 0, que corresponde a la
regién en la cual las dos funciones de onda difieren més.
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(a) b=1,c=05

Figura 4.87: Funcién @ para el estado base (izquierda) y el estado coherente (derecha)
para diferentes valores de los pardmetros by ccona=0.1y J =10.
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(d)b=1,c=-05
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Figura 4.89: Segundo momento de la funcién @ para el estado base cudntico exacto con
a = 0.1 (izquierda) y a = 1 {derecha) como funcién de los pardmetros b y ¢ para J = 10.

Figura 4.90: Inverso del segundo momento de la funcién @} para el estado base cuantico
con a = 0.1 (izquierda) y a = 1 (derecha) como funcidn de los parametros b y ¢. J = 10.
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Enredamiento

Separacion por modos

La Fig. 4.91 muestra la entropia de formacion en la particion por modos para las
dos funciones de onda como funcién de los parametros b y c.

(b)

Figura 4.91: Entropia en la particién por modos para (a) a = 0.1y (b) a = 1. Del lado
izquierdo se muestran la graficas correspondientes al estado coherente mientras que del
lado derecho se muestran las de la funcién de onda del estado base para J = 10.

Vemos que las grificas para el estado coherente conservan en general la forma
obtenida para. el caso a = 0, con la diferencia de que para valores pequefios de a ain
se conserva la separatriz mientras que cuando a crece se va perdiendo y la zona en
la que el enredamiento es menor que dos se extiende en una region mas grande del
espacio de pardmetros.

Las superficies que presentan mas modificaciones son las cudnticas, en este caso la
entropfa méxima disminuye de 3 a 2 y aunque para valores pequefios de a se observa
que ese maximo ocurre s6lo sobre una regién cercana a la separatriz del caso a = 0
podemos ver que el comportamiento de la entropia de enredamiento se modifica
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suavemente, y cuando a = 1 pricticamente ha desaparecido la regién critica. De
hecho puede observarse que cuando a crece el comportamiento de la entropia de
enredamiento para el caso cudntico se modifica de tal manera que se va acercando
mas al comportamicnto que presenta el estado coherente.

Otra diferencia importante con el caso a = 0 se produce sobre la recta c = 0
cuando b < Q. En el caso ¢ = 0 la entropia de enredamiento es constante a lo largo
de toda esa recta y es diferente de cero mientras que en este caso el enredamiento
sobre esa linea es igual a cero. Por tanto, podemos concluir que cuando el valor del
pardmetro a es diferente de cero se pierde enredamiento entre los modos, y mientras
mayor es el valor de a, mayor es la pérdida.

Separacion por cajas

En este caso, la funcién de prueba usada es el estado coherente cuya entropia
es cero en la separacién por particulas, por ello sélo se mostraran los resultados
correspondientes al estado cuantico. En la Fig. 4.92 se muestra el enredamiento de
una particula con el resto como funcién de los pardmetros b y ¢ para dos valores del
pardmetro a. Podemos ver que la entropia de enredamiento es cero practicamente

Figura 4.92: Entropia de enredamiento para el estado base cudntico como funcién de los
parametros b y ¢. Del lado izquierdo se muestran los resultados para a = 0.1 y del lado
derecho los correspondientesa a = 1. J =10

en todo el espacio de parametros, excepto en la linea ¢ = 0 con b > 0 y en algunas
regiones cercanas a la separatriz del caso a = 0, pero nuevamente, cuando a crece
estas zonas también van desapareciendo.

Podemos observar que cuando a # 0, por muy pequeiio que sea su valor, se pierde
la zona de enredamiento maximo que se obtenia en el caso a = 0. De lo que se
puede concluir que también la entropia en la separacién por cajas se pierde cuando
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el pardmetro ¢ es diferente de cero y de hecho es mucho més importante la pérdida
de enredamiento para esta separacén que para la separacién por modos.

Los resultados para el enredamiento de dos particulas con el resto y la mitad de
las particulas tienen la misma forma que la de una particula, por ello, no se muestran
estas entropias como funciones de los dos pardmetros. Sin embargo, en Fig. 4.93 se
muestra una comparacién entre dos cortes de las tres entropias de enredamiento para
dos valores diferentes del pardmetro a. Puede apreciarse que de la misma manera
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Figura 4.93: Comparacién de las entropias de formacién para una particula (linea inferi-
or), dos particulas (linea media) y la mitad de las particulas (linea superior) con el resto.
En las figuras del lado izquierdo b = —1 mientras que en las del lado derecho b =1, J = 10.

que para el caso a = 0 la entropia de enredamiento aumenta conforme aumenta el
nimero de particulas que se separan del resto, aunque en términos cuantitativos esta
diferencia es muy pequefia. También se ve que cuando el valor de a aumenta, dismi-
nuye la entropfa de enredamiento para todos los casos y que el comportamiento de la
superficie se suaviza hasta desaparecer la influencia de la separatriz correspondiente
al caso a = 0. En conclusién, cuando el pardmetro a es diferente de cero la entropia
de enredamiento del sistema disminuye pricticamente hasta cero, axin para valores
pequeiios, sin importar que separacién del sistema se utilice.



Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo ha analizado el Hamiltoniano modelo para un condensado de
Bose-Einstein de dos modos (2.1.10), que es funcién de tres pardmetros a, by c que
dependen de las cardcteristicas de dispersién de las particulas que forman el conden-
sado y de las caracteristicas de los pozos de potencial que la confinan (2.1.9, 2.1.11).
Se ha demostrado que la teorfa de catdstrofes y el formalismo de estados coherentes
proveen un buen esquema para el estudio de las transiciones de fase de la superfi-
cie de energia de Hamiltonianos dependientes de operadores de momento angular.
Se determina la separatriz, que corresponde a las curvas del espacio de pardmetros
donde el comportamiento de la superficie de energia es critico. Sin embargo, en el
Capitulo 4, donde se estudian los valores esperados de diversas observables en el
espacio de pardmetros, se muestra que la influencia de la separatriz va més allé de
la superficie de energia y se refleja en el comportamiento de estas observables, pues
también presentan un comportamiento singular en los puntos correspondientes a la
separatriz.

Este método permite encontrar una funcién de onda de prueba analitica para el
estado base del sistema en cada punto del espacio de parametros. En el Capitulo
4 se comparan los resultados obtenidos para los valores esperados de observables
calculados con el estabo base exacto y con la funcién de prueba. Se aprecia que ésta
ltima reproduce muy bien el comportamiento del estado cudntico excepto sobre
la separatriz donde la concordancia entre ambos resultados disminuye. La fidelidad
entre los estados fue determinada ediente la evaluacién del porcentaje de traslape
entre ambas funciones.

La separatriz permite identificar las regiones de estabilidad del espacio de para-
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metros en las que la funcién de prueba tiene un comportamiento similar. En estas
regiones el traslape es grande y la forma de la distribucién de poblacién relativa de
la funcién prueba y del estado base son similares en comparacién con lo que sucede
en la separatriz.

En cada una de las regiones de estabilidad el comportamiento de la funcién de
onda es diferente, por ello, tanto la composicién porcentual del estado base como la
funcién de Husimi se modifican al cruzar la separatriz.

En el caso b = 0 la funcién de prueba y la funcién del estado base corresponden
a un estado coherente y son iguales, ademds no existen transiciones de fase de orden
finito en la superficie de energfa. En consecuencia tanto la composicién porcentual
como la funcién de Husimi no modifican su forma, aunque dependiendo del valor de
los pardametros la posicién del centro de la distribucién se desplaza.

En el caso ¢ = 0 el estado base corresponde a un estado de Dicke, cuya proyeccion
depende del valor de los pardmetros. En este caso existen dos regiones del espacio en
el que la funcién de prueba corresponde exactamente pero hay una tercera zona para
la cual el estado base presenta muchas transiciones de fase y entonces es igual a la
funcién de prueba tinicamente puntualmente. Por ello, la concordancia entre ambas
funciones en esa regién no es muy buena y la forma de las funciones de Husimi son
muy diferentes. Sin embargo, ambas conservan su forma al pasar las lineas de la
separatriz.

Es en el caso a == 0 donde estas cantidades presentan modificaciones importantes
al pasar de un lado de la separatriz al otro. En la regién 111 tanto la composicién
porcentual como la funcién de Husimi presentan un comportamiento bimodal, mien-
tras que en las zonas I y II el comportamiento es claramente unimodal. También
se observa que en las regiones alejadas de la separatriz la cantidad de estados que
contribuyen a la composicién del estado base es sélo una pequefia fraccién del to-
tal mientras que justo sobre la separatriz el mimero de estados que contribuyen es
méaximo.

El caso general, todos los pardmetros son diferentes de cero, esto significa que se
toman en cuenta todas las posibles interacciones de un sistema de particulas en el que
el niimero total de particulas se conserva. Sin embargo, el activar la interaccién con
un ldser, lo que corresponde a considerar el pardmetro a # 0, provoca que el sistema
pierda muchas de las propiedades interesantes que se presentan en el caso anterior.
Esto se debe a que conforme el valor de a aumenta, €l estado base se aproxima més
y més a un estado coherente. En particular, las transiciones de fase del estado base
desaparecen. Por lo tanto, el comportamiento de la composicién porcentual y de la
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funcién de Husimi es muy igual en todo el espacio de pardmetros, modificindose
nicamente la posicién del centro de las distribuciones de igual modo que en el caso
b=0.

Es importante hacer notar que son las transiciones de fase de segundo orden las
que separan las regiones que presentan mayor modificacién en el comportamiento
de las funciones de ondas mientras que al cruzar una transicién de primer orden la
variaciones son menos importantes.

En este trabajo se analizan diversas observables del sistema, sin embargo, dos de
ellas resultan de especial interés: el enredamiento y el segundo momento de la funcién
de Husimi. La primera de ellas debido a la posibilidad de emplear estos sistemas en
la transmisién y manejo de informacién[40], mientras que la segunda, de acuerdo
a Sugita [31, 32], provee una buena medida de la localizacién de las particulas y
presenta carateristicas similares a la entropia de Wehrl, por lo que podria asociarse
con una medicién del enredamiento general del sistema.

Aqui se ha calculado el enredamiento para dos diferentes particiones del sistema,
pues lo que alguien observa como un estado enredado es, hasta cierto punto, una
cuestién de cémo se realiza la descomposicién del sistema en los diferentes subsis-
temas. Lo que para una persona es un estado enredado no es lo mismo que para otra
si se identifican los subsistemas de manera diferente. La primera particién propuesta
para este sistema fue la particién por cajas [9]. Sin embargo, en articulos posteriores
se argumenta que esta separacién no es fisicamente realizable sin destruir el sistema,
y por tanto, si se pretende usar el enredamiento como un recurso, sélo tiene sentido
medir el enredamiento entre dos subsistemas fisicamente separables como es el caso
de la particién por modos [41].

Esta dependencia del enredamiento y la particién del sistema se muestra clara-
mente cuando b = 0. En este caso el estado base se corresponde exactamente con el
estado de prueba que es un estado coherente por lo que la entropfa de enredamiento
en la separacién por cajas es cero. Sin embargo, al separar el sistema por modos
la. entropfa de enredamiento es diferente de cero con un valor de aproximadamente
2 nats, para N = 20 y 3 nats para N = 50 4tomos, es decir, a pesar de ser un
estado coherente el enredamiento puede ser diferente de cero si se realiza la particion
adecuada del sistema.

Cuando ¢ = 0 el estado base del sistema corresponde a un estado de Dicke cuya
entropfa de enredamiento, en la separacién por particulas tiene valor cero mientras
que en la separacién por cajas depende del valor de la proyeccién del momento
angular. Para M = +J vale cero y cuando M = 0 su valor es médximo.
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Para el caso a = 0 el estado base tiene médximo enredamiento en la separacién
por modos en las rectas ¢ = +£(2/1/J)b con b < 0, es decir, sobre la separatriz de las
regiones I y II con la regién I11. Sin embargo, es mas estable en las regiones I y
I'T donde el estado base del sistema es similar a un estado coherente. En constraste,
en la separacién por cajas el enredamiento maximo ocurre en la regién 111 que es
donde el estado base se asemeja a la superposicién simétrica de estados coherentes.

Al considerar los tres pardmetros diferentes de cero se observa una disminucién
notable en el enredamiento al incrementar el valor de @ en ambas particiones, esto
se debe a que el pardmetro a rompe la degeneracién del estado base del sistema
por lo que éste se vuelve muy similar a un estado coherente, como se observa en el
traslape de ambas funciones. Por ello, el enredamiento en la particién por modos
se va acercando al de el estado de prueba que corresponde a un estado coherente
cuando el valor del parametro a crece y en la separacién por cajas tiende a cero,
aunque siempre se conserva un comportamiento diferente en la linea ¢ = 0 cuando
b > 0 pues como ya sabemos el estado cudntico es el estado |J,0) que no puede
aproximarse razonablemente por un estado coherente. El enredamiento disminuye
sin importar cual sea la particién utilizada; sin embargo, la pérdida de enredamiento
es ma4s notoria para la particion por particulas.

En todos los casos se observa una correlacion entre el enredamiento del sistema
en la separacién por cajas y su localizacién en el espacio fase representada por el
segundo momento de la funcién de Husimi. Se observa que las regiones de mayor
localizacién, es decir, donde el valor del segundo momento es cercano a uno, la
correspondiente entropia de enredamiento es muy cercana a cero, mientras que en
las regiones de menor localizacion la entropia es mayor. Por lo tanto, ambas fun-
ciones muestran comportamientos similares en las diferentes regiones del espacio de
parametros definidas por la separatriz y lo que es muy importante ambas presentan
el mismo comportamiento critico sobre la separatriz.

En resumen, se ha demostrado que la teorfa de catdstrofes y el formalismo de es-
tados coherentes permiten encontrar y caracterizar las transiciones de fase cudnticas
de un sistema las cuales dividen el espacio de pardmetros en regiones de estabilidad
en las cuales el estado de prueba que reproduce bastate bien el comportamiento del
estado cudntico.

También se ha mostrado que existe una correlacion entre la entropfa de en-
radamiento en la particién por cajas y la localizacién del sistema. Mientras mayor
enredamiento presenta el sistema menor es también su localizacién, es decir, mayor
es el volumen ocupado por la funcién de onda en el espacio fase.
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Finalmente, se ha encontrado que el caso a # 0 carece de interés cuando se
estd estudiando el enredamiento del sistema, especialmente en la particion por cajas.
Esto se debe a que cuando todas las interacciones estén presentes el estado base del
sistema se asemeja al de un estado coherente. Sin embargo, en la particién por modos
aln existe cierta entropia aunque menor que la obtenida en el caso a = 0.

En este trabajo no se ha considerado atn la evolucién temporal del sistema, ese
es el siguiente paso en la investigacién, lo cual nos permitird estudiar la dindmica
del sistema tanto en la aproximacién semicldsica como en el caso cudntico.



Apéndice A

Cerradura para los estados
coherentes de SU(2)

El grupo SU(2) est4 formado por los operadores de momento angular Jo, J,, J_
que cumplen con las relaciones de conmutacién

[j:l:yj()] = :l:j:l: ’ ['j+)j—] = 2j0)
y el estado coherente no normalizado se define como
€} = e+ 1J,-).

Para encontrar la representacion de los operadores de momento angular se procede
como sigue:

primero se calcula {C| J_ |¥) para un ket arbitrario |3))

{119 = (4, -J| enép(c*i)i %),
— (=l g ew(c ) o),
= 5o (i —Tle(c ) 9),
- = iC19).
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Ahora se considera (¥| J_ |¢} para un bra arbitrario (|

(WJ-1¢} = W exp(¢In)|[),-T),
(Wlexp(¢Jr) exp(=CJy) - exp(¢Ji) 1, ),
= Wlexp(¢Jy) (S -2 T — i) 10, =),

- (2Jc- c?a%) Wi}

donde el paso de la linea 2 a la. 3 se realiza utilizando la férmula eMBer =
B+ [A, B)+ 2[A[A, B]) + -+ y las relaciones de conmutacién de los operadores de
momento angular. Realizando este mismo procedimiento para todos los operadores

se obtienen las representaciones ket y bra de los operadores de momento angular

7 . a 7 o 7 _ *2__9__
L= . = (x0-ctg) )
5 ) 5 0
= —(: = —m—
1oy = (2 -¢) 16} o 1= gt
).
Como la ¢ es un pardmetro continuo el operador identidad puede escribirse como
sigue

Wiy = (0421 . b= (I

I= / PCFEC L

El operador identidad conmuta con todos los operadores de momento angular y esto
puede expresarse de la siguiente forma

1,91 = [¢r6.¢) (19 = Jilerigl) =o.

En particular para J_, sustituyendo las expresiones encontradas arriba para J_ ¢}
y {¢| J-, se obtiene

0= [ ¢ 16.6) (g 103 01~ (29 - 37 0} 1)
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Suponiendo que f((,{*) es una funcién que se anula en la frontera, al integrar por
partes la 1ltima expresién se obtiene

0= [ ¢ (- (6.6~ %I+ DIGC) = o 60)) 14

de donde se obtiene la siguiente ecuacién diferencial para f(¢,(*)
. 9 " _
ac*f(C ¢ = A+ 1)f(6¢) - nggf(C,C )=

Aplicando el mismo procedimiento a Jo se encuentra la ecuacién

¢l (66) = GGG,

Sustituyendo esta expresién en la anterior se obtiene una ecuacién para f(¢,(*) en
términos de una sola variable ya sea ¢ o (*, nosotros hemos escogido resolver primero
para {. La ecuacién a resolver es

9 o 20EC
a_gf(CaC)"’ 1+C2 f(CaC ),

cuya solucién es de la forma f(¢,¢*) = g(¢*)(1 + |¢[?)~/+Y. Ahora bien la ecuacién
que resulta de J, dice que f es simétrica en { y ¢* por lo que g(¢*) debe ser una
constante, o. Para encontrar la constante se utiliza que I |J,m} = |J, m) por lo que

w2
(J,=J|1|J,—J) :/ / P (1 _|_p2)-2(J+1)p dod¢ =1,
o Jo
donde (J — J |¢) = (¢ |J — J) =1y se ha escogido integrar en coordenadas polares,
¢ = pe'®. Al realizar la integral se encuentra que a = (2J + 1), por lo que

2J +1
a1

f(6:¢) =

Entonces la cerradura de los estados coherentes de SU(2) se expresa como

/ ¢ (1+ ) e ¢l = 1.

2J +1
m



Apéndice B

Ecuaciones de movimiento

B.1. Integrales de trayectoria'

Las integrales de trayectoria constituyen un formalismo alternativo de la mecdnica
cudntica inventada por Feynman en los cuarenta. En contraste a la formulacién de
Scrodinger, que se apoya en la mecdnica Hamiltoniana, la de Feynman estd ligada la
formalismo Lagrangiano.

En este apéndice se encuentra a través del formalismo de Feynman la forma del
Lagrangeano de sistemas cuénticos que utilizan como funciones de prueba a los es-
tados coherentes de SU(2), |¢). Por lo tanto tenemos

(@tl¢ty = (¢'|e 7| c).

Dividimos el intervalo [t,t'] en n pedazos, con ¢ = ﬁ;l‘-‘- Asi, cuando se usa que
€ = lim, 5 (1 + £)* se tiene

(CtI¢ty = lMm (('|(1—ieH)"|()

(e—0)
n-1 n

= ,}Lr{.lo/---/ﬂdu(ck) (H (Ckll“iEngk—l>)’
k=1 k=1

en donde se ha usado que (o = ¢ y (, = (’. Asimismo, se han introducido n — 1
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operadores identidad entre cada factor 1 — i . De esta manera

1y = lm [ --- ™ - m_ie(Clelgc—l)
<Ct ICt) - nl—»oo/ /gdu(Ck) (g (Ck ICk—l) X (1 (Ckl(k-1> )) :

(B.1.1)
Si tomamos
G ~ Cp1+ A — cambio inducido por H
= (k-1 = Gk~ DG
Encontramos la identidad
In(1+ GiCr-1) = In(l1+Co(Ce — AG))
= In(1+|Gl” - (AWG)
AGCr
- Sfien(r )
a(+ il (1- 17k
Alk(r
= In(1 2 1(1-~--——’°). 1.2
n(1+ |¢ef”) +1n T (B.1.2)

Por otro lado, si utilizamos el desarrollo de Taylor de In(1 —z) en el segundo término
de la expresién anterior tenemos

. ACGCE
In(1+ ¢f¢k-1) = In (1 + I(klz) TTTIGE ffg:lz. (B.1.3)
Usando
IGLF = (G- AG) G -AG)
~ |G~ (GAG +GAG) (B.14)
se tiene
2 &I 2y AGC + AGGy
In (L+]¢e-af) & I (1+1GI7) = == or (B.15)

donde nuevamente utilizamos el desarrollo en serie de Taylor de In(1 — x) a primer
orden.

Recordando que los estados coherentes de SU(2) pueden escribirse en términos
de estados no normalizados

1
|Ck> == (1 I Kklz).l |Ck}7
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se tiene _
8 (Gel Geer) =ln[ - L x GG }]
k| Gr1 (1+|Ck|2)J (1+|Ck—l|2)J k | Ck—1
1 1 . 27
= 1 1+ -
[(1+|Ck ) (1 + |G| )J( G-t ]

= 2JIn(14+¢G-1) — JIn (1 +]G*) — JIn (1 + |G- ) -
Substituyendo los resultados (B.1.3) y (B.1.5) en la expresién anterior tenemos

A AGEG + AGEE
1 - ~ —2J
n(CkICk 1) 2 1+'Ck|2 1+|Ck|2

_ g (ACiCk — ACkCE)
= gk ok )
1+ |Gl

Al tomar la exponencial del dltimo resultado y desarrollando en serie de Taylor la
exponencial a primer orden, hallamos

(GlGon) ~ exp (J (gefﬁ%_eg,))
J
1+Kl (C" G — CkACk) (B.1.6)

2

Se concluye que

(G | H | Ge—1)

ey (Gl H ]G

TT €k 1¢k-1) = exp ( Ei'ﬁ':—c;'lg x (CeAG — C;ACI:)) :
k=1 k=1

Susbtituyendo estos resultados en (B.1.1) resulta

¢ty =~ llm/ /ﬁdnck)xexp(ZEHKk ( ACk_Ck C))

X exp (—ie (G| H | Go-)) (B.1.7)

donde usamos que 1 — ie ((x | H | (x-1) = exp ({¢x | H | Cr-1))-
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De acuerdo la formalismo de integrales de trayectoria podemos igualar el elemento
de matriz (('t'| (t) con la accién del sistema considerado, i.e.,

5= [aulct)ew (z' [ an (c<f),c'(f),c*(f),c'*(f))) .

Al sacar el limite en (B.1.7), la suma se convierte en una integral:

€e1cn ~ [ aucwyexe [ 5 (¢¢-d¢) - <4|H|c>] :

+ ¢

De esta forma el Lagrangeano “clasico” se define como

1+|CI (cc §C)-<CIHIC)- (B.1.8)

Adicionalmente podemos obtener las ecuaciones de movimiento de los pardmetros
¢ y ¢* del estado coherente de SU(2). Recordando el principio de accién estacionaria
que indica que §5 = 0, es decir,

63:[ d{{% Lé(*ag-‘x +ch5¢*}$0,

al integrar por partes las variaciones dependientes del tiempo se obtienen dos ecua-
ciones de Euler-Lagrange; para la variable ¢

d (dL\ oL
2 (6_(:) -3 =0 (B.1.9)

y la expresién conjugada para la variable ¢*. Al llevar a cabo las derivadas corre-
spondientes en B.1.8, se encuentra

- ¢

gC ] 1+K.|]2 | oH
_L = - ¢ iJ il Yt
% (quz)z(cc )+ e () w

en donde se ha definido H = (¢ | H|¢). De esta manera, al sustituir las derivadas
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encontradas en las condicién B.1.9 se obtiene

OL _ (s ap) OH
a1+ pp) (¢+¢%) &
d /0L i, iJ i A
gg("gg) = 1+K|zC (1+ICI2)2(CC+CC)C
- .............1.'.‘...]._..._._. w2/
(1+1P)° (¢ C)’
lo cual permite concluir
e M e (k) on
i+ |C|2)2C 5 = 0, = 5] ac (B.1.10)



Apéndice C

Segundo momento de la funcién de
Husimi |

En este capitulo se encontraré el segundo momento de la funcién @ cuando el
estado del sistema corresponde a una suma de dos estados coherentes |61, ¢1) ¥y

|027 ¢2>7
16) = N (1, ) {IG) + 1¢2)}

donde N ((1, () es la constante de normalizacién. Recordamos que un estado cohe-
rente también puede escribirse en términos de una rotacién como

) = R(—¢,—6,8),-J),
= Z Dy _(—$,~8,8) |J, M),

donde Dy, _; son las matrices de rotacién y definimos {1 = (—¢,—0,¢). Para este
estado, el segundo momento de la funcién @ tiene la forma siguiente

2J+1//senefde£d¢fl<e|<c>| :

entonces, es necesario calcular |{ € |¢.)|*. Primero calculamos el cuadrado del traslape

€162 = WG (€T +EleN)? (C.0.1)
= N0, G) (€16 +2(E1¢) €1 + (€ 16))

y usando la definicién de estados coherentes en términos de las matrices de rotacion

se tiene
(€16) = 3 D3 o(00Dis-(0)

M® (Qc) =
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Elevando al cuadrado la expresién anterior resulta
€16 = Y Dy s(Q) D3y (D3 _ (%) Dyr _ 5 (). (C.0.2)
MM’

Consideremos el término I = D3 ;(Q%)Djs: _ (k). Usando la serie de Clebsh-
Gordan

Dif QD3 () = Y (T M IM [y (J = J,J — T | \d) D)s(S%)

App!

donde A =2J, ¢/ = —2J,yque (J — J,J —J | A\) = 8)270,#,—27, S€ encuentra.
I=Y "(JM,JM |2Jp) D} %;(Q).

m

Sustituyendo esta expresion en cada uno de los productos escalares que aparecen en
(C.0.1) se obtiene

E16GY =N*(CiGa) 3. (J M, J M |2Jp) D22 (%)

uMM
X {DM —(&h )DM' —a() + DM J(Q2)DM’ —s(822) +2D}\]J,—J(QI)D}\IJ’,—J(Q2)}'

En los dos primeros términos se puede utilizar nuevamente la serie de Clebsch-
Gordan, junto con la ortonormalidad de los Clebsch-Gordan para hallar

(€1¢)? = Nz(cl,cz)Z{D2 L s QDA a5 () + D3l (Qe) D32 5(902)
+ 2 JM,JM’|2Ju>Dﬁ,’_*u(ﬂe)DaZ,-J(m)D&I,_J(ﬂg)}-
MM

Usando que D2, ;(w) = e®+2))¢q2) , ,(~f) la expresién se transforma en

€16 = Nz(ChCz)ZDH 25(Q) {e VWAL, 5 (=0)) + VAR ) ()

+2) M, 1273 UMKl (—6,)dYy,(~62) }-

MM’
Definiendo
Fl(61,¢1;02,0) = W*Ndl] o (=6,) 4020002400, (~6y)

+ 23 JIM,J M’ |2 p) MDA M D0ag](—0))dnge _ 5 (—02),
MM
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el segundo momento de la funcién Q para una combinacién de estados coherentes
puede escribirse como

2J+1
M(z)(ca) = 47'('

NS f 40D % (26 D%y (%)
op

x FJ (1, Q) * (€1, Q).

Usando las propiedades de las matrices de rotacién puede encontrarse que

4r
[ 0 D000 200 = Tz

con lo cual podemos obtener finalmente una expresién para el segundo momento:

2J+1
M®(C,) = 55 INI* Z |Fa (6, 9)|°

Con esta tltima expresién podemos calcular también el segundo momento de la
funcién de Husimi para un estado coherente. Recordemos que el estado simétrico
puede representar también un estado coherente si consideramos {; = (2 y N(() =
1/2. Entonces calculemos el valor de )7, IF,;’,(Ql, )| para este caso.

Al considerar 6, = 02 v ¢1 = ¢, la funcién F se reduce a

Fl.(6,4:0,¢) = e“““""”(2di,’_w(—-e)

+2 ) (M, T M |2Jp) dh'l,_J(*G)d{m,—J(—ﬂ)) :

MM’
y usando el inverso de la serie de Clebsh-Gordan obtenemos
Frou(6,0:6,¢) = 400, (—9),

por lo que el segundo momento puede escribirse como

2J+1 1 . 2
n[(Z) . (ut+20)p 520 _
() = 4J +1 ; 16 I4€z g dizx,—z.l( 0)' .

Utilizando la forma de los coeficientes d, _; (3.2.1) se encuentra que

5 g5 et -of =1,

]
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por lo tanto, para un estado coherente el segundo momento de la funcién de Husimi
es

2J +1

MOG) = 4T +1

Para la combinacién de estados coherentes que se usan como funcién de prueba,
los valores de las variables son ¢; = ¢ = ¢, 0, = @ y 6 = 7w — 8, por lo que la
expresién para F es

F,l’(ea dm—0,0) = exPi("+2J)¢ (df.",’—z.l(—e) + di;’_w(—(w -0))

+ 23 (UM TM |20y y(~O)d s (—(m =),
MM

y utlizando nuevamente la ecuacién (3.2.1) podemos reescribir

FI8,¢;m—0,9) = €Wt 47 \% (1-cos6\ "7 (1 +cosf\ 7"
pE T 2J +p 2 2

4J 3 1+ cos# . 1 —cosf e
2J + 2 2
+ 2 (M, JM' |2Jp) (C.0.3)

MM
J4+M J=M

9 2J 2 1 —cos@ 5 1+cos@) 2
J+M 2 2
y 2J 2 1~ cosd = 1+4+cos@ =
J+ M 2 2 ’




Apéndice D
Programas de Mathematica

En los tres primeros casos se encontraron en el Capitulo 3 los puntos criticos
minimos en forma analitica para la parte semicldsica. De tal manera que inicamente
se tomaron las expresiones de los valores esperados de las observables como funciones
de los pardmetros correspondientes y se graficaron directamente en Mathematica.

Para el caso general la 6. debe encontrarse de forma numérica resolviendo la
ecuacién (4.4.1). Para esto se utiliza la siguiente rutina

hh{j_, a_, b_, c_, jx., jy_, jz_, \[Lambda)_] :=
ajz+b ((1-1/(2Q3)) jzr2+1/(2 j)) +
¢ jx + \[Lambda] (jx"2 + jy 2 + jz"2 - 1)

ff = Collect[
Expand[4 \[Lambda]~2 (b (1 - 1/(2 j)) + \[Lambdal)"2 -
a~2 \[Lambda] "2 - '
¢*2 (b (1 - 1/(2 j)) + \[Lambdal)~2], \[Lambdall;

jx[j_, a_, b_, c_, \[Lambdal_.l :
jzlj_, a_, b_, c_, \[Lambdal_] :

-¢/(2 \[Lambdal)
-a/(2 (b (1 - 1/(2 j)) + \[Lambdal))

ss = Solve[ff == 0, \[Lambdal];

Por tratarse de una ecuacién cudrtica se tienen cuatro soluciones, y para encontrar
los puntos criticos correspondientes a los minimos, debe escogerse la que minimice la
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energia. Ademds, se sabe que algunas de las soluciones pueden ser complejas y deben
eliminarse. El programa siguiente escoge las soluciones reales y de ellas aquella que
minimiza la energia, y de esta manera se encuentran los valores de los pardmetros
en los puntos criticos minimos de la superficie de energia.

O.

10;
a = 0.99;
min = -3;
max = 3;
dim = 51;

gtep = (max - min)/dim;
bb[kb_] := min + (kb - 1) step
cclkb_] := min + (kb - 1) step

mel = Table[If[
Chop[hh([j, a, bb{kb]l, cclkcl,
jx[j, a, bblkb]l, ceclkel,
ss[[1, 1, 211 /. {b = bblkbl, ¢ -> cclkcl}], O,
jzlj, a, bblkb], cclkel,
ssfl1, 1, 211 /. {b -> bblkbl, c -> cclkecl}],
ssE[1, 1, 211 /. {b -> bb{kbl, ¢ -> cc[kcl}]1] \[Element] Reals,
Chop[hh([j, a, bb[kb]l, cclkec],
jx[j, a, bblkbl, cclkel,
ss[[1, 1, 211 /. {b -> bblkb]l, ¢ -> cclkcl}], O,
jzlj, a, bblkb]l, cclkcl,
ss[[1, 1, 211 /. {b -> bblkb]l, c —> cclkcll}],
ssf[1, 1, 211 /. {b —> bb[kb], ¢ -> cclkc]}]], 100
], {kb, 1, dim + 1}, {ke¢, 1, dim + 1}]; '

me2 = Table[Yf[
Chop[bh[j, a, bbl(kbl, cclke],
jx{j, a, bblkbl, cclkel,
ss[[2, 1, 2}1 /. {b -> bblkb), ¢ -> cclkcl}], O,
jzlj, a, bblkbl, cclkel,
ss([2, 1, 211 /. {b > bblkb]l, ¢ -> cclkel}],
ssl[[2, 1, 211 /. {b -> bblkb], ¢ -> cclkcl}]] \[Element] Reals,
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Chopl
bh[j, a, bb[kbl, cclkel,
jx[j, a, bblkbl, cclkel,
ss[[2, 1, 211 /. {b -> bblkb]l, ¢ —> cclkel}], O,
jz(j, a, bblkbl, cclke],
ss[[2, 1, 21] /. {b -> bblkb]l, ¢ -> cclkel}],
ss[[2, 1, 211 /. {b -> bblkb]l, ¢ -> cclkel}]], 100
1, {kb, 1, dim + 1}, {kc, 1, dim + 1}];

me3 = Tablel[If[
Chop[hh([j, a, bb[kb]l, cclkc],
jx[j, a, bbkbl, cclkel,
ssl3, 1, 211 /. {b -> bblkbl, ¢ ~> cclkel}], O,
jz[j, a, bblkbl, cclkel,
ss[[3, 1, 217 /. {b -> bb[kb]l, ¢ -> cclkcl}],
ssl[3, 1, 211 /. {b -> bblkb], ¢ ~> cclkecl}]] \[Element] Reals,
Chop[hh[j, a, bblkb], cclkel,
jx[j, a, vblkbl, cclke],
ss[[3, 1, 211 /. {b -> bblkbl, ¢ -> cclkcl}], O,
jz[j, a, bblkbl, cclkel, :
ss[[3, 1, 211 /. {b -> bb[kbl, ¢ —> cclkcl}l,
ss[[3, 1, 211 /. {b -> bblkb], ¢ -> cclkec]}]], 100
3, {kb, 1, dim + 1}, {kc, 1, dim + 1}];

me4 = Table[If[
Chop[hh[j, a, bb[kbl, cclke],
jx[j, a, bb[kb], cclkcl,
ss[[4, 1, 211 /. {b -> bblkbl, ¢ -> cclkcl}], O,
jz[j, a, bblkbl, cclkel,
ssl[4, 1, 211 /. {b -> bblkbl, ¢ -> cclkcl}l,
ss[[4, 1, 21] /. {b -> bb[kdb), ¢ > cclkec]}]] \[Element] Reals,
Chop[hh[j, a, bblkbl, cclke],
jx[j, a, bblkbl, cclkel,
ss[[4, 1, 211 /. {b = bb[kb], ¢ -> cclkc]}], O,
jz[j, a, bblkb], cclkel,
ss[[4, 1, 211 /. {b - bblkbl, ¢ —> cclkcl}],
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ssll4, 1, 211 /. {b -> bblkb], ¢ -> cclkcl}]], 100
1, {xb, 1, dim + 1}, {kc, 1, dim + 1}];

posmin[kb_, kc_, mel_, me2_, me3_, me4_] := Module[{tmpl, tmp2},
tmpl = {me1[[kb, kc]], me2[[kb, kcll, me3([[kb, kcl],
me4 [[kb, ke¢]l)};
tmp2 = Min[mei[[kb, kc]], me2[[kb, kc]], me3[[kb, kcll,
med [[kb, kcll];
Position[tmpl, tmp2][[1, 11]
]

posmint =
Table[posmin(kb, kc, mel, me2, me3, med],
{kb, 1, dim + 1}, {kc, 1, dim + 1}];

jzmin = Table[
Chop(jz[j, a, bblkb], ccike],
ss[[posmint [[kb, kel), 1, 2]] /. {b -> bblkbl, ¢ -> cclkc]l}]]
., {kb, 1, dim + 1}, {kc, 1, dim + 1}];

thetac = Table[
ArcCos[-jzmin[[kb, kc]l], {kb, 1, dim + 1}, {kc¢, 1, dim + 1}];

Los valores obtenidos de 6, se utilizan en las expresiones clasicas de los valores
esperados de las observables dando el valor esperado correspondiente en la aproxi-
macién semicldsica.

Para el caso cudntico, se constuye primero la matriz Hamiltoniana. Sin embargo,
debe recordarse que se usaron dos bases diferentes, la de estados de Dicke y la base
con simetria definida.

Hamiltoniano en la base de estados de Dicke

MEJp[j_., m2_, mi_] := (KroneckerDelta[m2, mi + 1}
Sqrt[(j - m1) (j + m1 + 1)])
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Jplj_] := Table[MEJp[j, m1, m2], {m1, j, -j, -1}, {m2, j, -j, -1}
Jx(j_] := 1/2 (JIp[jl + TransposelJp[jl11)
Jy[i_] := 1/(2 \[ImaginaryIl) (Jp[j]l - Tramspose[Jp[jll)

MEJz{j., m2_, m1_] := (KroneckerDelta[m2, mi] m1)
Jz[j_] := Table[MEJz[j, m2, m1], {m1, j, -j, -1}, {m2, j, -j, -1}
Jz2[j_1 := Jz[j].Jz(j]

ham(j_, a., b_, c.] := a/j Jz[j] + b/j~2 Jz[j1.3z[j] + ¢/j JIx(j]

Las expresiones MEJi son los elementos de matriz del operador Jien la base de
estados de Dicke mientras que .Ji es la forma matricial del operador, con Jp=J,;y
ham en la matriz Hamiltoniana. Esta matriz se utilizé en los casos a # 0, b=0y
c=0.

Hamiltoniano en la base de simetria definida

En el caso a = 0 se requiere de base de simetria definida. Debe recordarse que
esta base tiene dos partes, una para los estados de proyeccién de momento angular
par y otra para los de proyeccién impar y esto rompe la matriz Hamiltoniana en dos
bloques independientes.

MEJz2alj_, m2_, m1_] := 1 + KroneckerDelta[0, m2]))
(KroneckerDelta[m2, mi]
+ KroneckerDelta[m2, -mi])

MEJxalj_, m2_, m1.] := 1/(2 \[Sqrt] ((1 + KroneckerDeltal0, m1])
(1 + KroneckerDeltaf0, m2])))
(Sqrtl(j - m1) (j +ml + 1)]
KroneckerDelta[m2, ml + 1]
+ KroneckerDelta[m2, -m1 -~ 11)
+ Sqrt{(j + m1) (j - mt + 1)]
(KroneckerDelta[m2, mi - 1]
+ KroneckerDeltalm2, -m1 + 1]) )
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MEJz2b[j_, m2_, mi_] := mi1"2 KroneckerDelta[m2, mi]

MEJxb{j_, m2_, m1] := 1/2 Sqrtl(j - m1) (j + m1 + 1)]
KroneckerDelta[m2, ml + 1]

+1/2 8qrtl(j + m1) (j - m1 + 1]

KroneckerDelta[m2, m1 - 1]

Jz2alj_] := Table[MEH1a[j, m2, m1], {m1, j, 0, -1}, {m2, j, 0, -1}]
Jxa{j_] := Table[MEH2a(j, m2, m1], {mi, j, 0, -1}, {m2, j, 0, -1}]

Jz2b{j_1 := Table[MEH1b[j, n2, m1], {m1, j, 1, -1}, {m2, j, 1, -1}]
Jxb[j.] := Table[MEH2b[j, m2, m1], {m1, j, 1, -1}, {m2, j, 1, -1}]

3

Halj_, b_, c_] :=b/j~2 Jz2al[j]l + c/j Jxalj]

Hblj_, b_, c_] :=b/j~2 Jz2b[j] + <c/j Jxbl[j]l m1~2

Nuevamente MEJi denota los elementos de matriz en esta base y Ji las matrices
del momento angular. Ha denota la matriz Hamiltoniana que corresponde a la base
par y Hb a la impar.

Para encontrar el estado base del sistema, para la base de estados de Dicke, se
usa la siguiente rutina:

estadobase[j_, a_, b_, c_, n_] :=

Module[{eigval, eigvec, ordeigval, vectorl, vector},

{eigval, eigvec} = Eigensystem[N[H[j, a, b, c11];

ordeigval = Sort[eigvall;

vectorl = eigvec[[Position[eigval, ordeigvall[n]11[[1, 1111];
vector = vectorl/Norm[vectori]

]

Descripcion:
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Los eigenestados y eigenvectores de la matriz Hamiltoniana H[j,a,b,c] se encuen-
tran con la subrutina Eigensystem de Mathematica. Conociendo los eigenvalores se
puede crear una lista ordenada de éstos por medio de la subrutina Sort, de tal man-
era que el primer elemento de la lista corresponde a la energia minima, es decir, a
la energia del estado base. El siguiente elemento da la energia del primer estado ex-
citado y asi sucesivamente. Posteriormente se determina el eigenvector cuya energia
correspondiente es la n-ésima en las lista ordenada de eigenvalores. Entonces, para
el estado base el valor de n debe ser uno. Finalmente, se da como salida el vector
normalizado.

Cuando se trabaja en la base de simetria definida la rutina que encuentra el estado
base es la siguiente:

estadobase[j_, b., c_, n_] :=
Module[{eigvala, eigveca, ‘ordeigvala, eigvalb, eigvecb, ordeigvalb,
temp},

{eigvala, eigveca} = Eigensystem[N[Ha[j, b, cl1];
ordeigvala = Sort[eigvalal;
{eigvalb, eigvecb} = Eigensystem[N[Hb[j, b, clI];
ordeigvalb = Sortleigvalb];
vectoral = eigvecal[[Position[eigvala, ordeigvalalln]]][[1, 11111;
vectora = vectoral/Norm[vectorall;
vectorbl = eigvecb[[Position(eigvalb, ordeigvalb[[nl11({1, 11111;
vectorb = vectorbl/Norm[vectorbl];
temp = {{ordeigvalal[[n]], ordeigvalb[[n]]}, {vectora, vectorbl}};
emin = Min[temp[[1i, 111, templl1, 2111;
vector = temp[[2, Position[temp, emin] [[1, 2]111]
]

Como en este caso, la matriz Hamiltoniana se rompe en dos bloques independi-
entes, para encontrar el estado base del sistema total se comparan las energias de
ambos estados base para determinar cudl es el estado de minima energia.

Con el estado base del sistema se calculan los valores esperados de los operadores.
Para est debe encontrarse primero la forma matricial del operador en la base en la
que se estd trabajando. Para los operadores Js Jo ¥ J2 ya se han encontrado las
formas matriciales correspondientes a cada base. A continuacién, se muestra cémo
se grafica el valor esperado de un operador arbitrario 0.

Si 0[] es la forma matricial del operador O en la base elegida, entonces su valor
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esperado en un estado, estd dado por:

valO[j_, estado_] := estado.0[j].estado

donde estado representa una funcién de onda, por ejemplo, la del estado base.

j = 10;

bmin = -2;
bmax = 2;
dimb = 71;

bstep = (bmax - bmin)/dimb ;

cmin = ~2;
cmax = 2;
dimc = 81;

cstep = (cmax - cmin)/dimc ;

TvalO =
Table[valO[j,
estado[j, bmin + (nb - 1) bstep, cmin + (nc ~ 1) cstepl], {nc,
1, dimc + 1}, {ab, 1, dimb + 1}];

Este cédigo crea una tabla de 71 x 81 valores esperados de O en funcién de los
parametros b y c. Finalmente para graficar estos resultados se utiliza el siguiente
codigo .

grafi = ListPlot3D[Ivall,
ColorFunction -> Function{{x, y, 2z}, Huel0.7 zl],
DataRange —> {{-2, 2}, {-2, 2}},
AxesLabel —> {"\!\(\*
StyleBox[\"b\",\nFontSize->141\)\!\ (\*
StyleBox[\" \",\nFontSize->14]\)*, * VIV *
StyleBox[\"c\",\nFontSize->141\)",
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"\ 1\ (\#FractionBox [SubscriptBox[\"J\", \"z\"], \"J\"I\) "},
BaseStyle -> {FontFamily -> "Helvetica", FontSize -> 14}]

que produce como salida una grafica tridimensional con un cédigo de colores tal que
el rojo corresponde al valor mimino y el azul al valér maximo.
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