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Resurnen

Mucho tiempo a¡rtes de eue cualquier realización ercperimental fuera posible, A.
Einstein y S. Bose predijeron que cuando un gas diluido de ritomos bosónicos es
enfriado por debajo de una temperatura crítica, una fracción grande de estos átomos
se conden$a en el estado cu¡intico mris bajo [1, 2J. A esta temperatura, loe bosones
sufren una transición de fase curíntica y se convierten en lo que comúnmente se
conoce como Cond,ensailo de Bose-Einstein (BEC): una nube coherente en la cual
todos los átomos ocupan el estado base en forma macroscópica. Este comportamiento
es un& consecuencia directa de la estadística cuántica, ee decir, cuando la longitud
de onda térmica (longitud de onda de De Broglie) de las partículas es comparable a
su separación, entonces su indistinguibilidad se vuelve crucial-

Aunque ya, se habían obserrmdo CondenÉados de Bos+Einstein en sistemas su-
perfluidos y superconductores [3, 4], su producción experimental con gases atómicos
diluidos no se había logrado. Las tecnica^s necesarias para realizar tal hazaña han
sido desanolladas sólo en años recientes, y no fue sino hasta 1995 que M. H. An-
derton, J. R. Ensher, M. R. Matthews, C. E. Wiemarr y E. A.Cornell [5], haciendo
uso de un gas diluido de ótomoe de rubidio y trampas magnet+ópticas, lograron
observar Condensados de Bos+Einstein en dicho tipo de sistema^s por primer& vez.
Casi simultáneamente, K. B. Dalvis, M. O. Mewes, M. R. Andrews, N. J. r¡an Druten,
D. S. Durfee, D. M. Kurn y W. Ketterle [6] obserraron el mismo fenómeno usando
un gas diluido de átomos de sodio. Esto marcó un punto de referencia en la historia
de la fisica experimental, y desde entonces varios sistema^s han sido utilizados para

estudiar Condensados de Bose.Einstein y sus propiedades de coherencia. En 1996,
C.J. Myatt, E. A. Burt, R. W. Ghrist, E. A. Cornell y C. E. Wieman [7] al traslapar
dos Condensados de Bos+Einstein produjeron el primer condensado de dos modos.
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¿.VI

En este trabajo se utiliza un modelo simple en segunda cuantización que describe
un condensado de Bos+Einstein de dm modos [a]. Eiste modelo se reescribe en térmi*
nos de los generadores de un rílgebra SU(2) [9], y por medio del formalismo de estndos
coherentes [10J V de la teoría de catástrofes [flJ se encuentran Ia$ transiciones de fase
cuánticas y se investiga la relación entre éstas y loe puntos de bifurcanión del mo
delo semiclásico correspondiente [12, 13, 14J. Para ello, se calcula el r¡alor esperado
del Hamiltoniano con respecto a loe estados coherentes y se encuentran los puntoe
críticos que lo minimizan. Posteriormente, haciendo el an¡ílisis de la matriz Hessiana.
se encuentran la.s regiones de estabilidad del sistema, las cuales est¡ín determinadas
por la separatriz en el espacio de parámetros. Ademris, en este espacio se han estu-
diado las siguientes observables: energía mínima, cocienteg de diferencias de energía,
composición de la función de onda del estado base, vnlores esperados de loe opers-
dores de momento angular y sus cuadrados, distribución de Husimi y su segundo
momento, coeficientes de compresión y la entropía de enredamiento para dos parti-
ciones diferentes. Se muestra que el comportamiento de las observables mencionadas
se vuelve crítico a lo largo de la separatriz, siendo cualitatir¡amente similar en cada
una de las regiones fuera de ella.

Los objetivos principales son los siguientes:

l. Mostrar que la teoría de catr{strofes junto con el formalismo de mtados c+
herentes son útiles para encontrar las transiciones de fase y propiedades de
estebilidad de modelos escrito$ en términos de los generadores de un ágebra
SU(Z)- En particular para la descripción de un condensado de BosaEinstein
de dos modos.

2. Estudiar el comportamiento de diferentes observa.bles en las regiones de esta-
bilidad del modelo, entre las que destacan la población relativa, los coeficientes
de compresión y la distribución de probabilidad de ocupación relatir¡a.

3' Determinar las correlaciones sxistdntes entre la entropía de enredamiento (en
dm diferentes particiones), el comportamiento de la función de Husimi v su
segundo momento con la^s transiciones de fase.

J

.l-
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Capítulo 1

Introduccion

En este capítulo se discutirán los conceptos fundamentales que permitirr{n entender el
sistema que se estudia, seguir el desarrollo de este trabajo y entender la interpretación
de los resultados encontrados. Las secciones sobre las transiciones de faee- sistemas
de qubits interactuantes y condensados de Bos+Einstein están basadas en el trabajo
de Sadchev [tS]. La tercera sección present* una breve discusión de la teoría de
catástrofes [11].

Transiciones de fase cuánticas

El concepto de fase proviene de la Termodinómica y la Ffsica Estadística y se
define como un estado homogéneo del sistema en estudio. Por lo tanto, una transi-
ción de fase corresponde al paso entre dos estados homogéneos diferentes del sistema.
En la vida cotidiana presencianros a menudo transiciones de fase cuyo ejemplo más
común es el del a,gue que a temperatura ambiente y condiciones normales de presión

es un llquido, pero si la temperatura a,ument& hasta rebasar los 100 oC se transfor-
ma, en vá,por, un gas, mientras que si la temperatwa disminuye por debajo de los
0 oC se transformará en hielo, un sólido. Este tipo de fenómenos son tan familiares
para nosotros que casi nunca pensa,mos que se trata de procesos complicados cuya
descripción teorica sólo pudo ser desarrollada hasta mediadm del siglo veinte.

Las transiciones de fase pueden explicarse por el equilibrio existente entre la +
nergía interna y la entropía del sistema. Segrln la termodinámica, los sistemas en
equilibrio térmico buscan minimizar la energfa libre F - E - T,S, donde T es la
temperatura. La energfa interna está determinada por las interacciones entre las
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Capftulo I Introducción

moléculas mientra-s que la entropía es proporcional al logaritmo del número de arre-
glos microscópicos posibles de las moléculas pa,r& una, energía y un volumen dados.

En el caso del agua es claxo que la entropfa es mayor cuando es un líquido mientras
que es minima en el estado sólido cua,ndo se tiene un aneglo cristalino que minimiza
la energfa, por lo tanto, cuando ? es pequeña F es mínima en el estado sólido
mientras que cuando la temperatur& crece, Ias contribuciones de la entropfa son más
significatiras y la energfa libre F se minimiza en el estado líquido. Las energfas libree
del agua líquida y solida $e cruzan cuando T: 0 oC, la temperatura a la cual ocurre
la transición de fase.

Dependiendo de las condiciones experimentales, las transiciones de fa^se pueden
ser de diferentes tipos. Por ejemplo, si tenemos a.gua a una presión constente de una
atmósfera y elevamos la temperatura, al cruza"r la curr¡a de coexistencia la densidad
del sietema cambia brusca¡nente de 1 gl*' (la densidad del agua) a 0.001 g/crnT (la
densidad del vapor). Este proceso describe una transición de fase de primer orden,
pues la densidad, que es la primera derivada del poten'cial termodinámico, presen-
ta una discontinuidad. Sin embargo, si ahora cambiamoe presión y temperatura de
m&nera que el sistema perma.nezca todo el tiempo sobre la curva de coexistencia,
durante todo el proceeo el sistem¿ eetó formado por dos fa.ses hasta que se llega al
extremo de la curr¡a de coexistencia (punto crftico) donde el sistema se transforma en
una sola fase. Este tipo de trarrsiciones de fase ae conoce como tr&nsiciones de segun-
do orden porque en este caso la densidad del sistema varía de maner& continua, siu
embargo, la segunda derir¡ada del potencial termodinrí,mico, el coeficiente de expan-
sión térmica, presenta discontinuidad. Por lo tanto, el orden de la transición de fase
está determinado por el orden de la primera derivada del potencial termodinámico
que presenta discontinuidad en la temperatura de transición. Esta clasificación de
las transiciones de fase es conocida como clasificación de Ehrenfest.

I,os fenómenos gue se ha.n descrito hasta ahora corresponden a las transiciones de
fase conocidas en general como térmicas, que se producen debido a la importancia
que adquire la entropía en determina¡ la fase de un sistema cua¡rdo lo temperatura
se incrementa. Sin embargo, las transiciones de fase ocurren en la naturaleza en
une gralr variedad de sistemas y bajo un aurplio rango de condiciones. Por ejemplo,
la transición del hierro de paramagnético a ferromagnético ocurre alrededor de los
1.000 K, la trar¡sición del helio lfquido a un superfluido a 2.2 K y la condensación
de Bose-Einstein a 10-7 K. Es decir, las transiciones de fase son un fenómeno muv
gene.ral, asociado con las propiedades brísicas de los sistema^s de muchos cuerpos.

En este trabajo estaimos interesados en las transiciones de fase cuánticas que son
de un tipo muy diferente a las térmicas. Tales transiciones ocurren a temperatura

t

T

,{.-
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1.1 Tbansiciones de fase cuánticas

de cero absoluto T : 0 K, donde la termodind'mica nos dice que el sistema debe
encontrarse en el estado de mínima energía. Por ejemplo, en el caso del agua puede
suponerse que existe un arreglo c¡istalino que minimiza la interacción molecular y
por tanto todas las moléculas permanecen en su sitio comespondiente de Ia red, pero

entonces no pa,recerfa haber la posibilidad de una tra¡rsición de fase en este estado.
Sin embargo, este modelo no es compatible con las leyes de la meciinica cu¡intica
pues viola el principio de incertidumbre de Heisenberg, de manera que determinar
el estado base del sistema es una tarea delicada pues deben optimizarse la.s energías
cinética y potencial de manera que se mantenga la consistencia con el principio de
incertidumbre lo cual implica que, al menos en priucipio, mrás de una fase es posible
aún s 7 : 0 K y las tra.nsiciones entre éstas son necesa,riamente transiciones de fa.se
cuánticas.

La diferencia básica entre estas transiciones de fase y las térmicas eB que la ma-
ximización de la entropía requerida cuando ? > 0 K ha sido ahora remplaaada por
las fluctuaciones cuánticas requeridas por el principio de incertidumbre.

Aunque pareciera que estas transiciones de fase son sólo abstracciones teorica"s sin
ninguna aplicación prríctica debido a la dificultad que presenta enfriar un sistema
cerca del cero abeoluto, en las últimas decadas se ha mosttado que estas transiciones
dejan huellas características en las propiedades físicas de loe materiales cuando f > 0
K y que podrían ser visibles arln a temperatura ambiente, por lo tanto, si se quiere
un entendimiento completo de las propiedades física^s de algunos materiales deben
considerarse las relaciones de las fases cuando ? > 0 K con los diferentes estados
base y las correspondientes transiciones cuánticas.

1.1.1. Sistemas de qubits interactuantes

Consideremos un sistema cudntico sencillo, un conjunto de qubits interactuando.
Un qubit es el grado de libertad cuántico más simple, consiste de un sistema que sólo
puede encontrarse en dos estados cuánticos que se denotan como lf) y lJ), siendo el
ejemplo clásico de un qubit los estados de espín de un electrón. Según el principio de
superposición de la mecánica cuántica el estsdo más general de un qubit está dado
por

l ü )  : a l T ) + p l l ) , (  1 . 1 . 1 )

donde a y B son números complejos arbitrarios tales que lolt+l,6lt : 1. De particular
interés son las combinacioiles en las cualeg a= F: l/fr y a = *P * Llrfiy que

3
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4 Capitulo I Introducción

denotaremoe como

(1.r.2)

es decir, la probabilidad de encontra¡ al eistema en uno de sus dos estados posibles ee
la misma. Hstos estadoe tienen la propiedad de tener momento magnético apuntando
en Ia dirección pocitirra del eje r en el primer caao y en la dirección negativa para
el segundo caso; e su veu estos do.s nuevoe estados pueden usar$e como base para
expressr el estado de un sistema de dos nir¡eles o qubit. Por lo tanto, el estado lü)
puede verse como un estado que fluctúa entre los estados a¡riba y abajo o como un
estado que fluctúa entre los estados derecha l*) u izquierda l-).
' 

El acoplamiento entre los qubits del sistema se describe por medio de un Ha,mil-
toniano que es la representación cuóntica de la energfu por lo que debe consta.r de
dos términos, uno correspondiente a la energía cinética y uno a la energfa potencial,
de manera andloga a lo que ocurre en el caso térmico; sin embargo, debe recorda¡se
gue en este ca,so ? : 0 K, por lo tanto, lo que nos interesa es encontrar el estado de
energía mrÁs bajo.

El Hamiltoniano más simple para este sistema corresponde a

H :  H o * g  H * , (1 .1.3)

donde g es un parámetro adimensional que podemos ajustar para llevar los qubits
a través de la transibión de fase cuóntice y que juega un papel similar al de la tem-
peratura en el caso de la energía libre. Si consideramos como base la representación
cotr proyección del momento angula.r bien definida en la dirección s (lT), lJ)), *tt-
tonces el término 11" puede pensaxse como unñ energfa potencial que determina
la configuración del momento magnético en la dirección e que minimiza la energfa
mientras que el tt4rmino fI" representarfa uua energía cinética cuya forma es muy
sencilla debido n que cada qubit sólo tiene dos estados poeibles por lo que el único
"movimiento"poeible es girar (flip) entre loe estsdos a,rdba y abajo y'es Il" el que
introduce este giro o tunelaje entre los doe estsdos. Una caxflcterística fundamental
de este Ha,miltoniano es que los papeles entre la energía cinética y la potencial se in-
tercambian si ca,mbiamos a la base {l+) ,l*)}, sin embargo, existe un único estado
base que tiene ambas interpretaciones.

El término 11o surge de la interanión dipolar entre los qubits. Cada momento
magnético M" produce un cf,Inpo dipola"t magnético y este campo tiende a alinear a
los otros momentos magnéticos de forma paralela a é1. Estas interacciones dipolares

l-) : fr rru + lr)), l*) : hflT)- [)),

I

"(,
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1.1 Tfa¡rsiciones de fase cuánticas

son optimizadas por un arreglo ferromagnético de los M", ee decir, el estado base es

l1I) = ... |T)j, lT)r." lT)j, lt)r¡ lT)¡"... ,
o

lJ,) = "'l l)j, l l)r,, lJ)¡, l l)r¡ l l)¡"... ,

donde las etiquetas 7i correeponden a cada uno de los qubiLs. La elección de ff|) o l.l|)
depende de las condiciones experimentales externa.s, aquí se considerará como eetado
base llt)' Entonces en el casoen que g << I éste es el estado base y no es perturbado
por tunelaje entre los estados, es decir, en este coso no se presentan traÍrsiciones
de fase' Cuando g }} 1 el estado estó determinado enteramente por la optimización
del tunelaje y esto ocurre cuando se tiene la misma probabilidad de encontrarse en
el estado arriba o abajo. Puede escogerse una fase a¡bitraria en nuestra definición
de los estadoe de los qubit'r de modo que el tunelaje sea preferente hacia el estado
derecha l-+), para toda j, de esta manera. un tunelaje grande hará que todos los
qubits apunten en la dirección derecha. Esto sugiere una implementación prrictica
para rrariar el r¡alor de g apücando un campo magnético en la dirección tra¡rsr¡ersal
al eje Z. Asl, cuando se tiene g - oo es claxo que el estado base de .É1 debe ser uD
producto de estados derechm

l+) ='..1-)¡, l-)¡, l*)¡, l*)¡o l-)r; . . .  ; (1 .1.4)

es muy importante notar que este estado no puede escribirse como un& combinación
lineal d* ltl) y l{l), es decir,

l+ )#*r r r l+ t { r ) ) ,
y 4

y es justa^rnente esta propiedad la que permite la aparición de transiciones de fase
cuánticas no triviales.

Entoncee, cuando g < I el estado base del sistema de qubits corresponde a li})
cuya propiedad mrás importante es que el valor esperado de la proyección del m+
mento angular a lo largo del eje Z , (Mrl, es diferente de cero. Se esperaría que (M")
evolucionara como una función continua del parrimetro g. Sin embargo, cuando g
es muy grande, pero finito, el estado base corresponde a l=+) cuyo valor esperado
de M* es estrictamente cero y que es imposible conectür de manera suave con lJf),
por lo tanto, debe existir una singularidad al menos para una g: g" donde el vJár
esperado de Mo se anula por primera vez. Es exactamente este punto donde ocurre la

l

Neevia docConverter 5.1



6 Capftulo I Introducción

trnnsición de fase cuÉntica. Para el cf,r¡o que estanlos considerando, es el punto donde

desaparece el cumporta"uriento ferrom+gnético y se llega a un estado paramagnético,

En un sentido realista, el eetado base del sistema de muchos qubits parfl I { g" es

similar y está suavemente conectado el estado l{f) mientras que pa,ra I } 9" existe

también un& correspondencia similar con el estado l+). Unicamente en I : 9c 8€

obtiene un estsdo "crítico", en un complejo y enredado a,rreglo de los qubits.

1.1.,2, Condensados de Bose-Einstein

En 1924 Satyendra Nath Bose escribió a Einstein pidiendo su ayuda par¿ la publi-

cación de un artfculo en el que mostraba que la ley de distribución de Planck po,ta los

fotones podía derir¡arse de primeros principios [l]. Con base en estas ideas, Einstein

predijo que en un sistema de partículas que obedecen la estadústica de Bose y cuyo

número total se conservi&, debería existir una temperatura por debajo de la cual una

fracción de las partículas se 'tondensa'' en el mismo estado [2]. Este fenómeuo es

conocido como condensación de BostEinstein.

A temperatura ambiente, un ga.T está formado de partículas que se desplaaan

rápidamente y que pueden visualizarse como bolas de billar cl¡ísica^s que colisionarr

ocasionalmente entre ellas y con las paredes del recipiente que las contiene. Cuan-

do la temperatura decrece, loe ótomos disminuyen su velocidad y sus características

curínticas se vuelven más significativas. Como sabemos cada átomo con energía térmi-

ca promedi o knT puede repreaentarse como una onda cuya longitud de onda se define

como As : ((2nh\2/maksT)'/'; entonces es claro que cuando la temperatura dis-

minuye la longitud de ouda aumenta. Esto tiene consecuetrcias dramáticae cuando el

r¡alor de la longitud se onda se vuelve comparable con Ia separación promedio entre

las partículas (d oc p-L/3)" Entonces podemoe pensar a los ótomos ocupando estados

cuánticos especÍficos que se extienden a largo de todo el volumen del contenedor. Si

las partículas que conforman el gas son bosones, un número arbitra¡io de ellas puede

ocupax cualquier estado- Cuando la energía es suficieutemente pequeña todas la,s

partículas tienden a ocupax su estado base, que por tratarse de partículas indistin-

guibles es el mismo para todas ellas, formando así un condeneado de BoseEinstein
(BEC). En la Fig.l.l se muestra la distribución de velocidades caracterfstica de un

condensado de Bos+Einstein.

Así cua¡ldo un conjunto de boeones es enfriado a un& temperatura por debajo de

la temperatura crftica todas las partículas alcarrzarán el mismo estedo y formarán un

BEC, esto es cierto aún si existen fuertes interacciones repulsirras entre las partículas

que forman el condenssdo, lo cual disminuye el número de partfculas en el condensado

¡

L
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1.1 Tfansiciones de f¿rse cuánticas

Figura 1.1: Distribución de velocidad de los átotnos de rubidio (Rb), después de que son
liberados de una trampa ír rnuy baja ternperatura [5]. La gráfica de la izquierda corresponde
a T= 400 nK, la centr¿l a '-f: 200 nK y la derecha a'f: 50 nK. El pico que presentan las
dos últimas corresponde a velocidad cel'o y es característico de un BEC.

pero no lo aniquila por completo y de esta manera todo el sistema permanece como un

superfluido perfecto. Surge entonces la pregunta; ¿es posible encontrar transiciones
de fase en este sistema que pareciera tan estable?

La clave de la foruración de un condensado de Bose-Einstein es que algunos de
los átomos son libres de moverse a lo largo de todo el sistema en el mismo estado
cuántico. Esto sugiere c¡ue si fuera posible interrumpir el movimiento de los átomos
por un conjunto de barreras microscópicas sería posible destruir el estado superfluido
del condensado y alcanzar rrn nuevo estado base. La implementación de esta idea ha

sido posible en años recierrtes aplicando un potencial periódico de barreras dentro de
la trampa en la cual se forma el condensado. Se cortforma de un arreglo de sitios en
los cuales las pa,rtículas disurinuyen su energía potencial y tienen que ir por encima
de una bárrera para noverse entre estos sitios. En la Fig.1.2 se muestra un modelo
de estas redes.

Cuando el potencial es débil, se observa un pequeño pero significativo cambio
en el estado del sisterna, al uredir la distribución de velocidades de uno de estos
sistemas se encontró la distribución mostrada en la Fig.l.3. Puede observarse que

existe un gran pico cerca de la velocidad cero, de igual manera que en la distribución
de velocid¡rdes pala el corrdensado; Fig.l .1 , sin embargo, existen otros picos alrededor
de éste, mostrando que la red actúa como una rejilla de difracción. Es decir, la forma
del conclensado se ha ajustado a la forma del potencial periódico pero aparte de eso
el condensado rnantiene su integridad.

Supongarnos que los átomos sólo pueden ocupar un estado cuántico en cada míni-
mo del potencial (sitio), lo cual es de hecho unit, muy buena aproximación a la
realidad. Si el átorno n ocupa el j-ésimo sitio del potencial denotaremos este estado
como l7)". Entonces cada partícula del condensado ocupará exactamente el mismo
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Figura I".2: Simulación de una red óptica. Hstas redes son formada,$ por la interferencia
de haces láser viajando en direcciones opuestas. El potencial periódico resultante puede
usarse para atrapar átomos como se muestra. Figura tomada de www.physics.umd.edu.

W W
Figura 1.3¡ En (a) el BEC se halla en un estado superfluido, los átomos que lo forman
pueden ser descritos como una onda macroscópica. Cuando este condensado es liberado
del potencial aparecen patrones de interferencia debido a la coherencia de fase entre las
funciones de onda ¿tómicas en diferentes sitios de la red óptica. En este ca.ro, la fase de la
onda marroscópica está bien definida pero el número de átomos en cada sitio fluctúa. En
(b) se presenta el otro caso límite, esto es un potencial periódico muy fuerte que produce
un aislante. En este caso cada sitio de la red tiene un número de átomos fijo pero la fase
es incierta, por ello no puede obserr¿arse interferencia cuando las partfculas son liberadas
del potencial [16].
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estado que será una superposición de los estados en cada pozo. El estado final puede

escribirse como el producto tensorial de los estados posibles en cada pozo que pueden

ocupax los átomos

lBEc) x ( lr ' ) ,  + lr ' ) ,  + l je),  " ' )e ( l r ' ) ,  +l jz)z + Ue)z
a ( lrr)r  + Uz)s + Ue)r " ' )  "  '  .

Al expandir estos productos puede observarse que el número de partículas en cada
sitio fluctúa considerablemente, esto quiere decir que las partículaa son capaces de
fluir a través del sistema con facilidad. Este comportamiento es la clave de la su-
perfluidez del condensado. Sin embargo, si la intensidad del potencial periódico se

incrementa (Fig.1.3) existe un r¡alor tal que hay una transición de fase cuántica des-

pués de la cual la superfluidez desaparece, pues el tunelaje entre mínimos cercanos
se suprime. Esto combinado con las interacciones repulsivas entre las partículas en el

mismo pozo de potencial suprime fuertemente las fluctuaciones en el estado cu¿íntico.

Un estado ideal sin fluctuaciones, es aquél en el que cada sitio 3i tiene exactamente
una de las partículas en todos los términos y se escribe como

11) o( lr') ' l jr)r Us)r "'+ lrr)r l jz)s lla)r "'
+ lrr)r l jr)t lri)r "'+ lrr)z lr'r)r Ur)' "'

+ lr ' )s l j ' ) ,  l js),  " '+ Ur)e lr ' r) t  U') '  " '  ;

de hecho cualquiera de estos términos es suficiente para describir Ia configuración de
las partículas en el estado base pues las partículas son indistinguibles. Debe notarse
que cada término en l1) está presente en IBEC) la diferencia radica en los estados
que representan las fluctuaciones. La desaparición de las fluctuaciones implica que

las partículas son completamente incapaces de moverse eil el sistema, es decir, el
sistema se ha convertido en un aisla¡rte y la transición de fase es entre un superfluido
y un aislante.

En este trabajo se realiza un estudio similar al mostrado en este capítulo para un

condensado de Bose*Einstein de dos modos, cuyo Hamiltoniano es función de tres
parámetros que dependen de las características de las partícula,s que conforman el
sistema. Sin embargo, se irá mrís allá buscando las relaciones que pueden tener estas
transiciones de fase con otras observables del sistema aparte de la ya mencionada
con la energía del sistema.
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L.2, Teoría de catástrofes

La teoría de catástrofes constituye una. muy buena herramienta, para el estudio
de las transiciones de fase, pues describe y clasifica los sistemas donde un pequeño
cambio en los parámetros provoca cambios cualitativos significativoe en el compor-
tamiento del sistema. En general, la teoría de catiistrofes puede usa,rse para clasificar
cómo se modifican los puntos críticos estables cuando se vaxían los parámetros.

A continuación se explicarán algunos de los conceptos básicos así como el fun-
cionamiento general de la teoría de catástrofes.

Una superficie de energía o familia de superficies de energía es una función que
depende de dos conjuntos, uno de variables y otro de parámetros esenciales, esto es,
no redundantes. Estas funciones generalmente tienen tres tipos de puntos. Aquelloe
puntos para los cuales el gradiente de la superficie de energía es diferente de cero se
cotrocen como puntos regulares, y de ellos ionsiste la mayor parte de los puntos de
la superficie. Los puntos para los que el gradiente vale cero son los puntos crÍticoe y
estos pueden ser de dos clases, los llamados aislados o de Morse y los degenerados
o neMorse. Para los puntos aislados el determinante de la matriz Hessiana de la
función es diferente de cero y entonces el teorema de Morse garantiza la estabilidad
estructural de las funciones de tal modo que perturbaciones producen únicamente
cambios pequeños en la función, es decir, se preserva el tipo de los puntos criticos.
Además, en estos puntos aislados, las superficies de energía pueden describirse local-
mente en términos de una función cuadrática, también llamada forma de Morse.

En un punto crítico degenerado la matriz Hessiana posee más de uno de sus
eigenvalores iguales ñ cero, entonces por el lema de Thom, se tiene que en la vecindad
de tal punto la función puede ser descrita como una suma de una forma cuadrática,
definiendo el subespacio no-degenerado, y una parte degenerada que contiene el punto
y que depende de las r¿ariables asociadas con los eigenvalores cero del Hessiano.
De acuerdo al teorema de clasificación de cat¡ístrofes de Thom, la parte degenera-
da,'puede representarse por una forma canónica llamada función cat¡ístrofe. &ta
función es la suma de un germen dependiente del número de eigenvalores cero, y
una perturbación universal que elimina la degeneración del punto crítico y hace a
la superficie de energía estructuralmente estable. El comportamiento de la función
de estado cerca del punto degenerado puede encontrarse estudiando únicamente esta
segunda componente.

Cuando se tiene una familia de funciones pera la que la mayoría de los puntos del
eepacio de parámetros son de la forma de Morse, son los puntos críticos degenerados

"|.
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los que organizan las propiedades globales de la familia, es decir, dividen el espacio

de parámetros en regiones donde las.funciones presentan un comportamiento simi-

lar. Los puntos del espacio de parórnetros que corresponden a puntos degenerados

constituyen los conjuntos de bifurcación.

L.2.1. Una aplicación sencilla

Consideremos una función, dependiente de un pariimetro ó y una r¡ariable d, que

reprasenta la superficie de energía de un modelo simplificado de condensados de

Bose-Einstein de dos modos,

(1 .2 .1 )

El Hamiltoniano general se estudiarÉ a mayor profundidad ¡¡165 6flelFnte.

El primer peeo e$ encontra¡ los puntos críticos de este sistema; éstos se obtienen

al resolver la ecuación

Í ( h ,o ) : - cosd+ f *o* ta '

u#:0,

cuyas soluciones son d. : 0, n, arccoe(l/b). Puede obgervarse que la tercera solución

no existe en todo el espacio, única,urente cuando se cumple la condición -l I | /b < l.

En la Fig.l'4 se grafica la zeta crítica, zc : cosd, como función de b' La línea

Zc: I  corresponde t0.= 0, la l ínea Z.:  *L correspondea0": zr mientras que

las líneas z": llb corresponden a d" : a,rccos llb. Lr lÍnea punteada indica que el

punto crftico es mínimo mientras que la línea sólida muestra los máximos. Se obserr¡a
que hay dos puntos donde coalescen dos puntos críticos, en b : -1 se trata de dos

mráximos y en b: 1 dos mínimos.

Se observa que el espacio de parámetros esta dividido en tres regiones, en cada

una de las cuales la estructura de la función es la misma. Cuando b < -l la función

tiene tres puntos críticos, dos de los cuales son mínimos y uno es máJdmo. En la

región -l < b < I desaparece uro de los mínimos y la función presenta únicamente
un mínimo y un máximo. Por último en la región b > I nuevamente se tienen tres
puntos críticos, sin embargo, ahora ee trata de dos máximos y un mínimo'

La forma de /(b, d) se mueetra, como función de d en la Fig.1.5 donde se grafica para

diferentes valores del parrímetro b. En Fig.l.5(a) se muestran f (-2,É) (línea puntea-

da) y /(-4, d) (línea sólida), puede observa¡se que los dos mínimos de la función se

encuentran en d:0 y d: zr mientras que el mínimo estáen É: áxccos(l/b) lo que
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Figura 1.41 En eata figura Be muestra la zeta crftica, sc, como función del parómetro b. Las
lfneas punteadas repreoentan loe puntoe pa,ra los eualee el punto crftico ee mínimo mientras
que las lfneas Éolidas repreeentan los máJcimos. Puede obeerffi,rse que exirüen 3 regiones
del espanio de parÉmetros en eada una de las cualeÉ la función tiene el mismo nrlmero de
puntoscrf t icoeyúnica.rnenteenlospuntosb:-- lyü: lcoalmcendoepuntoscrf t icos
móximos y mínimoe respectiraa.mente.

corresponde con lo observrdo en la Fig.1.4. En la Fig.l.5(b) se muestran /(-1, d)
(línea inferior), /(O,É)(lfnea media) y /(l,d) (línea superior) puede verse que el
mínimo se encuentr¿ en d = 0 y el mdximo en É : zr. Por último, en la Fig.l.5(c)
se gra^fican f?,e) (ffnea punteada) y f (4d)(línea sólida), puede observarse que la
función tiene un sólo mÍnimo en á : arccos(I/b) y dos móximoe localizados en d : 0
v 0 : r .

t.0
¿5

?.0

t l 5
t.0

0.6

0.0

e

Figura 1.6: En esta figura Ee mueatra f(b,z) como función de d para diferentes r¡alores
del pará'metro b. En (a) b : -2 (lfnea punteada) y b : -4 (líuea sólida), en (b) b : -1
(lfnea inferior), b : 0 (lfnea media) y b * I (lfnea superior) y en (c) ó : 2 (llnea punteade)
yb :4( l fneaso l ida) .

En estas figuras se observa que mientras el valor del parómetro b se encuentre
dentro de la misma tegión la forma de la función se pr€r¡erva, sin embargo, al cambiar
de región la estructura de la función es completamente diferente.

La separatriz de un sistema corresponde a los puntoe en el espacio de pará,rnetros

r"5 e.o 2.6 3.0
e

(")(*)
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en los cuales coalescen dos o m¡is puntos críticos; para esta función la separatriz
está formada únicamente por los dos puntos ó : {-1, l}, y como ya hemos mostrado
es este conjunto de puntoe el que divide el espacio de parámetros según los diferentes
comportamientos de la función.

En este trabajo se realiza el mismo anrílisis para un Hanriltoniano que modela
la interacción de las partículas que forman un condensado de dos modos. Se estu-
diará además la relación entre la separatriz del sistema y las transiciones de fase
cudnticas, así como la información que puede extraerse del comportamiento de di-
versas observables del sistema en las diferentes regiones de estabilidad.

13
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Capítulo 2

El Hamiltoniano modelo

Obtención del Hamiltoniano

Se analizará la dinámica de un condensado de Bose-Einstein de N átomos en dos
diferentes estados hiperfinos, modo A que represgnta el estado de menor energÍa y
modo B que representa el estado de mayor energía, acoplados por tunelaje Josephson
(que puede representar también una interacción con un cf,mpo de microondas o
Raman), cuyo Hamiltoniano está constituido por cuatro términos [8, 9]

H :  H a l  H a *  H ¿ 6  4  H ¿ o " , (2 .1 .1 )

donde los primeros dos describen la evolución de los átomos en los niveles A y B, en
ausencia de interacciones entre átomos en diferentes modos; el tercer término corres*
ponde a las interacciones entre átomos en diferentes modos, y el último describe la
interacción con un campo de microondas producido por un láser. Para gases diluidos,
el alcance rs de la.s fuerzas interatómicas es mucho más pequeño que la distancia
promedio entre las partículas que está ca,racterizada por la densidad del gas como

(t: (/v/Y)-+ ,

donde .lf denota el número de átomos y V el volumen del gas. Este hecho permite
despreciar las interacciones de más de dos cuerpos entre los átomos. Adicionalmente,
justifica usa.r, en los procesos de colisión entre dos átomos, la expresión asintótica
del movimiento relativo que está determinada por su amplitud de dispersión. Esto
implica que las propiedades del sistema pueden expresarse en términos de la amplitud
de dispersión y no dependerá de los detalles especÍficos de la interacción de dos

15
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16 Capítulo 2 El Hamiltoniano modelo

cuerpo$ [17]. Ademrís siempre se considera que paxa temperatura^s menores que la
ternperatura crítica a la cual ocurre la condensación [17, 18]

2 r h 2 l  ¡ /  1 3' " :  
@,\r^6rzv )  '

donde M determina la masa de los átomos y k6 es la constante de Boltzmann; debe
ocurrir que, en promedio, la magnitud del momento p, de los ¡ítomos satisface la
desigualdad [17]

& . < r '
h

Bajo estas condiciones, la amplitud de dispersión /(d), es independiente de la energía
y del ángulo de dispersión, y está determinada por la longitud de dispersión en onda
S, ./(O)ls*o : -a. Esto es así si se cumple l"l << d. Es importante señalar que esta
última condición no se cumple en general cerca de una resonancia de Feshbach, la
cüal ocurre cuando la energía de un estado ligado correspondiente a un potencial
interatómico es igual a Ia energía cinética de un par de átomos libres que colisio
nan. Esta condición existe raramente, pero puede satisfacerse para átomos alcalinos
ultrafrlos y puede inducirse por medio de un campo magnético.

En el esquema de la segunda cuantización los Hamiltonianos de interacción toman
la forma siguiente [12]

Ht, : I o=rül,t¿t (-#", +|u,,r*,.

+ #r,-rr¡ü,qr¡)ü,(d),
H¡n = ry I o,r,i,lt¿lü!tO,ü"1*¡ür1*¡,

rr. -ha I ur.'' r ¿ a a  
2  I  

* '

(2.1.2)

(o;1;¡o,qr)exp (*iaú)

+,i '11*¡-ü"1fl exn (lnt)),

donde M denota la masa de los átomos y p los modos correspondientes. Los dos
primeros términos en Hu describen a los átomos confinados en potenciales tipo osci-
lador armónico de frecuencia ri¡", por lo tanto, este modelo que sirve para describir
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átomos en dos niveles hiperfinos puede utilizarse también para describir átomos en
dos poaos de potencial separados espacialemente. De aquí en adelante hablaremos
de pozoe de potencial o de niveles hiperfinos indistintamente. El tercer término del
Hamiltoniano modela las interacciones entre átomoe del mismo modo debidas a co
lisiones elísticas, éstas no modifican el número de partículas dentro de cada pozo,
y estrín caracterizada,s por la longitud de dispersión o'i. H ¡u descritre las colisiones
elrísticas entre los átomos de pozos diferentes, y el parrímetro a$f, corresponde a su
longitud de dispersión. Finalmente, el término l1¡o, describe las transiciones Raman,
con un& energía ñO inducida,s por un l¡íser desintonizado por una cantidad A. Tal
interacción actúa como un acoplamiento Josephson que transfiere coherentemente
partículas entre ambos modos con una frecuencia de Rabi 0 > 0.

Los operadores ü, (¿) V tl'l (d) son operadores bosónicos de campo que crea' y
aniquilan átomos en la posición c- en el estado hiperfino de modo ¡.r, y cumplen con
las relaciones de conmutación [17]

I T

: [ül ttl,,i,f, i*-)] : o,
:  ó ( " - -  f ) 6 p , p , .

Escribiendo ,ü, (¿) como un producto de una función real dependiente de la posi-
ción f y un operador bosónico de aniquilación tenemos para los modos A y B:
ür(ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff) : á ú¡(d), 'i'e(f) : u út(t), y sub,stituyendo estas defniciones en las
ecuaciones (2.1.2) se obtiene [19]

H :  Etdta+ EB6I |  * ry  at 'az *ryü 'E '
(2 .1.3)

donde hemos definido las energías de partícula independiente para cada uno de los
modos If,: ArB como

l'ü" ruj, ü,,("')]
[ü" ttl,,tl, (c)]

+ w¿*atii¿a + |.1 (ara+ata) ,

r / h z r \
E,: I  o'n úi@ l- r*vz + Umafir ' lú,@).r \ /

En los términos tercero y cuarto de (2.1.3) aperecen los coeficientes relacionados con
lae colisiones elísticas entre los átomos de cada pozo de potencial

(2 .1 .4 )

( 2 . 1 . 5 )
f ^

Wtt, :Up I  d"ñ úL@)ú;@úF@)óuF),
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con [J, : 4"t;í: 
. Mientras que los coeficientes de los términos quinto y sexto, re*

presentando el acoplamiento Josephson, y las colisiones entre átomos de diferentes
pozos est¿in dadas por las expresiones

r l \
A : -ht 

I d3tr- { dil(d) ú¡@)exp (-iaú) + ú\(¡)ún(z-) exp (rA¿) I ,r \ /

r
w¡a : q ld3ñú\(ñ)ú.r(i l)ón@)ú¡(É),

J

donde U, : W. Como únicamente estamos considerando colisiones elásticas,
tenemos la restricción de que el número total de partículas de nuestro sistema debe
conservarse, Ñ : N¡ + Ñr. D*bi¿o a esto podemos reescribir nuestro hamiltoniano
utilizando la realización de Jordan-Schwinger de los operadores de momento angular,
i .e . ,

¿ : *(*" -  ñ¿), i - :  ütb, 
- i* :5t¿, 

(2.1.6)
¿

donde Ñ, = AI A y Ñ" : At a. Utilizando las relaciones de conmutación de los +.
peradores bosónicos, es inmediato demostrar que los operadores cumplen con las
relaciones de conmutación de momento angular,

I j,, j*] j*,
L  - '  ' J

LJ-, J- l  :  -J-,  (2.1.7)

|i*, i-l = zi".
L "  I

Utilizando que Ja : J*IiJyy las identidades (2. I .6) en la otpres ión i2 ,se encuentra
fácilmente que J : N/2- Entonces el Hamiltoniano puede reescribirse, usando la
notación establecida en [20], en la forma siguiente

u _ � h . , ,n  :  
U t ,  

-  LpJ , -  E tJ* ,  (2 .1 .8 )

excepto por dos constantes que tienen la forma

c1 :  r{+*+*[w^^+w"")]  ,
n¡2

c2 : 'V 
{Wee * Wnn i W¡a} ,
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y los parámetros est¡in definidos por las expresiones

(2.1.e)

Como veremos más adelante, es conveniente renormalizar el Hamiltoniano, divi-
diéndolo entre J, y para tener una cantidad intensiva, es decir, que no depende del
tamafio o ca¡rtidad de ¿ítomos que componen al sistema, el parámetro que multi-
plica a jl se divide por una J adicional, püffi de otra manera este término sigue
siendo dependiente del valor de J, es decir, del número de partículas. Entonces el
Hamiltoniano puede escribirse como

A¡ t ,  :  - l r ^ -En+ i , " -  t ) (won-* rü ] l ,
k *  4(W¡¿,*Wna -ZW¡n)  ,

Eg  :  -A '

H- :
J ]t,*f i::*]:", (2 .1.10)

(2 .1 .1 l )
donde

a :  - L p ,  b : -Ex.

El Hamiltoniano (2.1.10) se puede diagonalizar en la base de momento angular,

lJ,Ml, donde J denota el eigenvalor del operadot jt y M la proyección en eleie Z.
Estos estados son equivalentes a lás funciones propias de dos osciladores armónicos en
los modos A y B que tienen un número total de cuantos constante N : N¿ * NB. La
relación entre los indices de las dos bases es lasiguiente: J: E V U: +(N-ZN¿).

2.2. Estados coherentes de SU(z)

La prirnera parte de este trabajo consiste en el análisis semiclásico de nuestro
hamiltoniano [12, 13, l4]y para ello se utilizan los estados coherentes de SU(z).
Estos se definen en analogía con los estados coherentes de un áIgebra de Heisenberg-
Weyl (HW(l)) [24J, esto es, se aplica el operador de desplaaamiento correspondiente
al estado de mínima o rnáxima proyección. Estos estados no cuentan con todas
las propiedades que poseen los estados coherentes de HW(l); sin embargo, siguen
formando una base sobrecompleta no ortonormal del espacio de estados.

Jh
2 '  

c :
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20 Capftulo 2 El Hamiltoniano modelo

Si el álgebra .9U(2) consta de los operadores {Js, J+,J-I,los estados coherentes
n+normalizados se definen como [Zt]

l ( )  :  e( i+ V,-J)  , (2 .2.1)

donde el estado de mínimo peso está. determinado por la ecuación J-\J,-J) : 0.
Este estado puede escribirse haciendo uso de su desflrrollo de Taylor como sigue

. Pa¡a encontrar la acción de jf sobre lJ,-Jl se utiliza la expresión de la acción
del operador de ascenso sobre los eigenestados del momento angular

j * 1 t , u ¡ : M I J , M + r ) .

Actuando ?? veces con ./.r, se obtiene en forma directa que

l():flryv,-r).

I J ,MI .

(2.2.2)

(2.2.3)

(2.2.6)

(2.2.4)

Substituyendo este resultado en (?.2.2), se encuentra que en el estado coherente
nonormalizado está dado por

- J  + n | . (2.2.5)

o considerando -J + n: M

tc): frr)"('J)*,.

(()'*' (r'i *)r
J

l ( l :  I
M=-.1

A continuación, se encuentra la representación de los operadores de momento
angtlar en la base de estados coherentes. Para &to es necesario determinar el traslape
entre los estados coherentes no normalizados. Usando la ecuación (2.2.5) se tiene que

Neevia docConverter 5.1



?.3 Límite clásico 21

Por lo tanto el traslape es

{ ( | ( , } : ( t + ( , C . ) r r .
La normalización de los estadoe es ahora inmediata

lO : + *(i+ lJ,-J) ,(1+ l (1" ) r

(2.2.7)

I J ,M) , (2.2.8)

(2.2.e)

La relación de cerradura para estos estados normalizados estrí dada por la siguiente
expresión (demostración en Apendice A) [10]

'#/rer ter ##:'
Límite clásico

(()r*M (r': *)r

A continuación. se realiza el análisis de la dinámica clásica del sistema. Para ello
es necesario encontrar las ecuaciones de movimiento, ésto puede realizarse a través
de un principio variacional dependiente del tiempo que permite definir una función
Hamiltoniana y unos paréntesis de Poisson. A continuación se describe este método.

2.3.1. Principio variacional dependiente del tiempo

La ecuación de Schr<idinger y su conjugada pueden obtenerse de la acción clásic¿

,  :  [" dtL((),ú*), con ,h : rh|) y l t* :4).(t),
J t t

donde L(rh,rlr-), el Lagrangeano, se define como [22J

L -
, ( , t ' l+) -  (úlú) ki lHt, t) (2 .3.1)
2 <rh lrl') (rl,lrl,)

Esta forma del Lagrangeano puede obtenerse usando el formalismo de integrales de
trayectoria desarrollado por Feynman, y que es presentado en el Apéndice 8.1. Es
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22 . Capítulo 2 El Hamiltoniano modelo

inmediato mostrar que utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange paxe ,IU) v ,h.(t)
se obtienen las ecuaciones de Schrtidinger

E f r
H lrh = ih 

Atlrh), 
(rltlH : -ihh kl)|.

Para este sistema es conveniente utilizar los estadoe coherentes como función de
prueba usando una parrmetrización compleja, lrh : lú(")). Es decir, rp depende
explícitamente de un parrimetro complejo a que & su vez depende del tiempo. De
esta manera, es posible expresax las derir¡adas temporales en términos de derivadas
con respecto al parámetro a como se muestra

l,h : #l+> k¡'l : #<,/l
: aftlthl, : ,i-# ('/,1 ,

r  i l  1 ( ^ P t ^ , t ^ , .  a  \ l  ( + l e l + )+ L: , t.', (,uffi (',/'lr!) - *-#(,1'l,l'l 
)i 

- -ffi

Definiendo el traslape como .r1/ (a, a*) : (ú lú), y la función Tl (a,a.) : W,la ecuación anterior puede escribirse como sigue

L - i  
( ^ ' 0  ' ' *  á '= 

á (ta; - *. 
#)h,Al 

(4, d.) -'t i (o, o*) .

Este resultado puede generalizarse frícilmente cuando el estado depende de n
parámetros complejos lü) : lú(a1 to.z,. .., ft*)).

Al utilizar los estados coherentes nenormalizados de SU (2) como funciones de
prueba se obtiene un Lagrangeano dependiente d* ( y (". Sustituyendo el traslape,
para estos estados {(l(} : (f * l(lt)t', se tiene

L :  ; (¿&- i .#)h(r+t l ' ) "  * , r ruG,c. )

: #t1(ee. -cr() - rtrc'e\'
Utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange [ZB]

d  ( a L \  _ a L  :  o
d¿ \acl aC v'

q fe¿ \  -aL  :  odú \a(./ a(.
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2.41El Hamiltoniano modelo en la representación de Bargmann 23

se obtienen las siguientes ecuaciones de movirriento

#rre*ffi:' (2.3.2)

Considerando una función arbitraria dependiente de ( y (*, se puede calcular su
derivada total con respecto al tiempo, sustitur las ecuaciones de movimiento (2.3.2)
y determinar de esa manera los paréntesis de Poisson del sistema clásico correspon-
diente. En este caso, pila dos funciones F"((, (.) y G((, (") estrín definidos como
sigue

(2.3.3)

donde el factor que a.pa,rece en esta definición se debe a la métrica del espacio corres*
pondiente. Con estos paréntesis de Poisson se obtendrán miís tarde las ecuaciones de
movimiento.

2.4. El Hamiltoniano modelo en la representación
de Bargmann

En esta sección se escribe la función Hamiltoniana 7l en la representación de los
estados coherentes de SU(2), también conocida como representación de Bargmann.
Primero se encontrárá la formá de los operadores ..Ir, J + y J - , en dicha representación
calculando su acción sobre un estado arbitrario ldr). Por ejemplo, para el operador
i*

{c l+ l+) (r,-tl.e.r- i,l+) ,
:  (t ,*t lee-i- i ,e-c.:--r i- l , t) .  (2.4.1)

Utilizando la identidad de Baker-Hausdorff [24]

*rÁ;i*-.rÁ : B * [A, B]+ AlA, [A, B]J + f;ta, [A,lA,BJ]l + ... ,

y las relaciones de conmutación (2.1.7) obtenemos

*e- i- j,*-C' i- : jr+ (.;i_.

{4c} - -¿ (rt.lcr')' (H# -##),
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Capítulo 2 El Hamiltoniano modelo
t

Sustitu¡nendo la expresión anterior en (2.4.1) tenemos

{e l+l+) : (t,- ' l  (* *6.;-)+.¿ l+)
: (t,-t l{*r¡",.r 1*)* (# (t,-�t l-,.t 1*)

( , , ^ * E \:  (-, * ( ur ){( l 'á)
: i ,rhn.

Utilizando el mismo procedimiento puede obtenerse la forma de los opera.dores ja y
i_

i , :  - J  ' * Ar l  
¿ ¡ r

_ ñj+ : z(."J * ((.)'óF, P.4.2)

+ ar- ac.
Con esta.s expresiones es inmediato calcular el valor esperado de las componentes del
momento angular y de i!. El valor esperado 

{, I t I e }, 
*rra dado por

f - l : | . )  I  -  á \  - '

1e l+ le )  :  ( - r *  (d (1+( .9 " '
J

I  ;F¡ 
(( .(  -  1) {(  l (} .

Entonces, en la base normalizada se tiene

(rl*le):rffi#)
Con este mismo procedimiento se obtiengn los siguientes resultados

(el;,le) : #fu((-(.),
I  t ^ t  r  . /( ( l¿ l ( )  :  t r ( ( .+O, (?-43)

(el;:le) r' -At(i;il:+f3-
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2.4 El Hamiltoniano modelo en la representación de Bargmann 25

Entonces la función Hamiltoniana del sistema está dada por la siguiente expresión

1r((,(.):,1f1+*a{r ffi}..ffi , e44)
donde se considera tt(C,() = @\i#Jrl .

2.4.L. Cambio a variables angulares

Es conveniente trabajar con variables reales por lo que usamos [25]

( : tan f,,u-nr,
(2 .4.5)

que corresponde a la proyección estereográfica de un punto sobre la esfera (0,Q) al
plano complejo de la, va¡iable (. Sustituyendo (2.4.5) en los valores esperados de los
operadores de momento angular (2.4.3) se tiene

Del lado izquierdo definimos las funciones de momento angular. También se cumplen
las siguientes iclentidades

¿ = ( / , , ) ,

4 = ( jn) ,

t ,= ( i , )
\  / (

J sen d cos @,

J sen d sen @,

-J cos d.

(2 .4.6)

(2.4.7)

que al ser sustituidas en la función Hamiltoniana Q. .{ dan como reeultado

t  l ¡ 1 2

, , " ' l l , u .=  sen 'd ,
(1+  l (1 " ) '

lc lz  *  r*:.j : -cos9,
1+  | f l "
f + t ' *

+ : senácost',
1 +  | f l "

l t  :  *acosd * r{( t  -  
#)  

*Ut}  *  -  sendcos,f  *  * .

Neevia docConverter 5.1



26 Capítulo 2 El Hamiltoniano modelo

En términos de las funciones de momento angular, la función Hamiltoniane se expresa
como

Los paréntesis de Poisson en términos de las variablee angulares se calculan susti-
tuyendo utilizando las siguientes identidades

a  , o  , ^ 0  I  a
E 

:  cos-¡e" 'ae- z i (aú,
a "o ._ro!* *l_ a
Ae-  

:  cos- te  ' f f i -W.* '

en la ecuación (2.3.3), lo que da como resultado [26]

{4G}: #(#H-H'�#)

(2.4.8)

En la formulación Hamiltonia¡ra, las ecuaciones de movimiento están determinadas
por [23]

F  :  {F ,H} ,

si F no depende explícitamente del tiempo.

En este caso ?l : H(J,,J,,J*), con la constricción J*' + Joz + J,2 : J2. Uti-
lizando los paréntesis de Poisson de las funciones de momento angular se obtienen
las siguientes ecuaciones de movimiento

n :o*+a( r  # )#* , j *
b

2J

/  l \-2b (1 - rj ) 
za - aa,

/  r \
2 á t 1 - f j ) z n + a r - c z ,

W,
donde definimos r : J,IJ,y : JclJ y z : J"/J.F^i importante señalar que, si
multiplicamos la primera ecuación de la expresión anterior por Í, la segunda por u,
y la tercera pór z y las sumamos obtenemos S(r2 +yz + "2) :0, lo cual indica que
se trata de una cantidad constante y sabemoi-que debe ser igual a 1.

Por otra parte, Tl : Tt(O,ó), pot lo que podemos encontra¡ ta"urbién las ecuaciones
de movimiento para las variables d y {

0  :  csen / ,
.  /  r \
ú :  -2b ( 1 - 

+ ) cosá+ccotdcos út o,
\  ú , t /
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2.4 El Harniltoniano.modelo en la representación de Bargmann ZZ

y puede otrscrvarse que cuarrdo J --+ oo, estas expresiones se reducen a

c sen t',
-Zbcosd + ccot 0cosú * a.

Estas ecuaciones pueden escribirse en forma matricial como

0 :

a :

#( i ) (2.4.e)

Si se cc¡nsidera (¿ = 0 y un valor de á fijo y diferente de cero, las ecuaciones
atlteriores ¡:rreden renormalizarse de n¡anera que éstas sólo dependan de un parámetro
w: sgn(b) cflbl con sgn(b) : {1 si b } 0,-l si b < 0}. En las siguientes figuras se
muestras la superficies de energía como función de 0 y fr, y sus correspondientes
curvas de nivel, usando para los parámetros de interacción a : 0, b : 1 y c : 0.14
(Fi9.2.1),  c :  1 (Fig.2.2),  c :  1.87 (Fig.2.3).

Figura 2.1: A la izquierda se muestra la superficie de energía como función de
0 y ú, para ü/ : 0.14. A la derecha se muestran las curvas de nivel de la su-
perficie de etrergía con las errergía^s siguientes (unidades de lbl arbitrarias):.8
-.13, - '05r,0' 0'14' 0.2,0.3,0.4,0.6,0.8, l � La separatriz de los movimientos oscilatorios tiene
una energía, de 0.14. En esta y las dos siguientes figuras, el color rojo corresponde al valor
de energía rnás pequeiro y el azul al valor más grande.

En cl caso a,' < I (Fig. 2.I), denotado por A. Micheli, et. al. [12J, como régirnen
de aco¡rlarniento débil, se observan modos rotacionales y oscilatorios en el sistema.
En la figrrra puecle observarse la trayectoria que separa los modos mencionados y

(  c send
= l

\ -2trcos d * ccot 0 cosú + a )
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28 CapÍtulo 2 El Hamiltoniano modelo

Figura 2.2t A la izqrrierda se muestra la superficie de energía corno función
de d y ú, con k/ 1. A la derecha se uruestran las curvas de nivel de
la superficie de energía con las energÍas siguientes (unidades arbitrarias): ,E
-0.9, *0.5, -0.2,.3,.7,.9, 1, 1.05, 1.12, I.2,1.24. La separatriz de los movimientos oscilato-
rios tiene una energía de l.

I l Í r . ú )

Figura 2.3t A la izquierda se
de d y ú, con kr 1.87. A
la superficie de energÍa con las
-1.869,  -1.83,  -1.6,  *1.4,  -1.2,  - .7 ,

muestra la superficie de energía como función
la derecha se muestran las curvas de nivel de
energías siguientes (unidades arbitrarias): E :
- . 4 ,  - . 1 ,0 .64 ,  1 ,  1 .3 ,  1 .6 ,  1 .8 ,  1 .85 ,  1 .97 ,  1 .9735 ,

gue corresponde a la curva de nivel con energía 0.14 . Los modos rotacionales varían
continuarnente en @ mientras que los oscilatorios están confinados alrededor del punto
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2.4 El Hamiltoniano modelo en la representación de BarEmann 2g

(0: r/2,ú: Ir). Parar¿ > I (Fig.2.3), en el régimen de acoplanriento fuerte,
únicamente eparecen modos oscilatorioe y su movimiento en d está limitado. Pa,ra
t t : 7 (Fig' 2.2), ocurre el acoplamiento crítico, y s€ obserr¡a una curva de nivel
con energla I que sepaxa el movimiento oscilatorio en distintas regiones. Con las
ecusciones de movimiento para las funciones de momento angular y los ríngulos d y
@ se pueden determinar los puntos estacionarios del sistema físico que corresponden
fl,

i : A : É : 0 ,  0 : ú = 0 . (2.4.10)
Estas condiciones para los d.ngulos á y ,f determinan el conjunto de puntos esta-

Si c y b son diferentes de cero se tienen los siguienes puntos

(arc cos(-e"),0),

(arc cos(-.er), r).

Estas relaciones implican gue gs - 0 y r": *tFlVJ. La va¡iable eo satisface la
ecuación algebraica de cuarto orden

zo4 + 2r.2"3 + hÍ + r! - tlzz" - Zr"z"- r"2 : 0,

donde se han definido los parrí^rnetros r" : a/ (b(Z * Il J)) y ro : cl(b(Z - 1 / J)).

si c : 0 se tiene una superficie de energfa independiente de f que llamamos
finestable y en este caso

iii) (0",4") : (arc cos(*r"),,f)

que implica zs: *rc y #3 + ,', - ,fr}.

i )  (0", ú")
ii) (e", ú")

Si o:0la ecuación cuiírtica se simplifica, obteniéndose z5 - 0 ó e" : +\m
que implica

i r )  (00,úo):  (nf2,A),

(e",ú"): (trfL,zr),
(0o, úu) : (arc sen(ro), 0),
(0", ú") : (- arc sen(r"), r).

En la siguiente sección mostraremos que estos puntos estacionarios están rela.
cionados con los puntos críticos de la función Hamiltoniana o superficie de energía.
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Capítulo 3

Análisis de estabilidad

En este capítulo se analizará la estabilidad de la s.uperficie de energía para 4 ca,sos
diferentes; tres casos donde alguno de los parámetros del Hamiltoniano es cero y

el caso general donde los tres parámetros pueden ser diferentes de cero. Los tres
primeros ca.eos permiten encontrar los puntos críticoe en forma analítica mientras
que para el cuarto caso sólo puede hacerse de manera numérica. Es por esta razón
que en este capítulo únicamente se analizan los tres primeros casos pues una vez
que se encuentran los puntos críticos se puede calcular el r¡alor esperado de cualquier
obserr¡able del sistema, y esto puede hacerse de manera analítica también. El anrílisis
semiclásico del caso general se llevará a cabo paralelamente con el estudio cuántico
pues al no tener una expresión analítica sólo tiene sentido realizar comparaciones
numéricas entre ambos resultados.

3 . 1 . 1 .

Separatriz del sistema en el espacio
de parámetros

Caso a  :0

Como se explicó en el Capítulo I los tres parámetros del Hamiltoniano estrín
relacionados con las características de los modoe del condensado. Si las longitudes de
dispersión son iguales para ambos modos, aT = aff : sac, es decir, Whs -- üllss, y la^s
profundidades de ambos pozos de potencial son las mismas por lo que Ea - En :0,

3l
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32 Capítulo 3 Análieis de eetabilidad

entonces el Hamiltoniano del condensado toma la forma

Tt : b{(t - #) -*'r¡ * c sen lcosQ + Lzr, (3.r.1)

Puntos críticos

Los puntos críticoe de la superficie de energía (71), dada en la expresión(2.4.7),
están determinados por las ecuaciones

aT{. 1
f f i  

:  asená-Zb( l -  
i l ) cosásend+ccosdcos f  

: 6 ,

a?t
W 

: -c sen0 sen{:  6 '

La solución de estas ecuaciones para el caso ¿¿ :'0 da lugar a los siguientes puntos
críticos:

t . ( ¿ , ú , ) :  ( f , o ) ,

z.  (e" ,  d")  :  (8,") ,

r. (e" , ú") : (*"*"o (r,u_y-¡) ,o) ,

4. e" , ú") : (* *.*ro (*r+r¡) ,")

Para estudiar el comportamiento de estos puntoe críticoe en el espacio de parrí-
metros se hace uso de ls matriz formada por las segundas derir¡adas de la función
17

l f u  á e ? r \
h""": I H; ,:,r.f I

\ weo- EF /
Esta matriz se conoce con el nombre de mntriz Hessiana y su determinante como
Hessiano. El valor de este riltimo er¡aluado en un punto crítico indica si se trata de
un máximo cuando su r¡alor es menor que cero, un mínimo cuando su r¡alor es meyór
que cero o un punto silla cuando su valor es igual a cero.

Puede verse que los puntos 3 y 4 tienen restricciones en el espacio de parámetroe
pues de [0,*l y en este rango Ben d ] 0, lo que implica O S lcl/(l¿l(Z - tlJ)) { 1, X
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por tanto estos puntos sólo existen en algunas regiones del espacio de parrí.rnetros. Es

importante notar que la ecuación senÉ" : +cl@Q * $/J))), tiene dos soluciones:

dc : nxcsen(+cl(b(z- (1/J)))) y d" = zr - arcsen(+c/(b(2 - (1/J)))), por lo que la

superficie de energía presenta dos puntoe críticos en las regiones 3 y 4. Sin embargo,

ambos ríngulos producen la misma enetgla y el mismo valor del Hessiano por lo que

su comportamiento es idéntico. & por esta ra,zón que fl lo largo del análisis sólo nos
referiremos a cuatro puntos críticos pero debe tenerse en mente que en 3 y 4 se trata

de pares de puntos.

La superficie de energía ermluada en los puntos crfticos da como resultado las

siguientes funciones

ó

2J ' l  
c '

b

2 J - t '
,J

b+ 
#T/ü:' t14,

donde Hs y 7ü sólo son válidos en la región 0 < l*l < lbl(z - (l/J\).Como ver+

mos más adelante estas funciones sepaxan en forma cualitatir¿a el comportamiento
cu¡intico de los niveles de energfa del sistema.

Como ya se ha mencionado el análisis de estabilidad se realiza a través de Ia matriz
Hessiana, para el caso general, por la ecpresión [11]

#?t azH
402 aoaú
art #x
ffiiú EF

20" - csenfl" cos t'" -ccos d. sen {"
send" -csená"cosf"

A coutinuación se evalúa el Hessiflno en cada uno de los puntos críticos para

determinar sus caracteríeticas (máximo, mÍnimo, silla, degenerado)'en el espacio de
parámetros

Para el caso ¿:0, el Hessiano toma la forma

r h :

7{z :

7{s :

(3 .1.2)

(3.1.3)
(d"

_ l
J

*c

)l
2 -acosd. - b(

h"r, : 
(

: (
)

, , ú " )

l) cos
cos d"

*" J*¿ ) '( 
-U,t - 

])cos 2á" 4 c sen d"

que es una matriz diagonal. El signo superior corresponde il ú": 0 mientras que el
signo inferior corresponde a S": r.

I
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Los resultados del análisis se mueetra.n en la Tabla 3.1 y para cada punto crítico
se ilustra su comportamiento en el espacio de parámetros en las Figs. 3.1, 3.2, 3.3 y
3.4.

Tabla S.1: N¿turaleza y estabilidad de los puntos crlticoe en el caso a = 0.

Punto crítico Tipo Región

(0 . ,ú " ) :Qr fZ ,O)  S i l l a  0<c<b(2*+ )
b ( 2 - ] )  * " * o

Degenerado c:0

c : ü ( z - ] )
M á x i m o  c > 0 y c > a ( z * j )
M f n i m o  c < 0  y  c < ü ( z * ] )

(0 " ,ú " ) :Qr f2 , r )  S i l l a  0<c<-b (2*+ )
- b ( 2 - * ) < " < o

Degenerado c:0

c : - b ( z - i )
M á x i m o  c < 0 y c < - b ( 2 - + )
M í n i m o  c < 0 y c < a ( z - j )

(0",ú.): (*rr*o (at-vt) ,o) ,fi.inéstable c:0
Degenerado "=b(?-*)
Mdximo c )  0 ,  b> 0 y  c  < a(Z-  ] )
Mfn imo c {  0 ,  b< 0 y  c  > A(Z-  } )

(0.,ó"): (- arc$en q*-t) ,") fiinestable c: 0

Degenerado c: -b(2 - +)
M á x i m o  c {  0 ,  b >  0 y  c >  - b ( Z -  i )
M Í n i m o  c ) 0 , ó <  0 y  c <  - b ( 2 -  i )

Cuando c : 0, se tiene una superficie de energía finestable cuyo análisis debe
realizarse por separado. En este ca.so, se tienen tres valores críticos de É: 0" : fl,
,rl2y 7r, para. los que la, primera derivada de la superficie de energía cou respecto
a 0 se anula. Para 4 : 0 y 0. = r,la superficie de energía tiene el mismo valor
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de parámetros

Figura 3.1: Comportamiento del punto (0", ú") * (tr f 2,0) err el espacio de parámetros. La
recta c: 0 corresponde a puntos crÍticos independientes de.@ y en la recta c : a (Z * 

i)
se tienen puntos críticos degenerados.

Figura 3.?: Comporta,rnierrto del puuto (0",ú"): (nf2,r) en el espacio de parámetros.
Larec tac :0co i respoudeapuntoscr í t i cos indepeud ien tesdeSy larec tac : *b(2*+)
está asociada a puntos críticos degbnerados.

7l : b mientras que para 0. : r 12 el valor es 77 : bl(zJ). Entonces, cuando b < 0
los putttos 0":0 Y 0": rr son míninros Y 0": rf! es un máximo, y cuando Ó > 0
el punto 0c : n /2 es el que corrresponde a un rnínimo mientras que los otros dos
son máximos. La recta c : 0 constituye un conjunto de Maxwell ya que el valor
de la superficie de energía es el mismo en todos los puntos del círculo (á", /). Y es

35
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Capítulo 3 Análisis de estabilidad

importante notar que en la región de la recta que se encuentra entre las regiones 3 y

4, nuevamente se tienen dos puntos críticos que coexisten.

En la recta c : -b(2- (1/J)) con c ) 0, el punto crítico mínimo (0",úr) : (n f 2,n)

es triplemente degenerado mientras que en la recta c: b(2 - (llJ)) con c { 0 el

Figura 3.3: Comportamiento del punto (*.r*n (tfr+tf¡) ,0) en el espacio de parám+

tros. La recta c = 0 denota puntos críticos f,'inestables y la recta c: b (2 - j) corresponde
a puntos crÍticos degenerados.

Figura S.4: Comportamiento del punto (*ur*u*.r(*r=t") ,t) *., el espacio de

parámetros. La recta c : 0 denota puntos crÍticos f.inestables y la recta c: -b (2 - +)
corresponde a puntos críticos degenerados.
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3.1 Separatriz del sistema en el espacio
de parámetros

punto crítico mínimo (e., ú.) : (n f 2,0) es tanrbión triplemente degenerado. En estas
dos rect¿rs la energía vale T1 : 2b - (blQJ)). En la Fig. 3.5 se dibuja la clistribución
de los purrtos mínimos en el espacio de parámetros.

Figura 3.5: Las líneas que separan las cuatro regiones ¡nuestran la separatriz en el espacio
de parárnetros b y c. En cada una de las regiones Ia etiqueta indica el punto crítico mínimo
que domina el comportamiento del sistema.

37
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SE Capítulo 3 An¡áIisis de estabilidad

Orden de las transiciones de fa^se

En esta sección se calculaxá el orden de las transiciones de fase del sistema, lo que
nm dará información sobre como se modifica el comportamiento de la supe,rficie de
energía al cruzar la separatriz.

Las transicionee de fase de orden cero se reflejan como discontinuidades en la su-
perficie de energía, las de primer orden producen picos, mientra,s que las de segundo
orden muestran cambioe en la concavidad de la superficie. Este sistema sólo pre.
senta estos tree órdenes de transición. Sin embargo, en general, pueden encontrarse
transiciones de fase de cualquier orden.

El orden de una transición de fase puede obtenerse siguiendo la clasificación de
Eh¡enfest de las transiciones de fase clásicas [27]. Una transición de fase toma lugar
entre dos ra.mas de puntoe críticos p y e, y es de enésimo orden si

l'#ry|*,:l'sry1"*, (3 .1.4)

para i :1,2,3.-. ,n - 1 pero eon diferentes paxe i: r\ y se considera a los pará-
metros del Hamiltonia,no como funciones de una r¡ariable s.

En este caso se considera al parimetro c como función de b utilizando una recta
de pendiente arbitraria m6 y ordenada la origen q, esto es c = rneb+co. Es claro que
el límite al cual tiende la r¡ariable depende de la transición que se estudie y está d+.
terminado por el cruce de esta recta con la pa.rte de la sepalatriz correspondiente a
la tra"nsición.

Al evaluar las superficies de energía en la recta meucionada se obtienen las sigui-
entes ecuaniones

U, : {r* rns b * co, Ur: * - mqb- co, Tl'a =6 * =9*le't .-  2 J  -  2 J  - ' z b ( z _ r l J ) ' �

Las primeras derivadas de estas orpresiones con respecto al parrí,rnetro estón dadas
por

-cozJ +bzlJ(nx|

I: l i - * o ,

+ 4 ) - 2 1
1 ) Iq

' l
I
I

L AT{I
Ti**o '  E

üth :
ab

fl'Tls,¿
ab 2F (2J -
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mientras que las segundas derivadas r¡alen

02Tlz
aü

^ }'Tt",n tJ: ur *W : 
F(-r + 2J)

l fm TT+(b) 
.

o--# iJF

#=0,
Utilizando estas ecuaciones puede encontra¡se de manera sencilla el orden de las

transiciones.

Tlansiciones entre las regiones I y 2

La recta que ma.rca esta trar¡sición es C : 0 para b ) 0, Y el punto de cruce de

ambas. rectas está dado por Ao : -#; sustituyendo en las superficies de energfa se

encuentr& que

?hlw:Tlzl¡,: *ffi,

mientras que las primeras derir¡adas toman valores diferentes. Por lo tanto, las tran-

siciones de fase entre las regiones 1 y 2 son de primer orden -

Tlaneiciones entre las regiones 2 y 4

En este caso la recta que marca, la transición es c : -b(2 ,- (1/J)) y el punto

de intersección de las rectas es h : -,rr#r-C47it. Al sustituir este punto en las

expresiones de?12 y 7l¿,y las de sus primeras deiivddas con respecto a b, se encuentra

T;zlw: Tl¿lw :
cs(l - aJ)

2J(m6 +2) --2'

a%fffffffffffffff�r(b)l:aw)l _ I *
=¿ l * :  aa l * : l i - *o '

mientras que las segundas derivadas son diferentes, y por lo tanto las transiciones

entre las regiones 2 y 4 son de segundo orden.

Tlansiciones entre las regiones 3 y 4

La recta que sepaxa estas regiones es c : 0 para b < 0 por lo que el punto de cruce

es bs - -ft. Pero debemos recordar que en este csso las expresiones para la energía

son iguales para ambos puntos críticos, por ello todas su derir¡adas serán iguales, es

decir,
tr?h(b)

l lm -?f#:

u--fr iJffi
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Capítulo 3 Análisis de estabilidad

Figura 3.6¡ Las lneas oscuras muestran la eepa,ratriz correepondiente al caso a : 0. Las
flechas dobles indican las trausiciones entre las diferentes regiones, y pare cada una se
indica el orden de la transición.

para toda n. Esto significa que no existe realmente una transición de fase al cruzar las
regiones 3 y 4, únicamente ocurre que los puntos críticos ee vueh¡en independientes
de {. Entonces pare c { 0 setiene dos puntoe críticoe (d", 0) y (fi - 0"r}),para c } 0
(0",T) y (?r - 0.rT) y en c = 0 se tiene un continuo.

Tlansiciones entre las regiones B y I

La transición está marcada en este ceso por la recta c : b(z * (l I J)) , y el cruce de
amba^s rectas por 6r: -ffi. Las expresiones de Ht y vls y las de sus primeras
derivadas con respecto a b-m el punto de cruce, son iguales

?lrlr" : Tlslüo : cs(t - aJ)
Z J ( w - 2 )  + 2 '

a%?rúh)l a,tu(b) | r
¿6 lr  

:  
Tf l � |Dln:fr- tmo'

Sin embarSo, las segundas derivadas son diferentes, por lo que se tienen transiciones
de segundo orden al cruza¡ las regiones I y 3.

En la Fig.3.6 se muestran las tra¡rsiciones de fase y su orden correspondiente, en
el espacio de parámetroe, patf, la superficie de energfa del condensado de dos modos
cua,ndo a = 0.

.*
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3.L.2.  Caso b:  0

Este caso equivale a considerar Wtt*WBB:2Wea, es decir, las propiedades de

dispersión para las colisiones entre diferentes modos son iguales al promedio de las

propiedades de dispersión para colisiones entre partículas en el mismo modo'

Puntos críticos

La superficie de energía en este caso está determinada por la expresión

'll : -acosÉ * c sen0cos d. (3 .1.5)

Pa¡a encontrar los puntos crfticos se resuelve el siguiente sistema

aTt
E
AT¿
E+

a eend *  c  cos0cos  ú :0 ,

- c  s e n d  s e n { : 6 .

Cuando c fi O la solución de estas ecuaciones da lugar a dos puntos críticos

(0 ", ú.) : (arctan( * c f a), 0), (arctan(c/a), n).

Estos puntos existen en todo el espacio pues rro tienen constricciones- A continuación,
se evalúa la superficie de energía en los puntos críticos.

Para (d", ú.) : (arctan(-c lo),0) cuando c ) 0, se tiene que send" : clrÑ
y cosd" : -alfiEi, sustituyendo en la superficie de energía

,llr:ffiE,

mientras que cuando c { 0, send. = -c/1ffi y cos d" : alrFTE, esto implica

'llt: -\ñryi.

Para el otro punto crítico, (0",ú"): (arctan(cf a),n), cuando c > 0 se tiene que

sen á" : c/\ffi y cos d. : al1Ñ, obteniéndose paxe la superficie de energía

'Hr:*rffi,
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42 Capítulo 3 An¡álisis de estabilidad

y paxs c { 0, sená" : *¿¡rffi¿ y cos4 : -a/frr#r, que da como resultado

?12: \ftfT7i'

Entonces la exprmión parf, la energía mínima es la siguiente

Tt: _\EtTZi. (8.1.6)

La matriz Hessiana estó definida por la expresión (3.1.8) con el parámetro b : 0.
Analizando su comportarniento para el punto crítico (0.,ú"): (arctan(c/a),0), en-
contramos que es diagonal y que sus elementos están dados por

heca(r,r) - -ffit head(z,2): -\/;+7i si c > 0,

heco(t,l) = ,/F + *, h,*(x,z\: vÑ si c < 0.

Esto significa que no existen puntos .rrti"o* degenerados pues los elementos del
Hessiano nunca se anulan, esto es, no se tienen conjuntos de bifurcación. En la
Fig.3.7 se muestra el carácter del punto critico, mínimo para c < 0 y máximo para
c > 0 .

Para el punto (0.,ú"): (arctan(c lo),o) los elementos diagonales están dados por

heoc(l,l) : \ffi#, he^p,z) : \ñ2 + ca si c F 0,

/¿ess(r,r) = -\82 + czt hea¿(2,2', : \ft2 + ü si c { 0.

Por lo tarrto, el punto crítico es un minimo para c > 0 y un máximo para c < 0,
estas regiones estdn iudicadas en la Fig.3.7.

Cuando c : 0 se obtienen ostros dos puntos crfticos, éstos son finestables con
0 " :  0 , T '

Los resultf,dos del análisis se muestran el la Tabla 3.? y el comportamiento de
cada punto crítico en el espacio de parámetros se ilustra en la Fig. B.Z.

En la Fig. 3.8 se indica la distribución de puntos mínimos en el espacio de pará-
metros.

t
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3.1.3.  Caso

Considerar c : 0 (A : 0) equivale a considerar que no

Josephson entre los dos modos, es decir, no existe tunelaje por

partículas en cada modo permanece constante.

Puntos críticos

En este caso la función Hamiltoniana tiene la forma

existe la interacción
lo que el número de

-acose + a (r - #) "o"' o + f i ,
sólo depende
ecuación

de d y sus puntos críticos están determinados únicamente por una

Al resolver esta ecuación se encuentran tres puntos críticos para esta función, 0Íl) : 0,

eL') : r y 0!3) : arccos biÉfttri1

El punto crítico Alt) : arccos(a/b(2- (l/J))) solamente existe en la región del

espacio de parrímetros doncle se cumple que I al 5 lbl(z - (LIJD. Evaluando la

energía en los puntos críticos se obtiene

- a * b ,

a + b ,
,

a-=fr(z - V r)

(3 .1 .7 )

Usando el mismo procedimiento que para el caso a : 0 se realiza el análisis de

estabilidad. Los resultados encontrados se muestran en la Tabla 3'3, y en la Fig' 3.9

se muestran los m¿íximos, minimos y puntos sillas en el espacio de parámetros para

cada uno de los puntos críticos. Los puntos críticos degenerados corresponden a las

líneas que separan las diferentes regiones.

En la Fig. 3.9 se observa que existe una región en la que coexisten los mínimos

correspondientes a los puntos críticos d:0 y 0: r. En estos putttos la superficie

de energía tiene Ia misma profundidad cuando a : 0. Cuando a > 0 el punto Éc :0

corresponde a un mínimo global Y 0": zr un mínimo local mientras que para a { 0

# :,senÉ * u (t - i) *""r.*P : o.

llt :

712 :

llt :
b

+ -' 2 J

--------l
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Thbla 3.3: Naturaleza y estabilidad de los puntos críticos en el caso c : 0-

Punto crítico TiPo Región

0" :0 Degenerado a:  b(Z -  i )
M ¡ í x i m o  a < a ( z - j )

M í n i m o  a > b ( z * ] )

0": n Degenerado a: -b (z - i)
M¡íximo a> -b(z - j)

M í n i m o  a < - b ( z - i )

.Pc 
: erccosútn 

ilH1T:*" l"l:rl'ff - ;l(z - i)
M f " t - "  b = 0 Y l t l  - l b

se invierten los comportamientos. Entonces la recta 0 : 0, con b < 0 es un conjunto

de puntos donde la superficie de energía toma el mismo valor para ambos puntos

críticos, un conjunto de Maxwell. Los puntos críticos degenerados se encuentran en

las rectas a: *b(2 - (t/J)) Para b > 0.

La separatriz en el espacio de pará,metros a y b está determinada por los conjuntos

de bifurcación y Maxwell mencionados y son mostrados en la Fig. 3'10.
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Figura 3.9: Caso c : 0. Las gráficas muestran la naturaleza de cada uno de los puntos
críticos en el espacio de parámetros a y b. Las líneas que separen las regiones corresponden
a puntos críticos degenerados o puntos críticos independientes de d.
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Capítulo 3 Análisis de estabilidad

Figura S.10: Caso c : 0. La separatriz en el espacio de pará,rnetros @ y b está formada por

las líneas que separ&n las diferentes regiones. En cada una de las regiones se muestra una

etiqueta que indica el punto crítico mínimo que domina el comportamiento del sistema.
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de parámetros

Orden de las transiciones de fase

A continuación se calcula el orden de cada una cle las transiciones de fase' Se

considera una recta de pendiente arbitraria mo Y ordenada al origen ¿o' esto es'

a: mob f as, cula variable es b.

Evaluanclo las energías en la recta se obtienen las siguientes ecuaciones

49

'llt: -mob* os * b, T{z: mob* as * b, t7r: -@!AS
,"\2 - Lf J)

Derivando estas expresiones con respecto al pariímetro b, se tiene

b
- z J

- o,tiz o.lts
: -?r¿o f lr 

Ab 
: Tflg-f r, 

ü

rno(mob* ao) (rnsb + as)z-b ( r - r / t l - l6 i¿ (2-W'I: -
2J

y las segundas derivadas

- 0 ,  # : 0, w: e3J
trG -TD

Utilizando estas ecuaciones se calculará el orden de las transiciones de fase.

Transiciones regiones I y 2

Como puede verse de la Fig. (3.10), la recta que marca la trarrsición entre estas

regiones es o,:0para b< 0 y elpunto de crucede ambas rectas es bs: -aolnno,y

sustituyendo en las expresiones de ?lr Y TI2 se encuentra que

T{tl¡o : ?izlao :

mientras que sus primeras derivadas son diferentes, es decir, la recta ¿ : 0 para

b < 0 corresponde a transiciones de fase de primer orden.

Transiciones entre las regiones 2 y 3

La recta que marca esta la transición es {¿ : -b(2 - (u J)), y el punto de cruce

entrelasrectasesbo: -aol(mo+z-I /J).  Lasexpresionesde' l lzy ' l - Iz ylasdesus

primeras derivadas con respecto a b evaluadas en el punto de cruce son iguales mien-

tras que las segundas derivadas son diferentes y por Io tanto se tienen transiciones

de segundo orden.

0g
t

mg
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g

Figura 3.LL¡ Las lfneas oscuras formanla separatriz correspondiente al ca"so c : 0. Las
flechas dobles indican las transicionas entre las diferentes regiones y pera cada una se
muestra el orden de la transición.

Ttansiciones entre las regiones 3 y 1

Esta transición está maxcada por la recta ¿ : b(2 -* (1/J)) y el cruce de ambas

rectas por bo : -aol(Tno * 2+ (IlJ)). Las expresiones de Th y Th y las de sus

primeras derivadas con respecto e b en el punto de cruce, son iguales, pero las Se-

gundas derivadas son diferentes y por lo tanto también corresponden a transiciones

de segundo orden.

Finalmente, analizamos las transiciones de fase al cruzar por el origen del espacio

de parámetros. Para esto consideramos la recta a: mob y procediendo similarmente

a los casos anteriores se encuentra que al cruza,r el origen las transiciones de fase son

de primer orden, excepto pa,ra las rectas de pendient€s ?zs : +(2 - (IlJ)), donde

tenemos un conjunto de Maxwell.

En la Fig.3.11 se muestran todas las transiciones de fase y sus órdenes

3.2. Cálculo de los valores esperados de
observables

En esta sección se utiliza el principio variacional dependiente del tiempo men-

cionado en el capítulo anterior para obtener una aproximación a las valores espe-
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3.2 Cálculo de log valores esperados de
observables

rados cuánticos clel sistema. Es importante señalar que todos los valores esperados

serán funciones del parámetro complejo ( o los ángulos (0,ú), que determinan el

estado coherente. Por lo tanto, podría estudiarse su evolución en una aproximación

semiclásica considerando la,s ecuaciones clásicas de movimiento (2.4.9), y también

obtenerse una aproximación a los valores esperados en el estado base del sistema

cuántico sustituyendo los puntos críticos mínimos globales encontrados en la sección
anterior.

3 .2 .1 .  Caso  ¿  :0

Los estados de prueba que se utilizan son los estados coherentes. En eI capítulo

anterior se encontraron los valores de 0 y f para los puntos críticos mínimos. El

espacio de parámetros está dividido en cuatro regiones en cada una de las cuales
la función de prueba es diferente. En la Tabla 3.4 se muestran los parámetros que

definen aI estado coherente, esto es ( ó los ángulos (0, ú). Para simplificar la notación,

se define el parámetre ra: cl@Q - (1/J))) en las regiones 3 y 4. Puede observarse
que en estas regiones se tienen dos valores diferentes de (", esto es, en una, misma

región se tienen dos funciones de onda independientes que tienen la misma energía,
es decir, se tiene degeneración.

Tabla 3.4: Valores de los parámetros (, 0 y $para, el caso ¿:0. Notar que lrol :í 1' En la
reg iónSparaÉ. :a . rcsen( ro)  se t iene0<d. {z r /2mient rasquepara0c : r -a rcsen( r * )
se tiene q:uerf? I d" < zr. Algo similar ocurre en la región 4.

Región

n/2

7t/2

51

Cú"0.

- t

arc sen(ro)

lr - arcsen(rr)
+(r- fi=E)
*(r+,FÉ)

0

0

arc sen(-ro)

T - arc sen(-r")
*(r - {T=E)
f { r+ \M)
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Estados Coherentes

El estado coherente de SU(2) puede escribirse en términos de una rotación por un
ángulo É alrededor del eje ¿ : (- senf, - cffi d, 0), ee decir, R(0,ú) : "-nat l28l y
que en términos de los operadores J+ I J- queda como [21J

7?-(0,ú) - ¿Er+-E'r-,

con { : (012)eic. Es importante señalar que la variable compleja { estri relacionada
con la va¡iable compleja (, a través de la ecuación [21]

. E sen l{lC : mffi1€l 
:tan(0/Z)eiú'

En función de los ángulm de Euler el operador de rotación puede escribinse en la
forma siguiente [28]:

1?(0, ú) - eiúrz eieJv e-i4.JE .

Por lo tanto, el estado coherente está definido también por la expresión [29]

lo,ú) : I¿*_rt* ú,-0,ú)lJ,*1,

: f e'tr+*l+ ar^-r(e¡1l,m¡,

d!^,-,(-0) : (,T*)- (l:#)* ( '*;*')*, (32,)

y utilizando esta última expresión, el estado coherente puede escribirse en forma
general de la siguiente manera

É,*"'*-'r(,7*)- (#)* (ry) * "'*) (Bzz)

Utilizando la de la Tabla 3.4 y la expresión a¡rterior se obtiene la
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función de prueba para cada región,

(-l)r*- (rT*)'

I
:

2r

I

2J

lilr É(,7*)',,,*,,
J

T
m=*J

l{.n), : 
É, (r 

ri 
*)' (,* F) 

* 
(' . F) 

* 
tr,m),

lJ,*) ,

en la tercera (cuarta) expresión los signos superiores a la izquierda y derecha ce

rresponden al punto crítico 4: arcsen(rr) (d. = *arcsen(r')) mientras que los

inferiores corresponden a á" : n - arc sen(ro) (0. : n * arcsen(r"))'

Como ejemplo se escriben explícitamente los estados para dos y tres partfculas. Si

se tienen dos átomos, entonces J = L y los estadoe están dados por la.s expresiones

siguientes

lG), :

lG), :

leÍ), :

lc*). : (t+ .tFT) 
t,r l  - \ l+¡r0)a (l+ r) tt  - t l .t \ c t t  \  z  / ,  V 4 "  \  Z  ¡

Estas soluciones podrán compa,ra,rse en forma analítica con los correspondientes ee-

tados propios solución de la ecuación de estados egtacionarios.

Una vez que se conoce el estado del sistema puede calcular€e el valor esperado de

cualquier observeble. Los valores esperados de los operadores de momento angular
paxa un estado coherente arbitrario están dados por las expresiones (2.4.6)- Para
obtener una aproximación al valor esperado cor respecto al estado base del sistema
cuántico se substituye en esas expresiones el valor de á" y {" correspondientes a cada

región. En la Tabla (3.5) se muestran los resultados de sustituir los puntos críticos
mínimos.

(3.2.3)
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Como puede observarse, el operador J", que mide la población relativa entre los
doe modos del condensado, permite distinguir entre los dos estados independientes
asociados a cada una de la-s regiones 3 y 4. Esto es, cada función de prueba produce
un r¡alor diferente para el valor esperado de J,, lo que sugiere que se considere una
nue\¡a función de prueba que sea. una combinación lineal de los estadoe coherentes
con (1 : tan(012)enú y er: cot(0/Z\eiÉ. Despues de r¡arias pruebas se encontró que
estos \¡f,lores de ( son los que mejor reproducen los resultados cuánticos encontrados
posteriormente. M¡ís adelante estableceremoe los resultados correspondientes a la
combinación simétrica de estos estados.

Tnbla 3.5¡ Valores esperados de los operadores de momento angular para el caso a : 0.

. Región J"/J JolJ J,/J

-\/lL - r"

\ffi
0

0

-\m
{L-: r"a

Utilizando el procedimiento indicado en la Sección 1.3, se encuentran los valores
esperados de las componente del cuadrado del operador de momento angular que
toman la forma siguiente

(#),
(#),
(#),

(3.2.4)

En la Tabla (3.6), se indican los resultádoe obtenidos en cada una de las regiones
al sustituir los parrímetros crfticos. Los valores esperados de las componentes del

* l

3 r o 0

r a 0

=  ' - ; ( r - i ) s e n 2 d .

#

- T d i

- ra

1 l
_ a L _

2 J 2

1 1
2 J 2

/  r \
I z - l l s e n 2 o c o s z ú
\ -  J / - - -  

- * - -  r '

(z- 4 ) *"rrt osen' fi,
\  r /
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momento a.ngular y sus cuadrados, mostrados en las Tablas (3.5) V (3.6) han sido

divididos por J y JÉ, respectivarnentri, para hacerlos cantidades intensivas, y poder

así tomar el límite clásico (J -r m)-

Ihbla 3.6: Valores esperados del cuadrado de los operadores de momento angular pala el

caso a = 0.

55

Región Jr.l J, Ji l J, J: / J'
1

2J
J-
2J

I
2J

I
zi

|  _ fd2( !=2J \  #  1+=1H3J}

zr-L -"J}jar) + r+ ry

Conociendo estoe r¡alores esperados podemos coustruir nuer¡amente los resultados

para las energfas mínimas en el espacio de parrimetros, éstas apaxecen en la Tabla

(3.7).

Thbla 3.?l EnergÍa en el espacio de parÉmetros, cf,so o = 0'

Energía

uL + ,

f , - c
u+nffi
b+ff i

Debido a sus relaciones de conmutación, es imposible especificar dos o más com*

ponentes de ..f simultáneamente, y esto se refleja en las relaciones de incertidumbre

de Heisenberg que satisfacen la siguiente desigualdad

t  ^ t 2 t  ^ 1 2  1 l r ^ r 1 2
(^¿J (a.r,) ¿ ; l(¿)l r

3

4
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56 Capftulo 3 An¡flisis de eetabilidad

donde se ha utilizado h : l. Entonces el cuadrado de las fluctuaciones normalizadas
de loe operadores de momento angular están tladas por las expresiones

(3.2.5)

(3.2.6)

con dJr : L,JxlJ y y'.Jx : 
l|rl'- 

(t'). Por lo tanto la fluctuación para la

componente J"/J del momento nngular vale cero en las regiones 1 y 2, mientras que
en lasreg iones3y4tomael r ¡a lo r , f f i .ParaJufJ |a f luc tuac iónesuna
constante en todo el espacio y su valor es 1ffi. Finalmente, en las regiohes I
y 2la fluctuación pal:- J,f J es ¡ffi, x €tr las regiones 3 y 4 vale \El$il.
Tomando el lfmite cuando J -r oo encontramos que las fluctuaciones paxa las tres
componentes normalizadas del momento angular valen cero, como debe ocurrir en el
caso cláeico.

L* probabilidad de ocupación relativa de los dos modos del condensado para un
estado coherente se define como P6.(rn) : l(J,rnlQ)|", el cuadrado de la norma de
los coéficientes del estado, es decir,

pc"(m): (rt*t_) (ry)'** (ry)'-* =tdr*,-,,(-0")t,. (B.z.z)

La probabilidad de ocupación €s una distribución binomial, por lo tanto, el valor
promedio de m (rl) y su fluctuación estd,rr dadas por las expresiones

ñ : - J cosfl", (A*)t = (J l?)(l - cos2 d"), (3.?.8)

respectivamente.

Utilizando los puntos crfticos mínimos en el espacio de parámetros, indicados en
la Tabla (3.a), hs ocupaciones toman la forma

Pr,z(m) =

P{,n@) :

(6J,)'

(6r)'

(6J,)'

, j  
( t  -sen2ácosz{) ,

# tt - sen,Ésen? t') ,

fi"*o'e,

I
z-

\ /
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3.2 Cálculo de los r¡alores esperados de
obserr¡ables

donde los subíndices indican la región en la que es válida la expresión. En las regiones
I y 2, la ocupación relativa es independiente de loe parrímetros del Harniltoniano, y
toma su r¡alor má,ximo cuando m:0, i.e., el número de átomos en cada uno de loe
modos del condensado es el mismo y la probabilidad r¡ale

67

Pr,r(o):ffi-

donde en el último paso se tomo el límite cuando J -r oo y se utilizó la fórmula de
Stirling. En este caso (Arn)2 : J/2.

En las regiones 3 y 4 la ocupanión relativa depende de la razón entre el parrá.metro
de tunelaje (c) y las propiedades de dispersión eutre todos los átomoe (b), el mríxi-
mo correeponde a la proyección del momento angular más cercana al r¡alor f¿ =

+tffiJ y su corrqspondiente fluctuación (A*)' : (J/2)r,2.

Existe una formulación de la mecónica cu¡íntica basada en distribuciones de cuasi-
probobiüdad [30], de las cuales podemos mencionar como las tres más importantes
la distribucióu de Wigner o función W, la distribución de Glauber-Sudarsha,n o fun-
ción P y la distribución de Husimi o función Q. Estas distribucionee contienen toda
la información del sistema, por lo tanto, es importante estudiax sus propiedadee y
comportamiento en el espacio de parrímetros del Hamiltoniano modelo considerado.

En este trabajo solamente estudiaremos la función Q de Husimi, la cual recient+
mente ha.sido utilizada como una, medida de la complejidad de los estados cuánticos.
La complejidad puede clasificarse en doe tipos: la complejidad asociada a estados
puros y la relacionada con un ensamble de estados cuánticos. También se ha consi-
derado a la función Q de gran importancia en la medición de correlaciones cuónticas
ó errredamiento en sistemas de muchos cuerpo.s [31, 32]. Si conocemos la matriz de
densidad del sistema podemos calcular su función Q tomando el rmlor esperado con
respecto a un estado coherente arbitrario l{) [30],

, f  r - 1
Qo(t,s,ú): ff(e hH'

donde f es un parámetro complejo tal que t: tan(012)eiú.

Cuando se tiene un estado puro lry'), su matriz de densidad está dada p or p,h : lrlrl(rltl,
entonces, para el estado coherente l(") la función Q está determinada por

Qc.(0,6¡: QJ + r) l@n)l(€lQ)l ' ,

2
nNt

Neevia docConverter 5.1



58 Capítulo 3 Análisis de eetabilidad

que puede escribirse en la forma siguiente:

et (r,(,f) :'+f-Lt * cq2[:-(;Q-] "
+7r tml 

' (3'2'e)

y que en términos de loe angulos 0,0", ú y {" puede ercribirse como
T . . I + l  - t  r 2 J

Qq.,+¿(J,O,ó) : "#n-'(t 
* cosdcosd" + coe(@ - ,f")sená sená") . (3.2.10)

Sustitupndo loe valores de la Tabla (3.4), para los puntos érfticoe en las regiones 1
y 2 se obtiene

Q{t,e,$¡ : 
'+n-'(t 

* cos { **o d)",

Qz(J,0,ú) : ?!#n-'(t -cosd **"4)"'

En las regirnee 3 y 4 se cumple que

^ t {14'cosÉ": 
{ _'uf-_-ry,

donde se toma el valor de a¡riba para á" : a.rcsen(ro) o d" : arcsen(-ro) y el de
abajo para d" : fi-s,rcsen(r") o d" : n*a,rcsen(r"). Con este resultado es inmediato
evaluar las funciones Q correspondiente's a los estados l("*)r,n, i.*.,

e!,n(J,o,ú) = qFn-'(t +\Rcosd+rocosf ,*oa)".

El segundo momento de la distribución de Husimi tiene propiedades similares a
la entropía de \Mehrl [31, 321, y su inverso eB una medida de su localizsÉión ]ra que
representa el volumen en el espacio fase ocupado por la función 8. Su definición es
la siguiente:

Mp,) _2J + L [" f^rff, =-" 
i: J, J, 

sen0d,0itg(0,úlpl0,ú)2. (B.z.lt)

Pa,ra el caso en el que el operador de densidad está determinado por el estado
coherente puede demostrarm (ver Apéndice C) que el segundo momento r¡ale

Mfl,'r",*,:'Y* ^ (B.z.tz)
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3.2 Cálculo de los r¡alores esperados de
obser\¡ables

Es conveniente renormaliza¡ el segundo momento multiplicando por el inverso del

resultado anterior, de tal manerfl que, pars un estado coherente el segundo momento

sea, una, constante igual a uno

^7@) - !!lt ¡¡9)' " 'Qlr" ,á") -  
ZJ +l  

" 'Qrr",+.) '

Superposición simétrica de estados coherentes

Como ya se ha mencionado, en las zonas 3 y 4 existen dos funciones independientes

lo cual sugiere considerar una combinación lineal de ambas como función de prueba'

En principio, la combinación lineal podría ser axbitraxia, sin embargo, no existe razón

alguna paxa que una de las funciones tenga msyor probabilidad que la otra, por ello

se considera una combinación en la que a¡nbas funciones tengan el mismo peso. Esta

combinación puede ser simétrica o a,rrtisimétrica, pero se necesita una función que

esté bien definida en todas las regiones y esto solo lo cumple la función simétrica.

Entonces si (1 = tarl(?1?)ei+ y ez= cot(0f?)ei+,la nuer¡a función de prueba es

(3.2.13)

donde 1/ 2l1T1s-"4-)Eil es el fantor de normalización. Enlas.regiones I y 2 este
estado se reduce al estado coherente. Por trata¡se de una función de prueba diferente,

la función Hamiltoniana asociada es diferente ta.urbién, por lo que debería repetirse el

anáIisis de estabilidad. Sin embargo, se demmtrará que en el límite c}fuico, es decir,

cuando J --+ cs, la nueva función Hamiltoniana se reduce * la anterior y por tanto,

en ese límite, es vrilido todo el análisis previo y pueden utiüzarse los puntos críticos

encontrados con el estado coherente.

Primero se encuentran los valores esperados de los operadores J,, Jr, ff para este

nuevo estado utilizando el mismo procedimiento que se utilizó paxa encontrar las

expresiones (2.4.3). Una vez que se conocen estos valores, puede calcula¡se el valor

esperado de la energía que define la nueva función Hamiltoniana-

59

,1 * (sen O)zt-z+ csendcosdaft;fr,
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60 Capftulo 3 Análisis de estabilidad

sabemos que lsendl { l, entonces, cuanrdo lsenÉl < 1y J-roo, (seng)zr+" - 0,
donde n > 0 y está fijo. Esto implica que, en él límite cldsico ?ú. se reduce a

que es igual alaexpresión (3.1.1). Cuando lsendl : 1, setiened :n/2 por lo que
co$É : 0 y (send)aJ*¿ + 1, y Ia función queda de la forma

7 f " :  
* * c c o s t ' ,

que equivale a evaluar (3.1.1) en d : nfl.Por tanto, para todo r¡alor de á, en el
límite de ntlmero de partículas grande la nuer¡a función Hamiltoniana se reduce a la
anterior.

Una vez que se ha mostrsdo la equivalencia de ambas funciones Hamiltonianas en
el límite cliisico, se pueden usar los puntos criticos mínimos obtenidos en la sección
anterior para calcular lqs \¡a.lores esperados de las diferentes observebles en el espacio
de pará,metros. Los resultadoÉ para la energía se muestran en la Tabla 3.8

Thbla 8.8: Energía en el eepacio de parómetros, caso d : 0, pa,ra la función de onda
simétrica. En la región 3 se tiene que 0 < ro 1!, mientras que en la región 4 ocurre que
-l I ra < 0. Para considerax el ca,so de un.número de partículas impar en la región 4 se
utiliza lr"l, ya que sen d siempre es positivo.

Región Energía

* + "

{# + (t - rraxt - '*')} i+#, + Wr cr*rffi

{# + (1 - #xr *,,,)} "fu+ r+ffi#+ "¡""¡fffi

rto :{# - tt - #) **'a} b + c sendcos{,

La nueva función de onda en las regiones I y 2
por eso en esaa regiones las funciones de onda son

se reduce a la función original,
los mismos estados coherentes
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3.2 CáIculo de los valores esperados de
observables

ya encontradoe y todos los valores esperados son iguales. En las regiones 3 y 4 las

nueva,s funciones de onda están dadad por las expresiones siguientes:

(3.2.14)

de donde los cuadrados de las fluctuaciones paxe los valores esperados de los opera-

dores de momento a.rrgular io y i, se reducen a los valores esperados del cuadrado

Conociendo las funciones de onda es inmediato calcular la ocupación relativa

Pri(*) = #*r (,'i *) lfry) 
r+* 

( r + '{-=)'-*

* (, * F)'** ¡ -,ry)'--*, (+)'1,' \  2  /  \  2  /  \ - /  r

que es la misma en las regiones 3 y 4. En este caso la probabilidad de ocupación es

una combinación normalizada de distribuciones binomiales'

Los resultados paxe los valores esperados de los operadores de momento angular

se muestran en la Tabla (3.9).

Las expresiones pare loa cuadrados de los operadores de momento angular en las

regiones 3 y 4 están dadas por

( 1  r , 2 ( 1  - 2 J ) l  I  f  I  I  t  
\  r - r 2 rr:/r, = t# -'Ti '*F�. t# - #r' -zr)ldifr,

rzy / rz : *rf# + {r + liAo- t4} 1ffi,
rztr, : {t * fr,.,(r -?r)} #. ##ft
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62 Capítulo 3 Aniilisis de estabilidad

Tabla 3.9¡ Valores eeperadoe de los operadores de momento angular para el crsó c : 0
usa¡rdo la función simétrica.

Región J*I J Jr/J J,lJ

- 1

,"I# 0

de los operadores y para el operador J, es

(AJ") , :

de donde es inmediato que, tanto los valores esperados de los operadores de momento
angular y sus cuadradoe asóomo las fluctuaciones correspondientes tienden a los
obtenidos para el estado coherente cuando ,I - oo.

La función Q general para el nuevo estado está dada por

"')) #. {#,' - z"r (r - #)} *tr,{#,'

8'({) = 2 J  + l
4n

donde denotamos por (á", {") los ángulos sobre la esfera de Bloch de las variables (1

Neevia docConverter 5.1
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y (2. Escribiendo { en términos de los ríngulos 0 y fi la función I está dada por

63

(3.2.15)

( lt +.*e F coso.+ 
\V 

---,,,1 z

-L e-i(ú-Q") + @-.@\t'i 'r e '  y  z  V  ,  ) l

substituyendo loe valores críticos de las regiones 3 y 4 se obtiene

or = ffil (,ry W - "-nr,f \ "so rpF)

El segundo momento para une combinación lineal arbitra¡ia de dos estados cohe-

rentes se calcula en el APéndice C'

3 . 2 , 2 .  C a s o b : 0

En este caso los puntos críticos mínimos dividen al espacio de parámetros sólo en

dos regiones, las cuales se hayan separadas por el eje a, en cada una de las cuales

r  2J l2+ ) l
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64 CapÍtulo 3 Análieis de estabilidad

Tabla 3.10: Valores de los parómetros (, d y f para el caso b = 0.

Región

arctan(-c/a) o ,rffi*,

la función de prueba es diferente. En la Tabla 3.10 se muestran los parámetros que
definen al estado coherente.

Utilizando la expresión (3.2.2) para el estado coherente y la información de la
Tabla (3.10) podemos escribir las funciones de onda en cada una de las regiones

A continuación se encuentra la función de onda del estado base para doe casos par-
ticulares, que más adela"nte podrán compaxarse con loe resultados cuánticos. Para
J :1/2 se obtiene

r  |  ' ) t  
\ +  ( . v f f i - " 1+  ¡ , - , , +c * , \ +lG)' : P-,1t1*,, \z\/F+a ) \ ,!ñt) lr'm)'

' 
**( u \+ ( ,la;P - "\ 

-* 
(rlffi + *\# , , -,rG),: E(-r)**lrT*) lffil tffiJ tr,,nt-

(3.2.16)

arctan(c/a)

I
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Para J : 1 las funciones de onda son

( r l a - + o \ ,  |  '  t *  /  t m - ^ \
t("), (,ffi) tr, -rr " (6,L-))- l', t). (,ffi/ lt' t)'

(3-2.17)

r ¿ ) "  :  ( r y ) , , , - r ,  - ( = ' | . . ^ ) i r r ,  o ¡ * ( f f i ) r r , r ) ,t \c¡2 
\  z, /F+? J ' - '  \z(ar+C)/  

' - '  '  
\  zvo,+É / '

Ahora puede calcularse el valor esperado de cualquier observable' Sustituyendo en

las expresiones (2.4.6) el valor de los puntos críticos de cada región se obtienen los

resultados mostrados en la Tabla 3.11 pa,ra los valores esperadm de los operadores

de momento angular. Usando las expresiones (3.2'a) para el cuadrado de las compo-

nentes del momento a,ngular, es inmediato sustituir los puntos crfticoe y obtener los

resultados mostrfldos en la Tabla 3.12. Los resultados obtenidos han sido divididos

por J y J2, respectirramente, para hacerlos cantidades intensi.¡as de igual forma que

en el  caso c,:0.

Tabla 3.11¡ Valores esperados de los operadores de momento angular para el caso b : 0'

Región J*/J JulJ J,lJ

--r.,,fu 0
!a'+c!

d-ffiF
' o c r 1  d

L  ' _ 7 - r l  -  f f i i- 
{dz+c¿ !.,-+e

Thbla 3.12¡ Valores esperodos del cuadrado de los operadores de momento angular para

e l  caso  b :0 .

Región J:ll' JilJz 4/.F

L + 2 r + ( l - 2 4 # # 1- (r -Lr)f#

t +2r + (r - 2J)## 1- (r -zr)f#

El valor de la fluctuación para la componente J, f J es az ll(al\(a2 + C)] en ambas

regiones. Par3 JrfJ la fluctuación es una constante en todo el espacio y su valor
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w ,,f;@. Finalmente, la fluctuación para J*f J w é l[(ZJ)(az + C)]. Al tomar el
Iimite cuando J * oo encontra¡nos que las fluctuaciones para las tres componentes
normalizadas del momento angular tienden I cero, como oclure en el caso clásico.

Conociendo estos valores esperados podemoe construir nuer¡a,rnente las energías
mfnimas en el eopacio de parrimeüros y loe resultados flpf,xecen en la Tabla (3.18).

Thbla 8.13: Energfa en el espacio de parómetros, caso b * 0.

Región Energfa

_JaW

_ffi

La probabilidad de ocupación relativa eutre los doe modos del condensado, que se
define como P6"(nl) : l(/,rolfi)1z, tiene la forma

Pa@) :  (  2J  \ ( ' - e2+É-a \ ' * *  ( 'F re * ' \ ' - *
\"r+-/\ffi) \6 I 

'

que es una distribución binomial de la *u"l *rro***oc el valor medio del número
de átomos que se encuentran en el estado excitado cuyo valor es ffi : l-Jffi\,
mientras que la dispersión del r¡alor promedio de ocupación es (Arn)2 = JQFW).

Sustituyendo loe r¡alores de l¿ Tabla (3.10), en la ecuación (3.2.10) se obtiene la
función 8, cuJE expresión es

QrQ,o,ú)

Qz(J,0,ú)

' #n - ' ( t  -  
f f i cosd  

-  
f f i " *4  r * 'd ) " ,

' + n - ' ( t  -  
f f i c o s d  *  f f i " * 4 * n d ) " .

Por trata¡se de un estado coherente el valor del segundo momento es uno en todo
el espacio de parámetros.
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B arccor t"") ffi_

C a s o  c : 0

Loe puntos críticoe mínimos dividen al espacio de parri-rnetros en tree regiones, las

cuales se hayan separadas por el eje b para b < 0 y por las lfneas a: b(2*llJ)

y a : -b(2 - 1/J) pa,ra b > 0. En la Tabla 3.14 se muestran los parri.metrffi que

definen aI estado coherenüe, esto es ( ó el ringulo d, pues en egte caso el Hamiltoniano

es independiente de ,f.

Tbbla 3.14¡ Valores de loe parámetrm ( y d para el caso c : 0. Donde definimoe el

parámetro rc * o-e=fu$l

Región 0" G

Utilizando la expresión (3.2.2) para eI estado coherente y la información. do la

Tabla (3.14) pueden escribirse las funciones de onda en cada una de las regiones

lG),
l("),

lG)r

(3.2.18)

r ei{r+*)r,(,rl*)- (+)* (+)+ v,*},

donde r.: ffiifr.
Sustituyendo en las expresiones (2.4.6) el valor de los puntos críticos de cada región

se obtienen los resultados mostrados en la Tabla 3-15 para los valores esperados de los

operadores de momento angular y en la Tabla 3.16 se establecen los valores esperados

dll cuadrado de las componentes del momento angular en las regiones L y 2' Para

la región 3 los valores esperados de loe operadores de momento angular al cuadrado
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Thbla 3.LS: Valoree esperados de loe operadorec de momento angular para el caso c: 0.

Región J,I J Jol J J,I J
* l

cosS'r¡fffi sen{,,ffi -rc

Tabla 3.16: Valores esperados del cuadrado de loe operadores de momento angular para
el caso c: O en las regiones L y 2.

Región 4lJ' 4lt" J:/J,

están determinados por las expresiones

-\

I
2J

l*
2J

2 . . , L * 1

J:IJ,

rilJz

4lt'

* -I(' - 
i) (1 * ":) cosz {,

*.+('- +) (, - '"t) sen2d,

'- i ('- +) (r "i)
La fluctuación de las componentn Jrf J y Jv/J es una constante igual a ll(zJ), en
las regiones I y 2, mientras gue en la región 3 depeuden de ambos pa,rc,metroe del
Ha,miltoniano y sus valores están dados por las expresiones

(6J*) '  :  
, r1 (t  -  cos2/(r - '3)),

(6Ju) '  :  
#  t t  -sen2/11-  " : ) ) .
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Finalmente, lafluctuación para Jr/J es celo en las regiones I y 2, mientra,s que en

la región 3 su valor es (1 * rfllll). Al tomar el límite cuando J *+ m encontra,rros

que las fluctuaciones para las tres componentes normalizadas del momento angular

valen cero. como debe ocurrir en el caso cliásico.

Conociendo estos valores esperados podemos construir nuevamente los resultados
para las energías mínimas en el espacio de parámetros y los resultados f,parecen etr

la Tabla (3.17).

Tbbla 3.17: Energla en el espacio de parámetro.s, caso c = 0'

Región Energfa

- a * b

a * b

-  o 3  ¿ á
2b(2-(r/J)) ' 2J

En este caso la probabilidad de ocupación vale uno en las regiones I y 2, y tiene

la forma mrís sencilla, pues se encuentra, en un estado de momento angular con

proyección bien definida, es decir, sólo pueden estar todos los átomos abajo, región

1, o arriba, región 2. En la región 3 se tiene más de un estado posible, y la probabilidad

de ocupación relativa estrí dada por

rt"@): (,T *) (+)'** ('1")'-*
En este caso la ocupación relativa es dependiente de ambos pará,metros del Hamilto-

niano en todo el espacio y el valor promedio PÉffi : *Jr", mientrss que la dispersión

es (Arn)z : J(l - rl).

Sustituyendo los valores de la Tabla (3.14), en la ecuación (3.2.10) para encontrar
la función Q, se obtiene

QrQ,0,ú)

Qz(J,0,ú)

QúJ,0,ú,ú,)

'+n-,(t +**d)",
'+n-, (t - .o*á)'", (s.z.re)
'i#n-, 

(t f r" cos d + \F"cos(d - 4') .*n a)t',
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donde / es arbitraria ya que son estados finestables.

Nuer¡a,mente, el segundo momento de la función Q para el estado de prueba vale
uno en todo el espacio de parÉmetros.
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Análisis cuántico

En esta sección se encuentran las funciones y valores propios del Hamiltonia¡ro
modelo (2.1.10)

Para encontrar las funciones propias se diagonaliza este Hamiltoniano dado en la
base de momento angular, esto es [28J

l2 l l ,ml  :  J(J + 1) lJ,  rn)  ,  JulJ,ml :  mlJ,ml ,

donde se us&n unidades con ñ: 1, y la proyección del momento angular rn puede

tomar los valores -J < rn I J. En esta base se calculan los elementos de matriz
de cada uno de los operadores de momento angula,r, utilizando los operadores de
ascenso (J+ : J* + iü y descenso (J- : J* - iJy). De esta ma,nera, se construye la
matriz Ha^uriltoniana cuyo,s elementos de matriz son

. H . -  o ,  b
\J,*rl ,lt,mi 

: 
#*16*,,*; + ;m?6^,,*,

-j(w 6mz,mt+r+ W d-",*,-r)'

Las funciones propias, pa,rñ un determinado ntimero de átomos N = 2J, pueden

escribirse como una combinación lineal de la base de momento angular

J

lü,) : I  qV,*),
fn:- J

!: urr, * #t: * ]i.
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72 Capítulo 4 Análisis cuántico

donde i denota la i-ésima función propia, y el índice i = 1,2,3,...2J + l.

La diagonalización de la matriz Hamiltoniana se realizo utilizando Mathematica.
$e diseñó un programa que constru¡,e la mstriz pa,ra todo r¡alor de loe parámetrffi, y
las funciones y rmlores propios se encuentran utilizando una subrutina de diagonali-
zación. En el Apendice D se presentan los detalles del programa desa,Eollado.

El análisis cuántico se dividir¡i de la misma forma que en el cepítulo a¡rterior
separando su estudio en cuatro caso-s. Los tres primeros asociadoe a haner cero cada
una de las interecciones que forma¡r el Hamiltoniano, esto es, a : 0, b : 0 y c : 0, y
finalmente, se considera el caso cuando todoe loe pará.rnetroe son diferentes de cero.

4.I. Caso a:0

Energía

En el capftulo ¿nterior se calcularon los r¿alores esperados de las diferentes observa'
bles con respecto al estado coherente de SU(Z), y se evaluaron estas expresionee en los
puntos críticoe. De aquí en adelante, estos r¡alores esperados serrin llamado-s velores
esperados clásicos mientras que loe r¡alores esperados que se obtengan con respecto a
los estados propios del Haffiiltoniano, serr{n llamados r¡alores esperados cuánticos. En
particular,los'valoree esperados del Hamiltoniano serr{n energías clásicas y energfas
cuánticas, respectivamente.

En la Fig. 4.1 se muestran cortes del espectro de energías del Ha,uriltoniano ce
mo función de loe parrímetos b y e. Las lineas oecuras correspondeu a las energfas
clásicas (ver (3.1.2)). Se observa que las energías clásicas dividen el espectro de en-
ergía en regiones con degeneración y sin ella, entendiendo por degeneración a que

visualmente no podemos distinguir un nivel de otro en la grrífica. Poeteriormente
se hace uu anrilisis mds riguroso sobre este punto. En las Figs. 4.1(a) y 4.f (c) se
obeerva que en la parte central no hay degeneración mientras que fuera de ella existe
una degeneración doble. Ademris, arnbos r¡alores de c producen el mismo espectro de
energías, t4sta es una simetrfa que presenta el Hamiltoniano y es equivalente a una
rotación alrededor del eje Z por rr rsdianes, es decir, el Hamiltoniano es invariante
ante estas rotaciones. En las Figs.a.l(b) y 4.1(d) se observa que al ca,urbiar el signo
del pard,uretro b produce una inversión del espectro. Las grrfficas muestran que las
energías clisicas reproducen bien las energías cuánticas mínimas. En estas últimas
pueden obsert¡arse las transiciones de fase de primero y segundo orden en valores de
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- 1

(a) c = 0.5

-1  0
c

( b ) ü = - l

(c) c = -0.5

- 2 - 1 0
c

(d )  b :  1

Figura 4.1; Espectros de energía para el caso ¿ : 0. Pa,ra eetas figuras se ha considerado
J = 10, que significa N = 20 partículas en el condensado. En cada una una de las figuras
Ee muestran en color obscuro las energfas'clásicas correepondientes.

b y c cerca,nos a aquellos que corresponden a la separatriz.

En la.s figuras, la separatriz estÉ ma¡cada por los puntos de intersección de dos
o mrís energías cl¡isicas. Las traneiciones de fase para la energía cudntica mlnima
ocurren, para J finito, en regiones cercanas a la separatriz. IJnicamente en el caso en
que J tiende a infinito las transiciones ocurren emctamente sobre la separatriz. Esto
es mrfu claro para valores pequefios de J, por ejemplo, cuando J: I la degeneración
solo ocurre cuando b --+ -oo, como se mostrax{í mrás adela^nte.

En la Tabla 4.1 se muestran los valores de la diferencia de energías entre el primer
estado excitado y el estado base (gap), que denotamos por G = Et - Eo, para dife
rentes valores de J como función de b conserr¡ando c : 0.5. El último valor de ó en
la tabla corresponde a la recta que constituye a la separatria, b: -c/(2 - (llJ)).
En este valor de los parámetros b y c no existe degeneración (G : 0) para los va'

*1.5 *1.0 -0.5 0.0 0.s
b

-1.5 -1.O -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
b

-2
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T4 Capítulo 4 Análisis cuántico

Tabla 4.1: Diferencia de energfas del primer eetado erccitado y el estado base para dif+
rentes valores de b en Ia región 4 conservando c = 0.5.

ó :  - 1 . 5 b :  - 1 . 0 b :  -0 .5 b= -o.8/(2- ( t lJ\)

J : t 1.5 x 10-r 2.1 x l0*r 3.1 x l0-r 3.1 x 10-1

J : 5 4.8 x 10-7 1.6 x 10-6 3.7 x 10-3 3.9 x 10-2

J : 1 0 1.1 x l0-13 2.0 x l0*ro 3.1 x l0-5 1.6 x 10-?

J  : 2 0 0 0 2.7 x 10-e 6.7 x l0-3

J : 5 0 0 0 0 2.0 x 10*3

J : 1 0 0 0 0 0 8.4 x 10-a

lorm de J considerados en la tabla y se tiene además que para J pequeñas uo hay
degeneración incluso para b : -1.5. La rlnica región donde hay degeneración para
todo valor de J es la línea c : 0. Cuando J + oo la zona de degeneración empieza
exactamente en la separatriz. Esto podremoe verlo nuevamente cuando analicemoe
la ra¿ón de diferencias de energía.

En la Fig. 4.2 se muestra.n los eepectros de eaergfa para 20 átomos (J : 10)
cuando los pa,rómetros varían sobre las líneas Que forman la separatriz del sistema.
$e observa que en este caso desaparece la región de degenerarión, excepto en el
punto no físico (0,0). En las tres figuras se observfi,n trnnsicionee de fase de primer
orden en c : 0. Estas correspouden rlnica¡nente a transiciones entre las regiouee I
y 2. Ademrfu, en la$ Figs. 4.2(a) y a.z(b) se observa nuer¡a,mente la simetría a¡rte el
intercambio de c con *c.

La raaón entre la diferencia de energía del estado base con el primer y segundo
estados excitados se denota por ,81 y se define como

f t r =
E t - E o

(4 .1.1)
E z -  E t '

En la figura Fig. 4.3 se grafica ftr en funcióu de los parrí.nretros b y c. Esta observable
presenta cambios de comportamiento drásticos al cruzar la separatriz. En particular,
en las regiones I y 2 del espacio de parámetros, la diferencia de energía entre el
estado base y el primer excitado es diferente de cero mientras que en las regiones 3

t + ,

- t

ü
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-1.O -O.5 0.0 0.5
c

(a )ü= - f f i

-1.0 -o.5 0.0 0.5
c

(b) b: f f

1.0

-1.0 -0.s 0,0
b

( c ) c = O

Figura 4.2: Espectros de energfa para el ca.so a : 0, los parámetros va¡fan sobre las rectes
c :  *b(2 - I /J) )  s i  b  < 0y c:  0 s i  b  > 0.  Tomando J -  10.

y 4 es cero o muy cercanñ a cero. Entonces esta razón puede usa,rse para determinar
las regiones en el espacio de parrímetros donde ocurren los cambios en la estructura
del estado base del sistema, además, el cambio de comportamiento en las regiones es
mds pronunciado cuando el número de partículas aumenta.

Esta razón tambiéu da información acerca del r¡alor de G, y por lo tanto de la
presencia de degeneración. En la parte inferior de la Fig. 4.3 puede verse cómo el
tama.fio de la zona de degeneración depende del r¡alor de .I, cuando J = 10 la zona
en la que G es cero está más alejada de la separatriz que para J = 50. Únicamente
para J -' oo la zona de degeneración comienza justo en la separatriz. Este compor-
tamiento de G puede observarse en la Fig. 4.4 para diferentes valores de J, la línea
vertical corresponde al valor de la sepa.ratriz en el límite de número de partículas
infinito.

Cuando hay degeneración, debido a la linealidad de la ecuación de Schródinger

r.0
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Hl

1

1

1

I

1

2.0
1 . 8

1 .6

1 .4

1.2
t .o

1 .O

o.8

o.6

0.4

o.2

o.0
- 2 - 1 0

c

-1  0
c

Figura 4.3: En la parte superior se grafica .R1 como función de c conservando b = l. En
la parte inferior b = -1. Las figuras del lado izquierdo correeponden a J : l0 y las del
lado derecho a J = 50. Las llneas verticales claxas m&rca,n la separatriz para esos valores
de los pará.rnetros.

Figura 4.4: Gráfica de G - 4- Eo como función de b con c : 0.5, para diferentes valores
de J. De arriba a abajo las líneas corresponden a J : 5,10,20,50,100. La lfnea vertical
corresponde al valor de la separatriz cuando J - oo.

de estados estacionarios, la función de onda del estado base puede ser cualquier
combinación lineal de las dos funciones propias correspondientes. Por esta razón, as
conveniente utilizar una base adaptada a la simetría del problema.

-r.0 -0.8 -0.6 *0,4 -0,2 0.0 0.2 0.4
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El Hamiltoniano es invariante ante rotaciones por n-radia¡res a lo largo del eje-X,
ya que rinicamente afecta al operador'J", como puede observaxse a continuación [28]

"-hrh¡r"hrh : *Jr,

y el Hamiltoniano depende única¡nenente de Jj. Debe recordax$e que hasta ahora la
base usada ha sido la de los estados de Dicke, en la cual se tienen dos estados cuyo
r¡alor abeoluto de la proyección de momento angular en la dirección z es la misma.
Debido a la simetrfa que acaba de mencionarse, no hay una razón pflra que uno de los
estado sea más probable que el otro, por ello debe utilizarse una base en la que amboe
eetados tenga^n el mismo peso. En e$te caso, a diferencia del caso clásico, tenemos
que reemplazar los estados de Dicke por sus combinaciones simétrica y antisimétrica
que Be definen de la manera siguiente:

. Simétrica: l*)* : 
;mimttml 

+ l-m))'con rn : o'1' "' ' J

.  Ant is imétr ica:  l * | -  :  h{ l* l  
-  l -*)}  con?n =L,---  ,J

Estoe dos conjuntos de vectores satisfecen las propiedades de ortonormalidad sigui-
entes;

77

*l*' | *l*

- (*' | *l*
* ( * ' l * l -

= 6r'a,,m * 6^,,-*,

= 0 .

En esa base la matriz Hamiltonianf,, en general de dimensión 2J + 1, se rompe
en dos bloques independientes, de dimensiones J + I para la combinación simétrica
y de dimensión J pa,ra la antisimétrica. Esta simetría nos permite considertr un
meyor número de partículas, yfl, que se requiere diagonaliaar matrices de la mitad de
tamaño.

En la Fig. 4.5 se muestran los espectros de energía para Iü : 20 partículas. Se
obserr¡a que los espectros de energÍa para cada una de las submatrices no tienen
degeneración y esta ocurre únicamente cuando mezclarnos los niveles de energía de
ambas matrices. F,sto implica que cada una de las submatrices da lugar a niveles de
energia que presentail cruces evitados porque están asociados a la misma simetría.

6*,,** 6^,,-^
(1+ó*, ,sx l+óm,o) '
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-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5
b

*1.5 -1.O *0.5 0.0 0.5 1.O 1.5

b

Figura 4.5; Se muesüra el espectro de energías para 20 partlculas en la nuer¡a base. Arriba
e la izquierda, apf,rec€n los niveles de energÍa asociados a la combinación simétrica, y a la
derecha, a,parece el espectro de energla asociado a la combinacióu antisimétrica. Abajo se
presenta la combinación de los doo espectros de energía, observándose claramente la zona
de degeneración.

t . Et .01 .51,0

i

"|

1 . 5

1 . O
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La comparación entre el comportamiento de la superficie de energía cldsica mínima

y la superficie de energía cuántica del estado base en función de los parrí.uretros (b, c)

del Hamiltoniano modelo, se muestra para N : 20 partículas, en la Fig. 4.6. Ambas

energías presentan el mismo comportamiento en el espacio de parámetros. En c: 0

y b > 0 hay una línea que marca. el cambio de pendiente que existe en la superficie

al cruza¡ la recta c : 0, recordamm que esta recta forma parte de la separatriz y

que la transición de fase correspondiente es de primer orden, por ello es talr notoria
pues esto implica una discontinuidad en la primera derir¡ada de la energía. La línea
que maxc& la transición de segundo orden no es tan obvia, pues corresponde sólo a

un cambio de conc¿vidad de la función. Sin embargo, está presente para las energías
clásica v cuántica.

Figura 4.6: A la izquierda tenemos la superficie de energfa clásica y a la derecha la

superficie de energía cuóntica en función de los parómetros b y c para .IV': 20.

Flgura 4.7t Se muestran las curva$ de nivel de las superficies de energía cldsica (izquier-

da) y cuántica (derecha) en función de los parámetros b y c, junto con la separatriz del

Hamiltonia¡ro modelo (lfneas blancas).

En la Fig. 4.7 se muestran las curva,s de nivel de las superficies de energía junto

7g

- r o
b
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EO Capftulo 4 Análisis cuántico

con la separatriz del sistema. En ambas figuras se obsen¡an dos zoua.s, una en la
que las cuwas de nivel son líneas rectas y la otra en la que son líneas curvas, y
están separadas por las rectas c: *'b(Z-llJ) de la separatriz. Las líneasrectas son
simétricas con respecto e la recta c : 0. En el caso clásico el cambio de concavidad de
las curr¡as de nivel está determinado por la separatriz mientras que en el caso cuántico
se obsen¡a un ligero corrimiento. Este corrimiento deseparece cuando J >> 1.

Figura 4.8¡ Se muestra¡¡ los cortes c : 0.5, b * *1, c : -0.5 y b - l, en el espacio
de parómetros ü y c, mediante los cuales estudiaremos el comportamiento de diferentee
obsennables, en algunos caeos como funciones de ü y en oüros como funciones de c.

A continuación, se muestra una serie de grríficas que corresponden a cortes en las
superficies de energía, es decir, son funciones de un solo parámetro, consennando el
otro constante. De aquf en adelante se utilizaxríri estos mismoe cortes (Fig. 4.8) para
obserr¡ar cómo varía el comportamiento de diferentes ohservebles en el espacio de
pará^rnetros.

La correspondencia entre las energfas clásica y curintica mejora cuando J aumenta,
es decir, cuando aumenta el número de partículas. Esto se muestra en la Fig. 4.9, las
grríficas del lado izquierdo corresponden a 20 partfculas, mientras que las del lado
derecho corresponden a 100 partículas. En nmbos ca.sos, Ia energía cftfuica está re
presentade por la lfnea clara, la energía cuántica por la línea obscura y la separatriz
está representada por las líneas verticales. En Ia Fig. a.9(a) se fijó c : 0.5. Se observa
que la correspondencia entre a¡nbas energías es mejor a la izquierda de la separatria.
Del lado derecho de la separatriz, para 20 partículas, cuando ó crece la energía cldsica
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se separa de la cuántica mieutras que pa"re 100 partfcul&s, la separación desaparece.
Este mismo comportamiento puede otisen¡arse en las otras gráficas. La simetría con
respecto al cambio de c por -c puede obserr¡arse claramente en las Figs. 4.9(a) y
4.9(c).

En las Figs. 4.9 y 4.6 se ha mostrado que la energía c}ísica reproduce muy bien
la energla cuántica del estado base. A continuación, se estudian las correspondientes
funciones de onda, esto es, las que provienen de la diagonalización exaÉta y el estado
cohe¡ente o la combinación simétrica de estados coherentes que se utilizan como
función de prueba en el formalismo r¡ariacional.

Tbaslape de estados cuánticos y sernicl¿isicos

Primero se analiza el caso de dos partículas en el condenshdo (J : 1) pues los
resultadoe son analfticos y pueden compa.rarse frícilmente con los resultados obtenidos
en el capítulo anterior. Las energías de este sistema están dadas por las expresiones

es claro que la energía que corresponde al estado base es .82. Puede verse de estas
expresiones que la degeneracióu del estado base con el primer excitado, que corres-
ponde a,Er sólo puede ocurrir si b *r *m. Sin embargo, sabemos que siempre existe
degeneración cuando c = 0 para b { 0, y de hecho, cuando el r¡alor de c es muy
pequeño, visualmente ye no se distinge la diferencia entre las energfas.

La función de onda del estado base, correspondiente n la función propia asociada
al valor .E2, está dada en términos de la base de Dicke por la expresión

8r

ra

, 1 1 1 )  
-

' r a
:

\/2r", ++}(1 ¡yffffj)"

donde ro es la variable que se definió en el capítulo anterior (r" : cl(b(Z - (l/J)))),
y que en este cáso se reduce f, ro = clb. Es inmediato encontrar la expresión del
estado lg) *n la base simétrica

lg) : l1)* *
l + r m

lg) :

+

¡  lo )* '

t + /tTAr?
2 r o 2 + i ( t +

rtro
2 r o 2 + á ( r + ' M ) ' � ' + i ( t
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Para hacer la comparación entre la función exacta y la función de prueba se calcula

el cuadrado del traslape l(Glg )12, esta cantidbd se multiplica por cien para obtener

el porcentaje de correlación entre los doe estsdos. El estado de prueba lft) estó d+'

terminado por las expresiones (3.2.3). En la Fig. 4.10 se muestra el porcentaje del

traslape como función de los pa.rámetros para este ejemplo particular'

Se observa que en las regionee I y 2 el traslape es bueno cuando b es grande com-

pa,rado con c. Esto se debe a que cuando c es pequeño, el estado de Dicke dominante

en la combinación lineal es el 110) que no puede ser descrito correctamente por un

estado coherente. En c - 0 el estado ba.se es exactamente 110), y por esto el porcenta-

je de traslape toma su r¡alor mfnimo sobre esta recta y cuyo r¡alor es 50 %. En las

regionee 3 y 4, el traslape ea cercf,no al 50 % que corresponde a la menor correlanión

del estado coherente con Ia solución exacte. En la región cercana a la sepa,ratriz se

obeerva un ca,mbio brusco en el comportamiento del porcentaje de traslape'

&te cálculo se realizó usando los est$dos coherentes, pero debemos recordar que

en las regiones 3 y 4 el sistema presenta degeneración por lo que se propuso una com-

binación lineal simétrica de estados coherentes con r¡alores sobre la esfera ( 0" , ú" )
y (n - 0", ú.)i a este combinación la llama¡emos eetado coherente simétrico. Usa^r¡do

este vector de estado se calcula nuevamente el traslape y el resultado se muestra en

la figura Fig. 4.11.

El traslape del estado cuántico del estado base y el estado coherente simétrico

es mucho meyor que el encontrado para el estado coherente. La concordancia entre

anrbas funciones se incrementa notablemente en las regiones 3 X 4, X ahora el traslape

es muy cercano a uno (100%) en la mayor parte del espacio de parámetros. Podemoe

observar también que las regiones donde el traslape es menor corresponden justo a las

zonas cercanas a la separatriz, encontrríndose que la aproximación cl¡ísica funcioua

mejor en las regiones mris alejadas a la separatriz'

En las Tablas 4.2 y 4.3 se presentan loe porcentajes del traslape del eetado base

con el estado coherente y con la combinación de estados coherentes simétrica en

algunos puntos del espacio de parómetros püxa J = 10. La Fig' 4'12 muestra el

comportarriento del traslape pnra J: 10 como función de ambos pard,metros.

Eu la Tabla 4.2 puede observnxse que en las regiones I y 2 el estado coherente y

el estado coherente simétrico tienen la misma corelación con la función de onda del

estado base. Esto sucede porque el estado coherente simétrico se reduce al estado

coherente en esas regiones. Sin embargo, en las regiones 3 y 4 es claro que el estsdo

simétrico tiene mayor correlación corr el estado cuiíntico del estado base, y por lo

tanto es una mejor funcióu de prueba. De hecho, justo sobre la recta c : 0 con b { 0

.\

ar

\
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Thbla 4-2; Tbaslape de la función de onda del estado base con el eetado coherente y con le
combinación simétrica de eetados coherénües para J : 10. Tiodos los traslapee se expresen
en porcentajes.

(b, ") Coherente

(%)
Simétrico

(To)

( *1 ,3 ) 97.098 97.098

( -1,0.5) 49.990 99.980

(-1.0) 50 r00

(-r, -0.5) 49.990 99.980

( -1,  -3) 97.098 97.098

(1 ,3 ) 99.199 99.199

(1,0.5) 92.201 92.201

(1, -0.5) 92.201 92.201

(1, -3) 99.199 99.199

el estado base y la combinación simétrica de estados coherentes son iguales, como
puede verse en la Tabla 4.2.

Cuando J = I los estados propios del Harniltoniano no presentan degeneración,
excepto sobre la línea c = 0. Sin embargo, cuando J es más grande el estedo base
es degenerado pü,ra otros valores de los parii.uretros y entonces se tienen dos estados
como funcioneg de prueba en urra región mrís a.urplia del espacio, y el traslape con
el estado base cuántico nos ayuda a escoger la función de prueba adecuada. Cuando
se hace la separación de la base de estadm de Dicke en una combinación simétrica
y otra antisimétrica., se encuentra que los dos conjuntos de funciones constituyen
espacios complementarios. Entonces el traslape de la función de onda antisimétrica
con la combinación simétrica de estados coherentes es cero, es decir son ortogonales.
Es por esta razón, que se utilizará la función de onda simétrica para evaluar los
valores esperados de las observables.

En la Tabla 4.3 se establece que sobre la separatriz el valor del traslape es constan-

83
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Tbbla 4-3; Thaslape de la función de onda del estádo bose con el estado coherente y con
la combinación simétrica de estados cohe¡entee para J : 10, en puntos sobre la sepaüatriz.
Los traslap€s se expre.ean en porcentajes.

(b, c) Coherente

(Yr)

Simétrico

( % )

(-1, *E) 84.146 84.146

(-10,19) 84.146 84.146

(*r, -i3) 84.146 84.146

(-10, -r9) 84.146 84.146

(1,0) r7.620 17.620

(10, o) 17.620 17.620

te, es decir, es independiente de los r¡alorm de los parámetroe, y tiene el mismo r¿alor
tanto para la combinación simétrica como paxa el estado coherente. Para el estüdo
coherente simétrico el porcentaje del traslape alcanza sus r¡alores mínimos sobre la
separatriz. Puede mostrarse que en general el estado coherente y la combianción
simétrica son iguales en la sepa.ratriz, por lo tanto,.sus traslapes con la solución
exacta son iguales.

La Fig. 4.13 muestrn el porcentaje de traslape como función de c, para valores fijoe
de b y tres r¡alores de J. La lfne¿ verticnl constituye la separatriz y ma,rcf, clara,rrente
los cambios en el comportamiento del porcentaje de traelape. Ademis, es sobre la
separatria que el porcentaje del traslape eG menor, es decir, en esaa zonas la función
de prueba simétrica se pa,rece menos a la función de onda del estado base. Cuando el
r¡alor de J crece el porcentaje del tratlape en la separatriz disminuye. En particular
se indica que en la línea c = 0 cuando b > 0 el porcentaje de traslape incluso tiende
a cero, sin embargo, en otras zonas el porcentaje del traslape aumenta.
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-r.5 -r.0 -0.6 0.0
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-0.6

-0.8

E -t.o
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- t.,l

- t .6L,**
*1.5 -1.0 4.5

,0.4

-0.8

E -r.o

(a) c = 0.5

( b )  b :  * t

(c) c = -0.5

-1.5 -rO *0.5 0.0 0.5
. b

-,.r1Í
-1 '4 [

-r.sl
I

* 3 - ? - 1 0

G
0
c

( d ) b : 1

Figura 4.9¡ Cortes de las superficies de energía, clásica y cuántica a lo largo de las rectas
(a) c : 0.5, (b) b : -1, (c) c : -0.5 y (d) b : I parados valores de J. En el lado
izquierdo se utilizó J : l0 mientras que en el derecho J = 50. La línea oscura corresponde
a la energÍa cuántica y la lÍnea clara a la energía cl¡ísica. Las lÍneas verticales corresponden
a la separatriz.
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1

t%J

Figura 4.1O¡ Porcentaje de traslape entre Ia función de onda del estado base y el estado

coherente de prueba en el espacio de parámetros pera J : l-

Figura
base y
J = 1 .

4.11: Se muestra el porcentaje de traslape entre la función de onda del estado

la cornbinación simétrica de estados cohererrtes en el espacio de parámetros para

-\
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Figura 4.12¡ Ttaslape entre la función de onda del estado base y la función de prueba,
del lado izquierdo el estado cohere¡rte y del lado derecho la combinación simétrica, en el
espacio de parámetros para .A/ : 20 átomos.
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- 1l 2

(*)

o
c

- 1

0
c

* 1.?- 1*?*3 o
c

s

J -

*9

10

0
c

2 A

(b )  r :

-g

50

0
c

-1  0
c

(c) J * 100

Figura 4.13r Porcentaje de traslape del estado coherente simétrico con el estado base en
func iónde lparámetn lc ,pera loscasoÉ(a)J : f0 , (b )J :50y(c )J : l00 .A la izqu ie rda
se uÉa ó : -1, a la de¡echa ó = l. Las lfneaÉ rectas verticales de color claro muestrarr la
separatriz.
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Probabilidad de ocupación relativa

Otra forma más exigeute de comparar las funcionee de prueba con la solución
exacta es a través del cólculo de la probabilidad de ocupación relativa cuya definición
es P,¡,(rn) : l(¿ nrr,lrhlf . Eete número cuantifica la probabilidad de obtener un r¿alor
rn al hacer una medición de la proyección de momento angular en la dirección z en
un sistema deecrito por la función de onda lr/').

En la Fig. 4.15 se exhiben las probabilidades de ocupación relatir¡a para la com-
binación simétrica de estados coherentee y la solución exacta del estado baee y en la

Fig. 4.14 pare el estado coherente y la solución ercacta del estado base. Estas figu-
ras muestran cómo la combinación simétrica presenta une mayor correlación con el
estado base que el estsdo coherente. Puede verse que la mayor cortelación corresPon-
de a las regiones 3 y 4 (Figs. 4.f5(a) V ¿.tS(b)) mientras que la menor correlación
corresponde a la separatriz (Figs. a.f5(c) y a.tS(f)).

En conclusión, en las regiones I y 2 se observa un comporta,rriento unimodal en
la probabilidad de ocupación relatir¡a mientras que en las zonas 3 y 4 tenemos uu
comportamiento bimodal, y es en la separatriz donde el estado base tiene casi todas
las posibles ocupaciones del sistema de dos niveles. Este comporta,miento será corro
borado en el anrílisis que se hará de la función Q.

Se continuará con la comparación de los valores esperados de otras obserr¡ables
para el estado base y las funciones de prueba.

89
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( f )  (b,c) :  (1,0)

Figura 4.14¡ Probabilidad de ocupación relatir¡a. En la figura se muestran las probabili-
dades de ocupación relativa de la solución exacta en color cla,ro, y pa.ra el estado coherente
en color oscuro.J : 10.
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Figura 4.15: Probabilidad de ocupación relatir¡a. En la figura se muestrtn las probabili-
dades de ocupación relativa de la solución exacta en color claro, y de la función de prueba
simétrica en color oscuro. J : 10.

(c) (á,c):  (-1,rore)

- 5 - 5 - r  1  I  E

( f )  (b,c)  = (1,0)
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- t

Valores esperados de los operadores de momento
angular

Como ya se ha demmtrado, el estado base del Hamiltoniano ea una combinación
lineal de los estsdo$ simétricoe, que deuota,mos como sigue

J+r

lüo) : 
E"- l*)*,

donde los pardnretros or¡o se determinan de la diagonalización del Hamiltoniano.

Eritonces el r¡alor esperado de un operador arbitrario (2 estó dado por

J+l

(d) = E o*,o* * (m'lol*l* .
#,;%

Componentee del momento angular

Pa¡a las componentes del momento angular los elementoc de matriz están deter-
minados por las expresiones siguientes

* (*'l¿,1*)*'

* (*'l"lo l*)* : 0,

*(* ' l i , l*)+ - o,

donde ee define la función C(j,*) : W, y es inmediato que los
valores esperados de iu y j' soo cero en esta base.

En la Tabla 3.5 estáü dados los \¡alores esperadoe de las componentes normalizadas
del momento angrrlar con respecto al estado coherente de prueba. Encontra,mos que
el valor ae ioll es siempre cero lo cual concuerda con el r¡alor esperado cuántico.
Sin embargo, p&ro Jrf J, en las regiones 3 y 4 del espacio de pará,metros, pasa algo
diferente, pues curintica¡rrente tienen r¡alor cero mientras que paxa el estado coherente
se tienen dos funciones de prueba independientes que tienen los valores +\ffi,
dependiendo del punto crítico que se considera. En la Fig. 4.16 se grafica ir¡J *n
función de los parámetros ó y c para los dos estados de prueba. Se obserr¡a que en

,{

-"r
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Jt t!
J

Figura 4.16: Valor esperado de JrlJ parael estado coheretrte. J:10.

ninguno de los casos el valor esperado de i en el estado coherente reproduce el
resultado cuántico en las zonas 3 y 4.

Ahora, si se evalúan los valores esperados para el estado simétrico, cuyas expre-
siones se muestran en la Tabla 3.9 del capítulo anterior, se observa que los valores
ae iul,t y irlJ son cero lo que concuerda con el estado cu¿{¡rtico.

En la Fig 4.17 se compaxan los resultados del valor esperado de J* con respecto
al estado coherente de prueba, la combinación simétrica de estados coherentes y el
estado base cuántico, en función de los parámetros b y c del modelo. Se observa una
correspondencia entre el resultado cuántico y Ia combinación simétrica de estados
coherentes, mientras que el estado coherente falla eu la región 4.

Pa,ra analizar con mayor detalle las diferencias entre los resultados obtenidos corr
las funciones de prueba y el estado cuántico, en la^s Figs. 4.18 y 4.19 se muestra el
comportamiento del valor esperado de J*IJ, en los cortes c: *0.5 en función del
parámetro b y b : *1 en función del parámetro c, respectivamente. En todas las
figuras las lÍrreas verticales indican la separatriz.

Se observa que cuando b > 0 los resultados del estado coherente y la combinación
simétrica son iguales y muy parecidos al resultado cuántico; lo mismo ocurre cuando
c { 0. Sin embargo, cuando b < 0 y c > 0 únicamente los resultados obtenidos para

Ia combinación de estados coherentes v el estado base cuántico coinciden.

_*--_.__
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Figura 4.17: Valor esperado de J"/J en función de los parárnetros b y c para el estado
coherente, el estado simétrico y la solución exacta respectivamente. J : 10.
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Figura 4.1.8¡ Valor eeperado ae irlt en función del parámetro b para la solución exacta
(arriba), el estado coherente (medio) y pare el estado simétrico (abajo) pa.ra dos valores
del parámetro c. Las líneas verticales corresponden a la separatriz para cada caso. IV : 20.
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JrJr

Jr

J

Jt

Jr

1 e 3
c

( a ) ü : - l ( b ) ü = l

Figura 4.19¡ Valor eaperado de J,/J como función del parómetro c para la eolución exacta
(a,miba), el estado coherente (medio) y psra el estado simétdco (abajo) para doo r¡alores
del parámetro b. Las lfneos verticales comeeponden a la separatriz pa,ra cada cano. N : 20.
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Componentes del momento angular al cuadrado

Para encontrar estoe valores esperados necesitamos conocer las matrices de los
operadores. Como la matriz ae ir/t es diferente de cero, entonces para encontra¡ la
matriz de i\lJz sólo debe elevarse la matriz encontrada al cuadrado. Sin embargo,
para encontrar las matrices ae ij ¡f y i? lJ' deben calcularse los elementos de
matriz en la base simétrica, estas expresiones están dadas por

* (m'l Jr'l*)* :
+r/( t+d-,0)(1*d'" , ,p)

{(c(j, rn)c(j,-n1, - 1)+ cu, -m)c(i,m * l)) (d*,,* t 6,n,,-^)
- C (j, rn)C (j, m * l)6*,,*¡2
*G (j, *nt)C (j , -m I l) (6^, ,^-z * ó*,,-*+z ) ) ,

* \*'l J,2lm)* :
m2

r/(t + d*,,0)(1

En la Fig. 4.20 se grafica el valor esperado del cuadrado de las componentes del
momento angular para el estado base, el estado coherente y el estado coherente
simétrico en función de los parrímetros b y c.

Puede obserr¡arse que 4lJ2 y ElJz fienen el mismo comportamiento para el
estado coherente y el estado coherente simétrico, en las regiones I y 2 de hecho son
idénticos, esto se debe a que el estado coheronte simétrico en esa.s regiones se reduce
al estado coherente, por el contrario, en la región S a,mbos estados son diferentes, sin
embargo, aI obeervar la forma de las expresiones para estos valores esperados en la
Tabla 3.6 y las ecuaciones (3.2.14), obeervamos que estas últimas presentan el mismo
comportamiento que las del estado coherente debido a que lrol2r es muy pequeno y
por ello el término que domina es el primero, que corresponde exacta,mente con el
valor esperado para el estado coherente.

Las figuras muestran que los valores de ,ft1 Jz y J'r l J'tanto del estado coherente
como del estado coherente simétrico reproducen bien los resultados cuónticos, sin
embargo, para $ /Jz si existe una diferencia entre ambos estados. Aunque ninguno
de los dos estados reproduce el comportamiento en la recta c : O para b ) 0, en la
región b < 0 el estado coherente simétrico sí muestra el mismo comportamiento que

el estado cuántico sobre las separatrices, es decir, registra las transiciones de faee,
mientras que el estado coherente no lo hace.

97
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r,0.'l
t -
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-i'-\

b

(u) J3/J'

Figura 4.2O: Valor esperado del cuadrado de las componentes de momento angular como

funciones de b y c, p&r& la solución exacta (izquierda), el estado coheretrte (medio) y el

estado coherente simétrico (derecha). J = 10.
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A continua¿ión, se presentauna serie de figuras que mueotran las conponentes del
momento angular al cuadrado como funciones del parrímetro c. Como se observa en
las Figs. 4.21y 4.22, ambas funciones de prueba reproducen bien el comportamiento
cuántico de las observables iI ll' v i: /J'. La Fig. 4.23 muestra la superficie del valor
esperado de illJz para el estado base cuóntico y pars la combinación simétrica de
estados coherentes, la figura para el estado coherente corresponde a un plano de valor
constante 1/2J.
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-3 -2 - t o 1 2 3
c

t .0
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Jr¡ o'o

I 0.4
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o.0-3 -2 -3 -2

( a )  b :  - l ( b )  b :  I

Figura 4.!1¡ Valor esperado ae i]¡tz como función del parrímetro c para la solución
exacta (alriba), el estado coherente (medio) y para el eetado simétrico (abajo)para dos
valores del pa,rri.rnetro b. Las lfneas verticales corresponden a la separatriz para cada caso.
J :  1 0 .

En estos cortes se corrobora lo que ya se había observado en las figuras en 3D
para ftlJz y 4/J2, ambas funciones de prueba presentan el mismo comportamiento
y reproducen bien el comportamiento cuántico. Las mayores diferencia.s ocurren en
las zonas cercanas a la separatriz, pues mientras par* las funciones de prueba la
transición entre ambas regiones es abrupto para el estado cuántico es más suave. Es
importante notar que estos resultados coinciden con los obtenidos para el traslape

o 1 2 3
c

- l  o  I  2  3

t'or
orl
o'rI
o'rl
o"l
o.oL
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4
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o.4
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-3  -2  - l

( a )  ó :  * l
c
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Figura 4.22¡ Valor esperado ae i!¡12 como función del parómetro c pa,ra la solución
exacta (arriba), el eetado coherente (medio) y paf,a el estado simétrieo (abajo) pa,ra dos
valores del parámetro b. Las líneas verticales corresponden a la separatriz pa,ra cada caso.
J :  1 0 .

entre el estado coherente eimétrico y el estado base. Sin embargo, no puede decirse lo
mismo para el estado coherente, este es un ca.so en el que a pesar de que las funciones
de prueba no son tan pa,recidas puede,n reproducir bien el nalor esperado de ciertas
obeervebles.

En la Fig. 4.23 se muestran los cortes correspondientes " JilJ'. Estas figuras
muestran que es la combinación simétrica la que mejor reproduce los resultados
cuánticos, pues en la región b < 0 ma,rcf, las transiciones de fase, lo que no sucede
con el estado coherente.

En todas las figuras puede verse que los puntos donde mrís fellan las funciones de
prueba corresponden a la línea c : 0 con b > 0 lo cual coincide con los resultados
obtenidos para el traslape de las funciones, es justo sobre esa línea que el valor del
traslape es el mínimo en todo el espacio de parámetros-

o t
c

,t\*
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+'
p

( a ) ó = - l

- ? - 1  0
c

( b ) b : 1

Figura 4.23¡ Valor esperado de il / Jz como función del pa¡Émetro c para la solución
exacta (arriba), el estado coherente (medio) y pare el estado simétrico (abajo) para dos
valores del parómetro b. Las lÍneas r¡erticales corresponden a la separatriz para cada caso.
J :  1 0 .

Parámetros de compresión

Las siguientes observables a estudiar serrín las fluctuaciones de los operadores de
momento angnlar que se analizarán a través de los parrimetros de compresión [33].

La compresión redistribuye las fluctuaciones cuá.nticas entre dos observables no
conmutativas preservando que el producto de incertidumbre de las dispersiones Bea,
mínimo.

Un sistemacon momento angular i: (i,,iu,i) cumple con las relaciones de
conmutaciónlin,itl : ie¡,¡,¡i¡, y stls componentes tiene asociada la relación de in-

certidumbr- (on)'(on)'¿ i l(¿)12, cíclicamente, donde (AJ*)': (Jr2) (Jnl'.

Consideremos un sistema de espín |, un estado coherente de espín ld, f) se d+
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fine como un eigenestado de la componente del momento angular en la dirección
ñ : (-sen0cosf,sendsenf,cosd), con eigenrralor J, donde d y { denotan los
éngulos polar y azimutal respectivamente. Estoe estados minimizan la relación de
incertidumbre con fluctuaciones igualmente distribuidas entre cualesquiera dos com-
ponentee ortogonalm normales r la dirección (0, d). Uo estado coherente de espfn
tiene una dietribución de cuasiprobabilidad (función de Husimi) isotrópica en un
espacio fase €sférico.

Un sistema de momento angular J puede verse como una colecckin de 2J partfculas
de eepín |. Un estado coherente de este sistema es equivalente a un conjunto de2J
eepines elementales, todos apuntando en la misma dirección promedio (0, S). La
'raria¡rza de las componentes uormales a la dirección promedio es simplemente la
suma de las varianzas de cada espín individual y si no existen correlaniones entre
las partfculas o estrín distribuidas aleatoria¡nente se tiene una función de Husimi
isotrópica. Si, por el contrario, existen correlaciones cuá¡lticas entre loe espines que
forman el sistema, es posible cancelar parcialmente las fluctuaciones en una dirección
a expensa.s de incrementa¡las en la dirección normal. Es éste el concepto brísico de
compresión de espfn [33, 34]. Un estado con compresión de espín tiene una función
de Husimi elfptica a diferencia de un estado coherente de espín cuya función es, como
ya se ha mencionado, isotrópica.

En conclusión, un estado de espín tiene compresión solo si una de las compe
nentes normales al valor esperado del momento a,ngulat tiene una r¡arianza menor
que J /2. Esto puede expreÉsx$e de la siguiente maner&r un estado está comprimido si
el parrímetro de compresión {¿ es menor que uno, con f¿ definido por la relación [33, 34]

E¿-

donde el subfndice i indica una dirección normal a la dirección promedio del vector de
espín. Como hasta el momento se ha trabajado con parámetros intensivos, conviene
definir el parómetro de compresión como

(4.1.2)

Para el sistema que se estudia, el r¡alor esperado del operador J"/J es cero en todo

el espacio para las tres funciones de onda. El valor esperado ae ir/ t para el estado
base y la combinación simétrica de estados coherentes tanrbién ea cero en todo el
espacio, esto quiere decir que, para estos dos casos, el momento angular promedio

está en la dirección X y las direcciones ortogonales son Y y Z. El caso del estado

*f

IM

2J llJilz
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coherente ee diferente pues en las regiones 3 y 4 el valor esperado de JrfJ es diferente
de cero, por lo que la dirección Z ya�nó ee ortogonal al momento angular. Este hecho
muestra nuer¡amente que la combinación de estados coherentes es la que se a,cerc&
mds aI estado exacto.

Aquf se mostrar¡í¡r los parrimetros de compresión para el estado baÉe y el estado
coherente simétrico en las direcciones Y y Z, que son las direcciones ortogonales al
momento angular para el estado base. Se omitirá¡r los resultados correspondientes
al estado coherente debido f, que, según la definición, ptra el estado coherente el
parámetro de compresión tiene un valor constante igual a uno en las direcciones
perpendiculares para todo el espacio de parámetros. Los resultados se muestran en
Ias Figs. 4.24"4.26.

t 0

I

6 t .
E- ¡ l

2

o
- f o 1 2 3

c

-3 - 2 - 1  0

c

1 0

I

6
f .

* t o

(a )  J :  l 0

c

(b)  J :  56

Figura 4.24: Parámetro de compresión para el estado base (arriba)y la mmbinación
simétrica de eetados coherentes (abajo) para b : -1. En color claro se muestra f, y
en color oscuro f", mientras que las lfneas verticales claras corresponden a la separatria.

Puede obserúarse que la forma de las funciones es básicamente la misma que para
el r¡alor esperado del operador i3 / l', esto es lógico debido a la definición de las

f luc tuac ione. , (AJu) : \Ñ 'puespara lamayor íade los*** (+) :o '

En la.s figuras puede observarse que la compresión ocurre en la dirección Z y la
mayor compresión se encuentra en las regiones 3 y 4, mientras que en las regiones I
y 2 la compresión es mínima, es decir, el estado base cuántico se asemeja mucho a un
estado coherente. Esto es algo esperado pues en esas regiones la función de prueba
comesponde a un estado coherente y su traslape con el estado cuiíntico e,s cercano a

c

2

o
0 1 2
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0
c

- t o

( a ) J = 1 0

o

( b )  J : 5 0

Figura 4,25: Parómetro de compresión para el estado base (arriba) y la combinación
simétrica de estedos coherentes (abajo) pa¡a ü = l. En color cla¡o se muestra €y 1r en color
oscuro f¡.La separatriz correoponde a c:0.

- l'2

10
a

€
g 4

2

0

I

* t 0
b

- 1  0 1 2
b

(a)  J= 10

Figura 4.26: Parrimetro de compreaión pera el estado base (arriba) y la combinación
simétrica de estado$ coherentes (abajo) para c : 0.5. En color cla¡o se mueetra €v Y en
crlor oscuro €o, mientras que las lÍneas verticales claras corresponden a la separatriz-

la unidad. Por el contra,rio, en las regiones 3 y 4 la compresión en la dirección Z es

muy grande paxe el estado base por lo que el parecido con un estado coherente es

mfnimo, sin embargo, la combinación de estados coherentes muestra, cualitativamente

-3 o
b

- t

* 3 - 2 - 1  0  I
b

'  ( b )  J : 5 0
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la misma compresión. Puede observaxse ta,rrbién que es justo en la zona cercana a la
separatriz donde la aproximación es menor y más aún sobre la lfuea c : 0 con b > 0.

Para las tres figuras mencionadas a,niba, el lado izquierdo corresponde a un r¡alor
de "I: l0 mientras que en el lado derecho a J :50. Se observa en ellas que ocurre
uua compresión mayor en alguna de las direcciones ortogonales al r¡alor promedio
del momento angula,r en la separatriz del Hamiltoniano modelo, como debe ser para
cumplir las relaciones de Heisenberg. En las regiones 3 y 4 la compresión aumenta
con J mientras que en las regiones I y 2 sucede lo contrario, la compresión se acerca
cada vez más a uno, es decir, el r¡alor correspondiente al estado coherente. Entonces
estos pará,metrso ratificalr que mientras en las regiones I y 2 la función del estado
base se acerca mds a un estado coherente, en las regiones 3 y 4 se ateja.

F\tnción Q

Como ya se ha mencionador pil& encontra,r la función I de un sistema necesi-
tamoe conocer primero su matriz de densidad p, y sabemos que la función de onda
del estado base es unacombinación lineal de los estados simétricos l*)*, es decir,

lg) : Ej"=o C*lml+. Entonces su matriz de densidad está dada por la expresión
siguiente

lg) (gl,

Er*c;, (l*)* *(-'l).
rn.¡ftl

Para utilizar la definición de la función Q, ffi necesaxio encontrar el valor esperado
del operador de densided pa,ra un estado coherente

({ lÉl 1) : E c*ck,(({ l-)* *(*'l €))
m'n1'

Debido a que

p :

:
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obtenemoe la forma de la función Q para el estádo base cuántico

E
lfl,fftt

qpr(€) -'# ffi c*Gk,
2 $ + El')"

(€.)t*- ({)r+m' . (4.1.s)

donde los coeficientes C'', se obtienen de la diagonalización del Ha,miltoniano.

Utilizando las ecuaciones (4.1.3), (3.2.10) y (3.2.15) se grafice la función I para
el estado base cu¡íntico, el estado coherente y la combinación simétrica de eetsdos
coherentes. En las Figs.4.27-4.30 se muestran estas grdficas.

En estas figuras puede observarse cómo nuer¡amente, la combinación simétrica de
estados coherentes reproduce mejor el comportamiento cuántico en las regiones 3 y
4, pues en las regiones I y 2 ambos estados coinciden-

En las regiones f y 2 h función Q del estado base presenta un comportemiento
unimodal, como puede obffirr¡axse en las Figs. 4.27(a\,4.29(b), a.30(a)'a.30(b), y este
comportamiento perma¡em hasta la separatriz. Una vez que Be cruza la separatriz
hacia las regiones 3 y 4 el comporta,miento r¡a cembiando lentarnente de unimodal
a bimodal, Figs.4.27(b)a.29(a). &te comportamiento ya se había obserr¡ado eu la
probabilidad de ocupación relatir¿a.

Finalmente, estas grríficss muestran cómo en las zonas e.n las que el traslape es
menor la coincidencia entre lae correspondientes fuuciones I es también menor, y
esto ocurre justamente en las regione$ cercena.s a la separatriz.

"(r'l",)*(ri;)*

-{

fl
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ü"

( a )  b :  - l ,  c  :  1 9 / 1 0 ( b )  ¿ r :  - 1 ,  c = 3 1 2

Figura 4.27; Función Q para el estado base (arriba), el estado coherente (medio) y la com-

binacióu simétrica de estados coherente$ (abajo), para diferentes valores de los parámetros

l ¡ v c . J : 1 0 .
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-l

4

3 . v

( a ) b = * 1 , c = 1 ( b )  ¿ r :  - t , c : l / 2

Figura 4.28; Función Q para el estado base (arriba), el estado cohereute (medio) y la com-
binación sirnétrica de estados coherentes (abajo), para diferentes valores de los parámetros
b y c . J : 1 0 .
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( a ) b : - 1 , c : 0 ( b ) á = l , c = 3

Figura 4.29; Función Q para el estado base (arriba), el estado coherente (medio) y la cour-
binación sintétrica de estados coherentes (abajo), para diferentes valores de los parámetros
ü y c . . / : 1 0 .
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( a ) á : l , c = 0 (b)  b  = r ,  c :  1 ,  / ro

Figura 4.301 Función Q para el estado base (arriba), el estado coherente (niedio) y la com-
binación simétrica de estados coherentes (abajo), para diferentes valores de los paráruetros
b y c . J : L 0 .
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Ahora se encontrará el segundo momento pa.ra una combinación lineal arbitraria
de estados de Dicke

J

lü )  I  cMlr ,M) .
M=-J

El traslape de este estado con un estado coherente l{) tiene la forma

J

(ül{) : E c;rn'*,_Á-ú,-0,ú).
M=-J

Elevando esta cantidad al cuadrado y utilizando la serie de Clebsch*Gordan se obtiene

J

(ü | f)' : I circiú,Dlv,_r(-ú,-0,ú)DtM,,_r(-ú,-0,ú),
M,I ' I t : -  J

J

: E cfuc'M,Dzri+u,,_rr(*4,-0,ú) (J,M;J,M,lzJtM + Iw,).
M,M':-J

Si multiplicamos esta cantidad por su conjugado e integramos sobre todo el espacio
utilizando la propiedad I dnDt*-j\,,_, : 416*,*,lUj * 1), se encuentra

fT fZn

1"" J""" "*sd0dú t(v t{)l' h R.,rrrr_uc.xcp,¡v
(J, M; J, p - Ml2J, ¡\ (J, N; J, p * Nl IJ, p) .

Sustituyendo este resultado en la expresión para el segundo momento se obtiene
finalmente

fuf' = E.."., Ci,¡C[-¡acnCp-x
x  ( J , M ; J , p - M l 2 J , p )  ( J , N ; J , F -  N l z J , ¡ 1  .  ( 4 . 1 . 4 )

Para el estado base cuántico los coeficientes C* se obtienen de la diagonalización.
Ert el ca,so ü = 0 el estado base es una combinación lineal de los estados simétricos.
lM)* por lo que la forma del segundo momento se escribe como

(J, M; J, p - Ml 2J, p) (J, N; J, p - Nl 2J, t")rvtP) :12)  _  \ -  t l  n *  [ 1 , . r  - -  \ , t , t u t ; ! . 1  l _ t -  ] u l l ¿J ,F )  ( J , . 1v ; J ,p -  I \ l ZJ , l t )
Y t-l IL art

M,N,P

donde Cru : C-u.

l t - t u t - r v - u - r " 4  ,
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(b)(o)

Figura 4.31: Segundo momento de la función Q para el estado base cuántico (izquierda) y
el estado coherente simétrico (derecha) como función de los parámetros b y c para ,I = 10.

En la Fig. 4.31 se muestra el segundo momento de la función de Husimi como
función de los parámetros b y c. Aparentemente ambas futrciones son muy diferentes.
Sin embargo, esto se debe únicamente a que del lado izquierdo, sobre la línea c: 0
con b > 0 el segundo momento para el estado base cuántico es muy pequeño y es por
ello que la escala se modifica; sin embargo, cuando veamos los cortes correspondientes
observaremos que en las regiones 3 y 4 la correspondencia es otra vea muy buena.

1.0

0.9

o c

M:'- 
0.7

0.6

0.5

( a )  " / :  1 0
'1.0

0.9

,-. 0.8
^t;' .- 

0.7

0.6

0.5
- l  0 - 3 - 2 - 1 0

( b )  r :  5 0

Figura 4.32: Segundo morncrrto de la función Q para el estado base cuántico (izquierda)
y el estado coherente sintétrico (derecha) como función del parámetro c con b : -1 para

dos valores de J.

Neevia docConverter 5.1



4.1 Caso a:0 1 1 3

En la Fig. 4.32 se rnuestra el segundo momento como función del parámetro c

en las regiorres 3 y 4 c;on un valor de b : -1. La Fig. 4.32(a) corresponde a 20

partículas, mientras que la Fig. a.3?(b) corresponde a 100 partículas, se muestran

las gráficas para el estado base cuántico a la izquierda y el estado coherente simétrico

a l¿ derecha. Se observa que en las regiones 3 y 4 ambas gráficas coinciden excepto

en puntos cercanos a la separatriz y su valor en estas regiones corresponde a la mitaC

del valor para el estaclo coherente. En las regiones 1 y 2 la correspondencia no es

exacta pero es también muy buena, la diferencia entre ambas es de apenas el 30 %
y las zonas en las que difiereu más son las líneas correspondientes a la separatria,
particularmente la línea c : 0 con b > 0 que es donde el traslape es menor.

Por último, la Fig. 4.32(b) muestra que cuando el número de partículas crece la

transición entre las regiones se acerca m¿ís a la separatriz.

Como ya se ha mencionado anteriormente, el inverso del segundo momento indica

el volumen ocupado por la función Q en el espacio de parámetros, esto quiere decir,
que cuando J -' co el volumel ocupado por la función de Husimi del estado base

cuántico tiende al doble del ocupado por un estado coherente. En la Fig 4'33 se

muestra el inverso del segundo momento como función de ambos parámetros.

Figura 4.33: Inverso del segundo rnornento de la función I para el estado base cuántico

(izquierda) y el estado coherente sirnétrico (derecha) como función de los parámetros b y c

con  J :  10 .

( b )(a)
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Enredamiento

Definición

Rre en 1935 cuando Einstein, Podolski, Rosen (EPR) y Schródinger reconocieron
por primera vez una, extraña característica de la mecánica cuántica conocida con
el nombre de enredamiento [35]. Éste implica la existencia cle estados globales de
sistemas compuestos que no pueden ser escritos com<l producto de estados cle sub-
sistemas individuales, y, por tanto, no se puede describir el estado de una parte del
sistema sin conocer el estado total.

El enredamiento ha sido un tema muy importante en el estudio sobre los funda-
mentos de la mecánica cuántica, siendo asociado particularmente con no separabili-
dad y la violación de las desigualdades de Bell [36, 37j. Sin embargo, en años recientes
ha empezado a ser visto también como un recurso potencial para el procesamiento
de información. Por ejemplo, un ps.r enredado puede ser utilizado pa,ra teleportar o
transmitir información [38J, las capacidades de una computadora cuántica residen
fundamentalmente en el enredamiento. Es por esta razón que se ha convertido en
una cuestión crucial poder medir el errredamielto de diferentes sistemas de la, misma
manere que cuantificamos otros recursos como la energía o la información [40].

El sistema enredado más sencillo es un par de qubits en un estado puro pero no fac-
torizable. Unpardepartículasdeespín If2e:nelestadodesingulete 1lr/2(lIü - |Jt))
es quizi{s el ejemplo más familiar, sin embargo, puedgn eonsiderarse estados más ge-
nerales tales como ¿r lTt) + B lll), que están menos enredados en general.

Se ha mostrado que para cualquier sistema bipartita en uu estadó puro, el enre-
damiento puede medirse usando la entropía de enredamiento, que se define como la
entropía de Von Neumann de la matriz reducida del sistema, es decir [39, 40]

Sn : Sn(pi: sn(pn) : -Tr(porrr logpr,",¡, (4 .1 .5 )

donde pn.B¡ : Trn(¡)p es la matriz densidad reducida del sistema, A y B son las
etiquetas correspondientes a cada una de las partes del sistema. La matriz reducida
de un sistema bipartita se calcula tornando la traza sobre una de las dos partes del
sisterna, esto se conoce como tra¿a parcial.

Se ha mostrado que si se consideran n pares, cada uno de ellos en el estado lV), y
eltonces cada uno de los pares es separado espacialmente, es decir, corservflnros un
mienbro de cada par y el resto es llevado lejos, si lü) tiene ,5¿, ebits (cantidad de
enreclamiento de un sistema en un estado de Bell), los n pares pueden ser reversible-
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nreute corrvcrtidos ¡tor operaciones puramente locrales y cotnunicación clasica en m
pares de r¡ubits en el estado de singrrlete, donde mf n t,iende a S¿ cuÉrndo n es grande
y la fidelidad de la convcrsión tiencle a 100 %. Esto caracteriza ,98 de manera única

[40].

Una vez que se tiene una m¿rnera de rnedir el enredauriento de un sistema surge
el problema de cómo utilizarla pa,ra rnedir el enredarniento de nuestro sistema. Los
condensados de B-E son sistem¿rs de muchas partícula.s, entonces cómo aplicar a
este sistema la entropía de enredauriento definida para sistenras bipartitas. La forma
de hacerlo es dividiendo al sistenra en dos partes. Existen dos posibles Inaneras
de separar este sistema: la prinera, considerattdo por separado las partícula,s que se
hallan en cada uno de los urodos [a1], y la segunda, aislando un número de partículas
clel resto [9]. A continuacióu se aualizan ambos casos.

Separación por rnodos

Los estados del Hamiltoniano pueden escribirse corno combinaciones lineales de los
estados de momento angular bien definido lJ,M) que son equivalentes a los estados

11{ - n, n) donde .fy' es el número total de partículas y n es el número de partículas
en el modo excitado, por tanto N - n es el número de partículas en el modo más
baio, entonces urla combinación lineal arbitraria de estados de Dicke

\"a

1.,1,) :  LCrlJ,M),
M

puede escribirse en la base de estados con un número de partículas bien definido en
cada modo, recordando que N6 : n y If¿ : N - n, lo cual da como resultado

l , \  t -
l ' /) : L c"-+ llf - n,n) ,

n:0

y por tanto su matriz de densidad es

p: I  cn-I(n,-E
flrfl'

.  
l /V 

-  n,  n)  ( l /  -  f l ' , f l ' | ¡ .
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Calc'ttliluclo l¿r tr¿rza pa,rc;ial sobre las partículas (lue se hall¿rrr en el estaclo rnás bajo
se obtiene l¿r m¿rtriz rcducida

Pn = if rn p : I .;-+.1, ,-y6¡ ¡y -¡¿6¡ ¡v-,,, Pt) (ntl
tt,tt,, i t

: I l"-*l 'h){"1
Enüonces es ullrt lnatriz diagonal clryos elementos sou los coeficientes del desarrollo,
esto es (:n*N/z o en forma equivalente C¡¿. Por lo tanto, se tiene la entropía de
enrerla,rniento

S.o: - f  lcmlt l r r lC. ' . ¡ , r12.  (4.1.6)

. En el r,'as<-r del estado base cuántico los coeficierrtes Cin se obtienen de la diagona-
lización del Hanriltoniano, doude agregamos el ínclice i para denotar el eigenestado
f-ésiuro de la diagonalización. Para el estado coherente de espín se obtiene

s¿  - f ,  t  f  2J  t l a l r , r *n , ,h r f ^  
- ( - " - - ) ¡1 ¡ r z . r+u r ) .

1 l ( 1 + l ( l ' ) ' r \ t * w ) " '  \ ( r + l ( l ' ) " \ J + M J ' ' '  I '

- 
E (''i -') (=*) 

r*M 
(t 

+:"" P)'-'
A,T

*  l "  f  (  . "  . - )  f  
1 - -cosd1" '+ 'u / t  + cos u\ ' -no) .

1 \ " , * ^ , r ) \  z  )  \  r  /  )
Para el estado coherente simétrico cle espín se tiene

ss = _f  (  - r t . - )  f f t - : " -u) -+ ( r+-cosd\#
H \ r + ¡ 1 l L \  2  J  \  2  , t

/  t  +cosd\ # 
¡  

t  -  cosl \  
- - l '* \  '  /  \  ,  /  I

- . , _ l  í  z J  \  / 1  - c o s É \  +  ¡ t  + c o s d \ ¿ - u" ' ' t \ " '+¡¿ l ( ,  r  /  \  r  /
*  (1  +Sosd)  = '  ( r  -_cose)  * \ ' I

\  2  )  \  z  J  l J

I
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Para el estado base se eligen los Clo's asociados al estado cuántico de nrelror energía.
Para los estados coherentes tenemos que substituir d -r d" que minimiza la superficie
de energía. La Fig. 4.34 muestra la entropía de enredamiento en la partición por
modos para los tres esta,clos mencionados como función de los parámetros b y c,
rnientras que en la Fig. 4.35 se muestran como función de c, con b fija y dos diferentes
números de partículas.

s

(c)

Figura 4.34: Entropía en la partición por modos para (a) el estado coherente, (b) el estado
coherente sirrrétrico y (c) el estado base cuántico como función de los parámetros b y c.
J : 1 0 .

Estas figuras muestran que el estado coherente simétrico reproduce mejor los
resultados cuánticos para la entropía de enredamiento cuando se separa al sistema
por modos. Puede verse que cuando el número de partículas aumenta, la transición
en el comportamiento de la entropía de enredamiento para el estado base cuántico
se va acercando al valor que tiene en la separatriz. Es importante notar que cuando
c : 0 y b < 0 el estado coherente tiene enredalniento cero, esto se debe a que
en esos purrtos el estado coherente corresponde a,l estado puro lJ,-J), es decir,
todas las partículas se hallan en un solo modo mientras que el otro se encuentra
vacío, por ello al separar por modos el enredamiento es cero. Sin embargo, tanto con
el estado coherente sirnétrico como con el estado base, la entropía en esos puntos

(b)

i+otr-
-i--H

0 
-r-

C 
-'!

a \
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4 '

e" D i

i
r i

0 1 2

( c )  J :  1 0

- 1  0

(d) "l = 5¡

Figura 4.35: EntropÍa en la partición por modos para el estado base cuántico (arriba),
el estado coherente (medio), y el estado coherente simétrico (abajo) co¡no función del
p a r á m e t r o c c o n b = - 1 .

tiene un valor diferente de cero. Esto se debe a que estos estados están enredados,
más aún, el r¡alor de su enredamiento corresponde a ln(2) pues el estado es de la
forma hfiJ, Ml + V,-M)) y como puede observarse es independiente del número
de partículas.

Es sobre la línea c : 0 con b > 0 en donde el estado coherente simétrico y el estado
base cuántico difieren más. Recordemos que es sobre esta línea que el traslape cle
ambas funciones es menor pues el estado base cuántico corresponde al estado lJ,O)
que no puede ser representado apropiadamente por un estado coherente.
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Separación por cajas

Para realizar esta partición se cousidera a los estados lJ,M) como si se tratara
del acoplarniento de dos momentos angulares Jl y j2 tales eue jr * jz : J para
que se cumpla la conservación de partículas, Jr ?t¿r * Tn2 : M para que se con-
serve el nrimero de partículas en cada modo lo cual se cumple trivialmente debido a
las propiedades de los coeficientes de Clebsch-Gordan. En principio puede tomarse
cualquier combinación de Jl y j2, sin embargo, aquí sólo consideraremos j1 :1¡2
para el enredamiento de una partícula con el resto, j¡ : 1 para dos partículas con el
resto, y jt: J/2lamitad de las partículas con laotra mitad.

Si se tiene una combinación lineal de estados de Dicke lrlr) = L*CplJMl, stt
matriz de densidad es

C¡aC¡a'. Ut, Mt; jz, l t lzlJ, M) lh, M¡ jz, Mz,)

x (J, M' lh, Mí; jz, Mi) (jr, Mí; jr,Mll,

donde hay índices de suma redundantes, I Ul, Mú jz,MzIJ,M) son coeficientes de
Clebsch-Gordan. Trazando sobre la parte 2 del sistema se encuentra la matriz de
densidacl reducida

HI C*Cí¡, Uu Mt; jz, Mz lJ, M) (J, M' lh, Mi; jr, Mi)

,,,#iiíí,,*t
x lj.-, Mi ur, Mil6m,u¡,,

y sus elementos de matriz están dados por

(pt) *r, : L C p¡m2c!,, ¡ rw, (il p; iz, Mz lJ, p + Mzl (J, p' + Mz li t, t-r' i iz, Mz)
Mz

(4 .1 .7 )

Esta no es una matriz diagonal, y para encontra,r la entropía de enredamiento
primero debe diagonalizarse y obtenerse sus valores propios. Denotando por ,\o sus
eigenvalores se tieue

2jt
q - * - \ a  r  r - r
¿ E :  -  

¿ A p l l t A r t
p:0

A,I,M'

\-
¿J

At-¡!t ' .^.tr
Arí,M2,Mí
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donde 2j1 está indicando la dimensión de la qtatriz rle densidad reducida. Para un
estado coherente es relativamente simple mostrar que es separable en esta parti*
ción y por tanto su entropÍa de enredamiento es cero. A continuación se describe el
procedimiento.

a
Si consideramos el momento angular del sistema J, como el acoplamiento de dos

momentos angulares j1 y j-2, que son operadores de espacios independientes por lo
r a  a ]

que pr,izl :0, J.. : h+ * jz+, y el estado de mínim proyección de momento

angular está dado por U,*J) : l¡, -¡) &ljz,-jr); sustituyendo en la definición
del estado coherente (2.2.8) obtenemos

lO : + 
-(i,+.Ci,+ tt- -Jr) @liz,-izl

r '  -r lq¡?¡'r 
" " tr, '

I  t  r ¡ , . ,  . , ' l ^ (  t: { -*;l;iE; tt"n l.it, -Jr) I ñ ¿ - "tt'* lir, -ir) 
| ,[ ( r - . , r ,  , - -  

' J * t ( 1  + 1 1 1 2 ; n  )
es decir, el estado coherente puede escribirse como el producto tensorial de dos esta-
dos coherentes en espacios independientes; por lo tanto, es separable y su enredamien-
to debe ser igual a cero.

En la Fig. 4.36 se muestra la entropía de enredamiento, para el estado base cuánti-
co y pa.ra el estado coherente simétrico en la separación de una partícula con el resto.
En estas figuras puede observarse que ambas superficies presentan el mismo com-

Figura 4.36; Entropía de enredamiento pera (a) el estado ba,se cuántico y (b) el estado
coherente simétrico como función de los parámetros b y c con J = 10.

portamiento en las regiones 3 y 4. Bn las regiones 1 y 2 la aproximación del estado
simétrico es buena excepto en la vecindad de la línea c : 0 con b ) 0, esto se debe
a queT como ya se comentado anteriormente, el estado ba.se en esta región es lJ,0)
que no puede aproximarse por un estado coherente.
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Figura 4.37r Cortes a la superficie de la entropía de enredamiento de una partfcula con
el resto del estado base cuántico (arriba) y del estado coherente simétrico (abajo) como
función del parámetro c con b : -i para dos valores de J.

La regiones donde los estados presentan menor enredamiento corresponden a 1 y
2, excepto en la línea c: 0. Las regiones de mayor enredamiento corresponden a 3
y 4, y puede verse que el máximo enredamiento se produce sobre la línea c : 0, lo
que es resultado de la forma que tiene el estado base sobre esa línea. Cuando b < 0
el estado base sobre esa línea corresponde a la combinación lineal

ho', -*) + li,i'i,,,r)1,#{l;I-5)Jz,

donde, iz: J * (Uz)- Puede observarse que la parte que corresponde a i:1/2
es un sistema de dos uiveles; es decir, sólo existe uu valor de .12 tal que la suma
de las proyecciones de momento angular sea j1 * jz : J, esto implica que la otra
parte del sistema debe comportarse también como un sistema de dos niveles y por
tanto tenemos un sistema de dos qubits, y el estado base corresponde a un estado
máximamente enredado de este sistema,

Cuando b > 0 el estado base corresponde entonces al estarlo de Dicke de proyección
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cero qlr{l ¡nede rx<:ribirsc como

aquí se rcpite el caso anterior, es un sistema de dos r¡ubits y esta combinación lineal

corresponde a otro estado máximamente enredado. Ahora bien, fuera de la recta

c = 0 cuando ü > 0 el estado base es muy parecido a un estado coherente por lo
que el valor de la entropía de enredamiento es muy cercano a cero y cuando b < 0
el estaclo base tiene más componentes aparte de las de miíximo y mínimo peso por

lo que la cornbinaciones ya no tienen enredamien[o tnáximo. Sin embargo, mientras
más cercanos sean los parámetros a la línea c = 0, menor.es el núrnero de estados
componentes y rnayor el enredamiento del estado base correspondiente como puede

observarse en la Fig. 4.37.

La Fig. 4.38 nruestra la entropía de enredamiento de dos partículas con el resto
para el estado base cuántico y pflra el estado coherente simétrico como funciótr de
los parárnetros b y c. En estas figuras se observa rrn comportamiento similar al del

(a) (b)

Figura 4.38¡ Entropía de enredamiento de (a) dos partícula con el resto y (b) la mitad de
las partículas con la otra mitad para el estado base cuántico (arriba) y el estado coherente

simétrico (abajo) en función de los parámetros b y c, con ..I : 10.

enredamiento para una partícula. El mráximo enredamiento se presenta en la línea

l./,0) : # {li -f,; i,,;). l;' i'", -i)}'

{
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0 1 2

c

( a ) r r : t

- 1  0
c

( b ) j r = 5

*

Figura 4.39: Cortes a Ia superficie de la entropfa de enredamiento de (a) dos partfculas
con el resto y (b) la mitad de las partículas con el resto para el estado bese cud¡rtico (a,rriba)
y el estado coherente simétrico (abajo) en función del parámetro c con ó = -1 y J : 10.

c : 0; sin embargo en estos casos el enredamiento es ma.yor cuando b > 0 que cua.ndo
b < 0 y, para eI caso de 20 partículas, es meyor también que el má,ximo enredamiento
de dos qubits.

Cuando b < 0 la función de onda del estado base en Ia línea c = 0 es nuevamente
la combinación lineal de la función de mayor y la de menor peso, por ello cuando se
ha fijado el valor de jr se tiene un sistema de dqs qubits y sobre esa línea tendremos
el enredamiento máximo pa.ra, un sistema de dos qubits y conforme los pará,rretros
se alejen de esa línea el enredamiento decrece debido a que la combinación lineal
empieza a incluir otros estados de Dicke.

Cuando b > 0 la función de onda es la misma que en el caso de una partícula lJ,0),
sin embargo, como j1 es diferente de un medio existen más de dos estados posibles
cuya. suma de proyecciones de momento angular es cero. Veamos por ejemplo lo
que sucede cuando h: l; en este caso el estado de Dicke de proyeción cero puede
escribirse como combinación lineal de tres estados desacoplados

* 3 , ' ,
-  l r !

v38 '
*1;e,1) + \ f f l r ,  o;e,o) -  # 11, r ;e, -r) ;l¿ 0)
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por lo tanto, el sistema de dos partfculas ya no es un qubit pues corresponde a un
sistema de tres niveles, es por esta ra^zón que aunque tenemos un sistema bipartita el
enredamiento puede ser mf,yor que el enredamiento de un estado de Bell. En este caso
lm resultados de la entropía de enreda,niento en la linea c : 0 pueden aproxima,rse
por ln(2j1* t), que corresponde al mríximo enredamiento pá,ra un sistema de Zjr + I
niveles; sin embargo, esta aproximación es mejor para jls pequeñas.

Cuando á > 0 ambas superficies presentan el mismo comportamiento en las r*
giones 3 y 4. En las regiones I y 2 la aproximación del estado simétrico es buena
excepto en la vecindad de la línea c = 0 con b > 0; esto se debe a que, como ya se
ha comentado a.nteriormente, el est¿do base en esta región es lJ,O).

En la Fig. 4.39 podemos ver que a diferencia del enredamiento de una partfcula;
ahora se tiene mrís de un punto en el que el enredamiento es máximo e igual al de doe
qubits y cuando j¡ crece la longitud de esta aona aumenta. Este comportamiento es
reproducido por lb función de onda del estado coherente simétrico cuando se tienen
valores de j¡ pequenos. Sin embargo, cuando j1 se a,cercs a J/2 comienzan a apsref,er
doÉ zonas, una paxa cada línea de la separatriz, en las cuales el enredamiento crece.
Cuando el r¡alor de J aumenta estoe puntos de máximo enredamiento se acercan má,s
a las líneas de la separatriz y el r¡alor mríximo aumenta también.

4.2. Caso b:0

Energía

En este caso el Ha,miltoniano del sistema,, gue estó dado por la ecuación (3.1.5),
puede eecribirse de la siguiente forma

7 { :

:

:

J , ,  J ,
o j  *  " j ,

, m , [  o i , . . , - ' 4 \v . , - - r " - \ 6 j - f f i j 1 ,

,  ¡  * ñ ' , iÍ v 4 , " * *  
J  ,

_ i
tr/az * ú 

;,
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donde el signo depende del ralor de c,.* si c es positivo y - si c es negativo. Ademrís
se define ¿ : (sen É, 0, cos 0), con d : a¡ctan (*f), que concuerda con el punto crftico
dado en la Tabla 3.10. El operador J* junto con el momento angular al cuadrado
pueden diagonalizarse simultáneamente, y por ta^nto se satisface que

i2 ¡J, M¡^ : J(J + 1) l¿ M),¡ ,
i ^ 1 J , M ¡ . :  M I J , M ¡ ^ .

Entonces el conjunto de eigenvectoree cumple la ecusción

T{ l J ,M l^ :  Eu lJ ,M l , . ,

:  +Truv,M)* .
Ahora bien, dependiendo del signo del factor *t-a\ úlJ, el estado base de este
sistema corresponde a lJ, -J)* o lJ, J)^ respectivamente.

Los estadoÉ lJ, M)* pueden escribirse como

lJ,Ml^: Tlo(0)lJ, M> ,

donde 74u@ : s-i|io . Usando las matrices de rotación podemo€ escribir finalmente
los estados propios para el Hamiltoniano en forma analítica y cerrada [28]

lJ,MJ, : L d!*,,*(a)lJ,M'l;
Mt

es decir, los estados lJ,M)*pueden obtenerse de loe eetados propios de i2 y i,

mediante una rotación por un ríngulo d alrededor de ju, es decir, in: ¿-iÉJu ¡rrosto.
El estado base e$tá dado por la ocpresión

lJ, *J)^ = E d!*,,-r(o)lJ, Mt) si c > o,
M¡

lJ, Jl^ : L dt*,,r(il!J, M'l si c < o.
M I

Comparando esta expresión con (3.2.2) y recorda^ndo que

d,!^,^, ?g) : ( - l)*-*' dt^,*, (0),

por lo que a,mbas expresiones coinciden cuando (0.rú"): (-0,0) o (d",r) : (0,ú).
En la Tabla 3.10 puede verse gue eso es justamente lo que sucede: en la región 1, d : 0
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126 Capftulo 4 Análisis cuántico

y 0r= arctan(-c/al : -0, y lo contrario para dc : Erctan(cla) : d en la región 2
donde ú : r. Entonces se ha demostrado que para mte caso la función de onda del
estsdo base coincide exacta"mente con la función de prueba (el estado coherente) y
es por esto que eólo se mostraüón los resultadoe cuánticos pues los clásicm coincideu
exactaurente.

En la Fig. 4.40 se muestra el espectro de energía cuántico junto con las energías
clásicas del sistema (3.1.6). Se exhiben los espectros de energía para algunoe puntos
del espacio de pa,rrímetroe, escogidos especialmente paxa ilustrax las simetrfas que
preeenta la energía. Se ohserva que esta función de energfa es inr¡ariante ante el
interca,rrbio de a por -a, de c por -c, y más arin ante el intercambio de a por c.
Estos rwultadoe se deben a Ia forma de la energía c}ísica Tabla 3.13, que delimita
perfectamente el comportamiento de la euergía cuántica.

-1.5 *1.0 *0.5 0.o
a

(a) c: 0.5

-1.S -1.0 -0.5 0.o
á

*1.5 -1.0 -0.5 0.0
c

(b) o = fl.5

*f.5 *1.0 -0.5 0.0
c

1 .51.0

1 .S1.0

( c )  c :  - l ( d ) a : - l

Figura 4'4O; Espectros de energfa para el caso ó = 0. Para estas figuras se ha considerado
J * 10, que significa N: 20 partfculas en el condensado. En cada una una de las figuras
se muestran en color obscuro las energÍas clásicas correspondientas.

Ademds, puede verse que este sistema no presenta transiciones de fsse o dege-
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neración, resultado que concuerda cqn lo encontrado en el análisis de estabilidad
rea,lizado en el capftulo anterior.

Al no presentar degeneración el gap (G : Er - Es) es diferente de cero en todo
el espacio. ftto es f¡ícil de mostrar. Como ya se ha mencionado, lm eigenvalores del
Hamiltoniano son E¡a : Itr[lÑlJ;por lo tanto, la diferencia de energfa entre
cualesquiera dos niveles consecutivos estd dada por

Em+t- Eu=*ry,
cantidad diferente de cero excepto en el punto no físico (a, c) : (0,0) o cuando
J + oo, en cuyo caao $e tiene trna infinidad de nir¡eles con sepaxafión nula entre
ellos. Pa¡a un valor dado de los parámetros, la diferencia de energía entre dos niveles
consecutivos tiene un valor corrstante; esto implica que la razón ftl (4.f .f ) h,mbién
es constante en todo el espacio y su rralor es 1, lo cual corrobora que no existen en
este caso transiciones de fase.

E

- 1  0
a

Figura 4.41: A la izquierda tenemos la superficie de energfa del eetado base y a la derecha
sus curva.s de nivel como función de los parámetros ¿ y c, pa,ra, J: 10.

En la Fig. 4.41 se muestra el comportamiento de la superficie de energía en función
de los pará,rretros a y c del Hamiltoniano, considerando N : 20 pa,rtículas. Se obsen¡a
que la superficie no tiene cambios de pendiente o en la forma de las curvas de nivel;
por tanto no existen transiciones de fase. En el punto (a,c) : (0,0) se observa un
pico en las superficies de energía; sin embargo, éste no representa una transición de
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fase debido a que esoc valores de los parÉmetros corresponden fl un punto no ffsico en
el que el Hamiltoniano se arrula. También pueden obeervaxse claramente la.s simetría^s
del Hamiltoniano ¿nte el intercambio de a por c y ante el ca¡nbio de signo de los
parámetros.

Para-comparar ambas funciones de onda debe calcularse el porcentaje de traslape,
l((lg )lt x 100. En mte caso el porcentaje de traslape es siempre lffi% pues u*ú*
funciones de onda son iguales.

$e mostrarán dos ejemplos J : ll2 y J : l, para analizar las simetrías de las
funciones de onda ante el intercambio del signo de cada uno de loe parrá,metros.
Primero J : l/2.L4 función de onda del estado base para este sistema estó dada
por

|  é  \ t l t \  /  , ñ  \ i t r \tnr=[6/ l ; - ) -" ( , f f i / l ; . )

Como puede observarre, la forma de esta función de onda depende fuertemente del
signo del parámetro c, lo cual nos ller¡a a sepa,rar el espacio en las regiones c > 0
(región 2), en la cual ambos términoe tienen signos opuestos, y c < O (región l),
en la cual ambos términos tienen el mismo signo. Si cada uno de los coeficientp se
mutiplica por un uno convenientemente escogido se tiene lo siguiente

l - \  (  e  1 i ¡ v , " ' *=+" \+ l t_ tl v l : l - -
1r+(a- f r+4¿)  \ t f f i+"J  12 /

(  f f i  f ¡ u p - o \ i l r \" \ 6 7 \ f f i / l ¡ * / '

( , /w +,\*  l l  _\  *  (  \ / f f i  -  *1+ t t  .  t: 
\w¡ lr-l-[m7 l¡*1,

donde el signo más corresponde a la región I y el signo menos a la región Z, y que
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concuerda con el resultado obtenido en (3.2.16). Cuando J: 1 el estado es

(a- tñ) /c + (a + ,ffi4
11  ,0 )

+ (

c1ffi

¿

2ffi c+ (a +lFel ) , , , ,

donde el término correspondiente a M : 0 depende del signo del parrí,rnetro c, y por
tanto, también el estado. Multiplicando por los términos adecuados y desa.rrollando
se obtiene finalmente

, \  l w + a + o \ , .  . .  t  ¿  1 i .  .  l J l 4 * o \ .  .lg) :  
\ f f i=/ l t ' - t )+(zfr+c)-J 

11'0)+(,f f i /11'  1) '

donde el signo más es para la región 1 y el signo menos para la región 2, y que
corresponde con lo obtenido en (3.2.17). Ahora analizaremos cu{iles son las simetrfas
de los coeficientes con respecto al cambio de signo'de a y c.

En la Tabla 4.4 se muestran las simetrías que presentan los coeficientes del estado
base ante el intercambio de signo de los pará,rnetros.
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Thbla 4.4: Coeficientes del estado base para diferentes puntos en el espacio de parámetros.

(4,  c) (-o, ") (-o, -") (4, *c)

C¡a -C-¡a (-r)t**c** (-t¡t-u**

Probalidad de ocupación relatir¡a

Únicamente en esta sección se exponen los resultados obtenidos para ambas fun*
ciones de onda, la del estado base y la del estado coherente, con la finalidad de
confirmar la aseveración hecha a,nteriormente de que ambas funciones son iguales en
este caso, pues la probabilidad de ocupación relatir¡a nos da une comprobación muy
clara de este hecho.

En la Fig. 4.42 se muestra la probabilidad de ocupación relativa de cada modo
Pu,(m) = l(J,m lú)l p""* ambos estados. En las gráficas puede obsernarse que ambos
estados se corresponden exactamente en todo el espacio de parámetros. Sin embargo,
los estados no tienen las mismas propiedades de simetría que las encontradas para
la energía. En este caso podemos dividir el espacio con respecto a la línea c : 0,
pues cuando c ) 0, loe estados dominantes son aquéllos con proyección negativa de
momento angular, mientras que cuando c { 0, dominan los estados con proyección
positiva. ftte tra¡rsición entre regiones es continua en el espacio de parámetrbs.
También se observ& la simetrÍa establecida para los coeficientes del estado base-

*f
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o.35

o.at
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(e)  (a,c)= ( -3,  -1.5)

(b)  (a,c)  = (0,1.5)
P(h)

t.o

o.8

0.6

0.,1

oe

o.0

P(m)
r - 0 f
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(S) (a, c) : (s, - 1.5)

0.8

o-6

o.,l

o.z

0.o -E -T

- 7 * 5 - 3 - 1  1  5  5  7  I

' - r [ r r r E E r u f
- t - 7 - 5 - S - t  I  3  6

==-=--r--=--r--j'
(h )  (a ,c )  =  (3 ,0 )

Figura 4.42: Probabilidad de ocupación relativa. En la figura se muestran las probabili*
dades deocupación relativa de la solución exacta en color claro, y del estado coherente en
color oscutopara J:10 y diferentes valores de los parómetros ó y c.
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Componentes del momento angular y sus cuadrados

Brr la Fig. 4.43 se muelstr¿n los valores es¡rerados de los operadores i"¡l y i,¡l
en función de l^os parámetros ¿ y c pir€r eI estado base del sistema. El valor esperado
del operaclor Juf J, es cero en todo el espacio de parámetros (ver Tabla 3.11).

Figura 4.43: Valor esperado ae i*/-t y irl,I para el e.stado ha^se.

Los valores esperados de los cuadrados de las componentes del mornento angular
aparecen en la Fig. 4.44. La gráfica de Jj / Jz no se muestran pues su valor en todo
el espacio corresponde al valor constante 1/2J (ver Tabla 3.12).

Figura 4.44¡ Valor esperado ae i!¡12 y i:lJz para el estado base.

Conro puede observarse esta superficies tienen una variación suftve y continua en
todo el espacio, excepto en la vecindad del punto no físico (¿,.): (0,0).

-tft

Neevia docConverter 5.1



4.2 Caso b:O 133

Parámetros de compresión

Las fluctuaciones de loe valores esperados de momento angular se estudia¡án a
través de los parámetros de compresión. Pa¡a este sistema el valor esperadg del ope
rador iu ¡ I n cero en todo el espacio; sin embargo, el 'ralor eeperado de io f J no es
cero, por lo tanto el momento angular promedio se encuentra en el plano (X, Z), y
los paránretros de compresión deben calcula¡ee para dos direcciones perpendicularea,
una de ellas es la dirección Y y la otra debe ser determinada.

El vector de momento angular promedio está dado por la siguiente expresión
(J,/J,JvlJ,J,/J) : 1*c1ffi,0,-af tñ), eue es un vector normalizado,
una dirección perpendicular es ñ, : 1-a¡tffi,o,clr-a4 é). El operador de
momento angular en esa, dirección es

i n ,  |  - o ,  \ ¿ , /  c  \ ¿
7= \E f= ) i - \@) i '

De los resultados mostrados en las Tablas 3.11 y 3.12 se obtiene 6Ju = 1¡¡2¡). Para

encontrar la fluctuacifin de in, f J se necesita conocer los valores esperados de los
operadores J,i=¡l'y i,i,fJ', p..**

l¿,\' : o' l¿\' - q r¿\' - (n (u*4\
\ 7 /  

: ñ \ i )  + ; ' + " \ r /  -  
a , + c  \ F * T ) '

Después de algunos cáIculos directos se encuentra que 6Jn, - LIQJ). Entonces,
usando la definición de los parámetros de compresión (4.1.2) , se obtiene que arn-
bos parámetros de compresión tienen valor uno, resultado esperado paxa un estado
coherente.
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f\rnción Q

Para este sistema l¿ función de onda del estado base es una combinarción lineal de

los estados de Dicke lJ, M), es decir, lg) : I C" lJ, M) .Entonces su matriz de

densidad está dada por la siguient* e*pre*iófr:-J

fr - lg) (gl,
: L c* ci*,1J,I,I, (J, M,l ,

M,M'

y usando

'  ( t l r ,Ml:+(-",-)+1s'¡ '*- ,'  '* '- '- t (t + l{lt) '  \J + M/ *' '  '

puede encontrarse f¡icilmente la expresión para la función Q, eue queda de la siguiente
forma

or,r({) :'+ H,, *rr (r'i -)^ (r'i *,)* ffi ,
donde los coeficientes C¡a, C'¡a se obtienen de la diagonalización del Hamiltoniano.

Utilizando esta ecuación se grafica la función Q para el estsdo base, los resultados
se muestran en la Fig 4.45. En las figuras puede observarse que el comportamiento
de la función I es unimodal en todo el espacio de parrímetroe y únicamente rmría la
poeición del ceutro de la distribución, es decir, no presenta transiciones de fase.

En este caso la fuución de onda corresponde a un estado coherente, por lo que el
valor del segundo momento de la función I es uno en todo el espacio de pari{,metros.

-*#r
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1 . 0

0.0

t .5 [
t-0

0.0
0 - E

( c )  ( o , c )=  1 - ;+ ,  t . s )

( e )  ( 4 ,  c )  =  ( - . 3 ,  -  1 . 5 )

( e )  ( o , c ) =  ( 3 . - 1 . 5 )

Figura 4.45r Frulción I del estaclo base para diferentes
con J - 10.

( a )  ( a , c )  =  ( 3 , 1 . 5 )

o * E

(b )  (o , c )  :  ( 0 ,1 .5 )

( f )  (¿ , c ) :  ( 0 ,  - 1 .5 )

( h )  ( a , c ) :  ( 3 , 0 )

valores de los parárnetros a y c

H 2

¡  ( a .  c )

I

(cl)

{,
3 ,0 )

(wl
Y,4

w '
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Enredamiento

En la sección anterior se demostró que la entropía de enredamiento de un estado
coherente en la separación por partículas es igual a cero. También se ha demostrado
que cuando el r¡alor del parrimetro b ee igual a cero el estado base curíntico corresponde
a un estado coherente; por lo tanto, en este caso única,mente se estudiaxó Ia separación
del sistema por modos.

Separación por modos

Recordemos que paxo esta división del sistema la matriz reducida es siempre una
matriz diagonal por lo que la entropía de formación tiene l¿ forma

(4.2.1)st+) : - f lcaalt ln lc¡¿12,
M

donde Cu ffi el coeficiente correspotrdiente al estado lJ,M) y cuyos valores para el
esta.do base cuántico se obtienen de la diagonalización del Hamiltoniano, mientras

que pare un estado coherente Cu : ]z't¡i ¡r+u ¡(r + l(l')r. Sin embargo, en este caso
particular el estado base curintico corresponde exactamente con el estado coherente;
por lo tanto la forma de la entropía de ambas funciones de onda está determinada
por la ecuación

c .  \ -  I  (  2J  \ ¡ ¡ ¡2 ( '+ur ,  I  L  ( - r r . . ) ¡1 ¡ rz . r+ ,v r ) ) ,ü | ' p ) : - } r y \ l + m J | q | - . - ' - - , , " \ 1 r ¡ 1 9 ' , \ " l + l r / t t t . , )

: _ \- f zJ \ 11 
* cosd\'*t /t + cosd\r-M: - k \ t + M ) \ ,  

/  \  z  /
(  t  2J \  / l  

*  cosd\ '* t  / r  + coed\ ' - t lx ' n t \ ' i r ) t - /  \ z  t  J
La Fig. 4.46 muestra la entropía de formación eu la partición por modos para el

estado base como función de los parrímetros a y c, paxs dos valores diferentes de J
correspondientes a 20 y 100 partículas.

En estas figuras puede observarse que el r¡alor de la entropÍa de enredamiento
es prácticamente una constante excepto en regioues cerca,nas a la línea c : 0, que
corresponde a la separatriz de este sistema. Ta,rnbién puede verse que cuando el

,*dl
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c --{,\

( a )  N = 2 0 (b) N : 1oo

Figura 4.461 Entropía er la partición por modos para el estado base cuántico como función
tle los parámetros¡ a y c para dos valores de J.

lúmero de partículas auurerta también lo hace el valor de la entropía, excepto en la
separatriz donde siempre l-ale cero, esto se debe a que sobre esa línea los eigenestados
cle este sistema corres¡ronden a eigenestados del operador J' cuando c = 0 el estado
lra"se es lJ,-J) si a > 0 y lJ, J) si a { 0, I de la forma que tiene la entropÍa puede
verse claramente que cuando se tiene un estado de Dicke como estado, la entropía
cle formación tiene valor cero.

Caso

Energía

Este caso es rnuy interesaute pues el Hamiltoniano correspondiente está dado por
la expresiórr

que es diagolal en la base de eigenestados de los operado.es i2 y i, por lo que
la diagonaiiaa,ción de la matriz Hamiltoniana puede hacerse de manera analítica. El
espectro de enclgítr"s esiá dado por

a M  b M z- +
J '  J 2 '

por lo tanto, el vrr,lor dc la encrgÍa del estado base depende fuertemente de la razón
entre los dos parárnetros.

ü i - b  i ,
J " z '  , J z " z l

E,!o :
J
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- 1

- 1

-2

-2.
- 1 .5  - 1 .O  -0 .5  0 .0  0 .5

b

(a) a = 0.5

1 .51 . 51 . O -1.5 -1.0 -0.S 0.0 0.5 1.0
a

(b )  á :  - r

-1.5 -1.O -0.5 0.0 0.5 LO 1.5

b

(c)  a :  -6.5 ( d ) ü = l

Figura 4.471 Espectros de energfa para el ca.so c : 0. Para estas figuras se ha considerado
J : 10, que significa JV = 20 partículas eu el condensado. En cada una de las figuras se
muestran en color obscuro las energlas clásicas correspondientes.

En la Fig- 4.47 se muestra el espectro de energías en función de los parámetros,
para un número de partículas N : 20. También se grafican las energías clásicas
(líneas gtuesas), y puede observaxse que el espectro de energía está dividido en forma
cualitativa por las superficies de energía clásicas. Como ya se ha mostrado en el caso
¿ : 0, las energías clásicas dividen el espectro de energía en regiones con degeneración
o cuasidegeneración y sin ellas. Sin embargo, en este caso sí hay degeneración, pero
esto ocurre únicamente para valores bien definidos de los parámetros.

Esto puede mostrarse frícilmente de manera analítica. Busquemos los puntos del
espacio de parámetros donde Ent : E¡unx con K : tl, t2, +3. . .; esto se cumple
cuando

U:_ol#,

es decir, si se tiene un estado lJ,M) pueden encontrarse los puntos de intersección

1 . 0  1 . 5

--\

-1.5 -1.O -O.5 0.0 0.S

4
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con <ltros estados lJ, M')- Cada uno cle estos cruces corresponde a una tra.nsicirin de
fase en la cual el estado pasa de rtn estado con proyección M a otro con proyección
M'; por lo tanto, pueden tenerse hasta 2J - | transiciones. Md"s a.delante veremos
que cuando J -+ oQ, las únicas transiciones de fase que permanecen son a<¡uellas
marcadas por la separatriz.

0.1
o.1

o.12f
o.1oi
o.o8i
0.06f
0.04!

0.08
aE o.oe

0.04
o.02
o.00

-3  -2  *1 0
a

( a )  b : 1

.''.'.,'.'.-*-*"-

( b ) á = - 1

Figura 4-48¡ En las gráficas se muestran sobrepuestas la diferencia de energfa entre el
primer estado excitado y el segundo estado excitado (lfnea punteadu) y el gap (lÍnea sólida).
Las lfneas verticales gruesa.s corresponden a la separatriz. Las figuras del lado izquierdo
corresponden a J :.10 mientras que las del lado derecho a J = 50.

Ahora se analizarán dos diferencias de energÍa: el primer estado excitado con el es-
tado ba^se y el segrrndo estado excitado con el primer estado excitado. En este caao se
ha omitido la' razón .R1, pues debido a que las diferencias de energía presentan multi-
ples ceros (como veremos a continuación), .R1 es inestable. En la Fig. 4.48 se grafican
las diferettcias de energía como funciones cle uno de los parámetros mantenienrlo el
otro constante, para diferentes valores de J.

En las figuras puede observarse que las líneas de la separatriz dividen las zonas de

o.02

o.1

* 1*2 o
a
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conportarnientos difcrelrtes, lirrit*udo las zorrus donde existe degeneración (región
3) de aqrréllas que no tienen degeueración (regiones I y 2).Pueden observa¡se de
igual maner¿r las transiciones de fase que están nrarcadrr-s por los picos que presentan
las diferencias de energía y que corresponden a los ¡runtos de cruce err los espectros
de energía.

Es claro que, cuando J crece, los puntos de cruce entre dos niveles de energía
consecutivoe aumentan y la diferencia de energía entre ellos disminuye, por lo que
cuando J : 50 ambas diferencias de energía son prácticamente cero, y en el límite
clásico, J + oo, el estado base tiende a estar degenerado en todo el espacio de
parámetros.

Figura 4.49: A Ia izquierda tenemos la superficie de energía clásica y a la derectra la
superficie de energía cuántica en función de los parámetros a y ü, para "I : 10.

En la Fig- 4.49 se muestra la comparación entre el cornportamiento de la superficie
de energÍa cl¡isica mínima y la superficie de energía cuántica del estado base, para
N : 20 partículas, en función de los parámetros (4. ó) del Hamiltoniano.

Se observa que ambas energías presentan el mismo comportamiento en el espacio
de parámetros. En a = 0 y b < 0 hay una línea que marca. el cambio de pendiente
que existe en la superficie, esta línea es parte de la separatriz y la transición de
fase existente es de primer orden, es decir, existe una discontinuidad en la primera
derivada de la energía. La curva que marca la transición de segundo orden no es tan
obvia, pues corresponde a un cambio de concavidad de la función.

En la Fig. 4.50 se muestran las curvas de nivel de ambas superficies de energía,
y sobre ellas se ha superpuesto la separatriz del sistema. En ambas superficies se
observan dos zgnas, una en la que las curvas de nivel son líneas rectas y la otra en la
que son líneas curva.s, y que se encuentran delimitadas por las rectas ¿ : +b(Z*IlJ)
de la separatriz. En ambos casos las líneas rectas son simétricas con respecto a la

-1
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o
b

0
b

Figura 4.50: Se muestran las curvas de nivel de las superficies de energla cl¡ísica (izquier-
da) y cuántica (derecha) en función de los parámetros a y b, junto con la separatriz del
Hamiltoniano modelo (líneas blancas), para J = L0.

recta d : 0.

En el caso clásico puede observarse que el cambio de concavidad de las curva,s
de nivel es mucho menos pronunciado que en el caso cuántico. Esta diferencia debe
desaparecer cuando J >> 1; esto se mostrará a continuación.con una serie de cortes
de las superficies de energía, es decir, como función de un parámetro únicamente
conservando el otro constante.

En la Fig, 4.51 se muestran dos cortes de las superficies de energía, una con
eI valor b : I (arriba) y otra con valor b * -1 (abajo), para dos valores de J;
las figuras del lado izquierdo corresponden a J .* 10, mientras que las del lado
derecho corresponden a J = 50. En este caso, sólo se muestran dos cortes pues la
energía presenta una simetrÍa ante el intercambio de a por -¿. En ambos casos la
energía ck{sica está representada por la lÍnea clara mientras que la energía cuántica
corresponde a la líuea oscura.

En estas figuras puede observarse que la correspondencia entre las energías clásica
y cuántica es mejor en las regiones I y 2 del espacio de parámetros, pues en la
Fig. a.51(b), aún cuando J = 10, no se pueden distiguir las líneas correspondietes a
las dos diferentes energías; sin embargo, en la región 3, Fig. 4.51(a), cuando J : 10
la diferencia entre ambas energías es muy notoria, mientras que cuando ,/ crece
esta diferencia va desapareciendo, pues la energía cl¿{sica disminuye acercándose a la

- 1- 1-¿-3
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-t.É -t.0 -0.5 o.0
&

4

(a )  ü=  I

- 1 ¡
* t .4
-1 .8
-1 ,8
-2.0
-22

-1.5 -1.0 -05 otl 0.5 1.0 t5 -r.6 -to -0.5 0.0 0.5
t , E

(b )  ü :  -1

Figura 4.S1: Cortes de las superficies de energía, clásica y cudntica, a lo la.rgo de las
rectas (a) ü: t V G) b * -1, para dos valoree de J. En el lado izquierdo se utilizó J * l0
mientras que en el derecho J : 50. La línea oscura corresponde a la energfa curíntica y la
clara a la clásica.

energía curintica; por tanto, cuando J * oo ambas energlas deben coincidir en todo
el espacio de parámetros.

La siguiente cantidad a analizar es el porcentaje de traslape, l((lg )lt x 100, entre
la función de prueba (estado coherente) y el estado curíntico. En este caso, todos los
eigenestados son eetados de Dicke lJ,M), cuyo valor de M depende del valor de los
pará,metros ay b. Utilizsndo las ecuaciones (3.2.18), y considerando lg) : lJ,Mol se
tiene que lo norma del traslape estri dada por las siguientes ecuacionee

l ( ( ' ls  ) l  =
l ( ( ' lg  ) l  :

l ( ( ' lg  ) l  :

donde el parámetro r* (r.= a/b(z * (l/J))) se ha definido en el Capítulo 3.

A continuación se analiza la función de energía cuií¡rtica Em. El comportamiento
de esta función nos permite dividir el espacio de paránretros en regiones que están

6Mr,- J '

6mr,t,

(  z r  \+ / l_= \#  ¡ t+ , " \# ,
\ t+u)  \  2  /  \  r  /  

oMo,M'

-.*
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separadw por las rectas a : 2b y a .: -Zb con b ) 0, y ¿ : 0 si ó < 0, y que
corresponden a la separatriz cuando J + oo. En Ia Fig. 4.52 se muestra la forma de
la función de energía para cada una de las diferentes regiones.

( a ) , a  =  l , ó =  I

Ep

( d )  a  =  - 3 , á :  - l

Eu

Figura 4.52: Fbrma de la energfa cuántica como función de lVl para las diferentes regiones
del espacio de parámetros. J:10.

Como puede observarse, en cada región domina un estado diferente. En la región
I el estado dominarrte es lJ, -J), mientras que en la región z es lJ, J), en la región
3, por el contrario, no se tiene un único estado dominante en toda la región sino
una sucesión de estados que \¿erl desde lJ,-J) hasta lJ, J) dependiendo del valor de
los parrirretro.s, en esta región el valor dominante de M está dado por la ecuación
u : -I(a/(2b))lJ. Por lo tanto, en las regiones I y 2 el porcentaje de traslape entre
el estado base y el estado coherente es 100 % mientras que en la región g está dado

2.O

t .5

r .0

( c ) a : l , b = - l

( e ) a : - 3 , ó = 1

- ro -5

( f )  " :  - 1 , ó :  I

F
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En la Fig. 4.53 se muestra el traslape como función de uno de loe parámetros

conserr¡ando el otro constante para doo r¡aloree de J. Eeta figura comprueba que en

144 Capítulo 4 Análisis cuántico

(a)  J :  10

0 t 2
á

(b) J:  50

Figura 4.53: $e mueetra el porcentaje del traslape entre la función de onda del estado base
y el estado coherente de prueba en el espacio de parámetros como función de a manteniendo
b : 1 .

las regiones I y 2 el porcentaje del traslape es de 100 %. En la región 3 pueden
observarse, cuando J : 10, las múltiples traffiiciones de fase; sin embargo, es eu la
transición marcada por la separatriz cl¿ásica que el porcentaje es mínimo. Podemoe
ver que cuando J crece, las transiciones de fase intermedias se hacen mucho menos
notorias haÉta desaparecer prácticamente, excepto la.s maxcadae por la separatriz.
Ademrís, cuando J crece, el valor del traslape eu la región 3 tiende a, cero. En la
Tabla 4.5 se muestran los r¡alores del porcentaje del traslape parn, algunos puntos en
la región 3 con diferentes r¡alores de J.

En la Fig. 4.54 se muestra una compflxación entre la probabilidad de ocupación
relativa para el estado coherente y paxa el estado base. En estas figuras se obsen¡a
que la mf,yor correlación del estado coherente con el estado base se encuentra en
las regiones I y 2 como ya se habfa mostrado. Puede obserrarse que jüsto sobre la
separatriz el traslape es cero pues la probabilidad relativa muestra que en esoe puntos
el estado base tiene una transieión de fase al pasar del estado 110, -10) al estado

lf 0, -g). Tasrbién muestra por qué el traslape es tari malo deutro de la región 3 puee
el estado coheute está compuesto de muchos estados lJ, MJ; es decir, la probabilidad
se reparte entre más de un estado aunque el estado dominante sí corresponde aI
estado base. Para esta grá.fica únicamente se consideraron valores de a positivos;
cuando ¿ { 0, las figuras son muy parecidas pero los estados dominantes en ese caso
son los que tieuen proyección de momento angular positiva.

- t 0 1 2 3

a
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Thbla 4.5: Tlaslape de l¿ función de ondl del estado base, pa.ra J = 10, J : S0 y .I : 100,
con el eetado coherente en algunos puntoe de la región 3.

( 2 , 1 ) (2 -  +,1) ( 1 , 1 ) (0,1)

J = I 0 100% o % 20.04% t7,62%

J : 5 0 100% 0 % 9.16 % T.96Yo

J :  100 100% 0 % 6.50% 5.63 %

- 7 - 5 - 3 - 1 t 3 5 7 9

(a) (o,b) : (2, l)

- 7 - 6 - $ - r  r  5  6

(d) (4,ó) = (0,1)

Figura 4.54r Probabilidad de ocupación relativa. En la figura ee mu€stran las probabili-
dades de ocupación relatir¡a del estado base en color claro, y del estado coherente en color
oscuro.J = 10.

Valores esperados del momento angular

En este caso, el estfldo base es de la forma

P(m) P{D)

ililL- 6 - 3 - t  I  3  6  7-7

(b) (a,b) = 1z -  j , l )

P(ñ)
t'ol

o"i
o.ui '

t
o,.[

o. f

ooL*J

P(n)'nl
*t
o.of
o. l
o"l

t

(c)  (c ,b)  :  (1,1)

IJ, M) ,
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¡ror kr tanto, el valor r:s¡lcrtr,clo rk-' los elenuutos rlc trr¿triz tle un o¡reraclor 0 es

/  r \  .  1

(0 ) :  ( . r , ^4 l0 l , t ,M)

Los valores es¡rerarlos de los opcradores rle lrronrento angular i, y in sott cero, y el

de J" está dctcrmiutrdo ¡ror

(,1, ItI ' l i,¡1, u¡ = Il 'I 6¡a,,tvt.

Eu la Tabla 3.15 están dados los va,lores esperaclos de las componentes del momento
a,ngular con res¡recto al estado coherente de prucba,. En este caso se tiene un grado

de libertad pues el Harniltoniano no depende clel parámetro @; esto significa que el
sistenra es invariante ante cualquier rotación sobre el eje Z; sin embargo, dependiendo
del valor escogiclo para f el ajrmte de los valores esperados de las obselables se
nrodifica. En este caso) se escoge ú : r /4 con lo qrre Jo/ J y J"/J tienen exactamente
los mismos v¿rlores en el espacio de pa.rámetros pues según las expresiones de la
Tabla 3.15 al substituir este valor cle @ en las ex¡rresiones par¿r Ia región 3 se obtiene

J*f J : ,/T-,: Jyf J,

por lo que los valores esperados cle las observables correspondientes son cero en lfls
regiones I y 2. es decir, concuerda,u con el valor esperado cuántico, pero difieren en
la región 3. En la Fig. 4,55 se utuestra la forma de J,/J y JulJ como funciones de
Ios ptrrárnetros.

e----

Figura 4.55: Valor esperado rlc i, f J y i,lJ para el estado colrerente. J * 10.

Es impor-talte hacer notar r¡ue afin cuardo J -* oo, el resultado clásico no se
reduce al cutintico pues su valor es \frI:f/Wln, es clecir, es dependiente del
valor de los parárnetr'os. Er la Fig. 4.56 se rnuestra J,f J como funciórr de los dos

j
4
J

b "
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1 . 0
0.5 1 . 0

- 3 - 2 - 1 0 1 2 3

a

5
o.o
-0.5
- 1 . O

- 3 - 2 - 1 0 1 ? 3

e

( d )  J = 5 0

- 0 5  J J4

J-'2'-r
_ 1\*,

o-".*
a 1

Figura 4.56¡ Valor esperÍrtkr tk: J, f J conro fiurciórr tle ¿ y b ¡rara el est¿rdo base (izquierda)
y p&ra el est¿r,do coheretltt: (clet'echa), prtla J : 10.

parámetros r.l y b. Se obset'va c¡ue mientras el valor esperado de J, con respecto
al estado coherente en Ia, rc+gión 3 varía corrtinua y suavelnente desde -J hasta J,

el correspondiente al est¿rckr cuántico muestra ttua serie de escalones debidos a las

trarrsiciones de fase {u0 pr'{::s€nta la función de onrla en esa región; esto se observa
más clararnente en el corte rnostrado en la Fig. 4.57.

Jz

J

!z

(c )  , /  :  I0

Figura 4.57: Valor esperado ae i r ll en f\urción clel pat'ántetro a pare la soluciótr exacta

(a r r i ba )yp Í r r ' ¿ re les tadocohe ren te (aba jo ) ,E t r t odos loscasossecons ide rób :1YJ :10 .

Las líneas verticales corres¡ronclen a la separatriz pat'a cada caso.
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Err r:sttl*q figura^s sc lnucstratl <'orrr¡lot'talliett[o rle,lrf ,l yptrcdctt apreciarse clara-
l¡rt:rrte las rliscontinuiclades dc l¿r f rrncii¡n cu¡mdo cl cst¡rtlo ba.se ¡rasa de un est¿rdo
con una proyec:r:ión cle nrouulrto a,rrguh,rr ¿r otro cou difereute ¡rroyecciótr, es decir,
l¿rs clivt,'rsas tr¿nsiciorres de f¿rse. $irr enrtrtrrgo, cutuldo J crece est¿rs cliscontinuicl¡rrles
a,umentan en número, por b c¡utl cl intervalo de tr¿r,nsicitin es tnucho más pequeño y

los escalones ya no sou apreciablcs trra,ra valores grandes cle J, es decir, el compc.rrta-
rniento clel estadrl trase se ftcer('¿l r'¿rrl¿r vcz rni{s al clel estado coherente.

Por otra pa,rte, los resultaclos clentro cle las regiottes I y 2 coirrciden con los clel
estaclo coherente debido fl Qu€ (1lr (]s¿rs zonas ambas funcioues coirrciden exactamente.

Valores esperados del cuadrado de
las componentes del momento ansular

Conocierrdo la acción cle los o¡relaclores j1 y j- en los estados de Dicke

i * 1 t , t t t ¡ = m ¿ , A I t r , .

es fácil calcula,r los valores esper-trclos cle las cotrtponentes cle montento angular:

l ^

,nQU 
+ 1)  * , i11 ' ) '

1 ^

u z ] ( ' t + 1 ) * ¡ 1 ' ) ,
II2
i .

Bs decir, el valor cuárrtico de J'jlJz y el de \lJz coinciden en todo el espacio de
parámetros. Esto oclrrre también en el caso clásico donde

= f i * i , r - ] i t ' - , ! : #

(r, ̂rl$V, nu¡

(r,  Mlt lv,0,,  -

(r,  rvl$tt ,  n,¡ E

13
J2

En la Fig. 4.58 se grafican los v¿rlores esperados ae i'i ll y ij ¡l como funciones de
los parámetros (¿ y b ¡rara la función de prueba y el estado base.

En las regiones 1 y 2, los valores esperados clásico y cuáltico coinciden exacta-
nente, mierrtras qlle en la regióu 3, la forna es parcc'icla, pero urientras que el caso
cL{sico presenta lru comportanrieuto cotrtinuo de variación suave, el caso cuárttico
tiene discontinuidades debidas a las múltiples transiciones de fzuse. En la Fig. 4.59 se
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¡ 2
--Jr.yz

j
o o \
o.2l
o.0[

Figura 4.58: Valol es¡rerarlo ae ill 'tz v
exacta (a) y para el estado cohererrte (b),

- 3 - 2 - 1 0

o.6

0 .5

^ 0.4
'" Y o.g

¡2" o-2

o .1

0_0
- 3 - 2 - 1 0 1 ? 3

a

(c) "I  = l0

(b)

:¡) | .ry.fi l¡' corno funciórr del n y b,
pat'a .,I = 10.

para la sohrcióu

0.6 F
I

0.5 [
i

,  e  o '4f
"rv 

o.3 i
P I"  o.aF

I
o.1  i

i

o.0 i

o.
o.

t 2

r
o.4
o

- 1  0
e

( d )  J : 5 0

Figura 4.5gr Valor esperado Ae.illl2 conro filrrción del parárnetro a para la solución
exacta (arriha) y el estado coherente (abajo), cotr b:1. Las lítreas vet'ticales corres¡rotrden
a la separatriz para cada caso, con J: 10.

muestr-¿trn los va,lores esperados como funciones de una sola varirrble, ¡rara dos v¿rltlres

diferentes de J; en estas figuras pueclen observarse nuevamente las transiciones de fase

presentes en la regirin 3 como discontimridades cuya envolvente es la curva clásica;

F/'
\"---1,
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taurlliérr ¡lrrecle tr¡rrtrciarsc c:ólno al ¿tttnlentar el vakrr rJe J dichas cliscontimritlacles
ck'saparcc;en.

A coutirruación, se uruestr¿ul la"s figuras correspondientes al valor esperado de
i:ll', cn la Fig. 4.60 corno fulrcióu cle ambos ¡rarárnetros, y en la, Fig. 4.61 como
función rle un solo parámetro.

Figura 4.6O: Valor espera.do ae i'!¡12 como función
(izquierda) y para el estarlo cohercnte (tlelecha) con J

de b y o, par& la solución exacta
:  10 .

1 . O

o.8

/ 2  0 . 6

lil o-+
o.2

o.o

1 . O

0.8

r ?  0 . 6

V o.+
0.2

o.o

.F

- t  0  I  2  3

1 , O

0.8

J,2 0'6

"F o.4

o.2

o.o

a

(c ) J :  l 0 ( d )  J = n 0

Figura 4.61: Valor esperado ae i]¡12 como función clel parátuetro ¿ para la solución
exacta (alriba) ]'el estatlo coherente (abajo) con b = 1. Las lÍueas verticales corresponderr
a la separa,triz para cada ca"so,

Puede observarse que el comporta,rniento de esta observable es b¿ásicamente igual

que pa,ra las dos observables anteriores.

4
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Parámetros de compresión

(|¡lnr.r ya, srr ha. a,rgunreutrlclo antcs, los ¡rarii,rnetros tle com¡rresirin de un estado co-

hcrcnte en nrtlr¡uirlr clirecrciórr sir+rulrrrr valnt ltncl; por lo tanto en este caso solamente

los caltulnr(rlll()si para el est¿rtlo base r:ttáutico.

La^s fluctuircioues cuánticas clcl las c'otnpotterrtes clel monrerrto angular están dadas

trror ltrs siguientes expresiottcs

(6 J ',,)'

(6,r,,)'

(¿-./" )t

fir,r, + r) -
: fittr, + 1) *
: 0 .

It[ '),

Mr),

Bn las legioues I y 2 dorrde el esta,clo llase c'orrespoucle alJ,-J) y lJ,J), respecti

vanrente, el va,lor cle la fluctuación en las dircc'ciones X y Y es 1/(2J), nrientras que

en la regióu 3 varía desde 1/(2,/) hasta (J + I)/(2J), dependiendo del valor de los

¡trrrámetros 0 ]t b.

Se sabe que el rrloureuto angultrr pronreclio para el estado base apunta en la direc-

ci6n Z; ¡ror lo tanto, las dos clirecciones pt-:t'¡rendiculares para las cuales se calculan

los paránetros de compresión son las direcciones x ]'y' Utilizarrdo los resultados

anteriores ]'lrr, clefinición cle los parámetros de conrpresión (4.1.2), se obtietren los

resultados lltrlstr¿rclos en Ia Fie. 4.62

z

Figura 4.62: P¿rrárnetlo de conrpresióu pa,ra el est,ado base corno fitnciórr de los ¡rarámetros
con J -- 10.

Puede observrl,rse que ambos paránretros cle crom¡lresión tienen la misrntr fbrma y

coincide a su vez con la fortn¡l del valor esperttclo cle los operadores i'i,r/ J', ,lebi.lo

a, que el valor esperado de las clos c:orupouentes del momento angular vale cero.
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Se rlice (¡re ull cstaclo preserrta compresicirr si el alguno de los parátttt:tros tle

r:ompresirin está por debajo del vrr,lor corres¡rotttlit:ltte a un est¿rtlo coherente, es decir,

si tiene un valor rlxir]or que uno. En la^s regiortes I y 2 el valor de lm ¡rarámetros
fle con¡rresión es exnctamente uno, lo cual corresponde a ull estado coherente; sin

embargo, en este caso ninguno de los dos parárrretros de compresión es mellor qlre

uno en rringirn punto del espacio de paránretros, es decir, el estaclo base no presenta

compresión.

Función Q

La matriz de derisidad del estado base es de la forma

P :  lg )  (g l ,
: lJ, M) \J, Ml ,

por lo tanto, la expresión pa,ra (gl €) ** la siguiente

(J, A'Il E) : ei(r+u'f ( , ' 't  ̂ "1á ¡r 
-: 's a) * 

lff. '*P\'#' " \ . r + M )  
\  t  /  \  z  /  

)

y sustituyendo en la definición de la función de la función Q se obtiene

Qr*,,¡¿r(€) :'+(,'i ^,) (L#)r+no (t 
+sosp)'-'

En las regiones I y 2 sabemos cual es el estado de Dicke que correspoucle al estado

base, sustituyendo estos resultados en la expresión anterior obtenemos

2 - I + 1  , /  r Z J
Q|J,O,ú) : -tr n-' (t + cos á) ,

8 , ( J , 0 , ü ' � J  : r  + - ' ( t - . o r d ) " .a L \ _ t  , r t  
4 l r  \  /

Al comparar estos resultados con los correspondientes al caso cl¿ísico (3.2.19)' pode-

mos observar que las expresiones rle la función Q son exactamente las mistnas, lo

cual se esperaba pues sabemos que ert esas dos regiones anrbos estados son iguales;

las gráficas de la función Q para estas dos regioues se muestratr en la Fig. 4.63'

En la Fig. 4.64 se muestra la comparación entra la función I para el estado base

y para el estado coherente de prrreba en la regiórr 3, considerando diferentes valores

de los parámetros.
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( a )  b :  - l , a :  I  ( b )  á :  - l ' o :  - 1

Figura 4.63: Furrción Q pala el estado base etr las regiones I (izquierda) y 2 (derecha),

con ./ : 10.

En esttrs figura,s se observa la simetría que presentan las eigenfunciones ante el
intercarrrbio de ¿ por -¿ en todo el espacio, y que ytr, se habÍa mostrado en el
porcentaje de traslape y eu la población relativa.

La*s Figs. a.6a(a) y a.6a(d) rnuestran la función Q cuando los parátnetros ¿ y tr

se hrr,llan sobre la separatriz del sistema. Puede observarse claraurente por qué el
porcentaje de traslape correspondiente es cero. Esto se debe a que el estado base
c¿rrnbi¿l abruptamente del estado con proyección t10 al estado i9, mientra,s que

la deformación del estado cl¿ísico es mucho rnás suave. Puede verse también que

lejos de la separatriz la furrción de prueba corrserva la tnisma forma, modificándose

finicamente su posición en el espacio en función del valor de los pa^rámetros a y b,

La función Q mrrestra que etr la región 3 el estado coherente no es una buena

tr,¡rroximación al estado base del sistema. Sin ernbargo, como ya hemos visto antes,
sirve bastante bien para reproducir los valores esperados de algunas observables, en
particular de la energÍa.

Como en este c¿r,so el estado base corresponde a un estado de Dicke, la expresión
del segundo momento es muy sencilla pues sólo sobrevive un término de la, expansión
de estaclos coherentes eu estados de Dicke. Utilizando que (¿ Mlt): Dr¡,,*¡,y'la
serie de Clebsch-Gordan se ertcuentra

) ' ,nrp) : ( ,  M ;  J ,  M l2J ,2M

{2r!)

,,J

[ ,

f '  (z t  +2M)t (2J -zu) l

I  (4J)r '( J + M ) t ( J - M ) l

cs clecir, el segundo momento de la función de Husimi es una constante que depende
de la prol'ección Z clel ruornento angular t¡ue tenga el estado (Fig. 4.65).

Neevia docConverter 5.1



154 Capítulo 4 Análisis cuántico

(a) t ,  * 1,r l  :  1,9

( b ) b = 1 , 4 : 0 . 5

( c )  ó = 1 , 4 = - 0 . 5

( d )  b :  1 ' a  :  - 1 . 9

Figura 4.64: Función Q para el estado base (izquierda) y el estado coherente (derecha),

en la región 3 para diferentes valores de los parámetros a y It con J : 10.
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- ; J  1 . 0
0.8

3:l t'E'

Figura 4.65: Segundo monrento de la función de Husimi en funcióu de los parámetros ¿

y  b  pa ra  J :  10 .

1
- Q \

M'o'

0
c2

Figura 4.66: Inverso del segundo
parárnetlos a y b pa,ra J : 10.

0 b

- 2
2

de la función de Husimi en funciótt de los

c 0

monrento
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Enredarniento

Eu este crrso (r,' : ()) los eigenestarlos clcl Hamiltoni¿rrro siempre corresponden a

rur estatlo dtr Dic:ke lJ,A[), cuya proyección de motnento angular depende del valor

de los partirrretr-os a y tr; pero ya se ha visto c¡ue para estos estados la entropía de

fr:rmación err ltr, separación por modos es nula, por ello únicamente se analizará l¿

separación por ¡rartículas.

Separación por partículas

Las eigenfurrciones del Hamiltoniano corresponden a estados de Dicke, lJ,M)'
por lo tauto, los coeficientes de su descomposión en la base desacoplada correspoll-

den únicaurente a los coeficientes de Clebsch-Gordau. En la Fig. 4.67 se muestra

la entropía, de fornración de una partícula con el resto como función de los dos

parárnetros, ¡ruecle observarse que los cambios en el com¡rortamiento de la entropía

se (:orresponderr con las transiciones de fase encontradas, mientras que la primera y

últinra transiciorres de fase están marcadas por la separatriz clásica del sistema.

Figura 4.67¡ Entropía de formación de una partícula con el resto para el estado base
cuántico conro función de los parámetros a y b, con J = 10'

Las gráficas correspondientes al enredamiento de dos partículas y la mitad con

el resto presenta.n una forma cualitativamente igual a la de una partícula con el

resto por lo que no se nruestran las gráficas como función de ambos parámetros, sin

embargo en la Fig. 4.68 se muestra un corte superpuesto de las tres superficies. Como

puede obser-valse el valor máximo del enredamiento aumenta cuando lo hace el valor

de j1. Puede observarse que cuando el número de partículas crece también lo hace el

valor máximo cle la entropía para dos y la rnitad de las partÍculas con el resto, lo cual

no sucede pa,rrr, una partícula. Bsto sucede porque, como yfl. hemos visto en la sección

correspondiente a o, : 0, cuando jt : Il2 se separa al sistema en dos subsistema"s de
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1 .5
,tf

:''¡:

a
- 3 - 2 - r 0

a

( a )  J :  l 0 (b) "r = 20

Figura 4.68: C,ortes a ta superficie de la entropía de enredamiento de una partfcula (línea

superior), dos partfculas (línea media) y la mitad de las partlculas (lÍnea inferior) con el

resto, manteniendo b : I y como función del por6metro a, p&ra. dos valores de J.'

dos niveles, por lo que en esa partición el sistema corresponde a, uno de dos qubits y

el enredamiento m¿íximo de un estado corresponde al de un estado de Bell.

En este caso el estado coherente de prueba no reproduce el comportamiento

del enredamiento para el estado base cuántico, en general, cuando se estudia el

enredamiento de funciones de onda en particiones por partículas los estados cohe-

rentes no son buenas funciones de pueba pues $u enredamiento es siempre nulo.

Caso general

En esta sección se consideran los tres pariímetros del Hamiltoniano, a, b y c,

diferentes de cero- Esto implica mayor dificultad para resolver el caso semiclá^sico

debido a. que pa,ra encontrar los puntos críticos del sistema debe resolverse la ecuación

( - - rE")  yG :  Tc z,

- t

(4 .4.1)

donde 6: bQ-llJ) y z: -co$á, lo que implica resolver una ecuación cuártica.

Es por esta razón que los resultados semicli{sicos no pueden obtenerse de manera

analítica y todo el análisis se ha realizado numéricamente. Debido a esto, en este caso,

es m¿{s importante conocer las simetrías presentes en el sistema que nos permitarr

simplificar el problema y analizar rlnicamente aquellos cásos no redundarrtes. En la

Tabla 4.6 se muestra el comportamiento de la energía y de los coeficientes de los

estados propios ante el cambio de signo de los diferentes parámetros'

Es importante observar que hay simetrías únicamente ante el cambio de signo de
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Thbla 4.6; Simetrfas del Hamiltoniano ante ql cambio de signo de los parámetroe.

Parámetros Energía Estado Coeficientes

a b

a  b - c Ei .8"(n)ú¿ ?L)t*'A,

E¿ E,(r)V¿ Fl)r*MC'-,

CMt[¡Ei

- a b

* a  b - c Ei &(n)ün (-L)r+MG'-M

los parárnetros ¿ y c y no de ó. De aquí en adelsnte sólo se analizarán los ca,sos con
pgrrímetros positivos, pero a partir de éstos puede reproducirse cualquier otro caso
teniendo en cuenta estas simetrias.

Energía

Primero se determina el espectro de energías en función de los parrá.rretros b y c
del Hamiltoniano. En la Fig.4.69 se muestran los espectros de energía cuánticos junto

con las energías clásicas para. un número de partículas N : ?0, que corresponde a
un momento angular J : 10, y dos valores del parÉmetro restante: a' = 0.1 (figuras
superiores) y a : I (figuras inferiores). Puede observarse que paxa ¿ = 0.1 los
espectros de energía $on muy similares a los del ca,so ¿ : 0, sin embargo, en el
c&so o : 0 la energfas se hallan degeneradas en toda la región entre las energías
clásicas, en este caso las energías clásicas siguen dividiendo los regiones donde hay
degeneración de aquellas donde no la ha¡ pero la degeneración de las funciones ee
únicamente puntual y las energía^s clfuicas ma,rc&n única,mente el primer cruce de
energías. Arfn sobre la línea c : 0 la degeneración del estado base es únicamente
puntual, como veremo-e en el anrílisis del gap.

En los cortes correspondientes al parámetro c puede observarse que cuando ¿ crece
la región de degeneración del lado izquierdo se aleja del estado base y se acerca al
estado más excitado, mientras que la región del lado derecho se acerc& al estado
base, sin embargo, debido a las simetrias del sistema podemos concluir que aún para
valores grandes de a, el estado base permanece sin degeneración.

En el corte en b se observa que la aona de degeneracióu disminuye conforme ¿
crece y sólo permanecen degenerados los puntos con c : 0, sin embargo, esto ocurre
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-3 - 2 - 1 0 1

b

(a) c = 0.5

- 3 - 2 - l o 1 e 3
b

(b )  b :  r

- 1  0
c

( d ) b : 1(c) c = 0.5

Figura 4,69: Espectros de energÍa para el caso pneral. En (a) V (b) o = 0.1, en (c) y

(d) a: 1. Para estas figuras se ha cgnsiderado J = 10, que significa N :20 partÍculas en

el condensado. En cada una una de las figuras se muestran e,n color obscuro las energfas

clésicas correspondientes.

porque b : 1 es un valor particular en el que existe degeuerción, sin embargo, Ptr&
otros valores de b ni siquiera en ese punto existe degeneración'

A continuación se grafica el gap como función de los parrírnetros b y c, Fig.4'70'

La Fig.4.71 muestra una compf,ración del gap pflra, ambos r¡alores de ¿.

En estas figuras podemos ob,servar que fuera de Ia región c : 0 con b > 0 el valor

del gap es claramente diferente de cero, así que es únicamente en esa región donde

podría existir degeneración.

En la Fig. .TZ se muestra el gap a lo largo de la lfnea c : 0, se observa que

sobre ella existen varios puntos de degeneración que corresponden a las diversas

transiciones de fase que se han encontrado en el caso c : 0 y que ya han sido

estudiada,s.
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0.6i+
o.4[
o.2I
0.0L

-z-''- -')-r=
c

Figura4.70 :Grá f icadeG:Et - -Escoruofunc ióndeóyccor r (¿ :0 .1  de l lado izqu ie rdo ,
y a: I del lado derecho, para J: 10.

- 3 - 2 - 1 0
n

-3  -2  -1

Figura 4.71r Comparación entre el gap con ¿ : 0.1, lÍnea oscura, y a =

dos valores de b. Del lado izquierdo b: 1, del lado derecho b = -1.
I lÍnea clara, para

o .10

o.oB

0.
G

0.04

o.0 0.5 1.0 1.5 2.0
b

Figura 4.7?; Corte del gap para c : 0 cotl a
como función de b. J : 10.

o  2  4  6  I  1 0 1 2 1 4
b

: 0.1, lado izquierdo y o = 1 lado derecho

La superficie de energía clásica nlínima (derecha) y la superficie de energía cuánti-
ca del estado base (izquierda), en función de los parámetros (b, c) del Hamiltoniano
rnodelo, se muestra en la Fig. 4.73 para N : 20 partículas y dos valores del parámetro

1

I
I

t
t
t,

G
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¿ : 0.1, 1. Puerle observarse que en este caso el estaclo c<lherente reproduce muy bien

la energía clel estado base. Aunque para valores pequeños de a aún se conserva la

(b)

Figura 4.7S: A la izquierda se tiene la superficie de energía clásica y a la derecha la

superficie de e¡ergÍa crÉntica en función de los paránretros b y c. En (a) a : 0'1 y en (b)

a = l, para atnbos casos se considera J : 10'

huella de Ia separatriz del caso 0 : 0, en este caso no existe un transición de fase

pues los cambios son suaves y conforme o crece la superficie se suaviza más y se

pierde el rastro de la separatri". En la Fig' 4.74 se muestran las curvas de nivel de

ias sup"rficies de energía. En éstas se observa que todas las curvas pertenecen a una

misma familia, es decii, no se observan cambios en el comportamiento de las curvas

por lo que no se aprecia la existencia de transiciones de fase cuánticas'

En la Fig.4.Zb se muestran cortes a las superficies de energía cl¡ísica en color oscuro'

y cuántica en color claro para ¿: 0.1. Las figuras del lado izquierdo corresponden

u.¡: l0 y las clel lado derecho a J :50' Puede observarse que la correspondencia

entre las án*rgías del e.staclo base y la del estado coherente es muy buena err todo

el espacio, y que es mejor aún, cuando aumenta el número de partículas. Puede

upr**i*.** que la forma de la superficie de energÍa es similar a la del caso o : 0 pero

se la suavizando cuando el parámetro ¿ aumenta'
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- 3  - 2  * 1

o
c

'  
l b r

Figura 4.74: En la parte superior se muestran las curvas de nivel para la superficie de
euergía cuántica (izquierda) y ckisica (derecha), correspondientes a a : 0.1, en la parte
i n f e r i o r ¿ * 1 . J = 1 0 .

En Fig.4.76 se muestran cortes a las superficies de energía pera e : 1. Puede
apreciarse que el comportamiento es similar al caso ¿ : 0.1, sin embargo, en este
caso las líneas son mucho más $uaves, es decir, se van perdiendo las huellas de las
transiciones de fase del caso ¿:0.

o

(u)

- 1
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-0.5

-1 .0

E -1 .5

-2.O

-?.5

-3.0

-0.5

-il'

-t.5

-2.0

-2.5

*3.0

- 3 - 2 - 1 0
D

(a) c : 0.5

0.0

-0.5

-1 .0

E -r-s
-2.O

-2.5

-3.O 0
c

- 3 - 2 - 1 0

(b )  b=  I

E 
-?.o

0
c

- 1 0

( c ) b = - 1

Figura 4.25¡ Cortes de las superficies de energía, clásica y cuántica, a lo largo de las rectas

(a) c : 0.s, (b) b : 1 y (") b : *1, con a = 0.1 y dos valores de J. En el lado izquierdose

utilizó J = 10 mientras que en el derecho J: 50. La línea clara corresponde a la energía

cuántica y la línea o$cura a la energía clásica.

E

E

¡
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- I

E - 2

E

- l 0
D

0.0

-0.6

- r .0

-1"6

-2.0

-2.6

-s.0

-2¡
-22
-2t
-23
-2.8
*3lt
-92
*3¡

(a) c = 0.5

( b ) D = 1

-3 -E

-3 -2 - t 0
c

-1  0

(c )  ü  = . - l

Flgura 4.761 Cortee de las superficies de energfa, cldsica y cuántica, a lo largo de las rectas
(a) c : O.5, (b) b= I y (c) b : -1, con a = I y dos r¡alores de J. En el lado izquierdo se
utilizó J : 10 mientras gue en el derecho J : 50. La lfnea clara corresponde a la energía
cuár¡tica y la llnea oscur& a la energfa clásica.

E

2.

-3
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Tbaslape de estados cuánticos y semiclásicos

Eu la Fig. 4.77 se muestr¿r el traslape entre la función de onda del estado ba^se
y el estaclo coherente de ¡rrueba para dos valores del parátnetro a y como función

de b y c. Prrede observarse que las regiones donde se presentan los carnbios en el

Figura 4.7?l Porcentaje de traslape entre la función de onda del estado base y el estado
coherente de prueba en el espacio de parámetros, p&r& ¿:0.1 del lado izquierdo, y a = I
del lado derecho. En ambos casos ./ : 10.

comportamiento del traslape tienen una forma similar a aquella del caso ¿ : 0.
Podemos ver que cuando ¿ : 0.1 aún puede observarse las líneas que correspondían

a la separatriz del caso ¿ : 0. Sin embargo, cuando ¿ : I este rastro de la separatriz
va desapareciendo y la única región en la que el traslape presenta cambios dr¿isticos
en su comportamiento es la zona c: 0 con b > 0 donde el estado base no puede ser

aproxirnado por un estado coherente.

Probabilidad de ocupación relativa

La probabilidad de ocupación relativa para el estado coherente y el estado base

cuántico se muestran en la Fig. 4.78 para a : 0.1 del lado izquierdo y a : 1 del
lado derecho, Puede observarse que la probabilidad de ocupación relativa del estado
coherente reprocluce bastante bien la del estado cuántico.

En este caso el comportamiento de la población relativa es unimodal en todo el
espacio a diferencia de lo que sucede en el caso o :0, y al desplazarse en el espacio
tle parámctros sólo va cambiando el cetrtro de la distribución. Además, cuando ¿

* 
"\-*

Neevia docConverter 5.1



166 Capítulo 4 Análisis cuántico
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Figura 4.78: Probabilidades de ocupación relativa de la solución exacta en color oscuro'

y del estado coherente en color claro. La^s figuras del lado izquierdo corresponden a ¿ : 0.1

y las del lado derecho & a : 1. ..I : 10'

crece, la distribución cuántica se vuelve más sinrétrica acercándose mrís a la fornra

para el estado coherente.
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4.4 Caso general

Valores esperados de las componentes del rrlomento angular

En la Fig 4.Tg se nluestran los resultados del valor esperaclo de i,¡J "on respecto

¿r,l estaclo coherente de prue}a y el estado base, en función de los parámetros b y

(: pirra r¿ = 0.1. Los resultarlos para a : I no Se muestran aquí pues la forma es

r¡¡y similar aunque las curvas son m¿is suaves. Sin embargo, en Fig'4.80 se rnuestran

cortes a las superficies para trmbos valores de a.

-a-t-----,-

0 
'---

I"67

,  1 . 0 f : . .

Í'd?\4-0.sI
-1 .oL

Figura 4.79: valor esperado de irlJ en funciótr de los parámetros b y c con a = 0'1,

para el esta¿o coherente (lado izquierdo) y la solución exacta (lado derecho)- J : 10'

Cuanclo el valor clel parámetro a es pequeño se observa unÍr correspondencia entre el

resultaclo cuántico y el del estado coherente donde aún puede observase la separatriz

cl¿ísica del caso ¿ : 0.

Si¡ embargo, cuir.nclo el valor clel parárnetro ¿ auulenta conrienzan a apreciarse la"s

cliferencia^s, claramente disrninuye la definición de las zonas de transicrión y las líneas
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-o.{.tt
J

J*

0
b

Jx

J

o.4

o.6
Jx

J

- 1- 1-3 o
c

(a)  a :  0 .1

* 1  0
c

( b )  a =  I

tr'igura 4.801 Valor esperodo ae ir/l pa,ra el estado coherente (lfnea clara) y el estado
base (llnea oscura), en función de un parámetro, para doe valores de a: (a) a : 0.1, (b)
a. : t. Del lado izquierdo c= 0.5 y del lado derecho b : *l para J : 10.

se suavizan. También se observa cómo mejora la aproximación entre ambas funciones
excepto en la zona con b > 0 que es en la que las funcionm tienen mayores diferencias.

No se mostrardn los tesultados correspondientes r j, pu*r, como yase ha explicado
anteriormente, su valor esperado tiene un r¡alor constante e igual a cero en todo el
espacio de parrímetros.

'En 
la Fig.4.81 se muestra el r¡alor esperado de irll como función de ambos

pará,metros, b y c, paxa ¿ : 0.1. Mientras que en Fig.4.82 se muestran los cortes a
estas superficies para dos valores del parr4metro o.

- 2 - 1  0
b

\--*
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4.4 Caso general 169

Figura 4.811 Valor esperado de i z/.1 en función de los ¡rarámetros b y c colr ¿ : 0'1, para

el estaclo coherente (lado izqrrierclo) y la solución exacta (lado derecho) con J : 10'

r -0.4

. 0.o
J¿

J -0.5

- 1

(a) n, :  0.1

JJ -9.

0.0

-0.?

,- 0.4

-0.6

-0.8

-  1 .0

I

j

0.0

- v . ¿

-0.4

-0.6

*0.8

-  1 . 0

( b )  a :  1

Figura 4.82¡ Vakrr esperaclo <Ie i,¡.t para el estado cohererrte (lÍnea clara) y el estado

llase (lí¡ea oscurir), en función rrn pirráuretro para dos v¿rlores del parátttetro ¿. Eu las

figrrras del l¿rclo izquier<lo c: 0.5 y en las del lado tlerecho b : I cou J * l0'

Esta.s figuras rrluestrau qutl la aproximación clel valor espcraclo ae i,ll corl el estado

cohcrente es busrra en todo el espacio cle parántelros y donde existe un utayor ale-

- e E
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jamiento entre anrbas superficies corresponde nuevanrente a la región con b > 0. Sin

emba.rgo, cuando a. crece l¿us funciones se suavizan y la aproximación clásica mejora

con respecto a la cuálrtica.

Resultados similares se obtienen para los valores esperados de i: I J2 y itr ¡ l' ,

cuya,s grríficas se muestran en Fig.4.83, Fig.4.85 como funciones de los parámetros b

y c y sus respectivos cortes en Fig.4.84 y Fig.a'86.

' ¡  l 0

J o

Figura 4.83: Valor esperado ae ill,tz en función de los parámetros b y c con ¿ : 0.1,

para el estado coherente (lado izquierdo) y la solución exacta (lado derecho) pa.ra J: 10'

t.o

o-a

, s  O . A

7 o.t

t.o

0,8

,?  0 .6

l o.¿

o.2;,.;l::#J
o.o,,i*_-r. . _-.i . -  - - 3  - ?

( a )  o : 0 . 1

I O

o.8

¡ e  0 . 6

V o.¿

( b )  a :  1

Figura 4.84r Valor esperado ae illlz para el estado coherente (línea clara) y el estado

trase (líneaoscura), en función un paráuretro para (a) a:0.1 y (b) o:1. Én las figuras

del lado izquierdo c:0.5 y en las del lado derecho b = 1 con J: 10.
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Loir
o.t\
0.0L

;'-----

"o 
-).-

Figura 4.85: Valor esperado ae i! ¡ l2 en función de los parámetros b y c con a : 0.1, para

el estado cohereute (lado iaquierdo) y la solución exacta (lado derecho) cuando J : 10-

(a) a = 0.1

1 . 0

0.8

0.6

0.4

o.2

( b ) a : l

Figura 4.8G: Valor esperado de i! I Jz para el estado coherente (línea clara) y el estado

base (línen, oscura), en función un parámetro para (a) a : 0.1 y (b) a = 1. En las figuras

del lado izquierdo r:: 0.5 y err las del lado derecho b : I cuando '-I : 10.

t\
I
i
I

. . 1 .
- 1  0

b

1.Or ; - ;É
I

o . 8 i

r  ?  O . 6 i

V o.qi,
o r i
o .o i ,  - . . .  .  ,

- 3  -2

t 2

v

Neevia docConverter 5.1



L7Z Capftu'lo 4 Análisis cu¡ántico

Función Q

En la Fig.4.87 se grafica ln función I para el eetado coherente y el estado base

cuá,ntico para algunos puntos del espacio de pard,metros.

Se obsen¡a que el comportemiento de la función Q pa¡a el estado base es muy
paxecide a la del estado coherente, ambas presentan unf, forme gaussiana cuyo centro

se deeplaaa dependiendo del valor de los pará,metros. A diferencia del caso a : 0

donde la función Q ca,urbia su comporta,rriento de unimodal a bimodal al cruzar las

transiciones de fase, en este caso el comportamiento unimodal se preserve en todo el

espacio de parri.rnetros, lo que corresponde con lo obserrnado paxa, el comportamiento
de la probabilidad de ocupación relatir¡a.

Ahora, al comparar la funciones para los dos valores de a podemos observar que la

diferencia eutre ambas corresponde también a un desplaaa,uriento, es decir, el centro
de las funciones con ¿ : I se encuentrs corrido, tanto en d como en {, con respecto
al de la función I para ¿ : 0.1, sin embargo, la forma y el comportamiento de las

funciones es el mismo, es decir, no dependen, al menm notablemente, del valor del
pará"rnetro a.

En la Fig.4.89 se muestra el segundo momento de la función de Husimi para la

función de onda del estado base como función de los pard,metros b y c, con dos r¡alotes

diferentes del parámetro a, o = 0.1 y a :1. No se muestra la comparación con el s+
gundo momento paxe el estado coherente pues sabemffi que es un& función constante

en todo el espacio de parámetros cuyo r¡alor es l. Puede apreciarse nuevamente que

cuando a es pequeña aún puede observarse la influencia de la separatriz para el caso

o : 0, sin que en esto signifique que el comportamiento es similar. Si observamos
la Fig.4.31 veremos que en el caso o : 0 existe una región para b { 0 en la cual el
estado coherente uo es una buena aproximación, al contra,rio de lo que sucede er este
caso, donde el estado coherente reproduce bastante bien loe resultados cuánticos.

Podemos decir que, en general, el estado coherente es una. buena aproximación
pero va mejorando cuando el valor de ¿ aumenta. Se observa que cuando a : 0'l

los \¡alores del segundo momento varían entre 0.85 y 1.0, lo cual quiere decir que la

diferencia con el segundo momento del estado coherente es menor o igual al L5 %,
mientras que cuando ¿ : I r¡aría¡r entre 0.4 y 1.0, sin embargo, la región en la que

el segundo momento alcanza el mínimo corresponde rlnicamente a la recta c : 0 con

b ) 0, mientras que fuera de ella su r¡alor es pácticamente igual a uno'

En la Fig.4.90 se mueetra el inverso del segundo momento en el espacio de parrí-

metros para el estado base del sistema. Se observa que, excepto en la región c : 0 con
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b ) 0, el volumen ocupado por la función Q es prricticanrente uno, que corresponde

a un estado coherente por lo que éste reproduce bien loe resultados para el segundo

momento excepto en esfl línea. Mientra,s que paxe a pequeñas se puede observar un

leve levanta,miento en los puntos que corresponderfan a la separatriz con f, = 0,

cuando a crece esto desaparece para dejar un volumen igual a uno en la mayor parte

del espacio de parrí^rnetros. Es decir, la región en la que el sistema presenta menor

localización se reduce únicamente a la recta C : 0 con b > 0, que corresponde I la

región en la cual las dos funciones de onda difieren más.

173
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( a ) b : l , c = 0 . 5

(b )  b  :  - 1 ,  c :  0 .5

( c )  b = - 1 , c : * 0 . 5

( d )  b : l , c : - 0 ' 5

Figura 4.BZ¡ Función Q para el estado base (izquierda) y el estado coherente (derecha)

para diferentes valores de los paráttretros b y c t:ott ¿ : 0'1 y J : 10'

t . f
1 . r
0.
0
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4.4 Caso general 175

( a ) b = 1 , c : 0 . 5

( b )  b = - l , c = 0 . 5

( c )  b = - l , c : - 0 . 5

( d )  b = 1 , c : - 0 . 5

Figura 4.881 Función Q para el estado base (izquierda) v cl estado coherente (derecha)

para diferentes valores de los parámetros b y c con ¿ : 1 y J : 10.
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M;'

l*-)-
Figura 4.89: Segundo momento de la función Q para el estado base cuáutico exacto con
¿ : 0 . 1  ( i z q u i e r d a ) y a , : l ( d e r e c h a ) c o m o f u n c i ó n d e l o s p a r á m e t r o s b y c p a r a J = 1 0 .

Figura 4.90¡ Inverso del segundo monreuto de la filnción Q para el estado base cuántico
con a = 0.1 (izquierda) y a : 1 (derecha) como función de los parámetros b y c. J : 10.

1

Eü
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Enredamiento

Separación por modos

La Fig. 4.gl nluestra la cntropía de formación en la partición por modos para las

dos funciones de onda corno función de los parámetros b y c-

(b)

Figura 4.911 Hntropíaen la partición por tnodos para (a) a:0.1 y (b) a: 1. Del lado

izquierdo se rnuestran la gráficas correspondientes al estado coherente mientras que del

lado derecho se rnuestratt las de la función de onda del estado base para J : 10.

Vemos que Ll"s gráficas para el estado coherente conservan en general la forma

obteni{a para el caso o : 0, con la diferencia de que para valores pequeflos de a aún

se conserva, la separatriz mientras que cuando o crece se va perdiendo y la zona en

la que el enreclamiento es menor que dos se extiende en una región rrrrás grande del

espacio de pará,nretros.

Las su¡rerficies que presentan más modificaciones son las cuánticas, en este caso Ja

entropía rrráxirna disminuye cle 3 a 2 y autrque para valores pequeños de a se observ¿t,

que e$e máximo ocurre sólo sobre una región cercana a la separatriz del caso r¿ : 0

podemos vcr que el comportamiento de la entropía cle enredamiento se modifica,

( a )

_;*",-l
c .

W
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suavemente, v cuand{r u = 'I 
prácticanreute ha desaparecido la región crític¿. De

hecho puede observrrrse que cuando ¿ crece el comportamiento de la entropÍa de
enredamiento para el caso cuántico se nrodifica de tal m¿nera que se va acercando
nrás al compnrtamicnto que presenta el estado coherente.

Otra diferencia importante con el caso ¿ = 0 se produce sobre la recta c : 0
cuando b < 0. En el caso o : 0 la entropía de enredamiento es constante a lo largo
de toda esa recta y es diferente de cero mientras que en este ca$o el enredamietrto
sobre esa línea es igual a cero. Por tanto, podemos concluir que cuando el valor del
parrímetro ¿ es diferente de cero se pierde enredamiento entre los modos, y mientras
mayor es el valor de a, mayor es la pérdida.

Separación por cajas

En este caso, la fuución de prueba usada es el estado coherente cuya entropía
es cero en la, separación por partÍculas, por ello sólo se mostrarán los resultados
correspondierrtes al estado cuántico. En la Fig. 4.92 se muestra el enredamiento de
una partícula con el resto como función de los parámetros b y c para dos valores del
parámetro ¿. Podenros ver que la entropÍa de enredamiento es cero prácticamente

Figura 4.92: Entropía de enredamiento para el estado base cuántico como función de los
parámetros b y c.Del lado izquierdo se muestran los resultados para a : 0.1 y del lado
derecho los correspondientes a a : l. J: 10

en todo el espacio de parámetros, excepto en la línea c : 0 con b > 0 y en algunas
regiones cercarla,s a la separatriz del caso r¿ : 0, pero nuevamente, cuando ¿ crece
estas zonas también van desapareciendo.

Podernos observar que cuando ü + 0, por muy pequeño que sea su valor, se pierde
la zona de enredamiento máximo que se obtenía en el caso a : 0. De lo que se
puede concluil que también la entropía en la separarión por cajas se pierde cuando
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el parrímetro o es diferente de cero y.de hecho es mucho mr{s importante la pérdida

de enredamiento para eeta separacón que para la separación por modos.

Los resultados pa,ra el enredamiento de doo partículas con el resto y la mitad de

las partículas tienen la misma forma que la de una partícula, por ello, no se muestra'ü

estas entropías como funciones de los dos parrimetros. $in embargo, en Fig' 4'93 se

muestra una comparación entre dos cortes de las tres entropÍas de enreda,uriento para

dos valores diferentes del parri"rnetro a. Puede apreciarse que de la misma maner&

(a) a = 0.1

H *-rd,

(b )  a :  I

Fig¡ra 4.gB: Comparación de las entropías de formación pa,ra una partfcula (línea inferi-

or), a* partlculas (lfnea media) y la mitad de las partículas (línea superior) con el resto.

nn Us figuras del lado izquierdo b : -l mientras que en las del lado derecho ü = I' J : 10'

que para el caso ¿ : 0 la entropía de enredamiento aumenta conforme aumenta el

o.i*i.o de partículas que se separan del resto, aunque en términos cuantitativos esta

diferencia es muy pequeña. También se ve que cuando el valor de ¿ aumenta, dismi-

nuye la entropía dá enredamiento paxa todos los ca,sos y que el comportamiento de la

superficie se suaviza hasta desaparecer la influencia. de la separatriz correspondiente

al caso o : 0. En conclusión, cuando el parrimetro ¿ es diferente de cero la entropía

de enredamiento del sistema disminuye prrácticamente hasta cero, aún para 'ualores

pequeños, sin importar que separación del sistema, se utilice'

* s - 2 - 1 0 1
c
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Conclusiones

En este trabajo ha analizado el Hamiltóniano modelo pars un condensado de

BoseEinstein de dos modos (2.1.10), que es función de tres parámetros a, ü y c que

dependen de las cariicterística,s de dispersión de las partículas que forman el conden-

sado y de las características de los pozos de potencial que la coufinan (2.1.9' 2.1.11).

Se ha demoetrado que la teoría de catástrofes y el formalismo de eetados coherentes

proveen un buen esquema para el estudio de las transiciones de fase de la superfi-

cie de energfa de Hamiltonianos dependientes de operadoree de momento angular'

Se determina la separatriz, que corresponde a las curvas del espacio de pa.rámetros

donde el comportamiento de la superficie de energía es crítico. Sin embargo, en el

Capítulo 4, donde se estudian Ios valores esperados de diversas obsen¡ables en el

eapacio de pa.rámetros, se muestra que la influencia de la sepa,ratriz r¡a m¡ís allá de

la superficie de energía y se refleja en el comportamiento de estas obserr¡ables, pues

tanrbién presentan un comportamiento singular en los puntos correspondientes a la

separatriz.

Este método permite encontrar una función de onda de prueba analítica para el

estado base del sistema en cada punto del espacio de parrímetros. En el Capítulo

4 se comparan los resultados obtenidos para los valores esperados de observables

calculados con el estabo base exacto y con la función de prueba. Se aprecia que ésta

rlltima reproduce muy bien el comportamiento del estado cu¡íntico excepto sobre

la separatriz donde la concordancia entre ambos reeultados disminuye. La fidelidad

entre los estf,dos fue determinada ediente la evaluación del porcentaje de traslape

entre ambas funciones.

La separatriz permite identificar las regioues de esta,bilidad del espacio de pará-

181
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metroe en las que la función de prueba tiene un comportamiento similax. En estes
regiones el traslape es grande y la forma de la distribución de población relativa de
la funcióu prueba y del eetado base son simila,res en compaxación con lo que sucede

en la sepa,ratriz.

En cada una de las regiones de estabilidad el comportamiento de la función de
onda es diferente, por ello, tanto la composición porcentual del estado base como la
función de Husimi se modificsn aI cruzar la separatriz.

En el caso b: 0 la función de prueba y la función del estsdo base conesponden
a un estado coherente y son iguales, además no existen transiciones de fase de orden

finito en la superficie de energfa. En consecuencia tanto la composición porcentual

como la función de Husimi no modifican su forma, aunque dependiendo del r¡alor de
loe parámetros la posición del ceutro de la distribución se desplaza.

En el caso c : 0 el estado base corresponde a un estado de Dicke, cuya proyección

depende del r¡alor de los parómetroe. En este caso erdsten doe regiones del espacio en
el que la función de prueba corresponde exactamente pero hay una tercera zoua par&

la cual el estado base presenta muchas transicionee de faee y entonces es igual a la
función de prueba única,mente puntualmente. Por ello, la concordancia entre ambas
funciones en e-ea región no es muy buena y la forma de las funciones de Husimi son
muy diferentee. Sin embargo, ambas conservan su forma al patar las líneas de la
separatriz.

Es en el caso ¿ : 0 donde estas caritidades presentan modificaciones importantes
al pasar de un lado de la separatriz al otro. En la región 111 ta¡rto la composición
porcentual como la función de Husimi presentan un comportarriento bimodal, mien-
tras que en las zonas I y II el comporta,miento es claramente unimod¿I. También
se obse'rr¡a que en las regiones alejadas de la separatriz la cantidad de estados que

contribuyen a la composición del estado base es sóIo una pequeña fracción del to-
tal mientras que justo sobre la separatriz el número de eetados que contribuyen eg
miiximo.

El caso general, todos loe pará.uretros son diferentes de cero, esto significa que Be
toman en cuenta todas las poeibles interacciones de un sistema de partículas en el que

el nrlmero total de partfculas se conserva,. Sin embargo, el activar la interacción con
un lrfuer, lo que corresponde a considera,r el parámetro a f 0, provoca que el sistema
pierda muchas de las propiedades interesantee que se presentan en el caso ¿nterior.
Esto se debe a que conforme el r¡alor de ¿ aumenta, el estado base se aproxima mds
y máE a uu estado coherente. En particulal, las tra,nsiciones de fase del estado base
desaparecen. Por lo tanto, el comportauriento de la composición porcentual y de la
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función de Husimi es muy igual en todo el espacio de parrí.metros, modificándose

únicamente la posición del centro de las distribuciones de igual modo que eu el caso

b :  0 .

Es importante hacer notar que son las transiciones de fase de segundo orden las

que sepsrsn las regiones que presentsn maJ¡or modificación en el comportaüriento

de las funciones de ondas mientras que al cruzs,r una trarrsición de primer orden la

va¡iaciones son menos importantes.

En eete trabajo se analizan diversas observables del sistema, sin embargo, dos de

ellas resultan de especial interés: el eruedamiento y el segundo momento de la función

de Husimi. La primera de ellas debido a la posibilidad de emplear estos sistemas en

la transmisión y manejo de información[40], mientras que la segunda, de acuerdo

a Sugita [3], 32], prwee una buena medida de la localización de las partículas y

presenta caraterísticas similares a la entropía de Wehrl, por lo que podría asociarse

con una medición del enredamiento general del sistema.

Aquí se ha calculado el enredamiento para dos diferentes particiones del sistema,

pues lo que alguien observa como un estedo enredado es, hasta cierto punto, una

cuestión de cómo se realiza la descomposición del sistema en los diferentes subsis-

temas. Lo que paxa un& persona es un estado enredado no es lo mismo que para otra

si se identifican loe subsistema,s de manera diferente. La primera partición propueeta

para este sistema fue la partición por cajas [9]. Sin embargo, en a^rtículos posteriores

se argumenta que esta separación no es físicamente realizable sin destruir el sistema,

y pot tmto, si se pretende usar el enredamiento como un recurso, sólo tiene sentido

medir el enredamiento entre dos subsistemas físicanente separables como es el caso

de la partición por modos [41].

Esta dependencia del en¡edamiento y la partición del sistema se muestra claxa-

mente cuando b : 0. En este caso el estado base se corresponde exactamente con el

estado de prueba que €s un estado coherente por lo que la entropfa de euredanriento

en la separación por cajas es cero. Siu embargo, al separar el sistema por modos

la entropía de enredamiento es diferente de cero con un válor de aproximadamente

2 nats, para iV : 20 y 3 nats pa,ra N : 50 Étomos, es decir, a pesax de ser un

estado coherente el enreda.rrriento puede ser diferente de cero si se realiaa la partición

adecuada del sistema.

Cuando c : 0 el estado base del sistema corresponde a un estado de Dicke cuya

entropfa de enredamiento, en la separación por partículas tiene valor cero mientras

que en la separación por cajas depende del valor de la proyección del momento

a^ngular. Paxa M : tJ vale cero y cuando M : O su valor es máximo'
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Pa¡a el caso ¿ : 0 el estado base tiene máximo enreda,rriento en la separación
por modos en las rectas c : +(z/LlJ)ü cou b { 0, es decir, sobre la separatriz de las
regiones I y I I con la región 111. Sin embargo, es más estable en las regiones / y
.If donde el estsdo base del sistema es similax a un estado coherente. En constraste,
en la sepa,ración por cajas el enredq.miento máximo ocurre en la región ,[.[f que es
donde el estado base se asemeja a la superposición simétrica de estados coherentes.

Al considerar los tres paránretrm diferentee de cero se ob,servn una dieminución
notable en el enreda,miento al incremmtar el r¡alor de a en a¡nbas particiones, esto
se debe e que el pará,nretro ¿ rompe la degeneración del estsdo base del sistema
por lo que éste se vuelve muy similar a un estado coherente, como se observa en el
traslape de ambas. funciones. Por ello, el enreda¡niento en la partición por modos
se v& ücercando al de el estado de prueba que corresponde a un estado coherente
cuando el r¡alor del parri.metro a crece y en la separación por cajas tiende & cero,
eunque siempre Be coruarva. un comportemiento diferente en la línea c : 0 cuando
b > 0 pues como ya sobemos el estado cuá,ntico es el estado lJ,O) que no puede
aproxima,rse ra,zonablemente por un estsdo coherente. El enredamiento disminuye
sin importar cuál sea la partición utilizada; sin embargo, la pérdida de enredauriento
es más notoria para le partición por partfculas.

En todos los casos se observa una correlación entre el enredamiento del sistema
en la separación por c*jas y su localización en el espacio fase representada por el
segundo momento de la función de Husimi. Se obeerva que las regiones de mayor
localización, es decir, donde el r¡alor.del segundo momento es cercano & uno, la
correspondiente entropÍa de enredi.miento es muy cercana, & cero, mientras que en
las regionee de menor localización la entropía es m&yor. Por lo tanto, a,mbas fun-
ciones mueetran comportamientos similares en las diferentes regiones del eepacio de
parámetros definidas por la separatriz y lo que es muy importante ambas presentan
el mismo comportarriento crítico sobre la separatriz.

En resumen, se ha demostrado que la teorfa de catástrofes y el formalismo de es-
tados coherentes permiten encontra¡ y caracterizar las transiciones de fase cuiinticas
de un sistema las cuales dividen el espacio de parrímetroa en regiones de estabilidad
en las cuales el est$do de prueba que reproduce bastate bien el comporta,rrriento del
estado cuántico.

También se ha mostrado que existe una correlación entre la entropfa de en-
radamiento en la partición por cajas y la localización del sistema. Mieutras mayor
enredamiento presenta el sistema menor es ta¡nbién su localización, es decir, mayor
es el volumen ocupado por la función de onda en el espacio fase.

Neevia docConverter 5.1



185

Finalmente, se ha encontrado qup el c&so ¿t f 0 carece de interés cuarrdo se

estó estudiando el enredamiento del sistema, especialmente en la partición por cajas.

Esto se debe aque cuando todaslas interacciones estrin preeentes el estsdo base del

sistema se asemeja al de un estado coherente. Sin embargo, en la partición por modos

aún existe ciert¿ entropía aunque menor que la obtenida en el caso o : 0.

En este trabajo no se ha considerado aún la evolución temporal del sistema, ese

es el siguiente paso en la investigación, lo cual nos permitirÉ estudiar la diná¡nica

del sistema tanto en la aproximmión semic}fuica como en el caso cuántico.
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Apéndice A

Cerradura para los estados
coherentes de SU (2)

El grupo SU(z) está formadopor los operadores de momento angular io,i*,i-
que cumplen con las relaciones de conmutación

l ¡  r ' l  ^  r ^  ^ ' t

LJ*,Joj 
:  tJ+, LJ*, t- l :  r to,

y el estado coherente no normalizado se define como

16] :  "ei+ V,-JI.

Para encontrar la representación de los operadores de momento angular se procede
como sigue:

primero se calcula {(l i- lü) para un ket arbitrario lrf)

{e I i- lv) : (J, -rlexp(fi_)i* lv) ,
= (J, *Jl¡ft oplq' j-¡ ¡,r,¡ ,
= 

ft A,-JIexp((.i*) lú),
= frte t*l

187
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Ahora se considera (Ül i- l() para un bra arbitrario (r/l

(ül i* l() : (r/li- exp((i*) li,*i) ,
(r/lexp(( ja) exp(-(j*) j* exp((j.'.) l¿ -J) ,

(rilexp((i1) (i- - 2(i, -e'i*) lr,-r),

('rr*r'#) ('/'t()

donde el paso de la línea 2 a la 3 se realiaa utilizando la fórmula e-'\'4'iier'l *

É + [Á, Aj + *tÁtÁ, É]] + ... y la.s relaciones de conmutafión de los operadores de

*o*Lrrio l"Sillut. Realizando este mismo procedimiento pa,ra todos lm operadores

se obtienen lqp representaciones ket y bra de los operadores de momento angular

a  . . :  / - - - . * 2 0 \ , . ,J- l() : ;- l() , {(l.r- : (2(.J - (.'66l t(l'
^  /  á \  ai" l() : (t,, - e'rt)lel' , {(lJ* : Eh {(l ,

io l() : (-, * ef;) rer , {(li. : (-.r + e.fr) tet

Como la ( es un parámetro continuo el operador identidad puede escribirse como

sigue

I = I frcÍ(e 'r)l() {cl'

El operador identidad conmuta con todos los operadores de momento angular y esto

puede expresarse de la siguiente forma

V, i,,l: I o,,r,,(.) (l(] {fl ¿ - + tet tel) : o'

En particular para j*, sustituyendo las expresiones encontradas a,rriba p*" j- ¡61
y {(lJ-, se obtiene

0: I d:e rG,.,(rft tc) {(t - (z.re - r'#) K} {cl) '
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Suponiendo que "f((,(") es una función que se anula en la frontera, al integrar por
partes la última expresión se obtiene

o : I n (-ftt((, (.) -z((r + r)/((,(.) - e'ftnc,e.l) te) {ct,
de donde se obtiene la siguiente ecuación diferencial ptra -f(('(-)

a-*/((,(") - 2((r + r)/((, el - e'ftr((,(-) : 0.

Aplicando el mismo procedimiento a Js se encuentra la ecuación

ñ f r
flaFJ((, (*) : (a¡/((' C.)-

Sustituyendo esta e*presiOn en la anterior se obtiene una ecuación paxfl .f((, (.) en
términos de una sola r¡eriable ya sea, ( o (*, nosotros hemos escogido resolver primero
paxa (. La ecuación a resolver es

* ¡rc,r) = - ?(+ l+{/((, (.),
d e - ' - " '  I + ( "

cuya solución es^de la forma /((,(-) : 9((* X1+ l(le)-{'r+t). Ahora bien la ecuación
que resulta de Js dice que .f es simétrica en ( y (* por lo que 9(f ) debe ser una
constante, a. Pa¡a encontrar la consta¡rte se utiliza que 1lJ,m¡: lJ,*) por lo que

(J, -Jlr lJ, -J, : 
Io* Io'" 

o(r + ot¡-tt' 
+r' p dpdq = 1,

donde (J - J l() = (( lJ * J|: 1 y se ha escogido integrar en coordenadas polares,
( : peiú. Al realizar la integral se encuentra gue o : (2J * 1)zr, por lo que

,  T  J - 1
/(( ,(-) :  ?(t+l(1")-

Entonces la cerradura de los estados coherentes de.9U(2) se expresa como

'+ 
[ o'e (t+ l(lr)-rr'r+" 1(] {(l : r.

7 f J
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Apéndice B

Ecuaciones de rltovimiento

8.1. Integrales de trayectoria

Las integrales de trayectoria constituyen un formalismo alternativo de la mecánica

curíntica inventada por Feynman en los cuarenta. En contraste a la formulación de

Scrridinger, que se epoya en la mecánica Hamiltoniana, la de Feynman está ligada la

formalismo Lagrangiano.

En este apéndice se encuentra a través del formalismo de Feynma.rr la forma del

Lagtangeano de sistemas cuánticos que utilizan como funciones de prueba a los es-

tados coherentes de SU(z), l(). Por lo tanto tenemos

(í/l c¿) : (e'1"-<t-"' I e) .

Dividimos el interr¡alo [ú,ú'] en n pedazos, con € : #.¡"i,cuando se usa, que
e* : Ifmrr*e(l + f)" se tiene

(í/ l(4 : ,lqB (( | (1 - ie¡l)" l0
( r+o) 

¡  rn-r  /  n \

J*/ I !^dP((*) (,ilto tt * ier lft-')J '

en donde se ha usado {ue (o : C y Cn : ('.Asimismo, se han introducido n - 7

190
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operadores identidad entre cada factor I - ieH. De esta nrflnera

G't' tctt: Ji* I Iilorn-, (U,n | ft-,) . (, - ffi))
(8.1.r)

Si tomamos

* ,-1 : ::-:lfi: 
+ cambio inducido por Ir

Encontramos la identidad

ln(l+ (Íft-r) : ln(l+ (i(ft - Aft))
: ln (r + l0,l' - (¿ft)(i)

: r,(tr+r(rt')('-ffi))
: ln (1+ lftl") + rn (/r * #) . (8.r.2)

\  r + K x f /

Por otro lado, si utilizamos el desarrollo de Taylor de ln(l -r) en el segundo término

de la expresión anterior tenemos

ln(r+(i(r-,)e,ln(1 +lftl ') 
ffi 

(8.1.3)

Usando

leÍ-,1'
N leÍl' - (üag + #nft) (8.r.4)

se tiene

donde nuevamente utiliaamos el desarrollo en serie de Taylor de ln(l - n) a primer

orden.

Recordando que los estados coherentes de SU(z) puder escribirse en términos

de estados no normalizados

l&) :*;,v-|ft),
( l  + lq¡ ' l  /
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se tiene

ro((ol&') : t 
[6# 

x {ft lo-'t]

,  |  1  1  r . . u * -  
I'"16.#(r+#ft-')"1

: 2Jln (1 + (ift_r) - Jln (r + l(ol') - Jln (r + l(*_rl') .

Substitu¡rndo los resultados (8.1.3) y (El.l.5) en la ercpresión anterior tenemos

ln (ft | ft-r) N -zJ-a(&fi= *;ffi

: ; la(f;& 
_ a$o#) .- \  

r + l ( r , l t  l -

Al tomar la exponencial del último resultado y desarrollando en serie de Taylor la
exponencial a primer orden, halla,uros

(&tft_,) N *o(r(ry,*¡¡
lH r +;1np (ftA(; - #aft). (8.1.6)

Se coucluye que
(Cel¡rl4 ¿ "

(ft lG_r) 
* (G lrr lG-r) '  . .

v n  ,  / + t  J  \
g,ntft-,) = *r (E';,-¡* x ((*a(i - #^(*)/ .

Susbtitu¡'endo estos resultados en (8.1.f) resulta

G't'tct| N Jg/ I -dp((*) 
x exp (t'# (,-T - -+))

x exp(- te(ü,1¡¡1f t - , ) ) ,  (8.1.7)

donde u$arnos que 1 - i. ((o I H l(*t) Ar exp (((* l¡11ft-t)).
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8,1 Integrales de trayectoria 193

De acuerdo la formalismo de integrales de trayectoria podemos igualar el elemento

de matriz (('¿'l(¿) con la acción del sistema considera'do, i'e',

s : fdp t((¿)] "*o (n [.'' ar r.(cta, i(t-), f(r), i"(rr))
J  \ J '  

'  ' /

Al sacar el límite en (8.t.?), la suma se couvierte en una, integralr

((,ú,1(ú) * [ at(((t))exp l-+(e.i -i.e) - i ((lHl().| .
J  L  l + l ( l - \  ' /  J

De esta forma el Lagrangeano "clásico" se define como

L:#(c . i - i -e )  - ( ( lH l f l -  (8 .1 '8 )

Adicionalmente podemos obtener las ecuaciones de movimiento de los parámetros

( y (. del estado coherente de SU(z). Recordando el principio de acción estacionaria

que indica que óS : 0, es decir,

ur: I,r ar{ffae *Hor*#or. +ffoe.} -0,

al integrar por partes las variaÉiones dependientes del tiempo se obtienen dos ecua-

ciones de Euler-Lagrange; para la variable (

d  /a¿\  aL  A
#(EJ -ñ :o '  ( 8  1 ' e )

y la expresión conjugade para. la variable (-. Al ller¡ar a cabo las derivadas corre-

spondientes en 8.1.8, se encuentra

aL iJ t+

E 
: 

iJi6¡i '
AL iJe.  ( ¡* i  _¡ . ¡ \  -  iJ  / - ¡ . \  -ATl
E  

:  - ( 1 ¡ 1 l t f  \ ( q - q ( / + 1 + 1 1 i 3 \ - r l -  a ¡ " '

en donde se ha definido ?l : (C l¡11()' De esta, manera' al sustituir las derivadas
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encontrada.s en las "T:t *" 8.1.9 se obtiene

f f i :  f f i (c.*#)-#
*(#) : #n-ffi'(i'e*e.e)c.

=ff i(e.-#i) '
lo cual permite concluir

#6 t '*#:o,a i .  -o+-) l t \ ' f f  (Br.ro)
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Apéndice C

Segundo momelrto de la función de
Husimi

En este capítulo se encontrará eI segundo momento de la función Q cuando el

estado del sistema corresponde a una, suma de dos estados coherentes ldr'dr) y

lor,ful,
l(') : ^f((', ('){l(')+ l(z)} '

donde 7\/((r,(2) es la constante de normalización. Recorda,mos que un estado coh*

rente también puede escribirse en términos de una rotanión como

t i l  = R(-ú,- l ,ú) l¿-J)  ,
: L nt*,_rt-ú,*o, ú) lJ, M),

M

donde Dt*,-, son las matrices de rotación y definimos O : (*d, -0,ú).Para este

estado, el segundo momento de la función Q tiene la forma siguiente

¡ 4 ( z \ r r '  
2 J + 1  f  t(,)(G) : -; 

J J 
senÉ,tffitdútl({lG)lo,

entonces, es necesario calcular l(€ lG) lo. Primero calculamos el cuadrado del traslape

({ l(")' : F/((,,(r)(({ l(') + (€ l('))l' (c.0.1)
:  trF(( ' ,( ')  (({ l( ') '+ z({ l(r) (€ l( ')  + (€ l(r) ')

y usando la definición de estados coherentes en términos de las matrices de rotación

se tiene
(f I G) : I nr¡f,- Áttt)D#,-r(rt').

M
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Blevando al cuadrado la expresión anterior resulta

(f lc)' : E Dril;,-r(tll)Dr*,_r(n)Dtü,*.r(fie)Dl¿,,_.r(an). (c.0.2)
M,M'

Consideremos el término f = Dr¡f,-Á{2dDÍni-r(Ae). Usando la serie de Clebsh-
Gordan

nrrt*Átt¿)D#,-r(os) : E (J M,J M'lup.) (J - J,J - J lA¡r')Dlu.,(Qe )
A,tt,tr'

donde A : 2J, p' : -ZJ,y que (J - J,J - J lA¡r') : 6¡,2¡6r,,-2r, se encuentra.

¡ = I U M,J M, lzJp) Dl,r:rr(aÉ).
p

. Sustituyendo esta expresión en cada uno de loe productos escalares que flparecen en
(C.0.1) se obtiene

(€ lc")' = Nz((r, (r) I U Iú, J M' lzJ¡l Dzu\t@e)
11,M,M'

x {nfn,_r1o r)Dr*,,_r(er) + Dr*,_r(aiDr*,,_r(ez) + zD#,_r(ol) Dr*,,_r(dt )I .

En los doe primeros términos se puede utilizar nuevamente la serie de Clebsch-
Gordan, junto con la ortonormalidad de los Clebsch-Gordan para hallar

(€ lG)' = N'(4,,(')I {n'rl+w{)D;l?r(CI,) + n?,t.j"r(CIa)Dfi-ry(ar)
F

+ 2 I Q M,J M'� lzJp,l Dx::rr(a|)Dru,-Ánr)nru,,-.,(CIr) l .
14.It{l

Usando que D',1-rt(tr.r) = ¿i(r+r'r)ú#*J-rr(-0) la expresión se transforma, en

({ | (')' : Nt((r, (r) I D'�,,::zr(n¿ {et(tt+zr)ú dSrr-e;(-d,) + ei(P+21'üfr/-sr!ez)

+ z I (J ,, i,, * ' lzJt) ei(M+rt$+i(M'+r)hd,!tt,-t i0r)i l !*,,-r(-dz) l.
M,M'

Definiendo

FI (0u út; 02,úz) : et(r"+zt¡6' Of-rr(-1r) ¡ ritu+z;)éz¿fl,*u?*r)

+ ?)|'J M, J M' I z I ttl ei(M + r)ú +i (*' *'t16, d,ru,- ¡ F 0 t) dr*,,-, (- 0 r),
M,MI

I
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el segundo momento de la función Q. para una combinación de estados coherentes
puede escribirse como

M(4(G) : 24¡lv 
f Lru I 

dnll,,,!:zr6ta)nf{-,,(CIe)

x{(or, núFi.(f,Ir, oz).

Usando las propiedades de las matrices de rotación puede encontrarse que

I an, n'-l:rr$t,) D1,|,-zr(CIe) : Tfr1l, ¡r, r',
con lo cual podemos obtener finalmente una expresión para el segundo momento:

M(2)(G) : #j-f trt'E l{tn,,r),)l'.

Con esta última expresión podemos calcular también el segundo momento de la

función de Husimi paxa un estado coherente. Recordemos que el estado simétrico
puede representar también un estado coherente si consideramos (1 : (z Y N(0 :

1/2. Entonces calculemos el valor de E, l4l,(nt, Oz)l para este caso.

Al considerar d1 : 0z y út : ú2,la función F se reduce a

I
pl*(o, ú;0,úJ *i(p+?r)$ lzdtrl_zr?o)

\
\

+z E Q M, J M' lZJ p,) drM,-r\ild!*,,-r(-o) | ,
M,M' /

y usando el inverso de la serie de Clebsh-Gordan obtenemos

Fl,*@ , ú; g , ú) : 4e¡(t'+2t)ú fr|,-rr(-o) ,

por lo que el segundo momento puede escribirse como

M(2)(6) : r#f 
*l l+ei(u+ztto#N,_rr(-0)1, .

Utilizando la forma de los "oun*iuof* dJ^,,-r(3.2.1) se encuentrf, que

fi ¡nrn,r*rr, ú #¡,-zrert) l' : t,E
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por lo tarrto, parñ un estado coherente el segundo momento de la función de Husimi
es

M(r)(G):r#

Para la combinación de estados coherentes que se uaan como función de prueba,
los \ ¡a lo res  de lasva r iab lessonúr  :  ú r , :  ú ,0 t=  0  y  0z :T r -  á ,  po r loque  Ia
expresión para F es

Fl"@,ú;n - 0,ú) : expi(r+r;¡4 (#ul-rr!il + df,l-ztl(n - a))

+ 2 E (J M , J M' lzJ ¡r) dr¡¡,- ;-l)d!*, ,- r(- (" - B))) ,
M,M'

y utlizando nuevamente la ecuación (3.2.1) podemos reescribir

Fi@|,,ú;tr - 0,ú) : "i(¡,+zltg((rrrí 
r)* (#)* (t 

*;*r)*

,  /  4J  \ *  / l  * coso \+  ¡1  - cosá \#
+  

\ z t * p )  [  t  /  \ z /
+ 2 E lJ M, J M' lzJ pl (c.0.3)

M,M'

- .  l f  z r  \ +  / r * . o rB \+ ¡4 l r+cosp \#" t \ r + M )  \  ,  /  \  z  /
/  zJ  \á  / r  - .osa\+ 

/ l+cosá\+ I \"\.r*,vr,/ 
\ t ,l \ , / I)
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Apéndice D

Programas de Mathematica

En los tres primeroo c&sos se encontrrron en el Capítulo 3 los punto's críticos

mínimos en forma analítica para la parte semicl¡fuica. De tal ma;rera que únicamente

se toma¡on las expresionee de loe valores esperados de las observables como funciones

de loe parrímetros correspondientes y se graficaron directamente en Mathematica.

Para el caso general la d" debe encontra,rse de forma numérica resolviendo la

ecuanión (4.4.1). Para esto se utüza la siguiente rutina

hh[ j - ,  &- ,  b- ,  c- ,  jx - ,  jy - ,  jz - ,  \ [ l -ant¿a]- l
a  j z  +  b  ( ( 1  -  t / ( 2  i ) )  i z - z  +  r / ( 2  i ) )  +

c jx + \ l l .anbda] ( jx-Z + jy^Z + jz-Z - 1)

ff = Collect I
Expand[4 \ t l -anuaa]-2 (b U - r / (2 j ))  + \ [ t"ant¿al)-z *

a^2 \[Lanbda]^2 -

c -2  (b  ( r  -  L / (2  i ) )  +  \ [Lanbda] ) -21 ,  \ [Lanbda] l ;

jx[ j - ,  o-,  b-,  c-,  \ [ tanbda]* l  := -c/  (2 \ l lanbda] )
j=[ j - ,  r- ,  b-,  c-,  \ [ tanbdal- ]  := -a/ (2 (b U - LlQ i))  + \ [Lanbda]))

ss = Sorve[f f  == 0, \ [Lanbda] l ;

Por tratarse de una ecuación cuártica se tienen cua,tro soluciones, y para encontrar

los puntos críticos correspondientes a los mínimos, debe escogerse la que minimice la

199
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energfu. Ademris, se sabe que algunas de las soluciones pueden ser complejas y deben
eliminarse, El programa siguiente escoge las soluciones realee y de ellas aquella que
minimiza la energía, y de esta maüer& se encuentran los r¡alores de loe parámetros
en los puntos críticos mínimoe de la superficie de energfa.

j = 1 0 ;
a  =  0 . 9 9 ;
min = -3;

max = 3;
d in  =  51 ;
e t e p = ( n a x - n i n ) / d i n ;
bb[kb-] := min + (kb - 1) atep
cc[kb-] := nin + (kb - 1) step

Eel = Table[I f  I
Choplhh[ j ,  a,  bblkbJ, cclkc],

j x l j ,  a ,  bb lkb l ,  cc lkcJ ,
s s [ [ l ,  1 ,  2 ] l  / .  { b  - }  b b [ k b ] ,  c  - ]  c c l k c ] ] J ,  0 ,

j z [ j ,  a ,  b b [ k b J ,  c c l k c ] ,
s s [ [ l ,  1 ,  2 ] l  / .  { a  - >  b b l k b l ,  c  - >  c c l k c l } 1 ,

es [ [ l ,  1 ,  2 ] l  / .  {b  - }  bb [kb ] ,  G - ]  cc lkc ] ] l l  \ [Erenent ]  Bears ,
cnop[hh [5 ,  a ,  bb [kb ] ,  cc lkc ] ,

Jx[j , a, bb lkbl , cc [kcl ,
s s [ [ l ,  1 ,  2 ] l  / .  { a  - >  b b l k b l ,  c  - }  c c [ k c ] ] J ,  0 ,

j z [ j ,  a ,  bb lkb ] ,  cc lkc l ,
ss lh ,  1 ,  zJJ  / .  { t  ->  bb lkb l  ,  c  - }  cc lkc l }1 ,

s s [ [ l ,  1 ,  2 ] l  / .  { b  - >  b b [ k b ] ,  c  - ]  c c l k c J ] l l ,  r o o
J ,  { k b ,  1 ,  d i n  +  1 } ,  { k c ,  1 ,  d i n  +  1 } l ;

me2 = Tablel f f I
Chop lhh l j ,  a ,  bb [kbJ ,  cc lkc ] ,

jx [j , a, bb [kb] , cc [kcJ ,
E E [ [ 2 ,  1 ,  2 ] l  / .  { a  - >  b b [ t b ] ,  c  - ]  c c l k c l ] 1 ,  0 ,

j z l j ,  a ,  b b l k b J ,  c c l k c J ,
s s [ [ Z ,  1 ,  2 ] l  / .  { b  - >  b b [ k b ] ,  c  - ]  c c [ k c ] ] 1 ,

es [ [2 ,  1 ,  2 ] l  / .  {b  - }  bb lkb l ,  c  * }  cc [kc ] ] l l  \ [Erenent ]  Rears ,
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Chopl
hh [ j ,  a ,  bb lkb ]  ,  cc lkc l ,

jx [j , a, bb [kb] , cc [kcJ ,
s s [ [ 2 ,  1 , 2 ] l  / .  { v  - >  b b t k b l ,  c  - >  c c [ k c ] ] ] ,  o ,

jz[ j ,  a,  bb[kbJ ,  cc[kc] ,
s s [ [ 2 ,  1 ,  2 ] l  / .  { a  - >  b b [ k b ] ,  c  * >  c c [ k c ] ] 1 ,

s s [ [ Z ,  1 , 2 ] l  / .  { b  - >  b b l k b l ,  c  - }  c c t k c l } l l ,  1 0 0

l ,  { k b ,  1 ,  d i n  +  1 } ,  { k c ,  1 ,  d i n  +  1 } l ;

ne3 * Tab1e[I f l
cnoplhh[ j ,  a,  bb[kb],  cclkcl  ,

j x l j ,  a ,  bb lkb l  ,  cc lkc l  ,
s s [ [ 3 ,  1 ,  2 J J  / .  { a  - >  b b [ k b J ,  c  * >  c c [ t c J ] 1 ,  0 ,

j z [ j ,  a ,  bb lkb ]  ,  cc lkc l  ,
s s [ [ 3 ,  1 ,  2 ] l  / .  { A  - >  b b l k b l ,  c  - }  c c l k c l } 1 ,

ss [ [3 ,  1 ,2 ] l  / .  { ¡  ->  bb lkb l ,  c  *>  cc tkc l } l l  \ lELenent l  Rea ls ,
Chopthh t j ,  a ,  bb lkb l ,  cc lkc l ,

j x l j ,  a ,  bb lkbJ ,  cc lkc l  ,
s s [ [ 3 ,  l ,  2 ] l  / .  { b  * >  b b l k b l ,  c  - >  c c [ k c ] ] ] ,  o ,

jzÍ j ,  a,  bblkbl  ,  cclkcJ,
s s [ [ 3 ,  1 ,  2 ] l  / .  { b  - >  b b l k b l ,  c  - >  c c l k c l } ] ,

s s [ [ 3 ,  1 , 2 ] J  / .  { a  - >  b b [ k b ] ,  c  - >  c c t t c l ] l l ,  1 0 0

I ,  { t b ,  1 ,  d i n  +  1 } ,  { k c ,  i ,  d i n  +  r } l ;

ne4 = Table[I f [
chopthh[ j ,  a,  bb[kb],  cc[kc] ,

j * [ j ,  a ,  b b l k b J ,  c c l k c J ,
ss [ [4 ,  1 ,  zJJ  / .  {A  ->  bb l t tb ] ,  c  - }  cc lkcJ}1 ,  0 ,

j z [ j ,  a ,  b b l k b ] ,  c c [ k c ] ,
s s [ [ 4 ,  1 ,  2 ] l  / .  { b  * >  b b l k b l ,  c  - >  c c [ k c ] ] ] ,

ss [ [4 ,  1 ,  2 ] l  / .  {A  ->  bb [kbJ ,  c  - ]  cc tkc l ] l l  \ [E tenent ]  Rea l -s ,
chop [hh[j, a, bb [kb] , cc [kc] ,

jx [j , a, bb [kbJ , cc [kc] ,
s s [ [ 4 ,  1 , 2 ] l  / .  { t  - >  b b l k b l ,  c  - >  c c [ k c ] ] J , 0 ,

j= [j , a, bb [kb] , cc [kcJ ,
s s [ [ 4 ,  1 , 2 ] l  / .  { a  - >  b b l k b l ,  c  - >  c c [ k c ] ] 1 ,
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B s [ [ 4 ,  l ,  l ] l  / .  { b  _ >  b b l k b l ,  c  - }  c c t k c l } l l ,  1 0 0
J  ,  t kb ,  1 ,  d im +  1 ] ,  {kc ,  1 ,  d in  +  f } l ;

posninlkb-, kc-, mel-, ne2-, ne3-, ne4-] := Hodule[{tnp1, tnp2},
tmp l  =  tne l [ [ kb ,  kc ]1 ,  ne2[ [kb ,  kc ]J ,  ne3[ [kb ,  kc ]J ,

ne4[ [kb ,  kc ] l ] ;
tnpZ = l l in[ue1[[ tu,  kc]1, neZ[[kb, kc] l  ,  neS[[kb, kc] l  ,

n e 4 [ [ k b ,  k c l ] l ;
Posit ionl tnpl ,  tnp2l t t1,  1l l
l

posmint =

Table[poeniu[kb, kG, nel,  neZ, ne3, ne4J,
{kb ,  1 ,  d in  +  1 } ,  {kc ,  1 ,  d iu  +  f } l ;

jznin = TabLel
Chop lJz [J ,  a ,  bb [kb ] ,  cc lkc l ,

ss[[posnint[ l t tu,  kc)] ,  1,  zJJ / .  {u -> bblkbl ,  c -}  cc[hcJ]Jl

,  {kb ,  1 ,  d in  +  1 } ,  {kc ,  1 ,  dLn +  f } l ;

thétac = Tablel
Arccos [ -5zn in [ [kb ,  kc ] l l ,  {kb ,  1 ,  d im +  1} ,  {kc ,  1 ,  d in  +  l }J ;

Los valores obtenidos de d" se utilizan en las expresiones c}ísicas de los valores
esperados de las observables dando el valor esperado correspondiente en la aproxi-
mación semiclásica.

Para el caso cu¡intico, se constuye primero la matriz Ha,miltoniana. Sin embargo,
debe recorda,rse que se usaron dos bases diferentes, la de estados de Dieike y la base
con simetría definida".

Harniltoniano en la base de estadoe de Dicke

MEJptj*, m2-, n1-l := (KroneckerDelta[n2, nl + lJ
Sqr t l ( j  -  m1)  ( j  +  n l  +  1) ] )
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. lp t j - l  :=  TabletuEJpt j ,  n l ,  n2 l ,  {n l ,  i ,  - i ,  -1} ,  {n2,  j ,  - j ,  - t } l

Jx t j - l  :=  r /2  (Jpt j l  +  TransposelJpt i l l )
Jytj- l  := t/(2 \trnaginaryl l) (rpt jJ - TransposetJpti l l )

MEJz[j-, n2-, nt-] ;= (KroueckerDel-taln2, nll nl)
Jzt j - l  :=  Table[UEJz[ j ,  82,  n1] ,  {ml ,  j ,  -J ,  -1} ,  {n2,  ¡ ,  -5 '  -1}J

Jz2 [ j-) := Jz t j ]  .  ¡z t j l

han[ j - ,  a* ,  b- ,  c- ]  :=  a l j  Jz [5]  + b/ i^2 JztJ I .Jzt j ]  +  c / i  Jx l jJ

Las expresiones MEJ| son los elementos de matriz del operadot 4*o la base de
estados de Dicke mientras que Ji es la forma matricial del operador, con Jp:J¡; y
ham en la ma,tria Hamiltoniana. Esta matriz se utilizó en los casos a I 0, ó = 0 y
c :  0 .

Hamiltoniano en la base de simetría definida

En el caso a : 0 se requiere de base de simetría definida. Debe recordarse que

esta base tiene dos partes, una para los estados de proyección de momento angular
par y otra para los de proyección impar y esto rompe la matriz Harriltoniana en dos
bloques independientes.

HEJzZa[j- ,  n2-,  m1-1
(KroneckerDetta [n2, nl]

MEJxa[ j - ,  n2- ,  n l *J  :=

1 + KroneckerDeltalO, n2J))

KroneckerDelta [n2, *n1] )

1/(2 \ [SqrtJ (( t  + KroneckerDeltal0,  nl ] )
(1 + KroneckerDetta[0, m2J)))
(Sqr t t ( j  -  n l )  ( ¡  +  n r  +  1 ) l
KroneckerDetta[n2, t1 + 11
+ KroneckerDelta[n2, -u1 - 1])
+  Sqr t [ ( j  +  mr )  ( j  -  n l  +  l )J
(KroneckerDelta[n2, nl * 1]
+ KroneckerDelta[n2, -n1 + 1]) )
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HEJz2btj*, n2-, nl-l := m1-2 KroneckerDelta[n2, nl]

l fEJxbl j - ,  m2-,  nl-J := l /2 Sqrt [( j  -  nl)  ( j  + nl  + 1) l
KrouEckerDelta[u2, ml + 1]
+  L /2  sqr t l ( j  +  n r )  ( j  -  n l  +  1 ) ]
KroneckerDel.talm?, nl - 1]

J z 2 a t j - J  : =  T a b l e [ H E H l a l j ,  n 2 ,  n l ] ,  { n 1 ,  j , 0 ,  - 1 } ,  t n 2 ,  i , 0 ,  - 1 } l

. t xa [J - l  :=  Tab le l l , lE ¡ I2a [ j ,  n2 ,  n lJ ,  {n l ,  j ,  0 ,  -1 } ,  {n2 ,  i ,  0 ,  -1 } ]

. tzZUt¡* l  : -  Table[ l , lEl{1bt j ,  n2, n1J ,  {mt,  j ,  1,  -1},  {n2, i ,  1,  -1}]

Jxb t j - l  :=  Tab le [HEHzbt j ,  n? ,  n l ] ,  {n1 ,  j ,  1 ,  -1 } ,  tn2 ,  j ,  1 ,  -1 } l

Ha[ j- ,  b-,  c-]  ;= bl  j -z fzzat j l  + cl i  Jxa[Jl

Hb l j - ,  b - ,  c - l  :=  b l  j ^2  Jz?btJJ  +  c / i  Jxb l j J  n1^2

Nuer¡a¡nente HEJi denota los elementos de matriz en esta base y Ji las matrices

del momento angular. f/a denota la matriz Hamiltoniana que corresponde a la base
par y I/b a la impar.

Pa¡a encontrar el estado base del sistemar pil& la base de mtados de Didte, se

usa la siguiente rutina:

estadobase[ j* ,  a*,  b-,  c-,  n-J
Modu1e[{eigval,  eigvec, ordeigval,  vector l ,  vector},

{eipal ,  eigvec} = EigensystEn[N[H[j ,  a,  b,  c] l l  ;
ordeigvat = Sortteigvall ;
vgctor l  :  eigvec[[Posit ionleigval,  ordeigvalt tn] l l  t t l ,  l l l l l  ;
vector = vectorl/Norm[vectorl]
l

Descripción:
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Los eigenestados y eigenvectores de.la matria Hamiltoniana H [i , a,b,cl se encuen-

tran con la subrutina Eigeneyeten de Mathematica. Conociendo los eigenvalores se

puede crear unfl lista ordenada de róstoe por medio de la subrutina Sort, de tal man-

era que el primer elemento de la lista corresponde a la energía mfnima, es decir, a

la energía del estado base. El siguiente elemento da la energía del primer estado ex-

citado y así sucesivamente. Posteriormente se determina el eigenvector cuya energía

correspondieute es la n*ésima en las lista ordenada de eigenvalores. Entonces, pa,rfl

el estado base el valor de n debe ser uno. Finalmente, se da como salida el vector

normalizado.

Cuando se trabaja en la base de simetría definida la rutina que encuentra el estado

base es la siguiente;

estadobase[ j- ,  b*,  c-,  t r-J :=
Module[{eigval.a, eigveca,'ordeigvala, eigvalb, eigvecb, ordeigvalb,

tenpl,
{eigvala, eigveca} = EigensYstemll ' l lHal¡ ,  b,  cJlJ;
ordeigvala = Sortleigvalal ;
{eigvaLb, eigvecb} = EigeusystenlNlHb[ j ,  b,  c]JJ;

ordeigrralb : SortleigvalbJ ;
vectoral  = eigveca[[Posit ionleigvata, ordeigvalat tn] l l  [ [1,  1] l l l  ;
v€ctora = véctoral/Norm [vectoral] ;
vectorbl  = eigvecb[ lPosit ion[eigvalb, ordeigvalbttn] l l  [ t l ,  1] l l l  ;
vectorb = vectorbl/llorn [vectorbl] ;
tenp = {{ordeigvala[[n]1, ordeigvalb[[n] l ] ,  {vectora, vectorb}};

e m i n  =  M i n l t e n p l [ l ,  1 ] 1 ,  t e n p [ [ f ,  2 ] l l ;
vector = temp[[2, Posit ion[tenp, enin] [ [1,  2] l l l

l

Como en este caso, la matriz Hamiltoniane se rompe en dos bloques independi-

entes, para encontrar el estado base del sistema total se compaxan las energías de

arnbos estados base para determinar cuál es el estado de mínima energía'

Con el estado base del sistema se calculan los r¡alores esperados de loe operadores.
Para est debe encontrarse primero la forma matricial del operador en la base en la

que se está trabajando. Para los operadores ¿, i" V il ya se ha^n encontrado las

formas matriciales correspondientes a cada base. A continuación, se muestra cómo

se grafica el valor esperado de un operador arbitrario 0.

Si otjl es la forma matricial del operador d en la base elegida, entonces su valor
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esperado en un estado, está dado por:

va10[ j- ,  estado-]  := estado.0l j l .estado

donde eetado representa una fuución de onda, por ejemplo, la del estado base.

j = 1 0 ;

bnin = -2;

bnax = 2;
dinb = 71;
bstep = (bmax - bnin)/dinb ;

cnin = *2;

cna:t = 2;
dinc = 81;
cat6p = (cmax - cnin)/dinc ;

Tval0 =

Table [val0 [j ,
estadol j ,  bnin + (nb - 1) bstep, cmin + (nc * 1) cstepJJ, {nc,

1 ,  d imc +  11 ,  {nb ,  1 ,  d inb  +  1}J ;

Este código creñ unf, tabla de 71 x 81 valores esperados de 0 en función de los
parámetros b y c. Finalmente para graficar estos resultados se utiliza el siguiente
código

graf 1 = LietPlot3D[Tva10,
ColorFunct ion -> Funct ionl{x,  y,  z},  Hue[0.7 z] l ,
DataRange -> {{-2, 2}, {-2, 2}},
AxeslabeL -¡  { t t \ ! \ ( \+

Sty1eBox [\"b\" , \nFontSize->1a] \)\ ! \ (\+

$ ty teBox[ \ "  \ r ' , \nFontS ize->14] \ ) " ,  "  \ ! \ ( \ *
StyleBox [\" c\ " , \nFontSize->14] \) " ,
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" \ ! \ ( \ *Fract ionBox[Subscr ip tBox[ \ "J \ " ,  \uz\ " ] ,  \ "J \u l \ )  " ] ,

Baeestyte -> {FontFanily -> "Helvetica", FontSize -> 14}l

que produce como satida una grrifica tridimensional con un código de colores tal que

el rojo corresponde al r¡alor urfmino y el azul al valór máximo'

Neevia docConverter 5.1



Bibliografía

[ll S. N. Bose, Planclcs Gesetz und Lichtquantenhryothese, Zeitschrift fr Physik, 26,
p. 178 (1e24).

[2] A. Einstein, Quantentheorie des einatomigen idealen Gases, Sitzungsberichte
der Preussischen Almdemie der Wissenschaften, 1, p' 3 (1924)-

[3] L.D. Landau, Thethnorg of Superfluity of Helium III, J. Phys., USSR' 5, pp.
71e0 (re41).

[4] t.D. Landau, Theory of the Superfluiilitg of Helium //' Physical Review, 60' pp'
356358 (1941).

[5] M.H. Anderson, J. R- Ensher, M. R. Matthews, C' E. Wieman, and E. A.
Cornell, Obseraation of Bose-Einstein Conihnsation in a Dilute Atomic Vapor,
Science, 269, pp.19&201 (1995).

[6] K.B. Davis, M. O. Mewes, M. R. Andrews, N' J- r¡an Druten, D- S. Durfee,
D. M. Kurn, and W. Ketterle, Bose Einstein Condensation in a Gas of Soüum
Atoms, Physical Revieu' Letters, 75, pp. 396S3973 (1995).

[7] C.J. Myatt, E. A. Burt, R. W. Gbrist, E. A. Cornell, and C' E' Wieman, Prnduc-
tion of Two Ouerlapping Bose-Einstein Conilensates by Sympathetic Cooling,
Physical Review Letters, 78, pp. 586-589 (1997).

[8] G.J. Milburn, J. Corne¡ E.M. Wright and D.F. Walls, Quantum Dynamics of
an Atomic Bose Einstein conderwate in a double weII potential, Physical Review
A, 55, pp. 4318-4324 (1997).

[9] J.I. Cirac, et al, Quonturn superposisiton states of Bose-Ei,nstein condensates,
Physical Review A, 57, pp. 1208-1218 (1998).

Neevia docConverter 5.1



210 BIBLIOGRÁ,FiA

[10J Wei-Min Zhang, Da Hsuan Feng, R. Gilmore, Cohercnt States: Theory and sotne
applications, Rev. Mod. Phys., 62, pp. 867-927 (1990).

[llJ R. Gilmore, Caüasürrophe Theory for scienüisüs and engr'neers, (Wile¡ New York,
le81 ) .

[12J A. Micheli, et aI, Many-particle entanglement in two-moih Bose-Einstein Con-
densates, Physical Review A, 67, 013607 (2003).

[13J O. Castafios, et d, Phase transitions and, accidentol and degeneracy in non]inear
spin systems, Physical Review 8,74,012406 (2005).

[14] O. Castaños, et al, Classical and quantum phase transitions in the Liphin-
M eshkou- Glick M od,el, Physical Beview B, 7 4, 1041 18 (2006).

[15] The New Physics. Edited by Gordon F]aser.Cambridge University Press, New
York. 2006

[16] M. Greiner, O. Mandel, T. Esslinger, T. W.HD$ch e I. Bloch, Ultmcolil quantum
gases in opti,cal lattioes, Nature, 415, 2&30 (2002).

[l7J t. Pitaevskii and S. Stringari, Bose-Einstein Condensaúion, Oxford University
Press, Oxford (2003).

[18] A. J. Leggett, et al,'Bose-Eirwteún mnd,ensaüonin the alkali guses: sorne.fun-
darnental conceph, Review of Modern Physics, 73, pp. 307-356 (2001).

[19] D. Gordon, C. M. Savage, Creating macroscop,in quantum saperpositions with
Bose-Einstein rnndensaúes, Physical Review A, 59, pp. 462$4629 (1999).

[20J A. P. Tonel, J. Links, A. Foester, Quantum superposition states of Bose*Einstein
mnd,enso,tes, Journal of Physics A: Mathematical and General, 38, pp. 123F1245
(2005).

[21] F.T. Arecchi, E. Courtens, R. Gilmore and H. Thomas, Atomi,c Coherent States
and. Quantum Optics, Physical Review A, 6, pp. 2211-2237 (1972).

[22] P. Kramer and M. Saraceno, Geometry of the Time-Deperulent Variational Pri,n-
ciple in Quantum Mecha,nics, Springer-Verlag, New York, 1981.

[23j H. Goldstein, Mecnica clsica, Revert.

c

Neevia docConverter 5.1



e
BIBLIOGRAFÍA 211

[24] W.H. Louisell, Quantum Statistical Pmperties of Railiation, rWilleS New Yotk
(1e73).

[25J H.S.M. Coexeter, Inhpduction to geometry, 2n edn., Wiley, New York (1969).

[26] O. Castaños, E. López-Moreno, R. López-Peíta, Shape phase trurwitions in aI-
gebmic nuclear rnod,els, Rev. Mex. Ffs', 4S4, pp- 1ts21 (2003).

[27] L.D. Landau and E.M. Lifshitz, Statisti,cal phgsics, Pergamon, London (1958).

[29] M. E. Rose, Elementary Theory of Angular Momentumrwile¡ NewYork (1957).

[29] E.P. Wigner, Grvup Theory and its Applicatiorw to the quantum mechanics ot
Atornic Espectra, Academic Press, New York (1959).

[30J M. Hillery R.F. O'Conell, M.O.Scully and E.P. Wigner, Distribution Rtnctions
in Physics: Rtndamentals, Phys. Rep', 106, pp. 121-167 (1984).

[31] A. Sugita, Second moment of the husimi distrihution es a me&sttta of complenúty
of quantunt. states, Physical Review 8,65, 036205 (2002)'

[32J A. Sugita, Moments of generalized Hwimi distributions and complerúty of many'
body quontum states, Journal of Physics A: Mathematical and General, 36, pp'
9081-9103, (2003).

[33] M. Kitagawa and M. Ueda, ,9queezed,Spin States, Physical Review 4,47,pp.
5138-5143 (19s3).

[34] X. Wang, B. C. Sanders, Spin Squeezing and pairwise entanglement for sym'
metric multiqubit states, Physical Review A, 68, 012101 (2003).

[35] E. Schrridinger, Naturewissenschaften 23 (1935), 807, 8223,844; traducciones
apaxecen en "Quantum theory and measurement", Editores J.A. Wheeler, y
W.H. Zurek, Princeton Universit¡ New York, (1983).

[36] J. S. Bell, On the problem oi hi,dden uariables in quantum mechanics, Rev. Mod.
Phys.38,447 (1966) .

[37] A. Aspect et al., E*perimental Tests of Realistic Local Theori,es uia BeII's. The-
orern, Phys. Rev. Lett. 47,460 (1981).

[38] C.H. Bennett, G. Brassard, C. Crepeau, R. Jozsa, A. Peres, and W.K' Wootters,
Teleporting an unknoum quantum state via dual classical and Einstein-Podolsky-
Rosen channels, Phys. Rev. Lett. 70, 1895 (1993).

Neevia docConverter 5.1



f;

?,1�2 BIBTIOGRAFIA

[39] A. Wehrl, Geneml Prvperties of entropy, Rev. Mod. Phys., 50, pp. 221-260
(1e78).

[40J C.H. Bennett, H.J. Bernstein, S. Popescu, B. Schumacher, Goncentruting partial
entanglernent bg local operations, Phys. Rev. A, 53, pp. 204&2052 (1996).

[41] A.P. Hines, R.H. McKenzie and G.J. Milburn, Entanglement of two-rnode Bose-
Einstein condensates, Phy. Rev. A, 67, 013609 (2003).

Neevia docConverter 5.1


	Portada
	Resumen
	Índice
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. El Hamiltoniano Modelo
	Capítulo 3. Análisis de Estabilidad
	Capítulo 4. Análisis Cuántico
	Capítulo 5. Conclusiones
	Apéndice
	Bibliografía 

