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señanzas y por forjar mi forma de ser, gracias de todo corazón.

A mi esposa e hijos:
Gracias a Manu, por estar hombro a hombro, en esta dura “batalla ”. Siempre
creiste en mi, a pesar de mis continuos tropiezos, tu fuiste la única que con tu
sonrisa, amor y paciencia me hicieron terminar la maestŕıa. Al igual que mis
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Por ser de los pocos que estuvo siempre pendiende de mi desempeño académico
y personal.

Al Dr. Leonardo Salmeron:
Por el gran detalle de “hecharme”la mano, para poder terminar esta aventura.
Gracias por haberse tomado la molestia de leer a conciencia todas y cada una de
las “barbarocidades ” que escribia. Sin su paciencia, explicaciones y sus sabios
consejos no hubiese podido terminar esta tesis, gracias mil.

A mis sinodales:
Los Doctores Gerardo Raggi, Roberto Mart́ınez Villa y Octavio Mendoza, por
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2.2. La categoŕıa estable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
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Introducción

Las álgebras diferenciales graduadas surgen, de manera natural, si conside-
ramos al anillo de endomorfismos de un complejo.

En la actualidad las álgebras diferenciales graduadas son utilizadas en varias
ramas de las matemáticas, como por ejemplo en el estudio de las A∞-álgebras,
en las álgebras de conglomerados, y recientemente en el contexto de categoŕıas
diferenciales graduadas, en geometŕıa no conmutativa [7].

El cuerpo principal del presente trabajo es el estudio de la categoŕıa de A-
módulos diferenciales derechos sobre las álgebras diferenciales graduadas, que
se encuentra en el caṕıtulo 3. Nuestro objetivo es dar una demostración del
teorema de J. Rickard [6], el cual es la versión del teorema de Morita [5] para
categoŕıas derivadas. Usando la herramienta de las categoŕıas de álgebras di-
ferenciales y las ideas de B. Keller [6], logramos hacer esta prueba, la cual se
encuentra en el caṕıtulo 4. Primeramente estudiaremos a la categoŕıa derivada,
siguiendo la idea de Happel [3], de donde veremos que la categoŕıa de A-módulos
diferenciales derechos es una categoŕıa de Frobenius, cuya definición se verá en
el caṕıtulo 2.

Recordemos que el teorema de Morita para categoŕıas de módulos sobre un
anillo con unidad dice (ver página 264 de [1]):

Teorema
Sean R y S dos anillos con unidad y sean F : R-Mod // S-Mod y
G : S-Mod // R-Mod dos funtores aditivos. Entonces F es una equivalencia
de categoŕıas con inversa G si y sólo si existe un bimódulo SPR tal que:

(i) SP y PR son progeneradores.

(ii) SPR es balanceado.

(iii) F ∼= P ⊗R − y G ∼= HomS(P,−).

Además, si consideramos al bimódulo RQS := HomR(P,R) se tiene que RQ y
SQ son progeneradores, F ∼= HomR(Q,−) y G ∼= Q⊗S −.
El teorema de Rickard para categoŕıas derivadas dice:
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Teorema
Sean R1 y R2 dos k-álgebras y F : D(R1) // D(R2) una equivalencia de
categoŕıas trianguladas ( esto es, F es un funtor exacto y una equivalencia de
categoŕıas). Entonces existe un complejo de R1R2-bimódulos R1WR2 con las
siguientes propiedades:

(a) WR2 es un generador q-proyectivo y compacto en D(R2).

(b) LTW : D(R1) // D(R2) es una equivalencia de categoŕıas triangula-
das.

Lo primero que se ocurre, para probar el teorema de Rickard, es seguir la
idea de Morita. Como veremos en el lema 1.47 del caṕıtulo 1, el hecho de que
SPR sea finitamente generado implica que sea compacto en el sentido de la
definición 1.46 del caṕıtulo 1. El hecho de que PR sea progenerador nos dice que
PR es proyectivo. El siguiente morfismo de anillos λ : R // End(P ) dado
por la multiplicación izquierda de λ(r) para toda r ∈ R es un isomorfismo ya
que SPR es balanceado. Para el caso del Teorema de Rickard, y siguiendo la
idea de Morita, un candidato para R1WR2 seŕıa X = F (R1) que es un complejo
compacto en D(R2). Para darle estructura de complejo de R1R2-bimódulos,
estaŕıamos tentados a usar el isomorfismo

F : HomD(R1)(R1R1 , R1R1) // HomD(R2)(X, X).

Pero al tratar de definir la acción izquierda, como se hizo en el teorema de Mo-
rita, tenemos el siguiente problema: Fλ(r1) está en D(R2) y en general no se
expresa como un morfismo de complejos. Este obstaculo lo libramos al notar
que X es un complejo de R2-módulo derecho. En efecto, por el teorema de Ke-
ller tenemos que pX ∼= X y como HomD(R2)(pX, pX) = HomK(R2)(pX, pX),
podemos cambiar X por pX. En la homotópica tenemos Fλ(r1) := U(r1) donde
U(r1) : pX // pX es un morfismo de complejos. En este punto estariamos
tentados a darle estructura de R1-módulo izquierdo definiendo la acción iz-
quierda como r1 · x := U(r1)x, el problema, aqúı, es cuando se quiere probar la
asociatividad, la cual se cumple en K pero no en C . Por esta razón tomamos la
siguiente álgebra diferencial A = EndD(R2)(XR2). Usando la teoŕıa de módulos
diferenciales se obtiene un complejo de R1R2-bimódulos W tal que:

(i) WR2 es q-proyectivo, compacto y generador.

(ii) El morfismo de anillos λ : R1
// HomD(R2)(WR2 ,WR2) es un isomor-

fismo, donde λ es la acción por la izquierda del bimódulo.

(iii) HomD(R2)(WR2 , WR2 [n]) = 0 si n 6= 0.

Entonces el funtor
LTW : D(R1) // D(R2)
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da una equivalencia de categoŕıas trianguladas.

Se ha procurado que el presente trabajo utilice la terminoloǵıa básica del
tema, que recordaramos en el primer caṕıtulo (ver [1] y [5]); además de que sea
lo más autocontenido posible, procurando presentar todos lo detalles.
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Caṕıtulo 1

Categoŕıas trianguladas

1.1. Nociones básicas

Empezaremos dando las nociones básicas de categoŕıa y categoŕıa aditiva
que son necesarias para la definición de categoŕıa triangulada, la cual es nuestro
objetivo principal en ésta sección. En los caṕıtulos 2 y 3 daremos ejemplos de
categoŕıas trianguladas.

DEFINICIÓN 1.1.
Una categoŕıa A está dada por las siguientes clases y propiedades

(i) Una clase de objetos Obj(A).

(ii) Para cada par (A,B) de objetos de A, tenemos un conjunto HomA(A,B).
Un elemento α de HomA(A,B) se llama morfismo de A en B en la cate-
goŕıa A y se denota por α : A // B o A

α // B .

(iii) Para cada terna (A,B,C) de objetos de A se tiene una composición

◦ : HomA(B,C)×HomA(A,B) // HomA(A,C)

(g, f) Â // g ◦ f.

(iv) Si A,B,C,D son objetos de A tales que (A,B) 6= (C,D) entonces,

HomA(A,B) ∩HomA(C,D) = ∅.

(v) La composición mencionada en (iii) es asociativa, es decir, dados los mor-

fismos A
f // B

g // C
h // D en A se cumple que h(gf) = (hg)f .

(vi) Para cada objeto A de la categoŕıa A, existe 1A ∈ HomA(A,A) tal que:
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1.1. NOCIONES BÁSICAS

(a) f ◦ 1A = f para toda f en HomA(A,B) y

(b) 1A ◦ g = g para toda g en HomA(C,A).

Note que el morfirmos 1A : A // A es único y se le conoce como la
identidad en el objeto A.

DEFINICIÓN 1.2.
Dada una categoŕıa A, definimos la categoŕıa Aop (también llamada categoŕıa
dual) de A como sigue: los objetos de Aop son los mismos de A y en morfis-
mos tenemos que HomAop(B,A) := HomA(A,B). La composición f ◦ g en Aop
está definida como la composición g ◦ f en A.

En las categoŕıas también tenemos la idea de subcategoŕıa. La definiremos
a continuación.

DEFINICIÓN 1.3.
Sea A una categoŕıa, diremos que B es una subcategoŕıa de A si:

(a) Obj(B) ⊂ Obj(A),

(b) HomB(A,B) ⊂ HomA(A,B) ∀A,B ∈ Obj(B),

(c) La composición de B se obtiene restringiendo la de A en B,

(d) Si 1BA es la identidad de A en B entonces se cumple que 1BA = 1A.

DEFINICIÓN 1.4.
Sea B una subcategoŕıa de A. Diremos que B es una subcategoŕıa plena de A si
para todo A,B en B se tiene que HomB(A,B) = HomA(A,B).

DEFINICIÓN 1.5.
Sea {Ai}i∈I una familia de objetos en una categoŕıa A. Un producto para
{Ai}i∈I es una familia de morfismos {pi : A // Ai}i∈I con la siguiente

propiedad: para cualquier familia {αi : A′ // Ai}i∈I de morfismos existe

un único morfimo α : A′ // A que hace conmutativo al siguiente diagrama
∀i ∈ I

A′

αi !!B
BB

BB
BB

B
α // A

pi

²²
Ai.

DEFINICIÓN 1.6.
Sea {Ai}i∈I una familia de objetos en una categoŕıa A. Un coproducto de
{Ai}i∈I es un producto de dicha familia en la categoŕıa dual. Esto es, un co-
producto es una familia de morfismos {µi : Ai // A′}i∈I llamados inclusio-

nes, con la siguiente propiedad: para cada famila {αi : Ai // A′}i∈I existe
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1.1. NOCIONES BÁSICAS

un único morfismo α : A // A′ que hace conmutar al siguiente diagrama
∀i ∈ I.

A
α // A′

Ai.

µi

OO

αi

==||||||||

Recordemos que un objeto 0 de una categoŕıa A, es un objeto cero si pa-
ra cualquier objeto A ∈ A, HomA(A, 0) y HomA(0,A) consisten de un sólo
elemento (0A,0 y 00,A respectivamente). Si 0 y 0′ son objetos cero entonces
00,0′ : 0 // 0 es un isomorfismo. Dados A,B ∈ Obj(A), el morfismo cero

0A,B : A // B de A en B, se define como la composición 0A,B := 00,B0A,0.

DEFINICIÓN 1.7.
Una categoŕıa A se dice que es aditiva si satisface las siguientes condiciones.

(i) A tiene un objeto cero.

(ii) HomA(A,B) es grupo abeliano para cualesquiera par de objetos A,B en
A.

(iii) La composición de morfismos en A es Z-bilineal. Esto es,para cada terna
de objetos A,B,C en A, f, f1, f2 en HomA(A,B), y g, g1, g2 en HomA(B,C)
se tiene

(g1 + g2)f = g1f + g2f,

g(f1 + f2) = gf1 + gf2.

(iv) A tiene coproductos finitos.

A lo largo de ésta tesis, k denotará a un campo. Ahora vamos a definir que
es una k-álgebra y una k-categoŕıa.

DEFINICIÓN 1.8.
Una k-álgebra es un anillo A con unidad tal que A tiene una estructura de
k-espacio vectorial la cual es compatible con la multiplicación del anillo, esto es

λ(ab) = (aλ)b = (ab)λ

para toda λ ∈ k y para todo a, b ∈ A. Decimos que la k-álgebra A es de dimensión
finita si A como k-espacio vectorial es de dimensión finita.

DEFINICIÓN 1.9.
Una categoŕıa C es una k-categoŕıa, si para cada par de objetos A,B en C el
conjunto HomC (A,B) está equipado con una estructura de k-espacio vectorial
tal que la composición de morfismos de C es k-bilineal.
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1.1. NOCIONES BÁSICAS

Notemos que para cualquier objeto A de la k-categoŕıa C , el k-espacio vec-
torial de todos los endomorfismos EndC (A) := HomC (A,A) equipada con la
multiplicación dada por la composición de morfismos, es una k-álgebra (no ne-
cesariamente de dimensión finita) con unidad 1A. Dicha k-álgebra se le conoce
como el álgebra de endomorfismos de A.

DEFINICIÓN 1.10.
Sea A una k-álgebra. Denotaremos por Aop a la k-álgebra opuesta cuyo conjunto
y estructura de espacio vectorial es la misma de A, pero que la multiplicación
es a ∗ b := ba

Un concepto importante, en el desarrollo del presente trabajo, es el de funtor
entre categoŕıas. A continuación daremos su definición y algunas de sus propie-
dades.

DEFINICIÓN 1.11.
Sean A,B dos categoŕıas arbitrarias. Un funtor covariante F : A // B , en-
tre las categoŕıas A,B consiste de:

(a) Una regla de asociación F : Obj(A) // Obj(B) .

(b) Para toda pareja A,B de objetos en A, tenemos una regla de asociación

F : HomA(A,B) // HomB(F(A),F(B))

tal que

(b1) Si g ◦ f tiene sentido en A entonces F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f);

(b2) para cada objeto A de A se cumple que F (1A) = 1F (A).

DEFINICIÓN 1.12.
Si F : A // B y G : B // C son funtores, su composición

GF : A // C

es el funtor definido por GF (A) := G(F (A)) para A ∈ A, y
GF (f) := G(F (f)) para cada morfismo f de A.

DEFINICIÓN 1.13.
Un funtor contravariante F es uno tal que cumple las condiciones de la defi-
nición 1.11 con la variante de que en el inciso (b1) se reemplaza la siguiente
condición F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f) por F (g ◦ f) = F (f) ◦ F (g).

OBSERVACIÓN 1.14.
F : A // B es un funtor contravariante si y sólo si F : Aop // B es un
funtor covariante.
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1.1. NOCIONES BÁSICAS

En lo que sigue del presente trabajo, cuando mencionemos que F es un funtor
lo haremos pensando en que es un funtor covariante, a menos que expĺıcitamente
se mencione lo contrario.

LEMA 1.15.
Sea F : A // A′ un funtor, u : A // B un morfismo de A y C un objeto
de A. Entonces, los siguientes cuadrados conmutan:

HomA(C,A)
u∗ //

F

²²

HomA(C,B)

F

²²
HomA′(FC,FA)

(F (u))∗
// HomA′(FC,FB)

HomA(B,C) u∗ //

F

²²

HomA(A,C)

F

²²
HomA′(FB,FC)

(F (u))∗
// HomA′(FA,FC),

donde u∗(α) := uα, (F (u))∗(F (α)) := F (u)F (α) para toda α ∈ HomA(C,A),
u∗(β) := βu y (F (u)∗)(F (β)) := F (β)F (u) para toda β ∈ HomA(B,C).

DEMOSTRACIÓN.
Veamos la conmutatividad del primer cuadrado. Sea h ∈ HomA(C,A) entonces

F (u∗(h)) = F (uh) = F (u)F (h) = F (u)∗F (h).

Ahora probemos la conmutatividad del segundo cuadrado. Sea g ∈ HomA(B,C)

F (u∗(g)) = F (gu) = F (g)F (u) = (Fu)∗F (g).

2

DEFINICIÓN 1.16.
Sea F : C // C ′ un funtor, diremos que:

(i) F es fiel si F : HomC (A,B) // HomC ′(FA,FB) es inyectiva para todo
A,B ∈ C .

(ii) F es pleno si F : HomC (A,B) // HomC ′(FA,FB) es sobreyectiva para
todo A,B ∈ C .

(iii) F es denso si para todo A′ ∈ C ′ existe A ∈ C tal que F (A) ' A′.

(iv) F es un isomorfismo si existe un funtor G : C ′ // C tal que GF = 1C

y FG = 1C ′ .
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1.1. NOCIONES BÁSICAS

DEFINICIÓN 1.17.
Sean F,G : C // C ′ dos funtores entre categoŕıas arbitrarias. Una transfor-

mación natural η : F // G es una colección η = {ηA : FA // GA}A∈A
de morfismos en C ′ tal que para cada f ∈ HomC (A,B) se tiene que el siguiente
diagrama conmuta

F (A)

F (f)

²²

ηA // G(A)

G(f)

²²
F (B)

ηB
// G(B).

OBSERVACIÓN 1.18.

Dados los funtores A L // C
F //
G

// C′ H // B y la transformación natural

η : F // G , tenemos las siguientes transformaciones naturales

Hη : HF // HG y ηL : FL // GL

donde Hη := {H(ηA)}A∈Obj(A), y ηL := {ηL(A)}A∈Obj(A). Note que si η es un
isomorfismo, también lo son Hη y ηL.

DEFINICIÓN 1.19.
Una transformación natural η : F // G es un isomorfismo si existe una

transformación natural µ : G // F tal que µ ◦ η = 1F y η ◦µ = 1G. En éste
caso, escribimos F ' G.

DEFINICIÓN 1.20.

Sean F y G dos funtores tales que A
F //

B
G

oo . Diremos que F y G son funtores

adjuntos si ∀A ∈ A y ∀B ∈ B existe una biyección

ηA,B : HomA (GB,A) // HomB(B,FA)

tal que ηB,− y η−,A son transformaciones naturales.

DEFINICIÓN 1.21.
Sea F : C // C ′ un funtor entre k-categoŕıas. Diremos que F es un fun-

tor k-lineal si FA,B : HomC (A,B) // HomC ′(FA,FB) es k-lineal para todo
A,B ∈ Obj(C ).

OBSERVACIÓN 1.22.
Sean F,G : C // C ′ dos funtores y η : F // G una transformación na-

tural. Entonces η es un isomorfismo natural si y sólo si ηA : FA // GA es

un isomorfismo en C ′ ∀A ∈ Obj(C ). La inversa de η es η′ : G // F donde
η′A = η−1

A ∀A ∈ Obj(C′).
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DEFINICIÓN 1.23.
Un funtor F : U // V es una equivalencia de categoŕıas si existe un funtor
G : V // U tal que GF ' 1U y FG ' 1V .

LEMA 1.24.
Sea F : C // C′ es un funtor fiel y pleno, A,B ∈ Obj(C) y h ∈ HomC(A,B).

Si F (h) : FA // FB es un isomorfismo entonces h es un isomorfismo.

DEMOSTRACIÓN.
Supongamos que F (h) es un isomorfismo y que g es el inverso de F (h). Como
F es pleno, existe un morfismo s ∈ HomC (B,A) tal que F (s) = g. Luego
F (s)F (h) = 1F (A) = F (1A). Como F es fiel, sh = 1A. De manera similar se ve
que hs = 1B .

2

PROPOSICIÓN 1.25.
Un funtor F : C // C ′ es una equivalencia de categoŕıas si y sólo si F es
fiel, pleno y denso.

DEMOSTRACIÓN.
⇒ Como F es una equivalencia de categoŕıas, tenemos que existe el fun-

tor G : C ′ // C tal que GF ' 1C y FG ' 1C ′ . Sean ζ : GF // 1C

y ν : FG // 1C ′ los isomorfismos asociados. Veamos que cada una de las
siguientes afirmaciones son ciertas.

(a) F es denso.
Sea A′ ∈ Obj(C ′). Por hipótesis tenemos que νA′ : FGA′ // A′ es un
isomorfismo por lo tanto F es denso.

(b) F es pleno.
Veamos que F : HomC (A,B) // HomC ′(FA,FB) es suprayectiva. Sea
f ∈ HomC ′(FA,FB), como F es denso, tenemos que también G lo es,
aśı para todo A ∈ ObjC existe A′ tal que GA′ ' A. Por lo tanto tenemos
los siguientes diagramas conmutativos

GA′

ḡ

²²

A

ef
²²

λoo FA

f

²²

Fλ // FGA′

F (ḡ)

²²
GB′ Bγ

oo FB
Fγ

// FGB′

F (f̃) = F (γ−1ḡλ) = F (γ)−1F (ḡ)F (λ) = F (γ)−1F (γ)fF (λ)−1F (λ) = f

con f̃ ∈ HomC (A,B).
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(c) F es fiel.
Debemos probar que F : HomC (A,B) // HomC ′(FA,FB) es inyecti-
va. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

GFA

GF (f)

²²

ζA // A

f

²²
GFB

ζB

// B

de donde vemos que GF (f) = ζ−1
B fζA. Luego GF ' 1C implica que

el morfismo GF es biyectivo, y de la inyectividad de GF se obtiene la
inyectividad de F . Lo anterior lo resumiremos en el siguiente diagrama

HomC (A,B) GF //

F ((QQQQQQQQQQQQQ
HomC (GFA,GFB)

HomC ′(FA,FB)
G

55kkkkkkkkkkkkkk

Por lo tanto concluimos que F es fiel.

⇐ Supongamos que F es fiel, pleno y denso.

(i) Definiremos una regla de asociación G : C ′ // C .

(a) En objetos.
Notemos que como F es denso, para cada A′ ∈ ObjC ′ existe A ∈
ObjC tal queA′ ' FA. Definimos aG(A′) := A. Llamemos λA′ : A′ // FGA′
a éste isomorfismo.

(b) En morfismos.
Sea f ′ : A′ // B′ un morfismo en C ′. Consideremos el siguiene
diagrama conmutativo

A′

f ′

²²

λA′ // FGA′

λB′f
′λ−1
A′

²²
B′

λB′
// FGB′

Como F es fiel y pleno, existe un único morfismo f : GA′ // GB′

tal que F (f) = λB′f
′λ−1
A′ . Por lo tanto definimos G(f ′) := f .

(ii) G es un funtor.

Sean A′
f ′ // B′

g′ // C ′ morfismos en C ′. Veamos que:
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(a) G(g′ ◦ f ′) = G(g′) ◦G(f ′).
Observe que tenemos el siguiente diagrama cuyos cuadrados interiores
son conmutativos

A′

f ′

²²

λA′ // FGA′

FG(f ′)
²²

B′

g′

²²

λB′
// FGB′

FG(g′)
²²

C ′
λC′

// FGC ′.

Pero también tenemos que el cuadrado exterior conmuta, es decir

A′

g′f ′

²²

λA′ // FGA′

FG(g′)FG(f ′)=F [G(g′)G(f ′)]
²²

C ′
λC′

// FGC ′,

y por la unicidad tenemos que G(g′ ◦ f ′) = G(g′) ◦G(f ′).

(b) G(1A′) = 1G(A′).
Sabemos que el siguiente diagrama conmuta

A′

1A′

²²

λA′ // FGA′

F (1GA′ )
²²

A′
λA′

// FGA′,

y de nueva cuenta por la unicidad del morfismo que va de GA′ a GA′

tenemos el resultado.

(iii) GF ' 1C y FG ' 1C ′ .

Ya sabemos que λ : 1C′ // FG es un isomorfismo natural.

Por el lema 1.24 tenemos que λFA : FA // FGFA es un isomorfismo. Luego

existe un único isomorfimo ζA : A // GFA tal que F (ζA) = λFA. Aśı, para

cada morfismo f : A // B en C tenemos al siguiente diagrama conmutativo

FA

F (f)

²²

F (ζA) // FGFA

FGF (f)

²²
FB

F (ζB)
// FGfB;
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1.2. CATEGORÍA TRIANGULADA

y como F es fiel, ésto implica que el diagrama

A′

f

²²

ζA // GFA

GF (f)

²²
B

ζB

// GFB

es conmutativo. Aśı, ζ : 1C
// GF es un isomorfismo natural.

2

1.2. Categoŕıa triangulada

En ésta sección, daremos a definición de categoŕıa triangulada (ver [?]).

DEFINICIÓN 1.26.
Sea C una categoŕıa aditiva con T : C // C una autoequivalencia, esto es,
T : C // C es una equivalencia aditiva de categoŕıas.

1. Un sextuple t en C es una colección (M,N,L, u, v, w) de objetos y mor-
fismos en T tales que M

u // N
v // L

w // T (M) .

2. Sean t = (M,N,L, u, v, w) y t′ = (M ′, N ′, L′, u′, v′, w′) sextuples. Un
morfismo h : t // t′ de sextuples es una terna de morfismos h :=
(h1, h2, h3) en T tales que el siguiente diagrama conmuta

M

h1

²²

u // N

h2

²²

v // L

h3

²²

w // TM

T (h1)

²²
M ′

u′
// N ′

v′
// L′

w′
// TM ′

DEFINICIÓN 1.27.
El morfismo de sextuples h = (h1, h2, h3) : t // t′ es un isomorfismo si h1, h2

y h3 lo son.

DEFINICIÓN 1.28.
Sea C una categoŕıa con T : C // C una autoequivalencia. Una clase T de
sextuples en C se dice que es una triangulación de C si cumple los siguientes
axiomas.

(TR1) (a) Si t = (M,N,L, u, v, w) está en T y t′ = (M ′, N ′, L′, u′, v′, w′) es
isomorfo a t, entonces también t′ está en T.

(b) El sextuple (M,M, 0, 1M , 0, 0) está en T para todo M en C .
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1.2. CATEGORÍA TRIANGULADA

(c) Para cada morfismo u : M // N en T , existe (M,N,L, u, v, w)
en T.

(TR2) (M,N,L, u, v, w) ∈ T si y sólo si (N,L, TM, v, w,−Tu) ∈ T.

(TR3) Si t = (M,N,L, u, v, w) y t′ = (M ′, N ′, L′, u′, v′, w′) están en T y h1, h2

son tales que hacen conmutar el siguiente diagrama

M

h1

²²

u // N

h2

²²
M ′

u′
// N ′,

entonces existe h3 : L // L′ tal que (h1, h2, h3) es un morfismo de t
en t′.

(TR4) AXIOMA DEL OCTAEDRO.
Consideremos los siguientes triángulos T1 := (M,N,L′, u, i, i′), T2 :=
(N,L,M ′, v, j, j′) y T3 := (M,L,N ′, vu, k, k′) en T. Entonces, existen
morfismos f y g tales que T4 := (L′, N ′,M ′, f, g, (Ti)j′) está en T y el
siguiente diagrama conmuta

T−1N ′

T−1g

²²

T−1k′ // M

u

²²

M

vu

²²
T−1M ′

T−1j′
// N

i

²²

v
// L

k

²²

j
// M ′

j′
// TN

Ti

²²
L′

i′

²²

f
// N ′

k′

²²

g
// M ′

(Ti)j′
// TL′

TM TM

DEFINICIÓN 1.29.
Sea C una categoŕıa aditiva y T : C // C una autoequivalencia. Una clase
T de sextuples en C se dice que es una pre-triangulación de C si cumple los
axiomas (TR1), (TR2) y (TR3).

En lo que sigue, si C es una categoŕıa aditiva con una triangulación T,
a los sextuples de T les llamaremos triángulos de C . La categoŕıa C se lla-
mará triangulada y a la autoevaluación T : C // C la traslación de C . Si
C es una categoŕıa aditiva con una pre-triangulación T, C se llamará categoŕıa
pre-triangulada; y también llamaremos triángulos a los elementos de T.

11



1.2. CATEGORÍA TRIANGULADA

DEFINICIÓN 1.30.
Sea T una categoŕıa triangulada arbitraria y T ′ una subcategoŕıa plena y aditi-
va de T . Diremos que T ′ es una subcategoŕıa triangulada de T , si se satisfacen
las siguientes condiciones.

(i) T ′ es cerrada por traslaciones (es decir T (T ′) = T ′).

(ii) Para todo triángulo M1
f // M2

// M3
// TM1 en T ′, se tiene

que M3 ∈ T ′, siempre que M1,M2 ∈ T ′.

LEMA 1.31.
El axioma (TR3) es válido por la “izquierda”. Es decir si tenemos los siguientes
triángulos y morfismos g, f tales que el siguiente diagrama conmuta

M
u // N

v // L

g

²²

w // T (M)

f

²²
M ′

u′
// N ′

t′
// L′

w′
// T (M ′)

entonces existe h : N // N ′ en T tal que gv = t′h y hu = u′T−1(f).

DEMOSTRACIÓN.
Notemos que al recorrer dos veces hacia la derecha ambos triángulos tenemos
el siguiente diagrama

L

g

²²

w // T (M)

f

²²

−T (u) // T (N)

h′

²²

−T (v) // T (L)

T (g)

²²
L′

w′
// T (M ′)

−T (u′)
// T (N ′)

−T (v′)
// T (L′)

donde, al aplicar el axioma (TR3), nos dá la existencia del morfismo h′ que hace
conmutar el diagrama anterior. Aplicando T−1 al diagrama anterior obtenemos

M

T−1(f)

²²

u // N

T−1(h′)

²²

v // L

g

²²

w // T (M)

f

²²
M ′

u′
// N ′

v′
// L′

w′
// T (M ′).

donde h := T−1(h′).
2
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PROPOSICIÓN 1.32.
Sea T una categoŕıa pre-triangulada, con pre-triangulación T, y el siguiente
triángulo en T M

u // N
v // L

w // TM . Entonces, para todo X ∈ T
tenemos las siguientes sucesiones exactas largas de grupos abelianos:
(i)

· · · // HomT (X,T−1L)
T−1w∗ // HomT (X,M)

u∗ // HomT (X,N)
v∗ //

HomT (X,L)
w∗

// HomT (X,TM) // · · ·

(ii)

· · · // HomT (TM,X)
w∗ // HomT (L,X)

v∗ // HomT (N,X)
u∗ //

HomT (M,X)
T−1w∗

// HomT (T−1L,X) // · · ·

son exactas.

DEMOSTRACIÓN.
Vamos a probar la exactitud de la primera sucesión larga.

(a) Exactitud en HomT (X,N).
Sea g ∈ HomT (X,N); veamos que Im(u∗) ⊂ Ker(v∗), es decir, que
v∗u∗ = 0. Para ello fijémonos en el siguiente diagrama conmutativo

M
IdM // M

²²

0 // 0

0

²²

0 // T (M)

M u
// N v

// L w
// T (M)

el cual nos dice que vu = 0. Esto implica que v∗u∗ = 0 ya que
v∗u∗(λ) = vuλ = 0λ = 0 ∀λ ∈ HomT (X,M). Ahora probaremos que
Ker(v∗) ⊂ Im(u∗). Sea g ∈ Ker(v∗). Luego por el lema 1.31 se tiene el
siguiente diagrama conmutativo

0

0

²²

0 // X

h

²²

IdX // X

g

²²

0 // 0

0

²²
T−1(L)

T−1w

// M u
// N v

// L

Por lo tanto g = uh = u∗(h) ∈ Im(u∗).
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(b) Exactitud en HomT (X,L).
Por (TR2) tenemos el siguiente triángulo

N
v // L

w // T (M)
−T (u) // T (N).

Aplicando el argumento del inciso (a), a éste nuevo triángulo, obtenemos
la exactitud en HomT (X,L).

(c) Exactitud en HomT (X,T(M)).
Aplicando dos veces (TR2) al triángulo

M
u // N

v // L
w // T (M),

obtenemos el triángulo

L
w // T (M)

−T (u) // T (N)
−T (v) // T (L).

Primero notemos que este sextuple es equivalente a

L
w // T (M)

T (u) // T (N)
T (v) // T (L)

ya que tenemos el siguiente diagrama conmutativo en T

L

−IdL

w // T (M)

−IdT (M)

−T (u) // T (N)

IdT (N)

−T (v) // T (L)

−IdT (L)

L
w // T (M)

T (u) // T (N)
T (v) // T (L).

Luego, podemos aplicar el argumento del inciso (a) al triángulo

L
w // T (M)

T (u) // T (N)
T (v) // T (L)

de dodne resulta la exactitud en HomT (X,TM).

(d) Exactitud en HomT (X,M).
Consideremos el triángulo

T−1(L)
−T−1(w) // M

u // N
v // L,

el cual es equivalente a

T−1(L)
T−1(w)// M

u // N
v // L.
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Efectivamente, basta considerar el siguiente diagrama conmutativo

T−1L

−IdT−1L

−T−1w // M

IdM

u // N

IdN

v // L

IdL

T−1L
T−1w

// M u
// N v

// L.

Aplicando el argumento del inciso (a) al triángulo

T−1(L)
T−1(w) // M

u // N
v // L,

obtenemos la exactitud deseada.

El caso contravariante se demuestra de manera análoga.
2

En éste trabajo usaremos el siguiente resultado que se puede encontrar en [?].

PROPOSICIÓN 1.33. El Lema del Cinco.
Sea A una categoŕıa abeliana. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo
y con los renglones exactos en A

M1

h1

²²

u // M2

h2

²²

v // M3

h3

²²

w // M4

h4

²²

t // M5

h5

²²
N1

f
// N2 g

// N3
l

// N4 s
// N5.

Si h1, h2, h4, y h5 son isomorfismos, entonces h3 también lo és.

Como consecuencia del Lema del Cinco y de la Proposición 1.32, tenemos la
siguiente proposición.

PROPOSICIÓN 1.34.
Sea T una categoŕıa pre-triangulada. Consideremos los siguientes triángulos y
el morfismo de triángulos

X

h

²²

u // Y

g

²²

v // Z

f

²²

w // TX

T (h)

²²
X1 α

// Y1
β

// Z1 γ
// TX1.

Si h y g son isomorfismos, entonces f es un isomorfismo.
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DEMOSTRACIÓN.
Aplicando HomT (Z1,−) al diagrama anterior, obtenemos

· · · // HomT (Z1,X)

h∗
²²

u∗ // HomT (Z1,Y)

g∗
²²

v∗ // HomT (Z1,Z)

f∗
²²

w∗ //

· · · // HomT (Z1,X1) α∗
// HomT (Z1,Y1)

β∗
// HomT (Z1,Z1) γ∗

//

HomT (Z1,TX)

T (h)∗
²²

// HomT (Z1,TY)

T (g)∗
²²

// · · ·

HomT (Z1,TX1) // HomT (Z1,TY1) // · · ·
Como h y g son isomorfismos, se tiene que h∗, g∗, T (h)∗, T (g)∗ son isomorfismos.
Luego por 1.33 concluimos que f∗ también lo és. Aśı tenemos que existe s ∈
HomT (Z1,Z) tal que fs = f∗(s) = 1Z1 , ésto nos dice que f tiene inverso por
la derecha. De manera similar al razonamiento anterior, sólo que aplicando el
funtor HomT (−,Z) a dicho diagrama, se puede probar que f tiene inverso por
la izquierda.

2

OBSERVACIÓN 1.35.
Sea T una categoŕıa triangulada con clase de triángulos T. Entonces, toda sub-
categoŕıa triángulada T ′ de T es triangulada con clase de triángulos T′, donde
T′ es la clase de triángulos de T con componentes en T ′.

1.3. Funtores exactos

DEFINICIÓN 1.36.
Sea F : T1

// T2 un funtor entre categoŕıas trianguladas cuyas respectivas
traslaciones son T1 y T2. Diremos que el funtor F es exacto si:

(a) Existe un isomorfismo natural ϕ : FT1
// T2F .

(b) Si M1
u // M2

v // M3
w //// T1M1 es un triángulo en T1, entonces

F (M1)
F (u) // F (M2)

F (v) // F (M3)
ϕM1F (w)

// T2F (M1) es un triángu-
lo en T2.
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PROPOSICIÓN 1.37.
Si F es un funtor exacto, entonces para toda i ∈ Z existe un isomorfismo entre
funtores

ϕ[i] : FT i1 // T i2F

donde ϕ[i] :=





[T i−1
2 ϕ]ϕ[i−1]T1 si i ≥ 2

ϕ si i = 1
IdF si i = 0(

T i2ϕ
[−i]T i1

)−1
si i < 0

DEMOSTRACIÓN.
Probaremos la proposición en cada uno de los siguientes casos:

(a) Si i > 0. En este caso procederemos por inducción.
Para i = 1 por definición se cumple.
Supongamos que la proposición es válida para i, es decir

ϕ[i] : FT i1 // T i2F

es un isomorfismo. Veamos que se cumple para i+ 1.

ϕ[i+1] = [FT [i+1]
1 = FT

[i]
1 T1

ϕ[i]T1 // T i2FT1

T i2ϕ // T i2T2F = T
[i+1]
2 F ]

es un isomorfismo, luego la proposición es válida para i > 0.

(b) Si i = 0
En este caso tenemos que ϕ[0] = Id.

(c) Para −i con i > 0.
Tenemos el siguiente isomorfismo

F = FT i1T
−i
1

ϕ[i]T−i1 // T i2FT
−i
1

aplicando T−i2 obtenemos el isomorfismo

T−i2 F = T−i2 FT i1T
−i
1

T−i2 ϕ[i]T−i1 // T−i2 T i2FT
−i
1 = FT−i1 ,

aśı que definamos

ϕ[−i] :=
(
T−i2 ϕ[i]T−i1

)−1

.

Aśı hemos probado la proposición.
2
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DEFINICIÓN 1.38.
Sean F,G : T1

// T2 funtores exactos. Diremos que la transformación na-
tural α : F // G es un morfismo de funtores exactos si el siguiente diagrama
es conmutativo

FT1

αT1

²²

ϕ // T2F

T2α

²²
GT1

ψ
// T2G.

PROPOSICIÓN 1.39.
Si α : F // G es un morfismo de funtores exactos, entonces tenemos que el
siguiente diagrama es conmutativo, para toda i ∈ Z,

FT i1

αT i1
²²

ϕ[i]
// T i2F

T i2α

²²
GT i1

ψ[i]
// T i2G

DEMOSTRACIÓN.
La demostración la haremos por casos:

(a) i > 0. La prueba la haremos por inducción.
Para i = 1, por la definición anterior, se cumple la proposición.

Supongamos que la proposición es válida para i, es decir, tenemos que el
siguiente diagrama es conmutativo

FT i1

αT i1
²²

ϕ[i]
// T i2F

T i2α

²²
GT i1

ψ[i]
// T i2G

Ahora veamos que se cumple para i+ 1. Notemos que

FT i+1
1 = FT i1T1

ϕ[i]T1 // T i2FT1

y, por hipótesis de inducción, tenemos que los cuadrados interiores del si-
guiente diagrama conmutan. Deseamos ver que el cuadrado exterior tam-
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bién lo hace

FT i1T1

αT i+1
1

²²

ϕ[i+1]

((
ϕ[i]T1 // T i2FT1

(T i2α)T1

²²

T i2ϕ // T i+1
2 F

T i+1
2 α

²²
GT i1T1

ψ[i+1]

66ψ[i]T1

// T i2GT1
T i2ψ

// T i2T2G,

como ϕ[i+1] = [T i2ϕ]ϕ[i]T1 tenemos que el triángulo superior es conmuta-
tivo. De manera análoga tenemos que el triángulo inferior conmuta. De
aqui se sigue que el cuadrado exterior es conmutativo.

(b) −i con i > 0.
Note que el siguiente diagrama conmuta

F = FT i1T
−i
1

(αT i1)T−i1

²²

ϕ[i]T−i1 // T i2FT
−i
1

T i2αT
−i
1

²²
G

ψ[i]T−i1

// T i2GT
−i
1

aplicando T−i2 al diagrama anterior obtenemos el siguiente diagrama con-
mutativo

T−i2 F

T−i2 (αT i1)T−i1

²²

T−i2 [ϕ[i]T−i1 ] // FT−i1

αT−i1

²²
T−i2 G

T−i2 [ψ[i]T−i1 ]

// GT−i1 .

Entonces conmuta el siguiente cuadrado

FT−i1

αT−i1

²²

[T−i2 [ϕ[i]T−i1 ]]−1

// T−i2 F

T−i2 α

²²
GT−i1 [T−i2 [ψ[i]T−i1 ]]−1

// T−i2 G,

pero recordemos que ϕ[−i] =
[
T−i2 [ϕ[i]T−i1 ]

]−1
y ψ[−i] = [T−1

2 [ψ[i]T−i1 ]]−1.

2
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PROPOSICIÓN 1.40.
Si F y G son funtores exactos entonces GF es también un funtor exacto.

DEMOSTRACIÓN.
Sean F : T1

// T2 y G : T2
// T3 dos funtores exactos entre cate-

goŕıas trianguladas arbitrarias con traslaciones T1, T2 y T3 respectivamente.
Como F y G cumplen con la definición anterior entonces existen isomorfismos
ϕ : FT1

// T2F y ψ : GT // T3G . Veamos que se cumplen las condi-
ciones de la definición 1.36.

(a) Tenemos el isomorfismo natural

θ := ψFG(ϕ) : GFT1
// T3GF.

(b) Sea M1
u // M2

v // M3
w // T1(M1) un triángulo en T1, al aplicar

el funtor exacto F obtenemos el siguiente triángulo en T2

F (M1)
F (u) // F (M2)

F (v) // F (M3)
ϕM1F (w)

// T2F (M1)

al aplicar el funtor G obtenemos

GF (M1)
GF (u) // GF (M2)

GF (v) // GF (M3)
ψF (M1)GϕM1F (w)

// T3GF (M1)

que es un triángulo en T3. Pero

ψF (M1)G(ϕM1F (w)) = ψF (M1)G(ϕM1)G(F (w)) = ΘM1GF (w)

Aśı hemos visto que la composición de funtores exactos resulta ser exacto.
2

En lo que sigue si F : T1
// T2 es un funtor exacto de categoŕıas trian-

guladas, denotaremos por ϕF al isomorfismo FT1
// T2F .

LEMA 1.41.
Si tenemos los siguientes funtores exactos

T1
L // T2

F //
G

// T3
H // T4

y el morfismo de funtores exactos η : F // G , entonces tenemos los siguien-

tes un morfismos de funtores exactos: Hη : HF // HG y ηL : FL // GL
Si η es un isomorfismo también lo son Hη y ηL

DEMOSTRACIÓN.
Por la observación 1.18 tenemos que Hη y ηL son transformaciones naturales.
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Sólo nos falta ver que los siguientes diagramas son conmutativos

HFT2

HηT2

²²

ϕHF // T4HF

T4Hη

²²

FLT1

ηLT1

²²

ϕFL // T3FL

T3ηL

²²
HGT2

ϕHG
// T4HG GLT1

ϕGL
// T3GL.

Como, por hipótesis, η es un morfismo de funtores exactos, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

FT2

ηT2

²²

ϕF // T3F

T3η

²²
GT2

ϕG
// T3G

el cual sigue siendo conmutativo al aplicarle el funtor H. Como H es funtor
exacto obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

HFT2

HηT2

²²

HϕF // HT3F

HT3η

²²

ϕHF // T4HF

T4Hη

²²
HGT1

HϕG
// HT3G

ϕHG

// T4HG.

Como ϕHF = (ϕHF )(HϕF ) y ϕHG = (ϕHG)(HϕG) se tiene que Hη es un mor-
fismo entre funtores exactos. Ahora veamos que ηL es un morfismo de funtores
exactos. Por hipótesis tenemos la conmutatividad del siguiente diagrama

FT2

ηT2

²²

ϕF // T3F

T3η

²²
GT2

ϕG
// T3G

el cual al precomponer con el funtor exacto L sigue conmutando

FT2L

ηT2L

²²

ϕFL // T3FL

T3ηL

²²
GT2L

ϕGL

// T3GL.

Como η : F // G es un morfismo natural, entonces el siguiente diagrama
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conmuta

FLT1

ηLT1

²²

F (ϕL) // FT2L

ηT2L

²²

ϕFL // T3FL

T3ηL

²²
GLT1

G(ϕL)

// GT2L
ϕGL

// T3GL.

Como (ϕFL)(F (ϕL)) = ϕFL y (ϕGL)(G(ϕL)) = ϕGL se obtiene el resultado.
2

1.4. Coproductos y funtores que conmutan con
ellos

DEFINICIÓN 1.42.
Sea F : U // V un funtor entre dos k-categoŕıas con coproductos. Consi-
deremos a un familia {Mi}i∈I de objetos en U , entonces tenemos, ∀j ∈ I el
siguiente diagrama

∐
i∈I F (Mi)

ΦF // F
(∐

i∈IMi

)

F (Mj).

τj

OO

F (σj)

77ooooooooooo

La propiedad universal del coproducto nos da la existencia del morfismo de con-
mutación ΦF . Diremos que el funtor F conmuta con el coproducto si ΦF es un
isomorfismo para cualquier familia {Mi}i∈I de objetos de U .

LEMA 1.43.
Si F : U // V es una equivalencia entre categoŕıas con coproductos, enton-
ces F conmuta con coproductos.

DEMOSTRACIÓN.
Sea X =

∐
i∈I Xi. Note que tenemos el morfismo de conmutación

∐
F (Xi)

ΦF // F (
∐
Xi)

F (Xj),

σF (Xj)

eeKKKKKKKKKK F (σXj )

99ssssssssss

lo que falta probar es que ΦF es un isomorfismo. Como F es denso, existe Y ∈ U
y un isomorfismo

δ :
∐
F (Xi) // F (Y )
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aśı ΦF δ−1 : F (Y ) // F (
∐
Xi) . Como F es pleno, existe h : Y // ∐Xi

tal que Φδ−1 = F (h). Queremos probar que F (h) es un isomorfismo. Como
δσF (Xj) : F (Xj) // F (Y ) y F es pleno, entonces δσF (Xj) = F (uj). Sea

u :
∐
i∈I Xi // Y el morfismo inducido por la familia { ui : Xi

// Y }i∈I .
Tenemos que F (h) es un isomorfismo si y sólo si h lo es. Veamos que u◦h = IdY
y que h◦u = 1‘Xi . Notemos que tenemos los siguientes diagramas conmutativos

∐
Xi

u // Y
∐
F (Xi)

δ // F (Y )

Xj

σXj

bbDDDDDDDD
uj

OO

F (Xj).

σF (Xj)

OO

F (uj)

::ttttttttt

Como
F (u)F (h)δσF (Xj) = F (u)ΦFσF (Xj) = F (u)F (σXj )

= F (uσXj ) = F (uj) = δσF (Xj)

entonces, ∀j ∈ I se tiene que F (u)F (h)δσF (Xj) = δσF (Xj). Se sigue que

F (u)F (h)δ = δ.

Como δ es un isomorfismo, se tiene que F (u)F (h) = IdF (Y ). Como

F (huj) = F (h)F (uj) = F (h)δσF (Xj) = ΦFσF (Xj) = F (σXj )

y como F es fiel, ∀j ∈ I, tenemos que huj = σXj . Luego, tenemos que huσXj =
huj = σXj , y por la propiedad universal del coproducto tenemos que

hu = Id‘Xi

En consecuencia,

F (h)F (u) = F (hu) = F (Id‘Xi) = IdF (
‘
Xi).

Esto implica que F (h) es un isomorfismo. Entonces concluimos que ΦF es un
isomorfismo.

2

PROPOSICIÓN 1.44.
Sean F : U // V y G : V // W dos funtores que conmutan con el co-
producto. Entonces G ◦ F también conmuta con el coproducto.

DEMOSTRACIÓN.
Sea {Mi}i∈I una familia de objetos de U . Como el funtor F conmuta con
coproductos tenemos el siguiente diagrama conmutativo, con ΦF isomorfismo

∐
i∈I F (Mi)

ΦF // F
(∐

i∈IMi

)
.

F (Mj)

σF (Mj)

OO

F (σMj )

77nnnnnnnnnnnn
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Aplicando a este diagrama el funtor G obtenemos

G
(∐

i∈I F (Mi)
) G(ΦF ) // GF

(∐
i∈IMi

)

GF (Mj).

G(σF (Mj))

OO

GF (σMj )

66mmmmmmmmmmmmm

Luego, tenemos el diagrama,

∐
i∈I GF (Mi)

ΦG // G
(∐

i∈I F (Mi)
) G(ΦF ) // GF

(∐
i∈IMi

)

GF (Mj).

σGF (Mj)

jjUUUUUUUUUUUUUUUUU
G(σF (Mj))

OO

GF (σMj )

66mmmmmmmmmmmmm

ComoG conmuta con coproductos, tenemos que ΦG es un isomorfismo. Entonces
concluimos que el triángulo exterior conmuta y el isomorfismo G (ΦF ) ◦ ΦG
coincide con el morfismo de conmutación ΦGF .

2

LEMA 1.45.
Sea F : U // V un funtor que conmuta con coproductos y tenemos que
G : U // V es un funtor isomorfo a F , entonces G también conmuta con
coproductos.

DEMOSTRACIÓN.
Considere una familia {Mi}i∈I de objetos en U . Como F conmuta con copro-
ductos, tenemos el diagrama conmutativo

∐
i∈I F (Mi)

ΦF // F
(∐

i∈IMi

)

F (Mj)

σF (Mj)

OO

F (σMj )

77ooooooooooo

con ΦF isomorfismo, ∀j ∈ I. Como G es isomorfo a F , existe un isomorfismo
natural η : G // F . Consideremos el siguiente diagrama:

F (Mj)

F (σMj )

**

ηMj

²²

σF (Mj)
//
∐
i∈I F (Mi)

‘
ηMi

²²

ΦF

// F
(∐

i∈IMi

)

η‘Mi
²²

G(Mj)

G(σMj )

44σG(Mj)
//
∐
i∈I G(Mi)

ΦG

// G
(∐

i∈IMi

)
.
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Alĺı conmutan los triángulos, el cuadrado izquierdo y el rectángulo exterior.
Luego, también conmuta el cuadrado derecho y ΦG resulta isomorfismo.

2

DEFINICIÓN 1.46.
Sea U una categoŕıa arbitraria con coproductos. Un objeto M ∈ U se llama
compacto si HomU (M,−) conmuta con el coproducto.

LEMA 1.47.
Si R es un anillo y M es un R-módulo finitamente generado, entonces M es
compacto.

DEMOSTRACIÓN.
Veamos que HomR(M,−) conmuta con el coproducto. Consideremos las inclu-
siones σj de Mj en

∐
i∈IMi

∐
i∈I HomR(M,Mi)

φ // HomR(M,
∐

i∈I Mi)

HomR(M,Mj)
?Â

τj

OO

Hom(1,σj)

55jjjjjjjjjjjjjjj

Como M es compacto si y sólo si φ es un isomorfismo, veamos que φ es isomorfis-
mo. Sea α ∈ ∐

i∈I HomR(M,Mi) tal que φ(α) = 0. Probaremos que α = 0. Como
α está en

∐
i∈I HomR(M,Mi) tenemos que α = τi1(ui1)+τi2(ui2)+ · · ·+τis(uis)

asi que
φ(τi1(ui1) + τi2(ui2) + · · ·+ τis(uis)) = 0

por otro lado

φ(τi1(ui1) + τi2(ui2) + · · ·+ τis(uis)) = σi1(ui1) + σi2(ui2) + · · ·+ σis(uis)

= σi1(ui1) + σi2(ui2) + · · ·+ σis(uis) = 0

por lo tanto σi1(ui1) = 0, . . . , σis(uis) = 0 y como σik : Mik
// ∐Mi son

las incluciones para toda ik esto implica que uik = 0 para toda k = 1, . . . , s.
Aśı hemos probado que φ siempre es monomorfismo. Falta demostrar que φ es
epimorfismo. Recordemos que φ es epimorfismo si y sólo si para toda

f : M //
∐
i∈IMi

existe τi1(ui1) + τi2(ui2) + · · ·+ τis(uis) en
∐
i∈I HomR(M,Mi) tal que

φ(τi1(ui1) + τi2(ui2) + · · ·+ τis(uis)) = f.

Sean {m1, . . . ,ml} los generadores de M , aśı f(m1), f(m2), . . . , f(ml) están en∐
i∈IMi. Ahora bien aplicando las proyecciones tenemos que

πjf(m1), πjf(m2), . . . , πjf(ml)
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son cero para casi toda j excepto para un número finito de ellas, es decir existen
j1, . . . , js ∈ I tales que πjf(mj) = 0 para todo i ∈ {1, . . . , l} y todo j ∈
I \ {j1, . . . , js}. Entonces πjkf : M // Mjk para k = 1, . . . , s y si a éstos
elementos distintos de cero les aplicamos las inclusiones tenemos que

σj1πj1f + . . .+ σjsπjsf

coincide en los generadores con f , entonces

φ(τj1πj1f + · · ·+ τjsπjsf) = σj1πj1f + . . .+ σjsπjsf = f.

Luego φ es epimorfismo. Aśı, como φ es monomorfismo y epimorfismo concluimos
que φ es isomorfismo, y por lo tanto tenemos que M es compacto.

2

PROPOSICIÓN 1.48.
Sea F : U // V una equivalencia de categoŕıas con coproductos y Z ∈ U
compacto, entonces F (Z) es compacto.

DEMOSTRACIÓN.
Sea h : F (Z) //

∐
i∈IWi un morfismo arbitrario. Veamos que el morfismo

h tiene la siguiente forma
h =

∑

j∈J
σWjfj

donde σWj : Wj //
∐
i∈IWi son las inclusiones canónicas, y tenemos a los

morfismos fj : F (Z) // Wj con j ∈ J y J subconjunto de I finito.
Como F es denso existen objetos Zi ∈ U y existen isomorfismos νi tales que

νi : Wi
// F (Zi)

para toda i ∈ I. Aśı, para cada j ∈ I, tenemos el siguiente diagrama

∐
i∈IWi

ν //
∐
i∈I F (Zi)

Wj

σWj

OO

νj
// F (Zj)

σF (Zj)

OO

y por la propiedad universal del coproducto, existe el morfimo ν. Como cada
νi es un isomorfismo entonces tenemos que ν también lo es. La información
obtenida hasta ahora la podemos resumir en el siguiente diagrama

F (Z) h //
∐
i∈IWi

ν //
∐
i∈I F (Zi)

Wj

σWj

OO

νj
// F (Zj).

σF (Zj)

OO
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Recordemos que F conmuta con el coproducto, pues es un funtor equivalencia.
Por lo tanto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo,

F (Z) h //
∐
i∈IWi

ν //
∐
i∈I F (Zi)

Φ // F
(∐

i∈I Zi
)

Wj

σWj

OO

νj
// F (Zj)

σF (Zj)

OO

F (σZj )

77ooooooooooo

con Φ un isomorfismo. Aśı tenemos un morfismo

Φνh : F (Z) // F
(∐

i∈I Zi
)

como F es denso, Φνh = F (f) con f : Z //
∐
i∈I Zi .

Por otro lado como Z es compacto, luego f =
∑
j∈J σZjfj con fj : Z // Zj

para cada j en el subconjunto finito J de I. Por lo tanto,

Φνh = F (f) =
∑

j∈J
F (σZj )F (fj) =

∑

j∈J
F (σZj )νj(ν

−1
j F (fj))

= Φν
∑

j∈J
σWjν

−1
j F (fj).

Como Φ y ν son isomorfismos, tenemos que h =
∑
j∈J σWjν

−1
j F (fj) donde

ν−1
j F (fj) : F (Z) // Wj . Aśı concluimos que F (Z) es compacto.

2

1.5. Sistemas de generadores

Toda vez que hemos definido a los funtores exactos entre categoŕıas triangu-
ladas, nos hacemos las siguientes preguntas ¿cuándo un funtor es una equivalen-
cia?, ¿cuándo dos funtores son isomorfos?. En esta sección vamos a establecer
criterios para responder estas cuestiones.

Primero veremos la definición de un sistema de generadores de una categoŕıa
triangulada. La importancia de este concepto queda clara en la proposición que
sigue a la definición.

DEFINICIÓN 1.49.
Sea T una categoŕıa triangulada con coproductos. Diremos que una familia de
objetos X de T es un sistema de generadores si cualquier subcategoŕıa trian-
gulada T ′ de T , cerrada bajo coproductos, cerrada bajo isomorfismos y que
contiene a X, coincide con T . Un objeto X de T es un generador de T si y
sólo si X = {X} es un sistema generador de T .
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LEMA 1.50.
Sea F : T // T ′ una equivalencia de categoŕıas trianguladas con coproduc-
tos y X es un sistema de generadores compactos, de T , entonces X′ = F (X) es
un sistema de generadores compactos de T ′.

DEMOSTRACIÓN.
Bastará ver que si U ′ es una subcategoŕıa triangulada de T ′ cerrada ba-
jo coproductos e isomorfismos, que contiene a X, entonces U ′ = T ′. Sea
G : T ′ // T una casi inversa para F y U la subcategoŕıa plena de T
con objetos U := {M ∈ T | G(M ′) ∼= M, para algún M ′ ∈ U ′}. Probaremos
que U es una subcategoŕıa triangulada de T que es cerrada bajo coproductos
e isomorfismos que contiene a X. Luego T = U y FT = FGU ⊆ U ′, de
donde resulta U ′ = T ′. La afirmación sobre compactos es consecuencia de la
proposición 1.48. Es evidente que U es cerrada bajo isomorfismos.

(a) Veamos que X ⊆ U . Tenemos F (X) = X′ ⊆ U ′, luego GF (X) ⊆ GU ′ ⊆
U . Pero U es cerrada bajo isomorfismos y GF ∼= IdT , luego X ⊆ U .

(b) U es cerrada bajo traslaciones. Sea M ∈ U , tenemos M ∼= G(M ′) con
M ′ ∈ U ′. Como G conmuta con traslaciones, luego TM ∼= TG(M ′) ∼=
GT (M ′) ∈ G(U ′) ⊆ U .

(c) U es subcategoŕıa triangulada de T . Sea f : M // N en U . Luego

existe g : M ′ // N ′ en U ′, un diagrama conmutativo

M

∼=
²²

f // N

∼=
²²

G(M ′)
G(g)

// G(N ′)

y un triángulo M ′ g // N ′ // L′ // T (M ′) en T ′, con L′ ∈ U ′.
Luego tenemos el siguiente diagrama conmutativo

GM ′

∼=
²²

Gg // GN ′

∼=
²²

// GL′

∼=
²²

// GT (M ′)

∼=
²²

M
f

// N // L // T (GM ′)

cuyo segundo renglón es un triángulo en T con L ∈ U .

(d) U es cerrada bajo coproductos. Sea {Mi}i∈I una familia de U . Luego,
Mi

∼= G(M ′
i) con M ′

i ∈ U ′ y tenemos que
∐
i∈IM

′
i ∈ U ′. Por el lema

1.43,
∐
i∈IMi

∼= ∐
i∈I G(M ′

i) ∼= G(
∐
i∈IM

′
i) ∈ U .

2

28



1.5. SISTEMAS DE GENERADORES

PROPOSICIÓN 1.51.
Sean F,G : T1

// T2 funtores exactos entre categoŕıas trianguladas con co-
productos, tales que que conmutan con coproductos, y X un sistema de genera-
dores para T1. Entonces si α : F // G es un morfismo de funtores exactos,

α es un isomorfismo si y sólo si para toda M en X αM : F (M) // G(M) es
un isomorfismo.

DEMOSTRACIÓN.
⇒ Como α es un isomorfismo, en particular αM también lo es para toda
M ∈ X.
⇐ Sea L la subcategoŕıa plena de T1 cuyos objetos son aquellos M ∈ T1

tales que αM es un isomorfismo. Veamos que se cumplen las siguientes afirma-
ciones

(a) Claramente tenemos que X ⊂ L

(b) L es cerrada bajo traslaciones.
Sea M ∈ X, luego tenemos ∀i ∈ Z

FT i1(M)

α
Ti1(M)

²²

ϕ[i]
// T i2F (M)

T i2αM

²²
GT i1(M)

ψ[i]
// T i2G(M),

como ϕ[i], ψ[i] y T i2αM son isomorfismos entonces αT i1(M) es un isomorfismo
y por lo tanto T i1(M) está en L .

(c) L es subcategoŕıa triangulada de T1.
Sean M1,M2 elementos en L . Tomemos el siguiente triángulo

M1
f // M2

g // M3
w // T1M1

si le aplicamos los funtores F y G obtenemos el diagrama

F (M1)

αM1

²²²²

F (f) // F (M2)

αM2

²²

F (g) // F (M3)

ϕM1
F (W )

))

αM3

²²

F (w) // F (T1M1)

αT1M1

²²

ϕM1 // T2F (M1)

T2αM1

²²
G(M1)

G(f) // G(M2)
G(g) // G(M3)

G(w) // G(T1M1)
ψM1

// T2G(M1).

Por la naturalidad del morfismo α los tres primeros cuadrados conmutan
y como es un morfismo de funtores exactos tenemos que el último cuadra-
do también conmuta. Como αM1 , αM2 , αT1M1 y T2αM1 son isomorfismos
tenemos, por la proposición 1.34 que αM3 es un isomorfismo y esto implica
que M3 ∈ L .
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(d) L es cerrada bajo coproductos.
Sea {Mi}i∈I una familia de objetos de L , entonces ∀i ∈ I tenemos que
αMi : F (Mi) // G(Mi) es un isomorfismo. Lo que deseamos probar es

que α‘
i∈IMi

: F (
∐
i∈IMi) // G(

∐
i∈IMi) también es un isomorfis-

mo. Como F y G conmutan con sumas directas tenemos que sus respecti-
vos morfismos de conmutación son: ΦF :

∐
i∈I F (Mi) // F

(∐
i∈IMi

)

y ΦG :
∐
i∈I G(Mi) // G

(∐
i∈IMi

)
los cuales cumplen que ∀j ∈ I

ΦFσF (Mj) = F (σMj ) y ΦGσG(Mj) = G(σMj ) . Consideremos el siguien-
te diagrama para j ∈ I

F (Mj)

σF (Mj)

²²

αMj // G(Mj)

σG(Mj)

²²∐
i∈I F (Mi)

ΦF

²²

ψ //
∐
i∈I G(Mi)

ΦG

²²
F

(∐
i∈IMi

)
α‘Mi

// G
(∐

i∈IMi

)

en donde φ := Φ−1
G (α‘Mi

)ΦF . Vamos a probar que el cuadrado superior
conmuta. Para ello veremos que el cuadrado exterior lo hace y posterior-
mente utilizaremos este hecho para lograr nuestro propósito. Notemos que

ΦGσG(Mj)αMj = G(σMj )αMj

y que
α‘Mi

ΦFσF (Mj) = α‘Mi
F (σMj ).

Por la naturalidad de α se tiene que el siguiente diagrama conmuta

G(Mj)
G(σMj )// G (

∐
Mi)

F (Mj)

αMj

OO

F (σMj )
// F (

∐
Mi)

α‘Mi

OO

y esto nos dice que

G(σMj )αMj = α‘Mi
F (σMj )

por lo tanto
ΦGσG(Mj)αMj = α‘Mi

ΦFσF (Mj)

es decir, el cuadrado exterior conmuta. Ahora veamos que

ψσF (Mj) = σG(Mj)αMj .
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Notemos que

ΦGφσF (Mj) = α‘Mj
ΦFσF (Mj) = ΦGσG(Mj)αMj .

Como ΦG es un isomorfismo concluimos que φσF (Mj) = σG(Mj)αMj , ∀j ∈
I. Pero esto implica que φ =

∐
i∈I αMi , como todas las αMi son isomor-

fismos, ψ es un isomorfismo y por lo tanto α‘
i∈IMi también lo es.

(e) L es cerrada bajo isomorfismos.
Sean M ∈ L ,M ′ ∈ T1 y g : M // M ′ un isomorfismo en T1. Enton-
ces conmuta el siguiente cuadro

F (M)

F (g)

²²

αM // G(M)

G(g)

²²
F (M ′)

αM′
// G(M ′),

y como αM es un isomorfismo, esto implica que αM ′ también lo es.

Aśı, como X es un sistema de generadores para T1, tenemos que T1 = L .
2

LEMA 1.52.
Sea F : T // T ′ un funtor exacto entre dos categoŕıas trianguladas. En-

tonces F : HomT (X,Z) // HomT ′(FX,FZ) es isomorfismo si y sólo si

F : HomT (TX,TZ) // HomT ′(FTX,FTZ) es un isomorfismo.

DEMOSTRACIÓN.
Sea F : T // T ′ un funtor exacto entre dos categoŕıas trianguladas con
traslaciones T y T ′, respectivamente. Por definición tenemos el isomorfismo
ϕ : FT // T ′F y sabemos que δY = (T ′)−1ϕT−1Y es un isomorfismo, donde

δ : (T ′)−1F // FT−1 . Sea Y := TZ. Veamos que el siguiente diagrama
conmuta

HomT (X,T−1Y)

T

²²

F // HomT ′(FX,FT−1Y)

HomT (TX,Y)

F

²²

HomT ′(FX, (T′)−1FY)

Hom(1,δY)

OO

HomT ′(FTX,FY)
Hom(ϕ−1

X ,1)

// HomT ′(T′FX,FY).

(T ′)−1

OO

Sea f ∈ HomT (X,T−1Y), aplicando la traslación obtenemos T (f) : TX // Y ;
ahora aplicamos el funtor F para obtener FT (f) : FTX // FY . Al aplicar
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Hom(ϕ−1X, 1) resulta

(T ′)FX
ϕ−1
X // FTX

FT (f) // FY

entonces al aplicarle (T ′)−1

FX
(T ′)−1ϕ−1

X // (T ′)−−1FTX
(T ′)−−1FT (f) // (T ′)−−1FTY.

Recuerde que δY : (T ′)−1FY // FT−1Y ; aśı

Hom(1, δY)(T′)−1Hom(ϕ−1
X , 1)FT(f) = δY(T′)−1FT(f)(T′)−1ϕ−1

X

= [(T ′)−1ϕT−1Y ](T ′)−1FT (f)(T ′)−1ϕ−1
X = (T ′)−1[ϕT−1Y FT (f)ϕ−1

X ].

Por la naturalidad de ϕ, sabemos que el siguiente diagrama conmuta

FT (X)

ϕX

²²

FT (f) // FTT−1(Y )

ϕ(T−1Y )

²²
T ′F (X)

T ′F (f)

// T ′FT−1(Y )

entonces

Hom(1, δY)(T′)−1Hom(ϕ−1
X , 1)FT(f) = (T′)−1[T′F(f)ϕXϕ

−1
X ] = F(f)

por lo tanto, el diagrama conmuta y esto implica el resultado deseado.
2

TEOREMA 1.53.
Sea F : T // T ′ un funtor exacto que conmuta con coproductos, entre dos
categoŕıas trianguladas con coproductos. Supongamos que X es un sistema de
generadores compactos de T , cerrado bajo traslaciones, tal que:

(i) F : HomT (X,Y) // HomT ′(FX,FY) es un isomorfismo, para todo
X,Y en X.

(ii) F (X) es compacto para toda X en X.

(iii) La familia F (X) con X ∈ X es un sistema de generadores de T ′.

Entonces, el funtor F es una equivalencia de categoŕıas.

DEMOSTRACIÓN.
(i) Veamos que para cada X ∈ X se tiene que

F : HomT (X,W) // HomT ′(FX,FW)
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es isomorfismo para toda W ∈ T . Sea U la subcategoŕıa plena de T cuyos
objetos son las W ∈ T , tales que

F : HomT (X,W) // HomT ′(FX,FW)

es un isomorfismo ∀X ∈ X. Veamos que se cumplen las siguientes afirmaciones:

(a) X ⊂ U .
Es trivial porque si W ∈ X entonces

F : HomT (X,W) → HomT ′(FX,FW)

por hipótesis, es un isomorfismo para cada X ∈ X.

(b) U es cerrado bajo traslaciones.
Sea W ∈ U y X ∈ X, luego tenemos que T−1X está en X y esto nos
dice que FT−1X,W es un isomorfismo. Aśı, por el lema 1.52 tenemos que
FTT−1X,TW es un isomorfismo y esto indica que TW está en U , es decir
los trasladados de W están en U . Ahora sea W ∈ U , X ∈ X, entonces
TX ∈ X, luego FTX,W es un isomorfismo y esto implica que FX,T−1W es
un isomorfismo para toda X ∈ X. Aśı tenemos que T−1W ∈ U .

(c) U es cerrado bajo coproductos.
Sea Yi ∈ U para toda i ∈ I. Queremos ver que

∐
i∈I Yi ∈ U . Sea X ∈ X,

note que tenemos el siguiente diagrama conmutativo

∐
i∈I HomT (X,Yi)

Φ // HomT (X,
∐

i∈I Yi)

HomT (X,Yj)

τj

OO

Hom(1,σYj )

55kkkkkkkkkkkkkkk

con Φ isomorfismo porque X es compacto. Otra de las hipótesis es que,
en el siguiente diagrama,

∐
i∈I HomT ′(FX,F(Yi))

Ψ // HomT ′(FX,
∐

i∈I F(Yi))

HomT ′(FX,FYj),

ρj

OO

Hom(1,σF(Yj))

44iiiiiiiiiiiiiiiii

Ψ es un isomorfismo ya que F (X) es compacto. Como F conmuta con
coproductos, en el siguiente diagrama conmutativo tenemos que ΦF es un
isomorfismo ∐

i∈I F (Yi)
ΦF // F (

∐
i∈I Yi)

F (Yj).

σF (Yj)

OO

F (σYj )

77ppppppppppp
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Con estas hipótesis probaremos que

FX,
‘
Yi : HomT (X,

∐
Yi) // HomT ′(FX,F (

∐
Yi))

es un isomorfismo. Para ello, bastará demostrar que el siguiente diagrama
es conmutativo.

HomT (X,
∐

Yi)
FX,

‘
Yi // HomT ′(FX,F(

∐
Yi))

∐
HomT (X,Yi)

Φ

OO

‘
FX,Yi

²²∐
i∈I HomT ′(FX,FYi)

Ψ
// HomT ′(FX,

∐
F(Yi)).

Hom(1FX,ΦF)

OO

En el supuesto de que el diagrama conmute, note que Φ,Ψ,ΦF son isomor-
fismos y como por hipótesis cada FX,Yi lo es, entonces también FX,‘Yi es
un isomorfismo. Note que ver la conmutatividad del diagrama anterior es
equivalente a ver que, para toda j ∈ I,

FX,
‘
YiΦτj = Hom(1FX,ΦF)Ψ(

∐
FX,Yi)τj

en el siguiente diagrama

HomT (X,
‘

i∈I Yi)
FX,

‘
Yi // HomT ′ (FX,F(

‘
Yi))

HomT (X,Yj)

FX,Yj

²²

τj // ‘ HomT (X,Yi)

Φ

OO

‘
FX,Yi

²²
HomT ′ (FX,FYj)

ρj

// ‘
i∈I HomT ′ (FX,FYi)

Ψ
// HomT ′ (FX,

‘
F(Yi)).

Hom(1FX,ΦF)

OO

Sea h ∈ HomT (X,Yj), entonces tenemos que

FX,
‘
YiΦ(τj(h)) = FX,

‘
Yi(Hom(1, σYj)(h)) = FX,

‘
Yi(σYjh).

Recordemos que X
h // Yj

σYj //
∐
i∈I Yi por lo tanto, al aplicar el fun-

tor F , obtenemos

FX,
‘
Yi(σYjh) = FYj ,

‘
Yi(σYj )FX,Yj (h).

Por otro lado,

Hom(1FX,ΦF)Ψ
(∐

FX,Yi

)
[τj(h)] = Hom(1FX,ΦF)Ψ(ρjFX,Yj(h))
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= Hom(1FX,ΦF)Hom(1FX, σF(Yj))FX,Yj(h) = ΦFσF(Yj)FX,Yj(h)

= FYj ,
‘
Yi(σYj )FX,Yj (h).

Hemos probado que el diagrama conmuta y por lo tanto FX,
‘
Yi es un

isomorfismo. Como lo anterior se vale para toda X ∈ X entonces tenemos
que

∐
Yi ∈ U .

(d) U es una subcategoŕıa triangulada de T .
Sean M1,M2 ∈ U . Tomemos el siguiente triángulo en T :

M1
u // M2

v // M3
w // TM1,

vamos a probar que M3 está en U . Como F es un funtor exacto,

F (M1)
F (u) // F (M2)

F (v) // F (M3)
ϕM1F (w)

// T ′F (M1)

es un triángulo en T ′. Sea X ∈ X entonces aplicando el funtor covariante
Hom(X,−) al primer triángulo obtenemos la siguiente sucesión larga

· · · // HomT (X, M1)
u∗ // HomT (X, M2)

v∗ // HomT (X, M3)

w∗
// HomT (X, TM1)

(T (u))∗
// HomT (X, TM2) // · · ·

De manera análoga, si le aplicamos a

F (M1)
F (u) // F (M2)

F (v) // F (M3)
ϕM1F (w)

// TF (M1)

el funtor Hom(FX,−), obtenemos la siguiente sucesión larga

· · · // HomT ′ (FX,FM1)
F (u)∗ // HomT ′ (FX,FM2)

F (v)∗ // HomT ′ (FX,FM3)

(ϕM1
F (w))∗

// HomT ′ (FX,FTM1)
F (Tu))∗

// HomT ′ (FX,FTM2) // · · ·

entonces tenemos el siguiente diagrama donde los cuadrados conmutan
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por el lema 1.15

HomT (X,M1)

F

²²

u∗ // HomT (X,M2)

F

²²

v∗ // HomT (X,M3)

F

²²
HomT ′ (FX,FM1)

F (u)∗ // HomT ′ (FX,FM2)
F (v)∗ // HomT ′ (FX,FM3)

HomT (X,M3)

F

²²

w∗ // HomT (X,TM1)

F

²²

(T (u))∗ // HomT (X,TM2)

F

²²
HomT ′ (FX,FM3)

F (w)∗
// HomT ′ (FX,FTM1)

(FT (u))∗
//

(ϕM2
FT (u))∗ ))SSSSSSSSSSSSSS HomT ′ (FX,FTM2)

ϕ∗M2

²²
HomT (FX,T′FM2)

(1.1)

Notemos que el primer renglón es exacto. Como HomT ′(FX,−) es un
funtor, nos implica la conmutatividad del siguiente cuadrado

HomT ′(FX,FTM1)
FT (u)∗ // HomT ′(FX,FTM2)

ϕ∗M2
²²

HomT ′(FX,FTM1)
(ϕM2FT (u))∗

// HomT ′(FX,T′FM2)

Esto implica la exactitud del “renglón” inferior del diagrama 1.1. Ahora
como todo conmuta, y los renglones superior e inferior son exactos en
el diagrama 1.1, entonces el renglón de “enmedio” también es exacto y
alicando la proposición 1.34 tenemos que

F : HomT (X,M3) // HomT ′(FX,FM3)

es un isomorfismo. Por lo tanto, para toda X ∈ X

F : HomT (X,M3) // HomT ′(FX,FM3)

es un isomorfismo, lo que implica que M3 ∈ U .

(e) U es cerrada bajo isomorfismos.
Sean M ∈ U ,M ′ ∈ T y g : M // M ′ un isomorfismo en T . Entonces
por el lema 1.15, para cada X ∈ X

HomT (X,M)

g∗

²²

F // HomT ′(FX,FM)

F (g)∗

²²
HomT (X,M′)

F
// HomT ′(FX,FM′)

se sigue que M ′ ∈ U .
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Como X es un sistema de generadores de T , entonces U = T . Aśı hemos
probado que, si X ∈ X, tenemos que

F : HomT (X,W) → HomT ′(FX,FW)

es un isomorfismo para toda W ∈ T .
(ii) Ahora probemos que F : T // T ′ es fiel y pleno.
Sea V la subcategoŕıa plena de T cuyos objetos son las V ∈ V tales que FV,W :
HomT (V,W) // HomT ′(FV,FW) es un isomorfismo para toda W ∈ T .
Probemos las siguientes afirmaciones:

(a) X ⊂ V .
Es fácil de ver, pues dado X ∈ X y ∀W ∈ T tenemos que, por (i), FX,W
es un isomorfismo, luego X ∈ V .

(b) V es cerrada bajo traslaciones.
Sean V ∈ V y W ∈ T . Tenemos que FV,T−1W es un isomorfismo, y esto
nos dice que FTV,W es isomorfismo, aśı que TV ∈ V .
Ahora sean V ∈ V y W ∈ T , entonces FV,TW es un isomorfismo. Observe
que FV,TW = FTT−1V,TW luego FT−1V,W es isomorfismo y esto nos dice
que T−1V ∈ V .

(c) V es cerrada bajo coproductos.
Sean Vi ∈ V , ∀i ∈ I. Vamos a probar que

F‘Vi,W : Hom(
∐

i∈I Vi,W) // Hom(F
(∐

i∈I Vi

)
,FW)

es un isomorfismo.
∏
i∈I FVi,W :

∏
i∈I HomT (Vi,W) //

∏
i∈I HomT ′(FVi,FW)

es el único morfismo tal que ∀j ∈ I el siguiente diagrama conmuta:

∏
i∈I HomT (Vi,W)

πj

²²

Q
FVi,W //

∏
i∈I HomT ′(FVi,FW)

pj

²²
HomT (Vj,W)

FVj,W

// HomT ′(FVj,FW)

en donde πj , pj son las correspondientes proyecciones. Como cada FVj ,W
es un isomorfismo, entonces

∏
i∈I FVi,W es un isomorfismo. Tenemos los

siguientes isomorfismos

ψ : HomT (
∐

i∈I Vi,W) //
∏
i∈I HomT (Vi,W)

ψ′ : HomT ′(
‘

i∈I FVi,FW) // Q
i∈I HomT ′(FVi,FW)
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tales que

πjψ = Hom(σVj , 1W) : HomT (
∐

i∈I Vi,W) // HomT (Vj,W)

pjψ
′ = Hom(σFVj , 1FW) : HomT ′(

∐
i∈I FVi,FW) // HomT ′(FVj,FW)

Consideremos el siguiente diagrama:

HomT (
∐

i∈I Vi,W)

ψ

²²

F // HomT ′(F(
∐

i∈I Vi),FW)

Hom(ΦF,1F(W))

²²
HomT ′(

∐
i∈I FVi,FW)

ψ′

²²∏
i∈I HomT (Vi,W)

πj

²²

∏
i∈I HomT ′(FVi,FW)

pj

²²
HomT (Vj,W)

FVj,W

// HomT ′(FVj,FW).

Veamos que este diagrama conmuta. Sea f ∈ HomT (
∐

i∈I Vi,W). Por un
lado,

pjψ
′Hom(ΦF, 1FW)F(f) = Hom(σFVj , 1FW)Hom(ΦF, 1FW)F(f)

= Hom(ΦFσF(Vj), 1F(W))F(f) = Hom(F(σVj), 1F(W))F(f)

= F (f)F (σVj ) = FVj ,W (fσVj );

por otro, tenemos que

FVj ,Wπjψ(f) = FVj ,WHom(σVj , 1W)(f) = FVj,W(fσVj)

luego el diagrama conmuta. Entonces

FVj ,Wπj = pjψ
′Hom(ΦF, 1FW)Fψ−1.

Por la unicidad de
∏
FVi,W

∏

i

FVi,W = ψ′Hom(ΦF, 1FW)Fψ−1.

Como
∏
i FVi,W , ψ

′,Hom(ΦF, 1FW) y ψ−1 son isomorfismos se sigue que
F‘Vi,W es isomorfismo para toda W ∈ T , entonces

∐
Vi ∈ V .

(d) V es subcategoŕıa triangulada de T .
Sean M1,M2 ∈ V . Consideremos el siguiente triángulo en T :

M1
u // M2

v // M3
w // TM1

T (u) // TM2
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al aplicarle el funtor exacto F obtenemos

F (M1)
F (u) // F (M2)

F (v) // F (M3)
F (w) // F (TM1)

FT (u)// F (TM2).

Ahora le aplicamos el funtor contravariante Hom(−,W) al primer triángu-
lo, y el funtor Hom(−,F(W)) a la sucesión obtenida al aplicar el funtor F
y obtenemos el siguiente diagrama

HomT (TM2,W)

F

²²

T (u)∗ // Hom(TM1,W)

F

²²

w∗ // Hom(M3,W)

F

²²
HomT ′ (FTM2,FW)

FT (u) // Hom(TF(M1),F(W))
F (w)∗ // Hom(F(M3),F(W))

HomT ′ (T
′FM2,FW)

(ψM2
)∗

OO

(ψM2
FT (u))∗

55jjjjjjjjjjjjjjj

Hom(M3,W)

F

²²

v∗ // Hom(M2,W)

²²

u∗ // Hom(M1,W)

F

²²
Hom(F(M3),F(W))

F (v)∗
// Hom(F(M2),F(W))

F (u)∗
// Hom(F(M1),F(W))

(1.2)

donde por el lema 1.15 los cuadrados conmutan y el triángulo lo hace
por que Hom(−,FW) es un funtor el cual nos da la conmutatividad del
siguiente diagrama, que es equivalente al triángulo del diagrama 1.2

HomT ′(FTM2,FW)
FT (u) // HomT ′(FTM1,FW)

HomT ′(T′FM2,FW)

(ψM2 )∗

OO

(ψM2FT (u))∗
// HomT ′(FTM1,FW).

Ahora, por la proposición 1.34 tenemos que

F : Hom(M3,W) // Hom(F(M3),FW)

es un isomorfismo para todo W ∈ T y esto implica que M3 ∈ V .

(e) V es cerrada bajo isomorfismo.
La prueba de esto es análoga a la del inciso (e) anterior, también se sigue
del lema 1.15.

Como X es un sistema de generadores para T , resulta V = T . Entonces, tene-
mos que F es fiel y pleno.
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(iii) Veamos que F es denso.
Definamos a R como la subcategoŕıa plena de T ′ cuyos objetos son las Y ∈ T ′

tales que Y ' F (Y0) con Y0 ∈ T . Vamos a demostrar que R = T ′. Sea

X′ = {F (X) | X ∈ X}
que por hipótesis es un sistema de generadores de T ′.

(a) X′ ⊂ R.
Es claro por la forma en la que definimos a X′.

(b) R es cerrada bajo traslaciones.
Sea Y ∈ R, luego Y ' F (Y0) con Y0 ∈ T . Como T ′ es un funtor,

T ′Y ' T ′F (Y0)

y, por lo tanto,

T ′Y ' T ′F (Y0)
ϕ−1
Y0 // FT (Y0).

Esto nos dice que T ′Y ∈ R. Ahora, aplicamos el funtor (T ′)−1 a la Y
dada y obtenemos

(T ′)−1Y ' (T ′)−1F (Y0)
δY0 // FT−1(Y0).

Por lo tanto, (T ′)−1Y ∈ R.

(c) R es cerrada bajo coproductos.
Sean Yi ∈ R ∀i ∈ I. Aśı, para cada i, se tiene un isomorfismo

Yi
hi // F (Y i0 )

entonces tenemos el siguiente diagrama
∐
i∈I Yi

h // ∐
i∈I F (Y i0 )

Yj

σYj

OO

hj

// F (Y j0 )

σ
F (Y j0 )

OO

por la propiedad universal del coproducto tenemos la existencia del iso-
morfismo h. Como F es un funtor que conmuta con coproductos

∐
i∈I Yi

h // ∐
i∈I F (Y i0 )

ϕF // F
(∐

i∈I Y
i
0

)

esto nos dice que
∐

i∈I
Yi ' F

(∐

i∈I
Y i0

)

es decir
∐
i∈I Yi ∈ R.
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(d) R es subcategoŕıa triangulada de T ′.
Sean Y1, Y2 ∈ R. Luego existen Y 1

0 , Y
2
0 ∈ T tales que

Y1 ' F (Y 1
0 ) Y2 ' F (Y 2

0 ).

Consideremos el siguiente triángulo en T ′:

Y1
u // Y2

v // Y3
w // T ′Y1.

Como F es pleno, existe u ∈ HomT (Y1
0,Y

2
0) tal que

F (u) = h2uh
−1
1

Como T es triangulada, existe un triángulo

Y 1
0

u0 // Y 2
0

v0 // Z
w0 // TY 1

0 .

Por la exactitud de F obtenemos el siguiente triángulo

F (Y 1
0 )

F (u0) // F (Y 2
0 )

F (v0) // F (Z)
ψ
Y 1
0
F (w0)

// T ′F (Y 1
0 ).

En el siguiente diagrama

Y1

h1

²²

u // Y2

h2

²²

v // Y3

h3

²²

w // T ′Y1

T ′h1

²²
F (Y 1

0 )
F (u0)

// F (Y 2
0 )

F (v0)
// F (Z)

ψ
Y 1
0
F (w0)

// T ′F (Y 1
0 )

el cuadrado izquierdo conmuta por la definición de u0 y h3 existe por el
axioma (TR3) de categoŕıa triangulada. Sólo nos hace falta ver que h3 es
un isomorfismo, pero sabemos que h1, h2 y T ′h1 lo son y esto implica que
h3 lo es; por lo tanto Y3 ' F (Z).

(e) R es cerrada bajo isomorfismos.
Esto es obvio.

Como X′ es un sistema de generadores de T ′, entonces R = T ′. Aśı, tenemos
que F es denso.

2
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1.6. C -cuasi-isomorfismos y C -cuasi-proyectivos

En lo que sigue si T es una categoŕıa triangulada con coproductos y tenemos
que T : T // T el funtor traslación, el cual ya vimos que conmuta con
coproductos donde el isomorfismo de conmutación es ΦT . También supondremos
que si tenemos una familia de triángulos en T

Mi
ui // Ni

vi // Li
wi // TMi

entonces

∐
i∈IMi

‘
ui //

∐
i∈I Ni

‘
vi //

∐
i∈I Li

ΦT
‘
wi // T

(∐
i∈IMi

)

es un triángulo.

DEFINICIÓN 1.54.
Sea T una categoŕıa triangulada con coproductos, y C una subcategoŕıa trian-
gulada de T cerrada bajo isomorfismos. Un objeto X ∈ T se llamará C -cuasi-
proyectivo si

HomT (X,C) = 0

para toda C ∈ C .

Denotaremos como Q a la subcategoŕıa plena de T cuyos objetos son C -
cuasi-proyectivos.

LEMA 1.55.
La subcategoŕıa plena Q es cerrada bajo traslaciones y cerrada bajo coproductos.

DEMOSTRACIÓN.
Sean P ∈ Q y T el funtor traslación. Veamos que T−1P y TP están en T . Sea
C ∈ C entonces T induce un isomorfismo

T : Hom(T−1P,C) // Hom(P,TC)

Como P es C -cuasi-proyectivo, entonces Hom(P,TC) = 0. Aśı tenemos que
Hom(T−1P,C) = 0, lo que nos implica que T−1C es C -cuasi-proyectivo. De ma-
nera similar se puede probar que TP es C -cuasi-proyectivo. Ahora veamos que Q
es cerrada bajo coproductos. Sean {Mi}i∈I ⊂ Q y C ∈ C , luego Hom(Mi,C) = 0
∀i ∈ I. Como

Hom(
∐

i∈I

Mi,C) '
∏

i∈I

Hom(Mi,C)

luego Hom(
∐

i∈I Mi,C) = 0 lo que implica que
∐
i∈IMi ∈ Q, es decir Q es

cerrada bajo coproductos.
2
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DEFINICIÓN 1.56.
Un morfismo f : X // Y en T se llamará C -cuasi-isomorfismo si existe

un triángulo en T , X
f // Y // Z // T (X) tal que Z ∈ C .

PROPOSICIÓN 1.57.
Q es una subcategoŕıa triangulada de T .

DEMOSTRACIÓN.
Teniendo en mente la definición 1.54, notemos que T es un automorfismo de T
y de C y entonces Q es cerrada bajo traslaciones. Sea

X1
f // X2

g // Y
h // T (X1)

un triángulo en T , con X1, X2 ∈ Q. Veamos que Y ∈ Q. Sea C ∈ C y apli-
quemos el funtor contravariante HomT (−,C) al triángulo dado, y esto nos da
la siguiente sucesión exacta

// HomT (T(X1), C)
h∗ // HomT (Y, C)

g∗ // HomT (X2, C)
f∗ // HomT (X1, C)

donde tenemos que, por la definición 1.54

HomT (T(X1),C) ∼= HomT (X2,C) ∼= HomT (X1,C) ∼= 0.

Esto implica que HomT (Y,C) = 0. Entonces Y ∈ Q. Por lo tanto tenemos que
Q es subcategoŕıa triangulada de T ′.

2

DEFINICIÓN 1.58.
Diremos que la categoŕıa triangulada T tiene suficientes C -cuasi-proyectivos si
para todo M ∈ T existen un C -cuasi-proyectivo pM y un C -cuasi-isomorfismo
hM : pM // M .

PROPOSICIÓN 1.59.
Sea T una categoŕıa triangulada con suficientes C -proyectivos y sea X ∈ T ,
tal que para todo C -cuasi-proyectivo P tenemos que HomT (P,X) = 0. Entonces
X ∈ C .

DEMOSTRACIÓN.
Como T tiene suficientes proyectivos, entonces tenemos el siguiente triángulo

pX
hX // X

u // C
w // T (pX)

con C ∈ C . Veamos queX ' C. Aplicando el funtor contravariante HomT (−,X)
al triángulo anterior obtenemos la siguiente sucesión exacta

HomT (TpX,X) w∗ // HomT (C,X) u∗ // HomT (X,X)
h∗X // HomT (pX,X)
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Pero, notemos que HomT (pX,X) = 0 y HomT (TpX,X) = 0 pues pX y TpX
son C -cuasi-proyectivos. Luego, u∗ es un isomorfismo, y esto nos dice que existe
un morfismo g : C // X que hace conmutar al siguiente diagrama

pX
hX // X

u // C

g
~~~~

~~
~~

~~
w // TpX

X.

Aplicándole el funtor covariante HomT (pX,−) al mismo triángulo obtenemos

0 // HomT (pX,T−1C) // HomT (pX, pX) // HomT (pX,X) // HomT (pX,C)

pero como pX es C -cuasi-proyectivo se tiene que HomT (pX,X) = 0 y nuestra
sucesión exacta queda como

0 // HomT (pX,T−1C)
(T−1w)∗ // HomT (pX, pX) // 0.

Al igual que antes tenemos que (T−1w)∗ es un isomorfismo y entonces, existe el
morfismo λ ∈ Hom(pX,T−1C) que hace conmutar al siguiente diagrama

pX

λ

wwooooooooooooo

T−1C
T−1(w)

// pX // X // C // TpX

Pero, como C ∈ C luego T−1C ∈ C y esto implica que HomT (pX,T−1C) = 0,
por lo tanto λ = 0, y entonces 1pX = 0 lo que nos lleva a concluir que pX = 0.
Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

C
h

ÄÄ~~
~~

~~
~~

T−1C // 0 // X u
// C // 0

donde el morfismo h se obtiene debido a que Hom(C,X) u∗ // Hom(C,C) es
un isomorfismo, (como puede verse aplicando el funtor HomT (C,−) al triángu-
lo original y usando nuestras hipótesis, como antes). Recapitulando lo hecho,
hemos visto que uh = 1C y que gu = 1X . De hecho g = h, pues

g = g1C = guh = 1Xh = h.

Luego u tiene como inversa a h, y como C es cerrada bajo isomorfismos tenemos
que X ' C ∈ C .

2

A continuación daremos una caracterización para los C -cuasi-isomorfismos.
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PROPOSICIÓN 1.60.
Sea T una categoŕıa triangulada con suficientes C -cuasi-proyectivos y
u : X // Y un morfismo en T . Entonces u es un C -cuasi-isomorfismo si y
sólo si para todo C -cuasi-proyectivo P

Hom(1P,u) : HomT (P,X) // HomT (P,Y)

es un isomorfismo.

DEMOSTRACIÓN.
⇒ Suponga que u es un C -cuasi-isomorfismo y considemos el siguiente triángu-

lo en T

X
u // Y

v // W
w // TX

conW ∈ C . Sea P un C -cuasi-proyectivo arbitrario, aplicando el funtor Hom(P,−)
al triángulo obtenemos la siguiente sucesión exacta

// Hom(P,T−1W)
(T−1w)∗ // Hom(P,X) u∗ // Hom(P,Y) v∗ //

Hom(P,W) w∗ // Hom(P,TX) // .

Note que como Hom(P,T−1W) = 0 y Hom(P,W) = 0 tenemos que la siguiente
sucesión es exacta

0 // Hom(P,X) u∗ // Hom(P,Y) // 0

luego Hom(1P, u) es un isomorfismo.
⇐ Consideremos el siguiente triángulo en T

X
u // Y

v // W
w // TX;

veamos que W ∈ C . Del triángulo dado obtenemos

T−1Y
T−1v // T−1W

T−1w // X
u // Y

v // W
w // TX.

Sea P un C -cuasi-proyectivo arbitrario y notemos que el siguiente diagrama
conmuta por el lema 1.15

HomT (P,T−1X)

T

²²

Hom(1P,T
−1u) // HomT (P,T−1Y)

T

²²
HomT (TP,X)

Hom(1TP,u)
// HomT (TP,Y).
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Como TP es C -cuasi-proyectivo y Hom(1TP, u) es un isomorfismo, luego tam-
bién Hom(1P,T−1u) lo es. Por lo tanto, en nuestra sucesión exacta

HomT (P,T−1X)
(T−1u)∗ // HomT (P,T−1Y)

(T−1v)∗ // HomT (P,T−1W)

(T−1w)∗ // HomT (P,X)
u∗ // HomT (P,Y)

v∗ // HomT (P,W)

tenemos que (T−1v)∗ = 0 y Im((T−1w)∗) = Ker(u∗) y como por hipótesis
Hom(1P,u) es un isomorfismo, luego Ker(u∗) = 0. Esto nos implica que para
todo C -cuasi-proyectivo P se tiene que, Hom(P,T−1W) = 0, y esto nos dice
que T−1W ∈ C . Por lo tanto W ∈ C , luego u es un C -cuasi-isomorfismo.

2

Como consecuencia de esta proposición tenemos el siguiente corolario.

COROLARIO 1.61.
Sea T como en la proposición anterior y u : M // N , v : N // L dos
C -cuasi-isomorfismos, entonces v ◦ u también es C -cuasi-isomorfismo.

DEMOSTRACIÓN.
Sea P un C -cuasi-proyectivo, por la proposición anterior tenemos que

Hom(1P,u) : HomT (P,M) // HomT (P,N)

y
Hom(1P, v) : HomT (P,N) // HomT (P,L)

son isomorfismos. Por lo tanto tenemos que

Hom(1P, v) ◦Hom(1P,u) = Hom(1P, vu)

es un isomorfismo, entonces v ◦ u es C -cuasi-isomorfismo.
2

LEMA 1.62.
Sea fi : Xi

// Yi C -cuasi-isomorfismo ∀i ∈ I. Entonces

∐
i∈I fi :

∐
i∈I Xi //

∐
i∈I Yi

es C -cuasi-isomorfismo.

DEMOSTRACIÓN.
Como fi es C -cuasi-isomorfismo ∀i ∈ I, luego tenemos el siguiente triángulo,
con Ci ∈ C ,∀i ∈ I

Xi
fi // Yi

gi // Ci
wi // TXi.
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Por lo tanto tenemos el siguiente triángulo

∐
i∈I Xi

‘
fi //

∐
i∈I Yi

‘
gi //

∐
i∈I Ci

‘
wi// T

(∐
i∈I Xi

)

donde
∐
i∈I Ci ∈ C , lo que nos dice que

∐
i∈I fi es C -cuasi-isomorfismo.

2

TEOREMA 1.63.
Sean X1

u // X2
v // X3

w // TX1 , y Y1
s // Y2

t // Y3
l // TY1 dos

triángulos y consideremos el siguiente diagrama en donde h1, h3 son C -cuasi-
isomorfismos

X1

h1

²²

u // X2

h2

²²

v // X3

h3

²²

w // TX1

Th1

²²
Y1 s

// Y2 t
// Y3

l
// TY1

entonces h2 es C -cuasi-isomorfismo.

DEMOSTRACIÓN.
Sea P un C -cuasi-proyectivo apliquemos el funtor HomT (P,−) al diagrama da-
do. Aśı obtenemos el siguiente diagrama

Hom(P,T−1X3)

(T−1h3)∗
²²

(T−1w)∗ // Hom(P,X1)

(h1)∗
²²

u∗ // Hom(P,X2)

(h2)∗
²²

v∗ // Hom(P,X3)

h3

²²
Hom(P,T−1Y3)

(T−1l)∗
// Hom(P,Y1) s∗

// Hom(P,Y2) t∗
// Hom(P,Y3)

Hom(P,X3)

(h3)∗
²²

w∗ // Hom(P,TX1)

(Th1)∗
²²

Hom(P,Y3)
l∗

// Hom(P,TY1).

Por la proposición 1.60, tenemos que (h1)∗, (h3)∗, (Th1)∗ y (T−1h3)∗ son iso-
morfismos, pues la clase de C -cuasi-isomorfismos es cerrada bajo traslaciones.
Por el Lema del Cinco tenemos que (h2)∗ es un isomorfismo y esto implica que
h2 es un C -cuasi-isomorfismo

2

PROPOSICIÓN 1.64.
Sea T una categoŕıa triangulada con suficientes C -cuasi-proyectivos. Enton-
ces existe un funtor exacto p : T // T tal que,∀M ∈ T , pM es C -cuasi-

proyectivo y existe un C -cuasi-isomorfismo hM : pM // M .

DEMOSTRACIÓN.
Sea M ∈ T , por hipótesis tenemos un C -cuasi-isomorfismo hM : pM // M ,
con pM C -cuasi-proyectivo.
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(a) Construcción del funtor p : T // T :

F1 En objetos.
Sea M ∈ T entonces el funtor p lo envia a pM .

F2 En morfismos.
Sea u ∈ HomT (M,N), luego tenemos el siguiente diagrama

pM
hM // M

u

²²

f // CM // TpM

pN
hN

// N g
// CN // TpN

cuyos renglones son triángulos en T , hM y hN son C -cuasi-isomorfismos,
pM , pN son C -cuasi-proyectivos y CM , CM están en C . Por la pro-
posición 1.60, h∗N : HomT (pM,pN) // HomT (pM,N) es un iso-
morfismo, luego existe un único u′ ∈ HomT (pM,pN) tal que hNu′ =
uhM . Definimos pu := u′

Ahora demostraremos que p efectivamente es un funtor. Veamos que p(vu) =
p(v)p(u). Sean M

u // N
v // L dos morfismos entonces tenemos, el

siguiente diagrama conmutativo

pM

p(u)

²²

hM // M

u

²²
pN

p(v)

²²

hN

// N

v

²²
pL

hL

// L

por la unicidad concluimos que p(vu) = p(v)p(u). Es claro que p(1M ) =
1pM

(b) p es exacto.
Sea T el funtor traslación de T .

(i) Veamos la existencia del isomorfismo ϕ : pT // Tp .
Si M ∈ T , tenemos el siguiente diagrama

pTM

λ

²²

hTM // TM

TpM
T (hM )

// TM.
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Por un argumento similar al hecho cuando se definió el funtor p en
morfismos (usando la proposición 1.60 y el hecho de que T (hM )
es C -cuasi-isomorfismo), tenemos la existencia de un único mor-
fismo λ : pTM // TpM que hace conmutar al diagrama ante-
rior. Similarmente, como T preserva C -cuasi-proyectivos y C -cuasi-
isomorfismos, usando el mismo argumento anterior tenemos la exis-
tencia del único morfismo µ : TpM // pTM que hace conmutar
al siguiente diagrama

pTM
hTM // TM

TpM

µ

OO

T (hM )
// TM.

Ahora veamos que µ es el inverso de λ. Para probar esto, notemos que
al “pegar” los cuadrados anteriores obtenemos el siguiente diagrama

pTM

λ

¸¸

hTM // TM
T (f) // CTM

TpM

µ

UU

T (hM )
// TM // TCM

de donde resulta que hTMλµ = hTM , pero (hTM )∗ es un isomorfismo,
entonces λµ = 1TpM . Similarmente se puede ver que µλ = 1pTM .
Sólo nos resta probar la naturalidad de ϕM := λM en la variable M .
Sea u : M // M1 un morfismo. Lo que deseamos ver es que el
siguiente diagrama conmuta

pTM

pT (u)

²²

ϕM // TpM

Tp(u)

²²
pTM1 ϕM1

// TpM1.

Por un lado, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

pTM

λM

²²

hTM // TM

1TM

TpM

Tp(u)

²²

T (hM )
// TM

T (u)

²²
TpM1

T (hM1 )
// TM1
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y, por otro,

pTM

pT (u)

²²

hTM // TM

T (u)

²²
pTM1

λM1

²²

hTM1

// TM1

1TM1

TpM1
T (hM1 )

// TM1.

Por la unicidad, tenemos que Tp(u)λM = λM1pT (u). Recordemos
que definimos a ϕM := λM , luego Tp(u)ϕM = ϕM1pT (u). Por lo
tanto ϕ es natural en la variable M .

(ii) p envia triángulos en triángulos.
Consideremos el siguiente triángulo en T

T1 : M1
u // M2

v // M3
w // TM1;

deseamos ver que

pM1
pu // pM2

pv // pM3

ϕM1pw// TpM1

también es un triángulo en T . Consideremos al siguiente diagrama
conmutativo

pM1

hM1

²²

pu // pM2

hM2

²²

r // Z

g

²²

t // TpM1

T (hM1 )

²²

Tpu // TpM2

T (hM2 )

²²
M1 u

// M2 v
// M3 w

// TM1
Tu // TM2

donde: el primer renglón es un triángulo con Z ∈ T , que existe
por ser T una categoŕıa triangulada; el morfismo g existe porque el
primer cuadrado conmuta por definición del funtor p. Por el teorema
1.63, g es un C -cuasi-isomorfismo. Al aplicar el funtor p al triángulo
T1 obtenemos la siguiente sucesión

pM1
pu // pM2

pv // pM3
pw // p(T (M1)).

Notemos que tenemos el siguiente diagrama, donde hM3 y g son C -
cuasi-isomorfismos

pM3

hM3

²²

λ // Z

g

²²
M3 M3
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por lo tanto existe el isomorfismo λ : pM3
// Z tal que

gλ = hM3 . Aśı tenemos el siguiente diagrama

pM1
pu // pM2

pv // pM3

λ

²²
pM1 pu

// pM2 r
// Z

Veamos que λpv = r. Efectivamente ya que como hM2 y g son C -
cuasi-isomorfismos, tenemos que el siguiente diagrama es conmutati-
vo, para un único morfismo s:

pM2

hM2

²²

s // Z

g

²²
M2 v

// M3

Pero, por definición de pv, tenemos que gλpv = hM3pv = vhM2 ; y por
otro lado tenemos que gr = hM2v, entonces por la unicidad, podemos
concluir que r = s = λpv. Por construcción de ϕ : pT // Tp ,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo con ϕM1 isomorfismo

p(TM1)

hTM1

²²

ϕM1 // T (pM1)

T (hM1 )

²²
TM1 TM1.

Lo obtenido hasta ahora lo podemos resumir el siguiente diagrama

pM1
pu // pM2

pv // pM3

λ

²²

pw // pTM1
ϕ // T (pM1)

pM1 pu
// pM2 r

// Z
t

// T (pM1),

donde por simplicidad omitimos el sub́ındice de ϕM1 . Veamos que
conmuta el último cuadrado, es decir ϕpw = tλ. Para ello probaremos
que whM3 = T (hM1)ϕpw y que whM3 = T (hM1)tλ

pM3

hM3

²²

pw //

tλ

##
pTM1

hTM1

²²

ϕ // TpM1

T (hM1 )

²²
M3 w

// TM1 TM1
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Por un lado tenemos que whM3 = hTM1pw = T (hM1)ϕpw y por
otro whM3 = wgλ = T (hM1)tλ, luego por la unicidad, tenemos que
tλ = ϕpw. Aśı tenemos la siguiente equivalencia

pM1
pu // pM2

pv // pM3

λ

²²

ϕpw // T (pM1)

pM1 pu
// pM2 r

// Z
t

// T (pM1).

Lo que nos implica que el renglón superior del diagrama anterior es
un triángulo. Por lo tanto, el funtor p es exacto.

2
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Caṕıtulo 2

Categoŕıas de Frobenius

2.1. Definiciones básicas

En este caṕıtulo nos dedicaremos al estudio de las categoŕıas de Frobenius, las
cuales veremos con un enfoque un poco diferente al cual aparece en la literatura.

DEFINICIÓN 2.1.
Sea C una categoŕıa aditiva. Un par (f, g) de morfismos

M
f // E

g // N

se llama exacto si y sólo si f es el núcleo de g y g es el conúcleo de f .

Un morfismo del par exacto M
f // E

g // N en el par exacto

M ′ f ′ // E′
g′ // N ′ es una terna de morfismos (u, v, w) que hacen conmu-

tativo al siguiente diagrama

M

u

²²

f // E

v

²²

g // N

w

²²
M ′

f ′
// E′

g′
// N ′.

Los pares exactos M
f // E

g // N y M ′ f ′ // E′
g′ // N ′ son isomorfos

si y sólo si existe un morfismo (u, v, w) entre ellos con u, v, w isomorfismos.
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2.1. DEFINICIONES BÁSICAS

DEFINICIÓN 2.2.
Sea C una categoŕıa aditiva y E una clase de pares exactos, cerrada bajo isomor-
fismos, diremos que f : M // E es E -inflación si existe g : E // N , tal

que (f, g) ∈ E y que es E -deflación si existe g : N // M , tal que (g, f) ∈ E .

Diremos que la sucesión M
f // E

g // N es una E -sucesión si (f, g) ∈ E .

EJEMPLO 2.3.
Si M,N ∈ C , tenemos el par exacto que llamaremos par exacto canónico

M

„
1
0

«

// M ⊕N
(0, 1)

// N.

Un par exacto M
f // E

g // N se divide si y sólo si es isomorfo al par
exacto canónico descrito antes.

DEFINICIÓN 2.4.
Sea C una categoŕıa aditiva. Una estructura exacta E en C es una clase de
pares exactos cerrada bajo isomorfismos que satisface:

(i) idM : M // M es E -inflación y E -deflación.

(ii) (a) Para cada E -sucesión M
f // E

g // N y cada morfismo

w : X // N existen una E -sucesión M
α // F

β // X y un
morfismo λ : F // E tales que hacen conmutar el siguiente dia-
grama

M
α // F

λ

²²

β // X

w

²²
M

f // E
g // N

donde el segundo cuadrado es pull-back.

(b) Para cada E -sucesión M
f // E

g // N y cada morfismo

u : M // X existen una E -sucesión X
α // F

β // N y un
morfismo λ : E // F tales que hacen conmutar al siguiente dia-
grama

M

u

²²

f // E

λ

²²

g // N

X α
// F

β
// N

donde el primer cuadrado es el push-out.
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2.1. DEFINICIONES BÁSICAS

(iii) Composición de inflaciones es inflación, al igual que la composición de
deflaciones es deflación.

(iv) Si u2u1 es inflación entonces u1 es inflación. Si v2v1 es deflación entonces
v2 es deflación.

Una categoŕıa exacta (C ,E ) es una pareja donde C es una categoŕıa aditiva
y E es una estructura exacta en C .

LEMA 2.5.
Sea (C ,E ) una categoŕıa exacta. Entonces:

(a) Si los renglones del siguiente diagrama conmutativo

M

u

²²

f // E

λ

²²

g // N

X α
// F

β
// N

son E -sucesiones, entonces M

„
f
u

«

// E ⊕X
(−λ, α)

// F es una E -
sucesión.

(b) Si los renglones del siguiente diagrama conmutativo

M
α // F

λ

²²

β // X

w

²²
M

f
// E g

// N

son E -sucesiones, entonces M

„
λ
β

«

// E ⊕X
(g,−w)

// F es una E -
sucesión.

DEMOSTRACIÓN.
ver apéndice de [?].

2

LEMA 2.6. (de Factorización)
Si en la categoŕıa exacta C = (C ,E ) tenemos el diagrama conmutativo

M1

u

²²

s1 // E1

v

²²

t1 // N1

w

²²
M2 s2

// E2 t2
// N2
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2.1. DEFINICIONES BÁSICAS

con renglones E -sucesiones, entonces tenemos un diagrama conmutativo:

M1

u

²²

s1 // E1

v1

²²

t1 // N1

M2
α // F

v2

²²

β // N1

w

²²
M2 s2

// E2 t2
// N2

con renglones E -sucesiones y además se tiene que v = v2v1.

DEMOSTRACIÓN.
Por la exactitud de C tenemos el siguiente diagrama conmutativo en C

M1

u

²²

s1 // E1

v1

²²

t1 // N1

M2 α
// F

β
// N1

con renglones E -sucesiones, donde el primer cuadrado es un pushout. Conside-
remos el pushout de {u, s1}

M1

u

²²

s1 // E1

v1

²² v

³³

t1 // N1

M2

s2 //

α
// F

v2 ÃÃ

β
// N1

E2

por la propiedad universal del push-out existe el morfismo
v2 : F // E2 tal que v2α = s2 y v2v1 = v. Como los renglones del siguien-

te diagrama son E -sucesiones, existe λ : N1
// N2 que hace conmutar al

siguiente diagrama en C

M2
α // F

v2

²²

β // N1

λ

²²
M2 s2

// E2 t2
// N2.
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Entonces obtenemos el siguiente diagrama

x1 : M1

u

²²

s1 // E1

v1

²²

t1 // N1

y : M2 α
// F

v2

²²

β
// N1

λ

²²
x2 : M2 s2

// E2 t2
// N2,

en el cual únicamente falta ver que λ = w. Recordemos que βv1 = t1, luego:

λt1 = λβv1 = t2v2v1 = t2v = wt1

y como t1 es epimorfismo, concluimos que λ = w.
2

DEFINICIÓN 2.7.
Sea (C ,E ) una categoŕıa exacta:

(i) P ∈ C se llama E -proyectivo si cualquier E -sucesión X
f // E

g // P
se divide.

(ii) I ∈ C se llama E -inyectivo si cualquier E -sucesión I
f // E

g // X
se divide.

Veamos una caracterización útil de los E -proyectivos y de los E -inyectivos.

PROPOSICIÓN 2.8.
Sea P ∈ C . Diremos que P es E -proyectivo si y sólo si para cada E -sucesión

X
f // E

g // Y y cada morfismo s : P // Y , existe el morfismo
λ : P // E tal que hace conmutar al siguiente diagrama

P
λ

~~
s

²²
X

f
// E g

// Y.

DEMOSTRACIÓN.
⇒ Consideremos la siguiente gráfica, cuyo renglón es una E -sucesión,

P

s

²²
X

f // E
g // Y
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2.1. DEFINICIONES BÁSICAS

y construyamos el pull-back

X
u // F

λ

²²

v // P

s

²²
X

f // E
g // Y.

Por hipótesis tenemos que P es E -proyectivo, entonces la E -sucesión

X
u // F

v // P

se divide, es decir, existe µ : P // F tal que vµ = IdP . Entonces

gλµ = svµ = sIdP = s.

Luego, tenemos que el siguiente diagrama conmuta

P
λµ

~~
s

²²
X

f
// E g

// Y.

⇐ Como para toda E -sucesión X
f // E

g // Y y para todo morfismo
s : P // Y se tiene el siguiente diagrama conmutativo

P
λ

ÄÄ
s

²²
X

f // E
g // Y,

en particular lo tenemos para Y = P , y s = IdP . Aśı, tenemos que la E -sucesión

X
f // E

g // P se divide.
2

PROPOSICIÓN 2.9.
Sea I ∈ C . Diremos que I es E -inyectivo si y sólo si para cada E -sucesión

X
f // E

g // Y y cada morfismo s : X // I , existe el morfismo
λ : E // I tal que hace conmutar al siguiente diagrama

X

s

²²

f // E

λ~~

g // Y.

I
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2.1. DEFINICIONES BÁSICAS

DEMOSTRACIÓN.
⇒ Considere la siguiente E -sucesión y un morfismo s : X // I

X

s

²²

f // E
g // Y.

I

Construyamos el push-out

X

s

²²

f // E

λ

²²

g // Y

I u
// F v

// Y.

Por hipótesis, I es E -inyectivo, entonces la E -sucesión I
u // F

v // Y se
divide, entonces existe µ : F // I , tal que µu = IdI , aśı tenemos que
µ(λf) = µus = IdIs = s

X

s

²²

f // E

µλ~~

g // Y.

I

⇐ Para cada E -sucesión X
f // E

g // Y y todo s : X // I existe
λ tal que el siguiente diagrama conmuta

X

s

²²

f // E

λ~~

g // Y

I.

En particular, si X = I y s = IdI , tenemos que λf = IdI , es decir la E -sucesión

I
f // E

g // Y se divide.
2

DEFINICIÓN 2.10.
Sea (C ,E ) una categoŕıa exacta.

(i) Diremos que (C ,E ) tiene suficientes proyectivos si, para cada X ∈ C ,
existe una E -sucesión Y

u // P
v // X donde P es E -proyectivo.

(ii) Diremos que (C ,E ) tiene suficientes inyectivos si, para cada X ∈ C , existe
una E -sucesión X

u // J
v // Y donde J es E -inyectivo.
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2.2. LA CATEGORÍA ESTABLE

DEFINICIÓN 2.11.
Una categoŕıa exacta (C ,E ) se llama Categoŕıa de Frobenius si tiene suficien-
tes E -proyectivos, tiene suficientes E -inyectivos, y los E -proyectivos son los E -
inyectivos.

2.2. La categoŕıa estable

DEFINICIÓN 2.12.
Sea (C ,E ) una categoŕıa de Frobenius. Para M,N ∈ Obj(C ), denotaremos
por P (M,N) al subgrupo de HomC (M,N) formado por todos los morfismos
f : M // N en C tales que se factorizan a través de un proyectivo (in-
yectivo). La categoŕıa estable C tiene por definición los mismos objetos que C ,
pero sus morfismos están dados por

HomC (M,N) :=
HomC (M,N)

P(M,N)
.

Si f ∈ HomC (M,N) y g ∈ HomC (N,L), g ◦ f := gf ∈ HomC (M,L).

OBSERVACIÓN 2.13.
C es una categoŕıa aditiva y la proyección canónica π : C // C que env́ıa
cada objeto en si mismo y cada morfismo en su clase módulo P , es un funtor
aditivo.

PROPOSICIÓN 2.14.
Sea (C ,E ) una categoŕıa exacta. Entonces cada diagrama en C

X

f

²²

u // J
v // M

Y
α // K

β // N,

con renglones E -sucesiones y J,K E -inyectivos se puede completar a un diagra-
ma conmutativo en C :

X

f

²²

u // J
v //

f̂

²²

M

f̃

²²
Y

α // K
β // N.
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2.2. LA CATEGORÍA ESTABLE

DEMOSTRACIÓN.
Tenemos el diagrama

X

f

²²

u // J
v // M

Y
α // K

β // N

con J,K E -inyectivos y renglones E -sucesiones. Como K es E -inyectivo, enton-
ces existe f̂ : J // K tal que f̂u = αf . Por otro lado,

(βf̂)u = β(f̂u) = β(αf) = (βα)f = 0f = 0,

y como v es el conúcleo de u, entonces por la propiedad universal del conúcleo
existe un único morfismo f̃ : M // N tal que βf̂ = f̃v. En resumen, tene-
mos el siguiente diagrama conmutativo

X

f

²²

u // J

f̂

²²

v // M

ef
²²

Y
α // K

β // N.

2

PROPOSICIÓN 2.15.
Sea (C ,E ) una categoŕıa exacta. Entonces cada diagrama en C

M
u // J

v // X

f

²²
N

α // K
β // Y,

con renglones E -sucesiones y J,K E -proyectivos se puede completar a un dia-
grama conmutativo en C :

M

f̃

²²

u // J

f̂

²²

v // X

f

²²
N

α // K
β // Y.

DEMOSTRACIÓN.
Tenemos el diagrama

M
u // J

v // X

f

²²
N

α // K
β // Y
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2.2. LA CATEGORÍA ESTABLE

con J,K E -proyectivos y renglones E -sucesiones. Como J es E -proyectivo, en-
tonces existe f̂ : J // K tal que βf̂ = fv. Por otro lado, note que β(f̂u) =
fvu = 0. Pero sabemos que α es el núcleo de β, entonces por la propiedad uni-
versal del núcleo existe un único morfismo f̃ : M // N tal que αf̃ = f̂u.
Entonces tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo

M

ef
²²

u // J

f̂

²²

v // X

f

²²
N

α // K
β // Y.

2

La siguiente cuestión es, si estos morfismos inducidos son únicos. La res-
puesta es que lo serán únicamente en C y lo demostraremos en la siguiente
proposición.

PROPOSICIÓN 2.16.
Sea (C ,E ) una categoŕıa de Frobenius. Consideremos a los siguientes diagramas
conmutativos en C

X

f

²²

u // IX

f̂

²²

v // M

f̃

²²

y X

f

²²

u // IX

ĝ

²²

v // M

g̃

²²
Y

α // IY
β // N Y

α // IY
β // N

con renglones E -sucesiones y IX , IY E -inyectivos. Entonces π(f̃) = π(g̃).

DEMOSTRACIÓN.
Por hipótesis, tenemos los siguientes diagramas conmutativos en C

X

f

²²

u // IX

f̂

²²

v // M

f̃

²²

y X

f

²²

u // IX

ĝ

²²

v // M

g̃

²²
Y

α // IY
β // N Y

α // IY
β // N.

Vamos a probar que f̃ − g̃ se factoriza a través de un E -proyectivo. Para esto
consideremos el siguiente diagrama conmutativo en C :

X

0

²²

u // IX

f̂−ĝ
²²

v // M

ef−eg
²²

Y α
// IY

β
// N.

Entonces, tenemos que (f̂ − ĝ)u = 0, pero v es el conúcleo de u, luego por la
propiedad universal del conúcleo, existe un único morfismo λ : M // IY tal
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que λv = f̂ − ĝ. Queremos ver que en el siguiente diagrama el triángulo inferior
es conmutativo

X

0

²²

u // IX

f̂−ĝ
²²

v // M
λ

~~
ef−eg

²²
Y α

// IY
β

// N.

Como β(λv) = β(f̂−ĝ) = βf̂−βĝ = f̃v−g̃v = (f̃−g̃)v, y v es epimorfismo luego
βλ = f̃ − g̃. Entonces tenemos que f̃ − g̃ se factoriza a través de un proyectivo
y esto concluye que π(f̃) = π(g̃) en C .

2

El dual de esta proposición también es cierto.

PROPOSICIÓN 2.17.
Sea (C ,E ) una categoŕıa de Frobenius. Supongamos que tenemos en C los si-
guientes diagramas conmutativos

M

f̃

²²

u // PX

f̂

²²

v // X

f

²²

y M

g̃

²²

u // PX

ĝ

²²

v // X

g

²²
N

α // PY
β // Y N

α // PY
β // Y

con renglones E -sucesiones y PX , PY E -proyectivos. Entonces π(f̃) = π(g̃).

DEMOSTRACIÓN.
Tenemos los siguientes diagramas conmutativos en C

M

f̃

²²

u // PX

f̂

²²

v // X

f

²²

y M

g̃

²²

u // PX

ĝ

²²

v // X

f

²²
N

α // PY
β // Y N

α // PY
β // Y.

Vamos a probar que f̃−g̃ se factoriza a través de un E -proyectivo. Consideremos
el siguiente diagrama conmutativo en C :

M

ef−eg
²²

u // PX

f̂−ĝ
²²

v // X

0

²²
N α

// PY
β

// Y.

Entonces, β(f̂ − ĝ) = 0, y como α es el núcleo de β, por la propiedad universal
del núcleo, existe un único morfismo λ : PX // N tal que αλ = f̂ − ĝ:

M

ef−eg
²²

u // PX

λ}}
f̂−ĝ

²²

v // X

0

²²
N α

// PY
β

// Y.
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Falta ver que el triángulo superior conmuta. Tenemos

(αλ)u = (f̂ − ĝ)u = f̂u− ĝu = αf̃ − αg̃ = α(f̃ − g̃)

y como α es monomorfismo, concluimos que f̃−g̃ = λu, es decir f̃−g̃ se factoriza
a través de un E -proyectivo.

2

DEFINICIÓN 2.18.
Vamos a definir un funtor. T : C // C . Veamos la asignación de los obje-

tos de C . Dado X ∈ C elijamos una E -sucesión X
uX // IX

vX // Y , con IX
E -inyectivo. Definamos a T (X) := Y . Ahora veamos la asignación de T en mor-
fismos, sea f : X // Y un morfismo en C , y consideremos las E -sucesiones

elegidas de X y Y, X
uX // IX

vX // T (X) y Y
uX // IY

vY // T (Y ), res-
pectivamente. Entonces por la proposición 2.14 tenemos el siguiente diagrama
conmutativo en C

X

f

²²

uX // IX

f̂

²²

vX // T (X)

f̃

²²
Y uY

// IY vY

// T (Y ).

Definamos T (f) := π(f̃), donde π : C // C es la proyección canónica. No-
temos que T está bien definida en morfismos gracias a la proposición 2.16.

PROPOSICIÓN 2.19.
T : C // C es un funtor aditivo.

DEMOSTRACIÓN.
Supongamos que el siguiente diagrama conmuta en C , para i = 1, 2.

X

fi

²²

uX // IX

f̂i

²²

vX // T (X)

efi

²²
Y uY

// IY vY

// T (Y ).

Entonces, también el siguiente diagrama conmuta

X

f1+f2

²²

uX // IX

f̂1+f̂2

²²

vX // T (X)

f̃1+f̃2
²²

Y uY

// IY vY

// T (Y ).

Por definición de T tenemos que

T (f1 + f2) = π(f̃1 + f̃2) = π(f̃1) + π(f̃2) = T (f1) + T (f2).
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Ahora veamos que T (g ◦ f) = T (g) ◦ T (f). Sean f ∈ HomC (X,Y) y g ∈
HomC (Y,Z). Tenemos el siguiente diagrama en donde todos los cuadrados in-
teriores son conmutativos

X

f

²²

uX // IX

f̂

²²

vX // T (X)

f̃

²²
Y

g

²²

uY // IY

ĝ

²²

vY // T (Y )

g̃

²²
Z uZ

// IZ vZ

// T (Z);

por lo tanto el cuadrado exterior también conmuta

X

gf

²²

uX // IX

ĝf̂

²²

vX // T (X)

g̃f̃

²²
Z uZ

// IZ vZ

// T (Z).

Entonces tenemos que T (gf) = π(g̃f̃) = π(g̃)π(f̃) = T (g)T (f). Finalmente, si
X ∈ C tenemos el siguiente diagrama conmutativo en C :

X

1X

²²

uX // IX

1IX

²²

vX // T (X)

1T X

²²
X uX

// IX vX

// T (X).

Entonces, T (1X) = π(1TX
) = 1T (X). Aśı, hemos probado que T es un funtor

aditivo.
2

AFIRMACIÓN 2.20.
Ker(T)={f | f se factoriza a través de un E -proyectivo}
DEMOSTRACIÓN.
Sea f ∈ HomC (X,Y) tal que T (f) = 0, lo cual nos dice que el morfismo

f̃ : T (X) // T (Y ) se factoriza a través de algún E -proyectivo P , es decir,
tenemos el siguiente diagrama en C :

X

f

²²

uX // IX

bf

²²

vX // T (X)

α

||yy
yy

yy
yy

ef

²²

P

λ~~~
~

~
~

β

""EE
EE

EE
EE

Y uY

// IY vY

// T (Y ).
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Suponga que f̃ = βα. Como P es proyectivo y el renglón inferior es una
E -sucesión, existe el morfismo λ : P // IY tal que vY λ = β. Definamos
η := λα, aśı tenemos el siguiente diagrama.

X

f

²²

uX // IX

bf−ηvX

²²

vX // T (X)

η
||yyyyyyyy

ef
²²

Y uY

// IY vY

// T (Y ).

Veamos que vY (f̂ − ηvX) = 0.

vY (f̂ − ηvX) = vY f̂ − vY ηvX = vY f̂ − vY λαvX

= vY f̂ − βαvX = vY f̂ − f̃vX = vY f̂ − vY f̂ = 0.

Como uY es el núcleo de vY , por la propiedad universal del núcleo, existe un
único morfismo σ : IX // Y tal que f̂ − ηvX = uY σ, es decir, tenemos el
siguiente diagrama en el cual, el triángulo inferior del primer cuadrado, conmuta

X

f

²²

uX // IX

σ
ÄÄ

f̂−ηvX

²²

vX // T (X)

f̃

²²
Y uY

// IY vY

// T (Y ).

Veamos que σuX = f

uY σuX = (f̂ − ηvX)uX = f̂uX − ηvXuX = f̂uX = uY f

como uY es monomorfismo, entonces σuX = f . Luego f se factoriza a través
del E -proyectivo, IX . Por otro lado, supongamos que f ∈ HomC (X,Y) y es tal
que se factoriza a través de un proyectivo P

X

α
ÃÃA

AA
AA

AA
A

f // Y

P.

β

>>}}}}}}}

Aplicando el funtor T , obtenemos el siguiente diagrama

T (X)

T (α) ##GG
GG

GG
GG

G
T (f) // T (Y )

T (P )
T (β)

;;wwwwwwww

donde T (f) = T (β)T (α) = 0, pues como P es proyectivo, T (P ) = 0, por lo
tanto T (β) = 0 y T (α) = 0. Aśı, f ∈ Ker(T).

2
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COROLARIO 2.21.
El funtor T : C // C induce un funtor aditivo a nivel de la categoŕıa estable,
que denotaremos con el mismo śımbolo T .

DEFINICIÓN 2.22.
De manera análoga vamos a definir un funtor S : C // C . Veamos la asig-
nación de los objetos de C . Dado X ∈ C elijamos la siguiente E -sucesión

Y
αX // PX

βX // X con PX E -proyectivo. Definamos a S(X) = Y . Ahora

definamos a S en morfismos. Sea f : X // Y un morfismo en C . Conside-
remos las E -sucesiones elegidas para X y Y , respectivamente, y el morfismo de
E -sucesiones inducido

S(X)

f̃

²²

αX // PX

f̂

²²

βX // X

f

²²
S(Y )

αX // PY
βY // Y.

Definimos S(f) := π(f̃), donde π : C // C es la proyección canónica. No-
temos que la proposición 2.17 nos dice que T (f) no depende del morfismo de
E -sucesiones (f̃ , f̂ , f) que levanta a f .

PROPOSICIÓN 2.23.
S : C // C es funtor aditivo.

DEMOSTRACIÓN.
Supongamos que el siguiente diagrama conmuta en C para toda i = 1, 2.

S(X)

f̃i

²²

αX // PX

f̂i

²²

βX // X

fi

²²
S(Y )

αY

// PY
βY

// Y.

Entonces, también conmuta el siguiente diagrama

S(X)

f̃1+f̃2
²²

αX // PX

f̂1+f̂2

²²

βX // X

f1+f2

²²
S(Y )

αY // PY
βY // Y.

Por la definición de S, tenemos que

S(f1 + f2) = π(f̃1 + f̃2) = π(f̃1) + π(f̃2) = S(f1) + S(f2).

Veamos que S(g ◦ f) = S(g) ◦ S(f). Sean f ∈ HomC (X,Y) y g ∈ HomC (Y,Z).
Tenemos el siguiente diagrama en el cual todos los cuadrados interiores son
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conmutativos

S(X)

f̃

²²

αX // PX

f̂

²²

βX // X

f

²²
S(Y )

g̃

²²

αY // PY

ĝ

²²

βY // Y

g

²²
S(Z)

αZ

// PZ
βZ

// Z

luego, tenemos que el cuadrado exterior también conmuta. Entonces tenemos
que

S(gf) = π(g̃f̃) = π(g̃)π(f̃) = S(g)S(f).

Finalmente, si X ∈ C , tenemos el siguiente diagrama conmutativo en C

S(X)

1S(X)

²²

αX // PX

1PX

²²

βX // X

1X

²²
S(X)

αX

// PX
βX

// X.

Entonces, S(1X) = π(1S(X)) = 1S(X). Aśı, hemos probado que S es un funtor
aditivo.

2

PROPOSICIÓN 2.24.
Ker(S)={f | f se factoriza a través de un E -proyectivo}
DEMOSTRACIÓN.
Sea f en HomC (X,Y) tal que S(f) = 0, entonces el morfismo f̃ se factoriza a
través de algún E -inyectivo I, luego tenemos el siguiente diagrama

S(X)
u

!!CC
CC

CC
CC

ef

²²

αX // PX

λ
ÄÄ

bf

²²

βX // X

f

²²

I

v}}{{
{{

{{
{{

S(Y )
αY

// PY
βY

// Y.

Aśı tenemos que f̃ = vu, como I es E -inyectivo, existe λ tal que λαX = u.
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Definamos η := vλ : PX // S(Y ) , aśı tenemos el siguiente diagrama

S(X)

ef
²²

αX // PX

η
||yyyyyyyy

bf−αY η

²²

βX // X

f

²²
S(Y )

αY

// PY
βY

// Y.

Veamos que (f̂ − αY η)αX = 0

(f̂ − αY η)αX = f̂αX − αY ηαX = f̂αX − αY (vλ)αX

= f̂αX − αY vu = f̂αX − αY f̃ = f̂αX − f̂αX = 0.

Pero como βX es el conúcleo de αX , por la propiedad universal del conúcleo
existe un único morfismo σ : X // PY tal que f̂ − αY η = σβX . Es decir,
tenemos el siguiente diagrama en el cual el triángulo superior del segundo cua-
drado, conmuta

S(X)

ef
²²

αX // PX

bf−αY η

²²

βX // X

σ
~~

f

²²
S(Y )

αY

// PY
βY

// Y.

Veamos que el triángulo inferior del segundo cuadrado también conmuta. Te-
nemos βY σβX = βY (f̂ − αY η) = βY f̂ − βY αY η = βY f̂ = fβX , y, entonces,
βY σ = f . Luego, f se factoriza a través de un E -proyectivo. Ahora sea f en
HomC (X,Y) tal que se factoriza a través de un E -inyectivo I

X

u
ÃÃ@

@@
@@

@@
f // Y

I.

v

??~~~~~~~

Aplicando el funtor S, obtenemos

S(X)

S(u) ##GGGGGGGG
S(f) // S(Y )

S(I).
S(v)

;;wwwwwwww

Entonces S(f) = S(v)S(u) = 0, pues como I es E -inyectivo, S(I) = 0 y esto
nos dice que S(v) = 0 y T (u) = 0. Aśı f ∈ Ker(S).

2

COROLARIO 2.25.
El funtor S : C // C induce un funtor aditivo C // C , que denotare-
mos con el mismo śımbolo S.
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PROPOSICIÓN 2.26.
TS ∼= IdC

∼= ST

DEMOSTRACIÓN.

Consideremos X ∈ C y elijamos a la E -sucesión S(X) α // PX
β // X . No-

temos que también S(X) ∈ C . Entonces hemos elegido la siguiente E -sucesión
S(X) u // IS(X)

v // TS(X) . Aplicando dos veces la proposición 2.14 ob-
tenemos el siguiente diagrama conmutativo en C

S(X) α // PX

λ

²²

β // X

λ̃

²²
S(X) u // IS(X)

γ

²²

v // TS(X)

γ̃

²²
S(X) α // PX

β // X.

Definamos ρX := π(λ̃) y σX := π(γ̃), donde π : C // C es la proyección
canónica. También tenemos el diagrama conmutativo

S(X) α // PX
β // X

1X

²²
S(X)

α
// PX

β
// X.

Por la proposición 2.16 tenemos que

σXρX = π(γ̃)π(λ̃) = π(γ̃λ̃) = π(1X) = 1X .

Análogamente se muestra que ρXσX = 1TS(X). Similarmente, si X ∈ C ,

elijamos a la siguiente E -sucesión X
u // IX

v // T (X) .
Observemos que T (X) ∈ C , por lo tanto elijamos a la siguiente E -sucesión

ST (X) α // PT (X)
β // T (X) . Aplicando dos veces la proposición 2.15 a

1T (X) obtenemos el diagrama conmutativo en C

X

λ̃′

²²

u // IX

λ′

²²

v // T (X)

ST (X)

γ̃′

²²

α // PT (X)

γ′

²²

β // T (X)

X
u // IX

v // T (X).
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Definamos ρ′X : π(λ̃′) y σ′X : π(γ̃′), donde π : C // C es la proyección
canónica. Aplicando la proposición 2.15 al diagrama conmutativo anterior y al
siguiente

X
u // IX

v // T (X)

1T (X)

²²
X u

// IX v
// T (X)

obtenemos σ′Xρ
′
X = π(λ̃′)π(γ̃′) = π(λ̃′γ̃′) = π(1X) = 1X .

Similarmente, se muestra que ρ′Xσ
′
X = 1ST (X). En este punto nos falta un

detalle por probar, la naturalidad de los morfismos ρX , σX , ρ′X y σ′X . Veamos
primero la naturalidad de ρ′X . Lo que queremos probar es que el siguiente dia-
grama es conmutativo, para cada π(f) ∈ HomC (X,Y),

X

π(f)

²²

ρ′X // ST (X)

TS(f)

²²
Y

ρ′Y

// ST (Y ).

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en C

X

f

²²

uX // IX

f̂

²²

vX // T (X)

f̃

²²
Y

λ̃′Y
²²

uY // IY

λ′Y
²²

vY // T (Y )

1T (Y )

ST (Y )
α

// PT (Y )
β

// T (Y )

obtenido de aplicar la proposición 2.14 a f y a 1T (Y ). Por otro lado tenemos el
siguiente diagrama conmutativo en C

X

λ̃′X
²²

uX // IX

λ′X
²²

vX // T (X)

1T (X)

ST (X)

f̃2
²²

αX // PT (X)

f̃1
²²

βX // T (X)

f̃

²²
ST (Y )

αY // PT (Y )
βY // T (Y )

que se obtiene de aplicar la proposición 2.15 a 1T (X) y a f̃ . Aplicando la proposi-
ción 2.17 a los dos últimos diagramas obtenemos π(f̃2λ̃′X) = π(λ̃′Y f). Entonces,

ρ′Y π(f) = π(λ̃′Y )π(f) = π(λ̃′Y f) = π(f̃2λ̃′X) = π(f̃2)π(λ̃′X)
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= S(f̃)ρ′X = S(π(f̃))ρ′X = ST (f)ρ′X .

Veamos la naturalidad de σ′X . Lo veremos es que, en C , el diagrama es
conmutativo

ST (X)

ST (f)

²²

σ′X // X

π(f)

²²
ST (Y )

σ′Y

// Y.

Esto es consecuencia de la proposición ??, pues σ′X = (ρ′X)−1 para cada X ∈ C .
La prueba de que ρ : 1C // TS es una transformación natural con inversa
σ es similar a la hecha anteriormente.

2

LEMA 2.27.
Consideremos que X

uX // IX
vX // T (X) y S(X)

αX

// PX
βX

// X son

nuestras elecciones de E -sucesiones, ∀X ∈ C , de tal forma que ST (X) = X

y TS(X) = X. Entonces, T : C // C es un automorfismo.

DEMOSTRACIÓN.
Sabemos que T es una biyección en la clase de objetos de C con inversa S. Sea
π(f) ∈ HomC (X,Y). Por la proposición 2.14, tenemos el diagrama conmutativo
en C

X

f

²²

uX // IX

f̂

²²

vX // T (X)

f̃

²²
Y αX

// IY
βX

// T (Y ).

Por la proposición 2.15, también tenemos el siguiente diagrama conmutativo en
C

X = STX

f̃1

²²

αTX // PTX

f̂1
²²

βTX // T (X)

f̃

²²
Y = STY αTX

// PTY βTX

// T (Y ).

Por la proposición 2.17, π(f) = π(f̃1). Entonces,

π(f) = π(f̃1) = S(π(f̃)) = ST (π(f)).

Luego, ST = idC . Similarmente se prueba que TS = idC .
2
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DEFINICIÓN 2.28.
Sean M,N ∈ C . Denotaremos por ExtC (N,M), al conjunto de las clases de
equivalencia [x] de E -sucesiones x : M

u // E
v // N por la siguiente rela-

ción de equivalencia: x ∼ y si y sólo si existe un diagrama conmutativo

M
u // E

λ

²²

v // N

M s
// F

t
// N,

donde λ es un isomorfismo.

PROPOSICIÓN 2.29.
(a) Supongamos que los siguientes diagramas son conmutativos, y sus renglones
son E -sucesiones

x : M
s1 // E1

λ

²²

t1 // N1

v

²²

y : M
α // F

u

²²

β // N1

v

²²
M2 s2

// E2 t2
// N2 M2 s2

// E2 t2
// N2.

Entonces x ∼ y.
(b) Supongamos que los siguientes diagramas son conmutativos, y sus renglones
son E -sucesiones

M1

u

²²

s1 // E1

v

²²

t1 // N M1

u

²²

s1 // E1

µ

²²

t1 // N

x : M2 s2
// E2 t2

// N y : M2 α
// F

β
// N.

Entonces x ∼ y.

DEMOSTRACIÓN.
Haremos la demostración del inciso (b), el otro caso de prueba de manera análo-
ga. Aplicando el lema de factorización 2.6 al diagrama conmutativo de la iz-
quierda, con w = IdN obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

M1

u

²²

s1 // E1

µ

²²

t1 // N

z : M2 α
// F

µ′

²²

β
// N

x : M2 s2
// E2 t2

//// N,
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donde el cuadrado superior izquierdo es el push-out y µ′µ = v. Entonces los
últimos dos renglones son E -sucesiones equivalentes; z ∼ x. Similarmente se
puede ver que y ∼ z. Por tanto, x ∼ y.

2

LEMA 2.30.
ψ : HomC (M,T(N)) // ExtC (M,N), es un isomorfismo.

DEMOSTRACIÓN.
Primero definamos al morfismo ψ : HomC (M,T(N)) // ExtC (M,N), como
sigue. Dado π(u) ∈ HomC (M,T(N)). Entonces ψ(π(u)) := [xu] donde xu es el
pull-back

xu : N
s1 // E

g

²²

t1 // M

u

²²
N uN

// IN vN

// T (N).

Veamos que:

(a) ψ está bien definida.
Sean u, v ∈ HomC (M,T(N)) tales que ψ(π(u)) = ψ(π(v)). Por construc-
ción, tenemos los pull-backs

xu : N
s1 // E

g

²²

t1 // M

u

²²
N uN

// IN vN

// T (N)

xv : N
s2 // F

g′

²²

t2 // M

v

²²
N uN

// IN vN

// T (N).

Veamos que xu ∼ xv. Como π(u) = π(v), entonces 0 = π(v) − π(u) =
π(v − u), luego tenemos que v − u se factoriza a través del E -proyectivo
IN

xu : N
s1 // E

g

²²

t1 // M

λ{{
v−u

²²
N uN

// IN vN

// T (N),
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de donde tenemos que v − u = vNλ. Aśı tenemos el siguiente diagrama

N
s1 // E

g+λt1

²²

t1 // M

v=u+vNλ

²²
N uN

// IN vN

// T (N).

Veamos que conmuta

vN (g + λt1) = vNg + vNλt1 = ut1 + (v − u)t1 = vt1,

luego el último diagrama es conmutativo. Luego por el inciso (a) de la
proposición 2.29 se tiene que xu ∼ xv.

(b) ψ es inyectiva.
Sean u, v ∈ HomC (M,T(N)) tales xu = xv, donde

xu : N
s1 // E1

g

²²

t1 // M

u

²²

xv : N

²²

s2 // E2

g′

²²

t2 // M

v

²²
N uN

// IN vN

// T (N) N uN

// IN vN

// T (N).

Por hipótesis, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

N
s1 // E1

λ

²²

t1 // M

h~~||
||

||
||

N s2
// E2 t2

// M,

donde λ es isomorfismo. Observemos que vNg = ut1 = ut2λ y que

vNg
′λ = vt2λ = vt1 . Como g′λ, g : E1

// IN , al precomponer su di-
ferencia con s1 obtenemos

(g′λ− g)s1 = g′λs1 − gs1 = g′s2 − gs1 = uN − uN = 0,

recordemos que t1 es el conúcleo de s1, por lo tanto, existe el morfismo
h : M // IN tal que ht1 = g′λ− g, es decir

N
s1 // E1

g′λ−g
²²

t1 // M

v−u
²²

N uN

// IN vN

// T (N).
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Componiendo g′λ− g con vN , por un lado tenemos vN (g′λ− g) = vNht1.
Por otro

vN (g′λ− g) = vNg
′λ− vNg = vt2λ− ut1 = vt1 − ut1 = (v − u)t1

como t1 es epimorfismo, tenemos que v − u = vNh, es decir v − u se
factoriza a través de un E -proyectivo, luego π(v) = π(u).

(c) ψ es suprayectiva.

Sea [x] ∈ ExtC (M,N) donde x es la E -sucesión N
s // E

t // M .
Tenemos el siguiente cuadrado conmutativo

x : N
s // E

g

²²

t // M

u

²²
N uN

// IN vN

// T (N)

donde g existe por ser IN E -inyectivo y u es inducido por el primer cua-
drado conmutativo. Por el inciso (a) de la proposición 2.29 el diagrama
es un push-out. Luego tenemos que π(u) ∈ HomC (M,T(N)) es tal que
ψ(π(u)) = [x].

2

Veamos la naturalidad del isomorfismo entre funtores C op × C // Set

ψ : HomC (π(−),Tπ(∗)) // ExtC (−, ∗)

PROPOSICIÓN 2.31.
ψ es natural en la variable M .

DEMOSTRACIÓN.

Sea M
f // M1 un morfismo en C . Lo que debemos probar, es que el siguiente

diagrama conmuta

HomC (N,T(M))

T (π(f))∗

²²

ψN,M // ExtC (N,M)

f∗

²²
HomC (N,T(M1))

ψN,M1

// ExtC (N,M1),

donde T (π(f))∗ := HomC (1,T(π(f))) y f∗ := ExtC (1, f).
Sea π(g) ∈ HomC (N,T(M)) y sea x = ψN,M (π(g)). Luego, tenemos el dia-
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grama conmutativo

x : M
s // E

²²

t // N

g

²²
M

f

²²

uM

// IM

f̂

²²

vM

// T (M)

f̃

²²
M1 uM1

// IM1 vM1

// T (M1).

Aśı tenemos el siguiente push-out

x : M

f

²²

s // E

²²

t // N

ξ := ExtC (1, f)(x) : M1 s1
// L

t1
// N.

El siguiente morfismo de E -sucesiones

M

f

²²

s // E

²²

t // N

f̃g
²²

M1 uM1

// IM1 vM1

// T (M1)

induce, por el lema de factorización 2.6, el siguiente diagrama conmutativo:

M

f

²²

s // E

²²

t // N

ξ : M1 s1
// L

²²

t1
// N

f̃g

²²
M1 uM1

// JM1 vM1

// T (M1).

Entonces, como T (f)π(g) = π(f̃)π(g) = π(f̃g), tenemos

ψN,M1(T (f)π(g)) = ψ(π(f̃g)) = [xf̃g] = [ξ] = f∗(ψN,M (π(g))).

Esto nos demuestra la conmutatividad del diagrama deseado.
2
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PROPOSICIÓN 2.32.
ψ es natural en la variable N .

DEMOSTRACIÓN.
Sea π(f) : N1

// N2 un morfismo en C , ahora deseamos probar la conmu-
tatividad del siguiente diagrama

HomC (N1,T(M))
ψN1,M // ExtC (N1,M)

HomC (N2,T(M))

π(f)∗

OO

ψN2,M

// Ext1C (N2,M)

Ext(f,1M )

OO

donde π(f)∗ := HomC (π(f), 1TM). Sea π(g) ∈ HomC (N2,T(M)). Por un lado
tenemos [x] := ψN2,M (π(g)), al aplicarle ExtC (f, 1M) obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo

M
s1 // E1

²²

t1 // N1

f

²²

: ExtC (f, 1M)x

M
s // E

²²

t // N2

g

²²

: x

M uM

// IM vM

// TM.

En particular, tenemos que conmuta

M
s1 // E1

²²

t1 // N1

gf

²²
M uM

// IM vM

// TM

es decir

ExtC (f, 1M)ψN2,M(π(g)) = Ext(f, 1M)[x] = [xgf ] = ψ(π(gf)) = ψ(π(g)π(f)).

2

OBSERVACIÓN 2.33.
Se puede ver que ψ es un isomorfismo de espacios vectoriales si a ExtC (M,N) se
le da estructura de espacio vectorial “copiando” la estructura de HomC (M,T(N)),
es decir, si a, b ∈ ExtC (M,N) y λ ∈ k, definimos a la “suma” como sigue
a+ b := ψ(ψ−1(a) + ψ−1(b)) y la “multiplicación por escalar” la definimos co-

mo λa := ψ(λψ−1(a)) . La “suma” de ExtC (M,N) coincide con la suma de
ExtC (M,N) igual que en las categoŕıas abelianas.
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2.3. La categoŕıa estable es triangulada

Sea (C ,E ) una categoŕıa de Frobenius, sea C su categoŕıa estable, y su-
pongamos que se cumplen las hipótesis del lema 2.27 lo que nos implica que
T : C // C es el automorfismo definido en la sección anterior.

DEFINICIÓN 2.34.

Una sexteta estandar de C es de la forma M
π(u) // E

π(v) // N
π(f) // TM en

donde x : M
u // E

v // N es una E -sucesión y ψN,M (π(f)) = [x]. La últi-
ma igualdad es equivalente a la conmutatividad en C del diagrama

M
u // E

²²

v // N

f

²²
M uM

// IM vM

// TM.

Diremos que una sexteta es un triángulo en C si es isomorfa a un sexteta
estandar.

LEMA 2.35.
Si M

s // E
t // N es una E -sucesión, entonces existe w : N // TM

tal que M
π(s) // E

π(t) // N
π(w) // TM es un triángulo en C .

DEMOSTRACIÓN.
Consideremos la E -sucesión canónica M

u // J(M) v // TM y notamos

que, como J(M) es E -inyectivo, existe un morfismo λ : E // J(M) tal que

λs = u. En consecuencia existe un morfismo w : N // TM tal que hace
conmutar al siguiente diagrama

M
s // E

λ

²²

t // N

w

²²
M u

// J(M)
v

// TM.

2

LEMA 2.36.
Sea (C ,E ) una categoŕıa de Frobenius y sea π : C // C la proyección canóni-
ca en la categoŕıa estable. Si I ∈ C es E -inyectivo, entonces las sextetas

M

π
(

f
g

)
// L⊕ I

π(α, β)
// N

π(γ) // TM

y

M
π(f) // L

π(α) // N
π(γ) // TM

son isomorfas en C .
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DEMOSTRACIÓN.
Veamos que el siguiente diagrama conmuta en C :

M

π
(

f
g

)
// L⊕ I

π(α,β) // N
π(γ)

// TM

M
π(f)

// L

π
(

1
0

) OO

π(α)
// N

π(γ)
// TM.

Note que sólo falta verificar que el primer cuadro conmuta pues el segundo lo
hace ya que

(α, β)
(

1
0

)
= α.

El primer cuadro conmuta si y sólo si
(

π(f)
0

)
= π

(
1
0

)
π(f) = π

(
f
g

)
=

(
π(f)
π(g)

)
.

Luego, basta ver que
(

0
g

)
se factoriza a través de un E -proyectivo. Notemos

que en C conmuta el siguiente diagrama

M

g --

„
0
g

«

// L⊕ I

I
„

0
1

«

JJ

por tanto tenemos que
(

0
g

)
se factoriza a través de un E -proyectivo. Luego el

primer cuadrado conmuta. Nos falta ver que π
(

1
0

)
es un isomorfismo en C .

Tomemos el siguiente diagrama

M
„

1
0

«
55L⊕ I.

(1,0)

ww

Ya sabemos que (1, 0)
(

1
0

)
= 1L. Luego π(1, 0)π

(
1
0

)
= 1L. Nos gustaŕıa ver

que
π

(
1
0

)
π(1, 0) = 1L⊕I ,

es decir, debemos ver que

1L⊕I = π
(

1L 0
0 1I

)
= π

(
1 0
0 0

)
,

80
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lo cual es equivalente a probar que
(

0 0
0 1I

)

se factoriza por un proyectivo. Pero, como el siguiente diagrama conmuta

L⊕ I

(0,1) ..

„
0 0
0 1I

«

// L⊕ I

I
„

1
0

«

JJ

por lo tanto, tenemos que π
(

1L

0

)
es isomorfismo en C .

2

Antes de probar que la categoŕıa estable es triangulada veamos una propo-
sición que nos será de utilidad.

PROPOSICIÓN 2.37.

M
π(s) // E

π(t) // N
π(w) // TM es un triángulo en C si y sólo si

E
π(t) // N

π(w) // TM
−T (s) // TE es un triángulo en C .

DEMOSTRACIÓN.
Denotemos por T1 al primer triángulo del enunciado y por T ′1 al segundo. No-
temos que T1

∼= S1 implica T ′1 ∼= S′1.
⇒ Para ver que T ′1 es un triángulo, podemos suponer que T1 es estandar.

Por hipótesis tenemos que conmuta en C el diagrama

M
s // E

α

²²

t // N

w

²²

: xw

M uM

// IM vM

// TM,

(2.1)

con renglones E -sucesiones. De donde obtenemos que la siguiente es una E -

sucesión, por el lema 2.5 E

„
t
α

«

// N ⊕ IM
(w,−vM )// TM . También tenemos que el

siguiente diagrama es conmutativo en C

M

s

²²

uM // IM

bs
²²

vM // TM

s̃

²²
E uE

// IE vE

// TE.

(2.2)
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Del diagrama 2.2 tenemos uEs = ŝuM = ŝαs. Luego, existe un único morfismo
λ : N // IE tal que uE − ŝα = λt

M
s // E

uE−bsα
²²

t // N

λ}}
IE .

Veamos que el siguiente diagrama conmuta

E

„
t
α

«

// N ⊕ IM

(λ,bs)
²²

(w,−vM )// TM

−s̃
²²

E uE

// IE vE

// TE.

Para ello probaremos que el segundo cuadrado conmuta, pues el primero ya lo
hace por la forma en la que definimos a nuestro candidato. Por el diagrama 2.2
tenemos vE ŝ = s̃vM , sólo falta ver que vEλ = −s̃w. Por los diagramas 1.2 y 2.2,

vEλt = vE(uE − ŝα) = 0− vE ŝα = −s̃vMα = −s̃wt.

Luego, como t es epimorfismo, vEλ = −s̃w. Hemos probado que

vE(λ, ŝ) = −s̃(w,−vM ).

Por tanto, como π(s̃) = T (s), tenemos que

E

π
(

t
α

)
// N ⊕ IM

π(w,−vM )
// T (M)

−T (s) // T (E)

es un triángulo estandar en C y como E
π(t) // N

π(w)// T (M)
−T (s) // T (E) es

isomorfo a este triángulo, por el lema 2.36, tenemos que también es un triángulo
en C .

⇐ Veamos que si M
π(s) // E

π(t) // N
π(w) // TM es un triángulo estandar

en C , entonces S(N)
−S(w) // M

π(s) // E
π(t) // N es un triángulo en C . Por

hipótesis, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

M
s // E

α

²²

t // N

w

²²
M uM

// IM vM

// T (M)

(2.3)
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con renglones E -sucesiones. Ahora consideremos al siguiente diagrama conmu-
tativo

S(N)

w̃

²²

αN // PN

ŵ

²²

βN // N

w

²²
M uM

// IM vM

// T (M).

Por el lema de factorización, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

S(N)

w̃

²²

αN // PN

β

²²

βN // N

M
s // E

α

²²

t // N

w

²²
M uM

// IM vM

// T (M)

(2.4)

de donde, por el lema 2.5, obtenemos la siguiente E -sucesión

S(N)

„ −w̃
αN

«

// M ⊕ PN
(s, β)

// E.

Veamos que el siguiente diagrama conmuta

S(N)

„ −w̃
αN

«

// M ⊕ PN

(0,1PN
)

²²

(s, β)
// E

t

²²
S(N)

αN

// PN
βN

// N.

El primer cuadrado conmuta pues

(0, 1PN
)
(
−w̃
αN

)
= αN .

Ahora veamos que el segundo cuadrado conmuta:

βN (0, 1PN
) = (0, βN ) = (ts, tβ) = t(s, β).

Luego, S(N)
π

(
−w̃
αN

)
// M ⊕ PN

π(s,β) // E
π(t) // N es un triángulo estandar

en C . En consecuencia, nuevamente por el lema 2.36

S(N)
−S(w) // M

π(s) // E
π(t) // N

es un triángulo en C .
2
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LEMA 2.38.
Si en el diagrama conmutativo en C

M1

u

²²

s1 // E1

v

²²

t1 // N1

λ

²²
M2 s2

// E2 t2
// N2,

los renglones son E -sucesiones, entonces en C conmuta

M1

π(u)

²²

π(s1) // E1

π(v)

²²

π(t1) // N1

π(λ)

²²

π(w1)// T (M1)

T (π(u))

²²
M2

π(s2)
// E2

π(t2)
// N2

π(w2)
// T (M2),

donde w1, w2 son los morfismos construidos en la demostración del lema 2.35.

DEMOSTRACIÓN.
Por el lema de factorización el siguiente diagrama, con renglones E -sucesiones,
conmuta en C

x1 : M1

u

²²

s1 // E1

v1

²²

t1 // N1

y : M2 α
// F

v2

²²

β
// N1

λ

²²
x2 : M2 s2

// E2 t2
// N2.

(2.5)

Ahora veamos que el siguiente diagrama conmuta en C

M1

π(u)

²²

π(s1) // E1

π(v)

²²

π(t1) // N1

π(λ)

²²

π(w1)// T (M1)

T (π(u))

²²
M2

π(s2)
// E2

π(t2)
// N2

π(w2)
// T (M2).

Recordemos que x1 y x2 son E -sucesiones tales que conmutan en C

M1
s1 // E1

²²

t1 // N1

w1

²²

y M2
s2 // E2

²²

t2 // N2

w2

²²
M1 uM1

// IM1 vM1

// TM1 M2 uM2

// IM2 vM2

// TM2
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es decir ψπ(w1) = x1 y ψπ(w2) = x2. Como el siguiente diagrama conmuta

ExtC (N1,M1)

Ext(1N1 ,u)

²²

ψ−1
N1,M1 // HomC (N1,T(M1))

Hom(1N1 ,T(π(u)))

²²
ExtC (N1,M2)

ψ−1
N1,M2

// HomC (N1,T(M2))

ExtC (N2,M2)

Ext(λ,1M2 )

OO

ψ−1
N2,M2

// HomC (N2,T(M2))

Hom(π(λ),1TM2 )

OO

tenemos que

T (π(u))π(w1) = ψ−1
N1,T (M2)

(Ext(1N1 , u)x1) = ψ−1
N1,M2

(y)

= ψ−1
N1,M2

(Ext(λ, 1M2)x2) = π(w2)π(λ).
2

PROPOSICIÓN 2.39.
La categoŕıa estable C de una categoŕıa de Frobenius (C ,E ) es pre-triangulada.

DEMOSTRACIÓN.
Veamos que se satisfacen los axiomas de una categoŕıa pre-triangulada

(TR1) (a) Por la definición de triángulo en C tenemos que se cumple esta con-
dición.

(b) Si M ∈ C , (M,M, 0, 1M , 0, 0) es un triángulo, pues

M
1M // M // 0

es una E -sucesión y el siguiente diagrama conmuta

M
1M // M

uM

²²

// 0

0

²²
M uM

// IM vM

// TM.

Por tanto M
1M // M // 0 // TM es un triángulo en C .

(c) Sea M
π(g) // L un morfismo de C . Veamos que es base para algún

triángulo en C . Notemos que M
uM // IM

vM // TM es una E -
sucesión. Como E es una estructura exacta, podemos calcular el dia-
grama push-out en C :

M

g

²²

uM // IM

g1

²²

vM // TM

L α
// B

β
// TM.
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Entonces tenemos la E -sucesión

M

„
g
uM

«

// L⊕ IM
(−α, g1) // B.

Aśı tenemos el siguiente diagrama conmutativo en C

M

„
g
uM

«

// L⊕ IM

²²

(−α, g1) // B

β

²²
M uM

// IM vM

// TM.

Este último determina el siguiente triángulo en C

M

π
(

g
uM

)
// L⊕ IM

π(−α, β)
// B

π(β) // TM

Luego, por el lema 2.36, tenemos que

M
π(g) // L

π(α) // B
π(β) // TM.

es un triángulo en C .

TR2 Por la proposición 2.37 se cumple este axioma.

TR3 Consideremos los triángulos en C , T1 : M1

π(s1) // E1

π(t1) // N1

π(w1) // TM1,

T2 : M2

π(s2) // E2

π(t2) // N2

π(w2) // TM2 y los siguientes morfismos en C

π(u) : M1
// M2 , π(v) : E1

// E2 tales que satisfacen π(v)π(s1) =

π(s2)π(u). Veamos la existencia del morfismo λ : N1
// N2 . La demos-

tración la haremos por casos.

(i) Supongamos que los triángulos dados son estandar. Por hipótesis,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo en C

M1

π(u)

²²

π(s1) // E1

π(v)

²²
M2

π(s2)
// E2

lo que nos dice que vs1 − s2u se factoriza a través de un proyectivo
(inyectivo) P , es decir vs1 − s2u = ηλ

M1

λ !!B
BB

BB
BB

B
vs1−s2u // E2

P.

η

>>}}}}}}}}
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Por otro lado tenemos el siguiente diagrama cuyo renglón es una
E -sucesión

M1

λ

²²

s1 // E1

ζ}}{{
{{

{{
{{

t1 // N1

P.

Por la inyectividad de P es, existe el morfismo ζ : E1
// P tal

que ζs1 = λ. Como vs1 − s2u = ηλ, despejando y sustituyendo a λ
tenemos

vs1 = s2u+ ηλ = s2u+ η(ζs1),

luego (v − ηζ)s1 = s2u, lo cual nos dice que tenemos el siguiente
diagrama conmutativo en C

M1

u

²²

s1 // E1

v−ηζ
²²

M2 s2
// E2

el cual es equivalente, en C , al siguiente diagrama

M1

u

²²

s1 // E1

v

²²
M2 s2

// E2.

Aśı que trabajaremos con este último diagrama. Como los renglones
del siguiente diagrama son E -sucesiones, existe el siguiente morfismo
λ : N1

// N2 que hace conmutar el siguiente diagrama en C

M1

u

²²

s1 // E1

v

²²

t1 // N1

λ

²²
M2 s2

// E2 t2
// N2.

Por el lema 2.38 tenemos que el siguiente diagrama conmuta en C

M1

π(u)

²²

π(s1) // E1

π(v)

²²

π(t1) // N1

π(λ)

²²

π(w1)// T (M1)

T (π(u))

²²
M2

π(s2)
// E2

π(t2)
// N2

π(w2)
// T (M2).
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(ii) Supongamos que T1 es estandar y T2 arbitrario. Como T2 es arbitario,
luego tenemos que es equivalente a un triángulo estandar, digamos
T ′2

T2 : M2

τ

²²

π(s2) // E2

z

²²

π(t2) // N2

σ

²²

π(w2)// T (M2)

T (τ)

²²
T ′2 : M2 π(α)

// E2 π(β)
// N2 π(γ)

// T (M2)

con τ, z y σ isomorfismos. Sean u = τπ(u), v = zπ(v)

T1 : M1

u

²²

π(s1) // E1

v

²²

π(t1) // N1

λ
²²

π(w1) // TM1

T (u)

²²
T ′2 : M2 π(α)

// E2 π(β)
// N2 π(γ)

// T (M2).

Por el inciso (i) tenemos que existe λ : N1
// N2 que hace con-

mutativo al diagrama anterior. Veamos que el siguiente diagrama
conmuta en C :

M1

π(u)

²²

π(s1) // E1

π(v)

²²

π(t1) // N1

λ

²²

π(w1)// T (M1)

T (u)

²²
M2

π(s2)
// E2

π(t2)
// N2

π(w2)
// T (M2)

donde λ := σ−1λ. Primero veamos que λπ(t1) = π(t2)π(v). Efectiva-
mente ya que

λπ(t1) = σ−1λπ(t1) = σ−1π(β)v = π(t2)z−1v = π(t2)π(v).

Ahora veamos que T (u)π(w1) = π(w2)λ.

T (u)π(w1) = T (τ−1u)π(w1) = T (τ−1)T (u)π(w1)

= T (τ−1)π(γ)λ = T (τ−1)π(γ)σλ = π(w2)σ−1σλ = π(w2)λ.

(iii) Supongamos que T1 y T2 son arbitrarios. Como T1 es equivalente a un
triángulo estandar, digamos T ′1, tenemos un diagrama conmutativo
en C :

T1 : M1

τ

²²

π(s1) // E1

z

²²

π(t1) // N1

σ

²²

π(w1)// T (M1)

T (τ)

²²
T ′1 : M1 π(s1)

// E1
π(t1)

// N1 π(w1)
// T (M1)
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con τ, z y σ isomorfismos. Sean u = π(u)τ−1 y v = π(v)z−1. Por el
inciso (ii) existe el morfismo λ : N1

// N2 que hace conmutar al
siguiente diagrama

T ′1 : M1

u

²²

π(s1) // E1

v

²²

π(t1) // N1

λ

²²

π(w1)// T (M1)

T (u)

²²
T2 : M2

π(s2)
// E2

π(t2)
// N2

π(w2)
// T (M2).

Veamos que el siguiente diagrama es conmutativo en C

M1

π(u)

²²

π(s1) // E1

π(v)

²²

π(t1) // N1

λ

²²

π(w1)// T (M1)

T (u)

²²
M2

π(s2)
// E2

π(t2) // N2
π(w2)

// T (M2)

donde λ := λσ. Probemos que λπ(t1) = π(t2)π(v)

λπ(t1) = λσπ(t1) = λπ(t1)z = π(t2)vz = π(t2)π(v).

Ahora veamos que T (u)π(w1) = π(w2)λ

π(w2)λ = π(w2)λσ = T (u)π(w1)σ = T (u)T (τ)π(w1)

= T (uτ)π(w1) = T (u)π(w1).

Luego se cumple el axioma.

2

LEMA 2.40.

Sea T1 : M
π(s) // E

π(t) // N
π(w)// T (M) un triángulo en C . Entonces existe

un triángulo estandar T2 : M
π(s′) // E′

π(t′) // N ′ π(w′)// T (M) y un isomorfis-
mo de triángulos del siguiente tipo:

M
π(s) // E

²²

π(t) // N

²²

π(w) // T (M)

M
π(s′)

// E′
π(t′)

// N ′
π(w′)

// T (M).

DEMOSTRACIÓN.
Tenemos la E -sucesión canónica M

uM // J(M)
vM // T (M) y el morfismo
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s : M // E , luego como E es una estructura exacta, hay un diagrama con-
mutativo con renglones E -sucesiones

M

s

²²

uM // J(M)

²²

vM // T (M)

E // F // T (M).

Por el lema 2.5 inciso (b), tenemos que s′ : M // E′ es una E -inflación,

donde s′ :=
(

s
uM

)
y E′ = E

⊕
J(M) . Por la definición 2.2 tenemos la

siguiente E -sucesión M
s′ // E′

t′ // N ′ cuyo triángulo asociado es

T2 : M
π(s′) // E′

π(t′) // N ′ π(w′)// T (M).

Luego tenenemos el siguiente diagrama en C

M
π(s′) // E′
„

1
0

«

²²

π(t′) // N ′

ζ

²²

π(w′)// T (M)

M
π(s)

// E
π(t)

// N
π(w)

// T (M)

por el axioma (TR3) tenemos la existencia del morfismo ζ : N ′ // N que
hace conmutar el diagrama anterior y por la proposición ?? tenemos que ζ es
isomorfismo.

2

PROPOSICIÓN 2.41.
La categoŕıa estable C de una categoŕıa de Frobenius (C ,E ) es triangulada.

DEMOSTRACIÓN.
Lo único que nos falta ver para C es que se cumple el axioma del octaedro.

TR4 Axioma del Octaedro.
La demostración de este axioma la haremos por casos. Sean

T1 : M
π(s) // E

π(t) // N
π(w)// T (M)

T2 : E
π(α) // N1

π(β) // M1

π(γ) // T (E)

T3 : M
π(α)π(s)// N1

π(k) // N
π(k′)// T (M)

triángulos en C .
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(i) Supongamos que T1, T2 y T3 son triángulos estandar. Deseamos ver
que el siguiente diagrama satisface el axioma del octaedro:

T1 T3

S(L)

S(π(g))

²²

S(π(k′)) // M

π(s)

²²

M

π(α)π(s)

²²
T2 S(M1)

Sπ(γ)
// E

π(t)

²²

π(α) // N1

π(k)

²²

π(β) // M1

π(γ) // T (E)

T (π(t))

²²
T4 N

π(w)

²²

π(f)
// L

π(k′)

²²

π(g)
// M1

T (π(t))π(γ)
// T (N)

TM TM :

Veamos la existencia de los morfismos π(f) y π(g) que hacen con-
mutar al diagrama y que T4 es un triángulo en C . Como sabemos
T1 y T3 son triángulos estandar en C , por tanto tenemos el siguiente
diagrama cuyos renglones son E -sucesiones

M
s // E

α

²²

t // N

f

²²
M αs

// N1
k

// L

con el primer cuadrado conmutativo, luego tenemos la existencia del
morfismo f : N // L tal que ft = kα en C . Por el lema 2.5 (b),
tenemos la siguiente E -sucesión

E

„
t
α

«

// N ⊕N1

(f,−k)
// L.

De donde observamos que (f,−k) es el conúcleo de
(

t
α

)
lo que nos

implica que {f, k} es un push-out de {t, α}:

E

t

²²

α // N1

k

²²
N

f
// L.

Como E es una estructura exacta y x2 : E α // N1
β // M1 es
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una E -sucesión, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

x2 : E

t

²²

α // N1

h

²²

β // M1

x′4 : N
f

// X
g

// M1

con renglones E -sucesiones, donde el primer cuadrado es un push-out.
Entonces podemos contruir el siguiente diagrama

x2 : E

t

²²

α // N1

h

²²

β // M1

x′4 : N
f

// X

σ

²²

g
// M1

x4 : N
f

// L g
// M1,

donde σ : X // L es un isomorfismo tal que σh = k y σf = f ,
que existe porque {f, h} y {f, k} son ambos push-out de {t, α}; g es
por definición g := gσ−1 : L // M1 . Como E es cerrada bajo iso-
morfismos, resulta que x4 también es una E -sucesión. Luego tenemos

a la siguiente E -sucesión x4 : N
f // L

g // M1 cuyo triángulo

asociado es T4 : N
π(f) // L

π(g) // M1

π(λ) // T (N) . Note que tene-
mos el siguiente diagrama conmutativo en C

E

t

²²

α // N1

k

²²

β // M1

N
f

// L g
// M1,

luego por el lema 2.38, tenemos el siguiente diagrama conmutativo
en C

E

π(t)

²²

π(α) // N1

π(k)

²²

π(β) // M1

π(γ) // T (E)

T (π(t))

²²
N

π(f)
// L

π(g)
// M1

π(λ)
// T (N).

Finalmente veamos que π(s)S(π(k′)) = S(π(γ))S(π(g)). Como tene-
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mos el siguiente diagrama conmutativo en C

M

s

²²

αs // N1
k // L

g

²²
E α

// N1
β

// M1.

Por el lema 2.38, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en C

M

π(s)

²²

π(α)π(s)// N1

π(k) // L

π(g)

²²

π(k′) // TM

T (π(s))

²²
E

π(α)
// N1

π(β)
// M1

π(γ)
// T (E)

de donde obtenemos que T (π(s))π(k′) = π(γ)π(g). Aplicandole a la
igualdad anterior el funtor S obtenemos

π(s)S(π(k′)) = S(π(γ))S(π(g)).

(ii) Sean T1, T3 estandar y T2 arbitrario. Deseamos ver que se cumple el
axioma del octaedro en el siguiente diagrama

T1 T3

S(L)

S(π(g))

²²

S(π(k′)) // M

π(s)

²²

M

π(α)π(s)

²²
T2 S(M1)

S(π(γ))
// E

π(t)

²²

π(α) // N1

π(k)

²²

π(β) // M1

π(γ) // T (E)

T (π(t))

²²
T4 N

π(w)

²²

π(f)
// L

π(k′)

²²

π(g)
// M1

T (π(t))π(γ)
// T (N)

TM TM.

Como T2 es un triángulo, es equivalente al triángulo estandar T ′2

T2 : E
π(α) // N1

π(β) //

z

²²

M1

π(γ) //

σ

²²

T (E)

T ′2 : E
π(α)

// N1
π(β)

// M1 π(γ)
// T (E)
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donde z y σ son isomorfismos y π(α) = zπ(α), π(β) = σπ(β)z−1,
π(γ) = π(γ)σ−1. Notemos que como T1 es estandar, tenemos el si-
guiente diagrama conmutativo, cuyos reglones son E -sucesiones

M
s // E

²²

t // N

w

²²
M uM

// J(M)
vM

// TM,

lo que nos implica que s es una E -inflación. Como también T ′2 es
estandar, tenemos el siguiente diagrama conmutativo con renglones
E -sucesiones

E
α // N1

²²

β // M1

γ

²²
E uE

// J(E)
vE

// TE,

lo que nos dice que α es una E -inflación. Por la definición 2.4, tenemos
que αs es una E -inflación. Por la definición 2.2, tenemos que existe
el morfismo k : N1

// L tal que

M
αs // N1

k // L,

es una E -sucesión. Sea

T ′3 : M
π(αs) // N1

π(k) // L
π(k

′
) // TM

el triángulo estandar asociado a la E -sucesión anterior. Notemos que
como π(α) = zπ(α), esto nos implica que π(α)π(s) = zπ(α)π(s), por
el axioma (TR3) y la proposición ?? tenemos el siguiente isomorfismo
entre triangulos estandar

T3 : M
π(α)π(s)// N1

z

²²

π(k) // L

ζ

²²

π(k′) // TM

T ′3 M
π(α)π(s)

// N1
π(k)

// L
π(k

′
)

// TM.

Aśı tenemos el siguiente diagrama, en donde los triangulos T1, T
′
2 y
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T ′3 son estandar

T1 T ′3

M

π(s)

²²

M

π(α)π(s)

²²
T ′2 : E

π(t)

²²

π(α) // N1

π(k)

²²

π(β) // M1

π(γ) // T (E)

T (π(t))

²²
N

π(w)

²²

L

π(k
′
)

²²

M1 T (π(t))π(γ)
// T (N)

TM TM

Por el inciso (i) tenemos que se cumple el axioma del octaedro, es
decir tenemos la existencia de los morfismos π(f), π(g) que hacen
conmutar al siguiente diagrama

T1 T ′3

S(L)

S(π(g))

²²

S(π(k
′
)) // M

π(s)

²²

M

π(α)π(s)

²²
T2 S(M1)

S(π(γ))
// E

π(t)

²²

π(α) // N1

π(k)

²²

π(β) // M1

π(γ) // T (E)

T (π(t))

²²
T ′4 N

π(w)

²²

π(f)

// L

π(k
′
)

²²

π(g)
// M1 T (π(t))π(γ)

// T (N)

TM TM,

y T ′4 es un triángulo. Observe que tenemos el siguiente diagrama cuyo
primer renglón es conmutativo, y donde definimos a π(f) := ζ−1π(f),
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y π(g) := σ−1π(g)ζ.

T2 : E

π(t)

²²

π(α) // N1

π(k)

²²

π(β) // M1

π(γ) // TE

T (π(t))

²²
T ′4 : N

π(f)

// L

ζ−1

²²

π(g) // M1

σ−1

²²

T (π(t))π(γ)
// TN

T4 : N
π(f)

// L
π(g)

// M1
T (π(t))π(γ)

// TN,

Por la manera en que definimos a los morfismos π(f) y π(g), tenemos
que el segundo renglón también conmuta. Luego, resulta que T4 es
un triángulo. Veamos que se cumplen las siguientes igualdades:

(a) π(f)π(t) = π(k)π(α).
Por un lado tenemos que π(f)π(t) = ζπ(f)π(t). Por otro

π(k)π(α) = ζπ(k)z−1π(α) = ζπ(k)z−1zπ(α) = ζπ(k)π(α).

Luego tenemos que ζπ(f)π(t) = ζπ(k)π(α) y como ζ es isomor-
fismo, tenemos que π(f)π(t) = π(k)π(α).

(b) π(g)π(k) = π(β).
Notemos que

π(g)π(k) = σ−1π(g)ζπ(k) = σ−1π(g)π(k)z = σ−1π(β)z

y como σ y z son isomorfismos, entonces tenemos probada la
afirmación.

Ahora “regresemos” al primer diagrama:

T1 T3

S(L)

S(π(g))

²²

S(π(k′)) // M

π(s)

²²

M

π(α)π(s)

²²
T2 S(M1)

S(π(γ))
// E

π(t)

²²

π(α) // N1

π(k)

²²

π(β) // M1

π(γ) // T (E)

T (π(t))

²²
T4 N

π(w)

²²

π(f)
// L

π(k′)

²²

π(g)
// M1

T (π(t))π(γ)
// T (N)

TM TM.
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2.3. LA CATEGORÍA ESTABLE ES TRIANGULADA

Por lo visto antes tenemos la conmutatividad del segundo renglón y
que T4 es un triángulo. También tenemos

π(k′)π(f) = (π(k′)ζ−1)(ζπ(f)) = π(k′)π(f) = π(w).

Además,

π(s)S(π(k′))S(ζ−1) = π(s)S(π(k′)) = S(π(γ))S(π(g))

= S(π(γ)σ−1)S(σπ(g)ζ−1) = S(π(γ))S(π(g))S(ζ−1),

de donde obtenemos que

π(s)S(π(k′)) = S(π(γ))S(π(g)).

(iii) Sean T1, T2 dos triángulos estandar y T3 un triángulo arbitrario.
Tenemos la siguiente E -sucesión canónica

M
uM // J(M)

vM // T (M).

Por el lema 2.40 T3 es equivalente a un triángulo estandar, digamos
T ′3, por medio de un isomorfismo del tipo

T ′3 : M
π(η) // N1

π(u1)

²²

π(ζ) // L

π(u2)

²²

π(ζ′) // T (M)

T3 : M
π(α)π(s)

// N1
π(k)

// L
π(k′)

// T (M),

con π(u1), π(u2) isomorfismos. Sustituyendo T3 por T ′3 tenemos el
siguiente diagrama, donde T1, T

′
3 son triangulos estandar y T ′2 es un

triángulo arbitrario, luego por (ii) existen morfismos π(f), π(g) que
hacen valer el axioma del octaedro en el siguiente diagrama

T1 T ′3

S(L)

S(π(g))

²²

S(π(ζ′)) // M

π(s)

²²

M

π(η)

²²
T ′2 S(M1)

S(π(γ))
// E

π(t)

²²

π(α) // N1

π(ζ)

²²

π(β) // M1

π(γ) // T (E)

T (π(t))

²²
T ′4 N

π(w)

²²

π(f)

// L

π(ζ′)

²²

π(g)
// M1

T (π(t))π(γ)
// T (N)

TM TM
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“regresando” al diagrama original, tenemos que:

T1 T3

S(L)

S(π(g))

²²

S(π(k′)) // M

π(s)

²²

M

π(α)π(s)

²²
T2 S(M1)

S(π(γ))
// E

π(t)

²²

π(α) // N1

π(k)

²²

π(β) // M1

π(γ) // T (E)

T (π(t))

²²
T4 N

π(w)

²²

π(f)
// L

π(k′)

²²

π(g)
// M1

T (π(t))π(γ)
// T (N)

TM TM

donde π(f) := π(u2)π(f) y π(g) := π(g)π(u−1
2 ). Ahora veamos que

π(k)π(α) = π(f)π(t)

π(f)π(t) = π(u2)π(f)π(t) = π(u2)π(ζ)π(α) = π(k)π(u1)π(u−1
1 )π(α)

= π(k)π(α).

Probemos que π(g)π(k) = π(β)

π(g)π(k) = π(g)π(u−1
2 )π(k) = π(g)π(ζ)π(u−1

1 ) = π(β)π(u−1
1 )

= π(β)π(u1)π(u−1
1 ) = π(β).

Notemos que π(s)S(π(k′)) = S(π(γ))S(π(g)). Efectivamente ya que

S(π(γ))S(π(g)) = S(π(γ))S(π(g)π(u−1
2 )) = S(π(γ))S(π(g))S(π(u−1

2 ))

= π(s)S(π(ζ ′))S(π(u−1
2 )) = π(s)S(pi(ζ ′)π(u−1

2 )) = π(s)S(π(k′)).

Por último veamos que T4 es un triángulo en C . Notemos que tenemos
el siguiente diagrama conmutativo en C

T ′4 N
π(f) // L

π(u2)

²²

π(g) // M1

T (π(t))π(γ) // T (N)

T4 N
π(f)

// L
π(g)

// M1
T (π(t))π(γ)

// T (N)

luego T4 ≡ T ′4 en C .
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(iv) Suponga que T1 es un triángulo estandar y que T2, T3 son triángulos
arbitrarios, entonces se cumple el axioma del octaedro.

T1 T3

S(L)

S(π(g))

²²

S(π(k′)) // M

π(s)

²²

M

π(α)π(s)

²²
T2 S(M1)

S(π(γ))
// E

π(t)

²²

π(α) // N1

π(k)

²²

π(β) // M1

π(γ) // T (E)

T (π(t))

²²
T4 N

π(w)

²²

π(f)
// L

π(k′)

²²

π(g)
// M1

T (π(t))π(γ)
// T (N)

TM TM.

Por el lema 2.40, T2 es equivalente a un triángulo estandar, digamos
T ′2, por un isomorfismo del tipo

T ′2 : E
π(α) // N1

u1

²²

π(β) // M1

u2

²²

π(γ) // T (E)

T2 : E
π(α)

// N1
π(β)

// M1
π(γ)

// T (E).

Sutituyendo a T2 por T ′2 obtenemos el diagrama

T1 T ′3

S(L)

S(π(g))

²²

S(π(k′)) // M

π(s)

²²

M

π(α)π(s)

²²
T ′2 S(M1)

S(π(γ))
// E

π(t)

²²

π(α) // N1

π(k)

²²

π(β) // M1

π(γ) // T (E)

T (π(t))

²²
T ′4 N

π(w)

²²

π(f)

// L

π(k′)
²²

π(g)
// M1 T (π(t))π(γ)

// T (N)

TM TM.

Notemos que en C se tiene el siguiente diagrama conmutativo, con
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ρ : L // L isomorfismo

T3 : M
π(α)π(s) // N1

u−1
1

²²

π(k) // L

ρ−1

²²

π(k′) // TM

T ′3 : M
π(α)π(s)

// N1
π(k)

// L
π(k′)

// TM.

lo que nos dice que T ′3 ≡ T3, es decir que T ′3 es un triángulo en C . Por
el inciso (iii) tenemos que existen los morfismos π(f) y π(g) tales que
hacen conmutar al diagrama anterior y que T ′4 es un triángulo. Ahora
veamos que el siguiente diagrama cumple el axioma del octaedro

T1 T3

S(L)

S(π(g))

²²

S(π(k′)) // M

π(s)

²²

M

π(α)π(s)

²²
T2 S(M1)

S(π(γ))
// E

π(t)

²²

π(α)
// N1

π(k)

²²

π(β)
// M1

π(γ)
// T (E)

T (π(t))

²²
T4 N

π(w)

²²

π(f)
// L

π(k′)

²²

π(g)
// M1

T (π(t))π(γ)
// T (N)

TM TM

donde π(f) := ρπ(f), π(g) := u2π(g)ρ−1. Veamos que se cumple la
siguiente igualdad π(f)π(t) = π(k)π(α). Efectivamente, ya que

π(f)π(t) = (ρπ(f))π(t) = ρπ(k)π(α) = π(k)u1π(α)

= π(k)u1u
−1
1 π(α) = π(k)π(α).

Ahora probemos que π(g)π(k) = π(β)

π(g)π(k) = u2π(g)ρ−1π(k) = u2π(g)π(k)u−1
1 = u2π(β)u−1

1

= π(β)u1u
−1
1 = π(β).

Además,

π(k′)π(f) = π(k′)ρπ(f) = π(k′)π(f) = π(w).

También

S(π(γ))S(π(g)) = S(π(γ)u−1
2 )S(u2π(g)ρ−1)
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= S(π(γ))S(π(g))S(ρ−1) = π(s)S(π(k′))S(ρ−1)

= π(s)S(π(k′)).

Notemos que en C tenemos que T4 ≡ T ′4 ya que conmuta

T ′4 : N
π(f) // L

ρ

²²

π(g) // M1

u2

²²

π(h) // T (N)

T4 : N
π(f)

// L
π(g)

// M1
T (π(t))π(γ)

// T (N)

donde π(h) = T (π(t))π(γ). luegoL

π(h) = T (π(t))π(γ) = T (π(t))π(γ)u2.

Entonces T4 es un triángulo.

(v) Suponga que T1, T2 y T3 son triángulos arbitarios. Veamos que se
cumple el axioma del octaedro.

T1 T3

S(L)

S(π(g))

²²

S(π(k′)) // M

π(s)

²²

M

π(α)π(s)

²²
T2 S(M1)

S(π(γ))
// E

π(t)

²²

π(α) // N1

π(k)

²²

π(β) // M1

π(γ) // T (E)

T (π(t))

²²
T4 N

π(w)

²²

π(f)
// L

π(k′)

²²

π(g)
// M1

T (π(t))π(γ)
// T (N)

TM TM.

Como T1 es equivalente al triángulo estandar T ′1, tenemos el diagrama
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conmutativo

T ′1 T1 T3

M

π(s)

²²

τ // M

π(s)

²²

M

π(α)π(s)

²²
E

π(t)

²²

z
// E

π(t)

²²

π(α) // N1

π(k)

²²

π(β) // M1

π(γ) // T (E)

T (π(t))

²²
N

π(w)

²²

σ
// N

π(w)

²²

L

π(k′)

²²

M1
T (π(t))π(γ)

// T (N)

T (M)
T (τ)

// TM TM

con τ, z, σ isomorfismos. De este diagrama obtenemos el siguiente

T ′1 T ′3

M

π(s)

²²

M

π(α)π(s)τ

²²
T ′2 E

π(t)

²²

π(α) // N1

π(k)

²²

π(β) // M1

T (z)−1π(γ) // T (E)

Tπ((t))

²²
N

π(w)

²²

L

T (τ)−1π(k′)
²²

M1
T (π(t))T (z)−1π(γ)

// T (N)

T (M) T (M),

donde π(α) = π(α)z. Veamos que T ′2 y T ′3 son triángulos. En C
tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo con z isomorfismo

T ′2 : E

z

²²

π(α) // N1

π(β) // M1

T (z)−1π(γ) // T (E)

T (z)

²²
T2 : E

π(α)
// N1

π(β)
// M1

π(γ)
// T (E)

y esto nos dice que T ′2 ∼= T2. Es decir T ′2 es un triángulo en C . Ahora
veamos que T ′3 es triángulo. Notemos que en C , tenemos el siguiente
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diagrama conmutativo con τ isomorfismo

T ′3 : M

τ

²²

π(α)π(s)τ // N1

π(k) // L
T (τ)−1π(k′) // T (M)

T (τ)

²²
T3 : M

π(α)π(s)
// N1

π(k)
// L

π(k′)
// T (M),

de donde tenemos que T ′3 ∼= T3. Por lo tanto T ′3 es un triángulo en
C . Entonces tenemos el siguiente diagrama, donde T ′1 es un triángulo
estandar, T ′2 y T ′3 son triángulos y por (iv) tenemos la existencia de
los morfismos π(f) y π(g) tales que hacen conmutativo al diagrama
y T ′4 es un triángulo

T ′1 T ′3

S(L)

S(π(g))

²²

S(π(k′)) // M

π(s)

²²

M

π(α)π(s)τ

²²
T ′2 S(M1)

S(π(γ))
// E

π(t)

²²

π(α) // N1

π(k)

²²

π(β) // M1

π(γ) // T (E)

T (π(t))

²²
T ′4 N

π(w)

²²

π(f)

// L

π(k′)
²²

π(g)
// M1

T (π(t))π(γ)

// T (N)

T (M) T (M).

donde π(γ) := T (z−1)π(γ) y π(k′) := T (τ−1)π(k′). Ahora veamos
que el siguiente diagrama es conmutativo y que T4 es un triángulo

T1 T3

S(L)

S(π(g))

²²

S(π(k′)) // M

π(s)

²²

M

π(α)π(s)

²²
T2 S(M1)

S(π(γ))
// E

π(t)

²²

π(α) // N1

π(k)

²²

π(β) // M1

π(γ) // T (E)

T (π(t))

²²
T4 N

π(w)

²²

π(f)
// L

π(k′)
²²

π(g)
// M1

T (π(t))π(γ)
// T (N)

TM TM,
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donde π(f) := π(f)σ−1 y π(g) := π(g). Veamos la conmutatividad
del diagrama. Probemos la siguiente igualdad π(f)π(t) = π(k)π(α)

π(f)π(t)z = π(f)σ−1π(t)z = π(f)π(t) = π(k)π(α) = π(k)π(α)z

y como z es isomorfismo, tenemos el resultado deseado. Claramente
se tiene que π(g)π(k) = π(β). Como tenemos

T (τ)−1π(k′)π(f)σ = π(k′)π(f)σ = π(k′)π(f)

= π(w) = T (τ)−1π(w)σ,

luego, π(k′)π(f) = π(w). Tambien tenemos

z−1π(s)S(π(k′)) = π(s)τ−1S(π(k′)) = π(s)τ−1S(T (τ)π(k′))

= π(s)τ−1τS(π(k′)) = π(s)S(π(k′)) = S(π(γ))S(π(g))

= S(T (z−1)π(γ))S(π(g)) = z−1S(π(γ))S(π(g)).

Luego, π(s)S(π(k′)) = S(π(γ))S(π(g)). Sólo nos resta ver que efec-
tivamente T4 es un triángulo. Para ello notemos que tenemos el si-
guiente diagrama conmutativo en C con σ isomorfismo

T ′4 : N

σ

²²

π(f) // L
π(g) // M1

T (π(t))π(γ) // T (N)

T (σ)

²²
T4 : N

π(f)
// L

π(g)
// M1

T (π(t))π(γ)
// T (N)

esto nos implica que T ′4 ∼= T4. Luego T4 es un triángulo en C .

Aśı, hemos visto que C es triangulada.
2
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Caṕıtulo 3

Álgebras y módulos diferen-
ciales

3.1. Módulos graduados y módulos diferenciales

Vamos a comenzar esta sección dando las siguientes definiciones.

DEFINICIÓN 3.1.
Un anillo graduado A es un anillo, asociativo con unidad, tal que A = ⊕p∈ZAp
donde Ap son subgrupos abelianos de A para todo p en Z y si a ∈ Ap y b ∈ Aq
entonces ab ∈ Ap+q.
OBSERVACIÓN 3.2.
A los elementos de Ap se les llamará homogéneos de grado p. Dado a ∈ A,
escribiremos gra = p si y sólo si a ∈ Ap.

Para entender mejor este concepto daremos los siguientes ejemplos.

EJEMPLOS 3.3.
1.- El anillo k[x] de polinomios en la variable x con coeficientes en el campo k
es un anillo graduado, pues podemos verlo como k[x] =

⊕
m∈N kx

m.

2.- El anillo de series de Laurent con coeficientes en el campo k es un anillo gra-
duado. Este anillo se representa como k[x, x−1] y tenemos que k[x, x−1] ⊂ k(x).
Note que k[x, x−1] =

⊕
m∈Z kx

m.

3.- Sea Q un carcaj finito, entonces tenemos que el álgebra de carcaj con coe-
ficientes en el campo k kQ =

⊕
m∈Z(kQ)m, en donde (kQ)m es el subespacio

generado por los caminos de longitud m, es un anillo graduado.
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PROPOSICIÓN 3.4.
Sea A un anillo graduado con unidad, entonces 1 está en A0.

DEMOSTRACIÓN.
Como A es un anillo con unidad, entonces el 1 está en A =

⊕
p∈ZA

p, aśı tenemos
que 1 = ci1 + ci2 + · · · + cil donde cij está en Aij , es decir que el grado de
cada cij es ij , con todos los grados distintos. Multiplicando por ci1 obtenemos
ci11 = ci1(ci1 + ci2 + · · ·+ cil). Luego ci1 = c2i1 + ci1ci2 + · · ·+ ci1cil . Entonces
existe un ı́ndice k tal que i1 = i1 + ik es decir ik = 0. Sin pérdida de generalidad
supongamos que i1 = 0, luego ci1 = c2i1 +ci1ci2 + · · ·+ci1cil entonces tendŕıamos
que ci1 = c2i1 y ci1ci2 = ci1ci3 = · · · = ci1cil = 0. De la igualdad, (ci1 + · · · +
cil)ci1 = ci1 obtenemos ci2ci1 = · · · = cilci1 = 0.
Para k > 1 tenemos cik = ci1cik + ci2cik + · · ·+ cilcik . Si observamos los grados
de los sumandos de la derecha, tenemos grados distintos

ik = (i1 + ik), (i2 + ik), . . . , (il + ik).

Entonces cik = ci1cik y ci2cik = ci3cik = · · · = cilcik = 0. Ahora bien, notemos
que 1 = 1 ·1 = (ci1 +ci2 + · · ·+cil)(ci1 +ci2 + · · ·+cil) y por lo visto previamente
tenemos que 1 = c2i1 , y como ci1 está en A0 luego 1 ∈ A0

2

OBSERVACIÓN 3.5.
A0 es un subanillo de A.

DEFINICIÓN 3.6.
Un anillo diferencial A es un anillo graduado A junto con un morfismo de grupos
d : A // A tal que

(i) d(Ai) ⊂ Ai+1, ∀i ∈ Z.

(ii) d cumple la condición de Leibniz, que dice que para todo par de elementos
homogéneos a, b de A se cumple la siguiente igualdad

d(ab) = d(a)b+ (−1)gr(a)ad(b).

(iii) d2 = 0.

El morfismo d se llama la diferencial de A.

OBSERVACIONES 3.7.
(1) d(1) = 0, pues

d(1) = d(1 · 1) = d(1) · 1 + (−1)gr11 · d(1) = d(1) · 1 + 1 · d(1).

(2) Si a es homogéneo de grado p, entonces d(a) es homogéneo de grado p+ 1.

Recordemos que si k es un campo y A es un anillo, A es una k-álgebra si k
está contenido en el centro de A.
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DEFINICIÓN 3.8.
Sea k un campo:

(a) Una k-álgebra A es una k-álgebra graduada si A es un anillo graduado en
donde Ap es un k-subespacio vectorial de A, para toda p ∈ Z.

(b) Una k-álgebra A es una k-álgebra diferencial si y sólo si A es un anillo
diferencial que es k-álgebra graduada y la diferencial d : A // A es un
morfismo de k-espacios vectoriales.

DEFINICIÓN 3.9.
Sea M = (M i, diM ) un complejo de k-espacios vectoriales. M :=

⊕
i∈ZM

i.
Sea f ∈ Endk(M), f es homogéneo de grado p si ∀i ∈ Z, f(M i) ⊂ M i+p.
Denotaremos por Ap la colección de elementos homogéneos de grado p.

OBSERVACIONES 3.10.
1.- Ap es un subespacio vectorial de Endk(M).

2.- ApAq = Ap+q.

PROPOSICIÓN 3.11.
Sea A =

⊕
p∈ZA

p, entonces A es una k-álgebra graduada.

DEMOSTRACIÓN.
La identidad 1M está en A ya que 1M (M i) = M i, ∀i ∈ Z Es claro que si f y g
están en A, tenemos que f + g ∈ A. Veamos que el producto fg ∈ A.
Sean f = fi1 + fi2 + · · · + fil , y g = gj1 + gj2 + · · · + gjs donde fik ∈ Api y
gjr ∈ Apj , luego

fg = (fi1 + fi2 + · · ·+ fil)(gj1 + gj2 + · · ·+ gjs) =
l∑

k=1

s∑
r=1

fikgjr ,

donde fikgjr ∈ Api+pj . También es claro que si f ∈ A, entonces cf ∈ A para
cada c ∈ k. Entonces tenemos que A es una subálgebra de Endk(M). Además,
A = ⊕p∈ZAp pues si f = fp1 + · · · + fpt con f ∈ Ap, fp1 ∈ Ap1 , . . . , fpt ∈ Apt ,
p /∈ {p1, . . . , pt} y m ∈M i tendremos

f(m) = fi1(m) + · · ·+ fit(m) ∈ (M i+p) ∩ (⊕j=1,...,t(M i+pj )) = 0.

2

PROPOSICIÓN 3.12.
El álgebra A definida antes es una k-álgebra diferencial.

DEMOSTRACIÓN.
Sólo falta ver que A tiene diferencial. Sea f ∈ Ap, definamos a δ(f) ∈ Ap+1

mediante la fórmula:

δ(f)(m) := di+pM f(m)− (−1)grffdiM (m),
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para m ∈M i. Observemos que en la definición anterior tenemos que

di+pM f(m) ∈M i+p+1

pues f(m) está en M i+p, y diM le aumenta el grado en uno. De igual forma
fdiM (m) ∈ M i+p+1 pues diM (m) está en M i+1 y f es homogéneo de grado p,
luego δ(f) está en Ap+1. Veamos que satisface la condición de Leibniz. Dados
f ∈ Ap, g ∈ Aq y m ∈M i debemos demostrar la siguiente igualdad

δ(fg)(m) = δ(f)(g(m)) + (−1)grffδ(g)(m).

Por un lado, tenemos

δ(fg)(m) = di+p+qM (fg)(m)− (−1)gr(fg)(fg)diM (m).

Por otro, g(m) ∈M i+q y entonces

δ(f)(g(m)) = di+q+pM f(g(m))− (−1)grffdi+qM (g(m))

y
(−1)grffδ(g)(m) = (−1)grff [di+qM g(m)− (−1)grggdiM (m)]

= (−1)pfdi+qM g(m)− (−1)p+qfgdiM (m).

Sumando ambos términos obtenemos

δ(f)(g(m)) + (−1)grffδ(g)(m) = di+q+pM f(g(m))− (−1)pfdi+qM (g(m))+

(−1)pfdi+qM g(m)− (−1)p+qfgdiM (m) = di+q+pM f(g(m))− (−1)p+qfgdiM (m),

entonces δ(fg)(m) = δ(f)(g(m)) + (−1)grffδ(g)(m).
Ahora veamos que δ2 = 0. Sean f ∈ Ap y m ∈M i, luego δ(f) ∈ Ap+1

δ2(f)(m) = δ(δ(f))(m) = di+p+1
M (δ(f))(m)− (−1)grδ(f)δ(f)diM (m)

= di+p+1
M [di+pM f(m)− (−1)grffdiM (m)]− (−1)p+1[di+p+1

M f(diM (m))

−(−1)pfdi+1
M (diM (m))] = di+p+1

M di+pM f(m)+0+(−1)p+1(−1)pfdi+1
M (diM (m)) = 0.

Aśı, hemos demostrado que A es una k-álgebra diferencial.
2

DEFINICIÓN 3.13.
Sea A una k-álgebra graduada y M un A-módulo izquierdo, entonces M es un
A-módulo graduado izquierdo si y sólo si

(i) M admite una graduación como k-espacio vectorial M =
⊕

i∈ZM
i donde

M i es un k-subespacio vectorial, ∀i ∈ Z. Los elementos de M i se llaman
homogéneos de grado i. Escribimos gr(m) = i si y sólo si m ∈M i.

(ii) Si a ∈ Ai y m ∈M j, entonces am ∈M i+j.
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DEFINICIÓN 3.14.
Sea A una k-álgebra diferencial y M un A-módulo izquierdo, entonces M es un
A-módulo diferencial izquierdo si y sólo si:

(i) M =
⊕

i∈ZM
i es un A-módulo graduado izquierdo.

(ii) M tiene una transformación lineal d : M // M que satisface

(a) dM (M i) ⊂M i+1, para toda i ∈ Z;

(b) d2
M = 0;

(c) Si a ∈ A y m ∈M son elementos homogéneos,

dM (am) = d(a)m+ (−1)gr(a)adM (m).

OBSERVACIÓN 3.15.
Si A es un k-álgebra diferencial, A es, visto como A-módulo izquierdo, un A-
módulo diferencial izquierdo. Nos referiremos a él como el A-módulo diferencial
regular izquierdo.

Ahora vamos a definir los A-módulos derechos, para ello recordemos la defi-
nición de Aop.

DEFINICIÓN 3.16.
Sea A una k-álgebra graduada. Aop es la k-álgebra cuyo conjunto y estructura
de espacio vectorial graduado es la misma de A, es decir Aop = A, por tanto
(Aop)m = Am, ∀m ∈ Z. Si a ∈ Ap y b ∈ Aq definamos a ∗ b = (−1)pqba. El
producto en Aop se obtiene de la fórmula anterior extendiendo biaditivamente.

Claramente Aop es una k-álgebra graduada.

PROPOSICIÓN 3.17.
Si A es una k-álgebra diferencial, entonces Aop =

⊕
i∈ZA

i es una k-álgebra
diferencial, donde la diferencial de Aop, es la misma que la de A.

DEMOSTRACIÓN.
Como la diferencial de Aop igual a la de A, tenemos que d2 = 0. Sólo hace falta
verificar la condición de Leibniz, es decir que si a y b son elementos homogéneos,
secumple laa siguiente igualdad d(a ∗ b) = d(a) ∗ b+ (−1)gr(a)a ∗ d(b). Sabemos
que

d(a ∗ b) = d((−1)gragrbba) = (−1)gragrbd(ba) = (−1)gragrb[d(b)a+(−1)grbbd(a)]

= (−1)gragrb[(−1)(grb+1)(gra)a ∗ d(b) + (−1)grb(−1)(gra+1)grbd(a) ∗ b]
= (−1)graa ∗ d(b) + d(a) ∗ b.

Luego Aop es un k-álgebra diferencial.
2
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DEFINICIÓN 3.18.
(i) Si A es una k-álgebra graduada, un A-módulo graduado derecho M es un

Aop-módulo graduado izquierdo.

(ii) Si A es una k-álgebra diferencial, un A-módulo diferencial derecho M es un
Aop-módulo diferencial izquierdo.

Veamos una caracterización de los A-módulos graduados derechos.

PROPOSICIÓN 3.19.
Sea M un k-espacio vectorial con una graduación, M = ⊕i∈ZM i. Sea A una
k-álgebra graduada, entonces M es un A-módulo graduado derecho si y sólo si
existe una transformación bilineal ψ : M ×A // M donde ψ(m, a) = m · a
tal que

(i) Si a ∈ Ai y m ∈M j, entonces m · a ∈M i+j;

(ii) m · 1 = m;

(iii) Si a, b ∈ A son elementos homogéneos y m ∈M ,

(m · a) · b = (−1)gr(a)gr(b)m · (ab).

DEMOSTRACIÓN.
⇒ Por hipótesis M es un A-módulo graduado derecho, por tanto tenemos

que M es un Aop-módulo graduado izquierdo. Aprovechando esta información
vamos a definir la acción derecha ψ como sigue ψ(m, a) := m · a = am. Veamos
que se cumplen las tres condiciones:

(i) Sean a ∈ Ai y m ∈M j . Veamos que m · a ∈M i+j .
Como Aop es un A-módulo graduado izquierdo, entonces am ∈ M i+j y
por tanto tenemos que m · a ∈M i+j .

(ii) m · 1 = m
Esta condición se cumple pues m · 1 = 1m = m.

(iii) Sean a, b elementos homogéneos de A. Tenemos:

(m · a) · b = (am) · b = b(am) = (b ∗ a)m = (−1)gr(a)gr(b)(ab)m

= (−1)gr(a)gr(b)m · (ab).

⇐ φ : Aop ×M // M donde φ(a,m) := am = m · a. Remontando el
argumento de (i), resulta que M es un Aop-módulo graduado izquierdo, es decir,
un A-módulo graduado derecho.

2

Ahora veremos una caracterización para los A-módulos diferenciales dere-
chos.
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PROPOSICIÓN 3.20.
Sea M un k-espacio vectorial con una graduación, M =

⊕
i∈ZM

i, y provisto
con una transformación lineal dM : M // M tal que

(i) dM (M i) ⊂M i+1, ∀i ∈ Z;

(ii) d2
M = 0.

Sea A una k-álgebra diferencial con diferencial d. Entonces M es un A-módulo
diferencial derecho con diferencial dM si y sólo si existe una transformación
bilineal ψ : M ×A // M donde ψ(m, a) = m · a, tal que

(i) ψ satisface las condiciones de la proposición 3.19.

(ii) Si a ∈ A y m ∈M son homogéneos, entonces

dM (m · a) = m · d(a) + (−1)gr(a)dM (m) · a.

DEMOSTRACIÓN.
⇒ Supongamos que M es un A-módulo diferencial derecho con diferencial
dM . Como M es un A-módulo graduado derecho, existe ψ que satisface las
condiciones de la proposición 3.19. Sólo nos resta probar que dM satisface la
condición de Leibniz. Sean m ∈M y a ∈ A elementos homogéneos

dM (m · a) = dM (am) = d(a)m+ (−1)gr(a)adM (m)

= m · d(a) + (−1)gr(a)dM (m) · a.
⇐ Suponga que ψ es una transformación bilineal que cumple (i) y (ii).

Por la proposición 3.19, M es un A-módulo graduado derecho. Remontando el
argumento anterior, vemos que M es un Aop-módulo izquierdo con diferencial
dM .

2

LEMA 3.21.
Sea A un álgebra diferencial. Vamos a darle a A =

⊕
i∈ZA

i una estructura de
A-módulo diferencial derecho. Definamos una acción derecha como sigue, para
a, b ∈ A elementos homogéneos. a ∗ b := (−1)gr(a)gr(b)ab. En general,

(∑

i

ai

) 
∑

j

bj


 =

∑

i,j

ai ∗ bj .

Por definición dA := d : A // A es la diferencial del álgebra A.

DEMOSTRACIÓN.
Note que lo único que falta ver para que esta acción le de estructura a A de
A-módulo graduado derecho, es que (a∗ b1)∗ b2 = (−1)gr(b1)gr(b2)a∗ (b1b2), para
a, b1, b2 elementos homogéneos de A. Notenemos que

(a ∗ b1) ∗ b2 = ((−1)gr(a)gr(b1)ab1) ∗ b2 = (−1)gr(a)gr(b1)((ab1) ∗ b2)
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= (−1)gr(a)gr(b1)+(gr(a)+gr(b1))gr(b2)ab1b2

= (−1)gr(a)(gr(b1)+gr(b2))+gr(b1)gr(b2)ab1b2 = (−1)gr(b1)gr(b2)a ∗ (b1b2).

Aśı esta acción le da estructura de A-módulo graduado derecho a A. Ahora
bien, la diferencial dA := d es la misma que la de A, aśı dados a y b elementos
homogéneos de A

d(a ∗ b) = (−1)gr(a)gr(b)d(ab) = (−1)gr(a)gr(b)[d(a)b+ (−1)gr(a)ad(b)]

= (−1)gr(a)gr(b)d(a)b+ (−1)gr(a)(gr(b)+1)ad(b)

= (−1)gr(a)gr(b)+(gr(a)+1)gr(b)d(a) ∗ b+ a ∗ d(b) = a ∗ d(b) + (−1)gr(b)d(a) ∗ b
por tanto AA es un A-módulo diferencial derecho.

2

DEFINICIÓN 3.22.
Llamaremos al módulo diferencial derecho A el A-módulo diferencial regular
derecho.

En adelante Mod-A diferencial significará A-módulo diferencial derecho y
A-Mod diferencial, significará A-módulo diferencial izquierdo.

PROPOSICIÓN 3.23.
Sea k un campo

(i) Sean A es una k-álgebra graduada y M es un A-módulo derecho graduado.
Definamos M [1] :=

⊕
i∈Z(M [1])i donde (M [1])i = M i+1 y la acción m ∗

a := (−1)gram · a, para m ∈ M y a ∈ A homogéneos. Entonces, M [1] es
un A-módulo graduado derecho.

(ii) Sea A una k-álgebra diferencial y M un Mod-A diferencial, definamos
dM [1] = −dM . Entonces M [1] es un Mod-A diferencial.

DEMOSTRACIÓN.
Haremos la prueba de cada uno de los incisos.

(i) Veamos la asociatividad. Sean a, b ∈ A elementos homogéneos y
m ∈ (M [1])i

(m ∗ a) ∗ b = ((−1)gr(a)m · a) ∗ b = (−1)gr(a)(−1)gr(b)(m · a) · b

= (−1)gr(a)+gr(b)(−1)gr(a)gr(b)m·(ab) = (−1)gr(a)gr(b)[(−1)gr(a)+gr(b)m·(ab)]
= (−1)gr(a)gr(b)[m ∗ (ab)].

Entonces M [1] es un A-módulo graduado derecho.
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(ii) Claramente, d2
M [1] = dM [1](−dM ) = −dM (−dM ) = d2

M = 0.
Ahora veamos que se cumple Leibniz, es decir que se cumple la siguiente

igualdad dM [1](m ∗ a) = m ∗ d(a) + (−1)gr(a)(dM [1](m) ∗ a). En efecto

dM [1](m∗a) = −dM (m∗a) = −dM [(−1)gr(a)(m·a)] = −(−1)gr(a)dM (m·a)

= −(−1)gr(a)[m · d(a) + (−1)gr(a)dM (m) · a]
= (−1)gr(a)[−(m · d(a)) + (−1)(dM (m) ∗ a)]

= (−1)gr(a)[(−1)gr(a)+2m ∗ d(a) + dM [1](m) ∗ a]
= m ∗ d(a) + (−1)gr(a)(dM [1](m) ∗ a).

Aśı, hemos visto que M [1] es un Mod-A diferencial.

2

OBSERVACIÓN 3.24.
Si M es un A-módulo graduado (respectivamente diferencial), de manera análo-
ga a la construcción anterior, podemos construir el A-módulo graduado (respec-
tivamente diferencial) M [−1]. Notemos que (M [−1])[1] = M = (M [1])[−1].

EJEMPLO 3.25.
Sean A =

⊕
i∈ZA

i, M =
⊕

i∈ZM
i, donde M es un Mod-A diferencial y supon-

gamos que d(A0) = 0. Consideremos a A0 con d = 0, luego M =
⊕

i∈ZM
i es

un Mod-A0 diferencial.

DEMOSTRACIÓN.
Sea M =

⊕
i∈ZM

i, dM : M // M y m ∈ M i, a ∈ A0, entonces por ser
M un Mod-A diferencial, tenemos que ma ∈ M i+0 = M i. Nótese que en este
caso M i es Mod-A0 ∀i ∈ Z. Veamos que dM (ma) = dM (m)a, como dM cumple
Leibniz tenemos que dM (ma) = md(a) + (−1)0dM (m)a = dM (m)a. Sólo nos
falta ver que d2

M = 0, pero esto se tiene ya porque dM es una diferencial sobre
M . Aśı hemos probado que M es un Mod-A0 diferencial.

2

A partir de ahora en el presente trabajo A será una k-álgebra graduada
diferencial. En lo que sigue empezaremos definiendo unas nuevas categoŕıas y
más adelante veremos que una de ellas es una categoŕıa de Frobenius.

DEFINICIÓN 3.26.
G es la categoŕıa cuyos objetos son los A-módulos derechos graduados y sus
morfismos f : M // N son funciones lineales que cumplen

1. f(ma) = f(m)a, para toda m en M y para toda a en A;

2. f(M i) ⊂ N i, ∀i ∈ Z.

DEFINICIÓN 3.27.
C es la categoŕıa cuyos objetos son los A-módulos derechos diferenciales y sus
morfismos f : M // N , son aquellos que, además de ser morfismos de A-
módulos derechos graduados, conmutan con la diferencial, es decir fdM = dNf .
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LEMA 3.28.
Sea A una k-álgebra diferencial graduada

(i) Si f : M // N es un morfismo en G que es biyectivo como función,
entonces f es un isomorfismo en G.

(ii) Si f : M // N es un morfismo en C que es biyectivo como función,
entonces f es un isomorfismo en C .

DEMOSTRACIÓN.
Veamos la prueba de (i)

(i) Sea f : M // N un morfismo biyectivo en G y sea g : N // M
su función inversa. Tenemos f(M i) ⊆ N i, ∀i ∈ Z. Como f es biyectiva,
si n ∈ N i, existe m =

∑
imi ∈

⊕
i∈ZM

i = M tal que n = f(m) =∑
i f(mi) ∈

⊕
i∈ZN

i. Luego n = f(m) = f(mi). Hemos probado que
f(M i) = N i para toda i ∈ Z. Luego g(N i) = g(f(M i)) = M i ∀i ∈ Z y g
es homogéneo. Además, si m ∈M y a ∈ A, tenemos

f(g(ma)− g(m)a) = fg(ma)− f(g(m)a)

= fg(ma)− fg(m)a = ma−ma = 0

y como f es inyectiva, g(ma) = g(m)a. Entonces g es un morfismo en G y
es el inverso de f . Aśı f es isomorfismo en G.

(ii) Sea f : M // N un morfismo biyectivo en C y sea g : N // M
su función inversa. Por el inciso anterior, sólo nos resta verificar que se
cumple la siguiente igualdad dMg = gdN . En efecto,

f(dMg(n)− gdN (n)) = f(dMg(n))− f(gdN (n))) = fdMg(n)− fgdN (n)

= fgdN (n)− fgdN (n) = 0.

Como f es inyectiva, dMg(n) = gdN (n).

2

El siguiente paso es ver que G y C son categoŕıas abelianas con coproductos.

PROPOSICIÓN 3.29.
G y C tienen un objeto cero.

DEMOSTRACIÓN.
Sea Z = 0 el k-espacio vectorial cero y la acción Z ×A // Z dada por
0 · a = 0. Definamos a dZ = 0. Como Z =

⊕
i∈Z Z

i donde Zi = 0 ∀i ∈ Z,
entonces vemos que Z está en C . Ahora comprobemos que Z es objeto cero de
C . Observe que HomC (M,Z) y HomC (Z,N) sólo tienen un elemento, digamos
0M,0 y 00,N , respectivamente. DadosM,N en C definimos al morfismo cero como
0 := 00,N ◦ 0M,0 donde 0M,0 está en HomC (M,Z) y 00,N está en HomC (Z,N).
Con esto tenemos que Z = 0 es el objeto cero de C . El argumento para G es
similar.

2

114
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PROPOSICIÓN 3.30.
Sean G y C como antes

(i) HomG(M,N) es grupo abeliano para todo M,N en G.

(ii) HomC (M,N) es grupo abeliano para todo M,N en C .

DEMOSTRACIÓN.

(i) Sean f, g ∈ HomG(M,N). Veamos que f + g ∈ HomG(M,N). Definamos a
la suma de f y g, para m ∈M , como sigue

(f + g)(m) := f(m) + g(m).

Como ambas funciones son transformaciones lineales tenemos que f + g
está en Homk(M,N). Nos falta probar que f+g es un morfismo homogéneo.
Seam ∈M i, luego (f+g)(m) = f(m)+g(m) y como cada sumando está en
N i y es grupo para toda i ∈ Z, entonces (f +g)(m) ∈ N i. Aśı hemos visto
que (f + g)(M i) ⊂ N i. También es claro que

(f + g)(ma) = (f + g)(m)a.

Luego, f + g ∈ HomG(M,N).

(ii) Por el inciso anterior lo único que nos falta ver es que, dados f y g en
HomC (M,N), entonces f + g conmuta con la diferencial, es decir que (f +
g)dM = dN (f + g). Sea m ∈M entonces

(f+g)dM (m) = fdM (m)+gdM (m) = dNf(m)+dNg(m) = dN (f+g)(m).

Luego tenemos que f + g ∈ HomC(M,N).

2

OBSERVACIÓN 3.31.
Dados M,N,L ∈ C ; f, f1, f2 ∈ HomC (M,N) y g, g1, g2 ∈ HomC (N,L) las si-
guientes igualdades

g(f1 + f2) = gf1 + gf2

(g1 + g2)f = g1f + g2f

son válidas por ser todos los morfismos transformaciones lineales. La afirmación
correspondiente vale para G.

A continuación veremos la existencia de coproductos en C y en G.
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PROPOSICIÓN 3.32.
La categoŕıa G tiene coproductos.

DEMOSTRACIÓN.
Sea {Ms}s∈J una familia de objetos de G, donde Ms = ⊕j∈ZM j

s para toda
s ∈ J . Tomemos

∐
s∈JMs el coproducto de los k-espacios vectoriales Ms y sus

inyecciones canónicas λs : Ms
//
∐
s∈JMs .

(i)
∐
s∈JMs tiene estructura de A-módulo graduado derecho.

Definamos (∐

s∈J
Ms

)j

:=
∑

s∈J
λs(M j

s ).

Tenemos que probar que

∐

s∈J
Ms =

⊕

j∈Z

(∐

s∈J
Ms

)j

.

Sea x ∈ ∐
s∈JMs entonces x tiene la siguiente forma

x = λs1(m1) + λs2(m2) + · · ·+ λst(mt)

donde mi está en Msi y Msi =
⊕

j∈ZM
j
si

. Entonces,

m1 = mr
1 +mr+1

1 +mr+2
1 + · · ·+mr+l

1

m2 = mr
2 +mr+1

2 +mr+2
2 + · · ·+mr+l

2

...

mt = mr
t +mr+1

t +mr+2
t + · · ·+mr+l

t

donde mj
i esta en (Msi)

j . Para facilitar las cuentas podemos suponer que
las mi inician y terminan en los mismos ı́ndices, pues en el caso de que
no comiencen o terminen igual le agregamos ceros para que ocurra. Al
sustituir obtenemos que

x = λs1(m
r
1+m

r+1
1 +mr+2

1 +· · ·+mr+l
1 )+λs2(m

r
2+m

r+1
2 +mr+2

2 +· · ·+mr+l
2 )

+ · · ·+ λst(m
r
t +mr+1

t +mr+2
t + · · ·+mr+l

t ).

Como λsi es una transformación lineal, tenemos que se distribuye sobre
la suma:

x = λs1(m
r
1) + λs1(m

r+1
1 ) + λs1(m

r+2
1 ) + · · ·+ λs1(m

r+l
1 )

+λs2(m
r
2) + λs2(m

r+1
2 ) + λs2(m

r+2
2 ) + · · ·+ λs2(m

r+l
2 )

...
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+λst
(mr

t ) + λst
(mr+1

t ) + λst
(mr+2

t ) + · · ·+ λst
(mr+l

t ),

y, reordenado las sumatorias, obtenemos

x = λs1(m
r
1) + λs2(m

r
2) + · · ·+ λst(m

r
t ) + λs1(m

r+1
1 ) + λs2(m

r+1
2 ) + · · ·

+λst
(mr+1

t ) + · · ·+ λs1(m
r+l
1 ) + λs2(m

r+l
2 ) + · · ·+ λst

(mr+l
t ).

Definamos

ηr := λs1(m
r
1) + λs2(m

r
2) + · · ·+ λst

(mr
t ) ∈

(∐

s∈J
Ms

)r

ηr+1 := λs1(m
r+1
1 ) + λs2(m

r+1
2 ) + · · ·+ λst

(mr+1
t ) ∈

(∐

s∈J
Ms

)r+1

...

ηr+l := λs1(m
r+l
1 ) + λs2(m

r+l
2 ) + · · ·+ λst(m

r+l
t ) ∈

(∐

s∈J
Ms

)r+l

.

Entonces,

x = ηr + ηr+1 + · · ·+ ηr+l ∈
∑

j∈Z

(∐

s∈J
Ms

)j

,

y esto implica que
∐

s∈J
Ms =

∑

j∈Z

(∐

s∈J
Ms

)j

.

Ahora veamos que la suma es directa. Suponga que ηr ∈
(∐

s∈JMs

)r,
ηr+1 ∈

(∐
s∈JMs

)r+1, . . . , ηr+l ∈
(∐

s∈JMs

)r+l y que

0 = ηr + ηr+1 + · · ·+ ηrr+l
.

Pero sabemos que ηj ∈
(∐

s∈JMs

)j , luego:

ηj = λs1(m
j
1) + λs2(m

j
2) + · · ·+ λst(m

j
t )

con mj
i ∈M j

si
, para j = r, . . . , r + l. Entonces

0 =
t∑

i=1

λsi(m
r
i ) +

t∑

i=1

λsi(m
r+1
i ) + · · ·+

t∑

i=1

λsi(m
r+l
i )

y, reordenando las sumas, obtenemos

0 = λs1(m
r
1+m

r+1
1 +mr+2

1 +· · ·+mr+l
1 )+λs2(m

r
2+m

r+1
2 +mr+2

2 +· · ·+mr+l
2 )
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+ · · ·+ λst
(mr

t +mr+1
t +mr+2

t + · · ·+mr+l
t ).

Luego si aplicamos la proyección canónica πsi :
∐
s∈JMs // Msi te-

nemos que

0 = πsi
λsi

(mr
i + · · ·+mr+l

i ) = mr
i + · · ·+mr+l

i ∈Msi
=

⊕

j∈Z
M j
si

para i = 1, . . . , t, esto nos dice que mr
i = 0,mr+1

i = 0, . . . ,mr+l
i = 0.

Luego ηr = ηr+1 = · · · = ηr+l = 0. Aśı hemos probado que

∐

s∈J
Ms =

⊕

j∈Z

(∐

s∈J
Ms

)j

.

(ii)
∐
s∈JMs tiene estructura de A-módulo derecho graduado.

Consideremos la transformación bilineal

ψ :
∐
s∈JMs ×A //

∐
s∈JMs

tal que ψ(
∑
i λsi(mi), a) :=

∑
i λsi(mia). Sean x ∈ (∐

s∈JMs

)j y a ∈ At,
veamos que xa ∈ (∐

s∈JMs

)j+t. Sea x = λs1(m1)+λs2(m2)+· · ·+λst(mt),
donde mi está en M j

si
para i = 1, . . . , t luego

xa = (λs1(m1) + λs2(m2) + · · ·+ λst(mt)) a

= λs1(m1)a+ λs2(m2)a+ · · ·+ λst(mt)a

= λs1(m1a) + λs2(m2a) + · · ·+ λst(mta)

donde mia ∈M j+t
si

, entonces

xa ∈
(∐

s∈J
Ms

)j+t

.

Sean a, b ∈ A homogéneos y x ∈ (∐
s∈JMs

)j . Veamos que se cumple que
(xa)b = (−1)gr(a)gr(b)x(ab). Sea x = λs1(m1) + λs2(m2) + · · · + λst(mt)
con mi ∈M j

si
, para i = 1, . . . , t. Entonces

(xa)b = (λs1(m1a) + λs2(m2a) + · · ·+ λst(mta))b

= λs1([m1a]b) + λs2([m2a]b) + · · ·+ λst([mta]b)

pero recordemos que, Msi es A-módulo graduado derecho, por lo tanto
se tiene que (mia)b = (−1)gr(a)gr(b)mi(ab) para i = 1, . . . , t. Aśı, tenemos
que

(xa)b = λs1((−1)gr(a)gr(b)m1(ab)) + · · ·+ λst((−1)gr(a)gr(b)mt(ab))

= (−1)gr(a)gr(b)x(ab).
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Aplicando la proposición 3.19 obtenemos que
∐
s∈JMs es un A-módulo derecho

graduado. Notemos que cada λj : Msi
//
∐
s∈JMs es un morfismo de A-

módulos graduados derechos. Sólo resta ver que
∐
s∈JMs tiene la propiedad

universal de coproducto. Sea { fs : Ms
// L }s∈J una familia de morfismos

de G. En particular cada fs es lineal. Como
∐
s∈JMs es el coproducto de los

k-espacios vectoriales Ms existe un único morfismo lineal f :
∐
s∈JMs // L

tal que fλsi
= fsi

para toda si ∈ J .

∐
s∈JMs

f // L

Msi

λsi

OO

fsi

;;wwwwwwwwww

Veamos que f es un morfismo de G. Sean m ∈ ∐
s∈JMs y a ∈ A, como

m ∈ ∐
s∈JMs existen mi ∈Msi tal que m =

∑
λsi(mi). Aśı tenemos que

ma =
∑
λsi(mia), luego

f(ma) = f
(∑

λsi(mia)
)

=
∑

fλsi(mia) =
∑

fsi(mia) =
∑

fsi(mi)a

=
(∑

fλsi(mi)
)
a = f

(∑
λsi(mi)

)
a = f(m)a.

Similarmente se muestra que

f

(∐

s∈J
Ms

)j

⊆ Lj ,

pues fsi(M
j
si

) ⊆ Lj .
2

PROPOSICIÓN 3.33.
La categoŕıa C tiene coproductos.

DEMOSTRACIÓN.
Sea {Ms}s∈J una familia de A-módulos diferenciales derechos. Por la proposi-
ción anterior tenemos que el coproducto de los k-espacios vectoriales

∐
s∈JM

s

admite una estructura de A-módulo derecho graduado. Sólo nos queda por ver
que

∐
s∈JM

s está en C . Veamos a la diferencial. Para cada s ∈ J tenemos
una diferencial ds : Ms

// Ms . Por la propiedad universal del coproducto,

existe una única transformación lineal d :
∐
s∈JMs //

∐
s∈JMs tal que el

siguiente diagrama es conmutativo ∀j ∈ Z
∐
s∈JMs

d //
∐
s∈JMs

Ms

λs

OO

ds

// Ms.

λs

OO
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Ahora comprobemos que d efectivamente es una diferencial.

(i) d(
(∐

s∈JMs

)j) ⊂ (∐
s∈JMs

)j+1.
Sea x ∈ (∐

s∈J ms

)j , entonces x =
∑
λsi

(mi) con mi ∈M j
si

d(x) = d
(∑

λsi
(mi)

)
=

∑
d(λsi

(mi)) =
∑

λsi
(dsi

(mi));

pero note que dsi
(mi) ∈M j+1

si
entonces

d(x) ∈
(∐

s∈J
Ms

)j+1

.

(ii) d cumple la condición de Leibniz.
Sean x ∈ (∐

s∈JMs

)j y a ∈ Ar, como en el inciso anterior, tenemos que
x =

∑t
i=1 λsi

(mi), con mi ∈M j
si

. Luego,

d(xa) = d

((
t∑

i=1

λsi(mi)

)
a

)
= d

(
t∑

i=1

λsi(mia)

)

=
t∑

i=1

d(λsi(mia)) =
t∑

i=1

λsidsi(mia) =
t∑

i=1

λsi [mid(a) + (−1)rdsi(mi)a]

=
t∑

i=1

λsi [mid(a)] + (−1)r
t∑

i=1

λsi [dsi(mi)a]

=
t∑

i=1

λsi(mi)d(a) + (−1)r
t∑

i=1

d(λsi(mi))a = xd(a) + (−1)rd(x)a.

Aśı, d satisface la condición de Leibniz.

(iii) d2 = 0.
Al igual que en los incisos anteriores sea x ∈ (∐

s∈JMs

)j , entonces
x =

∑
λsi(mi) con mi ∈M j

si
. Notemos que

d2(x) = d(d(x)) = d
(∑

d(λsi(mi))
)

= d
(∑

λsi(dsi(mi))
)

=
∑

dλsi(dsi(mi)) =
∑

λsidsidsi(mi) = 0.

Luego
∐
s∈JMs es un Mod-A diferencial.

Es claro que la inyección λs : Msi
//
∐
s∈JMs es un morfismo de módulos

diferenciales derechos. Sea { fs : Ms
// L }s∈J una familia de morfismos en
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C . Puesto que
∐
s∈JMs es coproducto en G, existe f :

∐
s∈JMs // L en G

tal que conmuta
∐
s∈JMs

f // L

Msj .

λsj

OO

fsj

;;wwwwwwwwww

Lo único que nos queda por probar es que fd = dLf donde d es la diferencial
de

∐
s∈JM

s. Sea x ∈ ∐
s∈JMs, entonces

fd(x) = f
(∑

λsidmsi
(mi)

)
=

∑
fλsidmsi

(mi) =
∑

fsidmsi
(mi)

=
∑

dLfsi
(mi) = dL

(∑
fsi

(mi)
)

= dLf(x).

Aśı, C tiene coproductos.
2

PROPOSICIÓN 3.34.
G y C son categoŕıas aditivas.

DEMOSTRACIÓN.
Por las proposiciones 3.29, 3.30, 3.32, 3.33 y la observación 3.31 tenemos de-
mostrada la proposición.

2

Nuestro objetivo final es ver que G y C son categoŕıas abelianas. Para ello
definiremos los conceptos de submódulos graduados, submódulos diferenciales,
cocientes de módulos graduados y cocientes de módulos diferenciales.

DEFINICIÓN 3.35.
Sea M un A-módulo graduado derecho y N un subespacio vectorial de M .
Diremos que N es un A-submódulo graduado de M si

(i) N =
⊕

i∈ZN ∩M i.

(ii) Para toda a ∈ A y n ∈ N , na ∈ N .

DEFINICIÓN 3.36.
Sea M un A-módulo diferencial derecho y N un subespacio vectorial de M .
Diremos que N es un A-submódulo diferencial de M si

(i) N es un submódulo graduado de M .

(ii) δM (N) ⊆ N .

OBSERVACIÓN 3.37.
Note que N es un submódulo diferencial derecho de M , entonces N es A-módulo
diferencial derecho, pues lo hereda de M .
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EJEMPLO 3.38.
Si f : M // N es un morfismo de A-módulos graduados derechos, entonces
Ker(f) = {m ∈ M | f(m) = 0} es una submódulo graduado de M . Además, la
inclusión i : Ker(f) // M es un morfismo de módulos graduados.

DEMOSTRACIÓN.
Veamos que se cumplen las dos condiciones.

(i) Ker(f) =
⊕

i∈ZMi ∩Ker(f).
Es claro que M i ∩Ker(f) ⊂ Ker(f) ∀i ∈ Z, por lo tanto

∑

i∈Z
(Ker(f) ∩Mi) ⊂ Ker(f).

Por otro lado, sea m ∈ Ker(f) ⊂ M =
⊕

i∈ZMi, entonces m =
∑
mi con

mi ∈M i, luego

0 = f(m) = f
(∑

mi

)
=

∑
f(mi) ∈

⊕

i∈Z
N i,

con f(mi) ∈ N i. Por tanto, tenemos que,∀i, f(mi) = 0. Esto implica que
mi ∈M i ∩Ker(f), para toda i, por tanto

m ∈
∑

i∈Z
(Ker(f) ∩Mi).

Luego, hemos probado que

Ker(f) =
∑

i∈Z
(Ker(f) ∩Mi) =

⊕

i∈Z
(Ker(f) ∩Mi).

(ii) Sea a ∈ A y m ∈ Ker(f). Entonces f(ma) = f(m)a = 0. Por tanto
ma ∈ Ker(f).

2

EJEMPLO 3.39.
Si f : M // N es un morfismo de A-módulos diferenciales derechos, enton-
ces Ker(f) = {m ∈ M | f(m) = 0} es un submódulo diferencial de M . Además,
la inclusión i : Ker(f) // M es un morfismo de submódulos diferenciales.

DEMOSTRACIÓN.
Ya sabemos que Ker(f) es un submódulo graduado de M . Veamos que se cumple
que dM (Ker(f)) ⊆ Ker(f). Sea m ∈ Ker(f), probemos que dM (m) ∈ Ker(f).

f(dM (m)) = dNf(m) = dN0 = 0.

2
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EJEMPLO 3.40.
Si f : M // N es un morfismo de A-módulos graduados derechos, Im(f) es
un A-submódulo graduado de N . Además, Im(f) ∩Ni = f(Mi), ∀i ∈ Z.

DEMOSTRACIÓN.
Veamos que Im(f) es un A-submódulo graduado, es decir, que se satisfacen las
condiciones:

(i) Im(f) =
⊕

i∈ZNi ∩ Im(f).
Al igual que antes, es claro que N i ∩ Im(f) ⊂ Im(f) ∀i ∈ Z, entonces

∑

i∈Z
N i ∩ Im(f) ⊂ Im(f).

Por otro lado, si y ∈ Im(f) entonces existe m ∈ M con m =
∑
mi donde

mi ∈M i y m es tal que y = f(m). Entonces

y = f(m) = f
(∑

mi

)
=

∑
f(mi)

donde notamos que f(mi) ∈ Im(f) ∩Ni ∀i ∈ Z. Entonces,

Im(f) =
∑

i∈Z
(Ni ∩ Im(f)) =

⊕

i∈Z
(Ni ∩ Im(f)).

(ii) Es claro que si y ∈ Im(f) y a ∈ A entonces ya ∈ Im(f), pues como y ∈ Im(f)
existe m ∈M con y = f(m). Luego,

ya = f(m)a = f(ma) ∈ Im(f).

Ahora veamos que Im(f) ∩ Mi = f(Mi), ∀i ∈ Z. Fijemos i ∈ Z. Claramente,
f(M i) ⊆ Im(f)∩Ni. Sea m ∈M con f(m) ∈ N i. Escribamos m =

∑
j∈Zmj con

mj ∈M j . Entonces, f(m) =
∑
f(mj) ∈

⊕
j∈ZN

j implica que f(m) = f(mi).
2

EJEMPLO 3.41.
Si f : M // N es un morfismo de A-módulos diferenciales derechos, Im(f)
es un submódulo diferencial de N .

DEMOSTRACIÓN.
Ya sabemos que Im(f) es un submódulo graduado de N . Sólo nos falta ver que
Im(f) es dN estable. Sea y ∈ Im(f), veamos que dN (y) ∈ Im(f). Como y ∈ Im(f)
existe m tal que f(m) = y, por lo tanto

dN (y) = dNf(m) = f(dM (m)) ∈ Im(f).

2

A continuación vamos a ver que el cociente de un A-módulo graduado (res-
pectivamente diferencial) derecho por un submódulo graduado (respectivamente
diferencial) resulta ser un A-módulo graduado (respectivamente diferencial).
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PROPOSICIÓN 3.42.
Sea A una k-álgebra

(i) Sean M un A-módulo graduado derecho y N un A-submódulo graduado
de M , entonces M/N es un A-módulo graduado. Además la proyección
canónica η : M // M/N es un morfismo de módulos graduados.

(ii) Sean M un A-módulo diferencial derecho, N un A-submódulo diferencial
de M entonces M/N es un A-módulo diferencial. Además la proyección
canónica η : M // M/N es un morfismo de módulos diferenciales de-
rechos.

DEMOSTRACIÓN.

(i) Note que tenemos el siguiente morfismo de espacios vectoriales
η : M // M/N tal que η(m) = m, la clase lateral m = m + N . Es-
ta bien definido ya que N es un A-subespacio vectorial de M . Vamos a
definir una acción derecha de A en M/N . Lo haremos como sigue: Sea
ψ : M/N ×A // M/N tal que ψ(η(m), a) := η(ma) =: η(m)∗a. Vea-
mos que ψ esta bien definido. Sean m,m′ ∈ M tales que η(m) = η(m′),
entonces m−m′ ∈ N , luego (m−m′)a ∈ N por tanto η(ma) = η(m′a). Es
claro que ψ es bilineal. Veamos que esta acción le da aM/N una estructura
de A-módulo graduado derecho. Veamos primero que:

(x ∗ a) ∗ b = (−1)gr(a)gr(b)x ∗ (ab),

∀a, b ∈ A elementos homogéneos y x = η(m) ∈M/N .
En efecto,

(x ∗ a) ∗ b = η(ma) ∗ b = η([ma]b) = η((−1)gr(a)gr(b)m(ab))

= (−1)gr(a)gr(b)η(m(ab)) = (−1)gr(a)gr(b)x ∗ (ab).

Ahora veamos que M/N =
⊕

i∈Z η(M
i). Es claro que

M/N =
∑

i∈Z
η(M i).

Ahora veamos que es suma directa. Suponga que η(m1) + · · ·+ η(mt) = 0
con mi ∈M i, para toda i = 1, . . . , t. Luego

m1 +m2 + · · ·+mt ∈ N =
⊕

i∈Z

(
M i ∩N)

por tanto mi ∈M i ∩N para toda i = 1, . . . , t. Esto implica que
η(mi) = 0 para toda i = 1, 2, . . . , t. Finalmente, si a ∈ Ai y x ∈ M/N
tiene grado j, es decir si x ∈ (M/N)j := η(M j), tenemos que x = η(m)
con m ∈ M j . Luego xa = η(m)a = η(ma) ∈ η(M i+j). Aśı M/N es un
A-módulo graduado derecho.
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(ii) Ahora, siM es A-módulo diferencial derecho yN es submódulo diferencial,
tenemos que M/N es A-módulo graduado derecho con la notación de (i).
Pasemos a definir una transformación lineal dM/N . Como dM (N) ⊆ N te-
nemos que dM induce una transformación lineal dM/N que hace conmutar
el siguiente diagrama

M

η

²²

dM // M

η

²²
M/N

dM/N

// M/N.

Es claro que dM/N (η(M i)) = ηdM (M i) ⊆ η(M i+1), ∀i ∈ Z. Veamos que
dM/N satisface

(a) La regla de Leibniz.
Sean x ∈M/N y a ∈ A homogéneos. Digamos x = η(m) con m ∈M .

dM/N (x ∗ a) = dM/N (η(ma)) = η(dM (ma))

= η[(−1)gr(a)dM (m)a+md(a)] = (−1)gr(a)η(dM (m)a) + η(md(a))

= (−1)gr(a)dM/Nη(m)a+ η(m)d(a)

= x ∗ d(a) + (−1)gr(a)dM/N (x) ∗ a.
(b) d2

M/N = 0.
Sea x = η(m) ∈M/N , entonces

d2
M/N (x) = dM/NdM/N (η(m)) = dM/N (η(dM (m)))

= η(dM (dM (m))) = 0.

Por tanto M/N es un A-módulo diferencial derecho.

2

OBSERVACIONES 3.43.
(i) Si f : M // N un morfismo de A-módulos graduados derechos, entonces
CoKer(f) es un A-módulo graduado derecho.

(ii) Si f : M // N un morfismo de A-módulos diferenciales derechos, en-
tonces CoKer(f) es un Mod-A diferencial derecho.

DEMOSTRACIÓN.
Haremos la prueba del inciso (ii). Recuerde que CoKer(f) = N/Im(f). Ya vimos
para el caso diferencial, ejemplo 3.41, que Im(f) es un submódulo diferencial
derecho de N y por 3.42 tenemos que N/Im(f) es un Mod-A diferencial.
Para el caso graduado es análogo.

2
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PROPOSICIÓN 3.44.
(i) Si f : M // N es un morfismo de módulos graduados y la inclusión

s : Ker(f) // M , entonces s es el núcleo de f en G.

(ii) Si f : M // N es un morfismo de módulos diferenciales y

s : Ker(f) // M es la inclusión, entonces s es el núcleo de f en C .

DEMOSTRACIÓN.
(i) Sea g : L // M un morfismo en G tal que fg = 0.
Viendo a los morfismos como de k-espacios vectoriales tenemos que existe una
única transformación lineal λ : L // Ker(f) con la propiedad de que λs = g.
Es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

L

λ

{{
g

²²
Ker(f) Â Ä

s
// M

f
// N.

Veamos que λ es un morfismo de A-módulos graduados derechos:

(a) Sean a ∈ A y l ∈ L, entonces,

λ(la) = sλ(la) = g(la) = g(l)a = (sλ)(l)a = λ(l)a.

(b) Veamos que λ(Li) ⊂ (Ker(f) ∩Mi).
Sea li ∈ Li, aśı tenemos que g(li) ∈ M i pero como fg = 0, esto nos
implica que g(li) ∈ (Ker(f)∩Mi). Como li es un elemento de Li, entonces
tenemos que sλ(Li) = g(Li) ⊂ (Ker(f) ∩ Mi). Luego, λ : L // M es
un morfismo graduado y s es el núcleo de f en G.

(ii) Ahora supongamos que g : L // M es un morfismo de C . Con la nota-
ción de (i), bastará ver que:

λdL = dKer(f)λ.

Observe que en el siguiente diagrama

L

g

%%

dL

²²

λ // Ker(f)

dKer(f)

²²

s // M

dM

²²
L

g

99λ
// Ker(f)

s
// M,

sλdL = gdL = dMg = dMsλ = sdKer(f)λ, y como s es monomorfismo, entonces
λdL = dKer(f)λ. Aśı tenemos que λ es morfismo diferencial, y con esto vemos
que s es el núcleo de f en C .

2
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PROPOSICIÓN 3.45.
(i) Si f un morfismo graduado, entonces existe su conúcleo en G.

(ii) Si f un morfismo diferencial, entonces existe su conúcleo en C .

DEMOSTRACIÓN.

(i) Sean M,N A-módulos graduados derechos y f : M // N un morfismo
en G. Consideremos el siguiente diagrama en G

M
f // N

t // Coker(f)

donde t es la proyección canónica. Sea g : N // L un morfismo gra-
duado tal que gf = 0. Como gf = 0 entonces Ker(t) = Im(f) ⊂ Ker(g).
Aśı existe una única transformación lineal λ : Coker(f) // L tal que
λt = g.

M
f // N

g

²²

t // Coker(f)

λ
{{

L.

Veamos que λ es morfismo de A-módulos graduados derechos.

(a) Sea a ∈ A y z = t(n) ∈ Coker(f), entonces

λ(za) = λ(t(n)a) = λ(t(na)) = g(na) = g(n)a = λ(t(n))a = λ(z)a.

(b) λt(N i) ⊂ Li, pues λt(N i) = g(N i) ⊆ Li. Luego λ : Coker(f) // L
es morfismo de A-módulos graduados derechos y t es el conúcleo de
f en G.

(ii) Ahora supongamos que f : M // L es morfismo de A-módulos dife-
renciales derechos. Con la notación de (i) bastará ver que:

dLλ = λdCoker(f).

Consideremos el siguiente diagrama

N

g

%%

dN

²²

t // Coker(f)

dCoker(f)

²²

λ // L

dL

²²
N

g

99t
// Coker(f)

λ
// L
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y notemos que

λ(dCoker(f)t) = λt(dN ) = (λt)dN = gdN = dLg = dL(λt) = dLλt

y como t es epimorfismo entonces dLλ = λdCoker(f). Aśı, λ es un morfismo
diferencial y t es el conúcleo de f en C .

2

PROPOSICIÓN 3.46.
(i) Sea f monomorfismo en G y g el conúcleo de f en G, entonces f es núcleo

de su conúcleo en G.

(ii) Sea f monomorfismo en C y g el conúcleo de f en C , entonces f es núcleo
de su conúcleo en C .

DEMOSTRACIÓN.
Veamos la prueba de (i)

(i) Sea f monomorfismo en G y g el conúcleo de f en G. Sea h : E // N
el núcleo de g en G. Recuerde que f , g y h también son morfismos de la
categoŕıa de k-espacios vectoriales, y como es abeliana, tenemos que f es
el núcleo de su conúcleo en la categoŕıa de k-espacios vectoriales. Como
gf = 0, existe λ : E // M transformación lineal tal que fλ = h.

E

λ

~~
h

²²
M

Â Ä

f
// N g

// Cokerf.

Veamos que λ es un mofismo de A-módulos graduados. Si a ∈ A y e ∈ E
tenemos fλ(ea) = h(ea) = h(e)a = fλ(e)a, luego λ(ea) = λ(e)a. Por otro
lado, si ei ∈ Ei, tenemos que h(ei) satisface gh(ei) = gfλ(ei) = 0. Luego,

fλ(ei) = h(ei) ∈ kerg ∩N i = Im(f) ∩Ni = f(Mi).

Entonces, existe mi ∈M i con fλ(ei) = f(mi). Como f es monomorfismo,
λ(ei) = mi. Con ello hemos visto que λ(Ei) ⊆ M i. Vamos a probar que
λ es un isomorfismo en G, con esto concluiremos que f es el núcleo de su
conúcleo en G. Consideremos el siguiente diagrama en G, como gf = 0 y
h es núcleo de g en G existe un único morfismo ζ : M // E en G tal
que hζ = f

M
ζ

~~
f

²²
E

Â Ä

h
// N g

// Cokerf.

Aśı tenemos que fλ = h y hζ = f . Luego, fλζ = hζ = f de donde
λζ = 1M . Por otro lado, hζλ = fλ = h de donde ζλ = 1E . Luego tenemos
que λ es un isomorfismo.
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(ii) Para el caso diferencial la prueba es análoga a la hecha en (i), sólo tenemos
que ver que el morfismo λ : E // M que existió antes conmuta con
las diferenciales. En efecto, fλdE = hdE = dNh = dNfλ = fdMλ y, en
consecuencia, λdE = dMλ.

2

PROPOSICIÓN 3.47.
Si g epimorfismo en G (respectivamente en C ) y f el núcleo de g en G (respec-
tivamente en C ), entonces f es conúcleo de su núcleo en G (respectivamente en
C ).

DEMOSTRACIÓN.
Sea g : N // L epimorfismo en G y f su núcleo en G. Sea h : N // E
el conúcleo de f en G. Consideremos el siguiente diagrama en la categoŕıa G.
Como gf = 0, existe un único morfismo ζ : E // L tal que ζh = g

kerg
Â Ä f // N

h // //

g

²²

E

ζÄÄ
L.

Recuerde que f , g y h también son morfismos de la categoŕıa de k-espacios
vectoriales, que es abeliana, tenemos que g es el conúcleo de su núcleo. Como
gf = 0, existe una transformación lineal λ : L // E tal que λg = h.

kerg
Â Ä f // N

g // //

h

²²

L

λÄÄ
E.

Vamos a probar que ζ es un isomorfismo de k-espacios vectoriales, y por lema
3.28 inciso (i), lo es como morfismo de A-módulos graduados. Aśı tenemos que
λg = h y ζh = g. Luego, ζλg = ζh = g de donde ζλ = 1L. Por otro lado,
λζh = λg = h de donde λζ = 1E . Luego tenemos que λ es un isomorfismo de
k-espacios vectoriales y por tanto isomorfismo en G. Entonces, g es el conúcleo
de su núcleo en G. El caso diferencial es análogo.

2

PROPOSICIÓN 3.48.
Sea f un morfismo graduado (diferencial), entonces f se factoriza como
f = ts, donde t es un monomorfismo graduado (diferencial) y s es un epimor-
fismo graduado (diferencial).

DEMOSTRACIÓN.
Sea f : M // N un morfismo de Mod-A diferencial. Recordemos que f(M)
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es un submódulo diferencial de N , por tanto tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

M

s ++ ++

f // N

f(M)
& § t

JJ

donde s := {f |: M // f(M)} es epimorfismo, t es la inclusión de f(M) en
N y ambos son morfismos de A-módulos diferenciales derechos. El caso graduado
es análogo.

2

PROPOSICIÓN 3.49.
G y C son categoŕıas abelianas con coproductos.

DEMOSTRACIÓN.
Por las afirmaciones 3.44, 3.45, 3.46, 3.47, 3.48 tenemos probado el resultado.

2

OBSERVACIONES 3.50.
(1) Si A es una k-álgebra graduada, el A-módulo graduado regular derecho es
compacto en G.

(2) Si A es una k-álgebra diferencial, el A-módulo diferencial regular derecho es
compacto en C .

DEMOSTRACIÓN.
El mismo argumento de lema ?? vale para ambos incisos.

2

LEMA 3.51.
Tenemos automorfismos:

(i) T : G // G tal que: T (M) = M [1], para cada M ∈ G . T (f) = f , para
cada morfismo f de G.

(ii) T : C // C tal que: T (M) = M [1], para cada M ∈ C . T (f) = f , para
cada morfismo f de C .

DEMOSTRACIÓN.
En efecto, T es un funtor y su inversa está dada por T−1(M) = M [−1] y
T−1(f) = f .

2
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3.2. Productos tensoriales y bimódulos diferen-
ciales.

Recordemos la definición de producto tensorial sobre una k-álgebra A. Para
ello necesitaremos la noción de función A-balanceada.

DEFINICIÓN 3.52.
Sean A una k-álgebra, M un A-módulo derecho, N un A-módulo izquierdo y H
un k-espacio vectorial. Una función τ : M ×N // H es A-balanceada si y
sólo si para toda m,m1,m2 ∈M ; n, n1, n2 ∈ N ; α, β ∈ k y a ∈ A se cumple:

(i) τ(αm1 + βm2, n) = ατ(m1, n) + βτ(m2, n)

(ii) τ(m,αn1 + βn2) = ατ(m,n1) + βτ(m,n2)

(iii) τ(ma, n) = τ(m, an)

Si se cumplen las dos primeras propiedades diremos que τ es bilineal.

DEFINICIÓN 3.53.
Sean A una k-álgebra, M un A-módulo derecho y N un A-módulo izquierdo. El
producto tensorial de M y N es una pareja (T, τ) τ : M ×N // T donde T
es espacio vectorial y τ es A-balanceada, tal que para toda función A-balanceada
h : M ×N // L, existe una única transformación lineal ψ tal que ψτ = h,
es decir

M ×N

τ

²²

h // L

T.

ψ

;;

Al producto tensorial T de MA y AN lo representaremos como M ⊗A N .
M ⊗A N está generado, como k-espacio vectorial, por los elementos
m⊗ n := τ(m,n), con m ∈M y n ∈ N .

PROPOSICIÓN 3.54.
Sean A,B dos k-álgebras diferenciales (graduadas), entonces A ⊗k B es una
k-álgebra diferencial (graduada).

DEMOSTRACIÓN.
Tenemos A =

⊕
i∈ZA

i y B =
⊕

i∈ZB
i, luego A ⊗k B ∼= ⊕

i,j∈Z(A
i ⊗k Bj).

En adelante, identificaremos A⊗k B con
⊕

i,j

(
Ai ⊗k Bj

)
y a Ai ⊗k Bj con su

imagen en
⊕

i,j

(
Ai ⊗k Bj

)
.

Para definir el producto en A⊗k B construiremos una función lineal

ψ : A⊗k B // Homk(A⊗k B,A⊗k B).

Para ello fijemos a ∈ As, b ∈ Bt y definamos λ̂
(i,j)
(a,b) : Ai ×Bj // A⊗k B

como sigue: si u ∈ Ai, v ∈ Bj , hacemos

λ̂
(i,j)
(a,b)(u, v) := (−1)gr(u)gr(b)au⊗ bv.
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Claramente λ̂
(i,j)
(a,b) es bilineal, por lo tanto existe una transformación lineal

λ
(i,j)
(a,b) : Ai ⊗k Bj // A⊗k B tal que λ(i,j)

(a,b)(u ⊗ v) = (−1)gr(u)gr(b)au ⊗ bv.

Por la propiedad universal de la suma directa, existe una transformación lineal

λ(a,b) : A⊗k B // A⊗k B,

tal que λ(a,b)(u ⊗ v) = (−1)gr(u)gr(b)au ⊗ bv para u, v homogéneos. Definamos
ahora

ψ̂(s,t) : As ×Bt // Homk(A⊗k B,A⊗k B)

como sigue: si a ∈ As, b ∈ Bt, hacemos ψ̂(s,t)(a, b) := λ(a,b).
Claramente ψ̂(s,t) es bilineal, en consecuencia existe una transformación lineal

ψ(s,t) : As ⊗k Bt // Homk(A⊗k B,A⊗k B)

tal que ψ(s,t))(a⊗ b) = λ(a,b), para a, b homogéneos. Por la propiedad universal
de la suma directa, existe una única transformación lineal

ψ : A⊗k B // Homk(A⊗k B,A⊗k B)

tal que para a ∈ As y b ∈ Bj , ψ(a⊗b) = ψ(s,t)(a⊗b) = λ(a,b). Luego, si a, u ∈ A
y b, v ∈ B son elementos homogéneos, tenemos

ψ(a⊗ b)[u× v] = (−1)gr(u)gr(b)au⊗ bv.

Ahora definiremos al producto como sigue, sean z1, z2 ∈ A ⊗k B, por lo tanto
z1z2 := ψ(z1)(z2). Luego, si as ∈ As, bt ∈ Bt, ui ∈ Ai y vj ∈ Bj , tenemos la
fórmula general del producto en A⊗k B

(∑
s,t

as ⊗ bt

) 
∑

i,j

ui ⊗ vj


 =

∑

s,t,i,j

(−1)gr(ui)gr(bt)asui ⊗ btvj .

Veamos que A⊗k B es una k-álgebra. Como ψ es una transformación lineal
y ψ(z1) es lineal para cada z1, el producto es una función bilineal. Observe que
si a, b, u, v son elementos homogéneos, entonces

(a⊗ b)(u⊗ v) = (−1)gr(b)gr(u)au⊗ bv.

Veamos la asociatividad del producto. La prueba la haremos en los elementos
homogéneos. Sean z1 = a ⊗ b, z2 = u ⊗ v, y z3 = e ⊗ f con a, b, u, v, e, f
homogéneos

z1(z2z3) = (a⊗b)[(−1)gr(v)gr(e)ue⊗vf ] = (−1)gr(v)gr(e)+gr(b)(gr(u)+gr(e))aue⊗bvf
y, por otro lado,

(z1z2)z3 = [(−1)gr(b)gr(u)au⊗bv](e⊗f) = (−1)gr(b)gr(u)+(gr(b)+gr(v))gr(e)aue⊗bvf.
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Por tanto, z1(z2z3) = (z1z2)z3. En general, sean

z1 =
m∑

i=1

ei, z2 =
n∑

j=1

hj , z3 =
l∑

k=1

wk ∈ A⊗k B

con ei, hj , wk elementos de la forma a⊗ b con a y b homogéneos, luego usando
la bilinealidad del producto

z1(z2z3) = z1


∑

j,k

(hjwk)


 =

∑

i,j,k

ei(hjwk) =
∑

i,j,k

(eihj)wk = (z1z2)z3.

Definamos la graduación como sigue A ⊗k B =
⊕

s∈Z (A⊗k B)s donde el
grado s es (A⊗k B)s =

⊕
i+j=sA

i ⊗k Bj . Claramente, si z1 está en (A⊗k B)i

y z2 en (A⊗k B)j tenemos que z1z2 está en (A⊗k B)i+j . Ahora veamos que
1 · z = z. Sea 1 = 1⊗k 1 y z = a⊗ b, con a y b homogéneos, luego

1 · z = (−1)gr1graa⊗ b = a⊗ b = z.

Para cada s, t ∈ Z, consideremos la función k-balanceada

δ̂(s,t) : As ×Bt // A⊗k B

tal que δ̂(s,t)(a, b) = dA(a) ⊗ b + (−1)gr(a)a ⊗ dB(b), y la transformación lineal

determinada por ella δ(s,t) : As ⊗k Bt // A⊗k B . Ahora, consideremos la

transformación lineal δ : A⊗k B // A⊗k B definida por la propiedad uni-
versal de la suma directa. Luego si a ∈ A y b ∈ B son homogéneos, vale la
fórmula δ(a ⊗ b) := dA(a) ⊗ b + (−1)gr(a)a ⊗ dB(b). Veamos que δ es una dife-
rencial.

(i) δ cumple la condición de Leibniz.
Deseamos ver que δ(z · w) = δ(z) · w + (−1)gr(z)z · δ(w). Sin pérdida de
generalidad, supongamos que z = a⊗b ∈ Ai⊗kBj y w = u⊗v ∈ As⊗kBt.
Por un lado, tenemos

δ(z · w) = δ((−1)sjau⊗ bv) = (−1)sjδ(au⊗ bv)

= (−1)sj [dA(au)⊗ bv + (−1)i+sau⊗ dB(bv)].

Recordemos que

dA(au) = dA(a)u+ (−1)iadA(u)

dB(bv) = dB(b)v + (−1)jbdB(v),

sustituyendo obtenemos

δ(z · w) = (−1)sj [
(
dA(a)u+ (−1)iadA(u)

)⊗ bv + (−1)i+sau⊗ (dB(b)v
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+(−1)jbdB(v))] = (−1)sjdA(a)u⊗ bv + (−1)sj+iadA(u)⊗ bv

+(−1)sj+i+sau⊗ dB(b)v + (−1)sj+i+s+jau⊗ bdB(v).

Por otro lado, δ(z) = δ(a⊗ b) = dA(a)⊗ b+ (−1)ia⊗ dB(b). Luego,

δ(z) · w = [dA(a)⊗ b+ (−1)ia⊗ dB(b)] · (u⊗ v)

= (dA(a)⊗ b) · (u⊗ v) + (−1)i(a⊗ dB(b)) · (u⊗ v)

= (−1)sjdA(a)u⊗ bv + (−1)i+s(j+1)au⊗ dB(b)v.

Ahora, analicemos a δ(w) = δ(u⊗ v) = dA(u)⊗ v + (−1)su⊗ dB(v), aśı,

z · d(w) = (a⊗ b) · [dA(u)⊗ v + (−1)su⊗ dB(v)]

= (−1)(s+1)jadA(u)⊗ bv + (−1)s+sjau⊗ bdB(v).

Multiplicando por (−1)i+j obtenemos

(−1)(s+1)j+i+jadA(u)⊗ bv + (−1)s+sj+i+jau⊗ bdB(v).

Sumando estos términos

δ(z) · w + (−1)grzz · δ(w) = (−1)sjdA(a)u⊗ bv + (−1)i+sj+sau⊗ dB(b)v

+(−1)sj+iadA(u)⊗ bv + (−1)s+sj+i+jau⊗ bdB(v).

Luego, concluimos que

δ(z · w) = δ(z) · w + (−1)gr(z)z · δ(w).

(ii) δ2 = 0.
Sea z = a⊗ b en Ai ⊗k Bj . Entonces

δ2(z) = δ[δ(a⊗ b)] = δ[dA(a)⊗ b+ (−1)ia⊗ dB(b)]

= δ[dA(a)⊗ b] + (−1)iδ[a⊗ dB(b)]

= d2
A(a)⊗ b+ (−1)i+1dA(a)dB(b) + (−1)idA(a)dB(b) + a⊗ d2

B(b) = 0.

2

DEFINICIÓN 3.55.
Un AB bimódulo diferencial (graduado) es un A⊗kBop-módulo diferencial (gra-
duado) izquierdo.
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PROPOSICIÓN 3.56.
M es un A⊗k Bop-módulo diferencial izquierdo si y sólo si

(a) M es un A-módulo diferencial izquierdo .

(b) M es un B-módulo diferencial derecho.

(c) Las diferenciales de M como A-Mod y como Mod-B coinciden.

(d) Se cumple que (am)b = (−1)gragrba(mb), para todo a ∈ A, b ∈ B ho-
mogéneos y m ∈M .

DEMOSTRACIÓN.
⇒ Suponga que M es un A ⊗k Bop-módulo diferencial izquierdo. Veamos

que:

(a) M es un A-módulo diferencial izquierdo.
Primero definamos una acción. Sean a ∈ A y m ∈M , definamos la acción
izquierda como a ·m = (a⊗1) ·m. Sean a1, a2 ∈ A y m1,m2 ∈M , veamos
que satisfacen las propiedades de A-módulo izquierdo

(M1) (a1 + a2) ·m = a1 ·m+ a2 ·m
Notemos que

(a1 + a2) ·m = ((a1 + a2)⊗ 1)m = (a1 ⊗ 1 + a2 ⊗ 1)m

= (a1 ⊗ 1) ·m+ (a2 ⊗ 1) ·m = a1 ·m+ a2 ·m
(M2) a · (m+ n) = a ·m+ a · n

Aplicando la acción

a · (m+ n) = (a⊗ 1)(m+ n)

= (a⊗ 1)m+ (a⊗ 1)n = a ·m+ a · n
(M3) a · (b ·m) = (ab) ·m

Sabemos que

a · (b ·m) = (a⊗ 1)[(b⊗ 1)m] = [(a⊗ 1)(b⊗ 1)]m

= (ab⊗ 1)m = (ab) ·m

(M4) 1 ·m = m

1 ·m = (1⊗ 1)m = m.
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Aśı concluimos que M es un A-módulo izquierdo. Estamos suponiendo que
M es A⊗kBop-módulo diferencial izquierdo, aśı que tomemos su diferencial
d : M // M. Veamos que si a ∈ A ym ∈M son homogéneos se cumple
Leibniz d(am) = d(a) ·m+ (−1)gr(a)a · d(m). Tenemos,

d(a ·m) = d((a⊗ 1)m) = d(a⊗ 1)m+ (−1)gr(a)(a⊗ 1)d(m)

pero recordemos que

d(a⊗ 1) = d(a)⊗ 1 + (−1)gr(a)a⊗ d(1) = d(a)⊗ 1

sustituyendo

d(a ·m) = (d(a)⊗ 1)m+ (−1)gr(a)(a⊗ 1)d(m)

= d(a) ·m+ (−1)gr(a)a · d(m).

(b) M es un Bop-módulo izquierdo y por lo tanto M es un B-módulo derecho.
Sean bop ∈ Bop y m ∈ M y definimos la acción m · b := (1 ⊗ bop)m.
Con un cálculo análogo al anterior (M1.M2,M3,M4), es fácil probar
que se cumplen las propiedades de Bop-módulo izquierdo con esta acción.
Tomemos ahora la diferencial d : M // M dada por la estructura de
A⊗k Bop-módulo diferencial, la cual debe cumplir

d(m · b) = (−1)gr(b)d(m)b+md(b).

Tenemos que

d(m · b) = d((1⊗ bop)m) = d(1⊗ bop)m+ (−1)gr(b)(1⊗ bop)d(m)

= (d(1)⊗ bop + (−1)0(1⊗ d(bop)))m+ (−1)gr(b)(1⊗ bop)d(m)

= (1⊗ d(bop))m+ (−1)gr(b)(1⊗ bop)d(m)) = md(b) + (−1)gr(b)d(m)b,

aśı que d cumple con las propiedades de una diferencial.

(c) Las diferenciales coinciden.
En (a) y (b) hemos tomado la misma diferencial.

(d) (am)b = (−1)gr(a)gr(b)a(mb)
Como

(am)b = (1⊗ bop)(am) = (1⊗ bop)[(a⊗ 1)m]

= (−1)gr(a)gr(b)(a⊗ bop)m

y
a(mb) = a((1⊗ bop)m) = (a⊗ 1)(1⊗ bop)m

= (a⊗ bop)m

entonces tenemos que es válida la expresión.
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⇐ Suponga que se cumplen (a), (b), (c) y (d). Probemos que M es un A⊗k
Bop-módulo diferencial. Debemos dar una acción ψ : (A⊗k Bop)×M // M ,
es decir una función bilineal. Equivalentemente, debemos dar una transforma-
ción lineal ϕ : A⊗k Bop // Homk(M,M) . Dados a ∈ As y b ∈ B, tenemos

la transformoción lineal ϕ̂s,t(a,b) : M // M tal que ϕ̂s,t(a,b)(m) := a(mb). Para

s, t ∈ Z, podemos considerar la función k-balanceada:

ϕ̂s,t : As × (Bop)t // Homk(M,M)

tal que ϕ̂s,t(a, b) := ϕ̂s,t(a, b), la cual determina una transformación lineal

ϕs,t : As ⊗k (Bop)t // Homk(M,M)

tal que ϕs,t(a⊗ b)[m] = a(mb). Luego, tenemos una transformación lineal

ϕ : A⊗k Bop // Homk(M,M)

y por lo tanto una acción ψ : (A⊗k Bop)×M // M tal que
ψ(z,m) = ϕ(z)[m] =: z · m. Notemos que si a ∈ Ai, b ∈ (Bop)t y m ∈ M j ,
entonces

(a⊗ b) ·m = ϕ(a⊗ b)[m] = a(mb) ∈M i+t+j .

Hace falta probar que M con esta acción efectivamente es un A ⊗ Bop-módulo
diferencial. Primero veamos que es un A⊗Bop-módulo izquierdo. Como ϕ y cada
ϕ(z) son lineales, el producto es bilineal. Falta ver que se cumple la asociatividad,
es decir z1·(z2·m) = (z1z2)·m con z1, z2 ∈ A⊗Bop ym ∈M . Es suficiente probar
el resultado para elementos homogéneos de la forma z1 = a ⊗ b, y z2 = u ⊗ v,
con a, b, u, v elementos homogéneos. Por un lado,

z1 · (z2 ·m) = (a⊗ b)[(u⊗ v)m] = (a⊗ b)(u(mv))

= a[(u(mv))b] = (−1)gr(u)gr(b)a[u((mv)b)] = (−1)gr(u)gr(b)+gr(v)gr(b)a[u(m(vb))]

= (−1)gr(u)gr(b)+gr(v)gr(b)+gr(v)gr(b)(au)[m(b ∗ v)]
= (−1)gr(u)gr(b)(au⊗ bv) ·m = [(a⊗ b)(u⊗ v)] ·m = (z1z2) ·m.

Por el inciso (c) tenemos que las diferenciales coinciden, la llamaremos d.
Sea a ⊗ b ∈ A ⊗k Bop un generador homogéneo, y m en M , queremos que se
cumpla la siguiente igualdad

d([a⊗ b] ·m) = d(a⊗ b)m+ (−1)gr(a)+gr(b)(a⊗ b) · d(m).

En efecto,

d((a⊗ b) ·m) = d(a(mb)) = d(a)(mb) + (−1)gr(a)ad(mb)

= d(a)(mb) + (−1)gr(a)a[(−1)gr(b)d(m)b+md(b)]
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= d(a)(mb) + (−1)gr(a)+gr(b)a[d(m)b] + (−1)gr(a)a[md(b)]

= (d(a)⊗ b)m+ (−1)gr(a)(a⊗ d(b))m+ (−1)gr(a)+gr(b)(a⊗ b)d(m)

= [d(a⊗ b)]m+ (−1)gr(a)+gr(b)(a⊗ b)d(m).

Aśı tenemos que M es un A⊗k Bop-módulo diferencial izquierdo.
2

DEFINICIÓN 3.57.
Sean A una k-álgebra graduada, M un A-módulo graduado derecho y N un A-
módulo graduado izquierdo. Entonces un producto tensorial graduado de M por
N es una pareja (T, τ), donde T es un k-espacio vectorial graduado y

τ : M ×N // T

es A-balanceada, es decir

(i) τ es bilineal;

(ii) τ(M i ×N j) ⊆ T i+j, para cada i, j ∈ Z;

(iii) τ(ma, n) = (−1)gragrnτ(m, an), donde m ∈ M , a ∈ A y n ∈ N son
homogéneos;

tal que para cada función A-balanceada λ : M ×N // H hay una única
transformación lineal graduada ψ tal que conmuta

M ×N

τ

²²

λ // H

T.

ψ

;;

PROPOSICIÓN 3.58.
Si A es una k-álgebra graduada, M un A-módulo graduado derecho y N un
A-módulo graduado izquierdo, entonces existe un producto tensorial graduado
(T, τ) de M por N .

DEMOSTRACIÓN.
Tenemos las siguientes graduaciones M =

⊕
i∈ZM

i, N =
⊕

j∈ZM
j y

M ⊗k N =
⊕

s∈Z(M ⊗k N)s donde (M ⊗k N)s =
⊕

i+j=sM
i ⊗k N j . Con-

sideremos el subespacio vectorial L de M ⊗k N generado por los elementos
{ma ⊗ n − (−1)gr(a)gr(n)m ⊗ an | m ∈ M,a ∈ A,n ∈ N homogéneos }. Cla-
ramente, L =

⊕
s∈Z L

s, donde Ls está generado como espacio vectorial por
{ma ⊗ n − (−1)gr(a)gr(n)m ⊗ an | m ∈ M i, a ∈ Aj , n ∈ N t y t + j + i = s}.
Definamos

T :=
M ⊗k N

L
=

⊕

s∈Z

(M ⊗k N)s + L

L
,
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que es un k-espacio vectorial graduado. Por definición, la función τ es la com-
posición:

M ×N
τ0 // M ⊗k N

η // M⊗kN
L = T,

donde τ0 es la función k-balanceada canónica y η es la proyección. Resulta
τ A-balanceada porque τ0(ma, n) − (1)gragrnτ0(m, an) ∈ L. Supongamos que
λ : M ×N // H es otra función A-balanceada, entonces existen morfismos

M ×N

λ

²²

τ0 // M ⊗k N
λ

xx

η // T

λ̃
ttiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

H

tales que λτ0 = λ y λ̃η = λ , luego λ̃τ = λ. Como λ es único tal que λτ0 = λ y
η es epimorfismo, resulta que λ̃ es único tal que λ̃τ = λ.

2

OBSERVACIÓN 3.59.
Denotaremos al producto tensorial graduado de antes por M ⊗A N . Está gene-
rado como k-espacio vectorial por los elementos m ⊗ n := τ(m,n). Entonces,
para m ∈M,a ∈ A,n ∈ N homogéneos vale la fórmula

ma⊗ n = (−1)gr(a)gr(n)m⊗ an.

Además, M ⊗A N =
⊕

s∈Z[M ⊗A N ]s, donde

[M ⊗A N ]s =< m⊗ n | m ∈M i, n ∈ N j y i+ j = s > .

PROPOSICIÓN 3.60.
Sea A un álgebra graduada, entonces:

(i) Si M es un CA-bimódulo graduado y N es un A-módulo graduado izquier-
do, M ⊗A N es un C-módulo graduado izquierdo.

(ii) Si M es un A-módulo graduado derecho y N es un AB-bimódulo graduado,
M ⊗A N es un B-módulo graduado derecho.

(iii) Si M es un CA-bimódulo graduado y N es un AB-bimódulo graduado,
M ⊗A N es un CB-bimódulo graduado.

DEMOSTRACIÓN.
Haremos la prueba de cada uno de los incisos.

(i) Veamos que M ⊗A N es un C-módulo graduado izquierdo.
Definiremos una acción, C × (M ⊗A N) // M ⊗A N . Recuerde que

M ⊗A N =
⊕

m∈Z
(M ⊗A N)m
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donde (M ⊗A N)mes el subespacio de M ⊗A N generado por m⊗ n, con
m ∈ Ms ,n ∈ N t y s + t = m. Sea c ∈ C homogéneo, entonces definimos

M ×N
λc // M ⊗A N tal que λc(m,n) :=

∑
(−1)gr(c)gr(ni)cm⊗ni, don-

de n =
∑
i ni es la descripción de n en suma de homogéneos. Mostremos

que λc es A-balanceada:

(a) λc es homogénea.
Claramente, λc(Ms ×N t) ⊆ [M ⊗A N ]s+t.

(b) λc es bilineal.
Sean m1,m2 en M y n en N i

λc(m1+m2, n) = (−1)gr(c)ic(m1+m2)⊗n = (−1)gr(c)i[cm1+cm2]⊗n
= (−1)gr(c)icm1 ⊗ n+ (−1)gr(c)icm2 ⊗ n = λc(m1, n) + λc(m2, n).

Sean m ∈M y n1, n2 ∈ N homogéneos, entonces

λc(m,n1 + n2) = (−1)gr(c)gr(n1)cm⊗ n1 + (−1)gr(c)gr(n2)cm⊗ n2

= λc(m,n1) + λc(m,n2).

(c) λc(mb, n) = (−1)gr(b)gr(n)λc(m, bn), si b ∈ B,n ∈ N homogéneos.

λc(mb, n) = (−1)gr(c)gr(n)c[mb]⊗n = (−1)gr(c)gr(n)+gr(c)gr(b)[cm]b⊗n
= (−1)gr(c)gr(n)+gr(c)gr(b)+gr(b)gr(n)cm⊗ bn.

Por otro lado, λc(m, bn) = (−1)gr(c)(gr(b)+gr(n))cm⊗ bn. Luego,
λc(mb, n) = (−1)gr(c)gr(n)λc(m, bn).

Aśı, tenemos la existencia de un morfismo homogéneo ϕc que hace con-
mutar al siguiente diagrama

M ×N

τ

²²

λc // M ⊗A N

M ⊗A N.
ϕc

88

ϕc(m ⊗ n) = (−1)gr(c)gr(n)(cm) ⊗ n, ∀m ∈ M y ∀n ∈ N homogéneos.
Definamos una acción izquierda. Si c ∈ C y z ∈M ⊗A N , por definición
c ∗ z :=

∑
i ϕci(z) donde c =

∑
i ci es la descomposición de c en sumas

de elementos homogéneos. Aśı tenemos que la acción izquierda está bien
definida. Ahora comprobemos que efectivamente M⊗AN es un C-módulo
izquierdo.

(M1) c ∗ (z1 + z2) = c ∗ z1 + c ∗ z2
Sean c ∈ C homogéneo y z1, z2 en M ⊗A N . Entonces,

c ∗ (z1 + z2) = ϕc(z1 + z2) = ϕc(z1) + ϕc(z2) = c ∗ z1 + c ∗ z2.
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(M2) (c1 + c2) ∗ z = c1 ∗ z + c2 ∗ z
Sean c1, c2 ∈ Cp y z = m⊗ n, con m,n homogéneos. Entonces,

(c1 + c2) ∗ z = ϕc1+c2(z) = (−1)pgr(n)(c1 + c2)m⊗ n

= (−1)pgr(n)[c1m⊗n+c2m⊗n] = (−1)pgr(n)c1m⊗n+(−1)pgr(n)c2m⊗n
= ϕc1(z) + ϕc2(z) = c1 ∗ z + c2 ∗ z.

(M3) c ∗ (c1 ∗ z) = (cc1) ∗ z
Sean c, c1 ∈ C homogéneos y z = m⊗ n un generador homogéneo de
M ⊗A N . Entonces,

c ∗ (c1 ∗ z) = c ∗ (ϕc1(z)) = ϕc(ϕc1(z))

= ϕc[(−1)gr(c1)gr(n)c1m⊗ n] = (−1)gr(c1)gr(n)+gr(c)gr(n)c(c1m)⊗ n

= (−1)(gr(c)+gr(c1))gr(n)(cc1)m⊗ n = ϕcc1(m⊗ n) = (cc1) ∗ z.
(M4) 1 ∗ z = z

1 ∗ z = ϕ1(z) = (m⊗ n)(−1)gr(1)gr(n)1mx⊗ n = m⊗ n = z.

Luego M ⊗A N es un C-módulo izquierdo. Claramente resulta graduado
con la graduación descrita en la observación anterior.

(ii) Veamos ahora queM⊗AN es un B-módulo graduado derecho. Ya sabemos
que M ⊗A N =

⊕
s∈Z[M ⊗A N ]s, donde [M ⊗A N ]s es el subespacio de

M ⊗A N generado por los elementos m ⊗ n con m ∈ M i y n ∈ N j y
i + j = s. Debemos dar una acción ϕ : (M ⊗A N)×B // M ⊗A N .
Para ello consideremos, para b ∈ B, la función A-balanceada
ϕ̂b : M ×N // M ⊗A N tal que ϕ̂b(m,n) = m ⊗ nb, la cual induce

una transformación lineal graduada ϕb : M ⊗A N // M ⊗A N tal que
ϕb(m⊗ n) = m⊗ nb. Por definición, hagamos para t ∈M ⊗A N y b ∈ B,
ϕ(t, b) := ϕb(t). Claramente ϕ es bilineal. Notemos que si m ∈M,n ∈ N y
b ∈ B, entonces (m⊗n)b = m⊗nb. Luego, si t =

∑
imi⊗ni ∈ [M ⊗AN ]s

y b ∈ Br, entonces tb =
∑
i(mi ⊗ ni)b ∈ [M ⊗A N ]s+r. Si b1, b2 ∈ B son

homogéneos y t =
∑
imi ⊗ ni ∈M ⊗A N ,

(tb1)b2 = (
∑

i

mi ⊗ nib1)b2 =
∑

i

mi ⊗ (nib1)b2

=
∑

i

mi ⊗ (−1)grb1grb2ni(b1b2) = (−1)grb1grb2t(b1b2).

Entonces M ⊗A N es un B-módulo graduado derecho.

(iii) M ⊗A N es un CB-bimódulo graduado.
Como M es un CA-bimódulo graduado y N es un AB-bimódulo graduado,
en particular N es un A-módulo graduado izquierdo, por (i) tenemos que
M ⊗A N es un C-módulo graduado derecho. Por otro lado tenemos que
M es un A-módulo graduado derecho y N es un AB-bimódulo graduado,
entonces por (ii) M ⊗A N es un B-módulo graduado derecho.
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Nos falta verificar la propiedad (d) de la proposición 3.56. Para ello tomemos
c ∈ C y b ∈ B homogéneos, y t ∈M ⊗A N . Mostraremos que

(at)b = (−1)gr(a)gr(b)a(tb).

Tenemos t =
∑q
s=1ms ⊗ ns con ms ∈M,ns ∈ N homogéneos. Entonces,

(ct)b = [
∑
s

c(ms ⊗ ns)]b =
∑
s

(−1)gr(c)gr(ns)(cms ⊗ ns)b

=
∑
s

(−1)gr(c)gr(ns)cms ⊗ nsb.

Por otro lado,

c(tb) = c

[∑
s

(ms ⊗ ns)b

]
= c

[∑
s

ms ⊗ nsb

]
=

∑
s

c(ms ⊗ nsb)

=
∑
s

(−1)gr(c)(gr(ns)+gr(b))cms⊗nsb = (−1)gr(c)gr(b)
∑
s

(−1)gr(c)gr(ns)cms⊗nsb.

Entoces (ct)b = (−1)gr(c)gr(b)c(tb).
2

PROPOSICIÓN 3.61.
Sea A un álgebra diferencial. Entonces

(i) Si M es un CA-bimódulo diferencial y N es un A-módulo diferencial iz-
quierdo, M ⊗A N es un C-módulo diferencial izquierdo.

(ii) Si M es un A-módulo diferencial derecho y N es un AB-bimódulo dife-
rencial, M ⊗A N es un B-módulo diferencial derecho.

(iii) Si M es un CA-bimódulo diferencial y N es un AB-bimódulo diferencial,
entonces M ⊗A N es un CB-bimódulo diferencial.

DEMOSTRACIÓN.
Veamos la demostración de cada inciso. Iniciaremos con el segundo.

(ii) Por el inciso (ii) de la proposición 3.60 sabemos que

M ⊗A N =
⊕

s∈Z
[M ⊗A N ]s

es un B-módulo graduado derecho. Aśı que sólo nos hace falta definir una
diferencial d = dM⊗AN : M ⊗A N // M ⊗A N . Para definirla damos

la transformación A-bilineal d̂ : M ×N // (M ⊗A N)[−1] tal que si

(m,n) ∈M i ×N j , d̂(m,n) = m⊗ d(n) + (−1)gr(n)d(m)⊗ n. En efecto, si
m ∈M,a ∈ A,n ∈ N son homogéneos:

d̂(ma, n) = ma⊗ d(n) + (−1)gr(n)d(ma)⊗ n
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= (−1)gr(a)(gr(n)+1)m⊗ ad(n) + (−1)gr(n)(md(a) + (−1)gr(a)d(m)a)⊗ n

= (−1)gr(a)(gr(n)+1)m⊗ad(n)+(−1)gr(n)md(a)⊗n+(−1)gr(a)+gr(n)d(m)a⊗n
= (−1)gr(a)(gr(n)+1)m⊗ ad(n) + (−1)gr(n)+(gr(a)+1)gr(n)m⊗ d(a)n

+(−1)gr(a)+gr(n)(1+gr(a))d(m)⊗ an = (−1)gr(a)(gr(n)+1)m⊗ ad(n)

+(−1)gr(a)gr(n)m⊗ d(a)n+ (−1)gr(a)+gr(n)+gr(a)gr(n)d(m)⊗ an

d̂(m, an) = m⊗ d(an) + (−1)gr(a)+gr(n)d(m)⊗ an

= m⊗ [d(a)n+ (−1)gr(a)ad(n)] + (−1)gr(a)+gr(n)d(m)⊗ an

= m⊗ d(a)n+ (−1)gr(a)m⊗ ad(n) + (−1)gr(a)+gr(n)d(m)⊗ an.

Entonces d̂(ma, n) = (−1)gr(a)gr(n)d̂(m, an).

(a) d2(m⊗ n) = 0

d2(m⊗ n) = d[(−1)gr(n)d(m)⊗ n+m⊗ d(n)]

= (−1)gr(n)d[d(m)⊗ n] + d[m⊗ d(n)]

= (−1)gr(n)[(−1)gr(n)d2(m)⊗ n+ d(m)⊗ d(n)] + (−1)gr(n)+1d(m)⊗
d(n)+m⊗d2(n) = (−1)gr(n)d(m)⊗d(n)− (−1)gr(n)d(m)⊗d(n) = 0.

(b) d satisface la condición de Leibniz. Veamos primero que se cumple

d([m⊗ n] · b) = (−1)grbd(m⊗ n) · b+ (m⊗ n) · d(b),
para m ∈M,n ∈ N y b ∈ B homogéneos. Por un lado,

d([m⊗ n] · b) = d(m⊗ nb) = (−1)gr(n)+gr(b)d(m)⊗ nb+m⊗ d(nb)

= (−1)gr(n)+gr(b)d(m)⊗ nb+m⊗ ((−1)gr(b)d(n)b+ nd(b))

= (−1)gr(n)+gr(b)d(m)⊗ nb+ (−1)gr(b)m⊗ d(n)b+m⊗ nd(b)

y, por otro,

d(m⊗ n) · b = [(−1)gr(n)d(m)⊗ n+m⊗ d(n)] · b
= (−1)gr(n)d(m)⊗ nb+m⊗ d(n)b.

Multiplicando por (−1)gr(b) la expresión anterior y sumándole
(m⊗ n) · d(b), obtenemos

(−1)gr(b)[(−1)gr(n)d(m)⊗ nb+m⊗ d(n)b] + (m⊗ n) · d(b)
= (−1)gr(b)+gr(n)d(m)⊗ nb+ (−1)gr(b)m⊗ d(n)b+m⊗ nd(b).

Aśı, concluimos que

d([m⊗ n] · b) = (−1)gr(b)d(m⊗ n) · b+ (m⊗ n) · d(b).
Finalmente, si t ∈M ⊗A N , podemos escribir t =

∑q
j=1ms ⊗ ns con

ms ∈M,ns ∈ N homogéneos y, aplicando lo anterior, obtenemos

d(t · b) = td(b) + (−1)gr(b)d(t)b.
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(i) Por el inciso (i) de la proposición 3.60 tenemos queM⊗AN es un C-módu-
lo graduado izquierdo. En la prueba de (ii) definimos una transformación
lineal d : M ⊗A N // M ⊗A N tal que

d(m⊗ n) = m⊗ d(n) + (−1)gr(n)d(m)⊗ n,

para m ∈ M,n ∈ N homogéneos. Veamos ahora que esta diferencial con-
vierte a M ⊗A N es un C-Mod diferencial. Sean c ∈ C y z = m ⊗ n, con
m ∈M,n ∈ N homogéneos. Entonces

d(c ∗ z) = d((−1)gr(c)gr(n)cm⊗ n) = (−1)gr(c)gr(n)d(cm⊗ n)

= (−1)gr(c)gr(n)[(−1)gr(n)d(cm)⊗ n+ cm⊗ d(n)]

= (−1)gr(c)gr(n)+gr(n)d(cm)⊗ n+ (−1)gr(c)gr(n)cm⊗ d(n)

= (−1)gr(c)gr(n)+gr(n)[d(c)m+(−1)gr(c)cd(m)]⊗n+(−1)gr(c)gr(n)cm⊗d(n)

= (−1)gr(c)gr(n)+gr(n)d(c)m⊗ n+ (−1)gr(c)gr(n)+gr(n)+gr(c)cd(m)⊗ n+

(−1)gr(c)gr(n)cm⊗d(n) = d(c)∗z+(−1)gr(c)[(−1)gr(c)gr(n)+gr(n)cd(m)⊗n+

(−1)gr(c)gr(n)+gr(c)cm⊗ d(n)].

Pero,
c ∗ d(z) = c ∗ [(−1)gr(n)d(m)⊗ n+m⊗ d(n)]

= (−1)gr(n)+gr(c)gr(n)cd(m)⊗ n+ (−1)gr(c)(gr(n)+1)cm⊗ d(n).

Aśı que
d(c ∗ z) = d(c) ∗ z + (−1)gr(c)c ∗ d(z).

Como antes, de aqúı se sigue la formula de Leibniz para el C-módulo
izquierdo M ⊗A N con diferencial d.

(iii) Por (iii) de la proposición 3.60 tenemos que M ⊗A N es un CB-bimódu-
lo graduado. Por el inciso (ii) sabemos que M ⊗A N es un B-módulo
diferencial derecho cuya diferencial está definida por

d(m⊗ n) = (−1)gr(n)d(m)⊗ n+m⊗ d(n).

Por el inciso (i) esta diferencial convierte a M⊗AN en un C-Mod diferen-
cial. Veamos la asociatividad. Sean c ∈ C y b ∈ B. elementos homogéneos
y z = m ⊗ n ∈ M ⊗A N generador con m ∈ M y n ∈ N homogéneos, se
debe cumplir que (c ∗ z) · b = (−1)gr(c)gr(b)c ∗ (z · b). Por un lado, tenemos

(c∗z) ·b = [c∗(m⊗n)] ·b = [(−1)gr(c)gr(n)cm⊗n] ·b = (−1)gr(c)gr(n)cm⊗nb.

Por otro c ∗ (z · b) = c ∗ (m⊗nb) = (−1)gr(c)(gr(n)+gr(b))cm⊗nb. Entonces,
(c∗z)b = (−1)gr(c)gr(b)c∗ (z · b). Luego por la proposición 3.56, concluimos
que M ⊗A N es un CB-bimódulo diferencial.

2
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OBSERVACIÓN 3.62.
Sea A una k-álgebra diferencial, con diferencial d. Entonces, por la observación
3.15 y el lema 3.21 A es A-módulo diferencial izquierdo con el producto de A
a · b = ab, a, b ∈ A y es A-módulo diferencial derecho con el siguiente producto
a ∗ b = (−1)gr(a)gr(b)ab con a, b ∈ A homogéneos. Pero puesto que a · (b ∗ c) =
a[(−1)gr(b)gr(c)bc] = (−1)gr(b)gr(c)a(bc), y

(a · b) ∗ c = (−1)gr(ab)gr(c)abc = (−1)(gr(a)+gr(b))gr(c)(ab)c

= (−1)gr(a)gr(c)+gr(b)gr(c)(ab)c,

tenemos (a·b)∗c = (−1)gr(a)gr(c)a·(b∗c). Luego A es un AA-bimódulo diferencial
que llamaremos el AA-bimódulo diferencial regular.

PROPOSICIÓN 3.63.
Sean A el AA-bimódulo diferencial regular y AXB un AB-bimódulo diferencial,
entonces hay un isomorfismo de AB-bimódulos µ : A⊗A X // X tal que
µ(a⊗ x) = (−1)gr(a)gr(x)ax, para a ∈ A y x ∈ X homogéneos.

DEMOSTRACIÓN.
La prueba la haremos en cuatro etapas. Primero definiremos un morfismo de
A⊗A X en X, luego veremos que es diferencial, posteriormente que es de AB-
bimódulos, y, por último, que es un isomorfismo.

(1) Vamos a definir el morfismo usando la propiedad universal del producto
tensorial. Cada elemento a en A se describe de manera única como una
serie de elementos homogéneos (casi todos cero) a =

∑
i∈Z ai. Aśı también,

para cada elemento x ∈ X, tomemos x =
∑
j∈Z xj . Entonces, definimos

la función A×X
µ // X por µ(a, x) =

∑
i,j(−1)gr(ai)gr(xj)aixj . Veamos

que µ es A-balanceada

(i) µ es homogénea.
Claramente µ(Ai ×Xj) ⊆ Xi+j .

(ii) µ es bilineal.
Por la forma en que definimos a µ, tenemos que es bilineal.

(iii) µ(a · b, x) = (−1)gr(b)gr(x)µ(a, bx).
Sean a, b ∈ A y x ∈ X, todos elementos homogéneos. Entonces, te-
niendo en mente la definición de la estructura de A-módulo diferencial
derecho de A, tenemos

µ(a·b, x) = (−1)gr(a)gr(b)µ(ab, x) = (−1)gr(a)gr(b)(−1)(gr(a)+gr(b))gr(x)(ab)x

= (−1)gr(a)gr(b)+(gr(a)+gr(b))gr(x)a(bx)

= (−1)gr(a)gr(b)+(gr(a)+gr(b))gr(x)(−1)gr(a)(gr(b)+gr(x))µ(a, bx)

= (−1)gr(b)gr(x)µ(a, bx).
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Por la propiedad universal del producto tensorial, existe un único µ̄ ho-
mogéneo tal que hace conmutar el diagrama

A×X

²²

µ // X

A⊗A X
µ̄

66

y es tal que, para a ∈ A, x ∈ X homogéneos, µ̄(a⊗ x) = (−1)gr(a)gr(x)ax.

Ahora comprobemos que µ̄ es morfismo de módulos diferenciales.

(2) µ̄ conmuta con las diferenciales.
Debemos de probar que d(µ̄(a⊗ x)) = µ̄(d(a⊗ x))

d(µ̄(a⊗ x)) = d((−1)gr(a)gr(x)ax) = (−1)gr(a)gr(x)d(ax)

= (−1)gr(a)gr(x)[d(a)x+ (−1)gr(a)ad(x)]

= (−1)gr(x)(−1)(gr(a)+1)gr(x)d(a)x+ (−1)gr(a)(gr(x)+1)ad(x)

= (−1)gr(x)µ̄(d(a)⊗ x) + µ̄(a⊗ d(x)) = µ̄((−1)gr(x)d(a)⊗ x+ a⊗ d(x))

= µ̄(d(a⊗ x)).

(3) µ̄ es un morfismo de AB-bimódulos.

(3.1) µ̄ es un morfismo de B-módulos diferenciales derechos.
Sea b ∈ B, entonces

µ̄(a⊗ xb) = (−1)gr(a)(gr(x)+gr(b))a(xb)

= (−1)gr(a)(gr(x)+gr(b))(−1)gr(a)gr(b)(ax)b

= (−1)gr(a)gr(x)(ax)b = µ̄(a⊗ x)b.

(3.1) µ̄ es un morfismo de A-módulos diferenciales izquierdos.
Sea b ∈ A, entonces:

µ(b ∗ (a⊗ x)) = (−1)gr(b)gr(x)µ(ba⊗ x)

= (−1)gr(b)gr(x)+(gr(b)+gr(a))gr(x)(ba)x

= (−1)gr(a)gr(x)(ba)x = (−1)gr(a)gr(x)b(ax) = bµ(a⊗ x).

(4) µ̄ es isomorfismo.
Vamos a dar el morfismo inverso. Sea σ : X // A⊗A X tal que
σ(x) = 1⊗ x. Luego, si a ∈ A y x ∈ X son homogéneos,

σµ̄(a⊗ x) = σ((−1)gr(a)gr(x)ax) = (−1)gr(a)gr(x)(1⊗ ax) = a⊗ x.

Por otro lado, µ̄σ(x) = µ̄(1 ⊗ x) = (−1)0gr(x)(1x) = x. Luego, µ̄ es un
isomorfismo, por el lema 3.28.
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Aśı hemos probado el resultado.
2

LEMA 3.64.
Si EMA,AXB y BYC son bimódulos diferenciales, entonces hay un isomorfismo
de EC-bimódulos diferenciales η : M ⊗A (X ⊗B Y ) // (M ⊗A X)⊗B Y tal
que η[m⊗ (x⊗ y)] = (m⊗ x)⊗ y, para m ∈M,x ∈ X y y ∈ Y .

DEMOSTRACIÓN.
Sea y en Y un elemento homogéneo de grado i fijo. Primero definamos a

M ×X
ψy // M ⊗A (X ⊗B Y )[i] como ψy(m,x) := m⊗ (x⊗ y). Veamos que

ψy es balanceada

(i) ψy es homogénea.
Claramente, ψy(Ms ×Xt) ⊆ [M ⊗A (X ⊗B Y )]s+t+i.

(ii) ψy es bilineal.
Sean m1,m2 en M , y x en X, entonces,

ψy(m1 +m2, x) = (m1 +m2)⊗ (x⊗ y) = m1 ⊗ (x⊗ y) +m2 ⊗ (x⊗ y)

= ψy(m1, x) + ψy(m2, x).

Ahora analicemos a la otra variable. Sean m en M y x1, x2 en X, luego,

ψy(m,x1 + x2) = m⊗ ([x1 + x2]⊗ y) = m⊗ (x1 ⊗ y + x2 ⊗ y)

= m⊗ (x1 ⊗ y) +m⊗ (x2 ⊗ y) = ψy(m,x1) + ψy(m,x2).

(iii) ψy(ma, x) = (−1)gr(a)gr(x)ψy(m, ax).
Sean a ∈ A y x ∈ X, elementos homogéneos. Entonces,

ψy(ma, x) = ma⊗ (x⊗ y) = (−1)gr(a)gr(x)+gr(a)gr(y)m⊗ a(x⊗ y)

= (−1)gr(a)gr(x)m⊗ ([ax]⊗ y) = (−1)gr(a)gr(x)ψy(m, ax).

Luego, tenemos la existencia del único morfismo µy : M ⊗A X // M ⊗A (X ⊗B Y ) ,
tal que µyτ = ψy, es decir tal que conmuta:

M ×X

τ

²²

ψy // M ⊗A (X ⊗B Y )[i]

M ⊗A X.
µy

66

Ahora daremos una funciónB-balanceada λ̂ : (M ⊗A X)× Y // M ⊗A (X ⊗B Y )

dada, para cada z ∈M⊗AX y y ∈ Y , por λ̂(z, y) :=
∑
i µyi(z), donde y =

∑
i yi

es la descomposición de y en sus componentes homogéneas.
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(i) λ̂ es homogénea.
Es claro pues λ̂[(M ⊗A X)s × Y i] ⊆ [M ⊗A (X ⊗B Y )]s+i.

(ii) λ̂ es bilineal.
Sean m en M , x en X, y1, y2 en Y t, luego

λ̂(m⊗ x, y1 + y2) = m⊗ (x⊗ [y1 + y2]) = m⊗ (x⊗ y1 + x⊗ y2)

= m⊗ (x⊗ y1) +m⊗ (x⊗ y2) = λ̂(m⊗ x, y1) + λ̂(m⊗ x, y2).

Ahora veamos la bilinealidad en la primera variable. Sean z1, z2 ∈M⊗AX
y y en Y homogéneo. Entonces,

λ̂(z1 + z2, y) = µy(z1 + z2) = µy(z1) + µy(z2) = λ̂(z1, y) + λ̂(z2, y).

(iii) λ̂((m⊗ x)b, y) = (−1)gr(b)gr(y)λ̂(m⊗ x, by).
Sean m en M , x en X, b en B y y en Y homogéneos. Luego,

λ̂((m⊗ x)b, y) = µy((m⊗ x)b) = µy(m⊗ xb) = m⊗ (xb⊗ y)

= (−1)gr(b)gr(y)m⊗ (x⊗ by) = (−1)gr(b)gr(y)λ̂(m⊗ x, by).

Luego tenemos que λ̂ es B-balanceada, asi que existe un único morfismo φ que
hace conmutar el siguiente diagrama

(M ⊗A X)× Y

τ

²²

λ̂ // M ⊗A (X ⊗B Y )

(M ⊗A X)⊗B Y.
φ

55

Luego, φ((m ⊗ x) ⊗ y) = m ⊗ (x ⊗ y). Note que φ es un morfismo homogéneo
por construcción. Claramente,

φ([(m⊗ x)⊗ y]b) = φ((m⊗ x)⊗ yb) = m⊗ (x⊗ yb) = m⊗ (x⊗ y)b

= φ((m⊗ x)⊗ y)b.

Ahora daremos el morfismo inverso. Seam enM un elemento homogéneo de gra-
do i fijo. Definamos αm : X × Y // (M ⊗A X)⊗B Y [i] como αm(x, y) :=
(m⊗ x)⊗ y, y veamos que

(i) αm es homogéneo.
Claramente, αM (Xs × Y t) ⊆ [(M ⊗A X)⊗B Y ]s+t+i.

(ii) αm es bilineal.
Considere los elementos homogéneos x1, x2 en X, y y en Y . Luego,

αm(x1 + x2, y) = (m⊗ [x1 + x2])⊗ y = (m⊗ x1 +m⊗ x2)⊗ y

148



3.2. PRODUCTOS TENSORIALES Y BIMÓDULOS DIFERENCIALES.

= (m⊗ x1)⊗ y + (m⊗ x2)⊗ y = αm(x1, y) + αm(x2, y).

Ahora considere los elementos homogéneos x en X, y1, y2 en Y , entonces

αm(x, y1 + y2) = (m⊗ x)⊗ (y1 + y2) = (m⊗ x)⊗ y1 + (m⊗ x)⊗ y2

= αm(x, y1) + αm(x, y2).

(iii) αm(xb, y) = (−1)gr(b)gr(y)αm(x, by)
Sean b ∈ B, x ∈ X, y y ∈ Y elementos homogéneos. Entonces,

αm(xb, y) = (m⊗ [xb])⊗ y = (m⊗ x)b⊗ y

= (−1)gr(b)gr(y)(m⊗ x)⊗ [by] = (−1)gr(b)gr(y)αm(x, by).

Luego, por la propiedad universal del producto tensorial, tenemos que el siguien-
te diagrama conmuta

(X × Y )

τ

²²

αm // (M ⊗A X)⊗B Y

X ⊗B Y
γm

66

donde γm es homogénea y satisface γm(x ⊗ y) := (m ⊗ x) ⊗ y. Ahora sea
η̂ : M × (X ⊗B Y ) // (M ⊗A X)⊗B Y dada para m ∈ M y z ∈ X ⊗B Y ,
por η̂(m, z) :=

∑
i γmi(z), donde m =

∑
imi es la descomposcisión de m en sus

componentes homogéneos. Veamos que η̂ es A-balanceada

(i) η̂ es homogénea.
Es claro que, η̂[Ms × [X ⊗B Y ]t] ⊆ [(M ⊗A X)⊗B Y ]s+t.

(ii) η̂ es bilineal.
Sean m1,m2 ∈M t, x ∈ X y y ∈ Y . Entonces,

η̂(m1 +m2, x⊗ y) = γm1+m2(x⊗ y) = ([m1 +m2]⊗ x)⊗ y

= (m1 ⊗ x+m2 ⊗ x)⊗ y = (m1 ⊗ x)⊗ y + (m2 ⊗ x)⊗ y

= η̂(m1, x⊗ y) + η̂(m2, x⊗ y).

Ahora analicemos la segunda variable. Sean m en M t y z1, z2 ∈ X ⊗B Y .
Luego,

η̂(m, z1 + z2) = γm(m, z1 + z) = γm(z1) + γm(z2) = η̂(m, z1) + η̂(m, z2).

(iii) η̂(ma, x⊗ y) = (−1)gr(a)(gr(x)+gr(y))η̂(m, a(x⊗ y)).
Sean m ∈M , a ∈ A, x ∈ X y y ∈ Y homogéneos, entonces

η̂(ma, x⊗ y) = (ma⊗ x)⊗ y = (−1)gr(a)gr(x)(m⊗ ax)⊗ y.
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Por otro lado,

η̂(m, a(x⊗ y)) = η̂(m, (−1)gr(a)gr(y)ax⊗ y) = (−1)gr(a)gr(y)(m⊗ ax)⊗ y.

Aśı que

η̂(ma, x⊗ y) = (−1)gr(a)gr(x)+gr(a)gr(y)(−1)gr(a)gr(y)(m⊗ ax)⊗ y

= (−1)gr(a)(gr(x)+gr(y))η̂(m, a(x⊗ y)).

Por la propiedad universal del producto tensorial, tenemos la existencia del
único morfismo η tal que ητ = η̂

M × (X ⊗B Y )

τ

²²

η̂ // (M ⊗A X)⊗B Y

M ⊗A (X ⊗B Y )

η

55

donde η(m ⊗ (x ⊗ y)) = (m ⊗ x) ⊗ y. Ahora veamos que φ y η son inversos el
uno del otro:

ηφ((m⊗ x)⊗ y) = η(m⊗ (x⊗ y)) = (m⊗ x)⊗ y

y, por otro lado,

φη(m⊗ (x⊗ y)) = φ((m⊗ x)⊗ y) = m⊗ (x⊗ y).

Aśı que efectivamente uno es el inverso del otro.
Veamos que η conmuta con las diferenciales: Sean x ∈ X, y y ∈ Y ho-

mogéneos. Entonces,

ηd[m⊗ (x⊗ y)] = η[(−1)gr(x⊗y)d(m)⊗ (x⊗ y) +m⊗ d(x⊗ y)]

= η[(−1)gr(x)+gr(y)d(m)⊗ (x⊗ y)] + η(m⊗ [(−1)gr(y)d(x)⊗ y + x⊗ d(y)])

= (−1)gr(x)+gr(y)(d(m)⊗ x)⊗ y + (−1)gr(y)(m⊗ d(x))⊗ y + (m⊗ x)⊗ d(y)

= (−1)gr(y)[(−1)gr(x)d(m)⊗ x+m⊗ d(x)]⊗ y + (m⊗ x)⊗ d(y)

= (−1)gr(y)d(m⊗ x)⊗ y + (m⊗ x)⊗ d(y) = d[(m⊗ x)⊗ y]

= dη[m⊗ (x⊗ y)].

η es morfismo de C-módulos derechos pues, para c ∈ C, tenemos:

η([m⊗ (x⊗ y)]c) = η[m⊗ (x⊗ y)c] = η[m⊗ (x⊗ yc)] = (m⊗ x)⊗ yc

= [(m⊗ x)⊗ y]c = η([m⊗ (x⊗ y)])c.

Finalmente, η es morfismo de E-módulos izquierdos pues, para e ∈ E, tenemos:

η(e[m⊗ (x⊗ y)]) = (−1)gr(e)gr(x⊗y)η(em⊗ (x⊗ y))

= (−1)gr(e)(gr(x)+gr(y))(em⊗ x)⊗ y = (−1)gr(e)(gr(x)+gr(y))+gr(e)gr(x)e(m⊗ x)⊗ y
= (−1)gr(e)gr(y)+gr(e)gr(y))e[(m⊗ x)⊗ y] = eη[m⊗ (x⊗ y)].

2
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LEMA 3.65.
Si f : M // M ′ es un morfismos de A-módulos diferenciales derechos y

g : N // N ′ es un morfismo de AB-bimódulos diferenciales, entonces hay

un único morfismo f ⊗ g : M ⊗A N // M ′ ⊗A N ′ de B-módulos diferencia-
les derechos tal que (f ⊗ g)[m⊗ n] = f(m)⊗ g(n) para cada m ∈M y n ∈ N
DEMOSTRACIÓN.
La función f̂ ⊗ g : M ×N // M ′ ⊗A N ′ definida como

f̂ ⊗ g[m,n] = f(m)⊗ g(n) es A-balanceada

f̂ ⊗ g[ma, n] = f(ma)⊗ g(n) = f(m)a⊗ g(n) = (−1)gr(a)gr(g(n))f(m)⊗ ag(n)

= (−1)gr(a)gr(n)f(m)⊗ g(an) = (−1)gr(a)gr(n)f̂ ⊗ g[m, an].

Entonces, hay un morfismo homogéneo g ⊗ f tal que conmuta

M ×N

τ

²²

f̂⊗g // M ′ ⊗A N ′

M ⊗A N
f⊗g

88

Veamos que g ⊗ f conmuta con la diferencial. Como g : N // N ′ es un
morfismo de AB-bimódulos tenemos que hd1 = d2h, donde d1 y d2 son las
diferenciales, de N y N ′ respectivamente. Ahora veamos que
δ2(1⊗h) = (1⊗h)δ1, donde δ1 y δ2 son las respectivas diferenciales de M ⊗AN
y M ′ ⊗A N ′. Sean m ∈M y n ∈ N

(f ⊗ g)δ1(m⊗ n) = (f ⊗ g)[(−1)gr(n)dM (m)⊗ n+m⊗ d1(n)]

= (−1)gr(n)(f ⊗ g)(dM (m)⊗ n) + (f ⊗ g)(m⊗ d1(n))

= (−1)gr(n)fdM (m)⊗ g(n) + f(m)⊗ g(d1(n))

= (−1)gr(n)dMf(m)⊗ g(n) + f(m)⊗ d2(g(n)) = δ2((f ⊗ g)(m⊗ n)).

2
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3.3. La categoŕıa exacta (C , E ) es de Frobenius.

Dada una k-álgebra diferencial A, trabajaremos con la categoŕıa C de los
Mod-A diferenciales y veremos que tiene estructura de categoŕıa exacta, para
ello necesitaremos la siguiente definición.

DEFINICIÓN 3.66.
Sean G la categoráa de los A-módulos graduados derechos, C la categoŕıa de los
A-módulos diferenciales derechos. Denotaremos por F : C // G al funtor
olvidadizo, que envia cada A-módulo diferencial derecho en su A-módulo gra-
duado subyacente. Sea E la clase de las sucesiones exactas en C , tales que al
aplicarles el funtor olvidadizo F , las sucesiones, vistas ahora en G, se dividen.

Notemos que la clase E es cerrada bajo isomorfismos.

PROPOSICIÓN 3.67.

Sea M
f // N un morfismo en C , entonces f es una inflación si y sólo si

F (f) es sección en G.

DEMOSTRACIÓN.
⇒ Como f es inflación en C , existe g : N // L en C tal que la sucesión

M
f // N

g // L está en E . Aplicándole el funtor F obtenemos la sucesión

0 // F (M)
F (f) // F (N)

F (g) // F (L) // 0 la cual se divide en G, entonces
F (f) es una sección.
⇐ Supongamos que F (f) es una sección, entonces f es monomorfismo en C ,

y como C es abeliana tenemos que hay una sucesión exacta en C

M
f // N

g // Coker(f) . Aplicándole el funtor F obtenemos la siguiente su-

cesión 0 // F (M)
F (f) // F (N)

F (g) // F (Coker(f)) // 0 con F (f) sección,

entonces la sucesión se divide en G, luego M
f // N

g // Coker(f) está en
E , es decir f es inflación.

2

PROPOSICIÓN 3.68.
Sea N

g // L un morfismo en C , entonces g es una deflación si y sólo si
F (g) es retracción en G.

DEMOSTRACIÓN.
⇒ Como g es deflación, existe f : M // N en C tal que

M
f // N

g // L está en E . Aplicándole el funtor F obtenemos la siguiente

sucesión 0 // F (M)
F (f) // F (N)

F (g) // F (L) // 0 la cual se divide en G,
entonces F (g) es una retracción.
⇐ Supongamos que F (g) es una retracción en G, entonces g es epimorfismo
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en C . Como C es abeliana, existe una sucesión exacta en C

Ker(g)
f // N

g // // L . Aplicándole el funtor F obtenemos la siguiente suce-

sión 0 // F (Ker(g))
F (f) // F (N)

F (g) // // F (L) // 0 con F (g) retracción,

entonces la sucesión se divide en G. Luego, Ker(g)
f // N

g // // L está en E ,
es decir g es deflación.

2

PROPOSICIÓN 3.69.
(C ,E ) es una categoŕıa exacta.

DEMOSTRACIÓN.

(i) 1M : M // M es inflación y deflación.
Note que al aplicarle el funtor F a 1M tenemos que 1F (M) es sección y
retracción en G, entonces 1M es al mismo tiempo inflación y deflación en
C .

(ii) a) Sea 0 // M
f // N

g // L // 0 una sucesión en E , y
h : X // L un morfismo de Mod-A diferenciales. Como la cate-
goŕıa es abeliana entonces tenemos que existe el pull-back, es decir,
el siguiente diagrama es conmutativo

0 // M
α // E

λ

²²

β // X

h

²²

// 0

0 // M
f

// N g
// L // 0,

aplicando el funtor F obtenemos

0 // F (M)
F (α) // F (E)

F (λ)

²²

F (β) // F (X)

F (h)

²²

// 0

0 // F (M)
F (f)

// F (N)
F (g)

// F (L) // 0,

y como la sucesión de abajo se divide en G, y la de arriba es equivalen-
te al pull-back, entonces la de arriba también se divide. Aśı tenemos

que 0 // M
α // E

β // X // 0 está en E .

b) Sea 0 // M
f // N

g // L // 0 una E -sucesión y
h : M // X un morfismo de A-módulos diferenciales. Como la
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categoŕıa en la que estamos trabajando es abeliana, existe el push-
out, es decir tenemos el siguiente diagrama conmutativo

0 // M

h

²²

f // N

λ

²²

g // L // 0

0 // X α
// E

β
// L // 0.

Aplicándole el funtor olvidadizo obtenemos

0 // F (M)

F (h)

²²

F (f) // F (N)

F (λ)

²²

F (g) // F (L) // 0

0 // F (X)
F (α)

// F (E)
F (β)

// F (L) // 0

como la sucesión de arriba se divide en G, y la sucesión de abajo es
equivalente al push-out entonces la de abajo también se divide en G.

Concluimos que 0 // X
α // E

β // L // 0 ] está en E .

(iii) a) Si f y g son inflaciones componibles, entonces gf es inflación.
Como f y g son inflaciones, F (f) y F (g) son secciones, entonces
F (gf) = F (f)F (g) es una sección, entonces gf es inflación.

b) Si f y g son deflaciones componibles, entonces gf es deflación.
Como f y g son deflaciones,, luego F (f) y F (g) son retracciones,
aśı F (g)F (f) = F (gf) es una retracción, y esto nos dice que gf es
una deflación.

(iv) a) Si gf es inflación, entonces f es inflación.
Por hipótesis gf es inflación, entonces F (gf) es una sección en G,
aśı tenemos que F (f) es sección en G, luego f es inflación.

b) Si gf es deflación, entonces g es deflación.
Tenemos que F (gf) es retracción en G, dado que es deflación en C ,
aśı que F (g) es una retracción, y esto implica que g es una deflación.

2

DEFINICIÓN 3.70.
Sea M un A-módulo graduado derecho, luego M =

⊕
i∈ZM

i. Consideremos el
k-espacio vectorial J(M) =

⊕
i∈Z J(M)i, donde J(M)i = M i ⊕M i+1, ∀i ∈ Z.

A continuación le daremos a J(M) estructura de Mod-A diferencial. Para
ello primero veremos que J(M) es Mod-A graduado.
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PROPOSICIÓN 3.71.
J(M) es un Mod-A graduado.

DEMOSTRACIÓN.

Primero tendremos que definir una acción. Sean
(
m
n

)
∈ J(M)i = M i⊕M i+1

y a ∈ Ap. Entonces,
(
m
n

)
∗ a :=

(
ma

md(a) + (−1)gr(a)na

)
.

Veamos que está bien definida. Notemos que ma está en M i+p, y que tanto
md(a), como na están en M i+p+1, entonces tenemos que

(
ma

md(a) + (−1)gr(a)na

)
∈ J(M)i+p.

Ahora probemos la asociatividad. Es decir, tenemos que ver que si a y b son
homogéneos en A tenemos que

[(
m
n

)
∗ a

]
∗ b = (−1)gr(a)gr(b)

(
m
n

)
∗ (ab).

En efecto,
[(

m
n

)
∗ a

]
∗ b =

[(
ma

md(a) + (−1)gr(a)na

)]
∗ b

=
(

(ma)b
(ma)d(b) + (−1)gr(b)[md(a) + (−1)gr(a)na]b

)

=
(

(ma)b
(ma)d(b) + (−1)gr(b)(md(a))b+ (−1)gr(a)+gr(b)(na)b

)

=

„
(−1)gr(a)gr(b)m(ab)

(−1)gr(a)(gr(b)+1)m(ad(b)) + (−1)gr(b)+(gr(a)+1)gr(b)m(d(a)b) + (−1)gr(a)+gr(b)+gr(a)gr(b)n(ab)

«

= (−1)gr(a)gr(b)

(
m(ab)

(−1)gr(a)m(ad(b)) +m(d(a)b) + (−1)gr(a)+gr(b)n(ab)

)

= (−1)gr(a)gr(b)

(
m(ab)

m[d(a)b+ (−1)gr(a)ad(b)] + (−1)gr(ab)n(ab)

)

= (−1)gr(a)gr(b)

(
m(ab)

md(ab) + (−1)gr(ab)n(ab)

)
= (−1)gr(a)gr(b)

(
m
n

)
∗ (ab).

Entonces J(M) es un Mod-A graduado.
2

155
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PROPOSICIÓN 3.72.
J(M) es un A-módulo diferencial derecho.

DEMOSTRACIÓN.
Definamos a dJ(M) : J(M)i // J(M)i+1 y veamos que es una diferencial.

Sea dJ(M)

(
m
n

)
:=

(
n
0

)
, notese que

(
n
0

)
está en J(M)i+1, entonces

tenemos que dJ(M) está bien definida y es una transformación lineal.
Ahora veamos que d2

J(M) = 0.

d2
J(M)

(
m
n

)
= dJ(M)

[
dJ(M)

(
m
n

) ]
= dJ(M)

(
n
0

)
=

(
0
0

)
.

Sólo falta probar que satisface la condición de Leibniz, es decir

dJ(M)

[ (
m
n

)
∗ a

]
=

(
m
n

)
∗ d(a) + (−1)gr(a)dJ(M)

(
m
n

)
∗ a.

Por un lado,

dJ(M)

[ (
m
n

)
∗ a

]
= dJ(M)

(
ma

md(a) + (−1)gr(a)na

)

=
(
md(a) + (−1)gr(a)na

0

)
.

Por otro, lado tenemos que
(
m
n

)
∗ d(a) =

(
md(a)

md2(a) + (−1)gr(a)+1nd(a)

)
=

(
md(a)

(−1)gr(a)+1nd(a)

)

y

dJ(M)

(
m
n

)
∗ a =

(
n
0

)
∗ a =

(
na
nd(a)

)
.

Entonces, tenemos que
(
m
n

)
∗ d(a) + (−1)gr(a)dJ(M)

(
m
n

)
∗ a =

(
md(a) + (−1)gr(a)na

0

)
,

y, aśı,

dJ(M)

[ (
m
n

)
∗ a

]
=

(
m
n

)
∗ d(a) + (−1)gr(a)dJ(M)

(
m
n

)
∗ a.

2

Vamos a demostrar que J(M) es E -inyectivo en (C ,E ), para lograr esto
veremos la siguiente proposición.

156
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PROPOSICIÓN 3.73.
HomC (L, J(M)) ∼= HomG(L,M).

DEMOSTRACIÓN.
Primero analicemos como son los morfismos ϕ ∈ HomC (L, J(M)). Considere-
mos el siguiente morfismo en C , ϕ : L // J(M) . Tenemos que ∀i ∈ Z,

ϕ se restringe como sigue ϕi : Li // M i ⊕M i+1 donde ϕi =
(
ui

vi

)
y

ui : Li // M i , vi : Li // M i+1 . Nótese que el siguiente diagrama con-
muta

Li

dL

²²

0
@ ui

vi

1
A

// M i ⊕M i+1

dJ(M)

²²
Li+1 0

@ ui+1

vi+1

1
A

// M i+1 ⊕M i+2.

Entonces, ∀l ∈ Li,

dJ(M)

[ (
ui

vi

)
(l)

]
=

(
ui+1

vi+1

)
dL(l).

Pero

dJ(M)

[ (
ui

vi

)
(l)

]
= dJ(M)

(
ui(l)
vi(l)

)
=

(
vi(l)

0

)
,

y, aśı, tenemos la siguiente igualdad
(
vi(l)

0

)
=

(
ui+1dL(l)
vi+1dL(l)

)
. Entonces

vemos que ϕi =
(

ui

ui+1dL

)
está determinada por la familia {ui}i∈Z. Sea

u : L // M la transformación lineal determinada por u(l) = ui(l), para
cada l ∈ Li. Veamos que u ∈ HomG(L,M). Debemos verificar, para l ∈ L y
a ∈ A, que u(la) = u(l)a. Sin pérdida de generalidad, supongamos que l ∈ Li y
a ∈ Ap. Aśı tenemos que

(
ui+p(la)

ui+p+1[(−1)gradL(l)a+ ld(a)]

)
=

(
ui+p(la)

ui+p+1dL(la)

)
= ϕ(la)

ϕ(l) ∗ a =
(

ui(l)
ui+1dL(l)

)
∗ a =

(
ui(l)a

ui(l)d(a) + (−1)pui+1(dL(l))a

)
.

Entonces, tenemos que u(la) = ui+p(la) = ui(l)a = u(l)a. Sea
ψ : HomC (L, J(M)) // HomG (L,M) la función que asocia a ϕ la u que cons-
truimos antes. Es claro que ψ es una transformación lineal. ψ es inyectiva, pues
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si u = 0, como vimos antes,

ϕi =
(

ui

ui+1dL

)
= 0.

Luego ϕ = 0. Veamos ahora que ψ es suprayectiva. Sea u ∈ HomG(L,M) ar-
bitraria y definamos la transformación lineal ϕ : L // J(M) mediante sus

restricciones ϕi :=
(

ui

ui+1dL

)
: Li // J(M)i = M i ⊕M i+1 . Con el argu-

mento inverso al utilizado para ver ψ preserva la acción derecha de A también
lo hace u. Veamos que si u preserva la acción derecha de A también lo hace ϕ.
Como, para l ∈ Li−1,

ϕdL(l) =
(

ui

ui+1dL

)
dL(l) =

(
uidL(l)

ui+1dLdL(l)

)

=
(
uidL(l)

0

)
= dJ(M)

[ (
ui−1(l)
uidL(l)

) ]
= dJ(M)ϕ(l),

ϕ es un morfismo de Mod-A diferencial, tal que ψ(ϕ) = u. Entonces ϕ es de
Mod-A graduados. Aśı hemos probado que ψ es un isomorfismo.

2

PROPOSICIÓN 3.74.
ψ es natural en la primera variable.

DEMOSTRACIÓN.
Sea f : L // N un morfismo diferencial de Mod-A. Queremos ver que el
siguiente diagrama conmuta

HomC (L, J(M))
ψ // HomG(L,M)

HomC (N, J(M))

HomC (f,1)

OO

ψ
// HomG(N,M).

HomG(f,1)

OO

Tenemos que dados ϕ ∈ HomC (N, J(M)) y n ∈ N i, ϕ(n) :=
(

ui(n)
ui+1dN (n)

)
.

Luego, ψ(ϕ) = u y ψ(ϕf)(n) = ψ

(
ui(f i(n))

ui+1dN (f i(n))

)
.

Por otro lado, HomG(f, 1)ψ(ϕ)(n) = HomG(f, 1)(u)(n) = u(f(n)). Entonces tene-
mos que el diagrama es conmutativo, esto prueba que ψ es natural en la primera
variable.

2

Ahora vamos a probar que J(M) es un módulo diferencial E -inyectivo.

PROPOSICIÓN 3.75.
J(M) es un módulo E -inyectivo de la categoŕıa exacta (C ,E ).
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DEMOSTRACIÓN.

Sea L1
f // L2

g // L3 una E -sucesión. Entonces, tenemos la siguiente su-
cesión exacta

0 // HomC(L3, J(M))
g∗ // HomC(L2, J(M))

f∗ // HomC(L1, J(M)),

la cual es equivalente, por las proposiciones 3.73 y 3.74, a la exactitud de la
sucesión

0 // HomG(L3,M)
g∗ // HomG(L2,M)

f∗ // HomG(L1,M).

Pero como L1
f // L2

g // L3 se divide en G, entonces la sucesión

0 // HomG(L3, M) // HomG(L2, M) // HomG(L1, M) // 0

se divide, luego es exacta y, como es equivalente a

0 // HomC (L3, J(M)) // HomC (L2, J(M)) // HomC (L1, J(M)) // 0,

esta última también es exacta. Note que con esto probamos que J(M) es E -
inyectivo, ya que dado α en HomC(L1, J(M)), existe un β en HomC(L2, J(M)),
tal que hace qu el siguiente diagrama conmute

L1

α

²²

f // L2

β||

g // L3

J(M).

2

Ahora veamos que J(M) es también proyectivo en (C ,E ). Para ello tenemos
que ver que es válida la siguiente proposición.

PROPOSICIÓN 3.76.
HomC (J(M),L) ∼= HomG(M[1],L).

DEMOSTRACIÓN.
Analicemos cómo son los elementos de HomC (J(M),L). Sea ϕ en HomC (J(M),L),
entonces ϕ : J(M) // L se restringe en grado i a

ϕi = (ui, vi) : M i ⊕M i+1 // Li.

Como ϕ es morfismo diferencial, tenemos que el siguiente diagrama es conmu-
tativo

M i ⊕M i+1

dJ(M)

²²

(ui,vi) // Li

dL

²²
M i+1 ⊕M i+2

(ui+1,vi+1)

// Li+1.
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Entonces tenemos que, para todo m en M i y n en M i+1,

dL(ui, vi)
(
m
n

)
= (ui+1, vi+1)dJ(M)

(
m
n

)
.

Esto nos dice que dLui(m) + dLv
i(n) = ui+1(n). En particular, para m = 0, te-

nemos que dLvi(n) = ui+1(n). Por lo tanto ϕi = (dLvi−1, vi) : J(M)i // Li ,

∀i ∈ Z. Veamos las condiciones que satisfacen los morfismos vi : M i+1 // Li .
Sean m ∈M i, n ∈M i+1 y a ∈ A homogéneo, entonces

ϕ

(
m
n

)
a =

[
(dLvi−1, vi)

(
m
n

) ]
a = [dLvi−1(m) + vi(n)]a

= dLv
i−1(m)a+ vi(n)a.

Por otro lado, tenemos que

ϕ

[ (
m
n

)
a

]
= ϕ

(
ma

md(a) + (−1)gr(a)na

)

= dLv
i−1(ma) + vi(md(a)) + (−1)gr(a)vi(na).

Como ϕ es morfismo de A-módulos graduados, las dos expresiones anteriores
son iguales, es decir

dLv
i−1(m)a+ vi(n)a = dLv

i−1(ma) + vi(md(a)) + (−1)gr(a)vi(na).

Esta expresión debe de ser válida ∀m ∈ M i y n ∈ M i+1 en particular pa-
ra m = 0, entonces vi(n)a = (−1)gr(a)vi(na). De esta forma notamos que
v = (vi)i∈Z : M [1] // L es un morfismo de A-módulos derechos graduados.
Entonces esto nos dice como definir el morfismo

ψ : HomC (J(M),L) // HomG(M[1],L) .

Dado v ∈ HomC (J(M),L), ψ(ϕ) = v. Ahora probemos que ψ es un isomorfismo.
Claramente ψ es una transformación lineal.

(a) Inyectividad. Sea ϕ ∈ Ker(ψ), veamos que ϕ = 0. Como ϕ = (ϕi)i∈Z,
donde ϕi = (dLvi−1, vi) : J(M)i // Li , y 0 = ψ(ϕ) = (vi). Entonces,
ϕ = 0.

(b) Suprayectividad. Sea v ∈ HomG(M[1],L), veamos que existe
ϕ ∈ HomC(J(M),L) tal que ψ(ϕ) = v. Definamos a ϕ = (ϕi)i∈Z por
ϕi := (dLvi−1, vi), y veamos que es un morfismo diferencial.

160
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(b1) Veamos que ϕ es morfismo de Mod-A. Sean m ∈ M i, n ∈ M i+1, y
a ∈ Ap, entonces

ϕ

(
m
n

)
a =

[
(dLvi−1, vi)

(
m
n

) ]
a = [dLvi−1(m) + vi(n)]a

= dLv
i−1(m)a+ vi(n)a = dLv

i+p−1(ma) + vi+p(na)

= (dLvi+p−1, vi+p)
(
ma
na

)
= ϕ

(
ma
na

)
;

luego, ϕ es morfismo de Mod-A. Por la manera en que definimos a ϕ
tenemos que también es de Mod-A graduados.

(b2) ϕ es morfismo diferencial, es decir que ϕdJ(M) = dLϕ. Consideremos
el siguiente diagrama

J(M)i

dJ(M)

²²

ϕi

// Li

dL

²²
J(M)i+1

ϕi+1
// Li+1.

Por un lado, tenemos que

dLϕ

(
m
n

)
= dL

[
(dLvi−1, vi)

(
m
n

) ]

= dL[dLvi−1(m) + vi(n)] = dLv
i(n);

por otro lado,

ϕi+1dJ(M)

(
m
n

)
= ϕi+1

(
n
0

)
= (dLvi, vi+1)

(
n
0

)
= dLv

i(n).

Aśı, tenemos que el diagrama anterior es conmutativo, y hemos de-
mostrado que ϕ ∈ HomC (J(M),L) es tal que ψ(ϕ) = v.

2

PROPOSICIÓN 3.77.
ψ es natural en la segunda variable.

DEMOSTRACIÓN.
Veamos la naturalidad en la segunda variable. Sean L y N objetos de C y
f : L // N un morfismo diferencial de Mod-A. Consideremos el siguiente
diagrama

HomC (J(M),L)

HomC (1,f)

²²

ψ // HomG(M[1],L)

HomG(1,f)

²²
HomC (J(M),N)

ψ
// HomG(M[1],N).
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Dado ϕ en HomC(J(M),L) su imagen v = ψ(ϕ) está dado por las composi-

ciones vi = [M i+1 // M i ⊕M i+1
ϕi

// Li] . Entonces, ψ(fϕ) = fv, pues

f ivi = [M i+1 // M i ⊕M i+1
ϕi

// Li
fi

// N i] . Luego,

HomG(1, f)ψ(ϕ) = f ◦ ψ(ϕ) = f ◦ v = ψ(fϕ) = ψHomC (1, f)(ϕ).

Aśı tenemos que el diagrama conmuta.
2

PROPOSICIÓN 3.78.
J(M) es E -proyectivo en la categoŕıa exacta (C ,E ).

DEMOSTRACIÓN.

Sea L1
f // L2

g // L3 una E -sucesión. Aplicando el funtor covariante
HomC (J(M),−), tenemos la sucesión exacta

0 // HomC (J(M),L1)
f∗ // HomC (J(M),L2)

g∗ // HomC (J(M),L3).

Por la proposición 3.76 tenemos que esta sucesión es equivalente a

0 // HomG(M[1],L1)
f∗ // HomG(M[1]),L2)

g∗ // HomG(M[1],L3).

Como 0 // L1
f // L2

g // L3
// 0 está en E , entonces al aplicar el

funtor olvidadizo, esta misma sucesión, ahora vista en G se divide, luego

0 // HomG(M[1], L1)
f∗ // HomG(M[1], L2)

g∗ // HomG(M[1], L3) // 0

también se divide, entonces es exacta. Aśı

0 // HomC (J(M), L1)
f∗ // HomC (J(M), L2)

g∗ // HomC (J(M), L3) // 0

es exacta, y esto implica que J(M) es E -proyectivo.
2

PROPOSICIÓN 3.79.
(C ,E ) tiene suficientes inyectivos.

DEMOSTRACIÓN.
Debemos ver que para cada M ∈ C existe una E -sucesión de la siguiente forma

M
f // N

g // L donde N es E -inyectivo. Consideremos la siguiente suce-

sión M

„
1M

dM

«

// J(M)
(dM [1], 1M [1])// M [1]. Veamos que

(
1M
dM

)
: M // J(M) es un morfismo en C

(
1M
dM

)
(ma) =

(
ma

dM (ma)

)
=

(
ma

md(a) + (−1)gr(a)dM (m)a

)
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=
(

m
dM (m)

)
∗ a.

Sea a ∈ A elemento homogéneo. Si m ∈M i, entonces

dJ(M)

(
1M
dM

)
(m) = dJ(M)

(
m

dM (m)

)
=

(
dM (m)

0

)

=
(

1M
dM

)
(dM (m)).

Ahora veamos que (dM [1], 1M [1]) : J(M) // M [1] es morfismo en C . Sean

m ∈M i, n ∈M i+1 y a ∈ A homogéneos, entonces

(dM [1], 1M [1])
[(

m
n

)
∗ a

]
= (dM [1], 1M [1])

(
ma

md(a) + (−1)gr(a)na

)

= dM [1](ma) +md(a) + (−1)gr(a)na = −dM (ma) +md(a) + (−1)gr(a)na

= −md(a) + (−1)gr(a)+1dM (m)a+md(a) + (−1)gr(a)na

= −dM (m) · a+ n · a = (dM [1](m) + n) · a = (dM [1], 1M [1])
(
m
n

)
· a.

Por otro lado,

dM [1](dM [1], 1M [1])
(
m
n

)
= dM [1](−dM (m) + n)

= −dM (n) = (dM [1], 1M [1])
(
n
0

)
= (dM [1], 1M [1])dJ(M)

(
m
n

)
.

Veamos que es una sucesión exacta. Probemos que Im
(

1M
dM

)
⊂ Ker(dM[1], 1M[1]).

Sea m ∈M , luego

(dM [1], 1M [1])
(

1M
dM

)
(m) = (dM [1], 1M [1])

(
m

dM (m)

)

= dM [1](m) + dM (m) = −dM (m) + dM (m) = 0.

Ahora veamos que Ker(dM[1], 1M[1]) ⊂ Im
(

1M
dM

)
. Sea

(
m
n

)
∈ J(M) tal

que (dM [1], 1M [1])
(
m
n

)
= 0. Entonces, dM (m) = n. Luego,

(
1M
dM

)
(m) =

(
m
n

)
,
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y entonces tenemos exactitud en J(M). Ahora veamos que
(

1M
dM

)
es mono-

morfismo. Sea m ∈ Ker
(

1M
dM

)
luego

(
0
0

)
=

(
1M
dM

)
(m) =

(
m

dM (m)

)

y, entonces, m = 0. Esto implica que
(

1M
dM

)
es monomorfismo. También es

fácil ver que (dM [1], 1M [1]) es epimorfismo en C . Aplicándole el funtor olvidadizo
a esta sucesión exacta tenemos que, vista en G es una sucesión exacta que se
divide. En efecto, (1M , dM ) : J(M) // M es un morfismo en G que es in-

versa izquierda de
(

1M

dM

)
. Veamos, que (1M , dM ) es morfismo en G. Sea a ∈ A

es homogéneo,

(1M , dM )
[(

m
n

)
a

]
= (1M , dM )

(
ma

md(a) + (−1)gr(a)na

)

= ma+ d(md(a)) + (−1)gr(a)dM (na)

= ma+md2(a) + (−1)gr(a)+1dM (m)d(a) + (−1)gr(a)nd(a) + (−1)2gr(a)dM (n)a

= ma+ dM (n)a = [m+ dM (n)]a = (1M , dM )
(
m
n

)
a.

Además, claramente (1M , dM ) preserva la graduación. Obtenemos, entonces que

M

„
1M

dM

«

// J(M)
(dM [1], 1M [1])// M [1] es una E -sucesión donde J(M) es E -

inyectivo.
2

COROLARIO 3.80.
Los módulos E -inyectivos de (C ,E ) son los A-módulos diferenciales derechos
isomorfos a sumandos directos de A-módulos diferenciales de la forma J(L).

DEMOSTRACIÓN.
Sea L un módulo E -inyectivo y L // J(L) // L[1] es la E -sucesión cons-
truida en la proposición 3.79, sabemos que la sucesión se divide y L resulta
sumando directo de J(L).

2

PROPOSICIÓN 3.81.
(C ,E ) tiene suficientes proyectivos.

DEMOSTRACIÓN.
Sea M ∈ C , debemos ver que existe una E -sucesión L // N // M, con
J(M) E -proyectivo. tal que N es E -proyectivo. Note que tenemos la siguiente

E -sucesión M

„
1M

dM

«

// J(M)
(dM [1], 1M [1])// M [1], con J(M) E -proyectivo.

Sea N := M [−1], el cuál también es un Mod-A diferencial, entonces aplicando la
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misma idea aN tenemos la E -sucesión N

„
1N

dN

«

// J(N)
(dN [1], 1N [1])// N [1]

la cual coincide con M [−1]

„
1M[−1]
dM[−1]

«

// J(M [−1])
(dM , 1M )

// M.
2

TEOREMA 3.82.
(C ,E ) es una categoŕıa de Frobenius.

DEMOSTRACIÓN.
Por lo visto durante esta sección.

2

OBSERVACIÓN 3.83.
Tenemos el funtor T : C // C dado por T := M [1] y T (f) = f , para cada

morfismo f : M // N en C . T es un automorfismo de C pues

T
′
(M) := M [−1] y T

′
(f) := f define un funtor inverso para T . Claramente, T

preserva sucesiones exactas y E -sucesiones, por tanto, preserva E -proyectivos e
induce un automorfismo T : C // C tal que conmuta

C

π

²²

T // C

π

²²
C

T

// C .

Por otro lado, para cada M ∈ C , hemos construido la E -sucesión

M
uM // J(M)

vM // M [1]

donde uM =
(

1M

dM

)
y vM = (dM [1], 1M [1]). Aśı, podemos construir el funtor

T : C // C definido en la definición ?? y el corolario ??, que es un auto-
morfismo por el lema ??. Veamos que T y T coinciden. En efecto para cada
f : M // N en C , tenemos el siguiente diagrama conmutativo en C

M

f

²²

uM // J(M)

J(f)

²²

vM // M [1]

T (f)

²²
N uN

// J(N)
vN

// N [1],

donde J(f)
(

m
n

)
=

(
f(m)
f(n)

)
, para cada

(
m
n

)
∈ J(M). Luego,

T (π(f)) = T (f) = πT (f) = T (π(f)).
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PROPOSICIÓN 3.84.
La categoŕıa C , con el automorfismo T de la observación anterior y los triángu-
los definidos en la definición ??, es triangulada

DEMOSTRACIÓN.
Como C es de Frobenius, por la sección 2.3, tenemos que la categoŕıa estable,
C es triangulada.

2

3.4. Funtores TX y HX.

DEFINICIÓN 3.85.
Sean A,B dos k-álgebras diferenciales, sean C (A) y C (B) sus respectivas cate-
goŕıas de módulos diferenciales derechos y sea AXB un AB-bimódulo. Definire-
mos un funtor TX : C (A) // C (B) como sigue:

F1 En objetos: Dado M un Mod-A diferencial, entonces TX(M) := M ⊗A X.

F2 En morfismos: Sea M
f // N un morfismo de A-módulos diferenciales

derechos, entonces TX(f) := f ⊗ 1X .

PROPOSICIÓN 3.86.
TX : C (A) // C (B) es un funtor covariante.

DEMOSTRACIÓN.
Por lo antes mencionado tenemos que, en objetos TX(M) = M ⊗A X, el cual
ya vimos que efectivamente es un Mod-B diferencial (en la proposición 3.61). Si

M
f // N es un morfismo de Mod-A diferenciales, entonces TX(f) = f ⊗ 1,

que es un morfismo de B-módulos diferenciales derechos por el lema 3.65. Es
decir, tenemos TX : HomC (A)(M,N) // HomC (B)(TX(M),TX(N)) . Supon-

ga que tenemos M
f // N y N

g // L , con f y g morfismos de Mod-A
diferenciales. Por un lado, si m ∈M y x ∈ X,

TX(g ◦ f)(m⊗ x) = gf(m)⊗ x

por otro,

TX(g)TX(f)(m⊗ x) = TX(g)(f(m)⊗ x) = gf(m)⊗ x.

Aśı, TX(g ◦ f) = TX(g)TX(f). Es claro que TX(1M ) = 1TX(M).
2
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PROPOSICIÓN 3.87.
Sea X es un AB-bimódulo diferencial. Entonces TX conmuta con coproductos.

DEMOSTRACIÓN.
Sean {Mi}i∈I una familia de A-módulos diferenciales derechos y sean

Mj
σj //

∐
i∈IMi las inclusiones y recordemos que dado m ∈ ∐

i∈IMi tene-
mos que m =

∑
i∈I σi(mi). Consideremos el morfismo

TX(σj) = σj ⊗ 1 : Mj ⊗A X
σj⊗1 //

(∐
i∈IMi

)⊗A X.

Aśı, tenemos el siguiente diagrama
∐
i∈I(Mi ⊗A X)

ψ

**
Mj ⊗A X

τj

OO

σj⊗1
// (

∐
i∈IMi)⊗A X,

donde τj es la inclusión de Mj⊗AX en
∐
i∈I(Mi⊗AX), luego por la propiedad

universal tenemos la existencia de ψ tal que hace conmutar el diagrama anterior,
∀j ∈ I. Para ver que ψ es isomorfismo, vamos a construir el morfismo inverso.
Consideremos la siguiente función

(
∐
i∈IMi)×X

φ̂ //
∐
i∈I(Mi ⊗A X)

donde

φ̂

(∑

i

σi(mi), x

)
=

∑

i

τi(mi ⊗A x).

Veamos que son ciertas las siguientes propiedades de φ̂:

(a) φ̂ es bilineal.
Sean σi(mi) ∈

∐
Mi, y x, x1 ∈ X, luego:

φ̂

(∑

i

σi(mi), x+ x1

)
=

∑
τi(mi ⊗ [x+ x1])

=
∑

τi(mi ⊗ x+mi ⊗ x1) =
∑

(τi(mi ⊗ x) + τi(mi ⊗ x1))

= φ̂

(∑

i

σi(mi), x

)
+ φ̂

(∑

i

σi(mi), x1

)
.

Ahora, sean
∑
i σi(mi),

∑
i σi(ni) ∈

∐
Mi y x ∈ X, luego:

φ̂

(∑

i

σi(mi) +
∑

i

σi(ni), x

)
= φ̂

(∑

i

[σi(mi) + σi(ni)], x

)
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= φ̂

(∑

i

σi(mi + ni), x

)
=

∑
τi([mi + ni]⊗ x)

=
∑

τi(mi ⊗ x+ ni ⊗ x) =
∑

[τi(mi ⊗ x) + τi(ni ⊗ x)]

= φ̂

(∑

i

σi(mi), x

)
+ φ̂

(∑

i

σi(ni), x

)
.

(b) Para a ∈ A y x ∈ X elementos homogéneos, entonces se cumple que

φ̂

(∑

i

σi(mi)a, x

)
= (−1)gr(a)gr(x)φ̂

(∑

i

σi(mi), ax

)
.

Sean a ∈ A y x ∈ X homogéneos

φ̂

(∑

i

σi(mi)a, x

)
= φ̂

(∑

i

σi(mia, x)

)

=
∑

i

τi(mia⊗ x) = (−1)gr(a)gr(x)
∑

τi(mi ⊗ ax)

= (−1)gr(a)gr(x)φ̂

(∑

i

σi(mi), ax

)
.

Por la propiedad universal del producto tensorial, tenemos

(
∐
i∈IMi)×X

²²

φ̂ //
∐
i∈I(Mi ⊗A X)

(
∐
i∈IMi)⊗A X

φ

55

tal que en los generadores cumple que φ (
∑
i σi(mi)⊗ x) =

∑
i τi(mi ⊗ x).

Ahora veamos que φ ◦ ψ = 1 y que ψ ◦ φ = 1. Es suficiente con probarlo en los
generadores. Por un lado, tenemos

(φ ◦ ψ)

(∑

i

τi(mi ⊗ x)

)
= φ

(
ψ

(∑

i

τi(mi ⊗ x)

))

= φ

(∑

i

(σi(mi)⊗ x)

)
=

∑

i

τi(mi ⊗ x).

Por otro,

(ψ ◦ φ)

(∑

i

σi(mi)⊗ x

)
= ψ

(
φ

(∑

i

σi(mi)⊗ x

))
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= ψ

(∑

i

τi(mi ⊗ x)

)
=

∑

i

σi(mi)⊗ x.

Aśı, hemos demostrado la proposición.
2

PROPOSICIÓN 3.88.
ϕm : M [1]⊗A X // (M ⊗A X)[1] es un isomorfismo.

DEMOSTRACIÓN.
Sea λ : M [1]×X // (M ⊗A X)[1] la función tal que para

m ∈M [1]i y x ∈ Xj , λ(m,x) = (−1)gr(x)(m⊗ x). Veamos que:

(a) λ es graduada.
Sean m ∈M [1]i, y x ∈ Xj . Note que m ∈M i+1, luego,

λ(m,x) = (−1)gr(x)(m⊗ x) ∈ (M ⊗A X)i+1+j = (M ⊗A X)[1]i+j ,

entonces λ es graduada.

(b) λ es bilineal.
Sean m1,m2 ∈M [1] y x ∈ X, entonces

λ(m1 +m2, x) = (−1)gr(x)[(m1 +m2)⊗ x] = (−1)gr(x)(m1 ⊗ x+m2 ⊗ x)

= (−1)gr(x)(m1 ⊗ x) + (−1)grx(m2 ⊗ x) = λ(m1, x) + λ(m2, x).

Ahora, sean x1, x2 ∈ Xj . Entonces,

λ(m,x1 + x2) = (−1)j(m⊗ [x1 + x2]) = (−1)j(m⊗ x1 +m⊗ x2)

= (−1)j(m⊗ x1) + (−1)j(m⊗ x2) = λ(m,x1) + λ(m,x2).

Aśı hemos probado que es bilineal λ |M [1]×Xi . Por definición, λ extiende
bilinealmente a las restricciones anteriores.

(c) λ(m · a, x) = (−1)gr(a)gr(x)λ(m, ax).
La acción es m · a = (−1)gr(a)ma.

λ(m · a, x) = λ((−1)gr(a)ma, x) = (−1)gr(a)+gr(x)(ma⊗ x)

= (−1)gr(a)+gr(x)+gr(a)gr(x)(m⊗ ax) = (−1)gr(a)gr(x)λ(m, ax).

Por la propiedad universal del producto tensorial, tenemos que existe ϕM ho-
mogéneo que hace conmutar el diagrama

M [1]×X

²²

λ // (M ⊗A X)[1]

M [1]⊗A X
ϕM

77nnnnnnnnnnnn
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y es tal que si x ∈ X es homogéneo, ϕM (m⊗x) = (−1)gr(x)(m⊗x). Veamos que
ϕM conmuta con la diferencial. Recordemos que la diferencial de (M⊗AX)[1] es
por definición d[1] = −d, donde d es la diferencial de M ⊗AX. Debemos probar
que d[1]ϕM = ϕMd. Sabemos que

d[1]ϕM (m⊗ x) = d[1]((−1)gr(x)(m⊗ x)) = (−1)gr(x)+1d(m⊗ x)

= (−1)gr(x)+1[(−1)gr(x)dM (m)⊗ x+m⊗ dX(x)]

= (−1)dM (m)⊗ x+ (−1)gr(x)+1m⊗ dX(x).

Por otro lado,

ϕM (dM [1]⊗X(m⊗ x)) = ϕM ((−1)gr(x)dM [1](m)⊗ x+m⊗ dX(x))

= dM [1](m)⊗x+(−1)gr(x)+1(m⊗dX(x)) = −dM (m)⊗x+(−1)gr(x)+1(m⊗dX(x)).

Luego, tenemos que d[1]ϕM = ϕMd.
Ahora vamos a dar el morfismo inverso de ϕM . Procederemos como sigue:

Sea γ : M ×X // (M [1]⊗A X)[−1] la función tal que, si m ∈M y x ∈ Xj ,

γ(m,x) := (−1)gr(x)m⊗ x. Afirmamos que:

(a) γ es graduada.
Note que, si m ∈M i y x ∈ Xj , m ∈M [1]i−1. Luego,

γ(m,x) = (−1)gr(x)(m⊗ x) ∈ (M [1]⊗A X)i+j−1 = (M [1]⊗A X)[−1]i+j

y, aśı, γ es graduada.

(b) γ es bilineal.
Sean m1,m2 ∈M y x ∈ Xj , entonces

γ(m1+m2, x) = (−1)gr(x)([m1+m2]⊗x) = (−1)gr(x)(m1⊗x)+(−1)gr(x)(m2⊗x)
= γ(m1 ⊗ x) + γ(m2 ⊗ x).

Sean x1, x2 ∈ Xj , entonces

γ(m,x1 + x2) = (−1)j(m⊗ [x1 + x2]) = (−1)j(m⊗ x1) + (−1)j(m⊗ x2)

= γ(m,x1) + γ(m,x2).

Aśı, hemos probado que es bilineal γ |M×Xj . La bilinealidad de γ se obtiene
de esto, pues γ extiende bilinealmente esas restricciones, por definición de
γ.

(c) γ(m · a, x) = (−1)gr(a)gr(x)γ(m, ax).

γ(ma, x) = (−1)gr(x)ma⊗ x = (−1)gr(a)+gr(x)(m · a⊗ x)

= (−1)gr(a)+gr(x)+gr(a)gr(x)(m⊗ ax).

Por otro lado, γ(m, ax) = (−1)gr(a)+gr(x)m ⊗ ax. Luego, tenemos que
γ(m · a, x) = (−1)gr(a)gr(x)γ(m, ax).
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Por la propiedad universal del producto tensorial, tenemos que existe φM ho-
mogénea que hace conmutar el siguiente diagrama

M ×X

²²

γ // (M [1]⊗A X)[−1]

M ⊗A X
φM

66mmmmmmmmmmmm

y, es tal que, para x ∈ X homogénea y m ∈M , φM (m⊗x) = (−1)gr(x)m⊗x. Por
el lema 3.28, para mostrar que ϕM es isomorfismo, bastará ver que es biyectivo.
Es claro que Γ := φM es un morfismo en G, por el lema 3.51, podemos considerar
el morfismo en G Γ[1] : (M ⊗A X)[1] // M [1]⊗A X .

Ahora veamos que Γ[1] es el inverso de ϕM . Sabemos que

(Γ[1] ◦ϕM )(m⊗ x) = Γ[1]((−1)gr(x)(m⊗ x)) = (−1)gr(x)+gr(x)(m⊗ x) = m⊗ x.
Por otro lado,

(ϕM ◦ Γ[1])(m⊗ x) = ϕM ((−1)gr(x)(m⊗ x)) = (−1)gr(x)+gr(x)(m⊗ x) = m⊗ x.
2

Dados A,B álgebras diferenciales, tenemos definido al funtor

TX : C (A) // C (B)

En lo que sigue vamos a definir un funtor HX : C (B) // C (A) tal que

HomC (A)(M,HX(N)) ' HomC (B)(TX(M),N)

para ello, veamos lo siguiente:

DEFINICIÓN 3.89.
Sea B un álgebra graduada. GrB es la categoŕıa cuyos objetos son B-módulos
graduados y cuyos morfismos f : M // N son homogéneos de grado i, es
decir, son transformaciones lineales que satisfacen :

i) f(Ms) ⊂ Ns+i, ∀s ∈ Z.

ii) f(mb) = (−1)igrbf(m)b, para cada m ∈M y b ∈ B homogéneo.

Observemos que si M
f // N es homogéneo de grado i y N

g // L es ho-
mogéneo de grado j, tenemos que (g ◦ f)(Ms) ⊂ g(Ns+i) ⊂ Ls+i+j y que
(g ◦ f)(mb) = (−1)grb(i+j)(g ◦ f)(m)b, por tanto gf : M // L es homogéneo
de grado gr(gf) = gr(g) + gr(f). Denotaremos por Homi

GrB(M,N) al espacio
formado por los morfismos homogéneos de grado i. Finalmente,

HomGrB(M,N) :=
⊕

i∈Z
Homi

GrB(M,N).
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PROPOSICIÓN 3.90.
Para cada i ∈ Z, Homi

GrB(M,N) ' Hom0
GrB(M,N[i]) = HomG(B)(M,N[i]).

DEMOSTRACIÓN.
Sea f en Homi

GrB(M,N) entonces, ∀s ∈ Z, f(Ms) ⊆ Ns+i = (N [i])s. Re-
cordemos que si n ∈ N [i] y b ∈ B son homogéneos, n · b = (−1)igr(b)nb.
Veamos que f es de Mod-B. Para m ∈ M y b ∈ B homogéneos tenemos
f(mb) = (−1)grfgrbf(m)b = f(m) · b, en N [i]. Luego,

Homi
GrB(M,N) ⊂ HomG(B)(M,N[i]) = Hom0

GrB(M,N[i]).

Ahora sea g ∈ HomG(B)(M,N[i]), luego g(Ms) ⊆ (N [i])s = Ns+i ∀s ∈ Z. Tene-
mos, g(mb) = g(m)·b = (−1)igr(b)g(m)b aśı, HomG(B)(M,N[i]) ⊂ Homi

GrB(M,N).
2

PROPOSICIÓN 3.91.
Si A,B son k-álgebras graduadas y X es un AB-bimódulo graduado, entonces
HX(N) := HomGrB(X,N) es un A-módulo graduado derecho.

DEMOSTRACIÓN.
Por las definiciones anteriores tenemos que HX(N) =

⊕
i∈ZHomi

GrB(X,N) es
un espacio vectorial graduado. Ahora definiremos una acción de
A =

⊕
Aj . Es suficiente con definir la acción en los elementos homogéneos. Sean

a ∈ Ai y f ∈ Homj
GrB(X,N) un morfismo de B-módulos graduados de grado j.

Definimos f ∗ a : X // N de grado i+ j, para x ∈ X, como

(f ∗ a)(x) := (−1)jif(ax).

Verifiquemos que f ∗ a es un morfismo de B-módulos graduados.
Sea b ∈ B homogéneo, entonces

(f∗a)(xb) = (−1)jif(a(xb)) = (−1)jif((−1)igr(b)(ax)b) = (−1)(ji+igr(b))f((ax)b)

= (−1)(ji+igr(b))(−1)jgr(b)f(ax)b = (−1)ji+(j+i)gr(b)f(ax)b

= (−1)(j+i)gr(b)(f ∗ a)(x)b.
Aśı, f ∗ a ∈ Homi+j

GrB(X,N) ⊆ HX(N). Hemos definido una función

∗i,j : HX(N)i ×Aj // HX(N) . Veamos que es bilineal. Sean f ∈ HX(N)i

y a1, a2 ∈ Aj , probemos que f ∗ (a1 +a2) = f ∗a1 +f ∗a2. Sea x ∈ X. Entonces,

(f ∗ (a1 + a2))(x) = (−1)jif((a1 + a2)x) = (−1)jif(a1x+ a2x)

= (−1)ji[f(a1x)+f(a2x)] = (−1)jif(a1x)+(−1)jif(a2x) = (f∗a1)(x)+(f∗a2)(x).

Si f, g están en HX(N)i y a en Aj , de manera similar se prueba que
(f + g) ∗ a = f ∗ a+ g ∗ a. En efecto,

((f + g) ∗ a)(x) = (−1)ji(f + g)(ax) = (−1)ji(f(ax) + g(ax))
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= (−1)jif(ax) + (−1)jig(ax) = f ∗ a(x) + g ∗ a(x).
Ahora, definimos la acción de A sobre HX(N) ∗ : HX(N)×A // HX(N)
extendiendo por bilinealidad todas las ∗i,j , es decir


∑

j

f j


 ∗

(∑

i

ai

)
:=

∑

i,j

f j ∗ ai.

Ahora probemos la asociatividad: Sean a1 y a2 elementos homogéneos de A, y
f : X // N un morfismo homogéneo de grado j. Entonces,

[(f ∗ a1) ∗ a2](x) = (−1)(j+gr(a1))gr(a2)(f ∗ a1)(a2x)

= (−1)(j+gr(a1))gr(a2)(−1)j(gr(a1)f(a1(a2x)) = (−1)(j+gr(a1))gr(a2)+j(gr(a1)f(a1(a2x))

= (−1)(j+gr(a1))gr(a2)+j(gr(a1))f((a1a2)x)

= (−1)(j+gr(a1))gr(a2)+j(gr(a1))+(gr(a1)+gr(a2))j[f ∗ (a1a2)](x)

= (−1)gr(a1)gr(a2)[f ∗ (a1a2)](x).

2

PROPOSICIÓN 3.92.
Si A,B son k-álgebras diferenciales y X es un AB-bimódulo diferencial, enton-
ces HX(N) es un A-módulo diferencial derecho.

DEMOSTRACIÓN.
Lo único que falta para ver que es un A-módulo diferencial, es dar la dife-
rencial. Es suficiente con definir la diferencial en los elementos homogéneos. Si

X
f // N ∈ Homi

GrB(X,N). Entonces definimos δ(f) := dNf − (−1)ifdX .

(i) δ(f) es morfismo homogéneo de B-módulos de grado i+ 1:
Sea b ∈ B homogéneo, entonces

δ(f)[xb] = dN (f(xb))− (−1)if(dX(xb))

= (−1)igr(b)dN (f(x)b)− (−1)if((−1)gr(b)dX(x)b+ xd(b))

= (−1)igr(b)(f(x)d(b) + (−1)gr(b)dN (f(x))b)− (−1)if [(−1)gr(b)dX(x)b

+xd(b)] = (−1)igr(b)(−1)gr(b)dN (f(x))b+ (−1)igr(b)f(x)d(b)

−(−1)i+gr(b)(−1)igr(b)f(dX(x))b− (−1)i(−1)i(gr(b)+1)f(x)d(b)

= (−1)(i+1)gr(b)dN (f(x))b− (−1)i+(1+i)gr(b)f(dX(x))b

= (−1)(i+1)gr(b)[dN (f(x))− (−1)if(dX(x))]b = (−1)(i+1)gr(b)δ(f)[x]b.

Luego, δ(f) ∈ Homi+1
GrB(X,N).
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(ii) δ2 = 0. Si f tiene grado i, δ(f) tiene grado i+ 1. Luego,

δ2(f) = δ(δ(f)) = δ[dNf − (−1)ifdX ]

= dN (dNf − (−1)ifdX)− (−1)i+1(dNf − (−1)ifdX)dX

= −(−1)idNfdX − (−1)i+1dNfdX = 0.

(iii) Condición de Leibniz. Veamos que δ(f ∗ a) = f ∗ d(a) + (−1)gr(a)δ(f) ∗ a.
Sea x ∈ X, por un lado tenemos que

δ(f ∗ a)(x) = dN ((f ∗ a)(x))− (−1)gr(f)+gr(a)(f ∗ a)(dX(x))

= dN ((−1)gr(f)gr(a)f(ax))− (−1)gr(f)+gr(a)+gr(f)gr(a)f(adX(x))

= (−1)gr(f)gr(a)dN (f(ax))− (−1)gr(f)+gr(a)+gr(f)gr(a)f(adX(x)).

Por otro lado,

(−1)gr(a)((δf) ∗ a)(x) = (−1)gr(a)(−1)(gr(f)+1)gr(a)(δf)(ax)

= (−1)gr(f)fgr(a){dNf(ax)− (−1)gr(f)f(dX(ax))}
= (−1)gr(f)gr(a)dNf(ax)− (−1)gr(f)gr(a)+gr(f){f(d(a)x+(−1)gr(a)adX(x))}

= (−1)gr(f)gr(a)dNf(ax)− (−1)gr(f)gr(a)+gr(f)f(d(a)x)

−(−1)gr(f)gr(a)+gr(f)+gr(a)f(adX(x))

y además (f ∗ d(a))(x) = (−1)gr(f)(gr(a)+1)f(d(a)x). Sumando estos dos
últimos términos,

(−1)gr(f)gr(a)dNf(ax)− (−1)gr(f)(gr(a)+1)f(d(a)x)

−(−1)gr(f)gr(a)+gr(f)+gr(a)f(adX(x)) + (−1)gr(f)(gr(a)+1)f(d(a)x)

= (−1)gr(f)gr(a)dNf(ax)− (−1)gr(a)+gr(f)+gr(f)gr(a)+gr(f)f(adX(x)).

Entonces, tenemos que δ(f ∗ a) = (−1)gr(a)(δf ∗ a) + f ∗ d(a), es decir
HX(N) es un Mod-A diferencial.

2

PROPOSICIÓN 3.93.
Sea N1

u // N2 un morfismo de B-módulos diferenciales derechos, entonces

induce un morfismo HX(u) : HX(N1) // HX(N2) de A-módulos diferencia-
les derechos.
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DEMOSTRACIÓN.

Sea f ∈ Homi
GrB(X,N1), aśı tenemos la siguiente sucesión X

f // N1
u // N2 .

Entonces definimos a HX(u)[f ] = uf . Como uf(Xs) ⊆ u(Ns+i
1 ) ⊆ Ns+i

2 resulta
uf homogéneo de grado i. Sea x ∈ X y b ∈ B homogéneos, entonces

(uf)(xb) = u[f(xb)] = u[(−1)gr(f)gr(b)f(x)b] = (−1)gr(f)gr(b)uf(x)b.

Luego, HX(u)[f ] = uf ∈ Homi
GrB(X,N2) ⊆ HX(N2). Claramente HX(u) es

lineal. Ahora veamos que saca los elementos de A:

HX(u)(f ∗ a)(x) = u(f ∗ a)(x) = u[(f ∗ a)(x)] = (−1)gr(f)gr(a)uf(ax)

= (−1)gr(f)gr(a)(uf)(ax) = (HX(u)[f ] ∗ a) (x).

Luego tenemos que HX(u) es morfismo de A-módulos graduados derechos. Falta
ver que HX(u) conmuta con la diferencial. Supongamos que δ1 es la diferencial
de HX(N1) y δ2 la de HX(N2), entonces

HX(u)[δ1(f)] = u[dN1f − (−1)gr(f)fdX ] = udN1f − (−1)gr(f)ufdX

= dN2uf − (−1)gr(f)ufdX = δ2[HX(u)(f)].

2

PROPOSICIÓN 3.94.
HX : C (B) // C (A) es un k-funtor.

DEMOSTRACIÓN.
SeaN ∈ C(B), por la proposición 3.92 tenemos queHX(N) es un Mod-A diferen-
cial. Ahora veamos en morfismos. Sea u : N1

// N2 , por la proposición 3.93

tenemos queHX(u) ∈ HomC (A)(HX(N1),HX(N2)). Sean N1
u // N2

v // N3

morfismos en C (B), aśı HX(vu)f = (vu)f = v(uf) = HX(v)HX(u)(f). Aho-

ra consideramos a N
1N // N y f ∈ HX(N1). Luego, HX(1N )(f) = f =

1HX(N)(f). Entonces hemos visto que HX es un funtor.
2

PROPOSICIÓN 3.95.
Sea X un AB-bimódulo diferencial, entonces HX conmuta con coproductos si y
sólo si XB es un G(B)-compacto.

DEMOSTRACIÓN.
Sea {Mi}i∈I una familia de B-módulos diferenciales derechos y sea
λj : Mj

//
∐
i∈IMi la inyección canónica, ∀j ∈ I. Entonces, si HomG(B)(X,−)

conmuta con coproductos, tenemos que, ∀s ∈ Z, en el diagrama conmutativo

∐
i∈I HomG(B)(X,Mi[s])

Ψs
// HomG(B)(X, [

∐
i∈I Mi][s])

HomG(B)(X,Mj[s])

σs
j

OO

HomG(B)(X,λj[s])

44iiiiiiiiiiiiiiiii
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Ψs es isomorfismo. Esto es equivalente a decir que en el diagrama conmutativo

∐
i∈I Homs

G rB(X,Mi)
Ψs

// Homs
G rB(X,

∐
i∈I Mi)

Homs
G rB(X,Mj),

σs
j

OO

HomG rB(X,λj)

44jjjjjjjjjjjjjjjj

Ψs es isomorfismo,∀s ∈ Z. Esto equivale a decir que en el siguiente diagrama,
obtenido de los anteriores sumando sobre s ∈ Z,

⊕
s∈Z

∐
i∈I Homs

G rB(X,Mi)
⊕Φs

//
⊕

s∈ZHoms
G rB(X,

∐
i∈I Mi)

⊕
s∈ZHoms

G rB(X,Mj)

⊕σs
j

OO

⊕Homs
G rB(X,λj)

33hhhhhhhhhhhhhhhhhh

tenemos que
⊕

Φs es isomorfismo. Notemos que la suma directa de arriba a la
izquierda se toma en

∐
i∈I Homk(X,Mi) y además,

∐

i∈I

⊕

s∈Z
Homs

G rB(X,Mi) =
⊕

s∈Z

∐

i∈I

Homs
G rB(X,Mi).

Luego, el triángulo anterior es precisamente

∐
i∈I HX(Mi)

Φ // HX(
∐
i∈IMi)

HX(Mj)

σj

OO

HX(λj)

66mmmmmmmmmmmm

y Φ es isomorfismo. Hemos visto que si XB es G(B)-compacto, HX conmuta
con coproductos. Rećıprocamente, si HX conmuta con coproductos, podemos
remontar el argumento anterior y al final especializamos en s = 0 para obtener
que XB es G(B)-compacto.

2

PROPOSICIÓN 3.96.
Sean M ∈ C (A) y N ∈ C (B). Entonces se tiene que

HomC (B)(TX(M),N) ' HomC (A)(M,HX(N))

donde el isomorfismo es natural en M y en N .

DEMOSTRACIÓN.
Construiremos un morfismo η : HomC (B)(TX(M),N) // HomC (A)(M,HX(N)) ,

para h ∈ HomC (B)(TX(M),N) y m en M i, queremos definir a η(h)(m) el cual
estará en HX(N) = HomGrB(X,N).
Si x ∈ X es homogéneo, hacemos η(h)(m)(x) := (−1)gr(m)gr(x)h(m⊗x). Veamos
que se cumplen las siguientes afirmaciones:
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(a) η(h)(m) es homogéneo de grado i.
Observemos que si x está en Xj tenemos que m⊗ x está en TX(M)i+j y
esto implica que (−1)gr(m)gr(x)h(m ⊗ x) = η(h)(m)(x) está en N i+j . Por
lo tanto, η(h)(m) es homogéneo de grado i.

(b) η(h)(m) es un morfismo homogéneo de Mod-B de grado i.
Si b ∈ B es homogéneo,

η(h)(m)(xb) = (−1)gr(m)(gr(x)+gr(b))h(m⊗ xb)

= (−1)gr(m)gr(x)+gr(m)gr(b)h(m⊗ x)b

= (−1)gr(m)gr(b)η(h)(m)(x)b.

(c) η(h) es morfismo de Mod-A graduados.
Debemos probar que η(h)(ma) = [η(h)(m)] ∗ a. Podemos suponer que
m ∈M y a ∈ A son homogéneos. Luego,

η(h)(ma)(x) = (−1)(gr(m)+gr(a))gr(x)h(ma⊗ x)

= (−1)(gr(m)+gr(a))gr(x)+gr(a)gr(x)h(m⊗ ax) = (−1)gr(m)gr(x)h(m⊗ ax)

= (−1)igr(a)+gr(m)(gr(a)+gr(x))h(m⊗ ax) = (−1)igr(a)η(h)(m)(ax)

= [η(h)(m) ∗ a](x).
Como, además, η(h)(M i) ⊆ Homi

GrB(X,N) = HX(N)i entonces η(h) es un
morfismo de Mod-A graduados.

(d) η(h) conmuta con las diferenciales.
Veamos que se cumple que η(h)(d(m)) = δ(η(h)(m)), ∀m ∈ M , ho-
mogéneo. Sea x ∈ X homogéneo, entonces

η(h)(d(m))(x) = (−1)(gr(m)+1)gr(x)h(d(m)⊗ x).

Como d(m⊗ x) = m⊗ d(x) + (−1)gr(x)d(m)⊗ x despejando, tenemos

(−1)gr(x)d(m)⊗ x = d(m⊗ x)−m⊗ d(x).

Entonces, si gr(m) = i, como gr(η(h)(m)) = i, tenemos

η(h)(d(m))(x) = (−1)gr(m)gr(x)[h(d(m⊗ x))− h(m⊗ d(x))]

= (−1)gr(m)gr(x)d(h(m⊗ x))− (−1)gr(m)gr(x)h(m⊗ d(x))

= d(η(h)(m)(x))− (−1)gr(m)gr(x)+gr(m)(gr(x)+1)η(h)(m)(dX(x))

= dN (η(h)(m)(x))− (−1)iη(h)(m)(dX(x)) = δ(η(h)(m))(x).

Luego, tenemos que η(h) es un morfismo de A-módulos diferenciales de-
rechos.
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Sólo queda por demostrar que η es isomorfismo. Sea h : TX(M) // N tal
que η(h) = 0. Queremos ver que h = 0. Tenemos ηh(m)(x) = 0 ∀m ∈ M y
∀x ∈ X homogéneos, es decir, ηh(m)(x) = (−1)gr(m)gr(x)h(m ⊗ x) = 0. Por lo
tanto, para todo m en M , x en X homogéneos, tenemos h(m ⊗ x) = 0. Como
los elementos m⊗x generan a M ⊗AX entonces h = 0. Aśı η es monomorfismo.

Ahora veamos que η es epimorfismo. Sea u : M // HX(N) , deseamos

encontrar h : TX(M) // N tal que η(h) = u. Sea M ×X
λ // N la

transformación bilineal tal que para elementos homogéneos m ∈ M , x ∈ X
λ(m,x) = (−1)gr(m)gr(x)u(m)(x).

(a) λ es homogénea.
Claramente λ(M i ×Xj) ⊆ N i+j , pues si m ∈M i, u(m) ∈ HX(N)i.

(b) λ es bilineal.
Por construcción.

(c) λ(ma, x) = (−1)gr(a)gr(x)λ(m, ax)
Sean m en M , a en A y x en X elementos homogéneos, entonces

λ(ma, x) = (−1)(gr(m)+gr(a))gr(x)u(ma)[x]

= (−1)(gr(m)+gr(a))gr(x)[u(m) ∗ a][x]
= (−1)gr(m)gr(x)+gr(a)gr(x)+gr(m)gr(a)u(m)[ax].

Por otro lado,

λ(m, ax) = (−1)gr(m)(gr(a)+gr(x))u(m)[ax]

aśı que
λ(ma, x) = (−1)gr(a)gr(x)λ(m, ax).

Entonces tenemos la existencia de λ : M ⊗A X // N homogéneo tal
que λ(m ⊗ x) = (−1)gr(m)gr(x)u(m)[x], es decir, tal que hace conmutar el
siguiente diagrama

M ×X

²²

λ // N

M ⊗A X.
λ

::

(c) λ es morfismo de B-módulos
Sea m ∈M , x ∈ X y b ∈ B elementos homogéneos, luego

λ(m⊗ xb) = (−1)gr(m)(gr(x)+gr(b))u(m)(xb)

= (−1)gr(m)gr(x)+gr(m)gr(b)u(m)(xb)

= (−1)gr(m)gr(x)(u(m)[x])b = λ(m⊗ x)b.
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(d) λ conmuta con la diferencial.
Si m ∈M y x ∈ X son homogéneos, tenemos

δ(u(m)) = dNu(m)− (−1)gr(m)u(m)dX .

Luego
dNλ(m⊗ x) = (−1)gr(m)gr(x)dN (u(m)[x])

= (−1)gr(m)(gr(x)+1)u(m)[dX(x)] + (−1)gr(m)gr(x)dN (u(m)[x])

−(−1)gr(m)gr(x)+gr(m)u(m)(dX [x]) = (−1)gr(m)(gr(x)+1)u(m)[dX(x)]

+(−1)gr(x)gr(m)[dNu(m)− (−1)gr(m)u(m)dX ][x]

= (−1)gr(m)(gr(x)+1)u(m)[dX(x)] + (−1)gr(x)gr(m)δ(u(m))[x]

= (−1)gr(x)[(−1)(gr(m)+1)gr(x)u(dM (m))[x]+(−1)gr(m)(gr(x)+1)u(m)[dX(x)]

= (−1)gr(x)λ(dM (m)⊗ x) + λ(m⊗ dX(x)) = λ(d(m⊗ x)).

Por lo tanto, λ ∈ HomC (B)(TX(M),N) y η(λ) = u. Esto comprueba que η es un
isomorfismo. Es fácil ver que η es natural en M y N .

2

OBSERVACIÓN 3.97.
Dado un AB-bimódulo X, las recetas dadas para HX y TX también definen fun-
tores TX : G(A) // G(B) y HX : G(A) // G(B) . El argumento anterior
también muestra que hay un isomorfismo

HomG(B)(TX(M),N) ∼= HomG(A)(M,HX(N))

que es natural en M ∈ G(A) y N ∈ G(B).

PROPOSICIÓN 3.98.
Los funtores HX : G(B) // G(A) y HX : C (B) // C (A) son exactos iz-
quierdos.

DEMOSTRACIÓN.
Veamos primero que HX : G(B) // G(A) es exacto izquierdo. Sea

ξ : 0 // N1
f // N2

g // N3
// 0

una sucesión exacta en G(B). Mostremos la exactitud en G(A) de

HX(ξ) : 0 // HX(N1)
HX(f) // HX(N2)

HX(g)// HX(N3).

Claramente, como f es inyectiva, también lo es HX(f). Como HX es un funtor
aditivo HX(g)HX(f) = HX(gf) = 0. Veamos que el Ker(HX(g)) ⊆ Im(HX(f)).
Bastará probar que para cada u ∈ Ker(HX(g)) homogéneo, es decir
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u ∈ Homi
GrB(X,N2) tal que gu = 0, tenemos u ∈ Im(HX(f)). Por la proposi-

ción 3.90, tenemos que Homi
GrB(X,N) = HomG(B)(X,N2[i]). Luego, tenemos el

diagrama
X

v

}}
u

²²
0 // N1

f
// N2 g

// N3
// 0

con renglón exacto en G(B) y donde v existe en G(B) tal que fv = u porque
gu = HX(g)[u] = 0. Luego v ∈ HomG(B)(X,N1[i]) = Homi

GrB(X,N1) es tal
que HX(f)[v] = fv = u. Luego, la sucesión HX(ξ) es exacta en G(A). Para la
segunda parte, notemos que una sucesión en C (A)

0 // M // E // N // 0

es exacta si y sólo si su imagen bajo el funtor olvidadizo F : C (A) // G(A) lo
es. Notemos también que tenemos el siguiente cuadro conmutativo de funtores:

C (B)

F

²²

HX // C (A)

F

²²
G(B)

HX

// G(A).

Como el reglón inferior es exacto izquierdo, también lo es el superior.
2

LEMA 3.99.

La sucesión M
f // E

g // N es exacta en G si y sólo si, ∀L ∈ G, la si-

guiente sucesión es exacta HomG(N,L)
g∗ // HomG(E,L)

f∗ // HomG(M,L) .

DEMOSTRACIÓN.
⇒ Es claro que f∗g∗ = (gf)∗ = 0. Si f∗(α) = 0, con α : E // L , tenemos

que αf = f∗(α) = 0, luego existe el morfismo β : N // L tal que α = βg.
Por tanto α ∈ Im(g∗).
⇐ Tomemos N = L, vemos que gf = f∗g∗(1N ) = 0. Luego, tomando

L = Coker(f), vemos que la proyección canónica π : E // Coker(f) satisface
0 = πf = f∗(π). Entonces, existe σ ∈ HomG(N,L) tal que σg = g∗(σ) = π, de
modo que Ker(g) ⊆ Ker(σg) = Ker(π) = Im(f)

2
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LEMA 3.100.
Los funtores TX : G(A) // G(B) y TX : C (A) // C (B) son exactos de-
rechos.

DEMOSTRACIÓN.

Sea 0 // M
f // E

g // N // 0 una sucesión exacta en G(A). Consi-
deremos la sucesión

M ⊗A X
f⊗1 // E ⊗A X

g⊗1 // N ⊗A X // 0.

Como cada generador n ⊗ x ∈ N ⊗A X es de la forma m ⊗ x = (g ⊗ 1)[e ⊗ 1]
para alguna e ∈ E, g⊗1 es suprayectivo. Por el lema 3.99, para ver la exactitud
de la sucesión en E ⊗A X, bastará mostrar que, para cada L ∈ G(A), es exacto
el primer renglón del siguiente diagrama conmutativo

HomG(B)(N⊗A X, L)

²²

(g⊗1)∗ // HomG(B)(E⊗A X, L)

²²

(f⊗1)∗ // HomG(B)(N⊗A X, L)

²²
HomG(A)(N, HX(L))

g∗
// HomG(A)(E, HX(L))

f∗
// HomG(A)(N, HX(L)).

El renglón inferior es exacto por el lema anterior y, entonces, también el primero
lo es.

2

Veamos las siguientes propiedades importantes que tienen HX y TX .

PROPOSICIÓN 3.101.

Si 0 // N1
f // N2

g // N3
// 0 es una sucesión exacta en C (B) que

se divide en la categoŕıa graduada G(B), entonces tenemos que la sucesión

0 // HX(N1)
HX(f) // HX(N2)

HX(g) // HX(N3) // 0 es exacta en C (A) y se
divide en la categoŕıa graduada G(A). Esto es HX(E (B)) ⊆ E (A).

DEMOSTRACIÓN.
Tenemos que HX induce un funtor de G(B) en G(A) y la siguiente sucesión se
divide en G(B), 0 // N1

// N2
// N3

// 0 , Entonces al aplicarle
el funtor HX la sucesión resultante se divide en G(A).

2

PROPOSICIÓN 3.102.

Si 0 // N1
f // N2

g // N3
// 0 es una sucesión exacta en C (A) que

se divide en G(A). Entonces al aplicarle el funtor TX a la sucesión anterior obte-

nemos 0 // TX(N1)
TX(f) // TX(N2)

TX(g) // TX(N3) // 0 la cual es exacta
en C (B) y se divide en G(B). Esto es TX(E (A)) ⊆ E (B).

DEMOSTRACIÓN.
La demostración es análoga a la anterior.

2
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PROPOSICIÓN 3.103.
Sea M E (A)-proyectivo, entonces TX(M) es E (B)-proyectivo.

DEMOSTRACIÓN.
Consideremos la siguiente E (B)-sucesión N1

// N2
// N3 . Al aplicarle

el funtor covariante HomC (B)(TX(M),−) obtenemos la siguiente sucesión

0 // HomCB)(TX(M),N1)) // HomC (B)(TX(M),N2) //

HomC (B)(TX(M),N3) // 0
pero esta sucesión es equivalente a

0 // HomC (A)(M,HX(N1)) // HomC (A)(M,HX(N2)) //

HomC (A)(M,HX(N3)) // 0
Como M es E (A)-proyectivo, la última sucesión es exacta, luego la primera
sucesión también lo es, y esto nos dice que TX(M) es E (B)-proyectivo.

2

PROPOSICIÓN 3.104.
Si N es E (B)-inyectivo, entonces tenemos que HX(N) es E (A)-inyectivo.

DEMOSTRACIÓN.
Al igual que en la proposición anterior apliquemos el funtor contravariante
HomC (A)(−,HX(N)) a la E (A)-sucesión M1

// M2
// M3 para obtener

la siguiente sucesión

0 // HomC (A)(M3,HX(N)) // HomC (A)(M2,HX(N)) //

HomC (A)(M1,HX(N)) // 0
la cual es equivalente a la sucesión

0 // HomC (B)(TX(M3),N) // HomC (B)(TX(M2),N) //

HomC (B)(TX(M3),N) // 0 .
Esta última es exacta ya que N es E (B)-inyectivo, y esto implica que la primera
sucesión también resulta exacta y por lo tanto HX(N) es E (A)-inyectivo.

2

DEFINICIÓN 3.105.
Por todo lo anterior, tenemos que el funtor TX manda proyectivos en pro-
yectivos, entonces TX induce un funtor entre las categoŕıas estables C (B) y

C (A), es decir C (A)
TX // C (B) como es de Frobenius, tenemos que tam-

bién el funtor HX induce un funtor entre las respectivas categoŕıas estables

C (B)
HX // C (A) .
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Lo que veremos a continuación, es que el funtor TX es un funtor exacto de
categoŕıas trianguladas. Para ello requeriremos lo siguiente.

LEMA 3.106.
Si M

uM // J(M)
vM // M [1] es la E -sucesión canónica asociada a M , hay un

diagrama conmutativo en C (B)

TX(M)
TX(uM )// TX(J(M))

ψM

²²

TX(vM )// TX(M [1])

ϕM

²²
TX(M)

uTX (M)
// J(TX(M))

vTX (M)
// TX(M)[1]

donde: el primer renglón es la imagen bajo TX de la E -sucesión de arriba, el
segundo renglón es la E -sucesión canónica asociada a TX(M), ϕM es el isomor-
fismo de la proposición 3.88 y ψM es también isomorfismo.

DEMOSTRACIÓN.
Sea ψ̂M : J(M)×X // J(TX(M)) la función bilineal definida por

ψ̂M

((
m
n

)
, x

)
=

(
m⊗ x

m⊗ d(x) + (−1)gr(x)n⊗ x

)
.

Claramente, ψ̂M (J(M)i ×Xj) ⊆ J(TX(M))i+j .
Si m ∈M i, n ∈M i+1, x ∈ Xj , a ∈ At, tenemos

ψ̂M

[(
m
n

)
a, x

]
= ψ̂M

[(
ma

md(a) + (−1)gr(a)na

)
, x

]

=
(

ma⊗ x
ma⊗ d(x) + (−1)gr(x)md(a)⊗ x+ (−1)gr(a)+gr(x)na⊗ x

)

=

„
(−1)gr(a)gr(x)m⊗ ax

(−1)gr(a)gr(x)[(−1)gr(a)m⊗ ad(x) + (−1)2gr(x)m⊗ d(a)x + (−1)gr(a)+gr(x)n⊗ ax]

«
.

Por otro lado,

ψ̂M

[(
m
n

)
, ax

]
=

(
m⊗ ax

m⊗ d(ax) + (−1)gr(a)+gr(x)n⊗ ax

)

=
(

m⊗ ax
m⊗ d(a)x+m⊗ (−1)gr(a)ad(x) + (−1)gr(a)+gr(x)n⊗ ax

)
.

Entonces,

ψ̂M

[(
m
n

)
a, x

]
= (−1)gr(a)gr(x)ψ̂M

[(
m
n

)
, ax

]
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y ψ̂M es A-balanceada. Luego, tenemos una función lineal y homogénea
ψM : J(M)⊗A X // J(TX(M)) tal que

ψM

[(
m
n

)
⊗ x

]
=

(
m⊗ x

m⊗ d(x) + (−1)gr(x)n⊗ x

)
.

Veamos que ψM es morfismo de B-módulos graduados derechos:

ψM

((
m
n

)
⊗ x

)
b =

(
m⊗ x

m⊗ d(x) + (−1)gr(x)n⊗ x

)
b

=
(

m⊗ xb
m⊗ xd(b) + (−1)gr(b)[m⊗ d(x) + (−1)gr(x)n⊗ x]b

)

=
(

m⊗ xb
m⊗ [xd(b) + (−1)gr(b)d(x)b] + (−1)gr(x)+gr(b)n⊗ xb

)

=
(

m⊗ xb
m⊗ d(xb) + (−1)gr(x)+gr(b)n⊗ xb

)

= ψM

((
m
n

)
⊗ xb

)
= ψM

([(
m
n

)
⊗ x

]
b

)
.

Veamos que conmuta con las diferenciales

ψMd

[(
m
n

)
⊗ x

]
= ψM

[
(−1)gr(x)d

(
m
n

)
⊗ x+

(
m
n

)
⊗ d(x)

]

= ψM

[
(−1)gr(x)

(
n
0

)
⊗ x+

(
m
n

)
⊗ d(x)

]

=
[

(−1)gr(x)n⊗ x+m⊗ d(x)
(−1)gr(x)n⊗ d(x) +m⊗ d2(x) + (−1)gr(x)+1n⊗ d(x)

]

=
[
m⊗ d(x) + (−1)gr(x)n⊗ x

0

]
.

Por otro lado,

dψM

[(
m
n

)
⊗ x

]
= d

[
m⊗ x

m⊗ d(x) + (−1)gr(x)n⊗ x

]

=
[
m⊗ d(x) + (−1)gr(x)n⊗ x

0

]
.

Entonces ψMd = dψM y ψM es morfismo en C . Ahora veamos que conmuta el
cuadro derecho:

ϕMTX(vM )
[(

m
n

)
⊗ x

]
= ϕM [(dM [1](m) + n)⊗ x]
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= ϕM [−dM (m)⊗ x+ n⊗ x] = −(−1)gr(x)dM (m)⊗ x+ (−1)gr(x)n⊗ x.

Por otro lado,

vTX(M)ψM

[(
m
n

)
⊗ x

]
= vTX(M)

[
m⊗ x

m⊗ d(x) + (−1)gr(x)n⊗ x

]

= d(M⊗X)[1](m⊗ x) +m⊗ d(x) + (−1)gr(x)n⊗ x

= −(−1)gr(x)d(m)⊗ x−m⊗ d(x) +m⊗ d(x) + (−1)gr(x)n⊗ x.

Aśı ϕMTX(vM ) = vTX(M)ψM . Veamos que el primer cuadro también conmuta

ψMTX(uM )[m⊗ x] = ψM

[(
m
d(m)

)
⊗ x

]

=
[

m⊗ x
m⊗ d(x) + (−1)gr(x)d(m)⊗ x

]
= uTX(M)[m⊗ x].

Como el diagrama conmuta con el isomorfismo ϕM y ambos renglones son E -
sucesiones, luego ψM también es isomorfismo.

2

PROPOSICIÓN 3.107.
El funtor TX : C (A) // C (B) es funtor exacto de categoŕıas trianguladas.

DEMOSTRACIÓN.
Sean M,E,N ∈ C (A) y consideremos el siguiente triángulo en C (A)

M
π(f) // E

π(g) // N
π(w) // M [1] . Podemos suponer que tenemos una E -sucesión

M
f // E

g // N y se tiene el siguiente diagrama conmutativo

M
f // E

²²

g // N

w

²²
M // J(M) // M [1].

Aplicándole el funtor TX y agregando el diagrama del lema anterior, obtenemos
el siguiente diagrama conmutativo con renglones E -sucesiones

TX(M)
TX(f) // TX(E)

²²

TX(g) // TX(N)

TX(w)

²²
TX(M) // TX(J(M))

²²

// TX(M [1])

ϕM

²²
TX(M) // J(TX(M)) // TX(M)[1].
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Luego, TX(M)
TX(f) // TX(E)

TX(g) // TX(N)
ϕMTX(w) //// TX(M)[1] es un triángu-

lo en C (B).
2

PROPOSICIÓN 3.108.
HX(M [1]) ∼= HX(M)[1].

DEMOSTRACIÓN.
Notemos que

HX(M [1])i = Homi
GrB(X,M[1]) = Homi+1

GrB(X,M) = HX(M)i+1 = (HX(M)[1])i

luego tenemos que HX(M [1]) = HX(M)[1]. Ahora veamos que el isomorfismo
conmuta con las diferenciales Si f ∈ HX(M [1])i,

dHX(M [1])(f) = dM [1]f − (−1)gr(f)fdX = −dMf − (−1)gr(f)fdX

= −dMf + (−1)gr(f)+1fdX .

Por otro lado,

dHX(M)[1](f) = −dHX(M)(f) = −dMf + (−1)gr(f)+1fdX

donde la última igualdad se cumple ya que el grado de f en HX(M) es i+ 1.
2

LEMA 3.109.
Si M

uM // J(M)
vM // M [1] es la E -sucesión canónica asociada a M , hay

una diagrama conmutativo en C (A)

HX(M)
HX(uM )// HX(J(M))

φM

²²

HX(vM )// HX(M [1])

HX(M)
uHX (M)

// J(HX(M))
vHX (M)

// HX(M)[1]

donde: el primer renglón es la imagen bajo HX de la E -sucesión de arriba, el
segundo renglón es la E -sucesión canónica asociada a HX(M) y φM es isomor-
fismo.

DEMOSTRACIÓN.
Sea φM : HX(J(M)) // J(HX(M)) la transformación lineal definida como

sigue. Sea f ∈ HX(J(M))i = Homi
GrB(X, J(M)), entonces f tiene restricciones

que determinan funciones lineales f1, f2 ∈ Homk(X,M),

f j =
(
f j1
f j2

)
: Xj // M i+j ⊕M i+j+1,
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y hacemos φM (f) :=
(
f1
f̂2

)
donde f1 ∈ Homi

GrB(X,M) y

f̂2 := f2−(−1)gr(f)f1dX ∈ Homi+1
GrB(X,M). Veamos que φM (f) está bien definido.

Sean b ∈ B y x ∈ Xj , luego
(
f1(xb)
f2(xb)

)
= f(xb) = (−1)igr(b)f(x)b = (−1)igr(b)

(
f1(x)
f2(x)

)
b

= (−1)igr(b)

(
f1(x)b

f1(x)d(b) + (−1)gr(f)f2(x)b

)

=
(

(−1)igr(b)f1(x)b
(−1)igr(b)f1(x)d(b) + (−1)igr(b)+gr(b)f2(x)b

)
.

Por lo tanto, f1(xb) = (−1)igr(b)f1(x)b, y tenemos que
f2(xb) = (−1)igr(b)f1(x)d(b)+(−1)igr(b)+gr(b)f2(x)b. Luego, f1 ∈ Homi

GrB(X,M).
Veamos que f̂2 ∈ Homi+1

GrB(X,M).

f̂2(xb) = [f2 − (−1)gr(f)f1dX ](xb) = f2(xb)− (−1)gr(f)f1(dX(xb))

= (−1)igr(b)f1(x)d(b)+(−1)igr(b)+gr(b)f2(x)b−(−1)gr(f)f1[xd(b)+(−1)gr(b)dX(x)b]

= (−1)igr(b)f1(x)d(b) + (−1)igr(b)+gr(b)f2(x)b− (−1)gr(f)+i(gr(b)+1)f1(x)d(b)

−(−1)gr(f)+gr(b)+igr(b)f1(d(x))b

= (−1)igr(b)+gr(b)f2(x)b− (−1)igr(b)+gr(b)+gr(f)f1(d(x))b

= (−1)(i+1)gr(b)[f2(x)− (−1)gr(f)f1(d(x))]b = (−1)(i+1)gr(b)f̂2(x)b.

Veamos que φM : HX(J(M)) // J(HX(M)) es morfismo de A-módulos de-
rechos. Sean f ∈ HX(J(M)) y a ∈ A homogéneos. Entonces

φM (fa) =
(

(fa)1
(f̂a)2

)
y φM (f)a =

(
f1
f̂2

)
a =

(
f1a

f1d(a) + (−1)gr(a)f̂2a

)
.

Debemos mostrar que (fa)1 = f1a y que f̂a2 = f1d(a)+(−1)gr(a)f̂2a. Sea x ∈ X
homogéneo. Entonces,

(
(fa)1(x)
(fa)2(x)

)
= (fa)(x) = (−1)gr(f)gr(a)f(ax) = (−1)gr(f)gr(a)

(
f1(ax)
f2(ax)

)
.

Por lo tanto,

(fa)1(x) = (−1)gr(f)gr(a)f1(ax) = (−1)gr(f)gr(a)+gr(f1)gr(a)(f1a)(x) = (f1a)(x).

Luego, (fa)1 = f1a. Pero, también tenemos (fa)2(x) = (−1)gr(f)gr(a)f2(ax).
Entonces:

[f1d(a) + (−1)gr(a)f̂2a](x) = (f1d(a))[x] + (−1)gr(a)(f̂2a)(x)

= (−1)(gr(a)+1)gr(f)f1(d(a)x) + (−1)gr(a)+(gr(f)+1)gr(a)f̂2(ax)
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= (−1)(gr(a)+1)gr(f)f1(d(a)x) + (−1)gr(f)gr(a)[f2 + (−1)gr(f)+1f1dX ][ax]

= (−1)(gr(a)+1)gr(f)f1(d(a)x)+(−1)gr(f)gr(a)f2(ax)+(−1)gr(f)gr(a)+gr(f)+1f1[dX(ax)]

= (−1)(gr(a)+1)gr(f)f1(d(a)x) + (−1)gr(f)gr(a)f2(ax)

+(−1)gr(f)gr(a)+gr(f)+1f1[d(a)x+ (−1)gr(a)adX(x)]

= (−1)(gr(a)+1)gr(f)f1(d(a)x) + (−1)gr(f)gr(a)f2(ax)

+(−1)gr(f)gr(a)+gr(f)+1f1(d(a)x) + (−1)gr(f)gr(a)+gr(f)+1+gr(a)f1(adX(x))

= (fa)2[x]+(−1)gr(f)+gr(a)+1(fa)1[dX(x)] = [(fa)2+(−1)gr(f)+gr(a)+1(fa)1dX ][x]

= (̂fa)2[x].

Aśı, tenemos (f̂a)2 = f1d(a)+(−1)gr(a)f̂2a, como deseabamos demostrar. Ahora
veamos que φMdHX(J(M)) = dJ(HX(M))φM . Sea f ∈ HX(J(M))i, luego

dJ(HX(M))φM (f) = dJ(HX(M))

(
f1
f̂2

)
=

(
f̂2
0

)
.

Por otro lado,

φMdHX(J(M))(f) = φM [dJ(M)f−(−1)ifdX ] = φM

((
f2
0

)
− (−1)i

(
f1dX
f2dX

))

= φM

(
f2 − (−1)if1dX
−(−1)if2dX

)

=
(

f2 − (−1)if1dX
−(−1)if2dX − (−1)grf+1[f2 − (−1)if1dX ]dX

)
=

(
f2 − (−1)if1dX

0

)

y tenemos [dJ(HX
φM (f) = dJ(HX(M))φM (f). Ahora veamos que el primer cua-

drado conmuta.

φMHX(uM )(f) = φM (uMf) = φM

(
f

dMf

)

=
(

f
dMf − (−1)grffdX

)
=

(
f

dHX(M)(f)

)
= uHX(M)(f).

Ahora veamos que el segundo cuadrado conmuta

vHX(M)φM (f) = vHX(M)

(
f1
f̂2

)
= dHX(M)[1](f1) + f̂2

= −dHX(M)(f1)+ f2− (−1)grff1dX = −dMf1 +(−1)if1dX + f2− (−1)grff1dX

= f2 − dMf1 = f2 + dM [1]f1 = (dM [1], 1M [1])
(
f1
f2

)

= vM

(
f1
f2

)
= HX(vM )(f).

Luego, φM : HX(J(M)) // J(HX(M)) resulta isomorfismo.
2
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PROPOSICIÓN 3.110.
El funtor HX : C (B) // C (A) es un funtor exacto de categoŕıas triangula-
das.

DEMOSTRACIÓN.
Veamos que HX manda triángulos en triángulos:

Sea M
π(f) // E

π(g) // N
π(w) // M [1] un triángulo en C (B). Podemos suponer

que M
f // E

g // N es una E -sucesión y que se tiene el siguiente diagrama
conmutativo

M
f // E

²²

g // N

w

²²
M // J(M) // M [1].

Aplicando el funtor HX y aplicando el diagrama del lema 3.109, obtenemos el
diagrama conmutativo con renglones E -sucesiones

HX(M)
HX(f) // HX(E)

²²

HX(g) // HX(N)

HX(w)

²²
HX(M) // HX(J(M))

²²

// HX(M [1])

²²
HX(M) // J(HX(M)) // HX(M)[1].

Por lo tanto, HX(M)
HX(f) // HX(E)

HX(g) // HX(N)
HX(w)// HX(M)[1] es un triángu-

lo en C (A), luego HX manda triángulos en triángulos, aśı que es un funtor
exacto.

2

PROPOSICIÓN 3.111.

Sean L,M ∈ C y M [−1]
uM[−1] // J(M [−1])

vM[−1] // M es la E -sucesión
canónica de M [−1], entonces Im(Hom(1L, vM[−1])) = P(L,M). En consecuen-
cia, HomC (L,M) = HomC (L,M)/Im

(
Hom(1L, vM[−1])

)
.

DEMOSTRACIÓN.
Recordemos que HomC (L,M) = HomC (L,M)/P(L,M), donde P (L,M) es el

subespacio vectorial formado por los morfismos L
f // M que se factorizan

por proyectivos. Vamos a probar que Im
(
Hom(1L, vM[−1])

)
= P(L,M). DadoM ,

tenemos la E -sucesión M [−1]
uM[−1]// JM [−1]

vM[−1] // M . Sea h ∈ Hom(L, J(M[−1])).
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Aplicando el funtor Hom(L,−) a la sucesión anterior tenemos la siguiente suce-

sión 0 // HomC (L,M[−1])
u∗M[−1]// HomC (L, JM[−1])

v∗M[−1] // HomC (L,M) don-
de v∗M [−1] := HomC (1L, vM[−1]). Observemos que Im(v∗M[−1]) ⊂ P(L,M). Sea
f ∈ P (L,M), entonces tenemos un diagrama conmutativo en C

L

t ,,

f // M

Q
s

LL

dondeQ es E -proyectivo. Por esta razón, existe un morfismo η : Q // JM [−1]

Q

η

wwooooooooooooo

s

²²
M [−1]

uM[−1]
// JM [−1] vM[−1]

// M

tal que vM [−1]η = s. Notemos que f = st = vM [−1](ηt) = v∗M [−1](ηt) ∈
Imv∗M [−1]. Entonces tenemos que Im

(
Hom(1L, vM[−1])

)
= Im(v∗M[−1]) = P(L,M).

2

PROPOSICIÓN 3.112.
Para M ∈ C (A) y N ∈ C (B) se tiene un isomorfismo

HomC (B)(TX(M),N) ∼= HomC (A)(M,HX(N))

que es natural en M y en N .

DEMOSTRACIÓN.
Consideremos el siguiente diagrama:

HomC (A)(M,HX(J(N[−1])))

φ∗N[−1]

²²
HomC (B)(TX(M), J(N[−1]))

v∗N[−1]

²²

η
33hhhhhhhhhhhhhhhhhhh

η′ // HomC (A)(M, J(HX(N)[−1]))

v∗HX (N)[−1]

²²
HomC (B)(TX(M),N)

π

²²

η
// HomC (A)(M,HX(N))

π

²²
HomC (B)(TX(M),N)

η
// HomC (A)(M,HX(N)),

190



3.4. FUNTORES TX Y HX .

donde η es el isomorfismo de la proposición 3.96,

N [−1] // J(N [−1])
vN[−1] // N

HX(N)[−1] // J(HX(N)[−1])
vHX (N)[−1] // HX(N)

son las E -sucesiones canónicas, y φN [−1] : HX(J(N [−1])) // J(HX(N)[−1])
es el isomorfismo del lema 3.109. Como η es natural en la segunda variable, el
siguiente cuadrado conmuta

HomC (B)(TX(M), J(N[−1]))

v∗N[−1]

²²

η // HomC (A)(M,HX(J(N[−1])))

HX(vN[−1])
∗

²²
HomC (B)(TX(M),N)

η
// HomC (A)(M,HX(N)).

Por otro lado, por el lema 3.109, tenemos vHX(N [−1])φN [−1] = HX(vN [−1]).
Hemos tomado por definición el isomorfismo η′ := φ∗N [−1]η. Entonces,

v∗HX(N)[−1]η
′ = v∗HX(N)[−1]φ

∗
N [−1]η = (vHX(N [−1])φN [−1])∗η

= HX(vN [−1])∗η = ηv∗N [−1].

Es decir, conmuta el cuadrado superior del diagrama. Por la proposición 3.111,
esto implica que existe η isomorfismo tal que conmuta con el cuadrado inferior
del diagrama. La naturalidad del isomorfismo η en ambas variables se sigue de
la del isomorfismo η. 2

PROPOSICIÓN 3.113.
Supongamos que AXB y BYC son bimódulos diferenciales. Entonces, hay un
isomorfismo natural TY · TX ∼= TX⊗BY de funtores de C (A) en C (C).

DEMOSTRACIÓN.
Dado un A-módulo diferencial derecho M , consideremos el morfismo

TY (TX(M)) = (M ⊗A X)⊗B Y ηM // M ⊗A (X ⊗B Y ) = TX⊗BY (M)

construido en el lema 3.64. Sólo nos resta observar que ηM es natural en M ,
pues si f : M // N es un morfismo en C (A), conmuta

TY (TX(M)) = (M ⊗A X)⊗B Y
TY TX(f)

²²
(f⊗1X)⊗1Y

²²

ηM // M ⊗A (X ⊗B Y ) = TX⊗AY (M)

f⊗1X⊗BY

²²
TX⊗BY (f)

²²
TY (TX(N)) = (N ⊗A X)⊗B Y ηN

// N ⊗A (X ⊗B Y ) = TX⊗BY (N)

2
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PROPOSICIÓN 3.114.
Sean X1, X2 dos AB-bimódulos y h un morfismo de AB-bimódulos entre ellos.
Entonces h induce un morfismo de funtores exactos de C (A) en C (B)
Th := TX1

// TX2 . Para cada M ∈ C (A),

(Th)M := 1M ⊗ h : TX1(M) = M ⊗A X1
// M ⊗A X2 = TX2(M).

DEMOSTRACIÓN.
Recordemos, del lema 3.65, que (Th)M = 1⊗ h : TX1(M) // TX2(M) es un
morfismo de B-módulos diferenciales derechos, que satisface

(1⊗ h)[m⊗ x] = m⊗ h(x)

para m ∈M y x ∈ X1. Veamos que Th es natural en M . Sea u : M // N un
morfismo de A-módulos diferenciales derechos. Veamos que el siguiente diagrama
conmuta

TX1(M)

u⊗1X1

²²

1⊗h // TX2(M)

u⊗1X2

²²
TX1(N)

1⊗h
// TX2(N).

Sea m⊗ x un generador de TX1(M), entonces

(u⊗ 1X2) ◦ (1⊗ h)(m⊗ x) = (u⊗ 1X2)(m⊗ h(x)) = u(m)⊗ h(x)

por otro lado,

(1⊗ h) ◦ (u⊗ 1X1)(m⊗ x) = (1⊗ h)(u(m)⊗ x) = u(m)⊗ h(x).

Entonces el diagrama es conmutativo. Ahora veamos que el siguiente diagrama
conmuta

TX1(M [1])

(1⊗h)
²²

ϕM // (TX1M)[1]

(1⊗h)[1]
²²

TX2(M [1])
ϕM

// (TX2M)[1].

Sea m ⊗ x un generador homogéneo de TX1(M [1]), digamos que m ∈ M i+1

∀i ∈ Z. Entonces,

ϕM ((1⊗ h)(m⊗ x)) = ϕM (m⊗ h(x)) = (−1)gr(h(x))(m⊗ h(x)).

Pero gr(h(x)) = gr(x), pues h es un morfismo de AB bimódulos, aśı que

ϕM ((1⊗ h)(m⊗ x)) = ϕM (m⊗ h(x)) = (−1)gr(x)(m⊗ h(x)).

Por otro lado

(1⊗ h)[1](ϕM (m⊗ x)) = (−1)gr(x)(1⊗ h)[1](m⊗ x) = (−1)gr(x)(m⊗ h(x)).

Entonces tenemos que 1⊗ h es morfismo de funtores exactos.
2
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PROPOSICIÓN 3.115.
Sean AXB y CYB dos bimódulos diferenciales, entonces, HomG rB(X,Y) es un
CA-bimódulo diferencial.

DEMOSTRACIÓN.
Tenemos que HomG rB(X,Y) = HX(Y), por lo tanto es un Mod-A diferencial.
Dado h ∈ Homi

G rB(X,Y) tenemos que es un morfismo h : X // Y de grado
i tal que para toda x ∈ X y b ∈ B homogéneos [h(xb) = (−1)igr(b)h(x)b. Ahora
analicemos la acción izquierda C ×HomG rB(X,Y) // HomG rB(X,Y) dada
por (c · h)(x) := ch(x) para c ∈ C y x ∈ X. Para h, c elementos homogéneos,
tenemos que gr(c · h) = gr(c) + gr(h).

(a) Veamos que c · h saca los elementos de B de forma adecuada.

(c · h)(xb) = ch(xb) = c[(−1)igr(b)h(x)b] = (−1)igr(b)+gr(c)gr(b)(ch(x))b

= (−1)(gr(c)+i)gr(b)[ch(x)]b.

(b) Cumple la asociatividad. c · (c′ · h)(x) = c(c′h(x)) = cc′h(x) = (cc′) · h(x).
(c) Satisface la condición de Leibniz con respecto a la diferencial δ del A-

módulo diferencial derecho HomGrB(X,Y). Es decir que

δ(ch) = dC(c)h+ (−1)gr(c)cδ(h).

δ(ch)(x) = dY (ch(x))− (−1)gr(c)+gr(h)ch(dX(x))

= dC(c)h(x) + (−1)gr(c)cdY (h(x))− (−1)gr(c)+gr(h)ch(dX(x)).

Pero, por otro, lado tenemos que

(−1)gr(c)cδ(h(x)) = (−1)gr(c)c[dY (h(x))− (−1)gr(h)h(dX(x))];

sumándole dC(c)h(x) obtenemos

dC(c)h(x) + (−1)gr(c)cdY (h(x))− (−1)gr(c)+gr(h)ch(dX(x)).

Aśı tenemos que HomG rB(X,Y) es un C-módulo diferencial izquierdo. Final-
mente, veamos que HomG rB(X,Y) es un CA-bimódulo. Sean c ∈ C, x ∈ X,
a ∈ A y h ∈ HomG rB(X,Y) elementos homogéneos. Luego,

c(h · a)(x) = (−1)gr(a)gr(h)c(h(ax)).

Por otro lado,

[(ch) · a](x) = (−1)(gr(c)+gr(h))gr(a)(ch)(ax) = (−1)gr(c)gr(a)+gr(h)gr(a)(ch)(ax)

= (−1)gr(c)gr(a)(−1)gr(h)gr(a)(ch)(ax) = (−1)gr(h)gr(a)c(h(ax)).

Entonces, tenemos que HomG rB(X,Y) es un CA-bimódulo.
2
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DEFINICIÓN 3.116.
Si X es un AB-bimódulo diferencial, por definición su dual (derecho) es el BA-
bimódulo X∗ := HomGrB(X,B), donde la B dentro de los paréntesis denota el
bimódulo diferencial regular (ver observación 3.62).

PROPOSICIÓN 3.117.
Sea X un AB-bimódulo diferencial. Entonces, hay un morfismo natural
ψ : TX∗ // HX tal que ∀N ∈ C (B),

ψN : TX∗(N) = N ⊗B X∗ // HomGrB(X,N) = HX(N)

satisface ψ(n ⊗ h)[x] = (−1)gr(n)gr(x)nh(x), para n ∈ N,h ∈ HX(N) y x ∈ X
homogéneos.

DEMOSTRACIÓN.
Sea ϕ : N ×X∗ // HX(N) la función bilineal, tal que

ϕ(n, h)(x) = (−1)gr(n)gr(x)nh(x)

∀n ∈ N , h ∈ X∗
A, x ∈ X homogéneos. Veamos que ϕ está bien definida y que es

B-balanceada.

(a) Para n ∈ N y h ∈ X∗, homogéneos, ϕ(n, h) : X // N es morfismo de
B-módulos derechos derechos de gr(ϕ(n, h)) = gr(n) + gr(h). Sean x en
X y b en B homogéneos, luego ϕ(n, h)(xb) = (−1)gr(n)(gr(x)+gr(b))nh(xb),
pero

h(xb) = (−1)gr(h)gr(b)h(x) ∗ b = (−1)gr(h)gr(b)+(gr(h)+gr(x))gr(b)h(x)b

= (−1)gr(x)gr(b)h(x)b.

Entonces,

ϕ(n, h)(xb) = (−1)gr(n)(gr(x)+gr(b))+gr(x)gr(b)n[h(x)b]

= (−1)gr(n)(gr(x)+gr(b))+gr(x)gr(b)(−1)(gr(h)+gr(x))gr(b)[nh(x)]b

= (−1)gr(n)gr(x)+gr(n)gr(b)+gr(b)gr(h)[nh(x)]b

= (−1)(gr(n)+gr(h))gr(b)[(−1)gr(n)gr(x)nh(x)]b

= (−1)(gr(n)+gr(h))gr(b)[ϕ(n, h)(x)]b.

(b) Por (a), ϕ(N i × (X∗)j) ⊆ Homi+j
GrB(X,N) = HX(N)i+j. Aśı, ϕ es ho-

mogéneo.

(c) ϕ(nb, h) = (−1)gr(b)gr(h)ϕ(n, bh).
Por un lado, tenemos

ϕ(nb, h)(x) = (−1)(gr(n)+gr(b))gr(x)(nb)h(x) = (−1)(gr(n)+gr(b))gr(x)(nb)h(x)
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= (−1)gr(n)gr(x)+gr(b)gr(x)+gr(b)(gr(h)+gr(x))n[bh(x)]

= (−1)gr(n)gr(x)+gr(b)gr(h)n[(bh)(x)].

Por otro,
ϕ(n, bh)(x) = (−1)gr(n)gr(x)n[(bh)(x)]

y, entonces,
ϕ(nb, h)(x) = (−1)gr(b)gr(h)ϕ(n, bh)(x).

Por lo anterior, tenemos que existe N ⊗B X∗ ψ // HX(N) homogéneo tal que
para n ∈ N , h ∈ X∗ y x ∈ X, homogéneos se tiene

ψ(n⊗ h)(x) = (−1)gr(n)gr(x)nh(x).

Notemos lo siguiente:

(i) ψ es morfismo de A-módulos graduados derechos.
Lo que deseamos probar es que si n ∈ N,h ∈ X∗ y a ∈ A son homogéneos,

ψ(n⊗ h) ∗ a = ψ(n⊗ ha).

Sea x ∈ X homogéneo, entonces

[ψ(n⊗ h) ∗ a](x) = (−1)(gr(n)+gr(h))gr(a)ψ(n⊗ h)(ax)

= (−1)gr(n)gr(a)+gr(h)gr(a)(−1)gr(n)(gr(a)+gr(x))nh(ax)

= (−1)gr(h)gr(a)+gr(n)gr(x)nh(ax).

Por otro lado,

ψ(n⊗ ha)(x) = (−1)gr(n)gr(x)n[(ha)(x)]

= (−1)gr(n)gr(x)(−1)gr(h)gr(a)nh(ax) = (−1)gr(n)gr(x)+gr(h)gr(a)nh(ax).

y, entonces, ψ es morfismo de A-módulos graduados derechos.

(ii) ψ conmuta con la diferencial.

δ(ψ(n⊗ h))(x) = [dNψ(n⊗ h)− (−1)gr(n)+gr(h)ψ(n⊗ h)dX ](x)

= (−1)gr(n)gr(x)dN (nh(x))− (−1)gr(n)+gr(h)+(gr(x)+1)gr(n)nh(dX(x))

= (−1)gr(n)gr(x)+gr(h)+gr(x)dN (n)h(x) + (−1)gr(n)gr(x)ndB(h(x))

−(−1)gr(h)+gr(x)gr(n)nh(dX(x))

por otro lado, tenemos

ψ(d(n⊗ h))(x) = ψ((−1)gr(h)d(n)⊗ h+ n⊗ δ(h))[x]

= ψ((−1)gr(h)d(n)⊗ h)[x] + ψ(n⊗ δ(h))[x]
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= (−1)gr(h)+(gr(n)+1)gr(x)d(n)h(x) + (−1)gr(n)gr(x)nδ(h)[x].

Pero
δ(h)[x] = dN (h(x))− (−1)gr(h)h(dX(x))

y, sustituyendo, tenemos

(−1)gr(h)+(gr(n)+1)gr(x)d(n)h(x)+(−1)gr(n)gr(x)n[dN (h(x))−(−1)gr(h)h(dX(x))]

= (−1)gr(h)+(gr(n)+1)gr(x)d(n)h(x) + (−1)gr(n)gr(x)ndB(h(x))

−(−1)gr(n)gr(x)+gr(h)nh(dX(x)).

Aśı, tenemos que ψ conmuta con la diferencial y, en consecuencia, ψ es un
morfismo de A-módulos diferenciales derechos.

Finalmente, veamos que conmuta el cuadro para toda f ∈ HomC (B)(M,N)

M ⊗X∗

f⊗1

²²

ψM // HX(M)

HX(f)

²²
N ⊗X∗

ψN

// HX(N).

Sean m ∈M , h ∈ X∗ y x ∈ X elementos homogéneos. Entonces,

(ψN (f ⊗ 1)[m⊗ h])(x) = ψN (f(m)⊗ h)[x] = (−1)gr(f(m))gr(x)f(m)h(x)

= (−1)gr(m)gr(x)f(mh(x)) = f(ψM (m⊗ h)[x]) = (HX(f)ψM (m⊗ h))[x].

2

LEMA 3.118.
Si X es un AB-bimódulo diferencial, el morfismo ψ : TX∗ // HX de funto-

res de C (B) en C (A) determina un morfismo ψ : TX∗ // HX de funtores
exactos de C (B) en C (A).

DEMOSTRACIÓN.
Tenemos la transformación natural πAψ : πATX∗ // πAHX de funtores de

C (B) en C (A), donde πA : C (A) // C (A) es la proyección canónica. Puesto

que ambos funtores πATX∗ y πAHX se factorizan por πB : C (B) // C (B) ,

resulta que la transformación ψ : TX∗ // HX definida por ψM := πA(ψM ),

para M ∈ C (B), es morfismo de funtores de C (B) en C (A). Para ver que ψ es
morfismo de funtores exactos, veamos primero que conmuta el siguiente cuadro
en C (A)

TX∗(M [1])

ψM[1]

²²

ϕ // TX∗(M)[1]

(ψM )[1]

²²
HX(M [1])

ϕ′
// HX(M)[1],

196
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donde ϕ y ϕ′ son los isomorfismos canónicos. Sean m ∈M i+1 = M [1]i, h ∈ X∗,
y x ∈ X homogéneos, entonces

(ϕ′ψM [1](m⊗ h))[x] = ψM [1](m⊗ h)[x] = (−1)igr(x)m ∗ h(x)

= (−1)gr(h)+(i+1)gr(x)mh(x) = (−1)gr(h)ψM (m⊗h)[x] = (ψM [1])((−1)gr(h)m⊗h)[x]
= [ψM [1])ϕ(m⊗ h)][x],

donde ∗ es la acción de B en M [1]. Luego, conmuta el cuadro en C (A)

TX∗(M [1])

ψM[1]

²²

πA(ϕ) // TX∗(M)[1]

(ψM )[1]

²²
HX(M [1])

πA(ϕ′)
// HX(M)[1].

2

3.5. Cohomoloǵıa y módulos aćıclicos.

DEFINICIÓN 3.119.
Sea M un A-módulo diferencial derecho, definiremos la i-ésima cohomoloǵıa de
M como el espacio vectorial

Hi(M) :=
Ker(dM) ∩Mi

dM (M) ∩M i
=

Ker(dM) ∩Mi

dM (M i−1)
.

PROPOSICIÓN 3.120.
Sea f : M // N un morfismo diferencial, entonces f induce un morfismo

Hi(f) : Hi(M) // Hi(N) , ∀i ∈ Z.

DEMOSTRACIÓN.
Sea f : M // N un morfismo diferencial. Deseamos ver que este morfismo
nos induce una transformación lineal

Hi(M) = Ker(dM)∩Mi

dM (M)∩Mi
// Ker(dN)∩Ni

dN (N)∩Ni = Hi(N).

Sea x ∈ Ker(dM) ∩Mi, luego 0 = f(dM (x)) = dN (f(x)). Tenemos que
f(x) ∈ Ker(dN) y f(x) ∈ N i es decir f(x) ∈ Ker(dN) ∩ Ni, entonces f induce
un morfismo Ker(dM) ∩Mi // Ker(dN) ∩Ni . Ahora,

f(dM (M) ∩M i) = fdM (M i−1) = dNf(M i−1) ⊆ dN (N i−1) = dN (M) ∩N i.
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Por lo visto anteriormente tenemos que el morfismo f : M // N induce una

transformación lineal Hi(f) : Hi(M) // Hi(N) .
2

OBSERVACIONES 3.121.
(1) Si m ∈ Ker(dM) ∩Mi, denotaremos por m, su clase en Hi(M).

(2) Si m ∈ Ker(dM) ∩Mi entonces Hi(f)(m) = f(m).

PROPOSICIÓN 3.122.
Hi : C // k-Mod es un funtor covariante.

DEMOSTRACIÓN.
Dado M ∈ C tenemos Hi(M) ∈ k-Mod y dado un morfismo diferencial
f : M // N , Hi lo envia a Hi(f) : Hi(M) // Hi(N) . Observemos que

lo único que hace falta probar para queHi sea un funtor es que, si f : M // N

y g : N // L son morfismos de módulos diferenciales se cumple que
Hi(gf) = Hi(g)Hi(f) y Hi(1M ) = 1Hi(M). Sea m ∈ Hi(M) con m ∈ Ker(dM)∩
Mi, entonces

Hi(g)Hi(f)(m) = Hi(g)(f(m)) = g(f(m)) = gf(m) = Hi(gf)(m).

Para 1M : M // M y m ∈ Hi(M), con m ∈ Ker(dM) ∩Mi, vale

H(1M )(m) = 1M (m) = m = 1Hi(M)(m).

2

PROPOSICIÓN 3.123.
Sea M un Mod-A diferencial, entonces tenemos que Hi(J(M)) = 0.

DEMOSTRACIÓN.
Consideremos el siguiente diagrama

· · ·
di−2

J(M) // M i−1 ⊕M i
di−1

J(M) // M i ⊕M i+1
di

J(M) // M i+1 ⊕M i+2
di+1

J(M) // · · ·

donde diJ(M) =
(

0 1
0 0

)
. Veamos que la sucesión dada es exacta, es decir que

Im(di−1
J(M)) = Ker(di

J(M)) ∀i ∈ Z. Sea
(
m
n

)
en J(M)i−1 entonces

diJ(M)d
i−1
J(M)

(
m
n

)
=

(
0 1
0 0

)(
0 1
0 0

)(
m
n

)
=

(
0
0

)
.

Aśı Im(di−1
J(M)) ⊂ Ker(di

J(M)). Ahora tomemos
(
m
n

)
∈ Ker(di

J(M)). Por un

lado (
0
0

)
= diJ(M)

(
m
n

)
=

(
n
0

)
,
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de donde tenemos que n = 0. Note que y =
(

0
m

)
está en J(M)i−1 y que

diJ(M)(y) =
(

0 1
0 0

) (
0
m

)
=

(
m
0

)
=

(
m
n

)
.

Entonces Ker(di
J(M)) ⊂ Im(di−1

J(M)). Luego Im(di−1
J(M)) = Ker(di

J(M)) ∀i ∈ Z y esto
implica que Hi(J(M)) = 0.

2

PROPOSICIÓN 3.124.
Sea f : M // N un morfismo de C (A). Entonces f se factoriza a través de
un E -proyectivo si y sólo si se factoriza a través de J(M).

DEMOSTRACIÓN.
⇒ Como la categoŕıa C (A) es de Frobenius, tenemos que para M en C (A)

existe una E -sucesión M
u // J(M) v // M [1] . Supongamos que f se facto-

riza a través del E -proyectivo P . Recordemos que como P es proyectivo=inyectivo,
tenemos que existe un morfismo t : J(M) // P en C (A) tal que tu = β

M

f

²²

u //

β

""EE
EE

EE
EE

E J(M)

t

²²

v // M [1]

N P.
γoo

Luego, tenemos que f = γβ = γtu y definiendo λ := γt, tenemos que f = λu.
⇐ Por hipótesis tenemos la existencia de morfismos λ : J(M) // N y

u : M // J(M) tales que f = λu, y sabemos que J(M) es proyectivo-
inyectivo, entonces f = λu.

2

PROPOSICIÓN 3.125.
El funtor Hi induce un funtor C // k-Mod , de la categoŕıa estable de C

que denotaremos con el mismo śımbolo Hi.

DEMOSTRACIÓN.
Sea f : M // N un morfismo de C que se factoriza a través de un E -
proyectivo. Por la proposición 3.124, tenemos una factorización de la forma

M

u ""EE
EE

EE
EE

f // N

J(L).

v

<<yyyyyyyy
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Aplicándole el funtor de cohomoloǵıa Hi nos queda el triángulo conmutativo

Hi(M)

Hi(u) %%LLLLLLLLLL

Hi(f) // Hi(N)

Hi(J(L)).
Hi(v)

99ssssssssss

Pero Hi(J(L)) = 0 implica Hi(f) = 0.
2

DEFINICIÓN 3.126.
Un morfismo diferencial f : M // N se dice que es un cuasi-isomorfismo
si Hi(f) es isomorfismo ∀i ∈ Z.

DEFINICIÓN 3.127.
Diremos que un A-módulo diferencial L es aćıclico si y sólo si Hi(L) = 0,
∀i ∈ Z.

PROPOSICIÓN 3.128.

Sea M
π(f) // N

π(g) // L
π(w)// M [1] un triángulo en C , entonces el morfismo

diferencial f es cuasi-isomorfismo si y sólo si L es aćıclico.

DEMOSTRACIÓN.

Podemos suponer que el triángulo dado es estandar. Luego, M
f // N

g // L
es una E -sucesión en C , y tenemos que la sucesión larga de cohomoloǵıa

. . . // Hi−1(L) δi−1
// Hi(M)

Hi(f) // Hi(N)
Hi(g) // Hi(L) δi

// · · ·
que es exacta.
⇒ La hipótesis implica que se cumplen las siguientes igualdades

Im(δi−1) = Ker(Hi(f)) = 0 y Ker(Hi(g)) = Im(Hi(f)) = Hi(N). Entonces
Hi(g) = 0 y δi = 0, ∀i ∈ Z. Por lo tanto 0 = ImHi(g) = kerδi = Hi(L),
es decir tenemos que L es aćıclico.
⇐ Supongamos que Hi(L) = 0 ∀i ∈ Z. Esto nos dice que en la sucesión larga

de cohomoloǵıa

. . . // Hi−1(L) δi−1
// Hi(M)

Hi(f) // Hi(N)
Hi(g) // Hi(L) // · · ·

que es exacta, contiene, ∀i ∈ Z, 0
δi−1

// Hi(M)
Hi(f) // Hi(N)

Hi(g) // 0 . Por la
exactitud tenemos que Hi(f) es isomorfismo.

2

DEFINICIÓN 3.129.
Sea M ∈ C , para i ∈ Z, definimos Zi(M) = Ker(dM)∩Mi. Sea f : M // N

en C , denotaremos por Zi(f) : Zi(M) // Zi(N) a la restricción de f . No-

temos que Zi : C // k-Mod es un funtor ∀i ∈ Z.
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PROPOSICIÓN 3.130.
Para todo M en C existe un isomorfismo ϕM : HomC (A,M) // Z0(M) ,

natural en M

DEMOSTRACIÓN.
Primero vamos a definir al morfismo ϕM . Sea h : A // M un morfismo de A-
módulos diferenciales derechos, por tanto h(1) ∈M0. Al aplicar la diferencial d
obtenemos dM (h(1)) = h(d(1)) = 0. Por lo tanto, tenemos que h(1) ∈ Z0(M) =
Ker(dM)∩M0. Aśı, definimos ϕM (h) := h(1). Es fácil de ver que ϕM es lineal y
que es natural en M . Veamos que ϕM es isomorfismo.

(i) ϕM es monomorfismo:
Sea h : A // M un morfismo diferencial tal que ϕM (h) = 0, por tanto
h(1) = 0. Para toda a ∈ A tenemos que h(a) = h(1a) = h(1)a = 0,
entonces h = 0.

(ii) ϕM es epimorfismo.
Sea m ∈ Z0(M), definamos g : A // M , por g(a) := m ∗ a, ∀a ∈ A.
Veamos que g es morfismo de A-módulos diferenciales derechos. Sean a, b
elementos homogéneos de A. Entonces,

g(a ∗ b) = g((−1)gr(a)gr(b)ab) = (−1)gr(a)gr(b)g(ab) = (−1)gr(a)gr(b)m(ab)

= (ma)b = g(a) ∗ b.
Además,

dMg(a) = dM (m ∗ a) = m ∗ d(a) + (−1)gradM (m)a

= md(a) = g(1)d(a) = g(d(a)) = gdN (a),

y entonces dMg = gdN . Finalmente, si a ∈ Ap, g(a) = m ∗ a ∈ Ap. Luego,
g(Ap) ⊆ Ap. Entonces g ∈ HomC (A,M) y ϕM (g) = g(1) = m.

Aśı, hemos visto que ϕM es epimorfismo.
2

PROPOSICIÓN 3.131.
HomC (A,M) ∼= H0(M).

DEMOSTRACIÓN.
Por la proposición 3.111 tenemos que HomC (A,M) = HomC (A,M)/Im(v∗M[−1]).
Recordemos que tenemos la siguiente E -sucesión en C

M [−1]

„
1M[−1]
dM[−1]

«

// J(M [−1])
(dM , 1M )

// M.

Sea β := (dM , 1M ), y definamos

β∗ = Hom(1A, β) := Hom(A, J(M[−1])) // Hom(A,M).
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Por la proposición 3.130 tenemos los siguientes isomorfismos

ϕJ(M [−1]) : Hom(A, J(M[−1])) // Z0(J(M [−1]))

ϕM : Hom(A,M) // Z0(M).

El siguiente diagrama es conmutativo por la proposición ??

Hom(A, J(M[−1]))

β∗

²²

ϕJ(M[−1]) // Z0(J(M [−1]))

Z0(β)

²²
Hom(A,M)

ϕM

// Z0(M).

Como J(M [−1])0 = M−1 ⊕M0
dJ(M[−1]) // M0 ⊕M1 = J(M [−1])1 donde

dJ(M) =
(

0 1
0 0

)
. Sea

(
m
n

)
∈ J(M [−1]) donde m ∈ M−1 y n ∈ M0

entonces dJ(M)

(
m
n

)
está en Z0(J(M [−1])) si y sólo si

(
0
0

)
= dJ(M)

(
m
n

)
=

(
0 1
0 0

) (
m
n

)
=

(
n
0

)
.

Esta igualdad se cumple si y sólo si n = 0. Por tanto Z0(J(M [−1])) = M−1.
Además,

Z0(β)
(
m
0

)
= (dM , 1M )

(
m
0

)
= dM (m).

Aśı el diagrama anterior se transforma en el primer cuadro del siguiente diagra-
ma:

HomC (A, J(M[−1]))

β∗

²²

ϕJ(M[−1]) // M−1

dM

²²
HomC (A,M)

²²

ϕM

// Z0(M)

²²

HomC (A,M) = Hom(A,M)
Imβ∗ ϕ

// Z0(M)
dM (M−1) = H0(M).

El segundo cuadro, se construye a partir del primero, usando que sus lados son
las proyecciones canónicas. El morfismo inducido ϕ es isomorfismo porque ϕM
y ϕJ(M [−1]) lo son.

2
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OBSERVACIÓN 3.132.
Note que si M es un A-módulo diferencial y n ∈ Z, entonces
Hi(M [n]) = Hi+n(M). Además, Tn : C // C es automorfimo que preserva
proyectivos, luego Tn(P ) ⊆ P y entonces, induce un isomorfismo

HomC (M,N) ∼= HomC (M[n],N[n]).

Luego, ∀n ∈ Z:

HomC (A[−n],M) ∼= HomC (A,M[n]) ∼= H0(M[n]) ∼= Hn(M).

El isomorfismo θM : Hn(M) // HomC (A,M[n]) está inducido por la fun-

ción θM : Zn(M) // HomC (A,M[n]) tal que para m ∈ Zn(M) y a ∈ A, se
tiene θ(m)[a] = m ∗ a.

Los isomorfismos anteriores son naturales en M .

COROLARIO 3.133.
Sea M ∈ C . Entonces, M es aćıclico si y sólo si HomC (A[n],M) = 0, ∀n ∈ Z.

PROPOSICIÓN 3.134.
Sea U la subcategoŕıa plena de C cuyos objetos son los aćıclicos. Entonces U
es una subcategoŕıa triangulada, cerrada bajo coproductos e isomorfismos.

DEMOSTRACIÓN.
Veamos que efectivamente U es subcategoŕıa triangulada.

(a) U es cerrada bajo traslaciones.
Sea M ∈ U , entonces M [n] también es aćıclico, ∀n ∈ Z, luego M [n] ∈ U .

(b) Sea M1
u // M2 un morfismo en U y M1

u // M2
// M3

// M1[1]
es un triángulo, con M1,M2 ∈ U , entonces, por la proposición 3.128,
M3 ∈ U .

(c) U es cerrada bajo coproductos.
Sea {Mi}i∈I ⊂ U . Veamos que

∐
i∈IMi ∈ U . Por un lado, tenemos que

Hom(A[n],Mi) = 0, ∀i ∈ Z. Entonces,

HomC (A[n],
∐

i∈I

Mi) =
∐

i∈I

HomC (A[n],Mi) = 0

Aplicando el corolario 3.133 terminamos.
2

OBSERVACIÓN 3.135.
Por la proposición 3.128 los cuasi-isomorfismos definidos en 3.126 coinciden
con los U -cuasi-isomorfismos de la definición ?? del caṕıtulo 1.
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3.6. P-módulos diferenciales y q-proyectivos.

DEFINICIÓN 3.136.
Diremos que M ∈ C tiene la propiedad (P) si existe una serie de submódulos

diferenciales
0 = M0 ⊂M1 ⊂ · · · ⊂Mn ⊂ · · · ⊂M

con las siquientes propiedades

(a) M =
⋃
i∈NMi

(b) Existen E -sucesiones Mi
σi // Mi+1

// Ti donde σi es la inclusión y
Ti =

∐
j∈Ji

A[tj ], para cada i ≥ 0.

PROPOSICIÓN 3.137.
Si M tiene la propiedad (P ), hay una E -sucesión en C

∐
i∈NMi

Φ //
∐
j∈NMj

Ψ // M.

DEMOSTRACIÓN.
Como C tiene coproductos,

∐
i∈NMi es un A-módulo diferencial derecho. Sea

λs : Ms
//
∐
i∈NMi la inyección canónica, para s ∈ N. Para s ∈ N, defi-

namos el siguiente morfismo ϕs : Ms
//
∐
j∈NMj como ϕs := λs − λs+1σs

donde σs : Ms
// Ms+1 denota el morfismo inclusión. Por la propiedad uni-

versal del coproducto, existe el morfismo Φ tal que Φλs = ϕs ∀s ∈ N. Tenemos
el siguiente diagrama conmutativo en C

∐
i∈NMi

Φ //
∐
j∈NMj

Ms.

λs

ddIIIIIIIII ϕs

::uuuuuuuuu

De manera análoga, tenemos la existencia del morfismo Ψ que hace conmutar
el siguiente diagrama en C

∐
j∈NMj

Ψ // M

Ms

λs

ddHHHHHHHHH τs

>>}}}}}}}}

donde τs : Ms
// M denota la inclusión. Note que hemos construido la si-

guiente sucesión
∐
i∈NMi

Φ //
∐
j∈NMj

Ψ // M . Veamos que se trata de
una E -sucesión:
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(a) Ψ es epimorfismo.
Por la manera en que se construyó, pues M =

⋃
j∈NMj .

(b) Φ es monomorfismo.
Sea m ∈ ∐

i∈NMi, luego m =
∑t
i=1 λi(mi). Supongamos que

Φ(m) = 0. Veamos que m = 0:

0 = Φ(m) = Φ(
t∑

i=1

λi(mi)) =
t∑

i=1

Φ(λi(mi)) =
t∑

i=1

ϕi(mi).

Pero, por otro lado,

0 =
t∑

i=1

ϕi(mi) = ϕ1(m1) + ϕ2(m2) + · · ·+ ϕt(mt)

= [λ1(m1)− λ2(m1)] + · · ·+ [λt(mt)− λt+1(mt)] ∈
∐

i∈N
Mi.

Luego,

λ1(m1) = 0, λ2(m1) = λ2(m2), . . . , λt(mt−1) = λt(mt), y −λt+1(mt) = 0.

De donde obtenemos que λl(ml) = 0 para l = 1, . . . , t, y esto implica que
m = 0.

(c) ΨΦ = 0.
Sea i ∈ N, tenemos

ΨΦλi = Ψϕi = Ψ(λi − λi+1σi) = Ψλi −Ψλi+1σi = τi − τi+1σi = 0.

Por tanto ΨΦ = 0.

(d) Im(Φ) = Ker(Ψ).
Por el inciso anterior tenemos que Im(Φ) ⊂ Ker(Ψ). Ahora veamos que
Ker(Ψ) ⊂ Im(Φ). Sea m ∈ ∐

j∈NMj tal que Ψ(m) = 0. Deseamos ver que
m ∈ Im(Φ). Como m ∈ ∐

j∈NMj luego m =
∑t
j=1 λj(mj). Entonces,

Ψ(m) = Ψ(
t∑

j=1

λj(mj)) =
t∑

j=1

Ψ(λj(mj)) =
t∑

j=1

τj(mj) = 0.

De donde, se tiene que
∑t
j=1mj = 0 y, despejando, obtenemos

mt = −(m1 +m2 + · · ·+mt−1).

Recordemos que

m = λ1(m1) + λ2(m2) + · · ·+ λt−1(mt−1) + λt(mt),
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al sustituir mt obtenemos

m = λ1(m1) + · · ·+ λt−1(mt−1) + λt(−(m1 +m2 + · · ·+mt−1)))

= λ1(m1)− λt(m1) + λ2(m2)− λt(m2) + · · ·+ λt−1(mt−1)− λt(mt−1).

Si logramos probar que λi(mi) − λi+p(mi) ∈ Im(Φ), ∀p ∈ N, habremos
terminado. Veamos que es cierta la afirmación anterior. La demostración
la haremos por inducción sobre p. Si p = 1, tenemos

λi(mi)− λi+1(mi) = Φ(λi(mi)).

Supongamos que se vale la afirmación para p − 1. Veamos que es cierta
para p ≥ 2. Tenemos

λi(mi)− λi+p(mi) = λi(mi)− λi+p−1(mi) + λi+p−1(mi)− λi+p(mi)

notemos que λi(mi) − λi+p−1(mi) ∈ Im(Φ) por hipótesis de inducción y
λi+p−1(mi)−λi+p(mi) = Φ(λi+p−1mi). Entonces tenemos quem ∈ Im(Φ).

(e) La sucesión
∐
i∈NMi

Φ //
∐
j∈NMj

Ψ // M se divide en G.
Daremos el morfismo de A-módulos graduados derechos

φ :
∐
j∈NMj //

∐
i∈NMi

y posteriormente veremos que φΦ = 1‘Mi
. Por hipótesis, tenemos las

siguientes E -sucesiones en C Mi
σi // Mi+1

// Ti las cuales se divi-
den en G, es decir existen, ∀i ∈ Z, los morfismos de módulos graduados
ζi : Mi+1

// Mi , tales que ζiσi = 1Mi . Definamos morfismos

φs :=
{

0 si s = 1
−(λ1ζ1ζ2 · · · ζs−1 + λ2ζ2 · · · ζs−1 + · · ·+ λs−1ζs−1) si s > 1

y consideremos el morfismo φ determinado por la familia {φs}s∈N y la
propiedad universal del coproducto

∐
j∈NMj en G. Luego, conmuta el

diagrama en G
∐
j∈NMj

φ //
∐
i∈NMi

Ms

λs

OO

φs

88rrrrrrrrrrr

∀s ∈ N. Veamos que φΦλs = λs, ∀s ∈ N:

φΦλs = φ(λs − λs+1σs) = φλs − φλs+1σs

= −(λ1ζ1ζ2 · · · ζs−1 + λ2ζ2 · · · ζs−1 + · · ·+ λs−1ζs−1)

+(λ1ζ1ζ2 · · · ζs + λ2ζ2 · · · ζs + · · ·+ λsζs)σs = 0 + · · ·+ λs.

Entonces φΦλs = λs para toda s ∈ N. Por lo tanto, φΦ = 1‘Mi
y tenemos

que la sucesión
∐
i∈ZMi

Φ //
∐
j∈ZMj

Ψ // M se divide en G.
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2

COROLARIO 3.138.
Sea M ∈ C con la propiedad (P ). Entonces hay un triángulo

∐
i∈NMi

π(Φ) //
∐
j∈NMj

π(Ψ) // M
π(ω) //

(∐
i∈NMi

)
[1]

en C .

DEMOSTRACIÓN.
Se sigue de la proposición 3.137 y del lema ??.

2

DEFINICIÓN 3.139.
X se llamará q-proyectivo si HomC (X,Y) = 0 para toda Y ∈ U (esto es si X
es U -cuasi-proyectivo, ver definición ??).

PROPOSICIÓN 3.140.
Si M ∈ C tiene la propiedad (P ), entonces M es q-proyectivo.

DEMOSTRACIÓN.
Sea M con la propiedad (P ). Mostraremos que es q-proyectivo. Note que A[n]
es q-proyectivo para toda n ∈ Z por el corolario 3.133. Además con la notación
de la definición 3.136 en mente, para L ∈ U tenemos

HomC (Ti,L) = HomC (
∐

j∈Ji

A[tj],L) =
∏

j∈Ji

HomC (A[ti],L) = 0.

Luego, los Ti también son q-proyectivos. Vamos a probar por inducción, que
Mi es q-proyectivo para toda i ∈ N. Ya sabemos que M0 = 0 es q-proyectivo.
Suponga que hemos probado que los primeros Mi son q-proyectivos, veamos que
Mi+1 también lo es. Tomemos la siguiente E -sucesión

Mi
σi // Mi+1

ζi // Ti

y consideremos al triángulo inducido por el lema ??

Mi

π(σi) // Mi+1
π(ζi) // Ti

π(wi) // Mi[1].

Como Mi, Ti,Mi[1] son q-proyectivos entonces Mi+1 también lo es. Por tanto Mi

es q-proyectivo para toda i ∈ N. Luego, tenemos que
∐
i∈ZMi es q-proyectivo.

Como M tiene la propiedad (P ), tenemos el siguiente triángulo

∐
i∈NMi

π(Φ) //
∐
j∈NMj

π(Ψ) // M
π(ω) //

(∐
i∈NMi

)
[1].

Como
∐
i∈NMi,

∐
j∈NMj ,

(∐
i∈NMi

)
[1] son q-proyectivos, entonces, por la pro-

posición ??, M también lo es.
2

207
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PROPOSICIÓN 3.141.
Sea AXB q-proyectivo como B-módulo. Si N ∈ C (B) es aćıclico entonces
HX(N) también lo es.

DEMOSTRACIÓN.
Como N es aćıclico, también lo es N [−n], ∀n ∈ Z, luego

0 = HomC (B)(X,N[−n]) ∼= HomC (B)(X[n],N) ∼= HomC (B)(TX(A)[n],N)

∼= HomC (B)(TX(A[n]),N) ∼= HomC (A)(A[n],HX(N)),

Por lo tanto HX(N) es aćıclico. Note que hemos usado la proposición 3.112, las
proposiciones 3.63 y 3.88, aśı como el corolario 3.133.

2

PROPOSICIÓN 3.142.
Sea AXB q-proyectivo como B-módulo. Si u : N1

// N2 es cuasi-isomorfismo.

Entonces HX(u) : HX(N1) // HX(N2) es cuasi-isomorfismo.

DEMOSTRACIÓN.
Recordemos que HX : C (B) // C (A) es un funtor exacto, entonces manda
triángulos en triángulos. Consideremos el siguiente triángulo

N1
u // N2

v // C // N1[1]

donde C es aćıclico, pues por hipótesis u es cuasi-isomorfismo. Aplicamos el
funtor exacto HX y obtenemos un triángulo:

HX(N1)
HX(u) // HX(N2)

HX(v) // HX(C) // HX(N1[1]).

Por la proposición 3.141,HX(C) es aćıclico. EntoncesHX(u) es cuasi-isomorfismo.
2

PROPOSICIÓN 3.143.
Suponga que AXB es q-proyectivo como B-módulo, y que Z es q-proyectivo en

C (A), entonces TX(Z) es también q-proyectivo.

DEMOSTRACIÓN.
Sea N en C (B) aćıclico, luego tenemos

HomC (B)(TX(Z),N) ' HomC (A)(Z,HX(N)) = 0,

pues, por la proposición 3.141, HX(N) es aćıclico, y Z es q-proyectivo.
2
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OBSERVACIÓN 3.144.
Si A,B son k-álgebras diferenciales, podemos considerar la k-álgebra diferencial
A⊗k Bop. También podemos considerar su A⊗k Bop-módulo diferencial regular
izquierdo X = A⊗k Bop con la acción dada por:

(a⊗ b) · (a1 ⊗ b1) = (−1)gr(b)gr(a1)aa1 ⊗ b ∗ b1.

Resulta entonces que X es un AB-bimódulo diferencial con acción izquierda de
A: a · (a1 ⊗ b1) = (a⊗ 1) · (a1 ⊗ b1) = aa1 ⊗ b1 y con acción derecha de B:
(a1 ⊗ b1) · b = (1 ⊗ b) · (a1 ⊗ b1) = (−1)gr(b)gr(a1)a1 ⊗ b ∗ b1, de acuerdo con la
proposición 3.56. Este es el AB-bimódulo considerado en la siguiente proposi-
ción.

PROPOSICIÓN 3.145.
Si C es un Mod-A diferencial aćıclico, entonces C⊗A(A⊗kBop) es un B-módulo
diferencial derecho aćıclico.

DEMOSTRACIÓN.
Recordemos que tenemos isomorfismos de B-módulos diferenciales

C ⊗A (A⊗k Bop) ≈ (C ⊗A A)⊗k Bop ' C ⊗k Bop.

Veremos que C ⊗k Bop es aćıclico. Tomemos la siguiente sucesión exacta de
k-módulos diferenciales, la cual también es de complejos

0 // Z(Bop)
j // Bop

d // d(Bop)[1] // 0,

donde d es la diferencial del álgebra B y j es la inclusión. Como espacio vectorial
tenemos los siguientes complejos, las fronteras

· · · di−1
// (Bop)i−1 di

//// (Bop)i di+1
// (Bop)i+1 // · · ·

y la de los ciclos

· · · 0 // Z(Bop)i−1 0 // // Z(Bop)i 0 // Z(Bop)i+1 // · · ·

Notemos que como espacio vectorial Z(Bop) ' ⊕
i∈I k y que (

⊕
[⊕i∈Ik][ni]) es

un complejo cuya diferencial es cero, donde la graduación esta dada por
(
⊕

[⊕i∈Ik][ni])s =
⊕

[⊕k]s−ni y al verlo como espacio vectorial se tiene que⊕
[⊕k]s−ni =

⊕
i∈I k. Como tenemos que cada cuadrado conmuta en el si-

guiente diagrama

· · · 0 // Z(Bop)i−1

τ

²²

0 //// Z(Bop)i

z

²²

0 // Z(Bop)i+1

ζ

²²

0 //

· · · 0 // (
L

[⊕i∈Ik][ni])
s−1

0
// (
L

[⊕i∈Ik][ni])
s

0
// (
L

[⊕i∈Ik][ni])
s+1

0
//
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donde τ, z y ζ son isomorfismos de espacios vectoriales. Entonces tenemos que
Z(Bop) = (

⊕
[⊕i∈Ik[ni]]). Demanera similar se puede ver que

d(Bop) = (
⊕

[⊕i∈Ik][li]). Consideremos a la siguiente sucesión de k-módulos
diferenciales derechos

0 // C ⊗k Z(Bop)
1⊗j // C ⊗k Bop 1⊗d // C ⊗k d(Bop)[1] // 0.

Al realizar el producto tensorial sobre los espacios vectoriales tenemos

C ⊗k Z(Bop) '
∐

i∈I
(C ⊗k k[ni]) '

∐

i∈I
[C ⊗k k][ni] '

∐

i∈I
C[ni]

y como C es aćıclico, C[ni] lo es, y por tanto
∐
i∈I C[ni] es aćıclico. Además,

tenemos que

C ⊗k d(Bop)[1] '
∐

i∈I
(C ⊗k k[li]) '

∐

i∈I
(C ⊗k k) [li] '

∐

i∈I
C[li]

como C[li] es aćıclico,
∐
i∈I C[li] también lo es y por tanto C ⊗k d(Bop)[1]

es aćıclico. Por lo anterior y por la sucesión larga de homoloǵıa tenemos que
C ⊗k Bop es aćıclico.

2

PROPOSICIÓN 3.146.
Sea C un A-módulo diferencial derecho aćıclico y M un AB-bimódulo diferencial
tal que M es un A ⊗k Bop-módulo con la propiedad (P ). Entonces TM (C) es
B-módulo diferencial aćıclico.

DEMOSTRACIÓN.
Por la proposición 3.137, tenemos la E -sucesión de A ⊗k Bop-módulos diferen-

ciales izquierdos
∐
i∈NMi

Φ //
∐
j∈NMj

Ψ // M . Además, tenemos las si-

guientes E -sucesiones de A⊗kBop-módulos izquierdos Mi
si // Mi+1

ρi // Ti
donde M0 y Ti son sumas directas de módulos de la forma (A⊗k Bop) [n]. Con-
sideremos la siguiente E -sucesión de B-módulos derechos

C ⊗A
(∐

i∈NMi

) TΦ // C ⊗A
(∐

j∈NMj

)
TΨ // C ⊗AM

y notemos que, como

C ⊗A
(∐

i∈N
Mi

)
'

∐

i∈N
(C ⊗AMi) ,

es suficiente con probar que C ⊗A Mi es aćıclico ∀i ∈ N. Por la misma razón,
tenemos la E -sucesión de Mod-B diferenciales

C ⊗AMi

Tsi // C ⊗AMi+1

Tρi // C ⊗A Ti.
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Aśı que basta ver que C ⊗AM0 y C ⊗A Ti son aćıclicos ∀i ∈ N. De nuevo como
C ⊗A − conmuta con sumas directas, lo que debemos probar es que

C ⊗A (A⊗k Bop) [n] ' (C ⊗A (A⊗k Bop)) [n]

es aćıclico, ∀n ∈ N. Pero en la proposición 3.145 se vió que C ⊗A (A⊗k Bop)
es aćıclico, luego tenemos que C ⊗M0 y C ⊗ Ti son aćıclicos, ∀i ∈ N y esto
nos implica que C ⊗ Mi+1 es aćıclico, ∀i ∈ N, por tanto hemos probado la
proposición.

2
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Caṕıtulo 4

El Teorema de J. Rickard

Con el material visto en el caṕıtulo anterior estamos preparados para probar
nuestro resultado central, el cual es demostrar que si A y B son dos k-álgebras y
G : D(A) // D(B) una equivalencia de categoŕıas, existe una equivalencia

de categoŕıas F : D(A) // D(B) con F dado por el producto tensorial de
un complejo finito de AB-bimódulos. Para esto necesitaremos definir y estudiar
con detalle varios funtores dados por productos tensoriales.

4.1. Categoŕıa homotópica y categoŕıa estable.

En esta sección vamos analizar el concepto de homotoṕıa para Mod-A dife-
renciales. Primero recordemos algunas definiciones.

DEFINICIÓN 4.1.
Si R es una k-álgebra, la categoŕıa Ĉ (R) de R-complejos tiene por objetos
X = ({Xi}, {diX})i∈Z las sucesiones de R-módulos y morfismos de R-módulos

· · · // Xi−1
di−1

X // Xi
di

X // Xi+1
di+1

X // · · ·

tales que di+1
X diX = 0, ∀i ∈ Z. Un morfismo de R-complejos f : X // Y es

una familia f = (fi)i∈Z de morfismos de R-módulos tales que f i+1diX = dY f
i

∀i ∈ Z.

OBSERVACIÓN 4.2.
Si R es una k-álgebra, podemos pensarla como una k-álgebra diferencial. Esto es
podemos considerar el álgebra graduada R̂, tal que R̂0 := R y R̂i = 0 ∀i 6= 0, y
por definición d bR = 0. Entonces, podemos pensar a la categoŕıa de R-complejos
como la categoŕıa de R̂-módulos diferenciales izquierdos. En efecto, tenemos la
equivalencia de categoŕıas

E : Ĉ (R) // C (R̂)
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que env́ıa cada R-complejo X en el R̂-módulo diferencial izquierdo, es decir,
E(X) =

⊕
i∈ZX

i con diferencial dX inducida por la familia {diX}. Si tenemos
que f : X // Y es un morfismo de R-complejos, entonces E(f) :=

⊕
i∈Z f

i.

DEMOSTRACIÓN.
E(X) es R̂-módulo diferencial pues, claramente,

dX(Xi) ⊆ Xi+1; d2
X = 0, R̂iXj ⊆ Xi+j ,

y tenemos
d(ax) = d(a)x+ (−1)gr(a)ad(x)

para cada x ∈ X y a ∈ R̂ homogéneos (en efecto, si a 6= 0, a ∈ R̂0 = R y
d(a) = 0, tendremos d(ax) = ad(x), ya que diX morfismo de R-módulos). La

casi inversa E′ : C (R̂) // Ĉ (R) env́ıa cada X =
⊕

i∈ZX
i en el complejo

· · · // Xi−1
di−1

X // Xi
di

X // Xi+1 // · · ·

donde diX es la restricción de dX a Xi y a Xi+1; E′ envia a cada morfismo de
A-módulos diferenciales f : X // Y en el morfismo E′(f) = {f i}i∈Z, donde

f i : Xi // Y i es la restricción de f , ∀i ∈ Z.
2

DEFINICIÓN 4.3.
Sea R una k-álgebra. Entonces un morfismo f : X // Y de R-complejos es
homotópico a cero si existe una familia {αi}i∈Z de morfismos de R-módulos
tales que,

· · · di−2
X // Xi−1

fi−1

²²

αi−2

||yy
yy

yy
yy

y

di−1
X // Xi

fi

²²

αi−1

||yy
yy

yy
yy

di
X // Xi+1

fi+1

²²

αi

||yy
yy

yy
yy

di+1
X // · · ·

· · ·
di−2

Y

// Y i−1

di−1
Y

// Y i
di

Y

// Y i+1

di+1
Y

// · · ·

donde f i = di−1
Y αi−1 + αidiX .

Ahora bien, en la categoŕıa C (R̂), ¿qué significa que un morfismo diferencial
sea homotópico a cero?

Notemos que en la definición anterior tenemos que el siguiente morfismo
E(α) := {αi}i∈Z : X[1] // Y es de módulos graduados.

DEFINICIÓN 4.4.

Sea A una k-álgebra diferencial y sea X
f // Y un morfismo diferencial. Di-

remos que f es homotópico a cero y escribiremos f ∼ 0 si existe un morfismo
de módulos graduados α : X[1] // Y , tal que f i = diY α

i−1 + αidiX , ∀i ∈ Z.
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PROPOSICIÓN 4.5.
Sea f un morfismo diferencial. f ∼ 0 si y sólo si f se factoriza a través de un
módulo diferencial proyectivo.

DEMOSTRACIÓN.
⇒ Suponga que f ∈ HomC (X,Y) y que f ∼ 0. Entonces existe α en

HomG(X[1],Y) tal que f i = diY α
i−1 + αidiX . Por ??, tenemos un isomorfis-

mo ψ : HomC (J(X),Y) // HomG(X[1],Y) . Luego tenemos que ψ−1(α) = γ

donde γi = (dY αi−1, αi) : Xi ⊕Xi+1 // Y i .
Veamos que el siguiente diagrama conmuta

X

f

²²

u // J(X)

γ
}}zz

zz
zz

zz

v // X[1]

Y,

donde el renglón es la E -sucesión canónica de X. Recordemos que u := {ui}i∈Z
y cada ui es (1X , dX)t. Para x ∈ Xi tenemos que

γiui(x) = (dY αi−1, αi)
(

1X
dX

)
(x) = dY α

i−1(x) + αidiX(x) = f i(x),

∀i ∈ Z. Esto nos dice que γu = f . Entonces f se factoriza a través del proyectivo
J(X).
⇐ Supongamos que f : X // Y se factoriza a través de un proyectivo,

luego por la proposición ?? tenemos la existencia de λ ∈ HomC (J(X),Y) tal que
f = λu, donde λ = {λi} con λi = (diY α

i−1, αi) y αi : Xi // Y i−1 ∀i ∈ Z.
Ahora definamos a α := {αi}i∈Z, entonces por la proposición ?? sabemos que
ψ(λ) = α está en HomG(X[1],Y), donde

f i(x) = (dY αi−1, αi)
(

1X
dX

)
(x) = dY α

i−1(x) + αidiX(x),

∀i ∈ Z.
2

DEFINICIÓN 4.6.
Si R es una k-álgebra, la categoŕıa homotópica K̂(R) de R es la categoŕıa que
se obtiene al hacer el cociente de la categoŕıa K̂(R), de R-complejos, módulo el
ideal de los morfismos de complejos que son homotópicos a cero.

OBSERVACIONES 4.7.
(1) Sea R una k-álgebra que pensamos como k-álgebra diferencial R̂, con dife-
rencial cero. Entonces, la equivalencia

E : Ĉ (R) // C (R̂)
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satisface que, para cada morfismo de R-complejos f , f ' 0 si y sólo si E(f)
se factoriza por un E -proyectivo. Luego, E induce una equivalencia E que hace
que el siguiente diagrama conmute

Ĉ (R)

π̂

²²

E // C (R̂)

π

²²
K̂(R)

E
// C (R̂).

(2) Hemos visto aśı que

(a) Si A = R y definimos la categoŕıa homotópica K(A) de A como C (A)
módulo homotoṕıa, obtenemos C (R̂).

(b) Si R es un álgebra, la categoŕıa homotópica K̂(R) puede identificarse con
C (R̂) (= K(R̂)).

DEMOSTRACIÓN.
f ' 0 en Ĉ (R) si y sólo si E(f) ' 0 en C (R̂), y podemos aplicar la proposición
4.5

2

4.2. Categoŕıa derivada.

A continuación daremos la definición de un sistema multiplicativo

DEFINICIÓN 4.8.
Sea C una categoŕıa y Σ una clase de morfismos en C . Para X y Y objetos de
C , denotamos por ΣX,Y la familia de morfismos de X en Y contenidos en Σ.
Decimos que Σ es un sistema multiplicativo si para cada X, Y , Z objetos de C
se cumple que:

M1 (a) Si s ∈ ΣX,Y , t ∈ ΣY,Z , entonces ts ∈ ΣX,Z .

(b) 1X ∈ ΣX,X .

M2 (a) Dados u : X // Y y s ∈ ΣZ,Y , entonces existen v : W // Z

y t ∈ ΣW,X tales que conmuta el diagrama: W

t

²²

v // Z

s

²²
X

u // Y.
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4.2. CATEGORÍA DERIVADA.

(b) Dados u : Y // X y s ∈ ΣY,Z , entonces existen v : Z // W

y t ∈ ΣX,W tales que el diagrama conmuta W Z
voo

X

t

OO

Y.
uoo

s

OO

M3 Sean u, v : X // Y . Entonces, existe s ∈ ΣY,W ′ tal que su = sv si y
sólo si existe t ∈ ΣW,X tal que ut = vt.

Si además se cumple que:

M4 Para cada X ∈ C existe un conjunto FX de objetos de C tal que para
cualquier s ∈ ΣW,X existe Z ∈ FX y un morfismo λ : Z // W tal que

la composición Z
λ // W

s // X está en Σ.

entonces decimos que Σ es un sistema multiplicativo localmente pequeño a la
izquierda.

TEOREMA 4.9. B. Keller
Para toda M ∈ C , existe un cuasi-isomorfismo PM // M , tal que PM tiene
la propiedad (P ).

DEMOSTRACIÓN.
La demostración de este teorema se puede ver en [?] inciso (b) página 7.

2

Ahora ya estamos en condiciones de probar la siguiente proposición

PROPOSICIÓN 4.10.
La colección de cuasi-isomorfismos en C , denotada por Σ, forma un sistema
multiplicativo localmente pequeño a la izquierda.

DEMOSTRACIÓN.
Veamos que Σ satisface los axiomas de un sistema multiplicativo.

M1 (a) Sean f ∈ ΣX,Y y g ∈ ΣY,Z . Veamos que gf ∈ ΣX,Z . Como tanto f
y g son cuasi-isomorfismos, luego Hi(f) y Hi(g) son isomorfismos.
Recordemos que Hi es un funtor, aśı Hi(g)Hi(f) = Hi(gf) y Hi(gf)
es isomorfismo. Entonces gf es un cuasi-isomorfismo y gf ∈ ΣX,Z .

(b) Veamos que 1X está en ΣX,X Como Hi es un funtor tenemos que
Hi(1X) = 1Hi(X) es un isomorfismo, por tanto 1X es cuasi-isomorfismo.

M2 (a) Sea u : X // Y y s ∈ ΣZ,Y , veamos la existencia de v : W // Z
y t ∈ ΣW,X tales que hacen conmutar el siguiente diagrama

W

t

²²

v // Z

s

²²
X u

// Y.
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Como s : Z // Y es un morfismo de C , tenemos el siguiente
triángulo

Z
s // Y

α // L
w // Z[1] .

Note que también tenemos el morfismo αu : X // L en C y con
él obtenemos el siguiente triángulo

X
αu // L

β // E
w′ // X[1]

el cual, al recorrerlo, da por resultado el siguiente triángulo

E[−1]
−w′[−1] // X

αu // L
β // E.

Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

E[−1]

γ[−1]

²²

−w′[−1] // X

u

²²

αu // L
β // E

γ

²²
Z

s // Y
α // L

w // Z[1]

donde γ existe por los axiomas de triangulación al trasladar los dos
triángulos anteriores, luego, también existe γ[−1]. Por la proposición
??, como s ∈ ΣZ,Y , tenemos que L es aćıclico.
Aśı, también, tenemos que t := −w′[−1] es cuasi-isomorfismo. Si
hacemos v := γ[−1] : E[−1] // Z tenemos el siguiente diagrama
conmutativo en C :

E[−1]

t

²²

v // Z

s

²²
X u

// Y.

(b) Sean u : Y // X y s ∈ ΣY,Z Veamos que existen v : Z → W y
t ∈ ΣX,W que hacen conmutar el siguiente diagrama

W Z
voo

X

t

OO

Y.u
oo

s

OO

Como s : Y // Z es un morfismo de C , tenemos el triángulo

Y
s // Z

α // L
w // Y [1]
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el cual, al recorrerlo, obtenemos

L[−1]
−w[−1] // Y

s // Z
α // L.

También tenemos que −uw[−1] : L[−1] // Y es base de algún triángu-
lo, digamos

L[−1]
−uw[−1] // X

t // W
w′ // L.

Luego, por los axiomas de triangulación, existe un morfismo v que hace
conmutar el siguiente diagrama

L[−1]
−w[−1] // Y

u

²²

s // Z

v

²²

w′ // L

L[−1] −uw[−1]
// X

t
// W

w′
// L.

Como s es cuasi-isomorfismo, por la proposición ?? tenemos que L es
aćıclico y esto mismo implica que t es cuasi-isomorfismo.

M3 Notemos que como X
u //
v

// Y podemos definir a η := u− v : X // Y

y entonces debemos probar que existe s ∈ ΣZ,X tal que ηs = 0 si y sólo si
existe t ∈ ΣY,W tal que tη = 0.
⇒ Como s : Z // X es un morfismo, hay un triángulo

Z
s // X

α // C
w // Z[1]

el cual, al recorrerlo, nos da el triángulo

C[−1]
−w[−1] // Z

s // X
α // C.

Por hipótesis ηs = 0, entonces s∗(η) = 0, donde tenemos la sucesión exacta

HomC (C,Y) α∗ // HomC (X,Y) s∗ // HomC (Z,Y).

Luego, tenemos la existencia del morfismo µ tal que µα = η y podemos
construir el triángulo (C, Y, L, µ, t, γ) que inicia en C. Tenemos el diagrama

C[−1]
−w[−1] // Z

s // X

η

²²

α // C

µ

²²
Y Y

t // L
γ // C[1]
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Observemos que tη = tµα = 0. Como s ∈ ΣZ,X tenemos que C es aćıclico
y esto implica que t es cuasi-isomorfismo.
⇐ Ahora suponga que t es un cuasi-isomorfismo tal que tη = 0. Tene-

mos un triángulo

Y
t // W

u // C
v // L,

que, al recorrerlo, proporciona el siguiente triángulo

C[−1]
−v // Y

t // W
u // L.

Por hipótesis tenemos que η : X // Y , tal que tη = 0 entonces existe
el morfismo γ tal que −vγ = η

X

γ

²²

X

η

²²
C[−1] −v

// Y
t

// W u
// L

Consideremos un triángulo X
γ // C[−1] // Z // X[1] y reco-

rriéndolo obtenemos Z[−1] s // X
γ // C[−1] // Z . C es aćıclico

pues t es cuasi-isomorfismo, luego C[−1] también es aćıclico. Entonces s
es cuasi-isomorfismo tal que ηs = −vγs = 0.

M4 Veamos que para cada X ∈ C existe un conjunto FX de objetos de C

tal que para cualquier s ∈ ΣW,X existe Z ∈ FX y Z
t // W tal que

s ◦ t ∈ Σ.

Sea X ∈ C y sea s ∈ ΣW,X . El siguiente triángulo se obtiene con base

en el morfismo s W
s // X

u // C
v // W [1] , con C aćıclico. Por

el teorema de Keller 4.9 y la proposición ??, para todo X existe un q-
proyectivo pX y un cuasi-isomorfismo h : pX // X . Entonces, existe
el morfismo t tal que h = s ◦ t, ya que us = 0 y uh = 0

W
s // X

u // C
v // W [1]

pX

t

``

h

OO

luego tenemos que FX = {pX}.
2

Nuestro objetivo es entender el concepto de categoŕıa derivada de C (A).
Para ello recordemos la definición de funtor localización de Σ
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DEFINICIÓN 4.11.
Si B es una categoŕıa aditiva y Σ un sistema multiplicativo de morfismos de
B. Un funtor aditivo Q : B // BΣ se llama una localización con respecto
al sistema Σ si

(i) ObjB = ObjBΣ y Q es la identidad en objetos.

(ii) Si f ∈ Σ, entonces Q(f) es isomorfismo.

(iii) Si G : B // L es un funtor aditivo tal que G(f) es isomorfismo para
todo morfismo f en Σ entonces existe un único funtor G tal que conmuta

B

Q

²²

G // L

BΣ.
G

==

DEFINICIÓN 4.12.
Sea A una k-álgebra diferencial, denotemos por C (A) la categoŕıa de Mod-A
diferenciales y por K(A) la categoŕıa homotópica. Σ representará la clase de los
cuasi-isomorfismos en C = K(A), sabemos que por la proposición 4.10 es un
sistema multiplicativo. Entonces como se explica en el trabajo de [?] existe un
funtor

Q : K(A) // K(A)Σ

que es una localización de K(A) con respecto al sistema Σ. Por definición,
D(A) := K(A)Σ es la categoŕıa derivada de A.

PROPOSICIÓN 4.13.
El funtor localización Q : K(A) // D(A) satisface las siguientes propieda-

des, para todo morfismo h : X // Y en D(A).

(i) Existe un morfismo u : Z // X en Σ y f : Z // Y tal que

h = Q(f)Q(u)−1.

(ii) Si h = Q(f)Q(u)−1 = Q(f ′)Q(u′)−1 con u′ : Z ′ // X en Σ y

f ′ : X ′ // Y , entonces existen λ : W // Z y µ : W // Z ′ con
uλ = µu′ en Σ y fλ = f ′µ. Esto es, el siguiente diagrama conmuta

Z
u

}}||
||

||
|| f

ÃÃB
BB

BB
BB

B

X W

λ

OO

µ

²²

Y

Z ′.
u′

aaBBBBBBBB f ′

>>||||||||
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PROPOSICIÓN 4.14.
Si A es una k-álgebra diferencial,

(i) D(A) es una categoŕıa triangulada con coproductos. Por definición sus
triángulos son isomorfos a imágenes bajo Q de triángulos en K(A).

(ii) El funtor Q : K(A) // D(A) es exacto y conmuta con coproductos.

(iii) Si G : K(A) // T es un funtor exacto de categoŕıas trianguladas que
conmuta con coproductos y tal que G(u) es isomorfismo para cada u ∈ Σ,
entonces el funtor

G : D(A) // T

es exacto y conmuta con coproductos.

DEMOSTRACIÓN.
La demostración de esta proposición aparece con detalle en el caṕıtulo 4, páginas
93-122 de [?]. Aqúı sólo probaremos (ii). Notemos que QA(M) = M , entonces
tenemos que QA(M [1]) = QA(M)[1]. Aśı tenemos que la identidad es el iso-
morfismo que nos funciona. Ahora veamos que el isomorfismo anterior envia
triángulos en triángulos. Consideremos el siguiente triángulo en K(A)

M
f // N

g // E
w // M [1]

aplicandole el funtor QA obtenemos la siguiente sucesión

QA(M)
QA(f) // QA(N)

QA(g) // QA(E)
QA(w) // QA(M [1]) = QA(M)[1]

la cual es un triángulo en la categoŕıa D(A). Luego tenemos que QA es un funtor
exacto.

2

PROPOSICIÓN 4.15.
Si X es un q-proyectivo entonces para cualquier Y ∈ K(A) el funtor Q induce
un isomorfismo

Q : HomK(A)(X,Y) // HomD(A)(X,Y).

DEMOSTRACIÓN.
Primero veamos queQ es un monomorfismo. Para esto consideramos f : X // Y ,
tal que Q(f) = 0 en D(A). Aśı tenemos que

Q(f)Q(1X)−1 = Q(0)Q(1X)−1 = 0.

Por tanto por (ii) de la proposición 4.13 existen λ : W // X y µ : W // X
tal que λ = 1Xλ = 1Xµ está en Σ y fλ = 0µ = 0.
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Como λ ∈ Σ, existe un triángulo W
λ // X

h // C // W [1] con C aćıcli-

co. Debido a que fλ = 0 existe s : C // Y tal que sh = f pero h = 0 en
K(A), por tanto f = 0 y esto nos implica que Q es monomorfismo.

Ahora veamos que Q es suprayectivo.
Sea h : X // Y ∈ D(A), entonces por (i) de la proposición 4.13, existe

u : Z // X en Σ y f : Z // Y tal que h = Q(f)Q(u)−1. Consideremos

un triángulo que inicie en u Z
u // X

α // C
β // Z[1] (con C aćıclico).

Como u ∈ Σ existe λ : X // Z con uλ = 1X . Por tanto Q(u)Q(λ)−1 = 1X ,
de donde obtenemos

Q(λ) = Q(u)−1.

Por consiguiente h = Q(f)Q(u)−1 = Q(f)Q(λ) = Q(fλ).
2

OBSERVACIÓN 4.16.
Por la proposición ?? y el teorema 4.9, tenemos un funtor exacto

p : K(A) // K(A)

tal que para cada M ∈ K(A), hay un cuasi-isomorfismo hM : pM // M en
K(A), donde pM tiene la propiedad (P ).

PROPOSICIÓN 4.17.
El funtor p de la observación 4.16 induce un nuevo funtor exacto que conmuta
con coproductos

pA : D(A) // K(A),

tal que conmuta el siguiente diagrama

K(A)

QA

²²

p // K(A)

D(A).

pA

;;vvvvvvvvv

DEMOSTRACIÓN.
Primero, observemos que

p : K(A) // K(A)

env́ıa todo cuasi-isomorfismo u : M // N en un cuasi-isomorfismo
pu : pM // pN . En efecto, por la definición de p en la proposición ??, el
cuadrado conmuta

pM

pu

²²

hM // M

u

²²
pN

hN

// N.
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Si aplicamos Hs a este cuadrado conmutativo, resulta

Hs(hN )Hs(pu) = Hs(u)Hs(hM ).

Pero, hM , u, hN son cuasi-isomorfismos, entonces H(hM ),Hs(u) y Hs(hN ) son
isomorfismos. Luego, también Hs(pu) lo es, ∀s ∈ Z. Se sigue que pu es cuasi-
isomorfismo. Si denotamos por Kp(A) la subcategoŕıa plena de K(A) formada
por losA-módulos diferenciales con la propiedad (P ), entonces por la proposición
4.15, el funtor Q : Kp(A) // D(A) es una equivalencia de categoŕıas (Q es
denso por el teorema 4.9). Esto implica que todo cuasi-isomorfismo en Kp(A)
es isomorfismo. Entonces, por la propiedad universal de D(A), hay un funtor p′

que hace conmutar al triángulo

K(A)

Q

²²

p // Kp(A)

D(A).
p′

::uuuuuuuuu

Luego, tenemos el funtor composición D(A)
p′ // Kp(A) i // K(A) , donde

i es el funtor inclusión. Como p′ e i son exactos y conmutan con coproductos,
lo mismo ocurre con su composición pA := ip′.

2

LEMA 4.18.
Si B es una k-álgebra diferencial y s ∈ Z, el funtor Hs : K(B) // k-Mod

induce un funtor H
s

: D(B) // k-Mod tal que el siguiente diagrama con-
muta

K(B)

QB

²²

Hs
// k-Mod

D(B).
H

s

::uuuuuuuuu

Más aún, H
s

conmuta con coproductos.

DEMOSTRACIÓN.
Por definición si h es un cuasi-isomorfismo en K(B), Hs(f) es un isomorfismo
en k-Mod. Por la propiedad universal de D(B), existe

H
s

: D(B) // k-Mod,

tal que H
s
QB = Hs. Para ver que H

s
conmuta con coproductos consideremos

{Mi}i∈I una familia de objetos en C (B). Entonces, si {Mj

σj //
∐
i∈IMi}j∈I

es su coproducto en C (B), {Mj

πσj //
∐
i∈IMi}j∈I es su coproducto en K(B),

y {Mj

Qπσj //
∐
i∈IMi}j∈I es su coproducto en D(B).
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Consideremos el morfismo de conmutación

∐
i∈I H

s(Mi)
Φ // Hs(

∐
i∈IMi)

Hs(Mj),

σHs(Mj)

ggNNNNNNNNNNN HsQAπ(σj)

77ppppppppppp

notemos que Φ = QAπ(Φ), donde Φ es el morfismo de conmutación de
Hs : C (A) // k-Mod :

∐
i∈I H

s(Mi)
Φ // Hs(

∐
i∈IMi)

Hs(Mj).

σHs(Mj)

ggNNNNNNNNNNN Hs(σj)

77ppppppppppp

Basta ver que Φ es isomorfismo. Recordemos que, por definición, δ‘Mi
=∐

i∈I δMi , donde δMi es la diferencial de Mi. Si Σmj ∈
∐
i∈I H

s(Mi), enton-
ces

Φ(Σmi) = Σmi ∈ Hs(
∐

i∈I
Mi).

Aśı, Φ es claramente suprayectiva. Si Φ(Σmi) = 0, entonces

Σmi = δ‘Mi
(Σni) = ΣδMi(ni)

y resulta que mi = δMi(ni), ∀i ∈ I. Esto es, mi = 0 ∀i ∈ I. Luego Φ es inyectiva.
2

PROPOSICIÓN 4.19.
Si f : Z // W es un morfismo en D(A), entonces f es isomorfismo si y

sólo si, para toda s ∈ Z H
s
(f) : H

s
(Z) // H

s
(W ) es un isomorfismo.

DEMOSTRACIÓN.
Como f es un morfismo en D(A), entonces f = Q(u)Q(t)−1 con t ∈ Σ, de donde
vemos que fQ(t) = Q(u). Notemos que

(a) f es isomorfismo si y sólo si Q(u) es isomorfismo en D(A).
Es claro ya que como t ∈ Σ, entonces Q(t) es isomorfismo.

(b) H
s
(f) es isomorfismo si y sólo si H

s
(Q(u)) es isomorfismo.

Por un argumento análogo al hecho en el inciso (a), pues

H
s
(f) = H

s
(Q(u))H

s
(Q(t−1)).

Por (a) y (b) basta ver que Q(u) es isomorfismo en D(A)⇔ H
s
(Q(u)) es isomor-

fismo en k-Mod, ∀s ∈ Z. Notemos que si Q(u) es isomorfismo en D(A), entonces
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H
s
(Q(u)) es isomorfismo en k-Mod para toda s ∈ Z. Por otro lado, suponga-

mos que H
s
(Q(u)) es isomorfismo en k-Mod para toda s ∈ Z. Por el lema 4.18

tenemos que H
s
(Q(u)) = Hs(u), aśı tenemos que Hs(u) es isomorfismo, y esto

nos dice que u es un cuasi-isomorfismo en K(A). Luego tenemos que Q(u) es un
isomorfismo en D(A). En conclusión hemos visto que f es isomorfismo en D(A)
si y sólo si Q(u) es isomorfismo en D(A) si y sólo si H

s
(Q(u)) es isomorfismo

en k-Mod si y sólo si H
s
(f) es isomorfismo en k-Mod

2

DEFINICIÓN 4.20.
Si R es una k-álgebra, por definición, la categoŕıa derivada D(R) se obtiene
de la categoŕıa homotópica K̂(R) localizando en el sistema multiplicativo Σ̂ de
K̂(R) formado por los cuasi-isomorfismos de K̂(R).

OBSERVACIÓN 4.21.
Si R es una k-álgebra y la pensamos como la k-álgebra diferencial R̂ con dife-
rencial cero, la equivalencia E de la observación 4.7 induce una equivalencia E
que hace conmutar el diagrama:

K̂(R)

QR

²²

E // K(R̂)

Q bR
²²

D(R)
E

// D(R̂).

Esto nos permitirá estudiar categoŕıas derivadas de álgebras en el contexto
más amplio de las categoŕıas derivadas de álgebras diferenciales.

4.3. Los Funtores LTX y RHX.

DEFINICIÓN 4.22.
Si AXB es un bimódulo diferencial, definimos el funtor derivado izquierdo

LTX : D(A) // D(B)

como la composición LTX := QBTXpA. Luego, tenemos el cuadrado conmuta-
tivo

D(A)

pA

²²

LTX // D(B)

K(A)
TX

// K(B).

QB

OO
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PROPOSICIÓN 4.23.
El funtor LTX es un funtor exacto y conmuta con coproductos.

DEMOSTRACIÓN.
Como los funtores QB , pA, TX son exactos y conmutan con coproductos, luego
tenemos que LTX es exacto y conmuta con coproductos.

2

DEFINICIÓN 4.24.
Si AXB es un bimódulo diferencial, definimos el funtor derivado derecho

RHX : D(B) // D(A)

como la composición RHX := QAHXpB. Luego, tenemos el cuadrado conmuta-
tivo

D(B)

pB

²²

RHX // D(A)

K(B)
HX

// K(A).

QA

OO

PROPOSICIÓN 4.25.
El funtor RHX es exacto.

DEMOSTRACIÓN.
Es claro ya que por la manera en que definimos al funtor RHX tenemos que es
una composición de funtores exactos y que conmutan con coproductos.

2

LEMA 4.26.
Sea AXB un AB-bimódulo diferencial tal que XB es q-proyectivo. Por la pro-
posición ??, HX : K(B) // K(A) conserva cuasi-isomorfismos. Por la pro-

piedad universal de D(B), HX induce un funtor HX que hace conmutar el
cuadro

K(B)

QB

²²

HX // K(A)

QA

²²
D(B)

HX

// D(A).

Además, tenemos un isomorfismo de funtores: HX
∼= RHX .

DEMOSTRACIÓN.
Sea M ∈ K(B). Como HX conserva cuasi-isomorfismos por la proposición ??,
y tenemos un cuasi-isomorfismo HX(hM ) : HX(pM) // HX(M) . Podemos
considerar el isomorfismo

ηM := QAHX(hM ) = QAHXpB(M) : RHX(M) // HX(M) = HX(M).
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Sea f : M // N un morfismo enK(B), recordemos que tenemos el cuadrado
conmutativo en K(B):

pM

pf

²²

hM // M

f

²²
pN

hN

// N,

y el triángulo conmutativo de funtores

K(B)

Q

²²

p // K(B)

D(B).

pB

::vvvvvvvvv

Aplicando el funtor QAHX al cuadrado anterior, obtenemos el siguiente cuadra-
do conmutativo:

QAHXpB(M)

QAHXpBQB(f)

²²

ηM // QAHXM = HXQB(M)

QAHX(f)=HXQB(f)

²²
QAHXpB(N)

ηN

// QAHXN = HXQB(N).

Luego, η : QAHXpB // HX es un isomorfismo de funtores.
2

PROPOSICIÓN 4.27.
Para M en D(A), N en D(B) y AXB q-proyectivo como B-módulo, se tiene un
isomorfismo

HomD(B)(LTX(M),N) ' HomD(A)(M,RHX(N))

que es natural en M y N . Esto es, los funtores LTX y RHX son adjuntos.

DEMOSTRACIÓN.
Como pA(M) es q-proyectivo, por la proposición ?? tenemos que TXpA(M)
también es q-proyectivo, entonces, usando las proposiciones ?? y 4.15

HomD(B)(LTX(M),N) = HomD(B)(QBTXpA(M),N)

HomD(B)(TXpA(M),N) ' HomK(B)(TXpA(M),N)

' HomK(A)(pA(M),HX(N)) = HomD(A)(pA(M),HX(N))

' HomD(A)(M,RHX(N))

2
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PROPOSICIÓN 4.28.
Sean X1, X2 dos AB bimódulos y h : X1

// X2 un morfismo de AB bimódu-

los, entonces LTh := QBThpA : LTX1
// LTX2 es un morfismo de funtores

exactos.

DEMOSTRACIÓN.
Se concluye partiendo del hecho de que, por la proposición ?? que Th : TX1

// TX2

es un morfismo de funtores exactos, y, luego, podemos aplicar el lema ?? (apli-
cando QB a la izquierda y pA a la derecha).

2

LEMA 4.29.
Si A es una k-álgebra diferencial y A es el A-módulo diferencial regular derecho,
entonces:

(a) A es un generador de D(A);

(b) X = {A[n] | n ∈ Z} es un sistema de generadores compactos, cerrados bajo
traslación de D(A).

DEMOSTRACIÓN.
Haremos la demostración de cada uno de los incisos:

(a) Ya sabemos que D(A) es una categoŕıa triangulada con coproductos. Sea
T una subcategoŕıa triangulada de D(A), cerrada bajo coproductos e iso-
morfismos, que contiene a X = {A}. Para comprobar el inciso (a) debemos
ver que T = D(A).

Por el teorema de Keller 4.9, para cadaM ∈ K(A) hay un cuasi-isomorfismo
hM : pM // M donde pM tiene la propiedad (P ). Luego, pM ∼= M en
D(A). Como T es cerrado bajo isomorfismos, bastará ver que pM ∈ T .
Por simplicidad, supongamos que M satisface la propiedad (P ), y adop-
temos la notación de la definición ??. Como T es cerrada bajo traslacio-
nes, A[i] ∈ T , para cada i ∈ Z. Como T es cerrada bajo coproductos,∐
j∈Ji

A[tj ] ∈ T para cada i ∈ N fijo. Luego, M1 ∈ T . Supongamos que
hemos verificado que Ms ∈ T para s ∈ N con 1 ≤ s ≤ i, donde i ∈ N es
fijo. Como M tiene la propiedad (P ), hay una E -sucesión en K(A)

Mi
σi // Mi+1

τi // Ti

donde Ti =
∐
j∈Ji

A[tj ] ∈ T . Consideremos un triángulo en D(A);

Mi

π(σi)// Mi+1
π(τi) // Ti

π(wi)// TMi.

Como T es subcategoŕıa triangulada, cerrada bajo isomorfismo y Mi, Ti ∈
T , resulta que Mi+1 ∈ T . Luego, Mi ∈ T para toda i ∈ N. Finalmente,
consideremos el triángulo

∐
i∈NMi //

∐
j∈NMj // M //

(∐
i∈NMi

)
[1]
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construido en el corolario ?? . Como antes, M ∈ T pues los otros términos
del triángulo están en T .

(b) Por el inciso (a) X es un sistema de generadores para D(A). Además,
claramente X es cerrado bajo traslaciones. Por la proposición ??, puesto
que M // M [1] es un automorfismo de D(A), bastará probar que A
es compacto en D(A).
Como π : C (A) // K(A) y Q : K(A) // D(A) conmutan con co-
productos, dada la familia {Mi}i∈I en C (A), utilizamos el śımbolo

∐
i∈IMi

para denotar el coproducto de la familia en C (A), en K(A) y en D(A).
Notemos que el siguiente diagrama conmuta:

∐
i∈I HomC (A)(A,Mi)

‘
π

²²

ΨC // HomC (A)(A,
∐

i∈I Mi)

π

²²∐
i∈I HomK(A)(A,Mi)

‘
Q

²²

ΨK // HomK(A)(A,
∐

i∈I Mi)

Q

²²∐
i∈I HomD(A)(A,Mi)

ΨD

// HomD(A)(A,
∐

i∈I Mi)

donde ΨC ,ΨK ,ΨD son los morfismos de conmutación. Por la observación
??, ΨC es isomorfismo. Como π es epimorfismo resulta ΨK epimorfismo.
Si ΨK([π(fi)]) = 0, tenemos πΨC [(fi)] = ΨK(π(fi)) = 0. Luego, existe P
E -proyectivo y morfismos

g : A // P, h : P //
∐
i∈IMi

tales que ΨC [(fi)] = hg. Sea πj :
∐
Mi

// Mj la proyección j-ésima,

para j ∈ I. Luego, hj := πjh : P // Mj satisface

fj = πjf = πjhg = hjg,

y fj se factoriza por un E -proyectivo. Luego, [π(fi)] = 0 y ΨK es inyectivo.
Aśı, hemos visto que ΨK es isomorfismo. Como A satisface la propiedad
(P ), A es q-proyectivo. Entonces, por la proposición 4.15, resulta que tam-
bién ΨD es isomorfismo.

2

PROPOSICIÓN 4.30.
Como sabemos, tener un AB-bimódulo diferencial X es equivalente a tener un
A⊗Bop-módulo diferencial izquierdo X. Por el teorema de Keller 4.9 existe pX
un A ⊗k Bop-módulo diferencial con la propiedad (P ) y un cuasi-isomorfismo
de A ⊗k Bop-modulos h : pX // X . En particular pX es un AB-bimódulo
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diferencial y h : pX // X un morfismo de AB-bimódulos. Entonces

LTh : LTpX // LTX es un isomorfismo.

DEMOSTRACIÓN.
Por la proposición 4.28 tenemos el siguiente morfismo de funtores exactos

LTpX
LTh // LTX .

Probemos que es un isomorfismo de funtores de D(A) en D(B). Por el lema 4.29
y la proposición ??, basta probar que (LTh)A : LTpX(A) // LTX(A) es un
isomorfismo en D(B). Tenemos el siguiente diagrama conmutativo en C (B).

TX(A) TpX(A)
(Th)Aoo

A⊗A X A⊗A pX
1⊗h

oo

XB

OO

pX,

OO

hoo

donde las flechas verticales son los isomorfismos de la proposición ??. Como h
es cuasi-isomorfismo en C (A⊗k Bop)

Hi(h) : Hi(pX) // Hi(X),

es isomorfismo para toda i ∈ Z. Luego, h : pX // X es cuasi-isomorfismo
en C (B). Entonces,

(Th)A : TpX(A) // TX(A)

es cuasi-isomorfismo en C (B). Como pA(A) = A, tenemos que

QAThpA : QATpXpA(A) // QATXpA(A)

es isomorfismo en D(B).
2

PROPOSICIÓN 4.31.
Si AXB es un bimódulo diferencial, hay un isomorfismo de funtores exactos, de
K(A) en D(B).

DEMOSTRACIÓN.
Para M ∈ K(A), por el teorema de Keller (teorema 4.9), tenemos un cuasi-
isomorfismo qM : pM // M. Consideremos el morfismo

LTpXQA(M) = QBTpX(pM)
τM // TpX(M) = QBTpX(M),
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donde τM := QBTpX(qM ). Notemos que al aplicar el funtor exacto TpX a un

triángulo pM
qM // M // C // pM [1] , donde C es aćıclico, obtenemos

TpX(pM)
TpX(qM ) // TpX(M) // TpX(C) // TpX(pM [1]).

Por la proposición ??, como C es aćıclico, TpX(C) es aćıclico. Entonces, TpX(qM )
es cuasi-isomorfismo y τM es isomorfismo en D(B). Veamos ahora que

τ : LTpXQA // QBTpX

es una transformación natural. Tenemos el funtor p′A : K(A) // K(A) defi-
nido por tomar p′A(M) = pM y por el cuadro conmutativo

pM

p′A(f)

²²

qM // M

f

²²
pN

qN

// N,

para cada morfismo f : M // N de K(A). Apliquemos el funtor QB TpX
al

cuadro anterior para obtener el cuadrado conmutativo

QBTpX(pM)

QBTpXp
′
A(f)

²²

QBTpX(qM ) // QBTpX(M)

QBTpX(f)

²²
QBTpX(pN)

QBTpX(qN )
// QBTpX(N).

Puesto que p′A = pAQA, vemos que el cuadro anterior es

LTpXQA(M)

LTpXQA(f)

²²

τM // QBTpXQA(M)

QBTpX(f)

²²
LTpXQA(N)

τN

// QBTpX(N).

Para ver que τ es un morfismo de funtores exactos nos falta ver que conmuta el
siguiente cuadrado:

LTpXQA(M [1])

τM[1]

²²

Φ // LTpXQA(M)[1]

(τM )[1]

²²
QBTpX(M [1])

Φ′
// QBTpX(M)[1]

en donde Φ = ηTpX(qn)ψqMQBTpX(ϕ) y Φ′ = ηQBψ, por el lema ?? son los
morfismos de conmutación, ya que ϕ,ψ, y η los morfismos de conmutación de
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los funtores exactos p, TpX y QB respectivamente. Notemos que el cuadrado
anterior es equivalente al siguiente cuadrado

QBTpXp
′
A(M [1])

QBTpX(qM[1])

²²

Θ // QBTpXp′A(M)[1]

QBTpX(qM )[1]

²²
QBTpX(M [1])

Θ′
// QBTpX(M)[1].

Al componer TpXp obtenemos el siguiente diagrama que es conmutativo por la
proposición ??

TpX(pM [1])

TpX(qM[1])

²²

TpX(ϕ)// TpX((pM)[1])

TpX(qM [1])

²²

ψpM // TpX(pM)[1]

(TpXqM )[1]

²²
TpX(M [1]) TpX(M [1])

ψM

// (TpXM)[1]

Aplicandole el funtor exacto QB al diagrama anterior y nuevamente por la pro-
posicion ??, obtenemos el siguiente diagrama donde cada uno de los cuadrados
interiores es conmutativo

QB(TpX(pM [1]))

QBTpX (qM[1])

²²

QBTpX (ϕ) // QB(TpX((pM)[1]))

QBTpX (qM [1])

²²

ψqM // QB(TpX(pM)[1])

QB(TpXqM )[1]

²²
QB(TpX(M [1])) QB(TpX(M [1]))

QBψ
// QB((TpXM)[1])

QB(TpX(pM)[1])

QB(TpXqM )[1]

²²

ηTpX(qM ) // (QBTpXpM)[1]

(QBTpX(qM ))[1]

²²
QB((TpXM)[1])

η
// (QBTpXM)[1].

De aqúı se sigue nuestro resultado.
2

PROPOSICIÓN 4.32.
Si AXB es un AB-bimódulo diferencial, BYC un BC-bimódulo entonces

LTY LTX ∼= LTX⊗pY .

DEMOSTRACIÓN.
Tenemos el siguiente diagrama

D(A)

pA

²²

LTX // D(B)

pB

²²

LTpY // D(C)

K(A)

TX⊗pY

::TX

// K(B)
TpY

//

QB

OO

K(C)

QC

OO
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Por las proposiciones 4.30,4.31 y ?? resulta que

LTY LTX ∼= LTpY LTX = LTpYQBTXpA ∼= QCTpY TXpA

∼= QCTX⊗pY
pA = LTX⊗pY .

2

LEMA 4.33.
Sean X,Y ∈ C (B). Consideremos al complejo de k-espacios vectoriales
HomGrB(X,Y) =

⊕
i∈I Homi

GrB(X,Y), cuya diferencial vimos en la proposición
??. Entonces

Hs(HomGrB(X,Y)) ∼= HomK(B)(X,Y[s])

donde el isomorfismo es natural en Y .

DEMOSTRACIÓN.
Recordemos que, para s ∈ Z, por definición

Hs(HomGrB(X,Y)) =
Zs(HomGrB(X,Y))
Bs(HomGrB(X,Y)),

y que si f ∈ HomGrB(X,Y) es homogéneo, δ(f) = dY f − (−1)gr(f)fdX . Por la
proposición ?? tenemos el siguiente isomorfismo

Homs
GrB(X,Y)

ϕ′s // HomG(B)(X,Y[s])

el cual al restringirlo, nos da el isomorfismo

Zs(HomGrB(X,Y)))
ϕs // HomC (B)(X,Y[s]).

Sea W (X,Y [s]) := {h ∼ 0 | h ∈ HomC (B)(X,Y[s])}. Ahora veamos que

ϕs[Bs(HomGrB(X,Y))] = W(X,Y[s]).

Sea h ∈ Bs(HomGrB(X,Y)), entonces existe u ∈ Homs−1
GrB(X,Y) tal que h = δ(u),

aśı tenemos h = dY u− (−1)s−1udX . Entonces

ϕs−1(u) ∈ HomGrB(X,Y[s− 1]) y α := (−1)sϕs−1(u)[1] ∈ HomG(B)(X[1],Y[s])

satisface

h = (−1)sdY [(−1)su] + [(−1)su]dX = dY [s][(−1)su] + [(−1)su]dX

y de alĺı que hi = diY [s]α
i−1 + αidiX , para toda i ∈ Z. Por la definición 4.4

tenemos que h ∼ 0.
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Ahora, supongamos que h ∼ 0, es decir existe la familia de morfismos
α := (αi)

i∈Z
∈ HomGr(B)(X[1],Y[s]), tales que

· · · di−2
X // Xi−1

hi−1

²²

αi−2

{{wwwwwwwww

di−1
X // Xi

hi

²²

αi−1

zzuuuuuuuuu

di
X // Xi+1

hi+1

²²

αi

zzuuuuuuuuu

di+1
X // · · ·

· · ·
di−2

Y [s]

// Y [s]i−1

di−1
Y [s]

// Y [s]i
di

Y [s]

// Y [s]i+1

di+1
Y [s]

// · · ·

y tenemos que hi = diY [s]α
i−1 + αidiX ∀i ∈ Z. Luego tenemos

hi = (−1)sdiY α
i−1 + αidiX = diY [(−1)sαi−1]− (−1)s−1[(−1)sαi]diX

∀i ∈ Z. Entonces u := (−1)sϕ−1
s−1(α[−1]) ∈ Homs−1

GrB(X,Y) satisface h = dY u −
(−1)s−1udX . Aśı, h ∈ Bs(HomGrB(X,Y)).

2

LEMA 4.34.
Sea AXB un AB-bimódulo diferencial y M ∈ D(B), con XB q-proyectivo, en-
tonces

Hs(RHX(M)) ∼= HomD(B)(X,M[s]),

donde el isomorfismo es natural en M .

DEMOSTRACIÓN.
El isomorfismo del enunciado se obtiene componiendo los isomorfismos del si-
guiente diagrama. Sea f : M // N un morfismo en D(B). Note que tenemos
el siguiente diagrama

Hs(RHX(M)) = Hs(HXpM)

Hs(HX (pf))

²²
Hs(RHX (f))

²²

// HomK(B)(X, (pM)[s])

Hom(1,(pf)[s])

²²

// HomD(B)(X, p(M[s]))

Hom(1,p(f[s]))

²²
Hs(RHX(N)) = Hs(HXpN) // HomK(B)(X, (pN)[s]) // HomD(B)(X, p(N[s]))

HomD(B)(X, p(M[s]))

Hom(1,p(f[s]))

²²

// HomD(B)(X,M[s])

Hom(1,f[s])

²²
HomD(B)(X, p(N[s])) // HomD(B)(X,N[s])

donde el primer cuadrado conmuta por definición de Hs : D(B) // k-Mod ,
el segundo por el lema 4.33, el tercero lo hace por el lema ?? y el cuarto por la
proposición ??.

2
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PROPOSICIÓN 4.35.
Sea AXB y XB q-proyectivo como B-módulo. Entonces el funtor RHX conmuta
con coproductos si y sólo si XB es compacto.

DEMOSTRACIÓN.
⇒ Supongamos que RHX conmuta con coproductos. Por el lema 4.18, tam-

bién lo hace H0RHX y por el lema 4.34 se tiene que H0RHX
∼= HomD(B)(X,−).

Por el lema ??, HomD(B)(X,−) conmuta con coproductos y X es compacto en
D(B).
⇐ Si XB es compacto en D(B), HomD(B)(X,−) preserva coproductos. Por

el lema ??, T conmuta con coproductos. Por la proposición ??, T s también.
Luego, nuevamente por la proposición ??, HomD(B)(X,Ti(−)) conmuta con co-
productos. Por el lema ?? y por el lema 4.34 HsRHX conmuta con coproductos.
Por el lema 4.18 también Hs lo hace. Luego tenemos un diagrama conmutativo

Hs(
∐
i∈I RHX(Mi))

∐
i∈I H

sRHX(Mi)
ΦHsoo

ΦHsRHX// HsRHX(
∐
i∈IMi)

HsRHX(Mj)
Hs(σHsRHX

(Mj))

iiTTTTTTTTTTTTTTT
σHsRHX (Mj)

OO

HsRHX(σMj
)

55kkkkkkkkkkkkkkk

donde ΦHs y ΦHsRHX
son isomorfismos. Queremos ver que en el diagrama

conmutativo

∐
i∈I RHX(Mi)

ΦRHX // RHX(
∐
i∈IMi)

RHX(Mj)

σRHX (Mj)

hhPPPPPPPPPPPP RHX(σMj
)

77nnnnnnnnnnnn

ΦRHX
es isomorfismo. Pero tal diagrama se obtiene de aplicar el funtor QA al

diagrama

∐
i∈I HX(Mi)

ΦHX // HX(
∐
i∈IMi)

HX(Mj).

σHX (Mj)

ggOOOOOOOOOOO

HX(σMj
)

77ooooooooooo

Luego, basta ver que ΦHX es cuasi-isomorfismo. Lo cual se sigue de que
Hs(ΦHX

) = ΦHsRHX
Φ−1
Hs es isomorfismo.

2
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PROPOSICIÓN 4.36.
Sea AXB un AB bimódulo, donde A,B son álgebras diferenciales. XB es q-
proyectivo y compacto. Definamos µ := QAψpB. Entonces

µ : LTX∗ // RHX

es un isomorfismo de funtores exactos. Aqúı ψ : TX∗ // HX es el morfismo
del lema ??.

DEMOSTRACIÓN.
µ es un morfismo de funtores exactos por los lemas ?? y ??.
Sea X = {B}, el cual es un sistema de generadores por el lema 4.29 para D(B).
Por la proposición 4.23 y la proposición 4.35 tenemos que LTX∗ y RHX son fun-
tores exactos que conmutan con coproductos. Por la proposición ??, el teorema
queda demostrado si vemos que

µB : LTX∗(B) // RHX(B)

es isomorfismo en D(A). Notemos que dado M ∈ D(B), si vemos que

ψpB(M) : TX∗(pB(M)) // HX(pB(M))

es isomorfismo en C (A) obtenemos que

µM = (QAψpB)M : LTX∗(M) = QATX∗pB(M) // QAHXpB(M) = RHX(M)

también lo es. Recordemos que pBB = B y que TX∗(B) = B ⊗B X∗ y si b ∈ B,
f ∈ X∗ = HomG rB(X,B) y x ∈ X son homogéneos,

ψB(b⊗f)(x) = (−1)gr(b)gr(x)b∗f(x) = (−1)gr(b)gr(x)+gr(b)(gr(f)+gr(x))bf(x) = (−1)gr(f)gr(x)bf(x).

Luego,
ψB : B ⊗B X∗ = TX∗(B) // HX(B) = X∗

coincide con el isomorfismo en C (A) descrito en la proposición ?? Luego tenemos
que ψB es isomorfismo de C (A). Hemos visto entonces que µB es isomorfismo
en D(A).

2
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4.4. Prueba del Teorema de Rickard.

PROPOSICIÓN 4.37.
Sea A un álgebra diferencial. Entonces, el 0-grupo de homoloǵıa H0(A), de A
es una k-álgebra.

DEMOSTRACIÓN.
Lo que veremos es que H0(A) es el cociente de la subálgebra Z0(A) de A por el
ideal bilateral B0(A) de la subálgebra.

(a) Z0(A) es una subálgebra de A.
Recordemos que Z0(A) = {a ∈ A0|d(a) = 0} y que 1 ∈ Z0(A), de estos
hechos notamos que es cerrado bajo sumas y productos.

(b) B0(A) es un ideal bilateral de Z0(A).
Ya sabemos que B0(A) = {d(b)|b ∈ A−1} es subespacio vectorial de Z0(A).
Ahora veamos que es un ideal izquierdo. Sea a ∈ Z0(A). Luego, si b ∈ A−1,

d(ab) = d(a)b+ (−1)gr(a)ad(b) = ad(b).

Veamos que es ideal derecho:

d(ba) = d(b)a+ (−1)gr(b)bd(a) = d(b)a.

Luego, tenemos que B0(A) es un ideal bilateral de Z0(A).

2

PROPOSICIÓN 4.38.
Definamos a

T ≤0(A)j =





0 si j > 0
Z0(A) si j = 0
Aj si j < 0.

Entonces, T 6 0A =
⊕

j∈ZT 6 0(A)j es una subálgebra diferencial de A. Además,

Hn(T 6 0(A)) = Hn(A)

para toda n ∈ Z.

DEMOSTRACIÓN.
Claramente T 6 0A es un subespacio vectorial de A.

(a) T 6 0A es un espacio vectorial graduado.
Notemos que por la manera en que se define T 6 0(A), es graduada.

(b) T 6 0A es una subálgebra de A.
Sean a, b ∈ T 6 0(A) elementos homogéneos, veamos que es cerrada bajo
productos. Lo haremos por casos:

1. Si gr(a), gr(b) > 0 trivialmente tenemos que ab está en T 6 0A
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2. Si gr(a) = 0 = gr(b), por la proposición 4.37 tenemos que ab está en
T 6 0(A)0 = Z0(A).

3. Si gr(a), gr(b) ≤ 0 y uno de ellos es negativo.
Como gr(ab) = gr(a) + gr(b) < 0 luego tenemos que

ab ∈ Agr(a)+gr(b) =
(
T 6 0(A)gr(a)+gr(b)

)

por lo tanto T 6 0A es una subálgebra de A.

(c) d (T 6 0A) ⊆ T 6 0A.
Lo haremos por casos:

1. Si gr(a) ≥ 0, d(a) = 0 ∈ T 6 0A.

2. Si gr(a) = −1, d(a) ∈ Z0(A), por tanto d(a) ∈ T 6 0A.

3. Si gr(a) < −1. Tenemos que a ∈ T 6 0(A)gr(a) = Agra, luego d(a) ∈
Agr(a)+1 = T 6 0(A)gr(a)+1.

Aśı tenemos que T 6 0A es una subálgebra diferencial de A.

Finalmente veamos que Hn(T 6 0A) = Hn(A). Por definición de T 6 0A, si
n > 0, tenemos que Hn(T 6 0A) = 0. También, si n ≤ 0,

Hn(T 6 0A) = Hn(A).

2

LEMA 4.39.
Sea B un álgebra diferencial y sea X un B-módulo diferencial derecho. Enton-
ces A := EndG r(B)(X) es una k-álgebra diferencial con la composición como
producto y con diferencial

dA(h) = dXh− (−1)gr(h)hdX ,

∀h ∈ A. X es un AB-bimódulo diferencial, donde f ·x := f(x) para cada f ∈ A
y x ∈ X. Además, para cada n ∈ Z, Hn(A) ∼= HomK(B)(X,X[n]). En particular,
la k-álgebras H0(A) y EndK(B)(X) coinciden.

DEMOSTRACIÓN.
A es una k-álgebra diferencial por ??. Por el lema 4.33,

Hn(A) = HomK(B)(X,X[n]),

para toda n ∈ Z. Lo único que nos hace falta ver es que

(a) X es un A-módulo diferencial izquierdo.
Es claro que la acción dada f · x := f(x), para toda f ∈ A, x ∈ X, le
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da a X estructura de A-módulo izquierdo. Veamos que dX satisface la
condición de Leibniz (como en la definición ??). Por un lado tenemos

dX(f · x) = dX(f(x))

por otro lado dA(f) · x = dX(f(x))− (−1)gr(f)f(dX(x)). Entonces,

dX(f · x) = dA(f) · x+ (−1)gr(f)f · dX(x).

(b) (f · x) ∗ b = (−1)gr(f)gr(b)f · (x ∗ b).
Sean f ∈ A, x ∈ X, b ∈ B homogenéos, por un lado

(f · x) ∗ b = (f(x)) ∗ b = (−1)gr(f)gr(b)f(xb) = (−1)gr(f)gr(b)f · (x ∗ b).

Entonces por la proposición ??, X es un AB-bimódulo con diferencial dX .

Si h ∈ Z0(A), h ∈ EndG rB(X) tiene grado cero y satisface:

0 = dA(h) = dXh− hdX ,

luego, h ∈ EndC(B)(X). Ahora bien, si h ∈ B0(A), es decir si h = dA(g) con
g ∈ A−1, es decir g : X // X tiene grado -1 y h = dXg − (−1)gr(g)gdX =
dXg + gdX , tenemos que h es homotópica a cero. Luego,

H0(A) =
Z0(A)
B0(A)

=
EndC (B)(X)

P(X,X)
= EndK(B)(X).

2

PROPOSICIÓN 4.40.
Existe un epimorfismo de álgebras graduadas λ : T 6 0(A) // H0(A) .

DEMOSTRACIÓN.
Sea η : Z0(A) // H0(A) el morfismo cociente y definamos

λ : T 6 0(A) // H0(A) tal que

λ(a) =
{

0 si j 6= 0
η(a) si j = 0

claramente λ es un epimorfismo de álgebras graduadas.
2
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PROPOSICIÓN 4.41.
A tiene estructura de T 6 0(A)-A bimódulo diferencial.

DEMOSTRACIÓN.
Consideremos el AA-bimódulo diferencial regular A. Luego, como T 6 0A es
subálgebra diferencial de A, obtenemos una estructura de T 6 0AA-bimódulo
diferencial para A. Aśı, estamos considerando la acción derecha de A sobre A
que define al A-módulo regular derecho. Esto es: si a, a1 en A son homogéneos
a · a1 = (−1)gr(a)gr(a1)aa1 y la acción izquierda de T 6 0(A) en A, para b en
T 6 0(A) y a en A homogéneos como b · a = ba.

2

Ahora estamos en condiciones de demostrar el teorema fundamental del pre-
sente trabajo. Primero recordemos que si R es una k-álgebra y la pensamos
como la k-álgebra diferencial R̂ con diferencial cero, la equivalencia E de la
observación 4.21 induce una equivalencia E que hace conmutar el diagrama:

K̂(R)

QR

²²

E // K(R̂)

Q bR
²²

D̂(R)
E

// D(R̂).

Además haremos un abuso en la notación identificaremos D̂(R) con D(R̂).

PROPOSICIÓN 4.42.
Sea X un complejo de R1R2-bimódulos tal que

(i) XR2 es q-proyectivo, compacto y generador.

(ii) El morfismo de anillos λ : R1
// HomD(R2)(XR2 ,XR2) es isomorfis-

mo. Donde λ es la acción por la izquierda del bimódulo.

(iii) HomD(R2)(XR2 ,XR2 [n]) = 0 si n 6= 0. Entonces el funtor

LTX : D(R1) // D(R2)

es una equivalencia de categoŕıas.

DEMOSTRACIÓN.
Por la proposición 4.23 LTX es un funtor exacto y conmuta con coproductos.
Veamos que LTX satisface las hipótesis del teorema ??. Por el lema 4.29 tenemos
que X = {R1[n]}n∈Z es un sistema de generadores para D(R1):

(a) LTX : HomD(R1)(R1[n],R1[m]) // HomD(R2)(LTX(R1[n]),LTX(R1[m]))
es isomorfismo ∀n,m ∈ Z.
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En realidad vamos a probar que

LTX : HomD(R1)(R1,R1[m]) // HomD(R2)(LTX(R1),LTX(R1[m]))

es isomorfismo para toda m ∈ Z. Si m 6= 0, tenemos el siguiente diagrama

0 = HomD(R1)(R1,R1[m]) LTX // HomD(R2)(LTX(R1),LTX(R1)[m])

∼=
²²

HomD(R2)(X,X[m]) = 0

aśı tenemos que LTX es un isomorfismo. Si m = 0,

R1

∼=
²²

λ // HomD(R2)(X,X)

∼=
²²

HomD(R1)(R1,R1) // HomD(R2)(LTX(R1),LTX(R1))

y como λ es isomorfismo, entonces tenemos que LTX también lo es. Por
el lema ?? se tiene

LTX : HomD(R1)(R1[n],R1[m]) // HomD(R2)(LTX(R1[n]),LTX(R1[m]))

es isomorfismo para toda n,m ∈ Z.

(b) LTX(R1[n]) es compacto, para toda n ∈ Z.
Como

LTX(R1[n]) ∼= LTX(R1)[n] ∼= X[n]

para toda n ∈ Z. Entonces LTX(R1[n]) es compacto, para toda n ∈ Z.

(c) La familia {LTX(R1[n])}n∈Z es un sistema de generadores de D(R2).
Como {R1[n]}n∈Z es un sistema de generadores para D(R1), luego por el
inciso (b) tenemos que

{LTXR1[n]}n∈Z ∼= {X[n]}n∈Z
lo que nos dice que {LTX(R1[n])}n∈Z es un sistema de generadores com-
pacto de D(R2).

Entonces por el teorema ??, LTX es una equivalencia.
2

TEOREMA 4.43. De Rickard.
Sean R1, R2 dos k-álgebras y F : D(R1) // D(R2) una equivalencia de cate-
goŕıas trianguladas, esto es, F es un funtor exacto y equivalencia de categoŕıas.
Entonces existe un complejo de R1R2-bimódulos R1WR2con las siguientes pro-
piedades:
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(a) WR2 es un generador q-proyectivo y compacto en D(R2).

(b) LTW : D(R1) // D(R2) es una equivalencia de categoŕıas triangulas.

DEMOSTRACIÓN.
Como R1 es una k-álgebra, consideremos su k-álgebra diferencial R̂1. Notemos
que tenemos el siguiente diagrama

D(R1)
F // D(R2)

D(R̂1)

ER1

OO

bF
// D(R̂2)

ER2

OO
(4.1)

de donde observamos que la equivalencia F nos induce a la siguiente equivalencia

F̂ : D(R̂1) // D(R̂2) . Por el lema 4.29 R̂1 es un generador compacto de

D(R̂1). Al aplicarle el funtor F̂ , obtenemos

F̂ (R̂1) = X0 ∈ D(R̂2).

Como F̂ es equivalencia de categoŕıas, por el lema ?? tenemos que X0 es un ge-
nerador compacto de D(R̂2). Por el teorema de Keller 4.9 existe un q-proyectivo

X = pX0 y un cuasi-isomorfismo X
hX0 // X0 . Luego, Q(hX0) es isomorfismo

en D(R̂2), y X ' X0.

Sea A = EndGr( bR2)
(X) el cual por el lema 4.39 resulta ser un álgebra dife-

rencial y tenemos que

Hn(A) ∼= HomK(bR2)
(X,X[n]),

para toda n en Z. Entonces, calculando la cohomoloǵıa

Hn(A) ∼= HomK(bR2)
(X,X[n]) ∼= HomD(bR2)

(X,X[n])

∼= HomD(bR2)
(X0,X0[n]) = HomD(bR2)

(F̂(R̂1), F̂(R̂1)[n])

∼= HomD(bR2)
(F̂(R̂1), F̂(R̂1[n])) ∼= HomD(bR1)

(R̂1, R̂1[n])

∼= HomK(bR1)
(R̂1, R̂1[n])

para toda n ∈ Z. Ahora notemos lo siguiente, a la k-álgebra diferencial R̂1 le
corresponde el siguiente complejo concentrado en cero R̂1 = E(R1). Observemos
que

HombK(R1)
(R1,R1[n]) ∼=

{
0 si n 6= 0
R1 si n = 0
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Aśı, tenemos que por la conmutatividad del diagrama 4.1

Hn(A) ∼= HomK(bR1)
(R̂1, R̂1[n]) ∼= HombK(R1)

(R1,R1[n]).

En consecuencia

Hn(A) ∼=
{

0 si n 6= 0
R1 si n = 0

para toda n ∈ Z. Por el lema 4.39 X es un AR̂2-bimódulo. Luego, por el lema
4.23, tenemos el siguiente funtor exacto que conmuta con coproductos.

LTX : D(A) // D(R̂2).

Notemos que por el lema 4.29 A es un generador compacto de D(A). Por la
proposición ?? TX(A) ' X, luego, tenemos que LTX(A) = TX(A) ' X ' X0.

Por tanto LTX(A) es un generador compacto de D(R̂2). Veamos que LTX
es una equivalencia. Para ello observemos que el siguiente diagrama conmuta
para toda n ∈ Z

HomD(A)(A,A[n])
(LTX)A,A[n] // HomD(bR2)

(TX(A),TX(A[n]))

HomK(A)(A,A[n])

QA

OO

(TX)A,A[n]

// HomK(bR2)
(TX(A),TX(A[n]))

Q bR2

OO

ya que, como vimos antes, A es q-proyectivo, luego,

LTXQA = (Q bR2
TXpA)QA = Q bR2

TXp = Q bR2
TX

donde la segunda igualdad es por la proposición 4.17 y la tercera es porque en
K(A) vale pA[n] = A[n]. Por ??, A es q-proyectivo en K(A) y X es q-proyectivo
enK(R̂2), luegoQA yQ bR2

son isomorfismos. Resta ver que (TX)A,A[n] es isomor-
fismo para toda n ∈ Z. Observemos que si n 6= 0 tenemos que TX es isomorfismo,
ya que por la observación ?? y el lema 4.39,

HomK(A)(A,A[n]) TX // HombK(R2)
(TXA,TXA[n])

0 = Hn(A)

∼=

OO

∼=
// HombK(R2)

(X,X[n]).

∼=
OO

Entonces es suficiente con probar el caso n = 0. Notemos que tenemos el si-
guiente diagrama conmutativo por propiedades funtoriales, para toda n ∈ Z

HomD(bR2)(TX(A),TX(A[n]))
ζ // HomD(bR2)(TX(A),TX(A)[n])

ξ // HomD(bR2)(X,X[n])

HomK(bR2)(TX(A),TX(A[n]))

Q bR2

OO

ρ
// HomK(bR2)(TX(A),TX(A)[n])

Q bR2

OO

ς
// HomK(bR2)(X,X[n])

Q bR2

OO
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donde ζ := Hom(1TX(A), ϕ), ξ(f) := σ[n]fσ−1, ρ := Hom(1TX(A), ϕ) y
ς(g) := σ[n]gσ−1, con ϕ dado por la proposición ?? y σ dado por la proposición
??. En particular para n = 0 tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

HomD(bR2)
(TX(A),TX(A)) ξ // HomD(bR2)

(X,X)

HomK(bR2)
(TX(A),TX(A))

Q bR2

OO

ς
// HomK(bR2)

(X,X).

Q bR2

OO

Veamos que el siguiente diagrama conmuta:

HomC(A)(A, A)
TX // HomC(bR2)(TX(A), TX(A))

ς // HomC(bR2)(X, X)

Z0(A)

θA

OO

Z0(A)

θ′

OO

donde θA es el morfismo descrito en la observación ??. Sea h ∈ Z0(A), veamos
que ςTXθ(h) = h. Tenemos

ςTXθ(h) = σ(TX(θ(h)))σ−1,

evaluando en x ∈ X
ςTXθ(h)(x) = σ(TX(θ(h)))σ−1(x) = σ(TX(h)[1⊗ x])

= σ([θ(h)⊗ 1)(1⊗ x)]) = σ(h⊗ x) = (−1)0gr(x)+0gr(x)h · x = h(x).

Esta conmutatividad nos implica la del siguiente diagrama

HomK(A)(A, A)
TX // HomK(bR2)(TX(A), TX(A))

ς // HomK(bR2)(X, X)

H0(A)

θA

OO

H0(A)

θ′

OO

y como θA, θ′ y ς son isomorfismos, luego TX lo es. Luego por el lema ?? te-
nemos que (LTX)A[m],A[n] es isomorfismo, para toda m,n ∈ Z. Por el teorema
?? LTX es equivalencia pues por la proposición 4.23, LTX es exacto y conmuta
con coproductos.

Como T 6 0A es subálgebra diferencial deA, podemos considerar al (T 6 0A)A-
bimódulo diferencial, Y := A determinado por el AA-bimódulo regular A, el cual
es q-proyectivo por la derecha. Consideremos el funtor

LTY : D(T 6 0A) // D(A).

Por el lema 4.29, T 6 0A es generador compacto de D(T 6 0A). Como

LTY (T 6 0A) = TY (T 6 0A) ∼= A,
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tenemos que LTY (T 6 0A) es generador compacto de D(A). Veamos que LTY es
una equivalencia. Para ello observemos que el siguiente diagrama conmuta para
toda n ∈ Z
HomD(T 6 0(A))(T 6 0A,T 6 0A[n]) LTY // HomD(A)(TY(T 6 0A),TY(T 6 0A[n]))

HomK(T 6 0A)(T 6 0A,T 6 0A[n])

Q
T 6 0A

OO

TY

// HomK(A)(TY(T 6 0A),TY(T 6 0A[n])).

QA

OO

Efectivamente ya que

LTYQT 6 0A = (QATY pT 6 0A)QT 6 0A = QATY p = QATY

donde la segunda igualdad es por la proposición 4.17 y la tercera es porque en
K(T 6 0A) se tiene p(T 6 0A[n]) = T 6 0A[n]. Como A es q-proyectivo en K(A)
y T 6 0A es q-proyectivo en K(T 6 0A), luego QA y QT 6 0A son isomorfismos.
Resta ver que (TY )T 6 0A,T 6 0A[n] es isomorfismo para toda n ∈ Z. Observemos
que si n 6= 0 tenemos que TY es isomorfismo, ya que

HomK(T 6 0A)(T 6 0A,T 6 0A[n]) TY // HombK(A)(TYT 6 0A,TYT 6 0A[n])

0 = Hn(A) ∼= Hn(T 6 0A)

∼=

OO

∼=
// HombK(A)(A,A[n]).

∼=
OO

donde por la proposición 4.38 se tiene que Hn(T 6 0A) ∼= Hn(A).Entonces es su-
ficiente con probar el caso n = 0. Como antes, tenemos que el siguiente diagrama
es conmutativo por propiedades funtoriales, para toda n ∈ Z
HomD(A)(TY(T 6 0A), TY(T 6 0A[n]))

ζ // HomD(A)(TY(T 6 0A), TY(T 6 0A)[n])

HomK(A)(TY(T 6 0A), TY(T 6 0A[n]))

QA

OO

ρ
// HomK(A)(TY(T 6 0A), TY(T 6 0A)[n])

QA

OO

HomD(A)(TY(T 6 0A),TY(T 6 0A)[n])
ξ // HomD(A)(A,A[n])

HomK(A)(TY(T 6 0A),TY(T 6 0A)[n])

QA

OO

ς
// HomK(A)(A,A[n])

QA

OO

donde ζ := Hom(1TX(A), ϕ), ξ(f) := σ[n]fσ−1, ρ := Hom(1TX(A), ϕ) y
ς(g) := σ[n]gσ−1, con ϕ dado por la proposición ?? y σ dado por la proposición
??. En particular para n = 0 tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

HomD(A)(TY(T 6 0A),TY(T 6 0A))
ξ // HomD(A)(A,A)

HomK(A)(TY(T 6 0A),TY(T 6 0A))

QA

OO

ς
// HomK(A)(A,A).

QA

OO
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Veamos que el siguiente diagrama conmuta para n = 0

HomC(T 6 0A)(T
6 0A, T 6 0A)

TY // HomC(T 6 0A)(TY(T 6 0A), TY(T 6 0A))

ς

²²
HomC(A)(A, A)

Z0(T 6 0A)

θ′′

OO

Z0(A)

θA

OO

donde θ′′ y θA son los morfismos descritos en la observación ??. Sea
h ∈ Z0(T 6 0A), veamos que ςTY θ′′(h) = θ(h).

ςTY θ
′′(h) = σ(TY (θ′′(h)))σ−1,

evaluando en f ∈ A

ςTY θ
′′(h)(f) = σ(TY (θ′′(f)))σ−1(y) = σ[TY (θ′′(h))[1⊗ f ]

= σ[θ′′(h)⊗ 1)(1⊗ f)] = σ(h⊗ f)

= (−1)0gr(f)+0gr(f)h · f = hf = θA(h)f).

Esta conmutatividad nos implica la del siguiente diagrama

HomK(T 6 0A)(T
6 0A, T 6 0A)

TY // HomK(T 6 0A)(TY(T 6 0A), TY(T 6 0A))

ς

²²
HomK(A)(A, A)

H0(T 6 0A)

θ′′

OO

H0(A)

θA

OO

y como θA, θ′′ y ς son isomorfismos, entonces tenemos que TY también es
isomorfismo. Por lo tanto (LTY )T 6 0A,T 6 0A[n] es isomorfismo, ∀n ∈ Z. Luego
por el lema ?? tenemos que (LTY )T 6 0A[m],T 6 0A[n] es isomorfismo, ∀m,n ∈ Z.
Nuevamente por el teorema ??

LTY : D(T 6 0A) // D(A)

es equivalencia, pues por la proposición 4.23, LTY es exacto y conmuta con co-
productos.

En la proposición 4.40 construimos un epimorfismo de álgebras graduadas

λ : T 6 0A // H0(A)
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por lo tanto Z := H0(A) es un (T 6 0A)H0(A)-bimódulo diferencial que es, por
el lema 4.29, q-proyectivo, compacto y generador de D(H0(A)), por lo tanto el
funtor

LTZ : D(T 6 0A) // D(H0(A))

es tal que
LTZ(T 6 0A) = TZ(T 6 0A) ∼= Z.

Veamos que LTZ también es una equivalencia. Es suficiente con probarlo en
los generadores. Sabemos que, al igual que en los casos anteriores, el siguiente
diagrama conmuta

HomD(T 6 0A)(T 6 0A,T 6 0A[n]) LTZ // HomD(H0(A))(H0(A),H0(A)[n])

HomK(T 6 0A)(T 6 0A,T 6 0A[n])

Q
T 6 0A

OO

TZ

// HomK(H0(A))(H0(A),H0(A)[n])

QH0(A)

OO

aśı, para que LTZ sea isomorfismo, es suficiente con probar que TZ lo es. Por la
observación ??, conmuta el siguiente cuadrado

HomK(T 6 0A)(T 6 0A,T 6 0A[n]) TZ // HomK(H0(A))(H0(A),H0(A)[n])

Hn(T 6 0A)

θ′′

OO

Hn(λ)
// Hn(H0(A)).

θH0(A)

OO

Si n 6= 0, tenemos que Hn(T 6 0A) = 0 y Hn(H0(A)) = 0 luego Hn(λ) es
isomorfismo. Por otro lado, si n = 0,

Hn(λ) : H0(T 6 0A) = H0(A) Id // H0(A) = H0(H0(A))

es también un isomorfismo. Aśı, hemos visto que LTZ |T 6 0A,T 6 0A[n] es isomor-
fismo para toda n en Z y entonces tenemos que LTZ |T 6 0A[m],T 6 0A[n] es un
isomorfismo para toda m,n en Z. Por el teorema ??, tenemos que

LTZ : D(T 6 0A) // D(H0(A))

es una equivalencia. Como los funtores LTZ y RHZ son adjuntos y LTZ es una
equivalencia entonces RHZ : D(H0(A)) // D(T 6 0A) es una equivalencia.
Además ZH0(A) es q-proyectivo y compacto, por la proposición 4.36 se tiene que
RHZ ' LTZ∗ . Por tanto, tenemos la siguiente equivalencia

LTZ∗ : D(H0(A)) // D(T 6 0A).

Finalmente, como H0(A) ∼= R1, tenemos las siguientes equivalencias

D(R̂1)
LTZ∗ // D(T 6 0A)

LTY // D(A)
LTX // D(R̂2).
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La composición resulta ser una equivalencia y por la proposición 4.32,

LTX ◦ (LTY ◦ LTZ∗) ∼= LTX ◦ (LTZ∗⊗pY ) ∼= LTZ∗⊗pY⊗pX .

Sea W = Z∗ ⊗ pY ⊗ pX, W es un R̂1R̂2-bimódulo diferencial. Como R̂1 es un
generador compacto de D(R̂1) y LTW (R̂1) = W , tenemos que W , como R̂2-
módulo, es un generador compacto de D(R̂2) por el lema ??. Por la proposición
??, W es q-proyectivo. Notemos que tenemos la siguiente equivalencia

LTW : D(R̂1) // D(R̂2).

Además tenemos, para m 6= 0,

HomD(bR1)
(R̂1, R̂1[m])

∼= // HomD(bR2)
(LTW(R̂1),LTW(R̂1[m]))

∼=

²²

HomK(bR1)
(R̂1, R̂1[m])

∼=
OO

0 HomD(bR2)
(W,W[m])

lo que nos implica que HomD(bR2)
(W,W[m]) = 0. Afirmamos que

λ̂ : R̂1
// EndD( bR2)

(W )

es un isomorfismo. Efectivamente, ya que tenemos el siguiente diagrama cuyas
flechas son isomorfismos

HomD(bR1)
(R̂1, R̂1)

∼= // HomD(bR2)
(LTW(R̂1),LTW(R̂1))

∼=
²²

HomK(bR1)
(R̂1, R̂1)

∼=
OO

HomD(bR2)
(W,W)

∼=
²²

HomC (bR2)
(R̂1, R̂1)

∼=
OO

HomK(bR2)
(W,W)

∼=
²²

R̂1

λ

OO

bλ
// HomD(bR2)

(W,W).

Entonces por la proposición 4.42 tenemos que LTW : D(R̂1) // D(R̂2) es
una equivalencia de categoŕıas trianguladas. Aplicandole a W el funtor equiva-
lencia E

−1
obtenemos el complejo de R1R2-bimódulos E

−1
(W ) el cual satisface
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las hipótesis de la proposición 4.42 y esta proposición nos induce a la equiva-
lencia LT

E
−1

(W )
: D(R1) // D(R2)

2
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Ĉ (R), 212
aditiva, 3
de Frobenius, 60
derivada, 220, 225
estable, 60
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