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Introduccion

Las algebras diferenciales graduadas surgen, de manera natural, si conside-
ramos al anillo de endomorfismos de un complejo.

En la actualidad las algebras diferenciales graduadas son utilizadas en varias
ramas de las matemadticas, como por ejemplo en el estudio de las A..-dlgebras,
en las dlgebras de conglomerados, y recientemente en el contexto de categorias
diferenciales graduadas, en geometria no conmutativa [7].

El cuerpo principal del presente trabajo es el estudio de la categoria de A-
modulos diferenciales derechos sobre las algebras diferenciales graduadas, que
se encuentra en el capitulo 3. Nuestro objetivo es dar una demostracién del
teorema de J. Rickard [6], el cual es la versién del teorema de Morita [5] para
categorias derivadas. Usando la herramienta de las categorias de algebras di-
ferenciales y las ideas de B. Keller [6], logramos hacer esta prueba, la cual se
encuentra en el capitulo 4. Primeramente estudiaremos a la categoria derivada,
siguiendo la idea de Happel [3], de donde veremos que la categoria de A-médulos
diferenciales derechos es una categoria de Frobenius, cuya definicién se vera en
el capitulo 2.

Recordemos que el teorema de Morita para categorias de médulos sobre un
anillo con unidad dice (ver pagina 264 de [1]):

Teorema
Sean R y S dos anillos con unidad y sean F : R-Mod —> S-Mod

G : S-Mod — R-Mod dos funtores aditivos. Entonces F es una equivalencia
de categorias con inversa G si y solo si existe un bimddulo s Pgr tal que:

(i) sP y Pr son progeneradores.
(ii) sPr es balanceado.
(iii) FXP®r— y G= Homg(P,—).

Ademds, si consideramos al bimddulo rQgs := Hompg(P, R) se tiene que rQ y
5@ son progeneradores, F = Homp(Q,—) y G =2 Q Qg —.
El teorema de Rickard para categorias derivadas dice:



Teorema

Sean Ry y Ra dos k-dlgebras y F : P(R1) — P(Rs) una equivalencia de
categorias trianguladas ( esto es, F' es un funtor exacto y una equivalencia de
categorias). Entonces existe un complejo de RyRg-bimddulos r,Wr, con las
siguientes propiedades:

(a) Wg, es un generador g-proyectivo y compacto en Z(Rg).

(b) LTw : 2(R1) — Z(R2) es una equivalencia de categorias triangula-
das.

Lo primero que se ocurre, para probar el teorema de Rickard, es seguir la
idea de Morita. Como veremos en el lema 1.47 del capitulo 1, el hecho de que
sPr sea finitamente generado implica que sea compacto en el sentido de la
definicién 1.46 del capitulo 1. El hecho de que P sea progenerador nos dice que
Pg es proyectivo. El siguiente morfismo de anillos )\ : R —— End(P) dado
por la multiplicacién izquierda de A(r) para toda r € R es un isomorfismo ya
que sPpr es balanceado. Para el caso del Teorema de Rickard, y siguiendo la
idea de Morita, un candidato para g, Wg, serfa X = F(R;) que es un complejo
compacto en Z(Ry). Para darle estructura de complejo de RjRs-bimddulos,
estarfamos tentados a usar el isomorfismo

F: Homgr,)(Rig,, Rigr,) — Homg(r,)(X, X).

Pero al tratar de definir la accién izquierda, como se hizo en el teorema de Mo-
rita, tenemos el siguiente problema: FA(r1) estd en Z(R2) y en general no se
expresa como un morfismo de complejos. Este obstaculo lo libramos al notar
que X es un complejo de Ry-moédulo derecho. En efecto, por el teorema de Ke-
ller tenemos que pX = X y como Homg (g, (pX,pX) = Homg r,)(pX,pX),
podemos cambiar X por pX. En la homotépica tenemos FA(r1) := U(r1) donde
U(r1) : pX —— pX es un morfismo de complejos. En este punto estariamos
tentados a darle estructura de R;-médulo izquierdo definiendo la accién iz-
quierda como 7 - 2 := U(ry)z, el problema, aqui, es cuando se quiere probar la
asociatividad, la cual se cumple en K pero no en %. Por esta razén tomamos la
siguiente algebra diferencial A = Endg(g,)(Xr,). Usando la teoria de médulos
diferenciales se obtiene un complejo de R; Ro-bimédulos W tal que:

i) Wg, es g-proyectivo, compacto y generador.
2

(ii) El morfismo de anillos A : Ry —— Homgr,)(Wr,, Wr,) es un isomor-
fismo, donde A es la accién por la izquierda del bimédulo.

(iii) }107’17,@(1.32)(VVRQ,I/VR2 [n]) =0sin 7é 0.

Entonces el funtor
LTw : 2(R1) — 2(R2)




da una equivalencia de categorias trianguladas.

Se ha procurado que el presente trabajo utilice la terminologia basica del
tema, que recordaramos en el primer capitulo (ver [1] y [5]); ademds de que sea
lo mas autocontenido posible, procurando presentar todos lo detalles.




Capitulo 1

Categorias trianguladas

1.1. Nociones basicas

Empezaremos dando las nociones basicas de categoria y categoria aditiva
que son necesarias para la definiciéon de categoria triangulada, la cual es nuestro
objetivo principal en ésta seccion. En los capitulos 2 y 3 daremos ejemplos de
categorias trianguladas.

DEFINICION 1.1.
Una categoria A estd dada por las siguientes clases y propiedades

(i) Una clase de objetos Obj(A).

(i) Para cada par (A, B) de objetos de A, tenemos un conjunto Hom 4 (A, B).
Un elemento oo de Hom 4(A,B) se llama morfismo de A en B en la cate-

goria A y se denota por : A—B 0 A——=B.

(i4i) Para cada terna (A, B,C) de objetos de A se tiene una composicion

o: Hom4(B, C) x Hom4(A,B) —— Homu (A, C)

(9, f)——=go f.
(iv) Si A,B,C, D son objetos de A tales que (A, B) # (C, D) entonces,
Hom 4 (A, B) NHomy4(C,D) = 0.

(v) La composicién mencionada en (iii) es asociativa, es decir, dados los mor-

fismos A ! B—Y1sCc—"~D enAse cumple que h(gf) = (hg)f.

(vi) Para cada objeto A de la categoria A, existe 14 € Homa(A, A) tal que:

1



1.1. NOCIONES BASICAS

(a) fola=f para toda f en Hom4(A,B) y
(b) 1409 =g para toda g en Hom4(C, A).

Note que el morfirmos 14: A——> A es unico y se le conoce como la
identidad en el objeto A.

DEFINICION 1.2.

Dada una categoria A, definimos la categoria A°P (también llamada categoria
dual) de A como sigue: los objetos de A°P son los mismos de A y en morfis-
mos tenemos que Hom gop (B, A) := Hom 4 (A, B). La composicion f o g en A°P
estd definida como la composicion go f en A.

En las categorias también tenemos la idea de subcategoria. La definiremos
a continuacion.

DEFINICION 1.3.

Sea A una categoria, diremos que B es una subcategoria de A si:
(a) Obj(B) C Obj(A),
(b) Homp(A,B) C Hom4(A,B) VA, B € Obj(B),
(¢) La composicion de B se obtiene restringiendo la de A en B,

(d) Si 15 es la identidad de A en B entonces se cumple que 15 =14.

DEFINICION 1.4.
Sea B una subcategoria de A. Diremos que B es una subcategoria plena de A si
para todo A, B en B se tiene que Homp(A,B) = Hom 4(A, B).

DEFINICION 1.5.
Sea {A;}icr una familia de objetos en una categoria A. Un producto para

{A;}icr es una familia de morfismos {p;: A—— A;}icr con la siguiente
propiedad: para cualquier familia {a; : A —— A;}icr  de morfismos existe
un unico morfimo « : A’ —> A que hace conmutativo al siguiente diagrama
Viel

[}

Al e > A
\ lpi
A;.

DEFINICION 1.6.
Sea {A;}icr una familia de objetos en una categoria A. Un coproducto de
{A;}ier es un producto de dicha familia en la categoria dual. Esto es, un co-

producto es una familia de morfismos {u; : A; — A’'}ier llamados inclusio-

nes, con la siguiente propiedad: para cada famila {o; : Aj —— A'}ier  existe




1.1. NOCIONES BASICAS

un unico morfismo o: A— A’ que hace conmutar al siquiente diagrama
Vie Il

A e > A’
A

Recordemos que un objeto 0 de una categoria A, es un objeto cero si pa-
ra cualquier objeto A € A, Hom4(A,0) y Hom4(0,A) consisten de un sélo
elemento (04,0 y 0o 4 respectivamente). Si 0 y 0’ son objetos cero entonces

00,00 : 0 ——=0 es un isomorfismo. Dados A, B € Obj(A), el morfismo cero

0a,3: A——= B de A en B, se define como la composicién 04,5 := 09,504 0.

DEFINICION 1.7.

Una categoria A se dice que es aditiva si satisface las siguientes condiciones.
(i) A tiene un objeto cero.

(ii) Hom4(A,B) es grupo abeliano para cualesquiera par de objetos A, B en
A.

(iii) La composicion de morfismos en A es Z-bilineal. Esto es,para cada terna
de objetos Aa B, Cen A; f7 f17 f2 en HOHI_A(A, B)’ Y9,91,92 €n HOHI_A(B, C)
se tiene

(91 +92)f =9 f +92f,
g(f1+ f2) = gf1 + gf

(iv) A tiene coproductos finitos.

A lo largo de ésta tesis, k denotard a un campo. Ahora vamos a definir que
es una k-algebra y una k-categoria.

DEFINICION 1.8.
Una k-dlgebra es un anillo A con unidad tal que A tiene una estructura de
k-espacio vectorial la cual es compatible con la multiplicacion del anillo, esto es

A(ab) = (aM)b = (ab)A

para toda A € k y para todo a,b € A. Decimos que la k-dlgebra A es de dimension
finita si A como k-espacio vectorial es de dimension finita.

DEFINICION 1.9.

Una categoria € es una k-categoria, si para cada par de objetos A, B en € el
conjunto Home (A, B) estd equipado con una estructura de k-espacio vectorial
tal que la composicion de morfismos de € es k-bilineal.




1.1. NOCIONES BASICAS

Notemos que para cualquier objeto A de la k-categoria €, el k-espacio vec-
torial de todos los endomorfismos Endy(A) := Hom¢ (A, A) equipada con la
multiplicacién dada por la composicién de morfismos, es una k-algebra (no ne-
cesariamente de dimensién finita) con unidad 14. Dicha k-dlgebra se le conoce
como el dlgebra de endomorfismos de A.

DEFINICION 1.10.

Sea A una k-dlgebra. Denotaremos por A°P a la k-dlgebra opuesta cuyo conjunto
y estructura de espacio vectorial es la misma de A, pero que la multiplicacion
esaxb:=ba

Un concepto importante, en el desarrollo del presente trabajo, es el de funtor
entre categorias. A continuacién daremos su definicion y algunas de sus propie-
dades.

DEFINICION 1.11.
Sean A, B dos categorias arbitrarias. Un funtor covariante F: A—— B, en-
tre las categorias A,B consiste de:

(a) Una regla de asociacion F : Obj(A) ——= Obj(B) .
(b) Para toda pareja A, B de objetos en A, tenemos una regla de asociacion
F : Hom4(A,B) —— Hompg(F(A),F(B))

tal que

(b1) Si go f tiene sentido en A entonces F(go f) = F(g) o F(f);
(b2) para cada objeto A de A se cumple que F(14) = 1p(a).

DEFINICION 1.12.
Si F: A——=B y G:B——=C_C son funtores, su composicion

GF:A——¢C

es el funtor definido por GF(A) := G(F(A)) para A€ A, y
GF(f) := G(F(f)) para cada morfismo f de A.

DEFINICION 1.13.
Un funtor contravariante F es uno tal que cumple las condiciones de la defi-
nicion 1.11 con la variante de que en el inciso (by) se reemplaza la siguiente

condicion F(go f) = F(g) o F(f) por F(go f) =F(f)o F(g).

OBSERVACION 1.14.
F: A—— B es un funtor contravariante si y sélo si F : AP —= B es un
funtor covariante.




1.1. NOCIONES BASICAS

En lo que sigue del presente trabajo, cuando mencionemos que F' es un funtor
lo haremos pensando en que es un funtor covariante, a menos que explicitamente
se mencione lo contrario.

LEMA 1.15.
Sea F: A—— A" un funtor, u: A——= B un morfismo de A y C un objeto
de A. Entonces, los siguientes cuadrados conmutan:

Hom 4(C, A) ———> Hom(C, B)

Fi lF

Hom 4/ (FC,FA) o Hom 4 (FC,FB)

Hom(B, C) —“ = Homy (A, C)

Fi lF
Hom 4/ (FB,FC) —— Hom 4/ (FA,FC),
(F(uw)”

donde u.(a) == ue, (F(u))«(F(a)) := F(u)F(a) para toda a € Hom4(C, A),
u*(B) := Pu y (F(u)*)(F(B)) := F(B)F(u) para toda § € Hom4(B, C).

DEMOSTRACION.
Veamos la conmutatividad del primer cuadrado. Sea h € Hom 4(C, A) entonces

F(u«(h)) = F(uh) = F(u)F(h) = F(u)«F(h).
Ahora probemos la conmutatividad del segundo cuadrado. Sea g € Hom 4(B, C)

F(u(g9)) = F(gu) = F(g)F(u) = (Fu)"F(g).

DEFINICION 1.16.
Sea F:% —— %' un funtor, diremos que:

(i) F es fiel si F: Homg (A, B) —— Home/ (FA,FB) es inyectiva para todo
A Be?.

(ii) F espleno si F : Homg (A, B) — Home (FA,FB) es sobreyectiva para
todo A,B€ €.

(iii) F es denso si para todo A’ € €' exviste A € € tal que F(A) ~ A'.

(iv) F es un isomorfismo si existe un funtor G : €' — € tal que GF = l¢
Y FG = 1<g/.




1.1. NOCIONES BASICAS

DEFINICION 1.17.
Sean F,G: % —— ¢’ dos funtores entre categorias arbitrarias. Una transfor-

macion natural 17: F —— G es una coleccion n={ns: FA——> GA}aca
de morfismos en €' tal que para cada f € Home (A, B) se tiene que el siguiente
diagrama conmuta

F(4) 25 G(A)
F(f) lcm
F(B) —= G(B).

OBSERVACION 1.18.

F
Dados los funtores A#>C:>>C’ i>E>’ y la transformacion natural
G

n: F——= @G, tenemos las siguientes transformaciones naturales
Hn:HF —— HG Y nL: FL—— GL

donde Hn := {H(1n4)}acobja), ¥ 1L := {nr(a)} acobja). Note que sin es un
isomorfismo, también lo son Hn y nL.

DEFINICION 1.19.

Una transformacion natural n: F —— G es un isomorfismo si existe una
transformacion natural p: G —— F tal que pon=1p ynou = 1g. En éste
caso, escribimos F ~ G.

DEFINICION 1.20.

F
Sean F y G dos funtores tales que of =——= 9B . Diremos que F' y G son funtores
G

adjuntos siVA € of yNVNB € A existe una biyeccion
N4, : Homg(GB, A) —— Homg(B, FA)

tal que np,— y n— a son transformaciones naturales.

DEFINICION 1.21.

Sea F:% ——=%' un funtor entre k-categorias. Diremos que F es un fun-
tor k-lineal si Fa g : Homg(A,B) —— Home (FA,FB) es k-lineal para todo
A, B € Obj(%).

OBSERVACION 1.22.

Sean F,G:% ——= %' dos funtores y n: F —— G wuna transformacion na-
tural. Entonces n es un isomorfismo natural si y sélo si ng: FA—— GA es
un isomorfismo en €' YA € Obj(€). La inversa den es ' : G— F donde
Wy =1, VA€ Obj(C).




1.1. NOCIONES BASICAS

DEFINICION 1.23.
Un funtor F: 94 —— ¥ es una equivalencia de categorias si existe un funtor

G:V—U tal que GF ~ 19 y FG > 1y.

LEMA 1.24.
Sea F:C——= ' esun funtor fiel y pleno, A, B € Obj(C) y h € Hom¢ (A, B).

Si F(h): FA—— FB es un isomorfismo entonces h es un isomorfismo.

DEMOSTRACION.
Supongamos que F'(h) es un isomorfismo y que g es el inverso de F'(h). Como
F es pleno, existe un morfismo s € Homg(B,A) tal que F(s) = g. Luego
F(s)F(h) = 1pay = F(14). Como F es fiel, sh = 14. De manera similar se ve
que hs = 1p.

O

PROPOSICION 1.25.
Un funtor F:€ —— %' es una equivalencia de categorias si y solo si F' es
fiel, pleno y denso.

DEMOSTRACION.

Como F es una equivalencia de categorias, tenemos que existe el fun-
tor G:¢' ——=% tal que GF ~ l¢ v FG ~ 1g:,. Sean (:GF ——= 1l
v v: FG——= lg los isomorfismos asociados. Veamos que cada una de las
siguientes afirmaciones son ciertas.

(a) F es denso.
Sea A’ € Obj(¥”). Por hipdtesis tenemos que vy : FGA' — A’ es un
isomorfismo por lo tanto F' es denso.

(b) F es pleno.
Veamos que F : Homg (A, B) —— Home/ (FA,FB) es suprayectiva. Sea
f € Home: (FA,FB), como F es denso, tenemos que también G lo es,
asi para todo A € Obj¥% existe A’ tal que GA’ ~ A. Por lo tanto tenemos
los siguientes diagramas conmutativos

GA'<>— A FA—"% paar
gl 7 fl iF(g)
Y
GB'<— B FB——> FGB'
Y

F(f) = F(y7'g\) = F())'F(g)F(\) = F(7) 'F() fF(\)T'F(\) = f
con f € Homy (A, B).
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(c) F es fiel.
Debemos probar que F' : Homg (A, B) —— Home (FA,FB) es inyecti-
va. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

GFA-A > A

GF(f)l if

GFB—>B
¢B

de donde vemos que GF(f) = (5'fCa. Luego GF =~ 1l implica que
el morfismo GF es biyectivo, y de la inyectividad de GF' se obtiene la
inyectividad de F'. Lo anterior lo resumiremos en el siguiente diagrama

Home (A, B) Homg¢ (GFA, GFB)

\/

Home/ (FA,FB)

Por lo tanto concluimos que F' es fiel.

Supongamos que F' es fiel, pleno y denso.

(i) Definiremos una regla de asociacién G : ¢’ —— € .

(a) En objetos.
Notemos que como F' es denso, para cada A’ € Obj¢’ existe A €
Obj% tal que A’ ~ F A. Definimos a G(A’) := A. Llamemos Ay : A’ ——> FGA’
a éste isomorfismo.

(b) En morfismos.

Sea f’': A’ ——= B’ un morfismo en 4’. Consideremos el siguiene
diagrama conmutativo

s
A —>FGA'

f/l é)‘B’f/)‘;/l
\
B’ o FGB’
B/

Como F es fiel y pleno, existe un tnico morfismo f: GA' —— G B’
tal que F(f) = )\B/f’)\;‘,l. Por lo tanto definimos G(f’) := f.

(ii) G es un funtor.

I’ g’
Sean A’ —— B’ —— (' morfismos en ¢’. Veamos que:
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(a) G(g' o f') = G(g') o G(f).
Observe que tenemos el siguiente diagrama cuyos cuadrados interiores
son conmutativos

Aar
A —— FGA

o e

B' ——>FGB'

B/
g’l iFG(g')

c’ = FGC'.
C/

Pero también tenemos que el cuadrado exterior conmuta, es decir

A paar
g’f’l J/FG(g/)FG(f’)—F[G(g’)G(f/)]
' —— FGC’,
Ao

y por la unicidad tenemos que G(¢' o f') = G(¢') o G(f").

(b) G(].A/) = ]-G(A’)'
Sabemos que el siguiente diagrama conmuta

)\ !
A —> FGA

1A’l iF(ch’)

A ——= FGA',
Aar

y de nueva cuenta por la unicidad del morfismo que va de GA’ a GA’
tenemos el resultado.

Ya sabemos que \:1lcr — F'G es un isomorfismo natural.
Por el lema 1.24 tenemos que Apy : FA —— FGFA es un isomorfismo. Luego
existe un unico isomorfimo (4 : A ——> GFA tal que F((4) = Apa. Asi, para

cada morfismo f: A——= B en % tenemos al siguiente diagrama conmutativo

F
FA—" L para
F(f)J/ lFGF(f)
FGfB:
FB F(¢B) f ’
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y como I es fiel, ésto implica que el diagrama

fi CGF(f)
\
B——>GFB
(s

es conmutativo. Asi, (:1l¢ ——= GF es un isomorfismo natural.

1.2. Categoria triangulada

En ésta seccién, daremos a definicién de categoria triangulada (ver [?]).

DEFINICION 1.26.
Sea € una categoria aditiva con T : € —= € una autoequivalencia, esto es,

T:6 ——%€ es una equivalencia aditiva de categorias.

1. Un sextuple t en € es una coleccion (M, N, L,u,v,w) de objetos y mor-

fismos en T tales que M ——>= N —— [ —>T(M) .

2. Sean t = (M,N, Lyu,v,w) y t' = (M',N',L',u/,v',w'") sextuples. Un
morfismo h:t——=1¢ de sextuples es una terna de morfismos h =
(h1,ha, h3) en T tales que el siguiente diagrama conmuta

M—>N—">L—TM
hli }LQ\L hgl \LT(}LI)
M —=N —=1 —>TM

DEFINICION 1.27.

El morfismo de sextuples h = (hy,ha, hs) : t —— ¢/ es un isomorfismo si hy, ho
y hs lo son.

DEFINICION 1.28.

Sea € una categoria con T : ¢ —= %€ una autoequivalencia. Una clase T de

sextuples en € se dice que es una triangulacion de € si cumple los siguientes
ariomas.

(TR1) (a) Sit = (M,N,L,u,v,w) estd en T yt' = (M',N', L' v/ ,v',w') es
isomorfo a t, entonces también t' estd en X.

(b) El sextuple (M, M,0,1,s,0,0) estd en ¥ para todo M en €.
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1.2. CATEGORIA TRIANGULADA

(¢) Para cada morfismo w: M —— N en T, existe (M, N,L,u,v,w)
en T.

(TR2) (M,N,L,u,v,w) € X siy sdlosi(N,L, TM,v,w,—Tu) € %.

(TRS3)

(TR4)

Sit=(M,N,Lu,v,w)yt = (M N L u v w) estin en T y hy,ho
son tales que hacen conmutar el siguiente diagrama

M4U>N

/ /
M*>u, N',

entonces existe hg: L —— [/ tal que (hi,ha,h3) es un morfismo de t
ent.

AXIOMA DEL OCTAEDRO.

Consideremos los siguientes tridngulos Ty = (M,N,L' ju,i,i), Ty :=
(N, L,M' v,5,5") y Tz := (M,L,N',vu,k, k') en T. Entonces, existen
morfismos [ y g tales que Ty := (L', N',M’', f,g,(T%)j') estd en T y el
stquiente diagrama conmuta

T 1k

TN M =——M
Tlgi u vu
T-'M' . N - L - M’ — TN
T "5 J J
i k lT’i
I 1o / ’
L ¥ >N g M WTL
1;/ k/
TM —TM

DEFINICION 1.29.
Sea € una categoria aditiva y T : ¢ — ¢ wuna autoequivalencia. Una clase

T de sextuples en € se dice que es una pre-triangulacion de € si cumple los
aziomas (TR1),(TR2) y (TR3).

En lo que sigue, si ¥ es una categoria aditiva con una triangulacién ¥,
a los sextuples de ¥ les llamaremos triangulos de ¥. La categoria % se lla-
mard triangulada y a la autoevaluaciéon 7 :% —— ¢ la traslacién de €. Si
¢ es una categoria aditiva con una pre-triangulacion ¥, € se llamara categoria
pre-triangulada; y también llamaremos tridngulos a los elementos de ¥.

11
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DEFINICION 1.30.

Sea T una categoria triangulada arbitraria y 7' una subcategoria plena y aditi-
va de J . Diremos que 7' es una subcategoria triangulada de 7, si se satisfacen
las siguientes condiciones.

(i) T’ es cerrada por traslaciones (es decir T(T') = 7).

(i) Para todo tridngulo M, ! M M, TM, en J', se tiene
que M3 € 7', siempre que My, My € T,

LEMA 1.31.
El axioma (T R3) es vdlido por la “izquierda”. Es decir si tenemos los siguientes
triangulos y morfismos g, f tales que el siguiente diagrama conmuta

M —~> N —— [ —=>T(M)

M ——= N’ r >T(M')

u t’ w
entonces existe h: N —= N’ en T tal que gv = t'h y hu = 'T~1(f).

DEMOSTRACION.
Notemos que al recorrer dos veces hacia la derecha ambos tridngulos tenemos
el siguiente diagrama

L —2 1) 2L vy 229 pr)

gJ{ fl h’ iT(g)
Y

L~ T(M") = T(V)

—
—T(v")

donde, al aplicar el axioma (T'R3), nos d4 la existencia del morfismo A’ que hace
conmutar el diagrama anterior. Aplicando T~ ! al diagrama anterior obtenemos

12
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PROPOSICION 1.32.

Sea T una categoria pre-triangulada, con pre-triangulacion X, y el siguiente
u v w

tridngulo en M N L TM . Entonces, para todo X € T
tenemos las siguientes sucesiones exactas largas de grupos abelianos:

(4)

Vs

1 T’lw* Us
-+ ——> Homgz(X,T 'L) —— Hom 7 (X,M) —— Hom & (X,N) ——

Hom 7 (X, L) — Hom (X, TM) —— - - -

(i)
-+ — Hom o (TM, X) S Hom = (L, X) s Hom 7 (N, X) LA

Hom & (M, X) ?*Homg(T_lL,X) —
son exactas.

DEMOSTRACION.
Vamos a probar la exactitud de la primera sucesion larga.

(a) Exactitud en Hom & (X, N).
Sea g € Hom (X, N); veamos que Im(u.) C Ker(v.), es decir, que
vsus = 0. Para ello fijémonos en el siguiente diagrama conmutativo

M Idn M 0 0 0 T(M)
o)

Y
M —>N——L—p>T(M)

el cual nos dice que vu = 0. Esto implica que v,u. = 0 ya que

Vet (A) = vud = 0A = 0 YA € Homz(X,M). Ahora probaremos que
Ker(vy) C Im(u,). Sea g € Ker(v,). Luego por el lema 1.31 se tiene el
siguiente diagrama conmutativo

Id
0—2 > x— x -2
O\L h ig \LO
1 Y
THL) > M —> N ——>L

Por lo tanto g = uh = u,(h) € Im(u,).

13
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(b) Exactitud en Hom (X, L).
Por (T'R2) tenemos el siguiente tridngulo

N — [ — 7o) Y ).

Aplicando el argumento del inciso (a), a éste nuevo tridngulo, obtenemos
la exactitud en Hom o (X, L).

(¢) Exactitud en Hom & (X, T(M)).
Aplicando dos veces (TR2) al tridngulo

M U N v I w T(M),

obtenemos el tridngulo

L—>%T(M)

Primero notemos que este sextuple es equivalente a

T(u) T(v)

L w T(M)

T(N)

ya que tenemos el siguiente diagrama conmutativo en T'

T(L)

—T(u) —T(v)

L—2%T(M) T(N) T(L)
—Idg, —Idr(nr Idr (N —Idr(r)
L —2% 70 2% vy 2 p(n).

Luego, podemos aplicar el argumento del inciso (a) al tridngulo

L —2% 7o) 2% vy 2% 7r)
de dodne resulta la exactitud en Hom & (X, TM).
(d) Exactitud en Hom o (X, M).

Consideremos el tridngulo

_Til(w) u v

T-Y(L) M N L,

el cual es equivalente a

T Hw u v

T-Y(L) ( )M N L.
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Efectivamente, basta considerar el siguiente diagrama conmutativo

—1

=T w u v
T-'L M N L
*IdT—lL Idns Idyn Idy,
T‘lLTf1 M ——> N —— L.
Aplicando el argumento del inciso (a) al tridngulo
T Hw u v
T-1(L) @ N I,

obtenemos la exactitud deseada.

El caso contravariante se demuestra de manera analoga.
O

En éste trabajo usaremos el siguiente resultado que se puede encontrar en [?].

PROPOSICION 1.33. El Lema del Cinco.
Sea o/ una categoria abeliana. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo
y con los renglones exactos en of

M1 u M2 v M3 w M4 t M5
hll hzl lhs lm l
Ny ——= Ny —>= Ny — = Ny —= N,

St hy, ha, hy, y hs son isomorfismos, entonces hy también lo és.

Como consecuencia del Lema del Cinco y de la Proposicién 1.32, tenemos la
siguiente proposicién.

PROPOSICION 1.34.
Sea T una categoria pre-triangulada. Consideremos los siguientes tridngulos y
el morfismo de triangulos

X Y 7 TX
T
Xi—> Y1 —> 2 — TX.

Si h y g son isomorfismos, entonces f es un isomorfismo.
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DEMOSTRACION.
Aplicando Hom & (Z1, —) al diagrama anterior, obtenemos

W

-+ — > Hom(Z1,X) —> Hom#(Z1,Y) ——> Hom # (Zy,2) ——>

| | |

e —> Homg(Zl,Xl) T*> Homy(zl,Yl) ? Homg(Zl, Zl) T>

Hom #(Z1, TX) Hom 7 (Z1, TY) —— - --

T(h)*i J{T(g)*

HOmg(Zl, TXl) e Homlg(Zly TYI) PR

Como h 'y g son isomorfismos, se tiene que h., g, T'(h)«, T(g). son isomorfismos.
Luego por 1.33 concluimos que f, también lo és. Asi tenemos que existe s €
Hom 4 (Z1,7) tal que fs = f.(s) = 1z,, ésto nos dice que f tiene inverso por
la derecha. De manera similar al razonamiento anterior, sélo que aplicando el
funtor Hom o (—, Z) a dicho diagrama, se puede probar que f tiene inverso por
la izquierda.

O

OBSERVACION 1.35.

Sea T una categoria triangulada con clase de tridngulos €. Entonces, toda sub-
categoria tridngulada ' de T es triangulada con clase de tridngulos T, donde
%' es la clase de tridngulos de F con componentes en T .

1.3. Funtores exactos

DEFINICION 1.36.
Sea F : 97 —— J5 un funtor entre categorias trianguladas cuyas respectivas
traslaciones son Ty y Ty. Diremos que el funtor F' es exacto si:

(a) Existe un isomorfismo natural ¢ : FT) —— ToF .

(b) Si M; —"= My —"> M3 —> T, M, es un tridngulo en 71, entonces

F(u F(v L F(w .,
F(My) ) F(Ms) 0N F(Ms) L()> ToF(My) es un tridngu-

lo en J5.
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PROPOSICION 1.37.
Si F' es un funtor exacto, entonces para toda i € Z existe un isomorfismo entre
funtores

ol FTi ——TiF
[Tt o)plt-UTy  sii>2
i ._ @) st1=1
donde ¢t := Idp sii=0
(Tie=TH) ™ sii<0
DEMOSTRACION.
Probaremos la proposicién en cada uno de los siguientes casos:

(a) Sii > 0. En este caso procederemos por induccién.
Para i = 1 por definicién se cumple.
Supongamos que la proposicién es vélida para i, es decir

o FTi — = TiF
es un isomorfismo. Veamos que se cumple para i + 1.

[i i

e Ty ; Ty
TiFT,

Pl = [P = priiy TP =T, F

es un isomorfismo, luego la proposicion es valida para ¢ > 0.

(b) Sii=0
En este caso tenemos que ol = Id.

(¢) Para —i con i > 0.
Tenemos el siguiente isomorfismo

) ) lilp—i ) )
F=FriTy 2 s i

aplicando T; * obtenemos el isomorfismo

—i i LT —i
Ty iF = T FTiTT 2 s TP = T,

asi que definamos
. L N —1
ol o= (TiphT)

Asi hemos probado la proposicién.
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DEFINICION 1.38.
Sean F,G : 4 — T funtores exactos. Diremos que la transformacion na-
tural  : F — G es un morfismo de funtores exactos si el siguiente diagrama
es conmutativo

FTy, —=TyF

OLTll lTQOt

GT1 T) TQG

PROPOSICION 1.39.
Sia: F—— @G esun morfismo de funtores exactos, entonces tenemos que el
siguiente diagrama es conmutativo, para toda i € Z,

ol

FTi X TiF

anl \LTZ’,‘@

DEMOSTRACION.
La demostracién la haremos por casos:

(a) ¢ > 0. La prueba la haremos por induccién.
Para i = 1, por la definicién anterior, se cumple la proposicién.

Supongamos que la proposicion es valida para i, es decir, tenemos que el
siguiente diagrama es conmutativo

U
FT} = TiF

anl lT;a

Ahora veamos que se cumple para i + 1. Notemos que

i+1 ; P i
FTi* = FTIT, — 2> TiFT)

y, por hipdtesis de induccién, tenemos que los cuadrados interiores del si-
guiente diagrama conmutan. Deseamos ver que el cuadrado exterior tam-
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bién lo hace

lit1]
FTIT, — > TiFTy 2 pitip
an“i (Tga)Tll ng“a
GTiTy : TiGTy , TiTG,
U
w[i+1]
como @it = [Tj(p]apm T1 tenemos que el tridngulo superior es conmuta-

tivo. De manera andloga tenemos que el triangulo inferior conmuta. De
aqui se sigue que el cuadrado exterior es conmutativo.

(b) —i con i > 0.
Note que el siguiente diagrama conmuta

Lp[i] Tfi

F=FTiT]"' ——— T4FT,"
<an>Tnl |

G d,[i] Tl—i T2 GTl_

aplicando T, * al diagrama anterior obtenemos el siguiente diagrama con-

mutativo
. Tﬁi[ga[i]Tii] .
Ty 'F : - FT/?
TQi(osz)Tlil laTli
Ty'G — GT;".
2 Ty [T !
Entonces conmuta el siguiente cuadrado
et .
FT;" i) T, 'F
aTl_i\L iTz_ia
GIy" T,'G,

[ i

—1

y e = (Tl
O

pero recordemos que !~ = [T [l T77]]
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PROPOSICION 1.40.
Si F' y G son funtores exactos entonces GF' es también un funtor exacto.

DEMOSTRACION.

Sean F': 97— 9% y G:9% ——> 93 dos funtores exactos entre cate-
gorias trianguladas arbitrarias con traslaciones 17,75 y T3 respectivamente.
Como F'y G cumplen con la definicién anterior entonces existen isomorfismos
p: FT) ——=ToF y ¢ :GT —— T3G . Veamos que se cumplen las condi-
ciones de la definicién 1.36.

(a) Tenemos el isomorfismo natural

0 :=yvrG(p) : GFTy — T3GF.

(b) Sea M; —= My —> M3 —Ty(M;) un tridngulo en .73, al aplicar
el funtor exacto F' obtenemos el siguiente tridngulo en %

F(u) F(v) oy F(w)

al aplicar el funtor G obtenemos

GF(u)

v P G F(w
GF(Ml) GF() GF(MQ) ﬂ; GF(M3) F(y) G F(w)

T3sGF (M)
que es un tridngulo en .73. Pero

Vi) G(em, F(w)) = Ypan) Gen, )G (F(w)) = O, GF(w)

Asi hemos visto que la composicién de funtores exactos resulta ser exacto.
O

En lo que sigue si F': .97 —— 7, es un funtor exacto de categorias trian-
guladas, denotaremos por ¢! al isomorfismo FT; —= THF .

LEMA 1.41.
Si tenemos los siguientes funtores exactos

L F H
N ——>DH—=T—I,
G

y el morfismo de funtores exactos n: F ——= G , entonces tenemos los siguien-
tes un morfismos de funtores exactos: Hn: HF —— HG y nL: FL—— GL

Sin es un isomorfismo también lo son Hn y nL

DEMOSTRACION.
Por la observacién 1.18 tenemos que Hn y nL son transformaciones naturales.

20



1.3. FUNTORES EXACTOS

Sélo nos falta ver que los siguientes diagramas son conmutativos

HF FL

HFT, >~ T,HF FLT, -~ T4FL
H’I]TQ\L \LTA}H’I} TILTl\L \LTgT}L
® ®

Como, por hipétesis, 7 es un morfismo de funtores exactos, tenemos el siguiente

diagrama conmutativo
F

FTy, 2 =~ T3F

nT> J{ J{Tzn

GT2 T> TgG
@

el cual sigue siendo conmutativo al aplicarle el funtor H. Como H es funtor
exacto obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

H«pF ngF
HFTy, — HI3F ——T,HF

HWTZ\L \LHTSW iT4H7I

Heyp Pxe;

Como ¥ = (0HF)(Hp!) y oY% = (o7 G)(Hp®) se tiene que Hn es un mor-
fismo entre funtores exactos. Ahora veamos que nL es un morfismo de funtores
exactos. Por hipétesis tenemos la conmutatividad del siguiente diagrama

F

FTy 2~ T3 F

nT> l lT?J]

GT2 4G> TgG
(%]

el cual al precomponer con el funtor exacto L sigue conmutando

F
FTL 2 T rL

77T2Ll ngnL

©

Como 7 :F —— @G es un morfismo natural, entonces el siguiente diagrama
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conmuta

F(p") oL
FLT, —= FT,L —> T3 FL

ULTli UTle lTsﬁL

GLT1 — GTQL — TgGL
G(e™) ©%L

Como (T L)(F(p")) = 'L y (09 L)(G(¢*)) = ¢&F se obtiene el resultado.
O

1.4. Coproductos y funtores que conmutan con
ellos

DEFINICION 1.42.

Sea F:% —— ¥ un funtor entre dos k-categorias con coproductos. Consi-
deremos a un familia {M;}icr de objetos en % , entonces tenemos, Vj € I el
siguiente diagrama

Hiel F(M;) "??>F (Hie] MZ)

Tj

F(Mj).

La propiedad universal del coproducto nos da la existencia del morfismo de con-
mutacion ®r. Diremos que el funtor F' conmuta con el coproducto si Pr es un
isomorfismo para cualquier familia {M;};c1 de objetos de % .

LEMA 1.43.
Si F: 9 —— ¥ esuna equivalencia entre categorias con coproductos, enton-
ces F' conmuta con coproductos.

DEMOSTRACION.

Sea X = [[,c; Xi. Note que tenemos el morfismo de conmutacién

[1F(X,) o F(IX,)
"k %;
F(Xj5),

lo que falta probar es que ¢ es un isomorfismo. Como F es denso, existe Y € %
y un isomorfismo
0:]1F(X;) —=F(Y)
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asi ®p6~1: F(Y) ——= F([[X;) . Como F es pleno, existe h:Y —][[X;
tal que ®5~1 = F(h). Queremos probar que F(h) es un isomorfismo. Como
bop(x;)  F(X;) ——=F(Y) y F es pleno, entonces dop(x,) = F(u;). Sea
u: [[;c; Xi ——Y el morfismo inducido por la familia { u; : X; ——=Y }ier.

Tenemos que F'(h) es un isomorfismo si y sélo si h lo es. Veamos que uoh = Idy
y que hou = 1y1 x,. Notemos que tenemos los siguientes diagramas conmutativos

X >y [[F(X;) 2= F(Y)
X, F(X;).

Como
F(u)F(h)oopx,) = F(u)®ropx,) = F(u)F(ox,)

= F(uox;) = F(uj) = d0r(x;)
entonces, Vj € I se tiene que F(u)F(h)dop(x,) = dop(x;)- Se sigue que
F(u)F(h)d = 6.
Como ¢ es un isomorfismo, se tiene que F(u)F (h) = Idpy). Como
F(hu;) = F(h)F(u;) = F(h)dorx,) = ®ror(x;) = F(ox;)

y como F' es fiel, Vj € I, tenemos que hu; = ox,. Luego, tenemos que huox, =
huj = ox,, y por la propiedad universal del coproducto tenemos que

hu = Idyy x,
En consecuencia,
F(h)F(u) = F(hu) = F(Idyyx,) = Idpq] x,).

Esto implica que F'(h) es un isomorfismo. Entonces concluimos que ®p es un
isomorfismo.
O

PROPOSICION 1.44.
Sean F: Y ——=¥ y G:¥V —=# dos funtores que conmutan con el co-
producto. Entonces G o F' también conmuta con el coproducto.

DEMOSTRACION.
Sea {M,;};c; una familia de objetos de %. Como el funtor F conmuta con
coproductos tenemos el siguiente diagrama conmutativo, con @ isomorfismo

HiEI F(M;) i F (Hiel Ml) :

OF(Mj)
F(O‘Mj)

F(Mj)
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Aplicando a este diagrama el funtor G obtenemos

G(®r)
G (Hiel F(Ml)) ——>GF (Hiel Ml)
G(o )
( F(MJ))T (o)
GF(M;).
Luego, tenemos el diagrama,
ode] G(®F)
Hiel GF(M,) ~G (Hie[ F(M2)> —GF (]_L'EI Ml)
TN:(M]'))T
OGF(M;) GF(UM]-)
GF(M;).

Como G conmuta con coproductos, tenemos que ®¢ es un isomorfismo. Entonces
concluimos que el tridngulo exterior conmuta y el isomorfismo G (®r) o ¢
coincide con el morfismo de conmutacion ®qp.

O

LEMA 1.45.
Sea F .Y —— ¥ un funtor que conmuta con coproductos y tememos que

G:% —— ¥ es un funtor isomorfo a F, entonces G también conmuta con
coproductos.

DEMOSTRACION.
Considere una familia {M;};c; de objetos en % . Como F conmuta con copro-
ductos, tenemos el diagrama conmutativo

Hiel F(M;) ﬁ’ (Hiel M%)

F(M;)

con ®p isomorfismo, Vj € I. Como G es isomorfo a F', existe un isomorfismo
natural 7 : G —— F . Consideremos el siguiente diagrama:

F(owm;)

F(M;) Tron) Wier F(Mi) ——= F (I, M)
M l 7, i \Lﬂ]_[ M;

G(M;) —=Il;e; G(M;) Ton G (ies Mi) -

G (M)

G(G‘]yjj)
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Alli conmutan los tridngulos, el cuadrado izquierdo y el rectangulo exterior.
Luego, también conmuta el cuadrado derecho y ®4 resulta isomorfismo.
O

DEFINICION 1.46.
Sea U wuna categoria arbitraria con coproductos. Un objeto M € % se llama
compacto st Homg, (M, —) conmuta con el coproducto.

LEMA 1.47.
Si R es un anillo y M es un R-mddulo finitamente generado, entonces M es
compacto.

DEMOSTRACION.
Veamos que Hompg (M, —) conmuta con el coproducto. Consideremos las inclu-

siones o; de Mj en [],.; M;

[1;c; Homp (M, M;) > Homg (M, [ [,c; Mj)

Tj

Hompg (M, M;)

iel

Como M es compacto si y s6lo si ¢ es un isomorfismo, veamos que ¢ es isomorfis-
mo. Sea a € [[,.; Homg (M, M;) tal que ¢(a) = 0. Probaremos que o = 0. Como
a estd en [ [,.; Homg (M, M;) tenemos que o = 74, (w4, ) +7ip (wiy ) +- - -+ 74, (wi,)
asi que

el
O(1i, (wiy) + Tig (wiy) + -+ 7, (u;,)) =0
por otro lado
O(Tiy (wiy) + Tip (wiy) + -+ + 73, (ui,) = 04, (i) + 04y (wip) + -+ + 0, ()
=04, (i) + 03y (i) + -+ + 04, (ug,) =0

por lo tanto oy, (u;,) = 0,...,04_ (u;.) = 0y como oy, : My, —[[ M, son
las incluciones para toda iy esto implica que u;, = 0 para toda k =1,...,s.
Asi hemos probado que ¢ siempre es monomorfismo. Falta demostrar que ¢ es
epimorfismo. Recordemos que ¢ es epimorfismo si y sélo si para toda

foM —— Tl M;
existe 7, (i, ) + Ti, (usy) + -+ + 75, (us,) en [[;; Homg (M, M;) tal que

D(Tiy (wiy) + Tip (wiy) + -+ + 7 (i) = f

Sean {my1,...,m;} los generadores de M, asi f(m1), f(ma),..., f(m;) estdn en
[1;c; M;i. Ahora bien aplicando las proyecciones tenemos que

ﬂ.jf(ml)ﬂrjf(mQ)? .- 'aﬂ-jf(ml)
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son cero para casi toda j excepto para un ntimero finito de ellas, es decir existen
Jis---»Js € I tales que m;f(m;) = 0 para todo i € {1,...,l} y todo j €
I\{j1,-.-,js} Entonces m; f: M ——=M; parak =1,...,5y si a éstos
elementos distintos de cero les aplicamos las inclusiones tenemos que

Ujlﬂ-jlf .o+ O-jsﬂ-jsf
coincide en los generadores con f, entonces

d(rjymj f+ -+ 7w f)=opminf+... +ojm. f=f

Luego ¢ es epimorfismo. Asi, como ¢ es monomorfismo y epimorfismo concluimos
que ¢ es isomorfismo, y por lo tanto tenemos que M es compacto.
O

PROPOSICION 1.48.
Sea F:9% —— ¥ wuna equivalencia de categorias con coproductos y Z € U
compacto, entonces F(Z) es compacto.

DEMOSTRACION.
Sea h:F(Z) ——]l;c; Wi un morfismo arbitrario. Veamos que el morfismo

h=> owf;

jeJ

h tiene la siguiente forma

donde ow; : Wj ——[],c; Wi son las inclusiones candnicas, y tenemos a los

morfismos f; : F(Z) ——= W; con j € J y J subconjunto de I finito.
Como F' es denso existen objetos Z; € % y existen isomorfismos v; tales que

vt Wz e F(Zz)
para toda i € I. Asi, para cada j € I, tenemos el siguiente diagrama

Hie[ Wi Hie[ F(Z;)

UW]»T TUF(Zj)

W; F(Zj)

y por la propiedad universal del coproducto, existe el morfimo v. Como cada
v; es un isomorfismo entonces tenemos que v también lo es. La informacion
obtenida hasta ahora la podemos resumir en el siguiente diagrama

F(Z) =L Le; Wi —> 11, F(Z))

UWJ-T TUF(ZJ)

W; —_— F(Zj).

J
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Recordemos que F' conmuta con el coproducto, pues es un funtor equivalencia.
Por lo tanto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo,

F(Z) —ns Hie] W, —> Hie] F(Zi) —> F (HiEI Zi)

o'wj T TUF(%
oz

W; . F(Zj)

con ® un isomorfismo. Asi tenemos un morfismo

Ouh: F(Z) —= F (11,e; 2:)

como F es denso, ®vh = F(f) con f:Z ——1l;c; Zi .

Por otro lado como Z es compacto, luego f = Zjel, oz,fjcon fj:Z ——Z;
para cada j en el subconjunto finito J de I. Por lo tanto,

Cvh=F(f) =) Floz,)F(f;) =) Floz)v(v; F(f;))

jed jeJ

= (IDZ/ZJle/IlF(fj).

jeJ
. _ -1
Como ® y v son isomorfismos, tenemos que h = ZjEJJW]. v; F(f;) donde

leF(fj) : F(Z) —— Wj . Asf concluimos que F(Z) es compacto.
O

1.5. Sistemas de generadores

Toda vez que hemos definido a los funtores exactos entre categorias triangu-
ladas, nos hacemos las siguientes preguntas jcuando un funtor es una equivalen-
cia?, jcudndo dos funtores son isomorfos?. En esta seccién vamos a establecer
criterios para responder estas cuestiones.

Primero veremos la definicién de un sistema de generadores de una categoria
triangulada. La importancia de este concepto queda clara en la proposiciéon que
sigue a la definicién.

DEFINICION 1.49.

Sea T una categoria triangulada con coproductos. Diremos que una familia de
objetos X de T es un sistema de generadores si cualquier subcategoria trian-
gulada 7' de 7, cerrada bajo coproductos, cerrada bajo isomorfismos y que
contiene a X, coincide con . Un objeto X de T es un generador de T si vy
sélo si X = {X} es un sistema generador de 7.
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LEMA 1.50.

Sea F: T —— ' una equivalencia de categorias trianguladas con coproduc-
tos y X es un sistema de generadores compactos, de 7, entonces X' = F(X) es
un sistema de generadores compactos de T'.

DEMOSTRACION.
Bastara ver que si %’ es una subcategorfa triangulada de 7’ cerrada ba-
jo coproductos e isomorfismos, que contiene a X, entonces %’ = 7'. Sea

G: ' ——> Z una casi inversa para F'y % la subcategoria plena de
con objetos % = {M € 7 | G(M') =2 M, para algin M’ € %'}. Probaremos
que Z es una subcategoria triangulada de .7 que es cerrada bajo coproductos
e isomorfismos que contiene a X. Luego . = % y F.9 = FG% C %', de
donde resulta %’ = .7'. La afirmacién sobre compactos es consecuencia de la
proposicién 1.48. Es evidente que % es cerrada bajo isomorfismos.

(a) Veamos que X C % . Tenemos F(X) = X' C %', luego GF(X) C G%' C
% . Pero % es cerrada bajo isomorfismos y GF = Id o, luego X C % .

(b) % es cerrada bajo traslaciones. Sea M € %, tenemos M = G(M') con
M’ € %'. Como G conmuta con traslaciones, luego TM = TG(M') =
GI(M" e G C%.

(¢c) % es subcategoria triangulada de . Sea f: M ——= N en % . Luego

existe g: M’ —— N’ en %', un diagrama conmutativo

G(M' G(N’
(M) W (N')
y un tridngulo Ag’ Y o N I/ T(M') en I, con L' € %'.
Luego tenemos el siguiente diagrama conmutativo
Gg ,
GM' GN' GL' GT(M')
M N L T(GM')

cuyo segundo renglén es un tridngulo en  con L € % .

(d) % es cerrada bajo coproductos. Sea {M;};c; una familia de % . Luego,
M; = G(M]) con Mj € %'y tenemos que [[,.; M] € %’. Por el lema
143, [Tier Mi = i G(M) = G(ie, M7) € %

O
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PROPOSICION 1.51.

Sean F,G : 3 —— T funtores exactos entre categorias trianguladas con co-
productos, tales que que conmutan con coproductos, y X un sistema de genera-
dores para 7. Entonces si o : F —= G es un morfismo de funtores exactos,

a es un isomorfismo si y sélo si para toda M en X ap : F(M) ——= G(M) es

un isomorfismo.

DEMOSTRACION.

Como « es un isomorfismo, en particular aj; también lo es para toda
MeX.

Sea .Z la subcategoria plena de 77 cuyos objetos son aquellos M € 93
tales que ap; es un isomorfismo. Veamos que se cumplen las siguientes afirma-
ciones

(a) Claramente tenemos que X C .&

(b) Z es cerrada bajo traslaciones.
Sea M € X, luego tenemos Vi € Z

. @
FTi{(M) —~— TiF(M)

"“T}(M)i J{TziaM

GT{(M) i T;G(M),
como ol Yl y Tiar son isomorfismos entonces aups (ar) €8 un isomorfismo
y por lo tanto T} (M) estd en .Z.

(¢) Z es subcategoria triangulada de 7;.
Sean M, My elementos en .. Tomemos el siguiente tridngulo

f g

M1 M2 M3 hd TlMl

si le aplicamos los funtores F' y G obtenemos el diagrama
Yy F(W)

F(f) F(g) F(w) P My
F(A{l) _— F(M2) _— F(Mg) _— F(TlMl) —_— TQF(]\/Il)

My l/ O‘MQl O‘M3l lo‘TlNIl iTzﬂMl
(9) G(w)

G(f) G
G(M1) —2 G(Ms) —Z G(Ms) —— G(T1 M) ——> T2G(M)).
My

Por la naturalidad del morfismo « los tres primeros cuadrados conmutan

y como es un morfismo de funtores exactos tenemos que el tltimo cuadra-
do también conmuta. Como or,, Opr,, @y a, Y Toay, son isomorfismos
tenemos, por la proposicién 1.34 que ay, es un isomorfismo y esto implica
que M3 € Z.
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(d) & es cerrada bajo coproductos.
Sea {M;};c; una familia de objetos de £, entonces Vi € I tenemos que

ay, @ F(M;) — G(M;) es un isomorfismo. Lo que deseamos probar es

que oy, ;¢ F(Uier Mi) —— G([1;c; Mi) también es un isomorfis-
mo. Como F'y G conmutan con sumas directas tenemos que sus respecti-
vos morfismos de conmutacién son: @p : [[;c; F(M;) — F (I1;c; M;)

y ®c: e G(M;) —— G ([1,c; M;) los cuales cumplen que Vj € I

Prop,) = Flonm,) v Paocu,) = G(oa,) . Consideremos el siguien-
te diagrama para j €

F(M;) — G(M;)
O'F(Jvlj)l \LUG(MJ-)
P
Hie] F(Mz) — = Lljer G(Mi)

F (Hiel Mi) o, (HiEI Ml)

en donde ¢ := ‘1’51(0(]_[ ;)@ r. Vamos a probar que el cuadrado superior
conmuta. Para ello veremos que el cuadrado exterior lo hace y posterior-
mente utilizaremos este hecho para lograr nuestro propdsito. Notemos que

Paoam;)am; = G(an)an

Yy que
o1 v ®rory) = o F o).

Por la naturalidad de « se tiene que el siguiente diagrama conmuta

Glowm,)
G(Mj) —= G(I1 M;)

QM T TQ]_[ M,

F(My) 5= F (L1 M)

y esto nos dice que
G(U]V[j )OzM]. = O[]_[ MiF(JM]-)

por lo tanto
Pgogay)om; = appa ProF ()

es decir, el cuadrado exterior conmuta. Ahora veamos que

VOR(M;) = OG(M;) M-
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Notemos que
Catoray) = ap1m, Prora) = Peoa) ;-

Como @ es un isomorfismo concluimos que ¢or(ar;) = Oa(m;)OM; , V) €
I. Pero esto implica que ¢ = [[,.; ans;, como todas las aypy, son isomor-
fismos, 1 es un isomorfismo y por lo tanto 1, Mi también lo es.

i

(e) Z es cerrada bajo isomorfismos.

Sean M € X M' € 1y g: M —— M’ un isomorfismo en .7;. Enton-
ces conmuta el siguiente cuadro

F(M) -2 G(M)

F(g)i J{G(g)

F(M') —— G(M'),

y como )y es un isomorfismo, esto implica que ajpys también lo es.

Asi, como X es un sistema de generadores para 7, tenemos que 7 = Z.

LEMA 1.52.
Sea F:7 —— ' un funtor exacto entre dos categorias trianguladas. En-

tonces F :Homgz(X,Z) —— Homg/ (FX,FZ) es isomorfismo si y sdlo si
F :Homg (TX,TZ) — Hom g/ (FTX,FTZ) es un isomorfismo.

DEMOSTRACION.

Sea F:7 —— 2’ un funtor exacto entre dos categorias trianguladas con
traslaciones Ty T”, respectivamente. Por definicién tenemos el isomorfismo
¢ : FT —— T'F y sabemos que 6y = (T") " 1¢p-1y es un isomorfismo, donde

§:(T")"'F——=pFr-1. Sea Y := TZ. Veamos que el siguiente diagrama
conmuta

Hom # (X, T1Y) Hom o/ (FX,FT~1Y)

T\L THom(l,éy)

Hom gz (TX,Y) Hom g (FX, (T')71FY)
g o
Hom o/ (FTX,FY) Hom g (T'FX,FY).
Hom(px ',1)

Sea f € Hom # (X, T~1Y), aplicando la traslacién obtenemos T'(f) : TX ——=Y ;
ahora aplicamos el funtor F' para obtener FT(f): FTX —> FY . Al aplicar
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Hom(¢ !X, 1) resulta

X FT
(1T Fx 2 prx YL py

entonces al aplicarle (7")~!

(T) ot (T")~—1FT(f)
—_—

FX ——% o (T")~—1FTX (T")~—1FTY.

Recuerde que dy : (T")"'FY —— pr-1y ; asi
Hom(1, dy)(T") "' Hom(px ', 1)FT(f) = oy (T") 'FT(£)(T") i

= (T or-y|(T) ' FT(AT) ok = (T) " or-1y FT(f)ex'].

Por la naturalidad de ¢, sabemos que el siguiente diagrama conmuta

FT
FT(x) YL prr-1(y)y

‘PX\L l‘/’(TW)

T'F(X) —>T'FT~(Y)
T'F(f)

entonces
Hom(1,dy)(T")~'Hom(px ', FT(f) = (T') " T'F(f)expx '] = F(f)

por lo tanto, el diagrama conmuta y esto implica el resultado deseado.

TEOREMA 1.53.

Sea F . —— 7' un funtor exacto que conmuta con coproductos, entre dos
categorias trianguladas con coproductos. Supongamos que X es un sistema de

generadores compactos de 7, cerrado bajo traslaciones, tal que:

(i) F:Homg(X,Y) —— Homgz (FX,FY) es un isomorfismo, para todo

X,Y en X.
(i) F(X) es compacto para toda X en X.
(i4i) La familia F(X) con X € X es un sistema de generadores de T’

Entonces, el funtor F' es una equivalencia de categorias.

DEMOSTRACION.
(i) Veamos que para cada X € X se tiene que

F : Hom g (X, W) —— Hom 4/ (FX,FW)
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es isomorfismo para toda W € . Sea % la subcategoria plena de .7 cuyos
objetos son las W € 7, tales que

F :Homg (X, W) —— Hom g (FX,FW)

es un isomorfismo VX € X. Veamos que se cumplen las siguientes afirmaciones:

(a) XC%.

Es trivial porque si W € X entonces
F : Homgz (X, W) — Hom o/ (FX,FW)
por hipétesis, es un isomorfismo para cada X € X.

(b) % es cerrado bajo traslaciones.
Sea W € % y X € X, luego tenemos que T 'X estd en X y esto nos
dice que Frp-1x y es un isomorfismo. Asi, por el lema 1.52 tenemos que
Fpp-1x rw es un isomorfismo y esto indica que TW estd en %, es decir
los trasladados de W estdn en % . Ahora sea W € %, X € X, entonces
TX € X, luego Frx w es un isomorfismo y esto implica que Fy p-1yy es
un isomorfismo para toda X € X. Asi tenemos que T~'W € %.

(¢) % es cerrado bajo coproductos.
Sea Y; € % para toda i € I. Queremos ver que [[,;
note que tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Y, € %. Sea X € X,

[1;c; Homo (X, Y;) —2 Homz (X, [[;c; Yi)

JT /KJYQ

Hom gz (X,Y;)

con ® isomorfismo porque X es compacto. Otra de las hipdtesis es que,
en el siguiente diagrama,

[1;c; Homg (FX,F(Y;)) ——> Hom g (FX, [[;c; F(Y1))

Pj
om(1,0r(yv;))

Homg/ (FX, FYJ'),

U es un isomorfismo ya que F(X) es compacto. Como F' conmuta con
coproductos, en el siguiente diagrama conmutativo tenemos que ¢ es un

isomorfismo

e F(Y:) —> F([1e; Vi)

IF(Yy)
|

F(Y)).
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Con estas hipétesis probaremos que
FX»H Y; - Homg(X, H Yl) E—— Homgl (F){7 F (H Yl))

es un isomorfismo. Para ello, bastarda demostrar que el siguiente diagrama
es conmutativo.

Hom gz (X, []Y3) Hom o/ (FX,F(]] Y1)
d

[ Hom (X, Y;) Hom(1px,®r)

L Fx,y, i

[Tie; Hom (FX, FY;) — Hom o (FX, [[F(Y3).

En el supuesto de que el diagrama conmute, note que ®, ¥, & » son isomor-
fismos y como por hipétesis cada Flx y; lo es, entonces también Fx 1y, es
un isomorfismo. Note que ver la conmutatividad del diagrama anterior es
equivalente a ver que, para toda j € I,

FXHYq)T]—HOHl 1FXa(I)F HFXY‘
en el siguiente diagrama

Fx 1y,
Hom # (X, Hiel Y;) ——— Hom 5/ (FX,F(I] Yi))

|

Hom gz (X,Y;) -7 o [I Hom 7 (X, Y;) Hom(lpx,®p)

FX,YJ\L UFX,Yil

Hom 4/ (FX, FYj) — [1;c; Hom 5/ (FX, FY;) — Hom 5/ (FX, [T F(Y3)).
fi

Sea h € Homg (X, Yj), entonces tenemos que
Fx 11v.®(7;(h)) = Fx 11y, (Hom(1, ov,)(h)) = Fx [1v,(ov;h).
Recordemos que X —h Y; I [;c; Yi por lo tanto, al aplicar el fun-
tor F', obtenemos
Fx 11vi(ov;h) = Fy, 11vi (0y; ) Fx v, (h).

Por otro lado,

HOHl 1F)(, (I)F (H FX Y; ) 7'J HOI’H(lFx, ‘I)F)\Il(ijX,Yj (h))
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= Hom(lpx, @F)Hom(lpx, UF(Yj))FX,Yj (h) = (I)FUF(Yj)FX,Yj (h)
= Fy, 11vi (0;) Fxv; (h).

Hemos probado que el diagrama conmuta y por lo tanto Fx 1y, es un
isomorfismo. Como lo anterior se vale para toda X € X entonces tenemos
que [[Y; e Z.

(d) % es una subcategoria triangulada de 7.
Sean My, My € 7. Tomemos el siguiente tridngulo en J:

u v

M, Mz —>TM;,

M,
vamos a probar que M3 estd en % . Como F es un funtor exacto,

F(u) F(v) wuy F(w)

F(Ml)HF(MQ)HF(Mg) T’F(Ml)

es un tridngulo en 7. Sea X € X entonces aplicando el funtor covariante
Hom(X, —) al primer tridngulo obtenemos la siguiente sucesién larga

-+ —— Hom 7 (X, M1) —— Hom & (X, M) —— Hom 7 (X, M3)

——> Hom & (X,TM;) —— Hom o (X, TM2) —> - --
w* (T(u))”

De manera analoga, si le aplicamos a

F(u) F(v) Py F(w)

F(My) F(My) F(Ms3) TF(My)

el funtor Hom(FX, —), obtenemos la siguiente sucesién larga

F(u)* *

v
.. — > Hom 4/ (FX,FM;) — > Hom 4/ (FX, FM3) — > Hom 5 (FX, FMj)

—— Hom 4/ (FX,FTM;) —— Hom 4/ (FX,FTM3) —M8M - --
(o a1y F(w))™ ) F(Tu))* )

entonces tenemos el siguiente diagrama donde los cuadrados conmutan
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por el lema 1.15

Hom & (X, M7) %Homg(X,Mz) %Homg(){,l\/h) (11)

F(u)* F(u)*

Hom 5/ (FX,FM;) —— Hom 5/ (FX,FM3) —— Hom 5/ (FX,FM3)

. (T (u))*
Hom o (X, M3) ——“> Hom g (X, TM1) ——— > Hom & (X, TM3)

| | |

Hom o/ (FX, FM3) — Hom ,/ (FX, FTM;) —> Hom o/ (FX, FTM,)
F(w)* (FT(u)*

%"?\42
(e a1y FT(w))

Hom o (FX, T'FM,)

Notemos que el primer renglén es exacto. Como Homg/ (FX, —) es un
funtor, nos implica la conmutatividad del siguiente cuadrado

FT(u)*
Hom o/ (FX,FTM;) —————— Hom o/ (FX, FTM,)

:

Hom 7/ (FX, FTM;) Hom 7 (FX, T'FM,)
(pmy FT(u))”

Esto implica la exactitud del “renglén” inferior del diagrama 1.1. Ahora
como todo conmuta, y los renglones superior e inferior son exactos en
el diagrama 1.1, entonces el renglén de “enmedio” también es exacto y
alicando la proposicién 1.34 tenemos que

F: Homg(X,M3) —— Hom o/ (FX, FM3)
es un isomorfismo. Por lo tanto, para toda X € X

F : Hom g (X, M3) —— Hom g/ (FX,FM3)
es un isomorfismo, lo que implica que M3 € % .

(e) % es cerrada bajo isomorfismos.

Sean M € %, M' € Ty g: M —— )f’ unisomorfismo en .7. Entonces
por el lema 1.15, para cada X € X

Hom & (X, M) —> Hom o (FX, FM)

/| Jror

Hom & (X, M') — Homgz (FX,FM')

se sigue que M’ € % .
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Como X es un sistema de generadores de 7, entonces % = 7. Asi hemos
probado que, si X € X, tenemos que

F :Homg (X, W) — Hom g/ (FX,FW)

es un isomorfismo para toda W € 7.
(#¢) Ahora probemos que F :J —— 7' es fiel y pleno.
Sea ¥ la subcategoria plena de .7 cuyos objetos son las V' € ¥ tales que Fy w :

Homg(V,W) —— Hom g/ (FV,FW) es un isomorfismo para toda W € 7.

Probemos las siguientes afirmaciones:

(a) XC 7.
Es facil de ver, pues dado X € X y VW € J tenemos que, por (i), Fx w
es un isomorfismo, luego X € 7.

(b) ¥ es cerrada bajo traslaciones.
Sean V € ¥ y W € 7. Tenemos que Fy p-1y es un isomorfismo, y esto
nos dice que Frry y es isomorfismo, asi que TV € 7.
Ahorasean V € ¥ y W € 7, entonces Fyrw es un isomorfismo. Observe
que Fy,rw = Frr—iyrw luego Fr-iyy es isomorfismo y esto nos dice
que T~V ev.

(¢) ¥ es cerrada bajo coproductos.
Sean V; € ¥, Vi € I. Vamos a probar que

Fiyv,,w : Hom(]];¢; Vi, W) —— Hom(F (Hielvi) ,FW)
es un isomorfismo.
[Lic: Fviw : [;e; Hom# (Vi, W) —— [, ; Hom &/ (FV;, FW)
es el inico morfismo tal que Vj € I el siguiente diagrama conmuta:

[1Fv, w

[I;er Homz (Vi, W) [I;e; Homg (FV;, FW)

Hom g (V;, W) Hom 7/ (FV;,FW)

Fvjow
en donde 7;, p; son las correspondientes proyecciones. Como cada Fy; w
es un isomorfismo, entonces [[,.; Fy, w es un isomorfismo. Tenemos los
siguientes isomorfismos

i€l
¥ : Homz ([ ;¢ Vi, W) ——[[,c; Hom & (V;, W)

'l/}l : HOng/ (Hiel FVi, FW) E— Hie[ Homg/ (FVi, FW)
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tales que

754 = Hom(ov,, lw) : Hom 7 ([ [;c; Vi, W) —— Hom & (V;, W)

PjW = HOH’I(O’FVj, ]-FW) : Homg/(]_[iel FVi, FW) —_— Homy/ (FVJ', FW)

Consideremos el siguiente diagrama:

Homg(]_[iel Vi7 W) L— Homy/ (F(Hiel Vi), FW)

Hom(®r, 1 (w))
" Hom g (] [;; FVi, FW)
o
[Lic; Homz (Vi, W) [I;e; Homg (FVi, FW)
™ ;
Hom g (Vj, W) Hom g/ (FV;,FW).

Vi,

W

Veamos que este diagrama conmuta. Sea f € Hom ([ [;c; Vi, W). Por un
lado,

p;jv'Hom(®p, 1pw)F (f) = Hom(opy,, lLpw)Hom(®p, 1pw )F(f)
= Hom(®rop(v,), lrew))F(f) = Hom(F(ov,), Lrw))F(f)
=F(f)F(ov,) = Fv,w(fov,);
por otro, tenemos que
Fy, wmh(f) = Fv,, wHom(ov,, 1w)(f) = Fv, w(fov))
luego el diagrama conmuta. Entonces
Fy, wr; = pjyy'Hom(®p, Ipw)Fy~".
Por la unicidad de [[ Fv, w
H Fy, w = ¢'Hom(®p, lpw)Fy .

(2

Como [, Fv,, w, ¢/, Hom(®p, lpw) y ¢! son isomorfismos se sigue que
F{1v,,w es isomorfismo para toda W € .7, entonces [[V; € 7.

(d) ¥ es subcategoria triangulada de .
Sean My, My € ¥. Consideremos el siguiente triangulo en J:

w T (u)
T M, T M,

u v

M, M

M3
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al aplicarle el funtor exacto F' obtenemos

Py 2 Fovn) 9% povy) 2L peran) 22 B eTam).

Ahora le aplicamos el funtor contravariante Hom(—, W) al primer tridngu-
lo, y el funtor Hom(—, F(W)) a la sucesién obtenida al aplicar el funtor F'
y obtenemos el siguiente diagrama

T (u)s Wy
Hom g (TM2, W) ——— > Hom(TM;, W) ——— > Hom(M3, W)

FT(u) F(w)«

Hom g/ (FTMz, FW) ——> Hom(TF(M;), F(W)) ——> Hom(F(M3), F(W))

(g *
Py FT(w))

Hom o/ (T'FMa, FW)

Hom(Ms, W) ———~ Hom(Ms, W) —— > Hom(M1, W)

| | |

Hom(F(M3), F(W)) W) Hom(F(Ms), F(W)) W Hom(F(M;), F(W))

donde por el lema 1.15 los cuadrados conmutan y el tridngulo lo hace
por que Hom(—,FW) es un funtor el cual nos da la conmutatividad del
siguiente diagrama, que es equivalente al triangulo del diagrama 1.2

FT(u)
Hom g/ (FTMz, FW) ——————— Hom o/ (FTM;, FW)

wMz)*T

H (T'FMsy, F —— > H /FTM F
om g ( 2, FW) @), om 1, FW).

Ahora, por la proposicién 1.34 tenemos que
F : Hom (M3, W) —— Hom (F(M3), FW)

es un isomorfismo para todo W € 7 y esto implica que M3 € 7.

(e) ¥ es cerrada bajo isomorfismo.
La prueba de esto es andloga a la del inciso (e) anterior, también se sigue
del lema 1.15.

Como X es un sistema de generadores para 7, resulta ¥ = 7. Entonces, tene-
mos que F' es fiel y pleno.
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(#41) Veamos que F' es denso.
Definamos a #Z como la subcategorfa plena de .7’ cuyos objetos son las Y € .7’
tales que Y ~ F(Yy) con Yy € 7. Vamos a demostrar que Z = 7. Sea

X' ={F(X)| X eX}
que por hipdtesis es un sistema de generadores de .7”.

(a) ¥ CcZ.
Es claro por la forma en la que definimos a X’.

(b) Z es cerrada bajo traslaciones.
SeaY € Z, luego Y ~ F(Yy) con Yy € . Como T” es un funtor,

T'Y ~T'F(Yy)
y, por lo tanto,

-1

7]
TY ~ T'F(Yy) ——2— FT(Y).

Esto nos dice que T'Y € %. Ahora, aplicamos el funtor (77)"! ala YV
dada y obtenemos

8
(T 1Y ~ (T")~1F(Yy) —2> FT-1(Yp).
Por lo tanto, (T")~'Y € %.

(¢) Z es cerrada bajo coproductos.
Sean Y; € #Z Vi € I. Asi, para cada i, se tiene un isomorfismo

hi .
Y; —— F(Y§)
entonces tenemos el siguiente diagrama

h i
Wier Yi o> Iies F(Y5)

UYJT TUF(Y@”)

Y; F(Yy)

J

por la propiedad universal del coproducto tenemos la existencia del iso-
morfismo hA. Como F' es un funtor que conmuta con coproductos

h i » i
Hie[ Y —— Hie[ F(Yo) —=F (Hiel YO)

esto nos dice que

[[vi=F (]_[ YJ)
i€l icl

es decir [[,.;Y; € Z.

icl
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(d) Z es subcategoria triangulada de 7.
Sean Y7, Y2 € #. Luego existen Y, Y# € 7 tales que

Yl ~ F(Ybl) YQ ~ F(YO2)

Consideremos el siguiente tridngulo en 7'

Y] —= Y, ——= Y3 —>T'Y;.
Como F es pleno, existe u € Hom#(Y{, Y3) tal que
F(u) = houhy!

Como 7 es triangulada, existe un tridngulo

Yol YO2 Z TY'Ol .

Por la exactitud de F obtenemos el siguiente tridngulo

F(u F(v Py1 F(wo)
POy 2 Fvg) S R (2) — TR,
En el siguiente diagrama
Y; - Ys - Y3 L 'Y,

hll \th h3 \LT’h]
Y

1 2 F(Z / 1
FOR) iy FOB) o F(2) — o TR )

el cuadrado izquierdo conmuta por la definicién de ug y hs existe por el
axioma (T'R3) de categoria triangulada. S6lo nos hace falta ver que hs es
un isomorfismo, pero sabemos que hq, hy y T'h lo son y esto implica que
hs lo es; por lo tanto Y3z ~ F(Z).

(e) Z es cerrada bajo isomorfismos.
Esto es obvio.

Como X’ es un sistema de generadores de 7', entonces Z = 7'. Asi, tenemos

que F' es denso.
O
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1.6. %-cuasi-isomorfismos y %-cuasi-proyectivos

En lo que sigue si 7 es una categoria triangulada con coproductos y tenemos
que T :9 ——> 7 el funtor traslacién, el cual ya vimos que conmuta con
coproductos donde el isomorfismo de conmutacion es 1. También supondremos
que si tenemos una familia de tridngulos en 7

Uj Vi wq

entonces

I v

D[] ws
Hie[ M; — iel Ni — Hie[ L;

T (Hiel Ml)

es un triangulo.

DEFINICION 1.54.

Sea T una categoria triangulada con coproductos, y € una subcategoria trian-
gulada de T cerrada bajo isomorfismos. Un objeto X € T se llamard € -cuasi-
proyectivo si

Homg#(X,C) =0
para toda C € €.

Denotaremos como 2 a la subcategoria plena de .7 cuyos objetos son €-
cuasi-proyectivos.

LEMA 1.55.
La subcategoria plena 2 es cerrada bajo traslaciones y cerrada bajo coproductos.

DEMOSTRACION.
Sean P € 2 y T el funtor traslacién. Veamos que TP y TP estdn en .7. Sea
C € € entonces T induce un isomorfismo

T : Hom(T~!P,C) — Hom(P, TC)

Como P es %-cuasi-proyectivo, entonces Hom(P, TC) = 0. As{ tenemos que
Hom(T~'P, C) = 0, lo que nos implica que T~1C' es €-cuasi-proyectivo. De ma-
nera similar se puede probar que T P es ¥-cuasi-proyectivo. Ahora veamos que 2
es cerrada bajo coproductos. Sean {M,},c1 C 2y C € €, luego Hom(M;,C) =0
Vi € I. Como
Hom(H M;, C) ~ H Hom(M;, C)
i€l iel

luego Hom(][[;c; M;, C) = 0 lo que implica que [];.; M; € 2, es decir 2 es
cerrada bajo coproductos.

iel

O
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DEFINICION 1.56.
Un morfismo f: X ——=Y en J se llamard €-cuasi-isomorfismo si existe

un tridngulo en I, X ! Y A T(X) tal que Z € 6.

PROPOSICION 1.57.
2 es una subcategoria triangulada de 7 .

DEMOSTRACION.
Teniendo en mente la definicién 1.54, notemos que T' es un automorfismo de .7
y de € y entonces 2 es cerrada bajo traslaciones. Sea

XX, Loy (X))

un tridngulo en 7, con X1, Xy € 2. Veamos que Y € 2. Sea C € € y apli-
quemos el funtor contravariante Hom o (—, C) al tridngulo dado, y esto nos da
la siguiente sucesion exacta

— Hom & (T(X1),C) AN Hom # (Y, C) LA Hom & (X2, C) L> Hom & (X1, C)

donde tenemos que, por la definiciéon 1.54
Homg (T(X;),C) 2 Hom (X3, C) = Hom#(X;,C) = 0.

Esto implica que Hom & (Y, C) = 0. Entonces Y € 2. Por lo tanto tenemos que
2 es subcategoria triangulada de 7.
O

DEFINICION 1.58.

Diremos que la categoria triangulada T tiene suficientes € -cuasi-proyectivos si
para todo M € T existen un € -cuasi-proyectivo pM y un € -cuasi-isomorfismo
hyr i pM —— M .

PROPOSICION 1.59.

Sea T wuna categoria triangulada con suficientes € -proyectivos y sea X € 7,
tal que para todo € -cuasi-proyectivo P tenemos que Hom o (P, X) = 0. Entonces
Xe?.

DEMOSTRACION.
Como 7 tiene suficientes proyectivos, entonces tenemos el siguiente triangulo
hx m w
pX X c T(pX)

con C € €. Veamos que X ~ C. Aplicando el funtor contravariante Hom o (—, X)
al tridngulo anterior obtenemos la siguiente sucesion exacta

* * h*
Hom 7 (TpX, X) ~*— Hom #(C, X) —~— Hom 7 (X, X) —=> Hom 7 (pX, X)
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Pero, notemos que Hom # (pX, X) = 0 y Hom & (TpX, X) = 0 pues pX y TpX
son %-cuasi-proyectivos. Luego, u* es un isomorfismo, y esto nos dice que existe
un morfismo ¢g:C ——= X que hace conmutar al siguiente diagrama

h m

s X C
a
X.

Aplicédndole el funtor covariante Hom & (pX, —) al mismo tridngulo obtenemos

pX Ys TpX

0 —> Hom 7 (pX, T~!C) — Hom 7 (pX, pX) — Hom o (pX, X) —> Hom 7 (pX, C)

pero como pX es @-cuasi-proyectivo se tiene que Hom gz (pX, X) = 0 y nuestra
sucesién exacta queda como

(T w)"

0 —— Hom 7 (pX, T~1C) ——————— Hom 7 (pX, pX) —— 0.

Al igual que antes tenemos que (7~ 'w)* es un isomorfismo y entonces, existe el
morfismo A € Hom(pX, T~*C) que hace conmutar al siguiente diagrama

/
—1
T2 — =P

pX
X

X C TpX

Pero, como C € € luego T~1C € € y esto implica que Hom & (pX, T~1C) = 0,
por lo tanto A = 0, y entonces 1,x = 0 lo que nos lleva a concluir que pX = 0.
Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

c
e
X——>C

donde el morfismo h se obtiene debido a que Hom(C, X) s Hom(C,C) es

T-C 0

un isomorfismo, (como puede verse aplicando el funtor Hom & (C, —) al tridngu-
lo original y usando nuestras hipdtesis, como antes). Recapitulando lo hecho,
hemos visto que uh = 1¢ y que gu = 1x. De hecho g = h, pues

g:glczguhzlxh:h.

Luego u tiene como inversa a h, y como % es cerrada bajo isomorfismos tenemos
que X ~C€%.
O

A continuacién daremos una caracterizacion para los %-cuasi-isomorfismos.

44



1.6. ¢-CUASI-ISOMORFISMOS Y ¢-CUASI-PROYECTIVOS

PROPOSICION 1.60.

Sea T una categoria triangulada con suficientes € -cuasi-proyectivos y

u: X ——=Y un morfismo en T. Entonces u es un € -cuasi-isomorfismo si y
solo si para todo € -cuasi-proyectivo P

Hom(1lp,u) : Hom & (P,X) —— Hom (P, Y)

es un isomorfismo.

DEMOSTRACION.
Suponga que u es un %-cuasi-isomorfismo y considemos el siguiente triangu-
loen 7

u v w

X Y w TX

con W € €. Sea P un €-cuasi-proyectivo arbitrario, aplicando el funtor Hom(P, —)
al tridngulo obtenemos la siguiente sucesion exacta

(Tﬁlw)*

— > Hom(P, T~'W) Hom(P, X) —“> Hom(P,Y) —

Hom (P, W) —“= Hom(P, TX) —

Note que como Hom(P, T~*W) = 0 y Hom(P, W) = 0 tenemos que la siguiente
sucesién es exacta

0 — Hom(P, X) — > Hom(P,Y) —= 0

luego Hom(1p, u) es un isomorfismo.
Consideremos el siguiente triangulo en .7

X——=Y ——W—TX;
veamos que W € €. Del tridngulo dado obtenemos

lw u v w

,1 .
-y TS - x Y W TX.

Sea P un %-cuasi-proyectivo arbitrario y notemos que el siguiente diagrama
conmuta por el lema 1.15

Hom(1lp, T 'u
Hom g (P, T~'X) (;l Hom & (P, T~1Y)

Tl iT

Hom & (TP, X) Homg (TP,Y).

Hom(1pp,u)
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Como TP es ¥-cuasi-proyectivo y Hom(1tp,u) es un isomorfismo, luego tam-
bién Hom(1p, T~1u) lo es. Por lo tanto, en nuestra sucesién exacta

(T ), (T )«
Hom g (P, T7!X) ———————— Homg (P, T~'Y) Hom & (P, T™'W)
(T~ 1w U v
Hom g (P,X) —— Homg (P,Y) ——— Homgz (P, W)

tenemos que (T~ 'v), = 0 y Im((T~'w).) = Ker(u.) y como por hipétesis
Hom(1p,u) es un isomorfismo, luego Ker(u,) = 0. Esto nos implica que para
todo %-cuasi-proyectivo P se tiene que, Hom(P, T~'W) = 0, y esto nos dice
que T'W € €. Por lo tanto W € %, luego u es un %-cuasi-isomorfismo.

O

Como consecuencia de esta proposicion tenemos el siguiente corolario.

COROLARIO 1.61.
Sea T como en la proposicion anterior y w: M —>= N, v: N—>L dos
% -cuasi-isomorfismos, entonces v o u también es € -cuasi-isomorfismo.

DEMOSTRACION.
Sea P un %-cuasi-proyectivo, por la proposiciéon anterior tenemos que

Hom(1p,u) : Hom#(P,M) —— Hom (P, N)

Hom(1p,v) : Hom & (P,N) —— Hom 4 (P, L)
son isomorfismos. Por lo tanto tenemos que
Hom(1p,v) o Hom(1p,u) = Hom(1p, vu)
es un isomorfismo, entonces v o u es % -cuasi-isomorfismo.

LEMA 1.62.
Sea f; : X; ——=Y; € -cuasi-isomorfismo Vi € I. Entonces

[icr fi: Wier Xi ——Iies Vi
es € -cuasi-isomorfismo.

DEMOSTRACION.
Como f; es ¥-cuasi-isomorfismo Vi € I, luego tenemos el siguiente tridangulo,
con C; € €,Viel
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Por lo tanto tenemos el siguiente tridangulo

LI fi [lg: [T ws
[Lic; Xi —=1ie;Yi —=1;e; Ci ——T (HiGI Xi)
donde [[;.; C; € €, lo que nos dice que [ [, fi es €-cuasi-isomorfismo.
O
TEOREMA 1.63.
Sean X —%> Xo —Y> X3 —2>TX, ,y Vi ——> Yy —-> Vs —->TY, dos

tridngulos y consideremos el siguiente diagrama en donde hi, hs son € -cuasi-
isomorfismos

X, —> Xy — > X3 —9>TX,
l h1 l ho J{ hs lThl
Vi ——=>Y, ——>Y; — =TV,

entonces ho es € -cuasi-isomorfismo.

DEMOSTRACION.
Sea P un %-cuasi-proyectivo apliquemos el funtor Hom & (P, —) al diagrama da-
do. Asi obtenemos el siguiente diagrama

). Uy Vs
Hom(P, T~1X,] —2% Hom(P, X;) —“> Hom(P, Xs) —> Hom(P, X3)

(T1h3)*l (hl)*i (hZ)*\L lhg

Hom(P, T_lYg%TT Hom(P,Y;) —— Hom(P,Y>) — Hom(P,Ys3)

Hom(P,X3) ——> Hom(P, TX;)

l(ha)* \L(Thl)*

Hom(P,Ys) — Hom(P, TY,).

Por la proposicién 1.60, tenemos que (hy)x, (h3)«, (Th1)« v (T~1hs). son iso-
morfismos, pues la clase de ¥-cuasi-isomorfismos es cerrada bajo traslaciones.
Por el Lema del Cinco tenemos que (hg). es un isomorfismo y esto implica que
ho es un %-cuasi-isomorfismo

O

PROPOSICION 1.64.
Sea T una categoria triangulada con suficientes € -cuasi-proyectivos. Enton-
ces existe un funtor exacto p: T —— F tal queNM € T, pM es € -cuasi-

proyectivo y existe un € -cuasi-isomorfismo hyy : pM —— M .

DEMOSTRACION.
Sea M € .7, por hipdtesis tenemos un %-cuasi-isomorfismo hps : pM — M
con pM %-cuasi-proyectivo.
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(a) Construccién del funtor p: 7 —— 7 :
F1 En objetos.
Sea M € 7 entonces el funtor p lo envia a pM.

F2 En morfismos.
Sea u € Hom o (M, N), luego tenemos el siguiente diagrama

pM har M ! Cu TpM
pN N Cn TpN
hn g

cuyos renglones son tridngulos en .7, hs y hy son é-cuasi-isomorfismos,
Pr, PN son @ -cuasi-proyectivos y Cyyr, Cpr estan en . Por la pro-
posicién 1.60, hy : Homg (pM, pN) —— Hom & (pM, N) es un iso-
morfismo, luego existe un tnico v’ € Hom & (pM, pN) tal que hyu' =
uhys. Definimos pu := o’

Ahora demostraremos que p efectivamente es un funtor. Veamos que p(vu) =

p(v)p(u). Sean M ——= N —~= [, dos morfismos entonces tenemos, el
siguiente diagrama conmutativo

hr

pM ——

=

p(u)

=
= 2

hn

p(v)

-
|

N~
<

pL T

por la unicidad concluimos que p(vu) = p(v)p(u). Es claro que p(1p) =
Lom

(b) p es exacto.
Sea T el funtor traslacién de 7.

(i) Veamos la existencia del isomorfismo ¢ : pT' ——Tp .
Si M € 7, tenemos el siguiente diagrama

pTMhT—M>TM

Al
ToM — >
PY oy TM
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Por un argumento similar al hecho cuando se definié el funtor p en
morfismos (usando la proposicién 1.60 y el hecho de que T'(has)
es %-cuasi-isomorfismo), tenemos la existencia de un tinico mor-
fismo \:pT'M ——=TpM que hace conmutar al diagrama ante-
rior. Similarmente, como T' preserva %-cuasi-proyectivos y %-cuasi-
isomorfismos, usando el mismo argumento anterior tenemos la exis-
tencia del Unico morfismo u: TpM —— pT M que hace conmutar
al siguiente diagrama

h‘TM
pTM ——TM

T“

TpM ) TM.

Ahora veamos que p es el inverso de \. Para probar esto, notemos que
al “pegar” los cuadrados anteriores obtenemos el siguiente diagrama

T
pTM hr M (f) Cru
) TM

TpM

T(hat TCu

de donde resulta que hpp A = hyag, pero (hras)* es un isomorfismo,
entonces A\ = lgpps. Similarmente se puede ver que pA = 7.
Sélo nos resta probar la naturalidad de ¢j; := Aps en la variable M.
Sea u: M —— M; un morfismo. Lo que deseamos ver es que el
siguiente diagrama conmuta

pT' M o TpM

pT(u)J/ lTp(u)

Por un lado, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

hrnm

pITM ——TM

AM\L

TpM —~
PM iy TM
Tp(u)l lT(u)

TleT*)(hMl) TM1

1rm
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y, por otro,

pTM 52 7oy

pT(U)i J/T(u)

pTM1 —_— TM1

hr ey
Any \L

TpM1 TH(hMl ) TM1 .

17y

Por la unicidad, tenemos que Tp(u)Apr = A, pT(u). Recordemos
que definimos a ¢pr = Ay, luego Tp(u)pnr = oarpT(u). Por lo
tanto ¢ es natural en la variable M.

(ii) p envia tridngulos en tridngulos.
Consideremos el siguiente triangulo en .7

u

T1 : M1 M2 Y M3 “ TM17

deseamos ver que

pv Yy pw

pMs3 TpM,

pM; 2> pM,

también es un tridngulo en 7. Consideremos al siguiente diagrama
conmutativo

ru

pM, pMy —"— 77— TpMy —2% TpMM,y

hty i thl g iT(hMl) lT(th)
'

M, Mo M; TM, — %> TM,

u v w

donde: el primer renglén es un tridngulo con Z € 7, que existe
por ser 7 una categoria triangulada; el morfismo g existe porque el
primer cuadrado conmuta por definicién del funtor p. Por el teorema
1.63, g es un %-cuasi-isomorfismo. Al aplicar el funtor p al tridngulo
T} obtenemos la siguiente sucesion

pu pv pw

pM,

pMs pMs; p(T(Mn)).
Notemos que tenemos el siguiente diagrama, donde hpz, y g son 6-

cuasi-isomorfismos

pMs -5 -7
T
M, M,
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por lo tanto existe el isomorfismo A\ : pM3 ——= Z tal que
g\ = hpy,. Asi tenemos el siguiente diagrama

pM; —> pMy —""> pM;
|
pMy —>=pMy —— 7

Veamos que Apv = r. Efectivamente ya que como hpz, y g son 6-
cuasi-isomorfismos, tenemos que el siguiente diagrama es conmutati-
vo, para un unico morfismo s:

pMy —— 7

My —— M;

Pero, por definicién de pv, tenemos que gA\pv = hps,pv = vhpy,; y por
otro lado tenemos que gr = hjs,v, entonces por la unicidad, podemos
concluir que 7 = s = Apv. Por construcciéon de ¢ : pT ——=Tp,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo con ¢y, isomorfismo

Yy

hTMli \LT(hMl)

TMl fr— TMl .
Lo obtenido hasta ahora lo podemos resumir el siguiente diagrama

pw

pMs3 pTM; —>T( (pMy)

pu pv
pM; pM,
iA

pM, pMy Z T(pMy),

r t

pu

donde por simplicidad omitimos el subindice de ¢ps,. Veamos que
conmuta el tltimo cuadrado, es decir ppw = tA. Para ello probaremos
que whyr, = T'(hpy, )epw y que whar, = T'(hpg, JEA

tA

pMs — pT M, —5> TpM,

hz\@i hT]\/Ill lT(hl\h)

My ———TM, TM,

o1
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Por un lado tenemos que why, = hranpw = T(hp, )epw y por
otro whys, = wgA = T(har, )tA, luego por la unicidad, tenemos que
tA = ppw. Asi tenemos la siguiente equivalencia

pv ppw

pM, pM> pM3 T(pMy)
k
pMy —=pMy ——Z ; T(pMy).

Lo que nos implica que el renglén superior del diagrama anterior es
un tridngulo. Por lo tanto, el funtor p es exacto.
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Capitulo 2

Categorias de Frobenius

2.1. Definiciones basicas

En este capitulo nos dedicaremos al estudio de las categorias de Frobenius, las
cuales veremos con un enfoque un poco diferente al cual aparece en la literatura.

DEFINICION 2.1.
Sea € una categoria aditiva. Un par (f,g) de morfismos

M—lsp_ton

se llama exacto si y solo si f es el nicleo de g y g es el conicleo de f.

Un morfismo del par exacto M S E—2~N enel par exacto

f g
M’ —— E' ——— N’ es una terna de morfismos (u,v,w) que hacen conmu-
tativo al siguiente diagrama

M——FE—N

N

M —>E —>N'.

f g

f g f! g’ .
Los pares exactos M —— E ——> N y M' —— E' —> N’ son isomorfos
si y sdlo si existe un morfismo (u,v,w) entre ellos con u,v, w isomorfismos.
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2.1. DEFINICIONES BASICAS

DEFINICION 2.2.
Sea € una categoria aditiva y & una clase de pares exactos, cerrada bajo isomor-
fismos, diremos que f: M —— E es &-inflacion si eviste g: E —— N |, tal

que (f,g) € & y que es &-deflacion si existe g: N —— M , tal que (g, f) € &.
Diremos que la sucesion M 1. E—2> N es una &-sucesion si (f,g) €&.

EJEMPLO 2.3.
Si M,N € €, tenemos el par exacto que llamaremos par exacto candénico

(o) (0.1)

M—M®N—N.

Un par ezacto ML>E 7> N se divide si y sélo si es isomorfo al par

exacto canonico descrito antes.

DEFINICION 2.4.
Sea € una categoria aditiva. Una estructura exacta & en € es una clase de
pares exactos cerrada bajo isomorfismos que satisface:

(i) idyr: M —— M es &-inflacion y &-deflacidn.

(i) (a) Para cada &-sucesion M N E—Y> N y cada morfismo

w: X —> N existen una &-sucesion M —s F i> X yun
morfismo \: F —— E tales que hacen conmutar el siguiente dia-

grama
B

M——>F—X
M N E—2>N
donde el sequndo cuadrado es pull-back.
(b) Para cada &-sucesion M A E—2> N y cada morfismo

w: M — X existen una &-sucesion X —— [ _h N y un
morfismo )\ : E ——> F tales que hacen conmutar al siguiente dia-

grama
ML>E*>N
b
X*>F*>N

donde el primer cuadrado es el push-out.
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(iii) Composicién de inflaciones es inflacion, al igual que la composicidn de
deflaciones es deflacion.

(iv) Siwusuq es inflacion entonces uy es inflacion. Sivavy es deflacion entonces
v es deflacion.

Una categoria exacta (%, &) es una pareja donde % es una categoria aditiva
y & es una estructura exacta en %.

LEMA 2.5.
Sea (€, &) una categoria exacta. Entonces:

(a) Silos renglones del siguiente diagrama conmutativo

f g

—F——>N

M
ui A
X

——>F——>N

B

(+) (—ha)

son &-sucesiones, entonces M Ea X F es una &-
sucesion.

(b) Si los renglones del siguiente diagrama conmutativo

a B

M—F—X

>\ N

) (9. —w)

son &-sucesiones, entonces M EFEap X F es una &-
sucesion.

DEMOSTRACION.
ver apéndice de [?].

@ >

LEMA 2.6. (de Factorizacion)
Si en la categoria exacta € = (€,&) tenemos el diagrama conmutativo

S1 t1
My ——FE ——N;

L

My —— E5 —— Ny
S2 to
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con renglones &-sucesiones, entonces tenemos un diagrama conmutativo:

M1*>E1*>N1

M24>F4>N1

Wl |

24>E24>t N,

con renglones &-sucesiones y ademds se tiene que v = vavy.

DEMOSTRACION.
Por la exactitud de ¥ tenemos el siguiente diagrama conmutativo en ¢

M14>E1%N1

|

My ——F—5>MN

con renglones &-sucesiones, donde el primer cuadrado es un pushout. Conside-
remos el pushout de {u, s1}

S1 t1
M, ——F ——N;

\'U
MQ?F?XVI

\,

por la propiedad universal del push-out existe el morfismo
o 1 F'—— F5 tal que voax = s y vav7 = v. Como los renglones del siguien-

te diagrama son &-sucesiones, existe A : N; —— Ny que hace conmutar al
siguiente diagrama en €

M24>F4ﬁ>N1

b

My —— Ey —= Ns.
S2 to
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Entonces obtenemos el siguiente diagrama

Ty M1*>E1*>N1
|
y: M2T>F7>N1
| )
o : MQ?EQTNQ,

en el cual inicamente falta ver que A = w. Recordemos que fv; = t1, luego:
)\tl = )\ﬁvl = tz’Ug’Ul = tQU = wt1

y como t; es epimorfismo, concluimos que A = w.

DEFINICION 2.7.
Sea (¢,&) una categoria evacta:

(i) P € € sellama &-proyectivo si cualquier &-sucesion X 2. E—1sp
se divide.

(ii) I € € se llama &-inyectivo si cualquier &-sucesion | I E—2sx

se divide.
Veamos una caracterizacion tutil de los &-proyectivos y de los &-inyectivos.

PROPOSICION 2.8.
Sea P € €. Diremos que P es &-proyectivo si y sdlo si para cada &-sucesion

X N E—2svy y cada morfismo s: P ——Y , existe el morfismo

\: P——>FE tal que hace conmutar al siguiente diagrama

P
X — E — Y.
DEMOSTRACION.
Consideremos la siguiente gréafica, cuyo renglén es una &-sucesion,
P
L
X—>EF—2>y
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y construyamos el pull-back
X—=F—=Pp
bl
X N E—1>v.
Por hipétesis tenemos que P es &-proyectivo, entonces la &-sucesion
X—=F—=P
se divide, es decir, existe p: P —— F tal que vu = Idp. Entonces
g\ = svpu = sldp = s.

Luego, tenemos que el siguiente diagrama conmuta

A \L
L s
¥

Como para toda &-sucesién X AN E—2sy y para todo morfismo

s: P——=Y se tiene el siguiente diagrama conmutativo

r
)
X—>E—>Y

en particular lo tenemos para Y = P,y s = Idp. Asi, tenemos que la &-sucesiéon

Xt B2 p sedivide.

O

PROPOSICION 2.9.
Sea I € €. Diremos que I es &-inyectivo si y solo si para cada &-sucesion

X LN E—2svy y cada morfismo s: X —— I , existe el morfismo
A : E——=1 tal que hace conmutar al siguiente diagrama

X
I
1
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DEMOSTRACION.
Considere la siguiente &-sucesién y un morfismo s: X ——= 7T
f g
X—F——=Y.
1
Construyamos el push-out
f g
X—F——Y
)
[ ——— _—

u v °

Por hipétesis, I es &-inyectivo, entonces la &-sucesién | —— F ——>Y se
divide, entonces existe p:F ——= 7T, tal que pu = Id;, asi tenemos que
p(Af) =pus=1Idis=s

Para cada &-sucesion X EEEN E—2sy y todo s: X —— ] existe
A tal que el siguiente diagrama conmuta

X—spg—2sy

pE A

1.

En particular, si X = Iy s = Idy, tenemos que \f = Id;, es decir la &-sucesion

I *f> E LA Y se divide.
O

DEFINICION 2.10.
Sea (€, &) una categoria exacta.

(i) Diremos que (€,&) tiene suficientes proyectivos si, para cada X € €,

existe una &-sucesion Y ——= P ——= X donde P es &-proyectivo.

(i) Diremos que (€, &) tiene suficientes inyectivos si, para cada X € €, existe

una &-sucesion X —— J ——=Y donde J es &-inyectivo.
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DEFINICION 2.11.

Una categoria exacta (€,8&) se llama Categoria de Frobenius si tiene suficien-
tes &-proyectivos, tiene suficientes &-inyectivos, y los & -proyectivos son los & -
1nyectivos.

2.2. La categoria estable

DEFINICION 2.12.
Sea (€¢,&) una categoria de Frobenius. Para M,N € Obj(¥), denotaremos
por P(M,N) al subgrupo de Home (M, N) formado por todos los morfismos

f:M——= N en € tales que se factorizan a través de un proyectivo (in-

yectivo). La categoria estable € tiene por definicion los mismos objetos que €,
pero sus morfismos estan dados por

Home (M, N
HOmz(M,N) = :P(l\/l(l\f))

Si f € Homg(M,N) y g € Homg(N,L), go f := gf € Homg (M, L).

OBSERVACION 2.13.

€ es una categoria aditiva y la proyeccion candnica 7 : %€ —= € que envia
cada objeto en si mismo y cada morfismo en su clase modulo P, es un funtor
aditivo.

PROPOSICION 2.14.
Sea (€, &) una categoria exacta. Entonces cada diagrama en €

X—~s=J—">M

/| [,

y —%> K ——=N,

con renglones & -sucesiones y J, K &-inyectivos se puede completar a un diagra-
ma conmutativo en € :

i) ﬁ |

Yy —> K — N.
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DEMOSTRACION.
Tenemos el diagrama

X —t=J—"=M

fl
Yy —“2>K—=N

con J, K &-inyectivos y renglones &-sucesiones. Como K es &-inyectivo, enton-
ces existe f . J—— K tal que fu = af. Por otro lado,

(Bf)u = B(fu) = Blaf) = (Ba)f = 0f =0,

y como v es el contcleo de u, entonces por la propiedad universal del contcleo
existe un Unico morfismo f:M—=N tal que Bf = fv. En resumen, tene-

mos el siguiente diagrama conmutativo

X —=J—"=M
o Y
Yy —> K ——> N.
PROPOSICION 2.15.

Sea (¢, &) una categoria exacta. Entonces cada diagrama en €

M——J—"=X

e

N——K—Y,

con renglones &-sucesiones y J, K &-proyectivos se puede completar a un dia-
grama conmutativo en € :

M—J——X
a B
N—K —Y.

u v

“hy

DEMOSTRACION.
Tenemos el diagrama

M—t=J]—=X

N*>K46>Y
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con J, K &-proyectivos y renglones &-sucesiones. Como J es &-proyectivo, en-
tonces existe f . J—— K tal que ﬂf = fv. Por otro lado, note que ﬁ(fu) =
fvu = 0. Pero sabemos que « es el nicleo de 3, entonces por la propiedad uni-
versal del nicleo existe un tnico morfismo f: M —— N tal que af = fu.

Entonces tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo

M—t=J]—=X

7 aifﬂlf

v
N——K—Y.

O

La siguiente cuestion es, si estos morfismos inducidos son tnicos. La res-

puesta es que lo serdn tnicamente en € y lo demostraremos en la siguiente
proposicién.

PROPOSICION 2.16.
Sea (€, &) una categoria de Frobenius. Consideremos a los siguientes diagramas
conmutativos en €

XTIy —>M Yy XTIy =M
fl fl lf fl gl lg
o 8 o 8
YﬂlyﬁN YH[Y*>N

con renglones &-sucesiones y Ix, Iy &-inyectivos. Entonces w(f) = n(g).

DEMOSTRACION.

Por hipétesis, tenemos los siguientes diagramas conmutativos en ¢
X—>Ix——>M y X—>Ix——>M
b I

a B

Y——Iy—N Y ——Iy —N.

Vamos a probar que f — g se factoriza a través de un &-proyectivo. Para esto
consideremos el siguiente diagrama conmutativo en €

X —2>Ix =M

| e |

YT>IYT>N.

Entonces, tenemos que ( f — g)u = 0, pero v es el conucleo de u, luego por la
propiedad universal del contucleo, existe un tnico morfismo )\ : M —— Iy tal
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que Av = f — §. Queremos ver que en el siguiente diagrama el tridngulo inferior
es conmutativo

X —sIx—t>M

Ol f@i e lf—g

Como B(\) = B(f—9) = Bf - = fo—gv = (f—ﬁ)v, y v es epimorfismo luego
BA = f —g. Entonces tenemos que f — g se factoriza a través de un proyectivo
y esto concluye que 7(f) = 7(g) en €.
O
El dual de esta proposiciéon también es cierto.

PROPOSICION 2.17.
Sea (€¢,&) una categoria de Frobenius. Supongamos que tenemos en € los si-
guientes diagramas conmutativos

M —4>Px —=X Y M —4>Px —=X
o B @ B
N —— PY —Y N —— PY —Y

con renglones &-sucesiones y Px, Py &-proyectivos. Entonces 7(f) = 7(g).

DEMOSTRACION.
Tenemos los siguientes diagramas conmutativos en &

M —4=Px =X y M —4>Px =X
o B o B8
NHPYHY N*>PY*>Y.

Vamos a probar que f—g se factoriza a través de un &-proyectivo. Consideremos
el siguiente diagrama conmutativo en ¢

M —4=Px =X

A

N——=Py ——>Y.

B

Entonces, B(f —§) =0, y como « es el nicleo de 3, por la propiedad universal
del nicleo, existe un dnico morfismo A : Px —— N tal que al = f — §:

M —4=Px =X

NT>PYT>Y.
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Falta ver que el tridangulo superior conmuta. Tenemos
(@Nu=(f-gu=fu—ju=af-ag=a(f-9)

y como « es monomorfismo, concluimos que f—g = Au, es decir f—g se factoriza
a través de un &-proyectivo.
O

DEFINICION 2.18.
Vamos a definir un funtor. T : € ——= %€ . Veamos la asignacion de los obje-

tos de €. Dado X € € elijamos una &-sucesion X BN P , con Ix
&-inyectivo. Definamos a T(X) :=Y. Ahora veamos la asignacion deT en mor-
fismos, sea f: X ——=Y wun morfismo en €, y consideremos las & -sucesiones
elegidas de X yY, X —>Ix —>T(X) y Y —> Iy —>T(Y), res-
pectivamente. Entonces por la proposicion 2.14 tenemos el siguiente diagrama
conmutativo en €

X 25 1y —5T(X)

b

Definamos T(f) :=n(f), donde 7w :% —= % es la proyeccidn candénica. No-
temos que T estd bien definida en morfismos gracias a la proposicion 2.16.

PROPOSICION 2.19.
T:%—=% esun funtor aditivo.

DEMOSTRACION.
Supongamos que el siguiente diagrama conmuta en ¥, para i = 1, 2.

vx

X > Ix —>T(X)
fiJ/ lf iﬁ-
Y ——=Iy —=>T().
Entonces, también el siguiente diagrama conmuta
X 25 Iy 5 T(X)
f1+f2i lf1+f2 iflﬂ%
Y ——= Iy —>T().

Por definiciéon de T tenemos que

T(fi+ fo) = 7(fi + fo) = 7(f1) + 7(f2) = T(f1) + T(f2).
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Ahora veamos que T(g o f) = T(g) o T(f). Sean f € Homg(X,Y) y g €
Home (Y, Z). Tenemos el siguiente diagrama en donde todos los cuadrados in-
teriores son conmutativos

por lo tanto el cuadrado exterior también conmuta

X 5 Iy —5 T(X)

gfl lgf af

Uz Vz
Entonces tenemos que T(gf) = n(§f) = 7(§)n(f) = T(g)T(f). Finalmente, si
X € € tenemos el siguiente diagrama conmutativo en %

ux VX

X4>IX4>T(X)

1T

X ——Ix —>T(X).

Entonces, T(1x) = m(17y) = lp(x). Asi, hemos probado que T" es un funtor
aditivo.
O

AFIRMACION 2.20.
Ker(T)={f]| f se factoriza a través de un &-proyectivo}

DEMOSTRACION.

Sea f € Homg(X,Y) tal que T(f) = 0, lo cual nos dice que el morfismo
f; T(X)—=T(Y) se factoriza a través de algiin &-proyectivo P, es decir,
tenemos el siguiente diagrama en €

ux vX

X Ix T(X)
f 7 P r
7/
s B
7 A \
k
Y . Iy oy r(Y)
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Suponga que ]”v = fa. Como P es proyectivo y el renglén inferior es una
&-sucesion, existe el morfismo )\ : P —— Iy tal que vy A = (. Definamos
1 := Aq, asi tenemos el siguiente diagrama.

X 5 Iy —5T(X)

=l AT

Y o Iy —> T(Y),

Veamos que vy(f— nux) = 0.

~

vy (f —nux) = vy f — vynux = vy f — vy vy

=vyf —Pavx =vyf— fux =vyf—vyf=0.
Como uy es el nicleo de vy, por la propiedad universal del nicleo, existe un
Unico morfismo o:Ix ——=Y tal que f — nux = wuyo, es decir, tenemos el
siguiente diagrama en el cual, el tridngulo inferior del primer cuadrado, conmuta

u vXx

X —>Ix —>T(X)
fJ/ o lfﬁvx lf
L
Y ——Iy —=T(Y).
Veamos que cux = f
uyoux = (f —pux)ux = fux —puxux = fux = uy f

como uy es monomorfismo, entonces cuyx = f. Luego f se factoriza a través
del &-proyectivo, Ix. Por otro lado, supongamos que f € Hom¢(X,Y) y es tal
que se factoriza a través de un proyectivo P

N

P.

Aplicando el funtor T', obtenemos el siguiente diagrama

T(f)

donde T(f) = T(8)T(a) = 0, pues como P es proyectivo, T(P) = 0, por lo
tanto T'(8) =0y T(a) = 0. Asi, f € Ker(T).
O

66



2.2. LA CATEGORIA ESTABLE

COROLARIO 2.21.
El funtor T : ¢ — % induce un funtor aditivo a nivel de la categoria estable,
que denotaremos con el mismo simbolo T'.

DEFINICION 2.22.
De manera andloga vamos a definir un funtor S .:€ —— % . Veamos la asig-
nacion de los objetos de €. Dado X € € elijamos la siguiente &-sucesion

Y —% Py ﬁ—X>X con Px &-proyectivo. Definamos a S(X) =Y. Ahora

definamos a S en morfismos. Sea f: X ——=Y wun morfismo en €. Conside-
remos las &-sucesiones elegidas para X y 'Y, respectivamente, y el morfismo de
&-sucesiones inducido

ax Bx

i J{f lf
v By

ax

S(Y) s py 2oy

Definimos S(f) := n(f), donde 7 : % —=€ es la proyeccion candnica. No-
temos que la proposicion 2.17 nos dice que T(f) no depende del morfismo de
&-sucesiones (f, f, f) que levanta a f.

PROPOSICION 2.23.

S: € ——=% es funtor aditivo.

DEMOSTRACION.
Supongamos que el siguiente diagrama conmuta en % para toda i = 1, 2.

ax Bx

S(X)HPX — X

Tl

Y

Entonces, también conmuta el siguiente diagrama

S(X) X py Xy

f1+f~2l lfl_ﬂ% lfl-‘rﬁz

ay By

SY)——= Py —>Y.
Por la definicién de S, tenemos que

S(f1+ f2) = 7(f1 + f2) = 7(f1) + 7(f2) = S(f1) + S(f2).

Veamos que S(go f) = S(g) o S(f). Sean f € Homy(X,Y) y g € Home (Y, Z).
Tenemos el siguiente diagrama en el cual todos los cuadrados interiores son
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2.2. LA CATEGORIA ESTABLE

conmutativos
ax Bx

S(X)HPX — X

.fl J{f lf

ay ﬁY

SY)——= Py ——Y

Ql J{Q ig
luego, tenemos que el cuadrado exterior también conmuta. Entonces tenemos
que

S(gf) = n(af) = n(@)m(f) = S(9)S(f)-

Finalmente, si X € ¢, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en &

ax Bx

1s(x)l 1PX\L llx

Entonces, S(1x) = m(1g(x)) = lg(x)- Asi, hemos probado que S es un funtor

aditivo.
Oa

PROPOSICION 2.24.
Ker(S)={f| f se factoriza a través de un & -proyectivo}

DEMOSTRACION. B
Sea f en Homg (X,Y) tal que S(f) = 0, entonces el morfismo f se factoriza a
través de algin &-inyectivo I, luego tenemos el siguiente diagrama

S(X) ax Py Bx X
\ A
yE
f / 1 f f
S(Y) o Py . Y.

Asi tenemos que f = vu, como I es &-inyectivo, existe A tal que Aax = u.
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Definamos 7 :=vA: Px — S(Y) , asi tenemos el siguiente diagrama

ax

S(X) s py Xy

| A e |

ay
Veamos que (f— ayn)ax =0

(f— ayn)ax = fozX —aynax = Fax — ay (VA)ax

= fax —ayvu = fax —ayf = fax — fax =0.
Pero como Bx es el contcleo de ax, por la propiedad universal del contcleo
existe un Unico morfismo ¢ : X —— Py tal que f — ayn = o8x. Es decir,
tenemos el siguiente diagrama en el cual el tridngulo superior del segundo cua-
drado, conmuta

ax Bx

=

ay

Veamos que el tridngulo inferior del segundo cuadrado también conmuta. Te-

nemos fByofx = By (f —ayn) = By f — Byayn = By f = fBx, v, entonces,
Byo = f. Luego, f se factoriza a través de un &-proyectivo. Ahora sea f en
Home (X, Y) tal que se factoriza a través de un &-inyectivo I

X -7 . Y
1.
Aplicando el funtor S, obtenemos

S(f)

m4

0, pues como I es &-inyectivo, S(I) = 0 y esto
=0. Asi f € Ker(S).

Entonces S(f) = S( )S( ) =
nos dice que S(v) = T'(u)
O

COROLARIO 2.25.
El funtor S :¢ —— % induce un funtor aditivo € —— % , que denotare-
mos con el mismo simbolo S.
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PROPOSICION 2.26.
TS = Idz ~ ST

DEMOSTRACION.

Consideremos X € € y elijamos a la &-sucesién S(X) —~= Px L X . No-
temos que también S(X) € €. Entonces hemos elegido la siguiente &-sucesién
S(X) —%=Ig(x) —==TS(X) . Aplicando dos veces la proposicién 2.14 ob-
tenemos el siguiente diagrama conmutativo en ¢

S(X) — > py 7

L)

S(X) *>IS(X) —>TS(X)

P,y

S(X) —

Definamos px = 7(A) y ox = 7(3), donde 7:%4 —= € es la proyeccién
canonica. También tenemos el diagrama conmutativo

4>PX4>X

i

4>PX4>X

B

Por la proposicion 2.16 tenemos que

oxpx =7(V)T(A) =7(3A) = 7(lx) = 1x.
Anélogamente se muestra que pxox = lpg(x). Similarmente, si X € €,
elijamos a la siguiente &-sucesién X ——> Ix —= T(X) .
Observemos que T(X) € &, por lo tanto elijamos a la siguiente &-sucesién

ST(X) —*— Pr(x) £, T(X) . Aplicando dos veces la proposicién 2.15 a
17 (x) obtenemos el diagrama conmutativo en ¢

X Ix —T(X)
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Definamos p'y : 7r():’) y ol 7('), donde 7 :%4 —= % es la proyeccién
candénica. Aplicando la proposicién 2.15 al diagrama conmutativo anterior y al
siguiente

X =Ty —=T(X)

ilT(X)

X —> Ix —>T(X)

obtenemos o p’y = m(N)7w(y') = 7(N') = w(1x) = 1x.

Similarmente, se muestra que p'yo’y = lgp(x). En este punto nos falta un
detalle por probar, la naturalidad de los morfismos px,ox, px v 0. Veamos
primero la naturalidad de p’y. Lo que queremos probar es que el siguiente dia-
grama es conmutativo, para cada m(f) € Home (X,Y),

’
Px

— X 57(X)
W(f)l iTS(f)
(

X T(X)

f f lf

v uy Iy — 2 T(Y)

s

ST(Y — PT(Y) 7) T(Y)

1oy

obtenido de aplicar la proposicién 2.14 a f y a 1p(y). Por otro lado tenemos el
siguiente diagrama conmutativo en ¢

que se obtiene de aplicar la proposicién 2.15 a 1p(x) y a f . Aplicando la proposi-
cién 2.17 a los dos tltimos diagramas obtenemos 7(foNy ) = (N} f). Entonces,

pyr(f) = m(Ny)m(f) = 7Ny f) = m(faXx) = 7(fo)m(Nx)

71




2.2. LA CATEGORIA ESTABLE

= S(f)px = S(x(f))px = ST(f)p'x.

Veamos la naturalidad de o’ . Lo veremos es que, en %, el diagrama es
conmutativo

ST(X) s x
sm)l J{ﬂ(f)
ST(Y) —Y.

Ty

Esto es consecuencia de la proposicién ??, pues o’y = (p'y) ™! para cada X € €.
La prueba de que p:lg ——= TS es una transformacién natural con inversa

o es similar a la hecha anteriormente.
O

LEMA 2.27.

Consideremos que X ——> Iy — > T(X) y S(X) - Px e X son
X

nuestras elecciones de &-sucesiones, VX € €, de tal forma que ST(X) = X
yTS(X)=X. Entonces, T : € ——=€ es un automorfismo.

DEMOSTRACION.

Sabemos que T es una biyeccién en la clase de objetos de € con inversa S. Sea
7(f) € Homg (X,Y). Por la proposicién 2.14, tenemos el diagrama conmutativo
en €

X 5 Iy —5T(X)

N

Por la proposicion 2.15, también tenemos el siguiente diagrama conmutativo en

¢

o s

X = STX > Pp, —% T(X)
fll/ fli lf

Y = STY s> Pry ——>T(Y).

Por la proposicién 2.17, n(f) = n(f1). Entonces,

n(f) =n(f1) = S(x(f)) = ST(n(f))-

Luego, ST = idy. Similarmente se prueba que T'S = id.
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DEFINICION 2.28.
Sean M,N € ¥. Denotaremos por Exte(N,M), al conjunto de las clases de

. - . u v . .
equivalencia [x] de &-sucesiones x : M — E — N por la siguiente rela-
cion de equivalencia: x ~ y si y solo si existe un diagrama conmutativo

M—>EF—>N

:

M——F—=N,

donde A\ es un isomorfismo.

PROPOSICION 2.29.
(a) Supongamos que los siguientes diagramas son conmutativos, y sus renglones
son &-sucesiones

T ML>E1L>N1 Yy MHFLJ\H
P b
2*>E2f>N2 My —= Ey —— Nos.

2

Entonces x ~ y.
(b) Supongamos que los siguientes diagramas son conmutativos, y sus renglones
son & -sucesiones

M1*>E1*>N MIHEIHN
| ) |
T M2—>E2—>N Y M24>F4>N

Entonces x ~ y.

DEMOSTRACION.

Haremos la demostracién del inciso (), el otro caso de prueba de manera anélo-
ga. Aplicando el lema de factorizacién 2.6 al diagrama conmutativo de la iz-
quierda, con w = Idy obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

M1*>E1*>N

|

z: M24>F4>N
‘|
xZ . MQHE2—>N
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donde el cuadrado superior izquierdo es el push-out y p/u = v. Entonces los
ultimos dos renglones son &-sucesiones equivalentes; z ~ z. Similarmente se

puede ver que y ~ z. Por tanto, x ~ y.
O

LEMA 2.30.
¥ : Home (M, T(N)) —— Exte (M, N), es un isomorfismo.

DEMOSTRACION.

Primero definamos al morfismo % : Homeg (M, T(N)) —— Ext (M, N), como
sigue. Dado 7(u) € Homg (M, T(N)). Entonces ¢(n(u)) := [z,] donde z,, es el
pull-back

S1 t1

Ty * N E M

|k

Veamos que:

(a) 1 estd bien definida.
Sean u,v € Homg (M, T(N)) tales que ¢(m(u)) = ¢(mw(v)). Por construc-
cién, tenemos los pull-backs

S1 t1

Loyt N E M

|

N ——> Iy ——>T(N)

UN UN

ta

T, N—2sp M

N ——In —= T(N).

Veamos que x, ~ x,. Como 7(u) = w(v), entonces 0 = w(v) — w(u) =
m(v — u), luego tenemos que v — u se factoriza a través del &-proyectivo
Iy

Ty * N E M
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de donde tenemos que v — u = vy A. Asi tenemos el siguiente diagrama

S1 t1

N E M

g+/\t1l \Lv:u—&-vz\;)\

N —— Iy —=T(N).

Veamos que conmuta
N(g+ A1) = vng + un At = uty + (v — u)t; = vtq,

luego el dltimo diagrama es conmutativo. Luego por el inciso (a) de la
proposicién 2.29 se tiene que x,, ~ T, .

1 es inyectiva.
Sean u,v € Home (M, T(N)) tales z, = x,, donde

Tu : N—spmp —t M Zo N
N .
N

Por hipdtesis, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

N4>E14>M

pA

N—>E—— M,

donde A es isomorfismo. Observemos que vyg = ut; = utaA 'y que

uNg' A = vigA = vty . Como ¢'\,g: By — Iy , al precomponer su di-
ferencia con s; obtenemos

(IA—g)s1 =g'As1 —gs1 =g'sa — gs1 = uy —un =0,

recordemos que t1 es el contucleo de s, por lo tanto, existe el morfismo
h: M —— Iy tal que hit; = ¢'\ — g, es decir

S1 t1

N Ey M
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Componiendo g'\ — g con vy, por un lado tenemos vy (g'A — g) = vyhty.
Por otro

oN(g'A —g) =vNg X —ong = vt A —uty = vt; —uty = (v —u)ty

como t; es epimorfismo, tenemos que v — u = vyh, es decir v — u se
factoriza a través de un &-proyectivo, luego 7(v) = m(u).

(¢) v es suprayectiva.

Sea [z] € Extg(M,N) donde z es la &-sucesion N ——> F ——> M .
Tenemos el siguiente cuadrado conmutativo

x: E M

T

N~ Iy —>T(N)

donde ¢ existe por ser Iy &-inyectivo y w es inducido por el primer cua-
drado conmutativo. Por el inciso (a) de la proposicién 2.29 el diagrama
es un push-out. Luego tenemos que 7(u) € Homg (M, T(N)) es tal que

P(r(u)) = [2].

O
Veamos la naturalidad del isomorfismo entre funtores €°° x € —— Set

P Homﬁ(w(_>7T7T(*)) — EXt‘f(*7 *)

PROPOSICION 2.31.
¥ es natural en la variable M.

DEMOSTRACION.
Sea M I M; un morfismo en €. Lo que debemos probar, es que el siguiente

diagrama conmuta

YN, M

Home (N, T(M)) Exte (N, M)

T(Tr(f))*l lf‘

HOII’Iﬁ(l\I7 T(Ml)) _— Eth(N, Ml),

PN, M,y

donde Tlx(1)) = Homa(1T(x (1) y = Bxta (1.0
Sea m(g) € Homg (N, T(M)) y sea = ¥ m(m(g)). Luego, tenemos el dia-
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grama conmutativo

x: M——sp—"' >N
I
M " IM o T(M)

fl fl if
Ml ?1\/11 IMl HMl T(Ml)

v

Asi tenemos el siguiente push-out

x M—F—>N
|
& = Exte(1,1)(x) : My ——~L——N.
El siguiente morfismo de &-sucesiones
M——>F——>N

T |7

Ml ?1\41 IM1 ’UH]\/[lT(Ml)

induce, por el lema de factorizacion 2.6, el siguiente diagrama conmutativo:

s t

M E N
N
¢ My ——>L——>N
.

Entonces, como T(f)r(g) = n(f)n(g) = 7(fg), tenemos

Ynan (T(Hn(9) = U(x(fg) = [ef,] = [€] = F*(¥na(n(9)))-

Esto nos demuestra la conmutatividad del diagrama deseado.
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PROPOSICION 2.32.
1 es natural en la variable N.

DEMOSTRACION.
Sea 7(f): Ny —— N, un morfismo en %, ahora deseamos probar la conmu-
tatividad del siguiente diagrama

YNy,
Home (N7, T(M)) ——2 Exte (N1, M)
7T(J‘)*T Emt(f:lM)T
Homg (Ng, T(M)) Extg (Ng, M)
No,M

donde 7(f)* := Homg (7 (f), ITm). Sea 7(g) € Home (Ng, T(M)). Por un lado
tenemos [x] := YN, m(7(g)), al aplicarle Exte (f, 1n) obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo

ty

M—2s E,——> N, s Exte(f, 1v)x
|l
MHE%NQ T

|k

En particular, tenemos que conmuta

MHE1$>N1

L

> v — > TM

UM

es decir

Exte (f, In) 9N, m(7(g)) = Ext(f, 1nm)[x] = [xge] = ¢(m(gf)) = th(m(g)m(£)).
O
OBSERVACION 2.33.
Se puede ver que ¢ es un isomorfismo de espacios vectoriales si a Ext4 (M, N) se

le da estructura de espacio vectorial “copiando” la estructura de Home (M, T(N)),
es decir, si a,b € Exte(M,N) y A € k, definimos a la “suma” como sigue

a+b:=v(a) +v71(b)) yla “multiplicacion por escalar” la definimos co-

mo Aa:=yp(Mp~a)) . La “suma” de Exte(M,N) coincide con la suma de
Exte (M, N) igual que en las categorias abelianas.

78



2.3. LA CATEGORIA ESTABLE ES TRIANGULADA

2.3. La categoria estable es triangulada

Sea (%,&) una categoria de Frobenius, sea & su categoria estable, y su-
pongamos que se cumplen las hipétesis del lema 2.27 lo que nos implica que
T :% —% es el automorfismo definido en la seccién anterior.

DEFINICION 2.34.
Una sexteta estandar de € es de la forma M i E ) N ) TM en

donde z: M ——=E —= N es una &-sucesion y vy (m(f)) = [x]. La ilti-
ma igualdad es equivalente a la conmutatividad en € del diagrama

v

M—=F N

b

M —> Iy — > TM.

Diremos que una sexteta es un triangulo en € si es isomorfa a un sexteta
estandar.

LEMA 2.35.

Si M—>FE—'> N es una &-sucesion, entonces existe w: N —=TM

tal que M ) E ) N () TM es un triangulo en €.

DEMOSTRACION.
Consideremos la &-sucesién canénica M — J(M) —"—=TM y notamos

que, como J(M) es &-inyectivo, existe un morfismo )\ : F —— J(M) tal que

As = u. En consecuencia existe un morfismo w: N ——= TM tal que hace
conmutar al siguiente diagrama

O

LEMA 2.36.
Sea (€, &) una categoria de Frobenius y sea 1 : ¢ — € la proyeccidn candni-
ca en la categoria estable. Si I € € es &-inyectivo, entonces las sextetas

f
™ g 7TOé,ﬁ T
M#L@I (2, 9) N9

u m(f) I () N 7(7) M

son isomorfas en €.
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DEMOSTRACION.
Veamos que el siguiente diagrama conmuta en €:
f
(1)
g (e, Y
M——La&l (@) N ) T™
(+)]
T\ o
M 7(f) L m(a) N 7(7) ™

Note que sélo falta verificar que el primer cuadro conmuta pues el segundo lo
hace ya que

(@8 (§)=a

El primer cuadro conmuta si y sélo si

(9) == (3 )rin==(1)- ()

Luego, basta ver que ( 2 ) se factoriza a través de un &-proyectivo. Notemos

que en ¥ conmuta el siguiente diagrama

por tanto tenemos que ( g ) se factoriza a través de un &-proyectivo. Luego el
primer cuadrado conmuta. Nos falta ver que w ( (1) ) es un isomorfismo en %.
Tomemos el siguiente diagrama

(1,0)

/M\
M Lol
SN~ T

()

Ya sabemos que (1,0) ( é ) = 1. Luego «(1,0)7 ( é ) = 1;,. Nos gustaria ver
que

71'( (1) )71’(170) = 1L@],

es decir, debemos ver que

_ 1 0 _ 1 0
1L€BI—7T(0 11)—77(0 O)’
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lo cual es equivalente a probar que

(55

se factoriza por un proyectivo. Pero, como el siguiente diagrama conmuta

0 0
per )
(k] <(1]>

por lo tanto, tenemos que 7 < 10L ) es isomorfismo en %.
O
Antes de probar que la categoria estable es triangulada veamos una propo-

sicién que nos sera de utilidad.

PROPOSICION 2.37.
7(s) w(t) (w)
E N

TM es un trigngulo en € si y sélo si

™ ™ =T
2 N ) TM S TE es un tridngulo en €.
DEMOSTRACION.
Denotemos por Tj al primer tridngulo del enunciado y por 77 al segundo. No-

o~

temos que 77 = S implica T] = Sj.
Para ver que T es un tridngulo, podemos suponer que T es estandar.
Por hipétesis tenemos que conmuta en € el diagrama

M—>p—>nN Ly (2.1)
ol
M ——= Iy ——TM,

con renglones &-sucesiones. De donde obtenemos que la siguiente es una &-

( ‘i > (w,—vnr)

sucesion, por el lema 2.5 F ——= N @ Iy —— TM . También tenemos que el
siguiente diagrama es conmutativo en &

M —2> 1y > 7M (2.2)

E?E'IEWTE.
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Del diagrama 2.2 tenemos ugs = Sup; = sas. Luego, existe un tinico morfismo
A: N——=Ig tal que ug — sa = At

wp—Sa .
l oA
Ig.

Veamos que el siguiente diagrama conmuta

( é‘ > (w,—vnm)

E~—*N&Iy —>TM

\l

E Ig TE.

VE

Para ello probaremos que el segundo cuadrado conmuta, pues el primero ya lo
hace por la forma en la que definimos a nuestro candidato. Por el diagrama 2.2
tenemos vgS = Svyy, s6lo falta ver que vp A = —Sw. Por los diagramas 1.2 y 2.2,

vpAt = vp(ug — Sa) = 0 — vgSa = —Supya = —Swt.
Luego, como t es epimorfismo, vgA = —Sw. Hemos probado que
UE()‘a §) = 7§(wa 7UM)'

Por tanto, como 7(5) = T'(s), tenemos que

t
W( a ) m(w, —v ~T(s
E—— = Noly (w0, Zv) T(M) ) T(E)
. (t) m(w) —T(s)
es un tridngulo estandar en € y como E—> N —=T(M) —=T(E) es

isomorfo a este tridngulo, por el lema 2.36, tenemos que también es un tridngulo

en 6.

(s (T (w
Veamos que si M ) E ) N ) TM es un tridngulo estandar

-S (s (t
en €, entonces S(N) ) M el E © N es un tridngulo en €. Por

hipétesis, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

s t

M E N (2.3)

|k

M — I —7 T(M)
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con renglones &-sucesiones. Ahora consideremos al siguiente diagrama conmu-
tativo

S(N) an Py BN N
M > Iy —> T(M),

S(N) 20 py 2% o (2.4)
1k
M E N
|
M I T(M)

de donde, por el lema 2.5, obtenemos la siguiente &-sucesion

sy L) e,

Veamos que el siguiente diagrama conmuta

S(N) M M & Py 8
ol
S(N) ox Py EEEAL

El primer cuadrado conmuta pues

O.10) (af ) =
Ahora veamos que el segundo cuadrado conmuta:

ﬁN(O7 1PN) = (O,ﬁN) = (t&tﬁ) = t(S,ﬁ).

7T'( ;w ) (s T
Luego, S(V) M Py @ E CN N es un tridngulo estandar

en ¥. En consecuencia, nuevamente por el lema 2.36

—S(w (s 7(t
()M (s) B (t)

es un tridngulo en %.

83



2.3. LA CATEGORIA ESTABLE ES TRIANGULADA

LEMA 2.38.
Si en el diagrama conmutativo en €

M, > E1*>t1 Ny

L R

M2T>E2?N27
2

los renglones son &-sucesiones, entonces en € conmuta

m(s1) 7(t1) 7(w1)

M, Ey N T(M;)
w(u)i ﬂ(v)l J/wm J{T(ﬂ(u))
M, E N. T(My),

m(s2) 2 m(t2) 2 m(w2)

donde w1, wy son los morfismos construidos en la demostracion del lema 2.35.

DEMOSTRACION.
Por el lema de factorizacion el siguiente diagrama, con renglones &-sucesiones,
conmuta en €

T M, s B _a., Ny (2.5)
|

y: M24>F7>N1
b

T2 : MQ?EQ?NQ.

Ahora veamos que el siguiente diagrama conmuta en €

m(s1) m(t1) m(w1)

M1 E1 N1 T(Ml)
w(u)i w(v)l J{wm lm(u»
M. E N. T(Ms,).

2 n(s2) 2 wta) 2 w(wa) (M)

Recordemos que x1 y x2 son &-sucesiones tales que conmutan en ¢

S1 t] S2 t2

Ey Ny y Mo Ey Ny
l \Lwl i in
My~ Ta, —> TM, My —> Iy, — TM,
VM, Uny VMg
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es decir Ym(wi) = 21 y Ym(wa) = z2. Como el siguiente diagrama conmuta

=1
‘/’Nl,Ml

EXth(Nl, Ml) _—> HOII’I@(Nl, T(Ml))
Ext(lNl,u)\L iHom(lNl,T(ﬂ(u)))
EXtcg(Nl, Mg) _—> HOIHi(Nl, T(Mg))

-1
Ny, My

Ext()\,lMQ)T THom(ﬂ'()\),lTMZ)

EXtcg(Ng, Mg) ﬁ HOIHz(NQ, T(Mg))

tenemos que
T(r(u)m(wi) = ¥x! poan (Brt(in,, way) = ¥y! )
= Uy an (B2t(X 1as,)22) = m(w2)m(N).
O

PROPOSICION 2.39.
La categoria estable € de una categoria de Frobenius (¢,&) es pre-triangulada.

DEMOSTRACION.
Veamos que se satisfacen los axiomas de una categoria pre-triangulada

(TR1) (a) Por la definicién de tridngulo en € tenemos que se cumple esta con-
dicion.
(b) SiM %, (M,M,0,15,0,0) es un tridngulo, pues
1m
M—M—0

es una &-sucesién y el siguiente diagrama conmuta

My 0

uMl lo

1m

Por tanto M M 0 TM es un tridngulo en .

(c) Sea M % L un morfismo de €. Veamos que es base para algin

tridngulo en €. Notemos que M —2> Iy —2> TM es una &-
sucesién. Como & es una estructura exacta, podemos calcular el dia-
grama push-out en ¢:

M—> Iy —>TM

|

L?B?TM.
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Entonces tenemos la &-sucesion

(.2) (o)

UM —Oé, gl
M———L®Ily ——B.
Asi tenemos el siguiente diagrama conmutativo en ¢

I €D R S I

| lﬁ

M Iy TM.

unM V™M

Este dltimo determina el siguiente tridngulo en €

7r( fw) m(—a,
u ’ (B
M—————LdIy ( ) B ()TM

Luego, por el lema 2.36, tenemos que

o m(g) I () B ~(8) TM.

es un triangulo en %.
TR2 Por la proposicién 2.37 se cumple este axioma.

71'(81) Tr(tl) 7T(wl)

TR3 Consideremos los tridngulosen &, T7 : My E; Ny TMy,

W(Sg) TI'(tQ) 71'(11)2)

T5 : Moy Es Ny TMs vy los siguientes morfismos en ¢

w(u) : My —— M5 , w(v) : By — E, tales que satisfacen 7(v)w(s1) =

m(s2)m(u). Veamos la existencia del morfismo A : Ny — N, . La demos-
tracién la haremos por casos.

(i) Supongamos que los tridngulos dados son estandar. Por hipétesis,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo en €

M 2Ly

W(U)l iﬂ(v)

MQ — > E2
m(s2)

lo que nos dice que vs; — ssou se factoriza a través de un proyectivo
(inyectivo) P, es decir vs; — sau = nA

VS1—S82Uu

M, — F,
x /
P.
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Por otro lado tenemos el siguiente diagrama cuyo renglén es una

&-sucesion
S1 t1
M, ——FE; —— N;

%

Por la inyectividad de P es, existe el morfismo (: E; —— P tal
que ¢s; = A. Como vsy — seu = A, despejando y sustituyendo a A
tenemos

V81 = Sou + N\ = sau + n(¢s1),

luego (v — n¢)s1 = sau, lo cual nos dice que tenemos el siguiente
diagrama conmutativo en ¢

M, —=E

My — > E»
el cual es equivalente, en &, al siguiente diagrama

M1L>E1

M2 ? EQ.

Asi que trabajaremos con este ultimo diagrama. Como los renglones
del siguiente diagrama son &-sucesiones, existe el siguiente morfismo
A: N; —— N, que hace conmutar el siguiente diagrama en &

S1 t1
M), ——E; —— N,

I I
M2 —_— EQ e NQ.
S2 to

Por el lema 2.38 tenemos que el siguiente diagrama conmuta en €

m(s1) m(t1) m(w1)

M1 E1 N1 T(Ml)
w(u)l w(v)l lww iT(w(u))
M. E N. T(M,).

2 n(sa) 2 At 2 m(wa) (M)
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(ii) Supongamos que T} es estandar y To arbitrario. Como T es arbitario,
luego tenemos que es equivalente a un tridngulo estandar, digamos

T3
T, . 2y L T s
l l i lm)
T My~ B~y e =5 TOM2)

con 7,z y o isomorfismos. Sean u = 77 (u), v = zm(v)

T My 2 g T N T

|

Ty M,

<

e B2 g N2y T(M).

Por el inciso (i) tenemos que existe )\ : Ny — N, que hace con-
mutativo al diagrama anterior. Veamos que el siguiente diagrama
conmuta en €:

m(s1) m(t1) m(w1)

Ml E1 Nl T(Ml)
Tr(u)l W(U)\L A lT(u)
%
M- E N. T'( M-
2060 2 Th) 2 w(wa) (M)

donde \ := o1\, Primero veamos que Aw(t;) = m(t2)m(v). Efectiva-
mente ya que

Ar(t) = o~ r(th) = o~ tn(B)T = (k)2 1T = m(ta)m(v).
Ahora veamos que T(u)r(w;) = m(ws)A.
T(wyr(wi) = T(r @m(wr) = T(r )T (@ (w,)
= T(r Yr()X = T(rr(7)or = T(ws)o~ oA = m(wa)A.

(iii) Supongamos que T} y T» son arbitrarios. Como T} es equivalente a un
tridngulo estandar, digamos 77, tenemos un diagrama conmutativo

en €:
- M, m(s1) B m(t1) N ﬂ-(wl)T(Ml)
T\L zl la \LT(T)
T e 1) N 7
1 1 w(s1) 1 m(t1) Nl Tr(ﬁl)T(Ml)
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con 7,z y o isomorfismos. Sean u = m(u)7~ ! y v = w(v)z~!. Por el
inciso (#4) existe el morfismo ) : N; — Na que hace conmutar al

siguiente diagrama

7(51) — w(t1) —  w(wy)

T M, E, N, T (M)
ul vl \L)\ J{T(u)

Ty : M. E N. T(M>).
2 2 (s2) 2 () 2 7 (wa) ( 2)

Veamos que el siguiente diagrama es conmutativo en ¢

(s1) m(t1) (w1)

M,y By N T(My)
ﬂ(u)l ‘n'(v)l A lT(u)
n(ta) Y
M2 E2 N2 T(M2)

(s2) m(wz)
donde A := Ao. Probemos que Ar(t;) = () (v)
Ar(t) = Nom(t) = Mr(f1)z = 7)oz = m(ta)m(v).
Ahora veamos que T'(u)m(w;) = m(ws)\
m(wz)A = m(we)Ao = T(@m(w@1)o = T(@T(r)r(w,)
— T(ar)m(w;) = T(u)r(wy):

Luego se cumple el axioma.

O
LEMA 2.40.
Sea T :MW(S) E ) N ) T(M) wun tridngulo en €. Entonces existe
un tridngulo estandar T, : Mﬂ(s) £ ) N’ (v )T(M) y un isomorfis-

mo de tridngulos del siguiente tipo:

s 7(t) 7(w)

Y N N T(M)
M ' ' T(M).
m(s") E w(t') N m(w') ( )
DEMOSTRACION.

Tenemos la &-sucesién canénica M ——> J(M) —=>T(M) y el morfismo
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s: M —— E , luego como & es una estructura exacta, hay un diagrama con-
mutativo con renglones &-sucesiones

M —2% J(M) 2> T(M)

|

E F T(M).

Por el lema 2.5 inciso (b), tenemos que s’ : M — E’ es una &-inflacién,

donde s := ( ® ) y E' = E@J(M) . Por la definicién 2.2 tenemos la

UM

! ’
. . ., s t ., .
siguiente &-sucesion M —— F/ —— N’ cuyo tridngulo asociado es

w(s’) m(t") m(w’)

T, : M E N’ T(M).

Luego tenenemos el siguiente diagrama en €

7(s’) (t) m(w')

E' N’ T(M)
1
()] ¢
v
T(M
7(s) E 7 (t) N 7(w) ( )

por el axioma (T'R3) tenemos la existencia del morfismo ¢: N' ——= N que
hace conmutar el diagrama anterior y por la proposicion 77 tenemos que ( es

isomorfismo.
O

PROPOSICION 2.41.
La categoria estable € de una categoria de Frobenius (€,&) es triangulada.

DEMOSTRACION.
Lo tnico que nos falta ver para % es que se cumple el axioma del octaedro.

TR4 Axioma del Octaedro.
La demostracién de este axioma la haremos por casos. Sean

m(s) 7(t) m(w)

T : M E N T(M)

. B N Oy ) oy
T(a)m(s 7(k w(k'

T - M()()Nl (k) N ( )T(M)

tridngulos en %
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(i) Supongamos que T7,T5 y T5 son tridngulos estandar. Deseamos ver
que el siguiente diagrama satisface el axioma del octaedro:

T T3
S(m(k’
S(L) (m (k")) v
S(ﬂ(g))l m(s) m(a)m(s)
7(a (6 s
T SOh) = BT N e T ()
w(t) (k) T(W(t))l
T Y — M, ————>T(N
4 N L My T
m(w) (k')
TM —TM :

Veamos la existencia de los morfismos 7(f) y 7(g) que hacen con-
mutar al diagrama y que Ty es un tridngulo en . Como sabemos
T1 y T3 son tridngulos estandar en %, por tanto tenemos el siguiente
diagrama cuyos renglones son &-sucesiones

Y

M?NlT}L

con el primer cuadrado conmutativo, luego tenemos la existencia del
morfismo f: N ——= [ tal que ft = ka en €. Por el lema 2.5 (b),
tenemos la siguiente &-sucesion

() (f—F)

E——N®N ——— L.

De donde observamos que (f, —k) es el contcleo de ( ; ) lo que nos

implica que {f, k} es un push-out de {¢t,a}:
E—>N
1
N ——>L.

f

a B
Como & es una estructura exacta y xo: E —> Ny —> M7 es
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una &-sucesion, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

To : E*>N1*>M1
|
l’ﬁll NT>X4>M1

con renglones &-sucesiones, donde el primer cuadrado es un push-out.
Entonces podemos contruir el siguiente diagrama

T : E4>N14>M1

tl hl
x) NHXHMl
Iq: N4>L4>M1,

donde ¢: X —— L es un isomorfismo tal que ch =k y of = f,
que existe porque {f,h} y {f, k} son ambos push-out de {t,a}; g es
por definicién ¢ :=go~!: L —— M; . Como & es cerrada bajo iso-
morfismos, resulta que x4 también es una &-sucesion. Luego tenemos
a la siguiente &-sucesiéon x4 : N g L—21> M; cuyo tridngulo

™ ™ (A
asociado es Ty : N D L () M, Y T(N) . Note que tene-

mos el siguiente diagrama conmutativo en ¢

EHN1*>M1
I
NHL*)ML

luego por el lema 2.38, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

en €
m(« (B T
5 (@) N (8) ) T(E)
7T(t)l 7T(k?)l \LT(ﬂ(t))
T(N).
N m(f) L m(X) (V)

Finalmente veamos que m(s)S(mw(k’)) = S(7(7))S(7(g)). Como tene-
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mos el siguiente diagrama conmutativo en ¢

M4>N14>L

| ig

E4>N14>M1

Por el lema 2.38, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en €

w(a)m(s w(k (k'
(@) ()N1 (k) I (k") M
ﬂ(S)l lﬂ(g) iT(W(S))
N- M T(E
E— M~ M — 5 T(E)

de donde obtenemos que T'(w(s))w (k") = 7w(y)n(g). Aplicandole a la
igualdad anterior el funtor S obtenemos

(ii) Sean T1,T5 estandar y To arbitrario. Deseamos ver que se cumple el
axioma del octaedro en el siguiente diagrama

T T,
S(m(k’
IS0 ALy
s<w(g>>l w(s) () (s)
() m(B) ()
T, S(Mi) = N, M, T(E)
w(t) (k) T(W(t))J/
T, N [ M, — > T(N
4 Ny Do M —p s TN)
(w) (k')
TM =——TM

Como T; es un tridngulo, es equivalente al tridngulo estandar T4

() m(B) ()

T2 : E N1 M1 T(E)
T5 - N M T(E
2 E—a M »(B) My =5 (E)
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donde z y o son isomorfismos y 7(a) = zn(a), ©(8) = on(B)z71,
7(¥) = m(y)o~t. Notemos que como T} es estandar, tenemos el si-

guiente diagrama conmutativo, cuyos reglones son &-sucesiones

M—2sp—!' >N

Lk

M — J(M) ——=TM,

v™M
lo que nos implica que s es una &-inflacién. Como también T3 es

estandar, tenemos el siguiente diagrama conmutativo con renglones
&-sucesiones

e

_ B
E N1 M

Lk

E—> J(E) ——~>TE,

lo que nos dice que @ es una &-inflacién. Por la definicién 2.4, tenemos
que as es una &-inflacién. Por la definicién 2.2, tenemos que existe

el morfismo k: N; —— T, tal que

as = k —
M—N;—1L,
es una &-sucesion. Sea

n(as) — k) _ =)
Ty - M—%N, 1 ™

el tridngulo estandar asociado a la &-sucesién anterior. Notemos que
como 7(@) = zm(a), esto nos implica que 7(@)w(s) = zw(a)w(s), por
el axioma (T'R3) y la proposicién ?? tenemos el siguiente isomorfismo
entre triangulos estandar

() w(k (k'
T - M (o) (S)Nl (k) ( )TM

1L

T/
3 @) ! ) (7))

Asi tenemos el siguiente diagrama, en donde los triangulos 77,74 y
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T3 son estandar

Ty T}
M=——=—=M
7(s) w(a)m(s)
@ L w(B) — ()
Ty E Ny M, ——— T(E)
w(t) (k) iT(W(t))
T M, ————T(N
N L My G oee) (V)
(w) Tr(E/)
TM —TM

Por el inciso (i) tenemos que se cumple el axioma del octaedro, es

decir tenemos la existencia de los morfismos 7(f),7(g) que hacen
conmutar al siguiente diagrama

T T4
— S(x(k")
S(L)y ——M——M
S(w(g))i m(s) m(@)m(s)
_ 77(&) — W(E) . 77(7)
13 SM)g =7 F N, M, T(E)
w(t) (k) \LT(ﬂ(t))
TI — —_
! N=5" I = M Teame L)
m(w) (k")
TM —==TM,

y T es un tridngulo. Observe que tenemos el siguiente diagrama cuyo
primer renglén es conmutativo, y donde definimos a 7 (f) := ¢! (f),
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m(a) __ w(B) (7
T . B 5 ) o D o
w(t)i ﬂ(k)l lT(ﬂ(t))
Yo L
T/
* N5 L L T LY
S
Ti: N s My ———— > TN,
4 N ™ Y e M e

Por la manera en que definimos a los morfismos 7(f) y 7(g), tenemos
que el segundo renglén también conmuta. Luego, resulta que Ty es
un tridngulo. Veamos que se cumplen las siguientes igualdades:

(a) 7(f)m(t) = m(k)m().

Por un lado tenemos que 7(f)m(t) = (x(f)n(t). Por otro

n(k)r(@) = ¢r(k)z " 'r(@) =

(k)2 tzm(a) = ¢r(k)m(a).

Luego tenemos que (m(f)mw(t) = (n(k)w(a) y como ¢ es isomor-

fismo, tenemos que m(f)m(t)

(b) 7(g)m(k) = 7 ().

Notemos que

m(k)m(a).

w(g)m(k) = o~ n(g)¢n(k) = o~ n(G)n(k)z = o~ ()2

y como o y z son isomorfismos, entonces tenemos probada la

afirmacién.

Ahora “regresemos” al primer diagrama:

T Ty
S(m(k’
s(z) ) o
s<w<g>>l w(s) (@)m(s)
() 7(83) (%)
T S( 1)S(W(7)) E N M, . T(E)
w(t) (k) J/m(t))
., N Lo M N
4 (f) ) L T(r)r() (W)
m(w) (k)
TM —— TM
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Por lo visto antes tenemos la conmutatividad del segundo renglén y
que Ty es un triangulo. También tenemos

m(K)m(f) = (n(K")¢H)(Cn(f) = n(K)a(f) = 7 (w).
Ademas,

(5)S(n(k)S((H) = n(s)S(n(K)) = S(m(7))S(n(9))

= S(m(y)o™)S(om(9)¢™") = S(x()S(n(9)S(C™),

de donde obtenemos que
(s)S(m (k")) = S(m(v))S(7(g)).

(iii) Sean T, T dos tridngulos estandar y T3 un tridngulo arbitrario.
Tenemos la siguiente &-sucesién canodnica

M —2% J(M) 2> T(M).

Por el lema 2.40 T3 es equivalente a un triangulo estandar, digamos
T}, por medio de un isomorfismo del tipo

) —  w(¢) _ ()

T} : M N, L (M)
W(UI)\L \Lﬂ-(uz)

Ts : N T(M),

3 M o™ = (7M)

con m(u1),m(ug) isomorfismos. Sustituyendo 75 por T4 tenemos el
siguiente diagrama, donde 77,74 son triangulos estandar y T4 es un

tridngulo arbitrario, luego por (4i) existen morfismos m(f), 7(g) que
hacen valer el axioma del octaedro en el siguiente diagrama

T T}
S(m(¢’
S,y
S(w(g))l m(s) ()
@) - w8 ()
T} S(Ml)s(ﬂ o7 F N M, T(E)
m(t) 7(¢) lT(ﬂ(t))
T T
* N w(f) (9) T(m(t))m(y) ( )
m(w) (¢")
TM —TM
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“regresando” al diagrama original, tenemos que:

T Ty
S(m (k'
S(L) (m (k")) M
S(F(Q))\L w(s) () (s)
m(« (8 T
Ty S(My) oG G Sl T(E)
S(m(v)
w(t) w(k) lT(ﬂ(t))
. N =L I
’ N e M e T
m(w) m(k")
TM —TM
donde 7(f) := w(u2)w(f) y n(g) := n(g)m(uy ). Ahora veamos que
m(k)m(a) = m(f)m(t)
w(f)n(t) = m(uz)m(f)m(t) = w(uz)w(On(@) = w(k)m(ur)m(uy ) (a)

Probemos que 7(g)r(k) = 7(3)
m(g)m(k) = n(g)m(uy ) (k) = w(@)m(Om(ut) = w(B)m(ui )
= n(B)m(u)m(u; ) = w(B).
Notemos que 7(s)S(m(k')) = S(r(7))S(n(g)). Bfectivamente ya que
S(n(1))S(n(9)) = S(x(M))S(x(@)m(uz 1)) = S(x(7))S(7(9))S (x(uz 1))
= m(5)S(m(¢")S(m(uy 1)) = w(8)S(pi(¢)m(uy ) = 7(s)S(w(K)).

Por tdltimo veamos que T4 es un tridngulo en . Notemos que tenemos

el siguiente diagrama conmutativo en €

w(f T(n ()7 ()

|

(f) (g

T, N ) M,

) T(N)
T(N)

Ty N

(
My
(9) T(r ()7 (v)

luego Ty =T, en €.
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(iv) Suponga que T7 es un tridngulo estandar y que Ts, T3 son tridngulos
arbitrarios, entonces se cumple el axioma del octaedro.

Ty 13
S(m(k’
S(L) (m(k")) M
S(W(Q))\L m(s) m(a)m(s)
() 7(B) ()
T2 S(Ml)S(ﬂ'('y)) E N1 M1 v T(E)
w(t) n(k) J{T(w(t))
Ty N s Lo N
: N o M e TWY)
(w) w(k")
TM —TM.

Por el lema 2.40, T5 es equivalente a un tridngulo estandar, digamos
T4, por un isomorfismo del tipo

@ — x(B) — @
Ty E N, M, — T(E)
o
T : N M T(E).
2 E—a Mg M — 5 T(E)

Sutituyendo a T por Ty obtenemos el diagrama

T T
S(m(k"
07 LRy —
S(W(g))i m(s) (a)m(s)
— @ . 7(B) — (%)
T SOl E— N~ T(E)
w(t) (k) lT(w(t))
T T M T(N
4 N—=5" T e M emne L)
m(w) D)
TM —TM

Notemos que en % se tiene el siguiente diagrama conmutativo, con
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p: L —> L isomorfismo

() (s 7 (k (k'
T - M (a)m(s) N (k) L (k") ™
UII\L §p71
) v v
Ts - T
3 w1 T L e T

lo que nos dice que T3 = T3, es decir que T3 es un tridngulo en €. Por
el inciso (444) tenemos que existen los morfismos 7 (f) y 7(g) tales que
hacen conmutar al diagrama anterior y que T es un tridngulo. Ahora

veamos que el siguiente diagrama cumple el axioma del octaedro

Ty T3
S(m(k’
s(1) ) A
s<w<g>>l w(s) () (s)
T S(M N M T(E
2 M™M= M (%) (B)
w(t) n(k) lT(ﬂ(t))
T M T(N
: N =5 L= M o TW)
7(w) m(k’)
TM —— TM

donde 7(f) := pr(f), n(g) := uan(g)p~!. Veamos que se cumple la
siguiente igualdad 7(f)m(t) = w(k)m(«). Efectivamente, ya que

m(f)m(t) = (pr(F)n(t) = pr(k)n(@) = m(k)urr(@)
= n(k)uyuy 'n(a) = 7(k)r(a).
Ahora probemos que 7(g)w(k) = 7(53)
w(g)m(k) = upm(g)p~ ' n(k) = upm(g)m(k)uy ' = ugm(B)uy’

= ﬂ(ﬂ)ulufl = 7(0).

Ademas,

También
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= S(n(7))S(n(9))S(p~") = n(s)S(n(k))S(p™")
= m(s)S(n(K)).

Notemos que en & tenemos que Ty = Ti ya que conmuta

N w(f =(9) m(h)

T : L2 My
T : M T(N
4 N =& ]T(ﬂ(t))ﬂ(v)( )

donde w(h) = T(w(t))7 (7). luegoL

7(B) = T(x(t))w(F) = T(r(t)m(y)uz.

Entonces Ty es un tridangulo.

(v) Suponga que T1,T> y T3 son tridngulos arbitarios. Veamos que se
cumple el axioma del octaedro.

T Ty
S(m(k’
(07 RNy —
smml w(s) w(a)m(s)
(@) (5) ()
Ty S(M)g——>E N M, L . T(E)
(1) (k) J{T(ﬂ(t))
T, N [ M T(N
4 Ny Lo My —p s TIN)
7 (w) w (k")
TM =—— TM.

Como T} es equivalente al tridngulo estandar T}, tenemos el diagrama
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conmutativo
] T T3
M———M M
7(3) m(s) (a)m(s)
_ (o (8 T
T . B (a) N, (8) M, () T(E)
(1) w(t) (k) lT(ﬂ(t))
N My —T(N
N—% =N L ' e L)
7(w) (w) (k')

con T, z, 0 isomorfismos. De este diagrama obtenemos el siguiente

Ty T;
MM
7(3) w(a)m(s)T
m(a ™ T(z) 'w —
o 5 (@) N, (8) M, ()" 7 (7) T(E)
m(t) m(k) lTW((t))
N Y amre e )
(W) T(r)~ (k")
T(M) T(M),
donde m(a) = w(a)z. Veamos que T3 y T4 son tridngulos. En &

tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo con z isomorfismo

_ x(a Ié3 T(z) 'n _

) T (@) N, (B) M, (z)" "7 (v) T(E)
| Jre

Ty : N M T(E

2 e i (1) (E)

y esto nos dice que Ty = T5. Es decir T4 es un tridngulo en €. Ahora
veamos que T4 es tridngulo. Notemos que en €, tenemos el siguiente
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diagrama conmutativo con 7 isomorfismo

w(a)m(s)T 7(k T(r) " ‘m(k —

T i (a)m(s) N ()L (7) ()T(M)
Tl iT(T)

Ts : N T(M
3 M () (s) L) L (k) (M),

de donde tenemos que T4 = T3. Por lo tanto T3 es un tridngulo en
% . Entonces tenemos el siguiente diagrama, donde 77 es un tridngulo
estandar, 75 y T3 son tridngulos y por (iv) tenemos la existencia de

los morfismos 7(f) y 7(g) tales que hacen conmutativo al diagrama
y T es un tridngulo

T iy
S(r(F)) _
SL) ——M=———M
sww»l () w(a)m(s)T
Y @ (8) (3) _
T3 SM) s> F N My T(E)
G) 0 \LT(w(t))
T! N M T(N
: N— & =" eore (W)
(W) (k")
T(3M) —— T(M).

donde 7(7) = T(z~Y)7n(y) y n(k') := T(r~Y)7w(k'). Ahora veamos
que el siguiente diagrama es conmutativo y que Ty es un triangulo

T T
S(m(k’
IS0 ALy
S(W(g))l w(s) () (s)
() m(8) ()
T, S(M) > F N, M, T(E)
(1) (k) J{T(wu))
T, N Lo My — > T(N
4 Ny Do M —p e s TN)
7 (w) m(k")
TM —— TM’
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donde 7(f) := 7(f)o~! y 7(g) := 7(g). Veamos la conmutatividad
del diagrama. Probemos la siguiente igualdad «(f)w(t) = w(k)m(«)

m(f)n(t)z = n(flo" n(t)z = n(f)n(t) = 7(k)r(@) = n(k)m()z

y como 2z es isomorfismo, tenemos el resultado deseado. Claramente
se tiene que 7(g)w(k) = w(8). Como tenemos

T(r)~ w(k)m(flo = a(k)m(f)o = =(K)x(f)
= 7(@) = T (1) 'n(w)o,
luego, (k" )7 (f) = m(w). Tambien tenemos

2l (9)S(m(K)) = w(5)r ™ S(n(K)) = w(3)r ' S(T(1)m(K))
=737 78(n (k) = 7(5)S(n(K)) = S(x(7)S(x (7))
= S(T(z"")m(7))S(n(g)) = 2~ ' S(n()S(r(g)).

Luego, 7(s)S(w(k’)) = S(n(v))S(w(g)). Sélo nos resta ver que efec-
tivamente Ty es un tridngulo. Para ello notemos que tenemos el si-
guiente diagrama conmutativo en € con ¢ isomorfismo

7(f (g T(mw(t))w .

T oD @), (r(@)r(¥) (W)
| o

Ty : M T(N

4 N =™ T(x ()7 (7) (N)

esto nos implica que T; = T}. Luego T} es un tridngulo en %.

Asi, hemos visto que ¥ es triangulada.
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Capitulo 3

Algebras y modulos diferen-
ciales

3.1. Moddulos graduados y moédulos diferenciales

Vamos a comenzar esta seccién dando las siguientes definiciones.

DEFINICION 3.1.

Un anillo graduado A es un anillo, asociativo con unidad, tal que A = @,z AP
donde AP son subgrupos abelianos de A para todo p en Z y si a € AP y b € A4
entonces ab € APta,

OBSERVACION 3.2.
A los elementos de AP se les llamard homogéneos de grado p. Dado a € A,
escribiremos gra = p si y sélo si a € AP.

Para entender mejor este concepto daremos los siguientes ejemplos.

EJEMPLOS 3.3.

1.- El anillo k[z] de polinomios en la variable x con coeficientes en el campo k
es un anillo graduado, pues podemos verlo como klz] = @,y kx™.

2.- El anillo de series de Laurent con coeficientes en el campo k es un anillo gra-
duado. Este anillo se representa como k[x,z71] y tenemos que k[z, '] C k(z).
Note que klz, 7] = @,, 5 ka™.

3.- Sea Q un carcaj finito, entonces tenemos que el dlgebra de carcaj con coe-
ficientes en el campo k kQ = @,, ., (kQ)m, en donde (kQ)., es el subespacio
generado por los caminos de longitud m, es un anillo graduado.
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PROPOSICION 3.4.
Sea A un anillo graduado con unidad, entonces 1 estd en A°.

DEMOSTRACION.

Como A es un anillo con unidad, entonces el 1 estden A = @ __, AP, asi tenemos

PEZL
que 1 = ¢;; + ¢, + -+ ¢;, donde ¢;; estd en A% es decir que el grado de
cada ¢;; es ij, con todos los grados distintos. Multiplicando por ¢;, obtenemos
ciy1 = ciy (¢, + ¢y + -+ ¢3). Luego ¢;, = ¢ + ¢i,¢i, + -+ + ¢, ¢i,. Entonces
existe un indice k tal que i1 = i1 + iy es decir i = 0. Sin pérdida de generalidad
supongamos que 41 = 0, luego Ci, = 0121 +¢;, Ciy +- - -+ ¢, ¢;, entonces tendriamos
que ¢, = ¢y ¢ Ciy = Ci\Ciy = -+ = ¢;,¢;, = 0. De la igualdad, (¢;, +--- +
¢i,)Ci, = ¢i; obtenemos c¢;,¢;, = -+ = ¢;,¢;; = 0.

Para k > 1 tenemos c¢;, = ¢;,¢;,, + ¢iyCip, + -+ + ¢, ¢4, . Si observamos los grados
de los sumandos de la derecha, tenemos grados distintos

b = (il + ik), (iz +’ik), RN (il +’ik).

Entonces ¢;, = ¢i,Ci, ¥ CiyCij, = CizCi, = -+ = ¢;,¢;,, = 0. Ahora bien, notemos
quel=1-1=(¢;;+ci,+---4¢i,)(ciy +¢i, +---+¢i,) y por lo visto previamente
tenemos que 1 = c?l, y como ¢;, estd en A® luego 1 € A°

O

OBSERVACION 3.5.
A es un subanillo de A.

DEFINICION 3.6.
Un anillo diferencial A es un anillo graduado A junto con un morfismo de grupos
d: A—— A tal que

(i) d(AY) C A Vi Z.

(i) d cumple la condicion de Leibniz, que dice que para todo par de elementos
homogéneos a,b de A se cumple la siguiente igualdad

d(ab) = d(a)b+ (—1)&"®ad(b).
(iii) d* = 0.
El morfismo d se llama la diferencial de A.

OBSERVACIONES 3.7.
(1) d(1) =0, pues

d(1) =d(1-1) =d(1) -1+ (1)1 - d(1) = d(1) - 1+ 1-d(1).

(2) Si a es homogéneo de grado p, entonces d(a) es homogéneo de grado p + 1.

Recordemos que si k es un campo y A es un anillo, A es una k-dlgebra si k
estd contenido en el centro de A.
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DEFINICION 3.8.
Sea k un campo:

(a) Una k-dlgebra A es una k-dlgebra graduada si A es un anillo graduado en
donde AP es un k-subespacio vectorial de A, para toda p € Z.

(b) Una k-dlgebra A es una k-dlgebra diferencial si y sélo si A es un anillo
diferencial que es k-dlgebra graduada y la diferencial d: A —— A es un
morfismo de k-espacios vectoriales.

DEFINICION 3.9.

Sea M = (M*,d%,) un complejo de k-espacios vectoriales. M := D,z M?.
Sea f € Endy(M), f es homogéneo de grado p si Vi € Z, f(M?) C MTP,
Denotaremos por AP la coleccion de elementos homogéneos de grado p.

OBSERVACIONES 3.10.
1.- AP es un subespacio vectorial de Endy(M).

2.0 APAY = APFa.

PROPOSICION 3.11.
Sea A = @pez AP entonces A es una k-dlgebra graduada.

DEMOSTRACION.

La identidad 1,7 estd en A ya que 1p/(M") = M*, Vi € Z Es claro que si f y ¢
estdn en A, tenemos que f + g € A. Veamos que el producto fg € A.

Sean f = fil +f12 ++le7 Yy g =g9j +gj2 ++g].s donde fik € Abi y
g;,. € APi | luego

l s

Fg=(fis + fio+ - Fi) G5 + 9io + -+ 95.) = DY finbivs

k=1r=1

donde f;, g, € APitPi. También es claro que si f € A, entonces c¢f € A para
cada ¢ € k. Entonces tenemos que A es una subdlgebra de End(M). Ademas,
A= O@pczAP puessi f = fp, +--+ fp, con f e AP f, € AP, ..., fp, € APt
p & {p1,...,p:} y m € M* tendremos

fm) = fi,(m) + -+ fi,(m) € (M) N (@j-1,...e (M) = 0.

PROPOSICION 3.12.
El dlgebra A definida antes es una k-dlgebra diferencial.

DEMOSTRACION.
Sélo falta ver que A tiene diferencial. Sea f € AP, definamos a 0(f) € AP*!
mediante la férmula:

5(f)(m) := dy? f(m) — (1) fdj, (m),
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para m € M*. Observemos que en la definicién anterior tenemos que
dé\jpf(m) c Mitptl

pues f(m) estd en M*P y di, le aumenta el grado en uno. De igual forma
fdi;(m) € MFPHL pues di;(m) estd en M1 y f es homogéneo de grado p,
luego §(f) estd en AP*L. Veamos que satisface la condicién de Leibniz. Dados
feAP ge Ay m € M' debemos demostrar la siguiente igualdad

3(fg)(m) = 8(f)(g(m)) + (=1)*"' fé(g)(m).

Por un lado, tenemos
3(fg)(m) = dyf"*1(fg)(m) — (=1)7"I9) (fg)diy (m).

Por otro, g(m) € M9 y entonces

8(£)(g(m)) = dyp™*" f(g(m)) — (=1)9"I fdiyy* (g(m))

(—=1)977 £5(g)(m) = (1) fldyy"g(m) — (—=1)9"9gd}y(m)]
= (=1)? fdy;"g(m) — (=1)"* fgdiy (m).
Sumando ambos términos obtenemos
(P (gm)) + (~1)7"F £8(g) (m) = d5f** (g(m)) — (=17 fd5f*(g(m))+

(—1)? fdyy"g(m) — (=1)P* fgdy, (m) = dy;" " f(g(m)) — (~1)P*4 fgdiy (m),

entonces 6(fg)(m) = 8(f)(g(m)) + (=1)9" f3(g)(m).
Ahora veamos que 62 = 0. Sean f € AP y m € M*, luego §(f) € APT!

82(f)(m) = 8(5(f))(m) = dif? T (6(f))(m) — (1) D5(f)di (m)
= dyfP TP f(m) — (=1)777 fdi (m)] — (1) [dy T f(dy (m)
—(=1)P fdiH (diyp(m)] = diP T dot? £(m)+0+(=1)PTH (=) fdi (dhy (m)) = 0.

Asi, hemos demostrado que A es una k-algebra diferencial.
O

DEFINICION 3.13.
Sea A una k-dlgebra graduada y M un A-mddulo izquierdo, entonces M es un
A-mddulo graduado izquierdo si y sélo si

(i) M admite una graduacion como k-espacio vectorial M = @, ., M? donde
M* es un k-subespacio vectorial, Vi € Z. Los elementos de M" se llaman
homogéneos de grado i. Escribimos gr(m) =1 si y sdlo si m € M".

(ii) Sia € A* ym € M7, entonces am € M*+7.
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DEFINICION 3.14.
Sea A una k-dlgebra diferencial y M un A-mddulo izquierdo, entonces M es un
A-mddulo diferencial izquierdo si y sdlo si:

i) M=@.., M* es un A-mddulo graduado izquierdo.
€L
(ii) M tiene una transformacidn lineal d: M — M que satisface

(a) dp (M%) C MY, para toda i € Z;
(b) diy =0;

(c) Siae Ayme M son elementos homogéneos,
dps(am) = d(a)m + (—1)5 @ ady, (m).

OBSERVACION 3.15.

Si A es un k-dlgebra diferencial, A es, visto como A-mddulo izquierdo, un A-
mddulo diferencial izquierdo. Nos referiremos a €l como el A-mddulo diferencial
reqular izquierdo.

Ahora vamos a definir los A-médulos derechos, para ello recordemos la defi-
nicién de A°P.

DEFINICION 3.16.

Sea A una k-dlgebra graduada. A°P es la k-dlgebra cuyo conjunto y estructura
de espacio vectorial graduado es la misma de A, es decir A°? = A, por tanto
(A°P)m = A™ Vm € Z. Sia € AP y b € A? definamos a x b = (—1)P%ba. El
producto en A°P se obtiene de la formula anterior extendiendo biaditivamente.

Claramente A°P es una k-dlgebra graduada.

PROPOSICION 3.17.
Si A es una k-dlgebra diferencial, entonces AP = @, , A? es una k-dlgebra
diferencial, donde la diferencial de A°P, es la misma que la de A.

DEMOSTRACION.

Como la diferencial de A° igual a la de A, tenemos que d?> = 0. Sélo hace falta
verificar la condicién de Leibniz, es decir que si a y b son elementos homogéneos,
secumple laa siguiente igualdad d(a * b) = d(a) * b+ (—1)8"®q x d(b). Sabemos
que

d(a*b) = d((~1)7"ba) = (~1)77%9"d(ba) = (—1)7 9" [d(B)a -+ (~1)"bd(a)]
_ (71)gragrb[(71>(g'rb+1)(gra)a % d(b) + (71)grb(71)(gra+1)grbd(a) " b]
= (—=1)9"%a % d(b) + d(a) * b.

Luego AP es un k-édlgebra diferencial.
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DEFINICION 3.18.
(i) Si A es una k-dlgebra graduada, un A-mdédulo graduado derecho M es un
A°P-mdédulo graduado izquierdo.

(ii) Si A es una k-dlgebra diferencial, un A-mddulo diferencial derecho M es un
A°P-mdédulo diferencial izquierdo.

Veamos una caracterizacién de los A-médulos graduados derechos.

PROPOSICION 3.19.

Sea M un k-espacio vectorial con una graduacion, M = @©;czM*. Sea A una
k-dlgebra graduada, entonces M es un A-mddulo graduado derecho si y sélo si
existe una transformacion bilineal ¥ : M x A ——> M donde ¥(m,a) =m-a
tal que

(i) Siae€ A® ym € M7, entonces m-a € M ;
(i) m-1=m;
(i1i) Sia,b€ A son elementos homogéneos y m € M,

(m-a)-b= (_1)gr(a)gr(b)m. (ab).

DEMOSTRACION.

Por hipdtesis M es un A-médulo graduado derecho, por tanto tenemos
que M es un A°?-médulo graduado izquierdo. Aprovechando esta informacién
vamos a definir la accién derecha v como sigue ¥(m, a) := m - a = am. Veamos
que se cumplen las tres condiciones:

(i) Sean a € A' y m € M7. Veamos que m -a € M7,
Como A°P es un A-médulo graduado izquierdo, entonces am € M y
por tanto tenemos que m -a € M**J,

(i) m-1=m
Esta condicién se cumple pues m -1 = 1m = m.

(iii) Sean a,b elementos homogéneos de A. Tenemos:
(m-a)-b=(am)-b="blam) = (b*a)m = (—1)&"®e®) (ah)m
= (—1)& @& ™)y . (gh).
¢: A’ x M —— M donde ¢(a,m) := am = m - a. Remontando el
argumento de (4), resulta que M es un A°’-médulo graduado izquierdo, es decir,

un A-médulo graduado derecho.
O

Ahora veremos una caracterizacién para los A-mddulos diferenciales dere-
chos.
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PROPOSICION 3.20.

Sea M un k-espacio vectorial con una graduacion, M = @._, M*, y provisto

i€
con una transformacion lineal dpr : M — M tal que

(i) da(M?) € M+, Vi € Z;

(ii) d%; = 0.
Sea A una k-dlgebra diferencial con diferencial d. Entonces M es un A-mddulo

diferencial derecho con diferencial dy; si y solo si existe una transformacion
bilineal ¥ : M x A——= M donde ¥)(m,a) =m - a, tal que

(i) ¥ satisface las condiciones de la proposicion 3.19.
(i) Sia € A ym e M son homogéneos, entonces

dy(m-a) =m-d(a) + (=1)F®dy (m) - a.

DEMOSTRACION.

Supongamos que M es un A-médulo diferencial derecho con diferencial
dpr. Como M es un A-mdédulo graduado derecho, existe ¥ que satisface las
condiciones de la proposicion 3.19. Sélo nos resta probar que dj; satisface la
condicion de Leibniz. Sean m € M y a € A elementos homogéneos

dy(m - a) = dar(am) = d(a)m + (—1)F®ady (m)

=m-d(a) + (—=1)&®dy (m) - a.

Suponga que ¥ es una transformacién bilineal que cumple (i) y (i4).
Por la proposicion 3.19, M es un A-médulo graduado derecho. Remontando el
argumento anterior, vemos que M es un A°?-mddulo izquierdo con diferencial
dus-

O
LEMA 3.21.
Sea A un dlgebra diferencial. Vamos a darle a A = @, ., A" una estructura de

A-mdodulo diferencial derecho. Definamos una accion derecha como sigue, para
a,b € A elementos homogéneos. a * b := (—1)2" @& ®) g En general,

(Z:ai) zj:bj Z%:ai*bj_

Por definicion dj :=d: A—— A es la diferencial del dlgebra A.

DEMOSTRACION.

Note que lo unico que falta ver para que esta accion le de estructura a A de
A-médulo graduado derecho, es que (a*by)* by = (—1)8"(P1)er(2) g« (b1 by), para
a, by, by elementos homogéneos de A. Notenemos que

(a*by)xby = ((—1)gr(a)gr(b1)ab1) * by = (—1)gr(a)gr(b1)((ab1) * o)
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= (f1)gr(a)gr(b1)+(gr(a)+gr(b1))gr(bz)able
= (—1)& @ (er)ter(b2))ter(bi)er(bz) gp py — (—1)grPr)er(d2)g 4 (hby).

Asi esta accion le da estructura de A-moédulo graduado derecho a A. Ahora
bien, la diferencial d4 := d es la misma que la de A, asi dados a y b elementos
homogéneos de A

d(axb) = (=1)F@E 0 d(ab) = (~1)F@E® [d(a)b + (—1)F @ ad(b)]

= (—1)8"@er®) g(g)p + (—1)8 @& E)FD 4(p)
- (_1)gr(a)gr(b)+(gr(a)+1)gr(b)d(a) «b+axdDd) =axdD) + (_1)gr(b)d(a) %D

por tanto A4 es un A-mdédulo diferencial derecho.

DEFINICION 3.22.
Llamaremos al mddulo diferencial derecho A el A-mddulo diferencial reqular
derecho.

En adelante Mod-A diferencial significard A-moédulo diferencial derecho y
A-Mod diferencial, significard A-mddulo diferencial izquierdo.

PROPOSICION 3.23.
Sea k un campo

(i) Sean A es una k-dlgebra graduada y M es un A-mddulo derecho graduado.
Definamos M (1] := @, (M[1])" donde (M[1])" = M+ y la accion m *
a:=(=1)9"*m-a, param € M y a € A homogéneos. Entonces, M[1] es
un A-mddulo graduado derecho.

(ii) Sea A wuna k-dlgebra diferencial y M un Mod-A diferencial, definamos
dyipy = —dar. Entonces M[1] es un Mod-A diferencial.

DEMOSTRACION.
Haremos la prueba de cada uno de los incisos.

(i) Veamos la asociatividad. Sean a,b € A elementos homogéneos y
m € (M[1])

(mxa)xb=((—1)F®m.a)xb=(—1)@ (1P (m . a) - b
— (_1)gr(a)+gr(b)(_1)gr(a)gr(b)m.(ab) - (_1)gr(a)gr(b)[(_1)gr(a)+gr(b)m.(ab)}
= (—1)&" @) & (ab)].

Entonces M[1] es un A-médulo graduado derecho.
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(ii) Claramente, d?wm = dypy(—dy) = —dp(—dar) = d3; = 0.
Ahora veamos que se cumple Leibniz, es decir que se cumple la siguiente
igualdad drppj(m * a) = m  d(a) + (—1)8"@ (dpspr)(m) * a). En efecto

dary(mxa) = —dpr(mxa) = —dp[(=1)&® (m-a)] = — (1) dp (m-a)

= —(=1)F@[m - d(a) + (~1)#das(m) - q]
= (~1)F@[=(m - d(a)) + (~1)(dar(m) * a)]
- (_1)gr(a)[(_1)gr(a)+2m*d(a) + dpgy(m) % al
=mx*d(a)+ (—1)gr(a)(dM[1] (m) * a).
Asi, hemos visto que M|[1] es un Mod-A diferencial.

OBSERVACION 3.24.
Si M es un A-mddulo graduado (respectivamente diferencial), de manera andlo-
ga a la construccion anterior, podemos construir el A-mddulo graduado (respec-

tivamente diferencial) M[—1]. Notemos que (M[—1])[1] = M = (M[1])[-1].

EJEMPLO 3.25.

Sean A = @D, c, AL M = Dicz M?, donde M es un Mod-A diferencial y supon-
gamos que d(A%) = 0. Consideremos a A° con d = 0, luego M = P,cr M* es
un Mod-A° diferencial.

DEMOSTRACION.
Sea M = @iEZMi, dy:M——=M vy m € M',a € A°, entonces por ser
M un Mod-A diferencial, tenemos que ma € M**t° = M?. Nétese que en este
caso M' es Mod-A° Vi € Z. Veamos que dys(ma) = dpr(m)a, como dp; cumple
Leibniz tenemos que dys(ma) = md(a) + (=1)°dy(m)a = dpr(m)a. Sélo nos
falta ver que d3, = 0, pero esto se tiene ya porque dy; es una diferencial sobre
M. Asf hemos probado que M es un Mod-A° diferencial.
O

A partir de ahora en el presente trabajo A serd una k-dlgebra graduada
diferencial. En lo que sigue empezaremos definiendo unas nuevas categorias y
mas adelante veremos que una de ellas es una categoria de Frobenius.

DEFINICION 3.26.
G es la categoria cuyos objetos son los A-mddulos derechos graduados y sus
morfismos f: M ——= N son funciones lineales que cumplen

1. f(ma) = f(m)a, para toda m en M y para toda a en A;
2. f(M%) C N, VieZ.

DEFINICION 3.27.

€ es la categoria cuyos objetos son los A-mddulos derechos diferenciales y sus
morfismos f: M ——= N, son aquellos que, ademds de ser morfismos de A-
mddulos derechos graduados, conmutan con la diferencial, es decir fdy = dn f.
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LEMA 3.28.
Sea A una k-dlgebra diferencial graduada

(i) Si f: M ——= N es un morfismo en G que es biyectivo como funcidn,
entonces f es un isomorfismo en G.

(i) Si f: M ——= N es un morfismo en € que es biyectivo como funcion,
entonces f es un isomorfismo en €.

DEMOSTRACION.
Veamos la prueba de ()

(i) Sea f: M ——= N un morfismo biyectivo en G y sea g: N ——= M
su funcién inversa. Tenemos f(M?) C N¢, Vi € Z. Como f es biyectiva,
si n € Nt existe m = >,m; € @D, M? = M tal que n = f(m) =
i f(mi) € @, N'. Luego n = f(m) = f(m;). Hemos probado que
f(M?) = N? para toda i € Z. Luego g(N*) = g(f(M")) = M‘'Vi€Zy g
es homogéneo. Ademds, sim € M y a € A, tenemos

f(g(ma) — g(m)a) = fg(ma) — f(g(m)a)
= fg(ma) — fg(m)a = ma —ma =0

y como f es inyectiva, g(ma) = g(m)a. Entonces g es un morfismo en G y
es el inverso de f. Asi f es isomorfismo en G.

(ii) Sea f: M ——= N un morfismo biyectivo en C y sea ¢g: N ——= M
su funcién inversa. Por el inciso anterior, sélo nos resta verificar que se
cumple la siguiente igualdad dj;g = gdn. En efecto,

fldarg(n) — gdn(n)) = f(dag(n)) — fgdn(n))) = fdag(n) — fgdn(n)

= fgdn(n) — fgdn(n) = 0.
Como f es inyectiva, dyrg(n) = gdy(n).

O
El siguiente paso es ver que G y % son categorias abelianas con coproductos.

PROPOSICION 3.29.
G y € tienen un objeto cero.

DEMOSTRACION.
Sea Z = 0 el k-espacio vectorial cero y la acciéon Z x A —— Z dada por
0-a = 0. Definamos a d; = 0. Como Z = @,., Z" donde Z' = 0 Vi € Z,
entonces vemos que Z estd en %. Ahora comprobemos que Z es objeto cero de
%. Observe que Homg (M, Z) y Homg (Z,N) sélo tienen un elemento, digamos
0,0 ¥ Oo,n, respectivamente. Dados M, N en € definimos al morfismo cero como
0 := 0p,n © Opr,0 donde Opr estd en Home (M, Z) y Op, v estd en Home (Z,N).
Con esto tenemos que Z = 0 es el objeto cero de €. El argumento para G es
similar.

O

114



3.1. MODULOS GRADUADOS Y MODULOS DIFERENCIALES

PROPOSICION 3.30.
Sean G y € como antes

(i) Homg (M, N) es grupo abeliano para todo M,N en G.

(#) Home (M, N) es grupo abeliano para todo M, N en €.

DEMOSTRACION.

(i)

Sean f,g € Homg(M, N). Veamos que f + g € Homg (M, N). Definamos a
la suma de f y g, para m € M, como sigue

(f +9)(m) := f(m) + g(m).

Como ambas funciones son transformaciones lineales tenemos que f + g
estd en Homy (M, N). Nos falta probar que f+g es un morfismo homogéneo.
Seam € M*, luego (f+g)(m) = f(m)+g(m) y como cada sumando est4 en
Nty es grupo para toda i € Z, entonces (f +g)(m) € N*¢. Asf hemos visto
que (f +¢)(M?) C N'. También es claro que

(f +9)(ma) = (f + g)(m)a.
Luego, f + g € Homg(M, N).

Por el inciso anterior lo inico que nos falta ver es que, dados f y g en
Home (M, N), entonces f + g conmuta con la diferencial, es decir que (f +
9)dyr = dn(f + g). Sea m € M entonces

(f+9)dr(m) = fdar(m)+gdar(m) = d f(m)+dng(m) = dn(f+g)(m).

Luego tenemos que f + g € Home (M, N).

OBSERVACION 3.31.
Dados M,N,L € €; f, f1, fo € Homg(M,N) y g,91,92 € Homg(N,L) las si-
guientes igualdades

g(fi+ f2) = gf1 +9f2
(g1 +g2)f =9 f+92f

son vdlidas por ser todos los morfismos transformaciones lineales. La afirmacion
correspondiente vale para G.

A continuacién veremos la existencia de coproductos en 4 y en G.
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PROPOSICION 3.32.
La categoria G tiene coproductos.

DEMOSTRACION.
Sea {M,}sec;s una familia de objetos de G, donde My = @®;czM? para toda

s € J. Tomemos [],.; M, el coproducto de los k-espacios vectoriales M, y sus

inyecciones candnicas g : My —— [[,o; M .

(i) [I,es Ms tiene estructura de A-médulo graduado derecho.
Definamos

(H m)j ~ o)

seJ seJ

Tenemos que probar que

- (1)

seJ JEZ \s€J

Sea x € [[,.; M entonces x tiene la siguiente forma

seJ
T = A, (M) + Agy (M) + -+ + Ag, (M)

donde m; estd en My, y M, = @, M. Entonces,
my =my +miT 4 mi
mg = mb 4+ m5Tt 4 mit 4 i
1 42 rl

my=m; +m;  +my 4+ my

donde mf esta en (M,,)?. Para facilitar las cuentas podemos suponer que
las m,; inician y terminan en los mismos indices, pues en el caso de que
no comiencen o terminen igual le agregamos ceros para que ocurra. Al
sustituir obtenemos que

z = Ao, (M4mT T 4+mi 2 bm T 4N (my+my T mE T 4 pmp

o A, (my T T ),

Como g, es una transformacién lineal, tenemos que se distribuye sobre
la suma:

= Ay (M) + Agy (m771) + Xy (m772) -+ Ay (m7 ™)

sy (MB) + Aoy (M) + Agy (m5T2) 4+ 4 Ay, (miH)
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e, (m]) + X (my ) + As (M) 4+ Mg (m™),
y, reordenado las sumatorias, obtenemos
= Asy () 4 Ay (M) -+ A, () + As, (M) + A, (M)

+)\5t(m:+1) +)‘61( T+l)+)‘62( T—H) +/\ét( T—H)'

Definamos

Nr = /\Sl(mg)—"_)‘sz(m;)—’— St mt (HM>

seJ

r+1
Tt 1= ey (M) 4 Ay (5 4 A, () € (HM>
seJ

r—+1
Mot = Aoy (M) 4 Agy (mpHh) + - --+A5t<m€”>€<HMS> '

Entonces,

J
x:n,.+77,.+1+~'~+777-+l62(HMS> ,

JEL
y esto implica que _
J
[T (1)
seJ JELZ \seJ
Ahora veamos que la suma es directa. Suponga que 7, € (Hse J MS)T,

o1 € (s M) s € (ey Mo) ™y que

0:77T+77T+1 +"'+777"r+l'
Pero sabemos que 7; € (HseJ M ) luego:

nj = )‘81(m{) +As, (m%) + A (mi)

con m! € M, para j =r,...,r + 1. Entonces
t t t
0= Z)\Si (m:) + Z )\Si (m;—i_l) i Z)\Si (mlr-i-l)
i=1 i=1 i=1

y, reordenando las sumas, obtenemos

0= )\Sl (m1+mr+1+mr+2+ +mr+l)+>\82 (m2+mr+1+mg+2+_ . ._’_ngrl)
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o A (my g ),

Luego si aplicamos la proyeccién canénica 7, : [[,c; My —— M, te-
nemos que

Ozﬁsi)\si(m:+n~+m;’+l):m€+~-~+m;ﬂ+l GMSi :@Msj7

JEZ
para i = 1,...,t, esto nos dice que m] = O,m:+1 = O,...,mf“ = 0.
Luego ny = ny41 = - -+ = nry; = 0. Asi hemos probado que
J
1o -@ (1)
seJ JEZ \s€J

(ii) JI,c; Ms tiene estructura de A-mddulo derecho graduado.
Consideremos la transformacion bilineal

¢:H36JMSXA4>H56JM9

tal que (3, As, (M), a) == >, As,(m;a). Sean x € (HseJ MS)J yac Al
veamos que za € (], Ms)ﬁt. Seax = Ay, (m1)+As, (Ma)+- -+, (M),
donde m; esta en Mg parai=1,...,t luego

za = (As; (m1) + Asy (m2) + -+ + Ag, (M) @
= X5, (m1)a+ A, (m2)a+ -+ + A, (my)a
= As, (Mm1a) + Ag,(maa) + - - - + A, (mya)
donde m;a € MJ**, entonces
j+t
xa € (H MS> .
seJ

Sean a,b € A homogéneos y = € (HSGJ Ms)j. Veamos que se cumple que
(za)b = (—1)8"@er®)g(ah). Sea x = A, (m1) + A, (m2) + -+ + A, ()
con m; € MJ , para i =1,...,t. Entonces

(20)b = (s (710) + Aoy (m2) + -+ -+ A (mea))b
= )‘31 ([mla‘]b) + >‘82([m2a]b) +F )\St ([mta’]b)

pero recordemos que, M, es A-médulo graduado derecho, por lo tanto
se tiene que (m;a)b = (—1)2" @& ®)y; (ab) para i = 1,...,t. Asi, tenemos
que

(za)b = As, ((=1)F @5y (ab)) + -+ + As, (1)@ Py (ab))
= (—1)&@er(®) g (gh).
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Aplicando la proposicién 3.19 obtenemos que [ ], ; Ms es un A-médulo derecho

sedJ
graduado. Notemos que cada Aj: My, ——[[,c; M, es un morfismo de A-

médulos graduados derechos. Sélo resta ver que [[..; M tiene la propiedad

seJ
universal de coproducto. Sea { fs : My —— L }scs una familia de morfismos

de G. En particular cada f es lineal. Como [],.; M; es el coproducto de los

seJ
k-espacios vectoriales M existe un tnico morfismo lineal f : ]_L,e My, —— [

tal que fAs, = fs, para toda s; € J.

M,

Veamos que f es un morfismo de G. Sean m € [[,.; Ms y a € A, como
m € [[,c; M existen m; € M, tal que m = Y X, (m;). Asf tenemos que
ma =Y As, (m;a), luego

f(ma) = f (Z As; (mia)> =3 fAa(mia) =Y fo(mia) =Y fo,(mi)a
- (Z fAs; (mi)) a=f (Z As; (mz)) a = f(m)a.

Similarmente se muestra que

f (H Ms>j c L

seJ
pues f., (M) C L.

PROPOSICION 3.33.
La categoria € tiene coproductos.

DEMOSTRACION.

Sea {M;}ses una familia de A-médulos diferenciales derechos. Por la proposi-
cién anterior tenemos que el coproducto de los k-espacios vectoriales [ . ; M*
admite una estructura de A-mddulo derecho graduado. Sélo nos queda por ver
que [ ,c; M? estd en €. Veamos a la diferencial. Para cada s € J tenemos

una diferencial dg : My — M, . Por la propiedad universal del coproducto,

existe una unica transformacion lineal d: [[ ., Ms ——]],c; M, tal que el
siguiente diagrama es conmutativo Vj € Z

d
Hse.] Mg HsGJ M;

AST TAS

My, ——— M,.
ds
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Ahora comprobemos que d efectivamente es una diferencial.

] j J+1
(1) d((HseJ MS)]) c (HSGJ ‘Z\45)7 :

Sea z € ([[,c;ms)’, entonces z = 3 Ay, (m;) con m; € M7,

d@) = d (3 A (mi)) = D A, (ma)) = 3 A, (do, (ma));
pero note que ds, (m;) € M7 entonces
J+1
d(z) € (H MS> .
seJ

(ii) d cumple la condicién de Leibniz.

Sean x € (]_[Se, MS)] y a € A", como en el inciso anterior, tenemos que
x=Y"i_1 As; (m;), con m; € MY . Luego,

d(za) =d ((Z As; (ml)> a) =d (Z As; (mm))

t

Asi, d satisface la condicién de Leibniz.
(iii) d? = 0.

Al igual que en los incisos anteriores sea x € (Hse J MS)J, entonces
=) X\, (m;) con m; € M] .. Notemos que

d(x) = d(d(x)) = d (32 d(, (m:))) = d (3 A, (de, (m))
= Z dAs, (dsl (ml)) = Z As;ds,ds, (ml) =0.

Luego [[,.; Ms es un Mod-A diferencial.

Es claro que la inyeccion As : My, — [[,c; M, es un morfismo de médulos

diferenciales derechos. Sea { fs : My —— L }sc; una familia de morfismos en
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% . Puesto que [ [, ; M, es coproducto en G, existe [ : Hie)Ms ——1L en G
tal que conmuta

HSEJMS f4> L

s,
I,

M,,.

Lo tnico que nos queda por probar es que fd = dr, f donde d es la diferencial

de [[,c; M*. Sea x € [ [, ; M,, entonces

fa(@) = £ (3" Assdon, (mi)) = D7 fAssdon,, (1) = > fodn,, (m2)
= dufu(m) = dy (3 fu(mi)) = dif(a).

Asi, € tiene coproductos.

PROPOSICION 3.34.
G y € son categorias aditivas.

DEMOSTRACION.
Por las proposiciones 3.29, 3.30, 3.32, 3.33 y la observacién 3.31 tenemos de-
mostrada la proposicion.
O
Nuestro objetivo final es ver que G y % son categorias abelianas. Para ello
definiremos los conceptos de submddulos graduados, submddulos diferenciales,
cocientes de mddulos graduados y cocientes de médulos diferenciales.

DEFINICION 3.35.
Sea M un A-mdédulo graduado derecho y N un subespacio vectorial de M.
Diremos que N es un A-submddulo graduado de M si

(i) N=@,c, NN M.
(i) Para toda a € A yn € N, na € N.
DEFINICION 3.36.

Sea M un A-mddulo diferencial derecho y N un subespacio vectorial de M.
Diremos que N es un A-submddulo diferencial de M si

(i) N es un submddulo graduado de M.
(it) op(N) S N.

OBSERVACION 3.37.
Note que N es un submddulo diferencial derecho de M, entonces N es A-mddulo
diferencial derecho, pues lo hereda de M.
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EJEMPLO 3.38.
Si f: M ——= N esun morfismo de A-mddulos graduados derechos, entonces

Ker(f) = {m € M | f{(m) = 0} es una submddulo graduado de M. Ademds, la
inclusion i : Ker(f) ——= M es un morfismo de médulos graduados.

DEMOSTRACION.
Veamos que se cumplen las dos condiciones.

(i) Ker(f) = @icy Mi N Ker(f).
Es claro que M* N Ker(f) C Ker(f) Vi € Z, por lo tanto

Z(Ker(f) NM') c Ker(f).
i€Z

Por otro lado, sea m € Ker(f) € M = P, M', entonces m = Y m; con
m; € M*, luego

0=f(m)=f (3 mi) = rom) e PN,
i€z
con f(m;) € N%. Por tanto, tenemos que,¥i, f(m;) = 0. Esto implica que
m; € M N Ker(f), para toda i, por tanto
m e > (Ker(f) N M.
i€z
Luego, hemos probado que

Ker(f) = Y "(Ker(f) N M') = @5 (Ker(f) N M).

iez iez
(ii) Sea a € Ay m € Ker(f). Entonces f(ma) = f(m)a = 0. Por tanto
ma € Ker(f).
0O

EJEMPLO 3.39.
Si f: M ——= N esun morfismo de A-mdédulos diferenciales derechos, enton-

ces Ker(f) = {m € M | f(m) = 0} es un submddulo diferencial de M. Ademds,
la inclusion i : Ker(f) —— M es un morfismo de submddulos diferenciales.

DEMOSTRACION.
Ya sabemos que Ker(f) es un submédulo graduado de M. Veamos que se cumple
que dp(Ker(f)) C Ker(f). Sea m € Ker(f), probemos que dps(m) € Ker(f).

fldy(m)) = dn f(m) = dy0 = 0.
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EJEMPLO 3.40.
Si f: M ——= N esun morfismo de A-mddulos graduados derechos, Im(f) es

un A-submddulo graduado de N. Ademds, Im(f) N N' = f(M}), Vi € Z.

DEMOSTRACION.
Veamos que Im(f) es un A-submdédulo graduado, es decir, que se satisfacen las
condiciones:

(i) Im(f) = P,y N' N Im(f). _
Al igual que antes, es claro que N* NIm(f) C Im(f) Vi € Z, entonces

> N'NIm(f) C Im(f).
i€EZ

Por otro lado, si y € Im(f) entonces existe m € M con m = Y m; donde
m; € M* y m es tal que y = f(m). Entonces

y=fm) =5 (Y m) = fm)

donde notamos que f(m;) € Im(f) N N' Vi € Z. Entonces,

Im(f) = > (N'NIm(f)) = N N Im(f)).

i€Z i€Z

(ii) Esclaroquesiy € Im(f) y a € A entonces ya € Im(f), pues como y € Im(f)
existe m € M con y = f(m). Luego,

ya = f(m)a = f(ma) € Im(f).

Ahora veamos que Im(f) N M! = f(M!), Vi € Z. Fijemos i € Z. Claramente,

f(M?") C Im(f)NN'. Sea m € M con f(m) € N*. Escribamos m = 3., m; con

mj € M7. Entonces, f(m) =3 f(m;) € @, N7 implica que f(m) = f(m;).
O

EJEMPLO 3.41.
Si f: M ——= N es un morfismo de A-mddulos diferenciales derechos, Im(f)
es un submddulo diferencial de N.

DEMOSTRACION.

Ya sabemos que Im(f) es un submédulo graduado de N. Sélo nos falta ver que
Im(f) es dy estable. Sea y € Im(f), veamos que dy(y) € Im(f). Como y € Im(f)
existe m tal que f(m) =y, por lo tanto

dn(y) = dn f(m) = f(da(m)) € Im(f).

O

A continuacién vamos a ver que el cociente de un A-mdédulo graduado (res-

pectivamente diferencial) derecho por un submdédulo graduado (respectivamente
diferencial) resulta ser un A-mdédulo graduado (respectivamente diferencial).
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PROPOSICION 3.42.
Sea A una k-dlgebra

(i) Sean M un A-mddulo graduado derecho y N un A-submddulo graduado
de M, entonces M/N es un A-mddulo graduado. Ademds la proyeccion

candnica 1n: M —— M/N es un morfismo de mddulos graduados.

(i) Sean M un A-mddulo diferencial derecho, N un A-submddulo diferencial
de M entonces M/N es un A-mddulo diferencial. Ademds la proyeccidn

candénica 1: M —— M/N es un morfismo de mddulos diferenciales de-
rechos.

DEMOSTRACION.

(i) Note que tenemos el siguiente morfismo de espacios vectoriales

n: M ——> M/N tal que n(m) = m, la clase lateral m = m + N. Es-
ta bien definido ya que N es un A-subespacio vectorial de M. Vamos a
definir una accién derecha de A en M/N. Lo haremos como sigue: Sea
Y:M/N x A——= M/N tal que ¥(n(m),a) := n(ma) =: n(m) xa. Vea-
mos que 1) esta bien definido. Sean m,m’ € M tales que n(m) = n(m’),
entonces m—m’ € N, luego (m—m')a € N por tanto n(ma) = n(m'a). Es
claro que v es bilineal. Veamos que esta accién le da a M /N una estructura
de A-médulo graduado derecho. Veamos primero que:

(z%a)xb=(—1)g®e®)yy (ab),

Va,b € A elementos homogéneos y z = n(m) € M/N.
En efecto,

(2 a) b= n(ma) * b = n([malp) = n((~ 1)=& m(ab))

= (=)@ )y (ab)) = (—1)F" @2 Py« (ab).
Ahora veamos que M/N = @, ., n(M"). Es claro que

M/N = " n(M").

€L

Ahora veamos que es suma directa. Suponga que n(my) +---+n(m:) =0
con m; € M*, para toda ¢ =1,...,t. Luego

m1+m2+--~+mt€N=@(MimN)
i€L

por tanto m; € M* N N para toda i = 1,...,t. Esto implica que

n(m;) = 0 para toda i = 1,2,...,t. Finalmente, si a € A* y x € M/N
tiene grado j, es decir si x € (M/N)J := n(M7), tenemos que x = n(m)
con m € M7, Luego za = n(m)a = n(ma) € n(M**7). Asi M/N es un
A-médulo graduado derecho.
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(ii) Ahora, si M es A-médulo diferencial derecho y N es submdédulo diferencial,
tenemos que M/N es A-mddulo graduado derecho con la notacién de ().
Pasemos a definir una transformacién lineal dp;/n. Como dps(N) C N te-
nemos que dps induce una transformacion lineal dy;/n que hace conmutar
el siguiente diagrama

dy

M——M

M/N -.-->M/N.

M/N

Es claro que d/n (n(M?)) = nda (M) C n(M*1), Vi € Z. Veamos que
dyr/n satisface

(a) La regla de Leibniz.
Sean x € M/N y a € A homogéneos. Digamos x = n(m) con m € M.

dyryn (@ * a) = daryn (n(ma)) = n(dar (ma))
= (=¥ @ drr(m)a + md(a)] = (=1)n(da (m)a) + n(md(a))
= (—1)#@daynn(m)a +n(m)d(a)
=z xd(a)+ (—1)gr(a)dM/N(x) * a.
(b) d?WN =0.
Sea x = n(m) € M/N, entonces
A3y n (@) = dayndar/n (n(m)) = dagyn (n(dar(m)))
= n(dam(dm(m))) = 0.

Por tanto M/N es un A-mdédulo diferencial derecho.

OBSERVACIONES 3.43.
(i) St f: M ——= N wun morfismo de A-médulos graduados derechos, entonces
CoKer(f) es un A-mddulo graduado derecho.

(it) Si f: M ——= N un morfismo de A-mddulos diferenciales derechos, en-
tonces CoKer(f) es un Mod-A diferencial derecho.

DEMOSTRACION.

Haremos la prueba del inciso (i7). Recuerde que CoKer(f) = N/Im(f). Ya vimos
para el caso diferencial, ejemplo 3.41, que Im(f) es un submédulo diferencial
derecho de N y por 3.42 tenemos que N/Im(f) es un Mod-A diferencial.

Para el caso graduado es andlogo.
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PROPOSICION 3.44.
(i) Si f: M ——= N es un morfismo de mddulos graduados y la inclusion

s: Ker(f) —— M , entonces s es el nicleo de f en G.

(i1) Si f: M ——> N es un morfismo de mddulos diferenciales y

s:Ker(f) ——= M es la inclusion, entonces s es el nicleo de f en €.

DEMOSTRACION.

(i) Sea g: L ——> M un morfismo en G tal que fg = 0.

Viendo a los morfismos como de k-espacios vectoriales tenemos que existe una
Unica transformacion lineal ) : [, —— Ker(f) con la propiedad de que As = g.
Es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

L

\
g
L: l

Veamos que A es un morfismo de A-médulos graduados derechos:
(a) Sean a € Ayl € L, entonces,
Ala) = sA(la) = g(la) = g(D)a = (sA)(l)a = A(1)a.

(b) Veamos que A\(L?) C (Ker(f) N M!).
Sea I° € L, asi tenemos que g(I') € M® pero como fg = 0, esto nos
implica que g(I*) € (Ker(f) NM'). Como ¢ es un elemento de L?, entonces
tenemos que sA(LY) = g(L%) C (Ker(f) N M}). Luego, \: L ——> M es
un morfismo graduado y s es el nicleo de f en G.
(#4) Ahora supongamos que ¢: L —— M es un morfismo de €. Con la nota-
cién de (i), bastard ver que:

A, = dger(f) A
Observe que en el siguiente diagrama

g

L Ker(f) —>—

M
dLi lchr(f) \LdM

L—> Ker(f) — M,

S

g

sAdp = gdp, = dyg = dpysA = sdgers)A, y como s es monomorfismo, entonces
Adp = dgerr)A- Asi tenemos que A es morfismo diferencial, y con esto vemos

que s es el nicleo de f en %.
O
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PROPOSICION 3.45.
(i) Si f un morfismo graduado, entonces existe su conicleo en G.
(#4) Si f un morfismo diferencial, entonces existe su conicleo en €.

DEMOSTRACION.

(i) Sean M, N A-mdédulos graduados derechosy f: M ——= N un morfismo
en G. Consideremos el siguiente diagrama en G

M N N —-> Coker(f)

donde t es la proyeccién canénica. Sea g : N —— [ un morfismo gra-
duado tal que gf = 0. Como gf = 0 entonces Ker(t) = Im(f) C Ker(g).
Asf existe una tnica transformacién lineal A : Coker(f) ——= L tal que
At =g.

M*>f N —> Coker(f)

.
l DY
~

L.

Veamos que A es morfismo de A-médulos graduados derechos.

(a) Seaa € Ay z=t(n) € Coker(f), entonces
Aza) = A(t(n)a) = A(t(na)) = g(na) = g(n)a = A(t(n))a = \(2)a.

(b) A(N?) C L?, pues \t(N?) = g(N?) C L*. Luego A : Coker(f) —— L
es morfismo de A-mdédulos graduados derechos y t es el conticleo de

feng.

(ii) Ahora supongamos que f: M ——= [ es morfismo de A-mddulos dife-
renciales derechos. Con la notacién de (i) bastard ver que:

dpA = )‘dCoker(f)
Consideremos el siguiente diagrama

g9

N—> Coker(f )‘—>L

dn dCoker(f) l

N—> Coker )\—>L
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y notemos que
Mdooker(f)t) = At(dn) = (M)dn = gdy = dpg = dp(At) = dp At

y como t es epimorfismo entonces dz A = Adcoker(r)- As, A es un morfismo
diferencial y t es el contcleo de f en .

O

PROPOSICION 3.46.
(i) Sea f monomorfismo en G y g el conicleo de f en G, entonces f es nicleo
de su conicleo en G.

(i1) Sea f monomorfismo en € y g el conticleo de f en €, entonces f es nicleo
de su conicleo en €.

DEMOSTRACION.
Veamos la prueba de (7)

(i) Sea f monomorfismo en G y g el conicleo de f en G. Sea h: E——= N
el nicleo de g en G. Recuerde que f, g y h también son morfismos de la
categoria de k-espacios vectoriales, y como es abeliana, tenemos que f es
el nicleo de su contcleo en la categoria de k-espacios vectoriales. Como
gf =0, existe \: E ——> M transformacién lineal tal que fA = h.

E
N
h
L
MC—>f N —;= Cokerf.

Veamos que A es un mofismo de A-moddulos graduados. Sia € Ayec E
tenemos fA(ea) = h(ea) = h(e)a = fA(e)a, luego A(ea) = A(e)a. Por otro
lado, si e! € E*, tenemos que h(e?) satisface gh(e?) = gfA(e?) = 0. Luego,

fA(eh) = h(e') € kerg N N* = Im(f) N N' = f(M").

Entonces, existe m* € M con fA(e?) = f(m*). Como f es monomorfismo,
A(e?) = m. Con ello hemos visto que A\(E?) C M*. Vamos a probar que
A es un isomorfismo en G, con esto concluiremos que f es el nicleo de su
conticleo en G. Consideremos el siguiente diagrama en G, como gf =0y
h es nicleo de g en G existe un tnico morfismo ¢ : M —— E en G tal

que h( = f
M
4
E(—>h N—> Cokerf.

Asi tenemos que fA = h y h( = f. Luego, fA( = h( = f de donde
A = 1. Por otro lado, h¢A = fA = h de donde (A = 1g. Luego tenemos

que A es un isomorfismo.
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(ii) Para el caso diferencial la prueba es anédloga a la hecha en (4), sélo tenemos
que ver que el morfismo ) : E ——> M que existié antes conmuta con
las diferenciales. En efecto, fAdg = hdg = dyh = dyfA = fdy )y, en
consecuencia, Addg = dys .

PROPOSICION 3.47.
Si g epimorfismo en G (respectivamente en €) y [ el nicleo de g en G (respec-
tivamente en € ), entonces f es conicleo de su nicleo en G (respectivamente en

%).

DEMOSTRACION.

Sea g: N ——= [ epimorfismo en G y f su nicleo en G. Sea h: N——=F
el conicleo de f en G. Consideremos el siguiente diagrama en la categoria G.
Como gf = 0, existe un unico morfismo (: E ——= [, talque Ch=g

kerg(f—> N _hy

gl
R

L.

Recuerde que f, g y h también son morfismos de la categoria de k-espacios
vectoriales, que es abeliana, tenemos que g es el contcleo de su nucleo. Como
gf = 0, existe una transformacién lineal ) : [ ——= E tal que A\g = h.

k:ergcf—> N 4g>? L
hl -
P
E.

Vamos a probar que ¢ es un isomorfismo de k-espacios vectoriales, y por lema
3.28 inciso (i), lo es como morfismo de A-médulos graduados. As{ tenemos que
Ag = hy Ch = g. Luego, (A\g = Ch = g de donde (A = 1. Por otro lado,
ACh = Ag = h de donde A = 1g. Luego tenemos que A es un isomorfismo de
k-espacios vectoriales y por tanto isomorfismo en G. Entonces, g es el contcleo
de su ntcleo en G. El caso diferencial es analogo.

O

PROPOSICION 3.48.

Sea [ un morfismo graduado (diferencial), entonces f se factoriza como

f =ts, donde t es un monomorfismo graduado (diferencial) y s es un epimor-
fismo graduado (diferencial).

DEMOSTRACION.
Sea f: M —— N un morfismo de Mod-A diferencial. Recordemos que f(M)
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es un submoédulo diferencial de N, por tanto tenemos el siguiente diagrama

conmutativo

M ! N

X‘ f(M)J

donde s:={f|: M —— f(M)} es epimorfismo, ¢ es la inclusién de f(M) en
N y ambos son morfismos de A-mdédulos diferenciales derechos. El caso graduado
es anélogo.

O
PROPOSICION 3.49.
G y C son categorias abelianas con coproductos.
DEMOSTRACION.
Por las afirmaciones 3.44, 3.45, 3.46, 3.47, 3.48 tenemos probado el resultado.
O

OBSERVACIONES 3.50.
(1) Si A es una k-dlgebra graduada, el A-mddulo graduado regular derecho es
compacto en G.

(2) Si A es una k-dlgebra diferencial, el A-mddulo diferencial reqular derecho es
compacto en €.

DEMOSTRACION.
El mismo argumento de lema 77 vale para ambos incisos.

LEMA 3.51.
Tenemos automorfismos:

(i) T:G——=G tal que: T(M) = M[1], para cada M € G . T(f) = f, para
cada morfismo f de G.

(ii) T:C——=C tal que: T(M) = M1}, para cada M € C . T(f) = f, para
cada morfismo f de €.

DEMOSTRACION.
En efecto, T es un funtor y su inversa estd dada por T-1(M) = M[-1] y

T =t

O
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3.2. Productos tensoriales y bimoédulos diferen-
ciales.

Recordemos la definicién de producto tensorial sobre una k-dlgebra A. Para
ello necesitaremos la nocién de funciéon A-balanceada.

DEFINICION 3.52.

Sean A una k-dlgebra, M un A-mddulo derecho, N un A-mddulo izquierdo y H
un k-espacio vectorial. Una funcion 7: M x N —— H es A-balanceada si y
solo si para toda m,my,ms € M; n,ny,ne € N; a,8 €k ya € A se cumple:

(i) T(amq + Bma,n) = at(my,n) + Br(me,n)

(ii) T(m,any + fn2) = at(m,ny) + Br(m,nz)

(#ii) T(ma,n) = 7(m,an)
Si se cumplen las dos primeras propiedades diremos que T es bilineal.
DEFINICION 3.53.
Sean A una k-dlgebra, M un A-mddulo derecho y N un A-mddulo izquierdo. El
producto tensorial de M y N es una pareja (T, 7) 7: M x N——=T donde T
es espacio vectorial y T es A-balanceada, tal que para toda funcion A-balanceada

h: M x N—— L, existe una unica transformacion lineal 1 tal que Y1 = h,
es decir

MxN-2l—sp

7
.
|

T.

Al producto tensorial T de Ma y 4N lo representaremos como M ®4 N.
M ®4 N estd generado, como k-espacio vectorial, por los elementos
m®n:=71(m,n), conméeM yne N.

PROPOSICION 3.54.
Sean A, B dos k-dlgebras diferenciales (graduadas), entonces A @i B es una
k-dlgebra diferencial (graduada).

DEMOSTRACION.
Tenemos A = @, ., A" y B = @,y B', luego A @y B = @, ,(A @ BY).
En adelante, identificaremos A ®; B con @” (Ai Rk Bj) y a A* ® BJ con su
imagen en @, ; (A* ®, BY).

Para definir el producto en A ®; B construiremos una funcién lineal

1/) : A@k BHHOmk(A Rk B,A@k B)

Para ello fijemos a € A%, b € B! y definamos Xgi’jg) A" x Bl — > A®, B

como sigue: si u € A*, v € BJ, hacemos

XEZ’JJ) (u,v) == (—1)g"Wer®) gy @ .
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Claramente ’)\\EZ’];) es bilineal, por lo tanto existe una transformacion lineal
)\gfl’jb)) tA'® Bl ——= A®, B tal que )\Eijg)(u @) = (=1)8"Wer® gy @ bv.
Por la propiedad universal de la suma directa, existe una transformacién lineal

>‘(a,b) :A®kB4>A®k B,

tal que A(qp)(u®v) = (—1)gWer®) gy @ by para u,v homogéneos. Definamos
ahora
Dt . A5 x Bt — Homy (A ®k B, A @ B)

como sigue: si a € A%, b € B, hacemos 1>t (a, b) := Aab)-
Claramente (> es bilineal, en consecuencia existe una transformacién lineal

P02 A5 @, Bt — Homy (A ®k B, A ® B)

tal que ") (a ® b) = A(a,b)» Para a,b homogéneos. Por la propiedad universal
de la suma directa, existe una tinica transformacion lineal

1/}:A®kB4>H0mk(A®kB,A®kB>

tal que paraa € A%y b € B7, ¢(a®b) = N (a®b) = A(a,p)- Luego, si a,u € A
y b,v € B son elementos homogéneos, tenemos

Y(a @ b)ux v] = (—=1)8"We®) gy @ by,

Ahora definiremos al producto como sigue, sean z1, 29 € A ® B, por lo tanto
z122 := P(21)(22). Luego, si a;, € A%, by € B, u; € A' y v; € B, tenemos la
férmula general del producto en A ® B

(Z as ® bt) Z uU; & Uj = Z (_1)gr(ui)gr(bt)asui & bt’l)j.
s,t @7

8,t,0,7

Veamos que A ®j B es una k-algebra. Como v es una transformacién lineal
y ¥(z1) es lineal para cada z1, el producto es una funcién bilineal. Observe que
si a, b, u, v son elementos homogéneos, entonces

(a@b)(u®v) = (—1)®eWay @ bo.

Veamos la asociatividad del producto. La prueba la haremos en los elementos
homogéneos. Sean z; = a®b, 20 = U v,y 23 = e® f con a,b,u,v,e, f
homogéneos

21(2223) = (a®b)[(fl)gr(V)gr(E)W@vﬂ - (f1)gr(V)gr(e)+gr(b)(gr(u)+gr(e))aue@(,vf
y, por otro lado,

(z122) 73 = [(—1)F®EW guaby] (e f) = (—1)E e+ ®)+8r)e© gyemby .
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Por tanto, z1(z223) = (2122)23. En general, sean

m n l
21 :Zei,ZQZZhj,23:Zwk € AQy B
i=1 i=1

k=1

con e;, hj,wy, elementos de la forma a ® b con a y b homogéneos, luego usando
la bilinealidad del producto

z1(2923) = 21 Z(hjwk) = Z ei(hjwy) = Z(eihj)wk = (2122)23.

Jsk .5,k .5,k

Definamos la graduacién como sigue A @ B = @, 5 (A ®) B)® donde el
grado s es (A®y B)® = @, ;—, At ®, B, Claramente, si 2; estd en (A ®y B)"

y 29 en (A Qy B)j tenemos que z1zo estd en (A ®y B)Hj. Ahora veamos que
l-2=2.8al1l=1®1yz=a®b, con a y b homogéneos, luego

l-z= (=199 2b=a®b= 2.

Para cada s,t € Z, consideremos la funcién k-balanceada
S(SJ) A x Bt —— A®; B

tal que 5(s,t)(a7 b) =da(a) @b+ (—1)8®a ® dg(b), y la transformacién lineal
determinada por ella &) @ A° @ Bt — > A®; B . Ahora, consideremos la

transformacién lineal ¢ : A ®, B—— A ®; B definida por la propiedad uni-
versal de la suma directa. Luego si a € A y b € B son homogéneos, vale la
formula 6(a ® b) := da(a) @ b+ (—1)8"®a ® dg(b). Veamos que § es una dife-
rencial.

(i) 0 cumple la condicién de Leibniz.
Deseamos ver que 0(z - w) = §(2) - w + (—1)8" @z - §(w). Sin pérdida de
generalidad, supongamos que z = a®b € A'® B y w = u®v € A°®;, Bt
Por un lado, tenemos

§(z-w) = 0((=1)au @ bv) = (=1)*§(au @ bv)
= (=1)¥[ds(au) @ bv + (—=1)"au @ dp(bv))].
Recordemos que
da(aw) = da(a)u+ (—1)'ada(u)
dp(bv) = dp(b)v + (—1)7bd g (v),
sustituyendo obtenemos

§(z-w) = (=1)*[(da(a)u+ (=1)'ada(u)) ® bv + (—1)" *au ® (dp(b)v
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+(=1)7bdp(v))] = (=1)¥da(a)u @ bv + (—1)*Tad s (u) @ bv
+(=1)F gy @ dp(b)v + (—1) T+ ay @ bdp (v).
Por otro lado, 6(z) = 6(a ® b) = da(a) ® b+ (—1)‘a ® dg(b). Luego,
§(z)-w=[da(a) ®b+ (—1)'a®@dp(b)] - (u®v)
= (da(a) ®b) - (u@v) + (-1)"(a @ dp(b)) - (u® v)
= (=1)¥da(a)u®bv+ (—1)* Uy @ d(b)v.
Ahora, analicemos a 6(w) = §(u ®@v) = da(u) @ v+ (—1)*u ® dg(v), asi,
z-dw)=(a®b) [da(u) @v+ (—1)°u® dp(v)]
= (=) WVad, (u) @ bv + (—1)* ¥ au © bdp (v).
Multiplicando por (—1)i*7 obtenemos
(=) VI H g 4 (u) @ bu 4 (—=1)5T9FH 44, @ bdp (v).
Sumando estos términos
5(2) w+ (=1)7%z - §(w) = (1) da(a)u @ bv + (—1)" ¥ qu @ dp(b)v
+H(=1)¥ ads(u) ®@ bv + (=1)* Ty @ bdg (v).
Luego, concluimos que

6(z-w) =6(2) - w+ (—1)F@z - §(w).

(i) 62 =0.
Sea z =a®b en A’ ®; B7. Entonces

62(2) = 8[6(a®b)] = 6[da(a) @ b+ (—1)"a @ dp(b)]
= 0[da(a) @] + (—1)"6[a ® dp(b)]
=d4(a) @b+ (=)t da(a)dp(b) + (—=1)'da(a)dp(b) + a @ d%(b) = 0.
O

DEFINICION 3.55.
Un AB bimddulo diferencial (graduado) es un A®y B°P-mddulo diferencial (gra-
duado) izquierdo.
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PROPOSICION 3.56.
M es un A ® B°P-mddulo diferencial izquierdo si y sélo si

(a) M es un A-mddulo diferencial izquierdo .
(b) M es un B-mddulo diferencial derecho.
(¢) Las diferenciales de M como A-Mod y como Mod-B coinciden.

(d) Se cumple que (am)b = (—1)97%97%a(mb), para todo a € A, b € B ho-
mogéneos y m € M.

DEMOSTRACION.
Suponga que M es un A ®; B°P-mddulo diferencial izquierdo. Veamos
que:

(a) M es un A-médulo diferencial izquierdo.
Primero definamos una accién. Sean a € Ay m € M, definamos la accién
izquierda como a-m = (a®1)-m. Sean a1,as € Ay my,mg € M, veamos
que satisfacen las propiedades de A-médulo izquierdo

(M1) (a1 +a2) - m=a;-m+az-m
Notemos que

(a1 +az) - m=((a1+a))@1)m= (a1 ®1+a®1)m
=(a1®1) - m+(aa®1) - m=ay;-m+az-m

M2) a-(m+n)=a-m+a-n
Aplicando la accién

a-(m+n)=(a®1)(m+n)
=@®lm+(a®l)n=a-m+a-n

(M3) a-(b-m)=(ab)-m
Sabemos que

a-(b-m)=(aD[b1)m]|=[(a®1)(b®1)m

= (ab® 1)m = (ab) - m

(M4) 1-m=m

1-m=(1®1)m=m.
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Asi concluimos que M es un A-mdédulo izquierdo. Estamos suponiendo que
M es ARy B°P-mébdulo diferencial izquierdo, asi que tomemos su diferencial
d: M — M. Veamos quesia € Ay m € M son homogéneos se cumple

Leibniz d(am) = d(a) - m + (—1)8"®a - d(m). Tenemos,
d(a-m) =d((a® 1)m) =d(a® 1)m + (~1)8® (a @ 1)d(m)
pero recordemos que
dla®1)=d(a)®1+ (-1)¥Ma®d(1) =d(a) ®1
sustituyendo
d(a-m) = (d(a) ® D)m + (=1)¥® (a @ 1)d(m)

=d(a) - m+ (—1)&®a - d(m).

(b) M es un B°P-médulo izquierdo y por lo tanto M es un B-médulo derecho.
Sean b°? € B°? y m € M y definimos la accién m - b := (1 ® b°P)m.
Con un calculo andlogo al anterior (M1.M2, M3, M4), es fdcil probar
que se cumplen las propiedades de B°P-mddulo izquierdo con esta accién.
Tomemos ahora la diferencial d: M — M dada por la estructura de
A ®p B°P-médulo diferencial, la cual debe cumplir

d(m - b) = (=1)&® d(m)b + md(b).
Tenemos que
d(m - b) = d((1®bP)m) = d(1 @ bP)m + (—1)8"®) (1 @ b°P)d(m)
= (d(1) ® b + (—=1)°(1 @ d(b°")))m + (—1)&®) (1  bP)d(m)
= (1®@d0P))m + (=1)F®) (1 ® b°P)d(m)) = md(b) + (—1)8"P)d(m)b,
asi que d cumple con las propiedades de una diferencial.

(¢) Las diferenciales coinciden.
En (a) y (b) hemos tomado la misma diferencial.

(@) (am)b = (1) Cla(mb)
Como
(am)b = (1® b%)(am) = (1 ® b%)[(a ® 1)m]

= (—1)8"@e®) (4 @ bP)m

a(mb) =a((l®bP)m) = (a® 1)(1 @ bP)m
= (a®bP)m

entonces tenemos que es valida la expresién.
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Suponga que se cumplen (a), (b), (¢) y (d). Probemos que M es un A ®y,
B°P-médulo diferencial. Debemos dar una accién ¢ : (A @ BP) x M —— M ,
es decir una funcion bilineal. Equivalentemente, debemos dar una transforma-
cién lineal ¢ : A ®y B°? —— Homy (M, M) . Dados a € A® y b € B, tenemos

la transformocién lineal @Z’ib) M —— M tal que @f&ib) (m) := a(mb). Para
s,t € Z, podemos considerar la funcién k-balanceada:
Pt A% x (B°P)t —— Homy (M, M)
tal que $*t(a,b) := $*t(a, b), la cual determina una transformacién lineal
p*t: A% @y, (BP)t —— Homy (M, M)
tal que p*!(a @ b)[m] = a(mb). Luego, tenemos una transformacién lineal

v A®y B°? —— Homy (M, M)

y por lo tanto una accién 1) : (A ®y B°?) x M —— M tal que
Y(z,m) = p(2)[m] =: z - m. Notemos que si a € A*, b € (B°?)! y m € M,
entonces ‘ A

(a®b)-m = ¢(a®b)[m] = a(mb) € M7,

Hace falta probar que M con esta accién efectivamente es un A ® B°P-mdédulo
diferencial. Primero veamos que es un A® B°P-mddulo izquierdo. Como ¢ y cada
©(z) son lineales, el producto es bilineal. Falta ver que se cumple la asociatividad,
es decir z1-(z9-m) = (2z122)-m con 21, 20 € AQB° ym € M. Es suficiente probar
el resultado para elementos homogéneos de la forma 21 = a® b, y 20 = u ® v,
con a, b, u,v elementos homogéneos. Por un lado,

z1-(22-m) = (e @b)[(u@v)m] = (a @ b)(u(mv))
= a(u(mv))b] = (=1)FECafu((mo)p)] = (-1 eSO alu(m(od))]
= (—1)grWerb)+er(ver(®)+er(v)er(®) (gy,) [m (b * v)]
= (—=1)FWer®) (gy @ bv) - m = [(a @ b)(u Q@ v)] - m = (2122) - .

Por el inciso (¢) tenemos que las diferenciales coinciden, la llamaremos d.
Sea a ® b € A ®; B°P un generador homogéneo, y m en M, queremos que se
cumpla la siguiente igualdad

d(Ja®b]-m) = d(a® bym + (—1)&"@+&C) (4 @ b) . d(m).
En efecto,
d((a ®b) - m) = d(a(mb)) = d(a)(mb) + (—=1)8"®ad(mb)

= d(a)(mb) + (—1)&®a[(=1)8"®)d(m)b + md(b))
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= d(a)(mb) + (— 1)@+ [d(m)b] + (—1)8 ) a[md(b)]
= (d(a) @ bym + (—1)&"® (a @ d(b))m + (—1)&"®+& ) (4 @ b)d(m)
= [d(a ® b)]m + (=1)&@+&®) (4 @ p)d(m).

Asi tenemos que M es un A ®; B°P-mddulo diferencial izquierdo.

DEFINICION 3.57.

Sean A una k-dlgebra graduada, M un A-mddulo graduado derecho y N un A-
modulo graduado izquierdo. Entonces un producto tensorial graduado de M por
N es una pareja (T, 7), donde T es un k-espacio vectorial graduado y

T MxN—T
es A-balanceada, es decir
(i) T es bilineal;
(ii) T(M* x N7) C T para cada i,j € Z;

(iii) T(ma,n) = (=1)9"%9""r(m,an), donde m € M, a € A yn € N son
homogéneos;

tal que para cada funcion A-balanceada )\ : M x N —— H hay una unica
transformacion lineal graduada v tal que conmuta

MxN-2>p

7
.
|

T.

PROPOSICION 3.58.

Si A es una k-dlgebra graduada, M un A-mddulo graduado derecho y N un
A-mddulo graduado izquierdo, entonces existe un producto tensorial graduado
(T,7) de M por N.

DEMOSTRACION.

Tenemos las siguientes graduaciones M = @, M N = @jez Mj y o

M ®r N = @, (M @i, N)* donde (M @ N)* = @iJrj:s M* ®;, N?. Con-
sideremos el subespacio vectorial L de M ®; N generado por los elementos
{ma@n — (-1)8@eMWm @ an | m € M,a € A,n € N homogéneos }. Cla-
ramente, L = €., L°, donde L° estd ggnerado como espacio vectorial por
{ma®@n — (1)@ m @ an | m € Mi,a € AV,n € N yt+j+i=s}
Definamos

M &y, N M@, N)* + L
T::&:@%

L L ’
SEZ
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que es un k-espacio vectorial graduado. Por definicién, la funcién 7 es la com-
posicién:

M x N —">M @ N —> M&N

)

donde 7y es la funcién k-balanceada candnica y n es la proyeccién. Resulta
7 A-balanceada porque m9(ma,n) — (1)9"%9" " 15(m,an) € L. Supongamos que
A: M x N——= H es otra funciéon A-balanceada, entonces existen morfismos

MxN—sM@,N LT

tales que Ao = Ay Anp = X, luego AT = A Como X es tinico tal que A\rp = Ay
1 es epimorfismo, resulta que A es tnico tal que AT = A.
O

OBSERVACION 3.59.

Denotaremos al producto tensorial graduado de antes por M @4 N. Estd gene-
rado como k-espacio vectorial por los elementos m @ n := 7(m,n). Entonces,
param € M,a € A,n € N homogéneos vale la formula

ma®@n = (—1)®&0Wm @ an.
Ademds, M @4 N = @ 5 [M ®4 N|*, donde
M@y NP =<m®@n|meM necN yitj=s>.

PROPOSICION 3.60.
Sea A un dlgebra graduada, entonces:

(i) Si M es un CA-bimddulo graduado y N es un A-mddulo graduado izquier-
do, M ®4 N es un C-mddulo graduado izquierdo.

(i) Si M es un A-mddulo graduado derecho y N es un AB-bimddulo graduado,
M ®4 N es un B-modulo graduado derecho.

(iii) Si M es un CA-bimddulo graduado y N es un AB-bimddulo graduado,
M ®4 N es un CB-bimddulo graduado.

DEMOSTRACION.
Haremos la prueba de cada uno de los incisos.

(i) Veamos que M ®4 N es un C-médulo graduado izquierdo.

Definiremos una accién, C x (M ®4 N) —> M ®4 N . Recuerde que

M@aN=EHMesN)"
meZ
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donde (M ®4 N)™es el subespacio de M ® 4 N generado por m ® n, con
mE M® nc Nys+t=m. Sea c € C homogéneo, entonces definimos

M x N -2 M @4 N tal que A\o(m,n) := > (—1)8" e em®n,, don-
de n = )", n; es la descripcién de n en suma de homogéneos. Mostremos
que \. es A-balanceada:

(a) Ac es homogénea.
Claramente, A.(M* x N*) C [M @4 N]*T.

(b) Ac es bilineal.
Sean my,my en M y n en N*

Ae(mi+mg,n) = (—1)Fic(mi+mo)@n = (=1)8 ) emy +emy]@n
= (=1)FCiem; @ n+ (—1)FDiemy @ n = Ao(m1, n) + Ae(ma, n).
Sean m € M y ni,ny € N homogéneos, entonces
Ae(m,ny 4 ng) = (1)@ e @ ny 4+ (—1)87 e M2) ey @ 1y
= Ac(m,n1) + Ac(m, na).
(¢) Ae(mb,n) = (=1)&®Er™\ (m, bn), si b € B,n € N homogéneos.
Ae(mb,n) = (_l)gr(C)gr(n)C[mb]®n - (_1)gr(6)gr(n)+gr(0)gr(b) [em]b@n
= (f1)gr(C)gr(n)+gr(0)gr(b)+gr(b)gr(n)Cm ® bn.

Por otro lado, A.(m, bn) = (—1)&"(©)E®E)+er) e @ bn. Luego,
Ae(mb,n) = (—1)& e\ (m bn).

Asi, tenemos la existencia de un morfismo homogéneo . que hace con-
mutar al siguiente diagrama

MxNi>M®AN

- Pe

M ®4 N.

ve(m @n) = (=1)8" ™ (em) @ n, ¥m € M y ¥n € N homogéneos.
Definamos una accién izquierda. Sice C'y z € M ® 4 N, por definiciéon
c*z:=) .pc(z) donde ¢ = Y. ¢; es la descomposicién de ¢ en sumas
de elementos homogéneos. Asi tenemos que la accién izquierda estd bien
definida. Ahora comprobemos que efectivamente M ® 4 N es un C-médulo
izquierdo.

(M1) c* (21 + 22) = c* 21 + C* 29
Sean ¢ € C' homogéneo y 21,22 en M ® 4 N. Entonces,

cx (214 22) = @e(21 + 22) = we(21) + pe(22) = ¢ * 21 + ¢ * 29.
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(iii)

(M2) (c1+co)*kz=cr*z+ca*z
Sean c1,co € CP y z = m ®n, con m,n homogéneos. Entonces,

(c14c2)* 2= e 4e,(2) = (fl)pgr(“)(cl +e)men
= (=1)P&" ™ [e;m@n+cam@n] = (—1)P W eymen4-(—1)PE ™ cymen
= e, (2) + e, (2) =1 % 2+ o % 2.

(M3) cx(c1 %2) = (cc1) x 2
Sean ¢, c; € C' homogéneos y z = m ® n un generador homogéneo de
M ® 4 N. Entonces,

cx (e x2) = cx (¢, (2) = @e(pe (7))
= pe[(—=1)FVEMeym @ n) = (—1)ErleDEmTE OB (¢ m) @ n
— (_1)(gr(c)+gr(c1))gr(n) (cc1)m @ n = pee, (M n) = (ccp) * 2.

(M4) 1xz==2
Lxz=p1(2) = (men)(—1)F0eMinren=man = 2.

Luego M ® 4 N es un C-moédulo izquierdo. Claramente resulta graduado
con la graduacién descrita en la observacién anterior.

Veamos ahora que M ® 4 N es un B-mdédulo graduado derecho. Ya sabemos
que M ®4 N = @,,[M ®4 NJ|*, donde [M ®4 N]*® es el subespacio de
M ®4 N generado por los elementos m ® n con m € M*' yn € N7 y
i+ j = s. Debemos dar una acciéon ¢: (M @4 N)x B——= M ®4 N .
Para ello consideremos, para b € B, la funcién A-balanceada

Gp: M X N——=M®®4 N tal que $p(m,n) = m ® nb, la cual induce

una transformacion lineal graduada ¢ : M @4 N —— M ®4 N tal que
wp(m ®n) = m ® nb. Por definicién, hagamos parat € M ®4 N y b € B,
o(t,b) := @p(t). Claramente ¢ es bilineal. Notemos que sim € M,n € N y
b € B, entonces (m®n)b = m®nb. Luego, sit =), m;®n; € [M®4 N]*
y b € B", entonces th = Y _.(m; @ n;)b € [M ®4 N]*T". Si by,bs € B son
homogéneos y t =3 . m; ®n; € M ®4 N,

(tbl bg Z m; & nlbl by = Z m; & nzbl

_Zml 1)1, (by by) = (—1)979721(byby).

Entonces M ® 4 N es un B-médulo graduado derecho.

M ®4 N es un CB-bimdédulo graduado.

Como M es un C'A-bimdédulo graduado y N es un AB-bimdédulo graduado,
en particular N es un A-mdédulo graduado izquierdo, por (i) tenemos que
M ®4 N es un C-médulo graduado derecho. Por otro lado tenemos que
M es un A-médulo graduado derecho y N es un AB-bimddulo graduado,
entonces por (i1) M ® 4 N es un B-mdédulo graduado derecho.

141



3.2. PRODUCTOS TENSORIALES Y BIMODULOS DIFERENCIALES.

Nos falta verificar la propiedad (d) de la proposicién 3.56. Para ello tomemos
c € C ybe B homogéneos, y t € M ®4 N. Mostraremos que

(at)b = (—1)8"@er®)g(tp),

Tenemos t = 22:1 ms @ ns con mg € M,ng € N homogéneos. Entonces,

(et)h = [3 - clmy @ny)lb = (=10 (em, @ )b

S S

_ Z gr (c)gr( nh)cm ® ngh.

Por otro lado,

c(th) = ¢ [Z(ms ®ns)b

S

=c [ng ®ngb| = Zc(ms o2 nsb)

. Z gr(c (gr(me)+er(0) o @b = (— )er (c)gr(b) Z gr(c & () o . @b,

Entoces (ct)b = (—1)g" (@) () (tp).

PROPOSICION 3.61.
Sea A un dlgebra diferencial. Entonces

(i) Si M es un CA-bimddulo diferencial y N es un A-mddulo diferencial iz-
quierdo, M ® 4 N es un C'-mddulo diferencial izquierdo.

(ii) Si M es un A-mddulo diferencial derecho y N es un AB-bimddulo dife-
rencial, M @ 4 N es un B-mddulo diferencial derecho.

(iii) Si M es un C A-bimddulo diferencial y N es un AB-bimddulo diferencial,
entonces M @ 4 N es un CB-bimddulo diferencial.

DEMOSTRACION.
Veamos la demostracién de cada inciso. Iniciaremos con el segundo.

(ii) Por el inciso (é¢) de la proposicién 3.60 sabemos que
M®sN=PM @4 N*
SEL

es un B-médulo graduado derecho. Asi que sélo nos hace falta definir una
diferencial d=dyg,nv : M @4 N —— M ®4 N . Para definirla damos

la transformacién A-bilineal J: A7 x N —— (M ®4 N)[—1] tal que si
(m,n) € M x N7, d(m,n) = m® d(n) + (—1)&™d(m) @ n. En efecto, si
m € M,a € A,n € N son homogéneos:

d(ma,n) = ma ® d(n) + (—=1)#Wd(ma) @ n
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= (,1)gr(a)(gr(n)+1)m ® ad(n) + (,Ugr(n)(md(a) + (fl)gr(a)d(m)a) @n

= (-

1Y 1) 5 0 () (1) P (@) (1) DD d(m)aon
_ (_1)gr(a)(gr(n)+1)m ® ad(n) + (_1)gr(n)+(gr(a)+1)gr(n)m ® d(a)n
+(_1)gr(a)+gr(n)(1+gr(a))d(m) ®an = (_1)gr(a)(gr(11)+1)m ® ad(n)

+(=1)F@e My @ d(a)n + (—1)g@Fer®+er@e® gon) @ an
d(m,an) = m @ d(an) 4+ (—1)F®+E0W d(m) @ an
=m® [d(a)n + (—1)F™ad(n)] + (=1)&F®+&W g(m) @ an

=m®d(a)n+ (=1)F®m @ ad(n) + (—=1)F@ 0 d(m) @ an.

Entonces d(ma,n) = (—1)&@e® d(m, an).

(a) d*(m®n)=0

d?(m @ n) = d[(-1)™d(m) @ n +m @ d(n)]
= (-1)&™d[d(m) ® n] + d[m @ d(n))]
= (=)FM[(-1)FMd®(m) ® n + d(m) @ d(n)] + (=)™ d(m)
d(n) +m@d*(n) = (-1)&™d(m) @ d(n) — (-1)&"™d(m) @ d(n) = 0.
d satisface la condicién de Leibniz. Veamos primero que se cumple
d([m®n]-b) = (=1)?"*d(m @ n) - b+ (m @ n) - d(b),
param € M,n € N y b € B homogéneos. Por un lado,
d(fm @ n] - b) = d(m @ nb) = (—1)&"™W+&C)d(m) @ nb 4+ m @ d(nb)
= (~1F*E®A(m) © nb +m @ (-1)#®d(n)b + nd(b)
= (—1)E®+e®lg(m) @ nb 4 (—1)8"Pm @ d(n)b +m @ nd(b)
Y, por otro,
dim®n)-b=[(—1)&™d(m) @ n+med(n)]-b
= (—=1)&"™Wd(m) @ nb+m @ d(n)b.

Multiplicando por (—1)8"®) la expresién anterior y suméndole
(m ®mn) - d(b), obtenemos

(=1)E® (=)™ d(m) @ nb +m @ d(n)b] + (m @ n) - d(b)
= (=1)F®E+E®g(m) @ nb + (=1)5Pm @ d(n)b + m @ nd(b).
Asi, concluimos que
d(fm@n]-b) = (=1)&®Cld(m @ n) - b+ (m @ n) - d(b).

Finalmente, si t € M ® 4 N, podemos escribir ¢ = 22:1 ms @ ng con
ms € M,ns € N homogéneos y, aplicando lo anterior, obtenemos

d(t - b) = td(b) + (—1)®d(t)b.
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(i) Por el inciso (¢) de la proposicién 3.60 tenemos que M ® 4 N es un C-médu-
lo graduado izquierdo. En la prueba de (i) definimos una transformacién

lineal d: M @4 N —— M ®4 N tal que

dim ®@n) =m®d(n) + (-1)¥Wd(m) @ n,

para m € M,n € N homogéneos. Veamos ahora que esta diferencial con-
vierte a M ® 4 N es un C-Mod diferencial. Sean ¢ € C'y z = m ® n, con

m € M,n € N homogéneos. Entonces
d(cx z) = d((=1)8@O™em @ n) = (1) O d(em @ n)

= (~1)FOEO[(~1)F ™ d(em) @ n + em © d(n)]
= (—1)E@erm+er®) gem) @ n + (1) W em @ d(n)

= (_1)gr(C)gr(n)+gr(n) [d(c)m+ (_1)gr(0) cd(m)] @n+ (_1)gr(6)gr(n)cm ®d(n)

— (—1)E OO g )m @ n 4 (= 1)E BB o (m) @ nt

(_1)gr(0)gr(n)cm®d(n) =d(c)*z+ (_1)gr(0)[(_1)gr(6)gr(n)+gr(n)cd(m)®n+

(_1)gr(c)gl‘(n)+gr(c)cm ® d(n)].

Pero,
cxd(z) = cx [(—1)FM™d(m) @ n+m @ d(n)]

= (—1)smFer@er® eq(m) @ n + (—1)&@QE M ey @ d(n).

Asi que
dlexz) =d(c) * z + (1) e x d(2).

Como antes, de aqui se sigue la formula de Leibniz para el C-mddulo

izquierdo M ® 4 N con diferencial d.

(iii) Por (i44) de la proposicién 3.60 tenemos que M ®4 N es un C' B-bimédu-
lo graduado. Por el inciso (ii) sabemos que M ®4 N es un B-mdédulo

diferencial derecho cuya diferencial estd definida por

dim ®@n) = (=1)&™d(m) @ n +m @ d(n).

Por el inciso (i) esta diferencial convierte a M ® 4 N en un C-Mod diferen-
cial. Veamos la asociatividad. Sean ¢ € C'y b € B. elementos homogéneos
vyz=m®&n &€ M ®4 N generador con m € M y n € N homogéneos, se
debe cumplir que (c* z)-b = (—1)&"©&" ey (2 - b). Por un lado, tenemos

(ex2)-b = [ex(m@n)]-b = [(—1)FO&™Memen].-b = (1) emenb.

Por otro ¢* (z-b) = cx (m@nb) = (—1)& (@) +er(0) ¢ @ np. Entonces,
(cx2)b = (—1)2" (&) ey (2.b). Luego por la proposicién 3.56, concluimos

que M ®4 N es un C'B-bimédulo diferencial.
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OBSERVACION 3.62.

Sea A una k-dlgebra diferencial, con diferencial d. Entonces, por la observacion
8.15 y el lema 3.21 A es A-mddulo diferencial izquierdo con el producto de A
a-b=ab, a,b € A y es A-mdodulo diferencial derecho con el siguiente producto
axb=(—1)g@e®gb con a,b € A homogéneos. Pero puesto que a - (b*c) =
a[(=1)g®er@pe] = (—1)er P g (be), y

(a-b)xc= (_Ugr(ab)gr(C)abc - (_1)(gr(a)+gr(b))gr(0) (ab)e
— (_1)gr(a)gr(c)+gr(b)gr(c) (ab)c,

tenemos (a-b)xc = (—1)8" @& ). (bxc). Luego A es un AA-bimddulo diferencial
que llamaremos el AA-bimddulo diferencial regular.

PROPOSICION 3.63.
Sean A el AA-bimddulo diferencial reqular y 4 Xp un AB-bimddulo diferencial,
entonces hay un isomorfismo de AB-bimddulos [1: A®Ra X — X tal que

fla®z) = (—1)8"®& gz para a € A y x € X homogéneos.

DEMOSTRACION.

La prueba la haremos en cuatro etapas. Primero definiremos un morfismo de
A®4 X en X, luego veremos que es diferencial, posteriormente que es de AB-
bimédulos, y, por ultimo, que es un isomorfismo.

(1) Vamos a definir el morfismo usando la propiedad universal del producto
tensorial. Cada elemento a en A se describe de manera tnica como una
serie de elementos homogéneos (casi todos cero) a =, a;. Asi también,
para cada elemento z € X, tomemos z = > jez T;- Entonces, definimos

la funcién A x X ——= X por p(a,z) = > j(—l)gr(a‘)gr(xi)aixj. Veamos
que i es A-balanceada

)

(i) p es homogénea.
Claramente p(A* x X7) C X,

(ii) u es bilineal.
Por la forma en que definimos a p, tenemos que es bilineal.

(iii) p(a-b,z) = (=1)&®e®) (a0, br).
Sean a,b € Ay x € X, todos elementos homogéneos. Entonces, te-
niendo en mente la definicién de la estructura de A-mdédulo diferencial
derecho de A, tenemos

p(ab,x) = (_1)gr(a)gr(b)ﬂ(ab’ z) = (_1)gr(a)gr(b)(_1)(gr(a)+gr(b))gr(><)(ab)x
= (—1)gr@er(b)+(er(@)+er(b)er(x) 4 (py)
= (—1)E@er(b)+(er()+er(b)er() (1 yer(@)(er(b)+er(9) (g pe)

- (_1)gr(b)gr(X)M(a7 bx).
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Por la propiedad universal del producto tensorial, existe un dnico g ho-
mogéneo tal que hace conmutar el diagrama

Axx —" o x

e

A@AXV

=

y es tal que, para a € A, € X homogéneos, fi(a ® z) = (—1)8 @) g,

Ahora comprobemos que fi es morfismo de médulos diferenciales.

(2) i conmuta con las diferenciales.
Debemos de probar que d(fi(a @ z)) = fi(d(a ® x))

d(fia ® x)) = d((-1)#" ¥ Waz) = (~1)#" @& d(az)

)=
= (~1)F@EO [d(a)e + (~1)Vad(2)]
= (—1)gC) (—1)Er@+Dert) () g 4 (—1)e @+ g ()
= (~1)#™a(d(a) @ 2) + ala ® d(x)) = ((-1)*d(a) ® z + a @ d(z))
= [i(d(a @ z)).
(3) i es un morfismo de AB-bimddulos.

(3.1) @ es un morfismo de B-mdédulos diferenciales derechos.
Sea b € B, entonces

fi(a @ xb) = (—1)g @ (e Fer®) g (pp)
(fl)gr(a)(gr(Xng(b))(f )gr(a)gr(b)(az)b
= (—1)& @& (42)b = [i(a @ x)b.

(3.1) @ es un morfismo de A-médulos diferenciales izquierdos.
Sea b € A, entonces:

filb* (a® ) = (~1)FPEOR(ba © 2)
= (—1)8"(P)er)+(er(b)+er(@)er(x) (pg)
— (,l)gr(a)gr(X)(ba)m - (,1)gr(a)gr(X)b(a$) =bp(a® ).

(4) i es isomorfismo.
Vamos a dar el morfismo inverso. Sea ¢: X —= A®4 X tal que
o(z) =1® . Luego, sia € Ay x € X son homogéneos,
ofi(a ® x) = o((—1)F@eEgz) = (—1)8@eC) (1 @ az) = a @ 2.

Por otro lado, jfio(z) = a(1 ® z) = (—1)%" ™) (1z) = 2. Luego, i es un
isomorfismo, por el lema 3.28.
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Asi hemos probado el resultado.

LEMA 3.64.
St gMa,a XB y gYe son bimddulos diferenciales, entonces hay un isomorfismo

de EC-bimddulos diferenciales n: M @4 (X @pY) —— (M ®4 X)®pY tal
quenm® (zy)|=(mex)Qy, parame M,z € X yyeY.

DEMOSTRACION.
Sea y en Y un elemento homogéneo de grado i fijo. Primero definamos a

M x X M ®a (X ®pY)[i] como y(m,z) :=m® (z ®y). Veamos que
1y es balanceada

(i) ¥y es homogénea.
Claramente, ¢, (M* x X*) C [M ®4 (X @p V)]s T

(ii) %y es bilineal.
Sean my,mg en M,y x en X, entonces,

Py(m1+mo,x) =(m1+m2) @ 2Qy)=m @ @y)+m® (r®y)

= "/}y(mlax) + %(mz»x)

Ahora analicemos a la otra variable. Sean m en M y x1,xs en X, luego,
Yy(m,z1 +22) =m@ ([71 + 22] ®Y) =m & (21 @Y + 72 @ Y)
=m® (x1Qy) +me (2 ®Y) = VYy(m, 1) + by (m, x2).

(it}) ¥, (ma,) = (~1)=@E0, (m, az).
Sean a € Ay z € X, elementos homogéneos. Entonces,

Yy (ma,z) =ma® (z@y) = (f1)gr(a)gr(X)+gr(a)gr(y)m ® a(z ®y)
— (_1)gr(a)gr(X)m ® ([az] @ y) = (_Ugr(a)gr(xwy(m’ azx).

Luego, tenemos la existencia del inico morfismo py : M @4 X — > M @4 (X ®@pY),
tal que p, T = 1y, es decir tal que conmuta:

Mx X s Mau (X ©pY)[i]

T
.
LT My

M ® 4 X.r

Ahora daremos una funcién B-balanceada J (M@, X)xY —=M®a(X®pY)

dada, para cadaz € M@ X yy € Y, por A(z,y) := 3, 1y, (2), donde y = 3=, i
es la descomposicion de y en sus componentes homogéneas.
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(i) A es homogénea.
Es claro pues A\[(M @4 X)* x Y] C [M ®4 (X ®@p Y)]**.

(ii) \ es bilineal.
Sean men M, x en X, y;1,y2 en Y, luego

Am@z,y1+y2) =m (@@ [y +12]) =m (r @y + 2 ys)

=m®@@y) +me (@@ys) = Mm@ z,y1) + Am @ z,y2).

Ahora veamos la bilinealidad en la primera variable. Sean z1,20 € M ®4 X
y y en Y homogéneo. Entonces,

Azt + 22,y) = ty(21 + 22) = piy(21) + py(22) = A(z1,y) + AMz2, ).

(iil) M(m @ 2)b,y) = (~=1)FEOX(m @ 2, by).
Sean men M, x en X, ben By yen Y homogéneos. Luego,

A((m ® 2)b,y) = 1y (m @ 2)b) = pry (m @ wb) = m @ (b ® y)
- (_1)gr(b)gr(y)m ® (z @ by) = (_1)gr(b)gr(y)5\(m ® x,by).

Luego tenemos que A\ es B-balanceada, asi que existe un tinico morfismo ¢ que
hace conmutar el siguiente diagrama

(Mo, X)xY —2> M, (X oY)

T

(M®sX)RgY.

Luego, ¢((m®@x) @ y) = m ® (r ® y). Note que ¢ es un morfismo homogéneo
por construccién. Claramente,

d([(mex)@yb) =d((m@x)@yb) =m® (2 Qyb) =m® (z@y)b

= o((m®z) @ y)b.

Ahora daremos el morfismo inverso. Sea m en M un elemento homogéneo de gra-
do i fijo. Definamos ay, : X XY ——= (M ®4 X) ®p Y[i] como o, (x,y) =
(m®2x)®y, y veamos que

(i) a, es homogéneo.
Claramente, apr(X* x Y1) C [(M ®4 X) ®@p Y5

(ii) ap, es bilineal.
Considere los elementos homogéneos z1,22 en X, y y en Y. Luego,

(21 +20,y) = (M 11+ 22]) @y =(MBT1 + MR T2) QY
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=(Mmez1) @Y+ (MR T2) Y = am(1,y) + am(T2, ).
Ahora considere los elementos homogéneos x en X, y1,y2 en Y, entonces
(T, Y1 +y2) = (MR )@ (Y1 +y2) = (M) @Y1 + (MR ) @Yo
- Oém(l', yl) + Oém(ﬂ?, 292)

(i) am(b,y) = (~1)FOSWq,, (z, by)
Sean b € B, x € X,y y € Y elementos homogéneos. Entonces,

am(zb,y) = (m @ [2d])) @y = (M@ )b @y
= (—1)F®EE0) (m @ 2) @ [by] = (—1)&FPE W, (, by).

Luego, por la propiedad universal del producto tensorial, tenemos que el siguien-
te diagrama conmuta

(X XY) s (M @4 X)®pY

- L
Ym

X®pY

donde 7,, es homogénea y satisface v,,(z ® y) = (m ® ) ® y. Ahora sea
N:Mx(XepY)—=(Mes X)®pY dadaparame Myze XR®pY,
por 7)(m, z) 1= Y, Ym,(2), donde m =} . m; es la descomposcisiéon de m en sus
componentes homogéneos. Veamos que 7 es A-balanceada

(i) 7 es homogénea.
Es claro que, 7[M* x [X @p Y]] C [(M ®4 X) ®@p Y]*1.

(ii) 7 es bilineal.
Sean my,my € M?, x € X y y € Y. Entonces,

N(mi +m2, 2 @ Y) = Yy 4m (T @y) = (M1 + m2] @) @y

=M er+m@2)Qy= M Q)Y+ (M Rz) Y
=1(my,z ®@y) +7(me,z @y).

Ahora analicemos la segunda variable. Sean m en M!y 21,20 € X @p Y.
Luego,

n(m, z1 + 22) = Ym(m, 21 + 2) = Ym(21) + Ym(22) = (M, 21) + (M, 22).

(iii) G(ma,z ®y) = (~1)F@ECEHm, a(z @ y)).
Seanm € M,a€ A, x € X yy €Y homogéneos, entonces

A(ma,z ©y) = (ma®2) ©y = (~1)F@5) (m @ az) @ .
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Por otro lado,
(m,a(z @ y)) = i(m, (~1)#0#Vaz @ y) = (-1 @80 (m @ az) @ y.
Asi que
filma,z ®y) = (_1)gr(a)gr(x)+gr(a)gr(y)(_1)gr(a)gr(y)(m ®ax) @y
= (—1)F"@EC+EMF(m, a(z @ y)).

Por la propiedad universal del producto tensorial, tenemos la existencia del
unico morfismo 7 tal que nT =7

Mx(X®pY)—>(M®sX)®5Y

M®as(X®pY)

donde n(m ® (z®y)) = (M ® ) ® y. Ahora veamos que ¢ y 1 son inversos el
uno del otro:

np(mer)@y) =n(me (z®y)) =(mez)y
y, por otro lado,
g(m @ (z@y)) =o((mez)®y) =me (zy).

Asi que efectivamente uno es el inverso del otro.
Veamos que 1 conmuta con las diferenciales: Sean x € X, y y € Y ho-
mogéneos. Entonces,

ndlm ® (z ® y)] = pl(-1)FEMd(m) @ (z @ y) + m @ dz ® y)]
= [(—=1)FEENd(m) © (z @ y)] + n(m @ [(~1)FVd(z) @ y + = @ d(y)])
= (~)FCTEO (d(m) @ 2) @ y + (~1)F O (m @ d(2)) ®y + (m© 2) ® d(y)
= (~1)FO[(-1)FPd(m) @ z + m @ d(z)] © y + (m @ z) ® d(y)
= (—1)gr( Jdm @ z) @y + (Mm@ z) @d(y) = d[(m® z) @ Y]
=dnm® (z ®y)].
1 es morfismo de C-mddulos derechos pues, para ¢ € C, tenemos:
n(lm e (z®@y)le) =nlm e (z@y)c] =nm @ (z @ yc)] = (Mm@ ) @ yc
= [(m®z) @ yle =n([m @ (z @ y)])c.
Finalmente, 1 es morfismo de E-mdédulos izquierdos pues, para e € F, tenemos:
n(efm @ (z @ y)]) = ()TN yem @ (z @ y))
= (—1)F@EE+EM) (em @ z) @y = (—1)8 @O ter@er®e(n g z) @y
— (_1)gr(e)gr(y)+gr(8)gr(y))e[(m @)@y = enm @ (z ®y)].
O
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LEMA 3.65.
Si f: M ——= M' es un morfismos de A-mddulos diferenciales derechos y

g: N ——= N’ es un morfismo de AB-bimddulos diferenciales, entonces hay
un unico morfismo f®Rg: M @4 N —= M' ®4 N’ de B-mddulos diferencia-
les derechos tal que (f ® g)[m ®@n] = f(m) ® g(n) para cadam e M yn € N

DEMOSTRACION.
La funcién J@ M x N—= M ®4 N' definida como

—

f®g[m,n] = f(m) ® g(n) es A-balanceada

—

f@glma,n] = f(ma) @ g(n) = f(m)a® g(n) = (~1)=@&EW) f(m) © ag(n)

— (~1)F@E® f(m) @ g(an) = (~1)F@=® F glm, an).

Entonces, hay un morfismo homogéneo g ® f tal que conmuta

Mx N—L20 0 g, N

7
i L ey

M®q N

Veamos que g ® f conmuta con la diferencial. Como ¢g: N ——= N’/ es un
morfismo de AB-bimdédulos tenemos que hd; = doh, donde dy y do son las
diferenciales, de N y N’ respectivamente. Ahora veamos que
d2(1®@h) = (1®h)d1, donde 4, y d2 son las respectivas diferenciales de M @ 4 N
yM @y N'.SeanmeMyneN

(f®g)di(m@n) = (f @ g)[(-1)FMdp(m) @ n +m® dy (n)]
= (-DF™(f @ g)(dar(m) @ n) + (f ® g)(m @ dy(n))

= (=1 fdpr(m) @ g(n) + f(m) ® g(di(n))
= (=1)F®das f(m) @ g(n) + f(m) © d2(g(n)) = 62((f © g)(m @ n)).
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3.3. La categoria exacta (¢, &) es de Frobenius.

Dada una k-dlgebra diferencial A, trabajaremos con la categoria € de los
Mod-A diferenciales y veremos que tiene estructura de categoria exacta, para
ello necesitaremos la siguiente definicién.

DEFINICION 3.66.

Sean G la categorda de los A-mddulos graduados derechos, € la categoria de los
A-mddulos diferenciales derechos. Denotaremos por F :%4 —> G al funtor
olvidadizo, que envia cada A-mddulo diferencial derecho en su A-mddulo gra-
duado subyacente. Sea & la clase de las sucesiones exactas en €, tales que al
aplicarles el funtor olvidadizo F, las sucesiones, vistas ahora en G, se dividen.

Notemos que la clase & es cerrada bajo isomorfismos.

PROPOSICION 3.67.

f . L P .
Sea M ——— N wun morfismo en %, entonces f es una inflacion si y sélo si
F(f) es seccién en G.

DEMOSTRACION.
Como f es inflacién en ¢, existe g: N —— [, en % tal que la sucesién

M e N—L> T estien&. Aplicandole el funtor F' obtenemos la sucesién

F(f) F(g)

0—— F(M)
F(f) es una seccién.

Supongamos que F'(f) es una seccién, entonces f es monomorfismo en %,
y como % es abeliana tenemos que hay una sucesiéon exacta en €

F(N) F(L) 0 la cual se divide en G, entonces

M N N—2s Coker(f) . Aplicdndole el funtor F' obtenemos la siguiente su-

F(f) (g)

cesion 0 — F(M) F(N) F(Coker(f)) — 0 con F'(f) seccidn,

entonces la sucesién se divide en G, luego M A N —2> Coker(f) esté en

&, es decir f es inflacion.
O

PROPOSICION 3.68.

g e o
Sea N ——= [ un morfismo en €, entonces g es una deflacion si y solo si
F(g) es retraccion en G.

DEMOSTRACION.
Como g es deflacidn, existe f: M —— N en € tal que

M e N —L> L estiden &. Aplicdndole el funtor F' obtenemos la siguiente

F(f) F(g)

sucesién 0 F(M) F(N)
entonces F'(g) es una retraccién.
Supongamos que F(g) es una retraccién en G, entonces g es epimorfismo

F(L) 0 la cual se divide en G,
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en . Como ¥ es abeliana, existe una sucesién exacta en €

Ker(g) A N —2> [, . Aplicandole el funtor F obtenemos la siguiente suce-

(1) F(g)

sibn 0 —— F(Ker(g)) —— F(N) F(L) 0 con F(g) retraccién,

entonces la sucesion se divide en G. Luego, Ker(g) A N —L [ estden &,

es decir g es deflacién.
O

PROPOSICION 3.69.
(€,&) es una categoria exacta.

DEMOSTRACION.

(i) 1p: M —— M es inflacién y deflacién.
Note que al aplicarle el funtor F' a 1j; tenemos que 1g(pr) es seccién y
retraccién en G, entonces 1, es al mismo tiempo inflaciéon y deflacién en

.

(i) a) Sea 0 M ! N2> 0 una sucesién en &, y
h: X —— L un morfismo de Mod-A diferenciales. Como la cate-
goria es abeliana entonces tenemos que existe el pull-back, es decir,
el siguiente diagrama es conmutativo

aplicando el funtor F' obtenemos

F(a) F(E) F(B)

(M)
o) o
(M)

F(f)

0——=F

0——F

F(g)

y como la sucesion de abajo se divide en G, y la de arriba es equivalen-
te al pull-back, entonces la de arriba también se divide. Asi tenemos

que 0 M—>E 7 X 0 estden &.

b) Sea 0 M ! N—L>1p 0 una &-sucesién y

h: M —— X un morfismo de A-médulos diferenciales. Como la

153



3.3. LA CATEGORIA EXACTA (¢, &) ES DE FROBENIUS.

(iii)

(iv)

categoria en la que estamos trabajando es abeliana, existe el push-
out, es decir tenemos el siguiente diagrama conmutativo

f g

0 M N L 0
|l
0 X—>E—~1L 0.

Aplicandole el funtor olvidadizo obtenemos

F a
0 —= F(u) 2% povy 29 pn) 0
o )

como la sucesion de arriba se divide en G, y la sucesién de abajo es
equivalente al push-out entonces la de abajo también se divide en G.

Concluimos que 0 X —"=F g L 0] estd en &.

Si f y ¢ son inflaciones componibles, entonces gf es inflacién.
Como f y g son inflaciones, F(f) y F(g) son secciones, entonces
F(gf) = F(f)F(g) es una seccidn, entonces gf es inflacién.

Si f y g son deflaciones componibles, entonces gf es deflacién.
Como f y g son deflaciones,, luego F(f) y F(g) son retracciones,
asi F(9)F(f) = F(gf) es una retraccién, y esto nos dice que gf es
una deflacion.

Si gf es inflacién, entonces f es inflacién.
Por hipétesis gf es inflacién, entonces F(gf) es una seccién en G,
asi tenemos que F'(f) es seccién en G, luego f es inflacién.

Si gf es deflacién, entonces g es deflacién.
Tenemos que F(gf) es retraccién en G, dado que es deflacién en €,
asi que F'(g) es una retraccion, y esto implica que g es una deflacién.

O

DEFINICION 3.70.
Sea M un A-médulo graduado derecho, luego M = @, M?. Consideremos el
k-espacio vectorial J(M) = ;e J(M)', donde J(M)" = M" & M+, Vi € Z.

A continuacién le daremos a J(M) estructura de Mod-A diferencial. Para
ello primero veremos que J(M) es Mod-A graduado.
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PROPOSICION 3.71.
J(M) es un Mod-A graduado.

DEMOSTRACION.
Primero tendremos que definir una accién. Sean ( ZL ) € J(M)'=MaMT!

y a € AP. Entonces,

( n ) T ( md(a) + (1) ®na ) '

Veamos que estd bien definida. Notemos que ma estd en M**P, y que tanto
md(a), como na estdan en M*TP+1 entonces tenemos que

( md(a) +T_a1)gr(a)na ) € J(M)*P.

Ahora probemos la asociatividad. Es decir, tenemos que ver que si a y b son
homogéneos en A tenemos que

K ZZ ) *a} xb = (—1)gr@er(®) ( :{Z ) « (ab).
() o= [ Cotor 4 Cpoona )]

( (ma)b >
(ma)d(b) + (=1)8" ™ [md(a) + (—1)8"®nalb

En efecto,

B (ma)b )
a ( (ma)d(b) + (—1)&®) (md(a))b + (—1)&" ) +&®) (na)b

(—1)8r@er(b) (4 p)
= ( (_1)gr(a)(gr(b)+1)m(ad(b)) + (_1)gr(b)+(gr(a)+1)gr(b)m(d(a)b) + (_1)gr(a)+gr(b)+gr(a)gr(b)n(ab) >

o) m(ab)
=(-1) (a) (b)( (71)gr(a)m(ad(b))er(d(a)b)Jr(fl)gr(aﬂgr(b)n(ab) )

B er(a)er m(ab)
= (-pre® ( m[d(a)b+ (=1)F@ad(b)] + (=1)=“n(ab) )

_ (c1)e@) ( (e +T_(C1d)2r<ab>n(ab) ) _ (1)) ( " ) ¥ (ab).

Entonces J(M) es un Mod-A graduado.
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PROPOSICION 3.72.
J(M) es un A-modulo diferencial derecho.

DEMOSTRACION.
Definamos a  d ) : J(M)" —— J(M)"*' y veamos que es una diferencial.

Sea d () ( 7;: ) = ( 7(; ), notese que ( g ) estd en J(M)"!, entonces

tenemos que d () estd bien definida y es una transformacion lineal.
Ahora veamos que d?(M) =0.

b (2 )t ()] 00 (3) - (3)

Sélo falta probar que satisface la condicién de Leibniz, es decir

dyoon) [( " ) *a] = ( " ) xd(a) + (~1)F@d ) ( " ) % a.

Por un lado,

o ()] =500 (a4 Frona

_ < md(a) + (()—1)gr<a>na ) .

Por otro, lado tenemos que

( 7:: ) *d(a) = ( md>?(a) + (ﬂici()g(a)“nd(a) ) - ( (_1);?3(31)”61(@) )

dJ(M)(T:)*“<g)*a<ng(aa) )

Entonces, tenemos que

) l( Z‘ > *a] = < ’; > xd(a) + (~1)F®d < Z‘ ) % a.
O

Vamos a demostrar que J(M) es &-inyectivo en (¢, &), para lograr esto
veremos la siguiente proposicion.
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PROPOSICION 3.73.
Homg (L, J(M)) = Homg (L, M).

DEMOSTRACION.
Primero analicemos como son los morfismos ¢ € Home (L, J(M)). Considere-

mos el siguiente morfismo en ¥, ¢:L——= J(M) . Tenemos que Vi € Z,
. 7
¢ se restringe como sigue ¢°: L} — M@ Mit! donde ¢ = ( 1; ) y

w s Lt ——= M, ot Lt — M1 . Notese que el siguiente diagrama con-

muta
U
It

Li Mi o) M'L-‘rl
dL\L \Ld](M)
i+l M+ g Mit2,

Entonces, VI € L?,

Pero
o] (0] (2= (0)

i i+1
y, asi, tenemos la siguiente igualdad ( vi(l) ) = ( u di(l) ) Entonces

0 vitld (1)
K3
vemos que @' = < uifld ) estd determinada por la familia {u'};cz. Sea
L
w: L ——> M la transformacién lineal determinada por u(l) = ui(l), para

cada [ € L'. Veamos que u € Homg(L,M). Debemos verificar, para [ € Ly
a € A, que u(la) = u(l)a. Sin pérdida de generalidad, supongamos que [ € L* y
a € AP. Asi tenemos que

< ui+p+1[(—11)tj’t:dl;l()l)a+ld(a)] > = ( uif;:fdl:()la) > = ¢(la)

o(l) *xa= uz(l) xaq = - u'(la ‘
u'ttdr (1) ui(l)d(a) + (=1)Puitt(dp(D)a )
Entonces, tenemos que u(la) = u'™P(la) = u'(l)a = u(l)a. Sea
¥ : Home (L, J(M)) — Homg (L, M) la funcién que asocia a ¢ la u que cons-
truimos antes. Es claro que v es una transformacién lineal. v es inyectiva, pues
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si u = 0, como vimos antes,

Y = ( uerldL ) 0.

Luego ¢ = 0. Veamos ahora que v es suprayectiva. Sea u € Homg (L, M) ar-
bitraria y definamos la transformacién lineal ¢ : L ——= J(M) mediante sus
ut
witldy
mento inverso al utilizado para ver v preserva la acciéon derecha de A también
lo hace u. Veamos que si u preserva la accién derecha de A también lo hace ¢.

Como, paral € L1,

restricciones ¢° := < ) : L' —— J(M)" = M* @ M*t! . Con el argu-

u

et = (i, )= (e )

(40 ) o] (50 )| -t

© es un morfismo de Mod-A diferencial, tal que ©¥(¢) = u. Entonces ¢ es de
Mod-A graduados. Asi hemos probado que 3 es un isomorfismo.
O

PROPOSICION 3.74.
¥ es natural en la primera variable.

DEMOSTRACION.
Sea f:L——= N un morfismo diferencial de Mod-A. Queremos ver que el
siguiente diagrama conmuta

Home (L, J(M)) ——> Homg (L, M)
HOmcg(f,l)T THomg (f,1)
Hom (N, J(M)) ——> Homg (N, M).

i o u'(n)
Tenemos que dados ¢ € Homg(N,J(M)) y n € N*, ¢(n) := < Wit ldy (n) >
u'(f'(n)) >
Luego, =u n) = ; ;
g0, ¥ (p) y ¥(ef)(n) ¢< u+1dN(f (n))
Por otro lado, Homg (f, 1)¢(¢)(n) = Homg(f, 1)(u)(n) = u(f(n)). Entonces tene-
mos que el diagrama es conmutativo, esto prueba que ¥ es natural en la primera

variable.
O

Ahora vamos a probar que J(M) es un médulo diferencial &-inyectivo.

PROPOSICION 3.75.
J(M) es un mddulo &-inyectivo de la categoria exacta (€,8).
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DEMOSTRACION.

f g ‘s ..
Sea L; —— Lo — L3 una &-sucesion. Entonces, tenemos la siguiente su-
cesién exacta,

*

0 —— Home(Lg, J(M)) ——> Home(Ly, J(M)) —— Home(Ly, J(M)),

la cual es equivalente, por las proposiciones 3.73 y 3.74, a la exactitud de la
sucesion

*

0 —— Homg (Ls, M) —— Homg (La, M) —— Homg (L1, M).

Pero como I, A Lo LA L3 se divide en G, entonces la sucesion
0 — Homg (L3, M) —— Homg (L2, M) —— Homg(Li,M) ——= 0
se divide, luego es exacta y, como es equivalente a
0 — Home (Lg, J(M)) — Home (Lg, J(M)) —— Home (L1, J(M)) —— 0,

esta ultima también es exacta. Note que con esto probamos que J(M) es &-
inyectivo, ya que dado a en Home(Lq, J(M)), existe un 5 en Home (Lo, J(M)),
tal que hace qu el siguiente diagrama conmute

L, —1 >,

al
LB

J(M).

L3

O
Ahora veamos que J(M) es también proyectivo en (¢, &). Para ello tenemos
que ver que es valida la siguiente proposicion.

PROPOSICION 3.76.

Homg (J(M), L) = Homg(M[1],L).

DEMOSTRACION.

Analicemos c6mo son los elementos de Home (J(M), L). Sea ¢ en Home (J(M), L),
entonces ¢ : J(M) —— L se restringe en grado i a

ol = (ui,vl) : Mi @ Mit! -1

Como ¢ es morfismo diferencial, tenemos que el siguiente diagrama es conmu-
tativo

) . (u*0") .
M ¢ Mt ———— [t

dJ(I\l)i ldL

it+1 2 it
M @ M (ui+17vi+1) L *
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Entonces tenemos que, para todo m en M* y n en M1,
i, mo\ il il m
dL(Ua”)(n>—(U U )dJ(M)<n>~

Esto nos dice que dru’(m) + dpv'(n) = u+1(n). En particular, para m = 0, te-
nemos que dzv(n) = u*1(n). Por lo tanto ¢ = (dpv*~',v?) : J(M)' — [,
Vi € Z. Veamos las condiciones que satisfacen los morfismos ¢ . pfitl —— [ .
Sean m € M*, n € M*! y a € A homogéneo, entonces

® < ZL ) a= l(dLvil,vi) ( ZL > ]a = [dpv'™ ! (m) +v'(n))a

=dpv'(m)a +v'(n)a.

Por otro lado, tenemos que

wl( " >a] - w( md(a) +T—al)gr(a)na >

= dpv' " (ma) + v (md(a)) + (=1)®vi(na).

Como ¢ es morfismo de A-mddulos graduados, las dos expresiones anteriores
son iguales, es decir

dpv' =t (m)a + v (n)a = dpv™ (ma) + v'(md(a)) + (=1) v (na).
Esta expresién debe de ser valida Ym € M’y n € M'! en particular pa-
ra m = 0, entonces v'(n)a = (—1)8"®v’(na). De esta forma notamos que

v = (v')jez : M[1] —— L es un morfismo de A-mddulos derechos graduados.
Entonces esto nos dice como definir el morfismo

¥ : Homeg (J(M), L) — Homg(M][1],L) .

Dado v € Home (J(M), L), ¢(¢) = v. Ahora probemos que 1) es un isomorfismo.
Claramente v es una transformacion lineal.

(a) Inyectividad. Sea ¢ € Ker(¢), veamos que ¢ = 0. Como ¢ = (¢%);ez,
donde ¢ = (dpvi=t,v%): J(M)' ——Li,y 0 =19(p) = (v'). Entonces,
@ =0.

(b) Suprayectividad. Sea v € Homg(M[1], L), veamos que existe

¢ € Home(J(M),L) tal que ¢(p) = v. Definamos a ¢ = (p")iez por
@' = (dpvi~t, v?), y veamos que es un morfismo diferencial.
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(b1) Veamos que ¢ es morfismo de Mod-A. Sean m € M, n € M1 y
a € AP, entonces

® < 7;: ) a= [(dwil,vi) ( 7:: ) 1(1 = [deo™H(m) +v'(n)]a

= dpv'" (m)a + vi(n)a = dLo™P" (ma) + v P (na)

_ i+p—1 i+p ma \ _ ma \
*(dLrU , U )<na)30(na>7

luego, ¢ es morfismo de Mod-A. Por la manera en que definimos a ¢
tenemos que también es de Mod-A graduados.

(b2) ¢ es morfismo diferencial, es decir que ¢d ;) = drp. Consideremos
el siguiente diagrama

Por un lado, tenemos que

dL@( Z: ) = dr|(dgo'™" ") ( T: )]

=dp[dpv ™ (m) +v'(n)] = dpv'(n);

por otro lado,

o d s ( 777: > = 't < 3 ) = (dpo', 0"t ( g ) = dpv'(n).

Asi, tenemos que el diagrama anterior es conmutativo, y hemos de-
mostrado que ¢ € Homg (J(M),L) es tal que ¥(p) = v.

PROPOSICION 3.77.
1 es natural en la sequnda variable.

DEMOSTRACION.

Veamos la naturalidad en la segunda variable. Sean L y N objetos de € y
f:L—— N un morfismo diferencial de Mod-A. Consideremos el siguiente
diagrama

Hom (J(M), L) —“ > Homg(M[1], L)
Hom?g(l,f)l \LHomg(l,f)
Homg (J(M), N) 0 Homg (M[1],N).
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Dado ¢ en Home(J(M),L) su imagen v = t(p) estd dado por las composi-
ciones v' = [M* —— )Ni g Mt s L?] . Entonces, ¢(f¢) = fv, pues

fivi = [Mi+1 — > Mo M”lb L *f> Ni} . Luego,

Homg (1,£)¥(p) = fotp(p) = fov =1(fp) = yHome (1, f) ().

Asi tenemos que el diagrama conmuta.

O

PROPOSICION 3.78.
J(M) es &-proyectivo en la categoria exacta (€,&).
DEMOSTRACION.
Sea I, I Lo LA L3 una &-sucesion. Aplicando el funtor covariante
Homg (J(M), —), tenemos la sucesién exacta

0 —= Home (J(M), L1) ——= Homes (J(M), L) ——> Homeg (J(M), Ls).
Por la proposicién 3.76 tenemos que esta sucesién es equivalente a

0 —— Homg (M[1], L) AN Homg (M[1]), Ly) —— Homg (M][1], Ls).
Como 0 Ly ! Lo g L3 0 estd en &, entonces al aplicar el

funtor olvidadizo, esta misma sucesién, ahora vista en G se divide, luego

0 —> Homg(M[1],L;) ——> Homg (M[1], L») —> Homg(M[1],Ls) —> 0

también se divide, entonces es exacta. Asi
.

0 — > Home (J(M), L) ——> Home (J(M), L) —~—> Homes (J(M), Ls) —> 0

es exacta, y esto implica que J(M) es &-proyectivo.
O

PROPOSICION 3.79.
(€, &) tiene suficientes inyectivos.
DEMOSTRACION.

Debemos ver que para cada M € € existe una &-sucesion de la siguiente forma

M 4. N —2> [, donde N es &-inyectivo. Consideremos la siguiente suce-

1
y (i) (darpa] Larpr))
sibn M J(M) MT1]. Veamos que

( Lus > : M —— J(M) es un morfismo en ¢

dar
< Cll]\z\ff >(ma) B < dMT?:w) ) N < md(a) + (—T)(;(a)dM(m)a >

162




3.3. LA CATEGORIA EXACTA (¢, &) ES DE FROBENIUS.

_ ( . )

Sea a € A elemento homogéneo. Si m € M?, entonces

o (3 Y =son (o ) = (6 )

= (50 o

Ahora veamos que (darp), 1arpy) @ J(M) —— M[1] es morfismo en 4. Sean

m e M, ne My ac Ahomogéneos, entonces

(darqu) Lar) [( ” ) *a} = <de»1M[1J>< md(a) —&-T(n—al)gr(a)na )

= dypr)(ma) + md(a) + (—1)8®na = —dpr(ma) + md(a) + (1) ®na
= —md(a) + (=1)F® 4y (m)a + md(a) + (—1)5®na

= —dp(m)-a+n-a=(dyp)(m)+n)-a=(dypy, 1ap) ( 7: ) - a.

Por otro lado,

darpy (darpys Larpy) ( T: > = dpypy(—dar(m) +n)

= —dm(n) = (dypy, i) ( 3 ) = (dap)s Lap))daan ( " ) ~

n

Veamos que es una sucesion exacta. Probemos que Im < (11M > - Ker(de, 1M[1]).
M

Sea m € M, luego

(dM[l],le)( il]\z\j ) ) = (et o) ( d;(lm) >

= dypy(m) + dar(m) = —dps(m) + dag(m) = 0.
Ahora veamos que Ker(d 1 ) C Im L Sea, m € J(M) tal
M) 1My du ) o

que (darpys Lary) Zj = 0. Entonces, das(m) = n. Luego,
1 m
(i )e=(0)
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I5Ys
dy

morfismo. Sea m € Ker( ;‘Ni ) Iuego ( 8 ) = ( iﬁ )(m) - ( dMan) )

C 1pm .,
y, entonces, m = 0. Esto implica que d es monomorfismo. También es
M

facil ver que (d M, L M[l]) es epimorfismo en . Aplicandole el funtor olvidadizo
a esta sucesion exacta tenemos que, vista en G es una sucesién exacta que se

y entonces tenemos exactitud en J(M). Ahora veamos que €s mono-

divide. En efecto, (1ar,dpr): J(M)——> M es un morfismo en G que es in-

versa izquierda de ( (111]3 ) Veamos, que (17, dps) es morfismo en G. Sea a € A

es homogéneo,

et [( )] =000 ( ey P

= ma + d(md(a)) + (—1)5®dy; (na)
= ma +md?(a) + (=)@ (m)d(a) + (—1)F®nd(a) + (=1)2& @ dy, (n)a

= ma + dy(n)a = [m + dyr(n)]a = (1ar, dar) ( ZL ) a.

Ademsds, claramente (1,7, dar) preserva la graduacién. Obtenemos, entonces que

1
(i) (darpa), Larpa)) y
M J(M) M]J1] es una &-sucesién donde J(M) es &-

inyectivo.

O

COROLARIO 3.80.
Los mddulos &-inyectivos de (€,&) son los A-mddulos diferenciales derechos
isomorfos a sumandos directos de A-mddulos diferenciales de la forma J(L).

DEMOSTRACION.
Sea L un médulo &-inyectivoy L J(L) L[1] es la &-sucesién cons-

truida en la proposicién 3.79, sabemos que la sucesion se divide y L resulta
sumando directo de J(L).
O

PROPOSICION 3.81.
(¢, &) tiene suficientes proyectivos.

DEMOSTRACION.

Sea M € ¥, debemos ver que existe una &-sucesién [, —— N — M, con

J(M) &-proyectivo. tal que N es &-proyectivo. Note que tenemos la siguiente
. () (darpr)s Laapr)) .

&-sucesién M J(M) MT1], con J(M) &-proyectivo.

Sea N := M[—1], el cuél también es un Mod-A diferencial, entonces aplicando la
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misma idea a IV tenemos la &-sucesién N

( v ) (dnpyy Iv)
J(N) N[1

a1
dpri—1 dy, 1
la cual coincide con M[—1] M J(M[-1)) M
O
TEOREMA 3.82.
(€, &) es una categoria de Frobenius.
DEMOSTRACION.
Por lo visto durante esta seccion.
O

OBSERVACION 3.83. - -
Tenemos el funtor T .¢ —=% dado por T := M[1] y T(f) = f, para cada

morfismo f: M ——= N en%.T es un automorfismo de € pues
/!

T(M):=M[-1] y T/(f) := f define un funtor inverso para T. Claramente, T
preserva sucesiones exactas y & -sucesiones, por tanto, preserva & -proyectivos e
induce un automorfismo T : € — € tal que conmuta

T
—_—

€ €
C—%.

T
Por otro lado, para cada M € €, hemos construido la &-sucesion

M —25 J(M) 2 M[1]

donde uyr = ( {11115 ) y v = (dypys Lapg). Ast, podemos construir el funtor

T:% ——=% definido en la definicion 7?7 y el corolario 77, que es un auto-
morfismo por el lema 7?. Veamos que T y T coinciden. En efecto para cada
f:M——= N en %, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en €

M —25 J(M) 2 M)
fl iJ(f) T(f)
N —= J(N) —= N[1],

donde J(f)( " ) = ( J}((:'Z)) ), para cada ( " ) € J(M). Luego,
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PROPOSICION 3.84.
La categoria €, con el automorfismo T de la observacion anterior y los tridngu-
los definidos en la definicion 77?7, es triangulada

DEMOSTRACION.
Como % es de Frobenius, por la seccién 2.3, tenemos que la categoria estable,
% es triangulada.

O

3.4. Funtores Ty y Hy.

DEFINICION 3.85.
Sean A, B dos k-dlgebras diferenciales, sean €(A) y €(B) sus respectivas cale-
gorias de modulos diferenciales derechos y sea 4 Xp un AB-bimddulo. Definire-

mos un funtor Tx : €(A) ——= € (B) como sigue:

F1 En objetos: Dado M un Mod-A diferencial, entonces Tx(M) := M ®4 X.

F2 En morfismos: Sea M EEES N un morfismo de A-mdodulos diferenciales
derechos, entonces Tx (f) := f® 1x.

PROPOSICION 3.86.
Tx : €(A) —— € (B) es un funtor covariante.

DEMOSTRACION.
Por lo antes mencionado tenemos que, en objetos Tx (M) = M ® 4 X, el cual
ya vimos que efectivamente es un Mod-B diferencial (en la proposicién 3.61). Si

M I N es un morfismo de Mod-A diferenciales, entonces Tx(f) = f ® 1,
que es un morfismo de B-moddulos diferenciales derechos por el lema 3.65. Es

decir, tenemos Tx : Home(a)(M,N) —— Home ) (Tx (M), Tx(N)) . Supon-

ga que tenemos M EEEN N y N 4.7 , con f y g morfismos de Mod-A
diferenciales. Por un lado, sim e My x € X,

Tx(go flim@x)=gf(m)®@x
por otro,
Tx(9)Tx (f)(m @ x) =Tx(g9)(f(m) ® x) = gf(m) ® x.

Asi, Tx(go f) = Tx(9)Tx(f). Es claro que Tx (1ar) = 1y (ar)-
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PROPOSICION 3.87.
Sea X es un AB-bimddulo diferencial. Entonces Tx conmuta con coproductos.

DEMOSTRACION.
Sean {M;}iec; una familia de A-médulos diferenciales derechos y sean

g
M; —=1,c; M; las inclusiones y recordemos que dado m € [;c; M; tene-

mos que m =y, 0;(m;). Consideremos el morfismo

;1

Tx(oj)=0;®1: M;®4 X (e Mi) @4 X.

Asi, tenemos el siguiente diagrama

[Licr(Mi ®a X)

Tj
NN

M;®a X (ier M) ®a X,

O’j@l

donde 7; es la inclusién de M; ®4 X en [, ;(M; ®4 X), luego por la propiedad
universal tenemos la existencia de v tal que hace conmutar el diagrama anterior,
Vj € I. Para ver que 9 es isomorfismo, vamos a construir el morfismo inverso.
Consideremos la siguiente funcion

(Lies Mi) % X —2 [Ty (M; @4 X)

donde

¢ <Z Ui(mi)J) = ZTi(mi ®aT).

i
Veamos que son ciertas las siguientes propiedades de qB:

(a) ¢ es bilineal.
Sean o;(m;) € [[ Mi, y z,21 € X, luego:

</A5 (Z oi(m;), z + xl) = ZTi(mi ® [z + 1))

Ahora, sean ), 0;(m;), >, 0i(n;) € [[ M; y x € X, luego:

& <Z oi(m;) + Zoi(ni), 3:) =g (Z[oi(mi) + ai(ni)},x>

%
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= QZ) (Z oi(m; + n,-),x) = Zﬁ‘([mi +n;l @ x)

= Zn(mi @z +n @)= Z[Ti(mi ® ) +7i(ni ® )]

=9 (Z%(mi)ﬂﬂ) +¢ (Zaz(nl),x> )

(b) Paraa € Ay x € X elementos homogéneos, entonces se cumple que

qg <Z ai(mi)a7x> = ( gr(a)gr(x (Z Oz mz > .

Sean a € Ay x € X homogéneos

b <Z ai(mi)a,x> =¢ <Z oi(mia,x)>

= Z mi(mia ® x) = (—1)g@er®) Z 7;i(m; ® ax)

= (—1)8"@er) g (Z oi(mi), ) )

Por la propiedad universal del producto tensorial, tenemos

¢
(Hier Mi) x X ——[1;e;(Mi ®a X)
7
|
(Hie[ Mz) ®a X
tal que en los generadores cumple que ¢ (Y, 05(m;) ® x) = >, 7(m; ® x).

Ahora veamos que ¢ o) = 1 y que ¢ o ¢ = 1. Es suficiente con probarlo en los
generadores. Por un lado, tenemos

(¢o) (Z 7i(m; ®x>> =0 (w (Z 7i(m; ®x>>)

i i

7 7

°¢) (Z ai(m;) ® a:) =9 <¢ <Z oi(m;) ®x>>
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K3

=1 (Z 7i(mi ® CC)) = Zai(mi) ® .

Asi, hemos demostrado la proposicién.

PROPOSICION 3.88.
Om  M[1]®4 X — (M ®4 X)[1] es un isomorfismo.

DEMOSTRACION.
Sea A: M[1] x X —— (M ®4 X)[1] la funcién tal que para

me M1’y x € X7, \(m,z) = (—=1)%® (m ® ). Veamos que:

(a) A es graduada.
Sean m € M[1]*, y x € XJ. Note que m € M*T! luego,

Am,z) = (—1)FF(mez) € (M s X)) = (Mo, X)[1])H,
entonces A es graduada.

(b) A es bilineal.
Sean my,mg € M[1] y x € X, entonces

A(myi +me,z) = (—l)gr(x)[(ml +mo) ®a] = (—1)gr(x)(m1 ®x+my®x)
= (fl)gr(x) (my ®@x) 4+ (—=1)9""(me @ ) = A(my,x) + A(ma, x).
Ahora, sean z1, 2 € X7. Entonces,
A(m,xq + x2) = (—l)j(m ® [x1 + x2]) = (—1)j(m ®x1+me xs)

= (=1 (m®@z) + (=1) (m® x3) = X(m, 1) + A(m, x2).

Asf hemos probado que es bilineal A [j;p1]x xi. Por definicién, A extiende
bilinealmente a las restricciones anteriores.

(¢) A(m-a,z) = (—1)8" @& \(m, ax).
La accién es m - a = (—1)8"@ma.

Am - a,z) = M(=1)FMma, z) = (=1)F@+®) (1mg @ z)
— (_1)gr(a)+gr(X)+gr(a)gr(X) (m ® azx) = (_1)gr(a)gr(><)/\(m7ax).

Por la propiedad universal del producto tensorial, tenemos que existe @, ho-
mogéneo que hace conmutar el diagrama

M1] x X —2> (M @4 X)[1]

|

M[1]®a X
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y es tal que si 2 € X es homogéneo, g (m®@z) = (—1)8") (m®z). Veamos que
©n conmuta con la diferencial. Recordemos que la diferencial de (M ® 4 X)[1] es
por definicién dj;; = —d, donde d es la diferencial de M ®4 X. Debemos probar
que diijpnm = @pd. Sabemos que

dpjom(m @ z) = dpy (1) (m @ ) = (1) d(m @ 2)
= (-DFOT(—1)FNdy(m) @ 2+ m ® dx ()]
= (=D)dy(m) @z + (1) m @ dx (z).
Por otro lado,
err(dupex (m @ x)) = ea((=1)F M dypy(m) © © + m @ dx (z))

= dyp (m)@a+(~1)FO M (m@dx (2)) = —dar (m)@z+(~1) O (m@dx (2)).
Luego, tenemos que djjj¢om = pud.

Ahora vamos a dar el morfismo inverso de ¢)s. Procederemos como sigue:
Sea v: M x X —— (M[1]®4 X)[—1] la funcién tal que,sim € M y x € X7,
y(m,z) = (=1)8®m ® . Afirmamos que:

(a) v es graduada.
Note que, sim € M*y x € X/, m € M[1]*~!. Luego,

y(m,x) = (~1)FP(m ) € (M[1]@a X)) = (M[1] @4 X)[-1]F
y, asi, v es graduada.

(b) v es bilineal.
Sean mi,ms € M y x € X7, entonces

Y(mitma, 2) = (=D)F ([m+ma]@r) = (~1F (mi@w)+(-1)=) (mawa)

=7(m1 ®z) +y(m2 ® z).
Sean 1,z € X7, entonces
Y(m, @1+ x) = (1)) (m @ [21 4 22)) = (=1 (m @ 1) + (=1)’ (m @ x2)

= ’Y(m7 1‘1) + V(mr 1‘2).

Asi, hemos probado que es bilineal 7y |37« xs. La bilinealidad de +y se obtiene
de esto, pues v extiende bilinealmente esas restricciones, por definiciéon de

.
(¢) y(m-a,x) = (—1)& @& )y (m, az).
y(ma,x) = (—1)gr(x)ma Qx = (—1)gr(a)+gr(x) (m-a®x)
(- D) E @R @80 (1 @ az).

Por otro lado, y(m,az) = (—1)8®+&®m @ az. Luego, tenemos que
y(m - a,x) = (—1)" @&~ (m, az).
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Por la propiedad universal del producto tensorial, tenemos que existe ¢,; ho-
mogénea que hace conmutar el siguiente diagrama

M x X — = (M[1] ®4 X)[-1]

J/ [

M®y X

y, es tal que, para z € X homogéneay m € M, ¢pr(m®z) = (—1)8Fmez. Por
el lema 3.28, para mostrar que ) es isomorfismo, bastara ver que es biyectivo.
Es claro que I' := ¢ s es un morfismo en G, por el lema 3.51, podemos considerar
el morfismoen G T'[1]: (M @4 X)[1] —= M[1]®4 X .

Ahora veamos que I'[1] es el inverso de ¢js. Sabemos que

(T[1] 0 oar)(m ® 2) = DILJ((~1)F O (m © 2)) = (~)FO+EO (m ©0) = m e 2.
Por otro lado,
(em o T (m @ ) = ou((—1)FX (m @ 2)) = (~1)FCIHEO (mer) =m e =.

O
Dados A, B algebras diferenciales, tenemos definido al funtor

Tx : 6 (A) —= € (B)
En lo que sigue vamos a definir un funtor Hx : €(B) —— € (A) tal que
HOl’ncg(A) (1\/[7 Hx(N)) ~ HOmcg(B) (Tx(M), N)

para ello, veamos lo siguiente:

DEFINICION 3.89.

Sea B un dlgebra graduada. GrB es la categoria cuyos objetos son B-mddulos
graduados y cuyos morfismos f: M ——= N son homogéneos de grado i, es
decir, son transformaciones lineales que satisfacen :

i) f(M®) C N** Vs € Z.
ii) f(mb) = (—1)¥"°f(m)b, para cada m € M y b € B homogéneo.

Observemos que si M . N es homogéneo de grado i y N —2 51 es ho-
mogéneo de grado j, tenemos que (go f)(M®) C g(Nst) C LT y que

(go f)(mb) = (—=1)97°0+D) (go f)(m)b, por tanto gf : M —— [, es homogéneo
de grado gr(gf) = gr(g) + gr(f). Denotaremos por Homg,;(M,N) al espacio
formado por los morfismos homogéneos de grado i. Finalmente,

Homg,(M, N) := @5 Homg, (M, N).
i€z
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PROPOSICION 3.90.
Para cada i € Z, Homg,5(M,N) ~ Homg, (M, N[i]) = Homgp) (M, N[i).

DEMOSTRACION.
Sea f en Homg,p(M,N) entonces, Vs € Z, f(M*®) C N*** = (N[i])*. Re-
cordemos que si n € NJ[i] y b € B son homogéneos, n - b = (—1)&®)pp,

Veamos que f es de Mod-B. Para m € M y b € B homogéneos tenemos
f(mb) = (=1)97197% f(m)b = f(m) - b, en N[i]. Luego,

Homy,5(M,N) C Homg gy (M, N[i]) = Homg, 5 (M, N[i).

Ahora sea g € Homgg) (M, N[i]), luego g(M*) C (N[i])* = N*t* Vs € Z. Tene-
mos, g(mb) = g(m)-b = (—1)igr(b)g(m)b ast, Homg g) (M, N[i]) C HomigrB(M, N).
]

PROPOSICION 3.91.
Si A, B son k-dlgebras graduadas y X es un AB-bimédulo graduado, entonces
Hx (N) := Homg,5(X,N) es un A-mddulo graduado derecho.

DEMOSTRACION.

Por las definiciones anteriores tenemos que Hx (N) = @,.,, Homg, (X, N) es
un espacio vectorial graduado. Ahora definiremos una accién de

A = AJ. Es suficiente con definir la accién en los elementos homogéneos. Sean
acAly fe Homjg]rB (X,N) un morfismo de B-mdédulos graduados de grado j.

Definimos f*xa: X —— N de grado i + j, para x € X, como

(f *a)(z) = (=1)"" f(az).

Verifiquemos que f * a es un morfismo de B-mddulos graduados.
Sea b € B homogéneo, entonces

(fxa)(@b) = (=1)""f(al(ab)) = (1) (1)) (az)b) = (~1)V* &) f((az)b)
= (—1)UrtEr®)(_1)78r®) £(gz)b = (—1)7+0FDer®) £(qz)p
- (_1)(j+i)gr(b)(f * a)(z)b.

Asl, fxa€ Homigtj]3 (X,N) € Hx(N). Hemos definido una funcién

¥5J . Hy(N)" x A1 —— Hx(N) . Veamos que es bilineal. Sean f € Hy(N)’
y ai,as € A7, probemos que f*(a; +az) = f*aj+ f*as. Sea x € X. Entonces,

(f * (a1 + a2))(x) = (=1)"" f((a1 + az)z) = (=1)" f(arz + a)
= (=1)"[f(ar2)+f(aze)] = (=1)" f(a12)+(=1)"" f(azz) = (f*a1)(x)+(f*az)(x).

Si f,g estéan en Hx(N)®y a en A7, de manera similar se prueba que
(f+9)*a=fxa+ g=*a. En efecto,

((f +9)*a)(z) = (=1)""(f + g)(az) = (=1)"(f(az) + g(ax))
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= (=1)"f(az) + (=1)""g(az) = f * a(z) + g * a(z).
Ahora, definimos la accién de A sobre Hx (N) *: Hx(N) x A——= Hx(N)

extendiendo por bilinealidad todas las 7, es decir

(£7)-(2) -5

Ahora probemos la asociatividad: Sean a; y as elementos homogéneos de A, y
f: X ——= N un morfismo homogéneo de grado j. Entonces,

[(f % a1) * ap](x) = (—1)UrEDEr@) (4 q))(apm)
— (_1)(j+gr(a1))gr(a2)(_l)j(gr(al)f(al(aﬂ)) — (_1)(j+gr(a1))gr(az)ﬂ(gr(al)f(al(aﬂ))
= (—1)Uter@)er(a)+iler@)) £((qa9)2)

= (—1)Uter@)er(az)+iler(a)+(er(a) +er(@2))i[ £ 4 (a)a4)](x)

= (-1 f (a0 (o).

PROPOSICION 3.92.
Si A, B son k-dlgebras diferenciales y X es un AB-bimddulo diferencial, enton-
ces Hx(N) es un A-mddulo diferencial derecho.

DEMOSTRACION.
Lo tnico que falta para ver que es un A-mdédulo diferencial, es dar la dife-
rencial. Es suficiente con definir la diferencial en los elementos homogéneos. Si

X N N € Homg,(X,N). Entonces definimos §(f) := dn f — (=1)"fdx.

(i) 0(f) es morfismo homogéneo de B-mdédulos de grado i + 1:
Sea b € B homogéneo, entonces

3(f)lab] = dn (f(ab)) = (=1)" f(dx (b))

= (—1) Py (f(2)b) — (~1)" f((~=1)FPdx (2)b + 2d(b))
= (—1)= O (f(@)d(b) + (~1)F P dn (f(2))b) = (~1)" f[(-=1)* P dx (2)b
+xd(b)] = (1)) (1) dy (f(2))b + (—1)® ") f(z)d(b)
—(=1)FEO (1) O f(dx (2))b — (=1) (=1)"EPFV f(2)d(b)
= (-1)FVEDdy (f())b — (~1) TS f(dy (2))
= (=) FEEO Ay (f(2)) = (=1)' f(dx (2))]b = (=1)FVEOI5(f)[a]b.
Luego, 6(f) € Homg]é(X, N).

(
)
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(ii) 62 = 0. Si f tiene grado i, 6(f) tiene grado i + 1. Luego,
3*(f) = 6(5(f)) = dldn f — (=1)" fdx]
= dy(dy [ — (=1)"fdx) = (=1)"(dn f = (-1)"fdx)dx
= —(—1)ldnfdx — (=1)"dyfdx = 0.
(iii) Condicién de Leibniz. Veamos que 6(f * a) = f * d(a) + (—=1)&"®§(f) * a.
Sea r € X, por un lado tenemos que
3(f * a)(z) = dn((f * a)(2)) — (~1)FOTEE(f x a)(dx (x))
— dN((_l)gr(f)gr(a)f(am)) _ (_1)gr(f)+gr(a)+gr(f)gr(a)f(adX(I))
— (_1)g‘r(f)gr(a)dN(f(ax)) _ (_1)gr(f)+gr(a)+gr(f)gr(a)f(adx (x)).

Por otro lado,
(—=DFE((6f) * a) () = (1)@ (1) EOTVE@ (5 £) (az)

= (—)FOE@ Ly far) — (~1)#0 f(dx (az))}
= (,1)gr(f)gr(a)de(ax) _ (,1)gr(f)gr(a)+gr(f){f(d(a)x + (,1)gr(a)adx($))}
= (~)F O dy f(az) — (~1)F OO f(d(a)a)
—(—1)grDer@+er®rer@) (g4 ()
y ademés (f * d(a))(z) = (—1)g"OE @+ £(d(a)z). Sumando estos dos
ultimos términos,

(—1)8"Der@ gy flaz) — (—1)&OEEFD £(4(a)z)

_(_1)gr(f)gr(a)+gr(f)+gr(a)f(adX(aj)) + (_1)gr(f)(gr(a)+1)f(d(a>$)
= (_1)gr(f)gr(a)de(a$) _ (_1)gr(a)+gr(f)+gr(f)gr(a)+gr(f)f(adX(x)).

Entonces, tenemos que §(f x a) = (=1)8"®)(§f x a) + f * d(a), es decir
Hx(N) es un Mod-A diferencial.

PROPOSICION 3.93.
Sea Ny ——= Ny un morfismo de B-mddulos diferenciales derechos, entonces

induce un morfismo Hx(u): Hx(N1) — Hx(N2) de A-mddulos diferencia-
les derechos.

174



3.4. FUNTORES Tx Y Hy.

DEMOSTRACION.

Sea f € HomigrB(X, Ny), asi tenemos la siguiente sucesiéon X ., N, —%= N, .
Entonces definimos a Hx (v)[f] = uf. Como uf(X*) C u(NiT") C N5 resulta
uf homogéneo de grado i. Sea x € X y b € B homogéneos, entonces

(wf)(@b) = ulf(ab)] = ul(~1)F OO f(2)p] = (1) OOl f (a)b.

Luego, Hx(u)[f] = uf € Homg,p(X,Ny) C Hx(Ny). Claramente Hx (u) es
lineal. Ahora veamos que saca los elementos de A:

Hx (u)(f * a)(@) = u(f * a)(2) = u[(f * a) (2)] = (~1)F D& uf (az)
= (~1)FOE® (uf)(azx) = (Hx (u)[f] * a) (2).

Luego tenemos que Hx (u) es morfismo de A-médulos graduados derechos. Falta
ver que Hx (u) conmuta con la diferencial. Supongamos que 47 es la diferencial
de Hx(N71) y 62 la de Hx(N3), entonces

Hx (u)[61(f)] = uldn, f — (=1)&D fdx] = udy, f — (-1)Oufdx
= dy,uf — (1) ODufdy = 6:[Hx (u)(f)].

PROPOSICION 3.94.
Hx : ¢ (B) ——= % (A) es un k-funtor.

DEMOSTRACION.

Sea N € C(B), por la proposicién 3.92 tenemos que H x (V) es un Mod-A diferen-
cial. Ahora veamos en morfismos. Sea u : Ny — N, , por la proposicién 3.93
tenemos que Hx (u) € Homg(a)(Hx(N1), Hx(N2)). Sean Ny —“ > Ny —%> N3
morfismos en €(B), asi Hx (vu)f = (vu)f = v(uf) = Hx(v)Hx(u)(f). Aho-
ra consideramos a N —Y> N y f € Hx(N1). Luego, Hx(In)(f) = f =

Lr, (v (f). Entonces hemos visto que Hx es un funtor.
O

PROPOSICION 3.95.
Sea X un AB-bimddulo diferencial, entonces Hx conmuta con coproductos si y
sélo si Xp es un G(B)-compacto.

DEMOSTRACION.

Sea {M;};cr una familia de B-médulos diferenciales derechos y sea

Aj + Mj —— [1;c; M; lainyeccién canénica, Vj € I. Entonces, si Homg g (X, —)
conmuta con coproductos, tenemos que, Vs € Z, en el diagrama conmutativo

[T;c; Homgm) (X, Mi[s]) —~> Homg ) (X, [[T;c; Mi][s])

" T Sitrg () (X Afls)
Homgg) (X, Mj]s])
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U? es isomorfismo. Esto es equivalente a decir que en el diagrama conmutativo

s NV s
Hie[ Homi, 5 (X, M;) —— Homi, 5 (X, [ [;c; Mi)

”
omg.B(X,A;)

Hom(}rB (X7 Mj )7

iel

U es isomorfismo,Vs € Z. Esto equivale a decir que en el siguiente diagrama,
obtenido de los anteriores sumando sobre s € Z,

, DD* .
®5€Z Hie[ Homg, (X, M;) —— @sez Homi, (X, Hiel M;)

®aj :
Om?ﬁrB (X)‘j)

D ez Homy,5(X, M;)

tenemos que @ ®° es isomorfismo. Notemos que la suma directa de arriba a la

izquierda se toma en [, ; Homy (X, M;) y ademds,

[T Homs,p (X, Mi) = @5 [ | Homiy,p (X, My).

i1€] sEZ s€Z i€l

Luego, el tridngulo anterior es precisamente
®
[ies Hx (M;) —— Hx ([1;¢; M)

UjT fx())
Hx (M;)

y @ es isomorfismo. Hemos visto que si Xp es G(B)-compacto, Hx conmuta
con coproductos. Reciprocamente, si Hx conmuta con coproductos, podemos
remontar el argumento anterior y al final especializamos en s = 0 para obtener
que Xp es G(B)-compacto.

O

PROPOSICION 3.96.
Sean M € €(A) y N € €(B). Entonces se tiene que

HOmcg(B) (TX (M), N) ~ Homcg(A) (1\/[7 HX (N))
donde el isomorfismo es natural en M y en N.
DEMOSTRACION.

Construiremos un morfismo 7 : Home g (Tx (M), N) —— Home(4) (M, Hx(N)) ,

para h € Homeg(g)(Tx(M),N) y m en M*, queremos definir a n(h)(m) el cual
estard en Hx (N) = Homg,p (X, N).

Siz € X es homogéneo, hacemos 7(h)(m)(z) := (—1)8"™er®) h(m@x). Veamos
que se cumplen las siguientes afirmaciones:
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(a)

n(h)(m) es homogéneo de grado i.

Observemos que si x estd en X7 tenemos que m ® x estd en Tx (M) y
esto implica que (—1)8" ™) h(m @ z) = n(h)(m)(x) estd en N*T7. Por
lo tanto, n(h)(m) es homogéneo de grado .

n(h)(m) es un morfismo homogéneo de Mod-B de grado i.
Si b € B es homogéneo,

n(h)(m)(zb) = (_1)gr(m)(gr(x)+gr(b))h(m ® xb)
= (—1)grmerC)termesr®d)p (1 @ 2)p
= (=1)FE®Iy(h) (m)(2)b.

n(h) es morfismo de Mod-A graduados.
Debemos probar que n(h)(ma) = [n(h)(m)] * a. Podemos suponer que
m € M y a € A son homogéneos. Luego,

() (ma)(z) = (1) & h(ma © )
— (_1)(gr(m)+gr(a))gr(><)+gr(a)gr(><)h(m ® az) = (_l)gr(m)gr(X)h(m ® ax)
— (,1)igr(a)+gr(m)(gr(a)Jrgr(X))h(m ® ax) = (,1)igr(a)n(h)(m)(w)

= [n(h)(m) = a] ().

Como, ademis, n(h)(M?) C Homg,5(X,N) = Hx(N)! entonces n(h) es un
morfismo de Mod-A graduados.

n(h) conmuta con las diferenciales.
Veamos que se cumple que n(h)(d(m)) = d(n(h)(m)), Ym € M, ho-
mogéneo. Sea x € X homogéneo, entonces

n(h)(d(m))(z) = (=1)EEHIDEO R(d(m) @ 2).
Como d(m ® ) = m @ d(x) + (—=1)&®d(m) ® = despejando, tenemos
(-1)FCd(m) @z =d(m @ z) —m @ d(z).

Entonces, si gr(m) = i, como gr(n(h)(m)) = i, tenemos

n(h)(d(m))(z) = (~1)FEE [h(d(m @ ) — h(m © d(x))]

= (=1)F™ECd(h(m @ x)) - (~1)F™Eh(m @ d(x))
= d(n(h)(m)(x)) — (—1)&r eI Ter @Dy (1) (m) (dx (x))
=dn(n(h)(m)(z)) — (=1)'n(h)(m)(dx () = 6(n(h)(m))(z).

Luego, tenemos que 7(h) es un morfismo de A-médulos diferenciales de-
rechos.
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S6lo queda por demostrar que 7 es isomorfismo. Sea h:Tx (M) ——= N tal

que n(h) = 0. Queremos ver que h = 0. Tenemos nh(m)(x) = 0Vm € M y
Vz € X homogéneos, es decir, nh(m)(z) = (—1)8" e h(m @ z) = 0. Por lo
tanto, para todo m en M, z en X homogéneos, tenemos h(m ® x) = 0. Como
los elementos m ® x generan a M ® 4 X entonces h = 0. Asi  es monomorfismo.

Ahora veamos que 7 es epimorfismo. Sea v : M — Hx(N) , deseamos

encontrar h:Tx(M)——= N tal que n(h) = u. Sea M x XL>N la

transformacién bilineal tal que para elementos homogéneos m € M, z € X
Am, z) = (=1)&eu(m) ().

(a) X es homogénea.
Claramente \(M® x X7) C Nt pues si m € M, u(m) € Hx(N)".

(b) X es bilineal.

Por construccion.

(¢) Mma,z) = (—=1)8" @)X\ (m, ax)
Sean m en M, aen Ay x en X elementos homogéneos, entonces

Nma,z) = (_1)(gr(m)+gr(a))gr(X)u(ma)[x]
= (—1)Erm)+er@)er ) [y, (m) « ] [2]
= (—1)gr(mer()tar(@)er()+armer(@)y (m) [gz].
Por otro lado,

A, az) = (—1)&mEr@+ert)y, (m) [a]

asi que 7 7
Xma, z) = (—1)8@ECX(m, az).

Entonces tenemos la existencia de A : M ® 4 X —— N homogéneo tal
que \(m @ z) = (—1)8 &)y (m)[z], es decir, tal que hace conmutar el
siguiente diagrama

MxX -2 -

A

M®s X.

(¢) A es morfismo de B-médulos
Seam € M, x € X y b€ B elementos homogéneos, luego

Mm@ zb) = (—1)8™ErGI+er®)y, (1) ()
= (—1)grmerC)termer®)y, (1) ()
= (= 1) 6 (u(m) [a])b = A(m @ x)b.
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(d) A conmuta con la diferencial.
Sim e M y x € X son homogéneos, tenemos

3(u(m)) = dyu(m) — (=1)¥Wu(m)dx.
Luego
dyAm @ &) = (1) EE dy (u(m)[])
= (1) ECIT Dy (m)[dx (2)] + (~1)F VS dy (u(m) 2])
_(_1)gr(m)gr(x)+gr(m)u(m)(dX [2]) = (_1)gr(m)(gr(x)+1)u(m)[dX(x)]
+(=1)F I [y u(m) — (~1)# ™ u(m)dx][2]
= (~)FECIT Dy (m)[dx ()] + (=1)F I 6 (u(m)) 2]
= (_1)gr(><)[(_1)(gr(m)+1)gr(X)u(dM(m))[x]+(_1)gr(m)(gr(X)+1)u(m)[dX ()]
= (-1)FMN(dp (m) ® 2) + A(m ® dx (z)) = Md(m @ z)).
Por lo tanto, A € Home ) (Tx (M), N) y n()\) = u. Esto comprueba que 7 es un

isomorfismo. Es facil ver que n es natural en M y N.
O

OBSERVACION 3.97.

Dado un AB-bimddulo X, las recetas dadas para Hx yTx también definen fun-
tores Tx : G(A) ——=G(B) y Hx : G(A) ——= G(B) . El argumento anterior
también muestra que hay un isomorfismo

HOng(B) (TX (M), N) = Homg(A) (M, Hx(N))
que es natural en M € G(A) y N € G(B).

PROPOSICION 3.98.
Los funtores Hx : G(B) ——=G(A) y Hx : €(B) ——= € (A) son exactos iz-
quierdos.

DEMOSTRACION.
Veamos primero que Hy : G(B) —— G(A) es exacto izquierdo. Sea

¢ 0 N N, N; 0
una sucesion exacta en G(B). Mostremos la exactitud en G(A) de

Hx (f) Hx (g)
Hx(€): 0 — Hx(N) — Hx(Nz) ——% Hx(Ny).

Claramente, como f es inyectiva, también lo es Hx (f). Como Hyx es un funtor
aditivo Hx (9)Hx (f) = Hx(gf) = 0. Veamos que el Ker(Hx(g)) C Im(Hx(f)).
Bastard probar que para cada u € Ker(Hx(g)) homogéneo, es decir
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u € HomigrB(X, Ny) tal que gu = 0, tenemos v € Im(Hx(f)). Por la proposi-
cién 3.90, tenemos que Homy,5(X,N) = Homgp) (X, Nz[i]). Luego, tenemos el
diagrama

0 Ny No

N3 0

con renglén exacto en G(B) y donde v existe en G(B) tal que fv = u porque
gu = Hx(g)[u] = 0. Luego v € Homgp)(X,Ny[i]) = Homy, 5 (X,N1) es tal
que Hx (f)[v] = fv = u. Luego, la sucesién Hx (&) es exacta en G(A). Para la
segunda parte, notemos que una sucesién en ¢ (A)

0 M E N 0

es exacta si y s6lo si su imagen bajo el funtor olvidadizo F : € (A) ——= G(A) lo
es. Notemos también que tenemos el siguiente cuadro conmutativo de funtores:

Hx

%(B) X~ ¢(A)

‘| |r
G(B) = G(4).

Hx

Como el reglén inferior es exacto izquierdo, también lo es el superior.

LEMA 3.99.
g

La sucesion M S E—— N es exacta en G si y solo si, VL € G, la si-

guiente sucesion es exacta Homg(N, L) —% ~ Homg (E,L) AN Homg(M,L) .

DEMOSTRACION.
Es claro que f*¢* = (¢f)* =0.Si f*(a) =0,con o : E——> L , tenemos
que af = f*(a) = 0, luego existe el morfismo §: N ——= [ tal que a = fg.
Por tanto a € Im(g*).
Tomemos N = L, vemos que gf = f*g*(1y) = 0. Luego, tomando
L = Coker(f), vemos que la proyeccién canénica 7 : F — Coker(f) satisface
0 =nf = f*(m). Entonces, existe ¢ € Homg(N,L) tal que og = g*(0) = 7, de
modo que Ker(g) C Ker(og) = Ker(m) = Im(f)

O
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LEMA 3.100.
Los funtores Tx : G(A) —=G(B) y Tx : €(A) —= € (B) son exactos de-
rechos.

DEMOSTRACION.

Sea 0 M ! E—2sN 0 una sucesién exacta en G(A). Consi-

deremos la sucesion

Mo XL Bo x5 Noy X —o.

Como cada generador n @ z € N ®4 X es de la formam®@ x = (¢ ® 1)[e ® 1]
para alguna e € E, g® 1 es suprayectivo. Por el lema 3.99, para ver la exactitud
de la sucesién en E ® 4 X, bastard mostrar que, para cada L € G(A), es exacto
el primer renglén del siguiente diagrama conmutativo

o .
Homg sy (N @4 X, L) ““2 Homg ) (E @a X, L) Y222 Homg sy (N ®4 X, L)

l l |

Homg(A) (N7 Hx (L)) ?) HOIIlg(A)(E7 HX (L)) T> Homg(A) (N, Hx(L)).

El renglén inferior es exacto por el lema anterior y, entonces, también el primero
lo es.

O
Veamos las siguientes propiedades importantes que tienen Hx y T'x.
PROPOSICION 3.101.
Si 0 Ny ! Ny —2> Ny 0 es una sucesion exacta en € (B) que
se divide en la categoria graduada G(B), entonces tenemos que la sucesion
Hx (f) Hx (9)

0—— Hx(Ny) —> Hx(N3) ——= Hx(N3) —= 0 es exacta en €(A) y se
divide en la categoria graduada G(A). Esto es Hx (& (B)) C &(A).

DEMOSTRACION.
Tenemos que Hx induce un funtor de G(B) en G(A) y la siguiente sucesién se
divide en G(B), 0 Ny Ny N3 0 , Entonces al aplicarle
el funtor Hx la sucesién resultante se divide en G(A).

O
PROPOSICION 3.102.
Si 0 I ! Ny — >~ N, 0 es una sucesion exacta en € (A) que
se divide en G(A). Entonces al aplicarle el funtor Tx a la sucesidn anterior obte-

Tx (f) Tx(g)

nemos 0 — Tx(N1) —= Tx(N2) —=Tx(N3) ——=0 la cual es exacta
en €(B) y se divide en G(B). Esto es Tx(&(A)) C &(B).

DEMOSTRACION.
La demostracién es analoga a la anterior.
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PROPOSICION 3.103.
Sea M &(A)-proyectivo, entonces Tx (M) es &(B)-proyectivo.

DEMOSTRACION.
Consideremos la siguiente &(B)-sucesion N; — Ny — N3 . Al aplicarle
el funtor covariante Home g)(Tx (M), —) obtenemos la siguiente sucesién

00— Homch) (Tx(M), Nl)) e HOIIlcg(B) (TX (M), Ng) e

Home () (Tx(M),N3) ——0

pero esta sucesion es equivalente a

0 — Home(a) (M, Hx (N1)) —— Homg () (M, Hx(N2)) —

HOHIcg(A) (M, Hx (Ng)) —(

Como M es &(A)-proyectivo, la tltima sucesién es exacta, luego la primera
sucesién también lo es, y esto nos dice que Tx (M) es &(B)-proyectivo.
O

PROPOSICION 3.104.
Si N es &(B)-inyectivo, entonces tenemos que Hx (N) es &(A)-inyectivo.

DEMOSTRACION.

Al igual que en la proposicién anterior apliquemos el funtor contravariante
Home (o) (—, Hx(N)) a la &(A)-sucesion M, —— My —— M3 para obtener
la siguiente sucesion

0 — Homg(4)(M3, Hx (N)) —— Hom(a)(Mz, Hx(N)) ——

Homeg () (M1, Hx(N)) —— 0

la cual es equivalente a la sucesién

00— Hong(B) (Tx(Mg), N) e Hom?;(B) (TX(MQ), N) E——

HOHkg(B) (TX (Mg), N) —(

Esta tltima es exacta ya que N es &(B)-inyectivo, y esto implica que la primera
sucesién también resulta exacta y por lo tanto Hx (V) es &(A)-inyectivo.
0O

DEFINICION 3.105.
Por todo lo anterior, tenemos que el funtor Tx manda proyectivos en pro-
yectivos, entonces Tx induce un funtor entre las categorias estables €(B) y

E(A), es decir €(A) i>£(B) como es de Frobenius, tenemos que tam-

bién el funtor Hx induce un funtor entre las respectivas categorias estables

€(B) 2> 4(A) .
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Lo que veremos a continuacion, es que el funtor Tx es un funtor exacto de
categorias trianguladas. Para ello requeriremos lo siguiente.

LEMA 3.106.
Si M —2% J(M) > M[1] es la &-sucesion candnica asociada a M, hay un

diagrama conmutativo en € (B)

Tx (un Tx (var)
—

Tx (M) ——Tx(J(M)) Tx (M[1])

S

Tx (M) J(Tx (M) Tx (M)[1]

—_— —_—
UTx (M) VT (M)

donde: el primer renglon es la imagen bajo Tx de la &-sucesion de arriba, el
segundo renglon es la &-sucesidn candnica asociada a Tx (M), our es el isomor-
fismo de la proposicion 3.88 y s es también isomorfismo.

DEMOSTRACION.
Sea by : J(M) x X — J(Tx(M)) la funcién bilineal definida por

50 (1))~ (oo Mo )

Claramente, 1;1\/[(J(]\/[)Z % Xj) C J(TX(M))FF,]'.
Sime Mine M ze X ac A", tenemos

B (5 ) o] = | o+ o )4

. ma® x
T\ ma@d(z) + (-1)8®md(a) @ z + (-1)g @+ ng @ 2

_ (_1)gr(a)gr(X)m ® ax
- (_1)gr(a)gr(x> [(_1)gr(a>m ® ad(x) + (_1)2gr(x>m ® d(a)z + (_1)gr(a>+gr(X)n ®ar] )’

Por otro lado,
12 m _ m & ax
M n ,ar| = me d(ax) + (_l)gr(a)Jrgr(x)n ® ax

. m & ax
"\ meda)r+me (—1)F@ad(z) + (1)@t ®p @ ax )

Entonces,

<)
2
| — |
N
3 3
N——
°
8
_ 1
Il

(_1)gr(a)gr(X)$M [( m ) ,am]

n
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y QZM es A-balanceada. Luego, tenemos una funcién lineal y homogénea
Yt J(M) @4 X —— J(Tx(M)) tal que

. K ZL)@””} B ( e dla) + Dz >

Veamos que 1), es morfismo de B-médulos graduados derechos:

- << " )M)b: ( m@d(x)f(gif)grwn@x )b

_ m® b
n ( m @ zd(b) + (—1)&®)[m @ d(z) + (—1)&"®n @ z]b )

_ m® xb
“\ m® [zd(b) + (1)) d(x)b] + (—1)&)terbly @ b

- m® zb
T\ m@d(zb) + (—1)sX+er®lp @ g

()02

Veamos que conmuta con las diferenciales

szdK 7: ) ®x] = P [(—1)gr<’<>d< ’;’; ) ®z+ < ’;’Z ) ®d(m)}
= ur [(—1)gr(") ( 0 > ®x+ ( " ) ®d(x)}

[ (-1)#®n @z +m @ d(z) ]
(—1)EOn @ d(z) + m @ d*(z) + (~1)#+n @ d(x)

- [ meda) + (1)Fn o } |

Por otro lado,

() e

_ [ m ® d(z) + (0—1)gr<x>n ®z } |

Entonces ¢prd = dipps v ¥ es morfismo en 4. Ahora veamos que conmuta el
cuadro derecho:

omTx (var) [( 7: ) ® 93} = oum[(darpy(m) +n) @ z]
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= oul—dy(m)@z+n®a] = —(=1)F¥dy(m) @z + (-1)F®n @ 2.

Por otro lado,

" m ® . m@x
UTx (M)YM n T =) | ) d(z) + (-1)F®n @ x
= dex)p(m @) + m® d(@) + (-)*nez
= —(-1)F®d(m) @z —m@d(z) +m®d(z) + (-1)F¥n @ .

Asi o Tx (vpr) = vy (M)¥ar- Veamos que el primer cuadro también conmuta

suTx(unlm o a] = v |( ) o

mex B m®a]
m®d(z) + (-1)F®d(m) @z | UTy (M) M & T

Como el diagrama conmuta con el isomorfismo ;s y ambos renglones son &-
sucesiones, luego ¥, también es isomorfismo.
O

PROPOSICION 3.107.
El funtor T : €(A) —— %€ (B) es funtor exacto de categorias trianguladas.

DEMOSTRACION.
Sean M,E, N € ¢(A) y consideremos el siguiente tridngulo en € (A)
M ) E o) N ) M]1] . Podemos suponer que tenemos una &-sucesion

M L> E s N vy se tiene el siguiente diagrama conmutativo

E—Y >N

T

M — J(M) — M[1].

Aplicandole el funtor T'x y agregando el diagrama del lema anterior, obtenemos
el siguiente diagrama conmutativo con renglones &-sucesiones

Tx(f) Tx(9)

Tx(M) —=Tx(F) ———=Tx(N)

l
Tx (M) — T (J(M)) — Tx (M[1]
l

Tx (M) — J(Tx (M)) — Tx(
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Tx (f) Tx(g) ouTx (w)

Luego, Tx (M)
lo en €(B).

Tx(FE) Tx(N) Tx(M)[1] es un tridngu-

O

PROPOSICION 3.108.
Hx (MI1]) = Hx(M)[1].
DEMOSTRACION.
Notemos que

Hx (M[1])" = Homg,p (X, M[1]) = Homgp (X, M) = Hx (M)™" = (Hx (M)[1])’

luego tenemos que Hx (M[1]) = Hx(M)[1]. Ahora veamos que el isomorfismo
conmuta con las diferenciales Si f € Hx (M][1])?,

dire o (f) = dupy f — (180 fdx = —dy f — (1) O fdx

= —dyf+ (—1)FOF fay.

Por otro lado,

dixonp(f) = —ducon (f) = —du f + (_1)gr(f)+1fdx

donde la dltima igualdad se cumple ya que el grado de f en Hx (M) es i + 1.
O

LEMA 3.109.
Si M —2% J(M) =5 M[1] es la &-sucesion candnica asociada a M, hay

una diagrama conmutativo en € (A)

He (M) X2 (7)) by ()

-

Hx (M) J(Hx (M)) Hx (M)[1]

—_— —_—
UH x (M) VH x (M)

donde: el primer renglon es la imagen bajo Hx de la &-sucesion de arriba, el
segundo rengldn es la &-sucesion candnica asociada a Hx (M) y ¢pr es isomor-
fismo.

DEMOSTRACION.
Sea ¢pr: Hx(J(M)) —— J(Hx(M)) la transformacién lineal definida como

sigue. Sea f € Hx(J(M))’ = Homg,(X, J(M)), entonces f tiene restricciones
que determinan funciones lineales f1, fo € Homy (X, M),

) J
I :( j ) . X7 ——> Mt @ Mititl,
2

186



3.4. FUNTORES Tx Y Hy.

y hacemos ¢ (f) := ( j:l

Foi= fo—(-1)EO fidy € Homy, 4 (X, M). Veamos que ¢ (f) estd bien definido.
Sean b€ By x € X7, luego

fl(xb) _ b)) = (— igr(b) 20 = (— igr(b) fl(‘r)
<f2(xb)>f( b) = (—1)&® f(a)b = (—1)E (fz(m))b

_(1yigr(b) fi(z)b
= (= <f1( () + (~1)= fy(a)b )

< (=1)®) f1(2)b )

(=1)®) fy(2)d(b) + (~1) OO fo ()b )

Por lo tanto, fi(zb) = (—1)8"®) f; ()b, y tenemos que _

Fa(ab) = (1)) 1 (2)d(b)+(— 1) ™+ ®) £y (2)b. Luego, f1 € Homg,p(X, M).
Veamos que f, € Homlg";]l3 (X, M).

> donde f; € Homg,(X,M) y

Falab) = [fo = (=1)= 0 frdx](wb) = falab) — (=1)=D f1 (dx (b))

= (=)= ® fi (2)d(b)+(=1) D) fo (2)b—(=1)2 O fy [wd(b)+(=1)F P dx ()]
_ (_1)igr(b)fl($)d(b)+(_1)igr(b)+gr(b)f2( )b —(— 1)gr(f)+1 gr(b)+1)f1( )d(b)
—(—1)&r(OFer(®)+ier®) r (4(2))b

= (1)) )b — (1O )0 £ (a(a)b
= (=)D fy () — (~DFO Ao = (- fy ),

Veamos que ¢pr: Hx (J(M)) —— J(Hx(M)) es morfismo de A-mé6dulos de-
rechos. Sean f € Hx(J(M)) y a € A homogéneos. Entonces

outra = (g ) voutne=( 2 )a= puwy s oo o )

Debemos mostrar que (fa); = fiay que fa2 fid(a)+(— 1)gr(a)]?2a. Seax € X
homogéneo. Entonces,

(fa)l(x) . _ gr(f)gr(a gr(f)gr(a fl( )
() = ) = (1O fan) = (-eeze (2o} ).

2(ax)
Por lo tanto,
(fa)i(w) = (~1)FOE@ £y (az) = (—1)Oe@ e @) (f0)(2) = (fia) ().

Luego, (fa); = fia. Pero, también tenemos (fa)s(x) = (—1)8" D& @) £, (az).
Entonces:

[frd(a) + (=1)F"™ foa(2) = (frd(a))[z] + (=1) ) (fra)(x)

- (_1)(gr(a)+1)gr(f)f1(d(a)m) + (_1)gr(a)+(gr(f)+1)gr(a)fz(ax)
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= (-D)E@TVEO £ (d(a)z) + (1O, + (—1)OH fdy][ax]
= (=)D £ (d(@)a) +(~ 1) O fy(az)+ (1T OO f 4 (az)
= (~) OO f (d(a)a) + (~1)= O fo(aa)
+(—1)grOer@+er M+ £ 17(0) 2 + (—1)8 ™ adx ()]
(a

= (DERIEO A + (DO )
+(_1)gr(f)gr(a)+gr(f +1f1( (a)z) + (— )gr +gr(f)+1+gr( a) f1(adx (z))
= (fa)o[2]+(—1)FOFTE@ (o), [dy (2)] = [(fa)o+(—1)FOTE T (fa) dx][a]
= (fa),la].

Asi, tenemos (ﬁ)g = fid(a)+(—1)&® fya, como deseabamos demostrar. Ahora
veamos que ¢rrdg () = dy(rx (M) Pm- Sea f e Hx(J(M))*, luego

dyax ) Om(f) = dyay () ( 2 ) ( J;z )

Por otro lado,

) . d

drdmy sy (f) = omldyony f—(=1)" fdx] = dm (( J;Q ) —(=1)* ( ﬁdi ))

—on( 27 (1) frdx

M —(=1)" fadx
_ ( _ fo = (=1)" frdx ' ) _ ( fo = (=)' frdx )
T\ (=D fadx — (1) fy — (1) frdx]dx 0
y tenemos [dy g, dr(f) = dyry () @m(f). Ahora veamos que el primer cua-
drado conmuta.

nrHx (unr)(f) = ¢ (uns f) :¢M( dAJ;f )

- ( dmf — (f 19! fdx > < dHX(L)(f) ) = ury (m) (f):

Ahora veamos que el segundo cuadrado conmuta

Vi ()P () = VEy (0 ( % ) = dpre o (F1) + fo

= —dy o (f1) + fo— (=177 frdx = —dy fr + (=1) frdx + fo — (=) frdx

= fo—dmfi = fo+dypfr = (dy 1M[1])(§;)

o () =)

Luego, ¢nr: Hx(J(M)) —— J(Hx(M)) resulta isomorfismo.
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PROPOSICION 3.110.
El funtor Hx : €(B) ——= % (A) es un funtor exacto de categorias triangula-

das.

DEMOSTRACION.

Veamos que Hyx manda tridngulos en triangulos:

Sea M ) E ) N ) MT[1] un tridngulo en € (B). Podemos suponer

que M N E—2> N esuna &-sucesién vy que se tiene el siguiente diagrama

conmutativo

M—l g .y

L

M — J(M) — M]1].

Aplicando el funtor Hx y aplicando el diagrama del lema 3.109, obtenemos el
diagrama conmutativo con renglones &-sucesiones

Hx (f) Hx (9)

Hx(M)—— Hx(EF) ————— Hyx

H H Hx (w
Por lo tanto, Hx (M) 2 iy (B) X9 i (v) 25 (M)[1] es un tridngu-

lo en €(A), luego Hx manda tridngulos en tridngulos, asi que es un funtor

exacto.
O

PROPOSICION 3.111.
Sean L, M € €y M[-1] J(M[-1))

candnica de M[—1], entonces Im(Hom(1y, va—1))) = P(L,M). En consecuen-
cia, Homg (L, M) = Home (L, M) /Im (Hom(1r,, vi—1))) -

Un[—1] VMm[-1]

M esla &-sucesion

DEMOSTRACION.
Recordemos que Home (L, M) = Home (L, M)/P(L, M), donde P(L,M) es el

subespacio vectorial formado por los morfismos [, N M que se factorizan
por proyectivos. Vamos a probar que Im (Hom(lL7 VM[_l])) = P(L,M). Dado M,

M[—1]

tenemos la &-sucesién M|[—1] il JM[_l]v—> M . Sea h € Hom(L, J(M[-1])).
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Aplicando el funtor Hom(L, —) a la sucesién anterior tenemos la siguiente suce-

sibn 0 — Home (L, M[—1]) Ll>]Hom<f(L Inm— 1])U*> Homg (L, M) don-

de vy, _qy = Home (11, viyp[—1]). Observemos que Im(vM[ 1]) C P(L,M). Sea
f € P(L, M), entonces tenemos un diagrama conmutativo en ¢

N

donde @ es &-proyectivo. Por esta razén, existe un morfismo 7 : Q —— Ja[—1]

/

M[=1] o= -1

uM[

tal que vps—1jm = s. Notemos que f = st 1(nt) = [ ](nt) €
Imuy, - Entonces tenemos que Im (HOHI(].L,VM[ 1])) Im vy 1]) =P(L,M).
O

PROPOSICION 3.112.
Para M € €(A) y N € €(B) se tiene un isomorfismo

Homﬁ(B) (TX (M), N) = Homz(A) (M, Hx(N))

que es natural en M y en N.

DEMOSTRACION.
Consideremos el siguiente diagrama:

Hom(g(A) (M, Hx (J(N[-1])))
/ 1]
Homgs ) (Tx (M), J(N[~1])) — Homegs(a) (M, I (Hx (N)[-1]))

U?v[ui VH ¢ (V) [—1]
Home (g)(Tx (M), N) ————— Homg(a) (M, Hx (N))

Homf(B) (Tx(l\/D7 N) —ﬁ> Homi(A) (1\/[7 Hx(N)),
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donde 7 es el isomorfismo de la proposiciéon 3.96,

UN[-1]

N[-1] —— = J(N[-1]) 220 o N

Hx(N)[~1] — J(Hx (N)[-1]F 2= Hy (V)

son las &-sucesiones canénicas, y ¢n(—1) : Hx (J(N[-1])) —— J(Hx (N)[-1])
es el isomorfismo del lema 3.109. Como 7 es natural en la segunda variable, el
siguiente cuadrado conmuta

Home(g) (Tx (M), J(N[~1])) —— Home(a) (M, Hx (J(N[-1])))

U;\l[l]i lHX('UN[l])*

Home () (Tx (M), N) ————— Homga) (M, Hx (N)).

Por otro lado, por el lema 3.109, tenemos vy, (nv—1))¢n[-1] = Hx(vn[-1))-
Hemos tomado por definicién el isomorfismo 7’ := ¢}k\,[71]77. Entonces,

U}:rx(zv)[—m}/ = UZX(N)[—uéﬁ?\/[_lm = (UHX(N[—1])¢N[—1])*77

= Hx (vni-1))"n = noy_1-

Es decir, conmuta el cuadrado superior del diagrama. Por la proposicién 3.111,
esto implica que existe 77 isomorfismo tal que conmuta con el cuadrado inferior
del diagrama. La naturalidad del isomorfismo 77 en ambas variables se sigue de
la del isomorfismo 7. |

PROPOSICION 3.113.
Supongamos que s Xp y Yo son bimddulos diferenciales. Entonces, hay un
isomorfismo natural Ty - Tx = Txg,vy de funtores de €(A) en €(C).

DEMOSTRACION.
Dado un A-moédulo diferencial derecho M, consideremos el morfismo

Ty (Tx(M)) = (M ©4 X) @5 Y —= M @4 (X ®5Y) = Txg,y (M)

construido en el lema 3.64. S6lo nos resta observar que 7y, es natural en M,
pues si f: M ——= N es un morfismo en % (A), conmuta

Ty(Tx (M) = (M @4 X)@pY > M @4 (X @pY) = Txe,y(M)
TYTX(f)\L \L(f®1X)®1Y f®1X®BYi lTXcz:BY(f)
Ty(Tx(N)) = (N XA X) RpY T> N ®4 (X ®B Y) = TX®By(N)
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PROPOSICION 3.114.
Sean X1, Xy dos AB-bimddulos y h un morfismo de AB-bimddulos entre ellos.
Entonces h induce un morfismo de funtores exactos de €(A) en €(B)

Ty :=Tx, ——=Tx, . Para cada M € € (A),
(Th)M = 1M®h:TX1(M) =M@s X1 —=M®4 X :TXz(M)'

DEMOSTRACION.
Recordemos, del lema 3.65, que (Th)p =1®@ h: Tx, (M) —— Tx,(M) es un
morfismo de B-mdédulos diferenciales derechos, que satisface

(1®h)[m®z]=me h(z)

param € M y z € X;. Veamos que T}, es naturalen M. Sea ¢ : M —— N un
morfismo de A-mddulos diferenciales derechos. Veamos que el siguiente diagrama

conmuta

1®h
T, (M) =2 T, (M)

u®lx, l lu@nxz
Tx,(N) =577 T (N).
Sea m ® x un generador de Tx, (M), entonces
(u®lx,) o (1@h)(m@z) = (uelx,)(m® h(zx)) = u(m)® h(z)
por otro lado,
(1®h)o(u®lx,)(m®z)=(1®h)(u(lm)®z)=ulm)® h(x).
Entonces el diagrama es conmutativo. Ahora veamos que el siguiente diagrama

conmuta
YoM

T, (M[1]) —2> (T, M)[1]
(1®h)l i(l@h)[l]
T, (M[1]) ——> (Tx, M)[1].

Sea m ® x un generador homogéneo de T, (M[1]), digamos que m € M**!
Vi € Z. Entonces,

Pu((L®h)(m @ x)) = par(m @ h(x)) = (-1 (m @ h()).
Pero gr(h(x)) = gr(x), pues h es un morfismo de AB bimddulos, asi que
pu((L®h)(m @ x)) = par(m @ h(z)) = (=1)¥C) (m @ h(z)).
Por otro lado
(L@ n(pu(m @) = (~D=X 1@ )Mo z) = (~1)¥0)(m @ h(z)).

Entonces tenemos que 1 ® h es morfismo de funtores exactos.
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PROPOSICION 3.115.
Sean 4 Xp y ¢Yp dos bimddulos diferenciales, entonces, Homg,g(X,Y) es un
CA-bimdodulo diferencial.

DEMOSTRACION.

Tenemos que Homg,p(X,Y) = Hx(Y), por lo tanto es un Mod-A diferencial.
Dado h € Homg,5(X,Y) tenemos que es un morfismo h: X ——=Y de grado
i tal que para toda z € X y b € B homogéneos [h(xb) = (—1)&" ) h(x)b. Ahora
analicemos la accién izquierda C x Homg,g(X,Y) —— Homg,5(X,Y) dada
por (c- h)(x) := ch(z) para ¢ € C'y x € X. Para h,c elementos homogéneos,
tenemos que gr(c - h) = gr(c) + gr(h).

(a) Veamos que c¢- h saca los elementos de B de forma adecuada.

(e h)(wb) = ch(xb) = c[(~1)"= O h(x)b] = (=)= +E OO eh(2))b
= (=1)E©@+Der®)ep (4)]b.

(b) Cumple la asociatividad. ¢ (¢ - h)(x) = ¢(d'h(z)) = c'h(z) = (cc) - h(x).

(¢) Satisface la condicién de Leibniz con respecto a la diferencial § del A-
médulo diferencial derecho Homg,5(X,Y). Es decir que

5(ch) = do(c)h + (—1)8©ci(h).
§(ch)(x) = dy (ch(x)) — (~1)FOF &M eh(dx (z))
=dc(c)h(x) + (—1)gr(c)cdy(h(x)) — (—l)gr(C)Jrgr(h)ch(dX (2)).
Pero, por otro, lado tenemos que
(—1)FOcs(h(x)) = (~1)FOcldy (h(x)) — (1) Mh(dx (x))];
suméndole d¢(c)h(x) obtenemos

do(c)h(z) + (—1)gr(c)cdy(h(x)) - (—1)gr(c)+gr(h)ch(dx (2)).

Asi tenemos que Homg,5(X,Y) es un C-médulo diferencial izquierdo. Final-
mente, veamos que Homg,5(X,Y) es un CA-bimédulo. Sean ¢ € C, z € X,
a € Ay h € Homg,5(X,Y) elementos homogéneos. Luego,

e(h-a)(x) = (~1)& @M e(n(ax)).
Por otro lado,
[(ch) - a](z) = (_1)(gr(C)+gr(h))gr(a)(Ch)(ax) — (_1)gr(<:)gr(a)+gr(h)gr(a)(ch>(a$>

_ (_1)gr(0)gr(a)(_1)gr(h)gr(a) (ch)(ax) — (_1>gr(h)gr(a)c(h(am)>.

Entonces, tenemos que Homg,5(X,Y) es un C A-bimddulo.
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DEFINICION 3.116.

Si X es un AB-bimddulo diferencial, por definicion su dual (derecho) es el BA-
bimddulo X* := Homg,p(X, B), donde la B dentro de los paréntesis denota el
bimddulo diferencial regular (ver observacion 3.62).

PROPOSICION 3.117.
Sea X un AB-bimddulo diferencial. Entonces, hay un morfismo natural
Y : Tx« — Hyx tal que VN € €(B),

wN : TX* (N) =N QB X*—— HomgrB(X7N) = Hx(N)
satisface (n @ h)[z] = (—=1)&™eCInh(x), para n € N,h € Hx(N) yz € X
homogéneos.
DEMOSTRACION.

Sea ¢ : N x X* ——= Hx(N) la funcién bilineal, tal que

p(n,h)(2) = (~1)& & Onh(z)

Vn € N, h € X}, x € X homogéneos. Veamos que ¢ estd bien definida y que es
B-balanceada.

(a) Paran € Ny h € X*, homogéneos, ¢(n,h): X —— N es morfismo de

B-médulos derechos derechos de gr(¢(n,h)) = gr(n) + gr(h). Sean x en
X y b en B homogéneos, luego ¢(n, h)(xb) = (—1)s* (&) +er®)np (4h),
pero

h(zb) = (fl)gr(h)gr(b)h(x) xb= (f1)gr(h)gr(b)+(gr(h)+gr(X))gr(b)h(x)b
- (_1)gr(x)gr(b)h(3¢)b.
Entonces,
o(n, h)(zb) = (_1)gr(n)(gr(X)+gr(b))+gr(X)gr(b)n[h(x)b]
— (—1)er(@(er(x)+er(b))+er(x)gr(b) (_1)(gr(h)+er(x))er(b)
(=1) (=1) [nh(z)]b
= (_1)gr(n)gr(X)+gr(n)gr(b)+gr(b)gr(h) [nh(z)]b
= (—1)Erm)Fer)er®)_1)ermert)pp (2)]p
= (—1)ler®Fer®mDer®) [,y p)(z)]b.
(b) Por (a), ¢(N* x (X*)7) C Homigth(X,N) = Hx(N)"H. Asi, ¢ es ho-
mogéneo.

(c) p(nb,h) = (~1)F®™EM e (n, bh).
Por un lado, tenemos

@(nb, h)(z) = (_1)(gr(n)+gr(b))gr(x)(nb)h(m) - (_1)(gr(n)+gr(b))gr(x) (nb)h(zx)

194



3.4. FUNTORES Tx Y Hy.

_ (71)gr(n)gr(X)+gr(b)gr(x)+gr(b)(gr(h)Jrgr(X))n[bh(x)]
— (_1)gr(n)gr(X)+gr(b)gr(h)n[(bh)(x)]_

Por otro,
¢(n,bh)(z) = (=1)F & n[(bh)(2)]
y, entonces,

p(nb, h)(z) = (~1)F W p(n, bh) ().

Por lo anterior, tenemos que existe N ®p X* v Hx(N) homogéneo tal que
paran € N, h € X* y z € X, homogéneos se tiene

Y(n @ h)(x) = (~1)EOnh(z).
Notemos lo siguiente:

(i) v es morfismo de A-médulos graduados derechos.
Lo que deseamos probar es que sin € N, h € X* y a € A son homogéneos,

Y(n®h)*xa=1(ng ha).
Sea x € X homogéneo, entonces
[$(n ) *al(x) = (~1)EOEO (0 6 h) (az)
— (f1)gr(n)gr(a)+gr(h)gr(a)(,1)gr(n)(gr(a)+gr(>c))nh(aw)
= (—1)grMer@termert),p(gr).
Por otro lado,
Y(n ® ha)(z) = (1) Cn[(ha)(2)]
— (_1)gr(n)gr(X)(_1)gr(h)gr(a)nh(a$) - (_1)gr(n)gr(X)+gr(h)gr(a)nh(ax).
y, entonces, 1 es morfismo de A-médulos graduados derechos.
(ii) v conmuta con la diferencial.
(b (n @ h))(@) = [dn(n® h) — (=100 © h)dx](z)
= (—1)F™er® gy (nh(z)) — (—1)s@Fer®m+Ere)+Der) ppdy (2))
= (_1)gr(n)gr(X)+gr(h)+gr(X) dn(n)h(z) + (_1)gr(n)gr(X)ndB(h(x))
—(—1)sr M +erCIerm) pp (d e (2))
por otro lado, tenemos
Y(dn @ h))(z) = »((~1)FWd(n) @ h+n @ §(h))[z]

= (=)= M d(n) @ h)[a] + v (n @ 6(h))[x]
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- (,1)gr(h)+(gr(n)+1)gr(><)d(n)h(x) + (fl)gr(n)gr(X)m;(h) [z].
Pero
5(h)[e] = dn (h(z)) = (1) M h(dx (z))
y, sustituyendo, tenemos
(_1)gr(h)+(gr(n)+1)gr(><)d(n)h(x)+(_1)gr(n)gr(X)n[dN(h(x))_(_l)gr(h)h(dX ()]
- (_1)gr(h)+(gr(n)+l)gr(x)d(n)h(x) + (_1)gr(n)gr(x)nd3(h($))
_(_1)gr(n)gr(x)+gr(h)nh(dx(:E)).

Asi, tenemos que 1 conmuta con la diferencial y, en consecuencia, ¥ es un
morfismo de A-médulos diferenciales derechos.

Finalmente, veamos que conmuta el cuadro para toda f € Home g (M, N)

M®X*ﬂ>HX(M)

f®1l \LHX(JC)

N @ X* — Hx(N).
N

Sean m e M, he X*y x € X elementos homogéneos. Entonces,
(U (f @ 1)[m® h])(z) = b (f(m) @ h)[a] = (=1)EEE f(m)h(z)
= (—1)FtWEE f(mh(x)) = f(¥ar(m @ h)[z]) = (Hx (f)da(m @ h))[a].

O

LEMA 3.118.
Si X es un AB-bimddulo diferencial, el morfismo v : Tx- —— Hx de funto-

res de €(B) en €(A) determina un morfismo ) : Tx. — Hx de funtores
exactos de €(B) en €(A).

DEMOSTRACION.
Tenemos la transformacién natural wav : mpTx+ — maHx de funtores de

¢ (B)en€(A),donde w4 : € (A) —= €(A) esla proyeccién candnica. Puesto
que ambos funtores moTx~ y maHx se factorizan por 7p: ¢ (B) —— € (B) ,

resulta que la transformacién 3 : Tx. — Hx definida por v, := 74 (),

para M € €(B), es morfismo de funtores de €(B) en €(A). Para ver que v es
morfismo de funtores exactos, veamos primero que conmuta el siguiente cuadro

en €(A)
T~ (M[1]) — Tx- ()1
Y i i(dm)[l]
Hx (M[1]) —> Hx(M)]1],
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donde ¢ y ¢’ son los isomorfismos canénicos. Sean m € M1 = M[1]*, h € X*,
y € X homogéneos, entonces

(¢ Yarpy(m @ ) [x] = Yarpy (m @ b)[z] = (1) m « h(z)
= (—1)F®HEDECmp(2) = (=1)F Mgy (meh) 2] = (Gar[1]) (1) M meh)[z]
= [¥um([1])p(m @ h)][z],

donde * es la accién de B en M[1]. Luego, conmuta el cuadro en € (A)

T (M[1]) 22 1y () 1]

P J{ l(d’M)[l]

HX(M[l])mHX(M)[l]'

3.5. Cohomologia y moédulos aciclicos.

DEFINICION 3.119.
Sea M un A-mddulo diferencial derecho, definiremos la i-ésima cohomologia de
M como el espacio vectorial

~ Ker(dm) "M Ker(dy) N M
Cdy(M)N M dy (M)

HY(M) :

PROPOSICION 3.120.
Sea f: M —— N wun morfismo diferencial, entonces f induce un morfismo

Hi(f): H(M) —> H(N) , Vi € Z.
DEMOSTRACION.

Sea f: M —— N un morfismo diferencial. Deseamos ver que este morfismo
nos induce una transformacion lineal

4 _ Ker(dym)NM? Ker(dn)NN' 174
HY (M) = G vnnT = H'(N).

Sea z € Ker(dy) N M, luego 0 = f(dp(z)) = dn(f(x)). Tenemos que
f(z) € Ker(dy) y f(x) € Nt es decir f(x) € Ker(dy) NN, entonces f induce

un morfismo Ker(dy) N M —— Ker(dy) N N' . Ahora,

fldpu(M)N M) = fdy (M) =dn f(M'™") Cdy(N'™1) =dy(M)N N
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Por lo visto anteriormente tenemos que el morfismo f: M ——= N induce una
transformacion lineal H(f): H'(M)——> H'(N) .
O

OBSERVACIONES 3.121.
(1) Si m € Ker(dy) N M, denotaremos por m, su clase en H'(M).

(2) Sim € Ker(dy) N M entonces H'(f)(m) = f(m).
PROPOSICION 3.122.

Ht: € — k-Mod es un funtor covariante.

DEMOSTRACION.

Dado M € € tenemos H*(M ) € k-Mod y dado un morfismo diferencial
f:M——=N,H' loenviaa H'(f): H(M)——= H'(N) . Observemos que
lo tinico que hace falta probar para que H® sea un funtor es que,si f: M —= N

y g: N ——= [ son morfismos de médulos diferenciales se cumple que
H'(gf) = H(¢)H'(f) y H' (1) = Lai(any- Seam € H'(M) con m € Ker(dy)N
M, entonces

H'(g)H'(f)(m) = H'(g)(f(m)) = g(f(m)) = gf(m) = H'(¢f)(m).
Para 1p: M ——= M ym € HY (M), con m € Ker(dy) N M, vale

H(1pr)(m) = 1p(m) = m = 1gian (m).

PROPOSICION 3.123.
Sea M un Mod-A diferencial, entonces tenemos que H'(J(M)) = 0.

DEMOSTRACION.
Consideremos el siguiente diagrama

i—2 i+41
dJ( A) A’ ar dyan)

Mz 1 o) Mz 4 Mz D MH-I *) Mz+1 o) Ml+2

donde d’ Ty = < 8 (1) ) . Veamos que la sucesion dada es exacta, es decir que

i-1 i : m i—1
Im(dY ) = Ker(dJ(M)) Vi € Z. Sea ( n ) en J(M)" " entonces

o (9)-(2 1) (2 D (2)-(2)

1
0
Asf Tm(d! ! }) C Ker(djy,). Ahora tomemos < ) € Ker(djyy). Por un

J(M)
lado
0 m
(0)=on (% )=(5)
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de donde tenemos que n = 0. Note que y = ( 7?1 ) estd en J(M)i~1 y que

i 0 1 0 m m
foo =50 ) ()= (5)= (%)
Entonces Ker(diJ(M)) C Im(d}?l\ld)). Luego Im(d}?l\ld)) = Ker(df](M)) Vi € Z y esto
implica que H'(J(M)) = 0.
O

PROPOSICION 3.124.
Sea f: M ——= N un morfismo de €(A). Entonces f se factoriza a través de
un &-proyectivo si y sdlo si se factoriza a través de J(M).

DEMOSTRACION.

Como la categoria € (A) es de Frobenius, tenemos que para M en €(A)
existe una &-sucesién M —= J(M) —~= M]|1] . Supongamos que f se facto-
riza a través del &-proyectivo P. Recordemos que como P es proyectivo=inyectivo,
tenemos que existe un morfismo t: J(M) ——= P en €(A) tal que tu =

M —= J(M) — M[1]

NG

N Y

Luego, tenemos que f = v3 = ~tu y definiendo A := ~t, tenemos que f = \u.
Por hipdtesis tenemos la existencia de morfismos A: J(M) ——= N y
w: M ——=J(M) tales que f = MAu, y sabemos que J(M) es proyectivo-

inyectivo, entonces f = Au.
O

PROPOSICION 3.125.
El funtor H' induce un funtor € — k-Mod , de la categoria estable de €

que denotaremos con el mismo simbolo H®.

DEMOSTRACION.
Sea f: M ——= N un morfismo de ¥ que se factoriza a través de un &-
proyectivo. Por la proposiciéon 3.124, tenemos una factorizacion de la forma
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Aplicdndole el funtor de cohomologia H? nos queda el tridngulo conmutativo

i H(f) .
(M) Hi(N
Hi(J(L)).

Pero H*(J(L)) = 0 implica H'(f) = 0.

)

O

DEFINICION 3.126.
Un morfismo diferencial f: M ——= N se dice que es un cuasi-isomorfismo

si H(f) es isomorfismo Vi € Z.

DEFINICION 3.127.
Diremos que un A-mddulo diferencial L es aciclico si y sélo si H'(L) = 0,
Vi € Z.

PROPOSICION 3.128.

Sea M ) N o) L ) MI1] wun tridngulo en €, entonces el morfismo

diferencial [ es cuasi-isomorfismo si y solo si L es aciclico.
DEMOSTRACION.

Podemos suponer que el tridngulo dado es estandar. Luego, M R N—>1
es una &-sucesion en €, y tenemos que la sucesion larga de cohomologia

§it ; H'(f) H'(g)
—_—

Hi(M) 2 mi() ”

Hi(L)4>'--

..HHifl(L)

que es exacta.

La hipétesis implica que se cumplen las siguientes igualdades

Im(6'1) = Ker(H!(f)) = 0 y Ker(H!(g)) = Im(H!(f)) = H!(N). Entonces
Hi(g) =0y & =0, Vi € Z. Por lo tanto 0 = ImH'(g) = kerd® = H'(L),
es decir tenemos que L es aciclico.

Supongamos que H(L) = 0 Vi € Z. Esto nos dice que en la sucesién larga
de cohomologia

5t ; H'(f) H'(g)
—_—

e ——=H"H(L) H*'(M) H'(N) HY(L) — -
que es exacta, contiene, Vi € Z, 0 l;Hz(M) ) Hi(N)H& 0 . Por la

exactitud tenemos que H'(f) es isomorfismo.
O

DEFINICION 3.129.
Sea M € €, parai € Z, definimos Z'(M) = Ker(dy )M, Sea f: M —— N

en €, denotaremos por Z'(f): Z{(M) —— Z*(N) a la restriccién de f. No-
temos que Zi.¢ — k-Mod es un funtor Vi € Z.
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PROPOSICION 3.130.
Para todo M en € existe un isomorfismo ¢ar : Home (A, M) —— Z°(M) ,

natural en M

DEMOSTRACION.
Primero vamos a definir al morfismo ¢j;. Sea b : A —— M un morfismo de A-

médulos diferenciales derechos, por tanto k(1) € MY. Al aplicar la diferencial d
obtenemos dy;(h(1)) = h(d(1)) = 0. Por lo tanto, tenemos que h(1) € Z°(M) =
Ker(dy) NMY. Asi, definimos o (h) := h(1). Es facil de ver que oy es lineal y
que es natural en M. Veamos que ¢, es isomorfismo.

(i) ¢ar es monomorfismo:
Sea h: A——> M un morfismo diferencial tal que ¢y (h) = 0, por tanto
h(1) = 0. Para toda a € A tenemos que h(a) = h(la) = h(l)a = 0,
entonces h = 0.

(ii) @ es epimorfismo.
Sea m € Z°%(M), definamos g: A——= M , por g(a) := m * a, Va € A.
Veamos que g es morfismo de A-mdédulos diferenciales derechos. Sean a, b
elementos homogéneos de A. Entonces,

glaxb) = g((_l)gr(a)gr(b)ab) — (_1)gr(a)gr(b)g(ab) — (_1)gr(a)gr(b)m(ab)
= (ma)b = g(a) * b.
Ademas,
dyg(a) =dpy(mxa) =m+d(a) + (—1)8?dp(m)a

— md(a) = g(1)d(a) = g(d(a)) = gdw(a),

y entonces dy;g = gdy. Finalmente, si a € AP, g(a) = m*a € AP. Luego,
g(AP) C AP. Entonces g € Homg (A, M) y vap(g) = g(1) = m.

Asi, hemos visto que @) es epimorfismo.
PROPOSICION 3.131.
Home (A, M) = HO(M).

DEMOSTRACION.
Por la proposicién 3.111 tenemos que Home (A, M) = Homg (A, M)/Im(vK/I[_l]).
Recordemos que tenemos la siguiente &-sucesién en ¢

a1
PRI G D AT

Sea 8 := (dp,1p), y definamos

8* = Hom(1a, ) := Hom(A, J(M[—1])) —— Hom(A, M).
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Por la proposicién 3.130 tenemos los siguientes isomorfismos
PI(M[-1]) * Hom(A, J(M[-1])) — ZO(J(M[_”))
onm : Hom(A, M) —— Z°(M).
El siguiente diagrama es conmutativo por la proposicién 77

Pr(M[—1])

Hom(A, J(M[—1])) Z0(J(M[-1]))
ﬁ*l iZO(m
Hom(A, M) — Z0(M).
dy(mi-1])

Como J(M[-1])° =M1 M°

djony = (8 é) Sea ( TZ) € J(M[-1]) donde m € M=t y n € M°

M°@® M! = J(M[-1])* donde

entonces dj(nr) < ZL ) estd en Z°(J(M[—1])) si y s6lo si

0\ d m 1\ (01 m 1\ ([ n
0) VM n )70 o0 n ) o)
Esta igualdad se cumple si y sélo si n = 0. Por tanto Z°(J(M[-1])) = M L.

Ademss,
20) (5 ) = @) () = duom)

Asi el diagrama anterior se transforma en el primer cuadro del siguiente diagra-
ma:

Home (A, J(M[—1])) FIOIED M-
ﬂ*l Ay
Home (A, M) - Z0(M)
om N 0
Homg (A, M) = H IIIS?;M) z dj(j(\/J[w—)l) = HO(M)

El segundo cuadro, se construye a partir del primero, usando que sus lados son
las proyecciones canénicas. El morfismo inducido @ es isomorfismo porque s

y @J(M[,l]) lo son.
O
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OBSERVACION 3.132.

Note que si M es un A-mddulo diferencial y n € Z, entonces

Hi(M[n]) = H*"(M). Ademds, T" : ¢ —= € es automorfimo que preserva
proyectivos, luego T"(P) C P y entonces, induce un isomorfismo

Home (M, N) = Home (M[n], N[n]).
Luego, Yn € Z:
Homig (A[-n], M) = Homg (A, M[n]) = H%(M[n]) = H"(M).

El isomorfismo 0y, : H"(M) — Homg (A, M[n]) estd inducido por la fun-
cion Oy : Z"(M) —— Homeg (A, M[n]) tal que para m € Z"(M) y a € A, se
tiene O(m)[a] = m * a.

Los isomorfismos anteriores son naturales en M.

COROLARIO 3.133.
Sea M € €. Entonces, M es aciclico si y sdlo si Homg(A[n],M) =0, Vn € Z.

PROPOSICION 3.134.
Sea % la subcategoria plena de € cuyos objetos son los aciclicos. Entonces %
es una subcategoria triangulada, cerrada bajo coproductos e isomorfismos.

DEMOSTRACION.
Veamos que efectivamente % es subcategoria triangulada.

(a) % es cerrada bajo traslaciones.
Sea M € % , entonces M[n] también es aciclico, Vn € Z, luego M[n] € % .

(b) Sea M; —“= M, unmorfismoen % y M; ——= M, M, Mi[1]
es un tridangulo, con My, Ms € %, entonces, por la proposicién 3.128,
My e %.

(¢) % es cerrada bajo coproductos.
Sea {M;}icr C % . Veamos que [[,.;
Hom(A[n],M;) = 0, Vi € Z. Entonces,

M; € 7 . Por un lado, tenemos que
Home (A[n], [T M;) = ] ] Home (A[n], M;) = 0
i€l iel
Aplicando el corolario 3.133 terminamos.
OBSERVACION 3.135.

Por la proposicion 3.128 los cuasi-isomorfismos definidos en 3.126 coinciden
con los U -cuasi-isomorfismos de la definicion 7?7 del capitulo 1.
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3.6. P-moédulos diferenciales y g-proyectivos.

DEFINICION 3.136.
Diremos que M € € tiene la propiedad (P) si existe una serie de submddulos

diferenciales
0=MycM,Cc---CM,C---CM

con las siquientes propiedades
(a) M =;en M

(b) Existen &-sucesiones M; M;iq T; donde o; es la inclusion y
T; = [1je,, Altjl. para cada i > 0.

(o3

PROPOSICION 3.137.
Si M tiene la propiedad (P), hay una &-sucesion en €

HieN M; 2> ngN M; L M.

DEMOSTRACION.

Como ¥ tiene coproductos, [[..ny M; es un A-médulo diferencial derecho. Sea

€N
As : My ——J1,en M; la inyeccién candnica, para s € N. Para s € N, defi-
namos el siguiente morfismo ¢z : My —— HjeN M; como g := s — A\sg1105

donde o, : My —> M1 denota el morfismo inclusién. Por la propiedad uni-
versal del coproducto, existe el morfismo ¢ tal que ®A; = @, Vs € N. Tenemos
el siguiente diagrama conmutativo en &

ZGN """""""""" >H]€NM

\/

De manera andloga, tenemos la existencia del morfismo ¥ que hace conmutar
el siguiente diagrama en %

H]EN M

\/

donde 7, : My —— M denota la inclusiéon. Note que hemos construido la si-

. ., P 14
gulente sucesion ]_L-GN M; —— H]EN M; — M. Veamos que se trata de

una &-sucesion:
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(a)

(b)

¥ es epimorfismo.
Por la manera en que se construyé, pues M = UjeN M;.

® es monomorfismo.
Sea m € [[,;cny M, luego m = S, Ai(m;). Supongamos que
®(m) = 0. Veamos que m = 0:
¢ ¢ ¢
0=2®(m) = ‘I’(Z Ai(mi)) = Z‘I)(/\i(mi)) = Z%’(mi)-
i=1 i=1 i=1

Pero, por otro lado,
t
0= pi(mi) = p1(m1) + pa(ma) + - + pe(me)
i=1

= (ma) = Aa(ma)] + - + Pe(me) — Mga(me)] € [ M.
1€N

Luego,

Al(ml) = 0, )\2(m1) = /\Q(mg), ceey )\t(mt_l) = )\t(mt), y —)\H_l(mt) = O

De donde obtenemos que A;(m;) = 0 para l = 1,...,t, y esto implica que
m = 0.
vd = 0.

Sea i € N, tenemos
\IJ(P)\z = \I’(pi = \I/(Al — /\z’+10'i) = \I/Ai — \I’Ai-&-lai =T; — Ti+10; = 0.
Por tanto ¥® = 0.

Im(®) = Ker(P).
Por el inciso anterior tenemos que Im(®) C Ker(¥). Ahora veamos que
Ker(¥) C Im(®). Sea m € [[..ny M, tal que ¥(m) = 0. Deseamos ver que

m € Im(®). Como m €[]

JjEN

jen Mj luego m = Z;Zl Aj(m;). Entonces,

T(m) = W) Ni(my) =D U(X(my) = 7(m;) =0.
j=1

j=1 j=1

De donde, se tiene que Z;Zl m; = 0y, despejando, obtenemos
my=—(my+ma+ - +my_1).

Recordemos que

m =X (m1) + Aa(ma) + -+ + M1 (my—1) + Ae(my),
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al sustituir m; obtenemos
m = Ai(mi) + -+ N1 (me—1) + M(=(my + ma + -~ +my_1)))

= Ai(ma) — Ae(ma) + Aa(ma) — Ae(ma) + -+ + 1 (me—1) — Ae(me—1).

Si logramos probar que A\;(m;) — Ai+p(m;) € Im(®), Vp € N, habremos
terminado. Veamos que es cierta la afirmacién anterior. La demostraciéon
la haremos por induccién sobre p. Si p = 1, tenemos

Ai(mg) = Aig1(mi) = @(Ni(mi)).

Supongamos que se vale la afirmacién para p — 1. Veamos que es cierta
para p > 2. Tenemos

Az(mz) - )\ier(mi) = )\i(mi) - >\i+p71(mi) + )\ierfl(mi) - >\i+p(mi)

notemos que A;(m;) — Xiyp—1(m;) € Im(®) por hipdtesis de induccién y
Xitp—1(Mi)=Aigp(m;) = ®(Ni4p—1m;). Entonces tenemos que m € Im(®).

. ® o .
La sucesion [[;eny Mi —— [{;en Mj —— M se divide en G.
Daremos el morfismo de A-mdédulos graduados derechos

o HjeN M; —— HieN M;

y posteriormente veremos que ¢® = 1jy,,. Por hipdtesis, tenemos las

siguientes &-sucesiones en ¥ M; > M1 T; las cuales se divi-
den en G, es decir existen, Vi € Z, los morfismos de médulos graduados

G+ Mip1 — M, , tales que (;0; = 1)y,. Definamos morfismos

. { 0 sis=1
Tl (MGG Gemr F Ao Cemr F s F Asm1Ge1)  sis > 1

y consideremos el morfismo ¢ determinado por la familia {¢s}sen v la
propiedad universal del coproducto ][ jeN M; en G. Luego, conmuta el
diagrama en G

¢
HjEN Mj — HiGN M;
)\s
|
M;
Vs € N. Veamos que ¢PA\; = A\, Vs € N:
¢(I))‘b = ¢()\5 - /\s+las) = ¢As - ¢)‘s+las

= (MGG Coo1+AaCa Coor + o+ Asm1Gsm1)
F(A1GiCa G+ A2G2 Co -+ Asls)os =04 4 Ag.
Entonces ¢®As = s para toda s € N. Por lo tanto, ¢® = 11, y tenemos

- > v .
que la sucesion [[;c; Mi — [l;cz Mj —— M se divide en G.
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O
COROLARIO 3.138.
Sea M € € con la propiedad (P). Entonces hay un tridngulo
(®) m(¥) m(w)
[ien Mi —— Ljen Mj —> M —— ([T;en M) [1]
eng.
DEMOSTRACION.
Se sigue de la proposicién 3.137 y del lema ?7.
O

DEFINICION 3.139.
X se llamard g-proyectivo si Homg (X,Y) = 0 para toda Y € % (esto es si X
es U -cuasi-proyectivo, ver definicion 7).

PROPOSICION 3.140.
Si M € € tiene la propiedad (P), entonces M es q-proyectivo.

DEMOSTRACION.

Sea M con la propiedad (P). Mostraremos que es g-proyectivo. Note que A[n]
es g-proyectivo para toda n € Z por el corolario 3.133. Ademds con la notacién
de la definicién 3.136 en mente, para L € % tenemos

Homg (T, L) = Homeg (] [ Altj], L) = ] ] Homy (A[t:], L) = 0.
j€d: j€di

Luego, los T; también son g-proyectivos. Vamos a probar por induccién, que
M; es g-proyectivo para toda ¢ € N. Ya sabemos que M, = 0 es g-proyectivo.
Suponga que hemos probado que los primeros M; son g-proyectivos, veamos que
M, 41 también lo es. Tomemos la siguiente &-sucesion

Gi
M;q T;

(e}

M;

y consideremos al triangulo inducido por el lema 77

M, m(oi) My, () T m(wi) Mi[1).

Como M;, T;, M;[1] son ¢g-proyectivos entonces M, 1 también lo es. Por tanto M;
es g-proyectivo para toda ¢ € N. Luego, tenemos que HiGZ M, es g-proyectivo.
Como M tiene la propiedad (P), tenemos el siguiente tridngulo

(®) (V) m(w)
HiEN M; — HjeN Mj —— M — (HieN Mi) [1].

Como [[;cn Mi, HjEN M;, (HiEN Ml) [1] son g-proyectivos, entonces, por la pro-
posicién 7?7, M también lo es.
O
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PROPOSICION 3.141.
Sea AaXp q-proyectivo como B-mddulo. St N € €(B) es aciclico entonces
Hx (N) también lo es.

DEMOSTRACION.
Como N es aciclico, también lo es N[—n], Vn € Z, luego

0 = Homg(g) (X, N[—n]) = Home g (X[n], N) = Homg i) (Tx (A)[n],N)

= Homg () (Tx (A[n]), N) = Homg (a)(A[n], Hx (N)),

Por lo tanto Hx (IV) es aciclico. Note que hemos usado la proposicién 3.112, las
proposiciones 3.63 y 3.88, asi como el corolario 3.133.
O

PROPOSICION 3.142.
Sea s X p q-proyectivo como B-mdédulo. Si u : Ny — Ny es cuasi-isomorfismo.

Entonces Hx(u): Hx(N1) — Hx(N2) es cuasi-isomorfismo.

DEMOSTRACION.
Recordemos que Hy : €(B) —— % (A) es un funtor exacto, entonces manda

tridngulos en tridngulos. Consideremos el siguiente tridngulo

u v

N, Ny C N [1]

donde C' es aciclico, pues por hipdtesis u es cuasi-isomorfismo. Aplicamos el
funtor exacto Hx y obtenemos un triangulo:

Hye(N) 2% e (Vo) 2 () — Hx(N[1).

Por la proposicién 3.141, Hx (C') es aciclico. Entonces Hx (u) es cuasi-isomorfismo.
O

PROPOSICION 3.143.
Suponga que 4 Xp es g-proyectivo como B-mddulo, y que Z es q-proyectivo en
€ (A), entonces Tx (Z) es también q-proyectivo.

DEMOSTRACION.
Sea N en ¥(B) aciclico, luego tenemos

Homﬁ(B) (Tx(Z), N) =~ Homﬁ(A)(Z, Hx(N)) = 0,

pues, por la proposicién 3.141, Hx (N) es aciclico, y Z es g-proyectivo.
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OBSERVACION 3.144.

Si A, B son k-dlgebras diferenciales, podemos considerar la k-dlgebra diferencial
ARy B°P. También podemos considerar su A ®j B°P-mddulo diferencial regular
izquierdo X = A ®y B°P con la accion dada por:

(a®b)-(a; @by) = (—1)&PE @) g0 @ b by.

Resulta entonces que X es un AB-bimddulo diferencial con accion izquierda de
Aza- (a1 ®b1)=(a®1) (a1 ®b1) = aay ® by y con accién derecha de B:

(a1 ®@b1) - b=(1®b)-(a; ®by) = (=1)8Per@) g, @ b+ by, de acuerdo con la
proposicion 3.56. Este es el AB-bimddulo considerado en la siguiente proposi-
cion.

PROPOSICION 3.145.
Si C es un Mod-A diferencial aciclico, entonces C® (AR BP) es un B-mddulo
diferencial derecho aciclico.

DEMOSTRACION.
Recordemos que tenemos isomorfismos de B-mdédulos diferenciales

C®a (A®y B?) = (C®a A) ® B? ~ C ®j BP.

Veremos que C' ®; B es aciclico. Tomemos la siguiente sucesion exacta de
k-moédulos diferenciales, la cual también es de complejos

0 —> Z(Bop) ‘74) Bop 4d> d(BOP)[l] - > 0’

donde d es la diferencial del dlgebra B y j es la inclusién. Como espacio vectorial
tenemos los siguientes complejos, las fronteras

.. Ll(BOP)i—l L) (Bop)i LH) (Bozv)i—H ...

y la de los ciclos

.. 4()) Z(BOP)FI _O> Z(B"p)i 4()) Z(B"p)”l —_— ...

Notemos que como espacio vectorial Z(B?) ~ @, ; k y que (P[Dicrk][ni]) es
un complejo cuya diferencial es cero, donde la graduacién esta dada por
(B[®icrk][n:])® = P[®k]*~™ y al verlo como espacio vectorial se tiene que

[®k]*™" = @, k. Como tenemos que cada cuadrado conmuta en el si-
guiente diagrama

.. 0 Z(Bop)i—l 0 Z(Bop)i Z(Bop)i+1 0 s

o ! )

s (B@icrkl[ni]) T — > (B®ierk][ni])* — (D[@ierk][ni])* T ——
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donde 7, z y ¢ son isomorfismos de espacios vectoriales. Entonces tenemos que
Z(B°P) = (B[®ierk[ni]]). Demanera similar se puede ver que

d(B°P) = (B[Dicrk][l;]). Consideremos a la siguiente sucesién de k-mddulos
diferenciales derechos

0 — C @ Z(B%) 2 ¢ @, B? 2% O @y d(BP)[1] — 0.

Al realizar el producto tensorial sobre los espacios vectoriales tenemos

C @ 2(B) = [T (C @ kin)) = [TIC @k Klini] ~ [] Clni]

i€l iel iel

y como C es aciclico, C[n;] lo es, y por tanto []
tenemos que

C @ dBP)1] ~ [[(Corkll) ~ ] (C ek 1]~ ] Cl]

i€l iel iel

ser Clni] es aciclico. Ademds,

como Cfl;] es aciclico, [[;c; C[l;] también lo es y por tanto C ®j d(B°P)[1]
es aciclico. Por lo anterior y por la sucesién larga de homologia tenemos que
C ®, B°P es aciclico.

O

PROPOSICION 3.146.

Sea C un A-mdédulo diferencial derecho aciclico y M un AB-bimddulo diferencial
tal que M es un A @i B°P-mddulo con la propiedad (P). Entonces Tir(C) es
B-mddulo diferencial aciclico.

DEMOSTRACION.

Por la proposicién 3.137, tenemos la &-sucesion de A ®p B°P-mddulos diferen-
ciales izquierdos [[;cn Mi 2 [jen M; Y- M . Ademds, tenemos las si-
guientes &-sucesiones de ARy B°P-moddulos izquierdos M; s M1 A T;
donde My y T; son sumas directas de médulos de la forma (A @ B°P) [n]. Con-
sideremos la siguiente &-sucesién de B-mddulos derechos

C®a (HiEN Mi) i>C®A (HjeN Mj) LN C®oaM

y notemos que, como
C ®a <HM1> ~ H(C’@A M;),
iE€N iEN

es suficiente con probar que C ® 4 M; es aciclico Vi € N. Por la misma razdn,
tenemos la &-sucesion de Mod-B diferenciales

Tsi, Tpi
CRA M —=C®s M1 ——=CR4T;.
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Asi que basta ver que C ® 4 My y C ® 4 T; son aciclicos Vi € N. De nuevo como
C ® 4 — conmuta con sumas directas, lo que debemos probar es que

C @4 (A®r B?)[n] ~ (C®a (A BP)) [n]

es aciclico, ¥n € N. Pero en la proposicién 3.145 se vié que C ® 4 (A ®; B°P)
es aciclico, luego tenemos que C' ® My y C' ® T; son aciclicos, Vi € N y esto
nos implica que C ® M, 1 es aciclico, Vi € N, por tanto hemos probado la
proposicién.

O
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Capitulo 4

El Teorema de J. Rickard

Con el material visto en el capitulo anterior estamos preparados para probar
nuestro resultado central, el cual es demostrar que si A y B son dos k-dlgebras y

G: 2(A) —— 2(B) una equivalencia de categorias, existe una equivalencia
de categorias F : Z(A) —— Z(B) con F dado por el producto tensorial de

un complejo finito de AB-bimddulos. Para esto necesitaremos definir y estudiar
con detalle varios funtores dados por productos tensoriales.

4.1. Categoria homotdpica y categoria estable.

En esta seccién vamos analizar el concepto de homotopia para Mod-A dife-
renciales. Primero recordemos algunas definiciones.

DEFINICION 4.1. R
Si R es una k-dlgebra, la categoria € (R) de R-complejos tiene por objetos
X = ({X*},{d})iez las sucesiones de R-mddulos y morfismos de R-mddulos

dis! di, dirt

xi-1 X X+l X o

tales que di;ld& =0, Vi € Z. Un morfismo de R-complejos f: X ——=Y es
una familia f = (fi)icz, de morfismos de R-mddulos tales que f*t'dy = dy f?
Vi € Z.

OBSERVACION 4.2.

Si R es una k-dlgebra, podemos pensarla como una k-dlgebra diferencial. Esto es
podemos considerar el dlgebra graduada R tal que R =R Yy Ri=0Vi #0,y
por definicion dg = 0. Entonces, podemos pensar a la categoria de R-complejos
como la categoria de R-médulos diferenciales izquierdos. En efecto, tenemos la
equivalencia de categorias

~

E:¢(R)—=%(R)

212



4.1. CATEGORIA HOMOTOPICA Y CATEGORIA ESTABLE.

que envia cada R-complejo X en el R-médulo diferencial izquierdo, es decir,
E(X) =@, X" con diferencial dx inducida por la familia {d'}. Si tenemos
que f: X ——=Y esunmorfismo de R-complejos, entonces E(f) := @,y [*-

DEMOSTRACION.
E(X) es R-m6dulo diferencial pues, claramente,

dx(X') C X*™hdy =0, R'X7 C X",

y tenemos
d(az) = d(a)z + (-1)"®ad(x)

para cada z € X y a € R homogéneos (en efecto, si a # 0, a € R =R y
d(a) = 0, tendremos d(az) = ad(z), ya que d% morfismo de R-médulos). La

casi inversa FE’ : %(ﬁ) —_— <§(R) envia cada X = @iGZ X% en el complejo

oL

Xifl Xz XiJrl _

donde d¥; es la restriccién de dx a X'y a X!, E’ envia a cada morfismo de
A-médulos diferenciales f: X ——=7Y en el morfismo E’(f) = {f'}icz, donde
fi: Xt —— 1y es la restriccién de f, Vi € Z.

O
DEFINICION 4.3.
Sea R una k-dlgebra. Entonces un morfismo f: X ——=Y de R-complejos es
homotdpico a cero si existe una familia {c;}icz de morfismos de R-mddulos

tales que,

di),(— 2 d;{— 1 d ditt

... xi—1 X X i+l X
ai=? . o't . at ;
f"‘ll fll ;/“l
. — Yifl — Yz - YiJrl -
di? dit di, ditt

donde f' = dy "o~ + aldl.

Ahora bien, en la categoria €' (R), jqué significa que un morfismo diferencial
sea homotoépico a cero?

Notemos que en la definiciéon anterior tenemos que el siguiente morfismo
E(a) :=A{a;}ticz : X[1] ——=Y es de mddulos graduados.

DEFINICION 4.4.

p . . f . . .
Sea A una k-dlgebra diferencial y sea X ———=Y wun morfismo diferencial. Di-
remos que f es homotopico a cero y escribiremos f ~ 0 si existe un morfismo

de médulos graduados o : X[1] ——=Y , tal que ' = dia'~! + a'dy, Vi € Z.
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PROPOSICION 4.5.
Sea f un morfismo diferencial. f ~ 0 si y sdlo si f se factoriza a través de un
mddulo diferencial proyectivo.

DEMOSTRACION.
Suponga que f € Homg(X,Y) y que f ~ 0. Entonces existe a en
Homg (X[1],Y) tal que f! = dia’~! + a'dy. Por ??, tenemos un isomorfis-
mo 1 : Home (J(X),Y) — Homg (X[1],Y) . Luego tenemos que ¢~ !(a) = v
donde +' = (dyai~1 o) X'@ Xt ——=yi.

Veamos que el siguiente diagrama conmuta

X —" J(X) —= X[1]

1A

Y,

)

donde el renglén es la &-sucesién canénica de X . Recordemos que u := {u'};cz
y cada u’ es (1x,dx)". Para x € X tenemos que

yiul(z) = (dya'™t, ab) ( 21 ) (z) = dya'H(z) + o'dy () = f'(2),

Vi € Z. Esto nos dice que yu = f. Entonces f se factoriza a través del proyectivo
J(X).

Supongamos que f: X ——=Y se factoriza a través de un proyectivo,
luego por la proposicién ?? tenemos la existencia de A € Home (J(X),Y) tal que
f = Au, donde A = {\'} con A\ = (dia'"Lal)y of . Xi —=Yi-1 Vi€ Z
Ahora definamos a a := {a'};cz, entonces por la proposicién ?? sabemos que
¥(\) = « estd en Homg(X[1],Y), donde

Fio) = taya' =t (X ) () = dva'™ @) +a'di(a),

Vi € 7.
]

DEFINICION 4.6. R

Si R es una k-dlgebra, la categoria homotdpica K(R) de R es la categoria que
se obtiene al hacer el cociente de la categoria I?(R), de R-complejos, modulo el
ideal de los morfismos de complejos que son homotdpicos a cero.

OBSERVACIONES 4.7. R
(1) Sea R una k-dlgebra que pensamos como k-dlgebra diferencial R, con dife-
rencial cero. Entonces, la equivalencia

E:%4(R)—=%(R)
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satisface que, para cada morfismo de R-complejos f, f ~ 0 si y sélo si E(f)
se factoriza por un &-proyectivo. Luego, E induce una equivalencia E que hace
que el siguiente diagrama conmute

(2) Hemos visto ast que

(a) Si A = R y definimos la categoria homotdpica K(A) de A como €(A)
mddulo homotopia, obtenemos € (R).

(b) Si R es un dlgebra, la categoria homotdpica I?(R) puede identificarse con

E(R) (= K(R)).

DEMOSTRACION. R
f=0en%(R) siysdlo si E(f) ~0 en €(R), y podemos aplicar la proposicidn

4.5
O

4.2. Categoria derivada.

A continuacién daremos la definiciéon de un sistema multiplicativo

DEFINICION 4.8.

Sea € una categoria y % una clase de morfismos en €. Para X yY objetos de
€, denotamos por Xxy la familia de morfismos de X en Y contenidos en X.
Decimos que ¥ es un sistema multiplicativo si para cada X, Y, Z objetos de €
se cumple que:

M1 (a) Sis€Xxy,t€Xyz, entonces ts € Lx z.
(b) 1x GEXJ(.

M2 (a) Dados vw: X ——=Y ys€ Xzy, entonces existen v: W —= 7

yt € Xw,x tales que conmuta el diagrama: W - >7
t \Ls
\ u
X —Y.
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(b) Dados w:Y —X ys € Zy,z, entonces existen v: 72— W

yt € Xx w tales que el diagrama conmuta W <l g

t: s

X <"y

M3 Sean w,v:X ——Y . Entonces, existe s € Ly, tal que su = sv si y
solo si existe t € Ly, x tal que ut = vt.

Si ademds se cumple que:

M} Para cada X € € existe un conjunto Fx de objetos de € tal que para
cualquier s € Yy x existe Z € Fx y un morfismo \: Z — W tal que

., A s .
la composicion 7 —— W —— X estd en X.

entonces decimos que X es un sistema multiplicativo localmente pequeno a la
1zquierda.

TEOREMA 4.9. B. Keller
Para toda M € €, existe un cuasi-isomorfismo Py — M , tal que Py tiene

la propiedad (P).

DEMOSTRACION.
La demostracién de este teorema se puede ver en [?] inciso (b) pdgina 7.

Ahora ya estamos en condiciones de probar la siguiente proposicién

PROPOSICION 4.10.
La coleccion de cuasi-isomorfismos en €, denotada por X, forma un sistema
multiplicativo localmente pequeno a la izquierda.

DEMOSTRACION.
Veamos que X satisface los axiomas de un sistema multiplicativo.

M1 (a) Sean f € Exy y g € Xy,z. Veamos que gf € Xx z. Como tanto f
y g son cuasi-isomorfismos, luego H'(f) y H'(g) son isomorfismos.
Recordemos que H' es un funtor, asi H*(g)H*(f) = H'(gf) y H'(gf)
es isomorfismo. Entonces gf es un cuasi-isomorfismo y gf € ¥x 7.

(b) Veamos que 1y estd en Y x x Como H' es un funtor tenemos que
H'(1x) = 1gi(x) es un isomorfismo, por tanto 1x es cuasi-isomorfismo.

M2 (a) Sea u: X —=Y ys € Xzy, veamos laexistenciade v : W —— Z
y t € Yw x tales que hacen conmutar el siguiente diagrama
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Como s:Z——=Y es un morfismo de &, tenemos el siguiente
tridngulo

Z—>y "> —>Z[1].

Note que también tenemos el morfismo qu: X — L en % y con
él obtenemos el siguiente tridngulo

X au I B E w’ X[l]
el cual, al recorrerlo, da por resultado el siguiente tridangulo

—w'[~1] au B

E[-1] X L E.

Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

—w'[-1 au
-1 b% B

E[-1] L E

’Y[_l] ul ’y
% Y
VA 2 Y = L = Z[1]

donde ~ existe por los axiomas de triangulacién al trasladar los dos
tridngulos anteriores, luego, también existe y[—1]. Por la proposicién
?7?, como s € ¥z y, tenemos que L es aciclico.

Asi, también, tenemos que t := —w’[—1] es cuasi-isomorfismo. Si
hacemos v :=y[—1] : E[-1] —— Z tenemos el siguiente diagrama
conmutativo en €

Sean 4 :Y —= X y s € Yy,z Veamos que existen v : Z — W'y
t € ¥ x,w que hacen conmutar el siguiente diagrama

W<"Z
A

t TS
X<V

S (e

Y Z L—>Y[1]
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el cual, al recorrerlo, obtenemos

—w[—1] s «@

L[-1] Y z L.

También tenemos que —uw|[—1] : L[-1] ——=Y es base de algtin tridngu-
lo, digamos

—uw[—1] t w’

L[—1] X ——=W L.

Luego, por los axiomas de triangulacion, existe un morfismo v que hace
conmutar el siguiente diagrama

L-1] Y Z L
| |
L) e X —W——1L

Como s es cuasi-isomorfismo, por la proposiciéon ?? tenemos que L es
aciclico y esto mismo implica que ¢ es cuasi-isomorfismo.

M3 Notemos que como X :u; Y podemos definira n:=u—v: X —=Y
v

y entonces debemos probar que existe s € ¥z x tal que s = 0 si y sélo si
existe t € Yy, tal que tn = 0.
Como s:Z — X es un morfismo, hay un triangulo

S [0

7 : X C w Z[l]

el cual, al recorrerlo, nos da el tridngulo

Fw[—1] s «

C[-1] z X C.

Por hip6tesis s = 0, entonces s*(n) = 0, donde tenemos la sucesién exacta
Homgy (C,Y) — > Homy (X, Y) ——> Homy(Z,Y).

Luego, tenemos la existencia del morfismo u tal que ua = 1 y podemos
construir el tridngulo (C,Y, L, u, t,7v) que inicia en C. Tenemos el diagrama

Tw[-1 s a
o] S |k N R N C
n "
Yy =—Y > —>C[]
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Observemos que tn = tpa = 0. Como s € Xz x tenemos que C' es aciclico
y esto implica que t es cuasi-isomorfismo.

Ahora suponga que t es un cuasi-isomorfismo tal que tn = 0. Tene-
mos un tridngulo

t u

Y w C—=1L,

que, al recorrerlo, proporciona el siguiente triangulo

Cl-1] —%vy —t>w—">1.

Por hipétesis tenemos que n: X ——=Y , tal que tn = 0 entonces existe
el morfismo v tal que —vy =17

X——X
Cl-1] —>Y —=W——1L
Consideremos un tridgngulo X ——> C[—1] A X[1] y reco-
rriéndolo obtenemos Z[—1] ——> X —— C[—1] Z . C es aciclico
pues t es cuasi-isomorfismo, luego C[—1] también es aciclico. Entonces s
es cuasi-isomorfismo tal que ns = —vys = 0.

M4 Veamos que para cada X € % existe un conjunto Fx de objetos de &

tal que para cualquier s € Yy, x existe Z € Fx y Z —ts W tal que
sot e X.

Sea X € € y sea s € Yy x. El siguiente tridngulo se obtiene con base
S u

en el morfismo s W X C WI1], con C aciclico. Por
el teorema de Keller 4.9 y la proposicion 77, para todo X existe un g¢-
proyectivo pX y un cuasi-isomorfismo h:pX —— X . Entonces, existe
el morfismo ¢ tal que h =sot, yaqueus=0y uh =0

v

S u

W X c —2W[1]

h
t

_pX

luego tenemos que Fx = {pX}.
O

Nuestro objetivo es entender el concepto de categoria derivada de €'(A).
Para ello recordemos la definicién de funtor localizacién de X
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DEFINICION 4.11.

Si B es una categoria aditiva y X un sistema multiplicativo de morfismos de
AB. Un funtor aditivo Q : B —— By, se llama una localizacion con respecto
al sistema X si

(i) Obj B = ObjPBs, y Q es la identidad en objetos.
(i) Si f € X, entonces Q(f) es isomorfismo.

(i) Si G: B —> L esun funtor aditivo tal que G(f) es isomorfismo para

todo morfismo f en X entonces existe un unico funtor G tal que conmuta

7z —C

7
o
G

Bs..

DEFINICION 4.12.

Sea A una k-dlgebra diferencial, denotemos por €(A) la categoria de Mod-A
diferenciales y por K(A) la categoria homotdpica. ¥ representard la clase de los
cuasi-isomorfismos en € = K(A), sabemos que por la proposicion 4.10 es un
sistema multiplicativo. Entonces como se explica en el trabajo de [?] existe un
funtor

Q:K(A) ——=K(A)s
que es una localizacion de K(A) con respecto al sistema Y. Por definicion,
P(A) := K(A)x es la categoria derivada de A.
PROPOSICION 4.13.
El funtor localizacion @ : K(A) —— 2(A) satisface las siguientes propieda-
des, para todo morfismo h: X ——=Y en Z(A).

(i) Ezxiste un morfismo w:Z——>X enXy f:Z——=Y tal que
h=Q(f)Qu)~".
(i) Sih=Q(f)Qu)"' =Q(f)Q) " con «/: 2" —=X enXy
f': X' ——=Y , entonces existen \ W ——=2 y pu: W ——= 7' con
ul=pu' en X y fA\= f'u. Esto es, el siguiente diagrama conmuta
Z
7N
A
X w Y
n
S

AR
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PROPOSICION 4.14.
Si A es una k-dlgebra diferencial,

(i) 2(A) es una categoria triangulada con coproductos. Por definicion sus
tridngulos son isomorfos a imdgenes bajo Q de tridngulos en K(A).

(i) El funtor @Q: K(A) ——= P(A) es exacto y conmuta con coproductos.

(iii) Si G: K(A)——= 7 es un funtor exacto de categorias trianguladas que
conmuta con coproductos y tal que G(u) es isomorfismo para cada u € X,
entonces el funtor

G:9(A) —= T
es exacto y conmuta con coproductos.

DEMOSTRACION.

La demostracion de esta proposicién aparece con detalle en el capitulo 4, paginas
93-122 de [?]. Aqui s6lo probaremos (i7). Notemos que Q4 (M) = M, entonces
tenemos que Qa(MI1]) = Qa(M)[1]. Asi tenemos que la identidad es el iso-
morfismo que nos funciona. Ahora veamos que el isomorfismo anterior envia
tridngulos en tridngulos. Consideremos el siguiente tridngulo en K (A)

M-t N g M

aplicandole el funtor @) 4 obtenemos la siguiente sucesién

Qa(f) Qalg) Qa(w)

Qa(M) Qa(N) Qa(E) Qa(M[1]) = Qa(M)[1]

la cual es un tridngulo en la categoria Z(A). Luego tenemos que @ 4 es un funtor
exacto.
O

PROPOSICION 4.15.
Si X es un g-proyectivo entonces para cualquier Y € K(A) el funtor Q induce
un isomorfismo

Q . HomK(A) (X,Y) e HOIH@(A) (X,Y)

DEMOSTRACION.

Primero veamos que @ es un monomorfismo. Para esto consideramos f: X ——=Y |
tal que Q(f) =0 en Z(A). Asi tenemos que

Q(NHR(1x) =Q(0)Q(1x)" " =0.

Por tanto por (i7) de la proposicién 4.13 existen A\ : W ——= X y p: W ——= X
talque A=1xA=1xpestien Xy fA=0u=0.
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Como A € X, existe un tridngulo W A X h C WI1] con C acicli-

co. Debido a que fA = 0 existe s:C ——=Y tal que sh = f pero h = 0 en
K(A), por tanto f = 0 y esto nos implica que @ es monomorfismo.

Ahora veamos que () es suprayectivo.
Sea h: X ——=Y € Z(A), entonces por (i) de la proposicién 4.13, existe
w:Z—==X enXy f:Z——=Y tal que h = Q(f)Q(u)~!. Consideremos

un tridngulo que inicie en u 7 ——= X ——= (' 7 Z[1] (con C aciclico).

Como u € ¥ existe \: X — Z con u\ = 1x. Por tanto Q(u)Q(N\) ™! = 1y,
de donde obtenemos

Por consiguiente h = Q(f)Q(u)~! = Q(f)Q(A) = Q(fN).

OBSERVACION 4.16.
Por la proposicion 7?7 y el teorema 4.9, tenemos un funtor exacto

p: K(A) ——= K(A)

tal que para cada M € K(A), hay un cuasi-isomorfismo hpr : pM —— M en
K(A), donde pM tiene la propiedad (P).

PROPOSICION 4.17.
El funtor p de la observacion 4.16 induce un nuevo funtor exacto que conmuta
con coproductos

pa: 9(A) —= K(A),
tal que conmuta el siguiente diagrama

K(A) 2~ K(A)

D(A).

DEMOSTRACION.

Primero, observemos que
p: K(A) —— K(A)

envia todo cuasi-isomorfismo ¢ : M —— N en un cuasi-isomorfismo

pu : pM —— pN . En efecto, por la definicién de p en la proposiciéon 77, el
cuadrado conmuta
hn

pM —— M
pN —— N.
hn
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Si aplicamos H® a este cuadrado conmutativo, resulta
H*(hn)H?(pu) = H*(u)H*(har).

Pero, hps,u, hy son cuasi-isomorfismos, entonces H (har), H*(u) y H®(hy) son
isomorfismos. Luego, también H*®(pu) lo es, Vs € Z. Se sigue que pu es cuasi-
isomorfismo. Si denotamos por K,(A) la subcategoria plena de K(A) formada
por los A-médulos diferenciales con la propiedad (P), entonces por la proposicién
4.15, el funtor Q : K,(A) —— 2(A) es una equivalencia de categorias (Q es
denso por el teorema 4.9). Esto implica que todo cuasi-isomorfismo en K,(A)
es isomorfismo. Entonces, por la propiedad universal de 2(A), hay un funtor p’
que hace conmutar al tridngulo

p

K(A) — K,(4)

Luego, tenemos el funtor composicién Z(A) RN K,(A4) — K(A) , donde

i es el funtor inclusién. Como p’ e i son exactos y conmutan con coproductos,
lo mismo ocurre con su composicién p4 = ip’.
O

LEMA 4.18.

Si B es una k-dlgebra diferencial y s € Z, el funtor H® : K(B) —— k-Mod
induce un funtor H' 2(B) — k-Mod tal que el siguiente diagrama con-
muta

K(B) > k-Mod

|

2(B).

I

7z ’ T
Mds aiun, H conmuta con coproductos.

DEMOSTRACION.
Por definicién si h es un cuasi-isomorfismo en K(B), H*(f) es un isomorfismo
en k-Mod. Por la propiedad universal de Z(B), existe

H’ : 9(B) — k-Mod,
tal que ﬁSQ B = H?. Para ver que H® conmuta con coproductos consideremos
{M;};cs una familia de objetos en €' (B). Entonces, si {M; LN Hicr Mi}jer
es su coproducto en € (B), {M; N [icr Mi}jer es sucoproducto en K (B),

y {M; 9ney [lic; Mi}jer es su coproducto en Z2(B).
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Consideremos el morfismo de conmutacién

lEI
m /4,471:0))

notemos que & = Q7(P), donde P es el morfismo de conmutacién de
H?® : € (A) — k-Mod :

ier # M;)

HiEI zGI Mi)

U\m%

Basta ver que ® es isomorfismo. Recordemos que, por definicién, o1y, =
[1,c;0m,, donde 0y, es la diferencial de M;. Si ¥m; € [[,., H®*(M;), enton-
ces

o(xm;) = Im; € H ([ M3).
el

Asi, ® es claramente suprayectiva. Si ®(¥m;) = 0, entonces
m; = 0[] a, (Eng) = B, (n4)

y resulta que m; = dpr, (n;), Vi € I. Esto es, ; = 0 Vi € I. Luego ® es inyectiva.
O

PROPOSICION 4.19.

Si f:Z——=W es un morfismo en P(A), entonces f es isomorfismo si y
sdlo si, para toda s € Z Fé(f) ;FS(Z) Hﬁé(W) es un isomorfismo.
DEMOSTRACION.

Como f es un morfismo en Z(A), entonces f = Q(u)Q(t)~! con t € 3, de donde
vemos que fQ(t) = Q(u). Notemos que

(a) f es isomorfismo si y sélo si Q(u) es isomorfismo en Z(A).
Es claro ya que como t € ¥, entonces Q(t) es isomorfismo.

(b) H’(f) es isomorfismo si y sélo si H (Q(u)) es isomorfismo.
Por un argumento andlogo al hecho en el inciso (a), pues

H'(f) = H (Qu)H (Qt™)).

Por (a) y (b) basta ver que Q(u) es isomorfismo en Z(A) < H' (Q(u)) es isomor-
fismo en k-Mod, Vs € Z. Notemos que si Q(u) es isomorfismo en Z(A), entonces
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" (Q(u)) es isomorfismo en k-Mod para toda s € Z. Por otro lado, suponga-
mos que H (Q(u)) es isomorfismo en k-Mod para toda s € Z. Por el lema 4.18
tenemos que H (Q(u)) = H*(u), asf tenemos que H*(u) es isomorfismo, y esto
nos dice que u es un cuasi-isomorfismo en K (A). Luego tenemos que Q(u) es un
isomorfismo en Z(A). En conclusién hemos visto que f es isomorfismo en Z(A)
si y s6lo si Q(u) es isomorfismo en Z(A) si y sélo si H°(Q(u)) es isomorfismo
en k-Mod si y s6lo si H (f) es isomorfismo en k-Mod

O

DEFINICION 4.20.
Si R es una k-dlgebra, por definicion, la categoria derivada P(R) se obtiene
de la categoria homotdpica K(R) localizando en el sistema multiplicativo 3 de

~

K(R) formado por los cuasi-isomorfismos de K(R).

OBSERVACION 4.21.

Si R es una k-dlgebra y la pensamos como la k-dlgebra diferencial R con dife-
rencial cero, la equivalencia E de la observacion 4.7 induce una equivalencia E
que hace conmutar el diagrama:

2(R) — 2(R).

Esto nos permitira estudiar categorias derivadas de algebras en el contexto
mas amplio de las categorias derivadas de algebras diferenciales.

4.3. Los Funtores LTy y RHy.

DEFINICION 4.22.
Si A Xp es un bimddulo diferencial, definimos el funtor derivado izquierdo

LTx : 9(A) —— 9(B)

como la composicion LTx := QpTxpa. Luego, tenemos el cuadrado conmuta-
tivo
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PROPOSICION 4.23.
El funtor LTx es un funtor exacto y conmuta con coproductos.

DEMOSTRACION.
Como los funtores @p,pa, Tx son exactos y conmutan con coproductos, luego
tenemos que LTx es exacto y conmuta con coproductos.

O

DEFINICION 4.24.
Si 4 Xp es un bimddulo diferencial, definimos el funtor derivado derecho

RHy : 9(B) — 9(A)

como la composicion RHx := QaHxpp. Luego, tenemos el cuadrado conmuta-
tivo
RHx

2(B) % g(4)

(B) —— K(4),

PROPOSICION 4.25.
El funtor RHx es ezacto.

DEMOSTRACION.
Es claro ya que por la manera en que definimos al funtor RHx tenemos que es
una composicion de funtores exactos y que conmutan con coproductos.

O

LEMA 4.26.

Sea A Xp un AB-bimddulo diferencial tal que Xp es q-proyectivo. Por la pro-
posicion 7?7, Hx : K(B) —— K(A) conserva cuasi-isomorfismos. Por la pro-
piedad universal de 2(B), Hx induce un funtor Hx que hace conmutar el

cuadro

K(B) X5 K(4)

QB\L \LQA
Hx
Ademds, tenemos un isomorfismo de funtores: Hyx = RHx.

DEMOSTRACION.
Sea M € K(B). Como Hx conserva cuasi-isomorfismos por la proposicién 77,

y tenemos un cuasi-isomorfismo Hx (hps) : Hx (pM) —— Hx (M) . Podemos
considerar el isomorfismo

nar = QaHx (hy) = QaHxpp(M) : RHx(M) — Hx (M) = Hx(M).
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Sea f: M —— N unmorfismo en K(B), recordemos que tenemos el cuadrado
conmutativo en K(B):

pM hy M

A

pNHNa
hn

y el tridngulo conmutativo de funtores

K(B) —2= K(B)

o| A
2(B).

Aplicando el funtor Q 4 Hx al cuadrado anterior, obtenemos el siguiente cuadra-
do conmutativo:

QuHxpp(M) —"> Q Hx M = HxQp(M)
QAHXPBQB(f)l \LQAHX(f)=HxQB(f)

QaHxpp(N) —— QaHxN = HxQp(N).

Luego, n: QaHxpp — Hx es un isomorfismo de funtores.

PROPOSICION 4.27.
Para M en 2(A), N en 2(B) y aXp q-proyectivo como B-mddulo, se tiene un
isomorfismo

Hom@(B) (LTx(M), N) >~ HOHI@(A) (M, RHx(N))
que es natural en M y N. Esto es, los funtores LTx y RHx son adjuntos.

DEMOSTRACION.
Como pa(M) es g-proyectivo, por la proposiciéon ?? tenemos que Txpa(M)
también es g-proyectivo, entonces, usando las proposiciones 77 y 4.15

Homgg) (LTx (M), N) = Homg ) (QeTxpa (M), N)
Homg g (Txpa (M), N) ~ Homg g (Txpa (M), N)

~ Homg a) (pa (M), Hx (N)) = Homga)(pa (M), Hx (N))
~ HOIH@(A)(M, RHx(N))
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PROPOSICION 4.28.
Sean X1, X5 dos AB bimddulos y h: X1 — Xo un morfismo de AB bimddu-

los, entonces LTy, = QpThpa : LTx, —— LTx, es un morfismo de funtores
exactos.

DEMOSTRACION.
Se concluye partiendo del hecho de que, por la proposicién ?? que Tj, : Tx, —— T'x,
es un morfismo de funtores exactos, y, luego, podemos aplicar el lema ?? (apli-

cando @p a la izquierda y pa a la derecha).
O

LEMA 4.29.
Si A es una k-dlgebra diferencial y A es el A-mddulo diferencial regular derecho,
entonces:

(a) A es un generador de P(A);

(b) X ={Aln] | n € Z} es un sistema de generadores compactos, cerrados bajo
traslacion de D(A).

DEMOSTRACION.
Haremos la demostracion de cada uno de los incisos:

(a) Ya sabemos que Z(A) es una categoria triangulada con coproductos. Sea
Z una subcategoria triangulada de Z(A), cerrada bajo coproductos e iso-
morfismos, que contiene a X = {A}. Para comprobar el inciso (a) debemos

ver que 7 = Z(A).

Por el teorema de Keller 4.9, para cada M € K (A) hay un cuasi-isomorfismo
har : pM —— M donde pM tiene la propiedad (P). Luego, pM = M en

2(A). Como J es cerrado bajo isomorfismos, bastard ver que pM € 7.

Por simplicidad, supongamos que M satisface la propiedad (P), y adop-

temos la notacién de la definicién ??. Como 7 es cerrada bajo traslacio-

nes, Afi] € 7, para cada i € Z. Como 7 es cerrada bajo coproductos,

Hje.h Alt;] € 7 para cada i € N fijo. Luego, M; € .7. Supongamos que

hemos verificado que My € 7 para s € Ncon 1 < s <4, donde i € N es

fijo. Como M tiene la propiedad (P), hay una &-sucesién en K(A)

(o7 Ti

M; Mita T;
donde T; =[], Alt;] € 7. Consideremos un tridngulo en Z(A);
M, w(03) M m(Ti) T, ﬂ(wi)TMi.

Como 7 es subcategoria triangulada, cerrada bajo isomorfismo y M;, T; €
T, resulta que M; 1 € 7. Luego, M; € 7 para toda i € N. Finalmente,
consideremos el tridngulo

[ien Mi —— jen Mj —— M —— ([Lien Mi) [1]
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construido en el corolario 7?7 . Como antes, M € .7 pues los otros términos
del tridngulo estén en 7.

Por el inciso (a) X es un sistema de generadores para Z(A). Ademas,
claramente X es cerrado bajo traslaciones. Por la proposicién 7?7, puesto

que M —— M][1] es un automorfismo de Z(A), bastard probar que A
es compacto en Z(A).

Como 7:%6(A) —=K(A) y Q: K(A) —— Z(A) conmutan con co-
productos, dada la familia { M; };c1 en € (A), utilizamos el stmbolo [ [, ; M;
para denotar el coproducto de la familia en ¢’ (A), en K(A) y en Z(A).
Notemos que el siguiente diagrama conmuta:

v
Hie] Homg(A)(A, Ml) i> HOHI(g(A) (A, Hiel Ml)

Hﬂi iw
v
Hie[ HomK(A) (A, Mi) 4>K HomK(A) (A, Hiel Mi)

10 B

[Tier Homg(a) (A, M;) ——> Homg a) (A, [ier Mi)

donde ¥4, ¥, Uy son los morfismos de conmutacion. Por la observacion
?7?, Uy es isomorfismo. Como 7 es epimorfismo resulta Vg epimorfismo.
Si Uk ([n(fi)]) =0, tenemos 7¥«|[(f;)] = Yx(w(fi)) = 0. Luego, existe P
&-proyectivo y morfismos

g:A——=P, h:P—> Il M

tales que W [(fi)] = hg. Sea m; : [ M; —— M; la proyeccién j-ésima,
para j € I. Luego, hj :=mjh: P——= M; satisface

fi=m;f = mjhg = hyg,

y f; se factoriza por un &-proyectivo. Luego, [7(f;)] = 0y ¥k es inyectivo.
Asi, hemos visto que ¥k es isomorfismo. Como A satisface la propiedad
(P), A es g-proyectivo. Entonces, por la proposicién 4.15, resulta que tam-
bién ¥4 es isomorfismo.

O

PROPOSICION 4.30.

Como sabemos, tener un AB-bimddulo diferencial X es equivalente a tener un
AR B°P-mddulo diferencial izquierdo X . Por el teorema de Keller 4.9 existe pX
un A Qi B°P-mddulo diferencial con la propiedad (P) y un cuasi-isomorfismo

de A ®; B°P-modulos h:pX —— X . En particular pX es un AB-bimddulo
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diferencial y h : pX ——= X un morfismo de AB-bimddulos. Entonces

LTy : LTyx —— LTx es un isomorfismo.

DEMOSTRACION.
Por la proposicién 4.28 tenemos el siguiente morfismo de funtores exactos

LT,x 2= LTy,
Probemos que es un isomorfismo de funtores de Z(A) en Z(B). Por el lema 4.29
y la proposicién ??, basta probar que (LTh)a : LTpx(A) ——= LTx(A) es un

isomorfismo en Z(B). Tenemos el siguiente diagrama conmutativo en € (B).

Ty
T (A) <24 1 (A)

o,

XB L pX7

donde las flechas verticales son los isomorfismos de la proposicién ?7. Como h
es cuasi-isomorfismo en € (A ®j B°P)

Hi(h) : H (pX) —> Hi(X),

es isomorfismo para toda i € Z. Luego, h:pX ——= X es cuasi-isomorfismo
en ¥ (B). Entonces,
(Th)a : Tpx(A) ——=Tx (A)

es cuasi-isomorfismo en € (B). Como p4(A) = A, tenemos que

QaThpa : QaTpxpa(A) — QaTxpa(A)

es isomorfismo en 2(B).

PROPOSICION 4.31.
Si 4 Xp es un bimddulo diferencial, hay un isomorfismo de funtores exactos, de

K(A) en 2(B).

DEMOSTRACION.
Para M € K(A), por el teorema de Keller (teorema 4.9), tenemos un cuasi-
isomorfismo ¢qps : pM —— M. Consideremos el morfismo

LT,xQa(M) = QpT,x (pM) —> T,x (M) = QgTyx (M),
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donde Ty := @BTpx(gar). Notemos que al aplicar el funtor exacto T, x a un
tridngulo pM ™M C pM]1] , donde C es aciclico, obtenemos
Tpx(qnr)
Tpx (pM) Tpx (M) ——Tpx (C) —— Tpx (pM][1]).

Por la proposicién ??, como C'es aciclico, T, x (C) es aciclico. Entonces, T}, x (gar)
es cuasi-isomorfismo y 7ps es isomorfismo en Z(B). Veamos ahora que

T: LTpxQa —— QBTpx

es una transformacién natural. Tenemos el funtor p'y : K(A) —— K(A) defi-
nido por tomar p/, (M) = pM y por el cuadro conmutativo

aqm

pM —— M

p;(f)l lf

pN — =N,

para cada morfismo f: M —— N de K(A). Apliquemos el funtor Qg T, al
cuadro anterior para obtener el cuadrado conmutativo

QBTpx(qm)
QpTyx (pM) =10 QpTyx (M)
QBTpo/A(f)i lQBTpX(f)
T, N T,x(N).
QpTyx(pN) RS QpTpx(N)

Puesto que p/y = paQa, vemos que el cuadro anterior es
LT,xQa(M) —> QpT,xQa(M)
LTprA(f)l J/QBTPX(f)
LT,xQa(N) QpTpx(N).

TN

Para ver que 7 es un morfismo de funtores exactos nos falta ver que conmuta el
siguiente cuadrado:

LTyxQa(M[1]) —> LTpxQ(M)[1]

Tzu[l]i \L(TM)[l]

Qb Ty (M[1]) ——= QpTyx (M)][1]

en donde ® = T, x(qn)Vq,, @BLpx(¢) y @ = nQp1, por el lema ?? son los
morfismos de conmutacion, ya que ¢,1, y n los morfismos de conmutacién de
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los funtores exactos p,T,x y @p respectivamente. Notemos que el cuadrado
anterior es equivalente al siguiente cuadrado

QuTyx Py (M[1)) —= QpTyxpy(M)[1]
QBTpX(QM[l])\L iQBTpX(ql\/I)[l]

QpTpx (M[1]) —— QpTpx (M)[1].

Al componer T}, xp obtenemos el siguiente diagrama que es conmutativo por la
proposicién 77

Ty (pM[1]) 27, (pM)[1]) 222 T, (pM)[1]
Tpx (qu)J/ iTpx (aa[1]) l(Tpqu)[l]
T, (M(1]) Ty (M[1]) —— (Tyx M)[1

Aplicandole el funtor exacto Qg al diagrama anterior y nuevamente por la pro-
y

posicion 77, obtenemos el siguiente diagrama donde cada uno de los cuadrados

interiores es conmutativo

QeTpx (¥) M
QB (Tyx (pM[1])) — = Qp(Tyx (PM)[1]) —2L > Qp(Tyx (pM)[1])
QBTpX(QI\/I[l])i J/QBTIJX<‘Z1\4[1]) lQB(TquM)[l]

Qp(Tpx (M[1])) =————= Qr(Tpx(M[1]))

o QB ((Tpx M)[1])

nTpx (am)

Qp(T,x (pM)[1]) (@pTpxpM)[1]
Qp(Tpx lIM)[l]\L i(QBTpX(CIM))[l]

Qp((Trx M)[1]) (QBTpx M)[1].

De aqui se sigue nuestro resultado.

n

PROPOSICION 4.32.
St aXp es un AB-bimddulo diferencial, gYc un BC-bimdédulo entonces

LTy LTx = LTxapy.

DEMOSTRACION.
Tenemos el siguiente diagrama

LTX LTpY
—_—

2(B) —— 2(C)
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Por las proposiciones 4.30,4.31 y 7?7 resulta que
LIy ILTx =2 LT,y LTx = LT,y QBTxpa = QcTpyTxpa

= QcTxepypa = LTxgpy -

LEMA 4.33.
Sean X,Y € €(B). Consideremos al complejo de k-espacios vectoriales
Homg,s(X,Y) = @P;c; HomigrB (X,Y), cuya diferencial vimos en la proposicion
??. Entonces

H® (HomgrB (X7 Y)) = HomK(B) (X7 Y[S])
donde el isomorfismo es natural en Y .

DEMOSTRACION.

Recordemos que, para s € Z, por definicion

ZS(HOmgrB (X, Y))
Bs(Homg,s(X,Y)),

HS (HOmgrB (X, Y)) =

y que si f € Homg,p(X,Y) es homogéneo, 5(f) = dy f — (—1)8"D) fdx. Por la
proposicién 7?7 tenemos el siguiente isomorfismo

Homf,s (X, Y) — = Homg() (X, Ys)
el cual al restringirlo, nos da el isomorfismo
Z%(Homg,p(X, Y))) —— Home ) (X, Y[s]).
Sea W(X,Y[s]) := {h ~ 0| h € Homg ) (X, Y][s])}. Ahora veamos que
ps[B* (Homg,p(X, Y))] = W(X, Y[s]).

Sea h € B*(Homg,p(X,Y)), entonces existe u € Homsg;é (X,Y) tal que h = §(u),
asf tenemos h = dyu — (—1)*"ludx. Entonces

¢s—1(u) € Homg,p(X, Y[s — 1]) y o := (=1)*ps—1(u)[1] € Homgp) (X[1], Y]s])
satisface
h = (=1)"dy[(=1)°u] + [(=1)*u]dx = dy[y[(—1)*u] + [(—1)u)dx

y de alli que h? = dg,[s]ai’l + a'dl;, para toda i € Z. Por la definicién 4.4
tenemos que h ~ 0.
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Ahora, supongamos que h ~ 0, es decir existe la familia de morfismos
a:= (ab) o € Homg, g)(X[1], Y[s]), tales que

i—2
dX

——=Y[s] ——=Y[s] —=Y[s]'T! —— -
dy ) iy dy (4] vy

y tenemos que h? = d%/[s] o=t + aldl; Vi € Z. Luego tenemos

h' = (=1)%dya’™" +a'dy = dy[(-1)*a'"] = (=1)*'[(=1)*ald

Vi € Z. Entonces u := (—1)*¢; " (a[~1]) € Hom}, (X, Y) satisface h = dyu —
(—1)571udx. ASI’7 h e BS(HOmgrB(X,Y)).
O

LEMA 4.34.
Sea 4 Xp un AB-bimddulo diferencial y M € 2P(B), con Xp q-proyectivo, en-
tonces

H*(RHx (M)) = Homgg) (X, M[s]),

donde el isomorfismo es natural en M.

DEMOSTRACION.
El isomorfismo del enunciado se obtiene componiendo los isomorfismos del si-

guiente diagrama. Sea f: M —— N un morfismo en Z(B). Note que tenemos
el siguiente diagrama

H*(RHx (M)) = H*(HxpM) — Homg ) (X, (pPM)[s]) —— Homg ) (X, p(M[s]))

HS(RHx(f))\L H'“(Hx(Pf))l \LHOIH(L(Pf)[S]) \LHOH\(LP(HSI))

H*(RHx(N)) = H*(HxpN) — Homg ) (X, (pN)[s]) ——— Homg ) (X, p(N[s]))

Homg ) (X, p(M[s])) —— Homgg) (X, M[s])
Hom(lyp(f[s]))l/ iHom(l,f{s])
Homg ) (X, p(N[s])) —— Homg(s) (X, N[s])

donde el primer cuadrado conmuta por definicién de H® : 2(B) — k-Mod ,

el segundo por el lema 4.33, el tercero lo hace por el lema ?7 y el cuarto por la
proposicién 77.
O
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PROPOSICION 4.35.
Sea s Xp y Xp q-proyectivo como B-mddulo. Entonces el funtor RHx conmuta
con coproductos si y solo st Xp es compacto.

DEMOSTRACION.

Supongamos que RHx conmuta con coproductos. Por el lema 4.18, tam-
bién lo hace HYRH x y por el lema 4.34 se tiene que HYRH x = Homg g (X, —).
Por el lema 7?7, Homgg) (X, —) conmuta con coproductos y X es compacto en
2(B).

Si Xp es compacto en Z(B), Homgg) (X, —) preserva coproductos. Por
el lema 7?7, T conmuta con coproductos. Por la proposicion 77, T® también.
Luego, nuevamente por la proposicién 77, Homg g (X, Ti(—)) conmuta con co-
productos. Por el lema 7?7 y por el lema 4.34 H* RH x conmuta con coproductos.
Por el lema 4.18 también H*® lo hace. Luego tenemos un diagrama conmutativo

HSRHy

Dyrs ]
H*([L,e; RHx (M;)) <" 1T,c; H*RHx (M;) —XH* RHx (I1,c; M)

UHbRHX(M)
H* (UHSRHX(]\/ SRHx(O'juj)

H*RHx (M,)

donde ®ps y Ppspm, son isomorfismos. Queremos ver que en el diagrama
conmutativo

Pruy

;e RHx (M, RHx ([1;e; Mi)

o‘m /@/)
RHx (M

®ru, es isomorfismo. Pero tal diagrama se obtiene de aplicar el funtor Q4 al
diagrama

LLEI A{)

i€l

Hx (M x(I1
X 0'1\/[
T H x (Mj)

Luego, basta ver que @, es cuasi-isomorfismo. Lo cual se sigue de que
H3(®py) = Opspary, @35 es isomorfismo.
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PROPOSICION 4.36.
Sea 4 Xp un AB bimddulo, donde A, B son dlgebras diferenciales. Xp es q-
proyectivo y compacto. Definamos u:= Qapp. Entonces

2 LTX* E— RHX

es un isomorfismo de funtores exactos. Aqui ) : Tx. —> Hx es el morfismo
del lema ?77.

DEMOSTRACION.

1 es un morfismo de funtores exactos por los lemas 7?7 y 77.

Sea X = { B}, el cual es un sistema de generadores por el lema 4.29 para 2(B).
Por la proposicién 4.23 y la proposicion 4.35 tenemos que LTx+ y RH x son fun-
tores exactos que conmutan con coproductos. Por la proposicién ?7, el teorema
queda demostrado si vemos que

pip : LTx-(B) — RHx(B)

es isomorfismo en Z(A). Notemos que dado M € Z(B), si vemos que

Yppvn) * T (p(M)) — Hx (pp(M))
es isomorfismo en € (A) obtenemos que
pinr = (Qavpp)am : LTx-(M) = QaTx-pp(M) — QaHxpp(M) = RHx (M)

también lo es. Recordemos que ppB = By que Tx-(B) = Bp X* ysib € B,
f € X* =Homg,p(X,B) y x € X son homogéneos,

V(bR f)(z) = (_1)gr(b)gr(X)b*f(x) — (_1)gr(b)gr(X)+gr(b)(gr(f)+gr(><))bf(x) — (_1)gr(f)gr(><)bf(x)'

Luego,
VYp:B®p X* =Tx-(B) — Hx(B) = X~

coincide con el isomorfismo en ¢’ (A) descrito en la proposicién ?? Luego tenemos
que 5 es isomorfismo de €(A). Hemos visto entonces que pp es isomorfismo
en Z(A).

O
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4.4. Prueba del Teorema de Rickard.

PROPOSICION 4.37.
Sea A un dlgebra diferencial. Entonces, el 0-grupo de homologia H°(A), de A
es una k-dlgebra.

DEMOSTRACION.
Lo que veremos es que HY(A) es el cociente de la subalgebra Z°(A) de A por el
ideal bilateral BY(A) de la subdlgebra.

(a) Z°(A) es una subélgebra de A.
Recordemos que Z%(A) = {a € A%|d(a) = 0} y que 1 € Z°(A), de estos
hechos notamos que es cerrado bajo sumas y productos.

(b) B°(A) es un ideal bilateral de Z°(A).
Ya sabemos que B%(A) = {d(b)|b € A~1} es subespacio vectorial de Z°(A).
Ahora veamos que es un ideal izquierdo. Sea a € Z°(A). Luego, sib € A~1,

d(ab) = d(a)b+ (—1)&"®ad(b) = ad(b).
Veamos que es ideal derecho:
d(ba) = d(b)a + (=1)®bd(a) = d(b)a.

Luego, tenemos que BY(A) es un ideal bilateral de Z°(A).

PROPOSICION 4.38.

Definamos a

4 0 s3>0
TNAY ={ Z°(A) sij=0
Al st g < 0.

Entonces, 75°A =D ;c7 T~ °(A)J es una subdlgebra diferencial de A. Ademids,
H"(T=°(A)) = H"(4)

para toda n € Z.

DEMOSTRACION.
Claramente 7 <°A es un subespacio vectorial de A.

(a) J<°A es un espacio vectorial graduado.
Notemos que por la manera en que se define 7 <°(A), es graduada.

(b) 7<°A es una subélgebra de A.
Sean a,b € T<°(A) elementos homogéneos, veamos que es cerrada bajo
productos. Lo haremos por casos:

1. Si gr(a), gr(b) > 0 trivialmente tenemos que ab estd en J<°A
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r(b), por la proposicién 4.37 tenemos que ab estd en
)

y uno de ellos es negativo.
= gr(a) + gr(b) < 0 luego tenemos que

ab € Agr@+er(d) _ ( T<9( A)gr<a>+gr(b>)

por lo tanto .7<°A es una subdlgebra de A.
(c) d(T<°A) C T< A.

Lo haremos por casos:
1. Sigr(a) >0,d(a) =0€ I<°A.
2. Sigr(a) = —1, d(a) € Z°(A), por tanto d(a) € T=<°A.

3. Si gr(a) < —1. Tenemos que a € .7 <°(A)&®) = A9 luego d(a) €
Asr(@)+1 — o< O(A)er gr(a)+1
Asi tenemos que .7 < °A es una subdlgebra diferencial de A.

Finalmente veamos que H"(.7<°A) = H"(A). Por definicién de T<°A, si
n > 0, tenemos que H"(J<°A) = 0. También, si n <0,

H™M(T<°A) = H"(A).

O
LEMA 4.39.
Sea B un dlgebra diferencial y sea X un B-mddulo diferencial derecho. Enton-
ces A = Endy,p)(X) es una k-dlgebra diferencial con la composicion como

producto y con diferencial
da(h) =dxh — (—1)F™hdy,

Vh € A. X es un AB-bimédulo diferencial, donde f -z := f(z) para cada f € A
yx € X. Ademds, para cada n € Z, H"(A) = Homg g (X, X[n]). En particular,
la k-dlgebras H°(A) y Endg(p)(X) coinciden.

DEMOSTRACION.
A es una k-algebra diferencial por ?7?. Por el lema 4.33,

H"(A) = Homg g (X, X[n]),
para toda n € Z. Lo tnico que nos hace falta ver es que

(a) X es un A-moédulo diferencial izquierdo.
Es claro que la accién dada f -z := f(x), para toda f € A,z € X, le
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da a X estructura de A-médulo izquierdo. Veamos que dyx satisface la
condicién de Leibniz (como en la definicién ?7). Por un lado tenemos

dx(f - x) = dx(f(z))
por otro lado d4(f) -z = dx (f(x)) — (=1)8"D f(dx(z)). Entonces,

dx(f-x) =da(f) -2+ (-1)FOf  dx(2).

(b) (f-2)xb=(-1)FO=C) f. (2 x0b).
Sean f € A,x € X,b € B homogenéos, por un lado

(F @) b= (f(2) #b = (=)= OO f(ab) = (1) O=O - (25D).
Entonces por la proposicién 7?7, X es un AB-bimédulo con diferencial dx .
Si he Z%(A), h € Endyg,p(X) tiene grado cero y satisface:
0=da(h) =dxh— hdx,

luego, h € Ende(p)(X). Ahora bien, si h € B(A), es decir si h = da(g) con
g€ A~' esdecir g: X —— X tiene grado -1y h = dxg — (—1)8®gdx =
dx g+ gdx, tenemos que h es homotépica a cero. Luego,

ZO (A) _ ETLdg(B) (X)

H(A) = = End X).
O
PROPOSICION 4.40.
FExiste un epimorfismo de dlgebras graduadas X\ : T<°(A) —— HO(A) .
DEMOSTRACION.
Sean: Z°%A) —— HY(A) el morfismo cociente y definamos
A T<°(A) ——= H(A) tal que
o sij#0
Ma) = { n(a) sij=0
claramente \ es un epimorfismo de algebras graduadas.
O
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PROPOSICION 4.41.
A tiene estructura de T <°(A)-A bimddulo diferencial.

DEMOSTRACION.
Consideremos el AA-bimédulo diferencial regular A. Luego, como 7 <°A es
subédlgebra diferencial de A, obtenemos una estructura de 7 <°AA-bimédulo
diferencial para A. Asi, estamos considerando la accién derecha de A sobre A
que define al A-médulo regular derecho. Esto es: si a,a; en A son homogéneos
a-a; = (—1)8"®e@)gq; y la accién izquierda de 7<°(A) en A, para b en
T<°(A) y a en A homogéneos como b - a = ba.
O

Ahora estamos en condiciones de demostrar el teorema fundamental del pre-
sente trabajo. Primero recordemos que si R es una k-dlgebra y la pensamos
como la k-algebra diferencial R con diferencial cero, la equivalencia E de la
observacién 4.21 induce una equivalencia E que hace conmutar el diagrama:

2(R) — 2(R).

Ademés haremos un abuso en la notacién identificaremos @(R) con 2(R).

PROPOSICION 4.42.
Sea X un complejo de Ry Ra-bimodulos tal que

(i) Xgr, es g-proyectivo, compacto y generador.
(ii) El morfismo de anillos X\ : Ry — Homg(r,)(XR,, XRr,) es isomorfis-
mo. Donde A es la accion por la izquierda del bimddulo.

(i) Homyr,)(XRr,, XRr,[1]) = 0 si n # 0. Entonces el funtor
LTx : 9(R1) — Z(Ry)

es una equivalencia de categorias.

DEMOSTRACION.

Por la proposicion 4.23 LTx es un funtor exacto y conmuta con coproductos.
Veamos que LTy satisface las hipétesis del teorema 7?. Por el lema 4.29 tenemos
que X = {R1[n]|}nez es un sistema de generadores para Z(R;):

(a) LTx : Homgg,)(Ri[n], Ri[m]) —— Homgg,)(LTx (R1[n]), LTx (R1[m]))

es isomorfismo Vn,m € Z.
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En realidad vamos a probar que
LTX : Hom@(Rl)(Rh R1 [rn]) —_— HOHl@(RQ)(LTx(Rl), LTx(Rl [Hl]))

es isomorfismo para toda m € Z. Si m # 0, tenemos el siguiente diagrama

LT
0= Hom@(Rl) (Rl, Rl [m]) X

Homg r,) (LTx(R1), LTx (R1)[m])

lu

Homgr,)(X, X[m]) =0

asi tenemos que LT es un isomorfismo. Si m = 0,

A

Ry Homgg,) (X, X)

gl lg

Homgr,)(R1,R1) —— Homg(r,)(LTx (R1), LTx(R1))

y como A es isomorfismo, entonces tenemos que LTx también lo es. Por
el lema 77 se tiene

LTX : Hom@(Rl) (R1 [Il], R1 [m]) —_— HOm@(R2) (LTx(R1 [n]), LTx(R1 [m]))

es isomorfismo para toda n,m € Z.

LTx(Ry[n]) es compacto, para toda n € Z.
Como
LTx (Rai[n]) = LTx (R1)[n] = X[n]

para toda n € Z. Entonces LTx (R1[n]) es compacto, para toda n € Z.

La familia {LTx (R1[n]) }nez es un sistema de generadores de Z(R3).
Como {R;1[n]}nez es un sistema de generadores para Z(R;), luego por el
inciso (b) tenemos que

{LTx Ri[n]}nez = {X[n]}inez

lo que nos dice que {LTx (R1[n])}nez es un sistema de generadores com-
pacto de Z(Ry).

Entonces por el teorema 7?7, LTx es una equivalencia.

TEOREMA 4.43. De Rickard.
Sean Ry, Ry dos k-dlgebras y F : 2(R1) — Z(R2) una equivalencia de cate-

gorias trianguladas, esto es, F' es un funtor exacto y equivalencia de categorias.
Entonces existe un complejo de Ry Ra-bimddulos g, Wg,con las siguientes pro-
piedades:
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(a) Wg, es un generador q-proyectivo y compacto en Z(Rz).
(b) LTw : 2(R1) — P(R2) es una equivalencia de categorias triangulas.

DEMOSTRACION. R
Como R; es una k-algebra, consideremos su k-dlgebra diferencial R;. Notemos
que tenemos el siguiente diagrama

D(Ry) —F > G(Ry) (4.1)
.
2(Ry) e 2(Rs)

de donde observamos que la equivalencia F' nos induce a la siguiente equivalencia
Jal @(ﬁl) —_— @(EQ) . Por el lema 4.29 El es un generador compacto de

P(Ry). Al aplicarle el funtor F, obtenemos
F(Ry) = X, € 2(Ry).

Como F es equivalencia de categorias, por el lema ?? tenemos que X es un ge-
nerador compacto de 2(Rs). Por el teorema de Keller 4.9 existe un g-proyectivo

h
X = pXy y un cuasi-isomorfismo X LN Xo - Luego, Q(hx,) es isomorfismo
en @(Eg), v X ~ X.

Sea A = Endgr(ﬁz)(X) el cual por el lema 4.39 resulta ser un algebra dife-
rencial y tenemos que

H™(A) = Homy g, (X, X)),

para toda n en Z. Entonces, calculando la cohomologia

H"(A) = HomK(ﬁﬁ(X,X[n]) = Hom@(ﬁ2)(X,X[n])

=~ Hom (X0, Xo[n]) = Hom R )(ﬁ(ﬁl>7ﬁ(ﬁl>[n])

2(Ra
= Hom@(lgm)(F(Rl), F(Ri[n])) = Hom@(ﬁl)(Rl, Ri[n])

2(Rz)

= Homy g, (R1, Ra[n])

para toda n € Z. Ahora notemos lo siguiente, a la k-dlgebra diferencial El le
corresponde el siguiente complejo concentrado en cero R, = E(R;). Observemos
que

~] 0 sin#0
Homg g, ) (By, Ry[n]) = { Ry sin=0
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Asi, tenemos que por la conmutatividad del diagrama 4.1
H"(A) = Homy g ,(Rq,Ri[n]) = Homg ¢ (R, Ry [n]).

En consecuencia
" ~J 0 sin#0
H(A){Rl sin=0

para toda n € Z. Por el lema 4.39 X es un Aﬁg—bimédulo. Luego, por el lema
4.23, tenemos el siguiente funtor exacto que conmuta con coproductos.

LTx : 9(A) —— @(§2)_

Notemos que por el lema 4.29 A es un generador compacto de Z(A). Por la
proposicién ?? Tx(A) ~ X, luego, tenemos que LTx(A) = Tx(A) ~ X ~ X,.

Por tanto LTy (A) es un generador compacto de Z(R,). Veamos que LTx
es una equivalencia. Para ello observemos que el siguiente diagrama conmuta
para todan € Z

(LTx) A, An]

HOIH@(A) (A,A[n]) Hom@(ﬁz)(Tx(A), Tx(A[nD)

o] o

Homg (a) (A, A[n]) T Toaam Homy 7 ) (Tx(A), Tx(An]))

ya que, como vimos antes, A es g-proyectivo, luego,

LTxQa = (Qp,Txpa)Qa = Qg,Txp = Qp,Tx

donde la segunda igualdad es por la proposicién 4.17 y la tercera es porque en
K (A) vale pA[n] = A[n]. Por 77, A es g-proyectivo en K(A) y X es g-proyectivo
en K(Eg), luego Q4 y @, son isomorfismos. Resta ver que (T'x ) 4,A[n) €8 isomor-
fismo para toda n € Z. Observemos que si n # 0 tenemos que T'x es isomorfismo,
ya que por la observacién 77 y el lema 4.39,

Homg(a) (A, Aln]) —> Homg ;  (TxA, TxA[n])

QT Tu

0= H"(A) HOIHIA((R2)(X, X[HD

o

Entonces es suficiente con probar el caso n = 0. Notemos que tenemos el si-
guiente diagrama conmutativo por propiedades funtoriales, para toda n € Z

Hom, g, ) (Tx (A), Tx(A[n]) — > Homy, g ) (Tx (A), Tx(A)[n]) — s Homy, g, (X, X[n])

%T T% TQﬁz

HomK(RZ)(TX(A)’ Tx (A[n])) — HOIHK(QQ)(TX(A), Tx (A)[n]) — HomK(ﬁQ)(X,X[n])
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donde ¢ := Hom(1r,(a),¢), £(f) :=o[n]fo~ ", p:=Hom(lpy(a),®) ¥
s(g) := o[n]go~!, con ¢ dado por la proposicién ?? y o dado por la proposicién
?7?7. En particular para n = 0 tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Homg, &, (Tx(A), Tx(A)) _t, Hom,, 5 1 (X, X)

QIQQT TQEQ

Homy i (Tx(A), Tx(A)) —— Homy g (X, X).
Veamos que el siguiente diagrama conmuta:

T
Home(a) (A, A) — Hom%(ﬁg)(TX(A)a Tx(A)) —— Hom%(ﬁz)(X, X)

Z°(4) Z°(A)

donde 64 es el morfismo descrito en la observacién ??. Sea h € Z°(A), veamos
que sTx0(h) = h. Tenemos

<Tx0(h) = o(Tx(0(h)))o ",
evaluando en z € X
Tx0(h)(z) = o(Tx(8(h)))o " (x) = o(Tx (h)[1 ® 2])
=o([0(h) @ 1)1 ®1)]) = o(h®@x) = (—1)0CIH0eCI g — p(a).

Esta conmutatividad nos implica la del siguiente diagrama

T
HOmK(A) (A, A) *X> HomK(ﬁ2> (Tx (A)7 Tx (A)) *<> HOInK<ﬁ2) (X, X)

H°(A) H°(A)

y como A 4,0" y < son isomorfismos, luego Tx lo es. Luego por el lema ?? te-
nemos que (LT) A[m],A[n] €S isomorfismo, para toda m,n € Z. Por el teorema
?? LT es equivalencia pues por la proposicién 4.23, LTx es exacto y conmuta
con coproductos.

Como 7 < ° A es subélgebra diferencial de A, podemos considerar al (.7 <°A) A-
bimédulo diferencial, Y := A determinado por el AA-bimédulo regular A, el cual
es g-proyectivo por la derecha. Consideremos el funtor

LTy : 2(T<°A) —— 2(A).
Por el lema 4.29, 7<°A es generador compacto de 2(7<°A). Como
LTy (T5°A) =Ty (T<S°A) = A,
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tenemos que LTy (7 <°A) es generador compacto de Z(A). Veamos que LTy es
una equivalencia. Para ello observemos que el siguiente diagrama conmuta para
todaneZ

Homy (< oay (7= A, 7= °Aln]) 225 Homg ) (Ty (7= °A), Ty (7= °Afn]))

Q.WS OAT TQA

HOmK(gg OA)(fy.< OA, TS OA[D]) *Ty> I‘IOIIIK(A)(FF\((tg< OA),TY(<7< OA[H])).

Efectivamente ya que

LTyQz<oa = (QaTypr<oa)Qz<oa =QaTyp=Qaly
donde la segunda igualdad es por la proposicién 4.17 y la tercera es porque en
K(7<°A) se tiene p(g<oapm)) = 7 <°Aln]. Como A es g-proyectivo en K(A)
y T S°A es g-proyectivo en K(T<°A), luego Q4 y Q<04 son isomorfismos.
Resta ver que (Ty) g<oa,7< 04y €s isomorfismo para toda n € Z. Observemos
que si n # 0 tenemos que Ty es isomorfismo, ya que

Homy (< oa)(7<°A, 7% °An]) — > Homg ,,(Ty Z<°A, Ty 7= "Aln])

: 4

0=H"(A) = H"(T<°A) HomR(A)(A,A[n]).

o

donde por la proposicién 4.38 se tiene que H"(7<°A) =2 H"(A).Entonces es su-
ficiente con probar el caso n = 0. Como antes, tenemos que el siguiente diagrama,
es conmutativo por propiedades funtoriales, para toda n € Z

Homga)(Ty (75 °A), Ty (7= "Afn])) ——> Homga)(Ty (7<= "A), Ty (7= "A)[n])

] 2

Homy(a)(Ty (75 °A), Ty (7= °Afn])) — = Homka) (Tv (7= "A), Ty (7= "A)[n])

Homga) (Ty (7% °A), Ty (7 °A)[n]) — = Homg(a) (A, An])
TQA TQA
Homp(a) (Ty (7 °A), Ty (7% °A)[n]) —> Homg(a) (A, Aln))
donde ¢ := Hom(1py(a), ), £(f) := o[n]fo~", p:= Hom(lry(a), ¥) ¥

s(g) := o[n]go1, con ¢ dado por la proposicién ?? y o dado por la proposicién
?7?7. En particular para n = 0 tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Homg(a)(Ty (7% °A), Ty (7= °A)) — > Homa(a)(A, A)

| Jas

HOHlK(A) (Ty(<7< OA), Ty(,?< OA)) 4<> HomK(A) (A, A)
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Veamos que el siguiente diagrama conmuta para n =0

Home < 04y (7<°A, 75 °A) — > Homey(z< o, (Ty (T<°A), Ty (75 °A))

ig

0" HOHkg(A) (A,A)
K
29(7<04) 79(4)

donde 6" y 64 son los morfismos descritos en la observacién ?7?. Sea
h € Z°%(T<°A), veamos que sTy 0" (h) = 0(h).

Ty 0"(h) = o(Ty (0" (h)))o ",
evaluandoen f € A
STy 0" (h)(f) = o(Ty (0" (f))o ™ (y) = o[Ty (0" (h))[1 ® f]

=00 (h)©1)(1® f)]=0(h® f)
= (—1)0rO+0erOp . f — hf = 04(h)f).

Esta conmutatividad nos implica la del siguiente diagrama

Homy < o) (75 A, 75 °A) — 5 Homg o< oa)(Ty (7= A), Ty (< °A))

lg

o Homgk (a)(A, A)
E
HY(7<°A) H°(A)

y como 04,0” y ¢ son isomorfismos, entonces tenemos que Ty también es
isomorfismo. Por lo tanto (LTy)z<o04, <04, €s isomorfismo, ¥n € Z. Luego
por el lema 77 tenemos que (LTY) z< 0 o), o< 0 af,) © isSomorfismo, Ym,n € Z.
Nuevamente por el teorema 77?7

LTy : 9(T<°A) — 9(A)

es equivalencia, pues por la proposiciéon 4.23, LTy es exacto y conmuta con co-
productos.

En la proposicién 4.40 construimos un epimorfismo de algebras graduadas

A: F<0A——> HO(A)
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por lo tanto Z := H°(A) es un (7<°A)H°(A)-bimédulo diferencial que es, por
el lema 4.29, g-proyectivo, compacto y generador de Z(H°(A)), por lo tanto el
funtor

LTy : 9(T<°A) —= 9(H(A))

es tal que
LT7(T<°A) =Tz(T<°A) = Z.

Veamos que LT también es una equivalencia. Es suficiente con probarlo en
los generadores. Sabemos que, al igual que en los casos anteriores, el siguiente
diagrama conmuta

<0 <o LT
Hom9(9< 0A) (y\ A, 3\ A[n]) *Z> Hom@(HO(A))(HO (A)7 HO (A)[n])
Q9< OAT TQHO(A)

HomK(gg 0A) (yg OA, yg OA[H]) T HOHIK(HO(A)) (HO (A), HO (A)[n])

asi, para que LTy sea isomorfismo, es suficiente con probar que T lo es. Por la
observacién 77, conmuta el siguiente cuadrado

Homg <04y (7= A, 7= °Aln]) —“> Homg o), (H(A), H*(A)[n])

9”T TGHO(A)

H"(T<°A) H™(HO(A)).

H™(X)

Si n # 0, tenemos que H"(T<°A) = 0y H"(H°(A)) = 0 luego H™(\) es
isomorfismo. Por otro lado, si n = 0,

1d

H™(\) : HO(7<°A) = HY(A) —4= HO(A) = HO(HO(A))

es también un isomorfismo. Asi, hemos visto que LTz|7< 04, 7< 04[] s isomor-
fismo para toda n en Z y entonces tenemos que LTz| o< 0A[m],7<0A[n] € UL
isomorfismo para toda m,n en Z. Por el teorema 77, tenemos que

LTy : 9(T<°A) —> 9(H(A))

es una equivalencia. Como los funtores LTy y RHyz son adjuntos y LT, es una
equivalencia entonces RHz : P(H°(A)) — Z(7<°A) es una equivalencia.
Ademds Zpo(4) es g-proyectivo y compacto, por la proposicion 4.36 se tiene que
RHyz ~ LTyz«. Por tanto, tenemos la siguiente equivalencia

LTy : P(HO(A)) —= 9(T<"A).

Finalmente, como H°(A) & Ry, tenemos las siguientes equivalencias

~ LTy

D(Ry) —= D(T=<"A)

LTy

2(4) P (Ry).
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La composicién resulta ser una equivalencia y por la proposicién 4.32,
LTX 9 (LTY o LTz*) = LTX (@) (LTz* ®pY) = LTz* RpY @pX -

Sea W = Z* @ pY @ pX, W_es un ﬁlﬁgzbimédulo diferencial. Como El es un
generador compacto de Z(Ry) y LTw (R1) = W, tenemos que W, como Rs-
médulo, es un generador compacto de 2 (}AEQ) por el lema ??. Por la proposicién
7?7, W es g-proyectivo. Notemos que tenemos la siguiente equivalencia

LTy : 2(Ry) — 2(Ry).
Ademas tenemos, para m # 0,

1, Ry [m]) —= Homy, g, (LTw (Rs), LTw (Ry [m]))

)
E
1%

0 H0m9(§2) (W, Wm])
lo que nos implica que Hom@(ﬁQ)(W,W[m]) = 0. Afirmamos que
3\\ : El e End@(ﬁz)(W)

es un isomorfismo. Efectivamente, ya que tenemos el siguiente diagrama cuyas
flechas son isomorfismos

Hom@(ﬁl)(Rl, Rl) ;> I{OI'n@(f{z)(L’f\;\/(f{;[)7 LTw(Rl))

Homy (R1,Rq) Homg, ) (W, W)
Hom%(m) (R1,R1) HomK(§2) (W, W)
N o~
R, - Homg, &, (W, W).

Entonces por la proposicién 4.42 tenemos que LTy : @(El) — .@(E@ es
una equivalencia de categorias trianguladas. Aplicandole a W el funtor equiva-
lencia E_l obtenemos el complejo de Ry Ro-bimddulos E_l (W) el cual satisface
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las hipétesis de la proposicién 4.42 y esta proposicién nos induce a la equiva-

lencia LTg-1 () Z(R1) —— P(Ry) .
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