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Resumen

En esta tesis se estudio el efecto de las impurezas tipo Fano en la den-
sidad de estados electrénicos de cadenas macroscépicas cuasiperiddi-
cas a temperatura cero. Una impureza Fano es una cadena de d&tomos
acoplada al sistema original.

Para este fin se hizo una extensién del método de renormalizacion
dentro del formalismo de amarre fuerte y a primeros vecinos. En este
trabajo se consideraron dos tipos de cadenas cuasiperiddicas, de Fi-
bonacci mixta y de enlaces. Con el fin de analizar cémo el tamano
de la impureza Fano afecta estas propiedades fisicas, se hizo un estu-
dio detallado para diferentes longitudes de cadena y distintas condi-
ciones de frontera. Los principales resultados de esta investigacion
muestran que si la impureza Fano es pequena con respecto a la cade-
na base, el efecto es similar al producido por una impureza puntual.
Maés atn, si el tamano de las cadenas es el mismo, en el espectro
de densidad de estados es més evidente la superposicion de los es-
pectros originales de cada cadena, lo cual conduce a la aparicién de
pseudo-gaps y estados fuera de la banda si en una de las cadenas
el orden de los atomos es cuasiperiédico. Finalmente, vemos que si
la cadena acoplada es mucho mayor que el sistema base, el espectro
de la densidad de estados corresponde casi en su totalidad al de la
impureza Fano.



Introduccion

Actualmente el desarrollo de nuevas tecnologias esta ligado al uso y aprovecha-
miento de atributos y capacidades de distintos materiales, ya sea naturales o
sintéticos. El estudio y comprension de las propiedades de diferentes materia-
les se basa en la aplicacién de la Mecanica Cuéantica a las interacciones entre
particulas a nivel microscépico (principalmente entre nticleos y electrones).

El descubrimiento de un nuevo tipo de simetria oculta en algunos sélidos (los
cuasicristales) ha abierto una amplia gama de posibilidades en el arreglo atémico
[1]. Sin embargo, el teorema de Bloch no es valido para este tipo de estructuras,
por lo que éstas carecen de espacio reciproco. Esto provoca que un estudio de-
tallado de sus propiedades tanto micro como macroscépicas sea practicamente
imposible mediante los métodos de la cristalografia tradicional. Por este motivo
se han desarrollado en los ultimos anos inovadoras técnicas matematicas, uti-
lizando principalmente teoria de perturbaciones y funciones de Green [2].

Por otro lado, los materiales en la naturaleza casi nunca son puros, las impurezas
que suelen presentar son muy numerosas y variadas, por lo que es importante
comprender cémo éstas alteran las propiedades fisicas del material.

Una resonancia Fano es un perfil fuertemente asimétrico en el espectro de trans-
misién o de absorcién de un material [3]. Este tipo de perfiles se encuentran
frecuentemente en diversos sistemas y fendémenos fisicos (por ejemplo, la ab-
sorcién de luz por sistemas atémicos [3], puntos cudnticos [4] o interferémetros
de Aharanov-Bohm [5]). Estas asimetrias son causadas por la formacién de un
conjunto discreto de energias dentro de un continuo. Normalmente, una im-
pureza o un defecto en un material producen estos niveles discretos, que al
interferir constructiva o destructivamente con el continuo de energias provocan
estados de transmisién o reflexién perfecta (resonancias), que a su vez dan lu-
gar a dichas asimetrias. El modelo més simple para estudiar estas resonancias
es el llamado modelo de Fano-Anderson, que consiste en acoplar lateralmente
una impureza a una cadena atémica infinita [6]. Dicha impureza puede ser un
simple dtomo o una cadena atémica finita. Este modelo se ha utilizado por
ejemplo para el estudio de las resonancias de Kondo en el tranporte a través
de puntos cuanticos mediante el analisis de la transmisién eléctrica a través de
una cadena atémica con un punto cudntico acoplado [7]. Se ha analizado tam-
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bién el efecto Dicke en alambres cudnticos con puntos cudnticos adheridos [§]
y se han modelado estas mismas estructuras mediante el formalismo de amarre
fuerte para investigar su transporte electrénico [9]. Ademds, el estudio del efec-
to de cadenas atémicas acopladas a otras cadenas finitas es importante para
procesos de miniaturizacién, pues permite comprender diferentes propiedades
de sistemas mesoscopicos [10]. Sin embargo, el efecto de las impurezas Fano en
la densidad de estados de sistemas unidimensionales ha recibido poca atencion.
Cabe subrayar que la densidad de estados es una cantidad de suma importancia
en varias ramas de la Fisica, pues muchas cantidades de interés dependen de
ella. Por ejemplo, las propiedades termodindmicas de un sistema de particulas
que no interactian entre si pueden expresarse en términos de la densidad de
estados de cada particula; coeficientes de transmision, amplitudes de dsipersion
etc: dependen de la densidad de estados de los estados inicial y final [11].

El objetivo principal de esta tesis es estudiar el efecto que se tiene en la densi-
dad de estados al adherir cadenas periddicas y cuasiperiédicas (impurezas tipo
Fano) a otras cadenas macroscépicas a temperatura cero. Para este fin se em-
plea el método de renormalizacion dentro del formalismo de amarre fuerte y a
primeros vecinos, obteniendo resultados exactos de la densidad de estados de
cadenas periédicas y de Fibonacci, estas ultimas mixtas y por enlaces, con una
cadena acoplada lateralmente. Se hace especial énfasis en como la longitud de
la cadena adherida afecta el espectro de densidad de estados del sistema original.

En el segundo capitulo de esta tesis se expone un panorama general de la Fisica
del Estado Sdlido. Se habla sobre materiales cristalinos y desordenados, las
diferentes formas de estudiar sus propiedades fisicas, los tipos de impurezas que
estos materiales suelen tener y se introduce el concepto de cuasicristalinidad.
En este capitulo se ve también cémo la carencia del espacio reciproco de los
solidos cuasiciristalinos obliga al desarrollo de nuevas técnicas para el estudio
de sus propiedades fisicas.

En el tercer capitulo se discute el formalismo de amarre fuerte y se presenta el
método de funciones de Green para calcular la densidad de estados de sistemas
macroscopicos. En particular, se obtiene una forma general de la densidad de
estados para una cadena periddica.

En el cuarto capitulo se expone con detalle el método de renormalizacién para la
densidad de estados de cadenas de Fibonacci (mixtas y enlaces), haciendo una
extensién del método para el caso en que se acopla lateralmente una cadena.

En el quinto capitulo se presentan los principales resultados para densidad de
estados de los diferentes sistemas. Finalmente se dan las conclusiones.



Capitulo 1

Sistemas Periddicos y
Cuasiperiodicos

Toda la materia se compone de atomos y moléculas. En los cristales por ejemplo,
los 4tomos y moléculas se encuentran ordenados en patrones repetidos periddica-
mente, formando una especie de tapiz tridimensional. Dicho orden, de suma
importancia en un material, determina muchas de sus propiedades tanto micro
como macroscopicas. El ejemplo méas conocido es la diferencia que hay entre un
trozo de grafito y un diamante: a pesar de que la composicién quimica de los dos
es exactamente la misma, los &tomos en cada uno estan ordenados de manera
distinta, lo cual da lugar a dréasticas diferencias entre propiedades mecdanicas,
eléctricas y dpticas de los dos materiales.

Es también sorprendente saber que muchos metales son cristalinos, pues se
esta acostumbrado a caracteristicas cristalinas més evidentes como las que hay
en el cuarzo o en las piedras de sal. Sin embargo, la verdadera prueba de la
cristalinidad es a nivel atémico, pues tiene que ver con qué tan ordenada es la
estructura interna de cada material.

Una rama de la Fisica de los Materiales se ha dedicado principalmente al estu-
dio de las propiedades de los cristales y al comportamiento de electrones dentro
de éstos. Sin embargo, el estudio de materiales no cristalinos ha tenido auge en
los tltimos anos. Estos materiales son muy variados, van desde liquidos hasta
sOlidos amorfos y estructuras inconmesurables. Algunos de ellos presentan algun
tipo de orden, mientras que otros son completamente cadticos. Un tipo nuevo
de material no cristalino se descubrié en la década de 1980 [1]; estas estructuras,
llamadas cuasicristales, presentan un nuevo tipo de orden, por lo que no se les
puede considerar ni cristalinos ni desordenados.
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EENE

Figura 1.1: Diversas maneras, todas ellas diferentes, de elegir los vectores pri-
mitivos de una red bidimensional

En este capitulo se revisan brevemente las propiedades de las estructuras orde-
nas y desordenadas, los métodos que se utilizan para estudiarlas, los tipos de
impurezas que suelen presentar y se introduce el concepto de cuasiperiodicidad.

1.1. Sistemas Periodicos

Un concepto fundamental para el estudio de un sélido cristalino es el de red.
Una red es un arreglo geométrico de puntos con simetria traslacional que se ve
igual desde cualquiera de sus puntos. Una red en tres dimensiones es un arreglo
de puntos cuyos vectores posicién R tienen la forma

R =nja; + neas + nsas, (11)

donde ni,ns y n3 son numeros enteros. A los vectores @y, as y as se les conoce
como vectores primitivos, y para una cierta red no hay una forma tnica de es-
cogerlos como se puede ver en la figura 1.1 [12].

Se puede mostrar que existen sélo 14 formas de acomodar puntos idénticos en
tres dimensiones [13]. A estos 14 arreglos se les llama redes de Bravais, y se
muestran en la figura 1.2.

Una celda unitaria es un volumen del espacio que al ser trasladado por los
vectores R de una red de Bravais adecuados llena todo el espacio sin traslaparse
y sin dejar huecos. Una celda primitiva es una celda unitaria de volumen minimo.
Es posible encontrar mas de una celda primitiva para una red, pero lo méds
comun es tomar el paralelepipedo formado por los vectores unitarios. Las celdas
primitivas pueden tener diversas formas, pero su volumen es siempre el mismo.

Sin embargo, una red es sélo un concepto abstracto; la parte material de un sis-
tema cristalino es la base, que es una estructura fisica (usualmente un grupo de
atomos o moléculas) localizada en cada punto de la red. Una estructura cristali-
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Triclinico Monoclinico

=S

Ciibico
Figura 1.2: Las 14 formas de acomodar periddicamente puntos en tres dimen-
siones, conocidas como redes de Bravais.

na consiste entonces en una red de Bravais y una base.

Es claro que una estructura cristalina presenta simetria traslacional, sin embar-
go, hay otros tipos de operaciones (rotaciones y reflexiones) que transforman
una estructura cristalina en si misma. Estos conjuntos de operaciones se llaman
grupos espaciales. En total hay 230 grupos espaciales, y cualquier estructura
cristalina puede se descrita por alguno de ellos. Entre estos 230 grupos hay 32
que transforman la estructura cristalina en si misma dejando un punto fijo; a
éstos se les conoce como grupos puntuales cristalogrdficos [12].

La red reciproca de una red de Bravais es el conjunto de vectores K tales que
KR =1, (1.2)

para cualquier vector R de la red de Bravais. Fisicamente, la red reciproca es
el conjunto de vectores de onda que le dan a una onda plana la misma perio-
dicidad de la red de Bravais original. Una red reciproca cumple también con la
definicién de red de Bravais, y su red reciproca es la red original [12].

Un plano de red es un plano que contiene 3 puntos no colineales de una red de
Bravais. Debido a la simetria traslacional de la red, un plano de red contiene
una infinidad de puntos y es en si mismo una red de Bravais bidimensional.
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Ademaés, por cada uno de estos planos hay una infinidad de planos paralelos,
separados todos por la misma distancia, y el conjunto de todos ellos, la famila
de planos de la red, contiene a todos los puntos de la red original [12]. Dada una
red de Bravais, es posible dar mas de una familia planos.

Uno puede determinar la orientaciéon de un plano cualquiera dando un vector
normal a éste. No es dificil probar que cada plano de red, y por tanto cada fa-
milia de planos, tiene vectores normales que pertenecen a la red reciproca [14].
Tomamos el vector més corto de ellos, y sus coordenadas se definen como los
indices de Miller del plano de red.

Una de las técnicas més utilizadas para determinar experimentalemte la forma
de una red cristalina es mediante la difracciéon de rayos X. Se concibe un cristal
como una coleccién de objetos idénticos, situados en los puntos de una red de
Bravais, que pueden dispersar la radiacién incidente en todas direcciones (el
cristal actiia como una rejilla de difraccién). Al hacer incidir un haz de rayos X
sobre una muestra cristalina se detectan picos de radiacién reflejada en aquellas
direcciones sobre las cuales los rayos dispersados interfieren constructivamente.
Supongamos que el rayo que incide tiene un vector de onda k y el rayo dispersa-
do k’. La condicién para que haya interferencia constructiva (condicién de Laue)
es que el cambio en el vector de onda K = k — k' pertenezca a la red reciproca
de la red de Bravais.

Rotando la muestra cristalina se obtienen diferentes imagenes en dos dimen-
siones con las que se construye un mapa tridimensional de la red reciproca
asociada al material. Entonces, se puede obtener a detalle la estructura interna
del cristal, tal como se muestra en la figura 1.3.

Figura 1.3: Representacion computacional de un material poroso inorgédnico -
realizada a través de un analisis de difraccién de rayos X
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Como mencionamos anteriormente, sélo hay 230 grupos espaciales permitidos.
Esto significa que no podemos combinar cualquier grupo puntual cristalogréafico
con simetria traslacional. Es facil ilustrar lo anterior en dos dimensiones: uno
puede llenar todo el plano agrupando tridngulos, cuadrados o hexagonos. Esto
es posible porque los angulos de los vértices de estas tres figuras son fracciones
enteras de 27w. No podemos hacer lo mismo con pentagonos o heptdgonos: al
tratar de llenar el plano con pentagonos veremos que siempre quedan huecos,
mientras que al hacerlo con heptdgonos, éstos se traslapan entre si. En general
Unicamente podemos tener simetrias de rotacién de orden 1, 2, 3, 4 y 6 (es decir,
podemos rotar la red alrededor de uno de sus sitios por dngulos de 27, 7, 27/3,
27 /4 y 27/6 obtener la misma red) [15].

1.2. Sistemas Desordenados

Un material puede no tener una perfecta simetria traslacional por varios mo-
tivos: puede ser que haya fluctuaciones en las distancias entre los puntos de la
red, que el niimero de sitios alrededor de un punto no sea constante o que no
todos los puntos de la red tengan la misma base. El tipo mas sencillo de des-
orden se presenta en materiales cuyos atomos estan acomodados en los sitios
de una red, pero es impredecible el tipo de dtomo que hay en cada sitio. Este
tipo de desorden se llama sustitucional y es muy comin observarlo en aleaciones
metalicas. Algunas de estas aleaciones presentan un cambio de fase, de ordena-
dos a desordenados, a una cierta temperatura critica; por ejemplo, el 5 —CuZn
tiene una temperatura critica de T, = 743 K; la del CuzAu es de T, = 665 K [16].

Otro tipo de desorden se presenta cuando las dtomos de un material no estan
situados en una red periddica; a éste se le llama desorden topoldgico, y es fre-
cuente observarlo en liquidos y vidrios. Al combinarse estos dos tipos de desorden
se forman estructuras altamente desordenadas o cadticas que presentan muchos
problemas de estudio actual, muchos de ellos ain abiertos [16].

Existen ademas otras clases como el desorden magnético, observado en ferro-
magnetos de Heisenberg, o el desorden de hielo. Ambos proveen también una
amplia gama de problemas interesantes [2].

Pensemos en una estructura formada por dos tipos de dtomos, A y B, acomoda-
dos de manera no aleatoria en los sitios de una red periédica. Llamamos a a
los sitios a los bque corresponde un dtomo A, y b a los que les toca un &to-
mo B. Si introducimos desorden sustitucional en el material, podemos definir
la probabilidad de encontrar un sitio a con la ocupacién correcta como r,, y
la probabilidad de hayarlo con un atomo que no le corresponde como w,. De
manera analoga definimos r, y wp. Definimos el pardmetro de orden n como

N=7Tq—Wp=Tp—Wg ="Tqg+7p— 1. (1.3)

La ultima igualdad proviene de que w, =1 —1,. Si T, =1, = 1 entonces n = 1,
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lo que indica un orden perfecto. En un estado de total desorden los sitios estédn
ocupados de manera aleatoria, de manera que r, = r, = % y por lo tanto n = 0.
Definido de esta manera,  # 0 es la condicién para que haya orden de largo
alcance [16].

Para analizar sistemas con desorden topoldgico es necesario hacer otro tipo de
cosas. En principio, uno puede definir el conjunto {7;} como el conjunto de los
vectores posicién de los dtomos en el material. Pero si la muestra no es de-
masiado pequena y el nimero de sitios es del orden del nimero de Avogadro,
el conjunto {7;} es demasiado grande y un estudio detallado resulta préctica-
mente imposible: se vuelve necesaria entonces la introducciéon de parametros
estadisticos. Definimos la funcién de distribucién

dP =n(T1,...,Ts)dry ... dFs (1.4)
como la probabilidad de hayar s &tomos a una distancia dr; de 71, dry de 72, etc.
Aqui, n(7y,...,7s) representa la densidad estadistica de dtomos en un sistema
monoatdémico.

Asumiendo que la densidad promedio de atomos por unidad de volumen es

constante en el espacio, es decir n(71) =n = % con N el nimero total de a&tomos
en el material y V' su volumen, podemos introducir la distribucién atémica

normalizada )

G(T1,y...,Ts) = En(h, ceyTs)y (1.5)
que mide la probabilidad de encontrar s atomos alrededor de las posiciones
Fiyoo., s

En la practica, casi toda la evidencia experimental que se obtiene esta contenida
dentro de la funcién G(71, 72). Dado que asumimos homogeneidad espacial, esta
funcién depende sélo de la separacién 715 = 75 — 71, es decir

G(7y,...,7s) = G(F12) = G(F) = %n(?). (1.6)

Entonces, G(7) es la densidad de probabilidad de encontrar dos dtomos separa-
dos por un vector 7. En la figura 1.4 se muestran calculos de esta funcién para
dos tipos de materiales.
Los materiales con desorden de hielo muestran una propiedad interesante: a
pesar de que carecen de orden de largo alcance, presentan orden de corto alcance.
Esto podemos expresarlo de la siguiente manera: supongamos que I’ es una
propiedad fisica cualquiera del material (densidad electrénica, potencial, etc).
Para un vector 7 cuya norma es del orden de un radio atémico, encontraremos
que

F(r+7;) ~ F(7), (1.7)

para cada sitio 7; del material. fisicamente esto significa que el sistema contiene
muchas regiones similares, que pueden ser reminiscentes de cristales relaciona-
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Figura 1.4: Funciones de distribucién radial para un gas ideal y para un sélido
desordenado.

dos, pero acomodadas de manera aleatoria.

1.3. Sistemas Cuasiperidédicos

En la decada de 1980, Shechtman y sus colaboradores [1] observaron en una
fase de la aleacién Aluminio y Magnesio (Aly ssMng 14) un patrén de difraccién
electronico con simetria de rotacién cinco. Como mencionamos anteriormente,
esta simetria no estd permitida en la cristalografia tradicional (no es posible
llenar el espacio s6lo con pentdgonos regulares), y a pesar de esto, el patrén
encontrado mostraba orden de largo alcance. Estas estructuras se parecen a las
cristalinas porque poseen simetria traslacional de largo alcance, pero no son
periddicas y no se construyen a partir de una sola unidad estructural. Debido
a estas propiedades, D. Levine y P.J. Steinhardt [17] nombraron a estas es-
tructuras cuasicristales; hoy en dia, se entiende por cuasicristal una estructura
atémica con orden de largo alcance que no es periédica. En la figura 1.5 se pre-
senta una simulacion computacional del patrén de difraccién de un cuasicristal
icosaedral; las manchas nitidas en el patrén rebelan un orden de largo alcance,
mientras que la simetria cinco indica que el sistema no es periédico.

Ya algunos anos antes, el matematico Roger Penrose habia estudiado procedi-
mientos para llenar un plano apilando dos tipos de figuras. Las configuraciones
que encontré forman redes no periddicas con simetria decagonal, pese a que el
grupo decagonal no es un grupo de simetria permitido en dos dimensiones. Una
red de este tipo se puede observar en la figura 1.6. El orden de largo alcance
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Figura 1.5: Patrén de difracciéon de un cuasicristal icosaedral.

y la presencia de simetrias de rotacion prohibida asemeja estos sistemas a los
cuasicristales [18].

Uno de los sistemas cuasicristalinos més estudiados en la literatura es la cade-
na de Fibonacci. Esta cadena es una estructura unidimensional compuesta por
dos tipos de segmentos, uno largo £ y uno corto S dispuestos de una manera
aperiddica pero ordenada. A continuacién describimos tres maneras equivalentes
de generar esta cadena.

Para exponer el primer método, llamado de adiciéon, recordemos cémo se genera
la sucesién de Fibonacci: las primeras dos generaciones son los dos primeros
nimeros naturales (1 y 2); la tercer generacién es la suma de los primeros dos
(es decir 3), y en general n = (n — 2) + (n — 1). Ahora, para construir un cua-
sicristal de Fibonacci, damos de nuevo las dos primeras generaciones, £ y LS,
y la siguiente generacion serd la adicién de las primeras dos, es decir, tomamos
la generaciéon nimero dos y a su derecha pegamos la generacién ntimero uno,
obteniendo asi LSL. La siguiente generacién sera la adicion de la tres y la dos,
y siguiendo esta regla obtenemos las siguientes cadenas:

L

LS

LSL

LSLLS

LSLLSLSL
LSLLSLSLLSLLS
LSLLSLSLLSLLSLSLLSLSL
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1.3. SISTEMAS CUASIPERIODICOS

Figura 1.6: Mosaico de Penrose que ilustra una estructuta cuasiperiddica en dos

dimensiones. A diferencia de los sistema:
y no sélo una figura basica para llenar el espacio.

on.
» Y

7

+ 1 tomamos
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racion n

a uno de sus segmentos le aplicamos la regla de sustituci

1
endremos las siguientes cadenas:

lo necesita dar la primera generacién, por ejemplo L, y dos reglas
a nimero n y a cad

,

)

1 uno so

’
a

Otra forma de generar la misma cadena es mediante el método de sustitucién.

Aqu
El tercer método nos revela propiedades interesantes de los cuasicristales

de sustitucion: £L — LS y § — L. Para construir la gene
conviene verlo con detalle. Recordemos que los sistemas

LSLLSLSLLSLLSLSLLSLSL

Al hacerlo, obt

LS

LSL

LSLLS
LSLLSLSL
LSLLSLSLLSLLS

1

S

rupos puntuale

cuasiperiédicos surgen
cristalograficos. Sin embargo, estas simetrias prohibidas podrian pertenecer a

de la incompatibilidad de sus simetrias de rotacién con los g

s de orden 1,2,

Como ya vimos, en 2 y

bles son la

7

ension.
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,

trias de rotaci
3, 4 v 6. Esto significa que el uso en 3 dimensiones de celdas unitarias para la

construcciéon de redes periddicas estd restringido a las 14 redes de Bravais. Estos
poliedros, que especifican el tipo de cristal, pueden caracterizarse mediante 3

espacios de mayor dim

Unicas sime

’

sistemas periddicos en

3 dimensiones las
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vectores, uno por cada dimensién del espacio.

Si consideramos ahora simetria de rotacién de orden 5, las celdas unitarias serian
pentdgonos e icosaedros, en 2 y 3 dimensiones respectivamente. Un pentdgono
puede determinase mediante 4 vectores del centro a los vértices; se puede es-
perar entonces que en un espacio tetradimensional sea posible construir redes
periédicas con simetria de rotacién 5. De igual modo, ya que con 6 vectores se
puede caracterizar un icosaedro regular, la periodicidad de un sistema y esta
simetria de rotaciéon podrian ser compatibles en un espacio de 6 dimensiones.

Ahora ilustremos céomo es posible construir un sistema cuasiperiédico mediante
la proyeccion o corte de una estructura periddica en un espacio de mayor di-
mension. Consideremos una distribucion discreta de puntos en dos dimensiones,
situados en los vértices de una red cuadrada, como se ve en la figura 1.7.
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Figura 1.7: Proyecciéon a una dimensién de una estructura periédica en dos
dimensiones. La estructura unidimensional resultante es cuasiperiddica, y si se
elige el angulo adecuado, lo que se obtiene es una cadena de Fibonacci

Esta red bidimensional puede proyectarse a un espacio de una sola dimension
que sea una linea recta colocada a un cierto dngulo « respecto a las lineas hor-
izontales de la red, como se muestra en la figura 1.7. Si el angulo « es racional
respecto a las filas de la red cuadrada, la estructura unidimensional proyectada
es un conjunto discreto y periddico de puntos. Pero si el angulo es irracional, el
arreglo de puntos proyectados no es periddico y muestra distancias interatémi-
cas demasiado cortas para ser fisicamente aceptable. Mas aun, puede probarse
que la densidad del conjunto de puntos es igual a la de una distribucién singular-
mente continua [15]. Para evitar el problema de la densidad, podemos restringir
la proyeccién a aquellos puntos de la red periédica confinados en una banda
paralela a la recta que habfamos tomado, como se puede ver en la figura 1.7.
La estructura proyectada ahora consiste en segmentos de longitud a cos(a) = £
y asin(a) = S. Si imponemos que cos a/ sinw = 7 donde 7 = 2 cos 36°, los seg-
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mentos L y S estardn acomodados segin la secuencia de Fibonacci. Este nimero
7, conocido como la razon dorada es interesante en el contexto de simetrias
icosaedrales.

1.4. Impurezas

No todos los materiales son completamente puros, por lo general presentan de-
fectos o impurezas. Se entiende por defecto o impureza en un cristal una region
cuya configuraciéon microscopica difiere drasticamente de la de un cristal perfec-
to. Muchas propiedades importantes de los cristales, tales como su conduccién
eléctrica, color, dureza, maleabilidad y elasticidad dependen de las impurezas o
defectos que contengan.

Existen principalmente dos tipos de defectos cristalinos: las vacancias o inters-
ticios y las dislocaciones. Al final de esta seccién se introduce otro tipo de im-
pureza presente en cristales unidimensionales que es de gran importancia para
los propésitos de este trabajo.

Una wvacancia, también conocida como defecto de Schottky, es simplemente un
sitio de la red donde no hay ningtin atomo. En equilibrio térmico siempre se
encuentran impurezas de este tipo, pues la entropia aumenta al haber desorden
en la estructura. Si E, es la energia necesaria para sacar un atomo de su lugar en
la red, kp la constante de Boltzmann, T la temperatura y N el nimero total de
sitios, puede probarse minimizando el potencial termodindmico apropiado (en
este caso la energfa libre de Helmholtz), que el niimero n de vacancias presentes
en el material es

n = Nexp(—E,/kgT). (1.8)

A temperaturas finitas, este nimero puede llegar a ser muy pequeno, pero cier-
tamente no es cero. En la mayoria de los metales puros, a temperaturas cercanas
a la de fusion el porcentaje de vacancias presentes es del orden de 1073 0 10~* %.
Sin embargo, en algunas aleaciones como el T@C puede llegar a ser hasta del
50 % [12].

Un intersticio o defecto de Frenkel ocurre cuando un atomo es transferido a un
lugar donde no deberia haber ningtin 4tomo, un sitio que no pertenece a la red.
Es posible demostrar también que el niimero n de intersticios en una muestra
es igual a

n = (NN")2 exp(—E;/2kpT) (1.9)

donde N’ es el ntimero de sitios intersticiales y E; la energia que se necesita
para llevar un dtomo a uno de estos sitios [14].

La presencia de este tipo de impurezas es la responsable de la conductividad
eléctrica de cristales covalentes; estos materiales, utilizados ampliamente como
aislantes eléctricos, muestran una conductividad que, segin se ha observado
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experimentalmente, depende de la temperatura como e'/7. Es la misma depen-
dencia en la temperatuta del niimero de vacancias e intersticios. Existe evidencia
experimental y tedrica de que no son los electrones libres los que transportan
carga en estos cristales, sino que las vacancias se mueven a lo largo del material
y se requiere muy poca energia para que lo hagan [14]. Entre mayor sea la tem-
peratura, mas vacancias habra y por lo tanto la conductividad sera mas grande.

Muchas de las propiedades mecanicas de los cristales se explican mediante la
introduccién de otro tipo de impurezas llamadas dislocaciones. En la figura 1.8
se ilustran los dos tipos mas sencillos de dislocaciones. Supongamos que tenemos
una red cristalina perfecta en tres dimensiones, le quitamos un medio plano que
termine en la linea de dislocacién, y luego juntamos cuidadosamente los dos
planos en cada lado del plano faltante de manera que restauramos el orden
cristalino excepto en la region cercana a la linea de dislocacién. A un defecto
de este tipo se le llama dislocacion de borde. Ahora imaginemos un medio plano
que termina en la linea de dislocacién arriba del cual el cristal se ha desplazado
a través de un vector paralelo a la linea y se ha juntado con la parte del cristal
debajo del plano de modo que se preserve la estructura periddica excepto en la
region cerca de la linea. A este tipo de defecto se le conoce como dislocacion de
tornillo [14].

Figura 1.8: Tlustracion esquematica de una dislocaciéon de borde y una de tornillo
respectivamente.

En general las dislocaciones no tienen porqué ser rectilineas. Se puede describir
una dislocacion como una region del cristal tal que lejos de ella la estrucutura
es practicamente igual a la de un cristal perfecto; cerca de ella las posiciones de
los atomos son considerablemente distintas a las de una estructura periddica y
que tienen ademds un vector de Burgers distinto de cero. El vector de Burgers
se construye de la siguiente manera: consideramos una curva cerrada dentro de
un cristal perfecto que pasa a través de una sucesién de sitios de la red; luego
construimos la misma linea dentro del cristal dislocado; el vector de la red de
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Bravais por el cual la segunda curva falla en ser cerrada es el vector de Burgers.
El vector de Burgers de una dislocacién de tornillo es paralelo a la linea de dislo-
cacion, mientras que el de una dislocacion de borde yace en el plano que se delizo.

Las dislocaciones suelen aparecer durante la formacién de un cristal, o bien co-
mo resultado de esfuerzos mecdnicos que se hagan sobre el material. En general
una dislocacién puede moverse con relativa facilidad a través de la estructura,
pero pueden quedarse atoradas en regiones con grandes imperfecciones, pues
requiere mucha energia para pasar. Es justamente este mecanismo lo que le da
su dureza a ciertos materiales como el acero: los cristales de hierro puro son bas-
tante suaves, pero al contaminarlos con atomos de carbén se forman impurezas
que inmobilizan las dislocaciones que al no poderse mover hacen que el metal sea
muy duro. Los cristales de cobre son también suaves, y un procedimiento comuin
para endurecerlos es doblarlos en varias direcciones, produciendo alteraciones
en su estructura interna que detienen el movimiento de las dislocaciones.

En anos recientes ha aumentado el estudio de sistemas unidimensionales. Esto
ha sido producto del desarrollo de técnicas muy precisas para la fabricacién de
nanoestructuras y objetos cuanticos muy pequenos. Por ejemplo, utilizando la
punta de un microscopio de tunelaje es posible colocar atomos individualmente
en un sustrato, construyendo asi cadenas atémicas de manera totalmente con-
trolada [19]. Esta posibilidad de crear cadenas metalicas perfectas ha motivado
estudios tedricos sobre las propiedades de transporte electrénico y estructura de
bandas de estos sistemas. Entre las estructuras que han generado mas interés
encontramos cadenas peridédicas a las que se les pegan en algun sitio otras ca-
denas atémicas; Vasseur y otros investigadores [20] han estudiado con detalle
sistemas de este tipo para simular la estructura de bandas de elementos al-

Figura 1.9: Si se reproduce alrededor de una dislocacién una sucesién de sitios
que serfa un camino cerrado en una region sin dislocaciones se encuentra que la
linea ya no es cerrada. El vector que cierra la linea es el vector de Burgers.



16 CAPITULO 1. SISTEMAS PERIODICOS Y CUASIPERIODICOS

calinos. Orellana y sus colaboradores [21] y mds tarde Dominguez-Adame [22]
han utilizado el formalismo de amarre fuerte para estudiar alambres cudnticos
con cadenas de puntos cuanticos acopladas lateralmente. FEn general se ha visto
que el comportamiento de la transmitancia y la estructura de bandas en estos
sitemas no es trivial, y uno de los aspectos que mas interés ha despertado es
la observacion de resonancias Fano en la transmitancia de estas estructuras. Es
por este motivo que llamamos a las cadenas acopladas lateralmente a cadenas
perfectas defectos o impurezas Fano.

Una resonancia Fano [3] es un perfil fuertemente asimétrico en el espectro de
transmisién o de absorcion de un material. Fano calculé la forma de este perfil,
el cual tiene la siguiente formas:

(w+6)?

F(w) = ESE (1.10)
donde w = (E — Eg)/(I'/2), E es la energia del electrén, Er la energia de re-
sonancia, I" el ancho del pico y ¢ es el factor de Fano que controla la asimetria
en la linea. Es comin observar este tipo de resonancias en fisica atémica [3],
fotoionizacién atémica [23], absorcién dptica [24], dispersién de Ramman [25]
y tunelaje a través de una superficie con impurezas [26]; la causa fisica de una
resonancia Fano es la aparicién de un conjunto discreto de energias que interfiere
con el espectro continuo de un determinado material; casi siempre una impureza
en un sélido da lugar a este conjunto discreto de energias. El modelo més sen-
cillo que se conoce para estudiar este fenémeno es el modelo de Fano-Anderson
que consiste en una cadena atémica finita acoplada a una cadena infinita [6].
Sin embargo, para propositos de miniaturizacién es importante también el es-
tudio de este tipo de sistemas cuando la cadena original es finita, pues permite
comprender diferentes propiedades de sistemas mesoscépicos [10].

Hasta la década de 1980, los sistemas desordenados y cuasiperiddicos habian
recibido muy poca atencion por parte de los fisicos. La regularidad de las es-
tructuras cristalinas hace mds sencillo su estudio tanto tedrico (como la determi-
nacién de la estructura de bandas) como experimental (por ejemplo, determinar
la superficie de Fermi). Por otro lado, es dificil obtener muestras metalirgi-
cas bien caracterizadas para el estudio experimental de sélidos desordenados y
cuasicristales, ademas de la apariciéon de dificultades matematicas importantes
en los analisis tedricos: la ausencia de simetria traslacional en estos materiales
provoca, como se vera en el siguiente capitulo, que no se satisfaga el teorema
de Bloch y que no exista un espacio reciproco, el cual es fundamental en la
formalizacién matematica de los sistemas cristalinos.

Sin embargo, se han logrado grandes avances en el estudio de los sistemas que
carecen de simetria traslacional a partir del desarrollo de inovadores métodos
matematicos, que utilizan princiaplemente teoria de perturbaciones y funciones
de Green [2]. Esto, aunado al reciente crecimiento de la computacién digital,
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que ha llevado al desarrollo de métodos de cédlculo y simulaciones de materiales,
ha incrementado el interés por el estudio de este tipo de estructuras, lo que
ha conducido también en los tdltimos 20 anos a la busqueda de aplicaciones
tecnoldgicas tales como aleaciones de acero, semiconductores amorfos, metales
y cristales liquidos por sé6lo mencionar algunos.



Capitulo 2

Formalismo de Green

Uno de los resultados més notorios de la Fisica Atomica es que los electrones
de un atomo aislado forman orbitales que dan lugar a un espectro discreto de
energias. Cuando varios atomos se juntan, los electrones mas alejados de los
nicleos comienzan a interactuar con los demés atomos, de modo que se forman
orbitales moleculares. Si el niimero de dtomos que se combinan es muy grande,
del orden del nimero de Avogadro, el nimero de orbitales atémicos es también
muy grande y la diferencia entre sus energias suele ser muy pequena. Es posible
considerar entonces que estos niveles forman bandas de energia, y normalmente
el ntmero de estados dentro de cada banda es tan grande que se acostumbra
considerar la banda como un espectro continuo. Muchas de estas bandas se
separan de otras por regiones de energia donde no puede haber estados elec-
trénicos; a estas regiones se les conoce como gaps. A estos rangos de energia
que un electrén puede o no tener dentro de un material se les llama estructura
de bandas del solido y determina muchas de sus caracteristicas electrénicas y
opticas. Sin embargo, calcular esta estructura de bandas es casi siempre muy
complicado: estrictamente, uno debe resolver la ecuacién de Schrodinger para
un Hamiltoniano que contenga las energias cinéticas de todos los electrones del
material y sus interacciones con todos los nicleos. Como en la practica esto es
imposible, es necesario buscar soluciones aproximadas.

Una de las aproximaciones que mas se utiliza es la de amarre fuerte en la que
se consideran los dtomos muy alejados entre si y los electrones rodeandolos,
fuertemente amarrados a ellos, de manera que es poco frecuente que brinquen
de un dtomo a otro.

Un método para calcular la estructura de bandas de un sistema muy grande
y no forzosamente periddico es a través de funciones de Green. Las funciones
de Green del sistema, que se calculan a través de la ecuacién de Dyson, tienen
polos en las energias permitidas de los electrones, es decir, en las bandas.

En este capitulo se exponen con detalle el formalismo de amarre fuerte y el

19
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método de funciones de Green para calcular la densidad de estados de sistemas
macroscopicos.

2.1. Formalismo de Amarre Fuerte

La aproximacion de amarre fuerte consiste en suponer que los electrones de un
sélido no interactian entre si, inicamente con los niicleos a los que estan ama-
rrados. En cualquier regién del sélido, se puede suponer que el Hamiltoniano es
sélo el debido al a&tomo més cercano, y el orbital respectivo decae muy rapido
fuera de una region del tamano de una celda unitaria. Cada orbital atémico
puede tratarse por separado, y la solucién global a la ecuacién de Schrédinger
del cristal es una combinacion lineal de los orbitales atomicos.

Antes de desarrollar este método, es necesario demostrar un importante teorema
debido a Bloch:

Teorema de Bloch: Si tenemos un potencial periddico V(7 + R) = V/(7) para
todos los vectores R de una red de Bravais, entonces para cualquier solucion a
la ecuacion de Schrédinger

2
fj—mv%(f) VW) = Bb(), (2.1)

existe un vector k tal que

Demostracién: Sea Tr el operador de traslacion de la red que actia de la
siguiente forma:

Trf(F) = f(T + R) (2.3)
para cualquier propiedad fisica f. Entonces
TrRH(F) = HTrf(7 + R), (2:4)

es decir, [T, H] = 0. Por lo tanto los eigenvalores del Hamiltoniano, las energias
permitidas, son también eigenvalores de Tr. Entonces, para cada eigenfuncién
¥ (T) existe una constante ¢ que depende de R tal que

Trip(7) = c(R)(7). (2.5)
Ahora, la aditividad de los operadores de traslacién implica que

c(R)e(R') =c(R+ R'), (2.6)
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de modo que existe un vector k que satisface

o(R) = R, (2.7)

Fisicamente, este teorema significa que la norma de la funcién de onda es igual
en todos los sitios de la red, lo unico que cambia es la fase [13].

Obtenido este resultado vamos a desarrollar la aproximacién de amarre fuerte.
Supondremos dos cosas: en la vecindad de un punto de la red el Hamiltoniano
global es igual al Hamiltoniano asociado a ese punto, H,¢, y los niveles de este
Hamiltoniano atémico estan bien localizados, es decir

Hatwn = nwn (2.8)

Si la funcién de onda local 1, (7) se anula en una regién que excede la distancia
interatémica, entonces ésta es una muy buena aproximacién a la funciéon de on-

da global. También lo serdn las funciones v, (7 — R), dado que el Hamiltoniano
tiene la periodicidad de la red.

Para calcular correciones escribiremos el Hamiltoniano del cristal H como
H = H, + V(7). (2.9)

Aqui, V(7) es un potencial que contiene todas las correcciones requeridas para
representar el potencial periddico global. Si una funcién de onda 1, (7) satis-
face la ecuacién de Schrodinger atémica (2.8), satisfard también la ecuacién del
cristal con el Hamiltoniano (2.9) siempre y cuando el potencial V(7) se anule
dondequiera que %, (7) no lo haga. Si éste es el caso, cada funcién de onda v, (7)
da lugar a N niveles en el potencial periédico, con funciones de onda 1, (¥ — R)
para los N sitios R de la red.

Proponemos que la solucién a la ecuacién del cristal sea una combinacién lineal
de las funciones atémicas. Esta combinacién lineal debe satisfacer la condicion
de Bloch (2.2). Proponemos entonces una solucién de la forma

W(F) = eF o - R), (2.10)

R

donde las funciones ¢(7) son combinaciones lineales de los orbitales atémicos,
es decir

(b("j) = Z bn¢n(f)- (2.11)

Los coeficientes b,, se determinan al resolver la ecuacién de Schrédinger. No es
dificil ver que la solucién construida de esta manera satisface la condicion de
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Bloch [12].

A las energfas globales permitidas las llamamos &, (k). Multiplicamos la ecuacién
de Schrodinger del cristal

H(r) = (Har + V(7)3(7) = e(k)y(T) (2.12)

por el orbital atémico conjugado 7, (7), integramos respecto a 7 y usamos el
hecho de que

/¢fn(f)Hat¢(f)df: /(Hatwm(f))*w(f)df: Em/¢fn(f)¢(f)df, (2.13)

para encontrar que

(&) - En) [w0oir= [wn,oVioumdr 2

Sustituyendo (2.10) y (2.11) en esta expresién y haciendo uso de la ortonormal-
idad de los orbitales atémicos, llegamos a una ecuacién de valores propios que

determina los valores de los coeficientes b, (k) y las energias de sistema e(k):

Eayll

=
I

5

N

>
3
|

(e( BB (T / Ot (7 — R)e R | by

n \R#0
3 ( / ¢;<r>v<r>wn<r>dr) b

+> 1Y / Uk (F)V (F)n (F — R)e™ Bdr | by,.
n R#0
(2.15)
El primer término de la derecha en esta ecuacién contiene integrales de la forma

/dﬂp;(f)wn(r —R). (2.16)

Nuestra suposicién de que los orbitales atémicos estan bien localizados implica
que estas integrales son pequenas. Por otro lado, el tercer sumando de la derecha
de (2.15) es despreciable, puesto que contiene productos de orbitales centrados
en diferentes sitios. Ademas, el segundo sumando es casi cero, ya que asumimos
que los orbitales atéomicos se anulaban a distancias suficientemente grandes.
Concluimos entonces que el lado derecho de (2.15) es muy pequeno, de modo
que (£(k) — E,;)b,, casi se anula. Por lo tanto (k) debe ser muy cercano a un
nivel atomico, digamos Fy, y todos los coeficientes b,, deben ser muy chicos con

excepcion de los que correspondan a dicho nivel, es decir

E(];}) ~ E07 ( )
2.17
b =~ 0.
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Si estas ultimas expresiones fueran igualdades estrictas, tendriamos un caso ex-
tremo en que los estados del cristal son idénticos a los atémicos. Sin embargo
esto casi nunca es asi; mas bien se emplean estas estimaciones para valuar el lado
derecho de (2.15). Por ejemplo, se puede hacer que las sumas sobre n corran sélo
para aquellos valores F, cercanos a Fjy. Entonces se obtienen ecuaciones que
determinan las bandas de energias: si se consideran niveles atémicos no degen-
erados (estados s), se obtiene una ecuacién que arroja una expresién explicita
para la energia de la banda proveniente de este estado; si se consideran nive-
les p (con triple degeneracién), la expresién (2.15) da pie a un sistema de tres
ecuaciones, cuya solucién determina las tres bandas resultantes; al considerar
estados d quedaria un sistema de 5 ecuaciones, y asi sucesivamente.

Ya que tenemos el formalismo de amarre fuerte vamos hablar en la siguiente
seccion del método de las funciones de Green para calcular la densidad de estados
de un sélido. Més adelante veremos céomo introducir el formalismo de amarre
fuerte a dicho método para calcular la densidad de estados de una cadena de
atomos.

2.2. Funciones de Green

Una funcién de Green G se define como la solucién a la ecuacién

[z — L(F)|G(F,7;2) = 6(F — 1), (2.18)

donde z es un nimero complejo y L un operador lineal y hermitiano que posee
un conjunto completo y ortogonal de funciones propias {¢,(7)}, es decir

L(F)pn(T) = Andn(T) (2.19)

> o) = 5(F = 7). (2.20)
Usando notacién de Dirac, vemos que resulta mds practico escribir (2.18) como
(z— L)G(2) =1, (2.21)

mientras que las condiciones que cumple el operador L son

D o) (dnl = 1. (2.23)

Vemos que si z # Ay, entonces podemos resolver (2.21) formalmente como

G(z) = . (2.24)
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Ahora, si multiplicamos (2.24) por el operador identidad, obtenemos

G2 = 7 Y lon)(oal = X lon)(oal = S 2L s

n n

La ultima igualdad proviene de la la relacién general F'(L)|¢pn) = F(\n)|én),
vélida por definicién para cualquier funcién F.

Si el espectro de valores propios del operador L tiene partes discretas y partes
continuas, entonces podemos escribir(2.25) de manera més explicita como

G(z) = Zi%"ixf:' +/dn—‘i">7<qz”|, (2.26)
o bien, en la representacion de 7
G(r,7iz) =Y 7%?1%(?/) + / dn—%ifzcﬁi(??’). (2.27)

En estas ultimas dos expresiones, la suma primada indica que ésta corre sélo en
la parte discreta del espectro.

Recordemos que L es un operador hermitiano, lo cual implica que todos sus
valores propios son reales. Entonces, si la parte imaginaria de z es distinta de
cero, forzosamente z # A\, y la funcién G(z) estd bien definida. Asi, concluimos
que G(z) es una funcién analitica en todo el plano excepto en aquellos puntos
o intervalos del eje real en que z = \,,. Esto significa que los valores propios de
L son polos de la funciéon de Green, y lo inverso también es cierto: los polos de
la funcién G(z) nos dan los valores propios del operador L [11].

Sean )\ y s las partes real e imaginaria de z respectivamente (z = X 4 is). Si
s =0y A= \,, entonces G(7,7; \) tiene un polo. En el caso usual en que el
espectro continuo de L no decae conforme r — oo, es posible definir los limites
de G(7,7;\) conforme s — 0

G (7,7 )\) = 11’%1+ G(7, 7' X\ +is) (2.28)
y
G (r,7;\) = 11’161+ G(T, 75\ —is). (2.29)

A estas dos funciones se les denomina funciones de Green avanzada y retardada
respectivamente. A partir de (2.27) es fécil ver que

G*(r,7';2) = G(r,7'; 2%). (2.30)
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Para una A dentro del espectro continuo de L, se deduce entonces que

G~ (7.7 A) = [GH (7,75 A7, (2.31)
lo cual implica que
Re{G™(7,7;\)} = Re{G™ (7,7/; )} (2.32)
y
Im{G~(7,7;\)} = —Im{G* (7,7; \)}. (2.33)

Definimos ahora la discontinuidad de G en el eje real como
G=GT(\) -G~ (), (2.34)

la cual, utilizando la identidad general [27]

lim ! — = Pl Fimd(x) (2.35)
x

podemos expresar como

G’(ﬁ i\ = —2mi Z S(A = X))o ()05, ()
= =210y 5(A = An)n(7)0(7) (2.36)

—27rz'/5()\ — )b (F) % (7 ) dn.

Utilizando (2.27) y (2.35) vemos que los elementos de la diagonal de la matriz
G son

GE(r,mA) =PY %df(?”) Fim» SN = An)gn (M) (7). (2.37)

n

Integrando esta expresién sobre 7 obtenemos la traza de la matriz G

1
A_An

TrG* =PY Fim» S(A— ). (2.38)

Aqui, la cantidad ), 6(A — A,,) es la densidad de estados (DOS por sus siglas
en inglés) en A\. A esta densidad de estados la llamamos N(\), de modo que
la cantidad N(X)dA nos da el nimero de estados en el intervalo [\, A + dA].
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Definimos ahora la densidad de estados por unidad de volumen

p(FN) = ) 0= ) (7)5 ()

D 6 = An)n (F)05 () (2.39)

+ [ 80— Mn)n () (7 ),
de modo que
N(\) = /p(F;A)dF. (2.40)

A través de (2.39), podemos tener expresiones simplificadas para la densidad de
estados por unidad de volumen [11]:

S R RS Wy
p(Ts A) = ¥ﬂ_lm[G (7,75 \)] = 2m,G(r,r,)\) (2.41)
y para la densidad de estados total
1
N(\) = F=Im[TrG=(\)]. (2.42)
’/T

La densidad de estados describe el nimero de estados que en cada regién del
espectro de energias es posible ocupar; por ejemplo, si la densidad de estados es
cero en una region del espectro, entonces hay un gap, pues ningin estado puede
existir. Por el contrario, una banda de energia es un intervalo donde la densidad
de estados es distinta de cero. Vemos entonces la importancia de esta cantidad
en la Fisica de Materia Condensada, ya que proporciona informacion explicita
sobre la estructura de bandas del sélido.

2.3. Funciones de Green de Cadena Periddica

En esta seccién vamos a analizar las funciones de Green asociadas a Hamiltoni-
anos periédicos mediante la aproximacién de amarre fuerte. Sea {i} el conjunto
de sitios de una red periddica, e |i) el orbital atémico asociado al sitio i. El
Hamiltoniano de un sistema de este tipo bajo esta aproximacion es (2.9), el cual
podemos reescribir con notacién de Dirac como

H=2) eli)(il+ > t10) (] (2.43)

Con esta notacién, ¢; es la energfa necesaria para arrancar un electrén del sitio 7
(autoenergia) y ;5 la que se requiere para transportarlo del sitio ¢ al j (integral
de salto). Aqui llamamos t a este ltimo tipo de potencial para distinguirlo de
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la forma mds general V' que aparece en la ecuacién (2.9). Como suponemos que
la red es periddica, todos los €; deben ser iguales, y los llamaremos €¢. Ahora
vamos a hacer la siguiente aproximacion:
o — top, siiy json primeros vecinos (2.44)
K 0, en otro caso. ’

Esta aproximacién, llamada de primeros vecinos, significa que un electrén en
el material s6lo interactia con los atomos mas cercanos a él y el potencial que
siente debido a todos los demas es despreciable. Esta aproximacién es adecuada
para sistemas en una dimensién, pues un electréon necesita dar dos pasos para
llegar al segundo dtomo mads cercano, y simplifica notoriamente los calculos.
Definido asi, el Hamiltoniano de amarre fuerte es una matriz tridiagonal donde
solo aparece las autoenergias de los sitios y sus interacciones con los vecinos més
cercanos.

Con esta notacion las expresiones obtenidas al inicio de esta capitulo se simplif-
ican considerablemente: las soluciones a la ecuacion del cristal (2.10) se escriben
como

_ 1 731
™) =~z > e™j), (2.45)
J
mientras que las energias permitidas del sistema son

E(F)=co+ Y tize (2.46)
j

A partir de (2.45), es claro que las funciones de onda se propagan de manera
que su amplitud es constante en los sitios de la red y su fase varia regularmente
(ésta es justamente la condicién de Bloch).

De acuerdo a la ecuacion (2.25), que nos da la funcién de Green para un operador
cualquiera en términos de sus valores y funciones propias, la funcién de Green
para el Hamiltoniano de Amarre Fuerte es

Gz) =) 7|r>g(77), (2.47)

— 2 —
7

donde las funciones de onda y las energias estdn dadas por (2.45) y (2.46)
respectivamente. Los elementos de matriz de G(z) son por lo tanto

G(I,mi2) = (16()m) = 3 %
(2.48)

m)

0 eif(ff
L [t
N(2m)d 2z — E(7)
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donde d es la dimensién del sistema y € un factor de normalizacién. En partic-
ular, los elementos de la diagonal seran

G(l,1;2) = N(;)d / . _d;(F). (2.49)

Ahora veremos el caso que més nos interesa para los objetivos de este trabajo,
que es el de una red unidimensional. La ecuacién (2.46) para el caso de una
dimension tiene la forma

E(r) = g + 2tgcos(ra) (2.50)

donde a es una constante caracteristica de la red. Esto significa que las energias
permitidas del sistema tienen un minimo en F = g3 — 2y y un méximo en
E = ¢y + 2tp, es decir, toman valores tnicamente dentro de una cierta banda.
Sustituyendo esta ultima expresién en (2.49) obtenemos

ol L T/a J eira(lfm)
(,m; 2) N(27) /,r/a "= g0 — 2tgcos(ra)

(2.51)
1 T €i¢(lfm)

o | . 2 —eg — 2gcos(d)

Esta integral depende de valor absoluto |l — m|. Para evaluarla se transforma
entonces en una integral compleja sobre el circulo unitario y se valtia sobre el
espectro de energfas [11], obteniendo

Fi . [l—m]
G*(l,m;E) = 1— 22 . 2.52
(i B) = ey (e 5 iv1I=22) (2.52)

Aqui hemos definido z = (2 — £¢)/2tg y tomamos la parte positiva de la raiz
cuadrada. Con esta funcién de Green podemos obtener la densidad de estados
de una red en una dimensién

9(2t0 — |E — 50‘)
m\/2t3 — (E — €0)?
En esta expresién 6 es una funcién escalén. Vemos que si |E — gg| = [2¢¢], en-
tonces la densidad de estados diverge. En particular, si la autonergia es igual
a cero, entonces la densidad de estados diverge si la energia es igual a alguno
de los extremos de la banda. Entonces existen dos singularidades, una en cada
extremos de la banda. Estas, conocidas como singularidades de Van Hove, son
caracteristicas de las redes unidimensionales. Vemos que si la autoenergia es

diferente de cero, entonces las singularidades no se sitian en los extremos de la
banda sino dentro de ella, pues hay un ligero corrimiento debido a .

p(E) = FIm{G*(I,;; E)} = (2.53)

Concluimos asi los conceptos necesarios para nuestros propésitos. En el siguien-
te capitulo se utilizardn estos conceptos para obtener los coeficientes de la ex-
tension del método de renormalizaciéon para densidad de estados de sistemas
cuasiperiodicos.



Capitulo 3

Renormalizacion de la
Densidad de Estados

Recordemos que el objetivo del presente trabajo es calcular la densidad de es-
tados de sistemas cuasiperiédicos de Fibonacci como los que se vieron en la
seccion (2.3) y estudiar lo que sucede cuando éstos presentan impurezas tipo
Fano. La forma general para obtener esta propiedad se dedujo en el capitulo
anterior usando funciones de Green. Vimos en particular que la densidad de
estados estd relacionada con la traza de la funcién de Green, pero si tenemos
un sistema grande, de alrededor de 10?3 sitios, tendriamos que calcular las en-
tradas y la traza de una matriz de 1023 x 10?3, En este capitulo describimos a
detalle el método de renormalizacion que permite simplificar considerablemente
los célculos y lo utilizamos para obtener la densidad de estados de dos tipos de
cadenas de Fibonacci.

En general, el término renormalizacién se refiere a una serie de métodos teori-
cos y computacionales utilizados para transformaciones de cambios de escala o
para eliminar divergencias que surgen al calcular algunas cantidades fisicas [28].
Aunque este concepto surgié en Fisica de Particulas, actualmente se utiliza en
diferentes dreas como Fisica Estadistica y Materia Condensada [29]. El méto-
do de renormalizacién que se desarrolla en este trabajo consiste en reducir el
nimero de grados de libertad de un sistema conservando la informacién fisica
relevante [30].

3.1. Fibonacci Mixto

Este tipo de cadena se forma con dos clases de d4tomos, A y B, con autoenergias
€4 y €p respectivamente, acomodados segun la sucesién de Fibonacci. La figura
(3.1) muestra las primeras 4 generaciones de esta cadena.

Aqui, taa y tap representan las energias necesarias para pasar un electrén
de un dtomo A a uno A o de un dtomo A a uno B respectivamente (inte-

29
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Ea
. tan .
€a Es
‘ tAB . tAB ‘
€a Es Ea
tas tas tan tan
O o O O O
Ea Es Ea Ea Es

Figura 3.1: Generaciones 1,2,3 y 4 de la cadena de Fibonacci por sitios.

grales de salto). Utilizamos la aproximacién de primeros vecinos y consideramos
tap = tga. Ademads, hay que notar que por construccion al formar estas cade-
nas nunca requerimos de la energia tpp.

Vamos primero a renormalizar la tercera generacién para ilustrar como funciona
el método, despues podremos hacer una generalizaciéon para renormalizar la
generacién n. La matriz Hamiltoniana para este sistema de tres sitios es

H = tAB €B taB (31)

Retomamos la ecuacién que define la funciéon de Green y la aplicamos al caso en
que el operador L es el operador Hamiltoniano. Esta ecuacion tiene el nombre
de ecuacion de Dyson, y para este sistema tiene la forma

E—cq4 —tan 0 G G2 Gis
(E-H)G = —tap E—ep —tlap Ga1 Gaa G
0 —tap E—ea G311 Gz G

1 0 0

= 0 1 0

0 0 1

(3.2)

Al multiplicar las tres columnas de G = G(F) por la segunda fila de (F — H) y
reacomodando obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:
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(E—ep)Gan = tap(Gi1+Ga)
(B —ep)G2 = 1+tap(Giz+ Ga) (3.3)
(E—eB)Gas =  tap(Giz+ Gs3)

Estas tres ecuaciones, como se verd més adelante, contienen toda la informacion
que necesitamos de la cadena. Multiplicando las filas 1 y 3 de (E — H) por
la primer columna de G, la fila 3 de (F — H) por la tercer columna de G y
sustituyendo Go; y Gas en las ecuaciones resultantes a partir de la primera y
tercera ecuacion de (3.3) nos queda

E e )Gy = 1+ 2eG
—EAT Foe; )G = + 5o, 613
E e )Gy = @ tar g (3.4)
TEAT B, 31 = Eeeg o 11 .
t? t?
(B-ea— 322 ) Gay = 1+ 522G

De la misma forma en que el sistema (3.3) contiene informacién sobre la cadena
de tres atomos, este sistema de ecuaciones podria representar una cadena de
s6lo dos sitios como la que se ve en la siguiente figura:

t(3)
EL(3) Exr(3)

Figura 3.2: Renormalizacién de la tercera generacion de la cadena de Fibonacci
por sitios.

La ecuacién de Dyson de este sistema reducido es
E — E(3) —t(3) G Giz\ (10 (3.5)
—t(?)) FE— ER(3) G31 G33 o 0 1 ’ '

a partir de la cual podemos sacar tres ecuaciones andlogas a (3.3) que represen-
tan al sistema de dos dtomos que se muestra en la figura (3.2):

(E — EL(?))) G11 - 1 + t(3)G13

(E — Er(3)) Gis

#(3)G1.

(E—FERr(3))Gsz = 1+1t(3)Gs.
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Comparando (3.4) y (3.6), vemos que el primer sistema de ecuaciones representa
la cadena de la figura anterior si hacemos

2
EL(3) = ea+ g2&
2
ER(3) = ea+ 5oL (3.7)
thp
t3) = g5

Por lo tanto, el sistema de dos dtomos de la figura 3.2 con las cantidades E,(3),
ERr(3) y t(3) tal como se acaban de ver es equivalente a la generacién 3 de la
cadena de Fibonacci, que cuenta con tres atomos. Decimos entonces que hemos
renormalizado la tercer generacion de la cadena.

Para renormalizar la generacion 4 de la cadena lo primero que notamos es que
ésta se forma al pegar las generaciones 3 y 2, y si cada una de estas generaciones
la expresamos ya renormalizada, tendremos un sistema de cuatro atomos, el
cual podemos reducir a uno equivalente de tinicamente dos sitios siguiendo un
procedimiento analogo al que usamos para renormalizar la tercer generacién.

t(3) taa t(2)

EL(3) Er(3) Ew(2) Er(2)

Figura 3.3: Cuarta generacién de la cadena de Fibonacci por sitios vista como
la unién de las dos generaciones anteriores renormalizadas.

La ecuacion de Dyson para este sistema, visto como unién de dos cadenas renor-
malizadas, es

E—Er(3)  —t(3) 0 0
—t(3)  E—Eg(3) —taa 0
0 —tan  E—EL2)  —t(2) x
0 0 ~42)  E-Er(2)
(3.8)
Gi1 Gi2 Giz Gus 100 0
Gy Gao Gyz Gy 00 01

Multiplicando las 4 filas de (E — H) por la primer columna de G llegamos al
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siguiente sistema de ecuaciones:

(E - EL(3))G11 1+ t(3)G21

(E — Er(3))Gxn t(3)G11 +taaGsy

(E—-EL(2)G31 = taaGa +1(2)Gn

(E — Ep(2))Gy1 = #(2)Ga1

Este sistema de ecuaciones, andlogo al sistema (3.3), contiene toda la informa-
cién necesaria para nuestros fines. Queremos extraer esta informacién en térmi-
nos solo de G11, G4 y G14 pues asi tendriamos un sistema de dos ecuaciones
que representaria una estructura renormalizada de dos dtomos y contendria la
informacion completa de esta cadena. El motivo por el cual escogemos justa-
mente estas G;; es porque queremos de algiin modo suprimir la parte intermedia
de la cadena y quedarnos iinicamente con las orillas. De la tercera ecuacion des-
pejamos G31 lo sustituimos en la segunda ecuacién y reacomodamos términos
para otener

. t(?)) tAAt(Q)
TN T B 10
en donde definimos la constante
2
a=Eg(3)+ 424 (3.11)

E—Er(2)
Sustituimos esta expresion en la primera ecuacién de (3.9) y nos queda

t(3)
(E—-a)

taat(2)t(3)
(E—a)(E - EL(2))

Gn=1+

E—E(3)— Gir. (3.12)

Ahora despejamos G de la segunda ecuacion de (3.9), sustituimos en la tercera
y ordenando términos tenemos

_ t(2) t(3)tAA
O E N T @ Eae) )
en donde hemos definido
B= B2+ a1 (3.14)

E — Eg(3)

Finalmente, sustituyendo esta expresién en la cuarta ecuacién de (3.9) obten-
emos

t2(2)
(E—0)

tAAt(2)t(3)
(£ —B)(E — ERr(3))

E — ER(2) — Gy = Giy. (3.15)
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El sistema formado por las ecuaciones (3.12) y (3.15) contiene nada mads las
Gij que desedbamos y describe un sistema renormalizado de dos dtomos, cuya
ecuacion de Dyson seria

( E:t%)w E:ﬁ)@) ) ( (G;i gﬁ > - ( é (1) ) (3.16)

t(4)
EL(4) ER(4)

Figura 3.4: Renormalizaciéon de la generacién 4 de la cadena de Fibonacci por
sitios.

El par de ecuaciones (3.12) y (3.15) describe por lo tanto este sistema renor-
malizado siempre y cuando hagamos las sustituciones

EL(4) = Ei(3)+ (5o
_ t%(3)
Frll) = Pal®) sy 317)
t4) = taat(2)t(3) _ __ taat(2)t(3)
(E—a)(E—-EL(2)) (E-B)(E—Er(3)"

Hemos entonces renormalizado la generacion 4 de la cadena de Fibonacci por
sitios, pero ademas notamos que el proceso mediante el cual lo hicimos es gen-
eralizable a la generacién n: dado que la generaciéon n se forma al pegar las
generaciones n — 1 y n — 2, podemos sustituir en este tltimo proceso 2 — n — 2
y 3 — n — 1 para si obtener las energias de la generaciéon n renormalizada:

_ t2(n-1)
EL(TI,) = EL(n—l)—l—
[E—ER(n—l)—

2
E—Er(n—2)

20—
Er(n) = Egr(n—2)+ tecl (3.18)
[E—Em—z)—m]

— t(n=1)t(n—2)t,
tn) = PR o =

en donde t, es la energia con que se unen les generaciones n — 1y n — 2, que
cambia segun si la generacién es par o impar, es decir

tn = { faa  sinespar (3.19)
tap sl nesimpar

Como las energias efectivas de una cadena renormalizada dependen de las en-
ergias efectivas de las dos generaciones anteriores, debemos dar dos condiciones
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t(n-1) tn t(n-2)

EL(n— 1) ER(I’l- 1) EL(n—Z) ER(H—Z)
t(n)

EL(n) ER(n)

Figura 3.5: Proceso generalizado para renormalizar la n-ésima generacion de la
cadena.

iniciales. Elegimos las generaciones 2 y 3: las energias efectivas de la generacion
2 son triviales pues esta cadena consta de sélo 2 sitios; las condiciones iniciales
de la generacién 3 las hemos ya calculado y se muestran en la ecuacién (3.7).
Por lo tanto, las condiciones inciciales que requerimos son

EL(2) = €A

ER(Q) = €B

t(Q) = taB

Ep(3) = ea+ s (320
(E*EB)
2

Er(3) = eat git)

t3) = fas

( ) - (E*EB)’

La densidad de estados de la generacién n la expresamos como la suma de las
densidades de estados de las generaciones n—1 y n—2, de manera que mediante
la expresion que se dedujo en el capitulo anterior, podemos escribir

DOS(E,n) = —LIm[A(n—1)Gi1 + B(n—1)Ga2 + C(n—1)G12
+D(n - 1) + A(n — 2)G33 + B(n — 2)G44 (321)

+D(n —2)G34 + D(n — 2)],

donde los coeficientes A, B, C'y D estédn por determinarse. Si queremos la densi-
dad de estados del sistema renormalizado,entonces hay que reescribir esta expre-
sién para que dependa sélo de G11,Gyq y G14. Esto lo podemos hacer a través
del sistema de ecuaciones que surge de multiplicar las filas 2 y 3 de E — H por
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las columnas de G en la ecuacién de Dyson (3.8):

(E—Er(3)Gar =  t(3)Gi1 +tanGa

(E — ERr(3))Ga22 1 +t(3)Gh2 + taaGs2

(E—ERr(3))Gas =  t(3)Gi3+taaGss
(E—ERr(3))Gas =  t(3)Gia+taaGaa
(3.22)
(E—FEL2)G31 = t(2)Gy1 +taaGan
(E—FEL(2)G32 =  t(2)Guz +144Gao

(E — EL(Q))G33 1+ t(2)G43 + tAAG23

(E—-Ep(2))Gss = t(2)Gaa +144Goy.

Manipulando algebraicamente estas ecuaciones, podemos escribir todas las G;;
que en ellas aparecen como funciones de G11,Gy44 y G14. Estas las sustituimos
en la densidad de estados (3.21) y factorizando encontramos una expresién en
términos de las G que queremos

DOS = 7%Im[A(n)G11 + B(n)G44 + C’(n)G14 + D(T‘L)} (323)

Los valores de las funciones de Green G11, G44 y G14 se muestran en el Apéndice
A. Introduciendo por razones de simplicidad las constantes

t2

0 = ER(n — 1) + 7E—E:(n—2)
(3.24)

t2
po= Erln—2)+ g5 -7
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se encuentran los siguientes valores de los coeficientes de las funciones de Green:

A(n) = An—1)+Bn - 12D 4 0m —1)

E-0)

+A(n _ 2) t2(n71)ti

~EV]

(E—Er(n—1)%(E—n)?

B(n) = B(n—-2)+An—252"2 4 On - 2)

E—n)?

t2(n—2)t2
+B(n = 1) g=g oy tm=0y

Cn) = Cln—1)pp s +Cn—2)

(B=E.(n—2))(E—0

+A(n _ 2) 2t(n—2)t(n—1)t, E + B(n _ 1)(

(E—Er(n-1)(E—n

D(n) = D(n—1)+D(n—2)+An—2)

B=En(n-1)(E-1)

2t(n—2)t(n—1)t,

E—EL(n—1))(E—0)2

(3.25)

Asi, con las férmulas de recurrencia (3.18) y (3.25) podemos calcular la densidad
de estados para cualquier generacién de una cadena de Fibonacci por sitios
en términos de las densidades de estados y las energias efectivas de las dos
anteriores. Ahora nos falta es dar las condiciones iniciales para las constantes

A, B,C y D, para lo cual hacemos

DOS(E, 2) = —%Im[A(2)G11 + B(Q)Ggg + C(?)Glg + D(Q)]
= —1[G11 + G2
DOS(E,3) = —2Im[A(3)G11 + B(3)Gss + C(3)G13 + D(3)]

= —1[G11 + G + Gas).

(3.26)

Las condiciones iniciales para la generacién 2 son triviales; con ayuda del sistema
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(3.3) obtenemos las condiciones de la tercera generacién, obteniendo finalmente

A@R) = 1
B(2) = 1

c@) = 0

DE) = 0

AB) = 1+ e (3.27)
BB3) = 1+ gam,

0B) = i

DB =  ma

Finalmente necesitamos dar valores a los G;; de la ecuacién (3.23). Considera-
mos dos casos: cuando la cadena tienen en sus extremos saturadores periédicos
semiinfinitos y cuando carece de ellos.

Los saturadores son los cables que se colocan en los extremos de la cadena a
través de los cuales se hace pasar un electrén. Suponemos que éstos son con-
ductores perfectos y los representamos mediante cadenas periédicas (que como
se sabe tienen coeficiente de transmisién 1) tan largas en comparacién con el
sistema de Fibonacci que podemos pensarlas como semiinfinitas. La figura 3.6
muestra una cadena de Fibonacci renormalizada con saturadores, éstos también
renormalizados.

te(m) t t(n) t te(m)
EPL(m) EPR(m) EL(H) ER(H) EPL(ITI) EPR(m)

Figura 3.6: Cadena por sitios renormalizada con dos saturadores peridédicos semi-
infinitos en sus extremos. Estos se muestran también renormalizados.

En esta figura, Ef(m), EE(m) y tp(m) son las energfas de los saturadores
renormalizados. La energia ¢ es la que se utiliza para pegar los saturadores al
sistema. A partir de la ecuacién de Dyson de este sistema de 6 sitios podemos
obtener, de la misma forma que lo hicimos para las generaciones 3 y 4 sin
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saturador, el siguiente sistema de ecuaciones:

(E - Ef(m))Gh = 512' + tp(m)GQi
(E—EE(m)Gai = 02 +tp(m)Gr; +tGs;
(E—FEL(n)Gs; = 03 +tGa +t(n)Gy;
(3.28)
(E—Er(n)Gai = 61 +t(n)Gs; + G

(E — Ef (m))Gs;

O5i + tGai + tp(m)Ge;i
(E—EE(m)Gei = d6i +tp(m)Gsq,

donde el subindice i toma valores desdel 1 hasta el 6. Al manipular algebraica-
mente estas seis ecuaciones podemos obtener valores para los coeficientes G1,
G4 y G14 que necesitamos para calcular la densidad de estados. Los valores de
dichos coeficientes se muestran en el Apéndice 1.

Por otro lado, si la cadena no tiene saturadores, el sistema de ecuaciones que
necesitamos es justamente (3.9). A partir de estas cuatro ecuaciones podemos
obtener los coeficientes de la funcién de Green que requerimos. Las funciones
de Green para esta cadena sin saturadores, como se mencioné anteriormente, se
encuentran en el Apéndice 1.

Tenemos por lo tanto todo lo que necesitamos para calcular la densidad de
estados de cualquier generacién de una cadena de Fibonacci por sitios; ahora
estudiaremos el problema cuando la cadena presenta una impureza.

3.2. Cadena Mixta con Impureza

Vamos a estudiar dos casos: uno en que la cadena presenta una impureza puntual
y otro en que se presenta una impureza tipo Fano.

3.2.1. Impureza Puntual

Esta impureza consiste en un sitio que no tiene la autoenergia que le corresponde.
Para la generacién n, que se forma pegando las n — 1 y n — 2, vamos a colocar
dicha impureza al inicio de la cadena n — 2 como se muestra en la figura 3.7.
El procedimiento para calcular la densidad de estados es andlogo al de la seccion
anterior. Lo dividimos en tres pasos:

Primero renormalizamos la primera mitad de la cadena, la generacién n — 1,
calculando las energias y los coeficientes de la densidad de estados igual que
como se hizo en la seccién anterior.
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o O o o o o

EL(I’I- 1 ) ER(I’I- 1 ) Simp s Ca Ea

Figura 3.7: Sitio de impureza con autoenergia &;,,, colocado al inicio de la
segunda parte de la generacién n de la cadena.

Después renormalizamos la segunda mitad de la cadena, la generacién n — 2,
considerando que el primer sitio es una impureza. Para hacerlo simplemente
cambiamos las condiciones inciales de las energias y los coeficientes A, B,C' y
D de la densidad de estados por condiciones de impureza y en sus féormulas de
recurrencia tomamos con impureza sélo los coeficientes que dependen de j — 1,
pues si tomaramos también aquellos que van como j — 2 con las condiciones al-
teradas no tendriamos una sola sino muchas impurezas puntuales, una al inicio
de cada generacion. Llegamos asi a un sistema de 4 sitios.

Finalmente, para pegar estas dos cadenas, renormalizamos este sistema de 4
sitios igual que en la seccién anterior, pero considerando las constantes de n — 1
sin impureza y las de n — 2 con impureza, pues fue en esta parte de la cadena
donde la colocamos.

Vemos asi que para introducir una impureza puntual no hay que hacer calculos
nuevos, simplemente debemos adaptar los que ya teniamos. No sera asi para
cuando tengamos una impureza tipo Fano.

3.2.2. Impureza tipo Fano

Recordemos de la seccién (1.3) que una impureza tipo Fano es una cadena de
atomos que se le adhiere a otra en un determinado sitio. En este caso consider-
amos una cadena de Fibonacci por sitios que se le pega a otra del mismo tipo
en el primer sitio de la generacién n — 2 (el sitio donde tenfamos la impureza
puntual).

Para calcular la densidad de estados de este sistema tenemos que renormalizar
las dos cadenas, la normal y la de impureza, a la vez. Esto nos conduce a un
sistema reducido de dos sitios efectivos cuya densidad de estados es la suma de
la densidad de la cadena n—1, la de lan—2 y la de la impureza. Al renormalizar
cada una de estas tres partes llegamos al sistema de seis sitios de la figura 3.8.
Queremos reducir este sistema a uno de sélo dos sitios como hemos hecho an-
teriormente. Llevamos a cabo un procedimiento analogo: escribimos la matriz
Hamiltoniana y utilizamos la ecuacién de Dyson para escribir todos los coefi-
cientes de la funciéon de Green en términos de las Gj; de los extremos. Estos
coeficientes los sustituimos en la expresién explicita de la densidad de estados y
obtenemos férmulas de recurencia para las coeficientes de la densidad de estados
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EL(n- 1) ER(Il- 1) EL(I]—Z) ER(n-Z)

Figura 3.8: Cadena de impureza adherida a la cadena original. Todas ellas se
muestran renormalizadas.

del sistema reducido.

La matriz Hamiltoniana del sistema de la figura 3.8 es la siguiente:

Er(1)  t(1) 0 0 0 0
t(1)  Er(l) i 0 0 0
0 ti Ep(2) (2 tii 0
H= 0 0 t(2)  Egr(2) 0 0 - (3:29)
0 0 tii 0  EpF(m) tp(m)
0 0 0 0 tr(m)  ErF(m)

Hemos hecho las sustituciones (n —1) — 1y (n—2) — 2; la integral de salto ti
es la que usamos para pegar impureza Fano y las cantidades E, F(m), EgrF(m)
y tr(m) corresponden a la renormalizacién de la impureza, que suponemos es
de una generacién arbitraria m. El sistema de ecuaciones que obtenemos de la
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ecuacién de Dyson es :

(E—-Er(1)Gy; = 61 +t(1)Gy
(E — Er(1))Ga; = 09 +t(1)G1; + tiG3;
(E — EL(Q))G&' = 03; +tiGoy; + t(Q)GM + tiiG's;
(3.30)
(E— ERr(2))Gai = 04 +1(2)G3
(E — ELF(m))Gg)i = 05 + tiiGs; + tF(m)GGi
(E — ERF(m))GGz = 561’ + tF(m)Gm‘

El subidice ¢ toma valores desde 1 hasta 6, de modo que el sistema anterior
contienen todas las partes de la ecuacién de Dyson. Al escribir la densidad de
estados como la suma de las densidades de cada parte de la cadena obtenemos:

DOS(E) = A(1)Gi1 + B(1)Gaz + C(1)G12 + D(1)
+A(2)G33 + B(2)Gas + C(2)G34 + D(2) (3.31)
+AFGs5 + BFGgg + CFGs6 + DF.

De los G;; de esta expresién nos quedaremos nada mas con los de los extremos,
es decir, G11,G44 v G14. Esto lo podemos hacer escribiendo todos los demas en
términos de estos tres utilizando el sistema (3.30). Sustituyendo los resultados
en la densidad de estados y reacomodando términos llegamos a una expresion
del tipo

DOS(E) = ATG11 + BTGy + CTG14 + DT, (3.32)

donde los coeficientes tienen los valores

AT = A1)+ FlzB(l) + [C(1) + F22A(2) + F3Afp

+F;F3Br + FyF3Cr
BT = B(2)+ F52B(1) + F62A(2) + FsC(2) + Fr AR

+F42F7BF + FuF7Cp

(3.33)

CT = 2F FsB(1)+ F5C(1) — 2FsF>A(2) + F»C(2)

+FsAp + FiFsBr + FyFsCr

DT = D(1)+ D(2) + Dr + FoB(1) + FioA(2) + F11 Ar

+F120F42FHBF + F4F110F.
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Los valores de todas las constantes presentes en estas tultimas expresiones se
muestran en el Apéndice A. Las férmulas de recurrencia para las energias de
renormalizacién, para los coeficientes A, B,C, y D, los valores de AT, BT,CT
y DT y las funciones de Green G; se utilizan para calcular numéricamente la
densidad de estados de sistemas como los que se han descrito.

3.3. Fibonacci de Enlaces

En esta cadena todos los sitios tienen autoenergias iguales y las integrales de
salto se acomodan segun la sucesién de Fibonacci. La figura 3.9 ilustra las
primeras generaciones de estos sistemas.

.tA.

&o Eo
. tA ‘ tB ‘
Eo Eo &o
’ ta . ts . ta ‘
Eo Eo &o Eo
t t t t
e "o "o "o "“0o"eo
Eo Eo &o Eo Eo &o

Figura 3.9: Primeras 4 generaciones de la cadena de Fibonacci por enlaces.

A diferencia de la cadena por sitios, aqui las generaciones n — 1 y n — 2 que
forman la n-ésima cadena no se pegan mediante una energia de enlace sino en
un sitio. Por lo tanto, en el primer paso de la renormalizacién de la cadena n
no tendremos un sistema reducido de 4 sitios sino de tnicamente 3, como se
muestra en la figura 3.10.

t(n-1) _ t(n-2)
@ @ [

EL(n— 1) Em (Il) ER(Il—2)

Figura 3.10: Generacion n de la cadena de Fibonacci por enlaces vista como la
union de las dos generaciones anteriores renormalizadas.
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Por simplificacién hemos introducimos la energia central de este sistema
EM(TL) EER(n—1)+EL(TL—2) (334)

El procedimiento para calcular las energias efectivas del sistema renormalizado
es analogo al que se siguié para renormalizar la tercera generacion de la cadena
por sitios. Las férmulas de recurrencia que se obtienen son

2 —
Er(n) = Eiln—1)+ =515

2 —
Eg(n) = _ER@172)+fgggE%3 (3.35)
) =

y sus correspondientes valores iniciales son los siguientes:

EL(2) = €o
ER(2) = €0
t(2) = ta
P (3.36)
EL(3) = <o + E'fso
t%
ER(S) = ¢+ E—=co
t3) = =

Para calcular la densidad de estados notamos lo siguiente: al escribirla como la
suma de las densidades de estados de las dos generaciones anteriores, hay un
sitio sobre el que sumamos dos veces, pues en el sitio central de la cadena n
se enciman las energias derecha e izquierda de las generaciones n — 1y n — 2
respectivamente. Es necesario por lo tanto restar una funcién de Green asociada
a este sitio, es decir

DOS(n) = —LIm[A(n)G1, + B(n)Gas + C(n)Ghs + D(n)]

= —2[A(n = 1)Gu1 + B(n—1)G2 + C(n —1)G1s

(3.37)
—I—D(n — 1) + A(n — 2)G22 + B(n — 2)G33

+C(Tl - 2)G23 + D(Tl - 2) - GQQ}.

Ahora hacemos lo mismo que hicimos para la cadena mixta: comenzamos por
escribir la ecuacién de Dyson del sistema, que consiste en el producto de dos
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matrices de 3 x 3. Al multiplicar las tres columnas de G por la segunda fila de
FE — H llegamos al siguiente sistema de ecuaciones:

(E — EM(’H))G21 = t(n — 1)G11 + t(n — 2)G31
(E — EM(n>)G22 = 1+ t(n — 1)G12 + t(’I’L — 2)G32 (338)
(E — EM(n))G32 = t(n — 1)G13 + t(n - 2)G33

Estas ecuaciones nos permiten expresar todas las G;; en términos de G11,G33
y Gi3 (dichas funciones de Green se encuentran en el Apéndice 2), las sustitu-
imos en la densidad de estados y factorizamos para llegar a los valores de los

coeficientes

A(n=1)+[Bn—1) + A(n - 2) - 1| =gl

t(n—1
+C(n — 1)7(E_(EM()H))

Bn—2)+[Bn—1)+A(n—2) — 1]-r=2__
(n—=2)+[B(n—1)+A(n-2) }(E*EM(TL))Z

t(n—2
+C(n—-2) (E—(EM()n))

(3.39)

[B(n — 1) + A(n — 2) — 1] 2=DHn2)

t(n—2) t(n—1)
+C(n—1) (Ei%M(n)) +C(n—2) (Esz(n))

D(n—1)+ D(n—2)

+[B(n —1) + A(n - 2) = Uig—gomy
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y se llega de manera analoga a sus correspondientes valores iniciales

A(2) = 1
B(2) = 1

c@) = 0

D(?2) = 0

AB) = 14 (Efif‘) (3.40)
BB3) = 1+ gk

CB) = @4

D(3) = (Eﬁso).

Ya que tenemos estos coeficientes A, B, C'y D y las funciones de Green, podemos
escribir la densidad de estados de la cadena como

DOS(E,n) = —%Im[A(n)Glg + B(n)Gss + C(n)Gis + D(n)].  (3.41)

Para obtener las funciones de Green G11,G33 y G135 de la densidad de estados
consideramos de nuevo dos casos: el de la cadena con saturadores y el de la
cadena sin saturadores.

Cuando el sistema tiene saturadores pensamos nuevamente en ellos como cade-
nas periddicas mucho mas largas que la de Fibonacci, s6lo que ahora no usamos
una integral de salto para juntarlas sino que se pegan sitio con sitio (igual que
como se adhieren las generaciones de la cadena de Fibonacci).

te(m) t(n) te(m)
@ @ @ @

EPL(m) ELM(n) ERM(n) EPR(m)

Figura 3.11: Cadena de Fibonacci por enlaces con dos saturadores periédicos
renormalizados en sus extremos.

En la figura 3.11, EX;(n) = EE(m) + Er(n) y EF(n) = EF(m) + Er(n).
Partiendo nuevamente de la ecuaciéon de Dyson de este sistema de cuatro sitios
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efectivos, las ecuaciones que necesitamos para calcular los G;; son:

(E - Ef(m))Gh (511' + tp(m)Ggi

(E — E]L\/[(m))GQl = 09 + tp(m)Gli + t(’l’L)Gg,i

(E— ER(m)Gsi = 63 + t(n)Gai + tp(m)Guy (3.42)

(E— EE(m))Gy da; +tp(m)G3;

Aqui, el indice i va desde 1 hasta 4. Los valores de las funciones de Green que se
obtienen a partir de estas ecuaciones se pueden ver en el Apéndice 2. Por otro
lado, si la cadena carece de saturadores, las ecuaciones que necesitamos para
obtener dichos coeficientes son las del sistema (3.38), y como se menciond an-
teriormente, estas funciones de Green se pueden consultar en el Apéndice 2.
Tenemos por lo tanto todo lo que necesitamos para calcular iterativamente la
densidad de estados de cualquier generacién de una cadena de Fibonacci por
enlaces. Lo siguiente es ver qué pasa cuando dicha cadena tienen impurezas.

3.4. Cadena de Enlaces con Impureza

Al igual que como lo hicimos en la cadena por sitios, vamos a analizar la im-
pureza puntual y la tipo Fano, ambas colocadas al inicio de la cadena n — 2 que
forma la generacién n.

3.4.1. Impureza Puntual

Recordemos que esta impureza es simplemente un sitio con una autoenergia que
no le corresponde. Repetimos los tres pasos que se llevaron a cabo para el caso
de la cadena de sitios:

Primero renormalizamos la primera mitad de la cadena, es decir la generacion
n — 1, siguiendo los procedimientos que se aclararon en la secciéon anterior.

Lo siguiente es renormalizar la segunda mitad de la cadena, la generacion n — 2,
considerando que su primer sitio es de impureza. Esto lo hacemos alterando
las condiciones iniciales y cambiando las férmulas de recurrencia, con impureza
cuando aparece un j — 1 y sin impureza cuando aparece un j — 2.

Por ultimo pegamos las dos cadenas, que juntas forman la generaciéon n, tomando
en cuenta que las constantes de la parte n — 1 no llevan impureza y las de la
parte n — 2 si la llevan. Vemos otra vez que no hubo necesidad de hacer calculos
nuevos para introducir una impureza puntal.
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3.4.2. Impureza tipo Fano

La impureza Fano en este caso es una cadena de Fibonacci por enlaces que
se adhiere con su primer sitio al sitio de impureza de la cadena original. El
procedimiento para renormalizar este sistema y calcular su densidad de estados
es analogo al que se hizo para la cadena por sitios. Se renormaliza todo el sistema
como un conjunto y se escribe la densidad de estados como una suma de tres
partes: la cadena n — 1, la n — 2 y la impureza. El sistema efectivo, en este caso
de cuatro sitios, de la cadena con impureza se muestra en la figura 3.12.

ErF(m)
te(m)
t(n-1) || t(n-2)

Eiu(n-1) EwF(m) Er(n-2)

Figura 3.12: Impureza Fano adherida a una cadena de Fibonacci por enlaces.

Aqui hemos hecho las sustituciones (n — 1) — 1, (n — 2) — 2 y hemos definido
EyF(m) = Ey(n)+ ELF(m). Las cantidades Ep F(m), ERF(m) y tg(m) cor-
responden a la renormalizaciéon de la impureza, que es de generacion m. La
matriz Hamiltoniana del sistema de la figura 3.12 es la siguiente:

Er(1) t(1) 0 0
t(1)  EyF(m)  tp(m) £(2)
H= . (3.43)
0 tp(m)  ErF(m) 0
0 t(2) 0 Egr(2)

El sistema de ecuaciones que se obtiene a partir de la ecuacién de Dyson para
este Hamiltoniano es

(E — EL(].))GM — 511‘ + t(l)GQi
(E — E]\,[F(m)))GQi = 09 + t(l)Gli + tF(m)Ggi + t<2)G4Z‘
(E— EgF(m)))G3i = 0d3i+tr(m)Gay (3.44)

(E — Er(2))Gai

04 + t(2)G2i

El subindice ¢ toma valores desde 1 hasta 4, de modo que estas ecuaciones
contienen todas las partes de la ecuacion de Dyson. Al igual que con el problema
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de sitios, escribimos la densidad de estados como la suma de la densidad de
cada parte del sistema y reescribimos todas las componentes de dicha suma en
términos de G14,Gyq y G14, es decir

DOS(E,n) = A(1)Giy + B(1)Gas + C(1)Gra + D(1)
+A(2)Gas + B(2)Gaa + C(2)Gaq + D(2)
+AFGyy + BFGss + CFGoy + DF (3.45)
—2Gly

= ATG14+ BTGyy + CTG14 + DT.

Noétese que por la construccion del sistema hemos sumado tres veces sobre el
sitio EprF'(m) asociado a la funcién Gag, por lo que debemos restar dos veces
dicha funciéon de Green. Se encontré que los coeficientes de las funciones de
Green tienen los valores:

2,2
AT = A()+(B(1)+ A@R) + AF - 2) (1) + ZREe)
CFtpt?(2)
+ DEI;VO(Z
2
BT = (B(1)+A(2)+AF -2) (5585 ) + B@) + $22
BFt%2t%(2) | 2CFtpt(1)t(2
+ DE?VOB + DEITJV(O)Q()
(3.46)
CT = (B(1)+A(@2)+AF - 2) (3203, ) + G + S
2BFt2.t(1)t(2) | 2CFtpt(1)t(2)
+ DEI;NO?) + D;NOZ
DT = (B(1)+A@)+AF - 2) (5=t ) + D(1) + D(2)
BFt2 CFt
T @ E=PDENOLT =7 + pEnor T DF

En el Apéndice 2 se muestran detalladamente los valores de todas las constantes
en estas expresiones. Nuevamente, las férmulas de recurrencia para las energias
de renormalizacion, los coeficientes A, B,C'y D y las funciones de Green G';; son
utlizadas para calcular de manera numérica la densidad de estados de cadenas
como las que se han mencionado.



Capitulo 4

Resultados

Un tipico cuasicristal unidimensional se puede modelar con el arreglo de los ato-
mos, que siguen la secuencia de Fibonacci. Sabemos que su espectro electrénico
es un conjunto de Cantor con medida de Lebesgue cero [31], y sus correspon-
dientes estados propios son criticos. Ademéds los sistemas cuasiperiddicos son
muy sensibles a defectos locales, por lo que es importante estudiar sistemas de
tamano macroscopico para minimizar los efectos de frontera. En este trabajo
hemos desarrollado una extensién del método de renormalizacién para densidad
de estados de dos tipos de redes de Fibonacci, mixta y de enlaces, de lo cual
se hace un estudio detallado en este capitulo. Cabe mencionar que con el fin de
aislar los efectos de cuasiperiodicidad, en esta tesis consideramos tinicamente la
banda electrénica s.

Con el fin de hacer un estudio detallado de la densidad de estados, se implemen-
taron progamas en Fortran 90 para obtener resultados numéricos de la DOS en
sistemas con y sin impurezas, haciendo un andlisis detallado de como la longi-
tud de la cadena acoplada afecta el espectro de densidad de estados del sistema
original.

Lo siguientes parametros fueron los que se consideraron en todo el trabajo:

Para el problema de la cadena mixta se tomaron cadenas de generacion n = 30
que contienen 1 346 269 atomos y se les acoplaron impurezas tipo Fano de gene-
raciones 3 (3 dtomos), 20 (10 946 dtomos), 30 (1 346 269 dtomos) y 50 ( 20 365
011 074 dtomos). En los casos en que se adhierieron saturadores, éstos fueron
cadenas periddicas de generacién 100, y la parte imaginaria de la energia fue
de 1075t|. Cuando consideramos cadenas periédicas tomamos las autoenergias
como €4 = eg = 0, mientras que las integrales de salto son t44 = tap = t. Por
otro lado, en las cadenas de Fibonacci consideramos los valores de autoenergias
ea = —ep = 0,1]t| y las integrales de salto tyq = 7t = @t y tap = t.
Para el caso de una cadena con una impureza puntual, la autoenergia de ésta
se tomé como £, = 0,5]¢].
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Por otra parte, en el estudio de la cadena de enlaces son consideraron cadenas
de generacién 30 (1 346 270 dtomos) y se le adhirieron impurezas Fano de -
generaciones 3 (4 dtomos), 22 (28 658 dtomos), 30 (1 346 270 dtomos) y 50
(20 365 011 075 dtomos). Nuevamente los saturadores son cadenas periédicas
de generaciéon 100 y la parte imaginaria de la energfa se tomé como 107|¢|.
Las autoenergias e integrales de salto que se tomaron en cuenta para las cade-
nas periédicas fueron ¢g = 0y t4 = tg = t. Por otro lado, para los sistemas
cuasiperiodicos se consideraron las autoenergias como €y = 0 y las integrales de
salto como t4 = 7t = @t y tg = t. Nuevamente, en el caso de una cade-
na con una impureza puntual, se tomdé la autoenergia de ésta como &, = 0,5[¢].

El procedimiento que se llevé a cabo fue tomar cadenas periddicas y de Fibo-
nacci (mixtas y por enlaces) de una longitud fija y acoplarles impurezas Fano
periddicas o de Fibonacci de diferentes longitudes (a las cadenas mixtas se les
colocaron impurezas mixtas y a los sistemas por enlaces impurezas por enlaces).
Se analizé como las impurezas alteran el espectro de densidad de estados de las
cadenas originales y los nuevos picos que aparecen, tanto dentro como fuera de
la banda, al tener impurezas acopladas. A continuacién se muestran las graficas
con los resulados obtenidos.
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Figura 4.1: Densidad de estados contra energia para cadenas periddicas y de
Fibonacci mixtas de generacién 30 a) y ¢) sin impureza; b) y d) con una impureza

puntual.
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Figura 4.2: Densidad de estados contra energia para cadenas periddicas y de
Fibonacci de enlaces de generacién 30 a) y ¢) sin impureza; b) y d) con una
impureza puntual.
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Estos primeros resultados muestran la densidad de estados contra la energia para
cadenas periddicas y de Fibonacci sin impureza y con impurezas puntuales. En
la figura 4.1 (a) vemos el espectro de densidad de estados en todo el ancho de
banda para una cadena peridédica de generaciéon 30; ndtense las singularidades
que hay en los extremos de las bandas, que son las singularidades de Van Hove
mencionadas en el capitulo 2. Si a esta cadena periddica le agregamos una im-
pureza de sitio €, = 0,5]t] el espectro de densidad de estados es el que se ve
en la figura 4.1 (b). Nétese la similitud de los espectros con y sin impureza; esto
se debe al gran numero de atomos que tiene una cadena de generacién 30, por
lo que modificar la autoenergia de uno de ellos no altera significativamente la
forma general de la densidad de estados, salvo por la aparicién de picos fuera
de la banda. Si ahora tomamos una cadena mixta de Fibonacci sin impurezas,
el espectro de DOS es el que se muestra en la figura 4.1 (¢). Vemos cémo la
cuasiperiodicidad de la cadena hace que el espectro presente diferentes gaps. Si
ahora introducimos una impureza puntual €;,,, = 0,5/t|, observamos la apari-
cion de estados dentro de los gaps y fuera de la banda tal y como se aprecia en
la figura 4.1 (d).

Por otra parte, el espectro de densidad de estados en todo el ancho de banda
para cadenas periddicas y de Fibonacci por enlaces se muestra en la figura 4.2.
Vemos en la figura 4.2 (a), que corresponde a una cadena periédica de generacién
30, el espectro uniforme y con singularidades en las orillas igual al de la figura
4.1 (a). Al agregar una impureza de sitio €y, = 0,5|t| obtenemos la gréfica
de DOS de la figura 4.2 (b) y notamos nuevamente que esta impureza puntual
no modifica la forma general del espectro de DOS. Por otro lado, la figura 4.2
(¢) corresponde a una cadena de Fibonacci de enlaces sin impurezas; en ella
vemos nuevamente la aparicién de estados en las zonas pohibidas y notamos
que el espectro es simétrico alrededor del cero de energia. Finalmente, tenemos
en la figura 4.2 (d) la densidad de estados contra energia para una cadena de
Fibonacci por enlaces con una impureza puntual &;,,, = 0,5/¢]; nétese como esta
impureza produce un estado dentro de uno de los gaps.

Vemos entonces que una impureza puntual no modifica de manera importante
la forma general de la densidad de estados. Cabe mencionar que Economou
[11] encontré una solucién analitica para la densidad de estados de una cadena
periddica infinita con una impureza sustitucional. Dicha solucién se estudia en el
Apéndice 1. Veamos ahora lo que sucede si a sistemas como estos les agregamos
impurezas tipo Fano.
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Figura 4.3: Densidad de estados vs. energia para una cadena periédica mixta de
generacién 30 con impurezas periédicas de generaciones a)3, b)20, ¢)30 y d)50.
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Figura 4.4: Amplificacion de la densidad de estados de una cadena periddica
mixta de generacién 30 con impurezas periédicas de generaciones a)3, b)20,
¢)30 y d)50 alrededor de un estado transparente.
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Figura 4.5: Densidad de estados vs. energia para una cadena periédica mixta de
generacién 30 con impurezas cuasiperiédicas de generaciones a)3, b)20, ¢)30 y

d)50.
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Figura 4.6: Amplificacion de la densidad de estados de una cadena periédica
mixta de generacién 30 con impurezas cuasiperiédicas de generaciones a)3, b)20,

¢)30 y d)50 alrededor de un estado transparente.
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Estos resultados corresponden a cadenas periddicas con impurezas Fano de ge-
neraciones 3, 20,30 y 50. Las dos primeras figuras corresponden a sistemas con
impurezas periddicas y las segundas dos a sistemas con impurezas de Fibonacci
mixtas.

La figura 4.3 muestra la densidad de estados contra la energia para una cadena
periddica de generacién 30 (1 346 269 sitios) con impurezas Fano periédicas de
generacién a) 3 (3 sitios), b) 20 (10 946 sitios), c¢) 30 (1 346 269 sitios) y d) 50
(20 365 011 074 sitios). Nétese que los espectros son muy parecidos debido a
que la parte imaginaria de la energfa es de 1075|¢| y los picos de la densidad
de estados se traslapan, provocando que el espectro parezca ser continuo y en
algunos casos, como en la figura 4.3 (b), la linea se vea mds gruesa. Sin embargo
existen grandes diferencias como se puede apreciar en la figura 4.4 donde se
presenta una amplificacién de la densidad de estados contra energia de los mis-
mos sistemas en un cierto intervalo de energias. Observamos que conforme crece
la generacion de la impureza Fano el espectro tiene mas oscilaciones tal como
puede verse en la figura 4.4 (b) y (c). Esto se debe a que el sistema debe tener
tantos estados como sitios, de manera que al crecer la impureza crece también
el nimero de sitios y por lo tanto de estados (cada pico de la oscilacién corres-
ponde a un estado). Finalmente, cuando el nimero de estados de la impureza es
mucho mayor al de la cadena original (figura 4.4 (d)), el espectro es producido
casi en su totalidad por la impureza que, al ser periédica, muestra un espectro
muy similar al de la cadena original con una impureza pequena. El espectro de
densidad de estados de la figura 4.4 (d) parece ser plano, sin embargo, sabemos
que debe ser un espectro que oscila con tantos picos como sitios en el sistema.
Este sistema, donde la cadena original es de generacién 50, contiene del orden
de 10® sitios, de manera que necesitariamos hacer un barrido con alrededor de
10% datos con la parte imaginaria de la energia de 1078, Sin embargo, por li-
mitaciones de cémputo no podemos hacer un barrido tan fino, por lo que no es
posible apreciar las oscilaciones del espectro.

Ahora, si la cadena acoplada no es periddica sino de Fibonacci mixta, los espec-
tros de densidad de estados contra energia son los que se muestran en las figuras
4.5 y 4.6 (con impurezas de las mismas generaciones 3, 20,30 y 50). Obsérvese
que en la figura 4.5 (a), donde la cadena acoplada es de generacién 3, el espec-
tro de DOS no se ve casi alterado y es similar al espectro de la figura 4.3 (a).
Notese ademas que cuando la cadena de impureza es de generacién 20, como
puede verse en la figura 4.5 (b), el espectro presenta pseudo-gaps debido a la
combinacion de un espectro de DOS periédico y uno cuasiperiédico; esto es més
notorio si la impureza es de la misma longitud que la cadena (figura 4.5 (c)) pues
ambas contribuyen de igual manera, y si la impureza es mucho mas grande que
la cadena original, tal como se ve en la figura 4.5 (d), el espectro corresponde
practicamente al de una cadena de Fibonacci (es decir, al de la impureza). En
estas cuatro gréficas vemos que existe una energia (alrededor aproximadamente
de 0,2235|t]) donde el espectro de densidad de estados parece ser constante. Para
analizar este punto hemos hecho una amplificacién alrededor de esta energia y
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lo que observamos es un espectro que oscila de manera periddica sin importar la
longitud de la impureza (sélo cambia la frecuencia de oscilacién, como se mues-
tra en la figura 4.6). Este sitio corresponde a uno de conduccién casi balistica
y se ha visto que aparece siempre que la generacién de la cadena original es un
multiplo de 6 [37]. Nuevamente observamos que el espectro de la figura 4.6 (d)
parece ser plano a pesar de que deberia presentar oscilaciones. De nuevo esto se
debe a que la frecuencia de la oscilacion es sumamente pequena y necesitariamos
un barrido de energias mucho mas fino del que es posible hacer. Veamos ahora
lo que sucede si las cadenas originales son de Fibonacci en vez de periddicas.
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Figura 4.7: Densidad de estados vs. energia para una cadena de Fibonacci de
generacién 30 con impurezas periédicas de generaciones a)3, b)20, ¢)30 y d)50.
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Figura 4.8: Amplificacion de la densidad de estados de una cadena de Fibonacci
de generacién 30 con impurezas periédicas de generaciones a)3, b)20, ¢)30 y

d)50 alrededor de un estado de transmisién uno.
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Figura 4.9: Densidad de estados vs. energia para una cadena de Fibonacci mixta
de generacién 30 con impurezas cuasiperiddicas de generaciones a)3, b)20, ¢)30
y d)50.
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Figura 4.10: Amplificacién de la densidad de estados de una cadena de Fibonacci
mixta de generacién 30 con impurezas cuasiperiédicas de generaciones a)3, b)20,
¢)30 y d)50 alrededor de un estado transparente.
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Los resultados de las figuras 4.7, 4.8, 4.9 y 4.10 corresponden a cadenas de Fi-
bonacci mixtas con impurezas Fano periddicas y de Fibonacci. Las primeras dos
muestran la densidad de estados versus la energia en todo el ancho de banda
y alrededor del sitio de conduccién casi balistica que hemos mencionado para
una cadena mixta de Fibonacci de generacién 30 con impurezas peridédicas de
generaciones a) 3, b) 20, ¢) 30 y d) 50. Observamos que cuando la impureza
tienen muy pocos sitios en comparaciéon con la cadena original, como vemos en
la figura 4.7 (a), aparentemente sélo se percibe la densidad de estados de una
cadena de Fibonacci (la cadena original), sin embargo vemos que hay sitios fuera
de las singularidades de Van Hove y dentro de los gaps producto de la super-
posicién de espectros. Si la impureza es més grande, en el caso de la figura 4.7
(b) de generacién 20, los gaps empiezan a llenarse por la contribucién de estados
de la cadena periddica, lo cual es mas claro si la impureza Fano es del mismo
tamano que la cadena original, es decir de generacién 30, pues como vemos en
la figura 4.7 (c) los gaps estdn completamente saturados. Ya hemos mencionado
que mientras mas grande es la cadena acoplada mayor es el nimero de sitios
totales del sistema y mayor es el niimero de estados; los nuevos estados, como
vemos, aparecen dentro de los gaps. Finalmente, cuando la impureza Fano es
de generacion 50 préacticamente vemos solo su espectro de densidad de estados
(el de una cadena periddica), tal como se muestra en la figura 4.7 (d). A dife-
rencia del resultado obtenido para cadenas periddicas, el sitio de transmitancia
perfecta parece ser menos robusto cuando la cadena principal es cuasiperiddica,
pues vemos en la figura 4.8 (b) que la simetria y periodicidad de la oscilacién
alrededor de dicha energia comienzan a desaparecer cuando la impureza es de
generacién 20, hasta ser casi inexistentes cuando la impureza es de generacion
30 (figura 4.8 (c)). Nétese de nuevo que si la cadena adherida es de generacién
50, tal como puede verse en la figura 4.8 (d), obtenemos un espectro plano que
no muestra las oscilaciones que son de esperarse debido a la gran cantidad de
datos necesarios para hacerlas visibles.

Si las impurezas Fano acopladas a éste sistema cuasiperidodico no son cadenas
periddicas sino de Fibonacci mixtas, los espectros de DOS son los que se mues-
tran en las figuras 4.9 y 4.10. Observamos en las figuras 4.9 (a), (b) y (c¢) que
a pesar de que la cadena de impureza provoca la aparicién de estados dentro
de los gaps y mas alla de las singularidades de Van Hove, el espectro de DOS
conserva siempre su forma general y los gaps nunca se saturan, sin importar
la longitud de la impureza. Esto se debe a que ambas cadenas, la original y la
de impureza, son del mismo tipo (de Fibonacci mixtas), por lo que acoplarlas
implica la superposicién de dos espectros cuyas formas son muy similares: los
estados prohibidos para las dos son los mismos, asi que los estados prohibidos
de la superposicion se conservan. Sin embargo, cuando la cadena de impureza
es de generacién 50, como se ve en la figura 4.9 (d), los estados dentro de los
gaps desaparecen y el espectro tiene la forma exclusivamente del de la cadena
acoplada. Véase ademés que el estado transparente se conserva ain para la im-
pureza de generacién 20 como puede apreciarse en la figura 4.10 (b), pero este
estado de alta conductividad se ha perdido cuado la impureza es de generacién
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30 como se muestra en la figura 4.10 (c).
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Figura 4.11: Densidad de estados vs. energia para una cadena periédica por
enlaces de generacién 30 con impurezas periddicas de generaciones a)3, b)22,

¢)30 y d)50.
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Figura 4.12: Amplificacién de la densidad de estados de una cadena periédica
por enlaces de generacién 30 con impurezas periddicas de generaciones a)3, b)22,
¢)30 y d)50 alrededor del cero.
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Figura 4.13: Densidad de estados vs. energia para una cadena periédica por
enlaces de generacién 30 con impurezas cuasiperiddicas de generaciones a)3,
b)22, ¢)30 y d)50.

9.8x10” T r 1.5x10"
(a) (b)
9.8x10°f
{1.0x10"
m -2.0x10° 0.0 2.0x10° -2.0x10* 0.0 2.0x10*
o T T
O s.ox107} © | ) U
o s J1.2x10
-1
4.0x10"F L | l6.0x10"
0.0 . . 0.0
-2.0x10° 0.0 2.0x10° -2.0x10° 0.0 2.0x10°
E/lY E/l

Figura 4.14: Amplificacién de la densidad de estados de una cadena periédica
por enlaces de generacién 30 con impurezas cuasiperiddicas de generaciones a)3,
b)22, ¢)30 y d)50 alrededor del cero.
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Otro de los sistemas que se estudié fue la cadena de Fibonacci de enlaces. Los
resultados para la densidad de estados cuando los sistemas no son mixtos sino de
enlaces lo tenemos en las figuras 4.11, 4.12, 4.13 y 4.14. Las primeras dos figuras
muestran la densidad de estados contra la energia para cadenas de generacién 30
(1 346 279 sitios) con impurezas periddicas de generaciones a) 3 (4 sitios), b) 22
(28 658 sitios), ¢) 30 (1 346 270 sitios y d) 50 (20 365 011 075 sitios). Las ampli-
ficaciones se hacen ahora alrededor del cero, a diferencia de los sistemas mixtos,
pues ahi se ha reportado que para este tipo de cadenas cada 6 generaciones se
tiene un estado transparente [38]. Observamos que al igual que con los sistemas
mixtos, el efecto de la impureza Fano es notable en las cadenas por enlaces, pues
puede verse en las figuras 4.11 (b) y (c) que la linea del espectro se hace mds
gruesa conforme la impureza es mas grande (particularmente cuando la cadena
adherida es de generacién 30 como en la figura 4.11 (¢)), hasta regresar a verse
como la de una cadena periddica sin impureza cuando la cadena acoplada es
muy larga (de generacién 50 en la figura 4.11 (d)). Atn asi, al igual que en los
sistemas mixtos, la forma general de los espectros es similar. La razon de esto
es que la parte imaginara de la energfa en los calculos es de 107%[¢|; el tamafio
de esta parte imaginaria altera el ancho de los picos: si ésta es pequena los picos
seran delgados y, al traslaparse los espectros de dos cadenas, parecera como si
la superposicién fuera un espectro continuo (en este caso la superposicién de
dos espectros de cadenas periédicas). Sin embargo, las diferencias mds notables
entre estos espectros de DOS las observamos al realizar ampliaciones alrededor
del cero (figura 4.12). Nétese en las figuras 4.12 (b) y (¢) cémo el espectro oscila
cada vez més debido a la presencia de un mayor nimero de estados (hay més
picos), y cuando la impureza es mucho mds grande que la cadena original la
densidad de estados del sistema es sélo la de la impureza, como se puede ver en
la figura 4.12 (d) (el mismo resultado que obtuvimos para cadenas mixtas).

Ahora, cuando la impureza Fano no es una cadena periédica sino de Fibonacci,
las graficas de densidad de estados contra energia son las que se presentan en las
figuras 4.13 y 4.14. Nuevamente tenemos un resultado similar al caso de sistemas
mixtos (comparar con la figura 4.5): si la impureza es pequena, en particular
de generacién 3 en la figura 4.13 (a), aparentemente ésta no contribuye a la
densidad de estados (los estados debidos a la impureza son muy pocos y en
la grafica no es posible apreciarlos); a partir de una cierta generacién, hemos
escogido en este caso generacion 22, apreciamos en la figura 4.13 (b) que la
contribucién de la cadena adherida a la densidad de estados es palpable (ya no
son tan pocos los estados producto de la impureza como para no ser apreciables)
y se producen pseudo-gaps; si las dos cadenas, la original y la de impureza, son de
igual tamano, es decir ambas son de generacién 30, tenemos una superposicion
equitativa del espectro de ambas (figura 4.13 (c¢)) donde nuevamente hay pseudo-
gaps, v cuando la impureza es mucho mas grande, de generacién 50 en este
caso, podemos ver en la figura 4.13 (d) que son téntos los estados debidos
a dicha impureza que la contribucién de la cadena original a la densidad de
estados del sistema es despreciable. Es interesante ademds que el estado de
alta conductividad se conserva para las impurezas de generaciones 3,30 y 50
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(figuras 4.14 (a), (b) y (d) respectivamente) pero se destruye para la impureza
de generacién 22, como se ilustra en la figura 4.14 (c¢). Esto lo notamos en la
forma del espectro alrededor del cero, que difiere mucho de las demés cuando la
impureza es de generacién 22 (figura 4.14). En todos los casos constatamos la
simetria de la densidad de estados alrededor del cero que presentan las cadenas
por enlaces. Ahora veremos lo que pasa cuando las cadenas originales no son
periddicas sino de Fibonacci.
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Figura 4.15: Densidad de estados vs. energia para una cadena de Fibonacci por
enlaces de generacién 30 con impurezas peridédicas de generaciones a)3, b)22,

¢)30 y d)50.
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Figura 4.16: Amplificacién de la densidad de estados de una cadena de Fibonacci
por enlaces de generacién 30 con impurezas periddicas de generaciones a)3, b)22,
¢)30 y d)50 alrededor del cero.
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Figura 4.17: Densidad de estados vs. energia para una cadena de Fibonacci por
enlaces de generacién 30 con impurezas cuasiperiddicas de generaciones a)3,
b)22, ¢)30 y d)50.
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Figura 4.18: Amplificacién de la densidad de estados de una cadena de Fibonacci
por enlaces de generacién 30 con impurezas cuasiperiddicas de generaciones a)3,
b)22, ¢)30 y d)50 alrededor del cero.
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Al tener una cadena por enlaces de Fibonacci con impurezas periédicas obtene-
mos las graficas de densidad de estados versus energia que se presentan en las
figuras 4.15 y 4.16. Lo primero que observamos es lo siguiente: si la impureza
es pequena respecto a la cadena original, de generacion 3 para la figura 4.15
(a), se conserva la forma general de la densidad de estados de Fibonacci excepto
por la aparicion de estados dentro de los gaps mas alld de las singularidades
de Van Hove (esta figura es particularmente ilustrativa, pues vemos claramente
los 4 estados producto de los 4 sitios de esta cadena de impureza, recordando
que el sistema presenta tantos estados como sitios); si la cadena acoplada es de
generacién 22 su contribucion a la densidad de estados del sistema ya es muy
notoria como se aprecia en la figura 4.15 (b), pues los gaps han casi dejado de
existir (se han llenado con los estados de la cadena de Fano periédica); mds atin,
si la impureza es del mismo tamano que la cadena, es decir las dos son de gen-
eracién 30, deja de haber estados prohibidos pues tenemos una superposicién en
la que los dos espectros contribuyen por igual como es posible ver en la figura
4.15 (c) (del nimero total de estados, la mitad corresponde a la cadena original
y la otra mitad proviene de la impureza); finalmente cuando la impureza es mu-
cho més grande que la cadena original (generaciones 50 y 30 respectivamente)
la densidad de estados del sistema es practicamente sélo la de la impureza tal
como se ve en la figura 4.15 (d) (hay muchos mds sitios, y por lo tanto estados,
de la impureza que de la cadena original). Obsérvese ademds que en este sis-
tema el estado de alta conductividad es particularemente robusto como puede
apreciarse en la figura 4.16, pues las oscilaciones del espectro alrededor del cero
casi no cambian de forma sin importar la longitud de la impureza.

Por otro lado, si las cadenas acopladas al sistema de Fibonacci no son periédicas
sino cuasiperiédicas, obtenemos los espectros de DOS de las figuras 4.17 y 4.18.
Nétese en la figura 4.17 como la forma de la densidad de estados de sistema casi
no depende de la longitud de la impureza (observamos sin embargo la aparicién
de estados dentro de los gaps cuando la impureza es de generacion 22 y 30 en las
figuras 4.17 (c¢) y (d) respectivamente y la existencia de estados mds alla de las
singularidades de Van Hove cuando la impureza es de generacion 30 en la figura
4.17 (c)). Al igual que como mencionamos en el caso de las cadenas mixtas, los
estados permitidos y prohibidos de las cadenas original y de impureza se sittian
en los mismos lugares, de modo que al superponer los dos espectros llegamos a
uno de la misma forma (con los mismos gaps, pues los estados prohibidos son
los mismos para ambas cadenas) salvo por la aparicién de algunos estados den-
tro de los gaps y otros tantos fuera de la banda. A fin de analizar el estado de
alta conductividad realizamos de nuevo amplificaciones cerca del cero, y obser-
vamos que la periodicidad y simetria del espectro cerca de esta energia (véase
la figura 4.18) se conservan a pesar de la impureza, lo cual indica que el estado
transparente perdura sin importar el tamano de la impureza. En todos los casos
constatamos nuevamente la simetria alrededor del cero que deben presentar los
espectros de densidad de estados para sistemas por enlaces.

Mencionamos varias veces que cuando la impureza es de generacion 3 la den-
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sidad de estados del sistema aparentemente no se alteraba, como se puede ver
por ejemplo en las figuras 4.3 (a) y 4.5 (a) que corresponden a mixtas, o en las
figuras 4.11 (a) y 4.13 (a) de cadenas por enlaces. En realidad aparecen esta-
dos muy pequenos fuera de la banda que no se perciben debido a la escala de
estas graficas, mas son perfectamente visibles al ampliar la zona cercana a las
singularidades de Van Hove como puede verse en las figuras 4.19 y 4.20.



71

—2..07 —1..98 —1..89 —2..07 —1..98 —1..89
E/lt| E/lt|

Figura 4.19: Amplificacién de la densidad de estados para mostrar el estado
fuera de la banda para cadenas mixtas de generaciéon 30 con impurezas Fano de
generacion 3.
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Figura 4.20: Amplificacién de la densidad de estados para mostrar el estado
fuera de la banda para cadenas por enlaces de generacién 30 con impurezas
Fano de generacion 3.
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La figura 4.19 muestra amplificaciones cerca de uno de los bordes de la banda
para la densidad de estados contra energia para cadenas mixtas de generacién 30
con una impureza Fano de generacién 3 en el siguiente orden: a) cadena periddi-
ca con impureza periddica; b) cadena peridédica con impureza de Fibonacci;
¢) cadena de Fibonacci con impureza periédica; d) cadena de Fibonacci con
impureza de Fibonacci. Dichas amplificaciones se realizaron con el objeto de
mostrar el pequeno estado que produce la cadena acoplada fuera de la banda y
que es imposible ver con las escalas con que se hicieron las gréficas presentadas
anteriormente (las que muestran todo el ancho de banda). Cabe mencionar que
solo hemos ampliado una parte de la banda, mas del lado positivo de la energia,
es decir cerca del borde derecho, existen impurezas similares.

Del mismo modo, la figura 4.20 muestra amplificaciones en un cierto intervalo
de energias para hacer visibles los estados fuera de la banda de una cadena
por enlaces de generacién 30 con impurezas de generacion 3 en el mismo orden:
a) cadena periddica con impureza periddica; b) cadena periddica con impureza
de Fibonacci; ¢) cadena de Fibonacci con impureza periddica; d) cadena de
Fibonacci con impureza de Fibonacci. Debido a la simetria de la densidad de
estados de las cadenas por enlaces alrededor del cero, las mismas impurezas
existen del otro lado de la banda.

Resulta interesante cémo en algunos casos los gaps van llendndose por los estados
que produce la impureza y cémo en otras ocasiones estas brechas prohibidas de
energia se conservan. A continuacion presentamos amplificaciones de un sélo gap
para cadenas de Fibonacci con distintas generaciones de impureza para analizar
con mas detalle como los gaps van o no llenandose.
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Figura 4.21: Acercamiento a un gap dentro del espectro de una cadena por sitios
cuasiperiddica de generacién 30 con impurezas periddicas de generacién a)3, b)7,

c)11 y d)15.
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Figura 4.22: Acercamiento a un gap dentro del espectro de una cadena por sitios
cuasiperiddica de generacién 30 con impurezas de Fibonacci de generacién a)3,

b)7,¢)1l y

d)15.
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Figura 4.23: Acercamiento a un gap dentro del espectro de una cadena por
enlaces cuasiperiédica de generacion 30 con impurezas periddicas de generacion

a)3, b)9, ¢)15 y d)20.
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Figura 4.24: Acercamiento a un gap dentro del espectro de una cadena por en-
laces cuasiperiddica de generacion 30 con impurezas de Fibonacci de generacion

a)3, b)9, ¢)15 y d)20.



75

Los resultados mostrados en las figuras 4.21 y 4.22 son amplificaciones de la
densidad de estados contra energia en un solo gap para cadenas de Fibonacci
mixtas de generacién 30 con impurezas de generaciones a) 3, b)7, ¢) 11 y d) 15.
La primer imagen corresponde a cadenas con impurezas periddicas y la segunda
sistemas donde las impurezas son cuasiperiédicas. En estas figuras se ilustra la
forma en que la impureza periédica, conforme crece, aporta cada vez mas es-
tados al espectro de DOS, provocando asi que los gaps vayan llenandose, pues
hay cada vez menos estados prohibidos.

Por otro lado, en las figuras 4.23 y 4.24 tenemos las mismas amplificaciones de
la densidad de estados contra la energia en un sélo gap pero ahora para cadenas
cuasiperiddicas por enlaces (nuevamente de generacién 30) con impurezas de
generacién a) 3, b) 9, ¢) 15 y d) 20. La primer imagen atafie a cadenas con im-
purezas peridédicas, mientras que la segunda a sistemas donde la cadena acoplada
es de Fibonacci. Nétese que al ser la impureza Fano una cadena de Fibonacci,
ésta tiene los mismos sitios prohibidos que la cadena original, de manera que al
superponerse los dos espectros los gaps se conservan.

Todos los resultados hasta ahora mostrados corresponden a sistemas donde las
cadenas originales tienen saturadores. Vamos a presentar ahora algunos resul-
tados para cadenas por enlaces sin saturadores a fin de ver las diferencias en los
espectros de densidad de estados. Antes de mostrar las graficas vamos a notar lo
siguiente: recordando que el sistema debe tener el mismo niimero de estados que
de sitios, quitar los saturadores, que los introdujimos como cadenas periédicas
de generacion 100, implica sustraer un enorme nimero de sitios y por lo tanto
de estados del sistema. Atn asi, una cadena de generacién 30 tiene del orden
de 10% dtomos, asi que el espectro de densidad de estados seguirfa pareciendo
un continuo a lo largo del ancho de banda pues presenta muchos estados. Por
este motivo y con el objeto de ver con mayor claridad las diferencias hemos
reducido el tamano de las cadenas, son ahora de generaciéon 18. A continuacién
presentamos los resultados.
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Figura 4.25: Densidad de estados contra energia para diferentes cadenas por
enlaces de generacién 18 sin saturadores con impurezas tipo Fano de generacion

18 adheridas.

Los resultados de la figura 4.25 corresponden a la densidad de estados contra la
energia para cadenas por enlaces de generacion 18 sin saturadores con impurezas
tipo Fano también de generacién 18 en el orden siguiente: a) cadena periédi-
ca con impureza periédica, b) cadena periddica con impureza de Fibonacci, ¢)
cadena de Fibonacci con impureza periddica y d) cadena de Fibonacci con im-
pureza de Fibonacci. En todos los casos hemos tomado la parte imaginaria de
la energia como 107°[t|, en contraste con el valor 107%|¢t| que tomdbamos en
los sistemas con saturadores. Esto lo hicimos porque al haber menos estados
hay también menos picos en las oscilaciones del espectro de DOS, asi que es
necesario hacerlos menos delgados para que se puedan ver con mayor claridad.
Como podemos ver en la figura 4.25 (a), dos cadenas por enlaces acopladas sin
saturadores producen un espectro casi constante de densidad de estados; por
otra parte, notamos una gran similitud en los espectros de las figuras 4.25 (b)
y (¢); la causa de esto es que estamos acoplando en ambos casos una cadena
periédica con una cuasiperiédica del mismo tamano, y al no haber saturadores
adheridos los dos sistemas son equivalentes; por tltimo vemos en la figura 4.25
(d) que el espectro de dos cadenas de Fibonacci de igual magnitud acopladas es
igual a un espectro de Fibonacci, simétrico y con las energias prohibidas respec-
tivas, pues al adherir dos cadenas iguales se sobreponen dos espectros iguales,
asi que los gaps se conservan.

Para concluir este capitulo vamos a presentar graficas que ilustran cémo los gaps
se van modificando conforme la cadena original aumenta si el sistema acoplado
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estd fijo. Para este fin tomamos cadenas periddicas y de Fibonacci mixtas, de
generaciones variables entre 3 y 30 con una impureza Fano de generacién fija (en
este caso 18) y buscamos, para cada generacién del sistema base, en que energias
se presentan estados de conduccién. Para hacerlo calculamos la densidad de
estados en cada energia utilizando los programas que se implamentaron y se
utiliza el siguiente criterio: si la densidad de estados es mayor a 10~ se considera
que hay un estado de conduccién y le pedimos al programa que grafique un
punto; si por el contrario, la densidad de estados es menor a 10~% se considera
que no hay estado de conducuccién y le pedimos al programa que no grafique
nada. Se utliza este valor particular porque es justamente la parte imaginara de
la energia, de manera que en los programas un valor de la densidad de estados
de 1079 es equivalente a un cero. A continuacién se muestran los resultados.
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Figura 4.26: Energias donde existen estados de conduccién vs. tamano de la
cadena base para una cadena periddica con una impureza Fano peridédica de
generacién 18.
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Figura 4.27: Energias donde existen estados de conduccién vs. tamano de la
cadena base para una cadena periédica con una impureza Fano de Fibonacci
mixta de generacién 18.
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Figura 4.28: Energias donde existen estados de conduccién vs. tamano de la ca-
dena base para una cadena de Fibonacci mixta con una impureza Fano periédica

de generacion 18.
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Figura 4.29: Energias donde existen estados de conduccién vs. tamano de la
cadena base para una cadena de Fibonacci mixta con una impureza Fano de

Fibonacci mixta de generacién 18.
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Los resultados de las figuras 4.26, 4.27, 4.28 y 4.29 corresponden a cadenas
periddicas y de Fibonacci mixtas de generacion entre 3 y 30 con impurezas Fano
de generacién 18 (en todos los casos las cadenas base estdn sin saturadores). En
ellas podemos ver en qué regiones del ancho de banda existen estados de con-
duccion en funciéon del nimero de atomos de la cadena base. La figura 4.26
corresponde a cadenas periddicas con una impureza periddica adherida. En ella
observamos que hay cada vez maés estados de conduccién conforme la cadena
original crece (esto lo vemos porque las lineas son continuas a partir de una
cierta generacién). Esto ocurre porque si la cadena periédica es muy grande
siente poco el efecto de la impureza, y como se sabe, una cadena periddica sin
impurezas es un conductor perfecto. Esto es también notorio en la figura 4.27
que corresponde a una cadena periddica con una impureza de Fibonacci. Si la
impureza es muy grande respecto al sistema base, tenemos un espectro de DOS
de Fibonacci que presenta diversos gaps; sin embargo, estos gaps se van llenan-
do si el sistema peridédico crece (mencionamos anteriormente la aparicién de
pseudo-gaps), hasta que la cadena peridédica es mucho mayor a la de Fibonacci
y todos los estados son permitidos. Un efecto contrario ocurre cuando la cadena
base es de Fibonacci y la impureza es periddica, tal como se aprecia en la figura
4.28, pues aqui vemos que los gaps van abriéndose como consecuencia de la con-
tribucion de la cadena cuasiperiddica al espectro de DOS: entre mas sitios tenga
el sistema base mayor serd su contribucion, y al ser este sistema cuasiperiédi-
co surgen los gaps que podemos apreciar. Finalmente, al acoplar dos cadenas
cuasiperiédicas obtenemos los resultados de la figura 4.29. En ella vemos que
los gaps se conservan, pues estamos superponiendo dos espectros de cadenas del
mismo tipo, donde los estados prohibidos son los mismos.

En resumen, hemos estudiado el efecto de las impurezas tipo Fano en cadenas
periédicas y cuasiperiodicas de diferentes longitudes, dando a continuacién las
principales conclusiones.



Capitulo 5

Conclusiones

Una resonancia Fano se refiere a un perfil fuertemente asimétrico en el espectro
de transmisién o de absorcién de un material [3]. Se origina cuando aparece un
conjunto discreto de energias que interfiere con el espectro continuo de un sélido.
Por lo general una impureza en un material da lugar a dicho conjunto dicreto
de energias. El modelo maés sencillo para estudiar este fenémeno es el modelo
de Fano-Anderson, el cual consiste en en cadena atémica infinita a la que se le
adhiere una cadena finita (impureza Fano) [6]. A pesar de que este modelo se ha
estudiado con mucho interés en anos recientes, se le ha prestado poca atencién
a la densidad de estados de estos sistemas, y a lo que ocurre cuando alguna de
las cadenas la original o la adherida) es cuasiperiddica.

En esta tesis hemos estudiado el efecto de las impurezas tipo Fano en la densi-
dad de estados de cadenas periddicas y cuasiperidédicas a temperatura cero. Para
este estudio realizamos una extension del método de renormalizacién dentro del
formalismo de amarre fuerte y a primeros vecinos para la DOS. Obtuvimos re-
sultados para la densidad de estados de cadenas periddicas y de Fibonacci de
dos tipos, mixta y de enlaces, y realizamos un analisis detallado de cémo la
longitud de la impureza Fano afecta esta propiedad electronica.

Las principales conclusiones de esta tesis son:

1. El método de renormalizacién en el espacio real constituye una herramien-
ta eficiente y exacta para el estudio de sistemas cuasiperiédicos dada la
carencia del espacio reciproco.

2. El efecto de la impureza Fano cuando ésta es pequena respecto al sistema
base es similar al producido por una impureza puntual.

3. La superposicién de los espectros de DOS es mas evidente cuando la lon-
gitud de la cadena base y de la impureza es la misma, mas atn, cuando
una de las cadenas es cuasiperiddica tenemos la aparicién de pseudo-gaps.

81
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4. En el caso en que la cadena acoplada es mucho mayor que el sistema origi-
nal, la forma general del espectro de DOS es sélo el debido a la impureza.

5. El espectro de DOS cuando el sistema no tiene saturadores es el mismo
cuando el ordenamiento de los atomos en la cadena base es periddico y en
la impureza es cuasiperiodico, o alternando estos dos.

6. La existencia de un estado particularmente robusto, el cual no se trans-
forma de manera significativa al crecer la generacién de la impureza y
depende del tipo de las cadenas base y acoplada qué tan robusto es dicho
estado.

Adherir una impureza Fano a una cadena base implica agregar sitios al sistema
y por lo tanto el ntimero total de estados es mayor. Los estados nuevos que
aparecen, producidos por la impureza, hacen que en ocasiones los gaps se sa-
turen, pueden provocar la aparicién de nuevos gaps y surgen también estados
fuera de la banda. Por tltimo, el presente trabajo podria extenderse a sistemas
en dos y tres dimensiones usando el método de convolucién, asi como al estudio
de otro tipo de excitaciones [28]. Asi mismo, puede aplicarse el grupo de renor-
malizacién en el espacio real al estudio de la conductividad eléctrica ac y dc por
medio del formalismo de Kubo [32], ya sea a temperatura cero o a temperatua
finita, incluyendo los efectos de la estadistica de Fermi-Dirac.
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Apéndice 1

En este apéndice examinamos una solucién analitica dada por Economou [11]
para la densidad de estados local de una cadena periddica infinita con un sitio
de impureza. Se considera un Hamiltoniano de amarre fuerte y se hace uso de
la teoria de perturbaciones, llegando a una solucién analitica .

Supongamos una cadena peridédica infinita con autoenergias €y e integrales de
salto t a la que se le introduce en el sitio [ una impureza puntual con autoenergia
€0 + €. Escribimos el Hamiltoniano de esta cadena como la suma del Hamilto-
niano sin impureza Hy mas el Hamiltoniano de la impureza H;, es decir

H = Hy + Hy, (6.1)

donde Hy corresponde a la cadena sin impureza,
Hy =) |[m)eo(m|+t ) [n)(m] (6.2)
m nm
y H, proviene del sitio de impureza,

Hy = [Delll. (6.3)

Usando la definicién de la funcién de Green tal como se vio en el capitulo 2
podemos escribir estas funciones para los Hamiltonianos Hy y H como Gy(z) =
(2 — Hy)"! vy G(2) = (2 — H)™! respectivamente. Utilizando (6.1) podemos
escribir esta tltima funcién de Green como

G(z) = [1 = Go(2)H] 7' Go(2), (6.4)

o bien, al expandir el término (1 — GoH;)~! en su serie de potencias, podemos
reescribir

G =Gy +GoH Gy + GoH1GyH1Go + . .. (65)
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84 CAPITULO 6. APENDICE 1

Introducimos ahora la matriz t T'(z), de suma importancia en teorfa de disper-
sién, definiéndola como

T(z) = HiG(2)(z — Hp). (6.6)

Sustituyendo la ecuacion (6.5) en esta definicién, podemos expresar la matriz t
€omo

T=H,+ HGyHy + HHGoH1GoH1 + . ... (67)

Si en esta ultima expresién sustituimos el Hamiltoniano de impureza (6.3) pode-
mos escribir

T = |Del]l+ |Del|GolDe(l] + |De(l|Go|De(l|GolDe(l] + . . .

= |De[l +eGo(l,1) + .. ]| (6.8)

|[) 1—550(1’,1’) <[|G0'

Ya que tenemos esta expresion para T, podemos ver que G tiene la forma

G=Gy+GyTGy =Gy + G0|l> <Z|G0 (69)

€
1-— €G0([, Z)
Utilizando esta ultima expresion y la forma general para la densidad de estados
que se obtuvo en el capitulo 2, podemos finalmente escribir la densidad de
estados en el sitio . como

n|Gg (B)[){I|GF (E)|n
P(ﬁ;E)ZPO(ﬁ;E)—%Im a |Ci0_(lj)c|;l+>$?°]5(f) 4
0 » Uy

(6.10)

donde po corresponde a la densidad de estados de la cadena periédica sin im-
pureza. En particular la densidad de estados en el sitio de impureza [ es

7 PO(Z_;E)
I:FE) = — .
PEE) = TG LB

(6.11)

Utilizando por tltimo que para una red de una dimensién Go(l,[; E) = (E? —
2t2)~1/2 [11], llegamos a que la densidad de estados en el sitio de impureza es

= po(l; E)
p(l,E) = ‘1 _ 8(E2 _ 2t2)—1/2|2'

(6.12)

La densidad de estados p(7i; E) es una funcién continua de la energfa dentro de
la banda, lo cual significa que el ancho de banda de H coincide con el ancho
de banda de H, excepto por una singularidad que exhibe p(n; E) fuera de la
banda. A pesar de que el Hamiltoniano que se consider6 es una aproximacion
muy simple para describir las propiedades electrénicas de un cristal en presencia
de una impureza sustitucional, se tiene una buena descripcién cualitativa. Si se
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quieren calcular cantidades fisicas de interés cuantitativo se requiere considerar
factores mas complicados como el potencial produciod por la impureza, la no
ortogonalidad de la base, etc. [33]. Este método tiene importantes aplicaciones en
diversas areas del Estado Sélido tales como pares de Cooper, superconductividad
[11] y el problema de Kondo [34].
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A continuacién se muestran las constantes que se utilizan en las expresiones de
AT, BT,CT y DT para la densidad de estados de una cadena por sitios con una
impureza tipo Fano.

ALF = E,F(m) + ﬁ;(m) (7.1)

BET = E,,(2) + E%ZLF (7.2)

DR1 = (E — Er(1))(E — BET) — t2 (7.3)
DENO2 = [(E — E(2))(E — Eg(1)) — t2](E — ALF) (7.4)
DENO3 = [DENO2 — t3(E — Ex(1))|(E — ALF) (7.5)
. t(l)(%;ﬂBET) (7.6)

R= &

By = W (78)

Fi= m (7.9)

Fy = tg}g (7.10)
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t(2)(E — Er(1))

52 (2)(E — Er(1))?
Fr =" DRl . DENO3 (7.12)
2, t(1)(2)t
Fs = BRI DENO3 (7.13)
E — BET
e el 14
Fy DRI (7.14)
E—ER(1)
Fyg= —— R 15
10 DRI (7.15)
DENO2
— e 1
Fn=pENos (7.16)
Fio — ! (7.17)
7 E— ErF(m) '
ELL = E;(1) + t(1)F (7.18)
ERR = ER(2) + t(2)Fy (7.19)
TTT = t(2)F, (7.20)

En la siguiente seccién se presentan las funciones de Green para cadenas sin
saturadores.

7.1. Funciones de Green sin saturadores

La densidad de estados esta relacionada con la traza de la funciéon de Green.
Al renormalizar tomamos exclusivamente los sitios de frontera, por lo que las
expresiones para las funciones de Green sin saturador son:

G = —
1 E-ELL— 2212
_ TTT
Gu = (E-ELL)(E—ERR)—TTT? (7.21)
G = 1
14 E—ERR—ZITZ

En la siguiente seccion se presentan las funciones de Green para cadenas con
saturadores.
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7.2. Funciones de Green con saturadores

La mayoria de las mediciones de forma experimental se hacen a través de cables
entre la muestra y los aparatos de medicién, por lo que los saturadores mode-
lan este tipo de sistemas. En este apartado se dan las funciones de Green con
saturadores.

Gll = 1
EiELL?E—TEA‘Sg? y TTTszs2
R E—ERR——WEL("L)
Gy = !
E—-ERR——TS5° _ TTT? (7.22)
E-Bp(m) p-pLL-—TS§~
E—ER('m)
2
Gy = Gopx —IIT°
14 22 ppLL— _TS5%
E—ER(ML)

En el siguiente apéndice se presentaran las constantes que se utilizaron para cal-
cular la densidad de estados de sistemas por enlaces y sus respectivas funciones
de Green.



Capitulo 8
Apéndice 3

Las siguientes son las constantes que se utilizan para las expresiones de AT, BT, CT
y DT para la densidad de estados de una cadena por enlaces con impureza tipo
Fano.

alfa = Enr(m) + %;;F(m) (8.1)
DENO1 = (E — alfa)(E — EgF(m)) (8.2)
DENO2 = (E — al fa)DENO1 (8.3)
DENO3 = (E — EgF(m))DENO2 (8.4)
ELL = E(1) + #j?m (8.5)
ERR = Ep(2) + Etle)ﬁl (8.6)
TTT = % (8.7)

EyL = EE(m)+ ELL (8.8)

EyR = ERR+ EF(m) (8.9)
thethaR = E — EyfR — % (8.10)

91



92 CAPITULO 8. APENDICE 3

t2(m)
thethalL = E — EpyL — — 22 8.11
ctha M E — EFP(m) (8.11)

En la siguiente seccion se presentan las funciones de Green para cadenas por
enlaces sin saturadores.

8.1. Funciones de Green sin saturador

Recordemos que la densidad de estados estd relacionada con la traza de la
funcién de Green. Al renormalizar sélo tomamos los sitios de frontera, de modo
que las expresiones para las funciones de Green sin saturador son:

G = —1

" E-FELL— ET—I;_Z‘TI:R
G S

33 F_BRR- ZIIZ (8.12)
G _ TTT

13 = (E-ELL)(E—ERR)-TTT?

Por otra parte, si consideramos sistemas con saturadores obtenemos las fun-
ciones de Green que se muestran en el siguiente apartado.

8.2. Funciones de Green con saturador

Los saturadores se utilizan para modelar los cables que se utilizan entre la
muestra y los aparatos de medicién para obtener resultados experimentalmente.
Las siguientes son las funciones de Green que se obtienen al renormalizar este
tipo de sistemas.

- 1
Gll - BBl t%(m) T2
TEMET BT EP (m)  thethaR

1
Gs3 = = (8.13)
E—FEn R— P( ) __TTT?
M E,EII‘:’(,,”) thethal
— TTT
G13 - G33 thethaL

Tenemos asi todas las funciones de Green que necesitamos para calcular la
densidad de estados de este tipo de sistemas.
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