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CAPITULO 1

Introduccion

Nuestro conocimiento actual sobre la materia, su estructura y comportamiento, es
el resultado del desarrollo de ideas y conceptos que comenzaron siendo especulaciones,
nociones filoséficas o experimentos primitivos que en ocasiones conducian a resultados
e interpretaciones erréneas. Hacia el siglo XIX la experimentacion se convirtié en una
herramienta indispensable para la comprension de un gran ntmero de procesos fisicos
que a su vez, requerfan modelos tedricos de primeros principios que los explicaran. Asi
mismo, el refinamiento de aparatos y técnicas utilizadas en los laboratorios condujo al
descubrimiento de nuevos fenémenos que resultaron incomprensibles desde el punto de
vista de la fisica hasta entonces conocida. Ejemplos de lo anterior son la radiacién de
cuerpo negro o el efecto fotoeléctrico.

En el ano de 1900 existian dos leyes empiricas para describir la radiacién de cuer-
po negro. La primera, conocida como la Ley de Wien, describia de forma apropiada los
resultados experimentales para altas frecuencias. Por otro lado, la formula de Rayleigh-
Jeans arrojaba resultados correctos en la region de bajas frecuencias pero predecia un
comportamiento divergente de la radiacién emitida para frecuencias mayores. Es decir,
no existia una teoria tnica capaz de describir apropiadamente la radiaciéon de cuerpo ne-
gro a cualquier frecuencia. En ese mismo ano, las ideas originales de Max Planck no so6lo
resolvieron esta interrogante, sino que pusieron las bases de lo que hoy conocemos como
fisica cuantica. Planck abordé el problema desde un punto de vista estadistico. Propu-
so al cuerpo negro formado por osciladores en equilibrio termodinamico con la radiacién
electromagnética contenida en una cavidad y sugiridé que estos absorben la energia de
la radiacion incidente de forma proporcional a la frecuencia, en particular, expreso a la
energia absorbida mediante la formula F = hv.

Pocos anos después, Albert Einstein resolvio el problema del efecto fotoeléctrico uti-
lizando la idea de que la luz esta formada por paquetes o cuantos ahora llamados fotones.
Siguiendo el trabajo de Planck, Einstein propuso que la energia que posee cada foton esta
dada por la cantidad hv, de donde se sigue que la radiaciéon tiene un comportamiento
corpuscular y que la energia no puede tomar valores continuos, es decir, estd cuantizada.

Con estos resultados en mente, el fisico hinda Satyendra Nath Bose realizo6 un trabajo
en el que abordo el problema de cuerpo negro a partir de tratar a los fotones como un gas
de particulas idénticas.
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En 1924, Albert Einstein conoci6 el trabajo de Bose y se interes6 en él. La idea de
considerar a los fotones como un gas de particulas indistinguibles lo lleva a generalizar el
estudio realizado por Bose y asi desarrolla una descripcion estadistica no solo para fotones,
sino para atomos en general. Con esto se comprobd que la distribuciéon encontrada por
Bose resulta ser util para todas las particulas con espin entero ahora conocidas como
bosones.

Al aplicar las reglas establecidas por Bose a los atomos de un gas ideal, Einstein
encontré la existencia de una temperatura critica 7T, por debajo de la cual los atomos
comienzan a abandonar los estados excitados para poblar de forma macroscopica el estado
de menor energia. A este fendmeno se le conoce como condensacion de Bose-Einstein y se
puede entender como una transicion de fase del gas.

Después de la prediccion tedrica de la condensacion, resultdé necesaria su reproduc-
cién en el laboratorio. Para que este fenémeno pueda ocurrir es necesario que la relacién
entre densidad y temperatura que surge al aplicar la estadistica de Bose a los atomos
del gas permanezca constante. A saber, esto se cumple solo si ocurre alguna de las dos
siguientes condiciones: mantener constante la densidad de particulas en el gas a medida
que la temperatura disminuye, o bien, incrementar la densidad para una temperatura fija.
Debido a que se requiere cumplir con la condicion de gas ideal (sin interaccion apreciable
entre los 4tomos), resulta mas viable el primer método. Sin embargo existe un gran freno,
las temperaturas necesarias para la produccién de un condensado son del orden de 107K
para una nube atémica formada de 10* dtomos con una densidad aproximada de 10'°
Atomos/cm?.

Aunque a mediados del siglo XX las técnicas de enfriamiento permitian alcanzar tem-
peraturas tan bajas como 103K, la obtenciéon del condensado resultaba practicamente
imposible. No fue sino hasta el afio de 1995 que mediante técnicas de enfriamiento nove-
dosas, el grupo de Eric Cornell y Carl Anderson de la universidad de Colorado consigui
enfriar un gas a temperaturas del orden de nanoKelvin y obtuvo asi el primer condensado
en el laboratorio. Para ello, llevaron a un gas de dtomos de rubidio desde temperatura
ambiente a tan solo unos cuantos microkelvin utilizando el proceso de enfriamiento laser.
Posteriormente, con el fin de obtener las temperaturas necesarias para la condensacion,
se retiraron los &tomos més energéticos del gas mediante el proceso conocido como enfri-
amiento por evaporacion. La combinacion de estas dos técnicas de enfriamiento permitié
encontrar la fase condensada en un gas de adtomos de 8" Rb a una temperatura de 170nK y
densidades del orden de 10'° atomos/cm? en una nube atémica de aproximadamente 10
atomos [1].

En ese mismo ano, el grupo de W. Ketterle consiguié obtener la fase condensada en un
gas de atomos de *” Na mediante un proceso andlogo. La temperatura a la cual ocurri6 la
condensacion fue de aproximadamente 24K v se alcanzaron densidades del orden de 10
atomos/cm? [2].

Hoy en dia es posible obtener experimentalmente un gas condensado no sélo para
el rubidio y el sodio, sino para casi cualquier atomo alcalino. Sin embargo, de forma
estricta estos gases no cumplen con la condiciéon de ser ideales; mas atin, las técnicas de
confinamiento en el laboratorio involucran potenciales de tipo armoénico. Entonces, una
descripcion tedrica que pretenda reproducir los datos experimentales debe tomar en cuenta
estos dos aspectos.



Actualmente los trabajos tedricos se centran no sélo en describir la termodindmica de
la fase condensada, sino en conocer el proceso dindamico mediante el cual el gas alcanza el
equilibrio después de haber sido enfriado y posteriormente experimenta la condensacion.
Se ha demostrado que es posible reproducir de forma adecuada los datos experimentales
mediante una ecuacion cinética tipo Boltzmann. Para ello es necesario considerar un gas
bosoénico ultrafrio con interacciones binarias entre sus atomos y atrapado en un potencial
de tipo armoénico. En este ambito, C. W. Gardiner y P. Zoller principalmente 3, 4, 5, 6, 7],
han trabajado en la formulacién de una ecuacion cinética cuantica maestra que describe
la evoluciéon temporal del gas y la transicion a la fase condensada. Esto se puede conseguir
a partir de encontrar la ecuaciéon de evoluciéon para la matriz de densidad de N atomos
mediante una generalizacion de la ecuacion de Boltzmann. También suele emplearse la
ecuacion de Hartree-Fock-Bogoliubov y la ecuacion de Gross-Pitaevskii para deducir la
forma de la ecuacion cinética cuantica maestra.

Uno de los objetivos principales de esta tesis consiste en describir el proceso de ter-
malizacion que tiene lugar cuando se realiza el enfriamiento por evaporacion. En otras
palabras, mediante una ecuacién cinética cuantica se desea investigar como alcanza el
equilibrio un gas de Bose-Einstein ultrafrio con interacciones entre sus atomos. Para ello
se hace uso del esquema de segunda cuantizacion; ademas, el gas que se estudia presenta
interacciones entre pares de particulas y esta confinado en un potencial de tipo armonico.
El método utilizado para determinar la dinamica del gas es el de expresar al sistema de
atomos a través de una matriz de densidad reducida p; (), sobre la cual se hacen las aprox-
imaciones de que la interacciéon entre pares de particulas puede ser considerada como una
perturbaciéon del sistema, y que la relajacion al equilibrio representa un proceso Marko-
viano. De esta manera se obtiene a una ecuaciéon cinética para el ntimero de ocupacion
promedio de los niveles de energia de los 4tomos, cuya soluciéon representa la forma en la
cual el gas alcanza el equilibrio termodinamico. Con el fin de complementar el estudio del
gas de Bose con interacciones, se recurrié a la implementacion de la ecuacion cinética cuan-
tica mediante una simulaciéon numérica. Esto tltimo tuvo como objetivo la comparacion
de nuestro modelo con las observaciones hechas en el laboratorio.

El presente trabajo consta de 6 capitulos que pueden dividirse en tres apartados prin-
cipales:

Fundamentos y fenomenologia: Consiste de los capitulos 2 y 3 en los que se aborda tanto
la teoria de la condensacion de Bose-Einstein ideal como las bases fenomenologicas que
dan lugar a la fase condensada. En este apartado se discuten y revisan los principales
resultados del gas ideal confinado en un recipiente de paredes rigidas y en un potencial
armonico. Posteriormente se presentan los detalles de la formacién de un condensado en el
laboratorio, para ello se hace un estudio general de los procesos de enfriamiento de gases
bosoénicos, asi como de las técnicas de atrapamiento de dtomos frios.

Modelos teoricos: En el capitulo 4 se presentan los principales modelos teéricos para la
dindmica del gas de Bose en el proceso de enfriamiento. Para cada uno de ellos se estudia
el sistema que se modela y los principales resultados que se obtienen. Debido a su im-
portancia para este trabajo, se hace énfasis en el estudio del gas mediante una ecuaciéon
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dindamica para la matriz de densidad, asi mismo, se revisan las aproximaciones de Born y
Markov que seran utilizadas en la deduccion de la ecuacion cinética del gas.

Deduccion de la ecuacion cinética y resultados: Comienza con el capitulo 5 en el que se
hace una descripcion del sistema que se va a estudiar. Ademaés, se presentan las bases
tedricas necesarias y se deduce la ecuacion cinética cuantica que gobierna la dinamica del
gas de Bose. Se analiza cuantitativamente la ecuacion cinética obtenida y se realiza una
discusion de su validez. El capitulo 6 comprende una descripcion completa de la simulacion
numérica realizada, asi como los resultados obtenidos a partir de ella. Finalmente, en el
capitulo 7 se presentan las conclusiones, asi como los logros y perspectivas del trabajo.



CAPITULO 2

Condensacion de Bose-Einstein

La condensaciéon de Bose-Einstein es un fenémeno cuantico que se manifiesta a escalas
macroscopicas y fue predicho en 1924 contemporaneamente con el desarrollo de la mecénica
cuéantica por Satyendra Nath Bose y Albert Einstein. Bose derivo la ecuacion de Planck
para la radiacion de cuerpo negro utilizando la idea de tratar a los fotones como un gas
de particulas idénticas. Posteriormente Einstein aplico estas reglas a los atomos de un gas
y encontro la existencia de una temperatura critica 7,, por debajo de la cual un ntamero
macroscopico de particulas puebla el estado base o de menor energia.

La transicion efectuada por los dtomos del gas al estado de minima energia es tnica
para bosones (particulas con espin entero) y se puede ver como una transicion de fase que
es llevada a cabo por la estadistica de las particulas y no por sus interacciones.

En este capitulo estudiaremos la condensacion de Bose-Einstein para un gas ideal
cuéntico de bosones contenido en un recipiente de paredes rigidas (caja) y en un potencial
del tipo armonico. Aunque el problema del gas ideal atrapado en una caja se presenta
en los libros basicos de fisica estadistica, su exposicion en este trabajo tiene la finalidad
de hacer una comparacién con el caso experimental; pues como se verd en el siguiente
capitulo, para conseguir un condensado en el laboratorio es necesario confinar al gas en
un potencial de tipo armoénico y no en uno de paredes rigidas.

2.1. Gas ideal en una caja

Por definicion, un gas ideal es aquel en el que las interacciones entre las particulas que
lo componen no son relevantes para su descripcion. Es decir, se puede pensar como un gas
diluido en el que las colisiones entre particulas no cambian el estado termodinamico del
mismo, y por lo tanto, no influyen en las cantidades fisicas medibles.

Supongamos un gas ideal de Bose formado por N particulas indistinguibles, a temper-
atura Ty confinado en una caja de volumen V = L3. Es decir, un gas confinado por un
potencial de la forma

0 si —L<r<L
00 de otra forma .

W(r) = {
El Hamiltoniano del gas atrapado en un potencial de este tipo se puede escribir como

11
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N o
g=S"P_ (2.1)
- 2m

Para calcular las propiedades termodindmicas de este sistema se hace uso del ensemble
gran canoénico, en donde la gran funciéon de particion esta dada por:

E(T,V,p) =) e*NZ(T,V,N) (2.2)
N

con o = %, donde p es el potencial quimico y & la constante de Boltzmann. Z (T,V,N) es
la funcion de particion y esta dada por Z(T,V,N) = Z{k} e PFty | siendo Eyy la energia
de un estado del sistema completo. Ademas, se satisface la restriccion N = )", ng, con ny
el nimero de ocupacion del estado k.

A partir del gran potencial Q(7,V, u) = —kT InZ, es posible obtener las propiedades
termodinamicas del gas. Por ejemplo, el nimero promedio de particulas en el sistema, la

entropia y la presion estan dadas por las siguientes relaciones

N(T, Vi) = - (%)V (23a)
srva = - (57) 5 (2.3b)
P(T,V,p) = — (g—@m& . (2.3¢)

Se puede demostrar que para un gas ideal de bosones [8, 9| el gran potencial toma la
siguiente forma

AT, Vip) = —kTIZE=KTY In[1— el (2.4)
k

De acuerdo con esto, el nimero promedio de particulas en el gas es

o0

1
N<T7 ‘/7 ILL) = Z eﬁ(ek—#) 1 . (25)

De la relaciéon anterior se puede notar que existe una singularidad cuando ¢, = u, lo
cual implica que N (T, V, u) aumentara indefinidamente. Esto representa una contradiccion
con el hecho de que el ntimero total de particulas se conserve, es decir N = ), ny. Ademas,
cuando p > 0y en particular cuando Su >> 1, la ecuacion (2.5) carece de significado fisico.
Por lo anterior se debe exigir que el potencial quimico sea negativo o nulo. Entonces, la
relacion para el namero total de particulas en el sistema (2.5) s6lo seré valida si cumple
con la condicién p < 0.

En el limite termodinamico, es decir cuando V' — oo, N — 0o, manteniendo la razoén
% = n constante, los posibles valores del vector de onda k se pueden considerar como un
continuo y es posible reescribir la suma que aparece en el gran potencial dado por (2.4)
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como una integral definiendo una densidad de estados por unidad de volumen p(e) de la
siguiente manera:
A saber, la energia de una sola particula esta dada por la expresion

h°k?

2m

: (2.6)

€L —

dado que el gas se encuentra confinado en una caja de longitud de lado L, el vector de
onda se escribe como

2 2 2
ey L ”nz) (2.7)

k= (k:r, ky, kz) = (fnma fnza f

Considerando el espacio fase, el nimero de estados para una sola particula esta dado por

drd’p 47TV 2V 3 1
Z / = /dep = 7(2771)3 /e?de ; (2.8)

donde podemos identificar a la densidad de estados como

NI

ple) = = 5-(2m)e (2.9)
De acuerdo con las ecuaciones para la energia y el vector de onda (2.6) y (2.7), existe
un estado de minima energia, k = 0 que no aparecera en la integral (2.8) y que deberemos
anadir, pues aunque no parezca relevante juega un papel esencial en la condensacion de
Bose-Einstein.
Entonces, al reemplazar la suma del gran potencial por la integral (2.8), tendremos
que para un gas ideal en el limite termodinamico, la funcion Q(N, T, u) se escribe como

2nV
h3

AT, V,u) =—kT (Zm)% / e2deln [1- eﬂ(“_é)] — kTIn(1 — eM/*T) (2.10)
0
Notemos que el segundo término en la ecuaciéon anterior proviene de evaluar el gran po-
tencial en k = 0, es decir, corresponde al caso en que € = 0.
Integrando por partes la ecuacion anterior vemos que para un gas de bosones en una
caja tridimensional el gran potencial estd dado por

M\Cﬁ

Q(T, V, 1) = kT2hV 2m) 325/ = — KT (1 —e/*T) . (2.11)
6 €E—)

Haciendo la sustitucion x = (e y recordando que a = p/kT, la integral anterior se puede

escribir como

(T, V, p) = kTv(QmZﬂgz(a) — kTIn(1 — %), (2.12)

donde a g,,(«) se les conoce como funciones de Bose y estan definidas segtin

(0) = — /w il (2.13)
m\&) = X .
g L'(m) J, e —1
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con)<e*<1(a<0)ymeR.

Como se muestra en el apéndice A, las funciones de Bose son crecientes para valores
menos negativos de oe. Ademaés, segiin el valor que tome la constante m se tendra un valor
finito o divergente en o = 0 (Ver figura A.1). A su vez, m dependeré de la dimensionalidad
del sistema y del potencial externo aplicado.

Otra propiedad importante de estas funciones es que su derivada presenta una regla
de recurrencia tal que

dgm(c)
do

Recordando que la longitud de onda térmica de de Broglie se define como Ay = \/ﬁﬁ,
el gran potencial se puede expresar en la siguiente forma

= gm-1(a) . (2.14)

AT,V p) = kT)\K?’gg (o) = kT In(1 —e”) . (2.15)
T

Con ayuda de la recurrencia de las derivadas de las funciones de Bose (2.14) y de las
relaciones para las cantidades termodinamicas del gas (2.3), se encuentra que el nimero
de particulas, la presion y la entropia estan dados por,

v
N(T,V,p) = Eg%(a) + e’ (2.16a)
NET 93 ()
P(T, V)= 222 2.16b
(T,V,n) = —; 92(@) (2.16b)
kV |5
S(T,Viu) = <5 | 595(0) —agz(a)] (2.16¢)
T

Por el momento consideremos solamente la expresion (2.16a) para el nimero promedio
de particulas en el gas. Vemos que el segundo término representa la contribucién del estado
con € = (0 al niimero total de particulas.

Con el fin de simplificar la notacion, resulta conveniente definir a la cantidad

-
@ ekT

No(a) = =)~ 1—e®) (2.17)

como la contribucién del estado energético mas bajo al namero total de particulas N para
un gas de Bose a temperatura 7.

Anélogamente, sea la cantidad )\%Tr gs () el namero de particulas que se encuentran en
los estados excitados para una temperatura dada 7', es decir N (a). Entonces, podemos
escribir al namero total N como las suma de los &tomos que estédn en el estado base mas
los que se encuentran en los estados excitados

N(T,V, 1) = N,(a) + No(a) (2.18)

A temperatura Ty en el limite termodinamico , es decir V- — oo, N — ooy N/V = cte,
la cantidad de particulas que se encuentren en el estado base o de minima energia sera
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muy pequena comparada con el total de las que se encuentren en los estados excitados.
Entonces, se puede escribir al nimero de particulas en el sistema simplemente como

V
N = Eg%(a) ’

es decir, en el limite termodinamico se puede ignorar a las particulas que se encuentran
en el estado base.
Asi, la densidad de particulas estara dada por la expresion

N 1

V= )\%g%(a) : (2.19)
Dado que la ecuaciéon anterior relaciona el valor de o con la densidad de particulas %

y la temperatura T, si fijamos alguna de estas variables las otras dos restantes deberan
modificarse para que la igualdad siga siendo valida. Experimentalmente las cantidades
que se pueden variar son la densidad y la temperatura, por lo que el potencial quimico
dado por a quedara determinado segun los valores que tomen 7"y % De acuerdo con esto
existen dos formas en la que la relacion para la densidad de particulas (2.19) puede ser
satisfecha:!

1. Manteniendo la temperatura fija y aumentando la densidad,
N
T fija, —
ja, 1
2. Fijando la densidad de particulas y reduciendo la temperatura

N
V ﬁja, Tl

Caso 1
A partir de la relacion para la densidad (2.19), tendremos la condicion

X = (%) B g3(0) (2.20)

Sabemos que la funcién gs («) es creciente conforme el valor de o aumenta y que alcanza
2

un valor maximo de 2.612 en a = 0. Es decir, se cumple que g3 (a) < g3 (0) para toda a.

Entonces, en este mismo punto (a = 0), se alcanza un maximo en la densidad p, = ¢ y

por lo tanto en el nimero de particulas en los estados excitados. '
Una consecuencia importante de lo anterior es que debido a que a@ = u/kT no puede

ser mayor que cero, la relacion (2.20) ya no describira al sistema si se desea seguir aumen-

tando el nimero de particulas en él. Esto también se puede ver de la siguiente manera: si

'En este capitulo consideraremos los dos casos por completez, sin embargo es conveniente resaltar que
en la practica resulta muy complicado aumentar la densidad manteniendo la temperatura fija, puesto que
al incrementar la cantidad de particulas la aproximacion de gas diluido no se satisface.
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se desea incrementar el nimero de particulas, ellas deberan tener energia ¢ = 0 y ocupar
el estado base, pues el potencial quimico no puede exceder el valor de = 0y por lo tanto
la densidad de los estados excitados no puede ser mayor que N,./V.

Caso 2
De forma anéloga al caso anterior, cuando oo = 0

N 2612 (2mmkT)?

— = = 2,612 | 2.21

%4 A3, h3 (2:21)
lo cual nos indica que no podremos seguir bajando la temperatura T' si queremos que se
satisfaga esta condicion, pues debemos recordar que % se mantiene fija.

Esto se traduce en que existe una temperatura critica 7' = T, a la cual se alcanza un
valor méximo para la densidad % Donde

N\’ R
Te= (2,612V> 2rmk (222)

A su vez, esta condicion implica que se llegue a un valor maximo para el nimero de
particulas en los estados excitados cuando 1" = T.. Es decir, cuando el potencial quimico
1 sea igual a cero,

max V
N = 261255 . (2.23)

., Qué sucede si se sigue bajando la temperatura?

Es claro que la ecuacion (2.19) para la densidad ya no describe al sistema y por tanto
debemos reformularla. Como se dijo anteriormente, para temperaturas mayores a la tem-
peratura critica (1" > T,) es posible despreciar la contribucion del estado base al niimero
total de particulas en el sistema. Sin embargo, debemos verificar si este comportamiento
sigue siendo valido para temperaturas menores que 7..

La contribuciéon del estado base al nimero total de particulas esta dada por

«

e
(1—ev)
En la temperatura critica T, el potencial quimico vale cero y la ecuacion anterior diverge.
Esto se traduce en que el nimero de particulas en el estado base comienza a ser importante
y no podemos ignorarlo.

Entonces, en este caso la forma correcta de escribir al niimero total de particulas en el
sistema es

Ny = (2.24)

N(T,V, 1) = N,(a) + No(a) . (2.25)

Resulta més conveniente expresar a esta cantidad mediante la comparacion entre las
particulas que se encuentran en los estados excitados o en el estado base con el nimero
total de ellas en el sistema, es decir

1= + . (2.26)
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De la relacion anterior vemos que en el limite termodinédmico se pueden distinguir dos
casos

1. Cuando a # 0, Ny es una cantidad finita y Nﬁ tiende a 0. Por lo tanto, es posible decir
que el nimero de particulas que se encuentran en el estado base es tan pequeno que
se puede considerar que todas las particulas se encuentran en los estados excitados.
En otras palabras, las particulas con € = 0 no son relevantes para la termodinamica
del gas.

2. Sia =0, No= N"* vy Ny crece indefinidamente. Por tanto, la fraccion % queda
indeterminada. En este caso Nj estard dada por el exceso de particulas N — N™*.
Dado que N,(«) alcanza su valor maximo, no sera posible acomodar mas particulas
en los estados excitados y por lo tanto se comenzara a poblar en forma macroscépica
el estado base para el cual € = 0.

Utilizando la expresion (2.22) para la temperatura critica, se puede ver que las canti-
dades % y Yo toman la siguiente forma

% _ (%) | (2.27)

nlw

3
Ny T\?
o= 2.28
X [ ()] (2.28)
Entonces, es posible resumir los resultados obtenidos anteriormente como sigue:
Vv .
N:A—%g%(a) Si T >T,
max V :
N = 52612 51 T=T, (2.29)
Ap
Ne NO .
l=—+— Si T<T,
N + N 1 <

Donde la variacién de % y % con la temperatura esta dada por

1 i T >T1T,
[ s
N (Tl) i T<T,.
y
N 0 s T>T,
P 3
N 1—<%>2 si T<T,.

El comportamiento de estas cantidades puede ser visto con mas claridad en la figura
2.1.

En ella se observa que para temperaturas altas; en particular T > T, las N particulas
que forman el sistema se encuentran en los estados excitados, mientras que para temper-
aturas bajas (1" < T,.), la poblacion del estado base es mucho mayor que la de los estados
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ooOb;m, ™

0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
T/T,

Figura 2.1: Variacion de las cantidades N./N y Ny/N en funcién de la temperatura. Para temperaturas
cercanas a T, la mayoria de las particulas se encuentran en los estados excitados, mientras
que para temperaturas menores, la poblacion del estado base se vuelve considerable.

excitados. Se puede observar también que conforme se disminuye la temperatura aumenta
el nimero de particulas en el estado base. A este fenémeno, en el que para una temper-
atura suficientemente baja (7" < 7. con T — 0) la poblacion del estado base se vuelve
macroscopica se le llama condensacion de Bose-Einstein.

Como vimos anteriormente, la temperatura critica 7T, se define cuando el potencial
quimico toma el valor g = 0. Ahora bien, el potencial quimico p esta relacionado con la
energia requerida para agregar particulas al sistema, por lo que su valor nulo nos indi-
ca que no hay costo energético por introducir particulas. Asi, dado que la energia no se
puede modificar por la cantidad de particulas agregadas, estas deberédn poblar el estado
base conforme se baje la temperatura.

Hemos visto que el namero promedio de particulas en el gas de bosones nos arroja un
comportamiento diferente al esperado para un gas ideal. En particular, pudimos encontrar
una transicién a un nuevo estado llamado condensado. Ahora obtengamos otras cantidades
fisicas para este sistema.

Sabemos que la energia promedio estéa dada por,

E = Z ei]—knijk s (230)
ijk
debido a que es un gas de bosones podemos escribir

1
E — Z Eijkeﬁ&.jlr—a_l . (231)
ijk
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En el limite termodindmico se podra reemplazar la suma por una integral definiendo
una densidad de estados dada por (2.9). Entonces

27V s [
E:W_@m);/ de
0 efe—a _ 1

Nl

(2.32)

Mediante el cambio de variable © = e podemos escribir la ecuacién anterior en la forma

2nV o x2

E=" (2m)2 3% / de— . (2.33)
0 _

Identificando la integral con una funcién de Bose, la expresion para la energia promedio

del sistema se reduce a

3V
204

Debemos hacer énfasis en que esta energia se ha obtenido para el caso en que T > T.
Es decir, refleja la energia promedio para las particulas que se encuentran en los estados
excitados. Con ayuda de la expresion (2.20) para la longitud de onda térmica podremos
reescribirla como

E = kTgs () . (2.34)

5
E = §N kng—(a)
2 gs(a)
De donde podemos ver que para temperaturas inferiores a T, el potencial quimico p es
cero y las funciones g3 () y g3 () alcanzan su méaximo valor dejando fija la energia.
Para la presion tendremos un caso muy similar. De acuerdo con la expresion para el
gran potencial (2.15) podemos escribir que

kT kT

, (2.35)

A partir de la ecuacion anterior se puede ver que debido a que la cantidad In(1 — e*)
es siempre menor que 1 (por ser a < 0), en el limite termodindmico cuando V' — oo el
segundo término en la suma tiende a cero. Esto se traduce en que las particulas del estado
base no contribuyen a la presion del gas.

Entonces es vélido tomar en cuenta tinicamente el término que corresponde a los es-
tados excitados. Utilizando la relacion (2.20) para la longitud de onda térmica, es posible
reescribir a la presiéon como:

NET 93 ()

- n@ (2.37)

de donde vemos que se alcanzard un méaximo cuando el potencial quimico tome el valor
de = 0. Entonces, la expresion anterior es valida para temperaturas mayores a T..

La condensacion de Bose-Einstein al igual que todas las transiciones de fase depende
fuertemente de la dimension en la que se trabaje. Como ya habiamos mencionado, el valor
de m en las funciones de Bose también depende de la dimension y del potencial externo
aplicado segin la expresion |9

oo 5
96@2(04):“_2)/0 e(xia)_ldx,
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donde d representa la dimension.
En particular, para la particula en un caja de volumen V' se puede escribir al gran
potencial como sigue :

L4
Q(N, T, p) = k:T)\—dgd%z (o) = kT In(1 —e”) . (2.38)
T

Con estos resultados a mano, revisemos brevemente el comportamiento del gas de Bose
en dos y una dimensiones.

Gas de bosones en una caja bidimensional
En este caso, el gran potencial estara dado por:
A (0%
Q(N, T, p) = kTEgg(a) — kT In(1 —e”) . (2.39)
Entonces, nuevamente con ayuda de las ecuaciones para las propiedades termodinami-

cas y la recurrencia de las derivadas en las funciones de Bose (2.3) y (2.14), encontramos
que el numero promedio de particulas a temperatura 7" > T, estd dado por

A
T
En la transicion, es decir cuando aw = 0, podemos ver de la figura A.1 que g (a) diverge.

Esto se traduce en que la razéon & no esta acotada v no se tendra un nimero maximo de
A

particulas en los estados excitados. Asi, siempre existirdn estados excitados en los cuales
acomodar a las particulas y no se presentara la condensacion de Bose-Einstein.

Gas de bosones en una caja unidimensional

De igual forma podemos estudiar al gas atrapado en una “caja” unidimensional. En
este caso, el gran potencial tomara la forma

L
Q(N, T, p) = kT/\—g% (o) = kT In(1 —e”) . (2.41)
T
y el ntiimero promedio de particulas a temperatura 7" > T, sera

N = £g;(cu) . (2.42)
)\T 2
Notemos que cuando o = 0 la funcién 91 () alcanza un valor finito provocando que
se alcance un nimero maximo de particulas en los estados excitados. Entonces, para este
caso nuevamente se presentara el fenémeno de la condensacién de Bose-Einstein en el que
por debajo de la temperatura critica T,, las particulas poblaran de forma macroscopica el
estado base.

Ya hemos visto como depende la condensacién de Bose de la dimension del sistema,
ahora veamos su dependencia con el potencial de atrapamiento del gas. A continuaciéon
describiremos el caso de un gas en un potencial armoénico.
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2.2. Gas de Bose en una trampa armonica

En los experimentos con gases de atomos alcalinos bosonicos se suele confinar al gas en
potenciales externos no homogéneos y no en recipientes de paredes rigidas. En particular,
se confina a los atomos mediante un potencial de tipo armoénico. Abordemos entonces el
problema de un gas ideal confinado por un potencial armoénico en tres dimensiones.

El Hamiltoniano para este sistema sera

N 2
» 1
H = Zl: {2prln + §mw2r2 ] (2.43)
En términos del operador de ntmero,
N
H =Y hw(if + 0! +n7) . (2.44)

En donde los estados de una sola particula seran {| n) =| n;,n;,ng)} coni,j,k =0,1,2, ...
y con energias E;;;, = hw(n; + n; + ng). Ademas, se ha escogido la energia de punto cero
tal que ¢y = 0.

De forma analoga al caso del gas confinado en una caja de paredes rigidas, calculare-
mos las propiedades termodinamicas del sistema haciendo uso del ensemble gran canoénico.

Para un gas ideal de bosones el gran potencial esta dado por (2.4) y a partir de él
es posible obtener todas las propiedades termodinamicas del sistema. En el caso de un
potencial armoénico, el gran potencial toma la forma

O, Tow) = kT Y "I [1 — er-Pelratnstn] (2.45)

ij k

La separacion entre niveles de energia sera Ae = Ej;, — F,;_1;, o de forma anéloga,
Ae = Eyji, — Eij_1x, Ae = By, — Eyj,—1 y arrojara en todos los casos el valor constante de
hw. Observemos que % < 1, v en particular para un nivel alto de energia N tendremos

que
AFE hw 1
—_— e = — —> O
€ Nhw N
Entonces podremos suponer a los estados de energia como un continuo; y por tanto,
definir una densidad de estados p(e).
Vemos que la ecuacion de la energia define un plano que corta a los ejes en % (Fig.
2.2).

Eijy . .
—_— = k 2.46
P =itk (2.46)

Entonces, la densidad de estados se puede obtener a partir del volumen contenido bajo

el plano que define la energia, puesto que p(e) = dd—]j = ‘fi—‘ﬁ/.
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N

n;

Figura 2.2: Tetraedro formado por el plano que define la energia E en un oscilador armoénico en tres
dimensiones.

Ahora bien, este volumen queda determinado por la integral

i o % Fo Ty
Vv :/ dx/ dy/ dz (2.47)
0 0 0

V:/Oni,/orfu—f‘ [%—x—y} dydw:%[%r : (2.48)

Por lo que la densidad de estados sera

entonces,

w0 =% =3 laer| (2.49)

De manera analoga la caso de un gas ideal en un caja, es conveniente reescribir el gran
potencial dado por (2.45) en términos de una integral. Para ello es necesario considerar
el limite termodinamico, sin embargo, en este caso no tenemos de forma explicita un
volumen V' de confinamiento. Respecto a ello, veremos més adelante que es posible definir
a la cantidad 1/w?® de forma equivalente al volumen. Entonces, en el limite termodinamico,
es decir cuando N — oo, 1/w? — 0o y N/w? = cte:

> — [t [ i 20

ijk
Por lo que el gran potencial para un gas ideal de bosones confinado en una trampa
armonica sera
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kT > 2 a—fe
Qu, T,w) = W/o deln [1 —e* 7] (2.51)
Integrando por partes la ecuaciéon anterior, llegaremos a
1/1Y)° e
Qu, T,w)=—=( — —de . 2.52
wt) = () [ i (252)
Mediante el cambio de variable # = e podemos escribir al gran potencial (2.52) como
1 (KT’ g
Qp, T\w)=—=| — | kT —dx . 2.53
) = (o) o7 [ e (2:53)

De igual forma que para el gas en una caja en tres dimensiones, podemos identificar
esta integral con una funciéon de Bose, en particular podemos decir que

00 3
/ — T e = gi(a)T(4) . (2.54)
g ere—1
Por lo que para el potencial arménico podemos escribir a Q(u, T, w) como

kT

Qu, T,w) = —kT (ﬂ>gg4(oz) : (2.55)

y a partir de el obtendremos las propiedades termodinamicas del gas.
De acuerdo con las definiciones para las cantidades termodinamicas (2.3) y la recur-

rencia en las derivadas de las funciones de Bose (2.14), el numero promedio de particulas,
la presion y la entropia para este gas estan dadas por

VT = (4 ) nte) (2.560)
 NET gi(a)

p(p, T,w) = (%)3 gg({@ (2.56b)

S(u.Tow) = b (’;—Z) l4g4(0) — ags(a)] (2.560)

Notemos que para el potencial armoénico las cantidades anteriores son funcion de el
potencial quimico u, la temperatura T y la frecuencia del potencial w, mientras que para
el caso de el gas de bosones atrapados en una caja estas cantidades son funcion de u,
T y V. Entonces es valido preguntarnos si la frecuencia del potencial arménico puede de
alguna manera tener un papel similar al del volumen de la caja.

Acerca de esto se ha encontrado que para el caso del potencial armoénico es posible
definir una nueva cantidad extensiva equivalente al volumen dada por el inverso al cubo
de la frecuencia del potencial [10, 11]. A esta nueva variable se la llama el volumen armdnico
y se define como

Y= (2.57)
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Asi mismo se puede mostrar que el volumen armonico tiene por variable conjugada a
la presion armonica P que no solo es equivalente a la presion hidrostatica sino que incluso
tiene el mismo significado fisico.

Regresando a nuestro problema, consideremos tnicamente la ecuacion (2.56a) para el
nimero total de particulas en el sistema a temperatura T..

Como se puede ver en el apéndice A, la funciéon gs(a) es creciente para valores menos
negativos de av y converge al valor 1,202 cuando o = 0.

De forma analoga al gas de bosones en una caja, podemos considerar los siguientes
casos:

1. Mantener la temperatura fija e incrementar el numero de particulas.

Tfijoy N 1T

2. Mantener fijo el niimero de particulas y disminuir la temperatura.

Nfijoy N |

Caso 1
A partir de (2.56a) podemos escribir al namero de particulas como

N=V (%)393(04) , (2.58)

de donde se puede ver que al mantener fija la temperatura, el nimero de particulas podra
aumentar solo hasta a = 0, pues para este valor gs(«) alcanza su maximo valor. Entonces,
tendremos un maximo en N dado por

N =V (%)3 45(0) | (2.59)

Ahora bien, dado que g3(a) < ¢3(0) se cumple que

N _ N*
Vv VY
) ()
Es decir, conforme aumenta el valor del potencial quimico u, N — N*, de forma tal
que para o = 0 se llegara a que N = N*.
Si se sigue incrementando el niimero de particulas en el sistema se debera cumplir que
N > N*. Sin embargo, p ya no puede crecer mas y tiene que conservar su valor nulo. Lo

anterior impide que se satisfaga la relacion (2.58) y por lo tanto se puede decir que ella no
describe al numero de particulas en el sistema, es decir

[y # 0 (2.60)

h
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Este punto en el que la relacion (2.58) ya no se cumple, define una temperatura critica

dada por
h N
) =1 2.61
k (V93(0)> (2.61)
Caso 2

Al disminuir la temperatura el término (k¥7')® también decrece y o aumenta su valor.
Dado que ¢ < 0, si T baja pu se hard cada vez menos negativo hasta alcanzar el valor
méaximo de 0. Como vimos en el caso anterior, llegara a este maximo en la temperatura
critica T, en donde la cantidad

ol

= (kT)%g5(0)

N
Y
(h3)
queda definida. Entonces podemos decir que esta expresion describe al sistema en T' = T,..
podemos resumir los resultados de los dos casos anteriores en la siguiente forma

N
5~ = (kT)%g3(a) si T > T,

()
(
()

En forma andaloga al estudio del gas de Bose confinado en una caja, podemos escribir

— .. i, -1
N = njjp—o + Znijbo nijk, donde n;jp = P

2:*

= (kT.)’g3(0) st T =T, (2.62)

=
=T

# (kT)3g3(0) si T <T,

Entonces,
kT\®
N = Nijk=0 + % <7) gg(Oé) . (263)
Para N fijo, u =0y T <T,,
kT\®
N=N(D)+V (=) 9(0). (2.64)

donde N.(T') da el ntimero de particulas que se encuentran en el estado base y el segundo
término corresponde a las particulas en los estados excitados. Es decir,

N = N.(T) + N.(T) .

Ahora, de igual forma que hicimos para el problema del gas de Bose en una caja,
podemos escribir al namero total de particulas (2.64) en términos de la temperatura critica
T.. como

N = N.(T) + (kT)*V (%) ﬁ : (2.65)
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de donde podemos encontrar que el niimero de particulas en el estado base esta dado por

N.(T) =N [1 - (%)3

Podemos ver que para T < T, el nimero de particulas en los estados excitados esta
dado por la diferencia entre el nimero total de particulas en el sistema y el ntiimero de
particulas que se encuentran en el estado base, asi

(2.66)

TN\ 3
Ner<t,) = (T) N (2.67)

c

Entonces, el niimero de particulas en los estados excitados depende de la temperatura
segun (Fig. 2.3):

N.=N si T>T,
N.=NYT) si T="T, (2.68)
T 3
Ne:(i> N si T<T.

0.8F

Condensado No condensado

0.4r

02r

0.0-

Figura 2.3: A la temperatura critica 7. un nimero macroscopico de particulas comienza a poblar el
estado base. En particular, a 7' = 0 todas las particulas se encuentran en el nivel de minima
energia.

Podemos concluir entonces, que para temperaturas menores a la temperatura critica
T., las particulas comienzan a poblar el estado base de forma que se tiene nuevamente el
fendomeno de condensacién de Bose-Einstein.
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Calculemos ahora la energia promedio del sistema. De las expresiones para la energia
y densidad de estados (2.31) y (2.49), tendremos que en el limite termodinamico,

B [ d . (2:69)
- 2(hw)3 CoPema _ 1 '

Haciendo el cambio de variable x = (3¢ e identificando la integral resultante con una
funcién de Bose,

B — 3kT (’;_Z)S ai(a) (2.70)

De forma similar al caso del gas de Bose en un recipiente de paredes rigidas, esta en-
ergia se fijard cuando a = 0y T' = T... Ademéas, dado que en la condensacién las particulas
se van al estado base, estas no contribuiran a la energia del sistema.

Para la presion del gas tendremos que
_ NET g4(a
() gs(a

y de igual forma que para el caso del gas de bosones atrapado en una caja, sélo sera vélida
para 1" > T..

~—

P , (2.71)

~—

Analicemos ahora el caso del gas de bosones confinado en una trampa armonica de
dimensiones 2 y 1. Para el caso armonico, el gran potencial (2.55) depende de la dimension
segun:

kT

O, T,w) = —kTV (7)(1 gasn () . (2.72)

Gas de bosones en un potencial arménico bidimensional

En este caso, el gran potencial toma la forma

kT

O, T,w) = —kTV (7)2 g3(a) . (2.73)

Por lo que el nimero promedio de particulas en el sistema seré

N(p, T,w) =V (%)392(00 :

A la temperatura critica T., go(a) converge al valor de 1,645. Esto se traduce en que
el nimero promedio de dtomos esté acotado y por lo tanto se tendra un valor maximo de
particulas en los estados excitados. Entonces, podemos concluir que para el caso en que
el gas esta atrapado en una trampa armoénica bidimensional, la condensacion de Bose se
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hace presente?.
Gas de bosones en un potencial armoénico unidimensional

Aqui el gran potencial tomara la forma:

Qup, T,w) = —kTV <k7T) g2(a) . (2.74)

Por lo que el numero promedio de particulas en el sistema estara dado por

N(uT,w) =V (%T)ggm .

Para el caso en que a =0y T = T, la funciéon g («) no converge a un valor finito, por
lo tanto siempre se tendran estados excitados en los cuales acomodar a las particulas que
se agreguen al sistema y no se observara el fenémeno de la condensacion de Bose-Einstein.

2Experimentalmente se ha encontrado que para el potencial armoénico en dos dimensiones la fase que se
observa no es estrictamente la descrita en este apartado sino mas bien de la forma Berezinskii-Kosterlitz-
Thouless. En el siguiente capitulo se hara mencién a ella y se describira de forma general.



CAPITULO 3

Experimentos en gases atomicos
ultrafrios

Después de que Einstein predijera el fenémeno de la condensacion, la busqueda de esta
nueva fase de la materia en la que los &tomos de un gas ocupan el mismo estado cuéntico
se convirtio en un pilar de la fisica experimental en el régimen de las bajas temperaturas,
pues como vimos en el capitulo anterior, una forma de llevar a un gas al estado condensado
es mantener la densidad de particulas constante y reducir su temperatura. Sin embargo,
uno de los principales obstaculos para la realizacion experimental del condensado de Bose-
Einsten es que el enfriamiento debe alcanzar los 107K

Las técnicas experimentales desarrolladas durante el siglo XX han abierto un nuevo
campo en la fisica atémica que permite llevar a un gas a tan sélo unas cienmillonésimas
de grados Kelvin por encima del cero absoluto de temperatura. Gracias a ello, en 1995 fue
posible que los cientificos de la Universidad de Colorado, Eric Cornell y Carl Anderson,
obtuvieran el primer condensado de Bose-Einstein en a&tomos de rubidio a una temperatura
de 170n K. Para alcanzar esta meta disminuyeron la temperatura del gas de d&tomos medi-
ante el proceso conocido como enfriamiento laser y posteriormente retiraron las particulas
més energéticas haciendo uso del enfriamiento por evaporacion. Para ello se requirié la
implementaciéon de una trampa magneto-6ptica que permitié confinar al gas formado por
aproximadamente 10'* dtomos [1].

En este capitulo se presentan de forma general las bases tedricas y experimentales
mediante las cuales trabajan los métodos de enfriamiento mencionados arriba. Ademas, se
describe el funcionamiento de las trampas atémicas en las que se confina a los gases que
son enfriados.

3.1. Enfriamiento laser

Desde su invencion en 1960, el laser ha tenido un gran niimero de aplicaciones cientificas
y tecnologicas. El proceso mediante el cuél funciona se conoce como emision estimulada
y consiste en la absorciéon de un fotéon por un atomo que inicialmente se encuentra en
un estado excitado. Después de la absorciéon, el atomo pasa al estado base emitiendo un
segundo foton con las mismas caracteristicas que el incidente, es decir, la misma frecuencia,

29
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direccion y fase. De ahi que la luz resultante sea monocromatica, coherente y de alta
intensidad.

En el ano de 1975, los fisicos T. Hansch y A. Schawlow, e independientemente Wineland
y Dehmelt, fueron los primeros en proponer que el laser podia ser utilizado para enfriar
un gas de atomos. Su idea se basé en el hecho de que la radiaciéon electromagnética posee
momento y por lo tanto es capaz de ejercer presion sobre las particulas en las que incide
y frenarlas. Ademés, debido a que la temperatura de un gas se encuentra relacionada con
la energia cinética de sus atomos y por lo tanto con su velocidad, el frenado se traduce en
un enfriamiento general del gas.

La manera en la que la fuerza de radiacion frena a los dtomos se puede ejemplificar
como sigue. Imaginemos que un dtomo de masa m y velocidad v absorbe un fotén que viaja
en direccion contraria con energia hr. Durante del proceso de absorcion el foton cede toda
su energia al atomo, el cual la convierte en energia interna y pasa a un estado excitado.
Pero ademéas de energia, el foton trasfiere momento igual a h/X, por lo que el atomo
disminuira su velocidad en una cantidad igual, es decir v" = v — h/mA. Esta reduccion
es muy pequena en comparacion con su velocidad inicial, entonces es necesario que se
absorban una cantidad enorme de fotones para que el frenado sea considerable (~ 10%
fotones). Sin embargo, el &tomo pasa un tiempo 7 en el estado excitado antes de regresar
al estado inicial y poder repetir el ciclo emision-absorcién que reduciré su velocidad y por
ende su temperatura. Este tiempo corresponde a la vida media del estado excitado y como
veremos més adelante es muy relevante para el enfriamiento.

Para regresar al estado inicial el 4tomo emite de manera espontanea un fotén de la
misma energia que el que absorbi6 pero lo hace en direcciéon arbitraria. Aunque este proceso
involucra nuevamente una transferencia de momento, al promediar sobre un gran nimero
de fotones el atomo soélo habra disminuido su velocidad en la direccién contraria a su
desplazamiento (Fig. 3.1).

Momento neto transferido al
atomo en la direccion del laser

Fotones incidentes absorbidos
Transferencia de momento= Nhk

et
LA

Emisidn espontanea
Momento total transferido = 0

Figura 3.1: El atomo es frenado mediante el proceso de absorcion-emision debido a la transferencia de
energia con el haz de luz laser.

En caso de que el foton y el atomo viajen en la misma direccion, el resultado sera
un incremento de velocidad. Sin embargo, més adelante veremos que es posible hacer que
el atomo “prefiera” a los fotones que viajan en direcciéon opuesta a el. Cabe mencionar
también que la interaccién fotén-atomo sélo se dara si estos se encuentran en resonancia,
esto significa que la diferencia de energia entre niveles del atomo debera igualar la cantidad
hv (= hwy donde wy es la frecuencia de resonancia del 4tomo).
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Para que la reduccion en la velocidad sea efectiva es necesario tener control sobre las
transiciones que efectiia el &tomo en cada ciclo de emision-absorciéon. Para ello resulta con-
veniente pensar al &tomo como un sistema cerrado de dos niveles en el que las transiciones
tienen lugar tnicamente entre el estado inicial (1] y el estado final (2|. Experimental-
mente esto se consigue facilmente. Veamos el ejemplo del sodio para el cual se consideran
tnicamente las transiciones entre los estados 351/, y 3P3)s.

| F=2
3%Pyz _S_

NSNS

F=2
3%8,

F=1

Figura 3.2: Esquema de los niveles energéticos para un dtomo de Na. Mediante el ajuste del laser se
puede ver al &tomo como un sistema cerrado de dos niveles

En la figura 3.2 se muestran las componentes hiperfinas del diagrama de niveles para el
sodio. Cada nivel esta caracterizado por el nimero cuantico F de momento angular total
que considera las contribuciones del espin electrénico s, el momento angular orbital L y
el espin nuclear I, es decir F' = s + L + I. Entonces, si se ajusta el laser a la transicion
F" =2 — F’ = 3, por emisién espontanea el dtomo solo podra ir de I/ =3 — F” =2
debido a que las reglas de seleccion implican que AF = 0, +1. De esta forma se tendra un
sistema real que considera tnicamente dos niveles del atomo.

3.1.1. Enfriamiento Doppler

Un aspecto importante para que el enfriamiento sea exitoso es ajustar correctamente
el laser con la frecuencia de resonancia atomica wy. Sin embargo, debido a la velocidad
con que se mueven los fotones, el A&tomo veré la frecuencia del haz desplazada de su valor
original una cantidad ¢, (w) por efecto Doppler. Esta cantidad sera negativa si la direccion
de propagacion del haz es opuesta a la del &tomo, y positiva en caso de que ambos viajen en
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el mismo sentido. Entonces, para permitir la absorcion de fotones es necesario desintonizar
el laser una cantidad ¢, de la frecuencia de resonancia. Esto tiene como consecuencia una
pérdida de energia para el 4&tomo pues emitird un foton de mayor frecuencia del que
absorbio.

Fuerza de frenado en un atomo de dos niveles

La transferencia de momento del foton se puede ver como una fuerza aplicada direc-
tamente sobre el atomo cuya magnitud depende de la frecuencia de resonancia atémica
wo, el corrimiento debido al efecto Doppler d;, = w; — wy y la velocidad del atomo v,
principalmente.

Para obtener la fuerza de frenado sobre los atomos es necesario hacer un estudio semi-
clasico del sistema en el cual se considera a la radiaciéon laser como una onda electro-
magnética clasica y al atomo como un sistema cuantico de dos niveles de energia. En el
régimen de baja intensidad del laser se encuentra que [12]:

v S0
B = W T RO — oD P
donde sy = I/, es la razon entre la intensidad del laser y la intensidad de saturacion?, v
es el inverso de la vida media de excitacion del atomo 7, y wp = —kv es el corrimiento
Doppler visto por el atomo.

La cantidad I' representa la razon de excitacion de los atomos y juega un papel muy
importante porque determina la magnitud de la fuerza de frenado. A este tema volveremos
mas adelante.

Para valores grandes de la intensidad I, la fuerza de frenado y la desaceleracion del
atomo alcanzan valores maximos dados por F. = hkv/2 ¥ @par = hky/2m. A su vez,
esto determina un tiempo y una distancia minima a la que el atomo puede ser frenado.
Como es de esperarse, estos dos ultimos parametros dependen de la velocidad del atomo
segln tyin = Vo/Amaz Y Limin = vg /2a4:- Donde vy denota la velocidad inicial del a&tomo
y esta dada por vy = 24/kT/m. Un punto importante aqui es que la intensidad no puede
tener valores arbitrariamente grandes. Esto se debe principalmente a que se busca evitar
la emision estimulada en los 4tomos, pues como sabemos, en este proceso el fotéon se emite
en direccion opuesta a la del absorbido resultando en una transferencia de momento cero
v por lo tanto en una reducciéon nula de la velocidad .

(3.1)

Para que el enfriamiento sea considerable es necesario frenar a los 4tomos tanto como
sea posible. Sin embargo, un detalle que no se ha considerado hasta el momento es que al
disminuir la velocidad de los &tomos el sistema deja de ser resonante pues también cambia
la frecuencia con la que estos ven a los fotones del laser. Entonces cesa el proceso de
absorcion-emision y su velocidad no disminuye mas. Para evitar esta situacion es necesario
mantener constante el valor de §; — |wp| de forma que los d&tomos no dejen de absorber
fotones. Esto se puede conseguir cambiando la frecuencia del laser o mediante la aplicacion

!La intensidad de saturaciéon se define de tal forma que cuando la intensidad del laser I iguala el valor
de I, un cuarto de los atomos del gas estaran en un estado excitado.
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de campos magnéticos que modifiquen los niveles de energia de los &tomos y por lo tanto,
la frecuencia de absorcion de los mismos. Con cualquiera de estos dos métodos la luz del
laser corresponderé siempre a la frecuencia de resonancia de la transicion electronica en
los &tomos y estos podran seguir siendo enfriados.

Barrido de la frecuencia laser wy,

Al disminuir la velocidad con la que se mueven los atomos también disminuye el cor-
rimiento Doppler, es decir, los &tomos que han sido enfriados ven que los fotones poseen
una frecuencia menor a la de resonancia y por lo tanto no se da la absorcion. Para com-
pensar este efecto es necesario incrementar el valor de wy, de forma tal que para un atomo
en reposo coincida con el valor de wy (Fig. 3.3).

Fy

| (D

Aw

* * T

Periodo de enfriamiento

Figura 3.3: Variacion de la frecuencia del laser conforme se va frenando a los atomos. La frecuencia wq
corresponde a la de resonancia para un atomo en reposo.

El periodo de tiempo en el cual se varia la frecuencia corresponde al necesario para
enfriar a los &tomos. Con este método se pueden alcanzar velocidades de tan s6lo algunos
centimetros por segundo. Esta técnica resulta no ser la més conveniente debido a que se
requiere modificar de forma rapida y precisa la frecuencia del laser y ello no siempre es
posible.

Variaciéon de la frecuencia atémica wy

Cambiar la frecuencia de absorciéon de los dtomos implica modificar su niveles de e-
nergia conforme se va dando el enfriamiento. Experimentalmente esto se puede conseguir
aplicando campos magnéticos o eléctricos.

Al interactuar con un campo magnético externo, el 4tomo adquiere energia adicional
AE7 = —latomo - B(2) que permite el desdoblamiento de los niveles atomicos dependiendo
del momento angular que cada uno de ellos posea. A esta interaccion del &tomo y del campo
magnético se le conoce como efecto Zeeman y resulta de gran utilidad durante el proceso
de enfriamiento.

Debido a que con cada proceso de absorcion el atomo modifica la frecuencia de res-
onancia, es necesario generar un campo magnético no homogéneo cuya intensidad varia
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espacialmente. Entonces, durante su recorrido el &tomo ve incrementada la energia de sus

niveles por una cantidad AFE; de forma tal que

AE,
h

wh = wo + (3.2)

Experimentalmente se busca que el campo disminuya en intensidad conforme los ato-
mos se van frenando. De esta forma se consigue que wj = wy cuando B = 0. Esto resulta
de gran utilidad puesto que el punto en el que se anula el campo coincide con la zona de
minima velocidad, en la cual los a&tomos pueden ser recolectados (Fig. 3.4).

variacion del campo magnético

Haz de
atomos © S O S o)

Zona de minima
velocidad

Figura 3.4: Dispositivo utilizado en el enfriamiento Zeeman. Las flechas indican la variaciéon en la mag-
nitud del campo magnético B.

Como se menciond anteriormente, la modificaciéon en los niveles energéticos también
puede obtenerse aplicando un campo eléctrico inhomogéneo. Sin embargo, este método
requiere de campos muy grandes y resulta ser més complicado de implementar en el
laboratorio.

3.1.2. Melazas Opticas

En ocasiones el haz laser no s6lo consigue frenar a los atomos sino que cambia su
direccién de movimiento logrando que viajen en su mismo sentido. Entonces los atomos
ya no podran ser enfriados porque la frecuencia que verédn ya no seréd la de resonancia, y
en caso de que se llegue a dar la absorciéon de un fotén, el momento transferido al atomo
seria en la misma direcciéon de desplazamiento del 4tomo resultando en un incremento de
la velocidad. Esto también podria tener como consecuencia la pérdida de atomos durante
el experimento.

Con el fin de evitar esta situacion, se coloca un segundo haz laser que se propaga
en direccion opuesta al primero, y asi debido al efecto Doppler y al desplazamiento en
frecuencia de cada uno de los haces, los dtomos s6lo absorben los fotones que viajan en la
direccion contraria a su propia direcciéon de movimiento, mientras que aquellos que viajan
en la misma direccion seran ignorados ya que no poseen la frecuencia de resonancia y por
lo tanto no pueden ser absorbidos (Fig. 3.5). Entonces, ademéas de asegurar la reduccion
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de velocidad de un mayor ntmero de atomos se logra recolectar a los que ya han sido
enfriados.

Atomos
enfriados

Qo
T

Figura 3.5: Dos haces laser permiten enfriar a los dtomos y confinarlos en una pequena region del
espacio. Cada uno de ellos afecta tinicamente a los a&tomos que viajan en sentido contrario a
la propagacion del laser

Haz laser Haz laser

De igual forma que en el caso de un solo laser es posible encontrar la fuerza que
siente el atomo pero ahora debida a los dos haces que se propagan en sentidos opuestos.
Considerando nuevamente un sistema con baja intensidad se obtiene que la fuerza total es
simplemente la suma de las contribuciones de cada uno de ellos, es decir Fj,,o; = F. + F_,
con

Fy = £+ hkT
g S0
= 4+ hk|= . 3.3
b1+%+M&¢wmvm} (3.3

Entonces, la fuerza total esta dada por [13]:

Fopny = Fy+F.

_ hky [ S0 B 50 } (3.4)
T T2 |Tasot (20,/7)7  1+sot (20_/7)2] '

2
. - Smk*0sqv "

T A1+ 50 + (20/7)2)

de donde podemos concluir que la fuerza depende en gran medida de la velocidad con la que
se mueven los atomos. En la ecuacion anterior i1 = 0, F|kv| denota el corrimiento completo
en la frecuencia. Entonces podemos ver que existe una dependencia de la velocidad y el
corrimiento con la fuerza de frenado. Esta dependencia resulta en una aceleracion de los
atomos si hay un corrimiento al azul, es decir si 67, < 0, mientras que para corrimiento al
rojo (si 65, > 0) la fuerza acttia en contra del atomo y lo frena (Fig. 3.6).

Para un atomo de masa m que se mueve en la regiéon en que se traslapan los dos
haces de luz laser, la fuerza esta dada por F' = —fv. Entonces, a partir de la relaciéon
dv/dt = F/m se encuentra que

dv/v = —ﬁdt
m
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AF

Y

Figura 3.6: Se muestra la fuerza de frenado o de friccion que sienten los atomos debido a su velocidad
para corrimiento al rojo. En la region central de velocidades, la fuerza varia linealmente
con la velocidad. Las curvas punteadas muestran los perfiles de absorciéon debidos a un solo
atomo moviéndose en la misma direccion y de forma opuesta al laser.

de donde se obtiene que la velocidad tiene una dependencia en el tiempo que varia segin
v = voelB/mt (3.5)

es decir, en la region de interseccion de los haces el atomo experimenta una fuerza tal
que su velocidad decrece exponencialmente con el tiempo de enfriamiento definido como
tp = m/ﬂ

Hasta éste punto se ha hecho el analisis solamente en una dimension, sin embargo en
los experimentos reales se requiere frenar a los dtomos en las tres dimensiones espaciales.
Para ello se utiliza un arreglo de tres pares de haces laser mutuamente perpendiculares
como se muestra en la figura 3.7.

Estas configuraciones permiten restringir el movimiento de los atomos a la region de
interseccion de los seis haces, por lo que ademas de ser un método de enfriamiento resulta
ser un buen recolector de atomos frios. En el centro del arreglo los dtomos sufren un
amortiguamiento debido a que la fuerza que actia sobre ellos es de la forma F = — (.
Entonces, debido que el &tomo ve afectado su movimiento de igual manera que si estuviera
inmerso en un medio muy viscoso, a este tipo de dispositivo se le conoce como “Melaza
Optica”.

La fuerza que experimenta el a&tomo en la zona de interseccion corresponde a la suma
de las tres componentes espaciales F, F, y I, donde cada una de ellas toma la forma de
(3.4). Tgualmente, la velocidad en el centro del arreglo decrecera exponencialmente segin
v; = v;0elP/™t donde i = x5, z. Debemos recordar que estas expresiones sélo son vélidas
para un atomo de dos niveles en el régimen de intensidades de laser y velocidades bajas.
En la figura 3.6 se puede observar que la fuerza es tipo viscosa tinicamente en el intervalo
en que se traslapan los dos haces laser. En caso contrario la dependencia de la fuerza con
la velocidad deja de ser lineal y el &tomo no siente el amortiguamiento del medio.
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Atomog
confinados.

Figura 3.7: Arreglo experimental de los tres pares de luz laser. En el centro del dispositivo los dtomos
sienten una fuerza viscosa que los confina.

Con ayuda de este mecanismo de enfriamiento se ha encontrado que un atomo puede
reducir su velocidad de 600m/s a tan solo 30m/s. Este intervalo de velocidades corresponde
a llevar al gas de temperatura ambiente (300 K') a tan solo unos cuantos /K mediante la
absorcion de aproximadamente 2 x 10* fotones [14].

Limites del enfriamiento Doppler

Existen varios factores que limitan las velocidades y por lo tanto las temperaturas
minimas que pueden alcanzar los dtomos mediante esta técnica. Un ejemplo de ello es
que la fuerza de frenado no puede exceder el valor de F,,,, = hkvy/2, entonces los atomos
no disminuyen mas su velocidad y el gas no puede seguir siendo enfriado. Ademas, la
emision espontanea de fotones implica una transferencia de momento al a&tomo en direc-
ciones aleatorias, por lo que visto desde el espacio de momentos, el &tomo efectuaréd un
movimiento de caminante aleatorio que impedira que su velocidad sea cero. De acuerdo
con esto, la temperatura minima que se puede alcanzar esta dada por T, = hv/2kg,
la cual depende tnicamente de la vida media del estado excitado 7. En el cuadro 3.1 se
muestran las temperaturas y velocidades minimas que se pueden alcanzar para los &tomos
alcalinos que mas se han utilizado con esta técnica de enfriamiento

Otro factor importante es que en realidad no todos los d&tomos del gas tienen la misma
velocidad inicial, entonces no todos veran a los fotones con la frecuencia de resonancia y
por ende no serén enfriados. Estos atomos “rdpidos” pueden transferir momento a los que
fueron desacelerados resultando en un incremento de la temperatura del gas. La densidad
también representa un problema pues mientras mas dtomos frios se acumulan mayor es
la probabilidad de que choquen entre ellos aumentando el tamano de la region de confi-
namiento y también su velocidad promedio.
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Atomo nnicial 170 T Tmm Umin
(K) [(m/s)| (ns) | (pk) | (cm/s)
Li 1017 2051 | 26.87 | 142.11 71

BNa 712 876 | 15.90 | 240.18 30
%Rb 068 402 | 26.63 | 143.41 20
133Cs 044 319 | 30.70 | 124.39 15

Cuadro 3.1: Temperaturas y velocidades minimas que se pueden alcanzar mediante la técnica de enfri-
amiento Doppler.

3.1.3. Enfriamiento sub-Doppler

El enfriamiento Doppler permite reducir la temperatura hasta cierto limite que depende
del 4tomo que se esté enfriando. Tedéricamente se ha encontrado que para los principales
atomos alcalinos utilizados en el laboratorio la temperatura minima esta apenas por arriba
de los 100 pK. Sin embargo, experimentalmente se encontré que las temperaturas alcan-
zadas eran mucho menores que 7,,;,. Por ejemplo, para el sodio se lograban temperaturas
de 40 pK siendo que T;,;,, = 240 pK . Estos resultados hicieron pensar en la existencia de
otros mecanismos de enfriamiento que no estaban siendo tomados en cuenta.

Posteriormente se mostré que el enfriamiento sub-Doppler se debe principalmente a
gradientes de intensidad y de polarizacion de la luz laser con la que se frena a los atomos.
En esta secciéon discutiremos estas dos técnicas de enfriamiento.

Por lo general la luz laser esté polarizada linealmente, de forma que dos haces laser de la
misma frecuencia que se propaguen en sentidos opuestos formaran una onda estacionaria.
Dado que la direccion de polarizacion de la luz coincide con la direccion de oscilacion
del campo eléctrico, en los nodos se cumplira que E = 0. El valor méximo que alcance E
corresponderé con la intensidad del haz. Entonces podremos decir que la onda estacionaria
representa un gradiente de intensidad de la luz. También es posible generar un gradiente
de polarizacion mediante dos haces ortogonales linealmente polarizados que se propagan
en sentidos opuestos. En este caso, la polarizacion cambiard de circular a lineal cada A\/8
de longitud de onda como se muestra en la figura 3.8.

Supongamos primero un atomo de dos niveles que viaja entre dos haces laser que se
propagan en direcciones opuestas con polarizaciones lineales perpendiculares, es decir, en
un gradiente de polarizacion. Consideremos ademés que se utiliza un campo magnético
que permite modificar los niveles energéticos del atomo con el fin de que siempre esté es
resonancia con el laser. Debido al espin, el 4tomo tendra dos subniveles asociados con
el estado base que irdn cambiando con la polarizacién por efecto Stark?. Este cambio se
puede apreciar mas claramente en la figura 3.8 b.

Supongamos un atomo que se encuentra en la region de polarizacion circular derecha o™
y en el subnivel con Mr = 1/2, donde My representa la proyeccion del momento angular
total F del atomo. Para pasar al subnivel Mp = —1/2 el dtomo debe perder energia
mediante el proceso conocido como bombeo 6ptico que consiste en lo siguiente: el &tomo

2El efecto Stark consiste en modificar los niveles energéticos y por lo tanto la energia interna del atomo
mediante la aplicacion de un campo eléctrico.
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Figura 3.8: Mecanismo de enfriamiento por gradiente de polarizacion.

absorbe un fotén del laser con frecuencia wy, y pasa al estado excitado. Posteriormente,
por emision esponténea emite un fotéon de frecuencia w, y pasa al subnivel del estado
base con menor energia, es decir Mp = —1/2. El efecto total es que el d&tomo pierde una
cantidad de energia U, igual a la separacion entre los subniveles. Para pasar a la region
con polarizaciéon negativa o~ el atomo convierte la energia cinética en energia potencial,
sin embargo, al ser bombeado esta energia se pierde en forma de radiaciéon y nunca se
recupera. Ademas, el 4&tomo regresa al subnivel de menor energia y el proceso vuelve a
repetirse. Esta técnica también recibe el nombre de enfriamiento Sisifo en analogia con el
personaje griego del mismo nombre?.

Para un gradiente de intensidad se tendra un efecto similar pero ahora el atomo se
movera a través de una onda estacionaria con polarizacion circular. En el nodo, el atomo
se encuentra en el subnivel de mayor energia del estado base. En ese punto, redistribuye
su energia por efecto Zeeman y es bombeado 6pticamente, es decir absorbe un fotéon de
frecuencia wy, para pasar al estado excitado y emite otro con frecuencia mayor w, para ir
al subnivel de menor energia del estado base. Posteriormente el atomo es acelerado hacia
el siguiente nodo y repite el ciclo. Nuevamente el efecto total sera la pérdida de energia
en cada bombeo 6ptico resultando en un enfriamiento general del gas (Fig. 3.9).

Estos dos tipos de enfriamiento s6lo son efectivos para dtomos que se mueven a bajas
velocidades, ya que con esto se asegura que haya tiempo suficiente para llevar a cabo el

3En la mitologia griega Sisifo es condenado a empujar una roca a la parte mas alta de una colina,
sin embargo, una vez que llegaba a la cima, la roca resbalaba hasta la base obligandolo a empujarla
nuevamente.
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Figura 3.9: Mecanismo de enfriamiento sub-Doppler en gradiente de intensidad creado por una onda
estacionaria

bombeo 6ptico mientras el atomo se encuentra en el subnivel del estado base de mayor
energia. Los atomos que se muevan muy rapidamente no seran afectados por el enfriamiento
Sisifo, por lo que es recomendable frenarlos por efecto Doppler antes de llevar a cabo esta
técnica.

3.2. Confinamiento de Atomos neutros

Actualmente existe una gran variedad de trampas que permiten el confinamiento de
atomos neutros, la mayoria utilizan luz o campos magnéticos para guiar a los &tomos hacia
una region en especifico. Sin embargo, se ha comprobado que aquellas que mezclan estas
dos técnicas resultan ser las mas eficientes. A este tipo de trampas se les conoce como
magneto-6pticas (MOT por sus siglas en inglés) y son especialmente importantes para la
obtencion del condensado de Bose-Einstein.

Las trampas magneto-6pticas consisten basicamente de un arreglo de haces laser similar
a una melaza 6ptica y de un campo magnético cuadrupolar que varia linealmente con la
distancia generado por dos bobinas de Helmholtz con corrientes opuestas. Si consideramos
al eje z como el eje de simetria, el campo magnético cerca del minimo (escogido como el
origen del sistema de coordenadas, es decir z = 0) se escribe como

B(z) = bz . (3.6)

La magnitud del campo esta dada por B = B'(2® + 4? + (b2)?)"/2, de donde resulta
claro ver que varia linealmente con la distancia y que en z = 0 es nulo.
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Para un atomo inmerso en este campo magnético, se tendra que la interacciéon con el
campo es de la forma V' = — i410mo- B, donde figomo = —gspupd+grpunI. Como se menciond
en la seccion (3.1) J representa el momento angular total mientras que I al espin nuclear.
gy corresponde al factor de Landé para el acoplamiento L-S y g; es la razén giromagnética
del nicleo.

Debido a que el magnetén de Bohr pup es mucho mayor en magnitud que el nuclear
[N, se puede suponer que flaomo = —¢gsitpd. Entonces la energia de interaccion entre el
atomo y el campo estard dada por

V = giup J-B
= grpsMp|BJ|, (3.7)

F(F+1)+J(J+1)—I(I+1)
2F(F+1)

donde gr = . Mg es el nimero cuéntico magnético y cumple con
—F < Mp<F.

El campo magnético externo B interactia con los atomos de tal forma que se puede
decir que ellos se encuentran bajo la accién de un potencial de confinamiento cuya mag-
nitud estéa dada por (3.7). De acuerdo con esto, los atomos sentiran una fuerza asociada

al potencial V' que seréa de la forma

De la ecuacion anterior podemos ver que aquellos atomos con ntimero cuantico Mg > 0
sentirdn una fuerza de atraccién hacia el punto en que el campo es minimo, que en este
caso coincide con el centro de la trampa. En caso contrario, si los &tomos se encuentran en
un estado tal que Mg < 0 sentirdn una fuerza de repulsion y podréan escapar de la trampa.
De esta forma se puede ver que todos los atomos con Mg > 0 serén llevados al centro de
la configuracion quedando atrapados en este punto.

Mediante un anélisis similar al de las melazas Opticas es posible encontrar la forma
explicita de la fuerza que sienten los atomos debido al campo magnético en términos de
la frecuencia del laser wy, la de absorcion wy y el corrimiento en la frecuencia § [14].
Resulta interesante mencionar que mediante este analisis se obtiene que F' = — Dz, donde
la constante D involucra las cantidades mencionadas anteriormente. Entonces, debido a
que F, = —VV, es posible atribuir a la trampa magneto-6ptica un potencial armonico tal
que

Viz) = %Dzz | (3.9)

lo cual, estabiliza a los atomos alrededor de z = 0.
Si en la relacion anterior incluimos la fuerza que sienten los atomos debido a la melaza
Optica tendremos que la fuerza total que actiia sobre ellos es

F,=—Dz—fuv, . (3.10)

La relacién anterior indica que los atomos de masa m que se encuentran cerca del
centro de la trampa efectiian una oscilacion amortiguada con frecuencia 2 = \/D/m y
constante de amortiguamiento o« = 3/m. Es decir, los dtomos seran llevados al centro de
la trampa como se habia mencionado antes.
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3.3. Enfriamiento por evaporacion

Las temperaturas alcanzadas con enfriamiento laser son impresionantemente bajas (del
orden de pK') pero no lo suficiente como para producir un condensado de Bose-Einstein.
Para alcanzar tales temperaturas es necesario utilizar un método conocido como enfri-
amiento por evaporacion después del enfriamiento laser.

Este procedimiento permite la produccion de muestras de &tomos con baja temperatura
y alta densidad confinadas y enfriadas previamente en una trampa magneto-optica.

La técnica del enfriamiento por evaporacion es muy sencilla de entender y se basa en
la remocion de aquellos &tomos que poseen una mayor energia cinética promedio. Este
proceso es seguido por una retermalizacion del resto del gas mediante colisiones elasticas.

Experimentalmente, el procedimiento mediante el cual se retira a los 4tomos més en-
ergéticos es basicamente el que sigue: primero, los atomos que ya han sido enfriados con
luz laser son enviados a una trampa magneto-6ptica en la que inicialmente solo actua
el campo magnético. Entonces debido a la fuerza magnética los dtomos seran llevados al
centro de la trampa y se atenuara su movimiento. La distribuciéon de energia de los &tomos
implica que “llenen” el potencial de la trampa hasta cierto valor F,,,, que dependera de
la temperatura.

E
A E max ’
m=—1
1 r
cambio del
-— eastado de
L ] espin
m=1
b)

Figura 3.10: Enfriamiento por evaporacion en una trampa magnética. a) Nube atémica confinada por
la fuerza puramente magnética. b) potencial armoénico asociado con la MOT. Se muestra
el cambio en el estado del espin que permite retirar a las particulas con mayor energia.

Una vez que los atomos han sido confinados, la trampa se irradia con radiofrecuencia
con el objetivo de cambiar el espin electronico s. Este cambio en el espin ocurre cuando la
frecuencia v, fAE/h iguala la diferencia de energia AE = Ey, — E| = (gsup)2 = 2upB. Los
atomos que han cambiado su estado de espin son expulsados de la trampa debido a que su
potencial es ahora negativo (Fig. 3.10). Si se escoge la frecuencia de tal forma que que solo
los 4&tomos mas calientes (con energia cinética y velocidad mayor) puedan cambiar el estado
de espin, se tendra una disminucion en la energia promedio de los atomos que permanecen
atrapados. También se puede lograr el enfriamiento mediante la disminuciéon del potencial
de confinamiento. Esto se lleva a cabo a través de una reduccién en la intensidad del campo
magnético aplicado.
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Aunque al retirar a las particulas mas energéticas se eliminan dtomos de la muestra, se
requiere s6lo la evaporacion de una pequena cantidad de ellos para enfriar al gas de manera
considerable. Las densidades atomicas (namero de particulas en el gas) que se requieren
estan dadas por nA3 ~ 2,612, donde n es la densidad del gas y A3 es la longitud de
onda térmica de de Broglie. Para atomos a presiéon y temperatura ambiente esta cantidad
toma valores de aproximadamente 10°, sin embargo, en el laboratorio suelen tenerse nubes
con ~ 10 atomos. Valores méas grandes para la densidad pueden provocar que la luz
dispersada por un atomo sea reabsorbida por otro incrementando su energia cinética y
por lo tanto la temperatura del gas en general, ademés de representar una posible pérdida
de dtomos de la muestra.

El proceso de evaporacion se puede repetir tantas veces sea necesario hasta alcanzar la
temperatura de transicion del condensado. Sin embargo, durante el proceso y sobre todo
en la descripcion tedrica del mismo se deben tener en cuenta las siguientes restricciones:

1. La distribucién de los atomos en el espacio de las coordenadas y momentos (espacio
fase) depende solamente de la energia de los atomos y de su naturaleza.

2. Al inicio del proceso de evaporacion el gas puede ser descrito mediante la estadistica
clasica y se asume que se encuentra lejos de la fase condensada.

3. La tasa de colisiones elésticas es mayor que la de colisiones inelasticas. Entonces, al
4

dominar las colisiones elésticas se asegura la conservacion de la energia del sistema®.

4. El proceso de evaporacién preserva la naturaleza térmica de la distribucién. Es decir,
la termalizacion (el proceso mediante el cual el gas alcanza el equilibrio) es mucho
més rapida que la tasa de enfriamiento (la razon a la cual son extraidos del sistema
los atomos mas energéticos).

5. Los atomos que escapan de la trampa no colisionan ni intercambian energia con los
que permanecen en ella.

Mediante esta técnica de enfriamiento es posible alcanzar temperaturas del orden de
107?K necesarias para la formacién del condensado de Bose-Einstein.

3.4. Observacion del BEC en atomos de 8" Rb

Mediante la implementacion de los métodos de enfriamiento mencionados en este capi-
tulo, en 1995 el grupo de Eric Cornell y Carl Anderson logré obtener por primera vez un
condensado de atomos de 8" Rb en el laboratorio. El proceso que siguieron se describe a
continuacion.

Durante aproximadamente 300s recolectaron atomos a temperatura ambiente (~ 300K)
utilizando una trampa magneto-6ptica. Es decir, utilizaron la fuerza ejercida por el laser
para llevar a los &tomos a una regiéon en el espacio en la que ademaés, el campo magnético
era nulo (Figs. 3.7 y 3.4). Posteriormente ajustaron la frecuencia del laser y el gradiente
del campo aplicado para comprimir y enfriar la muestra a tan solo 20 uK.

4Con esto se evitan pérdidas de energia como por ejemplo la asociada con el enlace entre 4tomos.
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Figura 3.11: Distribucion de velocidades para un gas de rubidio. A partir de ella se confirmé el des-
cubrimiento de la fase condensada para bosones. A la izquierda se muestra al gas antes de
la transicién y en el centro, el momento justo en que aparece el condensado. La imagen de
la derecha representa el momento posterior al la evaporacion, en este punto se tiene una
nube en la que practicamente todos los &tomos se encuentran en el estado base.

Debido a que resulta necesario tener una nube atémica con una densidad relativamente
alta antes del proceso de evaporacion, el equipo de Cornell utilizé6 una MOT cuyo campo
magnético rota alrededor de la trampa con cierta frecuencia. A este dispositivo se le conoce
como TOP por sus siglas en inglés (Time Orbiting Potential) y posee una alta capacidad
de confinamiento atémico pues permite obtener densidades de espacio fase 3 veces mayores
que cualquier otra trampa.

Con ayuda de la TOP se increment6 la tasa de colisiones en el gas por un factor de 5.
Justo en este punto se tenfan cerca de 4 x 10° atomos en la trampa con una temperatura
de 90pK. Ademas, la densidad aproximada era de 2 x 10'%4tomos/cm3.

Una vez realizado lo anterior, la muestra fue enfriada evaporativamente durante 70s. El
método que se sigui6 para dejar escapar a las particulas mas energéticas fue el de reducir
la “altura” del potencial variando la frecuencia del laser. Después de esto, se permitié que
el gas se equilibrara durante un periodo de tiempo de 2s.

Finalmente, el condensado aparecié en un rango de frecuencias del laser entre 4.25 y
4.23 MHz. La nube atémica consistia de aproximadamente 2 x 10* atomos, con densidad de
2,6 x 102 dtomos/cm? y temperatura 170 nK. En la figura 3.11 se muestra la distribucion
de velocidades del gas antes y después de la transicion al condensado [1].

3.5. Gas de Bose en dos dimensiones
Como se habia mencionado en el capitulo anterior, para un gas de Bose en un potencial

armonico en dos dimensiones se observa el fenémeno de condensacion. Sin embargo, experi-
mentalmente se ha encontrado que esta fase no corresponde precisamente a la predicha por
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la teoria de Bose-Einstein sino méas bien a la de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT).

A diferencia del caso tridimensional, en un gas de bosones en dos dimensiones el orden
de largo alcance es destruido por las fluctuaciones térmicas. Es principalmente por esta
razéon que un fluido de bosones idénticos no puede pasar a la fase condensada. A pesar
de ello, el sistema puede formar un cuasi-condensado y volverse superfluido por debajo de
una temperatura critica. La teoria de BK'T asocia esta transicion de fase con la aparicién
de un orden topologico que resulta del apareamiento de vortices con circulaciones opuestas
[15, 16].

Figura 3.12: Realizacion experimental de la fase BKT para un gas de Bose bidimensional en una trampa
armonica

La manera en que se consigue un sistema bidimensional se esquematiza en la figura
(3.12). Inicialmente se tiene un gas de bosones que se ha preparado mediante un proceso
de enfriamiento laser seguido de la evaporacion de las particulas méas energéticas. Con el
proposito de “rebanar” al gas se introduce una red dptica con un periodo de tan sélo unos
cuantos micrometros (~ 3um para atomos de 3"Rb) a lo largo del la direccién vertical
z. Esto permite partir al gas tridimensional en dos nubes independientes y comprimirlas
hasta obtener dos sistemas bidimendionales. Aunque existe tunelaje de particulas de una
nube a otra, la tasa a la que esta se da es despreciable en comparaciéon con el tiempo en
el que se lleva a cabo el experimento.

El namero de atomos que suele contener cada nube depende de la temperatura y varia
entre 0 y 5 x 10%, mientras que el ntimero total total de a&tomos por plano es de ~ 10°.

Para un gas ideal en dos dimensiones el ntimero de particulas en el sistema estéd dado
por la ecuacién

N(u,T,w) =V (%)3 g(a) . (3.11)

donde V representa el volumen armoénico dado por el inverso de la frecuencia w al cubo.

Los experimentos realizados para bosones en dos dimensiones muestran que para po-
tencial quimico cero el valor critico del nimero de particulas es mayor que el predicho por
(3.11). En particular se encuentra que N, = aN¢gea con a = 5,3. Es decir, se obtiene
cinco veces més particulas condensadas que las esperadas para el gas ideal.
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Un modelo heuristico de este tipo de condensacién se basa en proponer un perfil de
densidad gaussiano observado experimentalmente para N, prr. De acuerdo con esto,

kT
hw

Esta ecuacion resulta adecuada pues al introducir el valor experimental encontrado
para p.A%, el nimero de particulas N.pxr toma el valor de 4.9. El cual, como se puede
ver, es muy cercano a b5.3.

6
NcyBKT = pC)‘2 ( ) = pc)\QﬁNc,ideal- (312)



CAPITULO 4

Modelos teoricos del gas de Bose con
interaccion

En el primer capitulo de este trabajo se estudi6 la termodinamica del gas ideal de
Bose sin tomar en cuenta ni la estructura interna de los atomos ni su interacciéon. Sin
embargo, los atomos atrapados (magnética u 6pticamente) no sélo interactiian, sino que
esta interaccion puede llegar a ser considerable. Un aspecto importante en la descripciéon
teorica del gas de Bose y de la fase condensada es tomar en cuenta las interacciones que
tienen lugar en la nubes atomica que forma el gas. Debido a que esto representa una
complejidad en las ecuaciones a resolver, es necesario hacer suposiciones en el tipo de
interaccion sin perder el sentido fisico del problema.

Actualmente existen varios métodos para describir el gas de Bose no ideal que contem-
plan no sé6lo herramientas matematicas sofisticadas como segunda cuantizacion o teoria de
campo, sino también simulaciones numéricas que modelen el comportamiento observado
experimentalmente. En este capitulo se presentardn de forma breve las principales teorias
que describen al gas de Bose tanto en su fase normal como en la fase condensada. Asi
mismo se discutirdn las ventajas y alcances de cada una de ellas.

4.1. Interaccion entre Atomos

La interaccion entre los atomos de un gas puede ser descrita en forma general por un
potencial V(r) que es funcion de la distancia relativa r entre ellos. Aunque V(r) puede
llegar a ser muy complicada, para el caso de un gas diluido es posible afirmar que la parte
relevante es aquella que contempla interaccion a largo alcance y que corresponde a una
fuerza de tipo Van der Waals. Debido a que esta fuerza es atractiva, en principio puede
provocar el enlace entre los atomos que han sido confinados en la trampa, sin embargo,
gracias a que los a&tomos sufren colisiones elasticas por pares la energia se conserva e impide
la formaciéon de moléculas o pares ligados.

La interaccion de Van der Waals es causada por la fuerza dipolo-dipolo entre los a&tomos
y tiene la forma —Cg/r% donde Cg es un coeficiente que permite definir una longitud
caracteristica de Van der Waals ro. En términos de la masa reducida m, para dos atomos
idénticos, ry estd dada por la relaciéon

47
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Qm,«CB 14
h

Esta longitud es muy importante, pues estéa relacionada con la magnitud de la interaccién

entre particulas.

En los experimentos en gases atomicos suele darse la colision entre entre mas de dos
atomos, sin embargo la cantidad de ellas es muy pequena si se considera el régimen de gas
diluido, es decir, con densidad n muy pequena. La distancia tipica ry a la que ocurre la
interaccion para atomos alcalinos esté entre los 20 y los 30 , mientras que la densidad de
atomos en la trampa es del orden de n ~ 10— ~ 10'® cm ™2, lo cual corresponde a una
distancia interatoémica de entre 500 y 600 . Entonces, en un gas como el que se utiliza en el
laboratorio, el porcentaje de colisiones entre tres particulas o més es muy bajo y puede no
ser tomado en cuenta. Ademaés, la interaccion entre pares de particulas resulta ser tal que
las colisiones de dos cuerpos no involucran transiciones entre diferentes estados hiperfinos,
es decir, los &tomos suelen permanecer en el mismo estado en que fueron preparados. Dicha
interaccion contribuye a la energia potencial total del atomo en la trampa. Pero sin duda
alguna, la mayor importancia de las colisiones binarias reside en el hecho de que ellas son
necesarias para que el sistema alcance el equilibrio termodinédmico.

En el caso de los dtomos alcalinos la funcion de la interaccion V(1) se simplifica consid-
erablemente, pues como vimos anteriormente suele suceder que la longitud de intreracciéon
ro es mucho més pequena que la distancia interatoémica promedio r. Entonces, puesto que
V(r) solo actiia a una distancia muy corta en comparacion con la separacion entre los
atomos r, es posible aproximarla mediante una funcién delta de Dirac como sigue

V(i —72) = 6(r — 7). (4.2)

En la siguiente seccion veremos de forma mas detallada la justificacion de este potencial.

4.1.1. Longitud de dispersién en onda s

Consideremos dos atomos neutros idénticos y de masa m que interactiian mediante
un potencial V(r) esféricamente simétrico. Desde el sistema de referencia del centro de
masa, el sistema de dos dtomos se puede caracterizar por la masa reducida m, = m/2, el
ntimero de onda k y energia £, = h?k?/2m,.. De acuerdo con esto, la funcion de onda para
el movimiento del centro de masa es una onda plana, mientras que para el movimiento
relativo de los dtomos se satisface la ecuacion de Schrodinger:

L V()| i) = Bt (13)

2m,

Para caracterizar la dispersion se suele escribir la funcion de onda del movimiento
relativo como la suma de una onda plana incidentes y una onda dispersada

Ur(r) = €™ + Y aisp(r) | (4.4)

donde se ha escogido el eje z como la direcciéon de la velocidad relativa de la onda incidente.
Para distancias interatémicas grandes la onda dispersada es una onda esférica de la forma
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f(k)e™*r /r, donde f(k) es la amplitud de dispersion. Si asumimos que la interaccién entre
los atomos es esféricamente simétrica, podemos escribir la funciéon de onda para distancias
grandes como

ikz

Up(r) ~ e** + f(k,0)

donde la amplitud de dispersion f(k, #) depende tinicamente de la energia de las particulas
y del angulo 6 que relaciona las direcciones del momento relativo antes y después de la
dispersion.

Como veremos después, la seccién eficaz es una cantidad que relaciona la longitud de
dispersién con los cambios de fase de la onda dispersada con respecto a la onda incidente,
por ello es importante considerarla en nuestro desarrollo.

La diferencial de la secciéon transversal o se expresa en términos de la amplitud de
dispersion segun:

- (4.5)

do
= 1f O (16)

Si consideramos la dispersion a través de un angulo entre 6 y 6 + df, el elemento de
angulo solido es df) = 27 sin 8df. Debido a que el potencial en consideracion tiene simetria
esférica, la solucion a la ecuacion de Schrodinger tiene simetria axial con respecto a la
direccién de la particula incidente, por lo tanto, es posible expandir a la funcién de onda
del movimiento relativo en términos de los polinomios Legendre P;(cosf) como

=Y AP(cos ) Ry(r) , (4.7)
1=0
donde Ry, (r) es la funcion de onda radial y satisface la ecuacion
2 [(I+1 2m,
1) + 280 + |12 = N 2 )| ) =0 (45)

Entonces, el potencial efectivo de interacciéon entre el par de atomos esta dado por los
dos tltimos términos entre paréntesis de la ecuacion anterior y se puede escribir como

R I(l+1)

Ver(r) = o 12 +V(r), (4.9)

de donde resulta claro ver que en el caso en que | = 0, V,(r) se reduce al potencial inter-
atomico V(r). Ademaés, se obtiene como resultado que para [ # 0 el potencial que sienten
los 4tomos tiene una contribucion que se puede describir como una barrera centrifuga cuya
magnitud depende de I(I + 1).

Regresando a la seccion transversal tendremos que cada onda parcial o;(k) estara dada
por

2. 4w
ﬁ (20 + 1) sin? (6;(k)) (4.10)
1=0

donde §; representa el cambio en la fase.
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En el limite en que k es muy pequena (k — 0), el cambio en la fase 0;(k) para un
potencial de alcance finito varia segiin £%*!. Si el potencial a grandes distancias varia de
acuerdo con r~", el resultado anterior es valido si se cumple que [ < (n — 3)/2, pero para
ondas parciales superiores (I grande) el cambio de fase &;(k) es proporcional a k"2,

Ahora bien, en el caso de la interaccion de tipo Van der Waals se tiene un potencial que
varia segin 1/r® para grandes distancias, por lo que podemos decir que en este caso los
cambios de fase se vuelven muy pequenos conforme k se aproxima a cero. Esto se traduce
en que la seccién eficaz de dispersion en el régimen de bajas energias se vuelve considerable
solo para ondas parciales con [ = 0 (onda s).

Entonces, la amplitud de dispersion es isotropica y se escribe como f = dg/k. Ademas,
la seccién eficaz esta dada por

]161’11(1] o1—o(k) = 4ma?, (4.11)

de donde podemos ver la relaciéon con la longitud de dispersion ag definida como

as = — lim tan %-(k) (4.12)
k—0 k

Entonces, podemos resumir el analisis realizado mediante la afirmacién de que para
[ # 0 los atomos sienten ademas del potencial interatomico V' (r) una barrera centrifuga
proporcional a [(I4 1), por lo que la probabilidad de que se acerquen a una distancia en la
que la interaccion sea apreciable es practicamente nula. Entonces, se puede concluir que es
una muy buena aproximacion el considerar las interacciones de los dtomos en el régimen
de onda s para el cual [ = 0.

Un resultado més relevante atin es que para dos a&tomos de masa reducida m,., la existen-
cia de una longitud de dispersion a, implica una interaccion efectiva igual a (2rhas/m,.)d(r),
donde r representa la coordenada relativa entre ellos. El caso mas comtn que se considera
es el de dos atomos de masa m para los cuales m, = m/2, de forma que

Arh2a

m

Ves(r) = o(r) (4.13)
Esta interaccion puede ser caracterizada mediante una constante g cuyo valor corre-
sponde a g = %.
Ademas, usualmente g y a, son positivas, correspondiendo a una interaccién repul-
siva. Esto ultimo es importante debido a que al existir repulsién entre las particulas se
evita el colapso de la nube atéomica. Entonces, el valor esperado para la energia potencial

interatémica esta dada por

Amh2a,

m

(Eint) = MOly (4.14)

donde W(0) representa una funciéon de onda que tiende a un valor constante si r > as.
Esta funcion de onda también se puede expresar mediante la notacion ¥(r;; — 0), la cual
indica que la coordenada relativa r;; debe ser muy grande comparada con la longitud de
dispersion a.
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Los efectos de esta interaccion puede ser vistos como un potencial adicional que siente
cada atomo, como resultado de la interaccion promediada con los demas atomos del gas. Al
introducir esta contribucion de campo medio al potencial en la ecuaciéon de Schrodinger
se obtiene una ecuacién no lineal que debe ser resuelta de forma autoconsistente para
encontrar las funciones de onda y cantidades como la densidad de particulas n(r) y el
potencial quimico u para el caso en que el gas de Bose ha pasado al estado condensado. A
este tipo de funcién se le conoce como ecuacion de Gross-Pitaevskii y sera estudiada con
més detalle en la siguiente seccion.

4.2. La ecuacion de Gross-Pitaevskii

La ecuacion de Gross-Pitaevskii (GP) fue sugerida en 1961 como una descripcion para
la fase superfluida del *He liquido, sin embargo, debido a la fuerte interaccién entre los
atomos de Helio no resulté ser la descripciéon mas apropiada. Por el contrario, en el ca-
so de los gases de atomos alcalinos diluidos, los cuales interactian mas débilmente, la
ecuacion GP ofrece una muy buena descripcion de la fase condensada y por esta razon
ha sido ampliamente utilizada en la interpretacion de los experimentos. Ademés ofrece
una descripciéon de las propiedades del gas de Bose a temperatura cero cuando la longitud
de dispersion a, es mucho menor que el espaciamiento entre atomos. La ecuacion GP se
puede ver también como la ecuacion de Hartree aplicada a un gran ntimero de bosones
condensados.

Consideremos un sistema de N bosones idénticos que se mueven bajo la accién de un
potencial externo que depende de la posicion y el tiempo V(r,t) y supongamos que se
satisface la condicion de gas diluido, es decir, que

(na®)'? <« 1. (4.15)

donde n es la densidad del gas. Ademas, asumamos que la longitud de dispersion ag es
menor que cualquier longitud que caracteriza al potencial externo V. (r).

Entonces, la funciéon de onda ¥ de muchos cuerpos mas sencilla que se puede proponer
es de la forma de Hartree, es decir, una funcién de onda en la que todos los bosones ocupan
el mismo estado.

Consideremos la ecuacion de Schrodinger escrita en segunda cuantizacion

W) = 3 VP(e) + Vi) + [ W)V — )W) (416)

donde W(x) representa un operador de campo en términos de los operadores de creacion
y aniquilaciéon que puede ser escrito en la forma

U(z)=> @r)a (4.17)

Sean N particulas en el estado base, las cuales pueden ser descritas mediante | N, 0,0, ...,0).
Entonces, segin la ecuacion anterior para W(z) tendremos que
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U (z)|N,0,0,..., Zam )|N,0,0,...,0) = VNgo(z)|N,0,0,...,0)  (4.18)

por lo que cada uno de los términos de la ecuacion de Schrodinger se puede escribir como:

m%( ) = ih— gpo( )V'N|N.0,0,...,0) (4.19)
ot ot
h2 2 hQ 2
— 5 VAU (2) = —%\/ﬁv ©o|N,0,0,...,0) (4.20)
Vet U () = Vaur VN[N, 0,0, ..., 0) (4.21)

El término de interaccion resulta un poco méas complicado pues

ZZZ% u(2)a]aman| N, 0,0, ... 0)

- \/Ni—\/_\/_iﬂwo(y)WO(I)WO(y”N - 17 07 07 te >0>
+\/NV N — 12 @O(x>‘;00(y)907(y)|N —-2,0,0,... >0> (4'22>

140

Entonces la ecuacion (4.16) toma la forma,

ih%\/ﬁtpo(x) = —%\/NVQ%(Q:) + Vige(2)V Nepo(2) +
VNN - 1) / Ay i)V (& — 9)eo(y)golx) +
VNVN 1 / dyT )V ( — y)eo(y) o) (4.23)

Para un ntimero N grande, es posible suponer que v N(N —1) ~ N3/2y /N\/N — 1~ N.
De donde podemos ver que en el limite termodinamico, la mayor contribucion la tendra
el término

VNN - 1) / dy i)V (& — 1)eo(y) o) (4.24)

Definamos ahora a la funcion W(r,t) = N/2p(r, t).
Entonces, es posible escribir a la ecuacion de Schrodinger como
0 o, )
(e 1) = — VU, 0) + Ve (1)U (e, 1) + gl U(, OPT() (4.25)

donde hemos sustituido V(x —y) = gd(x —y) con g = %2‘13.

Esta ultima ecuacion es conocida como la ecuacion de Gross-Pitaevskii (dependiente
del tiempo) o en algunos casos ecuacion de Schridinger no lineal y describe la fraccion de
atomos en fase condensada, por esta tltima razon, en ocasiones también se le da el nombre
de ecuacion del condensado.
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4.2.1. Consecuencias de la ecuacion de Gross-Pitaevskii

Supongamos una funciéon de onda W(r) definida en la forma (4.17) y fijemos un poten-
cial externo tal que V.. (r,t) = Vi (r). Entonces, la funcion de onda del condensado debe
ser dependiente del tiempo sb6lo mediante un factor de fase que puede ser escrito como
e~ #t" (donde el pardmetro p es una cantidad por el momento desconocida). Si sustitu-
imos esta funcion en la ecuacion de GP dada por (4.25) obtendremos la ecuacion de GP
independiente del tiempo (donde W(r) es ahora el factor independiente del tiempo) dada
por

2 2
) + Vel (r) 4 T

Para encontrar el significado fisico de la cantidad p notemos que la forma de ¥(r) debe

ser tal que minimice la expresion para el valor esperado de la energia (4.14), es decir
2 2
E= o0 [IVU0Par+ [VeawluePar+ 500 [wepas,  @2n)

2m m

U ()" (r) = pl(r) . (4.26)

la cual esta sujeta a la condicion de conservacion del niimero total de particulas, es decir
a la restriccion

/ U (r)’dr = N . (4.28)

Es posible tratar a la restriccion por la via tipica de introducir un multiplicador de La-
grange y variar la ecuacion para la energia (4.27) con respecto a la forma de ¥(r). Haciendo
esto se encuentra que p es precisamente el multiplicador asociado con la conservacion del
nimero de particulas, es decir, resulta ser el potencial quimico y cumple con

OE(N)

Se puede encontrar que la ecuacion GP independiente del tiempo esta caracterizada
en cualquier punto del espacio, por una longitud £(r) definida como

&(r) = /8mn(r)as , (4.30)

donde n(r) = |[¥(r)|? representa la densidad de dtomos en ese punto [5].

En el limite de gas diluido, es decir cuando na® < 1 la cantidad £ es muy grande com-
parada con el espaciamiento entre dtomos n~'/3 y la longitud de dispersién a,. Mediante
un estudio de casos especificos como el potencial de caja (en el cual V.. (r) =0y ¥ debe
tender a cero en las paredes) se puede encontrar que ¢ es una medida de la distancia sobre
la cual el parametro de orden tiene la capacidad de recobrar su valor si este es forzado a
moverse de su posicion de equilibrio [f2(r)]/2.

Si la distancia £ es muy pequena comparada con otras longitudes caracteristicas, en-
tonces el término de energia cinética en la ecuacion de GP independiente del tiempo (4.26)
se puede desarrollar s6lo hasta primer orden y la ecuacion se reduce a

Vert(r) +n(r)g = 1, g = 4nh*a,/m (4.31)

La ecuacién anterior es conocida como la ecuaciéon de Thomas-Fermi y se refiere simple-
mente al potencial total efectivo en el cual el movimiento de los 4tomos es constante.
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Ecuaciéon de Gross-Pitaevskii para bosones atrapados

Examinemos ahora la solucién a la ecuacion de GP para bosones en una trampa. Como
bien sabemos, los a&tomos atrapados sienten un potencial armoénico de la forma

1
V(r) = §m(w§$2 +wiy? +wiz?) . (4.32)

Con el fin de simplificar el problema, supongamos que las tres frecuencias de oscilacion
son iguales, es decir, que el potencial es isotropico, entonces V = mw?r?/2. Mediante
un calculo variacional para este potencial y escogiendo la funcién de prueba gaussiana
U(r) = Ae /%" se puede encontrar que [13, 17]:

3 a? b? g 1
E=-h = — 4.
i (5 ) )

donde g = %%‘S representa la magnitud de interaccion entre particulas.

El minimo en la energia se obtiene derivando la expresion anterior. El resultado que se
obtiene es que para el caso ideal, es decir, sin interaccion entre dtomos (g = 0), el minimo
en la energia ocurre cuando b = a,,., donde

aoscz( i )1/2 (4.34)

mwo

es el radio caracteristico de la funcion de onda gaussiana para el oscilador armoénico. Para el
valor de equilibrio b, los dos términos que representan a la energia cinética y potencial dan
una contribucion igual a la energfa total, la cual es £ = 3hw/2, como es de esperarse para
el estado base del oscilador armoénico. Cabe mencionar que el método variacional arroja
resultados exactos en este caso particular debido a que la funcién de onda de prueba tiene
la misma forma gaussiana que la soluciéon real para el oscilador armonico.

Consideremos ahora el caso en que la magnitud de la interaccion sea positiva, es decir
g > 0y por lo tanto los 4tomos sientan una atraccion entre ellos!. En este caso se tiene
que la razon entre los términos que representan las interacciones atémicas y la energia
cinética se puede escribir como

4 9 Nay
3(27T)3/2 agshw N aOSC

(4.35)

La cantidad Nag/a,s. es una medida adimensional de la fuerza de interaccion. Ademas,
la razén ag/a.s. resulta ser muy importante pues para valores de N mayores que ella,
el término de la energia cinética se vuelve menos importante y por lo tanto se puede
despreciar. Es decir, la aproximacién de Thomas-Fermi es valida en este desarrollo.

En el caso de los dtomos de sodio a,s. = 2pm mientras que la longitud de dispersion
tiene el valor de a, = 3nm. Entonces, cuando el nimero de atomos en el condensado
excede a ays./as = 700 es posible hacer un anélisis teodrico en el que la energia cinética no
contribuya.

! Aunque los condensados con interacciones efectivas atractivas ya han sido creados experimentalmente,
existe el riesgo de que colapsen conforme el nimero de atomos crece.
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La solucién a la ecuacion de Gross-Pitaevskii se vuelve mas sencilla al despreciar la
energia cinética. Este caso coincide con el regimen de Thomas-Fermi y entonces la ecuaciéon
de GP independiente del tiempo (4.26) se reduce a

dmhla,

Vere(0) W (x) + 2 0 (1) P () = ol (x) | (4.36)

de donde podemos obtener que cuando W(r) # 0

()2 = %t(r) | (4.37)

Por consiguiente, la densidad de atomos n(r) = |¥(r)|? en el oscilador armonico tiene

la forma de una parébola invertida cuya ecuacion esta dada por

x? y2 22

En el caso contrario, es decir cuando W(r) = 0 se tiene que V(r) = u. Esto quiere decir
que los atomos “llenan la trampa” (el potencial armonico) hasta el valor del potencial
quimico g como se muestra en la figura 4.1.

(@)

®) n{r)

r

Figura 4.1: a) En el régimen de la aproximacion de Thomas-Fermi el condensado tiene la misma for-
ma que el potencial de confinamiento. a) Potencial armoénico b)La densidad de dtomos en
una trampa armonica tiene la forma de una parabola invertida (a lo largo de los tres ejes
espaciales.)

Como ya se menciond, la aproximacion de Thomas-Fermi ignora el término de ener-
gia cinética en la ecuacion de GP independiente del tiempo. Ademéas encontramos que la
densidad n(r) puede ser expresada mediante la ecuacion de una parabola invertida. Sin
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embargo, el pico que se obtiene para n(r) resulta poco realista cuando se compara con
los resultados experimentales. Por lo tanto se vuelve necesario tomar en cuenta de alguna
forma la energia cinética. Acerca de este tema se puede encontrar mas informacion en las
referencias [13], [17] y [18].

Ecuaciéon de GP dependiente del tiempo e hidrodinamica del condensado

La ecuacion de GP puede también describir la dinamica de la fase condensada del gas
de Bose. Para ello es necesario considerar la ecuacién dependiente del tiempo como se
verd a continuacion. Aunque este trabajo no tiene como uno de sus objetivos el describir
la hidrodinamica del condensado, este tema se presentard por completez.

En esta seccion veremos de forma general que la ecuacion de GP ofrece una explicacion
apropiada para las cantidades hidrodindmicas encontradas en los los superfluidos.

Para comenzar con nuestro desarrollo retomemos el caso de la ecuaciéon de GP depen-
diente del tiempo dada por la ecuacion (4.25)

_ 2 4rhiayg
5 0¥ (r,t) = — L NVRU(r, ) + Vi (1, ) (1, 8) + ———
m

— S |U(r,t)*¥(r,t) ,

y separemos a V(r,t) en términos de la amplitud y la fase, es decir
U(r,t) = (n(r,t))%e%™ (n, Re[y]) . (4.39)

Al estudiar la hidrodinamica de los superfluidos se encuentra que su velocidad v4(rt)
esta dada por [17]:
h
vs(r,t) = EV@(r,t) : (4.40)

Mediante la sustitucion de estas dos tltimas expresiones (4.39) y (4.40) en la ecuacion
de GP dependiente del tiempo (4.25) se encuentran los siguientes resultados

9p
ot

de donde vemos claramente que la relacién anterior es la ecuacién de continuidad. Ademés
se obtiene que

(r,) = =V(p(r,t)vs(r, 1)) , (4.41)

aVs) = —V{Vou(r,t) + n(r,t)g + 1frm;s?(r,t) + ®g(r,t)} (4.42)

L 2

donde ®y(r,t) es el llamado término de “presién cuantica” definido como

n’ 1
Po(r,t) = ———-=V2p'2(r,t) . 4.43
ort) = — g e Ve (143
Si consideramos el régimen en el cual la variacion espacial sea muy lenta, es posible
despreciar este término de presion y definir un potencial quimico pu(r,t) dependiente del
tiempo y del espacio a través de la siguiente féormula

p(r,t) = Veg(r, t) + n(r, t)g . (4.44)



4.3. GAS DE BOSE Y MATRIZ DE DENSIDAD 57

Utilizando el hecho de que la velocidad del superfluido v4(r,t) tiene la propiedad de
ser irrotacional, es posible escribir a la ecuacion (4.42) en la forma

Dv,
Dt

m (r,t) = =Vu(r,t) , (4.45)

donde £ es la derivada hidrodinamica definida como 8/9t + v - V.

Con base en lo anterior es posible interpretar a la ecuaciéon de GP dependiente del
tiempo como una simple equivalencia para las ecuaciones de un fluido clasico. En el limite
de amplitudes pequenias, es decir v, — 0, la ecuacion de continuidad (4.41) y la del
potencial quimico (4.44) tienen soluciones que corresponden a las ondas de sonido con
velocidad ¢, dadas por

cz =m (Ou/dn) = nog/m , (4.46)

La ecuacion de GP dependiente del tiempo en conjunto con las ecuaciones hidro-
dindmicas para un superfluido permiten encontrar el espectro de excitaciones para la
fase condensada. Existe una forma alterna de obtener el espectro de excitaciones para el
condensado sin tener que recurrir a las variables hidrodinamicas. Lo anterior se consigue
directamente de la ecuacion de GP a través de introducir un cambio dW en la funciéon de
onda V. Este método es conocido como la aproximacion de Bogoliubov porque mediante él
se llega a las ecuaciones encontradas por Bogoliubov para las excitaciones del condensado

143].

4.3. Gas de Bose y matriz de densidad

Una descripcion alternativa para un gas de Bose con interacciones es a través de la
matriz de densidad.

Un sistema fisico compuesto por N particulas no siempre puede ser caracterizado por
una funcién de onda como Wy (r). Esto se debe principalmente a que con frecuencia un
ensemble cuantico puede estar constituido a su vez por varios subensembles independientes
entre si. En estos casos es posible que una variable dindmica A esté bien definida en cada
uno de los subensembles y que tome por ejemplo el valor A;. Entonces, el valor promedio
de la variable A dependera del peso w; que tenga A; para cada subensemble, es decir,

(4) = sz‘Ai . (4.47)

Para este tipo de sistema se requiere pasar de la descripciéon del sistema en términos de
un vector de estado a una que requiere un conjunto apropiado de vectores de estado y sus
pesos correspondientes. En 1927 Landau y von Neumann independientemente introdujeron
la llamada matriz de densidad p, la cual permite la descripcion de este tipo de sistemas y
que se define como

p= Zwiﬂiﬂﬂ : (4.48)
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Entonces, con base en lo anterior, el valor esperado del operador A, promediado sobre
los diferentes estados |i) se obtiene tomando la traza del producto de p y A, es decir

(A) = tr[pA] = Zwi(z’|A|i> : (4.49)

Los pesos w; son positivos y estan normalizados. Esto significa que la matriz de densidad
p es un operador hermitico positivo, es decir, sus eigenvalores son positivos. Ademés, la
traza de p (la suma de sus eigenvalores) es igual a 1.

La matriz de densidad es ampliamente utilizada en fisica estadistica debido a que
resulta una buena herramienta para describir sistemas de muchos cuerpos. Ademés, debido
a que p es un operador que caracteriza al sistema completo es posible obtener la evoluciéon
del sistema a partir de la ecuacion de Schrédinger

dp i

1 LA0) (450)

Definicion de BEC en un sistema con interacciones

La matriz de densidad tiene una gran cantidad de aplicaciones, por ejemplo resulta ttil
para la descripcion del condensado de Bose-Einstein. Para ello, es necesario considerar un
numero macroscopico de particulas que ocupan todas el mismo estado cuantico. Ademaés,
se debe tomar en cuenta la existencia de un potencial de interaccion entre ellas.

La descripcion de este tipo de sistema fue dada por Penrose y Onsager y en ella se con-
sidera un gran namero N de bosones caracterizados por coordenadas r; (i =1,2,..., N).
Aunque hemos visto en las secciones anteriores que la interaccion que describe apropiada-
mente a los gases alcalinos a bajas temperaturas se puede aproximar por V.;(r) = go(r),
en este caso supondremos que el potencial de interacciéon es arbitrario e incluso puede ser
dependiente del tiempo.

Ahora bien, un estado puro s del sistema de muchos cuerpos al tiempo ¢t puede ser
descrito por la funciéon de onda

Ui (t) = Ye(ry,ro, ... TN ), (4.51)

donde, W, es una funcion simétrica ante el intercambio de cualquier par de particulas i, j.
Pero también, el estado méas general del sistema puede ser escrito como una mezcla de
diferentes estados puros s con pesos p.

Entonces, es posible describir este sistema mediante una matriz de densidad. Con-
sideremos en particular, la matriz de densidad para una sola particula p;(r,r’) definida
por

p1(r,r'; 1) NZps/drgdrg...drN\I/;‘(rl,rg,...,rN;t)\Ifs(r’,rQ,...,rN;t)

= @ (r, )1, 1)) (r=r,r'=r)), (4.52)

donde se han introducido los operadores de campo ' (r,t) y ¥(r',t) que representan a los
operadores de creacion y aniquilacion aL y a,, respectivamente?.

2En este caso se ha considerado una base de vectores |u) con eigenestados |r) del operador de coorde-
nadas.
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De la definiciéon anterior para la matriz de densidad es posible ver que p; tiene la
propiedad de ser Hermitica, es decir pi(r,r';t) = pi(r/,r;t), y por lo tanto puede ser
diagonalizada. Entonces, podremos escribir que

pi(r, v t) = Z na()x (e, )G (', 1) (4.53)

donde las funciones x;(r,t) forman, para un tiempo dado ¢, un conjunto ortogonal y com-
pleto. Es importante notar que en general, las eigenfunciones y; de la matriz de densidad
p1 Yy sus eigenvalores n; son funciones del tiempo.

Ahora bien, en base a los eigenvalores que se obtengan para el nimero de ocupacion
promedio n; es posible distinguir entre la fase condensada y la fase normal para el gas de
Bose. En particular se puede decir que:

1. Si todos los eigenvalores n; de p; al tiempo ¢ son del “orden de la unidad” (no de N)
entonces decimos que el sistema es normal al tiempo ¢. (es decir, no esta en la fase
condensada).

2. Si hay un solo eigenvalor del “orden de N”, y el resto es del orden de la unidad,
entonces decimos que el sistema exhibe una fase condensada (BEC).

Estrictamente hablando, las frases “orden de la unidad” y “orden de N” son ambiguas y
no se encuentran cuantitativamente definidas. Con el fin de hacer mas claro el significado
de estas frases es necesario introducir el limite termodinédmico, es decir, para un gas en
un volumen 0, si N — oo, 0 — 0o y N/Q = const. Entonces, el enunciado de que n; sea
de orden de N puede ser definido de manera equivalente a que la cantidad n;/N sea una
constante. De forma similar, que n; sea de orden uno implica que n;/N — 0.

De acuerdo con lo anterior, el primer enunciado implica que si para todos los estados ¢
del sistema se cumple que el niimero promedio de ocupaciéon es despreciable comparado con
el nimero total de particulas en el sistema N, entonces no existe ningtin estado poblado
macroscopicamente y el gas se encuentra en la fase normal. Por el contrario, si existe un
estado para el cual el nimero de ocupacién promedio sea comparable con el numero de
particulas total N del sistema, se estarda hablando de un gas en fase condensada.

El anterior fue un ejemplo del uso que se le puede dar a la matriz de densidad. Sin em-
bargo, mas adelante veremos que sus alcances son mayores. Asi por ejemplo, la deduccion
de la ecuacién maestra que gobierna la evolucién temporal de los estados de ocupacion de
un sistema de bosones puede ser bien caracterizado mediante la matriz de densidad p.

4.4. Ecuacidn maestra

La dinédmica del gas de Bose con interaccion muchas veces es descrita a través de una
ecuacion maestra que involucra la evolucion temporal de la matriz de densidad asociada
al sistema. A continuaciéon veremos los aspectos generales de esta descripcion.

Para derivar la ecuacion maestra de un gran ntiimero de bosones es necesario que los
grados de libertad relevantes se encuentren completamente caracterizados por vectores de
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estado |i) o matrices de densidad y que la evolucion temporal del sistema completo se
pueda representar mediante el operador unitario U(t) = e~**.

Consideremos un sistema compuesto por dos subsistemas S (Sistema) y B (Bano).
Entonces, el Hamiltoniano de los sistemas combinados, es decir S 4+ B se escribira como
H = Hg+Hg+V. Donde Hg es el hamiltoniano del sistema, Hp el del bano y V' representa
un término de interacciéon entre ambos.

El objetivo de la ecuacién maestra es encontrar la dindmica del sistema al tomar la
trazar sobre los grados de libertad del bano. Sin embargo, esto no siempre es posible o
resulta demasiado complicado, por lo que se vuelve necesario hacer aproximaciones sobre
el sistema. Por ejemplo, una primera aproximaciéon es suponer que la interaccion entre
particulas V' es lo suficientemente débil como para que la teoria de perturbaciones sea
aplicable.

A continuacién veremos algunas de las caracteristicas y suposiciones basicas que se
requieren para encontrar la ecuaciéon maestra que gobierna la dinamica del sistema S.

4.4.1. Ecuacion de movimiento general

Supongamos un sistema que puede ser descrito a través de una matriz de densidad p
cuya evolucion en el esquema de interacciéon se puede escribir como

njt [V() } (4.54)

donde 5 (t) = Ui pUp, V (t) = U VU, y Uy = e Hs+Hp)t/h,
Esta evolucion es muy general, y su soluciéon puede ser formalmente escrita como

b0 =50+ [ [V ()5 0] (455)

Iterando esta ecuacion una vez se llegaré a

t t rt1
5(t) = 5(0) + ~ / an [V (). 5(0)] + %/ / dtdty [V (1), [V (1) .5 (12)]|.
Zh (@h) o Jo
(4.56)
La anterior es la forma més general de expresar la soluciéon para la ecuacién dinamica
del sistema. Sin embargo, para simplificar los célculos que se quieran realizar a partir

de ella es necesario hacer uso de aproximaciones como la de Born o la de Markov. A
continuacién describimos brevemente cada una de ellas.

Aproximacion de Born: acoplamiento débil.

La aproximacion de Born consiste en expresar a la matriz de densidad (en este caso)
en forma iterativa. Entonces, p sera una serie convergente con la siguiente forma

5(t)=p(0)+ /dt1 / f/ (). [f/(tn),ﬁ(o)ﬂ. (4.57)
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Ahora bien, si suponemos que la interaccion entre el bano y el sistema es débil sera
posible cortar la serie hasta segundo orden en V. Ademés, dado que requerimos conocer
la dinamica del sistema, serd necesario calcular el valor esperado de p tomando la traza
sobre el bano, es decir

/Ot /0“ dtydtyTrp [f/ (t1), [f/ (t2),p (())H 7
(4.58)

g(t) =7 (0)+% /0 dt\Trp [f/ (tl),ﬁ(O)h (2711)2

donde p' (t) =Trg[p(t)] .

Aproximaciéon de Markov: memoria corta

Esta aproximacion para la ecuacion maestra tiene que ver con la memoria del bano y
consiste en considerar que las correlaciones temporales en la dinamica son muy cortas. Es
decir, el tiempo t de observacion del sistema es mucho mayor que el tiempo de correlacion
7. Debido a lo anterior suele decirse que el sistema pierde la memoria sobre su pasado y
solo recuerda el estado anterior. Matematicamente esto se escribe como:

t t [e%e)
/ drTrp [f/ )V (1) pB] = / drTrp [f/ (t—7)V (0) pB] ~ / drTrp [f/ (t—7)V(0)pp
’ " ’ (4.59)
Entonces, la funcién de correlaciéon entre dos puntos se vuelve considerable sélo cuando
t ~ 7y por lo tanto es valido extender el limite superior de integraciéon a infinito. En otras
palabras, las interacciones entre pares de particulas se dan en un intervalo de tiempo muy
corto en comparacion con el tiempo de evolucion del sistema.

4.5. Modelos actuales para el gas de Bose

Los modelos tedricos utilizados actualmente en la descripciéon de la dindmica del gas
de Bose ya sea en su fase normal o condensada, se basan principalmente en las teorias ex-
puestas anteriormente. En algunos casos incluso se combinan algunos modelos o aproxima-
ciones para tener una descripcion més general del comportamiento del sistema de bosones.

El grupo de C. W. Gardiner y P. Zoller principalmente se han enfocado en describir la
dindmica de un condensado de Bose con interacciones en una trampa armoénica mediante
la formulaciéon de una ecuacién maestra basada en la teoria cinética cuéntica. En esta
descripcion se supone un potencial de interaccion de la forma Vj,; = gé(r — '), es decir,
se considera el régimen de bajas energias y onda s. Con ayuda de dicha ecuacién maestra
es posible describir no sélo el comportamiento sino también la formacién del condensado.
Ademés, se ha comprobado que tiene como casos limite la ecuacion de Boltzmann y la de
Gross-Pitaevskii. La mayoria de las veces el modelo suele complementarse mediante sim-
ulaciones numéricas que modelan la ecuacién cinética y proveen una vision grafica de la
dindmica del la formacién del condensado. Al respecto se pueden consultar las referencias
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[3] a [7] y [19] a [21].

Otros métodos para describir al gas de Bose normal o en su fase condensada involucran
a la ecuacion de Gross-Pitaevskii, la aproximacion de Hartre-Fock-Bogoliuvov |22, 23], e
incluso las funciones de Green [24].

Generalmente suele considerarse como buena aproximacion de la interacciéon entre
particulas al potencial de contacto V;,; = go(r — r’). Ademaés, debido a que la mayoria
de los modelos pretenden reproducir los resultados experimentales, casi siempre se consid-
eran potenciales de atrapamiento de tipo armonico.

Hasta la fecha, las distintas teorias presentadas de forma general en este capitulo han
demostrado ser una buena descripcion para la dinamica del gas de Bose cuando son com-
parados con los resultados obtenidos experimentalmente.

Con estos resultados en mente es posible pasar al tema central de esta tesis: la de-
duccion de la ecuacion cinética cuéntica que modele la dinamica de un gas de Bose con
interacciones.



CAPITULO 5

Ecuacion cinética cudntica para un gas
de Bose-Einstein

Como se describi6 en el capitulo anterior, la transicion al estado condensado en un gas
bosonico ocurre a una temperatura critica 7, que depende de la densidad del gas. Debido
a que esta temperatura de transicion suele ser muy baja, no fue sino hasta el ano de
1995 que mediante técnicas de enfriamiento por medios 6pticos y magnéticos, Eric Cornell
y Carl Weiman lograron la transicién al condensado de Bose-Einstein en un gas de % Rb
bajando la temperatura a 170nK a una densidad de 2,6 x 10'? 4tomos/cm?. El método que
implementaron para alcanzar dicha temperatura es el de enfriamiento por evaporacion®
que consiste en remover a las particulas mas energéticas y una vez que estas han escapado
del sistema, el resto retermaliza a una temperatura menor.

Inmediatamente después de que las particulas han sido removidas, el gas atéomico se
encuentra fuera de equilibrio y es necesario que transcurra un tiempo de alrededor de 2s
para que el gas nuevamente alcance su estado de equilibrio mediante colisiones entre sus
atomos. Entonces, una vez que el gas se encuentra a temperatura 7T, sufre la transiciéon al
condensado.

El objetivo central de este trabajo es describir el proceso dindmico que conduce al gas
de Bose al estado de equilibrio en el que ocurre la transiciéon a la fase condensada. Dicho
estudio dara lugar a la deduccion de la ecuacion cinética cuantica que describe al gas de
Bose con interacciones. En particular consideraremos las colisiones elésticas que tienen lu-
gar cuando las particulas mas energéticas han sido removidas mediante enfriamiento por
evaporacion, pues como resultado de la interaccion entre particulas el sistema alcanzaré
un nuevo estado de equilibrio. Aunado a esto, debemos hacer énfasis en que una descrip-
cion teodrica del fenémeno de condensacion debe describir apropiadamente la transicion al
condensado, por lo que la ecuacién dinamica que se obtenga debe ser valida tanto para
temperaturas por encima como por debajo de 7. Por lo tanto, consideraremos por sepa-
rado cada uno de estos casos.

!Este método ha sido explicado con més detalle en el capitulo 3

63
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5.1. Descripcion del sistema

Consideremos un sistema compuesto por N bosones de masa m confinados en un
potencial arménico homogéneo en tres dimensiones. Dicho potencial se representa mediante
la ecuacion:

1
Vor(T) = §mw2(x2 +yt+ 27 . (5.1)

Los atomos del gas interactiian esencialmente mediante colisiones, ademés, debido a
que el gas de Bose en consideracion es muy diluido, es valido tomar en cuenta solamente
las colisiones entre pares de particulas. El Hamiltoniano mas general en el esquema de
segunda cuantizacién que incluye interacciones entre pares de particulas esta dado por la
siguiente relacion

H= /dwﬁ VH U //d‘* AU FE)Y U V(7 7))V (F) T () (5.2)

donde Hy = T + V es el hamiltoniano del gas ideal atrapado en un potencial de tipo
armonico.

Para la descripcion de este sistema se escoge como conjunto completo {¢,(7)} a las
eigenfunciones del oscilador armoénico en tres dimensiones. Asi,U'(7) y ¥(7) son los oper-
adores de campo escritos en términos de las funciones de onda ¢, (7)? de una particula en
el oscilador armoénico y se escriben como:

i) =" ol(r)a
= Z o, (Fay, | (5.3)

con al y a, los operadores de creacién y aniquilacion que cumplen con las reglas de
conmutacion usuales para bosones [af,, af] = [a,, a,] = 6,
El Hamiltoniano H = Hy + V se puede escribir como

H = Ze,,a a, + Z L,,mga ana(; , (5.4)

vKENo

donde Hy =, e,,a a, y €, son las energias para el oscilador armoénico en un estado v. Es
decir,

3
€, = hw (um +v, v, + 5) : (5.5)

El término de matriz I,.,s que toma en cuenta las colisiones de dos particulas que
inicialmente se encuentran en los estados v y 1 y después de la dispersion terminan en los
estados 1 y 0 corresponde a (nd|V |vpu).

2Las funciones de onda para el oscilador armoénico dependen de la frecuencia w segtn la formula:

On = 2,(171, (77':;’)1/4 (_%"72) H,(x) ( %x) , donde H,,(x) son los polinomos de Hermite
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Cabe resaltar que los estados v, pu, 7 y 6 son cantidades vectoriales tales que 7 =
Ve + Vy + V.

Debido a la condicién de gas diluido v a que se considera el régimen de bajas temper-
aturas, es valido suponer que las colisiones entre particulas estan regidas por un potencial
de corto alcance en el limite de bajas energias, es decir, los &tomos del gas sienten un po-
tencial tal que 7V (r) — 0 cuando r — oo. Como vimos en el capitulo anterior, es posible
aplicar la aproximacion de Born a bajas energias en el limite de onda s (I = 0). Asi, el
potencial que reproduce de manera correcta la interacciéon entre pares de particulas estara
dado por

- Amhla -

V(r, 1) = S —1"), (5.6)

m
donde ay es la longitud de dispersion.

Dado que la magnitud de interaccién se definié como g =
se reduce a

2 ., .
dnhZas 1 expresion anterior
m

V() = gd(F —17) . (5.7)

Entonces, el término de interaccién se escribe como:

Lwns = (vp[Vnd) = g / &, (1)@, (7)py (T)ps(7) (5:8)

Como se ha explicado anteriormente, uno de los objetivos principales de este trabajo es
describir la dinamica que tiene lugar después de que las particulas mas energéticas han sido
removidas del sistema mediante el proceso de evaporacion. Para ello es importante exigir
que los atomos que escapan de la trampa no colisionen con los &tomos que permanecen en
ella y por lo tanto no haya un intercambio de energia.

Entonces, justo después de la remocion de las particulas méas energéticas, se tienen las
siguientes caracteristicas:

1. El sistema se encuentra fuera de equilibrio y por lo tanto no es posible asociarle una
temperatura.

2. El gas no esta descrito por la distribuciéon de Bose.

3. Las particulas dentro de la trampa satisfacen
e—corte
N = Z N
€

e—corte

Eipe = E €N

€

donde e — corte representa el valor maximo que toma la energia después del proceso de
evaporacion.

La formulacién de Boltzmann supone que el sistema alcanza el equilibrio termodinami-
co a través de colisiones elasticas y una vez que se llega a dicho estado, las colisiones ya
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no son necesarias para su descripcion. Entonces, aunque en nuestra descripcion el gas esta
inicialmente fuera de equilibrio, después de un tiempo t alcanza dicho estado y es posible
definir una temperatura. De esta forma la transiciéon al condensado ocurrira en equilibrio
termodinamico a una temperatura 7. y las particulas que se encuentran en los estados
excitados obedecerdan nuevamente la distribucion de Bose.

Con todo lo anterior a la mano pasemos a la deduccion de la ecuacién cinética que
describe al gas de Bose con interacciones.

5.2. Deduccion de la ecuacidon cinética

Para describir el proceso a través del cual un gas de Bose alcanza el estado de equilibrio,
seguiremos la formulaciéon de Boltzmann tomando en cuenta la naturaleza cuantica del
sistema que estamos estudiando.

En equilibrio, es posible expresar cantidades fisicas como la energia o el nimero de
ocupacién promedio en términos de operadores de una sola particula, es decir

AN N A
01 —Zz‘leiv

donde O; representa al operador de una sola particula.
En el formalismo de segunda cuantizacion este operador toma la forma

Oy = alag(a| 01| B) (5.9)
aB

donde o y (3 representan dos estados en general de una particula. En nuestro caso, estos
indices se refieren a estados de una particula en el oscilador armoénico.
El valor esperado del operador OY est4 dado por

(OY) =TrOYp(t) = Tr Y " alag(a | O1 | B)p(t) (5.10)
aB

donde p(t) representa a la matriz de densidad del sistema de N cuerpos.
En la representaciéon de niimero es posible reescribir el valor esperado como

(OY) = (n} | Y abas(a| 01| B)p(t) | {n}) - (5.11)

{ni} af

Lo cual a su vez se puede expresar en la siguiente forma

(OF) =Y (alOv|8) Y ({n} | abasp(t) | {ni}) - (5.12)

af {ni}

De la igualdad anterior es posible identificar a la segunda suma con

> ({ni} [ alagp(t) [ {ni}) = (B pi(t) | @), (5.13)
{ni}
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donde p;(t) representa la matriz de densidad reducida de un solo cuerpo.
En el caso en el que o = 3, la relacién anterior cumple con

(alp(t)[a) = ({n} | alaap(t) | {ni}) - (5.14)
{n:}

Identificando al operador de niimero 7 = ala, y recordando la definicion de traza de
la matriz de densidad tendremos que

(] i) | @) = Trivaap(t) = (na) - (5.15)

Vemos entonces que los términos de la diagonal de la matriz de densidad reducida
resultan ser el valor esperado del niimero de ocupacién en el estado a.

Con el fin de simplificar los calculos mas adelante, hagamos las siguientes identifica-
ciones

(B 1pi(t) | a) =T(8,a,t) = Tap(t) = Trp(t)alag . (5.16)

Si ademés llamamos a la cantidad alag = 4.3, tendremos que

LB, a,t) =Trp(t)Vas - (5.17)

Debido a que estamos buscando una ecuacién cinética para el nimero de ocupacion
promedio, es necesario considerar la derivada temporal de I'y5(t). Entonces

0 dp
—Lop(t) =Tr—~as - 5.18
£ Taslt) = Tr P (518)
De la mecéanica cuéntica sabemos que la ecuacion de Schrédinger para la matriz de
densidad se escribe como 5 .
Ji i
— = ——[H, p(t
= 1 p(0)]
donde H es el hamiltoniano del sistema que en este caso esta dado por la expresion (5.4).
Sustituyendo este resultado en la expresion para la derivada temporal de I',5(t) (5.18)

tendremos que

9 Paplt) = —Tr{H, plt)}ras = ~ - Tr[Hp(t) — p(1) s (5.19)

Utilizando el hecho de que ante la traza se pueden hacer permutaciones ciclicas, es
posible reagrupar la ecuacion anterior de la siguiente forma

O Laslt) = STr{pl1) [H. 700} - (5.20)

ot
Para el caso en que o = (3 se obtiene que la ecuacién para el nimero promedio de
ocupacion es

0

5"a(t) = %Tr{p(t) [H,n4]} . (5.21)
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Ahora bien, aunque la anterior es en si una ecuaciéon cinética para el nimero de ocu-
pacién, debemos ser capaces de escribirla en términos de las variables conocidas de nuestro
sistema particular. Esto es, en términos del hamiltoniano H = Hy + V dado por la ex-
presion (5.4) que considera los operadores de creacion y aniquilacion para el oscilador
armonico cuantico y del potencial de interacciéon entre particulas.

Para ello, comencemos por escribir a p(t) en el esquema de interaccion,

pr(t) = entlotj(t)e=ntot (5.22)
De igual forma tendremos que para el potencial V()

Vi(t) = enory (e~ nHot (5.23)
En esta representacion se encuentra que

8p1 1
— = —=|Vi(t), ps(t)] . 5.24
2L Vi), pr (1) (5:24)
Renombrando las expresiones anteriores como p; = py V; = 1% podemos escribir a la
relacion anterior como

op U~
— = —=[V(t),p(t)] . 5.25
= = 2 [V(2),7(0) (5.25)
Integrando en el intervalo que va desde £y hasta t tendremos que,
t ~ ot
/m@zi/mmmw» (5.26)
0 aT h 0
Entonces,
_ _ U AU
) =50~ 1 [ V()5 (5.27)
0

La solucién a la ecuacién anterior puede hallarse de manera iterativa, es decir, podemos
sustituir repetidamente el valor de p(t) en el conmutador que aparece en la integral y
obtener asi una serie de tantos términos como queramos. Ahora bien, como vimos en el
capitulo anterior, es posible suponer a las interacciones entre pares de particulas como
una perturbacion. Es decir, se puede emplear la aproximaciéon de Born para interacciones
débiles y por lo tanto considerar tnicamente los términos a primero orden en V. Esto es,

()~ 70) — + / dr{V (7). 7(0)] (5.28)

Ahora que tenemos una expresion para la matriz de densidad reducida podemos regre-
sar a la representacion de Schrodinger. Para ello es necesario hacer uso de la transformacion
candnica de modo tal que,

p(t) = e o f(t)er Mot o o7 Hot () e Hot

—%ieh““ / dr[V(7), 5(0)]er ™" . (5.29)



5.2. DEDUCCION DE LA ECUACION CINETICA 69

Si multiplicamos la ecuacién por el factor e%HoTe%iHoT, es posible reordenarla en la siguiente
froma:
i [ L Ho(t—7)Y7 .+ Ho(t
pt) = palt) - ﬁ/ dre” #EDYVeatot=m) po()] (5.30)
0
donde hemos definido
palt) = e wt® 5(0)en o) (5.31)
Haciendo el cambio de variable 7/ = 7 — ¢,
) 0 ] A —1 !
) = holt) ~ 5 [ dreHIOVET ), ()] (5.32)
—t
Si ahora hacemos otro cambio de variable en el que 77/ = —7'
] t 3 A4 "
p(0) = falt) — + / dr" [T H I (1)) (5.33)

Sustituyendo los resultados anteriores en la derivada temporal (5.20) para I',5(t) llegare-
mos a que

O Paslt) = T {pe ) Hoasl) + LT {60V
_(%

_(h

t ) )
)QTT/ drle” #H0 Vet pe(t))[Ho, Yas]
0
t ) )
)2T7’/ dr[e” # oMY en o™ oo (OV, Yas] (5.34)
0

la cual también se puede escribir en la siguiente forma

%Fa@@ = 2T {pe(0)Ho vasl} + £ Tr {p6(8)[V: e}
e / drTr{pa(t)[e” OV er™ ), [Ho, vu]]}

e / drTr{po(t)le” OV, [V ye4]} (5.35)

Dado que estamos buscando la ecuacion cinética que gobierna la dindmica del ntimero
de ocupacion promedio, es necesario evaluar la ecuacion anterior para el caso en que oo = (3.
En la representacion de nimero, Hy = €,00,a, Y Yaa = alas, por lo que el conmutador
[Ho, Yaa) €s nulo. Asi, la expresion para la ecuacion cinética se reduce a

9
ot
-\ 2 t ) )
(3) [ a0y H940V xpt 0, [V, (5.36)
0

Faa(t) = £ Tr{p(0)6lV, 700} +

h
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de donde podemos ver que la dindmica del gas dependera en gran medida de las colisiones
entre particulas.

Debido a que se esta trabajando con la matriz de densidad reducida de una particula,
o en otras palabras, se tomo la traza sobre el bano (el resto de particulas) se puede hacer
uso de la aproximacion de Markov. Como mencionamos anteriormente, el gas alcanza
el equilibrio mediante colisiones, sin embargo, el tiempo de correlaciéon entre ellas es muy
pequeno en comparacion con el tiempo en el que el sistema relaja al equilibrio. Analicemos
esto de la siguiente forma, a saber

o0 to o0
/ dr :/ dr +/ dr (5.37)
0 0 to

donde tg es el tiempo en el que ocurre la colision.
De acuerdo con nuestra afirmaciéon acerca de la correlacion entre colisiones, la integral
o0 .
fto dr se puede despreciar. Entonces

o] to
/ dr = / dr . (5.38)
0 0

Es decir, el limite superior en la integral se puede extender a infinito. Esta es la apro-
ximacion de Markov mencionada en el capitulo anterior y de acuerdo con ella la ecuacion
cinética se escribe como

%Faa(w - %TT{pG(t)[Va Yaal} +
(ﬁ) /0 dTTT’{pg(t>[e‘%HO(T)VB%Ho(T)’ [V, 7&&]]} ‘ (5.39)

Como mencionamos anteriormente, debemos escribir esta ecuacion en términos de va-
riables conocidas. Con el fin de desarrollar y simplificar el conmutador que aparece en la
ecuacién anterior escribamos al potencial en la representaciéon de la interaccion, esto es

i i 1
eﬁHotvtgiﬁHot = 5 Z Ljunéal(t)al(t)aﬂ(t)aé(t) ’ (540)
vund

donde cada uno de los operadores a'(t) y a(t) cumple con la ecuaciéon cinética siguiente

8 i i
ihaak(t) = [ax(t), Ho] = ent'[ay, Hyle w0t . (5.41)
Utilizando las reglas de conmutacion para los operadores de creaciéon y aniquilacion se
encuentra que
lag, Ho|] = Zeu[ak, ala,) = epay . (5.42)

v

Lo cual reduce la ecuacion cinética (5.41) para cada uno de ellos a

L 0
Zﬁadk(t) = erag(t) .
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: o . . . _i

La anterior es una ecuacion diferencial de primer orden cuya solucion es ax(t) = age™ 7!

para el operador de aniquilacion y a(t)! = alehekt para el de creacion.

Entonces, la ecuacion (5.40) puede escribirse en la forma
i

1
V(t) = 5 Z [uunéaj/alanaéeﬁt(€”+€“_€”_€5) (5.43)
vund

Dado que ahora tanto V' como 7,53 estan escritos en términos de a; y a}i, es viable de-
sarrollar los conmutadores que aparecen en la ecuacion cinética (5.36). Para ello podemos
hacer uso del Teorema de Wick® que nos permitira desarrollar y simplificar los productos
de operadores de creaciéon y aniquilaciéon que surjan al evaluar dichos conmutadores.

Después del desarrollo y la simplificacién de cada conmutador se obtiene la ecuacion
cinética que gobierna la dinamica de los nimeros de ocupaciéon promedio para un gas de
Bose en el que las interacciones entre particulas han sido tratadas como una perturbacion.
Esto es,

O{n)(t)

47
S {12,,60(€x + €, — €y — €¢) X

S
(neny (1 +ny, +n,) —nyng (1 +n, +ne)) (5.44)

+2Len Ingnid (€5 — €¢)numy(ne — i)} .

Como se mencion6 al inicio de este capitulo, la ecuaciéon cinética debe describir apro-
piadamente al gas de Bosones antes y después de la transicion al condensado. Para ello
debe cumplir con la conservacion del nimero de particulas y la energia total del sistema.
Ademas, para el gas en equilibrio se debe cumplir que el ntiimero de ocupaciéon promedio
de particulas por estado obedezca la distribuciéon de Bose

1

M= a1 (5.45)
Entonces, debemos verificar que le ecuacion (5.44) cumpla con cada uno de estos requisitos.
Supongamos temperaturas mayores que 71, y por lo tanto valores puramente negativos
del potencial quimico, es decir, a < 0. Bajo estas consideraciones se puede probar que
para 3, 2 y 1 dimensiones la solucion estacionaria de la ecuacion cinética corresponde a la
distribucion de Bose y ademéas cumple con la conservacion del nimero de particulas y de
la energia total del sistema. Lo anterior nos da la evidencia de que la ecuacion (5.44) para
el niimero de ocupaciéon promedio reproduce apropiadamente al gas de Bose por encima

de la temperatura de transicion T..

Consideremos ahora tunicamente al estado base y analicemos su comportamiento. En
este caso tendremos que la ecuacién cinética toma la forma:

3El teorema de Wick indica que el producto temporal de una serie de operadores de creaciéon y
aniquilacion es igual a la suma de todos los posible productos normales generalizados que se pueden
formar con ellos.
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O(ng)(t A
% == Z{IEO%(S(GO + €, — €, — €) X
vng
(neny (1 +no +ny) —nyno(l +ny, +ne)) (5.46)

+210e Inenod (€0 — €¢)numy(ng — no)} .
Para probar la solucion estacionaria, debemos revisar los siguientes casos
1. a# 0 con a<0
2. a=0.

Podemos ver que el caso 1 se encuentra contenido en la discusiéon hecha anteriormente
cuando T > T.. Es decir, para a # 0 la solucion estacionaria corresponde a la distribuciéon
de Bose para el numero de ocupacién promedio, por lo que s6lo nos resta revisar el caso 2
en el que el potencial quimico es ceroy T < T..

De igual forma que en el caso para a < 0y T > T, podemos suponer al gas en
equilibrio, entonces, al sustituir la distribucién de Bose para el nimero de ocupaciéon
(5.45) en la ecuacion cinética para el estado base (5.46) llegamos que la tnica forma de
que sea valida es que e?¢ — oo, y por lo tanto que 7' — 0.

Este resultado no nos brinda la informacién adecuada, pues es claro que a temperatura
cero todas las particulas ocuparan el estado base. Aunado a lo anterior, en los casos de dos
y tres dimensiones espaciales se obtiene que el niimero de ocupacién en el estado base es
infinito si @ = 0 contradiciendo asi, el hecho de que el nimero de particulas en el sistema
es una cantidad finita V.

Por lo tanto, hemos encontrado que la distribucion de Bose a T' < T, no es solucion
a la ecuacion cinética en el caso estacionario. Ademas, por debajo de la temperatura de
transicion 7, se pierde la conservacion del nimero de particulas en el sistema. Entonces
debemos reformular nuestra ecuacién cinética para el caso en que el potencial quimico es

cero. Es decir, debemos hacer un anélisis cuidadoso del sistema para temperaturas por
debajo de T..

Comencemos por repasar el caso de un gas ideal de Bose en un potencial armonico.
Como vimos en la secciéon anterior, cuando el potencial quimico u se hace cero y la tempe-
ratura en el sistema iguala a T, la relaciéon para el nimero de particulas N =V (’;%) g3(0)
deja de ser valida. Esto se debe a que la contribuciéon del estado base comienza a ser im-
portante y no puede ignorarse, es decir, el nimero de particulas en los estados excitados
disminuye de forma considerable y por lo tanto se vuelve necesario escribir a N en tér-
minos de N, v Ny, v se debe determinar el nimero de particulas en los estados excitados
mediante la diferencia N — Nj.

En el caso del gas con interacciones no tenemos una forma explicita para el ntimero
total de particulas como en el caso ideal, pero tenemos control (aunque de forma indirec-
ta) de las particulas que se encuentran ya sea en los estados excitados o en el estado base
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mediante el potencial de interaccion V().

Debemos notar que este potencial supone la conservacion del nimero de particulas, es
decir, después de la transicion (u =0y T' = T,) se considera fijo al nimero de particulas
en los estados excitados. Entonces, el potencial de interaccion dado por (5.43) contradice
el hecho de que las particulas comiencen a poblar el estado base y dejen despoblados casi
por completo los estados excitados. Entonces, para reformular nuestra ecuacion debemos
incluir los términos de interaccién que no conservan el nimero de particulas en los esta-
dos excitados. Para ello proponemos separar (en el potencial de interaccion) los estados
excitados del estado base, es decir

V= Z [analaianag + Ioogoagagaoao + 2 Z ]Honcalaéanag
prnC#0 pnC#0

+2 Z [anazalanao + Z IMVO()CLLCLLCL()CLU + Z [ggngaéa:ganac
vun7#0 vu#£0 n¢#0

+4 Z Iuonoalaganag +2 Z Iuoggalaganag +2 Z Ioonoagaganao ; (5.47)
pn7#0 n7#0 n7#0

y una vez hecho esto, podemos reescribir el potencial de forma que solo se tomen en cuenta
los estado excitados, esto es

V = Z IWnCaLalanaC +2 Z Im,gaLanaC

prng mng
+2 Z IlwnaLalT,an + Z [WaLa,Tj + Z Icayac
v n¢

vun

+4 Iyala, +2) Iala, +2) Tia, . (5.48)
I B n

Debido a que hemos modificado la forma del potencial de interacciéon, debemos volver
a desarrollar los conmutadores que aparecen en la forma general de la ecuaciéon cinética
(5.39).

Recordando la ecuacién cinética para la matriz de densidad reducida es

0

afaﬂ(t) = %TT{p(t)G[Va Yool }

SN 2 t ) )
’ (ﬁ) / drTr{pa(t)le”#0Ver 00, [V, 700}
0
donde el término que tenemos que volver a calcular corresponde a

e~ 7MY erHo 17, 1]

donde V' es el nuevo potencial propuesto en (5.2).
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Siguiendo un procedimiento totalmente anélogo al empleado para llegar a la ecuacion
cinética (5.44) para temperaturas superiores a la de transicion T,, encontramos que por
debajo de T'— C' la dindmica del gas de Bose esta dada por

KO A% S 112 bt 0=y — ) %

ot vn§#0
(neny (1 4+ ny +ny) — nune (1 +n, +ne))
+2 L0 Lyens (€ — E&)”V”n(”& — )} (5.49)
167T
Z{ 775{(5 €x — €y — €¢) 2NNy + Ny — Ny

nE#0
+0(ec — €, — €4)[2nkn, — 2ne — 2nen,, — 2nynel}

Esta nueva ecuaciéon corresponde entonces a la evolucién temporal de los estados exci-
tados por debajo de la temperatura de transicion y tiene que cumplir con las condiciones
exigidas anteriormente. Es facil mostrar que en este caso la soluciéon estacionaria corres-
ponde a la distribucion de Bose

B 1
e = expfes—a —1
Ademas, se cumple la conservacion de la energia y el numero de particulas totales del
sistema.

Entonces el hecho de introducir en el hamiltoniano, o mas acertadamente dicho, en el
potencial de interacciéon la condicion de que por debajo de T, no se conserva el nimero de
particulas en los estados excitados, nos lleva a la ecuacion cinética que describe la dindmi-
ca de la fase condensada del gas de Bose.

De esta forma hemos llegado a un par de ecuaciones que describen de manera adecuada
al gas de bosones antes y después de la transicion al estado condensado.

Podemos resumir lo anterior diciendo que para temperaturas superiores a la de transi-
cion T, el nimero de ocupacion promedio por estado queda determinado por la ecuacion,

In)(t) 4r
= %{Iﬁmnéé(eﬂ +e, — € — €) X

(neny (1 +ny +n,) — nyng (1 + ny, + ne)

) (5.50)
+2[VH£VI77§7755(5H - 5£>nvnn(n£ — )}

mientras que para temperaturas menores que 7T,, la dindmica de la fase condensada esta
descrita por:
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d(ng)(t) 4
<n— WZ{[M]&&EK—FEV— —€) %
vné#0
(neny (1 + ny +ny) — nyng (1 + nyy + ne)

)
+2 e Lygns0 (€ — €6)numy(ne — ) } (5.51)
167T
Z{Iingw — €y — €¢)[2n,ny + ny — nynel

nE#0
+0(ec — €, — €)[2n,nyy — 2ne — 2neny — 2nynel} .

En el siguiente capitulo mostraremos el comportamiento de ambas ecuaciones a partir
de una simulacién numérica para el nimero promedio de particulas por estado.



CAPITULO 6

Simulacion numeérica del proceso de
enfriamiento por evaporacion

En el capitulo anterior se dedujeron las ecuaciones cinéticas que describen la dindmica
del gas de Bose con interacciones a temperaturas por arriba y por debajo de la de transicion
T.. Un resultado importante es que la descripcion del gas difiere entre la fase normal y la
condensada. En particular se encontr6 que para el gas de Bose normal, es decir, por encima
de la temperatura critica T, y con potencial quimico u negativo, la evoluciéon temporal del
nimero de ocupacion promedio por estado obedece la siguiente ecuacion:

O{n,.)(t 4dmg
< 6t>( ) _ - D {10 (en + €0 — € — ) X
S
(neny (1 +ny +ny) — nyng (1 + ny + ne)) (6.1)

+21 e Ingnud (€ — €c)numy(ne —ny) }

Como se describi6 anteriormente, esta ecuacion describe la dinamica tanto de las
particulas en los estados excitados como en el estado base, ademés satisface la conser-
vacion del namero de particulas y energia totales. Més atn, la soluciéon estacionaria para
el namero de ocupacién promedio n, en el estado x corresponde a la distribucion de
Bose-Einstein para una gas ideal sin interacciones. Sin embargo, una vez que ocurre la
transicion, el sistema es tal que debe ser descrito mediante la ecuacion (5.51).

Nuestra descripcion de la dinamica del sistema por debajo de T, considera tnicamente
a los estados excitados y tiene la propiedad de no conservar el nimero de particulas en
ellos. Sin embargo, se sigue conservando la energia y nimero de particulas totales, con lo
cual se asegura que las particulas que abandonan los estados excitados vayan al estado
base.

La dinamica del niimero de ocupacion promedio por estado para temperaturas T < T,
se describe a través de la ecuacion:

7
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() (t) 47T
<— S (12 eden + 60— 1y~ 0) %
Vné#O
(neny(1 + ny +ny) — nyn (1 +ny + ne)

)
F2Lpe Ingnwd (€x — €¢)nnn(ne — ni)} (6.2)

167
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né#0
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Aunque se ha hecho referencia a las ecuaciones que describen al gas (6.1) y (6.2) en
términos de la temperatura, en este trabajo la transicion entre la fase normal y la con-
densada se encuentra senalada por el potencial quimico p. No obstante, las afirmaciones
hechas en los parrafos anteriores son correctas, pues como vimos en el capitulo 2, el punto
en que el potencial quimico toma el valor de ;1 = 0 concuerda con aquel en que se define
la temperatura de transicion 7.!. Es decir, es indistinto hablar de temperatura critica
o potencial quimico u = 0 debido a la correlaciéon que existe entre ambos. Tomando lo
anterior en consideracion, en adelante nuestro anélisis se dara tinicamente en términos de .

Al igual que todo modelo, las ecuaciones cinéticas (6.1) y (6.2) pretenden reproducir
los resultados obtenidos en el laboratorio para gases bosoénicos ultrafrios. En particular, el
presente trabajo se ha centrado en describir por un lado la termalizacion que tiene lugar
cuando se realiza el enfriamiento por evaporacion en el que se retira a las particulas més
energéticas del sistema, y por el otro, la transicion del gas a la fase condensada en la que
una cantidad macroscopica de atomos pueblan el estado base. Pese a que se ha podido
comprobar analiticamente la conservacion de N y E asi como también la condicién de equi-
librio, la meta final de nuestro desarrollo es encontrar las soluciones para cada ecuacion.
Es decir, los numeros de ocupaciéon promedio por estado como funciéon del tiempo. Sin
embargo, debido a la complejidad de ambas ecuaciones (pues en principio se tiene un
namero infinito de ecuaciones diferenciales acopladas para los ntmeros de ocupacién), la
solucion analitica resulta impracticable. Entonces se vuelve necesario recurrir a un célculo
numeérico que resuelva las ecuaciones para cada uno de los casos: < 0y p = 0.

En el presente capitulo se expondran de forma detallada las caracteristicas principales
del método numérico utilizado para complementar el estudio del gas de Bose con intera-
cciones, asi como los resultados que se han obtenido a partir de él.

IEstrictamente hablando, la transicion al condensado ocurre cuando el potencial quimico y alcanza un
valor constante.
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6.1. Consideraciones fisicas de la simulacién

Se puede notar facilmente que la simulacion numérica para el par de ecuaciones que
describen al gas antes y después de la transicion al condensado, requiere de la solucion de
un gran numero de ecuaciones diferenciales acopladas, pues las sumas en (6.1) y (6.2) en
principio corren hasta infinito. Sin embargo, al tomar en cuenta la naturaleza del problema
fisico que estamos describiendo, es posible reducir a un nimero finito los niveles x y por
lo tanto disminuir también el nimero de ecuaciones a resolver. Es por ello que una de las
consideraciones mas importantes en nuestra descripcion tiene que ver con el ntimero de
niveles energéticos del gas.

Una forma de evaluar la cantidad de niveles requeridos para nuestro sistema a cierta
temperatura 7', es haciendo una comparacion con el experimento. Como vimos en el segun-
do capitulo, para obtener el condensado el gas debe enfriarse a temperaturas de ~ 107K
y posteriormente, mediante el proceso de evaporacion se debe reducir la temperatura has-
ta ~ 107?K. Debido a que durante la evaporacion el gas permanece en un potencial de
tipo armonico, el nimero de niveles puede estimarse mediante la razon entre kT y hw.
Donde la cantidad kT es una energia asociada con las particulas y hw con el potencial de
confinamiento.

Antes del proceso de evaporacion, el nimero de niveles en el sistema toma un valor
aproximado de

KT 1,3807 x 1072 JK 1.1 x 107K
hw  1,0546 x 10734Js - 27 - 200s

~ 100 , (6.3)

Una vez que aparece el condensado, la cantidad de niveles del sistema se aproxima a

KT 13807 x 1072 JK 11 x 107K
hiw  1,0546 x 10-34Js - 2 - 4 x 1065

~10. (6.4)

Entonces, en principio nuestra descripcion deberia contemplar 100 niveles antes del
proceso de evaporacion y 10 después de él. Sin embargo, existen limitaciones que tienen
que ver directamente con la capacidad de almacenamiento de datos y por ende con el
nimero de niveles que se pueden considerar en la simulacion.

Uno de los principales frenos en la implementacion del programa para las ecuaciones
cinéticas es el calculo de los términos de interaccién 1,,,s, pues ellos involucran la inte-
gracion del producto de cuatro funciones de onda del oscilador armoénico en tres dimen-
siones, esto se traduce en que la cantidad de datos a almacenar puede llegar a ser muy alta.
Ademas, debido a que se debe considerar la degeneracion energética, el célculo se vuelve
mucho mas complejo. El aspecto mas importante que se debe tener en cuenta es que la
simulacion debe arrojar resultados coherentes con los observados experimentalmente. Es
decir, se debe poder reproducir hasta cierto punto la fisica del problema.

Como en cualquier programa de computo, el primer reto es traducir el problema
matematico al lenguaje adecuado. En este caso se decidi6 trabajar en fortran, aunque
en principio el programa pudo haber sido escrito en cualquier otro lenguaje. Por razones
que se creen convenientes, la explicacion del programa seguira la estructura del mismo.
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El primer punto que se debe considerar es el nimero de niveles energéticos que tendra el
sistema, pues como mencionamos anteriormente, la complejidad del calculo dependera en
gran medida de ello. Para un gas de bosones en un potencial armoénico en tres dimensiones
existe una degeneracion tal que al nivel con energia €, le corresponde un niimero de estados
igual a

_ (n+1)(n+2)
In = 9
por lo que el nimero total de estados del sistema completo estarda dado por la suma

(6.5)

nl

(n+1)(n+2)
Niot = —_ 6.6
tot nz:% 5 (6.6)
donde n’ representa el nivel mas alto del sistema.

Asi por ejemplo, un gas con 6 niveles energéticos tendré en total 84 estados disponibles
y por lo tanto para resolver la ecuacion cinética se debera encontrar la solucién para un
sistema de 84 x 3 ecuaciones diferenciales acopladas, donde el factor 3 hace referencia
al carédcter tridimensional del problema, el cual se debe a que cada estado n posee tres
componentes, a saber n,, n, y n..

Entonces el calculo de estados se vuelve la base de nuestro problema debido a la
capacidad de almacenamiento de datos. En particular, en lo que se refiere al calculo de
las integrales del término de interaccion 1,,,s. Debemos notar también que es necesario
etiquetar a cada uno de ellos para los célculos posteriores.

Una vez etiquetados todos y cada uno de los estados posibles del sistema, se pueden
realizar las integrales del término de interaccién que como vimos en el capitulo anterior,
estd dado por:

s =3 [ Ero,O)eDen)esr) (6.7)

donde ¢, representa a las funciones de onda del oscilador armoénico en tres dimensiones,
es decir v es una cantidad vectorial con componentes v,, v, y v.. Ahora bien, debido a
que las funciones de onda para el oscilador armoénico estan dadas por

o) = inn! (%)1/46(—"?52) H,(x) (@x) , (6.8)

donde H,(x) son los polinomios de Hermite y w es la frecuencia del potencial armoni-
co, es necesario definir estas cantidades antes de realizar la integraciéon numérica. Cabe
mencionar que en este trabajo se le asigno al factor mw/h el valor de 1 con el fin de
simplificar los calculos, sin embargo, se debe tener en cuenta que el costo a pagar es que
las cantidades fisicas obtenidas a partir de la simulacion (tales como la temperatura y el
potencial quimico) no arrojaran valores numeéricos que se puedan comparar directamente
con el experimento, aunque es valido decir que su comportamiento debera concordar con
el observado en el laboratorio.

Con las integrales calculadas, el siguiente paso es escribir la ecuacion cinética. Para ello
se comenzo6 por implementar las deltas que aparecen en las energias. El método utilizado
fue condicional, es decir, si se satisfacen las deltas entonces el programa realiza el calculo




6.1. CONSIDERACIONES FiISICAS DE LA SIMULACION 81

de las soluciones a la ecuacion cinética.

El siguiente paso tiene que ver con el objetivo principal de la simulacién, es decir, con
encontrar el niimero de ocupacioén promedio por estado como funcion del tiempo. Este no
s6lo es el ultimo paso sino que también es el mas importante y se basa en el método de
aproximaciones sucesivas de Euler. Dicho método se describe brevemente a continuacién.

Método de Euler

El método de Euler resulta ser de gran ayuda para resolver problemas con valor inicial

dado como:
dy

Ahora bien, una computadora obviamente no puede aproximar una funciéon en todo
un intervalo ty <t < tg + a, ya que esto requerirfa una cantidad infinita de informacion.
Entonces, a lo mas se pueden calcular valores aproximados yi,ys, - ,ty de y(t) en un
ntmero finito de puntos tq, t9, - - - , ty. Sin embargo, para efectos practicos esto es suficiente
pues a partir de yy,ys, - - -, ty se puede obtener una buena aproximacion para y(t) en todo
el intervalo tg <t <ty + a.

Si se conoce el valor que toma y(t) en t = t, se podra conocer el valor de la funcion en
un intervalo posterior ;1 haciendo 5,1 = tx + h. Donde h es una cantidad muy pequena.
Asi, una vez que se conoce el valor aproximado para y(t) en ¢, este valor puede ser uti-
lizado ahora como valor inicial y aproximar nuevamente () en el tiempo t 1o = g1+ h.

Antes de exponer los resultados, hagamos un breve resumen de los pasos que da el
programa para encontrar el valor promedio de los ntimeros de ocupacion por estado k.

= Inicialmente se calculan todos los posibles estados para el gas con n niveles de en-
ergia. Dado que se trata de un gas de Bose atrapado en un potencial armoénico
tridimensional, se toma en cuenta que n = n, + n, + n,. Es decir, se considera la
degeneracion en los estados y por lo tanto en las energias.

= Se calculan las funciones de onda del oscilador armonico y se etiquetan segun los
valores que tomen n,, n, y n,.

= Se multiplican las funciones de onda considerando todas las posibles combinaciones
de ng, n, y n, y se realiza la integracion.

= Se imponen las restricciones dadas por las deltas de forma que el programa realiza
los calculos tinicamente si estas se satisfacen.

= Finalmente, se realiza la sumatoria sobre todos los posibles valores que tomen v, k,
1y ¢ vy mediante el método de Euler se resuelve el sistema de ecuaciones acopladas
para encontrar n,, 1, n, y ne como funcion del tiempo.

Es importante senalar que el tamano del “paso” h dado en la evolucién temporal me-
diante el método de Euler se debe escoger de forma tal que garantice la conservacion del
ntmero de particulas y energia totales del sistema.
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Hasta este momento nos hemos reducido a describir el caracter es meramente com-
putacional de la simulacién, sin embargo, existen algunos aspectos importantes que tienen
que ver mas con la fisica del problema. Tal es el caso de las condiciones iniciales, pues su
eleccion debe ser la apropiada para que el programa arroje resultados correctos.

Para que un calculo numérico represente bien a un modelo fisico no basta con que sea
preciso y eficiente, sino que los resultados obtenidos concuerden con la fisica del problema.
Por esta razon se tomaron en cuenta las dos consideraciones siguientes:

1. Se debe tener como caso limite el comportamiento de gas ideal cuando el valor de la
interaccion entre particulas es nula.

2. Las condiciones iniciales deben reflejar un sistema fisico que ha sufrido un proceso
de enfriamiento por evaporacion.

3. Se debe conservar tanto el niimero de particulas como la energia total del sistema.

El programa por si mismo no impone restricciones sobre las condiciones iniciales. Sin
embargo, se ha encontrado que si no se eligen de forma cuidadosa se obtienen resultados
sin contenido fisico. Recordemos que el proceso que se estd modelando consiste en un
gas de bosones con temperatura baja pero inicialmente por encima de la temperatura de
transicion T,.. El proceso mediante el cual el gas es enfriado es el de la evaporacion de
las particulas mas energéticas, es decir, las que se encuentran en los estados mas elevados
del sistema. Debido a que nuestro algoritmo representa a un gas de Bose con un nimero
maximo de estados igual a n’, si se pretende reproducir un sistema enfriado evaporativa-
mente, se debe tomar en cuenta que en los estados mas altos del gas no existen particulas,
pues estas se han retirado con el fin de enfriar al sistema a temperaturas cercanas a ala
de transicion. Es por esta razéon que las condiciones iniciales se deben restringir de forma
tal que el nimero N total de particulas en el gas deben estar distribuidas en los estados
mas bajos de nuestro sistema.

Una forma de reproducir las condiciones del laboratorio consistié en obtener la distribu-
cion de las particulas en los diferentes estados para condiciones arbitrarias para posterior-
mente quitar a las particulas en el nivel més alto (n’) y ejecutar nuevamente el programa
con las nuevas condiciones iniciales simulando el enfriamiento por evaporacién.

6.2. Extrapolacién

La extrapolacién es un proceso matematico que permite construir nuevos valores para
los datos a partir de un conjunto discreto de datos conocidos. En nuestro caso, veremos
que la extrapolacién provee un prediccion en el comportamiento del gas para niveles de
energia superiores a n = 6.

Como se menciond anteriormente, un aspecto importante de la simulacion es el hecho
de que el almacenamiento de datos limita la cantidad de integrales I,,,s a realizar, y por
ende la cantidad de niveles energéticos a considerar para los 4tomos del gas. Ademas, se
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ha mencionado que experimentalmente se requieren cerca de 100 niveles para un atomo
en un gas de Bose a una temperatura del orden de los /K, mientras que para un atomo
en un condensado (T' ~ nK) este namero se reduce a 10 niveles.

Ahora bien, antes de pasar a los resultados obtenidos para el gas de Bose por encima
y por debajo de la temperatura de transicion T,., es conveniente exponer un resultado
importante obtenido a partir de la simulaciéon y que tiene que ver con la extrapolaciéon de
datos.

Inicialmente se consider6 un sistema formado por una cantidad N de particulas dis-
tribuidas en los primeros seis niveles energéticos, es decir, se consider6 al estado base y a
los primeros cinco estados excitados (n = 0,...,5). Una vez que el programa realiz6 los
calculos descritos en la secciéon anterior, se registraron los valores arrojados y se compara-
ron con aquellos obtenidos a partir de considerar un sistema de atomos con 7 niveles de
energia (n=6) y namero de particulas N'. Para ambos sistemas se obtuvo la fraccion de
atomos por nivel respecto al namero total de particulas, es decir n;/N y n;/N’. Al com-
parar estos valores se encontré que para para el estado base y los primeros cinco estados
excitados (los comunes a ambos sistemas), las fracciones de dtomos por nivel eran muy
similares, es decir, el comportamiento de los dos sistemas resulté ser el mismo.

El anterior es un resultado importante, pues nos indica que es posible extrapolar los
datos obtenidos de un sistema de atomos con N niveles a uno que contenga un nimero
mayor de ellos, es decir N/ > A . Entonces, aunque por un lado la simulacién nos limita
en cuanto al nimero de niveles energéticos por atomo, es posible extender el analisis a
sistemas con un mayor nimero de niveles mediante la extrapolaciéon de datos.

6.3. Simulacién para temperaturas mayores que 7.

Debido a que existen restricciones en la cantidad de niveles energéticos, se eligio realizar
la simulacién para un total de seis niveles cuya degeneraciéon de acuerdo con la formula
(6.6) es 84. Es decir, se tienen en total 84 estados disponibles para las particulas.

El primer paso consistié en verificar que el programa en realidad modelara un gas de
bosones con interaccién entre sus particulas, similar a los que se tienen en el laboratorio.
Se encontré que al fijar en cero el valor de la interaccion las particulas no modificaban sus
condiciones iniciales, es decir, permanecian en el mismo estado al paso del tiempo de la
misma forma que lo harfa un gas ideal. Ademés, se pudo comprobar que en todo momento
de la simulacion se conserva tanto el niimero de particulas como la energia total del sistema.

El siguiente paso consisti6 en imponer las condiciones iniciales apropiadas para un
gas de bosones. Para ello se ejecuto el programa en el que se impusieron de forma total-
mente arbitraria valores iniciales para el niimero de ocupacion y se permitié que el sistema
relajara al equilibrio. Una vez hecho esto, se extrajeron las nuevas condiciones iniciales
“truncando"la distribuciéon encontrada (Fig. 6.1). Es decir, se eliminaron las particulas en
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el nivel méas alto con el fin de obtener un subconjunto de ellas distribuidas ya no arbitrari-
amente, sino de acuerdo a como lo harfan los 4tomos de un gas de Bose atrapados en un
potencial armonico.

0.7
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Figura 6.1: Distribucion de particulas por nivel energético obtenida después de la evoluciéon temporal,
considerando un conjunto de condiciones iniciales arbitrarias. El nimero de particulas cor-
responde a la razon de las que se encuentran en el estado 7 y el total IV del sistema. En este
caso se consideraron 2075 particulas distribuidas en los primeros 6 niveles.

En la figura 6.1 se muestra un ejemplo de como se obtuvieron las condiciones iniciales.
En un principio, el gas consistia de 2075 particulas distribuidas arbitrariamente en los 6
primeros niveles. Una vez que se ejecuto el programa, el sistema relajoé a equilibrio y como
veremos adelante, se encontrd que su comportamiento concordaba con la distribucién de
Bose, por lo que nuestro nuevo sistema de 2075 particulas era ahora una gas de Bose
a temperatura 7', en el cual 688 particulas se encontraban en el tltimo nivel energético
(n = 6). Entonces, se eliminamos a las 688 particulas del nivel més alto y se tomaron
como condiciones iniciales los valores obtenidos para los cinco niveles restantes. Con esto
se garantizd que el gas a describir reproduzca de forma adecuada la dindmica de un gas
de Bose real.

Como se ha mencionado anteriormente, la ecuaciéon cinética para un gas que se halle
a temperatura mayor que la de transicion T, se ajusta a la distribucion de Bose para el
nimero de ocupacién promedio cuando el sistema se encuentra en un estado estacionario.
Este resultado se puede obtener de forma analitica, sin embargo, uno de los objetivos
principales de esta tesis es poder simular la forma en la que el gas alcanza el equilibrio a
través de colisiones.
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Después de haber escogido las condiciones iniciales apropiadas para el gas de bosones,
esto es, una vez que se tomaron los valores obtenidos para el ntimero promedio de particu-
las por estado cuando el sistema relajé a equilibrio, se fij6 un valor para la interaccion y
se dejo evolucionar el sistema durante un tiempo t. Es importante notar que la eleccion
del valor de la interacciéon entre particulas se encuentra directamente relacionada con el
tiempo que le lleva al sistema alcanzar la condicién de equilibrio. En otras palabras, una
interacciéon suficientemente débil disminuira la tasa de colisiones entre particulas y por
lo tanto se requerira de mayor tiempo para la termalizaciéon. Sin embargo se debe tener
en cuenta que la interaccion no puede ser arbitrariamente grande, pues se podria perder
informaciéon de la dindmica del gas al hacerlo llegar al equilibrio en un tiempo muy corto.

En este trabajo se fijo la magnitud de la interaccion en el valor de 0.7, pues se observo
que el tiempo que se requiere es razonable como para observar con detalle el proceso de
termalizacion. Para esta interaccion y las condiciones iniciales de la distribucién truncada
se encontré que efectivamente el gas alcanza un estado de equilibrio en el cual el nimero
de ocupacion promedio deja de variar.
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Figura 6.2: Numero de ocupacién promedio como funciéon del tiempo. Las unidades para el intervalo de
tiempo corresponden al inverso de la frecuencia, es decir 1/w

La figura 6.2 muestra la dinamica del gas de Bose con seis niveles energéticos para un
tiempo t cuyas unidades corresponden al inverso de la frecuencia w del oscilador. Se puede
observar que después de cierto tiempo, los nimeros de ocupacién promedio no varian mas
indicando una condicién de equilibrio. La linea mas alta representa la ocupacion del es-
tado base, la siguiente a la del primer estado excitado y asi sucesivamente hasta llegar a
la linea mas baja que representa al sexto estado excitado (n = 6). Cada una de las lineas
representa no a un nivel energético, sino a un estado representativo para cada uno de ellos.



86 CAPITULO 6. SIMULACION NUMERICA

Debemos recordar que el namero total de estados para el gas que se estd modelando es 84,
de forma tal que una grafica que incluyera a todos ellos no solo resultaria absurda, sino
que representa una labor innecesaria.

De acuerdo con la grafica, resulta enganoso el hecho de que para temperaturas por
arriba de la de transicion el estado base sea el més poblado y que para niveles mas altos el
numero de particulas disminuya considerablemente. Sin embargo, este aparente problema
se elimina al considerar la degeneracion energética.

A partir de la ecuacion para la degeneracion energética (6.5), se puede ver que el
numero de estados aumenta para niveles cada vez méas altos. Asi por ejemplo, el sexto niv-
el consta de 28 estados mientras que el estado base consta de tan solo uno. La figura 6.3
muestra como aumenta la cantidad de niveles de acuerdo con el nivel energético. Podemos
ver que mientras mayor sea el nivel, mas grande es la degeneracion.
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Figura 6.3: Degeneracion de estados. Para cada nivel se tiene un namero n; = (n; + 1)(n; + 2)/2 de
estados disponibles para las particulas.

Entonces, al sumar las contribuciones de cada uno de los estados al nimero total de
particulas se obtiene el comportamiento esperado en el que el estado base se encuentra
menormente poblado que cualquier otro nivel.

Ahora bien, para un nivel de energia dado, los estados asociados a el tendran la misma
probabilidad de ser ocupados, esto quiere decir que ellos son equivalentes entre si. Por esta
razon, es de esperarse que las condiciones de equilibrio resulten ser las mismas para los
estados de un mismo nivel. Este hecho quedé totalmente comprobado a partir de nuestra



6.3. SIMULACION PARA TEMPERATURAS MAYORES QUE T 87

simulacion, es por ello que nos referimos a las curvas obtenidas como “valores representa-
tivos por estado”.

Una vez que las particulas han alcanzado el equilibrio es valido afirmar que siguen la

distribucion de Bose dada por
1

Ny = —F————
K eﬁen_a_17

(6.10)
de donde podemos ver que el nimero de ocupaciéon por estado es funcion del potencial
quimico y la temperatura. Entonces, si los datos obtenidos para la condiciéon de equilibrio
son ajustados a esta distribucion, sera posible extraer a partir de ellos el valor para el
potencial quimico p y la temperatura 7" asociados al sistema.

La figura 6.4 muestra una comparacion entre los valores obtenidos para el gas de seis
niveles en equilibrio (puntos) y la distribucion de Bose (linea).
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Figura 6.4: Ajuste realizado para un gas de bosones con seis niveles y un valor de interaccién igual a
0.7.

Para realizar el ajuste se ha tomado en cuenta la degeneraciéon del sistema, es decir,
cada punto representa el niimero total de particulas por nivel o en otras palabras la densi-
dad de estados. El nimero promedio de particulas por nivel estd dado como una fraccién
de la cantidad total de ellas en el sistema.

En este caso se obtuvo un valor de —0,54 para el potencial quimico iy de 77,7 para la
temperatura T. Resulta importante aclarar que esta temperatura no representa un valor
real que pueda ser asociado con el experimento, sino que simplemente es una magnitud que
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depende de las condiciones iniciales de nuestro problema. Atn asi, veremos mas adelante
que presenta el comportamiento adecuado al realizar el enfriamiento por evaporacion.

6.4. Enfriamiento por evaporacion

El objetivo principal de la simulacion es el de reproducir la dindmica del gas al ser
llevado a la fase condensada mediante el proceso de evaporacion.

Como ya sabemos, el enfriamiento por evaporacion consiste en retirar a las particulas
méas energéticas del sistema y posteriormente dejar que este alcance el equilibrio medi-
ante colisiones. Experimentalmente, este proceso es repetitivo y se realiza tantas veces sea
necesario hasta alcanzar la temperatura indispensable para que se observe la transicion.

En nuestra simulacién efectuamos el enfriamiento por evaporacion de forma muy simi-
lar a la que se realiza en los experimentos de gases frios. Para ello partimos de un sistema
con condiciones iniciales que han sido escogidas truncando la distribucién obtenida de un
sistema arbitrario como se describi6 en la seccién anterior. Posteriormente, se ejecuto el
programa y se permitié que el sistema relajara a equilibrio a través de colisiones.

Una vez hecho lo anterior, se realizo un ajuste entre los valores de equilibrio arrojados
por el programa y la distribucion de Bose dada por (6.10). De él, se obtuvieron valores
numéricos para la temperatura y el potencial quimico del sistema.

El paso siguiente consiste en remover a las particulas més energéticas del sistema con
el fin de reducir la temperatura del gas. Esto se logro de la siguiente forma: a partir de las
condiciones de equilibrio resultantes en el paso anterior obtuvimos las nuevas condiciones
iniciales mediante la eliminacion de las particulas més energéticas, es decir, se fijo en cero
el valor para el nimero de ocupaciéon en el nivel con n = 6. Posteriormente se permitié
al sistema relajar a equilibrio y con los datos obtenidos se realizé un ajuste de donde se
extrajeron nuevos valores para la temperatura y el potencial quimico .

De igual manera a como se hace experimentalmente, este proceso de repitié varias
veces v se observo el comportamiento de las distribuciones en equilibrio cada vez que se
retiraban a alas particulas mas energéticas del sistema. La figura 6.5 muestra una serie
de graficas que simulan el enfriamiento por evaporacion. En cada una de las gréficas se
muestran los valores obtenidos para el potencial quimico y la temperatura al ajustar los
datos con la distribucién de Bose. Se puede notar que durante el proceso evaporativo se
obtienen valores cada vez mas bajos para la temperatura y mas proximos a cero para el
potencial quimico. Ademas, se observa que conforme disminuye la temperatura, cada vez
menos particulas se encuentran el los niveles mas altos.
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6.5: Simulacién numeérica del proceso de enfriamiento por evaporaciéon. Se puede notar que al

retirar a las particulas mas energéticas del sistema, la temperatura desciende y el potencial
quimico se aproxima a cero.
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6.5. Simulacién para el condensado

Para temperaturas menores que la de transicion 7, o potencial quimico p nulo, la
dindmica del gas de Bose ya no puede ser descrita por la ecuaciéon (6.1). En este caso es
necesario recurrir a (6.2), la cual es una ecuacion cinética que contempla tnicamente a los
estados excitados.

La fase condensada se estudi6 de manera totalmente anadloga a la fase normal en la
que las temperaturas son mayores que T,.. El anélisis de datos fue similar, con la tnica
consideracion de que el valor del nimero promedio de particulas para el estado base se
determiné mediante la diferencia del nimero total de particulas N en el sistema, y el total
N, de las que se encontraron en los estados excitados.

Como primer punto, vemos después de cierto tiempo t, el sistema alcanza un estado
de equilibrio en el cual las particulas ya no modifican su estado. La figura 6.6 muestra la
dindmica del condensado mediante la cual llega al equilibrio. Aunque la grafica es similar
a la obtenida en el caso de temperaturas por arriba de la de transicién, se puede notar
que en este caso disminuye radicalmente el nimero de particulas en los estados excitados.
Este resultado se observa atn considerando la degeneracion energética.
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Figura 6.6: Relajacion al equilibrio para un gas de Bose por debajo de la temperatura de transicion.

De igual forma se pudo comprobar que la condicién de equilibrio concuerda con la
distribuciéon de Bose para potencial quimico cero (Fig. 6.7). Es decir

1

Ny = —— .
ToePe — 1

(6.11)
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En este caso el ajuste se realizd inicamente sobre los estados excitados. Esto tiene que
ver con el hecho de que la ecuacion cinética que se implementé no considera al estado base.
Sin embargo, como mencionamos anteriormente, la cantidad de particulas en el estado de
minima energia queda determinada por la diferencia N — N..
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Figura 6.7: Ajuste realizado para un gas de Bose por debajo de la temperatura de transicion. Los puntos
representan los valores obtenidos a partir de la simulacion.

El anélisis hecho hasta este punto, ha sido individual para las ecuaciones cinéticas, es
decir, se ha analizado la dinamica de las particulas por encima de la temperatura de tran-
sicion T, de manera independiente de la dinamica de las particulas por debajo de ella. Sin
embargo, resulta muy interesante y necesario determinar la consistencia de las ecuaciones
cinéticas (6.1) y (6.2) justo en el momento que se da la transicion al condensado, es decir,
cuando el potencial quimico se anula.

El proceso que se sigui6é para investigar la concordancia de ambas ecuaciones fue el
siguiente: Se dejo relajar a equilibrio a una sistema con condiciones arbitrarias y a partir
de los valores encontrados se escogieron las condiciones iniciales adecuadas. Estas nuevas
condiciones de equilibrio se implementaron como condiciones iniciales tanto para el gas
de Bose normal como para la fase condensada. Una vez que ambos sistemas alcanzaron el
equilibrio se compararon sus distribuciones, es decir, se realiz6 un ajuste de la distribu-
cion de Bose y se determinaron las temperaturas; y en el caso del gas de Bose normal, el
potencial quimico.

Repitiendo varias veces este proceso con el fin de simular un enfriamiento por evapo-
racion, se encontré que los valores para el nimero de ocupacion promedio y la temperatura
no concordaban si el potencial quimico se encontraba alejado de cero. Por el contrario, en
el caso en que p era muy proximo a cero las temperaturas de ambos sistemas resultaban
ser muy similares.
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Figura 6.8: Traslape de las ecuaciones cinéticas que describen al gas de Bose.

La figura 6.8 muestra el “traslape” de las ecuaciones cinéticas, es decir, nos muestra el
punto en el que comienzan a coincidir las descripciones, el cual es por supuesto, cuando
se da la transicion.

Entonces, podemos concluir este capitulo afirmando que el par de ecuaciones cinéticas
que describen al gas de Bose no solo arrojan resultados correctos de acuerdo con la fisica
del problema, sino que permiten reproducir de forma veraz el proceso de enfriamiento por
evaporacion que lleva a un gas a sufrir la transicion al condensado.



CAPITULO 7

Conclusiones

En este trabajo se estudi6 la dinamica del gas de Bose con interaccién confinado en un
potencial armoénico tridimensional. Dicho estudio inicié con la descripcion teodrica del gas
ideal de Bose, en la cual se encontraron las condiciones para que ocurra el fenémeno de
la condensacion. Ademés, se dedujeron las principales propiedades termodinamicas tales
como la energia, presion y temperatura, y se discutio el significado que éstas tienen una vez
que se ha dado la transiciéon. Para el potencial de oscilador armoénico en tres dimensiones,
se vio que el inverso de la frecuencia w, o mejor dicho, el cubo de esta cantidad; (1 /w)3,
juega el mismo papel que la variable termodinédmica de volumen V en el caso del potencial
de paredes rigidas o caja. A esta variable se le da el nombre de volumen armoénico V y
tiene por variable conjugada a la presiéon armoénica P cuyo significado fisico es el mismo
que el de la presion hidrostatica P.

Debido a que la ocurrencia de la transicion de fase en un gas ideal se encuentra inti-
mamente relacionada con la dimensionalidad del sistema y el potencial de confinamiento,
se discutieron los casos del potencial de caja y el de tipo armoénico en 1,2 y 3 dimensiones.

Con la finalidad de dar una descripciéon cercana a lo que se observa experimentalmente,
se hizo una revision de las bases tedricas que soportan los métodos experimentales requeri-
dos para llevar al gas hasta la transicién. En este punto se realizd una discusion general
del enfriamiento laser que permite reducir la temperatura del gas considerablemente, sin
embargo la atencion se centrd en el proceso de enfriamiento por evaporacion en el que las
particulas méas energéticas son retiradas del sistema, pues es esta técnica la que conduce
al gas directamente a la temperatura de transicién y consecuentemente a la condensacion.
En esta parte se evidencié la necesidad de introducir al problema las interacciones que
existen en un gas de Bose a bajas temperaturas y el uso de un potencial de tipo armoénico.

Para determinar el tipo de interaccion que existe entre las particulas del gas, se recurri6
a la teoria cuantica en el régimen de bajas energias. Mediante este modelo se mostro que
el potencial efectivo que sienten las particulas de un gas diluido es aquel que considera
interacciones entre pares de ellas tnicamente. Ademas, el alcance de dicho potencial es
pequeno, de forma tal que puede ser aproximarlo por una funciéon delta.

La descripcion del proceso de termalizacion que tiene lugar una vez que se han extraido
a las particulas mas energéticas del sistema se realiz6 a través de una ecuacion maestra
para el ntumero promedio de particulas por nivel. Utilizando el formalismo de segunda
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cuantizacion se dedujo la ecuacién para la matriz de densidad reducida de un cuerpo
en la representacion de niimero y se demostré que los términos diagonales de la matriz
corresponden al nimero de ocupaciéon promedio por estado.

Debido a la naturaleza de las interacciones, se hizo uso de la aproximacion de Born, es
decir, se consider6 a las interacciones entre particulas como una perturbacién del sistema.
Mas atn, para reproducir adecuadamente el enfriamiento por evaporacion se considerd
que las interacciones entre pares de particulas se dan en un intervalo de tiempo muy corto
en comparacion con el tiempo de evolucion del sistema, o en otras palabras, se recurrié
a la aproximacion de Markov. Finalmente, se escribié al Hamiltoniano del sistema (que
corresponde al de una particula en un potencial armonico) y al potencial de interaccion en
términos del operador de niimero y se llegd a una ecuacion cinética que modela la dinamica
del gas.

Se encontrd que dicha ecuacion describe adecuadamente al gas de Bose por encima de
la temperatura de transicion 7., pues conserva el ntimero de particulas N y energia E
totales del sistema, asi mismo, el caso estacionario corresponde a la distribucion de Bose
para un gas en equilibrio termodinédmico. Sin embargo, al analizar la solucién estacionaria
para la ecuacion cinética por debajo de la temperatura de transiciéon en una, dos y tres
dimensiones, se evidencié la necesidad de considerar un potencial de interaccién que no
conserve el niimero de particulas en los estados excitados cuando el potencial quimico p
se anula. Como consecuencia de lo anterior se obtuvieron dos ecuaciones cinéticas, cada
una de las cuales corresponde a una fase del gas de bosones, es decir, antes y después de
la temperatura de transicion T..

Una vez que se tuvieron las ecuaciones cinéticas que gobiernan la dinamica del gas de
Bose, se realiz6 una simulacién numérica para cada una de ellas considerando un sistema
formado por seis niveles energéticos. En la implementacion de ambas ecuaciones, la evolu-
cion temporal estuvo modelada con el método de Euler de aproximaciones sucesivas. A
partir de la simulacién se encontré que para temperaturas por encima de la de transiciéon
T, la descripcion dada por la correspondiente ecuacion es adecuada. Mas atn, se compro-
b6 que las interacciones permiten al gas llegar al equilibrio, y que mediante un ajuste con
la distribucion de Bose es posible determinar el potencial quimico y la temperatura de los
datos arrojados.

Uno de los resultados mas importantes es que se puede modelar el proceso de enfria-
miento por evaporacion a través de la ecuacion cinética para el gas de Bose por arriba
de la temperatura de transicion. Para ello se retiraron las particulas mas energéticas, es
decir, la que se encontraban en los niveles mas altos, y se repitioé el proceso tantas veces
como fue necesario. Los datos arrojados por el ajuste con la distribucion de Bose cuando
el sistema alcanzo el equilibrio, confirmaron que al extraer a las particulas mas energéticas
el sistema sufre un descenso en la temperatura. Més aiin, en este proceso se evidencia que
conforme se baja la temperatura, el potencial quimico se acerca a cero, es decir, el sistema
es llevado muy cerca de la transicion al condensado.

De igual forma, los resultados encontrados para el condensado estuvieron de acuerdo
con la teorfa, es decir, para temperaturas por debajo de T, las particulas comienzan a
poblar de forma macroscopica el estado base dejando casi vacios a los estados excitados.
Analogamente al caso en que T' > T,, se encontr6é que se conservan la energia y el nimero
de particulas totales del sistema, asi mismo, en equilibrio termodindmico el sistema se
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encuentra descrito por la distribuciéon de Bose.

A través de un anélisis combinado de ambas ecuaciones, se determind que existe un
punto en el cual se traslapan. Es decir, los datos para el potencial quimico p y la tempe-
ratura 1" son practicamente los mismos cerca de la transicion.

Una de las principales limitaciones que se presentaron en este trabajo estuvo relaciona-
da con la capacidad de almacenamiento de datos durante la simulacién, pues debido a la
degeneracion energética solo fue posible trabajar con un gas formado por seis niveles. Sin
embargo, se encontro que es posible extrapolar los datos a sistemas de d&tomos con mayor
ntmero de niveles. Este es un resultado muy importante, pues para un gas a temperaturas
cercanas a la de transicion, se requieren 10 niveles energéticos para que el sistema se aprox-
ime a uno real en el laboratorio. Entonces, con ayuda de la extrapolacion seria posible una
comparacion directa con los datos experimentales reportados en la bibliografia.

Por otro lado, no existio restriccion alguna en el nimero total N de particulas que
forman al gas. Ademés se pudo comprobar que no es necesario una cantidad enorme de
ellas, sino que mas bien se debe escoger dicho niimero de forma tal que reproduzca de
forma fidedigna a los gases con los que se trabaja en el laboratorio.

En cuanto a la interaccion entre particulas se encontré que no puede ser arbitrariamente
grande si es que no se quiere perder informaciéon de la dinamica de las particulas durante
la simulacion. Esto es debido a que el valor de la interacciéon determina el tiempo en el
cual el sistema alcanza el equilibrio. Asi, para interacciones pequenas el gas requiere una
mayor cantidad de tiempo para termalizar.

Aunque los resultados hasta aqui expuestos han sido acertados, se puede pensar en la
posibilidad de ampliar el estudio del gas de Bose y la condensacion a través de un programa
que permita trabajar con un mayor nimero de estados, es decir, reducir el problema de
almacenaje de datos. O bien, extrapolar los datos para el caso de sistemas con més niveles
y poder comparar los valores para las cantidades fisicas extraidas de la simulacién; tales
como la temperatura y el potencial quimico, con los reportados en la literatura.

De forma ambiciosa también se puede pensar en describir el fenémeno de la conden-
sacion de Bose para un gas atrapado en un potencial armoénico bidimensional, pues como
sabemos, en este caso la transicién que se observa experimentalmente no es precisamente la
predicha por la teoria de Bose-Einstein, sino méas bien, una transicion de tipo Berezinskii-
Kosterlitz-Thouless.



APENDICE A

Funciones de Bose

En el estudio tedrico de un gas de Bose es frecuente encontrar integrales de la forma:

mlo) = o | (A1)

con 0 <e* <1, ymeR.

Debido a que juegan un papel muy importante en la descripcion de la condensacion
de Bose-Einsten, han sido llamadas funciones de Bose y como veremos concuerda con la
funciéon Zeta de Riemman para un valor particular.

Las funciones de Bose presentan una dificultad debido a que no pueden resolverse ex-
plicitamente. Esto se debe a que no poseen una representaciéon en términos de funciones
“simples". Sin embargo, es posible conocer algunas de sus propiedades haciendo una ma-
nipulacién matematica de ellas.

Comencemos por expandir el denominador que aparece en la integral

1  aw 1
ermo — 1 1 —ex 2
N Z(eafxyﬁ
k=0
=) (eM)reh (A.2)
k=1

Entonces es posible escribir a (A.1) como

1 (ea)k 1 —y
:F(m)z o /0 y" e Vdy (A.3)
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Figura A.1: Graficas de g, como funcioén de a, en este caso z = e®. Dependiendo del valor que tome m,
las funciones convergen o divergen

Vemos que la tltima integral es una funcion I'(m), por lo que (A.3) se reduce a

gm(@) =) %jﬁ con  0<e*<1 (A.4)

k=1

Esta ecuacién provee una relacion entre la funcion Zeta de Riemann ((m) y las fun-
ciones g,,(«). Para e® =1 (u = 0), tendremos que,

NOESS kim — ¢(m) m>1 (A.5)

La serie anterior converge solamente para m > 1, lo cual no solo significa que las fun-
ciones g,,(«) estan definidas solo en este intervalo, sino que son divergentes para m < 1y
e* — 1. En los casos en que m > 1, g,,(«) es finita si 0 < e* < 1.

A continuacién se muestra una tabla con algunos de los valores de la funcion ((m)

Cuadro A.1: Valores de la funciéon Zeta de Riemman para m > 1

¢(1) — oo ((3) ~ 2,612
C(2) ~ 1,645 ((2) ~ 1,341
¢(3) ~ 1,202 (1) ~ 1,127
C(4) ~ 1,082 ¢(6) ~ 1.004

Con estos datos podemos hacernos una idea del comportamiento de las funciones g, ().

Vemos por ejemplo, que sin importar el valor de m, todas ellas comienzan en el origen.
Ademas, si m < 1 divergen cuando e* — 1.

En el caso en que m > 1 las funciones g,,(a) tienen un valor finito cuando e® = 1.



APENDICE B

Codigo fuente de la simulacion

ECUACION CINETICA PARA EL GAS DE BOSE PARA T > T.

ok ok sk ok sk ok ok sk ok CALCULO DEL NUMERO DE ESTADOS skook sk ok sk ok sk ok skok sk ok sk ok sk ok sk
In = 6
Ia =0

DO InE = 0 , In
DO IN1 = 0 , InE
DO IN2 = 0 , InE - IN1

IN3 = InE - IN1 - IN2
Ia =Ta+ 1

Ienergia(Ia) = IN1 + IN2 + IN3
Ienergiax(Ia) = IN1
Ienergiay(Ia) = IN2
Ienergiaz(Ia) = IN3

WRITE(29,101)Ia, Ienergia(Ia), Ienergiax(Ia), Ienergiay(Ia),

* Ienergiaz(Ia)
END DO
END DO
END DO
skook ok ook ok ook ok ok CALCULO DE LAS INTEGRALES

sk K o ok ok ok ok ok K 3k 3 3 ok ok ok ok ok ok K 3k 3 3 3 ok ok
DO IK = 1 , INn
RCoor ( IK )= Rx

99
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Rx = Rx + RdX
END DO
stk ok ok sk sk sk ok sk ok stk sk ok s ok ok sksk sk ok ok
DO IJ =1, INn
RCoor ( IJ )= Ry
Ry = Ry + RdY
END DO
stk sk ok stk ok sk ok stk ok sk ok ok skskok ok
DO IQ = 1 , INn
RCoor ( IQ )= Rz
Rz = Rz + RdZ
END DO

xx*x* Definicidn de las funciones de onda en X (Lo mismo para Y y Z) ***x
DO IK = 1 , INn

RPSIOX( IK ) = (1.0DO/RPi)=**(1.0D0/4.0D0)

& * DEXP (- ((RCoor (IK))*x(2.0D0))/2.0D0)
A1X = (2.0DO/DSQRT(RPi))**(1.0D0/2.0D0)
& * DEXP(-0.5D0 *(RCoor (IK))**(2.0D0))

RPSI1X( IK ) = A1X*(RCoor (IK))
A2X = (1.0D0/(2.0%*DSQRT(RPi)))**(1.0D0/2.0D0)
& * DEXP(-0.5D0 *(RCoor (IK))**(2.0D0))
RPSI2X( IK ) = A2X*(2.0*((RCoor (IK))*%x2.0D0)-1.0)
A3X = (1.0D0/(3.0%DSQRT(RPi)))**(1.0D0/2.0D0)
& * DEXP(-0.5D0 *(RCoor (IK))**(2.0D0))
RPSI3X(IK)=A3X*(2.0*((RCoor (IK))**3.0D0)-3.0*RCoor (IK))
A4X = (1.0D0/(24.0+DSQRT(RPi)))**(1.0D0/2.0DO0)
& * DEXP(-0.5D0 *(RCoor (IK))x**(2.0D0))
RPSI4X( IK ) = A4Xx((4.0%(RCoor (IK))**4.0D0)-(12.0
& * ((RCoor(IK))**2.0)) + 3.0D0)
A5X = (1.0D0/(64.0*DSQRT(RPi)))**(1.0D0/2.0D0)
& * DEXP(-0.5D0 *(RCoor (IK))**(2.0D0))
RPSISX( IK ) = A5X*x((4.0%(RCoor (IK))**5.0D0)-(20.0
& * ((RCoor(IK))**3.0)) + 15.0D0*(RCoor(IK)))
A6X = (1.0D0/(720.0%DSQRT(RPi)))#**(1.0D0/2.0D0)
& * DEXP(-0.5D0 *(RCoor (IK))**(2.0D0))
RPSI6X( IK ) = A6X*((8.0%(RCoor (IK))**6.0)-(60.0
& * ((RCoor(IK))**4.0))+(90.0D0*RCoor (IK)**2.0D0)-15.0D0)

DO S =1, Ia

IF ((Ienergiax(S)) .EQ. (0)) THEN
RTempx (IK,S) = RPSIOX( IK )
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%>k %k %k k

END IF

IF ((Ienergiax(S)) .EQ. (1)) THEN
RTempx (IK,S) = RPSI1X( IK )
END IF

IF ((Ienergiax(S)) .EQ. (2)) THEN
RTempx (IK,S) = RPSI2X( IK )
END IF

IF ((Ienergiax(S)) .EQ. (3)) THEN
RTempx (IK,S) = RPSI3X( IK )
END IF

IF ((Ienergiax(S)) .EQ. (4)) THEN
RTempx (IK,S) = RPSI4X( IK )
END IF

IF ((Ienergiax(S)) .EQ. (5)) THEN
RTempx (IK,S) = RPSI5SX( IK )
END IF

IF ((Ienergiax(S)) .EQ. (6)) THEN
RTempx (IK,S) = RPSI3X( IK )
END IF

END DO
END DO

Aqui se calculan las integrales RINT(NU,KAPA,ETA, EPSILON)

DO NEQ
DO I =
DO J =
DO K =

1, Ia
, Ia
, 1a
, Ia

= o=l

RSUMAX =
RSUMAY
RSUMAZ =

nn [
O O O
o O O
O O g
O O O

DO IK = 1, INn

RSUMAX = RSUMAX + (RTempx(IK,I)*RTempx(IK,NEQ)*
RTempx (IK,J) *RTempx (IK,K)) * RdX
Rx = Rx + RdX

kok kok ok
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END DO
DO IJ =1, INn

RSUMAY = RSUMAY + (RTempy (IJ,I)*RTempy (IJ,NEQ)+*
RTempy (1J,J)*RTempy (I1J,K))* RAY
Ry = Ry + RdY
END DO

DO IQ = 1, INn
RSUMAZ = RSUMAZ + (RTempz(IQ,I)*RTempz(IQ,NEQ)*
RTempz (IQ,J) *RTempz (IQ,K))* RdZ
Rz = Rz + Rdz
END DO

RINT1(I,NEQ,J,K) = RSUMAX*RSUMAY*RSUMAZ

3k 3k 5k 3k Sk ok >k sk sk ok sk Sk ok >k sk sk >k sk sk ok sk Sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk ko sk sk sk sk sk sk sk ok sk koo sk sk sk sk skokok sk skook sk kok ki k

RSUMAXb = 0.0DO
RSUMAYb = 0.0DO
RSUMAZb = 0.0DO

DO IK = 1, INn

RSUMAXb = RSUMAXb + (RTempx(IK,I)*RTempx(IK,NEQ)*
RTempx (IK,K) *RTempx (IK,I)) * RdX
Rx = Rx + RdX
END DO

DO IJ =1, INn

RSUMAYb = RSUMAYb + (RTempy(IJ,I)*RTempy(IJ,NEQ)*
RTempy (I1J,K)*RTempy (IJ,I))* RAY
Ry = Ry + RdY
END DO

DO IQ = 1, INn

RSUMAZb = RSUMAZb + (RTempz(IQ,I)*RTempz(IQ,NEQ)*
RTempz (IQ,K)*RTempz (IQ,I))* RdZ
Rz = Rz + Rdz
END DO



103

RINT2(I,NEQ,K,I) = RSUMAXb*RSUMAYb*RSUMAZDb

ook o ok ook ook ook o ok s ok ook ook ook ook ok st ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok skook sk ok s ok s ok ook ok ok ok

RSUMAXc = 0.0DO
RSUMAYc
RSUMAZc =

o
[N e)
o O
g g
o O

DO IK = 1, INn

RSUMAXc = RSUMAXc + (RTempx(IK,J)*RTempx(IK,K)x
& RTempx (IK,J) *RTempx (IK,NEQ)) * RdX
Rx = Rx + RdX
END DO

DO IJ =1, INn

RSUMAYc = RSUMAYc + (RTempy(IJ,J)*RTempy (IJ,K)*
& RTempy (1J,J)*RTempy (IJ,NEQ))* RAY
Ry = Ry + RAY
END DO

DO IQ = 1, INn

RSUMAZc = RSUMAZc + (RTempz(IQ,J)*RTempz(IQ,K)*
& RTempz (IQ,J)*RTempz(IQ,NEQ))* RdZ
Rz = Rz + RdZ
END DO

RINT3(J,K,J,NEQ) = RSUMAXc*RSUMAYc*RSUMAZc

sk ok ok s ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok s ok ok sk ok sk ok ok sk ok ok sk ok sk sk ok sk ok ok sk ok ok s ok sk sk ok sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk ok sk ok ok sk ok ok sk ok sk sk ok sk ok ok sk ok ok ok ok

END DO
END DO
END DO
END DO

stk ok ok ok skskok sk ok sk sk sksk ok o ok sk sksk sk ok ok sk sk sk sk ok ok sk sk skosk sk ok sk sk skosk sk ok sk sksksk sk sk ok sk sk sksk ok ok sk sk sk skok ok ok ok
* Aqui se fijan: la interaccion, el tiempo total, el intervalo *

* de tiempo y las condiciones iniciales. *
skt ok ok stk sk sk ok sk stk sk sk ok sk stk sk ok ok stk ok ok stk sk ok sk sksksk sk sk ok stk sk sk sk ok skskskskok ok ok stk skok ko ok ok

RCE1 = 0.0DO
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RCE2 = 0.0DO
* Se fija le valor de la interaccion Rg y el tiempo total ITf

Rg = 0.7D0
ITf = 70000

* Se fija el intervalo de tiempo RDt

RTime = 0.0DO
RDt = 0.00005D0

* Condiciones iniciales para los diferentes estados
RYO ( 1) = 0.0DO
D0I=2, 4

RYO ( I ) = 50.0DO0
END DO

DOI =5, 10
RYO ( I ) 40.0D0
END DO

DO I =11, 20
RYO ( I ) = 30.0DO
END DO

DO I =21, 35
RYO ( I ) = 20.0DO
END DO

DO I =36 , 56
RYO ( I ) = 25.0D0
END DO

DO I =57 , 84
RYO ( I ) = 20.0DO
END DO

RSUMNO =
RSUMEO = 0.0DO

[
o
o
g
(&)

* Calculo de la energia y numero de particulas iniciales
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DO IL = 1, Ia

RSUMNO= RYO(IL) + RSUMNO

RSUMEO = ((Ienergia(IL)+0.0D0)*RYO(IL)) + RSUMEO
END DO

ok ok KKk ok Aqui comienza la evolucion temporal (Euler) KoKk K Kok ok

* Se inicia un contador

IW = 100
ICont = 0O

DO IT =1 , ITf
ICont = ICont + 1
RTime = RTime + RDt

sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok ok sk sk ok ok o o o ok sk sk ks sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke ks sk sk sk sk ok
* Implementacion de la ecuacion cinetica para el gas de Bose

DO NEQ = 1 , Ia
A = 0.0D0
B = 0.0D0

D0OI =1, Ia
DOJ=1, Ia
DOK =1, Ia

Ienergia(NEQ) + Ienergia(I)-Ienergia(J)-Ienergia(K)
Ienergia(NEQ) - Ienergia(K)

RCE1
RCE2

IF ((RCE1) .EQ. (0)) THEN
A = A + RINT1(I,NEQ,J,K)**2.0D0

& * ( RYOC K ) * RYO( J ) *x (1 + RYO(CNEQ ) + RYOC I ) ) -
& RYO( I ) * RYO( NEQ ) * (1 + RYO(C J ) + RYOC K ) ) )
END IF

IF ((RCE2) .EQ. (0)) THEN
B =B + 2 * RINT2(I,NEQ,K,I) * RINT3(J,K,J,NEQ) *

& (RYOC I ) *RYO(C J ) * ( RYOC K ) - RYO(C NEQ ) ) )
END IF

END DO
END DO
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END DO
REq(NEQ) = Rg ** 2.0D0 * (A + B)
END DO

* Metodo de Euler

DOM=1, Ia

RY1(M) = RYO(M) + REq(M)*RDt
END DO

DO J =1, Ia

RYO(J) = RY1(J)

END DO

RSUMN = 0.0DO

RSUME = 0.0DO

* Calculo del numero de particulas y energia finales

DO IL = 1, TIa

RSUMN = RY1(IL) + RSUMN

RSUME = ((Ienergia(IL)+0.0D0)*RY1(IL)) + RSUME
END DO

IF (ICont .EQ. IW) THEN
WRITE(28,*) RTime, RSUMN, RSUME
WRITE(30,102) RTime, RY1(1), RY1(2), RY1(3),

& RY1(6), RY1(7)
WRITE(31,102) RTime, RY1(12), RY1(13), RY1(22),
& RY1(23), RY1(38), RY1(39)

WRITE(33,102) RTime, RY1(58), RY1(59)
ICont = 0

END IF

END DO

END
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ECUACION CINETICA PARA EL GAS DE BOSE PARA T > T,

En este caso se utiliz6 un codigo analogo al anterior. Solamente se modificaron las
integrales I,,,,;x v la forma de la ecuacion cinética.

PROGRAM ECUACION CINETICA PARA EL GAS DE BOSE POR DEBAJO DE Tc

Aqui se calculan las integrales RINT(NU,KAPA,ETA, EPSILON) sk**x

DO NEQ
DO I =
DO J
DO K

2, Ia
, Ia
, la
, Ia

Il
N NN

RSUMAX =
RSUMAY
RSUMAZ =

o |
O O O
o O O
O O -
O O O

DO IK = 1, INn

RSUMAX = RSUMAX + (RTempx(IK,I)*RTempx(IK,NEQ)*
RTempx (IK,J) *RTempx (IK,K)) * RdX
Rx = Rx + RdX
END DO

DO IJ =1, INn

RSUMAY = RSUMAY + (RTempy(IJ,I)*RTempy(IJ,NEQ)*
RTempy (1J,J)*RTempy (IJ,K))* RAY
Ry = Ry + RdY
END DO

DO IQ = 1, INn
RSUMAZ = RSUMAZ + (RTempz(IQ,I)*RTempz(IQ,NEQ)*
RTempz (IQ, J)*RTempz (IQ,K))* RdAZ
Rz = Rz + Rdz
END DO

RINT1(I,NEQ,J,K) = RSUMAX+*RSUMAY*RSUMAZ

3k 3k 3k 5k 3k >k 5k >k 5k >k 5k >k 5k 5k 5k >k 5k 3k 5k 3k >k 3k >k 5k >k 5k >k 5k >k 5k 3k 5k 3k >k 3k >k 5k >k 5k %k >k >k 5k >k 5k 3k 5k 3k >k 3k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k *k >k %k

RSUMAXb = 0.0DO
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RSUMAYb =
RSUMAZb =

| |
O O
o O
O o
o O

DO IK = 1, INn

RSUMAXb = RSUMAXb + (RTempx(IK,I)*RTempx(IK,NEQ)*
& RTempx (IK,K) *RTempx (IK,I)) * RdX
Rx = Rx + RdX
END DO

DO IJ =1, INn
RSUMAYb = RSUMAYb + (RTempy(IJ,I)*RTempy(IJ,NEQ)*
& RTempy (I1J,K) *RTempy(IJ,I))* RAY
Ry = Ry + RdY
END DO
DO IQ = 1, INn
RSUMAZb = RSUMAZb + (RTempz(IQ,I)*RTempz(IQ,NEQ)*
& RTempz (IQ,K)*RTempz (IQ,I))* RdZ
Rz = Rz + Rdz
END DO

RINT2(I,NEQ,K,I) = RSUMAXb*RSUMAYb*RSUMAZb

3k >k 3k >k 5k >k 5k >k 5k >k 5k 5k 5k 3k >k 3k >k 5k >k 5k >k 5k >k 5k 3k 5k 3k 5k 3k >k 5k >k >k >k 5k >k 5k >k 5k >k 5k 3k >k 3k >k 5k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k k >k k

RSUMAXc = 0.0DO
RSUMAYc = 0.0DO
RSUMAZc = 0.0DO

DO IK = 1, INn

RSUMAXc = RSUMAXc + (RTempx(IK,J)*RTempx (IK,K)x*
& RTempx (IK, J)*RTempx (IK,NEQ)) * RdX
Rx = Rx + RdX
END DO

DO IJ =1, INn
RSUMAYc = RSUMAYc + (RTempy(IJ,J)*RTempy(IJ,K)*

& RTempy (IJ,J)*RTempy(IJ,NEQ))* RdAY
Ry = Ry + RdY

END DO
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DO IQ = 1, INn

RSUMAZc = RSUMAZc + (RTempz(IQ,J)*RTempz(IQ,K)*
& RTempz (I1Q,J)*RTempz(IQ,NEQ))* RdZ
Rz = Rz + RdZ
END DO

RINT3(J,K,J,NEQ) = RSUMAXc*RSUMAYc*RSUMAZc

END DO
END DO
END DO

ook ook ook ook ook ook ook ook ook ook ook ook ok ook ok ok st ok ok sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok s ok ok ok ok ok

* Aqui se calcula la integral del termino nuevo *
skt sk ok sk sksksk sk ok sk stk sk sk ok sk sksksk ok ok sk skskoskosk ok sk sksksk sk ok sk sksksk sk ok skskskskosk ok ok skskskok ok sk skskskok ok ook

DO J =2, Ia

DO K =2, Ia
RSUMAX2 = 0.0DO
RSUMAY2 = 0.0DO
RSUMAZ2 = 0.0DO

DO IK = 1, INn

RSUMAX2 = RSUMAX2 + (RTempx(IK,NEQ)*RTempx (IK,J)*
& RTempx (IK,K))*RdX
Rx = Rx + RdX
END DO

DO IJ = 1, INn
RSUMAY2 = RSUMAY2 + (RTempy(IJ,NEQ)*RTempy(IJ,J)*

& RTempy (I1J,K))*RdY
Ry = Ry + RdY

END DO

DO IQ = 1, INn

RSUMAZ2 RSUMAZ2 + (RTempz(IQ,NEQ)*RTempz(IQ,J)*
& RTempz (IQ,K))*RdZ
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Rz = Rz + Rdz
END DO

RINT(NEQ, J,K) = RSUMAX2xRSUMAY2xRSUMAZ2
END DO

END DO
END DO

Fokokokok ok Aqui comienza la evolucion temporal (Euler) Fokokokokok

* Se inicia un contador

IW = 100
ICont = O

DO IT = 1 , ITf

ICont = ICont + 1
RTime = RTime + RDt

*kkxkx Implementacion de la ecuacion cinetica para los estados excitados *¥*x*

DO NEQ = 2 , Ia
RA = 0.0DO
RB = 0.0DO

DOI =2, Ia

RCE1
RCE2

Ienergia(NEQ) + Ienergia(I)-Ienergia(J)-Ienergia(K)
Ienergia(NEQ) - Ienergia(K)

IF ((RCE1) .EQ. (0)) THEN
RA = RA + RINT1(I,NEQ,J,K)**2.0DO

& * ( RYOCK ) » RYOC J ) * (1 + RYOC NEQ ) + RYO( I ) ) -
& RYO( I ) = RYO( NEQ ) * (1 + RYOC J ) + RYOCK ) ) )
END IF

IF ((RCE2) .EQ. (0)) THEN
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RB = RB + 2 * RINT2(I,NEQ,K,I) * RINT3(J,K,J,NEQ) *
& (RYOC I ) * RYO(C J) * ( RYOC K ) - RYO( NEQ ) ) )

END IF
END DO
END DO
END DO

RD = 0.0DO

RCE3 = Ienergia(NEQ) - Ienergia(J) - Ienergia(K)
RCE4 = Ienergia(K) - Ienergia(J) - Ienergia(NEQ)

Il

IF ((RCE3) .EQ. (0)) THEN
RC = RC + RINT(NEQ, J,K)**2.0DO*

& ( 2.0D0 * RYO( NEQ ) * RYO( J ) + RYO( NEQ ) -
& RYO( J ) * RYOC K ) )
END IF
IF ((RCE4) .EQ. (0)) THEN
RD = RD + RINT(NEQ,J,K)**2.0DO*
& 2.0D0%( RYO( NEQ ) * RYO( J ) - RYO( K ) -
& RYO(C K ) * RYOC NEQ ) - RYO( J ) = RYO(C K ) )
END IF
END DO
END DO
REq(NEQ) = Rg ** 2.0D0 * (RA + RB)
& - 4.0D0 * Rg *x 2.0D0 * (RC + RD)

END DO

* Metodo de Euler
DOM=2, Ia
RY1(M) = RYO(M) + REq(M)*RDt
END DO

DO J = 2, Ia
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RYO(J) = RY1(J)

END DO
RNEX = 0.0DO
REEX = 0.0DO

* Calculo del numero de particulas en los estados excitados y de la energia final

DO IL = 2, Ia

RNEX = RY1(IL) + RNEX

REEX = ((Ienergia(IL)+0.0D0)*RY1(IL)) + REEX
END DO

RY1(1)

RNTOT - RNEX

ICont

Il
o

END IF

END DO

END
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