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Introducción  
 

 
Uno de los temas importantes en la inferencia estadística, es el problema de la estimación 
por intervalos. El procedimiento más visto y desarrollado en los libros de estadística es el 
de la construcción de intervalos de confianza basados en la cantidad pivotal; ignorando 
que existen otros procedimientos y enfoques que permiten de igual manera hacer 
inferencia vía intervalo de uno o varios parámetros. 
 
Uno de los objetivos de este trabajo de tesis es el de mostrar un panorama de los 
enfoques clásico, fiducial y Bayesiano para el cálculo de intervalos de confianza, 
intervalos fiduciales y los de más alta probabilidad final, respectivamente. Siguiendo estas 
construcciones, el siguiente objetivo radica en que el lector vea cómo las funciones de 
densidad fiducial y las funciones finales coinciden para algunos ejemplos, bajo ciertas 
condiciones; y como último objetivo es mostrar que cuando las condiciones no se 
cumplen, los enfoques fiducial y Bayesiano algebraicamente arrojarán resultados 
diferentes, pero numéricamente muy parecidos. 
 
En cada capítulo se muestra la teoría relacionada al tema propuesto y se ilustra con 
ejemplos para hacer una mejor discusión del mismo, así en el capítulo I se proporciona la 
herramienta básica para la estimación por intervalos con el punto de vista de la 
estadística clásica, revisando la utilización de cantidades pivotales tanto exactas como 
asintóticas terminando con resultados asintóticos que Sprott (1975) desarrolló para la 
estimación por intervalos. 
 
En el capítulo  II se revisa el tema  de estimación  por intervalo  desde los  puntos de vista  
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fiducial y Bayesiano. En una primera parte se inspeccionan las nociones básicas del 
enfoque fiducial basado en la utilización de cantidades fiduciales y también se dan los 
conceptos necesarios de este procedimiento para cuando no se hace uso explícito de 
cantidades pivotales. En la segunda parte se exponen de manera abreviada el enfoque 
Bayesiano para la construcción de intervalos de probabilidad y se hace una comparación 
de los tres, a través de ejemplos. 
 
En el capítulo III se hace un resumen de las características básicas de las distribuciones 
fiduciales y se dan los razonamientos de contrastabilidad para luego, a través de 
ejemplos, revisar que lo que indica Lindley (1961) de que existe coincidencia en las 
distribuciones fiducial y alguna posterior bajo ciertas condiciones en términos de 
transformaciones en los parámetros; pero también se hace hincapié a través de ejemplos 
que cuando se viola una de las consideraciones de Lindley, efectivamente se tendrán 
diferentes expresiones para las distribuciones fiducial y posterior, pero su parecido 
numérico extraordinario. 
 
Por último se presentan las conclusiones y la bibliografía que sustenta este trabajo. 

 
 

 
ii



 
 

 

Capítulo 1 
Estimación por intervalos: uso de pivotales  
 

Introducción 
En este capítulo se hará una revisión somera de la función de verosimilitud, de las 
estadísticas suficientes y su relación con la información de Fisher, con el fin de mostrar su 
aplicación en la estimación por intervalos a través del procedimiento de la cantidad 
pivotal; con diversos ejemplos se muestra su uso y sus características. 
 
 

1.1. Información y suficiencia 

1.1.1. Función de verosimilitud 
Para construir un intervalo de confianza de un parámetro θ de una función de densidad, 

es necesario disponer de mecanismos que permitan relacionar la información muestral 
con dicho parámetro y una vía es la función de verosimilitud. 
 
Si se considera una muestra aleatoria, entonces todos y cada uno de sus elementos  u 
observaciones se suponen son variables aleatorias independientes (v.a.i.) y con la misma 
función de densidad de probabilidad que la población. Como en esta última se desconoce 

el verdadero valor del parámetro θ, cada uno de los elementos de la muestra presentará 

una función de densidad de probabilidad que también depende de θ, por lo que la función 

de densidad de probabilidad conjunta de la muestra es:  
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( ) ( ) ( )1 1, , ; ; ;n nf x x f x f xθ θ θ= ⋅ ⋅… "  

Esta función conjunta se denota por ( );f x θ . 

 
Se tienen dos consideraciones importantes respecto a esta función conjunta: 

a) La muestra observada, x , se considera variable y θ  toma un valor fijo, aunque 

desconocido, del espacio parametral Θ , entonces ( );f x θ  es la función de 

densidad de probabilidad conjunta de la muestra, evaluada en x . 

 
b) Por otro lado al considerar que la muestra x  es fija y el parámetro θ  puede tomar 

cualquier valor en  indica que Θ ( );f x θ , ahora denotada por ( );L xθ , sea sólo 

función del parámetro y lleva al concepto de verosimilitud, como una medida de la 
credibilidad de los distintos valores del parámetro, esto quiere decir que la 
verosimilitud en realidad informa sobre la “plausibilidad” de ciertos valores de θ  

relativos a otros valores de θ  y por ello no tiene una escala definida. Por lo 

anterior suele considerarse la función de verosimilitud como  ( ) ( ); ;L x f xθ θ∝ . 

 
 

1.1.2. Suficiencia 
Para hacer inferencias sobre el vector θ  se parte de la información que pueda suministrar 

la muestra aleatoria, ( 1, , nX X X= … ) , resumiéndose en una estadística ( )S X . 

 

Al resumir la información en ( )S X , se puede preguntar si no se pierde información 

acerca de θ . La respuesta la da Fisher (1922) mostrando que una estadística es 

suficiente para efectuar inferencias sobre θ  cuando logra resumir el contenido de 
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información relevante suministrada por la muestra. Esto es, habiendo observado ( )S X , 

ninguna otra estadística, función de X , puede proporcionar información adicional acerca 

de θ . 
 

Lo anterior significa que si una estadística ( )S X  es suficiente, el conocimiento minucioso 

de los elementos muestrales no añade nada más sobre θ  que no hubiera proporcionado 

( )S X . Esto es lo mismo que decir que la distribución de X  condicionada a que la 

estadística ( )S X s=  no dependa de θ ; si sucediera lo contrario, indicaría que al analizar 

detalladamente a X , aún conociendo ( )S X s= , se tendría información adicional de θ . 

 
Fisher proporciona un criterio sencillo para comprobar la suficiencia de una estadística, 
que es el siguiente: 
 
Teorema 1.1. Factorización. (Estadística suficiente) 

Una condición necesaria y suficiente para que la estadística ( )S X  sea suficiente es que 

la función de verosimilitud de la muestra, ( );L xθ  se descomponga como el producto de 

dos funciones; una ( )( ;g s x )θ  que depende de x  a través de la estadística ( )s x , y del 

parámetro; y  otra  función, ( )H x , que es independiente de θ , es decir: 

( ) ( )( ) ( ); ;L x g s x H xθ θ= ⋅                                   (1) 

 
Un resultado importante sobre suficiencia es el siguiente: 
  
Teorema 1.2.  
Un estimador máximo verosímil  o un conjunto de estimadores máximo verosímiles 
dependen de la muestra a través de un conjunto de estadísticos suficientes. 
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El resultado se deriva de la aplicación del teorema de factorización, ya que si ( )S s X=  

es suficiente, entonces la función de verosimilitud puede escribirse como: 

 
( ) ( )

( )( ) ( )
1

; ;

;

n

i
i

L x f x

g s x H x

θ θ

θ
=

=

= ⋅

∏  

Como una función de θ , ( );L xθ , tendrá su máximo en el mismo lugar que ( )( );g s x θ ; 

pero este lugar donde g  se maximiza depende de x  sólo a través de . s

 
Como ya se refirió anteriormente, el concepto de suficiencia permite condensar la 
información que proporciona la muestra, sin perder la que se tiene sobre el parámetro, 
pero puede haber más de un conjunto de estadísticas suficientes para el parámetro en 
cuestión. 
 
Si se toma una muestra de una población normal con media y varianza desconocida, se 
puede ver que, al menos hay tres estadísticas suficientes para los parámetros: 
 

i) La muestra 1, , nX X…  en sí misma es suficiente, obviamente; 

 

ii) Las estadísticas de orden { } { }1 1 1mín , , , , máx , ,n nY X X Y X= =… … … nX  

también constituyen un vector suficiente, y 

iii) Finalmente, el vector conocido con dos componentes 
1

n

i
i

X
=
∑ , 2

1

n

i
i

X
=
∑  resulta 

también suficiente1. 

                                                 
1 Cabe señalar que se pueden tomar funciones de ellas y generar otras estadísticas suficientes como: X  y 

2

2 1
( )

n

i
i

X X
S

n
=

−
=
∑

. 
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Entonces, se buscaría de entre las posibles estadísticas suficientes, la que más condense 
la información que se tiene. Ello conlleva al concepto de lo que se conoce como 

estadística suficiente minimal, que para este ejemplo resulta ser 
1

n

i
i

X
=
∑  y 2

1

n

i
i

X
=
∑ . 

 
Esta condensación de la información del parámetro se da en el concepto de estadística 
suficiente minimal, por lo que ésta se define como: 
 
Definición 1.1. Estadística suficiente minimal 
Una estadística suficiente se define como suficiente minimal si y sólo si es una función de 
cualquier otra estadística suficiente. 
 
 

1.1.3. Información de Fisher y estadística suficiente 
Toda la información disponible sobre un parámetro está contenida en la muestra. Fisher 
indica que una buena medida de qué tanta información existe, está dada por el cambio 
que muestre  la verosimilitud ante variaciones del parámetro. El tamaño del cambio de 

( );L xθ  ante variaciones del parámetro θ  indicaría cuánta información sobre dicho 

parámetro contiene la muestra. 
 
Así, Fisher define una cantidad aleatoria,  el score o puntaje como: 
 

( )log ;L Xθ
θ

∂
∂

,              (2) 

el cual recoge los movimientos de la función de verosimilitud ante cambios infinitesimales 
de θ . 

 
 

 
5



 
 

Para medir la información que la muestra proporciona sobre θ , Fisher consideró la matriz 
de varianza-covarianza del score y la llamó información 2: 
 

( ) ( )2 log ;i
i j

L X
I E

θ
θ

θ θ
⎛ ⎞∂

= − ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
            (3) 

 

La información suministrada por una estadística ( )S X  es siempre igual o menor a la 

dada por la muestra si y sólo si ( )S X  es suficiente conteniendo la misma información de 

la muestra. 
 
 

1.1.4. Principios de inferencia 
Principio de suficiencia 

Si la estadística ( )S X  es suficiente para el parámetro θ , y ( ) ( )1S x S x= 2 , entonces la 

misma inferencia puede ser considerada si se observa 1x  o 2x . 

 
Principio de verosimilitud 

Sean 1x  y  2x  dos posibles muestras de ( );f x θ , si las verosimilitudes son “las mismas”,  

esto es, si  

( ) ( )1 2; ;L x L xθ θ∝              (4) 

entonces la misma inferencia debe ser obtenida con  1x  o con 2x . 

 
                                                 
2 Para obtener la varianza del score deben cumplirse las condiciones de regularidad de Fisher-Wolfowitz: 

1. La población de donde procede la muestra tiene un campo de variación que no depende de θ . 
2. La función ( ;L xθ )  tiene al menos las dos primeras derivadas respecto a θ . 
3. Las operaciones de derivación e integración (o suma en el caso discreto) son intercambiables. 
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Principio fuerte de verosimilitud 
Considere dos muestreos en la que aparece el mismo parámetro θ . En el primero se 

observa una muestra x  y se evalúa la verosimilitud ( )1 ;L xθ . En el segundo se observa 

y  y la verosimilitud es (2 ; )L yθ . Si ( ) ( )1 2; ;L x L yθ θ∝ , entonces las inferencias sobre 

θ  utilizando x  o y  de su correspondiente esquema, deben ser idénticas. 

 
 
Existe la noción de equivalencia en verosimilitud en la que para 1x , 2x  si 

( ) (1;L x L xθ θ∝ )2; , se dice que 1x  es equivalente en verosimilitud a 2x . Esta definición 

presupone que las posibles x ´s pertenecen al soporte3 de la distribución. Se dice que x  

está en el soporte si existe θ  para el cual ( );L xθ > 0  . Obsérvese que si se eliminan las 

x ´s que no están en el soporte, no significa nada, pues una x  que no esté en el soporte 

equivale a que ( ); 0f x θ = , θ∀ . 

 
La suficiencia minimal de una estadística suficiente S puede constatarse, si es que, cada 
vez que 1x  es equivalente en verosimilitud a 2x  (ambas en el soporte) se sigue 

necesariamente que ( ) ( )1 2S x S x= . 

 
La equivalencia en verosimilitud produce una partición en el espacio muestral 
(intersectado con el soporte), dada por las clases de equivalencia que corresponden a la 
partición que induce una estadística suficiente minimal.  Resulta, entonces, inmediato que 
cualquier función uno a uno de la estadística suficiente minimal es suficiente minimal. 

                                                 
3 El soporte es entendido como el dominio donde toman sus valores las x . 
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1.2. Estimación por intervalos 
En inferencia estadística suele hacerse la llamada estimación puntual, que es construir un 
estimador (función de la muestra) que dé una idea del valor paramétrico de interés. Desde 
luego que como cantidad aleatoria, el estimador fluctuará y se buscará que “oscile poco” 
alrededor del verdadero valor. 
 
Existe como noción en la inferencia estadística, el llamado “error de estimación” que no es 
más que la desviación estándar del estimador, y con ello se estila utilizar la llamada “regla 
empírica”. Ésta proporciona un procedimiento para apreciar un intervalo y presupone 
muchas cosas sobre la población y la muestra, que no siempre pueden cumplirse, como 
lo es el tener una muestra grande que garantice normalidad del estimador, al menos 
aproximadamente. Existen desde luego otros procedimientos para realizar una estimación 
por intervalos aparte de la regla empírica que serán revisados en este capítulo. 
 
 

1.2.1. Regla empírica 
De la estimación puntual se puede inferir por medio de la regla empírica y construir un 
intervalo que permita asegurar: 

1) Es “probable” que  � �( )n � �( )n
var ,  varθ θ θ θ

⎛ ⎞
∈ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

θ  

2) Es “muy probable” que  � �( )n � �( )n
2 var ,  2 varθ θ θ θ

⎛ ⎞
∈ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

θ  

3) “Casi seguramente” se tiene que � �( )n � �( )n
3 var ,  3 varθ θ θ θ

⎛ ⎞
∈ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

θ  

donde  �θ  es el estimador puntual de �( )n
 y  varθ θ  representa la varianza estimada de θ̂ . 
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Es importante señalar que en los incisos anteriores los coeficientes que acompañan a la 

( )n̂var θ  (1, 2, y 3 respectivamente) corresponden al 64, 95 y 99% aproximadamente de 

una distribución normal. 
 

El problema de utilizar la regla empírica es que se necesita que �θ  tenga una distribución 
aproximadamente normal. Cuando hay colas pesadas o asimétricas en la distribución se 
obtendrían con este procedimiento a intervalos erróneos. 
 
Una aparente salida a este problema es la consideración muestras “grandes”  que 
permitan proponer estimadores que posean las cualidades de consistencia y normalidad, 
lo cual garantizaría una situación apropiada para la aplicación de la regla empírica. 
 
Desafortunadamente no es sencillo en cada caso concreto poder aseverar que la muestra 
es “grande”. En algunos casos n = 100,000 aún no es “grande”. Por ejemplo si se toma  
una muestra con de una función Bernoulli7n = 4 con parámetro (supuestamente 
desconocido) con valor cercano a 0.5, es asombroso lo bien que aproxima a la verdadera 

distribución de X  (media muestral), una distribución normal. Sin embargo si el valor del 

parámetro fuese, por ejemplo 0.001, la verdadera distribución de X  es muy distinta de la 
considerada anteriormente. 

 
 

1.3. Intervalos de confianza 
Con  las  consideraciones  del  apartado  anterior  sobre  la  estimación  puntual, se busca 

                                                 
4  ( )1( ; ) 1  ; 0,1xxf x p p p x−= − =

 
 

 
9



 
 

ahora, proponer una forma alternativa de conocer el parámetro θ   de una función 

( );f x θ , utilizando únicamente la muestra, 1, ..., nx x   y la distribución asociada a ella. 

Dicha propuesta contempla la estimación por intervalos. 
 

Los intervalos de confianza pueden definirse como subconjuntos aleatorios del espacio 
parametral , en donde la probabilidad de que contengan al verdadero valor del 
parámetro 

Θ

 θ es 1γ α= − . 

 
A continuación se dará una definición formal de un intervalo de confianza y después de 
región de confianza. 
 
 
Definición 1.2. Intervalo de Confianza 

Sea el vector ( 1,..., nX X X= )  de variables aleatorias con función de distribución conjunta 

dependiente del parámetro θ  y sean ( ) ( )  y  L X U X  dos estadísticas, con 

( ) ( )L x U x< . El intervalo, habiendo observado ( )1, nX x x x= = … , ( ) ( ),L x U x⎡ ⎤⎣ ⎦ , es 

llamado intervalo al ( )  de confianza para  1 100%α− × θ  si: 

( ) ( ) 1P L X U Xθ θ α≤ ≤ =⎡ ⎤⎣ ⎦ − .                      (5) 

 
 
Definición 1.3. Región de confianza 

 Sea ( 1,..., nX X X= )  un vector de variables aleatorias con función de distribución 

conjunta dependiente de un vector de parámetros θ ∈Θ y sea ( )R X  un subconjunto de 
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Θ , dependiente de X  y por tanto aleatorio. Entonces ( )R x  es llamada región al  

 de confianza para  ( )1 100%α− × θ  si: 

( ) 1P R Xθ .θ α∈ = −⎡ ⎤⎣ ⎦              (6) 

 
 
Se pueden obtener diversos intervalos o regiones, según sea el caso, por lo que debe 
haber criterios para comparar unos u otros. Un criterio de optimalidad es lograr la región 
que sea estocásticamente más pequeña, es decir, dado algún valor pequeño α  y dos 

regiones de confianza distintas, por ejemplo ( )1R x  y ( )2R x  para el parámetro θ , se 

dice que ( )1R x  es preferible a  ( )2R x  si se satisface lo siguiente: 

( )( ) ( )( )1 2' ; ' ;      'P R X P R Xθ θ θ θ θ θ∈ ≤ ∈ ∀ ≠ ∈Θ  

 

Lo que indica que ( )1R X  es estocásticamente más pequeña que ( )2R X , si la confianza 

 de que ( )1R x  contenga un valor parametral equivocado 'θ , es menor o igual que la 

confianza de que ( )2R x  lo contenga. 

 
Hay otros requisitos para la construcción de regiones de confianza que ya no se discuten 
aquí, como lo es el que exista “anidamiento”, ver por ejemplo a Aznar (1984). 
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1.4. Procedimientos de construcción de intervalos 
usando la cantidad pivotal 

1.4.1. Cantidad pivotal 
Para la construcción de regiones o intervalos de confianza pueden usarse cantidades 
aleatorias que dependen tanto de la muestra X  como del parámetro θ  y cuya 

distribución  es única, a esto se le conoce como cantidad pivotal exacta. 
Definición 1.4. Cantidad pivotal exacta 

Sea 1,..., nX X  una muestra aleatoria de una densidad ( ; )f x θ . Sea 

( 1, , ;nQ Q X X )θ= …  una función de 1, , nX X…  y de θ . Si  tiene una función de 

distribución  

Q

( )G q ( ) [ ](G q P Q q= ≤ )  que no depende de ,θ  entonces Q  es llamada 

cantidad pivotal exacta. 
 
 

Ejemplo 1.1. 
Sean 1, , nX X…  variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (iid) 

( )Exp λ  , una cantidad pivotal exacta es: ( )( ; ;  xf x e λλ λ λ−= )0>

1

n

i
i

Q Xλ
=

= ∑  

que depende solamente de 1, , nX X…  y de λ , su función de densidad es gama con 

parámetros de forma  n  y de escala 1, es decir, ( ) ( )
11 ;   0n qg q q q

n
e− −= >

Γ
. 
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Cuando se apela a la teoría de “muestras grandes”, se define una cantidad pivotal 

asintótica como aquella función ( );n nQ Q X θ=  de la muestra y el parámetro, cuya 

distribución ( )nG q , en el límite es ( )G q , independiente de  θ . 

 
 

Ejemplo 1.2. 
Sean  1, , nX X…  variables aleatorias iid con función de densidad de probabilidad: 

( )
2

3

3; ;   0xf x xθ θ
θ

= ≤ ≤  

El estimador máximo verosímil de θ  es { }1, ,n nY máx X X= … n y si  es grande, se tiene 

que la cantidad pivotal asintótica es: 

( ) ( )3 1 3
0,1

3
3 2

n
n

n Y n
Q N

n
n

θ

θ

+ −
=

+

∼  

 
 

Se han mostrado dos ejemplos fáciles que permiten obtener expresiones relativamente 
sencillas para la cantidad pivotal; en la práctica esto no siempre se cumple, por lo que a 
veces no se sabe qué cantidad pivotal utilizar. 
 
Mood, Graybill y Boes (1974) señalan el procedimiento usando la cantidad pivotal y 
comentan las características que tiene y aclaran que si la estadística suficiente para θ  
tiene una distribución continua, entonces siempre es posible construir la cantidad pivotal 
5. 
 
                                                 

)5 Si  es suficiente para ( 1, , nU X X… θ  y [ ] ( );P U u H u;θ θ≤ =  es continua, entonces 

. ( ) (; 0H u Uθ ∼ ),1
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1.4.2. Procedimiento de la cantidad pivotal 
Se supone que se tiene 1,..., nX X  variables aleatorias iid con función de densidad de 

probabilidad ( );f x θ  parametrizada por θ , el procedimiento descrito a continuación se 

puede usar para θ  o para ( )τ θ  como función real de θ . 

 

Sea ( 1, , ;nQ Q X X )θ= …  una cantidad pivotal exacta y para algún valor fijo ( )0,1γ ∈ , 

donde 1γ α= − , existirán  dependientes de 1    q qy 2 γ  tales que: 

 ( )1 2 .P q Q q γ< < =                  (7) 

Si la distribución de  es continua, para cualquier Q γ  uno puede obtener . 1 2   q qy

Si la distribución es discreta hay limitaciones, ya que no se tendría en (7) la igualdad. 
 
 

Si para cada posible valor muestral 1,..., nx x  se tiene ( )1 1,..., ;nq Q x x qθ 2< <  

 para funciones  (no dependientes de ( ) ( ) (1 1 2 1,..., ,...,n nt x x t x xτ θ⇔ < < ) 2t1  y  t θ ), 

entonces  es el intervalo de confianza al ( 1 2,t t ) 100%γ × , o bien comúnmente conocido 

como ( )  para  1 100α− × % ( )τ θ . 

 
 

Acotaciones con respecto al procedimiento. 
 

1. Para algún valor fijo de γ , hay muchos pares posibles de números  que  

pueden ser seleccionados para que se dé 

1   y  q q2

( )1 2P q Q q γ< < = , por lo que 
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diferentes  producen distintos  , en el caso en que el interés sea en 1   y  q q2 ´i st

( )τ θ , así que lo deseable es que  no estén tan alejados, significando que 

la longitud del intervalo sea pequeña, es decir: 

1  y  t 2t

                                              ( ) ( ) ( )2 1 1 1 1,..., ,..., ,...,n nt x x t x x LI x x− = n  

y entonces, al escoger bien  y , se tendrá que la longitud del intervalo, 1q 2q

( )1,..., nLI x x , sea mínima. Si no es posible que la elección de   y , que 

dependen de  

1q 2q

1, , nx x…  conduzca siempre a que ( )1,..., nLI x x  sea mínima, 

entonces se buscaría que, en promedio ( )1,..., nLI x x  sea pequeña. 

 

2. La cantidad pivotal en la desigualdad ( )1 1,..., ;nq Q x x qθ 2< <  puede ser reescrita 

o pivoteada como: ( ) ( ) ( )1 1 2 1,..., , ...,n nt x x t x xτ θ< < . 

 
 

Ejemplo 1.3. 
Tomando los datos del ejemplo 1.1. y la cantidad pivotal calculada, se tiene: 1, , nX X…  

v.a. iid ( )Exp λ  y , el intervalo de confianza se calcularía como: 
1

n

i
i

Q λ
=

= ∑ X

1 2
1

1
n

i
i

P q X qλ α
=

⎛ ⎞≤ ≤ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ − , quedando 1 2

1 1

1n n

i i
i i

q qP
X X

λ α

= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟≤ ≤ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑

− , 

 

donde  y  cuantiles de una función de distribución gama(1,n), denotada 1q 2q ( );1,G n⋅  

pudiéndose escoger por ejemplo ( )1;1,a G q n=  y ( )21 ;1,b G q= − n  con a α= p  y 

( )1b α= − p , se obtiene entonces a b α+ = , con ( )0,1∈p . Pero estos cuantiles no 
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implican que se tendría el intervalo más corto; si se quiere precisamente el intervalo de 
longitud más pequeña, entonces se requeriría que la longitud del intervalo se minimizara 

bajo ciertas condiciones; es decir: ( ) (1

1

1, , n n

i
i

)2 1LI x x q q
x

=

= −

∑
…  sea mínima sujeta a 

que 
( )

2

1

11 1
q n q

q
q e dq

n
α− − = −

Γ∫ , es decir, se deben encontrar valores  y  tales que 

 sujeto a que 

1q 2q

1

1 2

1 1qn nq e q e−− −= 2q−

( )
2

1

11 1
q n q

q
q e dq

n
α− − = −

Γ∫ , así el intervalo de probabilidad 

resultante para la pivotal Q contendrá los valores de  con densidad máxima. iq

 
Ejemplo 1.4. 

Encontrar el intervalo de confianza para la varianza de una ( )2,N μ σ  

( )
( )22

1
2

2

2
; ,

2

x
ef x

μ
σ

μ σ
πσ

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎟=⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, con μ   y 2σ  desconocidas. 

Sean 1, , nX X…  v. a. iid ( 2,N )μ σ , entonces (

2

21
12

( )
n

i
i

n

X X
χ

σ
=

)−

−∑
∼  y un intervalo para 

2σ  basado en una cantidad pivotal quedaría: 

( ) ( )2 2
2

2 1

1i ix x x x
P

q q
σ α

⎛ ⎞Σ − Σ −
≤ ≤ =⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

−  

 
El objetivo sería minimizar el intervalo, así que la longitud quedaría expresada por: 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2
1

1 2 1

1 1, , i i
n i

x x x x
LI x x x x

q q q
Σ − Σ − ⎛ ⎞

= − = Σ − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
2q

−  
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Se trataría de minimizar ( ) ( )2
1 2

1 2

1 1, ih q q x x
q q

⎛
= Σ − −⎜

⎝ ⎠

⎞
⎟ , lo que conduce a minimizar  el 

factor 
1 2

1 1
q q
− . Este problema fue visto por Take y Kett (1959), y  para que sea mínima 

esa longitud del intervalo, deben ser cuantiles de una  generando un 

intervalo para la varianza 

1   y  q  q 2 ( )
2

3nχ +

2σ . 
 
 
Ejemplo 1.5. 
Se quiere construir un intervalo para  ρ  el coeficiente de correlación de la distribución 

normal divariada, con densidad:  

( )
( )

( )
2 2

1 1 2 2
2

1 1 2 2

1 2
2 1

1/ 22
1 2

1 2 1 2

1,
2 1

, ; , ; 0; 1

x x y y

f x y

x y

e
μ μ μ μ

ρ
σ σ σ σρ

πσ σ ρ

μ μ σ σ ρ

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −⎪ ⎪− − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬
− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭=

−

−∞ < < ∞ −∞ < < ∞ > <

 

, ,i iσ μ ρ desconocidos. 

 

Reparametrizando, tomando primero a 12
1 2 12

1 2

σρσ σ σ ρ
σ σ

= ⇒ = , 12
1

2

σσ
σ ρ

= 12
2

1

; σσ
σ ρ

=  y 

considerando a su estimador, se tiene:  l
( )( )

1
12 1 2ˆ ˆ ˆ

n

i i
i

x x y y

n
σ σ σ ρ =

Σ − −
= =

∑
. 

 
Sustituyendo en la función de densidad conjunta 

( ) ( )
2 2

2 2 3 2 21 1 1
2 1 12

12 12 22 12

1 2 2
2 1

1/ 22

12 2

1,
12

x x y y

f x y e
μ μ μρ σ ρ σ σ σ ρ

σ σ σρ

ρπσ
ρ

2μ
σ

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −⎪ ⎪− − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬
− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭=

⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 
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Existe en la literatura la llamada pivotal de Fieller (1954), que está dada por Y Xρ− ,  

( ) ( )

( )

2 2 2
2 12 1

2 2 2 2
2 12 1

10, 2 0,

1 2

2
Z

Z

Z Y X N N
n

n

ρ σ ρσ ρ σ σ

σ σ ρσ ρ σ

⎛ ⎞= − − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − +

∼
 

m ( ) ( )
m ( )

( ) ( )

2 2
2 12

2
1

1 2

n

Var Z S S S
n

Var Z
Var Z

ρ ρ

χ −

= − +

∼

2
1

 

 
Se construye la estadística; y por lo tanto la cantidad pivotal, 

( ) ( )

( )

( )n

( )

( )

( )n ( )

2

2

2
1 1

2

1, 1

1          

1

1

n

n

Z
Var Z

Z F
Var Z Var Z

Var Z
n

Z F
Var Z

n

χ , 1−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⇒
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−

⇒

−

∼ ∼

∼

 

 

Tomando el intervalo al   de confianza: ( )1 100%α− ×

2

2 2 2
2 12 1

1
2

1

zP q
S S S

n

α
ρ ρ

⎛ ⎞
⎜ ⎟

≤ = −⎜ ⎟
− +⎜ ⎟⎜ ⎟

−⎝ ⎠

 

donde  (
1
1, 1nq F )
α−
−∼   o bien  ( )

1
1nq t α−
−∼ . 

 
Trabajando la desigualdad del intervalo se llega a: 
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2
2 2 2 212 2

1 2 0
1 1

qS qSqx S xy y
n n

ρ ρ ⎛ ⎞⎛ ⎞− − − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ 1n
≤

−
. 

 
Renombrando los coeficientes de la expresión anterior: 
 

2 2
2 21 12,    ,    

1 1
qS qS qSA x B xy C y
n n

⎛ ⎞= − = − = −⎜ ⎟
2

1n− − −⎝ ⎠
 

 
la desigualdad queda como: 

2 2 0A B Cρ ρ− + ≤  

 
o lo que es lo mismo 

2 2B AC B B AC B
A A

ρ− − + − +
≤ ≤  

 
Resolviendo los casos 

1. 2 0 .BB AC
A

ρ− = ⇒ =  

2. Si 2 20B AC B AC− > ⇒ > ,  hay dos raíces reales diferentes. 

3. Si   no hay raíces reales y no existe el intervalo. 2 0B AC− <

 

Si se tiene además que ,B
A

ρ �   entonces: 

( )
( )

12

12
2 2 2

2 1 1

11
1

1

aSxy n xy aSB n
aSA n x aSx
n

− − −−= =
− −−

−

 

si se considera que  12
2

1

Sy
x S
�  se puede tomar como aproximación  ˆ y

x
ρ = . 
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Este problema se ha estudiado por diversos autores como Tsui y Tang (2005), Ruben 
(2002), Bin Dong (2004) y la solución que se proporcionó ha recibido muchas críticas 
debido al uso de aproximaciones. 
 
 
El problema fundamental es que no siempre es fácil proponer una cantidad pivotal, para 
de ahí calcular el intervalo de confianza, por lo que se hace necesario encontrar 
alternativas. 

 
 

1.4.3. Uso explícito de la estadística suficiente minimal 
Considérese la función de verosimilitud, función de θ  para 1, , nx x =… x  fija, y puesto 

que ( ;L xθ ) , se puede factorizar para  suficiente. Esa factorización es el producto de 

dos funciones tales que: 

S

( ) ( ) ( )( ) ( )
1

, ; ;
n

i
i

L x f x g s x H xθ θ θ
=

θ= =∏ ∀ ∈Θ                (8) 

donde g  depende de la estadística suficiente y de θ , mientras que H  sólo depende de 

la muestra observada. 
 
Se puede concluir entonces que la verosimilitud es proporcional a la función de densidad 
de la estadística suficiente. 

( ) ( )( ); ;L x g s xθ θ∝              (9) 
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Considérese elegir ( )S x  minimal, y basar en ella la inferencia sobre θ , así se cumple 

automáticamente el principio de verosimilitud de Fisher. 
 
Al aplicar técnica de cantidad pivotal para el cálculo del intervalo, pero usando una 
exacta, se busca una cantidad aleatoria que sea función de la muestra, a través de la 
estadística suficiente minimal y del parámetro en cuestión, cuya distribución sea única 
para cualquier θ ∈Θ . 
 
Para construir cantidades pivotales exactas puede usarse un procedimiento que se ha 
llamado universal, que se basa en la transformación con la integral de probabilidad 
usando la función de distribución de la estadística suficiente minimal, siempre y cuando 
esta última sea continua. 
 

Sea ( )* ;G s θ  la función de distribución continua de ( )S X , a la que se le aplica la 

transformación con la integral de probabilidad, definiendo la cantidad pivotal exacta como: 

( )( ) ( )( ); * ;Q s X G s Xθ θ=           (10) 

La cual tiene una distribución uniforme en el intervalo ( )0,1 , independiente de θ . 

 
 
Ejemplo 1.6. 

Supóngase que 1, , nX X…  son  variables aleatorias iid ( ),f x ,θ  donde   

( )
( )

1 0
,

0    

si x
f x

en otro caso eoc

θ
θ θ

⎧ ≤ ≤⎪= ⎨
⎪⎩
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La estadística suficiente para θ , al aplicar el teorema de factorización queda 

( ) { }1máx , , nS X X X= … , por lo que ( ) 1; nL xθ
θ

=
1

1
in i n

I xmáx θ
θ ≤ ≤

⎛ ⎞
∝ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

 

La estadística ( )S X  tiene función de distribución continua dada por: 

( ) ( )
( )

( )

( )

1

1

1

* ;

, ,

;

n

n

i
i

n

X
i

G s P S s

P X s X s

P X s

F s

θ

θ

=

=

= ≤

= ≤ ≤

= ≤

=

∏

∏

…

 

Donde ( ;XF s )θ  es la función de distribución acumulada de las variables 1, , nX X…  ,  

( )

0     si   0

;     si  0

1      si   

X

x
xF x x

x

θ θ
θ

θ

≤⎧
⎪⎪= < <⎨
⎪

≥⎪⎩

 

Calculando con esto la cantidad pivotal exacta se tiene, 

( )( ) ( )( ) ( ); * ; 0
nSQ S X G S X Uθ θ

θ
⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼ ,1  

 

El intervalo de confianza para θ  al ( )1 100α− × %  quedaría 1 1
2 1

,n n

S S
q q

⎛
⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟  con  y  

cualquier par de cuantiles de una función de distribución acumulada de la distribución 
Uniforme (0, 1), que satisfagan (5). 

1q 2q

 

 
 

 
22



 
 

Si se quiere minimizar el intervalo, entonces: ( )1 1/ 1/ 1/ 1/
1 2 1 2

1 1,..., n n n n n

SLI x x S
q q q q

⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟− ⎝ ⎠

, 

se esperaría escoger  y , dado que es de la 1q 2q ( )0,1U , tales que 1q kα=  y por tanto 

para cumplir la confianza de   debe ser ( )1 100%α− × 2q ( )1 1 k α− − , donde ( )0,1k∈ , 

entonces ( )
( ) ( )( )1 1/ 1/

1 1,...,
1 1

n nLI x x S
k kα α

⎛ ⎞
⎜= −
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

n
⎟ , como S es fija, entonces se 

considera a ( )
( ) ( )( )1/ 1/

1 1
1 1

nR k
k kα α

= −
− −

n  la función a minimizar, tomando su 

derivada, se tiene: 

( ) ( ) ( )( )
11 11

1 1
1

1 1

1

nn

n
nn n

n

R k
k k

k n n

k k
n

α αα α

α α
α

− −− −

+− − +
−

∂
= − + − −

∂
⎡ ⎤−⎛ ⎞⎢ ⎥= + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠
⎣ ⎦

 

 

La función  es monótona decreciente en el intervalo ( )R k [ ]0,1 , por lo que alcanza el 

mínimo valor cuando ; al sustituir este valor en 1k = 1q kα=  y en ( )2 1 1q k α= − − , 

resulta 1q α=  y ; por lo que el intervalo más pequeño al ( )  de 

confianza para 

2 1q = 1 100α− × %

θ  es de la forma 1/, n

SS
α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
 
Ejemplo 1.7. 
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Sean 1, , nX X…  v. a. iid Rayleigh ( ) ,θ  es decir ( )
2

2, ;
xxf x e xθθ

θ
−

0= > , la estadística 

suficiente minimal para θ  es ( ) 2

1
,

n

i
i

S X X
=

= ∑  cuya función de densidad de probabilidad 

es gama ( ), 2nα β θ= =  6 y función de distribución continua: 

( )
( )

* 1
2

0

0 0
;

0
s n w

si s
G s w e dw si s

n
θ

θ − −

≤⎧
⎪= ⎨ < < ∞⎪ Γ⎩
∫

 

Se tiene que la cantidad pivotal exacta  es:   

( ) ( ) ( )
12

0

1; * ;
s

n wQ s G s w e dw
n

θθ θ − −= =
Γ ∫  

con distribución uniforme (0,1). 
 
Para mostrar el cálculo del intervalo de confianza se hará la suposición de que n = 4, por 

lo que este intervalo para θ  al ( )1 100α− × %  es: 

( )1 2

3 2 2 2 2
2

1 23 2

1

1 1
48 8 2

z z z
z

P q Q q

z e z e zeP q e q
θ θ θ

θ

α

α
θ θ θ

− − −
−

< < = −

⎛ ⎞
< − − − + + < = −⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

con  y   cualquier par de cuantiles de una función de distribución acumulada de la 

Uniforme (0, 1), que satisfagan (5). 
1q 2q

 
 
Es importante hacer notar que efectivamente se puede encontrar una expresión para la 
cantidad pivotal exacta, pero ésta no siempre es sencilla, como se aprecia en el ejemplo 

                                                 

6 ( )
( )

1 21
2* ; ;   0

n
n

s

s
g s s

n

e θ

θθ

−
−

= >
Γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠  
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1.7. y esto se convierte en la principal limitante para encontrar el intervalo de confianza 
para θ , ya que el despeje del parámetro no resulta fácil. 
 

1.4.4. Importancia de los valores  1 2y q q

Se pueden escoger muchos pares de valores  y  para cualquier nivel fijo 1q 2q 1γ α= −  

que satisfaga ( 1 2P q Q q ) γ< < = , pero se busca que el intervalo de confianza para θ ,  

sea lo más pequeño posible;  esto se logra escogiendo aquéllos que hagan la longitud del 
intervalo para θ  lo más pequeña posible en promedio. Si esta longitud no es aleatoria,  se 

pueden escoger cantidades  y  tales que 1q 2q ( ) ( )2  = g q g q1

1q

, donde  es la 

distribución de la cantidad pivotal, con lo cual se asegura que 

( )g ⋅

2  q −  sea mínima para 

1γ α= −  fija.  Si la longitud es aleatoria, entonces se puede recurrir al intervalo más corto 

en promedio, o sea, con longitud esperada más pequeña, pero ese no es el interés.  
 
 

1.4.5. Aplicación del procedimiento pivotal con uso de la 
cantidad pivotal asintótica 
Como fue referido anteriormente no siempre es posible encontrar la cantidad pivotal y su 
distribución exacta, en estos casos se utiliza una cantidad pivotal aproximada para 
calcular intervalos de confianza aproximados para θ . Una forma clásica de enfrentar el 

problema, es usando el estimador �θ  (máximo verosímil), el cual se distribuye 

aproximadamente normal con media θ  y varianza ( )Var θ , así  

( )
�

( )
( )0,1Q N

Var
θ θθ

θ
−

= ∼  
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( )Q θ  es llamada la cantidad pivotal asintótica para θ . 

 

Cuando se tiene que ( )Var θ  es desconocida se puede sustituir por su estimador 

�( )Var θ  en la cantidad pivotal y por la simetría de la función normal se tendría que 

 , con ( ) ( )q qΦ −Φ − = p ( )xΦ  la función de distribución acumulada normal,  entonces, 

�

�( )
P q q

Var

θ θ γ
θ

⎛ ⎞
−⎜ ⎟− ≤ ≤ ≈⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

          (11) 

el cual tiene una confianza aproximada de ( )1 100 %α− × . 

 
Cabe observar que esto es la famosa Regla Empírica mostrada en la sección 1.2.1. 
 
 
Ejemplo 1.8. 
Del ejemplo 1.2. se encontró que de la función de densidad dada por 

( )
2

3

3; ;   0xf x xθ θ
θ

= ≤ ≤ , con estimador máximo verosímil de θ  { }1, ,n nY máx X X= …  

y con  grande, se tuvo que la cantidad pivotal asintótica fue: n

( ) ( )3 1 3
0,1

3
3 2

n
n

n Y n
Q N

n
n

θ

θ

+ −
=

+

∼  

Y calculando el intervalo de confianza al ( )1 100α− × %  para θ  quedó:  

( )

( )

( )

( )

2 23 1 1 3 1 1
3 ,

3 3 2 3 3 2

n ny n y n
n

q n n q n n

⎛ ⎞
+ + + +⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟+ + − + +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

3n , donde q es el cuantil 1
2
α

−  de ( )xΦ .  
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Otro procedimiento estudiado por Sprott para la construcción de cantidades pivotales 

asintóticas es usando exclusivamente la función de verosimilitud ( ) (
1

, ;
n

i
i

L x f x )θ θ
=

=∏  y 

las cualidades vistas en la sección 1.1. Al observar que  ( )log ;
0

L x
E

θ
θ

∂⎛ ⎞
=⎜ ⎟∂⎝ ⎠

  y que 

( ) ( )2

2

log ; log ;L x L
Var E

θ θ
θ θ

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x  

Se tiene la cantidad pivotal: 

 ( )
( )

( )

log ;

log ;

L x

Q
L x

E

θ
θθ

θ
θ

∂
∂=

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

( )
( )

( )
2

2

log ;

log ;

L x

Q

E f x

θ
θθ

θ
θ

∂
∂=

⎛ ⎞∂
− ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

          (12) 

donde ( ) (
2

2 log ; EE f x I )θ θ
θ

⎛ ⎞∂
− ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

=  es la cantidad de información esperada de Fisher 

para la muestra 1, , nX X… . El intervalo aproximado para θ  al ( )1 100%α− × será: 

( )

( )

log ;

1
E

L x

P q q
I

θ
θ α
θ

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂− < < = −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

         (13) 

donde  será el cuantil q 1 100%
2
α⎛ ⎞− ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 de una ( )0,1N  y los intervalos obtenidos como 

solución en θ de  

 
 

 
27



 
 

( )

( )

log ;

 
E

L x

q q
I

θ
θ
θ

∂
∂− < <  

contendrán el verdadero valor de θ  con una frecuencia relativa de 1 α−  
aproximadamente. El problema de esto es que es cierto para muestras grandes y 

depende de qué tan rápido converge ( )Q θ  a la normal estándar y por lo tanto esto está 

condicionado a la “normalidad” de la función de verosimilitud de .θ   
 
 
Este problema lo enfrentó y revisó Sprott (1973, 1984) y encontró que cuando la función 
de  verosimilitud es muy asimétrica o bien tiene colas pesadas, estimaciones del tipo 
�θ θ σ= ±   son engañosas. 

 
Para construir cantidades pivótales asintóticas, Sprott (1975) se basó, como ya se 
mencionó, en la estimación máximo verosímil. Este planteamiento considera las 
propiedades frecuenciales de la estimación de θ , la cual es solución de la ecuación 
 

( ) ( )

( )
ˆ

ˆ

log ;
;

log ;

0

L x
T x

f x
θ θ

θ θ

θ
θ

θ

θ
θ

=

=

∂
=

∂

∂
=

∂

=

          (14) 

Como se indicó en la sección 1.1.3 ( );T X θ   es la función score o puntaje. 
 
 
Bajo condiciones de regularidad apropiadas, se tiene: 

( )( );E T Xθ θ 0=            (15) 
y 

( )( ) ( ) ( )
2

2

log ;
; E

X
Var T X E Iθ θ

θ
θ θ

θ
⎛ ⎞∂

= − =⎜ ⎟
∂⎝ ⎠

         (16) 
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Donde ( )EI θ  es la información esperada de Fisher para la muestra, la cual es igual a 

( )Eni θ , que es la información esperada de Fisher por unidad muestral x , con 

( ) ( )2

2

log ;i
E

X
ni Eθ

θ
θ

θ
⎛ ⎞∂

= − ⎜ ⎟
∂⎝ ⎠

. 

 
 
Como los resultados son exactos con muestras de cualquier tamaño, ( );T X θ  es estable 
en la media. 
 
 
Por otra parte el score puede expresarse como: 
 

( )
( )1

1

log ;
log ;

n

i n
i

i
i

f X
f X

θ
θ

θ θ
=

=

∂
∂

=
∂ ∂

∏
∑         (17) 

 
y aplicando el Teorema Central del Límite, se tiene que asintóticamente ( )1 ;T X

n
θ  

tiene una distribución límite, ( )( )0, EN ni θ . 
 
 
El procedimiento de máxima verosimilitud ha sido usado para producir estimadores 

puntuales �θ , que son asintóticamente insesgados, es decir,  �( ) Eθ θ θ≈  para  grande  

y 

n

�( ) ( )1 EVar Iθ θ θ−≈ ; para   grande. Así: n

� ( )( )10, EN Iθ θ−∼� .           (18) 
 
 
Como los resultados son asintóticos, la cantidad  
 

lθ θ−              (19) 
 

 
 

 
29



 
 

puede verse como la discrepancia en la estimación y es asintóticamente estable en la 
media. 
 
 
En el trabajo desarrollado por Sprott (1975) aparece una lista de cantidades pivotales 
asintóticas, por ejemplo:  

( )( )

( )
( )

1

1

;

0,1
E

TT
Var T X

TT N
I

θ θ θ

θ

=

= ∼�
          (20) 

 
Tomando (19) y sabiendo (18) 
 

�( ) ( ) (1 0,1EQ I Nθ θ θ= − ∼� )           (21) 
 
 
Tanto  como  usan la varianza exacta dada en (16). 1T 1Q
 
 
Cuando no se tiene ( )EI θ  se usan estimadores de éste que son: 
 

�( ) ( )
�

2

2

log ;
E

f X
I Eθ

θ θ

θ
θ

θ
=

⎛ ⎞∂
= − ⎜ ⎟

∂⎝ ⎠
                    (22) 

 

( ) ( )
�

2

2

ˆlog ;
ˆ

O

f x
I

θ θ

θ
θ

θ
=

∂
= −

∂
          (23) 

Así 

�( )
(2 0,1

E

TT N
I θ

= ∼� )            (24) 

 

( )
(3 0,1

ˆ
o

TT N
I θ

= ∼� )            (25) 
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y en el caso de (19) se tiene 
 

�

�( )
(2 0,1

E

Q N
I

θ θ

θ

−
= ∼� )            (26) 

 
 
utilizando oI  queda: 
 

�( ) ( ) (3
ˆ 0,1OQ I Nθ θ θ= − ∼� )

2

                     (27) 
 

 
 
Bajo las condiciones apropiadas, todas las cantidades pivotales asintóticas 

 y ; son asintóticamente equivalentes, es decir, para valores grandes 

de n , todas tienen la distribución límite  

1 2 3 1,  ,  ,  ,  T T T Q Q 3Q

( )0,1N ; por lo que se puede calcular el intervalo 

de confianza y queda: 
 

( )( ; 1np b Q X b)θ α− ≤ ≤ −�           (28) 
 
conb  cuantil 1

2
α

−  de . ( )0,1N

 
Los intervalos obtenidos como solución en θ  de ( );nb Q X bθ− ≤ ≤  contendrán el 
verdadero valor de θ  con una frecuencia relativa de 1 α−  aproximadamente. 
 
Ejemplo 1.9. 

Sea  1, , nX X… . v. a. iid Bernoulli 7( )p , con ( ) ( ); 1

n
n

i
i

x
n xL p x p p −∑ ∑= −  

                                                 
0,17  ( ) ( )1; 1 ;    xxf x p p p x−

= − =
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( )ln ;
1

i ix n xL p x
p p p

Σ −Σ∂
= −

∂ −
 

( )2

2

ln ;
1

L p x n nE
p p

⎛ ⎞∂
− =⎜ ⎟ p

+
∂ −⎝ ⎠

. 

 
Por lo que la cantidad pivotal se puede construir como: 

 

( )
( )

( )1 0,1
1

1

nx n nx
x pp pQ p N

n n p p
p p n

−
−

−−= =
−+

−

∼ . 

 
Esta cantidad, tiene el problema de que el parámetro p se encuentra tanto en el 
subradical como en el numerador y su despeje no es inmediato, por lo que usando una de 
las cantidades pivotales propuestas por Sprott queda: 
 

( )

�( )
( )2

ln ;
0,1

E

L p x
Q N

I
θ

θ
∂
∂= ∼  

 
por lo que la nueva cantidad pivotal es: 

( )
l l( )

( )2 0,1
1

x pQ p N
p p

n

−
=

−
∼  

 

donde ˆ ixp
n
Σ

=  es el estimador máximo verosímil de  .p
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El intervalo aproximado de confianza al  ( )1 100%α− ×  es: 

l l( ) l l( )1 1
,

p p p p
x q x q

n n

⎛ ⎞− −⎜ ⎟− +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

donde  es el cuantil q 1
2
α

−  de una distribución ( )0,1 .N  

 
Se hace la observación de que este procedimiento basado en un acercamiento asintótico 
proporcionará resultados “razonables” en la medida en que la cantidad pivotal , en 

efecto tenga una “buena” aproximación normal. Si se tuviera un caso extremo 
considerando una muestra de tamaño 10 ensayos Bernoulli, sólo se observara un éxito, 
jamás se debiera usar este procedimiento, ya que no se tendrán resultados razonables.  

2Q

 
Todo lo visto en la construcción de cantidades pivotales muestra cómo el procedimiento 
basado en ellas, consiste en poder encontrar una desigualdad doble en la que el 

parámetro θ  quede contenido, lo cual no siempre es fácil y es necesario tener claridad en 

la manipulación que permitan esas cantidades. 
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Capítulo 2 
Argumento fiducial y enfoque Bayesiano 
 

Introducción 
En este capítulo se revisará, a través de los ejemplos del capítulo anterior, la aplicación 
del procedimiento debido a Fisher, que se basa en el controvertido “argumento fiducial”, 
obteniéndose intervalos fiduciales, cuya interpretación es diferente a la de los intervalos 
de confianza vistos anteriormente. También se encontrarán los llamados intervalos de 
“más alta densidad final”, para cada uno de los ejemplos que se verán en el argumento 
fiducial, considerando diferencias y similitudes. Se revisa, también, la obtención de las 
distribuciones finales o a-posteriori  y las distribuciones fiduciales en el caso en que las 
iniciales (o a-priori), son elegidas como no-informativas. 
 
 

 2.1. Argumento fiducial 
En 1930 Fisher introduce un procedimiento, conocido como fiducial, para hacer 
inferencias sobre el valor de un parámetro θ . Este modo lo hace como alternativo al 

procedimiento Bayesiano, en que se obtiene una distribución sobre θ  a partir de una 
distribución inicial y la muestra (a través de la estadística suficiente minimal). Este 
argumento fiducial no utiliza una distribución inicial, se basa tan sólo en las observaciones 

disponibles (la muestra), o sea ( )1 2, ,..., nx x x . 
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En este planteamiento θ  juega el papel lógico de una variable aleatoria, sin serlo  y , la 
estadística suficiente minimal, “hace el papel” de un parámetro que define la distribución 

fiducial de 

S

θ . 
 

Se supone que la muestra, ( )1 2, ,..., nx x x x= , ya ha sido observada y con ella la 

estadística suficiente  ha quedado determinada. Suponiendo la existencia de una 

cantidad pivotal  exacta 

0S s=

( ,Q s )θ  creciente en θ , para cada  fija, entonces se cumple 

que  

s

( )0 ,Q s qθ ≤ ⇔ ( )1
0 ,Q s qθ −≤  , por lo que, a la desigualdad: 

( )1 ,oQ s qθ −≤ ,              (1) 

se le asocia una “probabilidad fiducial” 

( )( ) ( )1
0 ,fidp Q s q Gθ −≤ = q                                        (2) 

con G  la función de distribución de Q . 

 

A ( )1 ,oQ s q−  se le llama *θ  y es claro que depende de  y de , el valor que tomó la 

estadística suficiente minimal . Puede notarse en: 

q 0s

S

 

( ) ( )* 1 *
0 0, ,Q s q Q s qθ θ−= ⇔ = .                               (3) 

 
La función de distribución fiducial surge reescribiendo (2), entonces 
 

( ) ( ) ( )( )* * *
0 ,fid fidF p G Q sθ θ θ θ γ= ≤ = =               (4) 

 
Para obtener la función de densidad fiducial, en el caso continuo, se debe suponer que G  

tiene derivadas continuas y  es diferenciable respecto a ( 0 ,Q s i) ,θ  entonces: 
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( ) ( )

( )( )

( )( ) ( )

*
*

*

*
0

*

*
0*

0 *

,

,
,

fid
fid

dF
f

d
dG Q s

d
Q s

g Q s

θ
θ

θ
θ

θ
θ

θ
θ

=

=

∂
= ⋅

∂

                                      (5) 

donde   es la función de densidad de la cantidad pivotal   g .Q

 
Se puede tener el caso de que la cantidad pivotal  sea una función monótona 

decreciente en  

Q

θ  para cada  , entonces (4) quedaría: s

 

( ) ( )
((

* *

*
0

1

1 ,

fid fidF p

G Q s

θ θ

))
θ

θ

γ

= − ≤

= −

=

                                                    (6) 

 
y la función de densidad fiducial sería  

( ) ( )( ) ( )*
0* *

0 *

,
,fid

Q s
f g Q s

d
θ

θ θ
θ

∂
= − ⋅                          (7) 

 

Considerando los dos casos se tiene que la función de densidad fiducial para ( );Q s θ  

monótona en  θ  para cada  es: 0s

( ) ( )( ) ( )*
0* *

0 *

,
,fid

Q s
f g Q s

d
θ

θ θ
θ

∂
= ⋅

                                  (8) 

con *θ  relacionada con γ  y  a través de  0s
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( )( )*
0 ,G Q sγ θ=  .                                                      (9) 

La función de distribución de θ , se escribe como: 
 

( )
( )( )

( )( )

*
0*

*
0

, ;

1 , ;
fid

G Q s
F

G Q s

Q

Q  

θ θ
θ

θ θ

⎧
⎪= ⎨
−⎪⎩

      es creciente en 

  es decreciente en         (10) 

 
Para obtener el intervalo fiducial central para θ , con “probabilidad fiducial” γ  y basado en  

el valor observado  (como parámetro), hay que encontrar cantidades 0S s=
1

*
 y *

2θ θ  tales 

que 

( ) ( ) ( )* * * *
1 2 2 1fid fid fidp F Fθ θ θ θ θ γ≤ ≤ = − =

*

                     (11) 

 
Si además se quiere que ese intervalo sea el más pequeño, se debe satisfacer, que 

1

*
2  θ θy  cumplan:  

 

( ) ( )*
1fid fidf f *

2θ θ= .                                                    (12) 

 
 
La interpretación de los intervalos fiduciales no es la misma que la de los intervalos de 
confianza, así en este caso, se dice que para una muestra particular que se observó y 

que produjo el valor , el valor del parámetro que es desconocido, 0s θ , se encontrará 

entre 
1

*
2  *θ θy  con una “probabilidad fiducial”  γ . 
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Ejemplo 2.1 
Tomando el ejemplo 1.1 se calculará su intervalo fiducial. Sea 1, , nX X…  una muestra 

aleatoria de una ( )Exp λ , ( ) ( ) ( )0,; xf x e Iλλ λ −
∞= x , la estadística suficiente minimal es 

( )
1

n

i
i

S X X
=

= ∑  donde ( ) 1 ,S X n
λ

⎛Γ⎜
⎝ ⎠

∼ ⎞
⎟ . En el ejemplo 1.1 se dio la cantidad pivotal, la 

cual es: 

( ) ( ); ,Q S S nλ λ= Γ∼ 1  

Se tiene entonces 

( ) ( )
1

0
 

ns zzG q e dz
n

λ −
−=

Γ∫  

 
Aplicando (10) se puede calcular la distribución fiducial, la cual  es: 

( ) ( )
*

0
1

0
*  

ns z
fid

zF e dz
n

λ
λ

−
−=

Γ∫  

 
Aplicado (5) se tiene que la función de densidad fiducial es: 

( ) ( ) ( ) ( )*
01* *

0 0
1 n s

fidf s
n

λλ λ
− −

=
Γ

s e  

 
Indicando que dado el valor observado 0S s= , λ tiene como distribución fiducial una 

gama 
0

1,n
s

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 

El intervalo fiducial sería calculado construyendo  * *
1 2y  λ λ  siguiendo (11): 

( )
*
2 0

*
1 0

1ns z

s

z e dz
n

λ

λ
γ

−
− =

Γ∫  
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Si además se requiere que sea mínimo, entonces: 

( ) ( )* *
1 0 2 0

1 1* *
1 2

n ns se eλ λλ λ
− −− −=  

Resultando igual que al calculado en el ejemplo 1.3. 
 
 
Existen ejemplos en los que no existe una cantidad pivotal clara, en el sentido clásico, de 
 localización y escala; en general de modelo de grupo, en que este procedimiento puede 

ser utilizado, como se verá en el capítulo 3 con la distribución gama ( )α  y con la 

exponencial truncada. 
 
 

2.1.1. Argumento fiducial cuando es explícita la función de 
distribución de la estadística suficiente minimal 
Si la propiedad pedida a la pivotal ( );Q s θ  resulta ser 8 la misma que la de la distribución 

(0 ;G s )θ , es decir, que sea continua en  y s ( )0 ;G s θ función creciente en θ  para cada  

fija, entonces se cumple que: 

s

 

 ( ) ( )
0

1
0,   ;   ;Q s G s G s( )θ γ θ γ θ −≤ ⇔ ≤ ⇔ ≤ γ           (13) 

 
(13) se convierte en: 

( )1
0 0 ,G sθ γ−≤                                                                        (14) 

 
Donde  es la función de distribución de  con probabilidad fiducial asociada: 0G S

                                                 
G S Uθ θ= ∼8 Como Q S( ) ( ) ( )

0
; ; 0,1 , ( ( ) ) ( ( ) )

0
; ; ; ; ,    p Q S q p G S q qθ θ θ θ θ= ≤ = ∀ ∈Θ . ≤

 
 

 
39



 
 

( )( )1
0 0 ,fidp G sθ γ− γ≤ =                                               (15) 

 

( ) ( )* 1 *
0 0 0 0, ,G s G sθ γ θ−= ⇔ γ=                                     (16) 

Es importante señalar que *θ  está relacionada con γ  por una ( )0,1U  y con . 0s

 
Con (15) y (16), se define la función de distribución fiducial: 

( ) ( )
( )

* *

*
0 0 ,

.

fid fidF p

G s

θ θ θ

θ

γ

= ≤

=

=

                                                (17) 

 

Para obtener a la función de densidad fiducial, se necesita que  ( )0 ,G s i  sea diferenciable 

con respecto a θ , para cada   entonces, s

 

( ) ( )

( )

*
*

*

*
0 0

*

,

fid
fid

dF
f

d
G s

θ
θ

θ
θ

θ

=

∂
=

∂

                                                     (18) 

 

Si se diera el caso de que ( )0 ,G s θ  fuera continua y monótona decreciente en θ  para 

cada , entonces (17) se reescribe como:  s

 

( ) ( )
( )

* *

*
0 0

1

1 ,

fid fidF p

G s

θ θ θ

θ

γ

= − ≤

= −

=

                                                    (19) 

 
y la función la densidad fiducial sería: 
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( ) ( )

( )

*
*

*

*
0 0

*

,

fid
fid

dF
f

d
G s

θ
θ

θ
θ

θ

=

∂
= −

∂

                                                      (20) 

 
Tomando (18) y (20) se escribe la densidad como  
 

( ) ( )*
0 0*

*

,
fid

G s
f

θ
θ

θ

∂
=

∂
                                        (21) 

 
 
Y la función de distribución fiducial queda: 

( )
( )
( )

*
0 0 0*

*
0 0 0

,         

1 ,    
fid

G s G
F

G s G

θ θ
θ

θ θ

⎧⎪= ⎨
−⎪⎩  

creciente en 

decreciente en 

s i
s i

              (22) 

 
 

Para el caso en que (0 ;G s )θ corresponda a una distribución de  discreta, puede 

emularse el procedimiento descrito para el caso continuo, pero podría utilizarse tanto la 

versión de 

S

(0 ;G s )θ  continua por la derecha como continua por la izquierda (y todas las 

combinaciones convexas de ellas). 
 
Sin entrar en detalles que limitan la obtención de una fiducial en el caso discreto (falta de 
unicidad como se señaló) y el que los intervalos resultantes no puedan hacerse para una 
γ  arbitraria (por lo discreto de ), más adelante se mostrará un ejemplo en que al 

menos se propone una única fiducial utilizando un requerimiento de invarianza. 
0G
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Ejemplo 2.2. 

Considerando el ejemplo 2.1, la cantidad pivotal  ( ),Q S Sλ λ= , con . 

Tomando 

1

n

i
i

S X
=

= ∑

( ) ( ) ( )0, ;Q S G s Uλ λ= ∼ 0,1  con ( )0
1; ,G s nλ
λ

⎛ ⎞Γ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼ .  

Ya que se observó la muestra, se tiene que oS s= , por lo que la función de distribución 

fiducial dada por (17) es: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) *0* * * 1

0

1s n n z
fidF p z e

n
λλ λ λ λ − −= ≤ =

Γ∫ dz  

 
y por lo tanto la densidad fiducial quedaría como: 

( ) ( )

( ) ( ) *0

*
0 0

*

* 1

0

,
*

1

fid

s n n z

G s
f

z e dz
n

λ

λ
λ

λ

λ
λ

− −

∂
=

∂
∂

=
∂ Γ∫  

Haciendo un cambio de variable, donde ; ;ww z z dw dλ λ
λ

∗ ∗
∗= = = z , entonces 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

*
0

*
0

*
0

1
* *

* *0

1

0

1*
0 0

1 1

1

1 1,

n
s n w

fid

s n w

n s

wf e
n

w e dw
n

s e s n
n

λ

λ

λ

λ λ
λ λ λ

λ

λ α

dw

β
λ

−
−

− −

− −

∂ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ Γ ⎝ ⎠
∂

=
∂ Γ

⎛ ⎞= Γ⎜ ⎟Γ ⎝ ⎠

∫

∫

∼ = =

 

 
Que es la misma que se exhibió en el ejemplo 2.1. 
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Ejemplo 2.3 

Tomando el ejemplo 1.6 donde  1, , nX X…  son v.a. iid ( );f x θ  con 

( )
1 0 ;

;
0

x
f x

eoc

θ θ
θ θ

⎧ 0≤ ≤ >⎪= ⎨
⎪⎩

 

El intervalo de confianza al  resultó ( )1 100%α− × 1/ 1/
2 1

,n n

S S
q q

⎛
⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟  y el más pequeño fue 

1/, n

SS
α

⎛
⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟ , utilizando ahora lo visto en 2.1.2, se toma primero a la estadística suficiente 

minimal { }1, , nS máx X X= …  con 

( )0

0 si 0

s; si 0

1 si

n

s

G s s

s

θ θ
θ

θ

<⎧
⎪
⎪⎛ ⎞= ≤ ≤⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪
⎪ < < ∞⎩

 

derivando esta función se obtiene  ( )0 ;g s θ  

( )
1

0
si 0;

0

nn s sg s
eoc

θ
θ θ θ

−⎧ ⎛ ⎞ ≤ ≤⎪ ⎜ ⎟= ⎨ ⎝ ⎠
⎪
⎩

 

y la cantidad pivotal queda:   

( ) ( )

( )

0, ;

0,1 .
n

Q S G s

S U

θ θ

θ

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼
 

 
Cuando ya se observó la muestra, la función de distribución fiducial queda: 
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( ) ( )* *
0 0

0

*0
0*

*
0

*0
0*

*
0

1 ;

1 0

s1 0

0

s1

0

fid

n

n

F G s

s

s

s

s

s

θ θ

θ
θ

θ

θ
θ

θ

= −

<⎧
⎪
⎪ ⎛ ⎞= − ≤ ≤⎨ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪
⎪ < < ∞⎩
⎧ ⎛ ⎞− ≤⎪ ⎜ ⎟= ⎨ ⎝ ⎠
⎪ <⎩

s i
s i

s i
s i

s i

 

Derivando esta última función (aplicando 19) se obtiene: 

( ) ( )*
0 0

*

;
*fid

G s
f

θ
θ

θ

∂
= −

∂
 

( ) ( )

( )
0

1
*0 0

02* *

*
0

*
01*

*
0

s s   
*

0   

  

0   

n

fid

n

n

n s
f

s

ns
s

s

θ
θ θ θ

θ

θ
θ

θ

−

+

⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ ⎜ ⎟ ≤⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎝ ⎠⎨ ⎝ ⎠⎪
⎪ <⎩
⎧

≤⎪⎪= ⎨
⎪

<⎪⎩

s i 
s i 

s i 
s i  

 

 
Para obtener el intervalo fiducial, se hace: 

( )( ) ( )1
0 ,fidp Q s q G qγ γθ γ−≤ = =  

es decir,  

( ) ( )2 2

* *

0
*
2

s1 =

fid fid

n

p Fθ θ θ γ

γ
θ

≤ = =

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

Quedando la ecuación 
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2

2

0
*
2

1/0
*

*0
1/

s 1

s

s

n

n

n

γ α
θ

α
θ

θ
α

⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

=

 

Dejando el mismo resultado visto en el ejemplo 1.6.  
 
 
Cuando se ha obtenido la función de distribución fiducial de θ , con ella se puede 
construir la correspondiente función de distribución fiducial de cualquier función uno a uno 

de θ , ( )g θ , considerando a ambas como variables aleatorias. 

 
En los ejemplos anteriores fue posible resumir toda la información proporcionada por la 
muestra sobre el parámetro θ  en una estadística suficiente minimal  de dimensión igual 
al parámetro, pero no siempre es posible encontrar una estadística así, aunque puede 
suceder que dicha estadística esté en correspondencia uno a uno con una estadística uni-
dimensional (

S

R ) otra estadística ancilaria9 (U ). Estas dos estadísticas son tales que la 
función de verosimilitud se puede expresar como: 

 

( ) ( ) ( ) ( ); ; , ; /L x f x f R U f x R Uθ θ θ= = ,  

 
Donde la distribución condicional de x  dada R y U  no depende de θ , por lo que 

( ) ( ) ( ) ( ); , ; ; /L x f R U f R U f Uθ θ θ∝ = .

                                                

 

 
Como U es ancilaria, la verosimilitud es proporcional a 

 
9 La estadística ancilaria indica que su distribución no depende de θ . 
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( ) ( ); ;L x f R Uθ θ∝ /  

 
Por esto se puede basar las inferencias sobre θ  en la distribución condicional de R  dado 

, en este caso se dice en la literatura que U R  es una estadística exhaustiva o 
condicionalmente suficiente. 
 

Si la distribución condicional ( ); /f R Uθ , es continua en R  y monótona en θ  para cada 

valor de R  y el valor fijo y observado de  U , se puede entonces, encontrar la distribución 

fiducial de θ  como en (22) si, además ( ); /f R Uθ  es una función diferenciable con 

respecto θ  para cada R  y el valor fijo de U , entonces la  densidad fiducial se puede 
encontrar como en (21) (Sprott,1967). 
 
 

2.1.2. Argumento fiducial implícito 
Esta variante permite obtener intervalos fiduciales para θ  sin hacer explícita la función de 
distribución fiducial de θ . 
El procedimiento es el siguiente: 
 

1. Sea  una estadística suficiente minimal (uni-dimensional), con S (0 ;G s )θ  su 

función  de distribución. 

Para cada  1γ α= − , ( )0,1γ ∈  ( ) sγ θ∃  tal que 

( ) ( )( )0; ,P S s G sγ γθ θ θ γ≤ = =                                      (23) 

 

2. Se construye ( ) ( ){ }0 0;A s s sγθ θ= ≤                                                           (24) 
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conjunto de valores de θ , donde ( )0 ,G s i  es creciente en θ  para cada valor 

 y cuando  . s 0S s=

 

3. Considérese  ( ) ( ) ( ) ( )( )1 0 0 1 0 0 1 0 1 1; ;A s s s G s G sγ γθ θ θ θ θ∈ ⇒ ≤ ⇔ ≤ = γ  (25) 

 

4. Tómese ( ) ( )2 1 0 0 2 0 0 1;G s G s ;θ θ θ< ⇒ ≤ θ

)

                                                    (26) 

 por ser  (0 ;G s θ  creciente y aplicando (24) se concluye  

( ) ( )( )0 0 2 0 2 2; ;G s G sγθ θ θ γ≤ =                                                                     (27) 

( )0 2s sγ θ⇒ ≤ ∴  ( )2 0A sθ ∈ . 

 

5. Esto indica que ( )0A s  tiene la forma del intervalo ( *,θ ⎤−∞ ⎦ , donde *θ  es tal 

que ( )*
0s sγ θ= . 

 

6. Al conjunto ( )0A s  se le conoce como el “intervalo fiducial” de θ  de 

“probabilidad fiducial” γ , para 0S s= , es decir, (( )*,fidp θ θ ⎤ γ∈ −∞ =⎦ .     (28) 

 
 
Para encontrar la función de distribución fiducial de θ  se retoma que: 

Para ( ) ( ( )(* *
0 0, ,A s s sγθ θ θ ⎤⎤∈ ⇔ ∈ −∞ ⇔ ∈ −∞⎦ ⎦θ ), con  fija, ; por lo que 

para cada valor de 

0s (0,1γ ∈

γ ,  ∃ ( )*θ γ que satisface (27). Como al observar γ  como función de 

*θ  a través de ( )*
0s sγ θ= , entonces: 

 (( ) ( )*,fidp *θ θ γ θ⎤∈ −∞ =⎦                                        (29) 

Al variar *θ  se tendrá que  
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( ) ( )*
fidF *θ γ θ=                                                           (30) 

Si se tuviera el caso de que ( )0 ,G s θ  fuera decreciente en θ , para cada , el conjunto s

( )0A s  de θ  dará intervalos frecuenciales para θ  del tipo )*,θ⎡ ∞⎣ . 

 
 
Ejemplo 2.4.  

Regresando al ejemplo 2.3. con 1, , nX X…  v.a. iid ( )0,U θ  y con 

( ) { }1, , nS X máx X X= … , estadística suficiente minimal cuyas funciones de densidad y 

distribución son:  

( )
1

0

  0
,

0

n
n

n s s
g s

eoc

θ
θ θ

−⎧ < ≤⎪= ⎨
⎪⎩

s i   y ( )0

0             0

,      0

1            

n

n

s
sG s s

s

θ θ
θ

θ

<⎧
⎪
⎪= < ≤⎨
⎪

<⎪⎩

s i
s i

s i
 respectivamente. 

 

Como ( )0 ,g s θ  es creciente para cada  y s ( )0 ,G s θ  es continua en  y decreciente en s

θ , para encontrar el intervalo de probabilidad de  se tiene: S

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

1 2 0 2 0 1

2 1
n n

n n

p s S s G s G s

s s

θ θ θ

θ θ
θ θ

≤ ≤ = −

= −

θ
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 2 1
1 n n

np s S s s sθ θ θ
θ
γ

≤ ≤ = −

=

θ  

Como el límite superior  de ( )0 ,g s θ  es θ , se tiene ( )( 1
1 n n

n s )θ θ
θ

γ− = , despejando de 

esta última ecuación a ( )1s θ  queda: 

( ) ( )1/ 1/
1 1 n ns θ γ θ α= − = θ  
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Sustituyendo esta expresión en el intervalo de , S ( )1/ 1np Sα θ θ α≤ ≤ = −  y 

( ) { }1/
0

nA s s0θ α θ θ= ≤ ≤ , por lo que el “intervalo fiducial” queda 0
0 1/, n

ss
α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 con 

probabilidad fiducial 1γ α= − . El intervalo coincide con los resultados mostrados en el 

ejercicio 2.3 y su correspondiente en el capítulo 1. 
 
 
Ejercicio 2.5. 

Regresando a los datos del ejercicio 1.2. donde 1, , nX X…  son v.a. iid ( );f x θ  con  

( ) [ ] ( )
2

0,3

3; xf x I θθ
θ

= x  y estadística suficiente minimal ( ) { }1, , nS X máx X X= …  cuyas 

funciones de densidad es ( ) [ ] ( )
3 1

0 0,3

3;
n

n

nsg s I sθθ
θ

−

=   y función de distribución  

acumulada  ( ) [ ] ( ) ( ) ( )
3

0 0, ,3,
n

n

sG s I s I sθ θθ
θ ∞= + ; sabiendo, además, que ( )0 ;g s θ  es 

creciente para  y s (0 ;G s )θ es continua en  y decreciente para s θ . 

 
El intervalo para  genera: S

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

1 2 0 2 0 1

3 3
2 1

3 3

n n

n n

p s S s G s G s

s s

θ θ θ

θ θ
θ θ

≤ ≤ = −

= −

θ
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )3 3
1 2 2 13

1 n n
np s S s s sθ θ θ

θ
γ

≤ ≤ = −

=

θ  

 

El límite superior de ( )0 ;g s θ  es  θ  por lo que, 
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( )( )
( ) ( )
( )

3 3
13

3
1

3
1

1

1

n n
n

n

n

s

s

s

θ θ γ
θ

θ γ θ

θ αθ

− =

= −

=

 

y 

( )1/3 1np Sθα θ α≤ ≤ = − ( ) y { }1/3
0 0

nA s s= θ α θ≤ ≤  y el “intervalo fiducial” para θ  

quedaría 0
0 1/3, n

ss
α

⎛
⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟  con probabilidad fiducial 1 α− . 

 
 
Ejemplo 2.6. 

De los datos del ejercicio 1.7. donde  1, , nX X…  son v.a. iid ( );f x θ , donde 

( ) ( ) ( )

2

2

0,;

x

xef x I
θ

θ
θ

−

∞= x  y con ( ) 2

1

n

i
i

S X X
=

= ∑  la estadística suficiente minimal la cual se 

distribuye gama 1 ,
2

r nλ
θ

⎛ = =⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟  y con función de distribución  

( )
( )
1

0 2
0

0                          0
,

   0
s n w

s
G s w e dw s

n
θ

θ − −

≤⎧
⎪= ⎨ >⎪ Γ⎩
∫

s i  
s i   

. 

 

Como ( ; )f s θ  es creciente para  y s ( )0 ;G s θ es continua en  y decreciente para s θ . El 

intervalo para  genera: S

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )
( )( )2 1

1 2 0 2 0 1

1 1
2 2

0 0
   

s sn w n w

p s S s G s G s

w e w edw dw
n n

θ θ
θ θ

θ θ θ θ

γ

− − − −

≤ ≤ = −

= −
Γ Γ

=

∫ ∫  
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El límite superior de  ( ; )f s θ  es  ∞  por lo que,  

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )
( )

1

1

1

1 1
2

0 0

1
2

0

1
2

0

 

1

sn w n w

s n w

s n w

w e w edw dw
n n

n w e dw
n n

w e dw
n

θ
θ

θ
θ

θ
θ

γ

γ

γ α

− − − −∞

− −

− −

− =
Γ Γ

Γ
− =

Γ Γ

= − =
Γ

∫ ∫

∫

∫

 

 

Considerando n = 4 se tiene 
( ) ( ) ( ) ( )1 3 2

1 1 12
3 2 6 1 1

48 8 2

s s s s
e

θ
θ

θ θ θ
α

θ θ θ
⎛ ⎞
− − − − + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 que es igual 

al resultado obtenido en el ejemplo 1.7. 
 
 
El siguiente ejemplo que se presenta y que proviene del capítulo anterior difiere de los 
anteriores porque no es un modelo de grupo; el intervalo fiducial será muy diferente al 
obtenido por una forma asintótica en ese capítulo 1, pero se verá con el procedimiento 
Bayesiano, que las funciones fiducial y posteriori son muy parecidas y por lo tanto el 
intervalo fiducial y el de máxima densidad posterior también son casi iguales. 
 
 
Ejemplo 2.7. 

Considerando los datos del ejercicio 1.9. donde 1, , nX X…  v. a. iid ( )Bernoulli p  y 

considerando a la estadística suficiente minimal , siendo 

, la  cual  es  decreciente  en  

(
1

,
n

i
i

S X Bin n
=

= ∑ ∼ )p

( ) ( )0 , 1 n jjn
G s p p p

j
−⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ p  si 0,1, , 1s n= −… , por lo  
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que ( )
( ) ( ) (10 , ! 1 0    

1 ! !
n ssdG s p n p p p

dp n s s
− −= − − ≤ ∀ ∈

− −
)0,1 . 

 
Como  es monótona decreciente en 0G p , excepto s n= , en este caso 

. ( ) (0 , 1   0,G n p p= ∀ ∈ )1

 
O´Reilly (2003) propone la distribución fiducial de  de modo que sea consistente 

respecto al concepto de “éxito” o “fracaso” 

p

( )  1p p−o , también puede verse como de  

o su equivalente , es decir,  

s

n s−

( )

( )

( )( ) ( )( )
( )

0

0

0

0

1 ,                                              
1 11 , 1 ,            
2 2
1 ,                                              

0

1, , 1fid

G s p

F p G s p G s p

G s p

s

s n

s n

−

−

⎧ −
⎪
⎪= − + −⎨
⎪
⎪ −⎩

=

= −

=

…

   

   

   

s i
s i

s i

 

Donde  indica que la función es continua por la izquierda. 0G −

 
La función de densidad queda: 

( )

( )

( ) ( )

( )

1,                                             
1 11, , 1        
2 2

, 1                                            

0

1, , 1fid

Beta s n s

f p Beta s n s Beta s n s

Beta s n s

s

s n

s n

+ −⎧
⎪
⎪= + − + − +⎨
⎪
⎪ − +⎩

=

= −

=

…

si  

si  

si  

 

 
Para obtener el intervalo fiducial central para θ , con “probabilidad fiducial” γ  y basado en  

el valor observado  (como parámetro), hay que encontrar cantidades 0S s=
1

*
  *

2p py  tales 

que  ( ) ( ) ( )* * * *
1 2 2 1fid fid fidp p p p F p F p γ≤ ≤ = − =  , esto es 
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( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 0

* * * *
0 0 2 0 2 0 0 1 0 1

* * * *
0 0 2 0 0 2 0 0 1 0 0 1

* * * *
0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 0 2

1 1 1 11 , 1 , 1 , 1 ,
2 2 2 2

1 1 1 1, , , ,
2 2 2 2

, , , ,

G s p G s p G s p G s p

G s p G s p G s p G s p

G s p G s p G s p G s p 2

γ

γ

γ

− −

− −

− −

⎛ ⎞− + − − − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

− − + +

=

=

− + − − =

 

 

Existe un problema cuando ( )g θ  no es función monótona de θ . La función de 

distribución fiducial de ( )g θ  puede no ser la que resultaría al transformar la fiducial de 

θ , como se mostrará en el capítulo 3. Esto es un punto controversial que pudiera estar 
relacionado con una inferencia incorrecta. 
 
 

 2.2. Enfoque Bayesiano 
Se considera a θ  como variable aleatoria que tiene una distribución de probabilidad. La 
distribución de X  depende de θ .  
 

Se denota la función de probabilidad de θ  como ( )π θ  para θ ∈ Ω . 

 
Sea 1, , nX X…  una muestra aleatoria de la distribución de X  y sea y  una estadística 

función de las x ´s. 
 

Encontrando la función de probabilidad de y  para θ  dada, es decir ( /h y )θ ; así la 

función de densidad conjunta de y  y θ  bajo condiciones muy generales es: 

 

( ) ( ) ( );y h /yπ θ π θ θ=                                                         (31) 
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Si θ  es variable aleatoria continua, entonces la función de densidad de probabilidad 
marginal de  es: y

( ) ( ) ( )/y h y dπ π θ θ θ
∞

−∞
= ∫                                               (32) 

 
Si θ  es variable aleatoria discreta, entonces la función de densidad de probabilidad 
marginal de  es: y

( ) ( ) ( )/y h
θ

yπ π θ θ=∑                                               (33) 

 
Obteniendo ahora la función de densidad de / yθ  se tiene: 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ), /

/ ;   
y h y

y y
y y

π θ π θ θ
π θ π

π π
0= = >                   (34) 

O como suele escribirse  ( ) ( ) ( )/ /y h yπ θ θ∝ π θ                                                         (35) 

 
En donde 

( )π θ  es llamada la distribución inicial de θ  o distribución a priori. 

( )/ yπ θ  es llamada la distribución posterior (final) de θ  o distribución a posteriori. 

 

En el contexto Bayesiano no existe el concepto de intervalo de ( )  de 

confianza para 

1 100α− × %

θ . Aquí se maneja el concepto de intervalo de probabilidad posterior 1 α−  
para θ , que posee propiedades óptimas como: 

1. La distribución posterior para cada θ  dentro del intervalo es al menos tan grande 
como la de los valores afuera del intervalo, 

 
2. Para una probabilidad dada α  el intervalo es lo más pequeño posible. 
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Bajo condiciones muy generales 1) implica 2). 
 
Cuando un intervalo de probabilidad posterior posee las propiedades anteriores es 
llamado intervalo de máxima densidad posterior (hpdi = highest posterior density interval). 
Traduciendo este concepto se dice que un intervalo es de máxima densidad posterior si: 

Dada ( )/ yπ θ  de θ , la distribución posterior, y ( )2

1

/ 1y d
θ

θ
π θ θ α= −∫ , considerando 

además que para ´θ  dentro del intervalo y ´́θ  fuera del intervalo de probabilidad, se tiene 

 que  . ( ) (/́ ´́ /y yπ θ π θ≥ )

 
El intervalo se interpreta como: θ  está entre 1θ  y 2θ  con una probabilidad final 1 α− ; en 

el sentido formal probabilístico de Kolmogorov. 
 
El principal detalle que tiene el procedimiento Bayesiano para el cálculo de intervalos de 
probabilidad es el supuesto del conocimiento inicial de θ , considerándose que esto puede 
obtenerse por experiencia previa o por argumentos teóricos; pero en algunas 
aplicaciones, no hay conocimiento inicial de θ . Existen algunos procedimientos que 
proponen la distribución a priori cuando no hay una apreciación subjetiva; entre otros se 
tienen: 
 

a) Distribuciones a priori conjugadas que surgen cuando ( )/ yπ θ  tendría una 

expresión matemática complicada; por lo que se intenta determinar una familia 
conjugada de distribuciones a priori, evitando esa dificultad y tal que: i) sea 
matemáticamente tratable, ii) incluya lo más posible distribuciones con distintas 
localizaciones, varianzas y formas para que puedan tratar diferentes estados 
iniciales de información y iii) sean fáciles de interpretar. 
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b) Distribuciones a priori difusas, no informativas o de referencia. Esto se usa cuando 

se quiere seleccionar una ( )π θ  que proporcione poca información relativa a la 

información que se espera de la muestra 1, , nX X…  sobre el parámetro θ . 

 
c) Distribuciones a priori que reconozcan la verosimilitud trasladada por los datos. Es 

cuando se busca una transformación uno a uno ( )φ θ  del parámetro θ , cuya 

verosimilitud sea aproximadamente conocida a priori excepto por su localización, 
la cual será determinada por la muestra  1, , nX X… . Esta consideración conduce 

a la famosa distribución a priori propuesta por Jeffrey´s que en el caso escalar es 

( ) ( ) 1/ 2
J Eiπ θ θ∝  (Box y Tiao 1992), con ( )Ei θ  la información esperada de 

Fisher. 
 
Es importante señalar, que a veces al aplicar estos procedimientos para obtener la 

distribución inicial ( )π θ , ésta resulta ser impropia, es decir,  

( )
( )

      

   d

π θ

π θ θ

θ

θ

= ∞

= ∞

∑
∫

si  es discreta
si  es continua

                                   (36) 

 
Pero si la distribución posterior resulta propia suele no haber mayores problemas en 
utilizar distribuciones a priori impropias, pero no siempre es el caso. Este tema no se trata 
en este trabajo. 
 
En relación a los parecidos que pudiera haber entre los resultados bayesianos y los 
obtenidos por la estadística clásica, Lindley (1958), Welch y Peers (1963) mostraron que 
los intervalos de máxima densidad posterior 1 α−  obtenidos a partir de distribuciones a  
priori no informativas,  en  muchas ocasiones coinciden numéricamente con los intervalos  
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de confianza más pequeños para θ  al nivel  1 α− . 
 
 
Ejemplo 2.8. 

Considerando la información del ejercicio 2.1. donde 1, , nX X…  son v. a. iid ( )Exp λ , 

supóngase una distribución a priori no informativa impropia, ( ) ( )1 ;   0,π λ λ
λ

= ∈ ∞ , 

entonces como la verosimilitud de λ  es proporcional a la función de densidad de la 

estadística suficiente minimal ( )
1

n

i
i

S X X
=

⎛ =⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟∑ , entonces la distribución posterior de λ  

se puede calcular como: 

( ) ( ) ( )
( )

/
/

h y
y

y
π λ

π λ
π

=
λ , donde ( ) ( ) ( ) ( )

1

0

  0,
/ ;

0

n n ss e s
nh y g s

eoc

λλ
λ λ

− −⎧
∈ ∞⎪ Γ= = ⎨

⎪
⎩

s i  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

 0,
/

0

n n ss e
nh y

eoc

λλ λ
π λ λ

− − −⎧
∈ ∞⎪ Γ= ⎨

⎪
⎩

s i  

( ) ( )

( )

1 1

0

1
1

0

1

n n s

n w

s ey d
n

s w e dw
n

s

λλπ λ
− − −∞

− ∞ − −

=
Γ

=
Γ

=

∫

∫  

( ) ( ) ( )
1

  0
/ /    

0 . . .

n n ss e
ny s

e o c

λλ λ
π λ π λ

− −⎧
< < ∞⎪ Γ= = ⎨

⎪
⎩

s i  

Para encontrar el intervalo de máxima densidad posterior de contenido 1 α−  se debe 
encontrar las  constantes 1c α  y  1c α , tal que 
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( )

( )

2

1

2

1

1

/ 1

1

c

c

n n sc

c

y d

s e d
n

α

α

α

α

λ

π λ λ

λ

α

λ α
− −

= −

= −
Γ

∫

∫
 

Esta integral queda: 
( )

2

1

11 1
c n w

c
w e dw

n
α

α

α− − = −
Γ ∫ , quedando igual que los ejemplos 2.1. y 

1.3. 
 
 
Ejemplo 2.9. 

Retomando el ejercicio 2.3., donde se tenía una muestra 1, , nX X…  v.a. iid (0,U )θ , se 

supone una distribución a priori propia para θ  como ( ) 2 ;   0,1π θ θ θ= ∈( ) , como la 

verosimilitud de θ  es proporcional a la función de densidad de la estadística suficiente 

minimal { }( 1, , nS máx X X= … ) , entonces la distribución posterior de θ  se puede calcular  

como:   

( ) ( ) ( )
( )

/
/

h y
y

y
π θ

π θ
π

=
θ , donde ( ) ( ) [ ]

1

0
 0,1/ ;

0

n

n

ns sh y g s
eoc

θ θ θ

−⎧
∈⎪= = ⎨

⎪⎩

s i  

 

( ) ( ) [ ]
1

1

2  ,1/
0

n

n

ns sh y
eoc

θπ θ θ θ

−

−

⎧
∈⎪= ⎨

⎪⎩

s i  

 

( ) ( )
11 11 2 2

1

2 2 2 1
2 2

n n
n n

ns
s

ns ns nsy d
n n

π θ θ
θ

− −
− + −

−= = = −
− −∫ s  
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( ) ( )
( )
( )

2

2 1

2
 1

1/ /    

0 . . .

n

n n

n s
s

sy s

e o c

θ
θπ θ π θ

−

− −

⎧ −
≤ ≤⎪

−= = ⎨
⎪
⎩

s i  

 
Para encontrar el intervalo de máxima densidad posterior de contenido 1 α−  se debe 
encontrar la constante cα , tal que 

( )
( )
( )

2

2 1

/ 1

2
1

1

c

s
n

c

n ns

y d

n s
d

s

α

α

π θ θ α

θ α
θ

−

− −

= −

−
= −

−

∫

∫
 

 
Al resolver la integral  deja a cα  como: 

( )( )
1

2 21n nc s sα α α
−− −= − +  

 
Así el intervalo de máxima densidad posterior para θ queda: 
 

( )( )
1

2 2, 1n ns s s α α
−− −

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
Este intervalo difiere al encontrado en el ejemplo 2.3., pero si se cambia la distribución a 

priori por una no informativa impropia éste cambiará. 
 

Supóngase ahora que ( ) (1 ;   0,π θ θ
θ

= ∈ )∞ , entonces: 

( ) ( ) (
1

1  ,/
0 . . .

n

n

ns sh y
e o c

)θ θπ θ θ θ

−

+

⎧
∈⎪= ⎨

⎪⎩

s i   y 
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( )
1

1

1

n

ns

n
n

s

nsy d

ns
n

π θ
θ

θ

−∞

+

∞−
−

=

=
−

∫
 

( ) 1y
s

π =  

 
Por lo que la distribución posterior de θ  es igual a  

( ) ( ) ( )1   ,/ /    
0 . . .

n

n

ns sy s
e o c

θπ θ π θ θ +

⎧
∈ ∞⎪= = ⎨

⎪⎩

s i  

 
Haciendo lo mismo para obtener la constante  cα   

 

( )

1

/ 1

1

c

s

nc

ns

y d

ns d

α

α

π θ θ α

θ α
θ +

= −

= −

∫

∫
 

 

Al resolver la integral queda: 1/ n

scα α
= , así el intervalo de máxima densidad posterior 

para θ  es: 1/, n

ss
α

⎛
⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟ , que es el mismo que se obtuvo en el ejemplo 2.3. y el 

correspondiente al capítulo uno (ejemplo 1.6.). 
 
 
Ejemplo 2.10. 

Sea 1, , nX X…  una muestra aleatoria de ( ); 0 1Bernoulli p p< <  
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Sea  la estadística suficiente minimal de  
1

n

i
i

Y
=

= ∑ X p

 

( ) ( )/ ,h y p Bin n p=  

( ),iy Bin n θΣ ∼  

 

( ) ( )1 0,1,...,
/

0

n yyn
p p y

h y p y
eoc

−⎧⎛ ⎞
− =⎪⎜ ⎟= ⎨⎝ ⎠

⎪
⎩

si

si

n
 

 
Tomando ahora la distribución Beta para  esto es:  p

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) 11 1 ;0 1p<baa b

p p p
a b

π −−Γ +
= − <
Γ Γ

,a b,  constantes positivas. 

 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11
1

0

1 1

    0,1,...,

b n ya yn
a b p p p p

y
y d

a b

n
a b a y b n y

y
y n

a b a b n

π

− −− ⎛ ⎞
Γ + − −⎜ ⎟

⎝ ⎠=
Γ Γ

⎛ ⎞
Γ + Γ + Γ + −⎜ ⎟

⎝ ⎠= =
Γ Γ Γ + +

∫

si

p
 

 
 
Obteniendo ahora la distribución posterior de . /p y
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( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11 1 1
/ ;    

b n ya yn
a b p p p p

y
0 1p y p

a b
n

a b a y b n y
y

a b a b n

π

− −− ⎛ ⎞
Γ + − −⎜ ⎟

⎝ ⎠= <
Γ Γ

⎛ ⎞
Γ + Γ + Γ + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
Γ Γ Γ + +

<  

 

( )
( )

( )

( )

11 1
0 1

/ ;
0

,

b n ya yp p
p

p y B a y b n y
eoc

Beta A a y C b n y

π

+ − −+ −⎧ −
< <⎪

= + + −⎨
⎪
⎩

= = + = + −

si

si
 

 
Para encontrar el intervalo de máxima densidad posterior de contenido 1 α−  se debe 
encontrar las  constantes 1c α  y 2c α , tal que 

 

( )2

1

/ 1
c

c
p y dpα

α

π α= −∫  

( )
( )

2

1

11 1
1

;

b n ya y
c

c

p p
dp

B a y b n y
α

α

α
+ − −+ − −

= −
+ + −∫  

 
Como puede observarse no coincide la solución de esta integral con el intervalo 
construido en el ejercicio 1.9, por lo que ahora se procederá a mostrar que sí pueden casi 
coincidir bajo ciertas consideraciones. 
 
Tomando, un caso particular, como inicial 10

 ( ) ( )
1 1

2 21 ;0p p p pπ
− −

1= − < <

                                                

,  

 se llega a que:  
 

10 Se le conoce como distribución a priori de Jeffrey´s. 
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( ) ( ) ( )

( )

1
1 1

2 2

0

1 1

1 1
2 2

   0,1,...,
1

n yyn
y p p p p dp

y

n
y n y

y
y n

n

π
− − −⎛ ⎞

= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ + Γ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠= =

Γ +

∫

si

, 

 y por tanto 
 

( )
( )

1 1
2 21

0 1
1 1/ ;
2 2

0

1 1,
2 2

y n yp p
p

p y B y n y

eoc

Beta A y C n y

π

− − −⎧
−⎪ < <⎪ ⎛ ⎞= ⎨ + − +⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠

⎪
⎩

⎛ ⎞= = + = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

si

si
 

 
Puede notarse que se parece mucho a la densidad fiducial dada en el ejemplo 2.7. 
 
Para encontrar el intervalo de máxima densidad posterior de contenido 1 α−  se debe 
encontrar las  constantes 1c α  y 2c α , tal que 

 

( )2

1

/ 1
c

c
p y dpα

α

π α= −∫  

( )2

1

1 1
2 21

1
1 1;
2 2

y n yc

c

p p

B y n y

α

α

α
− − −−

= −
⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫  

 
A continuación se muestran las gráficas de las funciones fiducial y posterior para 20n =  y 
como podrá apreciarse en ellas el parecido es muy grande, tal que materialmente son la 
misma función. 
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Gráfica 2.1.              Gráfica 2.2. 
 

 
π(p/y) ffid(p) π(p/y) ffid(p) 

n = 20, y = 0 n = 20, y = 20 
 

 
 
 
Gráfica 2.3.              Gráfica 2.4. 

 
π(p/y) ffid(p) π(p/y) ffid(p) 

n = 20, y = 1 n = 20, y = 5 
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Gráfica 2.5.              Gráfica 2.6. 

  
π(p/y) ffid(p) 

n = 20, y = 10 
π(p/y) ffid(p) 

n = 20, y = 15  
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Capítulo 3 
Distribuciones fiducial y posterior. 
Semejanzas y diferencias 
 

Introducción 
En este capítulo se mostrarán las características básicas de la distribución fiducial, que de 
alguna manera fueron revisadas en el capítulo anterior; en esta parte se señalada el 
resultado de que, para el caso de un parámetro real, cualquier familia, miembro de la 
familia exponencial cumple los criterios de contrastabilidad. Posteriormente se examinará 
con ejemplos, cómo la función de distribución fiducial puede aproximarse mucho a la 
distribución posterior en su forma numérica. A las distribuciones fiduciales que generan 
una masa en el extremo se les ha llamado defectuosas, en la literatura, (en el sentido de 
que la parte de la densidad que se comporta continua, no integra a uno), pero esto no le 
impide que su aproximación a la distribución posterior, cuando no hay masa, calculada 
ésta con la llamada inicial no-informativa, sea muy buena, de tal forma que no hay en la 
práctica gran diferencia. 
 
 

3.1. Características básicas de la distribución fiducial 
De lo visto en el capítulo anterior se puede resumir lo siguiente: 

La verosimilitud para θ  es proporcional a ( )0 ;g s θ , la densidad de  toda la 

información  necesaria  para inferir sobre 

,S

θ  está contenida en ( )0 ;G s θ , función de distri- 
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bución de la estadística suficiente minimal. 
 
Hay una relación entre  y S θ  en el sentido de que valores grandes de θ  implican 
valores grandes de  y los valores pequeños de S θ  implican valores “estadísticamente 
pequeños” para . S

 
Esto se usa, por ejemplo cuando para 
 

0 0 1: :VsH H 0θ θ θ θ≤ >                                                      (1) 

 
“se rechaza  para valores grandes de ” (puesto que valores pequeños del parámetro 

son los asociados a valores pequeños de la estadística). 
0H S

 
Al fijar la hipótesis 0 :H 0θ θ≤ , entonces 

 

( ) ( )0 0 01 ; ;G s P S sθ θ− = >                                                    (2) 

 
será una cantidad decreciente en s, ya que manteniendo la hipótesis fija, la evidencia al 
hacerse más extrema en contra de  produce un nivel de significancia descriptivo (valor 

p), más pequeño. 
0H

 
Análogamente se podría suponer que  es fija y s 0θ  se hace variar. El nivel de 

significancia descriptivo para 0 0:H θ θ≤  es 

 

( )0 01 ;G s θ− ,                                                                          (3) 
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 y “debiera” ocurrir que al tomar 0 0 ,θ θ′ <  el correspondiente ( )0 01 ;G s θ′−  debería ser 

más chico. Esto implicaría que ( )01 ;G s θ−  debe ser monótona decreciente como función 

de θ , para cada  fija. s

 
A esta propiedad se le llama contrastabilidad monótona entre la evidencia y la hipótesis 
(O’Reilly, 2003) y corresponde a otras nociones mencionadas en la literatura. 
 
En conclusión, es claro que cuando 0θ  es fija en 0 :H 0θ θ≤ , se considera que al 

converger  a su límite superior, el valor de significancia descriptivo se aproxima a cero; 
pero cuando  es la fija, no es evidente que cuando 

s

s 0θ  converja a su límite inferior, el 

correspondiente valor de significancia descriptivo tienda a cero. 
 
Esto se puede resumir en la siguiente definición. 
 
Definición 3.1.  Contrastabilidad Monótona. 

Hay contrastabilidad monótona si ( )0 ;G s θ  es decreciente como función de θ ; 

Existe certidumbre en la contrastabilidad para casos extremos si se cumple: 

( )0 ; 1G s θ →  si θ → límite inferior, 

( )0 ; 0G s θ →  si θ → límite superior. 

 
 

3.2. Distribución fiducial 
Si (0 ;G s )θ  satisface la contrastabilidad monótona, entonces la función de distribución 

fiducial es simplemente: 

 
 

 
68



 
 

( ) ( )0; 1 ;fidF s G sθ θ= −                                                           (4) 

por esto fidF  será creciente en θ . 

 
Si la contrastabilidad es extrema o la certidumbre en la contrastabilidad es satisfecha, 
entonces la distribución fiducial no tiene una “masa fiducial”11 en los puntos finales del 
intervalo θ . 
 
El uso de la distribución fiducial es directo y provee intervalos de confianza (fiduciales) 
igual  si fidF  tiene una “singularidad” o “masa fiducial” en un punto extremo de θ  

(O’Reilly, 2003). 
 
 

3.3. Revisión del cumplimiento de la contrastabilidad  
monótona 
Si la función de distribución de la estadística suficiente cumple el criterio de 
contrastabilidad monótona, se tiene que los intervalos de confianza y los intervalos 
fiduciales producen los mismos resultados, como ejemplo de esto se da el siguiente 
teorema (O’Reilly, 2003) que abarca a la familia exponencial natural  12. 
 
 

                                                 

)
11 La masa fiducial es una acumulación de “densidad” en un punto, más adelante se hace referencia a este concepto. 
12 ( ;og s θ  es una función de densidad que pertenece a la familia exponencial natural si  

( ) ( ) ( )
0

; s Mg s c s eθ θθ −
= , para ss R∈ ,  donde sR  es un intervalo abierto que no depende de θ  y θ ∈Θ , donde 

 es un intervalo y Θ ( )M θ  es el cumulante ( ) ( ){ }log sM c s e dsθθ
ℜ

= ∫ . 
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Teorema 3.113   

Si (0 ;g s )θ  es un miembro de la familia exponencial natural; entonces (0 ;G s )θ  es 

monótona decreciente en θ , para toda sRs∈ . 

 
 
Con este resultado un miembro de la familia exponencial natural permite siempre inducir 
una distribución fiducial. Ésta no tendrá una “masa fiducial” en los extremos del intervalo 
paramétrico si la familia es regular (en el sentido de que el conjunto de valores del 
parámetro para los cuales la integral de la densidad es finita, es abierto; o sea que en los 
valores extremos la distribución es degenerada). 
 
 
Ejemplo 3.1 
Considerando los datos dados en el ejemplo 2.1. donde 1, , nX X…  constituye una 

muestra aleatoria de una ( ) ,Exp λ  y la estadística suficiente minimal es ( ) ∑
=

=
n

i
iXXS

1

, la 

cual se distribuye gama ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ==

λ
βα 1,n ; por lo anterior expuesto ( )0 ;g s λ  cumple con la 

contrastabilidad monótona y la constrastabilidad extrema. 
 
 
También se puede expresar a la función de distribución de , como: S

( ) ( )
1

0
; ,

n n us u eF s n du
n

λλλ
λ

− −

= ∫                                                   (5) 

 

                                                 
13 La demostración del teorema puede verse en O`Reilly. 
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Con un cambio de variable  uw λ= , se obtiene 

( ) ( )
1

0
;

n wsu w eF s n dw
nλ

− −

= ∫                                                       (6) 

Forma que coincide con los ejemplos mostrados en 1.1 y 2.1 y por lo tanto cumple con lo 
antes referido. Lo anterior fue expresado por Lindley (1961) con los siguientes resultados. 
 
 
Resultado 3.1. 
Una condición necesaria y suficiente para que la distribución fiducial de θ  dada x  sea la 
distribución de probabilidad final (Bayes), es que exista una transformación de x  a u  y de 
θ  a τ , tal que τ  es un parámetro de localización de . u

 
 
Resultado 3.2. 
Si para una muestra aleatoria de cualquier tamaño de la distribución de x , tal que existe 
una sola estadística suficiente de θ , entonces el argumento fiducial es inconsistente, a 
menos que el Resultado 3.1 se obtenga, y si es así, el argumento fiducial es equivalente 
al argumento Bayesiano con una distribución a-priori uniforme para τ . 
 
 

3.4. Ejemplos donde el parámetro no es de 
localización o hay masa en alguno de los extremos del 
intervalo del parámetro. 
Con los resultados 3.1. y 3.2. se indican las condiciones en las que las distribuciones 
fiducial y final coincidirán. Lo interesante es ahora revisar qué sucede cuando las 
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condiciones que propone Lindley no se cumplen; ya se sabe, entonces que no habrá esa 
coincidencia en las funciones pero numéricamente serán muy parecidas. 
 
 
Ejemplo 3.2. 
Considerando a una función de densidad de probabilidad gama: 

( ) ( )
1

; ;    0,  
xx ef x x

θ

θ
θ

− −

0θ= > >
Γ

                                            (7) 

 
Con función de distribución 
 

( ) ( ) ( )
1

1

0 0

1;
ux x uu eF x du u

θ
θθ

θ θ

− −
− −= =

Γ Γ∫ ∫ e du                            (8) 

 
Al integrar por partes esta función puede ser expresada como: 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
1 1

0

1;
1

; ; ; 1

n x x ux eF x u e du

F x f x F x

θθ
θ θ

θ θ θ

− −
− − −= − +

Γ Γ −

= − + −

∫                           (9) 

 
Para revisar que cumple el criterio de contrastabilidad monótona, se propone  

01>−=′ θθ , 1+′=θθ  por lo que θθ <′ ; considerando 
( ) ( ) ( )

( ) ( )θθ
θθθ
′++′−=

−+′++′−=+′

;1;
11;1;1;

xFxf
xFxfxF  

∴  
( ) ( ) ( )1;1;; +′++′=′ θθθ xfxFxF                                         (10) 

∴  
( ) ( )θθ ;; xFxF >′  
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∴  ( )θ;xF  es monótona decreciente para θ , para cualquier . 0x >

 
Para la contrastabilidad en casos extremos se requiere tomar los límites en los extremos  
del intervalo de variación de θ . 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 0 0
lim ; lim ; 1 lim ; 1

;1 ;1

1
1

x x

F x F x F x

F x f x

e e

θ θ θ
θ θ

′ ′ ′→ → →

− −

θ′ ′ ′= + + +

= +

= − + +
=

 

 
Considerando (9) se puede seguir integrando por partes llegando a la fórmula: 
 

( ) ( )
1

0
1

;
1

i x x u

i

x eF x
i

θθ

θ
θ

− −−
−

=

= − +
Γ − +∑ ∫ e du                                    (11) 

 
por lo que tomando el límite de θ′  hacia el extremo superior queda: 

( ) ( )
1

0
1

lim ; lim lim
1

i x x u

i

x eF x e
i

θθ

θ θ θ
θ

θ

− −−
−

′ ′ ′→∞ →∞ →∞
=

⎛ ⎞
′ = − +⎜ ⎟⎜ ⎟Γ − +⎝ ⎠

∑ ∫ du  

( )lim ; 1 1 0x xF x e e
θ

θ − −

′→∞
′ = − + − + =  

 

Por lo que no se produce una “masa fiducial” en{ }0  o cuando tiende a . ∞

 
Obsérvese sin embargo que esta distribución no es un caso en que θ  o una función de 
ella sea de localización; es decir, no cumple con las condiciones de Lindley, pero las 
funciones de probabilidad fiducial y de probabilidad final son muy parecidas como puede 
verse con lo siguiente: 
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Obteniendo la función de probabilidad fiducial para θ , habiendo observado x  es: 

( ) ( )

( )

( )
( )

( )

( ) ( )( )

( )( ) ( )

1

0

11

2
0

1

0

0

; ;

1

;

fid

x
u

x
u

x u

x

df x F x
d
d u e du
d

uu logue d

u e logu du

logu f u du

θ

θθ

θ

θ θ
θ

θ θ

θ
θ θ

ψ θ
θ

ψ θ θ

− −

−−
−

− −

= −

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟⎜ ⎟Γ⎝ ⎠

⎛ ′Γ
= − −⎜⎜ Γ Γ⎝ ⎠

= −
Γ

= −

∫

∫

∫

∫

u
⎞
⎟⎟                       (12) 

 

Donde ( )ψ θ  es la función digama 14. 

La estadística suficiente minimal para θ  es 
1

n

i
i

S
=

= X∏  y por Lomnicki (1967) su función 

de densidad de probabilidad es: 
 

( ) ( )
( )

1

0 ; n
n

s
g s

θ

θ
θ

− Φ
=

Γ
x , donde ( ) ( )1

2

c i
t n

n
c i

s s
iπ

+ ∞
−

− ∞

Φ = Γ∫ t dt

                                                

. Así la distribución posterior 

queda: 
 

 
14 La función digama es la siguiente: 

( )
( ) ( )

( )
logd

d

θ θ
ψ θ

θ θ

′Γ Γ
= =

Γ
, donde ( )θΓ  la función gama, ( )

1

1

1
n

ne
e

n

γθ θθ
θ

θ

−− ∞

=

Γ = +⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏ , γ  es la constante 

de Euler-Mascheroni. Se puede desarrollar a la función digama y su expresión sería: 

( ) ( ) ( )
1 1

1 1 1 1 1

1n kn n k k
ψ θ γ γ

θ θ θ

∞ ∞

= =

= − − + − = − + −
+ +

∑ ∑
−

. 

Además 
⎣ ⎦1 1

1 1
lim
n k

logn dx
k x

γ
∞∞

→∞
=

= − = −
⎛ ⎞⎢ ⎥
⎜⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠

∑ ∫
1

x
⎟  aproximadamente tiene un valor de 

0.577215664901532860606. 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

1

1

0

/ /
n

n

s
y s

s
d

θ

θ

ψ θ
π θ π θ

ψ θ
θ θ

θ

−

−∞
= =

Γ
Γ∫

                      (13) 

 
Se hicieron las representaciones físicas para un par de evaluaciones de  y 3S = 2S = , 
las gráficas 3.1 y 3.2 indican con la forma punteada se muestra la distribución fiducial 
dada en (12) y la segmentada representa la distribución posterior dada en (13). Puede 
verse que las dos distribuciones son parecidas en términos gráficos, aunque no lo sean 
algebraicamente15. 
 

Gráfica 3.1     Gráfica 3.2 

 

  
 
 
Ejemplo 3.3. Distribución exponencial truncada. 
En O’Reilly y Rueda (2006) se expone el ejemplo de la función exponencial truncada, 
donde se muestra que la distribución fiducial es muy parecida a la función de probabilidad 
final. A continuación se muestran estas semejanzas. 

                                                 
15  Las gráficas muestras en el eje de las x, la dependencia de θ , pero sólo por hacer la aplicación numérica se 
utilizó la letra h. 
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La distribución exponencial truncada se obtiene por condicionar la variable aleatoria 
exponencial X  en que varíe solamente en el intervalo unitario, esto también hace que el 
parámetro original de la función pueda ser negativo en esta distribución condicional. 
 
Así la familia de distribuciones es: 

( ) ( )1; , 0,1 ,
1

xeF x x
e

θ

θθ − θ= ∈ ∈
−

\                                      (14) 

 
Como puede verse en las gráficas 3.3., 3.4., 3.5. y 3.6. para valores de θ  negativos las 
distribuciones tienen su masa cargada más hacia la primera mitad del intervalo unitario; 
para valores positivos de θ  las distribuciones correspondientes tienen su masa hacia la 
segunda mitad del intervalo unitario; si se revisa en los extremos, cuando θ  se aproxima 

a su límite superior , la distribución se degenera a cero y si ( )∞ θ  se aproxima a su límite 

inferior la degeneración es a uno. En el punto medio, cuando 0,θ =  le corresponde una 

distribución uniforme. 
 

Gráfica 3.3     Gráfica 3.4 
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Gráfica 3.5     Gráfica 3.6 

  
 
 

La estadística suficiente minimal es ( ) ∑
=

=
n

i
iXXS

1

, en el caso de que 0,θ =  Feller (1985) 

da la densidad para esta suma cuando las  se distribuyen uniformes en ( ) , nXX ,,1 … 0,1

( ) ( ) ( ) ( ) (
1

1

0

1 1 ,    
1 !

n
j n

n
j

n
h s s j s n

jn

−
−

+
=

⎛ ⎞
= − − ∈⎜ ⎟− ⎝ ⎠

∑ )0,      16       

(15) 
O’Reilly y Rueda calculan la función de densidad de , para una S θ  arbitraria y la 
distribución fiducial, así 

 

( ) ( )0 ;
1

s
ng s e h s

e
θ

θ

θθ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
,

                                                

                                                (16) 

 
así que la distribución de  queda como: S

 

 
16 (  es una función que es igual a 0 para )n

x
+

0x ≤  y es igual a nx  cuando , 0x ≥ ( )x a
+

−  es cero para x a<  
y x a−  cuando x a> . 
Feller, W. (1985). (Teoría de las probabilidades y sus aplicaciones). Aclara que la suma no llega hasta , ya que 
para  y conocida, el último término es cero si . 

n
  y  j n s n= < n 1n >
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( ) ( )0 0
;

1

n
s u

nG s e h u du
e

θ
θ

θθ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠∫                                        (17) 

 
Los autores indican que por ser miembro de la familia exponencial natural, entonces se 
cumple el teorema 1 y por lo tanto, la distribución fiducial de θ  será: 
 

( ) ( )0; 1 ;fidF s G sθ θ= −  

( ) ( )
0

; 1
1

n
s u

fid nF s e h
e

θ
θ

θθ ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟−⎝ ⎠∫ u du                                  (18) 

 
Por lo que la densidad fiducial de θ  será 

( )
( )( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( )

0

0

1 1
;

1 1

1 1
1 1

n
s u

fid n

nnn s u
n

n e
f s u

e e

n e
u e h u du

e e

θ
θ

θ θ

θ
θ

θ θ

θθθ
θ

θθ
θ

⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎜ ⎟= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫

∫

e h u du

                 (19) 

 
Esta densidad fiducial no tiene una expresión sencilla, pero puede ser evaluada 
numéricamente. 
 
Calculando ahora la densidad posterior de probabilidad y considerando la distribución a 

priori de Jeffrey’s  como: 

( ) ( )

1
2

2

1 1
2 e eθ θ

π θ
θ −

⎛ ⎞
⎜∝ +
⎜ − +⎝ ⎠

⎟
⎟

                                            (20) 

y con la estadística suficiente minimal ( ) ∑
=

=
n

i
iXXS

1

, entonces la función de probabilidad 

posterior de θ  se calcula como: 
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( ) ( ) ( )
( )
h y

y
y

π θ
π θ

π
=

θ
,                                                       (21) 

donde ( ) (0 ;h y g s )θ θ= , dada en (16): 

 

( ) ( ) ( ) ( )
1

2

2

1 1
12

n
s

nh y e h s
ee e

θ
θθ θ

θπ θ θ
θ −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟= + ⎜ ⎟⎜ ⎟ −− + ⎝ ⎠⎝ ⎠
                  (22) 

 

Considerando a ( ) ( ) ( )y h y dπ π θ θ θ
∞

−∞
= ∫ , entonces queda: 

 

( ) ( ) ( )
1

2

2

1 1
12

n
s

ny e h s d
ee e

θ
θθ θ

θπ θ
θ

∞

−−∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟= + ⎜ ⎟⎜ ⎟ −− + ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ , excepto para 0θ = ; así que la 

función de probabilidad final es: 
 

( ) ( )
( )

( )
( )

1
2

2

1
2

2

1 1
2 1

1 1
2 1

n
s

n

n s

n nn

e h s
e e ey s

e eh s d
e e e

θ
θ θ θ

θ

θ θ

θ
θπ θ π θ

θ
θ

−

∞

−−∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠= =
⎛ ⎞+⎜ ⎟− −⎝ ⎠ −

∫
 

 

Como 
( )

1
2

2

1 1
2 1

n s

n

e e
d

e e e

θ

θ θ θ
θ

θ

∞

−−∞
=+

− − −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  constante, se tiene: 

 

( )
( )

1
2

2

1 1
2 1

n s

n

es
e e e

θ

θ θ θ

θπ θ
θ −

⎛ ⎞∝ +⎜ ⎟− −⎝ ⎠ −
                             (23) 
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Se puede ver que las distribuciones fiducial y posterior de θ , no son iguales; pero existe 
una gran similitud en la práctica. Se muestran los casos que O’Reilly y Rueda (2007) 
graficaron para muestras particulares de la exponencial truncada para algunos valores del 
parámetro θ , el tamaño de la muestra y el estimador máximo verosímil del parámetro17. 
 
En las gráficas la línea sólida es la densidad fiducial y la línea segmentada representa a la 
densidad final (Gráficas 3.7., 3.8., 3.9., 3.10., 3.11., 3.12. 3.13. y 3.14.). 

Gráfica 3.7     Gráfica 3.8 

 
( ) ( )ˆ, , , 1, 5, 0.13, 2.44n sθ θ = −                            ( ) ( )ˆ, , , 2,10, 5.04,8.08n sθ θ =  

Gráfica 3.9     Gráfica 3.10 

 
( ) ( )ˆ, , , 2, 25, 1.66, 9.19n sθ θ = − −                        ( ) ( )ˆ, , , 0, 50, 0.05, 24.79n sθ θ = −  

                                                 
17 Los autores O’Reilly y Rueda calculan este estimador resolviendo numéricamente la ecuación 
1 1

0
1

s

e nθθ −
− + =

−
. 
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Gráfica 3.11     Gráfica 3.12 

 
( ) (ˆ, , , 4, 2, 3.54,1.50n sθ θ = − )                               ( ) ( )ˆ, , , 0, 3,1.61,1.88n sθ θ =  

 
Gráfica 3.13     Gráfica 3.14 

 
( ) (ˆ, , , 2,1, 0.01, 0.58n sθ θ = − )                               ( ) ( )ˆ, , , 3,1, 4.19, 0.22n sθ θ = − −  

 
 
 
Ejemplo 3.4. Ji cuadrada no central 

Sea 1, , nX X…  v.a. iid , ( );1iN μ 1, ,i n= … , y se quiere obtener la distribución fiducial 

para 2

1

n

i
i

μ
=
∑ . 

Desde el  punto de  vista fiducial, de acuerdo a Stein (1959) 1, , nμ μ…  son independientes  
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e idénticamente distribuidas ( );1iN X , 1, ,i n= … . 

 

Por otro lado la estadística suficiente minimal para 2

1

n

i
i

μ θ
=

=∑  es 2

1

n

i
i

X
=
∑  y considerando 

el siguiente teorema. 
 
 
Teorema 218. 
Si 1, , nX X…  son  v. a. ii con medias 1, , nμ μ… , respectivamente y con varianza igual a la 

unidad, entonces  se distribuye como una Ji cuadrada no central con n grados 

de libertad y 

2

1

n

i
i

S X
=

= ∑

2

1

1
2

n

i
i

λ μ
=

= ∑  como parámetro de centralidad y la función es19: 

( )
( )

( )

1
2 2

1
2

2 1

0
20

; , ;     0 s<
2!2

2

sn ii

n ii

s eg s n e
n ii

λ λλ
+ − −∞

−

+=

= ≤ ∞
+⎛ ⎞Γ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑  

 
 
Calculando la función de distribución de la estadística suficiente minimal, queda: 
 

( )
( )

( )

1
2 2

1
2

2 1

0
200

; ,
2!2

2

un is i

n ii

u eG s n e du
n ii

λ λλ
+ − −∞

−

+=

=
+⎛ ⎞Γ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑∫ , considerando que 2

1

n

i
i

μ θ
=

=∑ , entonces 

                                                 
18 Ver demostración en Graybill, F. “An introduction to linear statistical models” Volumen 1. 
19 La notación para la distribución Ji-cuadrada no central con grados de libertad n y parámetro de centralidad λ  es 

( )
2

,
´
n λχ . 
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 ( )
( )

( )

1
2 2

2

1
2

2 1

0
200

2; ,
2!2

2

u
i

n i
s

n ii

u e
G s n e du

n ii

θ

θ

θ

+ − −
∞

−

+=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠=

+⎛ ⎞Γ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∫   

 

( )
( )

( )

1
2 2

2

1
2

2 1

0
200

; ,
2!2

2

un is i

n i ii

u eG s n e du
n ii

θ θθ
+ − −∞

−

+ +=

=
+⎛ ⎞Γ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑∫                        (24) 

 
Cuando ya se observó la muestra la distribución fiducial, de acuerdo a lo visto en este 
trabajo, queda como: 

( ) ( )
( )

( )

1
0 2 2

2

1
2

0 0

2 1

200

1 ; ,

1
2!2

2

u

fid

s n ii

n i ii

F G s n

u ee d
n ii

θ

θ θ

θ

∗ ∗

+ − −∞
−

+ +=

= −

= −
+⎛ ⎞Γ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑∫ u                       (25) 

 
Para revisar si cumple el criterio de contrastabilidad monótona para la distribución fiducial, 

se tiene que tiene que ser  ( )fidF θ ∗  decreciente como función θ . 

 
 

Considerando (25) como ( )
( )

( )

1
0 2 2

2

1
2

2 1

20 0

1
2!2 2

2

us n ii

fid i
n ii

u eF e
n ii

θ θθ
+ − −∞

−∗

+=

= −
+⎛ ⎞Γ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∫ du , donde la integral 

indica la función de distribución acumulada de una gama 2 , 2
2

n iα β+⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 denotándola 

como 0
2; ,

2
n iR s α β+⎛ ⎞=⎜ ⎟

⎝ ⎠
2= , entonces 
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( ) 2
0

0

21 ;
!2 2

i

fid i
i

n iF e R s
i

θ θθ α
∞

−∗

=

+⎛ ⎞, 2β= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ =

2

. 

 
Considerando 1θ θ< , se tiene  

 
1 2
2 21 2

0 0
0 0

2 21 ; , 2 1 ;
!2 2 !2 2

i i

i i
i i

n i n ie R s e R s
i i

θ θθ θα β α β
∞ ∞

− −

= =

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = = > − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ , 2= , 

ya que 
0

2; ,
2

!2i

n iR s

i

α β+⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝

2
⎠  siempre es positiva; por lo que ( )fidF θ ∗  es decreciente 

para toda θ . 
 
 
Para revisar si existe certidumbre en la contrastabilidad extrema se tiene que: 
 

( )

( )

2
00 0 0

2

2lim lim 1 ; , 2
!2 2

1

i

fid i
i

n

n iF e R s
i

θ

θ θ

θθ α

χ

∞
−∗

→ →
=

⎛ ⎞+⎛ ⎞= − = =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

= −

∑ β
 

 
Como puede observarse no produjo solamente uno, por lo que hay una masa en uno de 
sus extremos, siendo la distribución fiducial “defectuosa”, ya que no integra a uno, aunque 
la función pertenezca a la familia exponencial. 
 
En las gráficas 3.15 y 3.16 se muestran las funciones de distribución acumuladas final y 
fiducial y puede apreciarse como la fiducial no comienza en cero, sino que acumula un 
valor en ese punto. La gráfica 3.15 da una acumulación en cero mayor que la gráfica 3.16 
debido a la estimación de la estadística suficiente minimal. En ambas gráficas puede 
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apreciarse que a medida que θ  tiende a ser grande las dos funciones de distribución 
acumulada son materialmente iguales. 

 
Gráfica 3.15     Gráfica 3.16 

 
 

 

Obteniendo ahora la distribución fiducial se deriva la expresión (25): 
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∂
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+⎛ ⎞⎜ ⎟Γ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎛ ⎞⎝ ⎠= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∫

∑∫
 

 
 

 
85



 
 

( ) ( )
2

0

2
0 0 2

2 1
! 2

i

s

fid n i
i

e
if m u d

i

θ θ

θ
θ

∗ ∗
−

∞
∗

+⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎛ ⎞⎝ ⎠= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∫ u                  (26) 

 
 

Donde ( )2
2

n im u+⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= densidad de una Ji-cuadrada central, por lo que 

( )
0

02
0 2

2;
2

s

n i
n im u du M s+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

+⎛= ⎜
⎝ ⎠∫ ⎞

⎟  es la distribución acumulada de esa Ji-cuadrada central 

con 2
2

n + i  grados de libertad. Por lo tanto la densidad fiducial de θ  es la suma de un 

infinito número de distribuciones acumuladas Ji-cuadradas centrales ponderadas por dos 

factores, uno la densidad Poisson y el otro  1
2

i
θ

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 

La distribución posterior para este ejemplo es dada en Stein (1959) para 2

1

n

i
i

μ
=
∑ , la cual es 

una Ji- cuadrada no central con n grados de libertad y parámetro de no-centralidad 

.  2

1

n

i
i

S x
=

= ∑

( ) ( ) ( )

( )

1 2 1
2 2

1 20 2

/ ;    
2!2

2

n jj
s

n jj

s e
s e

n jj

θ

θ
π θ θ

+ − −
∞

+=

0= ≤ < ∞
+⎛ ⎞Γ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑                 (27) 

 
Es claro que las expresiones fiducial (26) y Bayesiana (27) son diferentes, pero esto no 
impide que se parezcan numéricamente, como puede apreciarse en las gráficas se 
parecen mucho cuando la θ  es grande, pero difieren y se muestra la masa cuando θ  
tiende a cero. 
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Gráfica 3.17     Gráfica 3.18 
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Conclusiones 
 
 
Este trabajo da un recorrido primeramente por el método clásico del cálculo de intervalos 
de confianza, a través del uso de cantidades pivotales, revisando la más común que es la 
cantidad pivotal exacta, pero como no es siempre fácil proponerla para algunos 
problemas, se requiere encontrar alternativas que permitan calcular los intervalos, por lo 
que se señala el uso de cantidades pivotales asintóticas, mostrando un resumen que 
Sprott dio sobre ellas. 
 
Desde que Fisher (1930) expuso su argumento fiducial, siempre ha sido controversial, 
pero dio una alternativa importante para la construcción de intervalos. Así en este sentido 
se mostraron también los argumentos fiducial y fiducial implícito para el cálculo de los 
intervalos, que ahora bajo este enfoque reciben el nombre de intervalos fiduciales y se 
señaló que cuando las distribuciones vienen de familias de grupo existe coincidencia con 
estos últimos intervalos y los de confianza calculados con las cantidades pivotales. 
También se revisó el procedimiento Bayesiano para la construcción de intervalos de 
probabilidad (a-posteriori) de densidad máxima, señalando que se da una coincidencia 
con los intervalos fiduciales cuando en los primeros se da una distribución inicial (a-priori) 
del parámetro θ , no informativa, y el modelo es de grupo. 
 
Al final de las secciones fiducial y Bayesiana, se expuso el ejemplo de estimar el 
parámetro por un intervalo fiducial y de probabilidad de densidad máxima de la función 
Bernoulli, donde resultó que la distribución fiducial no coincide con la distribución de la 
cantidad pivotal aproximada usada en la forma clásica y que tampoco concordó con la 
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distribución final, cuando se dio una distribución a-priori de  no informativa como p

( ) ( )
1 1
2 21p p pπ

− −= − , pero numéricamente, se hizo evidente, que difieren muy poco. 

 
Esta característica de diferencia algebraica pero de gran semejanza numérica se mostró 
en el capítulo 3. A través de tres ejemplos se revisaron las condiciones de Lindley sobre 
la coincidencia de las distribuciones fiducial y final, mostrando con dos de ellos que al dar 
parámetros que no son de localización efectivamente no se tendrá igual forma algebraica 
de las dos distribuciones, pero al graficarlas, el parecido es notable y con el último 
ejemplo se reveló una función fiducial que mostró en el valor cero del parámetro una 
acumulación, difiriendo completamente de la distribución final, pero ello no impidió que su 
aproximación numérica fuera buena. 
 
Se puede concluir que los argumentos fiducial y Bayesiano seguirán teniendo críticas, 
pero fue interesante mostrar que a pesar de todo, son enfoques que en ciertas 
condiciones coinciden entre sí y con el método clásico; pero que además cuando esas 
condiciones no se dan, la aproximación numérica es excelente; esta coincidencia muestra 
algo importante en el sentido de que el procedimiento fiducial debe tener “algo” que le 
permite generar aproximaciones excelentes. 
 
Por estas aproximaciones me permito decir que vale la pena intentar un enfoque, como es 
el fiducial, para hacer inferencias del parámetro con la cualidad de dar una distribución de 
probabilidad al parámetro a estimar y conservar el hecho de que la muestra al ser 
observada se vuelve fija, crítica que ha sido avasallante en la estadística clásica. 
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