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Introduccion

Uno de los temas importantes en la inferencia estadistica, es el problema de la estimacion
por intervalos. El procedimiento méas visto y desarrollado en los libros de estadistica es el
de la construccion de intervalos de confianza basados en la cantidad pivotal; ignorando
que existen otros procedimientos y enfoques que permiten de igual manera hacer

inferencia via intervalo de uno o varios pardmetros.

Uno de los objetivos de este trabajo de tesis es el de mostrar un panorama de los
enfoques clasico, fiducial y Bayesiano para el calculo de intervalos de confianza,
intervalos fiduciales y los de més alta probabilidad final, respectivamente. Siguiendo estas
construcciones, el siguiente objetivo radica en que el lector vea como las funciones de
densidad fiducial y las funciones finales coinciden para algunos ejemplos, bajo ciertas
condiciones; y como ultimo objetivo es mostrar que cuando las condiciones no se
cumplen, los enfoques fiducial y Bayesiano algebraicamente arrojaran resultados

diferentes, pero numéricamente muy parecidos.

En cada capitulo se muestra la teoria relacionada al tema propuesto y se ilustra con
ejemplos para hacer una mejor discusion del mismo, asi en el capitulo | se proporciona la
herramienta béasica para la estimacion por intervalos con el punto de vista de la
estadistica clasica, revisando la utilizacion de cantidades pivotales tanto exactas como
asintoticas terminando con resultados asintoticos que Sprott (1975) desarrollo para la

estimacion por intervalos.

En el capitulo 1l se revisa el tema de estimacion por intervalo desde los puntos de vista




fiducial y Bayesiano. En una primera parte se inspeccionan las nociones bésicas del
enfoque fiducial basado en la utilizacion de cantidades fiduciales y también se dan los
conceptos necesarios de este procedimiento para cuando no se hace uso explicito de
cantidades pivotales. En la segunda parte se exponen de manera abreviada el enfoque
Bayesiano para la construccion de intervalos de probabilidad y se hace una comparacion

de los tres, a través de ejemplos.

En el capitulo Ill se hace un resumen de las caracteristicas basicas de las distribuciones
fiduciales y se dan los razonamientos de contrastabilidad para luego, a través de
ejemplos, revisar que lo que indica Lindley (1961) de que existe coincidencia en las
distribuciones fiducial y alguna posterior bajo ciertas condiciones en términos de
transformaciones en los parametros; pero también se hace hincapié a través de ejemplos
que cuando se viola una de las consideraciones de Lindley, efectivamente se tendran
diferentes expresiones para las distribuciones fiducial y posterior, pero su parecido

numérico extraordinario.

Por Ultimo se presentan las conclusiones y la bibliografia que sustenta este trabajo.




Capitulo 1
Estimacion por intervalos: uso de pivotales

Introduccion

En este capitulo se hara una revision somera de la funcion de verosimilitud, de las
estadisticas suficientes y su relacion con la informacion de Fisher, con el fin de mostrar su
aplicacion en la estimacion por intervalos a traves del procedimiento de la cantidad

pivotal; con diversos ejemplos se muestra su uso y sus caracteristicas.

1.1. Informacion y suficiencia

1.1.1. Funcién de verosimilitud

Para construir un intervalo de confianza de un pardmetro & de una funcion de densidad,
es necesario disponer de mecanismos que permitan relacionar la informacion muestral

con dicho parametro y una via es la funcién de verosimilitud.

Si se considera una muestra aleatoria, entonces todos y cada uno de sus elementos u
observaciones se suponen son variables aleatorias independientes (v.a.i.) y con la misma
funcion de densidad de probabilidad que la poblacion. Como en esta Gltima se desconoce
el verdadero valor del pardmetro 6, cada uno de los elementos de la muestra presentara
una funcion de densidad de probabilidad que también depende de 6, por lo que la funcion

de densidad de probabilidad conjunta de la muestra es:




f (X X3 0)=T(%;0)- F(x,;0)

Esta funcion conjunta se denota por f (x;6).

Se tienen dos consideraciones importantes respecto a esta funcion conjunta:

a) La muestra observada, x, se considera variable y 6 toma un valor fijo, aunque
desconocido, del espacio parametral @, entonces f(x;6) es la funcion de

densidad de probabilidad conjunta de la muestra, evaluada en x.

b) Por otro lado al considerar que la muestra x es fija y el pardmetro & puede tomar
cualquier valor en © indica que f(x;8), ahora denotada por L(&;Xx), sea s6lo

funcion del pardmetro y lleva al concepto de verosimilitud, como una medida de la
credibilidad de los distintos valores del parametro, esto quiere decir que la
verosimilitud en realidad informa sobre la “plausibilidad” de ciertos valores de &
relativos a otros valores de & y por ello no tiene una escala definida. Por lo

anterior suele considerarse la funcion de verosimilitud como L(8;x) e f (;Xx).

1.1.2. Suficiencia

Para hacer inferencias sobre el vector € se parte de la informacion que pueda suministrar

la muestra aleatoria, X =(X,,..., X, ), resumiéndose en una estadistica S(X).

Al resumir la informacion en S(X), se puede preguntar si no se pierde informacion

acerca de @. La respuesta la da Fisher (1922) mostrando que una estadistica es

suficiente para efectuar inferencias sobre & cuando logra resumir el contenido de




informacion relevante suministrada por la muestra. Esto es, habiendo observado S(X),

ninguna otra estadistica, funcion de X, puede proporcionar informacion adicional acerca

de 4.

Lo anterior significa que si una estadistica S( X ) es suficiente, el conocimiento minucioso

de los elementos muestrales no afiade nada mas sobre @ que no hubiera proporcionado

S(X). Esto es lo mismo que decir que la distribucion de X condicionada a que la

estadistica S(X)=s no dependa de &; si sucediera lo contrario, indicaria que al analizar

detalladamente a X , alin conociendo S( X ) ='s, se tendria informacion adicional de 6.

Fisher proporciona un criterio sencillo para comprobar la suficiencia de una estadistica,

que es el siguiente:

Teorema 1.1. Factorizacion. (Estadistica suficiente)

Una condicion necesaria y suficiente para que la estadistica S(X) sea suficiente es que
la funcion de verosimilitud de la muestra, L(&;x) se descomponga como el producto de
dos funciones; una g(s(x);6) que depende de x a través de la estadistica s(x), y del

parametro; y otra funcion, H (x), que es independiente de &, es decir:

L(6;x)=0(s(x);0)-H(x) (1)
Un resultado importante sobre suficiencia es el siguiente:
Teorema 1.2.

Un estimador maximo verosimil 0 un conjunto de estimadores méximo verosimiles

dependen de la muestra a través de un conjunto de estadisticos suficientes.




El resultado se deriva de la aplicacion del teorema de factorizacion, ya que si S=s(X)

es suficiente, entonces la funcion de verosimilitud puede escribirse como:

L(e:x)=]]*(x:¢)
i=1
=9(s(x):0)-H(x)
Como una funcién de @, L(6;x), tendra su méximo en el mismo lugar que g(s(x):6);

pero este lugar donde g se maximiza depende de x sélo a traves de s.

Como ya se refirid anteriormente, el concepto de suficiencia permite condensar la
informacion que proporciona la muestra, sin perder la que se tiene sobre el pardmetro,
pero puede haber mas de un conjunto de estadisticas suficientes para el pardmetro en

cuestion.

Si se toma una muestra de una poblacion normal con media y varianza desconocida, se

puede ver que, al menos hay tres estadisticas suficientes para los parametros:

) La muestra X,,..., X, en si misma es suficiente, obviamente;

i) Las estadisticas de orden Y, =min{X,,...,X},...,Y, =méx{X,,..., X,}

también constituyen un vector suficiente, y

n n
1) Finalmente, el vector conocido con dos componentes » X, > X? resulta

i=1 i=1

también suficientel.

! Cabe sefialar que se pueden tomar funciones de ellas y generar otras estadisticas suficientes como: X

> (X, - X!
SZ — i=1 .
n




Entonces, se buscaria de entre las posibles estadisticas suficientes, la que mas condense

la informacién que se tiene. Ello conlleva al concepto de lo que se conoce como

estadistica suficiente minimal, que para este ejemplo resulta ser > X, y > X?.

i=1 i=1

Esta condensacion de la informacion del pardmetro se da en el concepto de estadistica

suficiente minimal, por lo que ésta se define como:

Definicion 1.1. Estadistica suficiente minimal
Una estadistica suficiente se define como suficiente minimal si y sélo si es una funcion de

cualquier otra estadistica suficiente.

1.1.3. Informacion de Fisher y estadistica suficiente

Toda la informacion disponible sobre un pardmetro esta contenida en la muestra. Fisher
indica que una buena medida de qué tanta informacion existe, esta dada por el cambio
que muestre la verosimilitud ante variaciones del pardmetro. El tamafio del cambio de

L(¢;x) ante variaciones del parametro ¢ indicaria cuanta informacion sobre dicho

parametro contiene la muestra.
Asi, Fisher define una cantidad aleatoria, el score o0 puntaje como:

ologL(6; X)

Gl ' @

el cual recoge los movimientos de la funcién de verosimilitud ante cambios infinitesimales
de 4.




Para medir la informacion que la muestra proporciona sobre &, Fisher considerd la matriz

de varianza-covarianza del score y la llam¢ informacion 2

aqogL(a;Z)} 3

I(Q)z_E[ 6006

[ J

La informacion suministrada por una estadistica S(X) es siempre igual 0 menor a la
dada por la muestra si y s6lo si S(X) es suficiente conteniendo la misma informacion de

la muestra.

1.1.4. Principios de inferencia

Principio de suficiencia

Si la estadistica S(X) es suficiente para el parametro 6,y S(x )= S(x,), entonces la

misma inferencia puede ser considerada si se observa x 0 x,.

Principio de verosimilitud

Seanx y x, dos posibles muestras de f (x; 6?), si las verosimilitudes son “las mismas”,
esto es, Si
L(6:%)xL(6:x%,) (4)

entonces la misma inferencia debe ser obtenida con x 0 con x,.

2 Para obtener la varianza del score deben cumplirse las condiciones de regularidad de Fisher-Wolfowitz:
1. Lapoblacion de donde procede la muestra tiene un campo de variacion que no depende de 6.

2. Lafuncion L (6;x) tiene al menos las dos primeras derivadas respecto a 6.
3. Las operaciones de derivacion e integracion (o suma en el caso discreto) son intercambiables.




Principio fuerte de verosimilitud

Considere dos muestreos en la que aparece el mismo pardmetro &. En el primero se

observa una muestra x y se evalla la verosimilitud L, (&;x). En el segundo se observa
y Y la verosimilitud es L, (6;y). Si L (6;x)L,(6;y), entonces las inferencias sobre

o utilizando x o y de su correspondiente esquema, deben ser idénticas.

Existe la nocion de equivalencia en verosimilitud en la que para x, x S
L(6;%) < L(6;x,), se dice que x es equivalente en verosimilitud a x,. Esta definicion
presupone que las posibles x s pertenecen al soporte? de la distribucion. Se dice que x
esta en el soporte si existe & para el cual L(6;x)>0 . Obsérvese que si se eliminan las
x’s que no estan en el soporte, no significa nada, pues una x que no esté en el soporte

equivale aque f(x;0)=0, V@.

La suficiencia minimal de una estadistica suficiente S puede constatarse, si es que, cada

vez que x es equivalente en verosimilitud a x, (ambas en el soporte) se sigue

necesariamente que S(x )= S(x,).

La equivalencia en verosimilitud produce una particion en el espacio muestral
(intersectado con el soporte), dada por las clases de equivalencia que corresponden a la
particion que induce una estadistica suficiente minimal. Resulta, entonces, inmediato que

cualquier funcion uno a uno de la estadistica suficiente minimal es suficiente minimal.

3 El soporte es entendido como el dominio donde toman sus valores las X.




1.2. Estimacion por intervalos

En inferencia estadistica suele hacerse la llamada estimacion puntual, que es construir un
estimador (funcion de la muestra) que dé una idea del valor paramétrico de interés. Desde
luego que como cantidad aleatoria, el estimador fluctuara y se buscara que “oscile poco”

alrededor del verdadero valor.

Existe como nocidn en la inferencia estadistica, el llamado “error de estimacion” que no es
mas que la desviacion estandar del estimador, y con ello se estila utilizar la llamada “regla
empirica”. Esta proporciona un procedimiento para apreciar un intervalo y presupone
muchas cosas sobre la poblacion y la muestra, que no siempre pueden cumplirse, como
lo es el tener una muestra grande que garantice normalidad del estimador, al menos
aproximadamente. Existen desde luego otros procedimientos para realizar una estimacion

por intervalos aparte de la regla empirica que seran revisados en este capitulo.

1.2.1. Regla empirica

De la estimacion puntual se puede inferir por medio de la regla empirica y construir un

intervalo que permita asegurar:

1) Es “probable” que 96[(9 1/var 6?, 6+ | var 9)]
2) Es “muy probable” que ee(é—z,/var(é), é+2,/var(9)}
3) “Casi seguramente” se tiene que 6 [ —3,/var é 49+3,/var J

donde & es el estimador puntual de & y var( ) representa la varianza estimada de @




Es importante sefialar que en los incisos anteriores los coeficientes que acompafan a la

1/var(é) (1, 2, y 3 respectivamente) corresponden al 64, 95y 99% aproximadamente de

una distribucion normal.

El problema de utilizar la regla empirica es que se necesita que & tenga una distribucion
aproximadamente normal. Cuando hay colas pesadas o asimétricas en la distribucion se

obtendrian con este procedimiento a intervalos erroneos.

Una aparente salida a este problema es la consideracidn muestras “grandes” que
permitan proponer estimadores que posean las cualidades de consistencia y normalidad,

lo cual garantizaria una situacion apropiada para la aplicacion de la regla empirica.

Desafortunadamente no es sencillo en cada caso concreto poder aseverar que la muestra
es “grande”. En algunos casos n = 100,000 ain no es “grande”. Por ejemplo si se toma
una muestra con n=7de una funcion Bernoulli* con parametro (supuestamente
desconocido) con valor cercano a 0.5, es asombroso lo bien que aproxima a la verdadera
distribucion de X (media muestral), una distribucién normal. Sin embargo si el valor del
parametro fuese, por ejemplo 0.001, la verdadera distribucion de X es muy distinta de la

considerada anteriormente.

1.3. Intervalos de confianza

Con las consideraciones del apartado anterior sobre la estimacion puntual, se busca

‘f(xp)=p(1-p) " ;x=01




ahora, proponer una forma alternativa de conocer el pardmetro ¢ de una funcion

f(x0), utiizando Unicamente la muestra, x,...,x, Y la distribucion asociada a ella.

n

Dicha propuesta contempla la estimacion por intervalos.

Los intervalos de confianza pueden definirse como subconjuntos aleatorios del espacio
parametral ®, en donde la probabilidad de que contengan al verdadero valor del

parametro 6 es y=1-a«a .

A continuacion se dara una definicion formal de un intervalo de confianza y después de

region de confianza.

Definicion 1.2. Intervalo de Confianza

Sea el vector X =(X,,..., X,) de variables aleatorias con funcién de distribucién conjunta
dependiente del parametro 6 y sean L(X) y U(X) dos estadisticas, con
L(x)<U(x). El intervalo, habiendo observado X =x=(x,...x,), [ L(x).U(x)], es
llamado intervalo al (1-«)x100% de confianza para & si:

RIL(X)<0<U(X)]=1-a. ®)

Definicion 1.3. Region de confianza

Sea X =(X,,...X,) un vector de variables aleatorias con funcion de distribucion

n

conjunta dependiente de un vector de parametros 6 e ®y sea R(X) un subconjunto de

10



©, dependiente de X y por tanto aleatorio. Entonces R(x) es llamada region al
(1- ) x100% de confianza para @ si:

P[0eR(X)]|=1-a. (6)

Se pueden obtener diversos intervalos o regiones, segun sea el caso, por lo que debe
haber criterios para comparar unos u otros. Un criterio de optimalidad es lograr la region
que sea estocasticamente méas pequefia, es decir, dado algin valor pequefio « y dos

regiones de confianza distintas, por ejemplo R (x) y R,(x) para el parametro &, se
dice que R (x) es preferible a R,(x) si se satisface lo siguiente:

P(0'eR(X);0)<P(0'eR(X);0) VO'#0ec®

Lo que indica que R (X) es estocésticamente mas pequefia que R,(X), si la confianza
de que R (x) contenga un valor parametral equivocado &', es menor o igual que la

confianza de que R,(X) lo contenga.

Hay otros requisitos para la construccion de regiones de confianza que ya no se discuten

aqui, como lo es el que exista “anidamiento”, ver por ejemplo a Aznar (1984).

11



1.4. Procedimientos de construccion de intervalos

usando la cantidad pivotal

1.4.1. Cantidad pivotal

Para la construccion de regiones o intervalos de confianza pueden usarse cantidades

aleatorias que dependen tanto de la muestra X como del parametro 6 y cuya

distribucion es unica, a esto se le conoce como cantidad pivotal exacta.
Definicién 1.4. Cantidad pivotal exacta

Sea X,..X, una muestra aleatoria de wuna densidad f(x@). Sea
Q=0Q(X,,...,X,;0) una funcion de X,,...,X, y de #. Si Q tiene una funcion de
distribucion G(q) (G(q)=P[Q<q]) que no depende de 6, entonces Q es llamada

cantidad pivotal exacta.

Ejemplo 1.1.
Sean X,,..., X, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (iid)

Exp(2) (f(x1)=4€"; 1>0), una cantidad pivotal exacta es:
Q=1) X,
i=1
que depende solamente de X,,..., X, y de 4, su funcion de densidad es gama con

parametros de forma n y de escala 1, es decir, g(q) = iq”*le*q; g>0.

r(n)

12



Cuando se apela a la teoria de “muestras grandes”, se define una cantidad pivotal

asintotica como aquella funcion Q, =Q,(X ;) de la muestra y el parametro, cuya

distribucién G, (q), en el limite es G(q), independiente de 6.

Ejemplo 1.2.
Sean X,,..., X, variables aleatorias iid con funcion de densidad de probabilidad:
2

f(x;@):%; 0<x<40

El estimador méaximo verosimil de & es Y, = méx{X,,...,X,} y si n es grande, se tiene

que la cantidad pivotal asintética es:

_(3n+1)Y,-3n0
- 3n
3n+2

~N(0,)

n

0

Se han mostrado dos ejemplos faciles que permiten obtener expresiones relativamente
sencillas para la cantidad pivotal; en la practica esto no siempre se cumple, por lo que a

veces no se sabe que cantidad pivotal utilizar.

Mood, Graybill y Boes (1974) sefalan el procedimiento usando la cantidad pivotal y
comentan las caracteristicas que tiene y aclaran que si la estadistica suficiente para &

tiene una distribucion continua, entonces siempre es posible construir la cantidad pivotal

X,) es suficiente para ¢ y P[U<u;@]=H(u;6) es continua, entonces

13



1.4.2. Procedimiento de la cantidad pivotal
Se supone que se tiene X,,..., X, variables aleatorias iid con funcion de densidad de
probabilidad f (x;0) parametrizada por &, el procedimiento descrito a continuacion se

puede usar para & o para z (&) como funcion real de 6.

Sea Q=Q(X,,...,X,;#) una cantidad pivotal exacta y para algun valor fijo » (0,1),
donde y =1-«, existirdn q, y q, dependientes de » tales que:

P(q<Q<gq)=7. (7
Si la distribucion de Q es continua, para cualquier  uno puede obtener ¢, y d,.

Si la distribucion es discreta hay limitaciones, ya que no se tendria en (7) la igualdad.

Si para cada posible valor muestral x,..,x, se tiene ¢ <Q(X,...X,;0)<0q,
St (X, X,)<7(0)<t,(x,...,%,) para funciones t, y t, (no dependientes de &),
entonces (t,,t,) es el intervalo de confianza al y x100%, 0 bien cominmente conocido

como (1-«)x100% para z(0).

Acotaciones con respecto al procedimiento.

1. Para algun valor fijo de y, hay muchos pares posibles de nimeros ¢ y g, que

pueden ser seleccionados para que se dé P(q <Q<q,)=y, por lo que

14
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i s?

diferentes g, y g, producen distintos t’_, en el caso en que el interés sea en
(), asi que lo deseable es que t, y t, no estén tan alejados, significando que

la longitud del intervalo sea pequefia, es decir:
b (% %0) (Ko X,) = L (%)

y entonces, al escoger bien g Yy q,, se tendra que la longitud del intervalo,
LI (X,...%,), sea minima. Si no es posible que la eleccién de ¢, y a,, que
dependen de x,...,x, conduzca siempre a que LI(x,..,x,) sea minima,

entonces se buscaria que, en promedio LI (x,...,X,) sea pequefia.

2. La cantidad pivotal en la desigualdad o, <Q(x,,...,X,;6) <0, puede ser reescrita

0 pivoteada como: t, (X,,..., X,) < 7(0) <t, (X,...., X,)-

Ejemplo 1.3.
Tomando los datos del ejemplo 1.1. y la cantidad pivotal calculada, se tiene: X,,..., X,

va. iid Bxp(4) y Q=1) X, el intervalo de confianza se calcularfa como:

i=1

P(qlgﬂzxi§q2)=1—a,quedando pl-2 <1<-% o714,

Sx ¥

donde q, y g, cuantiles de una funcion de distribucion gama(1,n), denotada G(-;1,n)
pudiéndose escoger por ejemplo a=G(q;Ln) y b=1-G(q,;Ln) con a=pa Y

b=(1-p)a, se obtiene entonces a+b=«a, con pe(0,1). Pero estos cuantiles no

15



implican que se tendria el intervalo méas corto; si se quiere precisamente el intervalo de
longitud méas pequefia, entonces se requeriria que la longitud del intervalo se minimizara
1

n

> %

i=1

bajo ciertas condiciones; es decir: LI (x,...,X,)= (0,—¢,) sea minima sujeta a

que L‘ZZ e (1n) q"'e “dg=1-«, es decir, se deben encontrar valores g, y g, tales que
1

q et =g e® sujeto a que j:zr—q”‘le‘qdq =1-a, asi el intervalo de probabilidad

(n)

resultante para la pivotal Q contendra los valores de g con densidad méaxima.

Ejemplo 1.4.

Encontrar el intervalo de confianza para la varianza de una N(u,0?)

f(x;y,az)z—2 ,con u y o desconocidas.

3 (X, - X

Sean X,,...,X, V. a. iid N(u0c°), entonces = ~ Xy ¥ N intervalo para

2

o basado en una cantidad pivotal quedaria:

F>[—Z()g %) e 2R _7)2}1_0!
0, G

El objetivo seria minimizar el intervalo, asi que la longitud quedaria expresada por:

CE(-®) E(x-x) o1 1
e T . —Z(H)LE‘q—J

LE(X,... %,

16



Se trataria de minimizar h(q11q2) = Z()ﬁ —i)z [i_ij .o que conduce a minimizar el
G 9%

factor é_qi Este problema fue visto por Take y Kett (1959), y para que sea minima
2

esa longitud del intervalo, q y q, deben ser cuantiles de una ;((zms) generando un

intervalo para la varianza .

Ejemplo 1.5.

Se quiere construir un intervalo para p el coeficiente de correlacion de la distribucion

normal divariada, con densidad:

1 Al )

f(xvy)=
() 2700, (1- p° )1/2

—00 < X, Y <00} =00 < 4, i, <0, 0,0, > 0; | p| <1

o, i, p desconocidos.

R i i _ _ Op _
eparametrlzando, tomando primero a poo,=0, > p=—"—, 0, =
0,0, o,p o0

n

2E(X=%)(% - V)

considerando a su estimador, se tiene: &, = 6,6, p ==

Sustituyendo en la funcion de densidad conjunta

_fz{pzag o 22 oY Y kil 2}
1 21/262(1/3) ( ] [ ][ ] [ ] :
270, (Pfj

)

f(xy)=

17



Existe en la literatura la llamada pivotal de Fieller (1954), que esta dada por Y — pX,

Z=Y-pX -~ N(o,%(aj ~2p0, +p2c712)}= N(0,02)
o7 _%(02 ~2p0y, +p°or )

ZZ
2 Var(Z)
zZ ~ 1 r
«@) " T
Var(Z)
n-1
ZZ
F
- Var (Z) )
n-1

Tomando el intervalo al (1-«)x100% de confianza:

=2

4
P 2 202
S -2pS,+p°S
n-1

<q|=1-«

donde q-~Fy<, obien \Joq~t <.

Trabajando la desigualdad del intervalo se llega a:

18



(o2 0 S P qszz
- -2 ——= —-—=<0.
r» (X n 1SlJ 'O(Xy n—ljer n-1

Renombrando los coeficientes de la expresion anterior:

2 2
A:72_£' B:(W_q_%)' C_VZ_QSZ
n-1 n-1

la desigualdad queda como:
Ap*—2Bp+C<0

0 lo que es lo mismo

—\/BZ—AC+B< JB’-AC +B

<
A P A

Resolviendo los casos
2 B
1. B — AC = O = pP= Z

2. Si B’ - AC>0= B®> AC, hay dos raices reales diferentes.

3. Si B>~ AC <0 no hay raices reales y no existe el intervalo.

Si se tiene ademas que p = %, entonces:

w3 -
B_ Y 1 (n-1)w-as,
XZ

A o aS  (n-1)
n-1

=2 se puede tomar como aproximacion p =

3.2

si se considera que

| <
| <
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Este problema se ha estudiado por diversos autores como Tsui y Tang (2005), Ruben
(2002), Bin Dong (2004) y la solucion que se proporciond ha recibido muchas criticas

debido al uso de aproximaciones.

El problema fundamental es que no siempre es facil proponer una cantidad pivotal, para
de ahi calcular el intervalo de confianza, por lo que se hace necesario encontrar

alternativas.

1.4.3. Uso explicito de la estadistica suficiente minimal

Considérese la funcion de verosimilitud, funcion de € para x,...,x, =x fija, y puesto
que L(6;x), se puede factorizar para S suficiente. Esa factorizacion es el producto de

dos funciones tales que:

n

L(6,x)=]]f (%:60)=09(s(x);0)H(x) VOO (8)

i=1
donde g depende de la estadistica suficiente y de &, mientras que H sélo depende de

la muestra observada.

Se puede concluir entonces que la verosimilitud es proporcional a la funcion de densidad

de la estadistica suficiente.
L(6;x) ec g(s(x):0) 9)
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Considérese elegir S(x) minimal, y basar en ella la inferencia sobre @, asi se cumple

automaticamente el principio de verosimilitud de Fisher.

Al aplicar técnica de cantidad pivotal para el calculo del intervalo, pero usando una
exacta, se busca una cantidad aleatoria que sea funcion de la muestra, a traves de la
estadistica suficiente minimal y del parametro en cuestion, cuya distribucion sea Unica

para cualquier 6 €0©.

Para construir cantidades pivotales exactas puede usarse un procedimiento que se ha
llamado universal, que se basa en la transformacion con la integral de probabilidad
usando la funcion de distribucion de la estadistica suficiente minimal, siempre y cuando

esta Ultima sea continua.

Sea G*(s;¢) la funcion de distribucion continua de S(X), a la que se le aplica la
transformacion con la integral de probabilidad, definiendo la cantidad pivotal exacta como:
Q(s(X):0)=G*(s(X):) (10)

La cual tiene una distribucion uniforme en el intervalo (0,1), independiente de 6.

Ejemplo 1.6.

Supdngase que X,,..., X, son variables aleatorias iid f (x,&), donde

1.
__ < x<

f(x0)=10 ° 0<x=0
0

en otro caso (eoc)
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La estadistica suficiente para €, al aplicar el teorema de factorizacion queda

S(X)=méax{X,,...,X,}, porlo que L(H;g):% oo 2| {mxx gg]_

o" 1<i<n

La estadistica S(X) tiene funcién de distribucion continua dada por:

Donde F, (s;8) es la funcion de distribucion acumulada de las variables X,,..., X, ,
0 si x<0

X si0<x<6
0

1 si x>0
Calculando con esto la cantidad pivotal exacta se tiene,

S n
Q(s(x):0)-6*(s(x):0)-( 5| ~u 0
. , . S S
El intervalo de confianza para @ al (1-«)x100% quedaria (F@] conq Vg,
2

cualquier par de cuantiles de una funcién de distribucién acumulada de la distribucion

Uniforme (0, 1), que satisfagan (5).
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1/n 1/n = 1/n 1/n

Si se quiere minimizar el intervalo, entonces: Ll(xl,...,xn)z S S[ L J
4 -4 4 @

se esperaria escoger ¢, y q,, dado que es de la U (0,1), tales que g, =ke Yy por tanto
para cumplir la confianza de (1-a)x100% g, debe ser 1-(1-k)a, donde ke(0,1),

1 1
(k)™ (1-(1-k

entonces LI (xl,...,xn)=S[ ) MJ, como S es fija, entonces se
(24

1 1
(ka)" (1-(1-K)a)"

considera a R(k)= la funcion a minimizar, tomando su

derivada, se tiene:

1+n

- - 1+n
=& (llﬁ+kj Kk "

La funcion R(k) es mondtona decreciente en el intervalo [0,1], por lo que alcanza el
minimo valor cuando k=1; al sustituir este valor en g =ka y en q, =1—(1—k)a,

resulta q=c y g, =1; por lo que el intervalo mas pequefio al (1-a)x100% de

confianza para & es de la forma (S, %)
a

Ejemplo 1.7.
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X2

Sean X,,...,X, V. a. iid Rayleigh(®), es decir f(x,e)zge”;x>0, la estadistica

n

> X?, cuya funcion de densidad de probabilidad

i=1

suficiente minimal para 6 es S(X)

esgama (a =n, 8 =26) ¢y funcion de distribucion continua:
0 s s<0
G* ) = S 1w
(SO=1[mY " 4y & 0<s<or

* T(n)

Se tiene que la cantidad pivotal exacta es:

Q(s,0)=G*(s,0) :%J‘év\f‘*e‘wdw

con distribucion uniforme (0,1).

Para mostrar el célculo del intervalo de confianza se hara la suposicion de que n = 4, por

lo que este intervalo para 6 al (1-a)x100% es:

P(q<Q<gq,)=1-a
A2 220 o720

480° 867 20

P(q<— +e””+1<%j:l—a

con q y g, cualquier par de cuantiles de una funcion de distribucion acumulada de la

Uniforme (0, 1), que satisfagan (5).

Es importante hacer notar que efectivamente se puede encontrar una expresion para la

cantidad pivotal exacta, pero ésta no siempre es sencilla, como se aprecia en el ejemplo

3o
*g*(s0)= 20 ; >0

rn
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1.7. y esto se convierte en la principal limitante para encontrar el intervalo de confianza

para @, ya que el despeje del parametro no resulta facil.

1.4.4. Importancia de los valores q y g,

Se pueden escoger muchos pares de valores ¢ Yy g, para cualquier nivel fijo y=1-«
que satisfaga P(q, <Q<0q,)=y, pero se busca que el intervalo de confianza para 6,
sea lo més pequefo posible; esto se logra escogiendo aquéllos que hagan la longitud del
intervalo para @ lo mas pequefia posible en promedio. Si esta longitud no es aleatoria, se
pueden escoger cantidades o y ¢, tales que g(q,) =g(q), donde g(-) es la
distribucion de la cantidad pivotal, con lo cual se asegura que g, — g, Sea minima para
y =1-« fija. Silalongitud es aleatoria, entonces se puede recurrir al intervalo mas corto

en promedio, 0 sea, con longitud esperada mas pequefa, pero ese no es el interés.

1.4.5. Aplicacion del procedimiento pivotal con uso de la
cantidad pivotal asintética

Como fue referido anteriormente no siempre es posible encontrar la cantidad pivotal y su
distribucion exacta, en estos casos se utiliza una cantidad pivotal aproximada para

calcular intervalos de confianza aproximados para €. Una forma clasica de enfrentar el

problema, es usando el estimador & (maximo verosimil), el cual se distribuye

aproximadamente normal con media & y varianza Var (6), asi

_ﬂ~ N(O,l)

R
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Q(6) es llamada la cantidad pivotal asintética para & .

Cuando se tiene que Var(#) es desconocida se puede sustituir por su estimador

ar(é) en la cantidad pivotal y por la simetria de la funcién normal se tendria que

®(q)-®(-q)=p , con ®(x) lafuncién de distribucién acumulada normal, entonces,

60
—g<—=<q |~y (11)

ar (9)

el cual tiene una confianza aproximada de (1-e¢)x100%.

Cabe observar que esto es la famosa Regla Empirica mostrada en la seccion 1.2.1.

Ejemplo 1.8.
Del ejemplo 1.2. se encontrd6 que de la funcion de densidad dada por

2
f(x;@):%; 0<x<@, con estimador maximo verosimil de & Y, =méx{X,,..., X}

y con n grande, se tuvo que la cantidad pivotal asintética fue:

_(3n+1)Y,-3n0
- 3n
3n+2

Q, N(0,1)

Y calculando el intervalo de confianza al (1-a)x100% para 6 quedo:

Y, (3n+1) /1+i yn(3n+1),/1+£
3n 30 | donde g es el cuantl 1—% de @(x).

q+4/3n(3n+2) ’ —Q+4/3n(3n+2)
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Otro procedimiento estudiado por Sprott para la construccion de cantidades pivotales

asintoticas es usando exclusivamente la funcion de verosimilitud L(6,x)=]] f(x:6) y
i=1

. . ., ologL(8;x
las cualidades vistas en la seccion 1.1. Al observar que E[%—)J =0 yque

(,jlr(alogaLg(e;g)JZ_E[a2 log L(e;g))

00?

Se tiene la cantidad pivotal:

dlog L(6;x)
Q(0)=——£
\/E(é Iog(la_éé’;g)j
dlogL(6;x)
Q(0)= o0 (12)

\/—E(aa;zlog f (9;5)]

2
log f (6 5)] =1.(0) es la cantidad de informacion esperada de Fisher

donde —E[ 0
0

02
para la muestra X, ..., X,,. Elintervalo aproximado para & al (1—«)x100% sera:

dlogL(6;x)
00

le(9)

P| —q< <ql=1l-«a (13)

donde q sera el cuantil (1—%)x100% de una N(0,1) y los intervalos obtenidos como

solucién en @ de
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dlogL(6;x)

q< — 99 g

I (6)
contendran el verdadero valor de @ con una frecuencia relatva de 1-«

aproximadamente. El problema de esto es que es cierto para muestras grandes y

depende de qué tan rapido converge Q(6) a la normal estandar y por lo tanto esto estéa

condicionado a la “normalidad” de la funcion de verosimilitud de 6.

Este problema lo enfrent6 y revisé Sprott (1973, 1984) y encontré que cuando la funcién

de verosimilitud es muy asimétrica o bien tiene colas pesadas, estimaciones del tipo

6=60+c sonengafiosas.

Para construir cantidades pivotales asintdticas, Sprott (1975) se bas6, como ya se
menciond, en la estimacion maximo verosimil. Este planteamiento considera las

propiedades frecuenciales de la estimacion de 4, la cual es solucion de la ecuacion

T(x0)= dlogL(6;x)
00 b
=alogf(l(;&) (14)
06 b
=0
Como se indicd en la seccion 1.1.3 T(X;#) es la funcion score o puntaje.
Bajo condiciones de regularidad apropiadas, se tiene:
E,(T(X;60))=0 (15)
y
0% log(X;6
van (1(0) - -5, T2 |1 0 o
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Donde 1. (#) es la informacion esperada de Fisher para la muestra, la cual es igual a

ni. (¢), que es la informacion esperada de Fisher por unidad muestral x, con

0’ Iog(Xi;é’)}l

e (0) -5, 20

Como los resultados son exactos con muestras de cualquier tamafio, T(X;6) es estable
en la media.

Por otra parte el score puede expresarse como:

0 Iogﬁf(xi;e) )

i1 NV 0 .
v _;89 log f (X;;6) (17)

y aplicando el Teorema Central del Limite, se tiene que asintoticamente iT(l;e)

N

tiene una distribucién limite, N (0, ni. (8)).

El procedimiento de maxima verosimilitud ha sido usado para producir estimadores

puntuales &, que son asintoticamente insesgados, es decir, Eg( 9) ~ 6 para n grande
yVarg( 0)~1:'(0); para n grande. Asf

0+ N(0,12(0)). (18)

Como los resultados son asintdticos, la cantidad

0 -6 (19)
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puede verse como la discrepancia en la estimacion y es asintéticamente estable en la

media.

En el trabajo desarrollado por Sprott (1975) aparece una lista de cantidades pivotales

asintoticas, por ejemplo:

T
T, =
\/VarH(TH()_(;Q))
-

T, = < N(0,2)

e (9)

Tomando (19) y sabiendo (18)

Q1=(3’—9) IE(Q) = N(O’l)

Tanto T, como Q, usan la varianza exacta dada en (16).

Cuando no se tiene I (&) se usan estimadores de éste que son:

|E(a):_59£62 log f (x;e)J

067 i,
. logf(x6o
0=0
Asi
T .N(01
i |E(9) ()
T-———=N(01)

30
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(21)

(23)

(24)
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y en el caso de (19) se tiene

utilizando 1, queda:

Q. =(6-0){15(6) ~N(0,1) (27)

Bajo las condiciones apropiadas, todas las cantidades pivotales asintdticas

T, T, T,, Q, Q Yy Q,;son asintoticamente equivalentes, es decir, para valores grandes
de n, todas tienen la distribucion limite N (0,1); por lo que se puede calcular el intervalo

de confianza y queda:
p(-b<Q,(X;0)<b)=1-« (28)
conb cuantil 1—% de N(0,2).

Los intervalos obtenidos como solucion en & de —b<Q,(X;#)<b contendran el
verdadero valor de @ con una frecuencia relativa de 1—« aproximadamente.

Ejemplo 1.9.

>

Sea X,,...,X,.Vv.a.iidBernoulli(p)7,con L(p;x)=p (1- p)”’z‘

n

Tf(xp)=p(1-p); x=01
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0 _ X N—=Xx
—InL(p;x)="2-—2
op (Pix) p 1-p
2 .
_E[a InL(ZD,Z)J=£+ n
op p 1-p

Por lo que la cantidad pivotal se puede construir como:

nX n-—nx

Q(p)=P—1P __X"P __N(0y).

P

Esta cantidad, tiene el problema de que el parametro p se encuentra tanto en el

subradical como en el numerador y su despeje no es inmediato, por lo que usando una de

las cantidades pivotales propuestas por Sprott queda:

ZinL(p;x)

Q=20 . ~N(0,2)

por lo que la nueva cantidad pivotal es:

. XX , o -
donde p:_x es el estimador méaximo verosimil de p.
n
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Elintervalo aproximado de confianza al (1-«)x100% es:

donde q es el cuantil 1—% de una distribucién N (0,1).

Se hace la observacion de que este procedimiento basado en un acercamiento asintotico
proporcionara resultados “razonables” en la medida en que la cantidad pivotal Q,, en
efecto tenga una “buena” aproximacion normal. Si se tuviera un caso extremo
considerando una muestra de tamafio 10 ensayos Bernoulli, solo se observara un éxito,

jamas se debiera usar este procedimiento, ya que no se tendrén resultados razonables.

Todo lo visto en la construccion de cantidades pivotales muestra como el procedimiento
basado en ellas, consiste en poder encontrar una desigualdad doble en la que el
parametro € quede contenido, lo cual no siempre es facil y es necesario tener claridad en

la manipulacion que permitan esas cantidades.
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Capitulo 2
Argumento fiducial y enfoque Bayesiano

Introduccion

En este capitulo se revisara, a través de los ejemplos del capitulo anterior, la aplicacion
del procedimiento debido a Fisher, que se basa en el controvertido “argumento fiducial”,
obteniéndose intervalos fiduciales, cuya interpretacion es diferente a la de los intervalos
de confianza vistos anteriormente. También se encontraran los llamados intervalos de
“mas alta densidad final”, para cada uno de los ejemplos que se veran en el argumento
fiducial, considerando diferencias y similitudes. Se revisa, también, la obtencién de las
distribuciones finales o a-posteriori y las distribuciones fiduciales en el caso en que las

iniciales (o a-priori), son elegidas como no-informativas.

2.1. Argumento fiducial

En 1930 Fisher introduce un procedimiento, conocido como fiducial, para hacer
inferencias sobre el valor de un parametro @ . Este modo lo hace como alternativo al
procedimiento Bayesiano, en que se obtiene una distribucion sobre @ a partir de una
distribucion inicial y la muestra (a través de la estadistica suficiente minimal). Este
argumento fiducial no utiliza una distribucion inicial, se basa tan solo en las observaciones

disponibles (la muestra), 0 sea (x,,%,,.... X, ).
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En este planteamiento & juega el papel l6gico de una variable aleatoria, sin serlo y S, la
estadistica suficiente minimal, “hace el papel” de un pardmetro que define la distribucion
fiducial de & .

Se supone que la muestra, x=(X%,X%,..,X,), ya ha sido observada y con ella la
estadistica suficiente S=s, ha quedado determinada. Suponiendo la existencia de una
cantidad pivotal exacta Q(s,&) creciente en €, para cada s fija, entonces se cumple

que Q(s,,60)<q < 0<Q7(s,,q) , por lo que, a la desigualdad:

6<Q*(s,q), (1)
se le asocia una “probabilidad fiducial”
Pria (QSQ_l(Sovq)):G(q) (2)

con G la funcién de distribucion de Q.

A Q7 (s,.q) selellama ¢" y es claro que depende de q y de s,, el valor que tomo la

estadistica suficiente minimal S. Puede notarse en:

0 =Q"(s,9) = Q(s,0")=qa. (3)
La funcién de distribucion fiducial surge reescribiendo (2), entonces

oo (0)= Pos (0267)=G(Q(s,67)) =7 ()

Para obtener la funcién de densidad fiducial, en el caso continuo, se debe suponer que G

tiene derivadas continuas y Q(s,.+) es diferenciable respecto a 6, entonces:
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dF;, (6°)

fia (6’*): do"
— dG(Q(SO’H*)) (5)
do )
= g(Q(So,H*))'—anz,le )

donde g es la funcion de densidad de la cantidad pivotal Q.

Se puede tener el caso de que la cantidad pivotal Q sea una funcion mondtona

decreciente en @ paracada s, entonces (4) quedaria:

y la funcion de densidad fiducial seria

0Q(s,.0")

fua (67)=-9(Q(8,6')) — 77— @)

Considerando los dos casos se tiene que la funcion de densidad fiducial para Q(s;&)
monotona en @ para cada s, es:

fru (0) = 9(Q(s.0))

0Q(s,0")
do"

con @ relacionada con y y s, através de
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r=6(Q(s.7)

La funcion de distribucion de @, se escribe como:

. |6(Q(s,67));  Qescrecienteeno
Fig (€)=
@) 1—G(Q(sb,9*)); Qesdecrecienteen ¢ (10)

Para obtener el intervalo fiducial central para &, con “probabilidad fiducial” y y basado en
el valor observado S=s, (como parametro), hay que encontrar cantidades 6’1*y g, tales
que

Pt (‘91* <0< 9;) = Fiq (‘92*) —Fq (91*) =7 (11)

Si ademéas se quiere que ese intervalo sea el mas pequefio, se debe satisfacer, que

¢’y 6, cumplan:

f g (91*): fiq (‘92*) (12)

La interpretacion de los intervalos fiduciales no es la misma que la de los intervalos de
confianza, asi en este caso, se dice que para una muestra particular que se observo y

que produjo el valor s,, el valor del parametro que es desconocido, €, se encontrara

entre ¢ y 6, con una “probabilidad fiducial” » .
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Ejemplo 2.1

Tomando el ejemplo 1.1 se calculara su intervalo fiducial. Sea X,,..., X, una muestra

aleatoria de una Exp(1), f(x4)=4e"l,_, (x), la estadistica suficiente minimal es

S(ﬁ):ilxi donde S(X)-~ r(%,n). En el ejemplo 1.1 se dio la cantidad pivotal, la
i=1
cual es:
Q(S;4)=4S~T(n2)

Se tiene entonces

°@-] T

Aplicando (10) se puede calcular la distribucion fiducial, la cual es:

iy 2™

Frq (ﬂ*) = Io F(n)

e ’dz

Aplicado (5) se tiene que la funcion de densidad fiducial es:

ful(2) =y (49) s

r(n)

Indicando que dado el valor observado S=s,, Atiene como distribucion fiducial una
gama [n i]
'S

El intervalo fiducial seria calculado construyendo A, y A, siguiendo (11):

L _etz=y

J’ﬂ;% "
#s T(n)
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Si ademas se requiere que sea minimo, entonces:
N #\N-1 o
(7)) e =(x)" e

Resultando igual que al calculado en el ejemplo 1.3.

Existen ejemplos en los que no existe una cantidad pivotal clara, en el sentido clasico, de
localizacion y escala; en general de modelo de grupo, en que este procedimiento puede

ser utilizado, como se vera en el capitulo 3 con la distribucion gama («) y con la

exponencial truncada.

2.1.1. Argumento fiducial cuando es explicita la funcion de
distribucion de la estadistica suficiente minimal

Si la propiedad pedida a la pivotal Q(s;#) resulta ser & la misma que la de la distribucion
G, (s;0), es decir, que sea continua en s y G, (s; &) funcion creciente en & para cada s

fija, entonces se cumple que:
Q(sb)<y & G(sb)<y < 0<G'(sy) (13)

(13) se convierte en:
<G, (%.7) (14)

Donde G, es la funcion de distribucion de S con probabilidad fiducial asociada:

®Como Q(S:0) =G, (5;0)~U(0.1), p(Q(S:0)<a:0)=p(G,(S0)<q0)=q VocO.

39



Pria (HSGO_l(SoJ/)):]/ (15)

0" =G, (3,7) = Gy(s,0") =7 (16)

Es importante sefialar que 6* esta relacionada con » por una U (0,1) y con s.

Con (15) y (16), se define la funcion de distribucion fiducial:
Fha (9*) = Prig (‘9 < 9*)
=Gy(s.0") (17)
= 7/_

Para obtener a la funcién de densidad fiducial, se necesita que G, (s,) sea diferenciable

con respecto a @, paracada s entonces,

o dF (6
ffid(e)z%*)

B aGO(sO,H*)
YA

Si se diera el caso de que G, (s, @) fuera continua y monétona decreciente en 6 para

cada s, entonces (17) se reescribe como:

Ffid (9*) =1- Psig (‘9 < ‘9*)
=1-Gy(s,.¢") (19)
=7

y la funcion la densidad fiducial seria:
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_ dFyq (6°)

ffid (0*) -
_ G, (.07)
00
Tomando (18) y (20) se escribe la densidad como
o |86 (%,0")

fia (9 ): T (21)

Y la funcion de distribucion fiducial queda:
G,(s,,0°) si G, crecienteend
Fiq (‘9*) = 0 (SO )* . 0 . (22)
1-G,(s,0") si G, decrecienteeng

Para el caso en que G,(s;@)corresponda a una distribucion de S discreta, puede

emularse el procedimiento descrito para el caso continuo, pero podria utilizarse tanto la

version de G, (s;6) continua por la derecha como continua por la izquierda (y todas las

combinaciones convexas de ellas).

Sin entrar en detalles que limitan la obtencion de una fiducial en el caso discreto (falta de
unicidad como se sefiald) y el que los intervalos resultantes no puedan hacerse para una

y arbitraria (por lo discreto de G,), mas adelante se mostrard un ejemplo en que al

menos se propone una Unica fiducial utilizando un requerimiento de invarianza.
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Ejemplo 2.2.

Considerando el ejemplo 2.1, la cantidad pivotal Q(S, 1) =4S, con S= Zn: X; .

Tomando Q(S,1)=G;(s;4)~U(0,1) con Go(S;;t)'“F(%'nj-

Ya que se observd la muestra, se tiene que S=s, por lo que la funcion de distribucion

fiducial dada por (17) es:

y por lo tanto la densidad fiducial quedaria como:

oG, (s, 4"
ffid (ﬂ*):%
_8501 *\N _n-1,-1"z
—a—lj‘o m(l ) Z e dz
Haciendo un cambio de variable, donde w=A1"z ; z= w ‘dw= A"dz, entonces

)

W 0 iy 1o ae(w)T 1
N IR
_iLj“
04T (n)o
1 1

=m(}t*§))n_l eg ~ F(a =n,f= Zj

w e dw

Que es la misma que se exhibio en el ejemplo 2.1.

42



Ejemplo 2.3

Tomando el ejemplo 1.6 donde  X,..., X, sonv.a.iid f(x&) con

1/n? L 1/n

El intervalo de confianza al (1-«)x100% resultd [ S J y el mas pequefio fue
2

(S, %) utilizando ahora lo visto en 2.1.2, se toma primero a la estadistica suficiente
a

minimal S=méx{X,..., X,} con
0 si s<0
G, (s0)= (%jn si 0<s<@
1 si f<s<ow

derivando esta funcion se obtiene g, (s;0)

n-1
nis .
—| = Sl 0<s<é@
90(3;9): 9( j

0 €oc
y la cantidad pivotal queda:

Q(S.0)=G,(s0)

gj U (01).

Cuando ya se observo la muestra, la funcion de distribucion fiducial queda:
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1 si §<0
s, ) X
=:1-| = si 0<s <@
(HJ 3
0 si 0 <g <o
s\ .
1-] =2 Si <6
= (9j %
0 si 0 <s,

Derivando esta Ultima funcion (aplicando 19) se obtiene:

oG, (%;19*)
o0

fua (07) = “(Z—()][(;—")z} si <6

0 si 0 <5,

fia (9*) ==

Para obtener el intervalo fiducial, se hace:
Prig (‘95 Q71(507q;/)) = G(qy) =7
es decir,

Pri (9392): Fiq (9:):7

Quedando la ecuacion
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0,
S_(i:al/n
0

2
S _g
al/n 2

Dejando el mismo resultado visto en el ejemplo 1.6.

Cuando se ha obtenido la funcion de distribucion fiducial de &, con ella se puede
construir la correspondiente funcion de distribucion fiducial de cualquier funcion uno a uno

de 8, g(&), considerando a ambas como variables aleatorias.

En los ejemplos anteriores fue posible resumir toda la informacion proporcionada por la
muestra sobre el pardmetro & en una estadistica suficiente minimal S de dimension igual
al parametro, pero no siempre es posible encontrar una estadistica asi, aunque puede
suceder que dicha estadistica esté en correspondencia uno a uno con una estadistica uni-
dimensional (R) otra estadistica ancilaria® (U ). Estas dos estadisticas son tales que la

funcion de verosimilitud se puede expresar como:

L(6;x)=f(x0)=f(RU;0)f(x/RU)

Donde la distribucion condicional de x dada Ry U no depende de &, por lo que

L(6;x) f(RU;0)=f(RO/U)f (V).

Como U es ancilaria, la verosimilitud es proporcional a

9 | a estadistica ancilaria indica que su distribucion no depende de 6.
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L(6;x) e f(RO/VU)

Por esto se puede basar las inferencias sobre & en la distribucién condicional de R dado
U, en este caso se dice en la literatura que R es una estadistica exhaustiva o

condicionalmente suficiente.

Si la distribucién condicional f (R;¢/U ), es continua en R y mondtona en ¢ para cada

valor de Ry el valor fijo y observado de U , se puede entonces, encontrar la distribucion

fiducial de & como en (22) si, ademas f(R;#/U) es una funcion diferenciable con

respecto @ para cada R y el valor fijo de U, entonces la densidad fiducial se puede

encontrar como en (21) (Sprott,1967).

2.1.2. Argumento fiducial implicito

Esta variante permite obtener intervalos fiduciales para @ sin hacer explicita la funcion de
distribucion fiducial de &

El procedimiento es el siguiente:

1. Sea S una estadistica suficiente minimal (uni-dimensional), con G, (s;¢) su

funcion de distribucion.

Paracada y=1-a, y<(0,1) 3 s,(0) tal que

P(S<s,;0)=G,(s,(0).0)=» (23)

2. Seconstruye A(s,)=1{6;s <s,(0)} (24)
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conjunto de valores de &, donde G, (s.) es creciente en & para cada valor

sycuando S=s,.
. Considérese 6, € A(s)) =5 <5,(6) < G,(%:6,)<G,(s,(6,):6,)=r (25)

. Tomese 6, <6, = G,(s,:6,)<G,(s,:6,) (26)
por ser G, (s;6) creciente y aplicando (24) se concluye
GO(%;QZ)SGO(Sy(Hz);Hz):V (27)

=5<5,(6,) . 6,eA(s).

. Estoindica que A(s)) tiene la forma del intervalo (~w,6" ], donde " es tal

que s, =s,(6).

. Al conjunto A(s,) se le conoce como el “intervalo fiducial” de & de

“probabilidad fiducial” 7, para S=s,, es decir, pyq(0e(—=,0"])=7. (28)

Para encontrar la funcidn de distribucion fiducial de & se retoma que:

Para 0 e A(s)) < 0e(—»,0" |5 e(—,5,(07)], con s fija, y(0,1); por lo que

para cada valor de y, 3 6" (y)que satisface (27). Como al observar » como funcion de

0" atravésde s, =s, ("), entonces:

Prs (02(-0.0"])=7(9") (29)

Al variar 8" se tendra que
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Fiiq (9*) = 7(9*) (30)
Si se tuviera el caso de que G, (s &) fuera decreciente en @, para cada s, el conjunto

A(s,) de @ daré intervalos frecuenciales para 6 del tipo [ 6°,).

Ejemplo 2.4.
Regresando al ejemplo 23. con X,...,X, va id U(08) vy con
S(X)=méx{X,,...,X,}, estadistica suficiente minimal cuyas funciones de densidad y

distribucion son;

0 si s<0
n .. .
— Si 0<s< S ,
9 (s0)= o <s=f y Gy(s.0)= % si 0<s<@ respectivamente.
0 €oc ,
1 si 0<s

Como g,(s @) es creciente para cada s y G,(s,6) es continua en s y decreciente en
6, para encontrar el intervalo de probabilidad de S se tiene:

p(s(6)<S<5,(0))=Gy(s,(0))-Gy(s.(0))

1
p(s(6) = S<5,(0)) =
=y
Como el limite superior de g,(s,0) es 6, se tiene %(9” ~5'(0)) =y, despejando de

esta Ultima ecuacion a s (9) queda:

1/n

s(0)=(1-y) " 0=a"""0
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Sustituyendo esta expresion en el intervalo de S, p(a’"@<S<0@)=1-a y

' 1/n
(04

A(So):{g‘aunegsoge}, por lo que el “intervalo fiducial” queda (3) % j con

probabilidad fiducial y =1—« . El intervalo coincide con los resultados mostrados en el

gjercicio 2.3 'y su correspondiente en el capitulo 1.

Ejercicio 2.5.

Regresando a los datos del ejercicio 1.2. donde X,,..., X, sonv.a.iid f(x &) con

2
f(x;9)=%l[w](x) y estadistica suficiente minimal S(X)=méx{X,,...,X,} cuyas

3n-1
funciones de densidad es go(s;e):%l[oﬂ](s) y funcion de distribucion

S3n

acumulada Go(s,e):ﬁl[w](shI(gyw)(s); sabiendo, ademas, que g,(s0) es

creciente para s 'y G, (s;6) es continua en s y decreciente para 6.

El intervalo para S genera:

P(5(0)<S<5,(0))=Gy(5(0))-Gy(s(9))
$'(6) _s"(9)

HBn 93n
p(5.(0)=525(6)) = (s"(0)-5"(0))

El limite superior de g,(s;0) es & por lo que,
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y

0)=at™

p(6e" <S<0)=1-a y As)={0)"" <5 <0} y el “intervalo fiducial’ para ¢

quedaria (so, 3)3 j con probabilidad fiducial 1-¢ .
o

Ejemplo 2.6.

De los datos del ejercicio 1.7. donde

XZ

xe_ 26
|

f(x0)=

(0.0

distribuye gama(/l

. (X) ycon S(X

Go(s’e):

X,,...

, X

n

son va. iid f(x

6), donde

Z X? la estadistica suficiente minimal la cual se

i=1

0
S\Nn—l —W
° T(n)

=i9, r= nj y con funcion de distribucion

Si s<0

—— dw si s>0°

Como f (s;0) es creciente para s y G, (s;8)es continua en s y decreciente para 6. El

intervalo para S genera:

P(s(0)<S<5,(0))=Gy(s(9))-G(s(¢

_.[Wn 1ew

=7

SN—"
- ~—
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El limite superior de f (s;6) es o por lo que,

J‘w Wn—le—w " 5(0) \Nn—le—wdw _
o T(n) b T

. 300 g(e) (0 0 .
Considerando n = 4 se tiene e 2 _s{ 3)—S1 (2)—S1( )—6 +1=1-«a que es igual
480 80 20

al resultado obtenido en el ejemplo 1.7.

El siguiente ejemplo que se presenta y que proviene del capitulo anterior difiere de los
anteriores porque no es un modelo de grupo; el intervalo fiducial serd muy diferente al
obtenido por una forma asintotica en ese capitulo 1, pero se vera con el procedimiento
Bayesiano, que las funciones fiducial y posteriori son muy parecidas y por lo tanto el

intervalo fiducial y el de méxima densidad posterior también son casi iguales.

Ejemplo 2.7.

Considerando los datos del ejercicio 1.9. donde X,,...,X, V. a. iid Bernoulli(p) y

considerando a la estadistica suficiente minimal S=>" X, ~Bin(n,p), siendo

i=1

G, (s p):Z(?) p'(1-p)"’,la cual es decreciente en p si s=0,1...,n—1, porlo
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Como G, e€s monotona decreciente en p, excepto s=n, en este caso

G,(n,p)=1Vpe(0,1).

O’Reilly (2003) propone la distribucién fiducial de p de modo que sea consistente
respecto al concepto de “éxito” o “fracaso” (p 0 1- p), también puede verse como de s

0 Su equivalente n—s, es decir,

1-Gy(s,p) si s=0
Fia (P)= %(1—60(5, p))+%(l—Go(s, p)) si s=1,...,n-1
1-G (s, p) si s=n

Donde G, indica que la funcion es continua por la izquierda.

La funcion de densidad queda:
Beta(s+1,n-s) si s=0
foa(P)= %Beta(s+1,n—s)+%Beta(s,n—s+1) sis=1...,n-1

Beta(s,n—s+1) si s=n

Para obtener el intervalo fiducial central para &, con “probabilidad fiducial” » y basado en

el valor observado S=s, (como pardmetro), hay que encontrar cantidades p:y p, tales

que pfid(p:S p=< p;)z Ffid(p;)_':fid(p:):7 , €sto es
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I\JlH

%(1_60(%,p;))+3(1—<3;(so,p2))—(§( Gs(3 1))+ 5 (0 )
_le (s pz) (so,pé)%Go(So L)+ 565 (s.pi)=7
5.1 3,16 5.6 5.5) -2

Existe un problema cuando g(&) no es funcion monétona de &. La funcién de
distribucion fiducial de g (&) puede no ser la que resultaria al transformar la fiducial de

6, como se mostrara en el capitulo 3. Esto es un punto controversial que pudiera estar

relacionado con una inferencia incorrecta.

2.2. Enfoque Bayesiano

Se considera a € como variable aleatoria que tiene una distribucion de probabilidad. La

distribucion de X depende de &

Se denota la funcion de probabilidad de & como 7 (¢) para 6 € Q.

Sea X,,..., X, una muestra aleatoria de la distribucion de X y sea y una estadistica

funcion de las x’s.

Encontrando la funcion de probabilidad de y para ¢ dada, es decir h(y/0); asi la

funcién de densidad conjunta de y y & bajo condiciones muy generales es:

z(y,0)=7(8)h(y/6) (31)
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Si @ es variable aleatoria continua, entonces la funcion de densidad de probabilidad

marginal de y es:

z(y)=|" z(0)h(y/0)do (32)

Si @ es variable aleatoria discreta, entonces la funcion de densidad de probabilidad

marginal de y es:

7(y)=Y.7z(8)h(y/0) (33)

0

Obteniendo ahora la funcion de densidad de /'y se tiene:

_#(%.0)_x(@)h(y10)
z(01y)= =(y) () z(y)>0 (34)
O como suele escribirse z(0/y) e« h(y/0)z(0) (35)

En donde

7(0) es llamada la distribucion inicial de & o distribucion a priori.

7(01y) es llamada la distribucion posterior (final) de @ o distribucion a posteriori.

En el contexto Bayesiano no existe el concepto de intervalo de (1-«)x100% de

confianza para €. Aqui se maneja el concepto de intervalo de probabilidad posterior 1- «
para @, que posee propiedades Optimas como:
1. La distribucion posterior para cada & dentro del intervalo es al menos tan grande

como la de los valores afuera del intervalo,

2. Para una probabilidad dada « el intervalo es lo mas pequefio posible.
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Bajo condiciones muy generales 1) implica 2).

Cuando un intervalo de probabilidad posterior posee las propiedades anteriores es
llamado intervalo de maxima densidad posterior (hpdi = highest posterior density interval).

Traduciendo este concepto se dice que un intervalo es de maxima densidad posterior si:

Dada 7(6/y) de @, la distribucion posterior, y I:ﬂ(ﬁly)dﬁzl—a, considerando

ademas que para & dentro del intervaloy &~ fuera del intervalo de probabilidad, se tiene
que z(81y)=z(6°1y).

El intervalo se interpreta como: @ esta entre 6, y 6, con una probabilidad final 1—« ; en

el sentido formal probabilistico de Kolmogorov.

El principal detalle que tiene el procedimiento Bayesiano para el calculo de intervalos de
probabilidad es el supuesto del conocimiento inicial de &, considerandose que esto puede
obtenerse por experiencia previa 0 por argumentos teoricos;, pero en algunas
aplicaciones, no hay conocimiento inicial de . Existen algunos procedimientos que
proponen la distribucion a priori cuando no hay una apreciacion subjetiva; entre otros se

tienen:

a) Distribuciones a priori conjugadas que surgen cuando = (6/y) tendria una

expresion matematica complicada; por lo que se intenta determinar una familia
conjugada de distribuciones a priori, evitando esa dificultad y tal que: i) sea
matematicamente tratable, ii) incluya lo mas posible distribuciones con distintas
localizaciones, varianzas y formas para que puedan tratar diferentes estados

iniciales de informacion y iii) sean faciles de interpretar.
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b) Distribuciones a priori difusas, no informativas o de referencia. Esto se usa cuando

se quiere seleccionar una z (@) que proporcione poca informacion relativa a la

informacion que se espera de la muestra X,,..., X, sobre el pardmetro 6.

c) Distribuciones a priori que reconozcan la verosimilitud trasladada por los datos. Es
cuando se busca una transformacion uno a uno ¢(¢) del parametro €, cuya

verosimilitud sea aproximadamente conocida a priori excepto por su localizacion,

la cual seré& determinada por la muestra X,,..., X,,. Esta consideracion conduce
a la famosa distribucion a priori propuesta por Jeffrey’s que en el caso escalar es
ﬂJ(H)OC‘iE(e)‘llz (Box y Tiao 1992), con i (@) la informacion esperada de

Fisher.

Es importante sefalar, que a veces al aplicar estos procedimientos para obtener la

distribucion inicial (&), ésta resulta ser impropia, es decir,

Y 7(0)=w sifesdiscreta

| | (36)
[7(0)do= si@escontinua

Pero si la distribucion posterior resulta propia suele no haber mayores problemas en
utilizar distribuciones a priori impropias, pero no siempre es el caso. Este tema no se trata

en este trabajo.

En relacion a los parecidos que pudiera haber entre los resultados bayesianos y los
obtenidos por la estadistica clasica, Lindley (1958), Welch y Peers (1963) mostraron que
los intervalos de méaxima densidad posterior 1—« obtenidos a partir de distribuciones a

priori no informativas, en muchas ocasiones coinciden numericamente con los intervalos
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de confianza méas pequefios para @ al nivel 1-«.

Ejemplo 2.8.

Considerando la informacion del ejercicio 2.1. donde X,,..., X, son v. a. iid Exp(4),
supongase una distribuciéon a priori no informativa impropia, 7r(ﬁ)=%; A€(0,0),

entonces como la verosimilitud de A es proporcional a la funcién de densidad de la

n

estadistica suficiente minimal (S()_():inj, entonces la distribucion posterior de 4

i=1

se puede calcular como:

/finsn—le—ﬂs .
= s 0,
w(21y)= ") gonie n(yra)=g,(s.)=] T 550
”(y) 0 €eoc
2n—lsn—le—ﬂ,s .
———— si A€(0,
2(A)h(y/2)=] T(n) <(0)
0 €eoc
OO/InflsnflefﬂS
"L e
_s ["wedw
T (n)Y
_1
s
n-1.n-A1s
i Si 0<A<w
w(Aly)=x(218)=1 T(n)
0 eo.c.

Para encontrar el intervalo de maxima densidad posterior de contenido 1-« se debe

encontrar las constantes ¢, y c_, tal que
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Coa
La z(Aly)di=1-a

n-lan,-4s
I%;t s'e dll-g
o T(n)
Esta integral queda: % : w"edw=1-«, quedando igual que los ejemplos 2.1. y
1.3.
Ejemplo 2.9.

Retomando el ejercicio 2.3., donde se tenia una muestra X;,..., X, v.a. iid U (0,0), se
supone una distribucion a priori propia para @ como z(6)=26; 6<(0,1), como la

verosimilitud de & es proporcional a la funcién de densidad de la estadistica suficiente

minimal (S=méax{X,,..., X,}), entonces la distribucion posterior de & se puede calcular

como:
(0)h(y!6) M7 sefo]
7(01y)="—"222""2 donde h(y/0)=g,(s6)=1 o ’
(y) 0 eoc
2ns™ .
2(0)h(y/6) = VS si 0e[s1]
0 €oc

n-1

12ns™t 2ns™ . 2ns e
7r(y):J‘S = do = P o2 =_n—2(1_s 2)
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7(01y)=n(01s)=1(1-5"%)""

0 eo.C.

si s<@<1

Para encontrar el intervalo de maxima densidad posterior de contenido 1-« se debe

encontrar la constante ¢, , tal que

Al resolver la integral dejaa c, como:

1

¢, =s(s"* (I-a)+a) n?

a

Asi el intervalo de maxima densidad posterior para € queda:
L
(s, s(s"*(1-a)+a) H]

Este intervalo difiere al encontrado en el ejemplo 2.3., pero si se cambia la distribucion a

priori por una no informativa impropia éste cambiara.

Supodngase ahora que 7 (6) = %; 6 (0,), entonces:
" oe(s0)
z(0)h(y/0)=1 g™ Yy
0 eo.c.
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Por lo que la distribucién posterior de € es igual a

n

ns .
2(01y)=r(015)={gT S 7<(5%)
0 eoc.

Haciendo lo mismo para obtener la constante c,

[“7z(01y)do=1-a

do=1-«

¢, ns"
J.S 9n+1

Al resolver la integral queda: c, =——, asi el intervalo de maxima densidad posterior

al/n !
] S . .
para 6 es: (STJ que es el mismo que se obtuvo en el ejemplo 2.3. y el
o

correspondiente al capitulo uno (ejemplo 1.6.).

Ejemplo 2.10.

Sea X,,..., X, una muestra aleatoria de Bernoulli( p);0< p<1
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Sea Y =) X; laestadistica suficiente minimal de p

i=1

h(y/ p)=Bin(n, p)

Ty, ~ Bin(n,0)

jl‘(a+b)l“(a+ y)T'(b+n-y)

I'(a)l'(b)T'(a+b+n)

Obteniendo ahora la distribucion posterior de p/vy.

si y=0,1,...,n
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F(a+b)p™ (1 p)“@ p'(1-p)"”

z(ply)= T (b) . 0<p<1
(;jl“(a+b)l"(a+ y)I(b+n-y)
I'(a)l(b)I'(a+b+n)
wwﬁa_pfmﬂ4 si O0<p<l

z(p/y)=1 B(a+y;b+n-y)
0 si eoc
=Beta(A=a+y,C=b+n-y)

Para encontrar el intervalo de maxima densidad posterior de contenido 1-« se debe

encontrar las constantes ¢, y c,, , tal que

_[:“n(p/y)dpzl—a

a

. pa+y—l (1_ p)b+n—y—1
a@ B(a+yb+n-y)

dp=1-«a

Como puede observarse no coincide la solucion de esta integral con el intervalo
construido en el ejercicio 1.9, por lo que ahora se procedera a mostrar que si pueden casi
coincidir bajo ciertas consideraciones.

Tomando, un caso particular, como inicial 10

-1 -1
2

z(p)=p?(1-p)2;0<p<l,

se llega a que:

10 Se le conoce como distribucién a priori de Jeffrey’s.
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- 1 [I;J py (1_ p)n—ydp

(1-p)”
eaflnr) |

iy=0,1..,
r(n+1) oY "

n
Jr
y

ﬂ(y){p
i

y por tanto

Puede notarse que se parece mucho a la densidad fiducial dada en el ejemplo 2.7.

Para encontrar el intervalo de maxima densidad posterior de contenido 1-« se debe

encontrar las constantes ¢, y c,, , tal que

_[Oz“n(p/y)dpzl—a

a

=

=l-a

. v
i p*(l-p) 2

1 1
« B —N=y+—
(y+3in-y+3)

el

A continuacion se muestran las graficas de las funciones fiducial y posterior para n=20 y
como podra apreciarse en ellas el parecido es muy grande, tal que materialmente son la

misma funcion.
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Gréfica 2.1.
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Gréfica 2.2.
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Gréfica 2.5. Gréfica 2.6.
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Capitulo 3

Distribuciones fiducial y posterior.
Semejanzas y diferencias

Introduccion

En este capitulo se mostraran las caracteristicas basicas de la distribucion fiducial, que de
alguna manera fueron revisadas en el capitulo anterior; en esta parte se sefialada el
resultado de que, para el caso de un parametro real, cualquier familia, miembro de la
familia exponencial cumple los criterios de contrastabilidad. Posteriormente se examinara
con ejemplos, como la funcion de distribucion fiducial puede aproximarse mucho a la
distribucién posterior en su forma numérica. A las distribuciones fiduciales que generan
una masa en el extremo se les ha llamado defectuosas, en la literatura, (en el sentido de
que la parte de la densidad que se comporta continua, no integra a uno), pero esto no le
impide que su aproximacion a la distribucion posterior, cuando no hay masa, calculada
ésta con la llamada inicial no-informativa, sea muy buena, de tal forma que no hay en la

practica gran diferencia.

3.1. Caracteristicas basicas de la distribucion fiducial

De lo visto en el capitulo anterior se puede resumir lo siguiente:

La verosimilitud para 6 es proporcional a g,(s;#), la densidad de S, toda la

informacion necesaria para inferir sobre @ esta contenida en G, (s; ), funcién de distri-
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bucion de la estadistica suficiente minimal.

Hay una relacion entre S y @ en el sentido de que valores grandes de & implican
valores grandes de S vy los valores pequefios de & implican valores “estadisticamente
pequefos” para S.

Esto se usa, por ejemplo cuando para

H,:0<6, Vs H,:0>6, (1)

“se rechaza H, para valores grandes de S” (puesto que valores pequefios del parametro

son los asociados a valores pequefios de la estadistica).

Alfijar la hipotesis H, : 0 < g,, entonces

1-G,(s,6,)=P(S>s6,) (2)

sera una cantidad decreciente en s, ya que manteniendo la hipotesis fija, la evidencia al

hacerse mas extrema en contra de H, produce un nivel de significancia descriptivo (valor

p), mas pequefio.

Analogamente se podria suponer que s es fija y 6, se hace variar. El nivel de

significancia descriptivo para H, : 6 <, es

1-G,(s6,), (3)
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y “debiera” ocurrir que al tomar 6; <@6,, el correspondiente 1-G,(s;6;) deberia ser
més chico. Esto implicaria que 1- G, (s;8) debe ser monétona decreciente como funcion

de @, para cada s fija.

A esta propiedad se le llama contrastabilidad mondtona entre la evidencia y la hipotesis

(O'Reilly, 2003) y corresponde a otras nociones mencionadas en la literatura.

En conclusion, es claro que cuando 6, es fija en H,:0<6,, se considera que al

converger s a su limite superior, el valor de significancia descriptivo se aproxima a cero;

pero cuando s es la fija, no es evidente que cuando @, converja a su limite inferior, el

correspondiente valor de significancia descriptivo tienda a cero.
Esto se puede resumir en la siguiente definicion.

Definicion 3.1. Contrastabilidad Monotona.

Hay contrastabilidad monétona si G, (s;6) es decreciente como funcién de & ;

Existe certidumbre en la contrastabilidad para casos extremos si se cumple:

G,(s;0) —>1 si @ — limite inferior,

G, (s,0) — 0 si & — limite superior.

3.2. Distribucion fiducial

Si G,(s,6) satisface la contrastabilidad mondtona, entonces la funcién de distribucion

fiducial es simplemente:
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Fia (0;5)=1-G,(s,0) (4)

por esto F,, sera creciente en 6.

Si la contrastabilidad es extrema o la certidumbre en la contrastabilidad es satisfecha,
entonces la distribucion fiducial no tiene una “masa fiducial’*! en los puntos finales del

intervalo 4.

El uso de la distribucion fiducial es directo y provee intervalos de confianza (fiduciales)

igual si F,, tiene una “singularidad” o “masa fiducial” en un punto extremo de &

(O'Reilly, 2003).

3.3. Revision del cumplimiento de la contrastabilidad

monodtona

Si la funcion de distribucion de la estadistica suficiente cumple el criterio de
contrastabilidad monétona, se tiene que los intervalos de confianza y los intervalos
fiduciales producen los mismos resultados, como ejemplo de esto se da el siguiente

teorema (O'Reilly, 2003) que abarca a la familia exponencial natural 12.

11 a masa fiducial es una acumulacién de “densidad” en un punto, mas adelante se hace referencia a este concepto.
12 go(s;H) es una funcion de densidad que pertenece a la familia exponencial natural si

9,(s0)=c(s) ™M) para se R,, donde R, esun intervalo abierto que no depende de 6 y 6 « ©, donde

© esunintervaloy M (0) es el cumulante M (@) = log {jc(s) e"sds} :

R
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Teorema 3.113

Si g,(s,0) es un miembro de la familia exponencial natural; entonces G,(s;6) es

mondtona decreciente en &, paratoda se R..

Con este resultado un miembro de la familia exponencial natural permite siempre inducir
una distribucion fiducial. Esta no tendra una “masa fiducial” en los extremos del intervalo
paramétrico si la familia es regular (en el sentido de que el conjunto de valores del
parametro para los cuales la integral de la densidad es finita, es abierto; o sea que en los

valores extremos la distribucion es degenerada).

Ejemplo 3.1
Considerando los datos dados en el ejemplo 2.1. donde X,,..., X, constituye una

n

muestra aleatoria de una Exp(4), y la estadistica suficiente minimal es S(X)=>"X, , la

i=1

cual se distribuye gama (a =n,fB= /11] ; por lo anterior expuesto g, (s;4) cumple con la

contrastabilidad monétona y la constrastabilidad extrema.

También se puede expresar a la funcidn de distribucion de S, como:

F(s;/l,n):j:%du (5)

13 La demostracion del teorema puede verse en O'Reilly.
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Con un cambio de variable w= Au, se obtiene
s \Nn—le—w

F(s;n):j0 20

Forma que coincide con los ejemplos mostrados en 1.1y 2.1 y por lo tanto cumple con lo

dw (6)

antes referido. Lo anterior fue expresado por Lindley (1961) con los siguientes resultados.

Resultado 3.1.
Una condicion necesaria y suficiente para que la distribucion fiducial de ¢ dada x sea la
distribucion de probabilidad final (Bayes), es que exista una transformacion de x a u y de

0 a r,tal que r es un parametro de localizacion de u.

Resultado 3.2.

Si para una muestra aleatoria de cualquier tamafio de la distribucion de x, tal que existe
una sola estadistica suficiente de &, entonces el argumento fiducial es inconsistente, a
menos que el Resultado 3.1 se obtenga, y si es asi, el argumento fiducial es equivalente

al argumento Bayesiano con una distribucion a-priori uniforme para z .

3.4. Ejemplos donde el parametro no es de
localizacion o hay masa en alguno de los extremos del

intervalo del parametro.

Con los resultados 3.1. y 3.2. se indican las condiciones en las que las distribuciones

fiducial y final coincidiran. Lo interesante es ahora revisar qué sucede cuando las
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condiciones que propone Lindley no se cumplen; ya se sabe, entonces que no habré esa

coincidencia en las funciones pero numéricamente seran muy parecidas.

Ejemplo 3.2.
Considerando a una funcién de densidad de probabilidad gama:
XH—l — X
f(x0)= ; Xx>0,60>0
r(o)

Con funcién de distribucion

F(x0)= jx u"e du=—> '[Xu‘“e’“du
o) r(e)e
Al integrar por partes esta funcion puede ser expresada como:

UM
F(x0)=—f(x0)+F(x6-1)

-0) — 1 X 9-1-1_-u
F(x0)=- 0_1)I0u e du

Para revisar que cumple el criterio de contrastabilidad monétona, se propone
0'=0-1>0, =6"+1 porlo que &' <@ ; considerando
F(x0'+1)=—f(x 0 +1)+F(x 0 +1-1)
=—f(x0'+1)+F(x0)

F(x0)=F(x0 +1)+ f(x 6 +1)

F(x6')> F(x0)
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. F(x;0) es mondtona decreciente para @, para cualquier x>0.

Para la contrastabilidad en casos extremos se requiere tomar los limites en los extremos

del intervalo de variacion de 6

imF (x0)=limF (x&"+1)+ imF (x0'+1)
=F(x1)+f(x1)

:—efx+1+efx

=1

Considerando (9) se puede seguir integrando por partes llegando a la formula:

-1 X —X .
ZF( ey +I e'du

por lo que tomando el limite de @' hacia el extremo superior queda:

00 0'—0 |=11“ _|+1) 0'—>0J0

-1
X/ e . x
lim F = I|m[ }r lim| e‘du

limF(x0)=-1+e*-e"+1=0

0'—>x

Por lo que no se produce una “masa fiducial” en{0} o cuando tiende a .

Obsérvese sin embargo que esta distribucion no es un caso en que @ o una funcion de

ella sea de localizacion; es decir, no cumple con las condiciones de Lindley, pero las

funciones de probabilidad fiducial y de probabilidad final son muy parecidas como puede

verse con lo siguiente:
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Obteniendo la funcion de probabilidad fiducial para &, habiendo observado x es:

foa (6;X)= —% F(x0)

= dde( o) ju“eUduJ

—Ee“( u’*logu u;lzl"(e()e)Jdu (12)
- u;(lz_)u (v (0)-logu)du

Donde y(6) es la funcion digama 4.

La estadistica suficiente minimal para @ es S=] ] X; y por Lomnicki (1967) su funcion
i=1

de densidad de probabilidad es:

P, (X) 19 e .
0p(80)=—=+—, donde @ (s)=—— | s'T"(t)dt. Asi la distribucion posterior
F (9) 272-' C—ioo
queda:
| a funcién digama es la siguiente:
' —70 -1 g
w(0)= dog () L (©) , donde T(6) lafuncion gama, I'(6) = © H(l+g) e", y es la constante
do r(e) 2 —— n

de EuIer-Mascheroni Se puede desarrollar a la funcidn digama y su expresion seria:

S P e e

Ademas y = lim { IognJ J (— - —jdx aproximadamente tiene un valor de
k=1 1 X

n—ow

0.577215664901532860606
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1/1(9)5971

r"(e)z‘/l/jgé(’);)“de

z(01y)=x=(01s)= (13)

Se hicieron las representaciones fisicas para un par de evaluaciones de S=3y S=2,
las gréficas 3.1 y 3.2 indican con la forma punteada se muestra la distribucion fiducial
dada en (12) y la segmentada representa la distribucién posterior dada en (13). Puede
verse que las dos distribuciones son parecidas en términos gréaficos, aungue no lo sean

algebraicamente?.

Gréfica 3.1 Gréfica 3.2

Ejemplo 3.3. Distribucion exponencial truncada.
En O'Reilly y Rueda (2006) se expone el ejemplo de la funcion exponencial truncada,
donde se muestra que la distribucion fiducial es muy parecida a la funcién de probabilidad

final. A continuacion se muestran estas semejanzas.

15 | as graficas muestras en el eje de las x, la dependencia de &, pero sélo por hacer la aplicacion numérica se
utilizé la letra h.
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La distribucion exponencial truncada se obtiene por condicionar la variable aleatoria
exponencial X en que varie solamente en el intervalo unitario, esto también hace que el

parametro original de la funcion pueda ser negativo en esta distribucion condicional.

Asi la familia de distribuciones es:

e —1

e’ -1

F(x0)= ,xe€(0,1),0eR (14)

Como puede verse en las gréficas 3.3., 3.4., 3.5. y 3.6. para valores de & negativos las
distribuciones tienen su masa cargada mas hacia la primera mitad del intervalo unitario;
para valores positivos de & las distribuciones correspondientes tienen su masa hacia la
segunda mitad del intervalo unitario; si se revisa en los extremos, cuando & se aproxima

a su limite superior (o), la distribucion se degenera a cero y si & se aproxima a su limite

inferior la degeneracion es a uno. En el punto medio, cuando & =0, le corresponde una

distribucion uniforme.

Grafica 3.3 Grafica 3.4

Funidn de dalnbutdn pepenencal luncads, aaando thedad] Funtide de deilrbudion exgrensniisl unceds, cuads theta-d
1 A e e - 17

LI:Jf [1F:]

i 05

£ 44 _. 1144

a Z" : 1
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Gréfica 3.5 Gréfica 3.6
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La estadistica suficiente minimal es S(X )= DX, ,enelcaso de que ¢ =0, Feller (1985)
i=1

da la densidad para esta suma cuando las X;,..., X, se distribuyen uniformes en(0,1),

n-1 )
(9= o HV(?)“ﬂ)ii se(0,n) 1
(15)
O'Reilly y Rueda calculan la funcion de densidad de S, para una @ arbitraria y la

distribucion fiducial, asi

asi que la distribucion de S queda como:

16 (x+ )" es una funcion que es igual a 0 para x< 0 yesiguala x" cuando x>0, (x-a) esceropara X< a

y X—a cuando X > a.
Feller, W. (1985). (Teoria de las probabilidades y sus aplicaciones). Aclara que la suma no llega hasta n, ya que
para j =n Yy s<ny nconocida, el Gltimo término es cero si n > 1.
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G, (5.0)= j:( 9 jneeum (u)du (17)

Los autores indican que por ser miembro de la familia exponencial natural, entonces se

cumple el teorema 1y por lo tanto, la distribucion fiducial de & sera:

Fa(0:9)=1-G, (5)

(Jiljneguhn (u)du (18)

e_

Fa (6:9) =1—j:(

Por lo que la densidad fiducial de & sera

fo (6;8)= f:(ef_ljn n(eg
()

Esta densidad fiducial no tiene una expresion sencilla, pero puede ser evaluada

—u (e™h, (u)du

9_1)_1) —u | €”h,(u)du

J.s n(e

0 0

numeéricamente.

Calculando ahora la densidad posterior de probabilidad y considerando la distribucion a

priori de Jeffrey’s como:

b
1 1

y con la estadistica suficiente minimal S(X)=>"X; , entonces la funcién de probabilidad

i=1

posterior de & se calcula como:
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_7(0)h(y]9)
r(6]y)= o) (21)

T

donde h(y|#)=g,(s:6), dada en (16).

1 1 0

b "
ﬁ(@)h(y|¢9)(—+ )J (eg—lJ e”h,(s) (22)

0? 2—(e‘9 +e”’

Considerandoa 7(y) =" z(6)h(y|¢)de, entonces queda:

—00

% n
ﬁ(y)-[i{%+2—(e91+e9)] (ef_lj e”h,(s)d@, excepto para #=0; asi que la

funcion de probabilidad final es:

Fr o) (5] o0

2-¢’-¢e”’ e’ -1

[
7(6]y)=(6]s)=
oy 0 hn(s)ji(;erzeelegj%(ee 40

}é n s
L j (ee —de = constante, se tiene:

e’ —1)
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Se puede ver que las distribuciones fiducial y posterior de &, no son iguales; pero existe
una gran similitud en la practica. Se muestran los casos que O'Reilly y Rueda (2007)
graficaron para muestras particulares de la exponencial truncada para algunos valores del

parametro @, el tamafio de la muestra y el estimador maximo verosimil del pardmetro®’.

En las graficas la linea solida es la densidad fiducial y la linea segmentada representa a la
densidad final (Gréficas 3.7., 3.8., 3.9, 3.10., 3.11,, 3.12. 3.13. y 3.14.).

Grafica 3.7 Grafica 3.8
025 | A |
0.2 |
0.2 :
A5 |
0.15 | 0 ;
01 o 0ny
0.05 | | 0,05
0t L] 0 [
-0 -5 0 5 10 -5 0 5 10 15
(6,n,6,5)=(1,5,-0.13,2.44) (6,n,6,s) =(2,10,5.04,8.08)
Grafica 3.9 Grafica 3.10
0.5 0.8
0.4 0.6
0.3
0.4
0.2 |
2
0.1 02
0 L] ] L]
~10 -5 0 5 10 -3 -2 -1 0 1 2 3
(6,n,6,s) =(~2,25,-1.66,9.19) (6,n,6,s)=(0,50,-0.05,24.79)

" Los autores OReily y Rueda calculan este estimador resolviendo numéricamente la ecuacion

1 S
- +—=0.
o

1
0 l-e n
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Gréfica 3.11 Gréfica 3.12
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Grafica 3.13 Gréfica 3.14
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Ejemplo 3.4. Ji cuadrada no central

Sea X,,...,X, v.a.iid N(z;1), i=1...,n,y se quiere obtener la distribucion fiducial
para Y .
i=1

Desde el punto de vista fiducial, de acuerdo a Stein (1959) 4, ..., z, son independientes
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e idénticamente distribuidas N(X;;1), i =1...,n.

Por otro lado la estadistica suficiente minimal para »_ x* =6 es > X/ y considerando

i=1 i=1
el siguiente teorema.

Teorema 218.

Si X.,...,X_son v.a.iiconmedias «,..., « , respectivamente y con varianza igual a la
1 n H M,

unidad, entonces S=>" X? se distribuye como una Ji cuadrada no central con n grados
i=1

de libertady 4 = %Z w* como parametro de centralidad y la funcion es?®:
i=1

o0

PIEICEIRS

—; 0<s<wo
i—0 i!2§(“+2i)r(n+2|J

dh(sni)=e*

2

Calculando la funcion de distribucion de la estadistica suficiente minimal, queda:

L /liu%(”m)‘le_%
e’
=0 i1

—du, considerando que y 2 = @, entonces
. l(n+2i) n+2| q ;ﬂl
22 I >

G, (sin )

O =y n

2

18 \ler demostracion en Graybill, F. “An introduction to linear statistical models” Volumen 1.
19 La notacién para la distribucién Ji-cuadrada no central con grados de libertad n y parametro de centralidad A es
inz):

82



6’) GAr2)1

—du
i=0 i!Z%(MZi)F(n—l—ZIj
2
. S L& aiu%(n+2i)—1e—%
GO(S’n'e):.[eZZ s neaivei o N+ 20 du (24)
0 i=0 i!22(n+2|)+|r( )
2

Cuando ya se observo la muestra la distribucion fiducial, de acuerdo a lo visto en este
trabajo, queda como:

_n

=

—_
<

S
I

1-G,(s:n.6")
S [ DL AL L @)
0

) | !2%(n+2i)+i r( n+ 2i j
2

Para revisar si cumple el criterio de contrastabilidad monotona para la distribucion fiducial,

se tiene que tiene que ser F,, (9*) decreciente como funcion 4.

Considerando (25) como F,(¢")=1-¢'* i :

du, donde la integral

pim2i) pf N+ 2i j
2

n+2i
2

indica la funcién de distribucion acumulada de una gama(a = B = 2) denotandola

_n+2i
2 1

como R(SO;O{ p= 2}, entonces

83



o I!

|=0

siempre es positiva; por lo que F,, (49*) es decreciente

para toda &

Para revisar si existe certidumbre en la contrastabilidad extrema se tiene que:

N Ry on+2
yg;Ff.d(H)=Llfg(1—eﬂ2”—iR(so, yE ZD

=1- X

Como puede observarse no produjo solamente uno, por lo que hay una masa en uno de
sus extremos, siendo la distribucion fiducial “defectuosa”, ya que no integra a uno, aunque

la funcion pertenezca a la familia exponencial.

En las graficas 3.15 y 3.16 se muestran las funciones de distribucion acumuladas final y
fiducial y puede apreciarse como la fiducial no comienza en cero, sino que acumula un
valor en ese punto. La gréfica 3.15 da una acumulacion en cero mayor que la gréfica 3.16

debido a la estimacion de la estadistica suficiente minimal. En ambas gréficas puede
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apreciarse que a medida que @ tiende a ser grande las dos funciones de distribucion

acumulada son materialmente iguales.

Gréfica 3.15 Gréfica 3.16
1 | ] il
|
N
[
1
1
——— Chatribu _ Distribuckin — — —Distribuciin
-um:lﬂ: inal mumu wcumubada linal wcumuleda Bduclel

Obteniendo ahora la distribucion fiducial se deriva la expresion (25):

0G,(s;n, 6"
() --207)

( 0*)i g2t

0§ phmiisi F( n+2i j
2

0" i u%(n+2i)—le—% .

( ) . > (l—l—]du

(n+2|)+|r(n+ |j 2 0

2

du

7
o

N
ol

)

D o . 2(n+2i)-1 4
IR S
0 o1l

n+2i)1—‘(n"'2i j
2

(0
=Ii¥@ﬂz)%)(”)“

2
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(67
T N

Donde mtnfij(u)zdensidad de una Ji-cuadrada central, por lo que

jmtmz' u)du=M (So n+2'j es la distribucion acumulada de esa Ji-cuadrada central

n+2i
con

grados de libertad. Por lo tanto la densidad fiducial de & es la suma de un

infinito nimero de distribuciones acumuladas Ji-cuadradas centrales ponderadas por dos

factores, uno la densidad Poisson y el otro (% —éj :

La distribucion posterior para este ejemplo es dada en Stein (1959) para »_ x?, la cual es

i=1

una Ji- cuadrada no central con n grados de libertad y pardmetro de no-centralidad

S:Zn:xz .
i=1

n+2])

o0 92 , 2
z(01s =esz ) © —; 0<f<o (27)
= 10 n+21)r(n+221j

Es claro que las expresiones fiducial (26) y Bayesiana (27) son diferentes, pero esto no
impide que se parezcan numericamente, como puede apreciarse en las graficas se
parecen mucho cuando la @ es grande, pero difieren y se muestra la masa cuando &

tiende a cero.
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Gréfica 3.17

0.16 f%-\

o ".\
il B

o A
012 —:: | \
LA JJ \\

| A\
ooz ) A

! A
006 Y

|
004 1 Y

| N

O
002 N
R
S
o 5 1}:? 15 o
Diglribucidnfinal  —~- Distribuciin fiducial

Gréfica 3.18

Distnbucon fingi  —--

Dimstribucion fiducral

87



Conclusiones

Este trabajo da un recorrido primeramente por el método clasico del calculo de intervalos
de confianza, a traves del uso de cantidades pivotales, revisando la mas comun que es la
cantidad pivotal exacta, pero como no es siempre facil proponerla para algunos
problemas, se requiere encontrar alternativas que permitan calcular los intervalos, por lo
que se sefiala el uso de cantidades pivotales asintoticas, mostrando un resumen que

Sprott dio sobre ellas.

Desde que Fisher (1930) expuso su argumento fiducial, siempre ha sido controversial,
pero dio una alternativa importante para la construccion de intervalos. Asi en este sentido
se mostraron también los argumentos fiducial y fiducial implicito para el calculo de los
intervalos, que ahora bajo este enfoque reciben el nombre de intervalos fiduciales y se
sefialo que cuando las distribuciones vienen de familias de grupo existe coincidencia con
estos Ultimos intervalos y los de confianza calculados con las cantidades pivotales.
También se reviso el procedimiento Bayesiano para la construccion de intervalos de
probabilidad (a-posteriori) de densidad maxima, sefialando que se da una coincidencia
con los intervalos fiduciales cuando en los primeros se da una distribucion inicial (a-priori)

del pardmetro @, no informativa, y el modelo es de grupo.

Al final de las secciones fiducial y Bayesiana, se expuso el ejemplo de estimar el
parametro por un intervalo fiducial y de probabilidad de densidad maxima de la funcion
Bernoulli, donde resulté que la distribucion fiducial no coincide con la distribucion de la

cantidad pivotal aproximada usada en la forma clasica y que tampoco concord6 con la
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distribucion final, cuando se dio una distribucion a-priori de p no informativa como
1 1

z(p)=p ?(1- p) 2, pero numéricamente, se hizo evidente, que difieren muy poco.

Esta caracteristica de diferencia algebraica pero de gran semejanza numérica se mostrd
en el capitulo 3. A través de tres ejemplos se revisaron las condiciones de Lindley sobre
la coincidencia de las distribuciones fiducial y final, mostrando con dos de ellos que al dar
parametros que no son de localizacion efectivamente no se tendra igual forma algebraica
de las dos distribuciones, pero al graficarlas, el parecido es notable y con el Ultimo
ejemplo se reveld una funcién fiducial que mostrd en el valor cero del parametro una
acumulacién, difiiendo completamente de la distribucion final, pero ello no impidié que su

aproximacion numérica fuera buena.

Se puede concluir que los argumentos fiducial y Bayesiano seguiran teniendo criticas,
pero fue interesante mostrar que a pesar de todo, son enfoques que en ciertas
condiciones coinciden entre si y con el método clasico; pero que ademas cuando esas
condiciones no se dan, la aproximacion numerica es excelente; esta coincidencia muestra
algo importante en el sentido de que el procedimiento fiducial debe tener “algo” que le

permite generar aproximaciones excelentes.

Por estas aproximaciones me permito decir que vale la pena intentar un enfoque, como es
el fiducial, para hacer inferencias del parametro con la cualidad de dar una distribucion de
probabilidad al parametro a estimar y conservar el hecho de que la muestra al ser

observada se vuelve fija, critica que ha sido avasallante en la estadistica clasica.

89



Bibliografia

1.

Andersen, E. B (1970). “Sufficiency and Exponential Families for Discrete Sample
Spaces”. Journal of the American Statistical Association, Vol. 65, No. 331, 1248-
1255.

Aznar, G. A. (1984). “Buscando el modelo econométrico util". Estadistica
Espafiola no. 102, 5 - 11.

Barnard, G. A. (1963a). “Some logical aspects of the Fiducial Argument”. Journal
of the Royal Statistical Society, B 25, 114-118.

Barnard, G. A. (1963b). “Some logical aspects of the Fiducial Argument”. Bulletin
of the International Statistical Institute. 40(2), 870-883.

Barnard, G. A. (1987). “R. A. Fisher — a true Bayesian?” International Statistical
Review. 55, 2, 183-189.

Bin Dong, L. (2004). “The Behrens-Fisher Problem: An empirical likelihood
approach”. Econometrics Working Paper EWP0404. Department of Economics,

University of Victoria, B. C. Canada.

Bolduc, D; Khalaf, L y Yélou, C. (2005). “Identification robust confidence sets on
parameters ratio with application to discrete choice models”. Journal of Economic
Literature. C 10. C35. R 40.

90



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Bolstad, W. M. (2007). Introduction to Bayesian Statistics. Second Edition. Wiley-
Interscience. John Wiley &Sons. USA.

Box, G. y Tiao, G. (1992). Bayesian Inference in Statistical Analysis. John Wiley
and Sons, Inc. NY. USA.

Cox, D. R. y Hinkley, D. V. (1974). Theoretical Statistics. Chapman and Hall. First

edition. London.

Chen, M_H; Shao, Q.M y Ibrahim, J. (2000). Montecarlo Methods in Bayesian
Computation. Springer. NY. USA.

Engen, S. y Lillegard, M. (1997). “Stochastic Simulations Conditioned on Sufficient
Statistics”. Biometrika. VVol. 84, No. 1, 235-240.

Feller, W. (1985). Introduccion a la Teoria de Probabilidades y sus aplicaciones.

Editorial Limusa, segunda edicion. México.

Fieller, E. C. (1954). Some problems in interval estimations. Royal Statistical
Society. Series B, Vol. 16. No. 2. 175 — 185.

Fisher, R. A. (1959). Statistical Methods and Inference. Second Edition, London,
Oliver and Boyd.

Fraser, D. A. S. (1961a). “On fiducial inference”. The Annals of Mathematical
Statistics, 32, 661-676.

91



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

Fraser, D. A. S. (1961b). “The Fiducial Method and Invariance”. Biometrika. 48,
261-281.

Gelman, A.; Carlin, J. B.; Stern, H. S. and Rubin, D. (2004). Bayesian Data
Analysis. Chapman &Hall/CRC. Second edition. New York, USA.

Grayhbill, F. A. (1961). An Introduction to Linear Statistical Models, Volume I.
McGraw-Hill. USA.

Hirschman, I. 1. (1962). Infinite Series. Holt, Rinehart and Winston. New York.

Hogg, R. V. y Craig. A. T. (1978). Introduction to Mathematical Statistics.

Macmillan Publishing Co. Fourth edition. New York.

Knight, K. (2000). Mathematical Statistics. Chapman &Hall/CRC. USA.

Lange, K. (1998). Numerical Analysis for Statisticians. Springer. New York.

Lee, P. M. (1989). Bayesian Statistics. Oxford University Press. New York.

Lehmann, E. L. (1998). Elements of Large-Sample Theory. Springer text in
Statistics. USA.

Lehmann, E. L. Casella, G. (1999). Theory of point Estimation. Springer Text in
Statistics. Second Edition. NY. USA.

92



21.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Lew, J. S. (1975). “On Some Relations between the Laplace and Mullin

Transforms”. IBM. Journal of Research and Development. 5682-586.

Lindley, D. V. (1958). “Fiducial Distribution and Baye’s Theorem”. Journal of the
Royal Statistical Society, B 20, 102-107.

Lindley, D. V. (1961). “The use of Prior Probability Distributions in Statistical
Inference and Decisions”. Proc. Fourth Berkeley Symp. 1, 453-468.

Lindley. D. V. (1980) Introduction to Probability & Statistics. From a Bayesian
viewpoint. Part 1. Probability. Cambridge University Press. First paperback
edition. NY. USA.

Lindley. D. V. (1980) Introduction to Probability & Statistics. From a Bayesian
viewpoint. Part 2. Inference. Cambridge University Press. First paperback edition.

NY. USA.

Lindsey, J. K. (1996). Parametric Statistical Inference. Clarendon Press Oxford.
Great Britain.

Lingren, B. (1993). Statistical Theory. Chapman & Hall. New York, USA.

Lomnicki, Z. A. (1967). “On the Distribution of Products of Random Variables”.
Journal of the Royal Statistical Society. B, Vol. 29, No. 3. 513-524.

Marsden J. (1973). Basic Complex Analysis. W. H. Freeman and Company. San
Francisco Ca. USA.

93



36. Mood, A.; Grayhill, F. y Boes, D. (1985). Introduction to the Theory of Statistics.
International Student Edition. Third Edition.

37.0'Reilly T. F. y Rueda, R. (1992). “Goodness of fit for inverse Gaussian
distribution”. Canadian Journal of Statistics, 20, 387-397.

38. O'Reilly T. F. (2003). “Significance Distributions”. Comunicaciones Técnicas
IIMAS. Preimpreso no. 117.

39.0'Reilly T. F. y Rueda, R. (2007). “Inferences in truncated exponential
distributions”. Communications in Statistics—Theory and Methods, 36 2207-2212.

40. Ortega, I. F. J. y Basulto, S. J. (2003). “Distribuciones a priori unidimensionales en
Modelos No Regulares: Medidas de Informacion”. Estadistica Espafiola. Vol. 45,
NUm. 154, 363-383.

41. Pederzen, J. G. (1978). “Fiducial Inference”. International Statistical Review. 46,
147-170.

42. Ruben, H. (2002). “A simple conservative and robust solution of the Behrens-
Fisher problem”. Sankhy-a : The Indian Journal of Statistics, Volume 64, Series A,
Pt.1, pp. 139-155.

43. Rueda, R. (2007). “¢Fisher estaba en lo correcto?” Jornadas de Estadistica.
[IMAS, UNAM.

94



44,

45,

46.

47.

48.

49,

50.

Savage, L. (SF). “The Foundations of Statistics Reconsidered”. Fourth Berkeley

Symposium University of Michigan. 575-586.

Shanbhag, D. N (1970). “The Characterizations for Exponential and Geometric
Distributions”. Journal of the American Statistical Association, Vol. 65, No. 331,
1256-1259.

Singh, R. S. (2001). “Bayes and empirical Bayes procedures for selecting good
populations from a Translated Exponential Family”. Empirical Bayes and
Likelihood Inference. Springer. NY. USA.

Sondow, J. (1994). “Analytic Continuation of Riemann’s Zeta Function and Values
at Negative integers Via Euler's Transformation of Series”. American
Mathematical Society. Vol. 120, No. 2, 421-424.

Sondow, J. (1998). “An ant symmetric formula for Euler's constant”. Mathematics
Magazine 71. 219-220.

Sondow, J. (1998). “Tue Riemann Hypothesis, Simple Zeros and the Asymptotic
Convergence Degree of Improper Riemann Sums”. American Mathematical
Society. Vol 126, No. 5, 1311-1314.

Spiegel, M. R. (1964). Theory and problems of Complex Variables with an
introduction to conformal mapping and its applications. Schaum Publishing Co.
New York.

95



ol

52.

53.

54.

99,

56.

57.

58.

Sprott, D. A. (1963). “A transformation Model for the Investigation of Fiducial
Distributions”. Bulletin of the International Statistical Institute. 40, 2, 856-869.

Sprott, D. A. (1966). “Statistical Estimation - Some Approaches and
Controversies”. Statistiche Hefte 6, 97-111.

Sprott, D. A. y Kalbfleisch, J. (1969). “Examples of likelihoods and comparations
with point estimates and large sample approximations”. American Statistical
Association Journal. 468-484.

Sprott, D. A. (1973). “Normal likelihoods and their relation to large sample theory
of estimation”. Biometrika, 60, 457-465.

Sprott, D. A. (1975). “Application of Maximum Likelihood to Finite Samples”.
Sankhya Ser. B 37, 259-270.

Sprott, D. A. y Kalbfleisch, J. G. (1967). “Fiducial Probability”. Statistiche Hefte 2,
99-109.

Sprott, D. A. y KalBfleisch, J. G. (1969). “Examples of Likelihoods and
Comparations with Point Estimates and Large Sample Approximations”. Journal
American Statistical Association, 64, 468-484.

Sprott, D. A. y Viveros, R. (1984). “The Interpretation of Maximum Likelihood

Estimation”. Canadian Journal of Statistics, 12, 27-38.

96



59. Stein, C. (1959). “An Example of Wide Discrepancy between Fiducial and
Confidence Intervals”. The Annals of Mathematical Statistics, Vol. 30, No. 4, 877-
880.

60. Tukey, J. W. (1957). “Some Examples with Fiducial Relevance”. The Annals of
Mathematical Statistics, 28, 687-695.

61. Tsui, K-W, Tang, S. (2005). Distributional Property of the generalized p-value for
the Behrens-Fisher Problem with Applications to Multiple Testing. University of

Wisconsin, Technical Report No. 1111.

62. Welch, B. L. y Peers, H. W (1963). On formulae for Confidence points Based on
Integrals of Weighted Likelihood. Journal of the Royal Statistical Society, B 25,
318.

63. Yin, M. y Ghosh M. (2001). Bayesian and likelihood inference for the generalized
Fieller- Creasy problem. Empirical Bayes and Likelihood Inference. Springer. NY.
USA.

97



	Portada

	Índice 
	Introducción 
	Capítulo 1. Estimación po Intervalos: Uso de Pivotales

	 Capítulo 2. Argumento Fiducial y Enfoque Bayesiano

	 Capítulo 3. Distribuciones Fiducial y Posterior. Semejanzas y Diferencias

	Conclusiones
	 Bibliografía



