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Introduccion

Los ultimos afios del siglo XIX fueron escenario de un acalorado debate en torno a la
naturaleza y fundamentos de las matematicas, el cual se habria de intensificar en el primer
cuarto del siglo XX con la intervencion de matematicos de la talla de Russell, Whitehead,
Hilbert y Poincaré. Uno de los principales intentos por darles un fundamento seguro a las
matematicas en este periodo es el de Hilbert, quien con su programa en los afios veinte
intento alcanzar una solucion satisfactoria. (Sobre este tema habremos de hablar en el
capitulo 3 de este trabajo) Es en este entorno cuando aparecen los trabajos de Herbrand.
Este periodo de discusion finalizo con la publicacion por parte de Gddel de sus famosos
teoremas de incompletud. Si bien las investigaciones en torno a la fundamentacion de las
matematicas se vieron afectados por tales teoremas, la teoria de la demostracion de Hilbert
abrié un campo de investigacion muy extenso dentro de la l6gica matematica.

Cuando Herbrand presento su tesis de doctorado, Hilbert y sus seguidores habian
edificado el poderoso aparato de la metamatemética a fin de lograr un fundamento para las
matematicas con base en el programa mencionado. El trabajo de Herbrand se centr6 en
apoyar las tesis de Hilbert, en la busqueda de una construccion sintactica de la matematica,
dentro de los trabajos que Herbrand realiz6 los métodos semanticos no tenian cabida, por lo
cual Herbrand no ceso de criticar y disentir del trabajo realizado dentro del programa, sobre
todo por darle cabida al sentido semantico. Para algunos de los estudiosos cercanos a
Hilbert, las ideas encontradas en los trabajos de Herbrand ayudaron a generar nuevas
propuestas que modificaban la direccion original.

Una de las preocupaciones centrales del programa era hallar una prueba de la
consistencia de la aritmética basada en los métodos finitistas que Hilbert habia impulsado,
la solucion a este problema se vio frustrada basicamente por la aparicion del segundo
teorema de Godel. En esta tesis exponemos una demostracion de la consistencia de la
aritmética de Peano siguiendo como idea central al teorema de Herbrand. El trabajo inicia
con la explicacion de la importancia que tiene dicho teorema, introduciendo de esta manera
las ideas que hallaremos en la demostracion. En una segunda parte nos ocupamos de ciertas
cuestiones semanticas y de su manejo dentro de la demostracién. Con todo lo anterior
sentamos las bases para desarrollar la prueba de consistencia inspirada en los métodos
introducidos por Herbrand.

El texto esta pensado como un apoyo para los cursos de légica matematica, dirigido a
estudiantes de séptimo u octavo semestre. En un capitulo especial, el capitulo cero,
presentamos las nociones basicas para seguir el texto, aclarando al lector el sentido que se
les da dentro de este trabajo. Para ello introducimos los conceptos y la notacién basica, la



cual difiere de la que us6 Herbrand. Este cambio se realiza en beneficio de la claridad,
dejando de lado el sentido de las ideas propuestas.

Al buscar las ideas iniciales que animaron los trabajos de Herbrand, notamos que se
hallaban dispersas en algunos articulos escritos por Jean Van Heijenoort. Por ejemplo, es
con la notacién de este autor que damos a conocer las ideas de la forma funcional y la
expansion de una férmula. Con ello tenemos una notacién mas sencilla que la original, lo
cual permite una mejor comprension al momento de presentar el teorema central y su
demostracion. El primer capitulo termina con algunas de las consecuencias directas del
teorema de Herbrand y con su estudio sobre las funciones analizadoras. Exponemos como
cometio un error al considerar que éstas podian proveer una cota superior para la busqueda
de las expansiones de una férmula; no obstante, Dreben y Denton lo notan y dan la
correccion [en Dreben 1963] explicando como este no devalla el trabajo de Herbrand solo
lo revisa.

En el segundo capitulo tratamos la consistencia de la aritmética. Comenzamos revisando
los cambios principales que Dreben y Denton le dan a las ideas originales, haciendo a un
lado los prejuicios semanticos de Herbrand. Ademas examinamos como este cambio, con
relacion a la semantica, hace posible presentar una version de la prueba de la consistencia
de la aritmética via el teorema de Herbrand. Como veremos, en la prueba el uso semantico
del teorema permite verificar la consistencia de la aritmética mediante la generacién de una
serie de férmulas, de las cuales se hace su expansion de satisfaccién y entonces se puede
concluir que la aritmética es consistente hasta la ultima férmula de cada teorema que ha
sido agregado. Como veremos esta solucion no cumple con el finitismo de Hilbert, pero no
por esto deja de ser un trabajo de interés. Pudiéndose comparar en su importancia con la
demostracion de la consistencia realizada por Gentzen.

En el capitulo 3 hacemos una resefia del contexto histérico en que Herbrand desarrolla
sus ideas, es decir pasamos lista de algunos autores que influenciaron su obra, tratando de
precisar como es que le sugirieron algunas preguntas detonantes que Herbrand responde
dentro de su obra. En particular, nos interesé ver como a pesar de su aislamiento logro
desarrollar lo que Bernays llama “el teorema central de la I6gica de predicados”. Asi
mismo, nos interesé saber como generd una de las primeras propuestas de lo que hoy
conocemos como funciones recursivas primitivas, tema con el que cerramos este capitulo.

Antes de finalizar esta introduccion queremos decir algunas palabras acerca de su vida,
si bien se vio cortada de tajo al caer de un risco con tan sélo veintitrés afios de edad en
1931, Herbrand dejo un legado de ideas tan ricas que su obra ha sido una fuente de
inspiracion hasta nuestros dias, donde se utilizan en areas semanticas, como los lenguajes
de programacion o dentro de la teoria de la demostracion y en la demostracion automatica
de teoremas. No podemos sino lamentar la muerte prematura de un pensador que sin lugar a
duda nos habria seguido enriqueciendo con un sinnumero de ideas y resultados que nos
habrian maravillado y sorprendido tanto como el teorema que aqui exploramos.



Capitulo O
Notacion y conceptos basicos

En este capitulo introducimos algunas nociones béasicas de la l6gica matematica necesarias para la
comprension del Teorema de Herbrand. Estas incluyen algunos conceptos basicos de la l6gica
proposicional, asi como del lenguaje de la I6gica de predicados. En el desarrollo del tema enumeramc
los simbolos a utilizar y las reglas que nos permiten manejar y construir las formulas. Asimismo,
hacemos uso de algunos simbolos que, sin pertenecer formalmente al lenguaje, sirven como
abreviaturas practicas de expresiones del lenguaje. Hacia el final mostramos la necesidad de utilizar
formulas prenexadas y explicamos qué informacion nos proporcionan las férmulas de este tipo.

Dado el caracter panoramico de este capitulo, en general los conceptos y los resultados se presentan
un lenguaje un tanto inexacto, casi coloquial.

0.1 Nociones de Logica Proposicional

En primer lugar veamos qué es una férmula de la légica proposicional.

En general, se trata de una formula en la que sé6lo aparecen variables proposicionales, conectivos y
simbolos de agrupacion.

Para ser mas precisos, consideremos los siguientes simbolos y reglas con que se construye la logica
proposicional.

Conectivos: = (no), C (y), C (o) Los demas conectivos( , implicay - , siy sélo si) se toman
como abreviaturas.

Variables proposicionales:Un conjuntoVP = {P,, P,, ..., R, ..} de variables proposicionales.
Paréntesis:(, ) como simbolos de agrupacion o para denotar la prioridad de un conectivo en la
formula.

A las letrady, P, ..., R, ...se las llam&brmulas atdmicay a las formulas que estén formadas
con una sola aplicacion de un conectivo les llamarenwéculases decir, E0R,), (ROR,)y =R
son moléculas. Todas las expresiones que se pueden formar mediante el uso repetido de formulas
atomicas o0 moléculas y el uso de conectivos y paréntesis se consideran formulas de la l6gica
proposicional®

! Al respecto véase Mendelson pp. 29-37 o Kleene pp. 4-12.



Semantica- unaasignacion(A) es una funcio®: VP = {0,1}. A los valores 0 y 1 se les llama
valores de verdadl = verdadero, 0 = falso). Toda asignadidse extiende a las formulaside
mediante las siguientes reglas:

AXLY)=1< AX)=AY)=1 AXLY)=0 < AX)=AY)=0 A(-X)=1< AX)=0

En lo siguiente y cuando sea conveniente usaremos el sirsbplara abreviar la frase si y sélo si
En relacién al teorema de Herbrand las siguientes nociones y proposiciones son de importancia

Definicion 0.1.1:Una formulaX es unadautologiasi y solo si para toda asignac®nA(X) = 1,
es decir, si su valor de verdad es siempre 1 sin importar cual sea el valor de verdad que se le asigne
cada una de las variables de la formula. Esto Gltimo se puede corroborar mediante diferentes técnicas
dos de las cuales son bien conocidas: las tablas de verdad y el método de los arboles de verdad.

EJEMPLOS:
a)PL-P b)(R ~ (=R)UR) - ((=R) - R))

Haremos la tabla de verdad de a) para comprobar que es una tautologia.

P <P PLCL-P
0 1 1
1 0 1

Definicion 0.1.2:Una formula que es falsa bajo cualquier asignacion de verdad a sus variables
proposicionales se dice quewss contradiccion o no satisfaciblEs claro que la negacién de una
tautologia es una contradiccion y viceversa.

Proposicion 0.1.1
Si una férmulay se obtiene al reemplazar las variables proposicionales de una tauXgbogia
formulas del lenguaje, (haciéndose la misma sustitucion para todas las presencias de las variables
sustituidas), entonces la formifaes unanstancia de tautologia.

EJEMPLOS:
Tomemos la tautologia del inciso a) en el ejemplo anterior y reemplacemos la \adabl& nueva
formula B - P,. Tras la sustitucion lo que resulta es una formililaue es una tautologia. En efecto,
el resultado de la substitucion es la formgRa - B) 0-(R - B,) cuya tabla de verdad es la
siguiente:

B RoP a®-P) (R-R)D-(R-PR)
0 0 1 0 1
0 1 1 0 1
1 0 0 1 1
1 1 1 0 1

Ergo se trata de una tautologia.



0.2 Nociones relativas al Calculo de Predicados

Los lenguajes de primer orden tienen sus raices en el lenguaje introducido por Russell y Whitehead e
Principia MathematicaEn éstos, ademas de utilizarse los conectivos l6gicos, se hace uso de
constantes y variables individuales, asi como de predicados, simbolos de funcién y los cuantificadore:
universal y existencial.

El lenguaje que emplearemos es el siguiente:

Conectivos: = (no), C (y), C (o).
Cuantificadores: [ (existenci&)y [ (universa).

Variables individuales: X1, %, X3, ..., % ---

Constantes:cy, &, G, ...., G, ...

Paréntesis:(, ) como simbolos de agrupacion o para denotar la prioridad de una operacion en la
formula.

Simbolos funcionalespara cada O N"y kO N un simbolof,”
Simbolos de relacion (predicados)para cadan[ON" y kON un simboloR!

Términos.-
Lostérminosdel calculo de predicados se forman con los simbolos funcionales, junto con las
constantes y variables individuales. La definicion formal es la siguiente:

1) Las constantes y variables individuales ominos
2) Si f' es un simbolo funcionalty,t,,.ts,...,1, sontérminos entoncesf,” (1, ts,...,}) €s untérmina
3) El conjunto minimo que cumpla las anteriores condiciones es el conjunto de términos.

Formulas.-
1) Si R! es un simbolo de relaciortyt,, .ts,...,t son términos, entoncd® (ty,t,.t3,...,1) €s una

férmula atdbmica
2) SiP es una variable proposicional entonBess undérmula atdomica.

A las férmulas hechas con un solo conectivo del lenguaje o un solo cuantificador les llamaremo:s
moléculases decir, R(Y OR,(X), R(X¥ OR(X), ~R(X), OxRx) y CR(x) son moléculas (donde
denota a todos los términos que figuran en R). Las formulas que se pueden formar usando repetidas
veces conectivos, moléculas, atomos y paréntesis hacen una férmula del calculo de prédicados.

Definicion 0.2.1:Estableciendo el concepto de alcance de los simbdkdstencid) y
O (universa) que seran como ya los mencionamos los cuantificadores. Definimos alcance de un
cuantificador de la siguiente maneraASis una formula y tenemascA o [xA entonces a la férmula
Ale llamaremos el alcance del cuantificador.

2 Al respecto véase Mendelson pp. 56-59 o Kleene pp. 74-83.



Definicion 0.2.2:Se dice que la presencia de vadable esta acotadan una formula cuando
sucede que un cuantificador, ya sea existencial o universal, le de alcance. Lo anterior ocurre cuando |
variable est4 inmediatamente después del cuantificador y si esta dentro de la formula que éste
cuantifica. De lo contrario se dice que la presencia darlable es libre

EJEMPLOS:
1) R (%.%) B(x %) - (O9R(x)
3) (0¥ R(x %) - (OX)R(X) 4Y0x%) R (%, %,)

En el ejemplo 1) vemos que la Unica presencia @s libre. En el ejemplo 2) la primera
presencia d&; es libre, mas no asi las presencias segunda y tercera de esta misma variable, que son
acotadas. En los ejemplos 3) y 4) todas las presenciasde acotadas. Las presencias.gen todos
los ejemplos son libres.
Vemos que una misma variable puede figurar libre y acotada en una misma formula del lenguaje.
También hacemos la siguiente observacion: una variable puede aparecer acotada en unadermula
lenguaje, mientras puede figurar libre en una subférmula de la féKntila

Debido a que una variable puede figurar libre y acotada en una misma formula procedemos a
hacer la siguiente definicion.

Definicion 0.2.3:Si F es una formula del lenguajd yn término, entonces decimos dwes
libre parax; enF, si no hay una presencia librexigue esté dentro del alcance de algun cuantificador
Qx,, (conQ denotamos cualquiera de los cuantificadores existencial o universal),xleadsa
variable ert. Este concepto tiene ciertas aplicaciones técnicas y sera de uso comun en el texto.
Significa que si todas las presencias librex @aF son substituidas porentonces no sucede que una
variable dd quede acotada en alguna de las sustituciones.

EJEMPLOS:
En la formulaR & )el términox, es libre para;, mas no lo es en la formu(@ x )R (x,) .

Ahora si consideramoi] x) B( %, %) — Ri(x,), el término £2(x,x,) es libre para;, pero no lo es
para la misma variabbe en la formula(0 x) (0 %) B(% %) - R(x).

Definicion 0.2.4:0tra nocion que utilizamos es lafdemula rectificadaUna formula es
rectificada cuando cumple las siguientes condiciones:

i) No contienecuantificadores ociose®s decir, cuantificadores que no ligan variable alguna, o que
tienen una variable que no esté presente en ningun otro lugar en la formula, o que acotan una variable

de manera redundante (como, por ejemploley( YR (x)).

i) No contiene dos cuantificadores en una misma variable.

iil) Ninguna variable figura libre y acotada en la formula.

3 Al respecto véase Mendelson pp. 82-85 o Kleene pp. 93-101.



Un hecho importante es que toda férmula del lenguaje del calculo de predicados es equivalente a una
férmula rectificada con las mismas variables libres.

Definicion 0.2.5:Una férmulaX del lenguaje es uenunciadg(E) si en ella ninguna variable
figura libre. Lo que significa que todas sus variables estan acotadas. Una forahié@atasi no
contiene ningun cuantificador.

Definicion 0.2.6:Si { x1, %,...,% } €S el conjunto de variables que figuran libres en una férmula
F, conC (F) denotamos a la formula x[Ix,[0x,...0x, F , llamadacerraduradeF. EnC (F) se ha

puesto un cuantificador universal para cada una de las variables libres, tomando en cuenta el orden
ascendente de los subindices de las variables. Obteniendo de esta manengiaddE del lenguaje.

EJEMPLO:
Tomemos la formula: R( X, X) — = (0%) B (X, %,,%,) ; su cerradura y férmula rectificada sera
(@ x)(0 %)(0 %)(O >g)[Rf(x2,x5) ~ = (0x%) F§(><1,x4,x3)], donde ésta ultima férmula es un enunciado
del lenguaje.

Interpretaciones: Una nocidbn muy importante en nuestro estudio deiaterpretacionde una
formula en una estructura.

Una interpretacioM consiste en un conjunto no vaélpllamado edominiode la
interpretacion, donde:

1) A cada simbolo relacion&® se le asigna una relaci¢R;)" de gradm en el dominio.

2) A cada simbolo funciond]' se le asigna una operaci¢f)”)" enD den argumentos.
3) A cada constante individuaun elemento distinguidd” enD.

En cada interpretacion las variables individuales so6lo pueden tomar como valores a elementos
del dominio. Como veremos, en la aritmética de Peano a los conectivos y cuantificadores se les da su
significado usual.

Se tiene unasignacioncuando a cada variable se le hace corresponder un elemento especifico
enD.

Una férmulaF es satisfacible en una interpretachosi existe una asignacion de valores a sus
variables libres que la hacen “verdadera” para esos valores. Una féreslardaderaen una

interpretaciom cuando todas las asignaciones posibles la satisfacen. En tal caso se Aseribé
COmO una opcion de notacion podemos escribit F.

En una interpretacion una férmula con variables libres puede no tener un valor de verdad fijo
(pues su satisfaccion depende de los valores asignados a sus variables). Para evitar este problema
hacemos uso de la cerradura de la formula, pues las férmulas en las que solo figuran variables acotac
tienen un valor de verdad que no depende de los valores asignados a las variables, es decir, de las
interpretaciones.



Si una férmuld es verdadera en todas las interpretaciones posibles, decimosvglidaas

universalmente validg escribimos= F. Decimos qué- escontradictoria 6 no satisfaciblsi y solo si
la negacion d€& es universalmente valida

Debido al siguiente metateorema solo consideraremos enunciados del lenguaje.

Proposicion 0.2.1
Una férmula es valida si y sélo si su cerradura es valida. En simbolos: Para todaRoemklsi y
sélo si= C(F) de hecho para toda formutay para toda interpretacid® sucede que-a F si y solo si
EaA C(F)

Como un concepto preliminar para definir las nociones de verdad y satisfacibilidad hacemos claro el
uso que se dara a una sucesgn (

Definicion 0.2.7:Seas la secuencia funcion de un argumento que va de los términos usados en las
férmulas a valores dados Beel dominio de interpretacién, ésta debe cumplir con las siguientes
condiciones.

1) si el términd esta compuesto par entonces(t) esb; un nombre dentro de para dicha variable.
2) si el términd es una constante entonsgy es la interpretacion de dicha constante.

3) sif es una letra funcional debe exigtiuna operacion correspondientedentro del domini®. Si
ademasg;, .t son términos entonceff(t, %)) esg(s(h), s(k) ,s(t)).

EJEMPLO: Sea el siguiente términif (x,, f>(x,a,)) su interpretacion en la aritmética es decir el
conjunto de los nimeros naturales con las operaciones suma y multiplicacion ordinarias, ahora
interpretamos &} y f? respectivamente con estas operaciones y para la corstante

interpretacion es el numero dos (2) entonces mediante la susesiémefine la interpretacion del
término, obtenemds; x (b + 2) dondeb; y b, son variables dentro de la aritmética.

Ahora definimos formalmente las nociones de verdad y satisfacibilidad de una férmula
(Mendelson(1987), segun Tarski (1936)).

Definicion 0.2.8:La nocién desatisfacibilidadpara las féormulas del calculo de predicados, que
también denotaremos algunas veces cbinose define inductivamente como sigue:

1.SiX es una férmula atomicR! (t,t,.t,....t) Y (R')" es la relacion correspondiente en la
interpretacion, entonces una suces{on (s;,%,%,...,%,...) satisface & siy soélo si

R (S(te), S(t2), (ts),-.., S(tn)), esto es, siy sélo H(), S(tz), S(ta),-., S(t)) O (R

SeanX, Y dos formulas para las cuales ya esta definida la nocién de satisfaccion por una Sucesion
2. Ssatisface an X siy s6lo sEno satisface X.

3. Ssatisface aX LY siy s6lo sEsatisface X y Ssatisface &.

4 Ssatisface aX LY siy soOlo sEsatisface & o Ssatisface .

5 .Ssatisface aX — Y siy solo sEsatisface & o Sno satisface X.



6. Ssatisface al(x)X siy solo si toda sucesion que difiereSam a lo mas laésima componente,
satisface & Como notacion de que una férmula es satisfacible por una asignaciéon en un modelo

usamosM = X(S o también lo denotamos cortay X (S.

Definicion 0.2.9:Una férmulaF esverdaderabajo una interpretacion si y solo si toda sucesion
en el dominio la satisface. Esta relacion se denotdcerF. Se dice qué& esfalsapara si y solo si
no hay sucesion alguna que satisfaga@omo notacién tomamds # F.

Definicion 0.2.10:Una interpretacion se dice que esmodelode un conjuntd de férmulas si
y solo si cada formula dees verdadera bajo la interpretacion.

Definicion 0.2.11:Se dice qu& implica légicamente a {londeX eY son férmulas), si cada
vez queX es satisfecha por una asignacg&en una interpretacioly,también es satisfecha por la
misma asignacion y en la misma interpretacion. Extendiendo el concepto, se diasque
consecuencia logicdel, si cada vez que todos los elemento§ den satisfechos por una asignacion
Sen una interpretacion, entonces también M. &0s formulasK e Y sonlogicamente equivalentes
y solo si una implica a la otra y viceversa. Se escibY .

Proposicion 0.2.2
Toda instancia de tautologia es universalmente valida. En otras palabras, si una férmula se obtiene a
partir de una tautologia substituyendo las variables proposicionales de ésta ultima por férmulas, el
resultado sera una férmula universalmente valida.

0.3 Teorias de primer orden

En el caso del calculo proposicional, las tablas de verdad proporcionan un método efectivo para sabe
si una formula es una tautologia o no. Por contraste, en el calculo de predicados no tenemos un
procedimiento semejante para saber si una formula es universalmente valida. Esto se debe a que, en
general, para verificar si la formula es verdadera, hay que tratar corfinitiad de dominios de
cardinalidad arbitraria. Por lo anterior, el uso del método axiomatico se hace necesario en el estudio o
teorias que implican el uso de cuantificadores. Otra de las razones para recurrir a la axiomatica forma
es que ésta permite reconstruir la nocion de validez universal sin recurrir a nociones semanticas, pue:s
sé6lo requiere de nociones sintacticas, es decir, nociones que solo se refieren a relaciones entre signo

SeanX, Yy Z formulas cualesquiera dig. Los axiomas légicos del calculo de predicados son
los siguientes:
1) X - (Y - X)
D(X->(Ys D) - (X=Y) - (X = 2)
D Ysa XN s ((mY-> X)-Y)
4) OxX(x) - X(t)
50X X- V) - (X - OxY)



En 4) t es un término y se pide dueea libre parg enX(x). En el caso particular cuando t es una
variablex; tenemos] x X(X) - X(X)
En 5)X no contiene presencias libresxde

Las reglas de inferencia del lenguaje son dos:

Modus ponens:De Xy de X - Y se sigueY. Indicaremos el uso de esta regla con la exprégdkn
Generalizacion: De X se siguellx X )Indicaremos el uso de esta regla con la expré&3em

Definicion 0.3.1:Unapruebaes una sucesiof, X,,... %, de formulas, en donde cada una de
ellas es un axioma o una consecuencia logica de las anteriores en virtud de alguna de las reglas de
inferencia.

Definicion 0.3.2:Un teoremaes cualquier formulX, que figura al final de una prueba. Si X es
un teorema, se escribeg, X.

Si ademas de los axiomas ldgicos, en la derivacion de una fémalancluyen algunas férmulas
tomadas de un conjuniode férmulas, lo que se tiene es deaucciordeX a partir dd” y se escribe

Debemos mencionar que en las pruebas se tendran en cuenta las siguientes reglas légicas:

Regla de eleccion 6 regla EEl uso de esta regla se basa en el siguiente metateorema:
Sil, [xZ(c) ~ Wdonde el simbolo constanteno aparece ni eani enl” ni enW entonces,

I, CxZ(x) — W. Para encontrar una demostracion de esta regla consultar [Amor 2006]

Bajo tales circunstancias— W, de hecho el uso de la regla E permite abreviar la demostraciéon
metamateméatica de qlie[xZ(x) — W, ademas existe una deduccién/da partir dd” y CxZ(x) en
la cual no aparecexZ(c).

Como una variante al uso de esta regla tenemos lo siguiente.
Seal” un conjunto de férmulas. Supongamos que las siguientes condiciones son satisfechas.

I = CxZ(X). 3)x no figura libre enw.
2)T,Z(X) = W. 4)x no figura libre ernt.
En este trabajo veremos ejemplos del uso de esta regla en las demostraciones que haremos en

seccion siguiente sobre la forma prenexada de una férmula, ademas la segunda version de la regla la
usaremos en el capitulo siguiente al demostrar el uso de la forma funcional de Herbrand.

Haremos también uso del siguiente metateorema, cuya aplicacion se conodemastoacion
por reduccion al absurdo



Proposicion 0.3.1

Sil’', X+—2ZLC-Z entonced —-X.
En otras palabras, si de0{X} se deduce una contradiccién, entonces la negaeiXrse deduce a

partir derl.

0.4 Forma prenexada de una formula

Una férmula esta prenexada cuando es de la forma:
Qx1Q2x2...Qxn(X), dondeX es una formula abierta y ca@aes un cuantificador universal o
existencial.

EJEMPLOS:
a)(0 )0 WO X R x- (BR(xY - -R(v.2))
b)([O XOX R(xY - R(v.2)

Para prenexar una formuXaque no se encuentra en esta forma, es decir, en la cual no todos los
cuantificadores preceden al resto de toda la féormula, es suficiente con aplicar ciertas reglas simples.
Con su ayuda se puede obtener una formula preneXatéd que X = X". Las reglas se hallan
implicitas en la siguiente proposicién.

Proposicion 0.4.1
En lo siguientex es una variable que no figura libre en una formuiaC(x) es una férmula, entonces
se cumple lo siguiente:

= (@3a® - D =(EX(C(x) -~ D)

i) = (C3AXN - D) =(0X¥(C(x) ~ D)

i) = (D (03 Q@x) =(0X(D - C(x))
iv) = (D~ (C3AR) =(C(D - C(x)

V) B = (M3 Qa%) = (EX(=C(X)

vi) = =(([E3AR) = ([OX(=C(x))

Demostracion del incisio: tomemos la formulg(CXC(x) - D) y demostremos que es
l6gicamente equivalente(@X(C(x) — D):
Primero procedemos a demostrar gu§C Y QX - D) - (OX(C(x) - D). Con base en la
proposicion 0.3.1 procedemos como sigue:

1.- (CXYC(x) - D) Hipotesis.

* Al respecto véase Mendelson pp. 85-90 o Kleene pp. 125-134.



2.- 2 (0XY(C(x) - D) Hipotesis.

3.- (CX-(C(X) - D) Por introduccién det no a la formula.

4.- (CXY(C(x) C-D) Abreviatura de- y distribucion del= no en la
formula.

5.- (CRAC(X) C(Cx)-D Distribucion del existe..

6.- (CXYC(x)C-D Eliminacion de cuantificador ocioso.

7.- (CXYC(x) Separacion de la conjuncion en 6.

8.--D Separacion de la conjuncién en 6.

9.-D PorMPde 1y 7.

Tenemos asi que d€({CXC(x) - D), =(0X(C(x) - D)} se deduce una contradiccion, por lo
cual la formula(CdX(C(x) — D) se deduce mediante el uso de la proposicion 0.3.1.

Ahora demostraremos que(J ¥( QX - D) - ((CXYC(xX) - D) tenemos lo siguiente:

1.- (OX(C(x) - D) Hipotesis.

2.- C(b) Hipotesis.

3-Cb) - D De 1 por lareglal( ¥Y(X - Y(b).

4.-D PorMP de 2y 3.

5.- (OX(C(x) - D), (CXC(X) D Deducimos esta formula de 1-4 y por la regla E.

6.-F(O¥ARX - D - ((CYC(x) - D) Por la regla de la deduccién aplicada 2 veces.
Con lo cual tenemos que (C3 A X - D) =(0X(C(x) - D) quedando asi demostrado el

incisoii) m

EJEMPLOS:
Consideremos la formuléd )X R X- (0 Y R( x ¥y - ~(02R(Y,2))y siguiendo los pasos antes
indicados la convertimos en una formula prenexada.

-0 RXx- O X R xY- (02-R(Y2)) Por el inciso\().
2-0 )X R x> @0 YOX B(xY) - - R(v,2)) Por el incisoif).
B-@ X W R X~ OXR(xY -~ -~R(%2)). Por el incisoifj) .
4-0 O NOX R x- (BR(xY - 7 R(¥.2)) Por el incisoif).

Esta ultima es una férmula prenexada.

Consideremos ahora la formula(0 )x,R XJ(O Yy R Y O( B(2) - (OWR(W))
1-OxRMIO YR YOO W R(2 - R(w) Por el incisoif).
2-(0 ) RYMXIO YR YOO WR(D - R(w) Por el inciso\{i).
3-(0 )0 WO W~ R XO R NO(R(Y - R(w)



En este Ultimo paso usamos una regla que no hicimos explicita: en relacién a los conéctjwe
(L), los cuantificadores pueden pasar al inicio de la formula sin cambiar su tipo.

Proposicion 0.4.2
Si X es una férmula del lenguaje, entonces hay una férmula prenexada, deno®@@§,dahque:
a) Xy P(X) tienen las mismas variables libres.
b) X es logicamente equivalente &P(

En virtud de las proposiciones anteriores, en los lenguajes de primer orden podemos considerar
unicamente férmulas prenexadas rectificadas.



Capitulo 1
Teorema de Herbrand

En este capitulo veremos el método de Herbrand para la eliminacion de cuantificadores de
formulas prenexadas y aclararemos la necesidad de la “forma funcional de Herbrand”; ademas,
expondremos la nocion de la “expansion de Herbrand de una formula” y veremos el uso que les da
en su teorema y el tipo de problemas que presenta este proceso de eliminacion de cuantificadores.
Asimismo, enunciaremos el teorema de Herbrand y explicaremos su uso en forma directa, y
examinaremos las dificultades practicas para determinar la validez de una férmula.

También veremos qué es lo que pretende Herbrand al aplicar su teorema y analizaremos las
razones por las que el teorema no tiene el alcance que €l desea.

Daremos una idea de cdmo se construyen funciones analizadoras. Estas fueron planteadas por
otros autores que siguieron a Herbrand en el desarrollo de su demostracion y notaron un error al
querer acotar la basqueda.

Finalmente daremos un avance sobre las implicaciones del teorema de Godel sobre el resultado
gue busca Herbrand.

1.1 Forma funcional de Herbrand

Exponemos en esta seccion como obtener la forma funcional de Herbrand, para dar curso
temporal a las ideas, en esta seccion sélo planteamos como obtener la forma funcional cerrada de
validez, pero en el capitulo siguiente exponemos que también se puede generar de manera dual la
forma funcional cerrada de satisfaccion.

Dada una féormulX del lenguaje de predicadosftama funcional cerrada de validez de X
denotada con Xcv, es una formula prenexada sin cuantificadores universales que satisface la
siguiente condicion:

Versién semantica= X si y solo si= Xcv.
Version sintacticae- X si 'y solo si— Xcv.

Veamos como se obtiene la forma funcional de Herbrand, es este caso la forma cerrada de validez
de una férmula.

Sin pérdida de generalidad podemos suponeXaseuna formula rectificada prenexada (la
cual, como hemos visto, siempre se puede hallar).



Definicion 1.1.1:Se dice que un cuantificador universaégistencialmente librsi no lo
preceden en la forma prenexada de la formula cuantificadores existenciales. De lo contrario se
dice que egxistencialmente ligado

Debemos hacer notar que el orden de los cuantificadores en férmulas prenexadas puede
cambiar, pero haremos uso de la convencidn siguiente, los cuantificadores obtenidos en la forma
prenexada no podran alternar su orden contra el dado por su posicidn original en la formula, si la
férmula ya aparecia prenexada entonces simplemente se conserva el orden de los cuantificadores.

Definicion 1.1.2:Se dice que uneariable deX esexistencialmente librei no esta dentro del
alcance de un cuantificador existenciake esta dentro del alcance de un cuantificador
existencial erX pero la precede un cuantificador universal existencialmente libre, sino sucede
ninguno de los dos casos anteriores se dice quagikble esexistencialmente ligada

EJEMPLO: Consideremos la formulxy0zA x y 2. En este casoes una variable
existencialmente libre, puesto que esta dentro del alcance de un cuantificador existencial pero la
liga un cuantificador existencialmente libre, mienyrgsz son variables existencialmente ligadas,
la primera esta cuantificada a un cuantificador existencial, mientras que la segunda esta
cuantificada por un cuantificador universal existencialmente ligado.

Seanx;, %, Xs...%, las variables universales existencialmente ligada§ en decir, que estan
cuantificadas universalmente pero dentro del alcance de un cuantificador existencial.

Sea eel numero de cuantificadores existenciales que hacen a la variekistencialmente
ligada y seam,Y»,Ys,...¥h las variables existencialmente cuantificadas de tales cuantificadores en
el orden en que aparecenXrSearfy,f,fs,...f, simbolos funcionales que no figuranXérconf; de
aridade . Conx; queda asociado el término funcional de HerbfgRrel X2, X3, ... %ei).

Ahora Xcv se obtiene como sigue:
En la formulaX se eliminan todos los cuantificadores universales, a la vez que todas las presencias
de las variables se reemplazan p@i{xi1,%2,%3,...-%i). Obviamente en Xcv pueden figurar otras
variables libres, a saber, aquellas que son existencialmente libtes en

EJEMPLOS:
Consideremos la formuld X y1 y R'x g(V;, Y,)) - En la cual las variablas y y» son
existencialmente ligadas. En este caso e, = 1. Tomemos dos simbolos funcionales de
Herbrandf;, y f, de aridad 1. La férmula Xcv dS$xR x g( f,(X), f,(x))). Cabe sefialar queno es
término funcional de Herbrand

Tomemos como segundo caso la férmula:

O 58 HKNR Y0 B ¥)OR(Y,%,Y:)); en esta, las variablgsy ys son
existencialmente acotadas, mientras yjues existencialmente libre.

Ahorae, = 1 ye; = 2. Tomemos dos simbolos funcionales de Herbfade aridad 1 ¥; de
aridad 2.



Xcv es laformulald X X R y 30 R(x $( ¥) 0 B(Y, %, f,(x,%,))) . En Xcvy, figura libre,
ya que erX esta variable es existencialmente libre.

Para demostrar que una formil@s un teorema del célculo de predicados si y $&{ows
lo es, basta con demostrar que esto sucede cuando se elimina el primer cuantificador universal que
se encuentra en la formula al recorrerla de izquierda a derecha, pues en tal caso la formula Xcv, se
obtiene al llevar a cabo un ndmero finito de veces este procedimiento.

Si X es de la formalxYx, entonces la variabbees existencialmente libre y la formula Xcv
en cuestion es simplemente Es inmediato que una de ellas es teorema si ysstdtra lo es.

Otra manera en la que el cuantificador universal puede aparecer es existencialmente
acotado, es decir, de la manera siguientél y Y(X, Y, ).
En este caso, con el simbdl® nos referimos a la cadena de cuantificadores existenciales
Ox,0%,0,..[X, que preceden al cuantificadaly, en la férmula, es decir, todos los

cuantificadores que hacen a la variaplexistencialmente acotada. En donde a la varighée
corresponde un simbolo funciorigte aridachy x representa a la eneadaX,,Xs,...,%).

Al eliminar el cuantificador existencialmente acotado de la formday Y(Xx, y,) nos
queda una formula de la formaxY(x, f, (X)) .

Demostraremos ahora que las formulas anteriores son equivalentes, es decir, una se deduce
de la otra.

Primero supongamos que X0y, Y(% Y)Yy demostremos entonces quelXY(x {(X)

1.- IXOy,Y(X y) Teorema.

2.- OyY(Xy,) Hipdtesis.

-0 yXxy) - Y(X f(x) Teorema décp, puesfy(x) es libre parg; enY(X,y).
4.- Y(X, f,(X)) PorMP de 2 y 3.

5.- OXY(%, f,(X)) Por la regla de cuantificacion existencial sl las

veces necesarias.
Como las hipétesis para emplear la regla E se cumplen tenemos entoneeSky(& {(X) .

Para demostrar quetsi IXY(% {(), entonces- [XOy, Y(X Y), haremos lo siguiente;
Demostraremos queP D{—.(Dxljyl(x, yl))} es inconsistente cuanée, [XY(X {(X).

1.- =(DXyY(x,y,)) Hipotesis.

2.- Oy (Y(x,y,)) Equivalente a 1 drcp, por reglas de prenexacion.
3-0Ky(Xxy) » Oy-Y(xy) Teorema décp.

4.-0Oy-Y(XY,) PorMP de 2y 3.

Con esta deduccion vemos g€ yY(x,y;)) F Oy Y(X,V;)



1b.- = Y(X,y,) Hipotesis.

2b.- ~ (X yY(x,y,)) Hipotesis.

3b.- IXY(% (%) Teorema.

4b.- Oy- Y(XY,) PorGende 1b.

Sb.- 0y (X Y) - = Y(X (X)) Teorema dé.cp, puesf;(x) es libre parg; en

= Y(X, y).

6b.- = (Y(x, f,(x))) PorMP de 4b y 5b.

7h.- D (Y(x, f,(x))) PorGende 6b.

8b.- —(OxY(x, ,(x))) Equivalente a 7b por reglas de prenexacion.

9b.- O X% f(HO-(TXY(x, f,(x))) Conjuncién explicita de 2b y 8b

En esta demostracion tenemos que-d&x,y,), =(yY(x,y,)) -

X% f() D-I([TXY(X, fl(X))) que es el paso 9b, en el cual tenemos una contradiccion, es decir
una formula de laformZ C-Z.

Como las hipotesis necesarias para emplear la regla E se cumplen, hemos llegado a lo siguiente:
(0 yY(x,y,)) Fep ZLC~Z. Ahora, como de~ (X3 yY(x,y,)) se deduce una contradiccién,

por la proposicion 0.3.1 sabemos gug[(XOy,Y(X y). B

1.2 Expansion de Herbrand de una formula

El teorema de Herbrand enuncia una condicién necesaria y suficiente para que una fdropila de
(con esto denotamos al lenguaje del calculo de predicados) sea véalida o demostraii(eorel

esto denotamos al calculo proposicional). Se trata de una formula del célculo proposicional
asociado a ella. Dicha caracterizacion se basa en un procedimiento introducido por Herbrand, que
a continuacién explicamos.

El conjuntoT de términos décp es numerable. Debido a ello cualquier subconjuato d
términos, digamos’, también es numerable. Consideremos la siguiaméid G(X) de
conjuntos finitos de términos del lenguaje asociados a una féKnula

1)  Cy(X) contiene las constantes individuales, las varsaltbees y aquellas variables
universales existencialmente libresXlegCuando erX no hay ninguno de estos elementaose§ia
formada por una constante arbitragga

2)  Cii(X) contiene a todos los elementos gXCy a todas las instancias de los términos
funcionales de Xcv que se obtienen cuando en éstos se reemplazan las variables por elementos de

Ci(X).



Seal el conjuntoUC,(X), el cual consiste de términos ldep. Los términos d&” se
i=0
pueden ordenar de modo que formen una sucesigri, ,t, ,.El modo de llevar a cabo tal
ordenacion es irrelevante, aunque cabe mencionar que ésta se puede hacer de un modo efectivo
(por ejemplo, con la numeracion de Gddel ). En consecuencia, gX)la€Cpuede considerar

como una sucesion fini& de términos décp.

EJEMPLOS:
Consideremos la formuld X1 %1 xR(X, X,,X;) , donde Xcv es1x R, X,, f(X,)). En este caso
tenemos:

Co(X) = {1}
Cu(X) = {x1, f(x1)}
Cao(X) = {xa, f(x2), f(f(x0))}

y asi sucesivamente, con esto podemos considerar que llegaremos a

Ca(X) = {Xq, T(x), f(f(x0)),..., f(f(...f(%)...)} donde hemos puesto en el dltimo término funcional
veces el simbolby sus respectivos paréntesis.

Tomemos ahora la formuld X %1 X1 x R'%, %, %, %,,C) , XCV €s
O 1 xR %, %, %, f(%,%),c). En este caso obtenemos:

Co(X) = {x1, ¢t

Ci(X) = {x1, ¢, f(4xa), f(xa,C), f(c,%), f(c,c}

Co(X) = {x1, ¢, fOaxa), f(xa,C), f(c,%), f(c,c), FOs,f(xa. %)), f(a,f(x.C)), f(.f(c, %)), f(x.f(c,C)),
f(c,f(x, %)), (c,f(%,C)), f(c,f(c,x)), f(c,f(c,c)), f(f(x,x0),x0), f(f(xs,€). %), f(f(c,%),x0), f(f(c,c), %),
f(f(x1,%0), ), f(f(x,€),c), f(f(c.x),c), f(f(c,c),c), f(f(xxa),F(xu X0)), F(F(xax0),F(%,C)), F(FO4 X0),F(C,%)),
f(f(x1 x0),f(c,c)), f(f(%,C),F(ax0),), F(f(c,%),f(xa xa),), f(f(c,c),f(4 x0)), F(f(x,C),f(x,C)),
f(f(xa,C),f(c.%)), f(f(x,c),f(c,c)), f(f(c,¥),f(x,C)), f(f(c,c),f(x,c)), f(f(c,%),f(c, %)), f(f(c,%).f(c,c)),
f(f(c,c),f(c,%)), f(f(c,c),f(c,c))

El términof(f(x1,x1), f(f(xe,x1), f(x1,X%1))) aparecera eniX) y cada ¢ de orden superior
tendra términos en los cuales las funciones seran cada vez mas complicadas, en ellos figuran todos
los términos que aparecen en el conjunto antetipr C

Cabe sefialar que cadagS una sucesion finita y que el conju{n(q\ i ON} es una cadena
de series contenidas unas en otras de la siguiente foymaC, 00 C, O...0 C,

Definicion 1.2.1:Definimos recursivamente Expansion de X sobre,Ccomo sigue:
1) SiX es atémicax < esX

2) SiXes=Y, X es—~(Y")

3)SiXesYLCZ, X“ esY® CZ™



4) SiXesYCZ, X esYS CZ“
_ C
5) SiX esCxY(x), X es O Y(%)
<n K

_ ———G;
6) SiX es OxY(x), X°© eng(%)
<n K

Si X es una formula decp. Laexpansion de Herbrand de X sobrel& denotaremos
indistintamente con Exp(G) o con Xov.

La expansion de una formula nos permite tratar la nocion de validez, a través de la logica
proposicional, pues con ella los cuantificadores existenciales se convierten en disyunciones finitas
y los cuantificadores universales en conjunciones finitas.

EJEMPLOS:
Tomemos la formuldal Xk y= R x Y C R(x y)). La Xcv que se obtiene es:

C¥ RxXLCRXY)).
Sea G = {x}; la expansion de Herbrand, Exp(X6y), sera:

Exp(Xcv,Co) = ¥ Rx Y ORXY)™ = O RX%DR(M))(%) "=~ RX YL RXX)

Se puede ver que la formutaR x ¥ C R(x X) es una instancia de sustitucion de la formula
PLC =P, la cual es una tautologia.

Tomemos ahora la formuld Xy ¢ R x YL - R x2z)) La formula Xcv es en este caso:

CYRXYL-RX f(y).
Sea G = {X}; la expansion de Herbrand Exp(Xcy)Ces:
TYRXYO-RX TN = O(RxYO-Rx F) Yy ) = R¥3C~Rx F()

La parejaXx, X) no es igual a la pareja, (f(x)) por lo que no podemos decir que se trate de
una instancia de sustitucién en una tautologia.

Sea G={x, f(x}. En este cast esx y t, esf(x), de donde resulta que:

c
Exp(XevCy) = 0¥ RX ) 0= Rx F(M)° = Do, (R x 9 0= Rx f(y)»(%j .
( RX)C- RX ()T (Rx ()T~ Rx F(FO))

Esta ultima formula es instancia de la tautolgded]- B,) O(R, 0-R,), por lo cual tenemos que
la expansion sobr€; da como resultado una tautologia.

En general, la formula Ex}4(G) es una formula abierta que se puede considerar instancia
de una formula del calculo proposicional. Siguiendo las ideas que aparecen en la seccion 0.1
capitulo anterior, tenemos dos alternativas:



1) Hay unan tal que ExpX,G,) es instancia de tautologia.
2) Para toda, Exp(X,C,) no es instancia de tautologia.

Estas dos posibilidades tienen consecuencias que en su conjunto constituyen el Teorema de
Herbrand, tales consecuencias son las siguientes:

Proposicion 1.2.1
Si para alguna, Exp(X,C,) es instancia de tautologia, entoneggsX.

Proposicion 1.2.2
Si para toda, Exp(X,C,) no es instancia de tautologia, entoriegsX.

Ahora después de haber explicado lo que es la forma funcional y la expansion de Herbrand
de una formula, podemos enunciar el teorema de Herbrand, que no es otra cosa que el enunciado
de esta equivalencia.

1.3 Teorema de Herbrand (1930)

Una férmulaX del lenguaje de la l6gica de predicados es teorema del calculo de predicados si y
solo si existe unaON tal que ExpX,G,) es instancia de tautologia. En simbolos:

Para todaX O Lcp, F¢p X si y sélo si existe N tal quel=+ Exp(X,Cy).

En la demostracion de la proposicion 1.2.2 Herbrand procede por induccién siguiendo un
procedimiento enteramente sintactico. Para ello introduce lo que llardealde una formula
Se trata del menor nimero natyvaél que ExpX,G,) es instancia de tautologia. En simbolos:

O(X) = min{ PEX|§ X, Sp es instancia de tautologia.}

Herbrand lleva a cabo la demostracion como sigue:

Primero, demuestra que todos los axiomas del calculo de predicados son de orden finito.

Segundo, demuestra que cada regla de inferencia del célculo de predicados cumple lo siguiente: Si
las premisas son de orden finito, la conclusion también es de orden finito. La conclusion a la que
llega es que todo teorema del calculo de predicados es de orden finito, lo cual equivale a la
proposicion 1.2.2.

La demostracion de Herbrand es dificil de seguir, ademas de que contiene un error. En este
texto demostraremos las proposiciones 1.2.1 y 1.2.2 recién mencionadas, siguiendo otro camino.
Para ello, requerimos de la proposicion siguiente:

Proposicion 1.2.3
Si para toda, Exp(X,G,) no es instancia de sustitucién de una tautologia, ent¥nmess
universalmente valida.



Como sabemos, toda formtaque es teorema dep es valida. En simbolos: §i X, entonces=
X.

Por contraposicion: Para toda formMlaeLcp,. Sik X, entonces X. De esta manera podemos
demostrar la proposicion 1.2.3 y de ésta se sigue la proposicion 1.2.2.

Demostracion de la proposicion 1.2.3.
La expansion de Herbrand de una fornXikse obtiene a partir de la férmula Xcv que carece de
cuantificadores universales (es decir, Xcv es una formula existencial). Debido a ello toda
expansion de Herbrand es una disyuncion de instancias de lalvhdgita formula Xcv.
Tomando en cuenta las leyes asociativa y conmutativa para la disyuncién, tenemos lo siguiente:

1) SiCy = {ts,....&k} y Xcv es [%..[x, M (X,,...,X,,) , entonces la expansion de Herbrand de la
formula es Exp{,Cr) = 0 o O oG &M ...t )...)) por otra parte, las disyunciones de

instancias de la matriz se pueden agrupar como se deseé.
2) Para todan,hO N, Exp(X,G,) es subformula de EX)(G,+1), para lo cual basta agrupar

adecuadamente EXGCy+n)-

Ahora supongamos que ninguna expansion de Herbrand de una f&rewilastancia de
tautologia. En tal caso se puede demostrar que la fémdaes universalmente valida
construyendo una estructukasobre el dominio de los niUmeros naturales, endbXcas falsa.
Para ello es de utilidad dar a las férmula€&auna forma mas precisa.

Sea ExpX,C,) una expansion de Herbrand. A partir de ella podremos obtener una férmula
En del calculo proposicional reemplazando las formulas atémicas d¥,EXpfor variables
proposicionales. EI modo de llevar a cabo este reemplazo es importante, y, para ello, hay que
ordenar al conjunt®” de los términos decp que aparecen en alguna de@as(Un ordenamiento
posible es el siguiente: Las primeras componentes de la sucesion son los elenm@nties de
orden deCy. Después, ordenand®-Cy, se extiende la sucesion de modo que todos los elementos
deC, figuren en ella. La aplicacion reiterada de este procedimiento proporciona el orden deseado.)

Seaty,t,....k,... un ordenamiento dE. Toda formula atdmica de EXfC,) es de la forma
R(t1,...,t) dondeR es un simbolo relacional depy ti,...,t son términos d& (donde el indicg
sefala el lugar que ocupa el térmipen la sucesion recién formadg), que es enunciado, se
obtiene al reemplazar en EXyC,) cada formula atomicB(t,...,t) por la variable proposicional
P1..iy €n todas sus presencias.

Cabe aclarar aqui que para cada formula atoR(&a..,l) se usara una variable proposicional
distinta y se considera la misma variable proposicional para las formulas atbmicas que sean
idénticas.

Ahora nuestra hipétesis se ha transformado en la siguiente: PanaEqd@ es tautologia.
En conformidad, dadaexiste una asignaciél,, : VP = {0,1}, dondeVP es el conjunto de
variables proposicionales de la formtg tal queAn(E,) = 0.
Seat,p,...,Gh-.. UN Ordenamiento déP. Vamos a definir una asignacié con la propiedad de
que A(En) = 0 para todan O N . A se define de manera recursiva como sigue:



D A () = 0 si A esfinito
)A@ =1, A, ={nON A, ¢ F Fesinfinito

0 si A, esfinito

2) A (n+) = {1 SiA,. :{nD N A g FAQ)-A G)=AG)YA, b F 1} esinfinito

Consideremos un&a,, arbitraria. Se& el mayor indice de las variables proposicionales de
En. Sabemos que para una infinidad de numires cumple qued,(qi) = A(Qw),..., An(dh) =
A(agn), de modo que podemos escoger arrmcon esta propiedad. Condd,(E,) = 0 yE, es
subférmula dds, por necesidadd,(Ey) = 0, peraA, y A coinciden en las variables
proposicionales d&, debido a lo cualA (En) = 0.

Definamos ahora una interpretacién sobre el dominio de los niimeros naturafésirSea
simbolo funcional de Xcv y se&q...,t términos d&” y supongamos que el térmiffo(tis, ..., )
est;. Se define la funcioA(f :N* - N comoA(F(i1,...,IK = j.

SeaR “ un simbolo relacional de Xcv. Se define la relad@R) 0 N ¥ como sigue:

Para demostrar qué€no es universalmente vélida basta con demostrar que Xcv es falsa en
A

Recordemos que la validez universal de Xcv implica la validez universaiXev) .

Donde z= (z,z,...,z,) €s la sucesion de variables libres de Xcv. Por tanfogicv) es falsa
enA, Xcv no es universalmente valida.

Ahora escribimog1zZ Xcv) como JZI1xM(z X) con M(z x) abierta y en su forma normal
disyuntiva.

A= OZxM(zX) siy solo si existeay,...,amai1,...,am tales queA =

M(zX) (811,--,8m,&1,---,8m) Y €sto Ultimo sucede si 'y s6lafssE= M, (2 X) (a11,...,8m a1, 8m)
para algun disyuntbl; deM.

Si consideramos los niumeras,...,an y efectuamos las operaciones pertinentes con ellos,
veremos que ciertas eneadas de numeros estan 0 no en ciertas relaciones.
Por ejemplo, sR¥ aparece sin negacion b, entonces se tendrd,(...i) 0 AR").

En tal caso, tendremos qﬂé(Rkil,___,ik) =1, respecto a la asignacigh Procediendo de
esta manera con las formulas atomicas tendremos una conjuncion de variables o de negaciones de
variables d&/P que es verdadera bajd. Este conjunto es un disyunto g para algunan, lo

cual contradice la hipétesis de qée(Ey) = 0. @



Con esto concluimos la demostracion de la proposicion 1.2.3 y también de 1.2.2 que como
mencionamos se sigue de la proposicion recién demostrada.

Demostracion de la proposicion 1.2.1.
Demostremos ahora que, en general, EXQ +cp Xcv. Si en particular-¢, ExpX,G,) para

algunan, entonces-¢p, Xcv. SeeCy = (ty,o,...,k) Y M (X1, %,...,%) la matriz de Xcv. Haremos la
demostracion de manera sintactica indicando a la izquierda el nimero de cada paso y a la derecha
la razon por la que es valido.

O M ail’tiz""itik)D---D, O Mt tizseotin)
i2 <k

i2§k :
1.- - ik Hipodtesis.
D‘ilzq \ID T PR ) I D D M ey tiosenotin) Y()%j
2.- in ; ‘ o ; . De 1 por la reglai
xY(x,)
izgk(D(l)M K|1 t|2 ” t|k )D DIZEI M (tkl’ 2" ! )
3.- in S " o ; ‘ De 2 por la regla
Cx(Y(x)C2Z)
(Oxvx)oz

Aplicando repetidas veces lo hecho en 2 y 3 para los disyuntos sucesivos tenemos lo
siguiente:

au (DS)M é(ilIiZ""’tik)D"'Dizgk(Dxi)M &1 it

2K+2.- Lk De X+1 por la regIaYYﬂ aplicada reiterada

Veces.

ﬁ(2k+1)+1.- OxO%_;..0% M(X,%,..X,) Repitiendo lo hecho de 2 &2), (n-1) veces.



CxOxY
n(2k+1)+2.- OxOx ..0x% M(X,%,,..X,) Permutando cuantificadores con la re%%
XL

y la formula deducida es Xcin

Para pasar de EX$/(C,) a Xcv se puede aplicar una sola regla de inferencia que, como
acabamos de ver, preserva la propiedad de ser una formula universalmente valida. La regla, que
llamaremodsRegla de cuantificacion existencied la siguiente:

Si X(ta1,--,km)s- s X(tpa,...,bm) SON instancias de sustitucion X, ...,%») con ax,...,4n)
términos libres para enX, entonces, deX, [1 X,0,...[0X , se infiere[Ix[x,,...,[x X .

X, CX,C..C X,
Ux0%...Lx, X

En simbolos:

Otra regla de inferencia que también preserva la validez universal de las férmulas, misma
qgue llamaremoRegla de Herbrandes la siguiente:

Si Xcv es una formula cerrada de validez pgrantonces de Xcv se infieke

En simbolos:xxw

Hemos probado el teorema de Herbrand mediante las proposiciones 1.2.1y 1.2.2. En éstas
figuran nociones semanticas y sintacticas. Al respecto cabe aclarar ciertas cuestiones que tomaron
lugar en la demostracion del teorema de Herbrand.

En primer lugar, para Herbrand el uso de nociones semanticas era inadmisible en la
metamatematica. De hecho, Herbrand adopta un punto de vista constructivista tal como el
propuesto por Hilbert en su programa (mas adelante en este trabajo habremos de retomar este
punto).

La segunda cuestion es que la postura de Herbrand le impidio ver las implicaciones
semanticas de su teorema, mismas que incluyen el teorema de completud de Goédel para el calculo
de predicados. De estas cuestiones nos ocuparemos en la siguiente seccion.

1.4 Algunas implicaciones del Teorema de
Herbrand

Como hemos demostrado, deXcv se sigue que para algumaExp(X,G,) es instancia de

tautologia. Reciprocamente, si EXp{,) es una instancia de tautologia, entonegExpX,G,) y
en la prueba de ésta férmula solo se utilizan los axiomas y reglas de inferencia del calculo
proposicional CP). Combinando estos resultados con la proposicion 1.2.1 obtenemos lo siguiente:



1)SiE X, entonces-¢, X.
2)Si¢p X, entonces= X. Esto ultimo en virtud de que el calculo de predicados es correcto.

Si combinamos los incisos anteriores tenemos el teorema de completud de Gddel (1930)
para el calculo de predicados: Para t&dd.cp, = X si y sélo si- X.

Herbrand no dedujo esta equivalencia de su teorema de (1930), debido a que, como ya lo
hemos mencionando, rechazaba los métodos semanticos, por lo que sélo pudo concluir lo
siguiente:

Fcp X Si'y solo si existe umeIN tal que ExpX,S) es instancia de tautologia.

Lo anterior proporciona un criterio alternativo para la nociésedein teorema del calculo
de predicado$CP), pero no establece nexo alguno entre la nocién semantedidiezy la
nocion sintactica de “ser derivable en el calculo de predicados”.

Por otra parte, el teorema de Herbrand puede presentarse en una version semantica como
sigue:

Para todX[ILcp, &= X si y solo si existalIN tal que ExpX,C,) es instancia de tautologia.

De hecho la version semantica del teorema de Herbrand implica al teorema de Gddel de
1930. Es mas, se puede obtener un calculo de predicados completo para las formulas
universalmente validas de la siguiente manera:

Sistema del célculo de predicados con reglas de HerkCéhgl (

Axiomas: SiY es una formula abierta, las formubsy,,..., Y, son instancias de sustituciondg
YOY, O...0Y, esinstancia de tautologia, entonces Y, [1...Y, es un axioma.

Reglas de inferenciaRegla de cuantificacion existencial y regla de Herbrand.

Con respecto a las deficiencias en la demostracion de Herbrand sobre su teorema, en 1943
Godel llegd a la conclusion de que hay una laguna en el argumento. En [Dreben 1963] Dreben,
Andrews y Aanderaa publicaron contraejemplos que refutan algunos lemas sobre los que descansa
la demostracion de Herbrand. Desde entonces la demostracion ha sido modificada. Asimismo,
cabe aclarar que el teorema se ha extendido mas all4 de la version puramente constructivista de
Herbrand y se le ha dado distintas pruebas y connotaciones de tipo semantico, como la recién
expuesta.

1.5 Funciones Analizadoras

Aclaremos cudl fue el error de Herbrand en su demostracion; con lo siguiente, dado el orden
de una formula, Herbrand penso que las reglas de prenexacién, (como las expuestas en la



seccion 0.4), preservan el orden de una férmula, e intentdé demostrarlo. Lo que en realidad sucede
es que en ocasiones la aplicaciéon de las reglas de prenexacion aumenta el orden de la férmula.

En su trabajo, Herbrand demostré que para cada aXi@ate un nUmerptal que
Exp(X,C) es valida; luego habria de establecer, para cada regla de inferencia, que la conclusion de
la regla es de ordegpara algin namers) bajo la suposicion de que las premisas de la regla son
de ciertos ordenes dados.

Por ejemplo, para el modus ponens supuso que si la fokadale ordep, y la formula
X - Y es de orden, entonces el maximo entpey g es una cota superior del orden de la
conclusiony.
Ahora, sij es el nUmero de cuantificadoresXlg k el nimero de cuantificadores deDreben y
Aanderaa establecen, con ciertos contraejemplos, que el ortlenadee puede acotar con una
funcion dep y g, ni con una funcién de p y g, o con una funcién dep y g. No obstante,
demuestran que hay una funcion recursiva primitiva de los cuatro arguménpog q que da
una cota superior. La llamaréumcion analizadorale la regla de modus ponens. Para las demas
reglas de inferencia hay por lo menos una funcion analizadora que es recursiva primitiva. Por lo
cual dada una prueba de la form¥|gpodemos determinar, siguiendo la demostracion, un niumero
p tal que la Exp{,C,) es valida y la determinacion gees recursiva primitiva. Si empezamos con
la formulaX, sin usar ninguna prueba ¥egpodemos encontrar, construyendo expansiones
sucesivas, un numerptal que ExpX,C,) es valida; pero la determinaciongldesdeX es
recursiva, no recursiva primitiva.

Como hemos dicho, las funciones analizadoras dependen de las reglas de inferencia
consideradas. Su papel es acotar superiormente los domireasdGnde se intentara hacer
validas las expansiones de Herbrand de la formula.

En el sistema de Dreben y Denton, hay 5 reglas de inferencia y 2 axiomas. Lo primero que
haremos es ver cuales de estas reglas y axiomas coinciden con las reglas y axiomas que hemos
utilizado. Como veremos, las demas reglas y axiomas corresponden a tautologias. En segundo
lugar veremos que la regla de modus ponens es un caso especial de la regla de corte. En vista de
gue ambos lenguajes tienen el mismo poder expresivo, en lo que sigue utilizaremos el lenguaje de
Dreben y Denton para seguir las ideas de estos autores en la demostracion de la consistencia de la
aritmética.

Las reglas de inferencia propuestas por Dreben y Denton son las siguientes:
1.- Regla de expansion: dese sigueX LY .
2.- Regla de contraccion: d¢ C X se sigueX.
3.- Regla asociativa para el conectivode ( XOY)OZ se siguex(YD2Z).

4.- Regla de introduccion existencial: de— Y se infiereCxZ - Y, dondex es una variable que
no figura libre ery.
5.-Reglade corte: dX CY y -X [CZ sesigueY CZ

Los axiomas son los siguientes:
1) X C=X



2) Y d - [xY, en donda es una constante que sustituye en Y(x) todas las presencias de la
variablex.

Laregla 1 es equivalente al axioma 1 de nuestro sistema y las reglas 2 a 4 son tautologias.
Consideraremos para la siguiente prueba la forma de arbol usada por Gentzen, en la que

haremos ver que la regla de corte y las demas reglas de inferencia del sistema de Dreben y Denton
hacen del modus ponens una regla de inferencia derivada. Veamos la prueba de esta regla.

X = Y hipotesis X hipotesis
| quitando la abreviatura | por expansion
- XLY XLY
AN por conjuncién e

(- XCY)C(XLY)
| por regla de corte

wY
| por contraccion
Y

Con lo cual vemos que modus ponens es un caso especial de la regla de corte donde la formula Z
es la misma que Y.

Ahora veamos como son las funciones analizadoras de estas reglas. Como veremos las
funciones no son la misma en todos los casos y dependen de cada regla.

Para la regla de corte la funcion analizadora va como sigues & niumero de
cuantificadores de la formulg j el numero de cuantificadores de la formdhak el numero de
cuantificadores de la formuB y si las formulasX CYy =X C Z tienen 6rdenepy q
respectivamente, (es decir, si dichas formulas se pudieron hacer validas en dogyirigs C

respectivamente), entonces hay una funcion recursiva prirfitiy, p, q)=n, coni, j, k, p, q=

1 tal quef(i, j, k, p, g)da una cota superior para el orden que la foriulaZ tiene una expansion
de validez que es tautologia.

Para las demas reglas de inferencia la funcién identidad es suficiente, es He@nesuna
expansion de validez de ordery la formulaY se sigue d&X al aplicar una sola vez alguna de las
reglas de inferencia (contraccion, expansion, asociatividad de la conjuncion, o introduccién
existencial), entonces la formWaambién tiene una expansiéon de validez de opden

Finalmente sj > 1 y para cada térmirtalel conjunto G, dondeh > 0 yh es la altura
méaxima del término y si la formubcontieng cuantificadores, entonces la formufalC - X
tiene una expansion de validez de orpgta formula Y g — [xY tiene una expansion de
validez sobre un dominio de ordgth. *

! para un estudio mas amplio sobre funciones analizadoras ver Dreben y Denton en False Lemas in Herbrand,
Bulletin of the American Mathematical Society 69 pp. 699-706 y también Herbrand’'s Analysing Functions,
sic, 70 pp. 697-698.



Para aclarar el punto anterior veamos el siguiente ejemplo.

Consideramos Ay X - Y como las siguientes formulasx] y(R(x,y)) Y
CXyRxY) - OYXRXY)

La primera formula veamos de que orderi_e§R(X, f(x))) tenemos asi que su primera expansion
es (R(c, f(c))) su segunda expansion seRa¢ f(Q)C R(f(c), f(f(c))).

Consideremos ahora la segunda formula y hagamos los pasos para verificar su orden
LXyRxY) - OEXRXY))

CXYRXY) - UZWRW2)

DXy ZWRxY - Rwz)

CYWRxY - Rw f(y))

- Rx )L RX f(x))

- Rx)Y Rx {YL- Rx (X)L RX f(f(X))

Como podemos ver en esta Ultima férmula hay una tautologia que encontramos en la disyuncion
de los términos 2 y 3 esta tautologia hace que toda la disyuncion sea tautologia, pues de la
disyuncion de algo verdadero con lo que sea siempre se obtiene algo verdadero. Como se puede
ver cada uno de estos términos proviene de distintas partes de la formula es decir una del
antecedente y otra del consecuente por lo cual no se puede decir que la formula Y tenga el mismo
orden que la formulaX - Y pues nila féormula X ni la Y hacen por su aportacion que aparezca la
tautologia, mas bien esta aparece por la disyuncion entre de las formulas.

Buscando en la literatura mas informacién sobre las funciones analizadoras no pudimos
encontrar una construccion de la funcién analizadora de la regla de corte o de modus ponens, Sino
solo referencias de que debe ser una funcion recursiva y no recursiva primitiva.

Mi asesor y yo trabajamos sobre este tema con la informacion obtenida y creemos que la
conclusion de que debe haber una funcion analizadora que sea recursiva, tiene que ver con la idea
de minimalizacion, es decir, la funcif(n j, k, p, q)debe de estar dada por una funcién que sea
calculable solo si hay ciertos pardmetros que se pueden minimalizar.

La existencia de esta funcion analizadora de la regla de corte (0 de modus ponens) debe tener un
argumento indirecto es decir via la reduccion al absurdo, pero tampoco encontramos textos que
nos dijeran, mas informacion sobre como probaron su existencia.

1.6 Problema de la Decisién

El problema de la decisidn y la busqueda de una solucién para éste es uno de los motivos de
Herbrand para hacer el estudio que lo lleva a su teorema.

El teorema de Herbrand nos ofrece una caracterizacion alternativa de las formulas validas. Otra
caracterizacion diferente es la que corresponde al teorema de completud de Godel de 1930. En



ambos casos no se logra una respuesta para el problema de la decision del conjunto de férmulas
validas. Histdricamente, este problema tomd importancia a partir del constructivismo, el cual
intento resolver la validez de férmulas con métodos sintacticos, es decir, sin tener que recurrir a
sus interpretaciones. En este sentido los teoremas recién sefialados no resuelven mas que
parcialmente el problema.

Veamos cOmo es que el teorema de Herbrand trata este problema. En su version sintactica,
dicho teorema proporciona un método parcial para decidir la validez de las formulas, pero no un
procedimiento efectivo de decision para todas las formulasgl®e hecho, si una formukano
es valida, dicho criterio nunca lleva a una decision respecto de su validez, pues el examen de un
namero finito de expansiones de Herbrand no es suficiente para negar la validez de la féormula. Lo
anico que garantiza es la enumeracion recursiva de las formulas validas. Cabe sefialar que tal
enumerabilidad recursiva también es consecuencia del teorema de Goédel de 1930, y se puede
desarrollar mediante su técnica de aritmetizacion.

Solucionar el problema de la validez s6lo con métodos sintacticos fue uno de los principales
propasitos de la investigacion de Herbrand.

El teorema de Herbrand permite reducir el problema de la validez de una formula, al de
construir una tautologia en la logica proposicional. En este sentido, el uso de las funciones
analizadoras no permite determinar una cota para tal busqueda. De hecho, es posible que tal cota
esté mas all4 dey (omega cero), en cuyo caso para decidir la validez de la formula no tendremos
un limite para el espacio de busqueda, por lo cual la solucién a la que llega Herbrand no tiene la
magnitud que deseaba darle.



Capitulo 2
Demostracion tipo Herbrand de la consistencia
de la aritmética

En este capitulo veremos como probar la consistencia de la aritmética con base en las nociones que
Herbrand utiliza en su teorema. Veremos primero dos variantes de las nociones presentadas en su
teorema, comenzando con la introduccion de la forma cerrada de satisfaccion de una formula. Verem
también que la nocion de orden permite eliminar la hipétesis de que la formula esta prenexada.
Seguiremos con la introduccion del concepto de “altura” de una férmula, nocidén de importancia al
probar la consistencia de la aritmética. Continuamos con un analisis de los conceptos mas importante
presentes en la prueba de consistencia siguiendo las ideas de Herbrand. Estos se relacionan, sobre t
con la semantica que el mismo Herbrand rechazaba, pero que después tomo importancia en el estudi
de la I6gica matematica. Es importante aclarar que ninguna prueba de este tipo fue hecha por
Herbrand, més bien, es una técnica desarrollada por otros matematicos que decidieron darle un
seguimiento a las ideas por él propuestas. El acercamiento que Herbrand hace a la consistencia de Iz
aritmética se entiende mejor cuando se le ve como una reformulacion de las ideas de Hilbert y de su
método de evaluacion.

2.1 Variantes a las nociones usadas en el
Teorema de Herbrand

La primera variante que veremos es la de forma cerrada de satisfaccion para poder usarla en la
expansion de una formula. Esta formula surge de la forma cerrada de validez considerada en el
capitulo anterior al hacer la expansion de Herbrand.

En la forma funcional de Herbrand de una férmula hemos considerado aquellas que provienen
de un enunciado prenexado. En tal caso, quitabamos los cuantificadores universales y sustituyéndolo
por formas funcionales de Herbrand, para después, al hacer la expansion de Herbrand, quitar los
cuantificadores existenciales de la formula dejando asi una formula libre de cuantificadores.

Por ultimo, mediante una cadena de sustituciones buscabamos una tautologia, constituida por una
disyuncion de instancias de sustitucion de una matriz. A esta matriz le lamamos expansion de la form
cerrada de validez y la denotamos con Exp(Xgv,C



Para hacer lexpansion de la forma cerrada de satisfacdi@nemos ahora una matriz de
conjunciones, como a continuacion se indica.

Supongamos que la formuaes un enunciado rectificado pren&se transforma en su forma cerrada
de satisfaccion haciendo lo siguiente:

Llamemos a los cuantificadores que estan dentro del alcance de un cuantificador universal,
universalmente ligadofuitemos de la formula estos cuantificadores sustituyendo en lugar de las
variables acotadas por cuantificadores universalmente ligados términos funcionales de Herbrand de I
aridad correspondiente, en la misma forma en que se hace para la forma cerrada de validez.

. ., . .. S
Denotaremos a la forma cerrada de satisfaccion indistintamente como Xcs X¢omo

EJEMPLOS:
Retomemos los ejemplos del capitulo anterior.

Consideremos la formula [y X M X X R ¥ Y0 BR(% ¥) O R(Y,%,Y,)); en ésta, las

variablesx; y x, son universalmente ligadas.
Ahorae; = 1 ye, = 2. Tomemos dos simbolos funcionales de Herbisathel aridad 1 ¥, de aridad 2.

Xcseslaformula [y % M Ry ()0 Ry, ¥)O B (¥ ¥,),¥5)), mientras que la
forma cerrada de validez (Xcv) €,X X R ¥ X0 BR( X% $(X))0 R(y, %, f(x, %))

Tomemos como segundo caso la formidekl Y7y R x g(V;, Y,)); en ella, ninguna variable es
universalmente ligada. En este caso dejaremos la vaxitddleomo esté y quitaremos el cuantificador
existencial, obteniendo asi la formula Xdsy] y R x g(V;, Y,)) » mientras que Xcv es
OxR x g( f,(X), f,(x))). Cabe sefialar queno es téermino funcional de Herbrand en ninguna de las dos

formulas Xcv y Xcs. En Xcs pueden figurar libres, aquellas variables que sean universalmente libres
enX. (como en nuestro caso lo fue la variabje

Ahora de la definicion (1.2.1) del capitulo anterior para la expansion de Herbrand tenemos lo
siguiente:

- — /S
Si X es una férmula de la formaxY(x), X° es kD Y(%) lo cual cumple Xcs, de modo que la
<n k

expansion de la forma cerrada de satisfaccion es una matriz de conjunciones, en la cual se pueden
sustituir conjuntos de términos del lenguaje. Estos conjuntos estan definidos de igual modo que
para la expansion de validez. Ahora, a través de una cadena sucesiva de substituciones, lo que
buscaremos es satisfacer la formula en una interpretacion, en este caso la aritmética, o hallar una
instancia de tautologia.

Veamos la relacion existente entre las formulas en sus foxosy - ((- X)cv).

Proposicion 2.1.1

Si negamos la férmula X, obtenemos la forma cerrada de validez de la negacion y después volvemos
negar la féormula, el resultado serd una féormula que es equivalente a la forma cerrada de satisfaccion,
aunque cabe aclarar que no tiene por qué ser la misma formula. En sindaslas; ((- X)cv)

La demostracion de esta proposicidon es como sigue:



Por construccion, Xcv es una formula en la que solo aparecen cuantificadores existenciales o no tiene
denotaremos con P(X) a la forma prenexada de la formula X , con lo cual tenemos lo siguiente:

P(X)= Xy —P(X)= -X como—X = P(=X) resulta que~-P(X) = P(—X).

De lo anterior se sigue que+X) = =Xy -P(=X) = ==Xy como——X = Xy X = P(X), tenemos
que—P(=X) = P(X).

Asi, para obtener Xcv no es necesario construir la forma prenexad§ dao obtener P{P(X)) a

partir de—P(X), y luego construir{tX)cv, negar la férmula obtenida y finalmente prenexar, lo cual
equivale a introducir la negacion para asi obtener Xcs.

Denotaremos como Exp(Xcs)@ la expansion de Herbrand de la forma cerrada de satisfaccion
de una féormula sobre un conjuntg d® términos del lenguaje. Llamarengxgansion de satisfaccion
a la expansion de Herbrand de la forma cerrada de satisfaccion y a la expansion de Herbrand de la
forma cerrada de validez la llamareneapansion de validez

La segunda variante que veremos se debe a las ideas introducidas por Dreben y Denton. Estos
autores se dieron cuenta que no es necesario que la formula sea un enunciado rectificado prenex; pa
nuestros fines basta con que sea un enunciado, es decir, una férmula sin variables libres.

Ademéas, como ya lo hemos mencionado, algunas de las reglas dadas para prenexar férmulas aumen
el orden de ésta, siguiendo a Dreben y Denton evitaremos este cambio de orden en la formula.

Lo que no podemos evitar son las nociones de cuantificador universaloide y existencialoide,
necesarias en virtud de que, como mencionamos en el capitulo anterior, al hacer algunos pasos de la
prenexacion de una férmula el orden de ésta se altera de una manera impredecible.

Para poder considerar férmulas que son enunciados cualesquiera haremos lo siguiente:

Los cuantificadores que estan dentro de la férmula los consideramos existencialoides o universaloide:
segun el numero de simbolos de negacion que les den alcance a éstos.

Definicion 2.1.1:Si a un cuantificador existencial le dan alcance un nimero par de negaciones
(que puede ser cero), lo consideramos un cuantificador existencialoide, mientras que si lo preceden u
namero impar de negaciones lo consideramos un cuantificador universaloide.
Si a un cuantificador universal le dan alcance un nimero par de negaciones (que puede ser cero), lo
consideramos un cuantificador universaloide, mientras que si lo preceden un nimero impar de
negaciones lo consideramos un cuantificador existencialoide.

Cabe hacer la siguiente aclaracion. Si un cuantificador universaloide (existencialoide) es aquél
que al pasar la formula a su forma prenex se transforma en un cuantificador universal (existencial), er
la practica, no es necesario llevar a cabo el proceso de prenexacién, sino solo tratar a cada
cuantificador como si se hubiera hecho el proceso.

Es claro que en una formula prenexada los cuantificadores universales son universaloides y los
existenciales existencialoides.

Se puede ahora hacer el proceso de encontrar las formas cerradas de validez y satisfaccion de
una férmula sin tener que recurrir a la prenexacion de formulas. Para encontrar Xcv y Xcs haremos lo



mismos pasos que consideramos para cada una de estas formas de la férmula, pero s6lo debemos
considerar a los cuantificadores segun sean universaloides o existencialoides.

EJEMPLOS:
Veamos ahora como es que se hacen las expansiones Xcv y Xcs de un edunciado

Tomemos laformuldl XK y= R xXC R(x Yy)). XcevesC = RxXYLC RXY)).
SeaCy = {X}; la expansion de Herbrand, Exp(XG¢), sera:

T RO TR = 06 RXORXY Y, | =~ R6)T Rx)

Se puede ver que Exp(X&y) es una instancia de sustitucion de la formla- P, la cual es una
tautologia.

Xcses,[I = Rx XYL R f(x))). Tomemos una constante arbitrarigoues en la formula no aparece
ninguna variable libre. S&2y = {cy}, la expansion de Herbrand de Exp(X€s) es:

06 RXAORX 100)® = O RX 30 R(xf(x»)(%lj "= - R g ORG, f(c).

Ahora debemos verificar si esta formula es satisfacible en algun dominid> Se@} y f (0) = 0. Al
sustituir, la formula se transforma erR (0,0)C R(O, f (0)) = = R(00)C R(0,0), con lo cual se verifica
su satisfaccion en esta interpretacion.

Consideremos ahora un caso en que la formula no esta prenexada. Tomemos
O xXJyR xy) - OwP(x,w)) un enunciado sin prenexar. Bajo las reglas dadas en el capitulo 0, al

prenexar lo que resulta es la formalak ¥ W R x y) — P(x,w)). Consideremos la férmula inicial,
quitando la abreviatura=s”; O =0 yR x y)) C OwP(x,w)) .

En este caso, los dos cuantificadoresy [lw son universaloides yly es existencialoide.

La forma cerrada de validez Xcv €s0 yR x y) C P(x,w) , mientras que la forma cerrada de
satisfaccion Xcs efl = R x f( ¥) C OwPR(x,w), que también podemos escribir como

O XIw- R % f(X)C (P(x,w)) en este ejemplo la forma de Xcs es similar a su forma sin prenexar, por

lo cual el uso de estas reglas no afectara su orden, pero en el caso de la forma de Xcv el no prenexar
afectara su orden; veamos.

Al hacer la expansion en Xcv de cada una de las formas, queda lo siguiente:

En el caso de Exp (Xcv,Cn) para Xcv prenexada, la férmula coincide con el segundo ejemplo dado en
el capitulo anterior, por lo cual tenemos, que=@x, f(x)}. En este caso;tes x y  es f(x), de donde

resulta que Exp(Xcv g es:

S
OYRXYO-FX T = qg(mmxf(m% = ( PX)C- RX{P)C(RY (R)CRX 1(F(X)))

y esta Ultima formula es instancia de tautologia, a su vez obtenemos el orden de esta forma es uno pt
en G encontramos la tautologia.




Ahora, en el caso de Exp (Xcy)Para Xcv sin prenexar tenemos lo siguientes €, w} que son las
variables libres de Xcv, tenemos:

s
0¥ F(XY))D-'P(KW)SLED@(F(XWD-'P(XV@(%) = (RxX¥C- RxwW)L (RxwL-P(xw)

Verificamos entonces que el orden de la forma sin prenexar es cero puyesmecodtramos que la
ultima férmula obtenida es una tautologia. Este ejemplo nos muestra como las reglas de prenexacion
aumentan el orden de las formulas.

Ahora, en el caso de Exp (Xcg)@enemos lo siguiente:
Como en Xcs no hay variables libres, <[ c1, ¢; }. Estas constantes sustituiran a x y w
respectivamente. Ahora Exp (Xcg)@s:

O X v~ Rx f()O(P(xw)™ = O(-= R % f(X))D(P(X’W))(%J(%j

- K¢, f(¢))OP(c,c,)). SiD={0, 1} sea f(0) = 1y f(1) = 0, entonces la férmula es satisfacible,
pues- P (0,f (0))C P (0))) es una tautologia.

Co

Definicion 2.1.2: Ahora definimos el concepto ddtura de una formulgara lo cual
consideraremos los conjuntos de términos definidos como en el capitulal@urbadel término
conjunto T, se define como sigue:

a) La altura de una constante o una variable es cero.
b) La altura de un términfdty,t;,...,1) es 1+ el maximo de las alturas de los térmings. i t.
c) La altura de una formula es el maximo de las alturas de los térfpiqus figuran en ella.

EJEMPLOS:
Tomemos como un primer ejemplo el térmifdo: (a1,a2), hi (1 (a1,85))) dondeay,ap,a3 son
constantes ¥4, g1, hy y j1 son simbolos funcionales. Las alturas de las constahéess son cero, las
de los términog; (a1,a) Yj1 (a1,as) son 1, la del términby (j1 (a1,a3)) es 2 y la de
f1 (01 (an,@),h1 (1 (a1,83))) €s 3, asi que la altura de todo el término es 3.

Ahora consideremos el término siguierit€g, (a1), ho (a2), j2 (a2), k2 (as)) donde de nuevay,
ay, 8 Son constantes y su altura es cero, para cada uno de los ténimp, (a,), j2 (&), ko (as) la
alturaes 1y paria (g2 (a1), ho (a2), j2 (a2), k2 (ag)) la altura es 2 por lo cual la altura del término es 2.

Consideremos como un tercer ejemplo la formula que resulta de unir dentro de un simbolo de
predicado los términos de los ejemplos anteriores, sea un predicado P entonces la altura seria:
P [f1 (91 (a1,@2), h1 (1 (a1,88))) , f2 (92 (A1), 2 (@2), |2 (a2), ko (a3)) sabemos que en el primer término la
altura es 3 y el segundo 2, por lo cual la altura de la férmula es 3, que es el maximo de las alturas de
los términos.

Esta nocion de altura de un término o de una férmula es importante pues los conjguts C
dan el orden de una formula son conjuntos de términos cuya altura crece con su indice; de hecho, se
puede establecer una correspondencia entre el orden y la altura de una férmula.

Proposicion 2.1.2
Una férmula tiene altura si y solo si el conjuntoQjue le da su orden es de altara



Esta proposicion es obvia. Si construimga@artir de las variables libres y constantes que aparecen
en la formula, después construimgst@nando a los elementos dg&@mo entradas de funciones

hasta de aridad igual al nimero de elementosepd€ definicidn en €se ha complicado sélo en uno

la altura, si seguimos el proceso para construir Jaso@o se indico en el capitulo 1, entonces al

llegar a G la altura se ha ido complicando de uno a otrenGolo una altura mas que el anterior pues
para G:1 puedo usar los elementos dec@mo entradas en nuevas funciones. Teniendo que la altura de
Cn esn.

2.2 Conceptos necesarios para la demostracion
de la consistencia

Antes de ver la prueba de consistencia debemos hacer algunos cambios respecto a los axiomas y las
reglas de inferencia, pues seguiremos las ideas de Dreben y Denton. Estos no implican ningin cambi
en el alcance de expresividad del lenguaje, como veremos a continuacion.

Consideraremos como axiomas légicos a todas las formulas con alguna de las formas siguiente
1) -PLP.

2) x(%j S yX.

Tomaremos como reglas de inferencia las siguientes:

1) Regla de expansiddeX se sigueX LY .
2) Regla de contraccigrde X [ X se sigueX.
3) Regla de asociatividad de la disyunciéle (X 0Y)OZ se siguexd(YDOz).

4) Regla de cortede X LY y =X [CZ sesigueY L Z.
5) Regla de introduccion del existencialx es una variable que no figura libre¥entonces
[xZ - Y seinfieredeZ - Y.

Los teoremas son todas las formulas derivadas mediante una prueba en la que sélo se han
utilizado como hip6tesis axiomas (I6gicos y propios) de la teoria, con base en las cinco reglas de
inferencia anteriores. Ueorema es logicsi en su prueba no se utilizan axiomas propios.teloda
T es consistente si no todas las férmulas de sudgmgon teoremas.

Veremos una variante del Teorema de Herbrand, llamada Teorema de Consistencia de
Herbrand:

Teorema de la Consistencia de Herbrand
Una teoria T en la cual todos los axiomas propios son enunciados es consistente si y

soélo si para toda conjuncion finita de axiomas, la expansion de satisfaccion es
satisfacible con funciones de verdad.



Una reformulacion del teorema es: Existe un método uniforme, dada una prueba formal dentro del
lenguaje para la formula A, con el cual podemos encontrar una expansion de la forma cerrada de
validez de tal modo que Exp(Acy)Zea una tautologia.

Sobre la demostracion de este teorema cabe decir, que los autores de la misma la citan dentro un
articulo llamado “The Herbrand theorem and the consistency of arithmetic” pero el articulo no pudo
ser revisado para esta tesis pues aunque hicimos una busqueda exhaustiva nos fue imposible
encontrarlo.

Ahora consideremos el caso de una teoria en la cual los axiomas propios son enunciados de la
forma O x1x..0xOyA dondeA es una formula abierta, que contiene solo a las varialies X, Xn.

y denotamos a este tipo de axiomasA&gn
Las correspondientes formas funcionales de satisfaccion son formulas del tipo

OO0 x..0x A(f (x,%,...,X,)) denotamos a los axiomas de esta forma con Acs, y la expansion de
satisfaccion sera una formula de la siguiente forfn@ ,....a, ,  (&,...,a,)), las cuales denotamos en
el caso de los axiomas, con Exp(AG3,C

Segun el teorema de Herbrand, la teoria ser& consistente si y sélo si cada una de las
conjunciones finitas de las expansiones de satisfaccion es satisfacible.

Desde un punto de vista no constructivista, decir que la conjuncion de férmulas es satisfacible
con funciones de verdad es equivalente a decir que la teoria tiene un modelo, es decir, que hay una
estructura donde todas las expansiones de satisfaccion de la forma anterior son satisfacibles (donde
sabemos que éstas son los axiomas propios de la teoria).

Dado que en el caso de la aritmética estas conjunciones son infinitas lo cual es inadmisible,
como alternativa debemos construir paulatinamente el modelo en cada caso, es decir, agrupando los
axiomas paso a paso. Lo cual es un camino con una visién constructivista.

En otras palabras, en el caso de la aritmética, no hay una forma de construir un modelo de la
teoria, es decir, un modelo donde podamos determinar efectivamente todos los valores de verdad de
férmulas de los axiomas. Sin embargo, lo que podemos hacer es aproximar este modelo para cualqui
namero finito de conjunciones, dando un método de construccion, es decir, un método uniforme para
asignar valores de verdad de modo que las conjunciones sean formulas verdaderas.

En este método los valores de verdad ya obtenidos para las primeras formulas nos informan acerca d
la teoria y de sus teoremas. Lo que quiere decir, con base en la construccion paulatina del modelo,
obtenemos informacion acerca de la teoria que en otros casos no se tiene.

Pongamos un ejemplo para aclarar lo anterior.
Consideremos la féormula ZwY, en la cual es una férmula abierta derivable en una teoria

cuyos axiomas no logicds son de la forma ya mencionada. Por el teorema de la deduccion tenemos
lo siguiente:



La formula ( AOD AD...0 A) —» OZiwY es teorema de una teoria sin axiomas propios, es decir,
es una férmula valida.
En este caso la forma cerrada de satisfaccion es de la(fqrvad Ac§l...0 Ac3 - DwY(e).
Hacemos notar que en #n cuantificador es existencialoide si y solo si es universaloide en la formula
(AO AD...O A) - O4WwY
En este caso la expansion de satisfaccion de la formula es del tipo

(ExpéesC, Y ExpAcesC, 11 ..0 Exp(AcsC,)) - Exp OwY(e),C,). Denotemos coR(1) esta

formula.

Se puede ver que si la expansion de satisfaccion de la férmula es una tautologia, entonces tal
expansion corresponde a una expansion satisfacible en una interpretacion hecha con constantes y
simbolos funcionales que figuran en su forma cerrada de satisfaccion (dado que al menos una
constante figura en su forma funcional). En este ejemplo, suponemos que el dgrigne €omo
base términos hechos a partir de la conseptes simbolos funcionales que aparecen en los axiomas
A, junto con los simbolos funcionales de Herbransi tenemos un model para las formas
funcionales que figuran ekcsy le asignamos un valor cualquiegadel modelo al simbolo constante
e, podemos entonces calcular los valores relativos al modelo de los términos del dgminio C

Ahora, como las expansiones de satisfaccion de todos los axiomascEx@(pse satisfacen en
My F(1) es una tautologia, esto debe ser porque hay un eleanentd, tal que la férmula{(%,%)
es verdadera eM. Asi, para cada elemergg que esta en el universo Blepodemos encontrar
efectivamente un elemendg con el queY(%,%) se satisface evl, dondeey y ay son los

elementos denotados por los simb@gs, respectivamente. Con el ejemplo se hace evidente que si
Y es una férmula abierta, entonces todas las formulas delltipeY son satisfacibles.

2.3 Demostracion tipo Herbrand de la
consistencia de la aritmética

Como es de esperarse, el acercamiento “a la Herbrand” a los problemas de consistencia, es mucho n
facil de aplicar cuando tenemos una idea de como debe ser el modelo de la teoria cuya consistencia ¢
quiere probar. Un caso sencillo es aquel en que se busca probar la consistencia de la formalizacién d
la aritmética sin induccion, en la cual no figuran simbolos funcionales de Herbrand en las expansiones
de satisfaccion de los axiomas. Aqui los elementos de la teoria serdn los nimeros naturales.

Para especificar una estructura adech&dsolo necesitamos asignar de la manera usual
nameros, asi como funciones calculables y relaciones decidibles, a los simbolos de relacion y funcion
gue aparezcan en los axiomas.

Por ejemplo, para 8, +, *, = y < como simbolos primitivos de la aritmética, asighnamos el
namero @, la funcion sucesaiy, la suma , el producto f, la identidad % y <u la relacion “ser



menor que” y consideramos axiomas propios de la aritmética las siguientes formulas divididas en dos
grupos.

Grupo |
Las cerraduras universales de:

1) x=y - A = A dondeAes una formula atbmicaA; se obtiene al sustituir una presencia libre de
X por una presencia libre ge

2)x=y - t, =t , dondet es un término ¥, se obtiene al sustiturporx de la manera en que se hace
en el punto anterior.

Grupo I
Las cerraduras universales para las definiciones recursivas usuales de las operaciones de suma ( +)
multiplicacién (¢ ), ademas de los axiomas para la relacion de orden ( <)

3. Oxsxz0

3 OKYseEsy- x=y)

Q@ OXyYX<syo X<VY)

02. Ox~(x<0)

QG OxIy x< yIx= yldy<x)
Al Ox(x+0=Xx)

A 0Ky % sy= x+Y))
M1 Ox(xe 0=0)

M. [ K Y > sy=(Xxey)+X)

En los anteriores axiom&denota a la funcion Sucesérala suma W a la multiplicacion, asi como
O a la relacion de orden, respectivamente.

Como se puede ver en los axiomas anteriores no aparecen cuantificadores existenciales por lo
que claramente se puede construir un molfiefectivo para los axiomas, y en particular, para las
expansiones de satisfaccion de cualesquiera conjunciones de los axiomas propios de la teoria, para I
cuales el dominio £sdlo consiste de términos formados con constantes y simbolos funcionales que
figuran en las formas cerradas de satisfaccion de los axiomas. Se sigue de la explicacion al final de la
seccion 2.2, que solo tales dominios se necesitan considerar y por el teorema de la consistencia de
Herbrand se tiene que la aritmética sin induccidn es consistente.

Ahora extendamos la teoria afiadiendo el axioma de induccion.
Para ello consideremos el axioma de induccién como sigug:Y0) CO XY - Ysy¥) —» OxYx Donde
Y es una férmula abierta en la cual las Unicas variables libresyson

Una forma funcional cerrada de satisfaccion para la cerradura de esta formula tiene la forma
siguiente:
O& YOLC(Y f2 - Ysf)) - OYx, la cual denotamos caXl.



EnAl, f es un simbolo funcional de Herbrand correspondiente al cuantificador existendiaicjde
aparece en el antecedente del condicional.

En este caso reformulamos el teorema de la consistencia de Herbrand como sigue: Existe un método
uniforme, dada una conjuncién Aécon los demas axiomas de la aritmétisg le manera tal que

para la Exp((AIC Ap)cs, G), podemos encontrar una asignacion de valores de verdad que la hace
verdadera.

Con esta extension de la teoria, iniciamos la prueba de consistencia de la aritmética via el
teorema enunciado en la seccion 2.2. Probaremos la consistencia de este sistema como veremos a
continuacion.

Intuitivamente, queremos que el simbbémrresponda a una funcion en la aritmética con la
propiedad de que si para un numlerta férmulanY(%) es falsayla férmulé{(%%) es

verdadera, entoncé&(% f%j es verdadera y(% Sf%} es falsa. Por ejempldk podria ser el

’ k/s
menor numera tal queY(/Z %) es falsa.

No obstante no hay una manera general de decidir dentro de la aritmética si efectim%;a es

falsa en la teoria de la aritmética, por lo cual, no podemos proceder de la manera en que lo hicimos c
el sistema sin induccion.

Es en este punto donde usamos todo el poder que encierra el teorema de la consistencia de
Herbrand, pues ahora para probar la consistencia del axioma de induccién con los deméas axiomas de
teoria formal de la aritmética, es suficiente con probar que para cada dogewist€ una estructura
M(C,) en la cual la expansion de satisfaccion BxpC,), junto con las expansiones de los demas
axiomas, son verdaderas. En la estrudi@,) no es necesario asegurar que la férmdle, fk] es

verdadera y quér[ k,sfk] es falsa, a menos que para algun térraiqoe aparezca en,@ formula
Y[k, a] es falsa eM(C,) y Y[k,O] es verdadera. En otras palabras,es$ el minimo numero para el
cual se cumple quer[ksn] es falsa, debemos probar que entosoes “un numero demasiado

grande” (es decir, no esta en @] Gonsiderado), y por lo tanto no habriamos de considerar a este
namero.

En el parrafo anterior, y en lo que sigue, facilitaremos la escritura de las férmulas al omitir la
nomenclatura de division para indicar sustituciones, y solo pondremos la sustitucion hecha.

Ahora, para cada doming, €e puede obtener desde la estruditaa estructura efectiva
M(C,) que satisfaga las expansiones sohrdeodos los demas axiomas, con sélo asignarle alguna
funcion calculable: al simbolo funciondl. Desde luego en los distintos dominigssg le puede
asignar diferentes funciones

Después de la propuesta anterior el Teorema de consistencia de Herbrand se reduce a: Dada u
instancia déAl podemos encontrar efectivamente un mapeo de modo que verifiqualE&g.(Dicho
mapeo se determina relacionando una funcion calcukatdntro de la aritmética para el simbolo



funcional de Herbranfl, que aparece en la forma cerrada de satisfaccion del Axioma de Induccion al
eliminar el cuantificador existencialoide.

Asi, nuestra tarea consiste en hallar para cada domidadd, una tal queM(C,)) también
satisface a Ex@(, C,). De una manera mas precisa, para cadadada funciom, se busca un mapeo
m que vaya de los términos dg &los numeros naturales con las funciones sucesor, suma,

multiplicacién, y la relacién de orden, esto lo escribiret<rN>s,+,-,<> y debe cumplir las siguientes
condiciones:

1) m(0) =0y

2) hSa= §m(@)

3) roar h= n(a+, mb)
4) ha b=nig*, mpb)
5) nt fg =a(m(a))

Cada uno de estos mapewoy {(nduce una estructuM(C,). Que a su vez proporciona un
modelo correspondiente a EXp(C,) procedemos por aproximaciones sucesivas de la manera
siguiente:

Empezamos por probar una funcatal queay (k) = Oa para todo niumerk. Asumiendo que
0; esta definida para algunadefinimosm de modo que cumpla las 5 condicionas pedidas para el
mapeo, usando; en lugar dex. SeaM; la estructura inducida pas.
Si la féormula Expfl, C,) es verdadera éy;, entonces claramente tenemos el resultado deseado; en
cambio, si esta formula es falsaMn se debe a que para algun par de térmanols pertenecientes a
Cn Y[a O]y Ya fe} - [Yasfa] son verdaderas évi, peroY[a, b es falsa eM;.

Lo que tenemos ahora es québ) # Oy, por lo que sim(b) = Oy, entonce¥[a, 0] y Y][a, b
deberian tener el mismo valor de verdad/erEste problema se da por el hecho de que no hemos
escogidam(fa) = a;(m(a)), de tal manera quda, fag sea verdadera évi;, y Y[a, sfd sea falsa ei;.
Remediar este problema es claro: si tenemo¥fiaéa), Ov] es verdadera (sobre el conjunto de los
nameros naturales)¥[m(a), m(b)] es falsa, entonces podemos hallar un niumeron(b) para el
cualY[m(a), n] es verdadera, peddm(a), sun] es falsa. Para ello, definimos la funcidm como
sigue:

Seani,1(K) = ai(k) para todo numerk, exceptdk = m(a), dondea es un término de la manera ya
descrita. En este caso definintas; (k) = n, donden es el nimero recién descrito.
Definimos entoncesy.; a través de las 5 condiciones propuestas para dar el mapeo, reempiazando
por ai+1, Y tenemos quMi.; es la nueva estructura inducida por el mapep

Claramente, tenemos qog: €s una mejor aproximacion a la funcién deseada, en comparacion
cona;; el problema ahora es mostrar que a través de repetir este proceso un nimero suficiente y finitc
de veces, debemos hallar una estructura en la cueAEXR] es verdadera.



Debemos notar que para tadeodos los valores distintos de cero de la funcigsoncorrectos
En otras palabras: qj(k) # Oy, entonce¥Tk, ai(k)] es verdadera Y[k, suai(K)] es falsa.

La implicacion mas importante de esto es que podemeds el progresgara llegar al objetivo
deseado, con tan solo contar el nimero de térmigog pertenecen & €on la propiedad de que
m (fa) = Oy. Mientras menos de estos términos hallemos, mas cerca estaremos de llegar al resultado
deseado.

Al calcular la medida de este avance, una de las cosas que debemos hacer es dar prioridad a Ic
términos de menor altura. La razén de esto es que al pasar de la tyraoign es posible que cambie
el valor dem(fa). Por ejemplo, puede ser que la alturadea relativamente baja, y que este valor
cambie haciendo que el valor ngfb) cambie también. Esto sucede cuaadigura enb, en cuyo
caso no podemos predecir como cambia la altuka de

No obstante, hay una manera apropiada para medir el progreso. Es la siguiente:
Seah(i, p) el nUmero de términasde G, de alturgp tal quem(fa) = Oy, y sea el subindice de la
sucesionf{(i, 0),...,h(i, po)) en la cuapg es la altura de [CPara ello, introducimos la siguiente
relacion:

Seasubindicg(ii) < subindiceiz) si y solo si para alguna(0< p< p,), tenemos asi que
h(i1,0) =h(i2,0) = ... =h(i1, p-1) =h(i2, p-1) y tambiér(i1, p) < h(iz, p).

Es facil mostrar que si Exfil, C,) es falsa eiM;, entonces se cumple que:

El subindicqi+1) < subindic€(i). Esto se debe a que la relaciéresta definida con una funcién de
ordenamiento lineal, y los numera@, p) estan acotados pgr en dondej es el nimero de términos
en G.

Se sigue que para alguina (1+q)™, la férmula Expdl, C,) es verdadera év; al igual que las
expansiones de los demas axiomas de la aritmética. Por tanto para cada deexisiee Qna
estructurav(C,) para la cual las expansiones de satisfaccion de todos los axiomas propios de la teoria
son verdaderos.

Con esto hemos concluido la prueba del teorema de consistencia tipo Herbrand y con ello que I:
teoria aritmética formalizada incluyendo el axioma de induccion es consistente. De hecho, El teorema
de la consistencia es un corolario del teorema de Herbrand que se presento en el capitulo 1. Este
teorema cobra mucho mayor fuerza al extraerlo del contexto puramente sintactico que Herbrand le dic
trayendo al contexto semantico un nuevo punto de vista para probar la consistencia de la aritmética.

Esta demostracion se debe a Dreben y Denton. Herbrand mismo realiz6 algo de trabajo en esta
direccion, pero los argumentos que us6 no se pueden extender a la teoria completa de la aritmética.
También cabe sefialar que el argumento dado para coMtasresencialmente el mismo que se
utilizaria para construir una funcion analizadora para la regla de corte.



2.4 Analisis de las nociones utilizadas en este
tipo de demostracion

En la prueba de consistencia para la aritmética usamos una misma estructura como modelo para las
expansiones de satisfaccion de todos los axiomas sobre un domiGiga@do se afadio el axioma de
induccion para formulas cerradas ya no pudimos seguir haciendo lo mismo. No obstante, aun fue
posible dar un método constructivo a través del cual llegamos al modelo buscado mediante
aproximaciones sucesivas. Un obstaculo que tuvimos que superar era lo siguiente: Al usar la funcion
a, si ésta tenia algun valor para el que ya no era verdadera, podiamos construir una nueva funcion sir
tener que retroceder en el proceso. En otras palabras, los valores correcpga@ara necesario
cambiarlos en etapas posteriores al construir la furcion

En la prueba anterior de la consistencia de la aritmética se usaron varios conceptos uge
queremos formalizar en esta seccién. Por ello, es que deseamos exponer algunas nociones que
formalizan los métodos y por lo tanto, exponemos de manera mas detallada las proposiciones que no
parecen de mayor relevancia en la demostracion, de este modo, sabremos un poco mas al medir el
avance hacia el objetivo propuesto. De lo que se trata, es de mostrar que al medir el avance, la meta
sera alcanzada en un numero finito de pasos. Son estos pasos, los que no se puede formalizar en la
teoria formal. Al respecto, debemos recordar las limitaciones impuestas por el segundo teorema de
incompletud de Gédel. Aun asi, la estrategia que hemos seguido en la construccion del modelo no
cambia. Es necesario mapear los términos que figuran en las expansiones de satisfaccion de los
axiomas en elementos de un modelo intuitivamente claro. De ahi surge la estructura apropiada.

Las nociones que deseamos poner mas en forma, aun cuando explicamos su funcionamiento dent
de la demostracion son las siguientes, algunas de ellas intervinieron implicitamente en la
demostracion.

Definicion 2.4.1:Llamemos una j - subrutina €lj < p+1 ) a la serie de uno 0 mas mapeos
consecutivogl;, Hi+1, ... generados consecutivamente a partir de los domigjas, ©,.1; como ya

hemos explicado y siguiendo las reglas dadas para generar mapeos en la seccion anterior. De modo
que si el rango dg; uno de los mapeos es de rango mayor que j entonces para todos los mapeos que |
preceden de rangos menor que j, la serie es infinita 0 acaba con unupaeeforma tal que para

este existe una funcion que hace verdaderas a las formulas A., A.1. A dicha j - subrutina le

llamaremos propia $i; Si es de rango j y escribirem@s...,i +k —1> para marcar cuando acabo la
j - subrutinayy, ..., Hi+k-1.

Como no hay mapeos de orden menor a uno, cualquier 1 - subrutina consiste de un solo mapeo y
cualquier mapeo de rango mayor o igual a uno constituye una 1 - subrutina. Para toda j — subrutina
tenemos lo siguiente, una (j + i) — subrutina:

1) Esta constituida de una sola j — subrutina, lo cual sucede cuando para todos los mapeos mayores ¢
la 1 — subrutina, son de orden menor que j.

2) Esta hecha de una serie de j — subrutinas las cuales son propias excepto por a lo mas la primera

1 — subrutina.



Para 1<j, alguna (j +1) — subrutina empezara con un j — subrutina, para la cual tenemos dos
opciones es infinita o termina con un mapgeo - 1 tal que induce una funcian, que verifica a las
formulas A, A,,..., A.1. Si este mapeo también verificaghtonces la (j + 1) - subrutina termina en
con este mismo mapgp. -1 0 Si no verifica la formula el mapgp.  sera de rango j y generara una
nueva
j - subrutina propia y este proceso continuara a menos que en alguna j - subrutina terminemos
encontrando un mape. , -1 de modo que induzca una funcidg(p + m - 1) que verifique a Aasi
como aA, A, ..., A1

Hemos visto como la series de mapggg,,... constituyen subrutinas, entonces para probar la
altima versién enunciada del Teorema de Consistencia de Herbrand, nos bastara con probar el
procedimiento de toda j - subrutina es finito. Para lo cual estableceremos algunas propiedades de las
subrutinas en los siguientes dos lemas, propiedades relacionadas con las fapgidogsnapeos,
los cuales nos dan la base del argumento formal que seguimos.

Definicion 2.4.2:Llamemos al buen orden de la aritmética R y definamos R” como un nuevo orden
para los nimeros naturales, del mismo modo como se define R excepto porque en R” todos los
nameros siguen de cero y damos las propiedades de R, como sigue:

1) R" (X, y) siy solo si R(x, y)

2) R (x,0) yno R" (0, x)

Obviamente R” es un buen orden definido recursivamente si y solo si R lo es. Ahora podemos
afirmar lo siguiente, las constantes se pueden ordenar bajo R", asi como los términos que quedan
ordenados bajo la nueva relacion R’. Si nos es posible ordenar los términos entonces para todas las
funcionesnj; sera posible realizar un célculo finito para encontrar su valor correspondiente, sobre el
cual podremos decidir su orden, esto resulta en una relacién de orden que es efectivamente decidible

Lema24.1:Sir(i+1)=j<py <,ui g,...,,uish> es la eneada critica para del mapeo, entonces

O (Sl S) S Buth See S, -

Este lema tiene una demostracion por casos de la cual ya hemos hecho una revision informal en la
seccion anterior y consideramos que dentro de este texto desviaria la atencion del lector, pero si dese
hacer una consulta de la demostracion puede hacerlo en [Scalon 1963].

Definicion 2.4.3:Seat,... .ty los términos que se pueden formar para algun dominemiStados de
manera que sus alturas van de menor a mayor, es decir, de modg gsi@sirhenor altura que t
i <j. Para denotar al indice de un mapeascribimos indf y suponemos que es la eneada

(Hty,....1t,) . Tenemos de este modo que podemos ordenar los indices de los distintos mapeos como

sigue, si el indice dg es menor que el indice feescribimos indf << ind(), y en el caso en que
para exista & c entonces sabremos que habra un elemento b fatge@ pjts con b < d y sucede que

Hitb = Mjto.

Lema 2.4.2:Si ¢, <, ¢} paratodaj=1,..., p entonces sucede una de dos opciorigsind{d(K) o

ind() = ind(K).



Prueba: Si eind(i) # ind(k) entonces sabemos que hay al menos un térming, @mlStado en la
forma que ya hemos explicado, para el ¢uglk son distintos. Sea &l primer término dentro del
ordenamientof...,t,, COMOL; Y Hik SON mapeosy tlebe ser de la fornids,, ..., $) y como los términos
Si,..., $S0N de menor altura quesbemos que los mapgesy Y les asignan los mismos valores.
Entoncesy t, = ¢} s, - 4S;)<x ¢;‘ S, 14S;) = Hty, y como § es el primer término de,@n el
cualp; y bk son distintos se sigue que i< indk) y con esto terminamos la demostracion del lema
anterior pues el caso donde son iguales es trivial.

Ahora si r(i + 1)< r(i) entoncesg. ™" =, ¢} paratoda k¢ r(i + 1), paraj=r(i + 1) tomara los
mismos valores qug; en todos valores excepto en la eneada critica en la cual por el Lema 2.4.1

i+l

n 0,-b)<e ¢‘j (1,..b,) porlo cualg™ <. ¢, paratoda hy se sigue por el Lema 2.4.2 que

tenemos dos opciones imei 1) << indf) o estos indices son iguales. En particular para 1j < r(i)
yr(i+ 1) =j <p entonces ind@ 1) << indf) y los mapeosg, . 1Y li deberan ser diferentes en al
menos un término de,Ca saber el primer término del orden.t,t; el cual tiene la forma ya

mencionada y dond@zi U, 4 uj> es la eneada critica del mapggo;. Estos mapeos deben ser

distintos en este término dada la forma en que fue escogido pues deben ser iguales en el término
Us,...U;. Con lo cual podemos concluir que los indices de los mapeos en una 2 - subrutina formaran un
cadena estrictamente descendente pues la relacion de orden (<<) entre los indices forma un buen
orden, lo que significa que cada 2 - subrutina puede contener s6lo mapeos finitos. Por ahora no lo
podemos extender para j - subrutinas mayores a 2 - subrutinas pues la hipotesis de queigkrango r(

r(i + 1) no incrementa es fundamental en nuestro argumento, pues cuando en Iagf}imhﬁenemos

valores no cero para algunas funcioggs estos se pueden perder, por consecuencia no podemos
esperar que el indice del mapgeo; no sea mayor que el indice del mapeo

Lo que si podemos mostrar es que si una j- subrutina estad compuesta de otras j - subrutinas finitas
éstas no pueden generar una j + 1 - subrutina infinita. Procedemos mostrando que es imposible pues
toda
j - subrutina es finita y suponemos que una serie de estas generaran una (j + 1) - subrutina infinita,
todas las j - subrutinas que forman esta serie de ser propias menos las primera. Mostraremos que est
es imposible a través de definir indices para las j - subrutinas y verificando que estos indices forman
una cadena estrictamente descendente, ordenandolos bajo un orden bien definido y con esto
completaremos la prueba de la ultima version que presentamos en la seccidon anterior sobre el Teorer
de Herbrand. Las bases del argumento estan dadas por el siguiente teorema.

Teorema 2.4.1:Sean(i,...i +k =1 y (i+k,...,i+ k+ m=1) dos j - subrutinas finitas consecutivas

para alguna j, ahora sklj < p tal que r(+ k) = j <r(i). Entonces existe d < min(k, m) tal que
a)ind(i+k +d)<<ind(i+d)y

b) paratodaM®< n< d, ind(i+ k+n=ind(i+nyr(i+k+n-1=r(i+n+1).

La prueba del teorema anterior esta basada en los siguientes dos lemas.

Lema 2.4.3:Sir( + k) <r(i) y r(i + a) < r(i + k) para toda a conda< k entoncesp,”* = ¢; para
j=1,...,p y resultan dos opciones intl(k) << ind{) o ind( + k) = ind().



i+k

La prueba de éste lema es como sigue para toda {kyE r(i), ¢,

= ¢’ =¢, y como no hay
=
r(i + k) <. Finalmente para j =ir¢ k), ¢; =...=¢."' y ¢!"“ toma los mismos valores g™

mapeos entrg; y Wik que tengan rango mayor quet(k) y ¢, = ¢/ =...= ¢;", para toda

para cada eneada de niUmeros naturales excepto por los valores de la enea<¢§, .cr,hj(}adeui +kla

cual porellema 2.4.19"™ ..., )< ¢,"*(....b,) y tenemos que"™“ < ¢\ paraj=1,...,p, por

el lema 2.4.2 tenemos dos opciones para los indices o biem kjd€< ind() o como segunda opcién
ind(i + k) = ind().

Lema 2.4.4:Si el ind{) = ind() entonces los mapegs: 1 Y U + 1 deben estar formados a través de
hacer el mismo cambio en la funcién, y nos deja lo siguiente:

a)ri+1)=rk+1).

b) Si <q,...,bj> es la eneada critica para 1 entonces debe serlo también para; y

$10,..b)< 4@, b))

Para probar el lema anterior hacemos lo siguiente. Si él#hd(k) entonces los mapepsy |
deben ser iguales para todos los términos del domijpideDiendo quelo(l) Y do(k) deben ser
iguales para los todos los disjuntos.K,K,, de modo qug;+1 Y Mk + 1 tendran el mismo rango y
empezaron a formarse con base en el mismo disjunto que se falsifico en el axioma de induccién, es
decir, al hacer la expansién de Herbrand hay un disjunto para el cual las funciones alfa del mapeo le
relacionan una funcién que lo hace falso. Ahora para cualquiepicagq deben ser iguales para

S1,...,§ Y los mapeos + 1 y Mk + 1, tienen la misma eneada criti<dq1,...,bj>. Si 1 <jentonces

¢ (Q....0) = pt=pyt=9¢"@{,..b,), para cuando j = 1 entoncgs™(h) y ¢ () deben ser los
miembros minimos bajo R para los cuales los siguiente conjuntos
{ \n paralg unauenG, n=uuy a,(u) debe verificar a Hl(g,u)} y

{ \n paraly unauenG, n=yuy a,(4,) debe verificar a Hl(g,u)} deben existir, pues los mapeos

Mi Y Kk coinciden en todo Gy por lo tanto coinciden emy@ntonces estos conjuntos deben ser el
mismo con lo que concluimos qyé™ b (=¥ b ( )

Con estos lemas probados podemos empezar la prueba del Teorema 2.4.1, tenemos que por el
Lema 2.4.39,"* <., ¢, parah=1,...,p y sucede alguna de las siguientes inéf << ind() o
ind(i + k) =ind(). Si se da la primera opcidén entonces tomamos d = 0 y hemos terminado, en cambio
si ind( + k) = ind() entonces por el Lema 2.4.4 tenemos que k(+ 1) =r(i + 1) y los mapeos; + « +
1Y Hi+1 estaran formados de la misma manera, puest@fjlie, ¢! parah=1,..., p y obtenemos lo
siguienteg,”™ "' < ¢"* parah=1,..., p y por el Lema 2.4.2 tenemos indk + 1) << ind{ + 1) o,
por otro lado, ind(+ k + 1) = ind(+1). Podremos en el siguiente paso inferir como lo hicimos antes

quep+k+2Y Mi+2 deben estar formados al hacer el mismo cambio, en el ctid # 2) = r(i + 2) y
que ind{+ k + 2) <<ind{ + 2) o ind{ + k +2) = ind( + 2). Podemos continuar asi hasta que no



hallemos alguna d que no satisfaga el teorema, iremos generado de este modo una serie de pares de
MAaPEOS 4 Uy ) { tyo1:Misysn)s--- MOO que para cada par, sus indices i#(+ n) = indf +n) y
ri+k+n+1)=r@+n+1)ynos basta con mostrar que esta secuencia de pares de mapeos debe
terminar antes de que llequemos al &l . L. i.1) O €l Par{fy, s, Mivyoms) » PUESLO que alguno de
estos pares debe pertenecer a la serie que hemos generado si y solo si k = m, entonces los dos pare:
el mismo. Si el primer par pertenece a la secuencia entonces por el Lema 2.4.4 tenemos lo siguiente
ri+ k+Kk)=r(@ +Kk)=j, pero el mapga : « + x Sera el primer mapeo despuéside para el cual el

rango es mayor a j,de manera similar si el segundo par es el que pertenece a la secuencia entonces
j<r@i+m)=r(i+k+m)y el mapepi.n debe el mapep, . «.

Pero si el pat i/, .y, M ems) PETtENECE & la Secuencia entonces 10s MEPER i + k + m €San

formados de la misma manera, es decir, atgddr 1y ¢ *“* ™ 1tendremos el mismo nuevo valor

para el mismo sistema de argumentos, mas esto es imposible pues lospmapans. Ui+ k + m - 150N

todos de rango menor que j por lo cual la fungidrf * ™ 'ya tenia asignado el valor que fue

introducido eng **~* al formar el mapeg; + «. Se sigue que debe existir alguna d < min(k,-m) que
satisface las condiciones del teorema.

Definicion 2.4.4:Si existe W un orden total para un conjunto A, entonces W es el orden de las
secuencias finitas que es posible formar con los miembros de A. Dentro de Ioéa;ual,a@
precede a(q,...,bm> s6lo en el caso de que para algurangin(n, m), @ precede aden el orden W'y
para toda x < dx& b, 0 bien paran <my para todaxn g = b..

Definicion 2.4.5:El indice de una 1 - subrutip@es el indi), denotando al mapeg del cual se
generoo y B son los indices de 1 - subrutinas escribimes:; 3 solo en el caso en el que<< 3.

Ahora el indice de una (j + i) - subrutina finita con jles una serie finitaa,,...,a, ) dondedy,...,o

son los indices de las distintas j - subrutinas finitas de las cuales se compone la (j + 1) - subrutina
tomando el orden de que éstas subrutinas ocurren=si,,...a,) y 8=(f.....8,) son los indices

de alguna (j + 1) - subrutina finita entonces escribimes; . 1 3 solo en el caso en el q@el,...,ak>
preceda d4,....,8,) en el orden dado por la relacién;<<

Sifi,...i+k=1) y (i+k...,i+ k+ m=1) son dos j - subrutinas consecutivas que forman alguna (j + 1)

— subrutina, entonced & k) =j <r(i). Que cumplen las hipétesis del Teorema 2.4.1 y por ello deben
tener algun punto en el que difieran a decir d < min(k, m), este punto satisface las condiciones de la
definicion 2.4.5. Sij = 2 se sigue de inmediato que en la relacion de orgesl kdice de

(i+kK...,i+ k+ m=1) precede ai,...i +k -1) dentro de este ordenamiento. Pero al extender este

resultado para 2 < j necesitamos mostrar que el punto de bifurcacion para los indices que esta
garantizado por el Teorema 2.4.1, esta reflejado en un primer punto donde las (j - 1) - subrutinas, que
forman a la j — subrutina, difieren entre si. Establecemos lo anterior con el siguiente lema.

Lema 2.4.5:Sean(i,...i +k -1 y (m...m+q~-1) dos j — subrutinas finitas consecutivas canj 2al
que para alguna d < min(k, q) tenemos las opciones ind(m + d) << ind(i + d) y paratodan<d



ind(i+n)=indm+n)yr(i+n+1)=r(m+n+ 1), entonces el indic(arde.,m+ q —1> precede al
indice de(i,...i + k—1) dentro del ordenamiento <<

Este lema es meramente computacional y nos indica como podemos ordenar los indices de las
distintas j — subrutinas, que forman a alguna (j + 1) — subrutina. La prueba es por induccion sobre j,
pero completarla distraeria nuestra atencion de la meta principal de esta expocision, por lo cual si el
lector desea verificarla puede consultar el texto original [Scanlon 1963]. Con base en este lema
podemos concluir que si hay una (j + 1) - subrutina infinita debe contener series infinitas de j -
subrutinas finitas y los indices de éstas j - subrutinas forman una serie infinita estrictamente
descendiente ordenada bajo el ordenamiento <<

Para concluir la formalizacién de conceptos utilizados en la prueba de la ultima version del
Teorema de Herbrand que enunciamos asi en la seccion anterior. Dada una insédruael@os
encontrar efectivamente un mapeo de modo que verifigueAEx@,). Dicho mapeo se determina
relacionando una funcién calculalbledentro de la aritmética para el simbolo funcional de Herbfrand
que aparece en la forma cerrada de satisfaccién del Axioma de Induccion al eliminar el cuantificador
existencialoide.

De este modo solo falta hacer claro para teorema que basta con mostrar que todo grupo de j -
subrutinas finitas no puede generar una (j + 1) - subrutina infinita y para hacer esto basta con probar e
siguiente lema.

Lema 2.4.6:Cada uno de los ordenes;€sta bien fundamentados, puesto que para cualquier serie
estrictamente descendiente al & <s.... esta contiene una cantidad finita de miembros.

La prueba es por induccion sobre j. El paso inicial es obvio pues es<etbuen orden <<. Ahora
para cada j s es el ordenamiento de secuencias finita basado;eers<suficiente para los pasos de

induccion establecer el hecho general de gélessi un conjunto bien ordenado por la relacion
denotamos a dicha secuencia finita A como SF(A) la cual es el conjunto de todas las secuencias finite

<alak> de los miembros d& de modo que (& ...,& < & entonces esta serie SF(A) esta bien

ordenado por la relaciérsg el ordenamiento basado &n

Como<sres un orden total para SF(A) sera suficiente mostrar que no hay una cadena

infinitamente descendiente de miembros que pertencen a SF(AY agupongamos que,do,...
sea la cadena infinita de miembros. Cadsera de la forméa;,...,aipi> para algunaipy para algunos

a;,...,a‘pi gue pertenecenf Como no puede haber una cadena una cadena infinita descendiente de

miembros de\ bajo <, entonces existe um; que pertenece a la sedagas,,... tal que sii<jy
al =a . Por la definicion de la relaciérsr, a<sr <ail ,bz,...,q> para todas®...,b que estan eA.

De los cual se sigue por la hipdtesis de inducciorogue,... es una serie descendiente infinita y que
para todaji< j la secuencia; tiene al menos dos miembros. Repitiendo el mismo razonamiento
veremos que debe haber algung i de modo que para todesi j la secuencia; debe contener al
menos tres miembros, procedimiento de esta manera podemos generardaasealg... de los



miembros de A, pero coma = a, y a' < & tenemos que;a< &'y en general para cada K& a"

y entonces.< & < a contrario a la hipétesis de gueera un buen orden pata



Capitulo 3
Contexto historico de la obra de Herbrand

En 1929 a los 21 afos de edad, Herbrand publicé su tesis doctoral; en ella, expuso el teorema
central presentado en el capitulo 1 de este trabajo. Este teorema es muy importante en la teoria de la
cuantificacion. En este capitulo hablaremos del estado en que se hallaba la I6gica matemética en ese
momento y sefialaremos algunas de las corrientes que influenciaron a Herbrand. En particular, verem
como el programa de Hilbert marcé la direccion de sus trabajos. Al respecto, haremos un analisis de |
postura de Herbrand y de las razones que lo llevaron a abrazar el intuicionismo cOmo Unica
herramienta metamatematica para fundamentar las mateméaticas. Ademas, analizaremos como los
trabajos de Skolem y Léwenheim influyeron en el teorema de Herbrand. Por altimo, cerramos el
capitulo mostrando como la demostracion que da Godel del concepto de “funciones recursivas” se
apoya en los trabajos de Herbrand.

3.1 Situacion a finales del siglo XIX

Un hecho relevante del siglo XIX fue la aparicion de las geometrias no euclidianas, la
introduccion de la teoria de conjuntos, y la conclusién del sistema de los nimeros reales con base en
nocién de infinito actual. Estas cuestiones otorgaron a las mateméaticas una mayor generalidad y
abstraccion, dando lugar con ello a un debate sobre la naturaleza de esta disciplina. Esto llevo a la
introduccion de nuevos criterios para entender las matematicas, en especifico para comprender las
pruebas matematicas. En este sentido, la I6gica prometia suministrar las herramientas indispensables
para aclarar esta situacion.

En 1879 Frege redujo la demostracion matemética a la teoria de la cuantificacion. En esta teoris
se utiliza un conjunto finito de axiomas logicos para generar con base en ellos todos los teoremas de
una teoria. Con ello, Frege abrié una nueva vision del estudio de la logica, introduciendo el concepto
de funcion proposicional con argumentos, en vez del concepto sujeto-predicado impuesto por
Aristételes. Frege propuso a la l6gica como el fundamento de la matematica y sostuvo que todos los
conceptos mateméaticos se pueden definir en términos légicos, pudiéndose deducir todos los teorema:
partir de estos principios légicos. Para ser mas precisos, sostuvo que la aritmética y el andlisis se
fundamentan en la l6gica, distinguiéndolos asi de la geometria euclidiana. Afirma que la geometria nc
esta basada en conceptos l6gicos sino en la intuagidiori del espacio, a diferencia de la aritmética
qgue no apela a tal intuicién, sino en las leyes mas generales del pensamiento.



Para operar este cambio Frege necesitaba explicar dos cuestiones: primero, el funcionamiento
la nueva logica, y explicar las bases de su funcionamiento; segundo, llevar a detalle la derivacion de |,
matematica clasica a partir de la l6gica.

En sus obras Frege trabaj6 con las reglas que gobernarian el uso de conceptos tales como
variable, funcion, relacion, expresion formal, definicion, cuantificador y prueba, justo en el momento
en que la matematica requeria de una clara caracterizacion de estos conceptos. Las ideas de Frege
influyeron afios después en Russell y Whitehead, quienes intentaron continuar su obra entorno a los
fundamentos de las mateméticas. Esta necesidad se agudiz6 con la aparicion de las paradojas en la
teoria de conjuntos descubiertas por Cantor, Burali-Forti y Russell.

El comienzo del siglo XX se caracterizo por la variedad de explicaciones sobre los conceptos
fundamentales de las matematicas; sobre estas diferencias se perfilaron distintos grupos de
matematicos que creyeron en una u otra explicacion.

Un ejemplo importante para nuestro caso es la discusion en torno a la nocion de infinito. Para
muchos matemaéticos, esta nocion debia ser rechazada, pues se decia que el razonamiento sobre ell
conducia a las paradojas. Esto trajo a colacion la distincion Aristotélica entre infinito potencial e
infinito actual. En el primer caso el infinito se ve como un ideal, es decir, como algo a lo que se tiende
sin poderlo alcanzar. El constructivismo nace de esta forma de ver a las mateméticas. Por el contraric
en el segundo caso el infinito se ve como algo completo, algo que “esta ahi” o como algo que es
legitimo pensar asi. La defensa de esta Ultima forma de pensar esta relacionada con el formalismo.

Los seguidores del constructivismo decidieron investigar hasta qué punto es posible construir la
teorias matematicas sin el recurso del infinito actual. Herbrand adopté este punto de vista como
instrumento en el manejo de los fundamentos de las matematicas, es decir, como herramienta de la
metamatematica (aunque no se le considera un partidario incondicional de esta escuela) pues se sirvi
de algunas nociones que esta tendencia ve como prohibidas. Herbrand es considerado un formalista,
aunque las ideas de este grupo de matematicos tampoco coinciden plenamente con el trabajo y las
ideas que desarrollo.

En sus escritos, Herbrand no menciona a Frege y todo parece indicar que su trabajo sélo lo
conoci6 a través de Russell y Hilbert.

3.2 Situacion a principios del siglo XX

3.2.1 Lectura de Russell por parte de Herbrand

Hacia 1903 Russell descubri6 la paradoja que lleva su nombre. Esta la presentd ante Frege para
indicarle que su sistema permitia la existencia de este tipo de entidades andmalas, haciéndolo
inconsistente. A partir de entonces, Russell se avocé a encontrar una solucion para fundamentar las
matematicas en la logica, siguiendo las ideas de Frege.



Para ello, propuso una estratificacion del alcance de los cuantificadores en la que se podian
generar niveles superiores indefinidamente. Esta solucion tiene la caracteristica de introducir cierto
relativismo en el sistema. Lo que busca Russell con su teoria de tipos es darle un sentido preciso a lo
cuantificadores y construir un sistema universal como marco del conjunto de las matematicas. Esta
construccién busca rehacer con un sentido logico el universo de los fundamentos de las matematicas
Con ella, Russell logra solucionar las paradojas conocidas, pero no garantiza la coherencia de la teor
resultante. Los objetos de un estrato no se distinguen de los de otro mas que por la jerarquia relativa
que se les da dentro de la teoria de tipos. Esto representd para algunos matematicos un sistema
demasiado complicado para anular las paradojas, ademas de presentar ciertas cuestiones como basi
cuando no lo son. La teoria de tipos fue vista como un sistema poco elegante frente a otros
planteamientos. La mayor diferencia entre el tratamiento de Russell y el de Frege es que dentro de la
teoria de tipos, los objetos se estratifican, sin tener que estar todos en un mismo nivel como en la teol
de Frege. En la obra de Russell y Whitehead la obtencion de teoremas es mas importante que el
estudio de las propiedades del sistema mismo.

En 1927 Herbrand ley@rincipia Mathematicale Russell y Whitehead; también leyé con
cuidado a Hilbert y Ackermann. Para entonces Herbrand se encontraba trabajando en la teoria de la
cuantificacion. Una consecuencia de tales lecturas son sus resultados mas importantes. Es aqui dond
surgen las interrogantes: ¢ Cuéles eran las motivaciones de Herbrand? ¢ Seria acaso cierta desconfial
filosofica acerca de la Teoria de tipos? ¢ Como interpretd los trabajos de Hilbert acerca de los
fundamentos de las matematicas?

EnPrincipia Mathematicaencontramos la inspiracion de Herbrand para tratar con ciertas
nociones fundamentales. Por ejemplo, en el capitulo llamado “Extension de la teoria de la deduccion
de un tipo inferior a un tipo superior de proposiciones” se establece un teorema que explica como los
valores de verdad aplicados a formulas sin cuantificadores tienen un uso diferente a como se aplican
las formulas con cuantificadores, lo cual induce una estratificacion de los valores de verdad.

Herbrand en su tesis tiende un puente entre la teoria de la cuantificacion y la I6gica
proposicional cuando enuncia y demuestra el siguiente teorema:

“Si dentro de una formula demostrable en l6gica proposicional se reemplazan las variables por
férmulas de la teoria de la cuantificacion, lo que resulta es una férmula demostrable en la teoria de la
cuantificaciéon.”

Este resultado lo interpretamos de la siguiente manera: “Si dentro de una tautologia se cambiar
las variables proposicionales por férmulas con cuantificadores, la nueva formula sera demostrable en
la teoria de la cuantificacion”. Este resultado es de hecho el reciproco de su teorema, y nos da una id
de como logra Herbrand darle forma a un teorema como el que plantea al final de su tesis.

El aporte de este teorema es que los axiomas que consideraba admisibles son formulas sin
cuantificadores. En la demostracion de su teorema, Herbrand usa lo que €l llama una “identidad
normal”. La transformacion de una formula en una identidad normal le permite buscar una tautologia
dentro de las expansiones de Herbrand de dicha formula. Como hemos visto, cuando el proceso
concluye con el hallazgo de una tautologia, la férmula en cuestion es valida en la teoria de la
cuantificacion. Este tratamiento lo hemos expuesto con todo detalle en el capitulo 1; Herbrand expone



en este teorema la idea inicial de lo que llamo “el uso de una identidad normal” (usage de une identité
normale).

La consideracion de identidades normales esté relacionada con la regla de existencializacion, e
virtud de la cual podemos pasar d@&x X C-Rxx) al ¥ K% YLC-RXxY)), en donde ciertas
presencias deen la primera formula se reemplazan ypdi se intenta dar marcha atras hay que

suprimir el cuantificador existencialy ) y reemplazar la variableporx, de tal modo que si la

primera formula es demostrable, la segunda lo debe ser también. Tenemos aqui la semilla de una ide
que aparece a lo largo de la obra de Herbrand: poder “revertir’ las demostraciones. Esto indica la
importancia que Herbrand le da a los teoremas de la forma “si y solo si” frente a los teoremas que sols
tienen un sentido. Sobre todo dentro de la metamatematica.

El problema planteado por Russell al que responde Herbrand con esta técnica, consiste en pode
recuperar las férmulas demostrables en teoria de la cuantificacion usando so6lo esquemas en que los
axiomas utilizados no sean mas que formulas sin cuantificadores.

Como ya hemos visto, a través de la identificacion de las distintas variables se obtiene una
formula proposicionalmente valida. Es aqui donde Herbrand introduce la nocién de “campo finito”, es
decir, de conjuntos que se generan a partir de las variables libres y constantes que tenga la férmula.
Esta nocion la introdujo para soslayar las nociones semanticas en la demostracion del teorema de
Léwenheim, como pronto veremos. Esta cuestidon central en su trabajo, ya la hemos expuesto en esta
tesis.

Se puede decir entonces que las ideas presentes en el teorema de Herbrand se encontraban er
Principia Mathematicay el teorema de Léwenheim.

3.2.2 Influencia de Hilbert en los trabajos de
Herbrand

Si bienPricipia Mathematicamarco el camino de la investigacion de Herbrand, en su opinion la vision
de Russell no es suficiente. Herbrand ve a la teoria de tipos tan s6lo como un sistema de la teoria de
cuantificacion con una jerarquia de clases. Esto genera problemas y dificultades que la desvian de su
planteamiento inicial, a saber resolver la paradoja de Russell. No obstante, la estratificacion infinita, la
ramificacion y en general, los problemas que provienen del axioma de infinito, no facilitan una
solucion. Herbrand rechaza la concepcion de Russell, adoptando en cambio el punto de vista de Hilbe
para tratar lo relacionado con la l6gica matematica.

Herbrand llegé a Alemania a finales de 1930, tras ganar la beca Rockefeller por el trabajo
realizado en su tesis. El afio que pas6 en Alemania fue el dltimo de su vida. En este periodo Herbranc
se volvié mas productivo, pues dejo su aislamiento de Paris y conocié a von Neumann, Ackermann y
Emmy Noeter. Esto le permitio profundizar en el trabajo de la escuela formalista y estudiar los escritos
que Hilbert dedico a los fundamentos de las matematicas. Es ahi donde tomé contacto con los
problemas de la no contradiccién, de la completud y de la decision, los cuales no aparecen en la obra



de Russell. De este modo, Herbrand adopto el punto de vista que Hilbert propone para tratar tales
cuestiones desde la metamatemética. En la obra de este periodo utilizd términos propios de los textos
de Hilbert; un ejemplo claro es el titulo de su tesis de doctorado “Investigaciones sobre la teoria de la
demostracion” (Recherches sur la théorie de la démonstration).

En los escritos de este periodo Herbrand explica las insuficiencias que ve en el trabajo de
Russell. Ve que su trabajo sélo se concentra en hacer una sustitucion del lenguaje ordinario por otro
mas comodo para estudiar los fundamentos de las matematicas, sin que este hecho asegure la
resolucion de los problemas. Herbrand le atribuye al aporte de Russell dos meritos. Primero, “el
habernos dado la ‘certeza experimental’ en cuanto a la posibilidad de formalizar las matematicas.”
(Herbrand 1930b); segundo, el haber expuesto las ideas iniciales que le dieron forma al trabajo de
Hilbert. Sin embargo, es en los escritos de este ultimo que Herbrand encuentra el método a seguir pal
tratar con los problemas de fundamentos de la matematica.

Aunque Herbrand se nutre de las ideas de Hilbert, podemos decir que su adhesion a éstas
tampoco era incondicional. En una nota escrita en 1931 acerca de su tesis doctoral dice Herbrand:
“Para concluir, queremos insistir nuevamente en el hecho de que [la metamatematica] es independier
de cualquier opinidn filosofica. Los resultados obtenidos son positivos, y asi como un matematico que
estudia las ecuaciones de Einstein no tiene porque compartir sus ideas, tampoco quién estudia estas
teorias tiene porque adherirse a los principios filoséficos de Hilbert.” (Herbrand 1931) Con esto pone
en relieve el hecho de que lo importante en el trabajo de Hilbert es el método, no sus ideas filosoficas
con relacion a los fundamentos de la matematica.

En palabras de Herbrand: “La esencia de esta teoria, que Hilbert denomina metamatemética, es
el intento de resolver problemas de la filosofia de las matematicas no mediante la discusion verbal,
sino resolviendo cuestiones precisas. No es este el lugar para discutir que tan a fondo penetra esta
teoria en la base de los problemas; no obstante, con base en el analisis que hacemos de ella veremo:
gue se halla en acuerdo con el mas estricto positivismo y el rigor mas perfecto. Sin embargo, se rehu:s
a considerar ciertas cuestiones relativas a la teoria del conocimiento, quiza en ello se encuentre su
insuficiencia” (Herbrand 1930b)

Podemos decir que a finales de los afios veinte y principios de los treinta del siglo XX los
trabajos en torno a los fundamentos de las matematicas seguian la direccion metamatematica propue
por Hilbert. Una de sus motivaciones era soslayar la critica que Brouwer hizo sobre los métodos no
constructivos. Para evitar toda critica, propuso restringir a los métodos finitistas al momento de
investigar los fundamentos de la matematica. Esta limitacion se convirtié en uno de los puntos mas
importantes dentro de los trabajos de Hilbert.

El modo en que Herbrand empieza a trabajar los temas de la metamatematica puede ser confus
Al ver algunos de sus escritos se pueden ver declaraciones tan dispares como las siguientes:

. Se debe considerar que el papel de las mateméticas es Unicamente proveernos con los
razonamientos y sus formas, mas no el de buscar que se apliquen a tal o cual objeto. (Herbtand 1930

!Esto Gltimo concierne segln Herbrand a los fisicos o a los filésofos mas no a los matematicos.



. Una teoria matematica no puede ser solamente un juego vano de simbolos, por lo cual se debe
traducir en algo real, debe aplicarse a objetos reales concebibles por el entendimiento. (Herbrand
1930b)

Pareceria que Herbrand no rechaza la idea de que el trabajo matemético debe tener una
referencia en el mundo real, pero encuentra una diferencia muy clara entre la matematica y la
metamatematica. La primera opinidon toma en cuenta los problemas sélo de la metamatematica,
mientras en la segunda se refiere al sistema de las matematicas mismas. Aun cuando a traves de la
metamatematica se estudia a la matematica, Herbrand las entiende como dos cosas separadas. Acer
por ejemplo, ciertos usos de la reduccion al absurdo en matematicas, mas no asi en metamatematica

Herbrand era un matematico con un gran interés en la filosofia de la ciencia. El punto de vista
que asume en el estudio de la metamatematica es alcanzar una reconstruccion tan precisa como sea
posible de las teorias matematicas, asi como aclarar la naturaleza de las matematicas puras.

Herbrand acepta la propuesta finitista en la metamatematica. Encontrando en el finitismo la
posibilidad de precisar los problemas técnicos planteados. Es la precisiéon lo que atrae a Herbrand, pu
busca asi proporcionar una solucién efectiva a los problemas que plantea Hilbert.

Por ejemplo, Herbrand introduce los términos con los que haran las expansiones de la férmula
como un resultado analogo y alternativo al célculo épsilon de Hilbert. No obstante hay una gran
diferencia en el tratamiento para eliminar los cuantificadores. En el de Hilbert se considera anular los
cuantificadores existenciales, para en una segunda etapa ver a los cuantificadores universales como
una abreviatura de existenciales negados, pudiendo de esta manera repetir el procedimiento de
eliminacion. El resultado es una férmula en la que se pierde claridad al aplicarle este proceso. Por el
contrario, en el método de Herbrand se elimina cada uno de los cuantificadores de manera
independiente. Esta manera tan distinta de ver a los cuantificadores hace mas claro que el espiritu co
que cada autor aborda los problemas es distinto.

Herbrand comienza sus estudios desde la l6gica, pasando después a teorias particulares, que €
su punto de vista se obtienen al aumentar las hipotesis o axiomas ldgicos con axiomas propios. En
cambio, el sistema inicial de Hilbert es la aritmética, a la cual le quiere dar una base logica. Para
Hilbert lo esencial es poder abstraerse del sistema de numeros y considerarlo un sistema arbitrario de
cosas. Asi, mientras Hilbert pasa de la aritmética a logica, Herbrand lo hace en sentido inverso, dandc
el primero cierta importancia a axiomas que para Herbrand no la tienen.

Esta diferencia de enfoques se reflejo méas tarde en el programa de Hilbert. Al reconocer que
habia algo que no permitia el avance del método de Hilbert, uno de sus discipulos (Bernays) cambio ¢
punto de partida de la teoria de la cuantificacion estableciendo un nuevo camino al cambiar el modo c
eliminar cuantificadores; al introducir las bases de la técnica hace referencia al método de Herbrand.
Esto es un indicativo de la influencia de Herbrand en trabajos posteriores.

Algunos seguidores del trabajo de Herbrand, como Dreben y Scanlon, dicen que la prueba de g
no contradiccién de la aritmética basada en su método es del mismo grado de complejidad que la
prueba basada en las ideas de Hilbert.



3.2.3 Base del método seguido por Herbrand,
Skolem y Lowenheim

Herbrand indica entre sus textos los medios de los que se sirvio para escribir su tesis. Sin mencionar
influencia de Léwenheim, tampoco hace referencia a su notacion. Sin embargo, dentro del articulo en
el que Herbrand trata el problema de la reduccion para la teoria de la cuantificacion usa los mismos
simbolos relacionales propuestos por Léwenheim. Podriamos decir que es en este articulo de
Léwenheim donde Herbrand encuentra el argumento semantico que le conduce a introducir la nocion
de “campos finitos”.

Herbrand le recrimina a Lowenheim sobre todo el sentido seméantico de algunas nociones,
ademas de encontrar en sus trabajos lagunas para las definiciones y las demostraciones. Estos
desacuerdos son principalmente dos: Primero, para Léwenheim la nocion de validez tiene un sentido
intuitivo, y por consiguiente, su teorema carece de un sentido preciso. Esta deficiencia aparece al no
exponer las definiciones para las nociones semanticas que utiliza, aunque puede superarlas en el
contexto en que las utiliza. Segundo, la demostracion carece de rigor, haciéndola insuficiente.
Herbrand, que en un sentido es un rigorista de la sintaxis, al leer la prueba nota un desvio en la
introduccion de la nocion de infinito, dado que el autor llega a considerar formulas de longitud infinita,
trayendo consigo el uso del axioma de eleccidon. Lowenheim trata de encontrar un modelo infinito pare
estas formulas, sin lograrlo pues cuenta como base s6lo con un conjunto de asignaciones finitas. Por
tanto, se ve forzado a usar el concepto de conjuncién infinita. Es aqui donde Herbrand ve la
insuficiencia. En vez de ello, Herbrand recurre a la introduccién de un campo infinito potencial que
aproxima a traveés de los “campos finitos”.

Herbrand no sélo pretende explicar las lagunas de Lowenheim (exigiendo por ejemplo las
definiciones explicitas de las nociones semanticas), mas bien lo que propone es abandonar esas
nociones. En otras palabras, en vez de llenar los faltantes en la demostracion, lo que propone es prok
un teorema diferente con un sentido sintaético

En los siguientes teoremas de Herbrand cabe sefialar que el sentido de la expresion “ser
verdadera en un campo finito” es que la expansion conjuntiva de la formula sea satisfacible mediante
tablas de verdad, es decir, que sea una tautologia. Al respecto, el sentido que Léwenheim le atribuye
la expansién de satisfaccion de la férmula es diferente, pudiéndose explicar la adaptacién de Herbran
como la conversion de una nocion semantica en una nocion sintactica.

. Teorema 1: Si una formula F es demostrable en la teoria de la cuantificacion, enfomees

puede ser verdadera para algun campo finito.

. Teorema 2: Si una formula F no es demostrable en teoria de la cuantificacion entonces podemo
construir algan campo finito en el cuaF es verdadera.

2 En efecto, computar la tabla de verdad de una férmula es, mas que nada, una operacion sintactica que nada
tiene que ver con la nocién de “verdad”



El resultado de Léwenheim es muy parecido al de Herbrand y lo podemos enunciar de la
siguiente manera: Si una féormuitano es valida, entoncesF es satisfacible en un conjunto
numerable de elementos.

Podemos ver que cada autor parte de contextos diferentes dentro de la l6gica. Léwenheim no
trabaja con axiomas, ni reglas de inferencia, por lo que no toma en cuenta la nocion de que una
formula sea demostrable. El uso de nociones semanticas para este autor pertenece tanto a los
argumentos, como a los resultados. El valor de estos resultados es que ponen la semilla para que
Herbrand lleve a cabo la reduccion de una cuestion no numerable en una numerable, estableciendo d
este modo un puente entre la teoria de la cuantificacion y la légica proposicional. En Herbrand la
semantica siempre es vista como un juego con la nocion de validez. Es por este rechazo hacia las
nociones semanticas que propone llevar las ideas de Lowenheim al terreno sintactico, siendo ahi don
les da certeza. Herbrand cree que el trabajo de Léwenheim tiene cabida dentro de las mateméticas,
aunque algo le hace falta para estar dentro de la metamatemaética, en la cual le ve gran utilidad. Es pc
esta razon que no desprecia del todo su trabajo; simplemente dentro de su vision el teorema de
Léwenheim no puede pertenecer a la metamatematica.

Al pensar que dentro de la matematica caben otros conceptos que en la metamatemaética,
Herbrand aclara que para él son dos cuestiones totalmente diferentes. Por ejemplo, entre los concept
a los cuales les da cabida dentro de las matematicas se hallan los conjuntos de cardinalidad infinita, |
cuales no tienen cabida en la metamatematica.

Skolem es otro de los autores que influyeron en el trabajo de Herbrand. El principal elemento
gue toma de este autor son las reglas para prenexar formulas, a las que Herbrand llama “Régles de
Passage”. Estas reglas se encuentran en los articulos de Herbrand siguiendo los planteamientos hecl
por Skolem. Sin embargo, dentro de sus textos no hace referencia a este autor y es posible que no la
haya conocido directamente, sino a través de los estudios que hizo con Ackermann.

Como se vio en este trabajo la prenexacion de formulas es un proceso basico dentro del
planteamiento de Herbrand. Al respecto como ya se dijo en la seccion de funciones analizadoras,
Herbrand hizo una suposicion erronea en su demostracion sobre la consistencia de la aritmética.

Aun con esta aportacion tan importante, dentro del trabajo de Skolem encontramos otra idea qu
ocupa a ambos autores con similar importancia, pero que debido a sus puntos de vista divergentes, Ic
lleva por caminos distintos. Se trata de la técnica para eliminar cuantificadores y simplificar el estudio
de las formulas. Skolem enuncia la equivalencia seméntica de las formulas prenexadas con la forma
funcional de satisfaccion, técnica mencionada en este trabajo como similar a la de Herbrand para quit
los cuantificadores de las formulas, pero en su caso lo que se obtiene es la forma funcional de validez

Desde el punto de vista de Herbrand el problema de Skolem fue mezclar las nociones
semanticas con las sintacticas, perdiendo asi el sentido sintactico estricto que Herbrand demanda de
proposiciones y demostraciones de la metamatematica. Dentro del trabajo de Skolem encontramos ur
basqueda por satisfacer las expansiones de la formula sin cuantificadores, para asi afirmar que la
formula original es demostrable. Esto exhibe la combinacion de ideas semanticas y sintacticas en su
trabajo. En cambio Herbrand siempre lleva sus investigaciones por un camino sintactico, siendo para
lo relevante hallar una formula dentro de la l6gica proposicional equivalente en validez logica a la
férmula inicial. Vemos como las reglas para eliminar cuantificadores son de suma importancia en el



trabajo de ambos autores. Herbrand busca darles el sentido estricto que necesitan para tener cabida
la metamatematica.

Las ideas semanticas que tienen Lowenheim y Skolem son vistas por Herbrand como algo
incompleto, pero que pueden ser Utiles para su causa. Sin embargo, desde su punto de vista estas
necesitan cambiar al sentido estricto de la sintaxis para tener cabida en la metamatematica. Al
encontrarse con estas nociones Herbrand no tiene inconveniente en usar y adaptar la técnica propues
aunque cree que no estan pensadas para utilizarse dentro de la metamatematica. Estas ideas que en
principio aparentaban ser confusas, siempre guardaron claridad para Herbrand. De esta manera
Herbrand toma ideas rechazadas por otros matematicos, dandoles la forma necesaria para trabajar cc
ellas. Lo que hace Herbrand es mostrar como ciertas ideas pueden entrar en el campo de los
fundamentos argumentando solo en el terreno de la sintaxis.

Los reclamos que Herbrand le hace a Lowenheim son los mismos que le imputa a Skolem, pues
los trabajos de ambos autores contienen ideas semanticas que Herbrand rechaza en el entorno de la
metamatematica. Es por esto que el trabajo de Herbrand tiene una mayor precision, suministrando un
demostracion mas completa de los teoremas enunciados a través de métodos sintacticos.

3.2.4 Intuicionismo: Marco del trabajo de Herbrand

Herbrand hace claro que para él hay una distincion dentro de los métodos que considera dentro de la;
matematicas y de aquellos utilizables dentro de la metamatematica. En el caso de Skolem no hay tal
distincion, valiéndose en ambas de los mismos métodos. Asi, lleva a la metamatematica los métodos
constructivistas, acercandolo al punto de vista de Brouwer.

Por otro lado, Herbrand deja ver en sus trabajos que no tuvo informacion de primera mano
acerca de Brouwer; quiza la informacion la obtuvo en sus conversaciones con von Neumann. En
algunas ocasiones la critica de Herbrand sobre Brouwer toma un sentido caricaturesco, al atribuirle
ideas que este rechazaba tajantemente. Un ejemplo de ideas contradictorias sobre Brouwer es aquel
con el que empezamos esta seccion, en el que Herbrand le atribuye haber propuesto hacer uso de
nociones no finitistas dentro de las demostraciones matematicas, siempre y cuando éstas no se llever
conclusiones dentro de la metamatemaética.

Herbrand empieza a utilizar el término intuicionismo después de su estancia en Alemania en
1930. Con él denota lo mismo que Hilbert denomino finitismo. Para Herbrand, “intuicionismo” tiene
un sentido cercano a los métodos usados por Hilbert. Es bastante comun que algunos autores de fina
de los afos veinte y principios de los treinta que seguian el programa de Hilbert buscaran un limite
para los métodos intuicionistas, es por esto que Herbrand dedica algunos escritos a definirlos. En la
evaluacion que hace Herbrand habla de “métodos intuicionistas extremos”, pero nunca dice cuales
considerar como “no extremos”. Lo que propone con esta forma “extrema” coincide con los métodos
finitistas de Hilbert. Cuando escribe su teorema fundamental, Herbrand aclara que éste y su
demostracion pertenecen al orden del intuicionismo. Como hemos visto, su teorema esta relacionado
con las ideas finitistas, pero él considera su trabajo como una mejora del resultado presentado en el
teorema de Lowenheim. Esta mejora es en pocas palabras reemplazar la idea de satisfaccion de una
formula por la idea de encontrar una tautologia dentro de las expansiones que se generan de la formt



Dentro del trabajo de Herbrand encontramos contradicciones, una de las mas importantes es que les
pide a los otros autores precision al definir las nociones seméanticas. Cuando en sus trabajos tenemos
las mismas nociones en versiones sintacticas que aparentan ser mas fiables, sin embargo no consigu
aclararlas mas que aquellas ideas semanticas que rechaza.

Herbrand tiene una actitud intolerante frente a las nociones que usan en teoria de conjuntos, lo
cual le lleva a tomar una actitud incluso més estricta que el mismo Hilbert sobre ciertas cuestiones. P«
ejemplo, limita a métodos finististas los estudios sobre l6gica matemética, pero cuando toca temas
como el de la decision o la reduccion, no va directo al problema sino que lo reformula en términos de
demostrabilidad. Con su teorema pretende eliminar el uso de la teoria de conjuntos al tratar con
problemas dentro de la metamatematica. Al ser las nociones conjuntistas tan vanas para Herbrand, el
problema de la completud semantica de la teoria de la cuantificacion no tiene ninguna importancia pal
él. Sin embargo, sus seguidores mas importantes como Dreben, Denton y Scalon, al no tener los
mismos prejuicios que Herbrand, les pueden dar a las nociones conjuntistas el uso que hemos
analizado en el capitulo 2 de este trabajo. Por ejemplo, los conjuntos infinitos generados por campos
finitos provenientes de una férmula no refutable permiten obtener una interpretacion de la férmula
dentro de un dominio numerable, pero Herbrand deja de lado esta conclusion.

3.3 Tres definiciones alternas para las
Funciones Recursivas

Una de las bases del constructivismo se halla en la teoria de numeros; al respecto, una idea central e
gue todos los argumentos usados deben estar fundamentados en funciones cuyos valores sean
calculables en un conjunto dado. A esto lo llamarefemtivamente calculablelas funciones usadas

son las funciones recursivas. Estas funciones se convirtieron hacia finales de los afios veinte en el
centro de atencion de los matematicos que trabajaban en el area de los fundamentos. Es en esta épo
cuando Skolem publicé un trabajo sobre funciones calculables que no eran recursivas primitivas dand
con esto un ejemplo de que ambas nociones no eran lo mismo, lo cual se creia hasta ese momento.

En este entorno Herbrand propuso tres posibles definiciones a fin de extender la clase de
funciones recursivas primitivas a una clase mas amplia que abarcara la clase de las funciones
calculables, a esta nueva clase le llamarian funciones recursivas. Esto lo plasmo en un articulo a
principios de 1931, en donde presentd una idea general pidiendo que las funciones a usar fueran
efectivamente calculables y las operaciones definidas con anterioridad. Sobre esta primera definicion
propuesta por Herbrand cabe aclarar que al respecto plantea la posibilidad de hacer un programa par
efectuar las operaciones ahi descritas, sin indicar la lista de operaciones que suponia se debian segu
Hacemos notar que en estas propuestas alternativas de la nocion de funcion recursiva Herbrand le de
uso acostumbrado al intuicionismo como reconocimiento a Hilbert, mas no en el sentido que hoy tiene
este término.

Por esas mismas fechas Herbrand le envio una carta a Gédel, donde por segunda vez propuso
una definicion alternativa de la nocién de funcién recursiva. La definicion propuesta es:
“Si F es una funcion desconocidd y»,...ik son funciones conocidas, entonces al sustitui éas- de
todas las maneras posibles tenemos que las funciones asi obtenidas tienen solucion Enjparpara



queF es una funcion recursiva.” (Herbrand 1930b) Gddel retomd esta definicion en 1934,
completandola con dos clausulas mas. Primero que las ecuaciones deben tener la forma candnica y
segundo que la lista de operaciones usada al calcular un valor de la funcion debe ser explicita.

Herbrand hizo la tercera propuesta en el Ultimo articulo que escribid, unos dias antes de su
muerte, donde propone lo siguiente: Podemos introducir un nimero cualquiera de fundemesdo
tal que cumplan las hipotesis siguientes:

)] Las funciones no contienen variables aparentes

i) Las funciones permiten hacer efectivamente el calcufopdea todo sistema particular de

nameros

iii)  Es posible demostrar de manera intuicionista que siempre se obtiene un resultado bien definido

En esta definicion Herbrand introduce una nota aclarando el uso de la palabra “intuicionista”.
Explica que al traducir al lenguaje ordinario las funciones, éstas deben ser consideradas como una
propiedad de los enteros y no sélo como un simbolo.

Tenemos asi que en las tres definiciones hechas por Herbrand, el calculo efectivo del valor de |
funcidn se menciona en la primera y la tercera. En la primera definicion el calculo depende de la
definicién previa de operaciones, mientras que en la tercera depende de propiedades intuitivas de los
enteros y estas son independientes a las propiedades de las operaciones. Es esta nota el Gnico escrit
Herbrand en donde le da crédito a las nociones semanticas. Lo cual se considera como un indicativo
qgue a la saz6n empezaba a considerar nociones que no estaban permitidas dentro del intuicionismo.

En una carta a van Heijenoort, Godel explica lo que él piensa de las definiciones de Herbrand.
Al respecto dice que aunque nunca lo conocié, cree que la definicion propuesta implica la existencia c
una demostracién constructiva de la unicidad de la soluciéntdacemos notar que si la tesis de
Church es correcta, entonces la unicidad de esta solucion es un hecho y la formula puede ser aceptac
por los intuicionistas. Gddel ademas aclara que no ve ningun desacuerdo entre la segunda y tercera
definiciones; mas bien, pudo haber sido que Herbrand no tuvo el tiempo de ver cdmo llevar a cabo los
calculos, no pudiendo advertir que algunas reglas quedan intactas en todos los casos.

Después de analizar las tres definiciones de Herbrand, la opinion de Godel sobre la primera, fue
que parecia poco fundamentada, siendo insuficientes los estudios realizados. La segunda y tercera
proposiciones, resultan de gran importancia para lo que él llamaria en sus posteriores trabajos funcior
recursiva general. Godel coment6 que seria una exageracion decir que fue Herbrand el que introdujo
nocioén, pero lo justo es decir que contribuyé de manera fundamental para llegar a la definicion.

Las ultimas investigaciones de Herbrand sobre las funciones recursivas se vieron cortadas por ¢
muerte prematura, dejando la duda en torno a cuanto mas, una mente tan brillante como la suya habr
podido aportar a la I6gica y las matematicas.
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