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2.1. Tablas de Contingencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.1.1. Notación y Distribuciones . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.1.2. Independencia de las Variables Categóricas . . . . . . . 34
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3.4.4. Categoŕıas No Ordenadas con una Distribución Multi-

normal Latente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
3.5. Selección de Modelos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

4. Otros Modelos 95

4.1. Análisis de Tablas de Contingencia MN . . . . . . . . . . . . . 96
4.2. Modelos para Datos de Series de Tiempo . . . . . . . . . . . . 99

4.2.1. Modelos Lineales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
4.2.2. Modelos Discretos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

4.3. INAR(1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
4.3.1. Modelos INAR(1)-Poisson . . . . . . . . . . . . . . . . 104
4.3.2. Modelos INAR(1)-Binomial Negativa . . . . . . . . . . 106
4.3.3. Modelos INAR(1)-Multiomial Negativa . . . . . . . . . 107
4.3.4. Ejemplo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

4.4. Modelos de Regresión INAR(1) . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
4.4.1. Modelos de Regresión INAR(1)-Poisson . . . . . . . . . 115
4.4.2. Modelos de Regresión INAR(1)-Multinomial Negativa . 116

4.5. Modelos INAR(p) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
4.6. Modelos Loglineales con Distribución MN . . . . . . . . . . . 119

5. Conclusiones 121

A. Distribución Dirichlet 123

B. Distribución Multinomial Negativa 135

B.1. Distribución Binomial Negativa . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
B.2. Distribución Poisson-Gamma . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
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Introducción

Motivación

En general, al analizar datos, algunas veces es de interés tomar en cuen-
ta la información inicial disponible que se tenga sobre las cantidades bajo
estudio. El enfoque Bayesiano de la inferencia estad́ıstica permite hacer es-
to basándose en la interpretación subjetiva de la probabilidad. Dada una
distribución inicial (t́ıpicamente un modelo paramétrico) que describe la in-
formación inicial acerca del valor de una cantidad desconocida, el teorema de
Bayes (sobre el cual se basa la estad́ıstica Bayesiana) permite actualizar esa
información con la de los datos observados. La distribución final resultante
resume la información disponible de las cantidades de interés, las cuales están
condicionadas al modelo planteado.

El análisis de datos categóricos se ha basado principalmente en el enfoque
de la estad́ıstica Clásica, haciendo sus inferencias con aproximaciones basadas
en la teoŕıa asintótica. Sin embargo, como en muchas áreas en donde se
aplica la estad́ıstica, el enfoque Bayesiano ha venido desarrollándose en los
últimos años. Esto debido al mejoramiento de herramientas y programas
computacionales eficientes, que han hecho posible la solución de problemas
más complejos.

El interés principal de este texto es el análisis Bayesiano de datos ca-
tegóricos. Además se presenta el análisis de las tablas de contingencia y su
modelación utilizando modelos loglineales, aśı como el análisis de series de
tiempo de datos discretos.

Descripción de la Tesis

El texto consta de cinco caṕıtulos. El primer caṕıtulo pretende introducir
al lector a los conceptos básicos de estad́ıstica (Bayesiana), tales como análisis
conjugado, predicción, intercambiabilidad, suficiencia y familias exponencia-
les. Además se exponen métodos de simulación y una breve explicación del
software WinBUGS que permite la simulación de modelos Bayesianos. En el
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viii INTRODUCCIÓN

segundo caṕıtulo se estudian los datos categóricos desde el punto de vista de
la estad́ıstica Clásica, enfocándose en el análisis de tablas de contingencia,
sus propiedades y su modelación a través de modelos loglineales. El tercer
caṕıtulo analiza los datos categóricos pero ahora utilizando las herramientas
de estad́ıstica Bayesiana. Se estudian los modelos loglineales Bayesianos y
brevemente se resumen otros tipos de modelos que pueden ser de mucha uti-
lidad al analizar datos categóricos. En el cuarto caṕıtulo se muestran otros
modelos utilizados para variables discretas, una aplicación de las pruebas es-
tad́ısticas Bayesianas en tablas de contingencia y principalmente, un análisis
de datos discretos de series de tiempo. Finalmente, en el caṕıtulo 5 se presen-
tan algunas conclusiones y se discuten posibles temas para trabajo futuro.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Este caṕıtulo es una breve introducción a los conceptos básicos de la
estad́ıstica Bayesiana, aśı como a uno de los software estad́ısticos de gran
utilidad para la simulación de modelos Bayesianos y en particular para el
estudio de datos categóricos.

En la sección 1.1 estudiamos los conceptos básicos de la estad́ıstica Baye-
siana. En la sección 1.2 damos una breve descripción de WinBUGS, software

para el análisis Bayesiano de modelos estad́ısticos a través de métodos de
Monte Carlo v́ıa cadenas de Markov. Finalmente, en la sección 1.3 estudiamos
las propiedades de las estad́ısticas suficientes y las familias exponenciales.

1.1. Inferencia Bayesiana

Sea X1, . . . , Xn una muestra aleatoria de una distribución desconocida F .
En Estad́ıstica es común considerar una familia paramétrica de densidades,

P = {p(x|θ) : θ ∈ Θ},

y proceder como si la distribución F correspondiera a alguno de los modelos
en P. De esta manera, el problema se reduce a hacer inferencias sobre el su-
puesto valor del parámetro θ que corresponde al “modelo verdadero”. Desde
el punto de vista Bayesiano, la información previa sobre el valor desconoci-
do de θ se describe a través de una distribución inicial p(θ). El teorema de
Bayes,

p(θ|x1, . . . , xn) =
p(θ)p(x1, . . . , xn|θ)

∫

p(θ)p(x1, . . . , xn|θ)dθ
,

permite entonces incorporar la información contenida en la muestra, produ-
ciendo una descripción de la incertidumbre sobre el valor del parámetro a
través de la distribución final p(θ|x1, . . . , xn).

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Es común escribir el teorema de Bayes como

p(θ|x1, . . . , xn) ∝ p(θ)L(θ|x1, . . . , xn),

donde
L(θ|x1, . . . , xn) ∝ p(x1, . . . , xn|θ),

es la función de verosimilitud.

1.1.1. Análisis Conjugado

Tanto p(θ) como p(θ|x1, . . . , xn) son distribuciones de probabilidad sobre
el parámetro θ. La primera distribución sólo describe la información ini-
cial y la segunda distribución actualiza dicha información usando también
la información muestral que se pueda obtener. Resulta conveniente tanto
para el análisis como desde el punto de vista computacional, que p(θ) y
p(θ|x1, . . . , xn) pertenezcan a la misma familia paramétrica.

Definición 1.1.1. Sea P = {p(x1, . . . , xn|θ) : θ ∈ Θ} una familia paramétri-

ca. Una clase (o colección) de distribuciones de probabilidad F es una familia

conjugada para P si para todo p(x1, . . . , xn|θ) ∈ P y p(θ) ∈ F se cumple que

p(θ|x1, . . . , xn) ∈ F .

Para garantizar que p(θ) y p(θ|x1, . . . , xn) pertenezcan a la misma familia
general de funciones de distribución, se elige a p(θ) de tal manera que tenga
la misma “estructura”de p(x1, . . . , xn|θ) vista como una función de θ.

A continuación se estudiarán casos particulares de familias conjugadas de
las distribuciones más usadas en el análisis de datos categóricos y tablas de
contingencia.

Datos Binomiales

Muchas aplicaciones hacen referencia a un número fijo n de observaciones
binarias. Sean y1, . . . , yn los resultados de n ensayos independientes e idénti-
cos tal que p(Yi = 1) = π y p(Yi = 0) = 1 − π. Generalmente se etiquetan
como “éxitos” y “fracasos” los resultados 1 y 0 respectivamente. Las varia-
bles aleatorias {Yi} independientes e idénticamente distribuidas se conocen
como variables aleatorias Bernoulli. El número total de éxitos, Y =

∑n
i=1 Yi,

tiene una distribución binomial con ı́ndice n y parámetro π, y se denota por
Bin(y|n, π). La función de masa de probabilidad de Y es

p(y|π) =

(

n

y

)

π
y(1 − π)n−y

, y = 0, 1, . . . , n, 0 < π < 1,



1.1. INFERENCIA BAYESIANA 3

donde el coeficiente binomial es
(

n

y

)

=
n!

y!(n− y)!
.

La verosimilitud es
L(π|y) ∝ π

y(1 − π)n−y
.

Una distribución inicial conjugada para una distribución binomial es la dis-
tribución beta con parámetros α y β (ambos positivos), π ∼ Beta(π|α, β),
cuya función de densidad de probabilidad de π está dada por

p(π) =
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
π

α−1(1 − π)β−1
, 0 < π < 1, α > 0, β > 0,

donde Γ(·) es la función gamma dada por

Γ(x) =

∫ ∞

0

t
x−1

e
−t
dt.

Note que una distribución inicial simétrica sobre π se obtiene haciendo α =
β y cuando α = β = 1 se reduce a una distribución inicial uniforme. La
distribución final de π también es una distribución beta, con parámetros
α + y y β + n− y, cuya función de densidad de probabilidad es

p(π|y, n) =
Γ(α + β + n)

Γ(α + y)Γ(β + n− y)
π

α+y−1(1 − π)β+n−y−1
, 0 < π < 1.

Suponga que Y1, . . . , YG son variables aleatorias independientes con dis-
tribución Bin(yi|ni, π) para i = 1, . . . , G. Entonces, si la distribución inicial
para π es Beta(π|α, β), con α y β conocidas, la distribución final de π es

π ∼ Beta

(

π|α +
G
∑

i=1

yi, β +
G
∑

i=1

ni −
G
∑

i=1

yi

)

.

Datos Poisson

Algunas veces los datos de conteo no resultan de un número fijo de ensayos
y su rango son los números enteros no negativos. En estos casos, y bajo ciertas
condiciones, un modelo que puede utilizarse es la distribución Poisson. Sea
Y una variable aleatoria Poisson con parámetro µ > 0; entonces su función
de masa de probabilidad es

p(Y = y) = e
−µµ

y

y!
, y = 0, 1, . . . , µ > 0.
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Suponga que Y = {Y1, . . . , Yn} son variables aleatorias con distribución
Poisson, con media y varianza común µ. La distribución inicial de µ se puede
tomar como una distribución gamma con parámetros α y β (ambos positivos),
con media α/β, y cuya función de densidad de probabilidad está dada por

p(µ) =
β

α

Γ(α)
µ

α−1
e
−βµ

, µ > 0, α > 0, β > 0.

La verosimilitud de la distribución Poisson es

L(µ|y1, . . . , yn) = L(µ|y) ∝
n
∏

i=1

e
−µ
µ

yi.

La distribución final de µ es

p(µ|y) ∝

[

n
∏

i=1

exp(−µ)µyi

]

µ
α−1 exp(−βµ)

= µ
α+

Pn
i=1 yi−1 exp[−µ(β + n)],

de tal manera que la distribución final para µ es también una distribución
gamma, espećıficamente,

p(µ|y) = Gamma

(

µ|α+

n
∑

i=1

yi, β + n

)

.

Debido a que la distribución inicial y la final pertenecen a la misma familia
de distribuciones, entonces la familia de distribuciones gamma es conjugada
para la familia de distribuciones Poisson.

Datos Multinomiales

Algunos ensayos tienen más de dos posibles categoŕıas. Suponga que cada
uno de N ensayos idénticos e independientes pueden clasificarse en cualquiera
de k categoŕıas; en el caso binomial k = 2. Sea yij = 1 si el ensayo i se clasifica
en la categoŕıa j y sea yij = 0 en otro caso. Entonces Yi = (yi1, yi2, . . . , yik)
representa un ensayo multinomial con

∑

j yij = 1; por ejemplo, (0, 0, 1, 0)
denota una clasificación en la categoŕıa 3 de cuatro posibles categoŕıas. Note
que yik es redundante, debido a que es linealmente dependiente de yij con
j = 1, . . . , k − 1.

Sea nj =
∑

i yij el número de ensayos que se clasifican en la categoŕıa j.
Se dice que los conteos (n1, n2, . . . , nk) tienen una distribución multinomial.
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Sea πj = p(Yij = 1) la probabilidad de que se clasifique en la categoŕıa j, con

j = 1, . . . , k, para cada ensayo; necesariamente 0 < πj < 1 ∀j, y
∑k

j=1 πj = 1.
La función de probabilidad de la distribución multinomial está dada por

p(n1, . . . , nk|π1, . . . , πk, N) = N !

k
∏

j=1

π
nj

j

nj !
, nj = 0, 1, . . . , 0 < πj < 1,

con N =
∑k

j=1 nj y
∑k

j=1 πj = 1.
Note que si nj , j = 1, . . . , k, fueran variables independientes Poisson

con medias µj, j = 1, . . . , k, entonces su distribución condicional, dada

N =
∑k

j=1 nj , seŕıa multinomial con parámetro πj = µj/
∑k

j=1 µj . La de-
mostración es inmediata, dado que N tiene una distribución Poisson con
media

∑k
j=1 µj y de aqúı

p(n1, . . . , nk|N) = p(n1, . . . , nk)/p(N)

=
e
−

P

µi
∏k

j=1(µ
nj/nj!)

e−
P

µj (
∑

µj)N/N !
(1.1)

= N !

k
∏

j=1

π
nj

j

nj !
.

Una distribución inicial conjugada para la distribución multinomial con
vector de parámetros (π1, . . . , πk) puede ser la distribución Dirichlet, con
función de probabilidad

p(π1, . . . , πk|α) =
Γ(α∗)

∏k
j=1 Γ(αj)

k
∏

l=1

π
αl−1
l , 0 < πl < 1, αj > 0,

con
∑k

j=1 πj = 1, α = (α1, . . . , αk) y α∗ =
∑k

i=1 αi.
La distribución está parametrizada por un vector α = (α1, . . . , αk) tal

que E(πi) = αi/α∗, V ar(πi) = E(πi)(1 − E(πi))/(1 + α∗) y Cov(πi, πj) =
−E(πi)E(πj)/(1 + α∗). El valor de α∗ se interpreta como el “tamaño de
muestra inicial hipotético”, y determina la cantidad de información contenida
en la distribución inicial: una α∗ pequeña implica información vaga mientras
que una α∗ grande indica una distribución inicial robusta para (π1, . . . , πk).

La distribución final de (π1, . . . , πk) es

p(π1, . . . , πk|n1, . . . , nk, α,N) ∝ p(n1, . . . , nk|π1, . . . , πk, N)p(π1, . . . , πk|α)

= N !

k
∏

i=1

π
ni

i

ni!

Γ(α∗)
∏k

j=1 Γ(αj)

k
∏

l=1

π
αl−1
l

∝
k
∏

i=1

π
ni+αi−1
i .
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Este último es el kernel de una distribución Dirichlet con vector de paráme-
tros (n1 + α1, . . . , nk + αk), por lo tanto esa es la distribución final de
(π1, . . . , πk). Esta distribución contiene toda la información disponible sobre
las probabilidades (π1, . . . , πk) de las celdas, condicional a las observaciones
(n1, . . . , nk).

A falta de información inicial se usa una distribución inicial no informati-
va. Una de las distribuciones iniciales más usadas para parámetros multino-
miales es precisamente la distribución de Dirichlet con vector de parámetros
α = (1/2, . . . , 1/2).

Teniendo en cuenta que α∗ se interpretó como el tamaño de muestra
inicial, la cantidad I = α∗/(N+α∗) puede considerarse como la proporción de
la información total que contribuye a la distribución inicial. De esta manera,
un valor de α∗ que permita obtener I = 0.01 produciŕıa alrededor del 1 %
de la información total, mientras que I ≈ 1 implicaŕıa que los datos están
completamente dominados por la distribución inicial.

1.1.2. Predicción

En muchas ocasiones el propósito de un análisis estad́ıstico es predecir el
valor de una observación futura X con base en la información disponible. El
problema de inferencia sobre θ puede considerarse como un paso intermedio
en la solución al problema de predicción, aunque en ciertas situaciones puede
ser de interés en śı mismo. Por otro lado, debido a resultados de consistencia,
un parámetro puede verse como el ĺımite de una sucesión de estad́ısticas

(i.e. funciones de las observaciones) cuando el tamaño de la muestra tiende
a infinito (ver teorema 1.1.2). De esta manera, hacer inferencias acerca del
valor del parámetro θ puede considerarse como una forma ĺımite de hacer
inferencias predictivas acerca de las observaciones.

Dado el valor del parámetro θ, la distribución que describe el comporta-
miento de la observación futura x es p(x|θ); sin embargo, el valor de θ gene-
ralmente es desconocido. Algunos métodos estad́ısticos tradicionales atacan
este problema estimando a θ con base en la muestra observada, y en muchos
casos simplemente sustituyen el valor de θ con la estimación resultante.

Desde la perspectiva Bayesiana, el modelo paramétrico p(x|θ), junto con
la distribución inicial p(θ), inducen una distribución conjunta para (X, θ),
dada por

p(x, θ) = p(x|θ)p(θ).

La distribución marginal

p(x) =

∫

p(x|θ)p(θ)dθ,
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describe nuestro conocimiento acerca de X dada la información inicial dis-
ponible. Dicha distribución se conoce comúnmente como la distribución pre-

dictiva (inicial).
De manera similar, una vez obtenida la muestra, el modelo p(x|θ) y la

distribución final inducen una distribución conjunta para (X, θ) condicional

en los valores observados x1, . . . , xn; i.e.

p(x, θ|x1, . . . , xn) = p(x|θ, x1, . . . , xn)p(θ|x1, . . . , xn) = p(x|θ)p(θ|x1, . . . , xn),

donde la última igualdad se da siempre y cuando haya independencia condi-
cional de X y (X1, . . . , Xn) dado θ. Aśı, la distribución

p(x|x1, . . . , xn) =

∫

p(x|θ)p(θ|x1, . . . , xn)dθ,

describe el comportamiento de X dada toda la información disponible y se
conoce como la distribución predictiva (final).

Ejemplo

Sea X1, . . . , Xn una muestra aleatoria de una distribución Bernoulli con
función de masa de probabilidad

p(x|θ) = θ
x(1 − θ)1−x

, x ∈ {0, 1}, 0 < θ < 1,

y supongamos que θ tiene una distribución inicial Beta(α0, β0).
Como ya se mencionó, la distribución beta es conjugada para el modelo

Bernoulli, por lo que la distribución final de θ también es beta. De hecho,

p(θ|x1, . . . , xn) = Beta(θ|α1, β1),

donde α1 = α0 +
∑n

i=1 xi y β1 = β0 +n−
∑n

i=1 xi. La distribución predictiva
final está dada por

p(x|x1, . . . , xn) =
Γ(α1 + β1)

Γ(α1)Γ(β1)

Γ(α1 + x)Γ(β1 + 1 − x)

Γ(α1 + β1 + 1)
, x = 0, 1.

Esta distribución se conoce como Beta-Binomial. �

Ejemplo

Sea X1, . . . , Xn una muestra aleatoria de una distribución normal con
función de densidad

p(x|θ) = N(x|θ, σ2) = (2πσ2)−1/2 exp

{

−
1

2σ2
(x− θ)2

}

, x ∈ ℜ, θ ∈ ℜ,
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con σ > 0 conocido. Supongamos que θ tiene una distribución inicial conju-
gada,

p(θ) = N(θ|µ0, τ
2
0 ).

Entonces la distribución final de θ está dada por

p(θ|x1, . . . , xn) = N(θ|µ1, τ
2
1 ),

donde

µ1 = (1/τ 2
0 + n/σ

2)−1(µ0/τ
2
0 + nx̄/σ

2)

y

τ
2
1 = (1/τ 2

0 + n/σ
2)−1

.

La distribución predictiva final es entonces

p(x|x1, . . . , xn) = N(x|µ1, τ
2
∗ ),

con

τ
2
∗ = σ

2
τ

2
1 (1/τ 2

1 + 1/σ2).

�

1.1.3. Intercambiabilidad

Consideramos a X1, . . . , Xn variables aleatorias, cuyo comportamiento se
describe a través de la especificación de una distribución conjunta, digamos
p(x1, . . . , xn). Esta distribución define de manera impĺıcita otras especifica-
ciones que pueden ser de gran interés. Por ejemplo, para 1 ≤ m ≤ n,

p(x1, . . . , xm) =

∫

p(x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xn)dxm+1 · · · dxn,

es la distribución marginal de (X1, . . . , Xm), mientras que

p(xm+1, . . . , xn|x1, . . . , xm) =
p(x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xn)

p(x1, . . . , xm)

es la distribución condicional de las variables, Xm+1, . . . , Xn, dados los datos
X1 = x1, . . . , Xm = xm.

La especificación directa de p(x1, . . . , xn) puede llegar a ser muy dif́ıcil en
la práctica. Es por eso que conviene examinar con cuidado el proceso de selec-
ción de una medida de probabilidad espećıfica que describa adecuadamente
nuestro conocimiento.
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Definición 1.1.2. Un modelo predictivo para una sucesión de variables alea-

torias X1, X2, . . . es una medida de probabilidad P , la cual especifica la forma

de la distribución conjunta que describe nuestro conocimiento acerca de cual-

quier subconjunto de la sucesión.

Considere una sucesión de variables aleatorias X1, X2, . . ., y supongamos
un modelo predictivo que especifica, para todo n ∈ N, una distribución con-
junta de la forma

p(x1, . . . , xn) =
n
∏

i=1

p(xi),

de manera que las variables aleatorias Xi son independientes. Claramente,
para cualquier 1 ≤ m ≤ n se tiene entonces que

p(xm+1, . . . , xn|x1, . . . , xm) = p(xm+1, . . . , xn),

por lo que bajo este modelo las observaciones x1, . . . , xm no proporcionan
información alguna sobre las observaciones futuras; no hay aprendizaje a
partir de la experiencia dada.

Un modelo predictivo con una estructura de independencia es inapropia-
do en contextos donde creemos que los datos darán información acerca de
eventos futuros. En estos casos, la densidad conjunta debe tener estructura
de dependencia entre las variables aleatorias.

Veremos ahora una forma particular de juicio subjetivo acerca de ciertas
estructuras simples de dependencia pero que pueden corresponder a juicios
reales en situaciones de interés práctico.

Definición 1.1.3 (Intercambiabilidad finita). Se dice que las variables alea-

torias X1, . . . , Xn son (finitamente) intercambiables bajo una medida de pro-

babilidad P si la distribución inducida por P satisface

p(x1, . . . , xn) = p(xπ(1), . . . , xπ(n))

para toda permutación π definida sobre el conjunto {1, 2, . . . , n}.

En otras palabras, las “etiquetas”que identifican a cada una de las varia-
bles no proporcionan información alguna.

Es claro que si las variables X1, . . . , Xn son independientes e idéntica-
mente distribuidas entonces son intercambiables. El inverso no siempre es
verdad.

Ejemplo

Sea X = (X1, . . . , Xn) un vector aleatorio con distribución Normal mul-
tivariada Nn(0,Σ) y supongamos que los elementos de la diagonal de Σ son
todos idénticos. Consideremos los siguientes dos casos:
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i) La matriz Σ es diagonal. Entonces las variables aleatorias X1, . . . , Xn

son independientes e idénticamente distribuidas, y por lo tanto inter-
cambiables.

ii) La matriz Σ no es diagonal. En este caso las variables aleatoriasX1, . . .,
Xn no son independientes, pero siguen siendo intercambiables.

�

Definición 1.1.4 (Intercambiabilidad infinita). La sucesión infinita de va-

riables aleatorias X1, X2, . . . es (infinitamente) intercambiable si toda subsu-

cesión finita es intercambiable en el sentido de la definición 1.1.3.

No toda colección finita de variables aleatorias intercambiables puede
anidarse en una sucesión infinita de variables aleatorias intercambiables defi-
nidas de manera similar. Más aún, una colección finita de variables aleatorias
intercambiables no necesariamente puede anidarse en una colección finita más
grande de variables aleatorias intercambiables.

Ejemplo

Sean X1, X2 y X3 variables aleatorias que toman valores en el conjunto
{0, 1} y con función de probabilidad conjunta dada por

P (X1 = 0, X2 = 1, X3 = 1) = P (X1 = 1, X2 = 0, X3 = 1)

= P (X1 = 1, X2 = 1, X3 = 0)

= 1/3,

y donde cualquier otra combinación tiene probabilidad cero, de manera que
X1,X2 yX3 son intercambiables. Se puede mostrar que no existe una variable
X4 que tome valores en {0, 1} y tal que X1,X2,X3 y X4 sean intercambiables.
�

La importancia del concepto de intercambiabilidad queda expresada en
el teorema de Representación de De Finetti, el cual proporciona una repre-
sentación de la función de probabilidad conjunta de n variables aleatorias de
una sucesión infinita de variables aleatorias intercambiables.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Representación de De Finetti). Si X1, X2, . . . es

una sucesión infinita de variables aleatorias definidas sobre ℜ e intercambia-

bles con respecto a la medida de probabilidad P , entonces existe una función

de distribución Q definida sobre F (el espacio de todas las distribuciones

sobre ℜ) tal que la distribución conjunta de X1, . . . , Xn tiene la forma

P (x1, . . . , xn) =

∫

F

{

n
∏

i=1

F (xi)

}

dQ(F ),
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donde Q(F ) = ĺımn→∞ P (Fn), y Fn es la función de distribución emṕırica de

la muestra x1, . . . , xn.

A manera de ilustración, a continuación se presenta el caso más simple
del Teorema de Representación.

Teorema 1.1.2. Si X1, X2, . . . es una sucesión infinita de variables alea-

torias definidas sobre {0, 1} e intercambiables con respecto a la medida de

probabilidad P , entonces existe una función de distribución Q tal que la fun-

ción de probabilidad p(x1, . . . , xn) tiene la forma

p(x1, . . . , xn) =

∫ 1

0

{

n
∏

i=1

θ
xi(1 − θ)1−xi

}

dQ(θ),

donde Q(θ) = ĺımn→∞ P (Yn/n ≤ θ), con Yn = X1 + · · · + Xn, y θ =
ĺımn→∞ Yn/n (c.s.).

Este teorema tiene un significado muy profundo desde el punto de vista
de la modelación subjetiva. El teorema nos dice que el modelo predictivo
para una sucesión intercambiable de variables aleatorias binarias puede des-
cribirse en términos de una situación en la que, condicional en el valor de una
variable aleatoria θ, las variables aleatorias Xi se consideran independientes
con distribución Bernoulli y a θ se le asigna una distribución de probabilidad
Q.

Por la ley Fuerte de los Grandes Números, θ = ĺımn→∞ Yn/n (c.s.), de
manera que la distribución de probabilidad Q puede interpretarse como una
descripción de los juicios acerca del ĺımite de la frecuencia relativa de los

“éxitos”en la sucesión de ensayos Bernoulli.

Corolario 1.1.1. Si X1, X2, . . . es una sucesión infinita de variables aleato-

rias definidas sobre {0, 1} e intercambiables con respecto a la medida de pro-

babilidad P , entonces la distribución condicional p(xm+1, . . . , xn|x1, . . . , xm)
es de la forma

p(xm+1, . . . , xn|x1, . . . , xm) =

∫ 1

0

{

n
∏

i=m+1

θ
xi(1 − θ)1−xi

}

dQ(θ|x1, . . . , xm)

donde 1 ≤ m < n,

dQ(θ|x1, . . . , xm) =
{
∏m

i=1 θ
xi(1 − θ)1−xi}dQ(θ)

∫ 1

0
{
∏m

i=1 θ
xi(1 − θ)1−xi}dQ(θ)

(1.2)

y Q(θ) = ĺımn→∞ P (Yn/n ≤ θ).
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La expresión (1.2) no es más que una versión del Teorema de Bayes.
Notemos que la forma de la representación no cambia. En la terminoloǵıa
usual, la distribución inicial Q(θ) ha sido actualizada a través del Teorema
de Bayes, obteniéndose la distribución final Q(θ|x1, . . . , xm).

La distribución predictiva (final) p(xm+1, . . . , xn|x1, . . . , xm) nos permite
derivar la correspondiente distribución predictiva de cualquier otra variable
definida en términos de las observaciones futuras.

Para más detalles de esta sección ver Bernardo y Smith (1994) y Gutiérrez
Peña (1998).

1.1.4. Monte Carlo v́ıa Cadenas de Markov

Como se mencionó anteriormente, en el enfoque Bayesiano de la Estad́ısti-
ca, la incertidumbre presente en un modelo dado, p(x|θ), se representa a
través de una distribución de probabilidad p(θ) sobre el espacio parametral
Θ (generalmente multidimensional) que define al modelo. El teorema de Ba-
yes,

p(θ|x) =
p(θ)p(x|θ)

p(x)
,

permite entonces incorporar la información contenida en un conjunto de datos
x = (x1, . . . , xn), produciendo una descripción conjunta de la incertidumbre
sobre los valores de los parámetros del modelo a través de la distribución final
p(θ|x). Desafortunadamente, la implementación de los métodos Bayesianos
ocasionalmente requieren de un esfuerzo computacional muy alto. La mayor
parte de este esfuerzo se concentra en el cálculo de ciertas caracteŕısticas
de la distribución final del parámetro de interés. Además, en la práctica es
común que la dimensión de θ sea muy grande. Por otro lado, excepto en apli-
caciones muy sencillas tanto p(x|θ) como p(θ) pueden llegar a tener formas
muy complicadas. En la mayoŕıa de los problemas las integrales requeridas no
pueden resolverse anaĺıticamente, por lo que es necesario contar con métodos
numéricos eficientes que permitan calcular o aproximar integrales en varias
dimensiones. Algunos de estos métodos de integración son las técnicas de
Monte Carlo v́ıa cadenas de Markov. Para mayores detalles consultar Gilks,
Richardson y Spiegelhalter (1996).

La integración de Monte Carlo evalúa E[g(θ)] obteniendo muestras de-
notadas por {θ(t)

, t = 1, . . . , n} de la distribución p(θ|x) y entonces aproxi-
mando

E[g(θ)] ≈
1

n

n
∑

t=1

g(θ(t)).

De esta manera, la media poblacional de g(θ) se estima por medio de una
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media muestral. Cuando las muestras {θ(t)} son independientes, la ley de
los grandes números asegura que la aproximación puede hacerse tan precisa
como se desee incrementando el tamaño de la muestra, n. Note que aqúı n
está bajo el control del analista: no es el tamaño fijo para una muestra de
datos.

En general, seleccionar muestras {θ(t)} independientes de p(θ|x) no es
factible, ya que p(θ|x) puede ser no estándar. Sin embargo, las {θ(t)} no
necesariamente necesitan ser independientes. Las {θ(t)} pueden ser generadas
por cualquier proceso que selecciona muestras por todo el soporte de p(θ|x)
en las proporciones correctas. Una forma de hacer esto es a través de una
cadena de Markov teniendo a p(θ|x) como su distribuión estacionaria. Esto
es entonces un método de Monte Carlo v́ıa cadenas de Markov.

En resumen, las técnicas de Monte Carlo v́ıa cadenas de Markov permiten
generar, de manera iterativa, observaciones de distribuciones multivariadas
que dif́ıcilmente podŕıan simularse utilizando métodos directos. La idea bási-
ca es muy simple: construir una cadena de Markov que sea fácil de simular
y cuya distribución de equilibrio corresponda a la distribución final que nos
interesa.

Proposición 1.1.1. Sea θ(1)
, θ

(2)
, . . . una cadena de Markov homogénea, irre-

ducible y aperiódica, con espacio de estados Θ y distribución de equilibrio

p(θ|x). Entonces, conforme t→ ∞,

(i) θ
(t) D

−→ θ, donde θ ∼ p(θ|x);

(ii)
1

t

t
∑

i=1

g(θ(i)) → E(g(θ)|x).

Algoritmo de Metropolis-Hastings

Este algoritmo construye una cadena de Markov definiendo las probabi-
lidades de transición de la siguiente manera.

Sea Q(θ∗|θ) una densidad de transición (arbitraria) y definamos

α(θ∗, θ) = mı́n

{

p(θ∗|x)Q(θ|θ∗)

p(θ|x)Q(θ∗|θ)
, 1

}

.

Algoritmo:

Dado un valor inicial θ(0), la t-ésima iteración consiste en:

1. generar una observación θ
∗ de Q(θ∗|θ(t));

2. generar una variable u ∼ U(0, 1);
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3. si u ≤ α(θ∗, θ(t)), hacer θ(t+1) = θ
∗; en caso contrario, hacer θ(t+1) = θ

(t).

Este procedimiento genera una cadena de Markov con distribución de
transición

p(θ(t+1)|θ(t)) = α(θ(t)
, θ

(t+1))Q(θ(t+1)|θ(t))I{θ(t+1) 6=θ(t)}

+

[

1 −

∫

α(θ(t)
, θ

∗)Q(θ∗|θ(t))dθ∗
]

I{θ(t+1)=θ(t)}.

La probabilidad de aceptación α(θ∗, θ) sólo depende de p(θ|x) a través de un
cociente, por lo que la constante de normalización no es necesaria.

Comentario. La versión original del algoritmo de Metropolis-Hastings to-
ma Q(θ∗|θ) = Q(θ|θ∗), en cuyo caso

α(θ∗, θ) = mı́n

{

p(θ∗|x)

p(θ|x)
, 1

}

.

Dos casos particulares en la práctica son:

Caminata aleatoria. Sea Q(θ∗|θ) = Q1(θ
∗ − θ), donde Q1(·) es una

densidad de probabilidad simétrica centrada en el origen. Entonces

α(θ∗, θ) = mı́n

{

p(θ∗|x)

p(θ|x)
, 1

}

.

Independencia. Sea Q(θ∗|θ) = Q0(θ
∗), donde Q0(·) es una densidad de

probabilidad sobre Θ. Entonces

α(θ∗, θ) = mı́n

{

ω(θ∗)

ω(θ)
, 1

}

,

con ω(θ) = p(θ|x)/Q0(θ).

En la práctica es común utilizar, después de una reparametrización apro-
piada, distribuciones de transición normales ó t de Student ligeramente so-
bredispersas, por ejemplo

Q(θ∗|θ) = Nd(θ
∗|θ, κV (θ̂)) (caminata aleatoria)

ó
Q0(θ

∗) = Nd(θ
∗|θ̂, κV (θ̂)) (independencia),
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donde θ̂ y V (θ̂) denotan a la media y a la matriz de varianzas-covarianzas de
la aproximación normal asintótica para p(θ|x), respectivamente, y κ ≥ 1 es
una factor de sobredispersión.

Ejemplo. (Coeficiente de correlación)
Suponga que D = {yi = (y1i, y2i)

t
, i = 1, . . . , n} es una muestra aleatoria

de una distribución normal bivariada N2(0,Σ), donde

Σ =

(

1 ρ

ρ 1

)

.

Suponga una distribución inicial uniforme U(−1, 1) para ρ; la densidad final
para ρ está dada por

p(ρ|D) ∝ (1 − ρ
2)−n/2 exp

{

−
1

2(1 − ρ2)
(S11 − 2ρS12 + S22)

}

,

donde −1 < ρ < 1, y Srs =
∑n

i=1 yriysi para r, s = 1, 2. Generar valores de ρ
de la densidad p(ρ|D) no es algo trivial, ya que no es una función log-cóncava.
Por tanto, consideramos el algoritmo de Metropolis-Hastings para generar ρ.
Como −1 < ρ < 1, consideremos la transformación

ρ =
−1 + e

ξ

1 + eξ
, −∞ < ξ <∞.

Entonces

p(ξ|D) = p(ρ(ξ)|D)
2eξ

(1 + eξ)2
.

En vez de obtener un muestreo directo de ρ, generamos ξ eligiendo una
distribución proporcional a N(ξ̂, ξ̂2

ξ̂
), donde ξ̂ es el máximo del logaritmo de

p(ξ|D), que puede obtenerse mediante el algoritmo de Newton-Raphson o el
algoritmo de Nelder-Mead, y σ̂2

ξ̂
es menos el inverso de la segunda derivada

del log p(ξ|D) evaluada en ξ = ξ̂, es decir,

σ̂
−2
ξ = −

d
2 log p(ξ|D)

dξ2

∣

∣

∣

∣

ξ=ξ̂

.

El algoritmo para generar ξ opera de la manera siguiente:
Dado un valor inicial ξ(0),

1. generar ξ∗ de N(ξ̂, σ̂2
ξ̂
);

2. generar una variable u ∼ U(0, 1);
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3. si u ≤ α(ξ∗, ξ(t)), entonces ξ(t+1) = ξ
∗; en caso contrario, ξ(t+1) = ξ

(t)

donde

α(ξ∗, ξ(t)) = mı́n







p(ξ∗|D)φ
(

ξ(t)−ξ̂
σ̂

ξ̂

)

p(ξ(t)|D)φ
(

ξ∗−ξ̂
σ̂

ξ̂

) , 1







y φ es la función de densidad de probabilidad normal estándar.

Después de obtener ξ, podemos obtener ρ aplicando la transformación
correspondiente. �

Muestreo de Gibbs

Al igual que el algoritmo de Metropolis-Hastings, el algoritmo de Gibbs
permite simular una cadena de Markov θ(1)

, θ
(2)
, . . . con distribución de equili-

brio p(θ|x). En este caso, sin embargo, cada nuevo valor de la cadena se puede
obtener a través de un proceso iterativo que sólo requiere generar muestras
de distribuciones cuya dimensión es menor que d y que en la mayoŕıa de los
casos tienen una forma más sencilla que la de p(θ|x).

Sea θ = (θ1, . . . , θk) una partición del vector θ, donde θi ∈ ℜdi y
∑k

i=1 di =
d. Las densidades

p(θ1|θ2, . . . , θk, x)
...

p(θi|θ1, . . . , θi−1, θi+1, . . . , θk, x) (i = 2, . . . , k − 1)
...

p(θk|θ1, . . . , θk−1, x)

se conocen como densidades condicionales completas y en general pueden
identificarse fácilmente al inspeccionar la forma de la distribución final p(θ|x).
De hecho, para cada i = 1, . . . , k,

p(θi|θ1, . . . , θi−1, θi+1, . . . , θk, x) ∝ p(θ|x),

donde p(θ|x) = p(θ1, . . . , θk|x) es vista sólo como función de θi.

Algoritmo:

Dado un valor inicial θ(0) = (θ
(0)
1 , . . . , θ

(0)
k ), el algoritmo de Gibbs simula

una cadena de Markov en la que θ(t+1) se obtiene a partir de θ(t) de la siguiente
manera:

generar una observación θ
(t+1)
1 de p(θ1|θ

(t)
2 , θ

(t)
3 , . . . , θ

(t)
k , x);
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generar una observación θ
(t+1)
2 de p(θ2|θ

(t+1)
1 , θ

(t)
3 , . . . , θ

(t)
k , x);

...

generar una observación θ
(t+1)
k de p(θk|θ

(t+1)
1 , θ

(t+1)
2 , . . . , θ

(t+1)
k−1 , x).

La sucesión θ
(1)
, θ

(2)
, . . . aśı obtenida es entonces una realización de una

cadena de Markov cuya distribución de transición está dada por

p(θ(t+1)|θ(t)) =

k
∏

i=1

p(θ
(t+1)
i |θ

(t+1)
1 , . . . , θ

(t+1)
i−1 , θ

(t)
i+1, . . . , θ

(t)
k , x).

Comentario. En ocasiones la distribución final implica cierta estructura
de independencia condicional entre algunos de los elementos del vector θ. En
estos casos es común que muchas de las densidades condicionales completas
se simplifiquen.

Ejemplo

Consideremos el modelo jerárquico definido por

I. p(x|ω) =
m
∏

i=1

p(xi|ωi);

II. p(ω|φ) =

m
∏

i=1

p(ωi|φ);

III. p0(φ).

Esta estructura define un modelo para x parametrizado por θ = (ω, φ) =
(ω1, . . . , ωm, φ) y con distribución inicial p(θ) = p0(φ)p(ω|φ), de manera que
la distribución final está dada por

p(θ|x) ∝ p0(φ)

m
∏

i=1

{p(xi|ωi)p(ωi|φ)} .

Entonces k = m + 1 y las densidades condicionales completas toman la
forma

p(θ1|θ2, . . . , θk−1, θk, x) = p(ω1|φ, x1)
...

p(θk−1|θ1, . . . , θk−2, θk, x) = p(ωm|φ, xm)

p(θk|θ1, . . . , θk−2, θk−1, x) = p0(φ|ω),
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donde p0(φ|ω) ∝ p0(φ)p(ω|φ). �

Ejemplo. (Modelo normal bivariado)
El propósito de este ejemplo es examinar la estructura de la correlación

exacta de una cadena de Markov inducida por el muestreo de Gibbs. Suponga
que la distribución posterior p(θ|D) es una distribución normal bivariada
N2(µ,Σ) con

µ =

(

µ1

µ2

)

y σ =

(

σ
2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ
2
2

)

,

donde µj, σj , j = 1, 2, y ρ son conocidos. Entonces el muestreo de Gibbs
requiere muestrear de

θ1 ∼ N

(

µ1 + ρ
σ1

σ2
(θ2 − µ2), σ

2
1(1 − ρ

2)

)

y

θ2 ∼ N

(

µ2 + ρ
σ2

σ1
(θ1 − µ1), σ

2
2(1 − ρ

2)

)

.

Sea {θi = (θ1,i, θ2,i)
t
, i ≥ 0}, que denota una cadena de Markov inducida

por el muestreo de Gibbs para la distribución normal bivariada anterior.
Si iniciamos a partir de la distribución estacionaria, es decir, θ0 ∼ N2(µ,Σ),
entonces cada una de las sucesiones {θ1,i, i ≥ 0} y {θ2,i, i ≥ 0} es un proceso
AR(1).

Veamos este resultado. Sea {z1,i, z2,i, i ≥ 0} una sucesión de variables
aleatorias i.i.d. N(0, 1). Entonces la estructura del muestreo de Gibbs implica

θ1,0 = µ1 + σ1z1,0,

θ2,0 = µ2 + ρ
σ2

σ1
(θ1,0 − µ1) + σ2

√

1 − ρ2z2,0,

y

θ1,i+1 = µ1 + ρ
σ1

σ2
(θ2,i − µ2) + σ1

√

1 − ρ2z1,i+1,

θ2,i+1 = µ2 + ρ
σ2

σ1
(θ1,i+1 − µ1) + σ2

√

1 − ρ2z2,i+1, (1.3)

para i ≥ 0. Ahora consideremos el primer componente θ1,i+1. De la ecuación
(1.3), para i ≥ 0,

θ1,i+1 = µ1 + ρ
σ1

σ2

[

ρ
σ2

σ1

(θ1,i − µ1) + σ2

√

1 − ρ2z2,i

]

+ σ1

√

1 − ρ2z1,i+1

= µ1 + ρ
2(θ1,i − µ1) + ρσ1

√

1 − ρ2z2,i + σ1

√

1 − ρ2z1,i+1. (1.4)
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Sea ψ = ρ
2 y σ

∗2
1 = σ

2
1(1 − ρ

4). Sea {z∗i , i ≥ 0} que denota una sucesión
de variables aleatorias i.i.d. N(0, 1). Como z1,i y z2,i+1 son independientes e
idénticamente distribuidas N(0, 1), entonces podemos reescribir (1.4) como

θ1,0 = µ1 + σ1z
∗
0 , (1.5)

θ1,i+1 = µ1 + ψ(θ1,i − µ1) + σ
∗
1z

∗
i+1 ∀i ≥ 0. (1.6)

Aśı, {θ1,i, i ≥ 0} es un proceso AR(1) con rezago 1 y autocorrelación ψ = ρ
2.

Similarmente, {θ2,i, i ≥ 0} es también un proceso AR(1) con rezago 1 y

autocorrelación ψ = ρ
2. La única diferencia es que usamos σ∗

2 = σ2

√

1 − ρ4

en vez de σ∗
1 en (1.6), y usamos µ2 y σ2 en vez de µ1 y σ1 en (1.5). �

Convergencia

Supongamos que se desea generar una muestra de tamaño N de la distri-
bución p(θ|x). Si para cada uno de N valores iniciales θ

(0)
1 , . . . , θ

(0)
N corremos

alguno de los algoritmos discutidos en esta sección, entonces, de acuerdo con
la proposición 1.1.1(i), después de un cierto número de iteraciones T sufi-

cientemente grande los valores θ
(T )
1 , . . . , θ

T
N pueden considerarse como una

muestra de tamaño N de la distribución final de θ. Alternativamente pode-
mos generar una sola cadena y tomar los valores θ(T+K)

, θ
(T+2K)

, . . . , θ
(T+NK)

como una muestra de p(θ|x), donde K se elige de manera que la correlación
entre las observaciones sea pequeña.

En general no es fácil determinar en qué momento la(s) cadena(s) ha(n)
convergido. Un método emṕırico comúnmente utilizado, basado en la pro-
posición 1.1.1(ii), consiste en graficar los promedios ergódicos de algunas
funciones de θ contra el número de iteraciones y elegir el valor T a partir del
cual las gráficas se estabilizan. En este caso es frecuente omitir los primeros
valores de la(s) cadena(s) al calcular los promedios ergódicos. La idea de es-
te periodo de calentamiento es permitir que la(s) cadena(s) salga(n) de una
primera fase de inestabilidad. En el caso particular del muestreo de Gibbs
la velocidad de convergencia depende fuertemente de la correlación entre los
componentes del vector θ bajo la distribución final p(θ|x): entre más alta sea
la correlación más lenta será la convergencia.

1.2. WinBUGS

WinBUGS es un software de libre acceso en internet que se puede obte-
ner de la página http://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/bugs/. Fue diseñado por
Spiegelhalter, Thomas y Best y es parte del proyecto BUGS (Bayesian In-

ference Using Gibbs Sampling) que desarrollaron estos investigadores para
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el análisis Bayesiano de modelos estad́ısticos a través de métodos de Monte
Carlo v́ıa cadenas de Markov.

WinBUGS permite que métodos complejos de simulación sean sencillos
para los usuarios de la estad́ıstica Bayesiana aplicada en diversas disciplinas.

El software ofrece una interfaz con el usuario basada en cuadros de diálogo
y comandos a través de los cuales se analiza el modelo, por lo que el ambiente
de WinBUGS se vuelve más amigable. Además, también es posible realizar
una interfaz con R1 o S-Plus, los cuales manejan una sintaxis muy similar
a la que usa WinBUGS, aunque WinBUGS no cuenta con tantos comandos
como R o S-Plus.

La manera de operar de WinBUGS está basada en el muestreo de Gibbs
(ver sección 1.1.4); es decir, dada una función de verosimilitud y una distri-
bución inicial, el propósito es muestrear valores de los parámetros del modelo
a partir de la distribución final. De estos valores muestreados, es posible ob-
tener estimadores de los parámetros y hacer todo tipo de inferencias sobre
éstos.

El desarrollo y mejoramiento de las técnicas de Monte Carlo basadas en
cadenas de Markov ha hecho posible construir la distribución final de modelos
Bayesianos muy complejos. Sin embargo, generar una muestra a través del
algoritmo de Gibbs para obtener la distribución final de un modelo Bayesiano
puede ser una tarea muy complicada, sobre todo para el caso en el que se
introducen muchos parámetros en el modelo.

WinBUGS proporciona herramientas simples para llevar a cabo la simula-
ción Monte Carlo; a través de WinBUGS es posible implementar el muestreo
de Gibbs para una gran variedad de modelos.

El software tiene ciertas limitaciones para detectar la convergencia, resu-
mir las muestras y realizar diagnósticos sobre el ajuste de los modelos. Sin
embargo, es posible usar los paquetes boa o coda de R junto con WinBUGS
para realizar un mejor análisis de las muestras simuladas.

WinBUGS intenta usar el método de muestreo más apropiado para cada
parámetro del modelo estocástico de acuerdo con la tabla 1.1.

Ejemplo

El siguiente ejemplo se obtuvo del libro de Peter Congdon (2001), Ba-

yesian Statistical Modelling. Hay preocupación por el incremento de la in-
cidencia de cáncer de seno en las mujeres, sin embargo, en el Reino Unido
el número de muertes por esta enfermedad es más o menos constante. Am-
bas tendencias implican una disminución de “casos fatales”, es decir, una
disminución de la tasa de muerte entre los nuevos casos de la enfermedad.

1Software de libre acceso en la página de internet http://www.r-project.org.
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Distribución Objetivo Método de muestreo

Discreta Inversión de una función de distribución acumulada
Forma cerrada Muestreo directo usando algoritmos estándar
Log-cóncava Muestreo de rechazo adaptativo
Rango restringido Muestreo slice

Rango sin restricción Metropolis-Hastings (sección 1.1.4)

Tabla 1.1: Métodos de muestreo de WinBUGS.

Suponga que estamos interesados en el intervalo de mayor densidad de
esta tasa, en una situación donde tenemos k = 11 tipos de cáncer.

Sea n = (n1, n2, . . . , nk) el número de muertes en cada uno de los 11 tipos
de cáncer (1 es cáncer de seno). El vector aleatorio n tiene una distribución
Multinomial(n1, . . . , nk|π,N), donde N =

∑k
i=1 ni es el número total de

muertes por cáncer.

Para elegir la distribución inicial de π se podŕıa tomar el patrón de muer-
tes por cáncer de mujeres en el Reino Unido en años anteriores, o de algún
otro páıs semejante a él.

En este ejemplo se considera una distribución inicial conjugada no infor-
mativa (ver sección 1.1.1) para π, la distribución Dirichlet(π|1, 1, . . . , 1).

El programa realizado en WinBUGS es el siguiente:

Modelo
model { # Modelo Multinomial

for(i in 1:k) {
c[i] <- 1

}
pi[1:k] ∼ ddirch(c[]) # Inicial

n[1:k] ∼ dmulti(pi[],N) # Verosimilitud

}
Datos

list(n = c(14080, 12990, 6440, 4350, 3420, 3190, 2600, 2420,

1820, 1760, 23610),

k = 11, # Tipos de Cáncer

N = 76680) # Total de Muertes por Cáncer

La distribución multinomial puede expresarse, equivalentemente, como
la distribución conjunta de k variables aleatorias independientes con distri-
bución Poisson, de tal manera que ni ∼ Poisson(ni|µi) con i = 1, . . . , k,
sujetas a la condición

∑k
j=1 nj = N (ver sección 1.1.1). Las probabilidades
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de la distribución multinomial se obtienen con:

πj =
µj

∑k
i=1 µi

.

Para este caso las distribuciones iniciales conjugadas para los parámetros µi

son gamma, y utilizaremos distribuciones iniciales que son no informativas,
Gamma(µi|1, 1).

El programa utilizado en WinBUGS es el siguiente:

Modelo
model{ # Modelo Poisson

for(i in 1:k) {
mu[i] ∼ dgamma(1,1) # Inicial

n[i] ∼ dpois(mu[i]) # Verosimilitud

pi[i] <- mu[i]/mu.sum # Parámetro Multinomial

}
mu.sum <- sum(mu[ ])

}

Datos
list(n = c(14080, 12990, 6440, 4350, 3420, 3190, 2600, 2420,

1820, 1760, 23610),

k = 11) # Tipos de Cáncer

Las estad́ısticas básicas que se obtienen para la distribución final del
vector de parámetros π son las mismas en ambos modelos y se presentan en
la tabla 1.2.

�

1.3. Suficiencia y Familias Exponenciales

En esta sección se presenta una breve introducción al concepto de sufi-
ciencia y familias exponenciales, aśı como sus principales propiedades (ver
Bernardo y Smith , 1994). Esto es de gran utilidad para el estudio de datos
categóricos debido a que las distribuciones binomial, Poisson y multinomial
pertenecen a la familia exponencial.

1.3.1. Estad́ıstica Suficiente

Una estad́ıstica suficiente es una función de los datos que resume toda la
información de la muestra disponible referente al parámetro θ.
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mean sd MC error 2.5 % median 97.5 %
π1 0.1836 0.00139 1.542E − 5 0.1809 0.1836 0.1863
π2 0.1694 0.00135 1.285E − 5 0.1667 0.1694 0.1721
π3 0.0840 9.939E − 4 8.783E − 6 0.0820 0.0839 0.0859
π4 0.0567 8.385E − 4 8.441E − 6 0.0551 0.0567 0.0584
π5 0.0446 7.422E − 4 6.667E − 6 0.0431 0.0445 0.0460
π6 0.0416 7.225E − 4 7.654E − 6 0.0402 0.0416 0.0430
π7 0.0339 6.555E − 4 7.594E − 6 0.0326 0.0339 0.0351
π8 0.0315 6.333E − 4 6.818E − 6 0.0303 0.0315 0.0328
π9 0.0237 5.534E − 4 4.943E − 6 0.0226 0.0237 0.0248
π10 0.0229 5.457E − 4 5.224E − 6 0.0219 0.0229 0.0240
π11 0.3079 0.00168 1.604E − 5 0.3047 0.3079 0.3113

Tabla 1.2: Estad́ısticas básicas de la distribución final de π.

Estad́ıstica

Comenzaremos con una definición formal, que nos permite discutir el
proceso de resumir la información contenida en una sucesión, o muestra, de
variables aleatorias, X1, . . . , Xm.

Definición 1.3.1 (Estad́ıstica). Dados los valores x1, . . . , xm, de las can-

tidades aleatorias X1, . . . , Xm, un vector aleatorio tm(x1, . . . , xm), con tm :
X1 × · · · × Xm → ℜk(m) (k(m) ≤ m), es una estad́ıstica k(m)-dimensional.

Para reducir la dimensión de los datos claramente necesitamos que k(m) <
m; como en los casos anteriores la dimensión de la estad́ıstica es fija e inde-
pendiente del tamaño de muestra, es decir, k(m) = k.

En la siguiente sección estudiaremos estad́ısticas que nos permiten resu-
mir la mayor información posible.

Suficiencia Predictiva y Suficiencia Paramétrica

La densidad de las observaciones futuras, xm+1, . . . , xn, condicional en
una muestra aleatoria observada, x1, . . . , xm, es p(xm+1, . . . , xn|x1, . . . , xm).
La siguiente definición describe una forma posible de reducir los datos e
incorporarlos en la estructura de esta densidad condicional.

Definición 1.3.2 (Suficiencia predictiva). Dada una sucesión de cantidades

aleatorias x1, x2, . . ., con medida de probabilidad P , donde xi toma valores

en Xi, i = 1, 2, . . ., la sucesión de estad́ısticas t1, t2, . . ., con tj definida sobre
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X1 × · · · × Xj, se dice que es suficiente predictiva para la sucesión x1, x2, . . .

si, para toda m ≥ 1, r ≥ 1 y {i1, . . . , ir}
⋂

{1, . . . , m} = ∅, se tiene que

p(xi1 , . . . , xir |x1, . . . , xm) = p(xi1 , . . . , xir |tm)

donde p(·|·) es la densidad condicional inducida por P .

La definición captura la idea de que, dada tm = tm(x1, . . . , xm), los valores
individuales de x1, . . . , xm no contribuyen con más información para las pro-
babilidades de los eventos futuros. Las observaciones futuras (xi1 , . . . , xir)
y los valores observados (x1, . . . , xm) son condicionalmente independientes
dada tm.

Suponiendo que las variables son intercambiables, otra forma de definir
la estad́ıstica tm = tm(x1, . . . , xm) como suficiente es la siguiente.

Definición 1.3.3 (Suficiencia paramétrica). Si x1, x2, . . . es una sucesión

infinita intercambiable de cantidades aleatorias, donde xi toma valores en

Xi, i = 1, 2, . . ., la sucesión de estad́ısticas t1, t2, . . ., con tj definida en X1 ×
· · · × Xj, es suficiente paramétrica para x1, x2, . . . si, para cualquier n ≥ 1,

dQ(θ|x1, . . . , xn) = dQ(θ|tn),

para cualquier dQ(θ) que defina un modelo de probabilidad predictiva inter-

cambiable v́ıa la representación

p(x1, . . . , xn) =

∫ n
∏

i=1

p(xi|θ)dQ(θ).

A partir de estas definiciones se pueden establecer las siguientes proposi-
ciones.

Proposición 1.3.1 (Equivalencia de suficiencias predictiva y paramétrica).
Dada una sucesión infinita intercambiable de cantidades aleatorias x1, x2, . . .,

donde xi toma valores en Xi, i = 1, 2, . . ., la sucesión de estad́ısticas t1, t2, . . .

con tj definida en X1 × · · · × Xj es suficiente predictiva si, y sólo si, es

suficiente paramétrica.

Proposición 1.3.2 (Criterio de factorización de Neyman-Fisher). La suce-

sión de estad́ısticas t1, t2, . . . es suficiente paramétrica para x1, x2, . . . (inter-

cambiable infinitamente con representación paramétrica infinita) si y sólo si,

para cualquier m ≥ 1, la densidad conjunta para x1, . . . , xm dada θ tiene la

forma

p(x1, . . . , xm|θ) = hm(tm, θ)g(x1, . . . , xm),

para algunas funciones hm ≥ 0, g > 0.
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Proposición 1.3.3 (Suficiencia e independencia condicional). La sucesión

t1, t2, . . . es suficiente paramétrica para x1, x2, . . . (infinitamente intercam-

biable) si, y sólo si, para cualquier m ≥ 1, la densidad p(x1, . . . , xm|θ, tm) es

independiente de θ.

De la definición general de estad́ıstica suficiente (paramétrica o predicti-
va), tn(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn) siempre es una estad́ıstica suficiente. Dado
que podemos encontrar varias estad́ısticas suficientes para el mismo modelo
paramétrico, cabe preguntarse si existe una estad́ıstica que sea suficiente y
además resuma la información de manera óptima.

Definición 1.3.4 (Estad́ıstica suficiente minimal). Si x1, x2, . . ., es una su-

cesión intercambiable infinita de cantidades aleatorias, donde xi toma valores

en Xi, la sucesión de estad́ısticas t1, t2, . . ., con tj definida en X1 × · · ·×Xj,

es suficiente minimal para x1, x2, . . . si dada cualquier otra sucesión de es-

tad́ısticas suficientes, s1, s2, . . ., existen funciones g1(·), g2(·), . . . tales que

ti = gi(si), i = 1, 2, . . ..

Intuitivamente hablando, una vez que se conoce el valor de t, no hay otras
cantidades calculadas que den nueva información acerca de θ si el modelo
muestral p(x) = p(x|θ) es verdadero. El vector completo x siempre es sufi-
ciente para θ. Una estad́ıstica suficiente minimal siempre posee la dimensión
más pequeña posible, entre las diferentes estad́ısticas suficientes.

Ejemplo. Modelo Bernoulli.
Si x1, x2, . . . es una sucesión infinitamente intercambiable con valores en

0 y 1, tenemos la representación general

p(x1, . . . , xn) =

∫ 1

0

p(x1, . . . , xn|θ)dQ(θ)

=

∫ 1

0

n
∏

0=1

Br(xi|θ)dQ(θ)

=

∫ 1

0

θ
sn(1 − θ)n−sn

dQ(θ),

donde sn = x1 + · · · + xn. Notemos que podemos escribir

p(x1, . . . , xn|θ) = hn(sn, θ)g(x1, . . . , xn),

con

hn(sn, θ) = θ
sn(1 − θ)n−sn

, g(x1, . . . , xn) = 1,
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de esta manera, por el criterio de factorización de Neyman-Fisher, la sucesión
s1, s2, . . . es suficiente predictiva y paramétrica para x1, x2, . . . y además es
una estad́ıstica suficiente minimal. �

Definición 1.3.5 (Estad́ıstica ancilar). Una estad́ıstica a(x) se dice ancilar

con respecto a θ en un modelo parámetrico p(x|θ), si p(a(x)|θ) = p(a(x)) para

todos los valores de θ.

Ejemplo. Suficiencia y ancilaridad.

Sea (X1, X2, X3) un vector aleatorio con distribución multinomial con
tres categoŕıas, Multinomial(x1, x2, x3|θ1, θ2, θ3, n), con función de masa de
probabilidad

p(x1, x2, x3|θ1, θ2, θ3, n) =
n!

x1!x2!x3!
θ

x1
1 θ

x2
2 θ

x3
3

donde 0 ≤ xi ≤ n, 0 < θi < 1, para i = 1, 2, 3, con n =
∑3

i=1 xi y 1 =
∑3

i=1 θi.

Dado que podemos reescribir una variable y un parámetro en términos
de los otros por ser linealmente dependientes, sean x3 = n − x1 − x2 y
θ3 = 1 − θ1 − θ2. Entonces la función de masa de probabilidad es

p(x1, x2|θ1, θ2, n) =
n!

x1!x2!(n− x1 − x2)!
θ

x1
1 θ

x2
2 (1 − θ1 − θ2)

n−x1−x2
.

Sea ϕ2 = θ2

1−θ1
. Entonces

p(x1, x2|θ1, ϕ2, n) =

(

n

x1

)

θ
x1
1 (1 − θ1)

n−x1

(

n− x1

x2

)

ϕ
x2
2 (1 − ϕ2)

(n−x1)−x2

= Bin(x1|θ1, n)Bin(x2|ϕ2, n− x1).

Por lo tanto x1 es una estad́ıstica suficiente para θ1 y una estad́ıstica anci-
lar para θ2. En otras palabras, x1 es totalmente informativa acerca de θ1,
mientras que x2 no contiene información sobre θ1.

Por otro lado, x1 no es directamente informativa sobre ϕ2, simplemente
afecta la distribución condicional de x2 dada x1 (que sólo depende de ϕ2).
Por lo tanto, las inferencias sobre ϕ2 sólo se basan en dicha distribución
condicional. Las inferencias hacen uso del valor observado de x1, pero igno-
ran el mecanismo aleatorio que generó ese valor. Se obtendŕıan las mismas
inferencias sobre ϕ2 si hubiéramos fijado el valor de x1 desde el principio. �
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1.3.2. Familias Exponenciales

En la sección anterior se estudiaron las definiciones de estad́ıstica predic-
tiva y paramétrica en forma general; en esta sección estudiaremos estad́ısti-
cas suficientes de dimensiones fijas. Para más detalles ver Bernardo y Smith
(1994).

Consideremos la propiedad de intercambiabilidad y la representación con
respecto a dQ(θ) en una forma paramétrica espećıfica

p(x1, . . . , xn|θ) =
n
∏

i=1

p(xi|θ), (x1, . . . , xn) ∈ X n ⊆ ℜn

donde θ es un parámetro de dimensión k. Si p(x|θ) es tal que p(x1, . . . , xn|θ)
se factoriza en hn(tn, θ)g(x1, . . . , xn), para algunas funciones hn y g, la es-
tad́ıstica tn = tn(x1, . . . , xn) seŕıa suficiente. Una clase importante de fun-
ciones p(x|θ) está identificada por la siguiente definición.

Definición 1.3.6 (Familia exponencial con k parámetros). Una densidad de

probabilidad (o función de masa) p(x|θ), x ∈ X , con parámetro θ ∈ Θ ⊆ ℜk,

pertenece a la familia exponencial con k parámetros si es de la forma

p(x|θ) = f(x)g(θ) exp

{

k
∑

i=1

ciφi(θ)hi(x)

}

,

donde h = (h1, . . . , hk), φ(θ) = (φ1, . . . , φk) y, dadas las funciones f , h, φ, y

las constantes ci,

1

g(θ)
=

∫

X

f(x) exp

{

k
∑

i=1

ciφi(θ)hi(x)

}

dx <∞.

Proposición 1.3.4 (Estad́ısticas suficientes para familias exponenciales con
k parámetros). Si x1, . . . , xi ∈ X , es una sucesión intercambiable tal que,

dada una familia exponencial regular con k parámetros,

p(x1, . . . , xn) =

∫

Θ

n
∏

i=1

f(x)g(θ) exp

{

k
∑

i=1

ciφi(θ)hi(x)

}

dQ(θ),

para alguna dQ(θ), entonces

tn = tn(x1, . . . , xn) =

[

n
∑

i=1

h1(xi), . . . ,
n
∑

i=1

hk(xi)

]

n = 1, 2, . . . ,

es una sucesión de estad́ısticas suficientes.
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Demostración. Note que

n
∏

i=1

f(xi)g(θ) exp

{

k
∑

j=1

cjφj(θ)hj(xi)

}

=
n
∏

i=1

f(xi) · [g(θ)]
n exp

{

k
∑

j=1

cjφj(θ)
n
∑

i=1

hj(xi)

}

.

El resultado se obtiene aplicando el criterio de factorización de Neyman-
Fisher.

En ocasiones es más conveniente expresar a la familia exponencial en
forma canónica, dada por la siguiente definición.

Definición 1.3.7 (Forma Canónica). La densidad de probabilidad (o función

de masa)

p(y|ψ) = a(y) exp {y′
ψ − b(ψ)} , y ∈ Y ,

obtenida de la familia exponencial con k parámetros, v́ıa las transformaciones

y = (y1, . . . , yk), ψ = (ψ1, . . . , ψk),

yi = hi(x), ψi = ciφi(θ), i = 1, . . . , k,

se llama la forma canónica de la familia exponencial.

Proposición 1.3.5 (Primeros dos momentos de la familia exponencial). Pa-

ra y con densidad de probabilidad (o función de masa) perteneciente a la

familia exponencial canónica, se tiene que

E(y|ψ) = ∇b(ψ), V (y|ψ) = ∇2
b(ψ).

Demostración. Es fácil verificar que la función caracteŕıstica de y condicional
a ψ está dada por

E(exp{iu′y}|ψ) = exp{b(iu + ψ) − b(ψ)},

de la cual se obtienen los momentos directamente.

Proposición 1.3.6 (Suficiencia en la familia exponencial). Si las cantida-

des aleatorias y1, . . . ,yn son independientes con densidad de probabilidad (o

función de masa) perteneciente a la familia exponencial, entonces

s =

n
∑

i=1

yi
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es una estad́ıstica suficiente y tiene una distribución

p(s|ψ) = a
(n)(s) exp{s′ψ − nb(ψ)}

donde a(n) es una convolución de orden n de a.

Demostración. La suficiencia es inmediata ya que las variables pertenecen a
la familia exponencial. La función caracteŕıstica de s es

exp{nb(iu + ψ) − nb(ψ)}

de tal manera que la distribución de s es como se pretend́ıa, donde a
(n)

satisface

nb(ψ) = log

∫

a
(n)(s) exp{ψ′s}ds.

Examinando la convolución para n = 1, y por inducción, se establece la forma
de a(n).

Ejemplo

Sea x variable aleatoria con distribución U(x|0, θ), con densidad de pro-
babilidad

p(x|θ) = U(x|0, θ) = θ
−1
, x ∈ (0, θ), θ ∈ ℜ+

.

Esta distribución pertenece a la familia exponencial no regular en donde

f(x) = 1, g(θ) = θ
−1
, h(x) = 0, φ(θ) = θ, c = 1.

Sea x1, . . . , xn una muestra de variables aleatorias independientes con
distribución U(x|0, θ),

p(x1, . . . , xn|θ) =
n
∏

i=1

p(xi|θ) = θ
−n
I(0,θ)( máx

i=1,...,n
{xi}), (x1, . . . , xn) ∈ ℜn

.

Por el criterio de factorización de Neyman-Fisher

tn = tn(x1, . . . , xn) = máx
i=1,...,n

{xi}, n = 1, 2, . . . ,

es una sucesión de estad́ısticas suficientes en este caso. �
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1.3.3. Cortes

Para un parámetro multidimensional, el interés de la inferencia algunas
veces se concentr en un subconjunto apropiado del parámetro. Un procedi-
miento usado es particionar el vector de parámetros en dos partes mutua-
mente exclusivas -la porción que es de interés más los parámetros de ruido- y
obtener inferencias condicionados sobre una estad́ıstica que es no informativa
acerca de la porción de interés, si existe tal estad́ıstica auxiliar. Una separa-
ción similar también puede ser deseable cuando el contexto requiere que las
inferencias sean condicionadas sobre ciertas estad́ısticas.

En general, hay dos tipos de separación de parámetros. La forma débil
es cuando dos porciones complementarias de un vector de parámetros son
ortogonales, sus estimadores máximo verośımiles son asintóticamente inde-
pendientes y la varianza asintótica es la misma si el estimador del parámetro
de ruido es tratado como fijo (verosimilitud perfil) o, alternativamente, como
aleatorio (verosimilitud completa). La forma fuerte de separación es la inde-
pendencia en verosimilitud, en la cual la verosimilitud puede ser factorizada.
La existencia de un corte facilita tal factorización en términos de la partición
de parámetros.

Un corte se define formalmente como sigue.

Definición 1.3.8 (Corte). Suponga que el parámetro puede ser particionado

(posiblemente después de una reparametrización) en (ϕ, χ), y que la estad́ısti-

ca suficiente es (s(1)
, s

(2)). Si

(1) los parámetros ϕ y χ son independientes en variación (i.e., el rango de

(ϕ, χ) es el producto cartesiano del rango de ϕ y el rango de χ),

(2) la distribución condicional de los datos dada s(2) depende sólo de ϕ, y

(3) la distribución marginal de s(2) depende sólo de χ y no de ϕ,

entonces se dice que la estad́ıstica s(2) es un corte.

Cuando existe un corte, la verosimilitud se factoriza como:

g

(

ϕ, s
(1)|s(2)

)

f

(

χ, s
(2)
)

,

esto es, s(2) no da información acerca de ϕ, pero su valor observado puede in-
dicar la naturaleza de la información acerca de ϕ (ver ejemplo siguiente). La
eficiencia se gana debido a la eliminación del parámetro de ruido χ condicio-
nando sobre s(2). En el análisis Bayesiano, si la distribución inicial se factoriza
como p1(ϕ)p2(χ), entonces los cortes permiten también la factorización de la
distribución final correspondiente.
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Ejemplo

Considere una distribución trinomial con función de masa de probabilidad

p(x1, x2|θ1, θ2) =
1

x1!x2!(1 − x1 − x2)!
θ

x1
1 θ

x2
2 (1 − θ1 − θ2)

1−x1−x2
,

donde xi ∈ {0, 1}, 0 < θi < 1 para i = 1, 2, y 0 ≤ x1+x2 ≤ 1, 0 < θ1+θ2 < 1.
Sean ϕ = θ1

1−θ2
y χ = θ2, entonces con la reparametrización en términos

de ϕ y χ la función de masa de probabilidad es

p(x1, x2|ϕ, χ) =

(

1 − x2

x1

)

ϕ
x1(1 − ϕ)1−x2−x1

(

1

x2

)

χ
x2(1 − χ)1−x2

= Bin(x1|ϕ, 1 − x2)Bin(x2|χ, 1).

De esta manera el parámetro se particiona en ϕ y χ, y las correspondientes
estad́ısticas suficientes son s

(1) = x1 y s(2) = x2. Entonces, por la definición
1.3.8, x2 es un corte. �

Para mayores detalles acerca de las familias exponenciales y cortes ver
Barndorff-Nielsen (1978), Efstathiou, Gutiérrez-Peña y Smith (1998), Ip y
Wang (2007).



Caṕıtulo 2

Análisis Clásico de Datos

Categóricos

En este caṕıtulo se estudian los datos categóricos arreglados en tablas de
contingencia desde el enfoque de la estad́ıstica Clásica, utilizando principal-
mente pruebas estad́ısticas y la modelación de tablas de contingencia usando
modelos loglineales. Para un análisis más detallado ver Agresti (1984, 1996,
2002).

En la sección 2.1 se estudian las tablas de contingencia, su notación, sus
distribuciones y sus propiedades de asociación. En la sección 2.2 se estudia la
paradoja de Simpson. En la sección 2.3 se presenta el análisis estad́ıstico para
tablas de contingencia. Finalmente, en la sección 2.4 se analizan los modelos
loglineales; estos modelos se utilizan generalmente para modelar estructuras
más complejas en tablas de contingencia.

2.1. Tablas de Contingencia

Cuando cada miembro de una muestra se clasifica simultáneamente en
dos o más variables categóricas se usan las tablas de contingencia1 para po-
der mostrar las frecuencias de las observaciones que ocurren en las diferentes
combinaciones de las categoŕıas de las variables. Cada celda en la tabla mues-
tra el número de observaciones que tiene una cierta combinación.

Las tablas para dos variables tienen dos dimensiones, r renglones que
representan las r categoŕıas de una variable y c columnas que representan las
c categoŕıas de la segunda variable. Las rc celdas de la tabla contienen las
frecuencias de las rc combinaciones de las categoŕıas de las variables. Un caso
importante de una tabla de contingencia r× c se presenta cuando r = c = 2.

1En inglés se conocen como contingency tables, cross-classification tables o cross-tab.

33
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La tabla de contingencia 2×2 generalmente resulta de la comparación de dos
grupos o de dos variables cuyas respuestas son dicotómicas (variables con dos
categoŕıas o variables binarias); por ejemplo, una comparación entre hombres
y mujeres respecto al número de los que están a favor o en contra del aborto,
o una comparación de dos medicamentos con respecto a sus efectos positivos
o negativos al tratar una enfermedad.

2.1.1. Notación y Distribuciones

Sea nij el número de observaciones en la celda correspondiente al renglón
i y columna j, y sea pij la proporción de la muestra total correspondiente a
esa celda. De esta manera tenemos que pij = nij/n, donde n =

∑r
i=1

∑c
j=1 nij

es el tamaño total de la muestra, y
∑r

i=1

∑c
j=1 pij = 1. El conjunto {pij : i =

1, . . . , r, j = 1, . . . , c} es la distribución muestral conjunta de las observacio-
nes. Las distribuciones muestrales marginales son los totales por renglón y
por columna obtenidos al sumar las columnas de cada renglón y los renglo-
nes de cada columna, respectivamente, de las proporciones conjuntas. Éstas
estarán denotadas por {pi+} para la variable renglón, donde pi+ =

∑c
j=1 pij,

y por {p+j} para la variable columna, donde p+j =
∑r

i=1 pij . Note que
pi+ = ni+/n, p+j = n+j/n y

∑r
i=1 pi+ =

∑c
j=1 p+j = 1.

Para la distribución condicional muestral del renglón i, denotamos por
pj|i a la proporción de observaciones cuya respuesta es la j-ésima categoŕıa
de la variable columna. De esta manera pj|i = nij/ni+, donde ni+ =

∑c
j=1 nij

es el número total de observaciones del i-ésimo renglón y
∑c

j=1 pj|i = 1.

Estas notaciones han sido definidas para los datos muestrales. Para las
probabilidades poblacionales las definiciones son análogas, {πij} es el conjun-
to de las probabilidades conjuntas, {πi+} es el conjunto de las probabilidades

marginales de la variable renglón, {π+j} es el conjunto de las probabilidades

marginales de la variable columna, y {πj|i} es el conjunto de las probabilidades

condicionales.

La tabla 2.1 muestra la notación para las proporciones muestrales y las
probabilidades poblacionales.

2.1.2. Independencia de las Variables Categóricas

Para describir la asociación entre dos variables categóricas podemos usar
su distribución conjunta, la distribución condicional de la variable columna
dada la variable renglón, o la distribución condicional de la variable renglón
dada la variable columna. Las probabilidades poblacionales condicionales,
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Renglón
Columna

1 2
Total

1
p11 p12

p1|1 p2|1

p1+

1

2
p21 p22

p1|2 p2|2

p2+

1
Total p+1 p+2 1

Renglón
Columna

1 2
Total

1
π11 π12

π1|1 π2|1

π1+

1

2
π21 π22

π1|2 π2|2

π2+

1
Total π+1 π+2 1

Tabla 2.1: Notación para las proporciones muestrales conjuntas, condicionales
y marginales, y las probabilidades poblacionales conjuntas, condicionales y
marginales.

conjuntas y marginales se relacionan por medio de

πj|i = πij/πi+ ∀i, j,

y satisfacen
∑

i

∑

j πij = 1 y
∑

j πj|i = 1 para i = 1, . . . , r.
Se dice que dos variables son independientes si todas las probabilida-

des conjuntas son iguales al producto de las correspondientes probabilidades
marginales, es decir

πij = πi+π+j para i = 1, . . . , r y j = 1, . . . , c.

La independencia de dos variables implica que las distribuciones condicionales
dentro de los r renglones son idénticas, es decir πj|i = πij/πi+ = πi+π+j/πi+ =
π+j para i = 1, . . . , r. Si dos variables son independientes, la probabilidad
de obtener una respuesta particular j sobre la variable columna es la misma
para cada renglón. Debido a esto, algunas veces al hablar de independencia
se hace referencia a la homogeneidad de las distribuciones condicionales.

Ejemplo

La tabla 2.2 se basa en los datos presentados por Radelet (1981). Es
un ejemplo de una tabla de contingencia de 2 × 2. El art́ıculo de Radelet
se refiere a los efectos de la raza sobre la decisión de condenar a la pena de
muerte a un individuo que es declarado culpable por homicidio. Las variables
consideradas en la tabla 2.2 son “veredicto de pena de muerte”, teniendo
categoŕıas {śı, no}, y “raza del acusado”, teniendo categoŕıas {blanco, negro}.
Los 326 sujetos fueron acusados de homicidio en 20 ciudades de Florida
durante 1976-1977.

Para estos datos 36 acusados recibieron la pena de muerte, y 290 acusados
no la recibieron, aśı que consideremos A={Raza del acusado} y B={Pena de
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Pena de muerte
Raza del acusado

Blanco
Negro

Śı No
19 141
17 149

Tabla 2.2: Veredicto de pena de muerte por raza del acusado.

muerte}. Las distribuciones marginales muestrales son

p+1 = p(B = śı) =
36

326
= 0.1104

p+2 = p(B = no) =
290

326
= 0.8896

p1+ = p(A=blanco) =
160

326
= 0.4908

p2+ = p(A=negro) =
166

326
= 0.5092

Las probabilidades condicionales muestrales son

p1|1 = p(B = śı|A = blanco) =
19

160
= 0.1187

p2|1 = p(B = no|A = blanco) =
141

160
= 0.8813

p1|2 = p(B = śı|A = negro) =
17

166
= 0.1024

p2|2 = p(B = no|A = negro) =
149

166
= 0.8976

Esto nos indica que el 11.88 % de los 160 acusados de raza blanca recibie-
ron la pena de muerte, mientras que el 10.24 % de los 166 acusados negros
recibieron la pena de muerte. Por lo tanto hay evidencia no significativa de
discriminación para los acusados de raza blanca.

La tabla 2.3 tiene las frecuencias esperadas estimadas bajo el supuesto de
independencia dentro de los paréntesis.

�

2.1.3. Asociación Parcial

En la mayoŕıa de las aplicaciones existen varias variables relevantes, y se
usa una tabla multidimensional para mostrar sus datos en una forma más
completa. Cuando estudiamos la relación entre dos variables X y Y , por
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Raza del acusado
Pena de muerte

Śı No
Total

Blanco
19 141

(17.67) (142.33)
160

Negro
17 149

(18.33) (147.67)
166

Total 36 290 326

Tabla 2.3: Frecuencias esperadas estimadas y observadas.

ejemplo, generalmente existen otras variables (“covariables”) cuyos efectos
queremos controlar por la posible influencia que puedan tener sobre esa re-
lación.

Las secciones cruzadas de una tabla multidimensional muestran la distri-
bución del conteo de XY de las celdas en los niveles de otra variable (o en
varias combinaciones de los niveles de otras variables). Estas secciones cru-
zadas se conocen como tablas parciales. En las tablas parciales la otra o las
otras variables están controladas en el sentido de que sus valores son cons-
tantes. La tabla de dos dimensiones obtenida al agregar las correspondientes
cantidades de las tablas parciales se llama tabla marginal XY.

Las asociaciones de las tablas parciales se conocen como asociaciones

condicionales, porque hacen referencia al efecto que existe entre X y Y con-
dicional en algún nivel fijo de otra variable.

La información contenida en las tablas parciales XY puede ser totalmente
diferente de la contenida en la correspondiente tabla marginal XY .

Ejemplo

Utilizando nuevamente los datos de pena de muerte de Radelet (1981),
estudiamos la relación bivariada entre el veredicto de la pena de muerte y la
raza del acusado de la tabla 2.2. Esta tabla es una tabla de dos dimensiones
de una tabla de contingencia de tres dimensiones que Radelet presentó en la
cual se incluyó la variable “raza de la v́ıctima”. Esta tabla de contingencia
expandida se presenta en la tabla 2.4. La tabla 2.4 presenta las tablas par-
ciales de acuerdo a la raza de la v́ıctima. La tabla de contingencia dada en la
tabla 2.2 es la tabla de contingencia marginal de las variables raza del acu-
sado y pena de muerte y se obtiene de la tabla 2.4 sumando las frecuencias
bajo las dos categoŕıas de la raza de la v́ıctima (i.e., 19+0, 132+9, 11+6,
52+97), para cada una de las cuatro combinaciones de la raza del acusado y
el veredicto de pena de muerte. �
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Raza de la v́ıctima Raza del acusado Pena de muerte
Śı No

Blanco Blanco 19 132
Blanco Negro 11 52
Negro Blanco 0 9
Negro Negro 6 97

Tabla 2.4: Tabla 2 × 2 × 2 del veredicto de pena de muerte por raza del
acusado y raza de la v́ıctima.

Independencia Marginal y Condicional

Vamos a considerar el tratamiento formal para las probabilidades de las
celdas. Consideremos una tabla de clasificación cruzada de tres dimensiones
(X, Y, Z). Las probabilidades de las celdas serán denotadas por {πijk; i =
1, . . . , r; j = 1, . . . , c; k = 1, . . . , l}, donde

∑

i

∑

j

∑

k πijk = 1. Primera-
mente vamos a estudiar la asociación parcial o “condicional”entre X y Y en
tablas parciales en las cuales los valores de Z están fijos.

Una tabla I × J × K describe la relación entre las variables X y Y ,
controlando a la variable Z. Si las variables X y Y son independientes en
la tabla parcial fijando Z = k, entonces X y Y se llaman condicionalmente

independientes en el nivel k de Z, esto significa que

p(Y = j|X = i, Z = k) = p(Y = j|Z = k) ∀i, j. (2.1)

De manera más general, X y Y se dicen condicionalmente independientes

dada Z cuando son condicionalmente independientes en cada nivel de Z,
esto es, cuando se cumple la ecuación (2.1) para todo k. Entonces, dada Z,
Y no depende de X.

Suponga que se tiene una tabla de tres variables, con probabilidades con-
juntas {πijk = p(X = i, Y = j, Z = k)}, entonces

πijk = p(X = i, Z = k)p(Y = j|X = i, Z = k),

la cual bajo la independencia condicional de X y Y , dada Z, es igual a

πijk = πi+kπ+jk/π++k ∀i, j, k.

La independencia condicional no implica la independencia marginal. Por
ejemplo, bajo la independencia condicional

πij+ =
∑

k

(πi+kπ+jk/π++k) .

Esto no se simplifica a πij+ = πi++π+j+, lo cual ocurre bajo la independencia
marginal.
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Jerarqúıa de las Estructuras para Tres Variables

En una tabla de contingencia de tres dimensiones las asociaciones parcia-
les pueden tomar varias formas; estas formas pueden describirse en términos
de las caracteŕısticas estructurales tales como independencia e interacción.
Por ejemplo, una tabla puede estar caracterizada por cualquier par de va-
riables que son independientes condicionalmente y por la interacción de tres
factores.

Cada una de las estructuras presentadas a continuación será representada
como un modelo loglineal para las frecuencias esperadas de las celdas (ver
sección 2.4).

Para tablas de tres dimensiones consideraremos una jerarqúıa de cinco
tipos de estructuras, ordenadas en términos de la extensión de la asociación
y la interacción de tres factores:

1) Los tres pares de variables son independientes condicionalmente, esto
es:

X es independiente de Y , dado Z.

X es independiente de Z, dado Y .

Y es independiente de Z, dado X.

2) Dos de los pares de variables son independientes condicionalmente, por
ejemplo:

X es independiente de Z, dado Y .

Y es independiente de Z, dado X.

X y Y son dependientes condicionalmente, dado Z.

Similarmente, la dependencia condicional podŕıa ser para el par X y
Z, o podŕıa ser para Y y Z.

3) Uno de los pares de las variables es independiente condicionalmente,
por ejemplo:

X es independiente de Z, dado Y .

X y Y son dependientes condicionalmente, dado Z.

Y y Z son dependientes condicionalmente, dado X.

Similarmente, la independencia condicional podŕıa ser para el par de
variables X y Y , o podŕıa ser para Y y Z.
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4) Ninguno de los pares de las variables es independiente condicionalmen-
te, pero no hay interacción de tres factores.

5) Hay interacción de tres factores. De aqúı todos los pares de variables
son dependientes condicionalmente, pero la asociación entre cada par
vaŕıa de acuerdo al nivel de la tercera variable.

2.2. Paradoja de Simpson

Considere una situación donde

p(A|B) > p(A|Bc)

de manera que hay una asociación positiva entre A y B y sea D otro evento.
Suponga que, a pesar de la desigualdad anterior, se satisface que

p(A|B, D) < p(A|Bc
, D)

y

p(A|B, D
c) < p(A|Bc

, D
c)

de tal manera que existe una asociación negativa entre A y B, tanto si D

ocurre como si D no ocurre. Este fenómeno se conoce como la Paradoja de

Simpson.
Notemos que

p(A|B) = αp(A|B, D) + (1 − α)p(A|B, D
c)

y

p(A|Bc) = βp(A|Bc
, D) + (1 − β)p(A|Bc

, D
c)

donde α = p(D|B) y β = p(D|Bc). Si B y D fueran independientes, entonces
α = β, y seŕıa imposible obtener la desigualdad inversa descrita anteriormen-
te. Si α y β son distintas, entonces esta desigualdad inversa puede ocurrir.

Note que

p(A|D) = γp(A|B, D) + (1 − γ)p(A|Bc
, D)

y

p(A|Dc) = δp(A|B, D
c) + (1 − δ)p(A|Bc

, D
c)

donde γ = p(B|D) y δ = p(B|Dc).
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Lema 2.2.1. Para cualquier p(A|B) > p(A|Bc), ambas contenidas en (0, 1),
es posible encontrar P1, P2, Q1 y Q2 dentro del intervalo (0, 1), tales que

P1 < P2 y Q1 < Q2 con

p(A|B) = αP1 + (1 − α)Q1

y

p(A|Bc) = βP2 + (1 − β)Q2

para alguna α y β, ambas en el intervalo [0, 1].

Demostración. Si α = 1 y β = 0 entonces p(A|B) = P1 y p(A|Bc) = Q2.
Sea P2 cualquier valor mayor que p(A|B) y Q1 cualquier valor menor que
p(A|Bc). Entonces todas las condiciones descritas en el lema se cumplen.

Una ligera extensión nos dice que α y β necesitan estar dentro del inter-
valo (0, 1). Si p(A|B) y p(A|Bc) caen dentro del intervalo (0, 1), entonces se
requerirán los valores extremos menos lejanos que α = 1 y β = 0.

El lema 2.2.1 nos dice que la desigualdad inversa descrita anteriormente
puede ocurrir aún si p(A|B) y p(A|Bc) son muy diferentes.

Ejemplo

Utilizando nuevamente los datos de pena de muerte de Radelet (1981)
presentados en la tabla 2.4, la tabla marginal de las variables raza del acusa-
do y pena de muerte nos indican que el 11.88 % de los 160 acusados blancos
recibieron la pena de muerte, mientras que el 10.24 % de los 166 acusados
negros recibieron la pena de muerte. Por lo tanto hay evidencia no significati-
va de discriminación para los acusados de raza blanca. Sin embargo, cuando
utilizamos la tabla completa y consideramos la raza de la v́ıctima ocurre la
paradoja de Simpson.

Considerando a los acusados de v́ıctimas de raza blanca, el 12.58 % de
los acusados blancos recibieron la pena de muerte, mientras que el 17.46 %
de los acusados negros recibieron la pena de muerte. Además, considerando
a los acusados de v́ıctimas de raza negra, ningún acusado blanco recibió la
pena de muerte, mientras que el 5.8 % de los acusados negros recibieron la
pena de muerte.

Las probabilidades se muestran a continuación. Sea A={Raza del acusa-
do}, B={Pena de muerte} y D={Raza de la v́ıctima}, entonces

p(B = śı|A = b) = 0.118 > p(B = śı|A = n) = 0.102

p(B = śı|A = b, D = b) = 0.125 < p(B = śı|A = n, D = b) = 0.174

p(B = śı|A = b, D = n) = 0 < p(B = śı|A = n, D = n) = 0.582
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Por lo tanto hay evidencia de discriminación para los acusados de raza
negra. �

La paradoja de Simpson generalmente ocurre cuando se tienen datos que
no están conectados o que no son aleatorios.

La paradoja de Simpson puede usarse para rebatir muchos análisis de
tablas de contingencia que se basan en datos que no son aleatorios. Siempre
puede existir una variable que lleve a conclusiones opuestas, si la tabla de
contingencia fuera dividida de acuerdo a esta variable. Sin embargo, si por
ejemplo los datos son aleatorios (si los acusados blancos y los acusados negros
hubieran sido elegidos de manera aleatoria de subpoblaciones de acusados
blancos y acusados negros) entonces es menos probable que alguna varia-
ble afecte las conclusiones del análisis. El problema puede minimizarse si los
individuos pueden considerarse subjetivamente como miembros “intercam-
biables”de una población. En cualquier caso, cualquier conclusión obtenida
de una tabla de contingencia, que se basa en datos que no son aleatorios,
puede considerarse como subjetiva.

Para más detalles acerca de la paradoja de Simpson consultar Leonard y
Hsu (1994) y Leonard (2000).

2.3. Análisis

En el análisis de tablas de contingencia, aparte de poder ver la descripción
de los datos muestrales {nij}, se hace inferencia acerca de la estructura de la
tabla suponiendo probabilidades {πij} que son desconocidas. En esta sección
se estudian dos estad́ısticas que se usan para probar hipótesis acerca de las
asociaciones entre las variables.

2.3.1. Esquemas de Muestreo

En el análisis de tablas de contingencia de dos dimensiones hay tres es-
quemas de muestreo que ocurren en la práctica:

Esquema 1 (muestreo multinomial o multinomial sampling), donde sólo
el número total de observaciones n es fijo.

Esquema 2 (muestreo multinomial-producto o muestreo estratificado,
product-multinomial sampling o stratified sampling), donde el total por
renglones {ni+} o el total por columnas {n+j} son fijos.

Esquema 3, donde el total por renglones y el total por columnas son
fijos.
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Los esquemas de muestreo análogos ocurren en tablas de contingencia
cuando algunos de los totales marginales están dados por el experimentador.
El esquema 3 no es muy común. En el caso de una tabla de contingencia de
2 × 2 es la estructura que lleva a la prueba exacta de Fisher.

Para el caso de tablas de contingencia de tres dimensiones (q× r× s) hay
seis esquemas de muestreo:

Esquema 1, muestreo multinomial con qrs categoŕıas, probabilidades
de celda phij, y tamaño de muestra n.

Esquema 2, estableciendo los totales {nh++} (ó {n+i+} ó {n++j}), y
tomando q muestreos multinomiales independientes (ó r ó s), cada uno
con rs categoŕıas (ó qs ó qr respectivamente), y con probabilidades
{phij/ph++} (ó {phij/p+i+} ó {phij/p++j}).

Esquema 3, estableciendo los totales {n+ij} (ó {nh+j} ó {nhi+}), y
tomando rs (ó qs ó qr) muestreos multinomiales independientes, cada
una con q categoŕıas (ó r ó s), y con probabilidades de celda {phij/p+ij}
(ó {phij/ph+j} ó {phij/phi+} respectivamente).

Esquema 4, estableciendo los totales {n+i+} y {n++j} (ó {nh++} y
{n+i+} ó {nh++} y {n++j}), y tomando muestreos estratificados.

Esquema 5, estableciendo los totales {nh++} y {n+ij} ({n+i+} y {nh+j}
ó {n++j} y {nhi+}), y tomando muestreos estratificados.

Esquema 6, estableciendo los totales {nh++}, {n+i+} y {n++j}.

Muestreo Poisson, Binomial y Multinomial

Suponga que una muestra aleatoria de tamaño fijo n se clasifica de acuerdo
a dos variables categóricas. La distribución del número de observaciones en las
celdas es una distribución multinomial especificada por el tamaño de muestra
n y las rc probabilidades poblacionales de las celdas {πij}. La probabilidad
de que el conjunto de celdas contenga {nij} observaciones que sumen n es

(

n!
∏r

i=1

∏c
j=1 nij !

)

r
∏

i=1

c
∏

j=1

π
nij

ij .

Este esquema de muestreo se llama muestreo multinomial completo (esquema
1).

Suponga que dentro de cada categoŕıa de la variable renglón, una muestra
aleatoria independiente se clasifica de acuerdo a la variable columna. Las
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celdas del i-ésimo renglón tienen distribución multinomial especificada por
el tamaño de muestra ni+ y las probabilidades {πj|i j = 1, . . . , c} y cada una
de las celdas de los diferentes renglones son independientes. Las celdas en el
renglón i tienen la función de probabilidad

(

ni+!
∏c

j=1 nij !

)

c
∏

j=1

π
nij

j|i

y el producto de estas probabilidades de cada uno de los r renglones da la
función de probabilidad para toda la tabla. Este esquema de muestreo se
llama muestra multinomial independiente (o producto, esquema 2).

Otro esquema de muestreo supone que el número de observaciones de
las celdas son variables aleatorias Poisson independientes. Si el número de
observaciones nij de la celda tiene valor esperado mij , entonces la función de
probabilidad para nij es

e
−mij m

nij

ij

nij!

para todos los enteros no negativos. El producto de estas probabilidades para
las rc celdas da la función de probabilidad para la tabla. Para este esquema
el tamaño de la muestra total en la tabla es aleatorio. Puede mostrarse que
condicionando sobre el tamaño de la muestra total obtenemos el muestreo
multinomial completo. Condicionando sobre los totales marginales obtenemos
el muestreo multinomial independiente (ver sección 1.1.1).

Para el muestreo multinomial completo, los estimadores máximo verośımil
de {πi+} y {π+j} son las proporciones muestrales {pi+} y {p+j}. Bajo el
supuesto de independencia de las dos variables tenemos que πij = πi+π+j , y
el estimador máximo verosimil de πij es

π̂ij = pi+p+j =
ni+n+j

n2
.

Para las muestras multinomial y Poisson, mij es el valor esperado de
la celda con número de observaciones nij . Si los {nij} tienen distribución
multinomial, entonces cada celda tiene una distribución binomial; de esta
manera tenemos que mij = E(nij) = nπij . Las {mij} son las frecuencias

esperadas.
La estimación de mij es m̂ij = nπ̂ij . Bajo el supuesto de independencia

tenemos que

m̂ij = npi+p+j =
ni+n+j

n
.

Las {m̂ij} son las frecuencias esperadas estimadas bajo la hipótesis nula de
independencia.
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2.3.2. Pruebas de Hipótesis

En 1900 Karl Pearson sugirió la estad́ıstica

X
2 =

r
∑

i=1

c
∑

j=1

(nij − m̂ij)
2

m̂ij

para probar la hipótesis nula:

Ho : las variables son independientes

en tablas de dos dimensiones.
Otra estad́ıstica de gran utilidad es la aproximación de la razón de vero-

similitudes

G
2 = 2

r
∑

i=1

c
∑

j=1

nij log

(

nij

m̂ij

)

.

Cuando Ho es verdadera, ambas X
2 y G

2 tienen distribución asintótica ji-
cuadrada (cuando n → ∞) con grados de libertad df = (r − 1)(c − 1). Las
dos estad́ısticas de prueba son equivalentes asintóticamente; en el sentido de
que la diferencia entre las dos es de orden menor a 1/n cuando n → ∞. Si el
valor de las estad́ısticas de prueba es grande se concluye que Ho es falsa.

Para que χ
2 y G

2 tengan una buena aproximación a la distribución ji-
cuadrada se sugiere que al menos el 80 por ciento de las celdas tenga un m̂ij

mayor a 5, y m̂ij sea mayor a 1 en todas las celdas.
Si m̂ij son pequeñas, generalmente se pueden combinar las categoŕıas de

las variables para obtener una tabla con frecuencias mayores. Generalmente
no se fusionan las categoŕıas a menos que haya una forma natural de ha-
cerlo. Hay alternativas para usar la ji-cuadrada, como la prueba exacta con
distribución muestral hipergeométrica para las frecuencias de las celdas; esta
distribución se da cuando las marginales son fijas.

Las {m̂ij} dependen de los totales marginales de los renglones y las colum-
nas, por ello las estad́ısticas X

2 y G
2 para probar independencia no cambian

bajo permutaciones de renglones y permutaciones de columnas. Esto implica
que ambas clasificaciones son tratadas como escalas nominales en estas prue-
bas. Si se aplican estas estad́ısticas para probar independencia entre variables
ordinales, se ignorará parte de la información que puede ser relevante.

Resumiendo, en una tabla de contingencia de dos dimensiones, la hipótesis
nula de independencia estad́ıstica entre dos variables tiene la forma

H0 : πij = πi+π+j,

para todo i y j. Las probabilidades marginales especifican las probabilidades
conjuntas. Para probar H0, identificamos a mij = nπij = nπi+π+j como la
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frecuencia esperada. De aqúı, mij es el valor esperado de nij bajo el supuesto
de independencia. Generalmente {πi+} y {π+j} son desconocidas.

Estimamos las frecuencias esperadas sustituyendo las probabilidades des-
conocidas por las proporciones muestrales, obteniendo

m̂ij = npi+p+j = n
ni+

n

n+j

n
=

ni+n+j

n
.

Las {m̂ij} son las llamadas frecuencias esperadas estimadas. Éstas tienen
el mismo total de renglones y columnas que los conteos observados, pero
muestran los patrones de independencia.

Para probar la independencia en una tabla de contingencia de r × c, la
estad́ıstica de Pearson y la estad́ıstica de razón de verosimilitudes son iguales
a

X
2 =

∑ (nij − m̂ij)
2

m̂ij

, G
2 = 2

∑

nij log

(

nij

m̂ij

)

,

respectivamente.
Para muestras grandes estas estad́ısticas tienen función de distribución

ji-cuadrada con (r− 1)(c− 1) grados de libertad. Esto significa que bajo H0,
{πi+} y {π+j} determinan las probabilidades de las celdas. Hay r−1 renglones
de probabilidades independientes, debido a que éstos deben sumar 1, y por
tanto podemos determinar uno de los renglones por medio de los demás; por
ejemplo, el primer renglón está determinado por π1+ = 1−(π2+ + · · ·+ πr+).
Análogamente, hay c− 1 columnas de probabilidades independientes, ya que
éstas deben sumar 1, también podemos determinar una de las columnas por
medio de las demás; por ejemplo, la primera columna está determinada por
π+1 = 1 − (π+2 + · · ·+ π+c). Aśı obtenemos un total de (r − 1) + (c − 1)
parámetros. La hipótesis alternativa no especifica las rc probabilidades de
celdas. Las probabilidades de celdas deben sumar 1, de tal manera que hay
rc − 1 parámetros independientes. El valor para los grados de libertad es la
diferencia entre el número de parámetros bajo la hipótesis alternativa y la
hipótesis nula, es decir,

(rc − 1) − [(r − 1) + (c − 1)] = rc − r − c + 1 = (r − 1)(c − 1).

Ejemplo

Las estad́ısticas para los datos de Radelet (1981) para la tabla de contin-
gencia de 2 × 2 de la tabla 2.3 son X

2 = 0.22 y G
2 = 0.22, con un grado de

libertad. Si comparamos estos valores con el cuantil 95 % de una distribución
χ

2
(1), χ

2
(1),0.95 = 3.8415, estos valores son pequeños y muestran que no hay

una asociación significativa entre el veredicto de pena de muerte y la raza
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del acusado. Para el caso de la tabla de contingencia de 2× 2× 2 de la tabla
2.4 las estad́ısticas son X

2 = 122.39 y G
2 = 137.92; si comparamos con el

mismo cuantil de una distribuión χ
2
(1) entonces los valores muestran que hay

una asociación significativa entre las variables. �

2.3.3. Residuales

Una prueba estad́ıstica y su valor-p describen la evidencia contra la hipóte-
sis nula. Una comparación de celda a celda de las observaciones y las frecuen-
cias esperadas estimadas ayuda a entender mejor la naturaleza de la eviden-
cia. Bajo la hipótesis nula H0: “las variables son independientes”, diferencias
grandes entre nij y m̂ij ocurren en las celdas en donde se tienen frecuencias
esperadas mij grandes.

Los residuales de Pearson están definidos por

eij =
nij − m̂ij
√

m̂ij

=
nij − m̂ij

m̂
1/2
ij

, ∀i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , c.

Los residuales de Pearson se relacionan con la estad́ıstica de Pearson por
medio de

∑

i

∑

j e
2
ij = χ

2. Bajo la hipótesis nula H0: “las variables son inde-
pendientes”, los residuales de Pearson {eij} se distribuyen asintóticamente
normal con media cero.

Los residuales de Pearson estandarizados que tienen una distribución
asintótica normal estándar resultan de dividir los residuales de Pearson entre
su error estándar estimado. Bajo la hipótesis H0 los residuales de Pearson
estandarizados son:

nij − m̂ij
√

m̂ij/(1 − pi+)(1 − p+j)
, ∀i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , c.

También se conocen como residuales ajustados.
Cuando la hipótesis nula es verdadera, para muestras grandes, cada resi-

dual ajustado tiene aproximadamente una distribución normal estándar. Un
residual ajustado que excede alrededor de 2 ó 3 en valor absoluto indica que
existe carencia de ajuste de H0 en esa celda.

2.3.4. Devianza

La devianza es la estad́ıstica de la razón de verosimilitudes para comparar
el modelo de interés M con el modelo más complejo S (en la sección 2.4 se
estudiarán los modelos loglineales, los cuales son algunos de los modelos
utilizados en el análisis de datos categóricos). Al modelo S se le conoce como
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modelo saturado. La devianza es la estad́ıstica para probar la hipótesis de
que todos los parámetros que aparecen en el modelo saturado pero no en el
modelo M son iguales a cero.

La devianza tiene la misma forma que la estad́ıstica de razón de vero-
similitudes G

2 para el modelo M . Sean LM y LS los valores máximos del
logaritmo de la verosimilitud para el modelo M y S, respectivamente. La
devianza está definida por

Devianza = −2[LM − LS ].

Los componentes de la devianza, llamados residuales de la devianza, propor-
cionan un diagnóstico de la falta de ajuste del modelo. Son alternativas para
los residuales de Pearson y los residuales ajustados. Similares a los residuales
de Pearson, los residuales de la devianza se distribuyen aproximadamente
normal.

Para dos modelos, suponga que uno (M0) es un caso especial del otro
(M1). Suponiendo que el modelo más complejo se cumple, la estad́ıstica de
razón de verosimilitudes para probar que el modelo más simple (M0) se cum-
ple es

−2[L0 − L1] = −2[L0 − LS ] − {−2[L1 − LS]} = Devianza0 − Devianza1.

Uno puede comparar los modelos comparando sus devianzas. Para muestras
grandes, esta estad́ıstica es aproximadamente ji-cuadrada, con grados de li-
bertad igual a la diferencia entre los grados de libertad de los residuales para
los modelos separados. Estos grados de libertad son iguales al número de
parámetros adicionales no redundantes que están en M1 pero no en M0.

2.4. Modelos Loglineales

Los modelos loglineales generalmente se usan para modelar los conteos
de las celdas de las tablas de contingencia. Los modelos especifican cómo
los conteos esperados dependen de los niveles de las variables categóricas
para cada celda, aśı como de las asociaciones y las interacciones entre esas
variables. El propósito de los modelos loglineales es analizar los patrones
de asociación e interacción de las variables. Para más detalle acerca de los
modelos loglineales consultar Bishop et al. (1975) y Agresti(1984, 1996, 2002).

2.4.1. Modelos Loglineales para Dos Dimensiones

Considere una tabla de contingencia r × c que clasifica un muestra con
distribución multinomial de n sujetos en dos variables categóricas. Las pro-
babilidades de celda son {πij} y las frecuencias esperadas son {mij = nπij}.
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Los modelos loglineales usan {mij} en lugar de {πij}. Recordemos que
también podemos considerar muestras con distribución Poisson para r × c

conteos de celdas independientes {yij} conociendo los valores de {mij =
E(Yij)}. En ambos casos los {nij} son los conteos observados.

Ya sea que los datos tengan una distribución multinomial o Poisson, la
media es positiva. Si bien los modelos lineales generalizados pueden modelar
una media positiva usando la liga identidad, es más común usar el logaritmo
de la media. Al igual que cualquier combinación lineal de las covariables, el
logaritmo de la media puede tomar cualquier valor real. El logaritmo de la
media es el parámetro natural para la distribución Poisson; y la liga loga-
ritmo es la liga canónica para un modelo lineal generalizado cuyos datos se
distribuyen Poisson.

Modelo de Independencia

Como ya se mencionó, dos variables son independientes si πij = πi+π+j

para todo i y j. La expresión correspondiente para las frecuencias esperadas
{mij = nπij} es mij = nπi+π+j para todo i y j. Usando una escala logaŕıtmica
la independencia es equivalente a la relación aditiva

log mij = log n + log πi+ + log π+j (2.2)

= − log n + log mi+ + log m+j.

Lo cual nos indica que, si dos variables X y Y son independientes, el loga-
ritmo de la frecuencia esperada para la celda (i, j) es una función aditiva
determinada por un efecto del i-ésimo renglón y un efecto de la j-ésima
columna.

Sean µij = log mij ,

µi. =

c
∑

j=1

µij

c
, µ.j =

r
∑

i=1

µij

r

y

µ = µ.. =

r
∑

i=1

c
∑

j=1

µij

rc
,

la cual denota la media de {log mij}. Entonces, si

λ
x
i = µi. − µ

λ
y
j = µ.j − µ

λ
xy
ij = µij − µi. − µ.j + µ
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obtenemos que, bajo el modelo de independencia, una formulación alternativa
del modelo (2.2) es

log mij = µ + λ
X
i + λ

Y
j . (2.3)

Este modelo se llama modelo loglineal de independencia para una tabla de
contingencia de 2 dimensiones.

Como es usual, se requieren condiciones adicionales para los parámetros,
tales como λ

X
i = λ

Y
i = 0, ó λ

X
i + λ

Y
i = 0 para alguna i, para poder obtener

los parámetros ajustados.
Para este modelo las frecuencias esperadas estimadas por medio del ajuste

de máxima verosimilitud son {m̂ij = ni+n+j/n}. Las pruebas que usan las
estad́ısticas χ

2 y G
2 son también pruebas de bondad de ajuste para este

modelo loglineal (ver sección 2.3.2).

Modelo Saturado

Ahora consideremos un modelo loglineal más general para dos variables,
que corresponde a diversos tipos de dependencia. Sean µij = log mij ,

µi. =
c
∑

j=1

µij

c
, µ.j =

r
∑

i=1

µij

r

y

µ = µ.. =

r
∑

i=1

c
∑

j=1

µij

rc
,

la cual denota la media de {log mij}. Entonces, si

λ
x
i = µi. − µ

λ
y
j = µ.j − µ

λ
xy
ij = µij − µi. − µ.j + µ

obtenemos que

log mij = µ + λ
X
i + λ

Y
j + λ

XY
ij . (2.4)

Este es el modelo más general para dos dimensiones; un modelo de esta forma
da un buen ajuste para cualquier conjunto de frecuencias esperadas positivas
{mij}.

Los {λX
i } y {λY

j } son desviaciones alrededor de la media, de tal manera
que

∑

i

λ
X
i =

∑

j

λ
Y
j = 0.
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Aśı, hay r − 1 renglones linealmente independientes y c− 1 columnas lineal-
mente independientes. Los {λX

i } y {λY
j } se refieren a los números relativos de

casos en las categoŕıas de X y Y . Este promedio se calcula sobre una escala
logaŕıtmica, ya que {λX

i } se refiere al tamaño relativo de la media aritmética
de los {log mij ; j = 1, . . . , c}.

Los {λXY
ij } satisfacen

∑

i

λ
XY
ij =

∑

j

λ
XY
ij = 0,

de tal manera que (r−1)(c−1) de esos términos son linealmente independien-
tes. El modelo de independencia (2.3) es el caso especial del modelo general
(2.4) en el cual todos los {λXY

ij = 0}. De esta manera, {λXY
ij } son asociaciones

paramétricas que reflejan las desviaciones a partir de la independencia.
El modelo de independencia, log mij = µ + λ

X
i + λ

Y
j , tiene 1 + (r − 1) +

(c−1) = r+ c−1 parámetros linealmente independientes. El modelo general
tiene los (r−1)(c−1) {λXY

ij } parámetros de asociación adicionales. El número
total de parámetros en el modelo general es igual a 1+(r−1)+(c−1)+(r−
1)(c − 1) = rc, que es el número total de celdas en la tabla. Para tablas de
cualquier número de dimensiones, el modelo loglineal tiene tantos parámetros
como número de celdas en la tabla y se llama modelo saturado.

Existen relaciones directas entre los parámetros en los modelos loglineales
y los momios. Esta relación es la más simple para una tabla 2 × 2,

log θ = log
m11m22

m12m21
= log m11 + log m22 − log m12 − log m21

= (µ + λ
X
1 + λ

Y
1 + λ

XY
11 ) + (µ + λ

X
2 + λ

Y
2 + λ

XY
22 )

−(µ + λ
X
1 + λ

Y
2 + λ

XY
12 ) − (µ + λ

X
2 + λ

Y
1 + λ

Xy
21 )

= λ
XY
11 + λ

XY
22 − λ

XY
12 − λ

XY
21 .

De esta manera, {λXY
ij } determina la asociación entre X y Y .

Los modelos loglineales son de alguna manera modelos jerárquicos; esto
significa que en la mayoŕıa de los casos los modelos incluyen a todos los térmi-
nos de orden inferior compuestos de las variables contenidas en los términos
del modelo. Por ejemplo, cuando un modelo contiene λ

XY
ij , éste también con-

tiene a los términos λ
X
i y λ

Y
j . Una razón para incluir a los términos de orden

inferior es que, de otra manera, la significancia estad́ıstica y la interpretación
de los términos de orden mayor dependeŕıan en cómo están codificadas las
variables, además la diferencia de las devianzas de dos modelos no tendŕıa
una distribución ji-cuadrada.

Al igual que en el modelo de independencia, debemos establecer condicio-
nes adicionales sobre los parámetros para poderlos estimar. Para los efectos
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principales tendŕıamos que λ
X
i = λ

Y
i = 0, ó λ

X
i + λ

Y
i = 0 para alguna i. Para

los efectos de interacción tenemos varias posibilidades, una de ellas podŕıa
ser que λ

XY
1j = λ

XY
i1 = 0, y otra seŕıa que

∑

i λ
XY
ij =

∑

j λ
XY
ij = 0, para todo

i y j.

2.4.2. Modelos Loglineales para Tres Dimensiones

La forma general dada en la sección anterior para un modelo loglineal
en dos dimensiones se extiende directamente a dimensiones mayores. Sea
µijk = log mijk. Podemos expresar log mijk como

log mijk = µ + λ
X
i + λ

Y
j + λ

Z
k + λ

XY
ij + λ

XZ
ik + λ

Y Z
jk + λ

XY Z
ijk , (2.5)

donde
∑

i

λ
X
i =

∑

j

λ
Y
j =

∑

k

λ
Z
k =

∑

i

λ
XY
ij =

∑

j

λ
XY
ij = · · · =

∑

k

λ
XY Z
ijk = 0.

En el modelo (2.5) los términos que tienen doble sub́ındice pertenecen
a las asociaciones parciales, y el término con triple sub́ındice pertenece a la
interacción de los tres factores. Cuando algunos parámetros son iguales a
cero en el modelo (2.5), los modelos corresponden a alguna de las estructuras
discutidas en la sección 2.3.1, que explicaremos a continuación y que se listan
en la tabla 2.5. Por simplicidad cada modelo puede representarse por medio
de un śımbolo que se lista también en la tabla para los términos de orden
mayor para cada variable. El śımbolo indica abreviadamente los pares de
variables que están asociados. Las variables dependientes condicionalmente
aparecen juntas en el śımbolo.

Modelos Loglineales Śımbolo
log mijk = µ + λ

X
i + λ

Y
j + λ

Z
k (X,Y,Z )

log mijk = µ + λ
X
i + λ

Y
j + λ

Z
k + λ

XY
ij (XY,Z )

log mijk = µ + λ
X
i + λ

Y
j + λ

Z
k + λ

XY
ij + λ

Y Z
jk (XY,YZ )

log mijk = µ + λ
X
i + λ

Y
j + λ

Z
k + λ

XY
ij + λ

Y Z
jk + λ

XZ
ik (XY,YZ,XZ )

log mijk = µ + λ
X
i + λ

Y
j + λ

Z
k + λ

XY
ij + λ

Y Z
jk + λ

XZ
ik + λ

XY Z
ijk (XYZ )

Tabla 2.5: Algunos Modelos Loglineales para Tablas de Tres Dimensiones.

(X,Y,Z )

Tres variables son completamente independientes si para cada i, j y k,
πijk = πi++π+j+π++k. Sobre una escala logaŕıtmica esto puede representarse
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por el modelo
log mijk = µ + λ

X
i + λ

Y
j + λ

Z
k ,

por lo cual cada par de variables es condicionalmente independiente dadas
las demás.

Recordemos que si una de las variables es condicionalmente independiente
de una o de otras dos variables, entonces la asociación marginal de las otras
dos es la misma que su asociación parcial. Para este modelo los tres pares
de variables son independientes marginalmente. Por ejemplo, la asociación
marginal entre X y Y es la misma asociación parcial entre X y Y , dada
Z, porque Z es condicionalmente independiente de X, dada Y , o también
porque Z es condicionalmente independiente de Y , dada X. Este modelo es
tan simple que rara vez da un buen ajuste en la práctica.

(XY,Z ) o (XZ,Y ) o (YZ,X )

El śımbolo (XY,Z ) denota el modelo

log mijk = µ + λ
X
i + λ

Y
j + λ

Z
k + λ

XY
ij ,

para el cual los parámetros {λXY
ij } pertenecen a la asociación parcial entre X

y Y , dada Z. El śımbolo para el modelo refleja la dependencia condicional de
X y Y . Para este modelo X y Z son independientes condicionalmente (dada
Y ), y Y y Z son independientes condicionalmente (dada X). Si todos los
λ

XY
ij = 0, las variables X y Y también son condicionalmente independientes,

y el modelo se simplifica a (X,Y,Z ).
Las asociaciones marginales son idénticas a las asociaciones parciales. Por

ejemplo, la marginal XY es igual a la asociación parcial XY , dada Z, porque
Z es independiente de X, dada Y , o porque Z es independiente de Y , dada X.
La asociación marginal XZ es la misma que la asociación parcial XZ, dada
Y (i.e. X y Z son independientes marginalmente), porque Y es independiente
de Z, dada X.

Hay tres modelos separados en este nivel de la jerarqúıa de estructuras,
correspondientes a tres posibles pares de variables que pueden ser condicio-
nalmente dependientes. El śımbolo (XZ,Y ) denota el modelo tal que X y Z

son condicionalmente dependientes, y (YZ,X ) denota el modelo tal que Y y
Z son condicionalmente dependientes.

(XY,YZ ) o (XY,XZ ) o (XZ,YZ )

Hay tres modelos separados en los cuales sólo un par de variables es
condicionalmente independiente. Por ejemplo, (XY,YZ ) denota el modelo

log mijk = µ + λ
X
i + λ

Y
j + λ

Z
k + λ

XY
ij + λ

Y Z
jk ,
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donde {λXY
ij } y {λY Z

jk } pertenecen a las asociaciones parciales de XY y Y Z,
respectivamente. Para este modelo, X y Z (las variables que no aparecen
juntas en el śımbolo del modelo) son condicionalmente independientes, dada
Y .

Para el modelo (XY,YZ ), la marginal XY y la marginal Y Z muestran
las mismas asociaciones parciales correspondientes, porque X y Z son con-
dicionalmente independientes. Sin embargo, la asociación marginal de XZ

puede diferir de la asociación parcial de XZ (dada Y ), porque Y es condi-
cionalmente dependiente de ambas, X y Z. De esta manera X y Z pueden
ser marginalmente dependientes, aún cuando sean son condicionalmente in-
dependientes en cada nivel de Y .

(XY,XZ,YZ )

Para el modelo

log mijk = µ + λ
X
i + λ

Y
j + λ

Z
k + λ

XY
ij + λ

Y Z
jk + λ

XZ
ik .

Como los términos de las asociaciones parciales aparecen para cada par de
variables, ningún par es condicionalmente independiente. Este es un caso
especial del modelo general en el cual λ

XY Z
ijk = 0 para todo i, j, y k, lo que

significa que no hay interacción entre los tres factores.

Para este modelo la asociación parcial entre cualquier par de variables
es la misma en cada nivel de la tercera variable, pero esa asociación puede
diferir de la asociación marginal correspondiente. Por ejemplo, la asociación
parcial XY , dada Z, puede diferir de la asociación marginal XY porque Z

es condicionalmente dependiente con ambas X y Y .

(XYZ )

El modelo más general para tres variables, el modelo (2.5), presenta la
interacción de los tres factores. Cada par de variables puede ser condicional-
mente dependiente, y la asociación entre cualquier par puede depender del
nivel de la tercera variable. La generalidad de esta estructura es tal que descri-
be el conjunto S [(XY Z)] de todos los {πijk}. El conjunto S [(XY, XZ, Y Z)]
de {πijk} para el cual las interacciones entre los tres factores son λ

XY Z
ijk = 0.

El conjunto S [(XY, Y Z)] que satisface (XY, YZ ) es un subconjunto más pe-
queño de S [(XY Z)], que es también un subconjunto de S [(XY, XZ, Y Z)].
Este conjunto S [(XY, Y Z)] indica que no hay interacción entre los tres fac-
tores y la independencia condicional entre X y Z, dada Y ; esto es, todos
los λ

XY Z
ijk = 0 y todos los λ

XZ
ik = 0. Por ejemplo, podemos dar la siguiente
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jerarqúıa entre los modelos

S [(X, Y, Z)] ⊂ S [(XY, Z)]

⊂ S [(XY, Y Z)] ⊂ S [(XY, XZ, Y Z)] ⊂ S [(XY Z)] .

Como
∑

i λ
X
i = 0 en el modelo (2.5), hay (r − 1) parámetros {λX

i } li-
nealmente independientes. Como

∑

i λ
XY
ij =

∑

j λ
XY
ij = 0, hay (r − 1)(c − 1)

parámetros {λXY
ij } linealmente independientes. Similarmente, la fórmula se

aplica a otros parámetros en los modelos. El número total de parámetros
linealmente independientes (incluyendo µ) para el modelo loglineal general
(2.5) es

1 + (r − 1) + (c − 1) + (l − 1) + (r − 1)(c − 1)

+ (c − 1)(l − 1) + (r − 1)(l − 1) + (r − 1)(c − 1)(l − 1) = rcl

que es el número total de celdas en la tabla, ver Agresti (2002).
La mayoŕıa de las estad́ısticas que se usan para probar la bondad de

ajuste de un modelo se distribuyen asintóticamente como una χ
2. Los grados

de libertad asociados a esta distribución dependen de la estructura de los
datos y del número de parámetros independientes en el modelo. Bishop et
al. (1975) describen dos formas de calcular los grados de libertad:

a) Contar el número de parámetros independientes iguales a cero. La su-
ma de los parámetros asociados con cada uno de estos términos da el
número de grados de libertad.

b) Contar el número de parámetros independientes estimados, y substraer
este número del número total de celdas estimadas. Esta diferencia es el
número de grados de libertad.

2.4.3. Modelos Loglineales para Dimensiones Mayores

Hemos visto que la estructura de una tabla de contingencia de tres di-
mensiones es más complicada que la de una tabla de dos dimensiones por la
asociación parcial y la interacción de tres factores que deben considerarse.
En el caso de los modelos loglineales, una vez que entendemos los distintos
modelos para tres dimensiones, es relativamente fácil entender aquellas ta-
blas con mayores dimensiones. La dificultad está en que cuando la dimensión
crece, también crece el número de modelos diferentes necesarios para descri-
bir todas las posibles asociaciones y las interacciones de orden mayor. Para
una tabla con cuatro dimensiones, por ejemplo, hay 112 diferentes modelos
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loglineales jerárquicos que son más complejos que el modelo con variables
mutuamente independientes.

Para ilustrar estos modelos con dimensiones mayores, consideremos al-
gunos modelos para una tabla de contingencia de cuatro dimensiones con
variables W , X, Y y Z. Generalmente el modelo de interés más simple es
donde las variables son mutuamente independientes, denotado por (W, X,

Y, Z ). Este modelo rara vez provee un ajuste adecuado. Los modelos que
tienen interpretaciones más simples son aquellos que no tienen interacciones
de tres factores. Tales modelos están anidados dentro del modelo

log mhijk = µ+λ
W
h +λ

X
i +λ

Y
j +λ

Z
k +λ

WX
hi +λ

WY
hj +λ

WZ
hk +λ

XY
ij +λ

XZ
ik +λ

Y Z
jk

denotado por (WX,WY,WZ,XY,XZ,YZ ). Para este modelo cada uno de los
seis pares de variables es dependiente condicionalmente dadas las otras dos
variables. La independencia condicional corresponde a la ausencia de ciertos
términos de asociación de dos factores. Si λ

XY
ij = 0 para todo i y j, por

ejemplo, entonces X y Y son condicionalmente independientes dentro de
cada combinación de los niveles de W y Z.

Hay varios modelos que exhiben algún tipo de interacción con tres facto-
res. En el modelo denotado por (WXY,WZ,XZ,YZ ), por ejemplo, cada par
de variables es condicionalmente dependiente, pero (dentro de cada nivel de
Z) la asociación entre W y X o entre W y Y o entre X y Y vaŕıa cruzando
los niveles de una de las tres variables que queda. El modelo no saturado
más complejo (WXY,WXZ,WYZ,XYZ ) tiene todas las interacciones de tres
factores.

El modelo más general (el modelo saturado) para una tabla con cuatro
dimensiones es (WXYZ ) que corresponde al que tiene interacción de cuatro
factores. Esto significa, por ejemplo, que la interacción de tres factores de
W , X y Y vaŕıa a lo largo de los niveles de Z; es decir, la forma en la cual
la asociación de X y Y vaŕıa cruzando los niveles de W es por śı misma
diferente dentro de las diferentes categoŕıas de Z.

Ejemplo

Alcohol, Cigarro y Mariguana. La tabla 2.6 contiene una tabla de contin-
gencia de 2×2×2 cuyos datos se obtuvieron de la encuesta de 1992 realizada
por la Wright State University School of Medicine y la United Health Services

en Dayton, Ohio, ver Agresti (2002). La encuesta preguntó a 2276 estudian-
tes que se encontraban en su año final de preparatoria en zonas rurales cerca
de Deaton, Ohio, si alguna vez hab́ıan utilizado alcohol, cigarro, o marigua-
na. Las variables se denotan por A para alcohol, C para cigarro, y M para
mariguana.
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Mariguana
Alcohol Cigarro Śı No
Śı Śı 911 538
Śı No 44 456
No Śı 3 43
No No 2 279

Tabla 2.6: Cigarro, mariguana y alcohol.

Para estos datos ajustamos el modelo saturado y el modelo de indepen-
dencia.

El modelo saturado es

log mijk = µ + λ
A
i + λ

C
j + λ

M
k + λ

AC
ij + λ

AM
ik + λ

CM
jk + λ

ACM
ijk

y se denota por (ACM). En la tabla 2.7 se presentan los valores observados,
los valores esperados, los residuales de Pearson, los residuales ajustados y la
devianza para el modelo saturado.

Observados Esperados Residuales Residuales
A C M Conteos % Conteos % de Pearson Ajustados Devianza
Śı Śı Śı 911 40.0% 911 40.0% 0 0 0
Śı Śı No 538 23.6% 538 23.6% 0 0 0
Śı No Śı 44 2.0% 44 2.0% 0 . 0
Śı No No 456 20.0% 456 20.0% 0 0 0
No Śı Śı 3 0.2% 3 0.2% 0 0 0
No Śı No 43 1.9% 43 1.9% 0 . 0
No No Śı 2 0.1% 2 0.1% 0 0 0
No No No 279 12.3% 279 12.3% 0 0 0

Tabla 2.7: Modelo Saturado (ACM).

Por ser este el modelo saturado, donde se encuentran todas las posibles
asociaciones, tenemos un ajuste perfecto, y por esto los valores de los resi-
duales y la devianza son cero.

El modelo de independencia es

log mijk = µ + λ
A
i + λ

C
j + λ

M
k

y se denota por (A, C, M). En la tabla 2.8 se presentan los valores observados,
los valores esperados, los residuales de Pearson, los residuales ajustados y la
devianza para el modelo de independencia.

Este modelo de independencia es el modelo más simple, debido a que su-
pone independencia de todas las variables, y por tanto no presente asociación
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Observados Esperados Residuales Residuales
A C M Conteos % Conteos % de Pearson Ajustados Devianza
Śı Śı Śı 911 40.0 % 540.0 23.7% 16.0 30.5 14.5
Śı Śı No 538 23.6 % 740.2 32.5% −7.4 −16.1 −7.8
Śı No Śı 44 1.9% 282.1 12.4% −14.2 −21.2 −17.7
Śı No No 456 20.0 % 386.7 17.0% 3.5 5.9 3.4
No Śı Śı 3 0.1% 90.6 4.0% −9.2 −11.4 −12.4
No Śı No 43 1.9% 124.2 5.5% −7.3 −9.8 −8.4
No No Śı 2 0.1% 47.3 2.1% −6.6 −7.4 −8.8
No No No 279 12.3 % 64.9 2.9% 26.6 31.2 19.6

Tabla 2.8: Modelo de Independencia (A, C, M).

de dos o tres variables; no hay un buen ajuste de las variables y esto se ve
reflejado en los valores de los residuales y de la devianza, ya que estos valores
son grandes y, como se hab́ıa comentado anteriormente (ver secciones 2.3.4
y 2.3.3), esto implica que existe asociación entre algunas variables.

La tabla 2.4.3 muestra las estad́ısticas de bondad de ajuste para varios
modelos ajustados a estos datos, el modelo, distinto al modelo saturado, que
mejor se ajusta es (AC, AM, CM).

Modelo G2 X2 gl valor-p

(A,C,M) 1286.0 1411.4 4 < 0.001
(A,CM) 534.2 505.6 3 < 0.001
(C,AM) 939.6 824.2 3 < 0.001
(M,AC) 843.8 704.9 3 < 0.001
(AC,AM) 497.4 443.8 2 < 0.001
(AC,CM) 92.0 80.8 2 < 0.001
(AM,CM) 187.8 177.6 2 < 0.001
(AM,CM) 0.4 0.4 1 0.54
(ACM) 0.0 0.0 0 —

Tabla 2.9: Pruebas de bondad de ajuste para modelos loglineales de los datos
de la tabla 2.6.

�

2.4.4. Modelos Loglineales Generalizados

Sean n = (n1, . . . , nN)′ y m = (m1, . . . , mN)′ vectores columna de los
valores observados y los valores esperados para una tabla de contingencia
de N celdas. Para simplificar los cálculos sólo usamos un sub́ındice, pero
la tabla puede ser multidimensional. Los modelos loglineales para valores
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positivos con distribución Poisson tienen la forma de

logm = Xβ (2.6)

para la matriz de diseño X y el vector columna de parámetros β.
Como ejemplo, ilustremos lo anterior con el modelo de independencia para

una tabla de contingencia de 2 × 2, log mij = µ + λ
x
i + λ

y
j . Las condiciones

adicionales sobre los parámetros pueden ser λ
x
1 = λ

y
1 = 0. Entonces podemos

representar al modelo como









log m11

log m12

log m21

log m22









=









1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1













µ

λ
x
2

λ
y
2



 .

Una generalización del modelo (2.6) permite muchos modelos adicionales.
Este modelo loglineal generalizado es

C log(Am) = Xβ (2.7)

para algunas matrices C y A. El modelo loglineal ordinario (2.6) es un caso
particular del modelo loglineal generalizado (2.7) cuando las matrices C y A

son matrices identidad. Para mayores detalles, ver Agresti (2002).

2.4.5. Ajuste de Modelos Loglineales

En esta sección obtendremos las estimaciones de los parámetros de los
modelos loglineales por dos métodos: una estimación directa y un algoritmo
iterativo; ambos presentados en Agresti (1984, 1996, 2002). Para la estima-
ción directa de los parámetros primero obtenemos las estad́ısticas suficientes
y posteriormente las ecuaciones de verosimilitud, considerando una distribu-
ción Poisson (los resultados son los mismos para la distribución multinomial,
ver sección 1.1.1). El algoritmo iterativo que se plantea aqúı es el método de
Newton-Raphson.

Estad́ısticas Suficientes Minimales

Consideremos una tabla de contingencia de tres dimensiones cuyos con-
teos de celdas {Yijk = nijk} tienen una distribución Poisson

∏

i

∏

j

∏

k

e
−mijkm

nijk

ijk

nijk!
,
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donde el producto se refiere a todas las celdas de la tabla. El logaritmo de la
verosimilitud es

L(m) =
∑

i

∑

j

∑

k

nijk log mijk −
∑

i

∑

j

∑

k

mijk. (2.8)

Por el modelo loglineal general (2.5), esto se puede expresar como

L(m) = nµ +
∑

i

ni++λ
X
i +

∑

j

n+j+λ
Y
j +

∑

k

n++kλ
Z
k

+
∑

i

∑

j

nij+λ
XY
ij +

∑

i

∑

k

ni+kλ
XZ
ik +

∑

j

∑

k

n+jkλ
Y Z
jk (2.9)

+
∑

i

∑

j

∑

k

nijkλ
XY Z
ijk −

∑

i

∑

j

∑

k

exp(µ + · · ·+ λ
XY Z
ijk ).

Como la distribución Poisson pertenece a la familia exponencial, los coefi-
cientes de los parámetros son estad́ısticas suficientes. Para este modelo satu-
rado, los conteos observados {nijk} son coeficientes de {λijk}, de tal manera
que no hay una reducción de los datos. Para otros modelos no saturados, al-
gunos parámetros son cero y la ecuación (2.9) se simplifica. La tabla 2.10 lista
las estad́ısticas suficientes minimales para varios modelos loglineales. Cada
uno es coeficiente de los términos de mayor jerarqúıa en los cuales aparece
una variable.

Modelo Estad́ısticas Suficientes Minimal
(X, Y, Z) {ni++}, {n+j+}, {n++k}
(XY, Z) {nij+}, {n++k}
(XY, Y Z) {nij+}, {n+jk}
(XY, XZ, Y Z) {nij+}, {ni+k}, {n+jk}

Tabla 2.10: Estad́ısticas suficientes minimales para algunos modelos loglinea-
les.

Ecuaciones de Verosimilitud para Modelos Loglineales

Los valores ajustados para un modelo son soluciones para las ecuaciones
de verosimilitud. Obtenemos las ecuaciones de verosimilitud usando la repre-
sentación general (2.6) para un modelo loglineal. Para un vector de conteos
n con frecuencias esperadas m = E(n), el modelo es log m = Xβ, para el
cual log(mi) =

∑

j xijβj para todo i.
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Extendiendo (2.8) para conteos con distribución Poisson el logaritmo de
la verosimilitud es

L(m) =
∑

i

ni log mi −
∑

i

mi

=
∑

i

ni

(

∑

j

xijβj

)

−
∑

i

exp

(

∑

j

xijβj

)

. (2.10)

La estad́ıstica suficiente para βj es su coeficiente
∑

i nixij . Puesto que

∂

∂βj

[

exp

(

∑

j

xijβj

)]

= nij exp

(

∑

j

xijβj

)

= xijµi,

∂L(m)

∂βj
=

∑

i

nixij , j = 1, . . . , p.

Las ecuaciones de verosimilitud se obtienen al igualar estas expresiones a
cero y tienen la forma

X′n = X′m̂.

Estas ecuaciones igualan las estad́ısticas suficientes a sus valores esperados.

Método de Newton-Raphson

Sea f : ℜd → ℜ una función positiva, doblemente diferenciable, con
al menos un máximo local. El método de Newton-Raphson proporciona un
algoritmo para encontrar el máximo de f . Es un método iterativo basado en
una aproximación de Taylor de segundo orden a G(x) = log f(x).

Algoritmo:

1. Elegir un valor inicial x
0.

2. Para t = 1, 2, . . .

(a) Calcular G
′(xt−1) y G

′′(xt−1). (El algoritmo se basa en una apro-
ximación cuadrática a G(x) centrada en x

t−1.)

(b) Calcular el nuevo valor, x
t, como

x
t = x

t−1 − [G′′(xt−1)]−1
G

′(xt−1).

(De hecho, x
t maximiza la aproximación cuadrática mencionada

en (a).)
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La elección del valor inicial, x
0, es importante. No hay garant́ıa de que el

algoritmo converja para todos los valores iniciales, particularmente en regio-
nes donde −G

′′ no es definida positiva. Por otro lado, el algoritmo converge
rápidamente si el valor inicial está cerca del máximo.

Identificamos a L(β) como el logaritmo de la verosimilitud de modelos
loglineales cuyos conteos tienen una distribución Poisson.

A partir de la ecuación (2.10), considere

L(β) =
∑

i

ni

(

∑

h

xihβh

)

−
∑

i

exp

(

∑

h

xihβh

)

.

Entonces

uj =
∂L(β)

∂βj

=
∑

i

nixij −
∑

i

mixij ,

hjk =
∂

2
L(β)

∂βj∂βk
= −

∑

i

mixijxik,

aśı que

u
(t)
j =

∑

i

(ni − m
(t)
i )xij y h

(t)
jk = −

∑

i

m
(t)
i xijxik.

La t-ésima aproximación m(t) para m̂ se obtiene de β
(t) a través de m(t) =

exp(Xβ
(t)). Esto genera el siguiente valor β

(t) dado por

β
(t+1) = β

(t) +
[

X′diag(m(t))X
]−1

X′(n− m(t)).

Esto produce m(t+1), y aśı sucesivamente.



Caṕıtulo 3

Análisis Bayesiano

En este caṕıtulo estudiaremos algunos de los métodos que se utilizan para
analizar variables categóricas usando métodos de estad́ıstica Bayesiana.

En la sección 3.1 se presenta la notación generalizada de tablas de con-
tingencia que se usará en este caṕıtulo para el análisis de datos categóricos.
En la sección 3.2 se presentan tres pruebas Bayesianas para analizar tablas
de contingencia. En la sección 3.3 estudiamos los modelos loglineales desde
el punto de vista Bayesiano, y se presentan una serie de ejemplos usando
el software WinBUGS. En la sección 3.4 se describen algunos modelos al-
ternativos utilizados para el análisis de datos categóricos. Finalmente, en la
sección 3.5 se presenta el criterio de información de la devianza (DIC) como
un indicador para la selección de modelos.

3.1. Introducción

Considere una tabla de contingencia de dos dimensiones con r renglones
y c columnas. Como en el caṕıtulo anterior, sean nij y πij el número de
observaciones y las probabilidades de celdas correspondientes al renglón i y
la columna j (i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , c), respectivamente. Sea ni+ =

∑

j nij ,
n+j =

∑

i nij y N =
∑

i

∑

j nij .

Sea m = rc el número total de celdas en la tabla de contingencia r×c. Al-
gunas veces encontraremos que es más conveniente ordenar las observaciones
y las probabilidades en un vector de orden 1×m. Sea π̃l y ñl respectivamente,
la probabilidad y el número de observaciones de la celda l (l = 1, . . . , m) y
denotemos por π tanto a (π̃1, . . . , π̃m) como a (π11, . . . , πrc) arregladas en el
mismo orden lexicográfico. Similarmente, denotemos por n a (ñ1, . . . , ñm) y
a (n11, . . . , nrc).

Bajo el esquema de muestreo multinomial (ver sección 2.3.1), el vector
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de conteos de las observaciones n, se considera como una observación de una
distribución multinomial (m− 1)-dimensional con ı́ndice N =

∑

l ñl y vector
de parámetros desconocido π, cuya función de probabilidad es

f(n|π,N) =
N !

∏

l ñl!

∏

l

π̃
ñl

l ,

donde π̃l > 0 y
∑

l π̃l = 1.

3.2. Tablas de Contingencia

Al analizar las tablas de contingencia es importante estudiar la relación
de las variables contenidas en la tabla. En esta sección se presentan tres
pruebas, la primera para analizar la independencia a través de una prueba
de significancia análoga a la devianza propuesta por Gutiérrez Peña (2005)
y la segunda a través de los factores de Bayes propuesta por Good (1976).
Finalmente, una prueba propuesta por Lindley (1964) en donde se obtiene
una distribución aproximada de los parámetros y una prueba de significancia
semejante al análisis de varianza clásico.

3.2.1. Pruebas de Independencia

Cuando las pruebas de hipótesis se realizan con respecto a las probabilida-
des de las celdas o a las frecuencias en una tabla de contingencia, la hipótesis
nula impone ciertas restricciones sobre el espacio de posibles valores de π.
En otras palabras, bajo la hipótesis nula, las probabilidades de celda están
dadas por π̃0

l = hl(π) para algunas funciones hl(·), l = 1, . . . , m. Considere-
mos, por ejemplo, una tabla de contingencia r × c y un modelo nulo bajo el
cual las dos variables son independientes. En este caso, es conveniente usar
la notación con doble ı́ndice para referirnos a las probabilidades de celdas o
conteos individuales. Entonces la hipótesis nula es

H0 : π0
ij = hij(π) ≡ πi+π+j ,

donde πi+ =
∑

j πij y π+j =
∑

i πij (i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , c).

Una Prueba de Significancia

Como sabemos que la distribución final de π es una distribución Dirichlet
(ver sección 1.1.1), podemos, en principio, calcular la probabilidad final de
cualquier evento que involucre a las probabilidades de celdas π. En particular,
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la distribución final de π induce una distribución final sobre el vector π0 =
(π0

11, . . . , π
0
rc)

′ de probabilidades de celda bajo la hipótesis nula.
El modelo nulo de independencia puede probarse sobre la base de la dis-

tribución final de

δ = δ(π) ≡
∑

l

log

(

π̃l

π̃
0
l

)

log(π̃l).

Esta cantidad puede considerarse como una versión Bayesiana de la devianza;
es siempre no negativa y es cero si y sólo si el modelo nulo y el modelo
saturado son el mismo, es decir, si y sólo si π0

l = πl para toda l.
La distribución final marginal de δ no es fácil de obtener en forma anaĺıti-

ca, pero puede obtenerse a partir de la distribución de π usando técnicas de
Monte Carlo. En este caso, podemos generar una muestra {π(1)

, . . . , π
(M)}

de tamaño M de la distribución final (Dirichlet) de π. Después calculamos
δ
(k) = δ(π(k)) para cada k = 1, . . . ,M . Los valores resultantes {δ(1)

, . . . , δ
(M)}

constituyen una muestra de la distribución final marginal de δ. La precisión
de las técnicas de Monte Carlo es mayor conforme el valor de M aumenta.

Las distribuciones finales de δ concentradas alrededor del cero apoyan el
modelo nulo, mientras que las distribuciones finales localizadas lejos del cero
conducen a rechazar el modelo nulo.

Podemos probar la hipótesis nula de independencia por medio de una
“prueba de significancia Bayesiana”: rechazar la hipótesis nula si el intervalo
de mayor densidad (digamos del 95 %), relativo a la densidad final para δ,
no contiene el valor cero (ver sección 3.2.2).

Factores de Bayes

Otra forma de hacer pruebas de hipótesis de independencia en una tabla
de contingencia es usando el factor de Bayes, ver Good (1967) y Good (1976).

Para probar independencia por medio de métodos Bayesianos es necesa-
rio suponer densidades iniciales para las probabilidades (πij). Una vez que se
eligen las distribuciones iniciales es posible calcular p((nij)|H1) y p((nij)|H0)
y el cociente de estas probabilidades es el factor de Bayes en contra de H0.
Este factor puede verse como un cociente de densidades bajo el modelo esta-
blecido.

Cuando suponemos la hipótesis nula H0 (independencia) adoptamos las
densidades Dirichlet D∗(r, 1) y D∗(s, 1) (ver apéndice A) como las densidades
iniciales de {πi+} y {π+j}. Para la hipótesis alternativa H1 suponemos la
densidad Dirichlet D∗(rs, 1) como la densidad inicial de {πij}.

Para cada uno de los esquemas de muestreo para una tabla de contin-
gencia de dos dimensiones (ver sección 2.3.1) tenemos distintos factores de



66 CAPÍTULO 3. ANÁLISIS BAYESIANO

Bayes:

Esquema 1, el total N es fijo; el factor de Bayes es F1, dado por

F1 =
p ((nij)|H1)

p ((nij)|H0)
.

Esquema 2, el total por renglones {ni+} o el total por columnas {n+j}
es fijo; el factor de Bayes es F2, dado por

F2 =
p ((nij)|(ni+), H1)

p ((nij)|(ni+), H0)
,

para el total por renglones, o

F(2) =
p ((nij)|(n+j), H1)

p ((nij)|(n+j), H0)

para el total por columnas.

Esquema 3, el total por renglones y total por columnas son fijos; el
factor de Bayes es F3, dado por

F3 =
p ((nij)|(ni+), (n+j), H1)

p ((nij)|(ni+), (n+j), H0)
.

Cuando la hipótesis de independencia es falsa entonces log(F )/N tiende
en probabilidad a un ĺımite, donde F es el factor de Bayes correspondiente a
cualquiera de los tres esquemas. Este ĺımite es una medida de asociación na-
tural que podŕıa llamarse “el peso de la evidencia en contra de la hipótesis de
independencia”. Este ĺımite fue llamado W1 por Good (1976) y se puede in-
terpretar como la “información mutua esperada entre renglones y columnas”.
Bajo cualquiera de los tres esquemas de muestreo

W1 =
∑

πij log

{

πij

πi+π+j

}

.

La medida de asociación correspondiente para tres dimensiones es

∑

πhij log

{

πhij

πh++π+i+π++j

}

,

y de manera análoga podemos obtener esta medida de asociación para ma-
yores dimensiones.
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log10(F ) F Evidencia contra H0

0 a 1/2 1 a 3.2 No hay evidencia
1/2 a 1 3.2 a 10 Hay evidencia substancial
1 a 2 10 a 100 Hay gran evidencia
>2 >100 Hay evidencia decisiva

Tabla 3.1: Interpretación del factor de Bayes.

2 loge(F ) F Evidencia contra H0

0 a 2 1 a 3 No hay evidencia
2 a 6 3 a 20 Hay evidencia positiva
6 a 10 20 a 150 Hay gran evidencia
>10 >150 Hay demasiada evidencia

Tabla 3.2: Interpretación del factor de Bayes.

Kass y Raftery (1995) mencionan que si el factor de Bayes es “grande”
entonces se rechaza la hipótesis nula de independencia, sin embargo, para po-
der comparar el factor de Bayes de una mejor manera, pueden considerarse
los criterios de la tabla 3.1. Sin embargo, consideran que los criterios presen-
tados en la tabla 3.2 también pueden utilizarse para realizar una prueba de
hipótesis, ya que además éstos están definidos en la misma escala que la de-
vianza (sección 2.3.4) y la estad́ıstica de prueba de razón de verosimilitudes
(sección 2.3.2).

3.2.2. Otras Pruebas

Como ya se ha mencionado, si las variables ni (i = 1, . . . , k) son variables
aleatorias independientes con distribución Poisson con medias µi, entonces
la distribución condicional de estas variables dada N =

∑

i ni tiene una
distribución multinomial con parámetros πi = µi/

∑

i µi = µi/θ con θ =
∑

i µi. Además la distribución final de π es proporcional a
∏

i π
ni−1
i cuando

consideramos una distribución inicial no informativa (ver sección 1.1.1).
Lo que nos interesa es encontrar una aproximación de

∏

i π
ni−1
i . Para

encontrarla consideremos la distribución Poisson. La distribución final de las
µi, dadas las ni (variables aleatorias Poisson) es proporcional a

∏

i

(e−µiµ
ni−1
i ),

cuando se supone una distribución inicial no informativa. Las µi son indepen-
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dientes y tienen una distribución gamma (ver sección 1.1.1). Si las variables
tienen esta distribución, entonces su logaritmo se distribuye aproximadamen-
te normal para todos los ni que no sean pequeños. La media de los log µi es
aproximadamente log ni y la varianza es aproximadamente n−1

i .
Sea a1, . . . , ak un conjunto de constantes con

∑

i ai = 0. A una combina-
ción lineal cuyos coeficientes suman cero generalmente se le llama contraste.
Considere un contraste en los log µi, y note que

∑

i

ai log µi =
∑

i

ai log(θπi) =
∑

i

ai log πi.

Esto implica que los contrastes de los logµi son iguales a los contrastes de
los log πi. Pero los contrastes de los log µi se distribuyen aproximadamen-
te normal y el conjunto de ellos se distribuyen normal conjuntamente. Lo
mismo debe aplicarse a los log πi cuando se considera que los nij tienen una
distribución multinomial. De estos resultados tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1. Si las variables aleatorias n1, . . . , nk tienen una distribu-

ción multinomial con parámetros π1, . . . , πk; y si la distribución inicial de los

parámetros πi tienen densidad proporcional a
∏k

i=1 π
−1
i en la región πi ≥ 0,

∑

i πi = 1; entonces, si las constantes api (p = 1, . . . , m; i = 1, . . . , k; m < k)

satisfacen
∑

i api = 0, la distribución final conjunta de
∑

i api log πi (p =
1, . . . , m) es aproximadamente normal con medias

∑

i

api log ni

y covarianzas (varianzas cuando p = q)

∑

i

apiaqin
−1
i .

Las expresiones para la media y la covarianza de los contrastes se obtienen
debido a la independencia de los log µi y a la forma aproximada de sus medias
y varianzas. En el caso binomial, k = 2, los contrastes son múltiplos de
log π1 − log π2 = log{π/(1 − π)}, y éstos son los logaritmos de los momios.
Consecuentemente, el resultado para las variables que tienen una distribución
binomial es un caso particular del teorema 3.2.1. En vista de la generalización,
llamaremos a un contraste de los log πi un “contraste de los logaritmos de
los momios”.

De esta manera podremos obtener una aproximación de la distribución
final del logaritmo de los momios, a través de los contrastes de los log πi y
obtener su distribución final aproximada dada por el teorema 3.2.1. Muchos
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de los parámetros de interés en el análisis de datos multinomiales, particular-
mente aquellos arreglados en tablas de contingencia, pueden expresarse como
logaritmos de momios, de tal manera que esta aproximación de la distribución
final será de gran utilidad.

A continuación obtendremos una “prueba de significancia”Bayesiana ba-
sada en intervalos de mayor densidad de la distribución final del parámetro.
Este es un resultado análogo al análisis de varianza clásico y simplifica el
análisis (Lindley, 1964).

Vamos a elegir intervalos (únicos) que tienen la propiedad de que ningún
valor dentro del intervalo tiene una menor densidad que cualquier valor fuera
del intervalo. Estos son los intervalos de longitud más corta. Estos intervalos
serán equivalentes a una prueba de significancia clásica.

Aplicaremos estas ideas a las distribuciones finales de los logaritmos de los
momios. Sean φ1, . . . , φs los logaritmos de momios linealmente independientes
con medias mi y covarianzas vij. (Las medias y las covarianzas fueron dadas
en el teorema 3.2.1.) La densidad conjunta de los φi es constante sobre las
elipsoides

s
∑

i=1

s
∑

j=1

(φi −mi)v
ij(φj −mj) = c, (3.1)

donde vij son los elementos de la inversa de la matriz de varianzas-covarianzas,
y c es cualquier constante positiva. El lado izquierdo de la ecuación (3.1) tie-
ne una distribución aproximada χ

2 con s grados de libertad. Si χ2
1−α es el

cuantil 100(1 − α) % de esta distribución, la probabilidad final de

s
∑

i=1

s
∑

j=1

(φi −mi)v
ij(φj −mj) ≤ χ

2
1−α, (3.2)

es (1 − α). Si los valores φi = φ
∗
i son de interés, seŕıan inverośımiles si no

satisfacen (3.2) con φi = φ
∗
i (i = 1, . . . , s). Esto nos da una prueba de signi-

ficancia de la hipótesis H0 : φi = φ
∗
i . Si realizamos la prueba de significancia

de la hipótesis nula φi = 0 (i = 1, . . . , s) la estad́ıstica se reduce a

s
∑

i=1

s
∑

j=1

miv
ij
mj (3.3)

y la podemos comparar con el cuantil apropiado de una distribución χ
2.

En las ecuaciones (3.2) y (3.3) se considera que {mi} y {vij} son estad́ısti-
cas y {φi} son los parámetros, o sea, que los {φi} son las variables aleatorias.
El argumento usual es considerar que las {mi} son variables aleatorias que
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se distribuyen aproximadamente normal con medias {φi} y con covarianzas
{vij} (conocidas). En particular la comparación de la ecuación (3.3) con la
distribución χ

2 es básica para el análisis de varianza. Consecuentemente al
analizar el logaritmo de los momios por los métodos Bayesianos descritos,
tenemos a nuestra disposición los métodos de análisis de varianza.

Los métodos basados en las ecuaciones (3.2) y (3.3) son invariantes ba-
jo transformaciones lineales de los logaritmos de los momios. Esto se debe
a que las formas cuadráticas son invariantes. Esto nos da la posibilidad de
reemplazar cualquier conjunto particular de logaritmos de momios por trans-
formaciones lineales de tal manera que puedan simplificar el análisis.

Considere el caso donde ni (i = 1, . . . , k) dado N =
∑k

i=1 ni se distribu-
yen multinomial y sea la hipótesis nula H0 : πi = π

∗
i (i = 1, . . . , k). Vamos

a encontrar una prueba de significancia de la hipótesis nula usando los re-
sultados de la distribución final de los logaritmos de los momios y el análisis
Bayesiano descrito anteriormente. La densidad final de log µi (considerando
la distribución Poisson) es proporcional a

exp

{

−
1

2

k
∑

i=1

(logµi − log ni)
2
ni

}

, (3.4)

usando la aproximación del teorema 3.2.1. La ecuación (3.4) puede escribirse
de la siguiente manera: sea ui = logµi − log ni, cuya distribución es apro-
ximadamente normal con medio cero y varianza n

−1
i ; entonces la ecuación

(3.4) es

exp

{

−
1

2

[

k
∑

i=1

ni(ui − ū)2 +Nū
2

]}

con ū =
∑

niui/
∑

ni. Hacemos una transformación lineal ortogonal de
las ui a variables nuevas (una de las cuales es un múltiplo de ū). De esta
manera la distribución final de los logaritmos de momios es proporcional a
exp{−1

2

∑

ni(ui − ū)2} y la probabilidad final de
∑

ni(ui − ū)2 ≤ χ
2
1−α es

(1 − α), dada una distribución χ
2 con (k − 1) grados de libertad. La prueba

de hipótesis nula será significativa al nivel (1−α) si los valores de ui bajo la
hipótesis nula no pertenece al conjunto definido arriba.

Consideremos el caso de los datos en una tabla de contingencia de dos
dimensiones. Sea Ai la clase correspondiente al renglón i (i = 1, . . . , r) y
sea Bj la clase correspondiente a la columna j (j = 1, . . . , c); estas clases
son excluyentes y exhaustivas para las variables renglón y columna, respec-
tivamente. Sea πij la probabilidad de pertenecer a la clase Ai y Bj . Si N
muestras se clasifican independientemente, los números nij de muestras per-
tenecientes a las clases Ai y Bj se distribuyen binomial con parámetros N
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y πij . En tablas de contingencia algunas veces es conveniente considerar las
probabilidades de otra manera. Por ejemplo, las probabilidades de las clases
Ai, πi+, y las probabilidades condicionales de las clases Bj dada Ai, πij/πi+.
Las inferencias acerca de estas probabilidades necesitan la distribución inicial
de los parámetros, y para esto es el siguiente teorema.

Teorema 3.2.2. Si la distribución inicial de πij (i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , c)
es proporcional a

∏

i

∏

j π
−1
ij , entonces la distribución inicial de πi+ y φij =

πij/πi+ (i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , c) es proporcional a

r
∏

i=1

π
−1
i+

r
∏

i=1

c
∏

j=1

φ
−1
ij .

El teorema establece que la distribución inicial de las rc clases es consis-
tente con la misma distribución inicial sobre el número reducido r de clases.

Considere una tabla de contingencia de 2 × 2. Una parametrización con-
veniente es a través de π1+ = π11 + π12, la probabilidad de la clase A1, y
φ11 y φ21, las probabilidades de la clasificación de B1 dada A1 y A2 respecti-
vamente. Combinando los resultados de los dos teoremas anteriores veremos
que las distribuciones finales son aproximadamente las siguientes:

(a) log{π1+/π2+} es normal con media log{n1+/n2+} y varianza n−1
1+ +n

−1
2+;

(b) log{φ11/φ12} es normal con media log{n11/n12} y varianza n−1
11 + n

−1
12 ;

(c) log{φ21/φ22} es normal con media log{n21/n22} y varianza n−1
21 + n

−1
22 ;

y estas tres variables son independientes. Estos resultados se obtienen porque
en cada caso estamos tratando con una situación binomial. Los resultados se
obtienen de manera análoga al intercambiar las clases A y B.

Si las clasificaciones de renglones y columnas son independientes πij =
πi+π+j ; además φ11 = p(B1|A1) = π11/(π11 + π12) = π21/(π21 + π22) =
p(B1|A2) = φ12 y puede escribirse como

π11

π12
=
π21

π22
ó

φ11

φ12
=
φ21

φ22
,

es decir, los momios para la clasificación de B son los mismos dentro de A1

y A2. Un posible parámetro a considerar es el logaritmo de momios

φ = log π11 − log π21 − log π12 + log π22

= log φ11 − log φ21 − log φ12 + log φ22.
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Por (b) y (c) de la combinación de los teoremas, este parámetro se distribuye
aproximadamente normal con media

logn11 − log n21 − log n12 + log n22

y varianza
n
−1
11 + n

−1
21 + n

−1
12 + n

−1
22 .

La hipótesis nula de independencia es φ = 0 y puede probarse haciendo uso
de que

(log n11 − log n21 − logn12 + log n22)
2

n
−1
11 + n

−1
21 + n

−1
12 + n

−1
22

tiene una distribución aproximadamente χ2 con un grado de libertad. Ésta
coincide con la distribución asintótica clásica.

Cuando tenemos una tabla de contingencia de orden r × c, donde r y c

son mayores a 2, puede ser dif́ıcil generalizar este análisis. La dificultad se
presenta al intentar encontrar logaritmos de momios que sean independientes
y que reflejen la hipótesis de que las dos clasificaciones son independientes.
Por ejemplo, considere una prueba de hipótesis de independencia entre las
clasificaciones en una tabla de contingencia de 3 × 3. Cuatro logaritmos de
momios que al anularse seŕıan equivalentes a la hipótesis de independencia
seŕıan

log π11 − log π12 − log π21 + log π22

log π11 − log π13 − log π21 + log π23

log π21 − log π22 − log π31 + log π32

log π21 − log π23 − log π31 + log π33. (3.5)

Sin embargo, estos contrastes están correlacionados; por ejemplo la covarian-
za entre el primero y segundo es n−1

11 + n
−1
21 . La manera directa para analizar

esto seŕıa determinar la matriz de dispersión, A, de los logaritmos de los
momios de (3.5) y los valores muestrales de los mismos contrastes. Si n es
el vector columna de los valores muestrales, entonces la forma cuadrática
relevante es n′

A
−1n que tiene una distribución aproximada χ2 con 4 grados

de libertad.

3.3. Modelos Loglineales

En muchas áreas de investigación, especialmente en ciencias sociales, la in-
formación disponible para los modelos estad́ısticos se obtiene de las muestras
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registradas o de estad́ısticas oficiales, y algunas veces son datos de naturaleza
no métrica, es decir, las variables observadas son variables categóricas o son
variables que se encuentran agrupadas a pesar de la métrica que originalmen-
te tienen. Como ya hemos visto, en estos casos el interés es estudiar modelos
cuyos datos son conteos acumulados arreglados en categoŕıas cruzadas for-
madas por dos o más de estas variables categóricas o variables cualitativas.

Generalmente adoptamos una transformación logaŕıtmica de la media de
la distribución Poisson para modelar tales datos, con el fin de asegurar que
los conteos predictivos sean positivos. Aunque los datos sean frecuencias de
distribuciones multinomiales, usamos la equivalencia de la distribución multi-
nomial con la distribución condicional de las variables Poisson dada su suma
(ver sección 1.1.1).

Algunas veces existe una variable que claramente es una variable respues-
ta en las tablas de contingencia (o más de una variable respuesta) y el resto
de las variables permanecen como variables predictoras de la variable res-
puesta. En otras situaciones no existe una distinción clara entre las variables
predictoras y la variable respuesta, y el interés será estudiar la estructura de
la tabla de contingencia considerando a todas las variables como variables
respuesta.

Los modelos loglineales también pueden utilizarse cuando hay una res-
puesta categórica y una mezcla de variables predictoras categóricas y conti-
nuas. En estas situaciones la variable respuesta es una variable de conteo y
sus variables predictoras usan un modelo lineal generalizado con función liga
logaŕıtmica, aunque en algunos casos puede ser igualmente apropiado hacerlo
sin adoptar una transformación logaŕıtmica.

En las siguientes secciones se presentan algunos ejemplos que hacen uso
del software WinBUGS (ver sección 1.2). Los programas correspondientes se
presentan en el apéndice C.

3.3.1. Tablas de Contingencia de Dos Dimensiones

Suponga que tenemos una tabla de contingencia de dos dimensiones con r
categoŕıas en los renglones y c categoŕıas en las columnas. Sea nij los conteos
de la celda (i, j) correspondiente a la categoŕıa i de los renglones y a la
categoŕıa j de las columnas, y sea n =

∑r
i=1

∑c
j=1 nij el tamaño total de la

muestra.

Podemos definir la estructura del modelo de los rc conteos sin necesidad de
suponer que una de las variables es la variable respuesta y la otra la variable
predictora. Para los datos que son conteos, generalmente se considera un
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modelo Poisson, de tal manera que

nij ∼ Poisson(µij)

donde µij es la media de la distribución Poisson. El modelo loglineal que
se ajusta a este tipo de datos usa una transformación logaŕıtmica para la
media µij y en una tabla de dos dimensiones se especifican los cuatro tipos
de influencia que existen: los niveles de los conteos, los efectos de los ren-
glones (αi), los efectos de las columnas (βj), y el efecto de cada una de las
combinaciones de las celdas (i, j), llamado el efecto de interacción (γij). Un
modelo alternativo seŕıa considerar que los datos nij son observaciones con
distribución multinomial con probabilidades de celda πij

nij ∼Multinomial(n, πij).

Los resultados bajo este supuesto son los mismos que bajo el modelo Poisson
(ver sección 1.1.1).

Los efectos de los renglones (columnas) expresan la frecuencia relativa
que existe en cada categoŕıa de los renglones (categoŕıa de las columnas):
por ejemplo, un efecto de renglón (columna) grande αi (βj) dará una ma-
yor frecuencia de ocurrencia de la categoŕıa correspondiente. Estos efectos
se llaman “efectos principales”. Si el mejor modelo ajustado sólo contiene
efectos principales entonces las variables son efectivamente independientes
ya que no hay efectos de interacción entre éstas. Los efectos de interacción
describen el grado de asociación que hay entre las categoŕıas de la variable
renglón y las categoŕıas de la variable columna, estos efectos de interacción
y los patrones de asociación que presentan las variables son el mayor foco de
interés en el estudio de tablas de contingencia y de modelos loglineales. Un
modelo que incluye todas las posibles interacciones y los efectos principales
representa todas las caracteŕısticas posibles de los datos (es decir, tienen un
mejor ajuste) y se le llama modelo saturado.

El modelo loglineal saturado para una tabla de contingencia de dos di-
mensiones incorpora los efectos principales y los efectos de interacción:

log(µij) = µ+ αi + βj + γij. (3.6)

El número de parámetros en el modelo saturado es 1 + r + c+ rc, mayor al
número de celdas rc.

Para estimar los parámetros se deben establecer ciertas condiciones de
tal manera que el número de parámetros en el modelo no exceda el número
de celdas en la correspondiente tabla de contingencia. Existen dos formas de
establecer estas condiciones.
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El primer sistema para establecer las condiciones sobre los parámetros del
modelo se llama corner. Este sistema fija un efecto principal de la variable
renglón y un efecto principal de la variable columna, iguales a un término
constante, tal como α1 = β1 = 0. También fija el primer renglón y la primer
columna de los parámetros de interacción, tal como γ1j = 0 para toda j, y
γi1 = 0 para toda i.

El segundo sistema para establecer las condiciones sobre los parámetros
del modelo se llama centred. Este sistema establece que los efectos principales
de la variable renglón y los efectos principales de la variable columna sumen
cero, de tal manera que cada parámetro es combinación lineal del resto de los
parámetros para cada una de las variables, es decir

∑r
i=1 αi =

∑c
j=1 βj = 0.

También establece que los parámetros de interacción en cada renglón y en
cada columna sumen cero,

∑r
i=1 γij =

∑c
j=1 γij = 0.

Por ejemplo, para una tabla de contingencia de 2 × 2. Bajo el sistema
corner tenemos que α1 = β1 = 0 y γ11 = γ12 = γ21 = 0. Por otro lado, bajo
el sistema centred tenemos que α1 = −α2, β1 = −β2 y γ11 +γ21 = γ12 +γ22 =
γ11 + γ12 = γ21 + γ22 = 0, de esto obtenemos que γ11 = γ22 = −γ12 = −γ21.

Sujetas a fluctuaciones de muestreo, las predicciones {µij} bajo un mo-
delo saturado (3.6) reproducirán más o menos los conteos observados {nij},
dependiendo del análisis que se lleve a cabo. El análisis Bayesiano proveerá la
distribución completa de cada µij, y puede tener ligeras desviaciones de los
conteos observados a partir del ajuste de las medias finales; por contraste el
análisis de máxima verosimilitud produce una igualdad exacta. Un modelo
saturado, o uno muy cercano al modelo saturado con varios conjuntos de in-
teracciones incluidos, puede tener parámetros redundantes (“sobreajuste”),
con algunos parámetros mal identificados.

3.3.2. Selección de Modelos y Estrategias

Hay dos grandes estrategias para la selección de modelos loglineales. La
primera estrategia consiste en simplificar el modelo saturado y evaluar la
bondad de ajuste de los modelos reducidos aśı obtenidos. Para tablas de
dos dimensiones estos modelos simples son relativamente pocos, pero pa-
ra tablas de mayores dimensiones la elección del modelo puede llegar a ser
compleja. Por ejemplo en una tabla de contingencia de cuatro dimensiones
I × J × K × L (por ejemplo afiliación poĺıtica por sexo por edad por cla-
se social) habŕıa cuatro conjuntos de efectos principales, {α1i}, {α2j}, {α3k},
{α4l}; seis conjuntos correspondientes a la interacción de dos variables {β1ij},
{β2ik}, {β3il}, {β4jk}, {β5jl}, {β6kl}; cuatro conjuntos correspondientes a la
interacción entre tres variables, {γ1ijk}, {γ2ijl}, {γ3jkl}, {γ4ikl}; y un término
correspondiente a la iteracción entre las cuatro variables {δijkl}.
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Algunas veces el primer paso al explorar un modelo, y en el procedimien-
to de selección, es examinar los parámetros en el modelo saturado que son
claramente identificados y aquellos que son pobremente identificados. Proce-
dimientos más complejos podŕıan consistir en comparar las medidas de ajuste
entre un modelo determinado y el mismo modelo pero con alguna variable
omitida. Por ejemplo, en una tabla de cuatro dimensiones podemos excluir
el término de cuatro interacciones y dejar los términos de tres interacciones.

Aitkin (1979) propone un procedimiento de prueba simultáneo (STP)
para la elección de un modelo para tablas de contingencia complejas.

La segunda estrategia para la selección de modelos loglineales extiende los
parámetros que pueden expresarse en una forma que refleje las caracteŕısticas
substantivas de los datos; por ejemplo, si los renglones y las columnas están
ordenados en categoŕıas socioeconómicas o son áreas geográficas, entonces el
término de interacción puede expresar efectos sociales o efectos de distancias
geográficas.

En el modelo de dos dimensiones (3.6) la simplificación más obvia es su-
poner que no hay interacción entre la variable renglón y la variable columna.
Una ausencia completa de interacción significa que las dos variables son inde-
pendientes. La bondad de ajuste de varios modelos puede entonces evaluarse
por medio de la elección entre el modelo saturado y el modelo de independen-
cia. Estas opciones pueden tomar en cuenta las caracteŕısticas substantivas
del tipo de tabulación que se está analizando.

El término de interacción puede conservarse pero en una forma “interme-
dia”simplificada, dando lugar a los modelos de cuasi-independencia (quasi-
independence). Por ejemplo γij podŕıa expresarse como el producto de un
efecto de renglón y uno de columna o scores (note que éstos son distintos de
los efectos principales de renglones y columnas), tal como

γij = δiǫj

aśı que en lugar de tener (r− 1)(c− 1) parámetros que describen los efectos
de interacción sólo hay r + c− 2 parámetros.

3.3.3. Ajuste para Modelos de Dos Dimensiones

Suponga que en una tabla de contingencia de dos dimensiones elimina-
mos completamente el término de interacción en el modelo saturado (3.6).
De esta manera hay 1 + (r− 1) + (c− 1) parámetros para estimar, suponien-
do que estamos aplicando un modelo de efectos fijos. El enfoque Bayesiano
especifica distribuciones iniciales apropiadas para los efectos fijos incluidos
en el modelo loglineal. Suponiendo una función liga logaŕıtmica, estos efectos
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podŕıan estar en la recta real, por lo que podŕıamos usar como distribucio-
nes iniciales, por ejemplo, la distribución normal o uniforme. Si aplicamos el
sistema corner entonces esto implica fijar el efecto del primer renglón y de la
primera columna igual a cero; si se supone que los efectos principales tienen
una distribución inicial normal no informativa (con una varianza grande y
con media cero) entonces las distribuciones iniciales son

α1 = 0, β1 = 0,

αi ∼ N(0, 100), i = 2, . . . , r;

βj ∼ N(0, 100), j = 2, . . . , c.

Ejemplo. Movilidad social

Suponga que dos variables en una tabla de clasificación cruzada miden el
estatus de los padres y el estatus de los hijos usando el mismo sistema de ran-
go del estatus. Estas clasificaciones cruzadas se llaman tablas de movilidad
social, y una asociación positiva entre las dos variables mostrará si los térmi-
nos de interacción en la diagonal tienden a ser más grandes que el resto de
los términos de interacción. Los efectos principales describen la distribución
del estatus de los padres e hijos.

En una tabla de movilidad social, el caso en el que no se presentan inter-
acciones entre el origen social i (grupo social parental) y el grupo social j se
conoce como el modelo de “movilidad perfecta”. Bajo este modelo

log(µij) = µ+ αi + βj

o en forma multiplicativa
µij = aibj

donde ai = exp(αi + 0.5µ) y bj = exp(βj + 0.5µ). El programa C.1 (ver
apéndice) simula αi y βj de las distribuciones finales de este modelo a los
Datos de Movilidad Social Británicos de Glass (1954), como se muestran en
la tabla 3.3.

Existe una correspondencia entre el rango de los renglones y el rango
de las columnas que algunas veces pueden estar ordenadas con respecto al
prestigio, estatus, etc. (Una tabla con variables renglón y columna arregladas
de esta manera algunas veces se llama tabla cuadrada.)

Ajustando el modelo de independencia, simulando muestras del criterio
de información de la devianza (ver sección 3.5) se obtiene que el DIC = 976.
El ajuste a lo largo de la diagonal principal no es bueno, pues las predicciones
se subestiman. La transición (1, 1) del estatus alto del padre al estatus alto
del hijo se predice como µ11 = 37.6, y las otras diagonales predecidas en
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Estatus del hijo
Estatus del padre 1 2 3 4 5
1 50 45 8 18 8
2 28 174 84 154 55
3 11 78 110 223 96
4 14 150 185 714 447
5 0 42 72 320 411

Tabla 3.3: Movilidad social.

promedio son 69.2, 68.0, 617.2 y 246. Un modelo más satisfactorio podŕıa
tratar la diagonal principal de una manera diferente del resto de la tabla.

Esta es la base del modelo de “movilidad cuasi-perfecta”(quasi-perfect
mobility o QPM) de Goodman (1981) en donde

µij = aibj si i 6= j

pero
µij = nii si i = j.

El modelo loglineal implica l = 2(r − 1) + (c − 1) + 2 parámetros, de tal
manera permanecen rc− l grados de libertad, y tiene la forma de

log(µij) = r + si + tj , i 6= j

log(µii) = u+ vi.

Ajustando este modelo y simulando muestras del criterio de información de la
devianza (ver sección 3.5) se obtiene que el DIC = 425, indicando un mejor
ajuste para los datos, y aśı, un mejor modelo. Note que el ajuste promedio a lo
largo de la diagonal principal no reproduce de una manera exacta los valores
observados, debido a la variabilidad muestral en las simulaciones producidas
por WinBUGS. El conjunto completo de ajustes bajo el modelo QPM, y su
intervalo de mayor densidad del 95 % se presentan en la tabla 3.4.

El ajuste fuera de la diagonal principal se mejora pero las discrepancias
permanecen fijas, por ejemplo en el modelo ajustado de movilidad del estatus
de origen 1 a los estatus 2, 3, 4 y 5. Las distancias más grandes en la movilidad
están sobreestimadas y las distancias más cortas de la movilidad (del estatus
1 a 2) están subestimadas. Aqúı las distancias se refieren a las distancias
sociales en el sentido del prestigio entre el estatus origen y el estatus destino.
�

Otro enfoque (el modelo de cuasi-simetŕıa) para estas tablas de transición
se considerará a continuación.
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Media SD 2.5 % 97.5 %
µ11 51.2 7.2 37.6 65.7
µ12 9.7 1.2 7.5 12.2
µ13 11.2 1.3 8.7 14.0
µ14 38.9 4.3 30.9 47.8
µ15 20.2 2.3 16.0 25.1
µ21 6.7 1.0 4.9 8.8
µ22 173.7 13.3 148.4 199.9
µ23 49.8 3.9 42.7 57.6
µ24 173.8 10.8 154.0 195.2
µ25 90.3 6.3 78.5 103.0
µ31 8.7 1.3 6.2 11.4
µ32 56.1 4.2 48.1 64.8
µ33 109.8 10.4 90.6 130.8
µ34 225.9 12.8 201.3 252.2
µ35 117.4 7.6 102.8 132.9
µ41 28.0 4.1 20.7 36.6
µ42 180.9 11.2 159.9 203.9
µ43 208.7 12.2 185.9 233.9
µ44 714.2 26.4 663.2 766.4
µ45 378.2 17.4 345.4 413.3
µ51 10.6 1.6 7.7 13.9
µ52 68.6 5.2 59.0 79.1
µ53 79.2 5.8 68.3 91.0
µ54 276.1 14.7 248.3 305.6
µ55 410.8 20.4 371.3 451.5

Tabla 3.4: Movilidad cuasi-perfecta.

El siguiente ejemplo muestra un modelo en donde se presenta una tabla
incompleta.

Ejemplo. Inter-sib marriage: Una tabla con ceros estructurales.

La celda en la tabla 3.3 con valor cero se conoce como un muestreo cero
y se debe a lo poco frecuente del status 5 al 1. En contraste, algunas tablas
de contingencia contienen entradas que son cero por definición. Bishop et al.
(1975) analizan datos acerca de personas de distinta raza entre sibs (clanes
afines por parentesco) entre las personas de Purum en India. Los Purums,
son una tribu vieja y aislada que viven en el interior de la India, y están
divididos en cinco sibs : Marrim, Makan, Kheyang, Thao, y Parpa. Una de
sus reglas es la exogamia (matrimonios fuera del parentesco), y se permiten
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los matrimonios inter-sib. La tabla 3.5 contiene observaciones acerca de 128
matrimonios Purum, los matrimonios prohibidos se denotan por NA. Note
que la diagonal presenta ceros estructurales (NA). Hay un matrimonio intra-

sib pero este era entre compañeros en diferentes sub-sibs. La tabla también
contiene dos muestras cero, que se deben a que no hubo matrimonio entre
los sibs Makan y Parpa, aśı como entre los Kheyang y Thao, aunque estos
no fueran prohibidos.

Sib del esposo
Sib de la esposa Marrim Makan Parpa Thao Kheyang
Marrim Obs NA 5 17 NA 6

Est NA 10.86 10.71 NA 6.58
Makan Obs 5 NA 0 16 2

Est 4.86 NA 6.54 7.58 4
Parpa Obs NA 2 NA 10 11

Est NA 8.35 NA 9.52 5.05
Thao Obs 10 NA NA NA 9

Est 10.35 NA NA NA 8.65
Kheyang Obs 6 20 8 0 1

Est 5.75 7.83 7.71 8.95 4.71

Tabla 3.5: Matrimonios Purum (observaciones y medias finales estimadas).

El modelo aplicado a estos datos es el de independencia pero confinado
a permitir enlaces (i.e. una forma de cuasi-independencia). Se define una
matriz de orden 5 × 5 con elementos 1 para permitir enlaces, y con 0 para
ceros estructurales. Las estimaciones de la media de la distribución final de la
distribución Poisson usando el programa C.2 Inter Sib Marriage son similares
a los de Bishop et al. (1975), y la estad́ıstica de la devianza tiene un mı́nimo
de 75.9, cercana a G2 = 76.2 de Bishop et al. (1975). �

3.3.4. Modelos de Cuasi-Simetŕıa

El modelo de cuasi-simetŕıa reintroduce parámetros de interacción γij

pero supone que son iguales en las celdas fuera de la diagonal, esto es γij = γji.
Entonces la versión loglineal del modelo es

log(µij) = δ + αi + βj + γij (3.7)

con γij = γji y condicionando a que sumen cero los αi y los βj. La condición
sobre el término de interacción se aplica de la misma manera a los renglones



3.3. MODELOS LOGLINEALES 81

de γij, por ejemplo suponiendo que
∑

i γij = 0. El modelo de cuasi-simetŕıa
produce valores con simetŕıas en una tabla cuadrada, de tal manera que
µij ≈ µji. Esta simetŕıa implica que los totales marginales por renglones µi+

son iguales a los totales marginales por columnas µ+j , patrón conocido como
“homogeneidad marginal”; sin embargo, puede haber homogeneidad sin que
haya simetŕıa.

El modelo de cuasi-simetŕıa puede establecerse en forma multiplicativa
como

µij = aibjeij , i 6= j

donde

eij = eji y µii = ai.

Un tipo particular del modelo de cuasi-simetŕıa es el modelo de parámetros
diagonales para las celdas fuera de la diagonal, es decir

µij = aibjdk (3.8)

donde k = i− j para i 6= j, y k toma valores 1, 2, 3, 4 y −1, −2, −3, −4
en una tabla de 5× 5. En el contexto de movilidad social, los parámetros dk

mediŕıan el impacto de la distancia social y el declinamiento esperado en la
movilidad cuando k crece en valor absoluto. Generalmente se supone que los
efectos descendentes y ascendentes son los mismos, es decir dk = d−k.

Una aplicación epidemiológica del modelo de cuasi-simetŕıa se tiene en
el caso de los datos de casos y controles con el mismo número de controles
para cada caso (Lovison, 1994). En particular, suponga que hay n pares
iguales (un control para cada caso) y una variable con r niveles. Entonces
los datos pueden representarse como una tabla de “concordancia”r × r con
nij el número de pares en los cuales un caso es expuesto al nivel i y un
control expuesto al nivel j. Aśı las variables renglón y columna son las mismas
pero observadas sobre dos miembros de un par. Las frecuencias esperadas µij

pueden modelarse como sigue

µij =
nπijψij

1 + ψij
,

donde πij es la probabilidad de que un miembro de un par sea expuesto al
nivel de riesgo i y el otro al nivel j; y donde ψij es la (i, j)-ésima razón de
momios de exposición, a saber

ψij =
P (nivel i expuesto|caso)P (nivel j expuesto|control)

P (nivel j expuesto|caso)P (nivel i expuesto|control)
.
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Si los términos ψij son constantes bajo las mismas variables, entonces satis-
facen la condición

ψij =
ψib

ψjb

, (3.9)

donde b es el nivel de referencia de los expuestos. Las r(r − 1)/2 razones de
momios pueden expresarse como (r− 1) parámetros ψib = αi. De tal manera
que hay un factor de exposición sobre los decesos y su efecto depende del
nivel de exposición. El modelo loglineal equivalente es

nij ∼ Poisson(µij)

µij = M + δij + αi, i 6= j

µii = M + γi

donde δij = δji, y α1 = 0, γ1 = 0. Las hipótesis de no efecto y efecto constante,
respectivamente, son αi = 0 y αi = α.

Ejemplo. Movilidad social (continuación).

El modelo de cuasi-simetŕıa de la ecuación (3.7) aplicado a los datos
de la tabla 3.3 da un promedio de G2 = 28.4 y tiene un mı́nimo de 12.6
(ver programa C.3). Esta es una mejoŕıa considerable sobre el modelo de
movilidad perfecta y el modelo de movilidad cuasi-perfecta.

El mı́nimo G
2 del ajuste del modelo de “distancia social”de (3.8) (ver

programa C.3) es 20.7 con un promedio de 35.5, comparada con un valor de
la verosimilitud máxima de 19.1 obtenida por Bishop et al. (1975, p. 228).
Los parámetros dk (y sus intervalos de 95 % de densidad) son respectiva-
mente d1 = 1, d2 = 0.59 (0.53, 0.66), d3 = 0.26 (0.21, 0.32) y d4 = 0.084
(0.035, 0.158). Hay el decline esperado con la distancia social, y aproximada-
mente una progresión geométrica. Note que podemos ajustar este modelo de
una mejor forma multiplicativa que el modelo loglineal, aśı que las distribu-
ciones iniciales sobre parámetros libres se expresan en términos de densidades
gammas, Gamma(0.01, 0.01). Las medias ajustadas debajo de los parámetros
de la diagonal y los modelos cuasi-simetŕıa están dados en la tabla 3.6.

�

Ejemplo. Observaciones apareadas por grupo de sangre.
Lovison (1994) analizó datos de 301 observaciones apareadas clasificados

sobre la variable grupo de sangre con cuatro niveles (grupos O, A, B y AB).
No hay categoŕıa de “ausencia de exposición”y en cambio el grupo O es la
categoŕıa de referencia. La tabla de contingencia es entonces una tabla de
concordancia (tabla 3.7)
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Quasi-symmetry Parámetros de la diagonal
Media SD Media SD

µ11 46.9 6.4 51.6 6.6
µ12 43.3 6.2 35.7 4.8
µ13 11.5 2.7 15.4 2.2
µ14 18.4 3.2 21.4 3.3
µ15 7.1 1.6 5.4 1.9
µ21 30.3 5.4 24.2 3.5
µ22 174.0 12.9 174.1 13.1
µ23 78.2 7.4 85.8 7.1
µ24 155.5 11.2 155.9 11.1
µ25 56.9 6.2 55.3 5.8
µ31 8.5 2.2 11.2 1.7
µ32 83.4 7.7 92.2 7.2
µ33 109.9 10.6 109.9 10.5
µ34 215.2 13.4 208.2 12.6
µ35 101.2 8.6 96.8 8.0
µ41 12.4 2.8 13.8 2.4
µ42 148.7 11.0 148.5 10.7
µ43 193.0 12.4 184.6 11.8
µ44 714.6 27.4 712.9 26.5
µ45 441.7 20.1 449.1 20.4
µ51 3.5 0.9 2.6 1.0
µ52 40.0 4.7 38.7 4.3
µ53 66.8 6.3 63.0 5.8
µ54 324.7 17.1 329.6 17.0
µ55 410.7 20.4 410.3 20.0

Tabla 3.6: Movilidad social.
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Control
Caso O A B AB
O 64 18 8 3
A 66 74 14 6
B 4 2 4 2
AB 12 10 12 2

Tabla 3.7: Tabla de concordancia.

Las estimaciones finales de las razones de momios expuestas para los
grupos A, B y AB suponiendo el modelo (3.9) se obtienen a partir de la
segunda mitad de una corrida de WinBUGS con 10000 iteraciones (tabla
3.8).

Media SD 2.5 % Mediana 97.5 %
φ1 3.68 0.94 2.21 3.55 5.85
φ2 0.58 0.26 0.21 0.54 1.21
φ3 5.41 2.42 2.21 4.90 11.51

Tabla 3.8: Estimaciones finales.

Como podemos ver en la tabla 3.8, las medias de los cocientes de momios
exceden a las medianas. Las medianas finales son cercanas a las reportadas
por Lovison, φ2 = 3.50, φ3 = 0.56 y φ = 4.67 (ver programa C.4). �

3.4. Otros Modelos

En esta sección presentaremos una revisión selectiva de algunos problemas
especializados para los cuales los métodos Bayesianos son muy convenientes.

3.4.1. Datos Faltantes: No Respuesta

Cuando los datos categóricos se recolectan con algunas observaciones in-
completas, los datos pueden resumirse en dos tipos de tablas de contingencia:
una tabla categorizada completamente y tablas categorizadas parcialmente,
tales como tablas marginales. Los mecanismos de no respuesta son llamados
ignorables para inferencias basadas en verosimilitudes cuando el mecanismo
de no respuesta es independiente de la respuesta no observada del sujeto
y son llamados no ignorables cuando la probabilidad de una no respuesta
depende de la respuesta no observada.
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Park y Brown (1994) y Forster y Smith (1998) desarrollaron aproxima-
ciones Bayesianas para modelar la no respuesta en problemas de datos ca-
tegóricos. Espećıficamente, su trabajo considera tablas de contingencia que
contienen datos de clasificación cruzada completamente y parcialmente, don-
de una de las variables (digamos Y ) es una variable respuesta sujeta a una
no respuesta no ignorable y las otras variables (colectivamente denotadas por
X) son consideradas como covariables y siempre son observadas. Estos au-
tores introducen una variable indicadora R para representar un mecanismo
de respuesta dicotómica (R = 1 y R = 0 indicando respuesta y no respuesta
respectivamente). Un modelo de no respuesta se define como un modelo logli-
neal para el arreglo completo de Y , X, y R. Un modelo de una no respuesta
no ignorable es uno que contiene un término de interacción Y R.

Park y Brown (1994) muestran que un pequeño cambio o movimiento
de las no respuestas puede resultar en un gran cambio en los estimadores
máximo verośımiles de las frecuencias de celdas esperadas. La estimación
por medio de máxima verosimilitud es problemática porque pueden ocurrir
soluciones acotadas, en cuyo caso las estimaciones de los parámetros del
modelo no pueden ser determinadas de manera única y pueden ser inestables.
Park y Brown (1994) proponen un método Bayesiano que usa distribuciones
iniciales que dependen de los datos para proporcionar información acerca
de la extensión de la no ignorabilidad. El efecto neto de tales distribuciones
iniciales es la introducción de suavizamientos constantes.

3.4.2. Falta de Identificabilidad

Censura

Los modelos estándar para datos categóricos censurados son generalmen-
te no identificables. Para superar este problema, se supone que el mecanismo
de censura es ignorable (no informativo) en el sentido de que el paráme-
tro desconocido de la distribución que describe el mecanismo de censura no
está relacionado con el parámetro de interés (ver Dickey et al. 1987). Pau-
lino y Pereira (1995) discuten métodos conjugados Bayesianos para datos
categóricos en general, con una censura informativa. En particular, están in-
teresados en la estimación Bayesiana de las frecuencias de celdas a través de
esperanzas de las distribuciones finales. Walker (1996) considera la maximi-
zación de una densidad final, obtenida por medio de un algoritmo EM, para
una clase más general de distribuciones iniciales.
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Mala Clasificación

Paulino et al. (2003) presentan un análisis Bayesiano completo de datos
de una regresión binomial con respuestas posiblemente mal clasificadas. Su
enfoque puede extenderse a ajustes multinomiales. Usan un modelo de mis-

classification o mala clasificación informativo cuyos parámetros son no iden-
tificables. Como en el caso de censura, desde un punto de vista Bayesiano este
no es un problema serio debido a que una distribución inicial propia conve-
niente puede hacer los parámetros identificables. Sin embargo, las inferencias
finales sobre los parámetros no identificables pueden depender fuertemente
de las distribuciones iniciales aún para tamaños de muestras grandes.

Análisis de Clases Latentes

Un modelo de clases latentes generalmente trae consigo un conjunto de
variables observadas llamadas variables manifiestas y un conjunto de varia-
bles aleatorias no observadas o no observables llamadas variables latentes.
Los modelos más usados de este tipo son los modelos latentes condicional-
mente independientes, que establecen que todas las variables manifiestas son
condicionalmente independientes dadas las variables latentes.

El análisis de clases latentes en tablas de contingencia de dos dimen-
siones generalmente padece de problemas de identificabilidad. Estos pueden
superarse usando técnicas Bayesianas en las cuales ciertas distribuciones ini-
ciales se asignan a los parámetros latentes.

Evans et al. (1989) describen los modelos latentes condicionales en tablas
de dos dimensiones de la siguiente manera. Sean X y Y dos variables alea-
torias categóricas con rangos que consisten de los enteros del 1 al I y del 1
al J respectivamente. Sea

pij = p(X = i, Y = j), 1 ≤ i ≤ I, 1 ≤ j ≤ J

la distribución conjunta de X y Y y sean

pi· =
∑

j

pij 1 ≤ i ≤ I, p·j =
∑

i

pij 1 ≤ j ≤ J,

las distribuciones marginales de X y Y , respectivamente.
Sea Z otra variable categórica con un rango que consiste de los enteros

del 1 al K. Sean

θk = p(Z = k) (1 ≤ k ≤ K),

αi(k) = p(X = i|Z = k) (1 ≤ i ≤ I, 1 ≤ k ≤ K),

βj(k) = p(Y = j|Z = k) (1 ≤ j ≤ J, 1 ≤ k ≤ K).
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Consideramos a X y Y como variables manifiestas y a Z como una va-
riable latente. Entonces el modelo latente condicionalmente independiente
establece que las variables aleatorias X y Y son estocásticamente indepen-
dientes dada Z. A partir de aqúı la probabilidad conjunta pij puede escribirse
como

pij =

K
∑

k=1

θkαi(k)βj(k) (1 ≤ i ≤ I, 1 ≤ j ≤ J). (3.10)

Para que (3.10) sea un modelo no saturado, se requiere que K < mı́n(I, J).
Por simplicidad y sin pérdida de generalidad, se utilizarán variables la-

tentes dicotómicas (K = 2). Entonces

pij = θαi(1)βj(1) + (1 − θ)αi(2)βj(2).

Se especifican distribuciones iniciales para θ, αi(1), αi(2), βj(1) y βj(2)
y se calculan las esperanzas de las distribuciones finales de estos parámetros
dadas las frecuencias observadas. Una clase natural de estas distribuciones
iniciales es tomar distribuciones Dirichlet marginales mutuamente indepen-
dientes.

Generalmente es dif́ıcil hacer los cálculos de manera anaĺıtica, Evans et
al. (1989) usan la técnica de muestreo por importancia para obtener las
aproximaciones de las esperanzas de las distribuciones finales, las cuales son
usadas como estimadores puntuales de los parámetros del modelo.

Ejemplo. Frecuencia de visita.

Evans et al. (1989) consideran una tabla de contingencia referente a 132
pacientes de esquizofrenia y la frecuencia con la que éstos ven a sus familiares.
Se utiliza una tabla de contingencia de dos dimensiones de orden 3×3, I = 3
categoŕıas para la frecuencia de las visitas y J = 3 categoŕıas para los grupos
de visitas del hospital (tabla 3.9). Evans et al. (1989) estimaron un modelo
de clases latentes usando el muestreo por importancia.

El modelo programado en WinBUGS se presenta en el apéndice C.5.
Los resultados se presentan en la tabla 3.10.

�

3.4.3. Categoŕıas Ordenadas

Albert y Chib (1993) desarrollaron métodos Bayesianos para modelar
datos de respuesta categórica usando la idea de aumento de datos combinada
con técnicas de Monte Carlo v́ıa cadenas de Markov. Por ejemplo, el modelo
de regresión probit para datos binarios se supone que tiene una estructura
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Años de estancia en el hospital
Frecuencia de visita [2, 10) [10, 20) [20, ) Total
Va a casa o es
visitado regularmente

43 16 3 62

No va a casa y es visitado
menos de una vez al mes

6 11 10 27

No va a casa y
no es visitado

9 18 16 43

Total 58 45 29 132

Tabla 3.9: Frecuencias de las visitas para 132 pacientes de esquizofrenia.

de regresión normal sobre datos continuos latentes. Estos autores generalizan
esta idea para modelos de respuesta multinomial, incluyendo el caso donde las
categoŕıas multinomiales están ordenadas. En este último caso, los modelos
enlazan las probabilidades acumulativas de las respuestas con una estructura
de regresión lineal.

Este enfoque tiene un número de ventajas, especialmente en el sistema
multinomial, donde puede ser dif́ıcil evaluar la función de verosimilitud. Pa-
ra muestras pequeñas, esta aproximación Bayesiana generalmente se desem-
peñará mejor que los métodos de máxima verosimilitud tradicionales, los
cuales se basan en resultados asintóticos. Además, uno puede elaborar el
modelo probit usando mezclas apropiadas de la distribución normal para
modelar los datos latentes.

Albert y Chib (1993) modelan las categoŕıas ordenadas de la siguiente
manera. Suponga que Y1, . . . , YN son variables aleatorias observadas, don-
de Yi toma valores en alguna de las J categoŕıas ordenadas, 1, . . . , J . Sea
pij = p(Yi = j) y definimos las probabilidades acumulativas como ηij =
∑j

k=1 pik, j = 1, . . . , J − 1. Un modelo de regresión para los {pij} esta dado
por ηij = Φ(γj − x′

iβ), i = 1, . . . , N, j = 1, . . . , J − 1. Uno puede motivar
este modelo suponiendo que existe una variable aleatoria continua latente
Zi que se distribuye Normal(x′

iβ, 1), y que observamos Yi, donde Yi = j si
γj−1 < Zi ≤ γj (definimos γ0 = −∞ y γJ = ∞). Este problema es un pro-
blema de regresión normal donde las variables respuesta están en forma de
datos agrupados.

En el modelo, el vector de regresión β y las cotas γ1, . . . , γJ−1 son des-
conocidas. Para asegurar que los parámetros son identificables, es necesario
imponer una restricción sobre las cotas; sin pérdida de generalidad, tomamos
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Mean SD 2.5 % 97.5 %
α1(1) 0.090 0.064 0.004 0.241
α1(2) 0.793 0.084 0.632 0.951
α2(1) 0.348 0.071 0.217 0.495
α2(2) 0.089 0.050 0.007 0.196
α3(1) 0.562 0.078 0.411 0.716
α3(2) 0.118 0.064 0.010 0.248
β1(1) 0.118 0.071 0.006 0.262
β1(2) 0.716 0.078 0.571 0.880
β2(1) 0.448 0.076 0.303 0.598
β2(2) 0.241 0.071 0.088 0.378
β3(1) 0.435 0.080 0.292 0.605
β3(2) 0.043 0.032 0.002 0.123
θ1 0.470 0.079 0.321 0.629
θ2 0.530 0.079 0.371 0.679

Tabla 3.10: Frecuencia de visitas.

γ1 = 0. La densidad final conjunta de β y γ = (γ2, . . . , γJ−1) está dada por

π(β, γ|y) = Cπ(β, γ)

N
∏

i=1

J
∑

j=1

1(yi=j) [Φ(γj − x′
iβ) − Φ(γj−1 − x′

iβ)] ,

donde π(β, γ) es la distribución inicial. Encontramos la moda de la distri-
bución final de (β, γ) usando el algoritmo de Newton-Raphson (ver sección
2.4.5) y se obtienen las desviaciones estándar aproximadas de las distribución
final de (β, γ) usando la segunda derivada del logaritmo de las distribuciones
finales evaluada en la moda.

Podemos generalizar el algoritmo de Gibbs para esta situación. Intro-
ducimos las variables aleatorias latentes no observadas Z1, . . . , Zn definidas
previamente y simuladas de la distribución final conjunta de (β, γ,Z). Si
asignamos una distribución inicial para (β, γ), entonces esta densidad final
conjunta está dada por

Π(β, γ,Z|y) = C

N
∏

i=1

[

√

1

2π
exp

(

−
(Zi − x′

iβ)2

2

)

{

J
∑

j=1

1(Yi=j)1(γj−1<Zi<γj)

}]

.

La distribución final de β condicional a y y Z está dada por la distribución
normal multivariada

Normalk(β̂Z , (X
′X)−1). (3.11)
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Las distribuciones finales condicionales completas de Z1, . . . , ZN son inde-
pendientes con

Zi|β, γ, yi = j que se distribuye Normal(x′
iβ, 1)

truncada en el lado izquierdo (derecho) por γj−1(γj). (3.12)

Finalmente, la densidad condicional completa de γj dada Z, y, β, y {γk, k 6=
j} está dada (hasta una constante de proporcionalidad) por

N
∏

i=1

[

1(Yi=j)1(γj−1<Zi<γj) + 1(Yi=j+1)1(γj<Zi<γj+1)

]

. (3.13)

Esta distribución condicional puede verse como una distribución condicional
uniforme sobre el intervalo [máx{máx{Zi : Yi = j}, γj−1},mı́n{mı́n{Zi : Yi =
j+1}, γj+1}]. Para implementar el muestreo de Gibbs, comenzamos con (β, γ)
inicializada en el valor del estimador máximo verośımil y simulamos de las
distribuciones de las ecuaciones (3.13), (3.12) y (3.11), en ese orden.

Ejemplo. Clases de estad́ıstica.

Congdon (2005) presenta un ejemplo de 30 estudiantes de estad́ıstica
clasificados en cinco clases escolares (no aprobado=1, grado D=2, grado C=3,
grado B=4, grado A=5) con una variable predictora X=puntaje. Suponemos
que γ0 = ∞, γ1 = 0 y que las distribuciones iniciales para los otros puntos
de corte son:

γ2 ∼ Normal(1, 10)1(0,γ3)

γ3 ∼ Normal(2, 10)1(γ2,γ4)

γ4 ∼ Normal(3, 10)1(3,∞).

Se supone una distribución inicial Normal(0, 10) para el puntaje de SAT,
aunque se podŕıa escalar el score dividiendo, por ejemplo, entre 100.

El programa realizado en WinBUGS se presenta en el apéndice C.6.
Los resultados que se obtuvieron para este modelo se presentan en la

tabla 3.11.
�

3.4.4. Categoŕıas No Ordenadas con una Distribución

Multinormal Latente

Albert y Chib (1993) consideran un modelo para categoŕıas no ordenadas
y con variables latentes que tienen distribución multinormal, este puede verse
como un caso particular del modelo probit multinormal.
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node mean sd MC error 2.50 % median 97.50 %
D 89.62 8.071 0.3035 75.64 89.01 107.1
b[1] 2.233 0.4475 0.02638 1.404 2.213 3.171
b[2] 0.02516 0.00636 1.85E − 04 0.01291 0.02501 0.03813
gamma[2] 1.542 0.4549 0.02702 0.7589 1.505 2.526
gamma[3] 2.422 0.4894 0.03123 1.493 2.402 3.44
gamma[4] 3.77 0.58 0.03297 2.677 3.753 4.956
ynew[1] 3.183 0.9539 0.006641 2 3 5
ynew[2] 1.515 0.6711 0.004655 1 1 3
ynew[3] 2.505 0.9178 0.007071 1 2 4
ynew[4] 2.665 0.927 0.006434 1 3 4
ynew[5] 3.695 0.9133 0.00643 2 4 5
ynew[6] 1.627 0.7243 0.004739 1 2 3
ynew[7] 3.195 0.9524 0.006773 2 3 5
ynew[8] 2.356 0.8908 0.006362 1 2 4
ynew[9] 1.863 0.789 0.004918 1 2 4
ynew[10] 3.679 0.9175 0.006827 2 4 5
ynew[11] 3.503 0.9373 0.00623 2 4 5
ynew[12] 3.217 0.9522 0.007238 2 3 5
ynew[13] 2.88 0.9467 0.006801 1 3 5
ynew[14] 3.541 0.9284 0.00681 2 4 5
ynew[15] 3.713 0.9023 0.00667 2 4 5
ynew[16] 3.881 0.8741 0.005729 2 4 5
ynew[17] 2.916 0.9507 0.007503 1 3 5
ynew[18] 3.576 0.9157 0.005828 2 4 5
ynew[19] 3.569 0.9237 0.006019 2 4 5
ynew[20] 2.5 0.9062 0.006612 1 2 4
ynew[21] 3.546 0.9239 0.006137 2 4 5
ynew[22] 3.947 0.8615 0.006136 2 4 5
ynew[23] 3.745 0.9048 0.006815 2 4 5
ynew[24] 3.739 0.9019 0.006779 2 4 5
ynew[25] 3.304 0.9514 0.007005 2 3 5
ynew[26] 3.084 0.9566 0.007407 1 3 5
ynew[27] 4.193 0.7986 0.005686 2 4 5
ynew[28] 4.021 0.8525 0.006233 2 4 5
ynew[29] 4.691 0.5642 0.00529 3 5 5
ynew[30] 3.001 0.9475 0.006864 1 3 5

Tabla 3.11: Clases de estad́ıstica.
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Sean Z1, . . . , ZN variables aleatorias independientes latentes no obser-
vables, donde Zi = (Zi1, . . . , ZiJ) (J > 2), y definimos Zij = x′

ijβ + ǫij,
i = 1, . . . , N j = 1, . . . , J , donde ǫi = (ǫi1,...,ǫiJ

)′ se distribuye NormalJ (0,Σ)
y Σ es una matriz de orden J × J que está parametrizada (por razones
de identificabilidad) en términos de un vector de parámetros θ de dimen-
sión tal que no excede J(J − 1)/2. Podemos considerar a i como un ı́ndi-
ce de unidades experimentales y a j como un ı́ndice de categoŕıas. Pa-
ra una unidad experimental i observamos una de las J posibles salidas
con probabilidades respectivas pi1, . . . , piJ . La categoŕıa j es observada si
Zij > Zik para toda k 6= j. Las probabilidades multinomiales están dadas
por pij = P [x′

ijβ + ǫij > x′
ikβ + ǫik, ∀k 6= j]. Note que el cálculo de estas

probabilidades implica el cálculo de integrales múltiples de la densidad nor-
mal multivariada; aśı que la estimación por medio de máximo verosimilitud
es muy dif́ıcil de obtener para una J grande.

El cálculo de las probabilidades multinomiales puede obtenerse por medio
del muestreo de Gibbs. Sea Y = (y1, . . . , yN) el vector de categoŕıas obser-
vadas, donde yi ∈ {1, . . . , J}. Sea xi = (xi1, . . . ,xiJ)′, el modelo anterior lo
podemos escribir como







Z1
...

ZN






=







x1
...

xN






β +







ǫ1
...
ǫN






(3.14)

o como Z = Xβ + ǫ, donde ǫ = (ǫ′1, . . . , ǫ
′
N )′ se distribuye NormalNJ (0,Ω =

IN ⊗ Σ). Para implementar el muestreo de Gibbs, necesitamos muestras de
las siguientes distribuciones condicionales:

β|Y,Z1, . . . ,ZN , θ

Z1, . . . ,ZN |Y, β, θ (3.15)

θ|Y,Z1, . . . ,ZN , β.

A partir de la representación de (3.14), si se utiliza una distribución
inicial difusa para β entonces la teoŕıa normal multivariada estándar esta-
blece que β|Z1, . . . ,ZN ,Y, θ se distribuye Normalk(β̂Z, (X

′Ω−1X)−1), donde
β̂Z = (X′Ω−1X)−1X′Ω−1Z. Note que el cálculo de los parámetros de la últi-
ma distribución es fácil, porque Ω−1 es una matriz diagonal. Dado Y, β y
θ, la colección {Zi} es una colección de variables aleatorias independientes,
donde Zi|Y, β, θ se distribuye Normal(xiβ,Σ), i = 1, . . . , N , tal que la Yi-
ésima componente de Zi es el máximo. Esto puede simularse a través de la
selección de un muestreo de la distribución Normal(xiβ,Σ), aceptando la
selección si la condición se satisface. Finalmente, considere el muestreo de
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θ|Z1, . . . ,ZN ,Y, β. Usando una distribución inicial π(θ) para θ, la densidad
de esta distribución es proporcional a

π(θ) |Ω(θ)|−1/2 exp

{

−
1

2
(Z −Xβ)′Ω−1(θ)(Z − Xβ)

}

.

Esta distribución no pertenece a ninguna familia paramétrica conocida y es
relativamente dif́ıcil de simular.

3.5. Selección de Modelos

El desarrollo de métodos de Monte Carlo v́ıa cadenas de Markov ha hecho
posible ajustar una gran variedad de modelos. Esta gran herramienta nos
hace desear comparar estos modelos e identificar una clase de modelos que
nos permitan describir de la manera más adecuada los datos.

Dentro del campo de los modelos clásicos, generalmente la comparación
de modelos implica la definición de una medida de ajuste, generalmente una
estad́ıstica de la devianza, y la complejidad del modelo, usualmente el núme-
ro de parámetros en el modelo. Conforme aumenta la complejidad del modelo
se tiene un mejor ajuste, por esto es que estas dos cantidades son suficientes
para la selección de un modelo. Una comparación de modelos usando criterios
de información Bayesiana también requieren la especificación del número de
parámetros en cada modelo, pero en modelos jerárquicos complejos el número
de parámetros puede ser mayor al número de observaciones y este criterio no
puede aplicarse. De esta manera es necesario contar con una medida Bayesia-
na que considere la complejidad y el ajuste del modelo y que pueda utilizarse
para comparar modelos de estructuras arbitrarias.

Spiegelhalter et al. (2002) sugieren la medida del criterio de información

de la devianza (DIC) como una medida de selección de modelos, dada por

DIC = D(θ̄|y) + 2de

donde D(θ̄|y) y de se describen a continuación.
El parámetro de es una estimación del número total efectivo de parámetros

o de la dimensión del modelo.
Sea L(t) = log[P (Y |θ(t))] el logaritmo de la verosimilitud obtenida en la

i-ésima iteración a lo largo de una cadena en una corrida del algoritmo de
Gibbs, y sea D(t) = −2L(t) la devianza. Otra definición de la devianza usada
principalmente en modelos lineales generalizados es D(t) = −2(L(t) − L

(t)
s )

donde L(t) es el logaritmo de la verosimilitud del modelo saturado obtenida
en la i-ésima iteración de la cadena.
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Entonces de puede aproximarse por la diferencia entre la devianza espe-
rada E(D|y, θ), dada por la media D̄ de las devianzas D(t) obtenidas a partir
de la cadena, y la devianza D(θ̄|y) de la media θ̄ de la distribución final de
los parámetros.

Valores pequeños de DIC indicarán un mejor modelo.



Caṕıtulo 4

Otros Modelos

Como hemos mencionado en caṕıtulos anteriores, al analizar variables ca-
tegóricas en la mayoŕıa de los casos se supone que estos datos siguen una
distribución multinomial o Poisson; sin embargo, existen otras distribuciones
que pueden aplicarse a los datos y que en algunos casos pueden ser más ade-
cuadas. Una de estas posibles distribuciones es la multinomial negativa. La
distribución multinomial negativa permite modelar datos con correlaciones
positivas y que presentan varianzas mayores a las medias (sobredispersión
relativa a la distribución Poisson).

También hemos estudiado la forma de analizar variables categóricas y
modelos para variables categóricas que dependen de otras variables inde-
pendientes; sin embargo, en ocasiones, estas variables están ordenadas en el
tiempo y dependen de valores pasados e inclusive pueden a su vez depender
de otras variables independientes. El utilizar modelos de regresión de series
de tiempo permite analizar este tipo de datos.

En este caṕıtulo presentaremos algunos modelos utilizados para datos
ordenados en el tiempo y que dependen de otras variables, aśı como modelos
de series de tiempo y modelos de regresión de series de tiempo, y que pueden
tener una distribución Poisson o multinomial negativa, usando técnicas de
estad́ıstica Bayesiana.

En la sección 4.1 se estudia una prueba Bayesiana para el análisis de tablas
de contingencia utilizando la distribución multinomial negativa. En la sección
4.2 se describen brevemente los modelos de series de tiempo utilizados para
el análisis de datos categóricos. En la sección 4.3 se presentan los modelos
autoregresivos de valores enteros con rezago 1, utilizando las distribuciones
Poisson y multinomial negativa. En la sección 4.4 se generalizan los modelos
INAR(1) utilizando una estructura de regresión. En la sección 4.5 se da
una breve introducción de los modelos autoregresivos de valores enteros con
rezago p. Finalmente en la sección 4.6 se estudian brevemente los modelos

95
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loglineales utilizando una distribución multinomial negativa.

4.1. Análisis de Tablas de Contingencia

Basado en la Distribución Multinomial

Negativa

Sea (Y1, . . . , YT ) un vector aleatorio con distribución multinomial nega-
tiva con ı́ndice α > 0 y con vector de medias (λ1, . . . , λT ). El soporte de
(Y1, . . . , YT ) es (y1, . . . , yT ) tales que yt, con t = 1, . . . , T , es un entero no
negativo. La función de probabilidad de masa de (Y1, . . . , YT ) es

p(y|λ, α) =
Γ
(

α +
∑T

t=1 yt

)

Γ(α)
∏T

t=1 yt!

(

α

α +
∑T

t=1 λt

)α T
∏

t=1

(

λt

α +
∑T

t=1 λt

)yt

=
Γ
(

α +
∑T

t=1 yt

)

Γ(α)
∏T

t=1 yt!

(

1 −
T
∑

t=1

πt

)α T
∏

t=1

π
yt

t

= p(y|π, α)

donde

π = (π1, . . . , πT ), πt =
λt

α +
∑T

t=1 λt

, 1 −
T
∑

t=1

πt =
α

α +
∑T

t=1 λt

.

La distribución multinomial negativa es una distribución definida para
vectores con entradas en los enteros no negativos; cualesquiera dos compo-
nentes del vector con esta distribución tienen correlaciones positivas (a dife-
rencia de un vector con distribución multinomial que presenta cualesquiera
dos componentes con correlaciones negativas); y cualquier componente pre-
senta varianza mayor a la media (distinto a una variable aleatoria con dis-
tribución Poisson con media y varianza iguales). Para más detalles de las
propiedades de la distribución multinomial negativa ver apéndice B.

Uno de los intereses primordiales al analizar tablas de contingencia es
probar si las variables que la definen son independientes. En la secciones
3.2.1 y 3.2.2 se presentaron algunas pruebas estad́ısticas utilizadas para este
tipo de hipótesis mediante métodos Bayesianos. En esta sección se presenta
un ejemplo de la aplicación de una de estas pruebas.

Waller y Zelterman (1997) presentan la incidencia de cáncer de 1989 en
tres grandes ciudades de Ohio, clasificadas de acuerdo al sitio en el que se
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Ciudad 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Cleveland 71 1052 1258 440 488 159 523 169 268
Cincinnati 52 786 988 270 337 133 378 107 160
Columbus 41 517 715 190 212 91 254 77 137

Tabla 4.1: Muertes de cáncer en tres grandes ciudades de Ohio en 1989 (National

Center for Health Statistics, 1990). Los sitios principales del tumor y los códigos
ICD-9 (entre paréntesis) son los siguientes: 1 = cavidad oral (140-149); 2 = órga-
nos digestivos y colon (150-159); 3 = pulmón (160-165); 4 = seno (174-175); 5 =
genitales (179-187); 6 = órganos urinarios (188-189); 7 = otros y sitios no especifi-
cados (170-173, 190-199); 8 = leucemia (204-208); y 9 = tejido linfático (200-203).
El área metropolitana de Cincinnati incluye porciones de Kentucky e Indiana.

encuentra el tumor principal de esta enfermedad; la tabla 4.1 presenta los
datos.

Los datos tienen una media de 361 y una varianza de 111, 760, además
todas las correlaciones entre las ciudades y entre los sitios del tumor principal
son positivas; esto implica que una distribución adecuada para los datos
puede ser la distribución multinomial negativa.

La prueba utilizada para analizar esta tabla de contingencias fue realizada
por Gutiérrez Peña (2005) y se presentó en la sección 3.2.1. Para ésta se
obtiene la distribución final de

δ = δ(π) ≡
∑

l

log

(

π̃l

π̃
0
l

)

log(π̃l);

si los valores de δ están concentradas alrededor del cero entonces se concluye
que hay independencia.

Un factor de interés que puede surgir al analizar esta tabla es saber si las
incidencias para cada una de las ciudades son independientes.

Bajo el supuesto de que los datos tienen una distribución multinomial
negativa, en el siguiente programa de WinBUGS se realizaron 100,000 simu-
laciones de la distribución final de δ:

# Modelo

model{
# Familia paramétrica (verosimilitud)

for(t in 1:T){
y[t] ∼ dpois(theta[t])

theta[t] <- gamma*lambda[t]

}
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gamma ∼ dgamma(alpha,beta)

alpha ∼ dgamma(1,1)

# Distribución inicial

for(t in 1:T){
pi[t] <- lambda[t]/(sum(lambda[])+beta)

lambda[t] ∼ dgamma(1,1)

}
beta ∼ dgamma(1,1)

pi[T+1] <- beta/(sum(lambda[])+beta)

# Prueba de independencia

for(i in 0:I-1){
pimr[i+1] <- pi[i*9+1] + pi[i*9+2] + pi[i*9+3] + pi[i*9+4]

+ pi[i*9+5] + pi[i*9+6] + pi[i*9+7] + pi[i*9+8] + pi[i*9+9]

}
for(j in 1:J){
pimc[j] <- pi[j] + pi[9+j] + pi[18+j]

}
for(i in 1:I){
for(j in 1:J){
pi0[9*(i-1)+j] <- pimr[i]*pimc[j]

}}
pi0[T+1] <- 1-sum(pi0[1:T])

for(t in 1:T+1){
d[t] <- (log(pi[t]/pi0[t]))*(log(pi[t]))

}
delta <- sum(d[])

}

# Datos

list(T=27, I=3, J=9, y = c(71, 1052, 1258, 440, 488, 159, 523,

169, 268, 52, 786, 988, 270, 337, 133, 378, 107, 160, 41, 517,

715, 190, 212, 91, 254, 77, 137))

#Iniciales

list(gamma=1, alpha=1, lambda = c(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1), beta=1)

La gráfica 4.1 muestra la distribución final de δ. Dado que el valor medio
de δ es 6.5 y los cuantiles del 2.5 % y 97.5 % son 5.14 y 8.27, respectivamente,
entonces se puede concluir que las variables no son independientes, por lo
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Figura 4.1: Densidad de δ.

que existe una dependencia entre las incidencias de los tipos de cáncer de las
ciudades, es decir, si hay mayor incidencia de una enfermedad en una ciudad,
entonces se espera una mayor incidencia de las otras enfermedades.

4.2. Modelos para Datos de Series de Tiempo

Los modelos de series de tiempo para datos discretos no han sido muy
explotados en comparación con otros modelos. Estos modelos, si bien con-
ceptualmente y en algunos casos matemáticamente son innovadores, también
son generalmente restrictivos. Debido a esto, no es claro que exista un mo-
delo dominante para datos discretos de series de tiempo. A continuación se
presenta una descripción general de los modelos de series de tiempo para da-
tos continuos y posteriormente para datos discretos, enfocándose en un caso
particular de éstos.

4.2.1. Modelos Lineales

Cuando se estudia una variable dependiente continua, los modelos estándar
de series de tiempo están bien establecidos. Para series de tiempo puras, don-
de las variables explicativas están definidas por los valores de rezago de la
variable dependiente, la clase estándar de modelos lineales es el modelo au-

toregresivo de promedios móviles de orden (p, q), ARMA(p,q); para éstos el
valor corriente de Y es igual a la suma ponderada de los p valores pasados,
los q valores pasados y el corriente de un error aleatorio independiente e
idénticamente distribuido, esto es

yt = ρ1yt−1 + · · ·+ ρpyt−p + εt + γ1εt−1 + · · ·+ γqεt−q
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para t = p+1, . . . , T , donde εt es una variable aleatoria independiente idénti-
camente distribuida con una cierta distribución D(0, σ2) (usualmente una
distribución normal).

Para un modelo de regresión lineal de series de tiempo las variables expli-
cativas incluyen regresores exógenos. Los modelos autoregresivos o dinámicos

incluyen regresores exógenos y variables dependientes de rezago en la función
de regresión. Un ejemplo es

Yt = ρYt−1 + x′
tβ + εt,

donde el error εt es una variable aleatoria independiente e idénticamente
distribuida con distribución D(0, σ2). Note que este modelo es equivalente a
suponer que, dada Yt−1 = yt−1,

Yt ∼ D

(

ρyt−1 + x′
tβ, σ

2
)

,

esto es, Yt dada Yt−1 = yt−1 se distribuye con media ρyt−1 + x′
tβ y varianza

σ
2. Si sólo aparecen xt y los rezagos de xt, el modelo es de rezago distribuido.

Pero, si sólo aparece xt como regresor, el modelo es estático.
Un modelo de regresión de series de tiempo alternativo es el modelo de

error correlacionado serialmente. Este comienza con una función de regresión
estática

Yt = x′
tβ + ut

pero supone que el error ut está serialmente correlacionado, siguiendo por
ejemplo un proceso ARMA. El caso más simple es un error autoregresivo de
orden uno, AR(1),

ut = ρut−1 + εt

donde εt es una variable aleatoria independiente idénticamente distribuida
con distribución D(0, σ2). Entonces el modelo puede reescribirse como

Yt = ρYt−1 + βx′
t − βρx′

t−1 + εt

el cual es un modelo autoregresivo con restricciones no lineales impuestas
sobre los parámetros.

Los modelos autoregresivos y de correlación serial pueden combinarse,
para producir un modelo autoregresivo con error correlacionado serialmente.

Los modelos de series de tiempo anteriores son los modelos más comunes
para variables continuas. Sin embargo, en la literatura puede encontrarse una
amplia variedad de éstos y una explicación más detallada. Algunos de éstos
pueden estudiarse en Brockwell y Davis (1998, 2002), y Chatfield (2003).



4.2. MODELOS PARA DATOS DE SERIES DE TIEMPO 101

4.2.2. Modelos Discretos

A lo largo del estudio de series de tiempo para datos discretos se han
obtenido varios posibles modelos a través de definir de diferente manera la
dependencia de Yt sobre el valor pasado de Yt, el valor corriente y el pasado
de xt, y los procesos latentes y procesos del error εt; a través de diferentes
modelos de los procesos latentes; y a través de diferentes extensiones de los
modelos básicos.

No existe un sistema simple de clasificación que contenga a todos los
modelos de series de tiempo para datos discretos, sin embargo la siguiente
clasificación, propuesta por Cameron y Trivedi (1998), puede dar un margen
para diferenciar las clases de modelos.

1. Modelos ARMA de valores enteros (INARMA). Definen a yt como la
suma de un entero cuyo valor se determina por el pasado de yt y un
término de innovación independiente. Las distribuciones apropiadas que
encabezan las distribuciones marginales de Yt son tales como la Poisson
y la binomial negativa.

2. Modelos autoregresivos o modelos de Markov. Definen la distribución
condicional de Yt como una distribución discreta tal como una Poisson
o una binomial negativa, cuyo parámetro de media es una función de
los valores de rezago de Yt.

En este modelo la distribución condicional de Yt está especificada, mien-
tras que en el modelo INARMA se especifica la distribución marginal
de Yt.

3. Modelos de errores correlacionados serialmente o modelos de variables
latentes. Este modelo define a Yt de tal manera que dependa de un
término estático y un error correlacionado serialmente.

4. Modelos de espacio de estados o modelos de parámetros que vaŕıan en
el tiempo (state-space models o time-varying parameter models). Espe-
cifican la distribución de Yt que sea una distribución discreta tal como
la Poisson o la binomial negativa, cuya media condicional o parámetros
de la media condicional dependan de sus valores en periodos previos.

5. Modelos de Markov ocultos o modelos de cambio de régimen (hidden
Markov models o regime shift models). Especifican la distribución de Yt

que sea una distribución discreta tal como la distribución Poisson o la
binomial negativa, con parámetros que vaŕıan de acuerdo a cuál, de un
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número finito de reǵımenes, está actuando en un momento determina-
do. Los reǵımenes no observados se desarrollan en el tiempo a través
de una cadena de Markov.

6. Modelos ARMA discretos (DARMA). Introducen la dependencia del
tiempo a través de una mezcla.

Algunos autores clasifican a los modelos como observation-driven, con se-
ries de tiempo dependientes introducidas por la especificación de los momen-
tos condicionales o las densidades como funciones expĺıcitas de los resultados
pasados, o parameter-driven, con dependencias inducidas por un proceso de
variables latentes.

Otros hacen la diferencia entre modelos condicionales, donde los momen-
tos o las densidades están condicionados por xt y los resultados pasados de
Yt, y modelos marginales, donde se condiciona sólo sobre xt y no sobre los
resultados pasados de Yt. Esta es la clasificación más usada para distinguir
entre una clase de modelos y otro.

Ejemplo

Como una ilustración de cómo las trayectorias de un proceso autoregresivo
de valores enteros de rezago 1 (INAR(1)) difieren de un proceso estándar
autoregresivo de rezago 1 (AR(1)), se simuló una muestra de cada uno de
los procesos. Para realizar la comparación de las dos trayectorias muestrales,
los dos procesos simulados se realizaron de tal manera que tuvieran medias
y varianzas iguales. La figura 4.2 (izquierda) presenta las trayectorias de
una muestra simulada de 100 observaciones generadas del modelo INAR(1)
(ver sección 4.3), en el cual α = 0.5 y Ii tiene una distribución Poisson con
parámetro ι = 1. La figura 4.2 (derecha) muestra las trayectorias de una
muestra simulada de 100 observaciones del modelo estándar AR(1), en el
cual It toma una distribución normal con media ι = 1 y varianza ι(1 + α).

Puede verse que al comparar las trayectorias de la figura 4.2 las reali-
zaciones del modelo INAR(1) toman valores enteros no negativos, mientras
que las realizaciones del modelo AR(1) son valores reales y algunos de estos
son negativos. Como una consecuencia de estas observaciones y de los reque-
rimientos de estacionariedad, puede verse que las realizaciones del proceso
INAR(1) tienen muchos valores cercanos a la media (2). Sin embargo, no
existe algún patrón en las corridas del proceso AR(1).

4.3. INAR(1)

Los modelos de series de tiempo autoregresivos de valores enteros (INAR)
especifican los valores observados de Yt como los de variables aleatorias de
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Figura 4.2: Simulación (izquierda) modelo INAR(1) y (derecha) modelo
AR(1).

datos de conteo cuyos valores dependen de los resultados pasados y la reali-
zación de una variable aleatoria de datos de conteo independiente e idénti-
camente distribuida It cuyos valores no dependen de los resultados pasados.
Este modelo es similar al modelo lineal Yt = ρYt−1 + It, sólo que la operación
de multiplicar Yt−1 por un escalar ρ se reemplaza por una variable aleatoria
discreta que depende del valor yt−1. Las diferentes elecciones de la distri-
bución It conducen a diferentes distribuciones marginales para Yt, tal como
una distribución Poisson o binomial negativa. Estos modelos tienen la misma
estructura de correlación serial que la estructura de los modelos lineales AR
para datos continuos. Comenzamos con el estudio de series de tiempo puras,
antes de introducir otras variables regresoras.

Los modelos INAR(1) presentados a continuación se describen en Al-Osh
y Alzaid (1987), McKenzie (1988), Cameron y Trivedi (1998), y Böckenholt
(1999a), y en Böckenholt (1999b) y Zeger (1988) se describen aplicaciones de
los modelos de regresión INAR(1).

Los datos que están expresados en términos de conteos tomados secuen-
cialmente en el tiempo, y que están correlacionados, surgen en muchas oca-
siones. Ejemplos de este proceso son el número de pacientes en un hospital
en un punto espećıfico del tiempo, o el número de personas en una cola de
espera para el servicio en un cierto momento. Éstos ejemplifican la acción o
influencia de un elemento del proceso en tiempos previos, y una sucesión de
arribo (innovación) que tiene una cierta distribución discreta. El propósito de
esta sección es modelar tales procesos de una manera análoga a los procesos
autoregresivos (AR), en los cuales la sucesión de innovación, por conveniencia
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estad́ıstica, tiene una distribución normal.

Antes de introducir los modelos INAR(1), presentamos la definición del
proceso de adelgazamiento binomial (binomial thinning procedure) α◦G don-
de el operador ‘◦’ se llama operador de adelgazamiento (thinning operator)
definido por Steutel y Van Harn (1979).

Sea G una variable aleatoria discreta definida sobre valores enteros no
negativos, y sea Hj una sucesión de variables aleatorias binarias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas, independientes de G, tal que p(Hj =
1) = 1 − p(Hj = 0) = α donde α ∈ [0, 1]. El proceso de adelgazamiento
binomial está definido por

α ◦ G =
G
∑

j=1

Hj = B(α, G).

B(α, G) es una variable aleatoria binomial que se basa en G ensayos con
probabilidad de éxito α.

Definimos un proceso INAR(1) {Yt; t = . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .} como:

Yt = α ◦ Yt−1 + It

donde α ∈ [0, 1] y It es una sucesión de variables aleatorias con valores enteros
no negativos no correlacionados, con media µ y varianza σ

2.

Este modelo INAR(1) simplemente establece que los componentes del
proceso al tiempo t, Yt, son: (i) los supervivientes de los elementos del proceso
al tiempo t − 1, Yt−1, cada uno con probabilidad de supervivencia α y (ii)
elementos que entran al sistema en el intervalo (t − 1, t] como términos de
innovación (It).

Note que el operador ‘◦’ tiene las siguientes propiedades: 0◦Y = 0, 1◦Y =

Y , E[α◦Y ] = αE[Y ] y finalmente, si β ∈ [0, 1], entonces β◦(α◦Y )
d
= (βα)◦Y ,

además,

Yt = αt ◦ Yt−1 + It

=

(

k−1
∏

j=0

αt−j

)

◦ Yt−k +

k−1
∑

j=1

(

j−1
∏

l=0

αt−l

)

◦ It−j + It.

4.3.1. Modelos INAR(1)-Poisson

McKenzie (1988) define los modelos INAR(1) y otros modelos ARMA
para datos con distribución Poisson. Sea yit los conteos para una persona i
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en el tiempo t (i=1,. . . ,I; t=1,. . . ,T). Cuando estos datos de conteo están
generados por un proceso Poisson a tiempo discreto se obtiene que

p(yit) =
exp(−λit)λ

yit

it

yit!
. (4.1)

Por simplicidad de notación, a partir de aqúı se suprimirá el sub́ındice i.
Un modelo autoregresivo Poisson para T periodos de tiempo puede obtener-
se aplicando el proceso de adelgazamiento binomial que puede considerarse
análogo a una multiplicación escalar de valores enteros. Aplicando la opera-
ción de adelgazamiento binomial los conteos yt pueden descomponerse en dos
enteros no negativos. Una parte, Ct−1, es el componente carry-over de yt−1,
y la otra parte, It que es el componente de innovación, refleja la influencia
del periodo de tiempo actual, es decir,

yt = Ct−1 + It

donde Ct−1 = αt ◦ yt−1, esto es,

yt = αt ◦ yt−1 + It. (4.2)

Un proceso estocástico autoregresivo de primer orden de valores enteros
(INAR(1)) con distribuciones marginales Poisson(λt) se obtiene cuando Y0

y It son independientes con distribución Poisson con parámetros λ0 y ιt =
λt − αtλt−1, respectivamente.

Cuando Y0 y It son variables aleatorias independientes con distribución
Poisson con parámetros λ y ιt = ι = λ(1 − α), entonces {Yt; t = 1, 2, . . .} es
un proceso de Markov estacionario con distribuciones marginales Poisson.

Las probabilidades de transición de este proceso están dadas por la con-
volución de una variable aleatoria Poisson y una binomial,

p(yt|yt−1) =











∑yt

k=0

(

yt−1

k

)

α
k(1 − α)yt−1−k

e
−ι ιyt−k

(yt−k)!
si yt ≤ yt−1

∑yt−1

k=0

(

yt−1

k

)

α
k(1 − α)yt−1−k

e
−ι ιyt−k

(yt−k)!
si yt > yt−1

= yt−1! exp(−ι)ιyt(1 − α)yt−1

mı́n(yt−1,yt)
∑

k=0

wk

(

α

(1 − α)ι

)k

(4.3)

donde wk = ((yt−1 − k)!(yt − k)!k!)−1.
Esto se debe a que el modelo presenta la estructura de un proceso de

Markov de primer orden,

p(yt|yt−1, yt−2, . . .) = p(yt|yt−1),
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y la distribución conjunta para T periodos de tiempo es

p(y1, y2, . . . , yT ) = p(y1)
T
∏

t=2

p(yt|yt−1),

donde p(y1) está dada por (4.1) y p(yt|yt−1) por (4.3).
La media y la varianza de {Yt} definido en (4.2) son:

E[Yt] = αE[Yt−1] + ι = α
t
E[Y0] +

t−1
∑

j=0

α
j
ι

y

V ar[Yt] = V ar[E[α ◦ Yt−1|Yt−1]] + E[V ar[α ◦ Yt−1|Yt−1]] + V ar[It]

= α
2t
V ar[Y0] + (1 − α)

t
∑

j=1

α
2j−1

E[Yt−j ] + ι

t
∑

j=1

α
2(j−1)

.

Para cualquier entero no negativo k, podemos calcular la covarianza con
rezago k, γ(k) = Cov[Yt−k, Yt],

γ(k) = Cov

[

Yt−k, α
k ◦ Yt−k

]

+
k−1
∑

j=0

Cov

[

Yt−k, α
j ◦ It−j

]

= α
k
V ar[Yt−k]

= α
k
γ(0).

4.3.2. Modelos INAR(1)-Binomial Negativa

Para tomar en cuenta la sobredispersión de Yt, puede considerarse un pro-
ceso INAR(1)-binomial negativo. La distribución marginal de este proceso
es binomial negativa con media βθ y varianza βθ(1 + β), BN(θ,β). Conse-
cuentemente, el proceso INAR(1)-BN para {Yt; t = 1, 2, . . .} se define como
Yt = Π ◦ Yt−1 + It, donde Π sigue una distribución beta con parámetros αθ y
(1−α)θ, (0 < α < 1), y Y0 y It son independientes con distribución BN(θ,β)
y BN(θ(1 − α),β), respectivamente .

Un forma más simple de obtener el proceso INAR(1)-BN es a través
del proceso INAR(1)-Poisson permitiendo que el parámetro del componente
de innovación vaŕıe de acuerdo a una distribución gamma con parámetros
θ

I = θ(1 − α) y β y la probabilidad del proceso de adelgazamiento binomial
de acuerdo a una distribución beta con parámetros θ

C = αθ y θ
I . Compo-

niendo la parte de innovación de la distribución Poisson con la distribución
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gamma se produce una distribución BN(θI ,β), y componiendo la distribu-
ción binomial y la beta se produce una distribución beta-binomial con media
(αyt−1) y varianza (yt−1α(1− α)[(θ + yt−1)/(θ + 1)]). De esta manera sólo se
requiere un parámetro más (β) que en el modelo INAR(1)-Poisson. El proceso
INAR(1)-BN resulta entonces en una representación anaĺıtica parsimoniosa
de las distribuciones marginales y condicionales de Yt.

Haciendo que θ, θ
I , θ

C y α vaŕıen en el tiempo se denotan por θt, θ
I
t , θ

C
t−1,t

y αt−1,t. Entonces la distribución condicional de Yt dada Yt−1 = yt−1, la cual
es una convolución de una distribución binomial negativa y una distribución
beta-binomial, puede escribirse como

p(yt|yt−1) =
β

ytyt−1!Γ(θt−1)

Γ(θC
t−1,t)Γ(θI

t−1)Γ(θI
t )Γ(θt−1 + yt−1)(1 + β)yt−1+θI

t

×

mı́n(yt−1,yt)
∑

k=0

wkΓ(θC
t−1,t + k)Γ(θI

t−1 + yt−1 − k)

× Γ(θI
t + yt − k), (4.4)

donde wk = {[(1 + β)/β]k}/{(yt−1 − k)!(yt − k)!k!}, θ
C
t−1,t = αt−1,t

√

θt−1θt y
θ

I
t = θt−θ

C
t−1,t. A partir de esta representación, es claro que la autocorrelación

entre αt−1 y αt sólo puede ser positiva. Una propiedad importante de la
distribución condicional es que su función de regresión es lineal,

E(Yt|yt−1) = βθ
I
t +

θ
C
t−1,t

θt−1
yt−1,

y la varianza condicional está dada por

V (Yt|yt−1) = βθ
I
t (1 + β) + yt−1

θ
C
t−1,t

θt−1

(

1 −
θ

C
t−1,t

θt−1

)

θt−1 + yt−1

θt−1 + 1
.

Debido a que este modelo tiene la estructura de un proceso de Markov de pri-
mer orden, se tiene que p(Yt|yt−1, yt−2, . . .) = p(Yt|yt−1), y la distribución con-
junta para T periodos de tiempo es p(y1, y2, . . . , yT ) = p(y1)

∏T
t=2 p(yt|yt−1),

donde p(y1) está especificada como una distribución BN(θ1,β) y la probabi-
lidad p(yt|yt−1) se obtiene por medio de (4.4).

4.3.3. Modelos INAR(1)-Multiomial Negativa

La extensión del proceso INAR(1)-BN a R eventos es sencilla cuando
los parámetros de cada uno de los eventos vaŕıan de acuerdo a la misma
distribución gamma con parámetros θ y βr (r = 1, . . . , R). En este caso la
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distribución conjunta de las variables de conteo están dadas por una distribu-
ción multinomial negativa con R variables (MN), la cual puede factorizarse
en una distribución multinomial y una binomial negativa:

p(y1t, . . . , yRt) =

(

y+t

y1t, . . . , yRt

)(

β1

β+

)y1t

· · ·

(

βR

β+

)yRt

×
Γ(θ + y+t)

Γ(θ)y+t!
(1 + β+)−θ

(

β+

1 + β+

)y+t

, (4.5)

donde β+ =
∑R

r=1 βr, y y+t =
∑R

r=1 yrt. Por otra parte, la distribución con-
dicional de (Y1t, . . . , YRt) dada (y1,t−1, . . . , yR,t−1) está dada por

p(y1t, . . . , yRt | y1,t−1, . . . , yR,t−1) =

∏R
r=1(

βr

1+βr
)yr,t−1+yrt

Γ(θC)Γ(θI)Γ(θI)(1 + β+)θ+θI

×

mı́n(y1,t−1,y1t)
∑

k1=0

· · ·

mı́n(yR,t−1,yRt)
∑

kR=0

wk1 · · ·wkR
(1 + β+)k+ (4.6)

× Γ(θC + k+)Γ(θI + y+,t−1 − k+)Γ(θI + y+t − k+),

donde wkr
= (βkr

r (yr,t−1 − kr)!(yrt − kr)!kr!)
−1 y k+ =

∑R
r=1 kr.

La estructura de la media y de la covarianza del modelo INAR(1)-MN es
bastante restrictiva. La esperanza de yt = (y1t, . . . , yRt) es E[yt] = βθ, donde
β = (β1, . . . , βR). Aśı para cada periodo de tiempo, los efectos medios son
proporcionales. Similarmente, puede mostrarse que la matriz de covarianzas
Σy de orden (RT × RT ) de y = (y1, . . . ,yT ) es un producto de Kronecker
de dos matrices, Σy = Σβ ⊗ Σθ, donde Σβ = ββ

′ + diag(β) y

Σθ(T×T ) =











θ θ
C · · · θ

C

θ
C

θ · · · θ
C

...
...

. . .
...

θ
C

θ
C · · · θ











.

4.3.4. Ejemplo

Zeger (1988) presenta una lista del número de casos de poliomielitis repor-
tados mensualmente por el U.S. Centers for Disease Control para los años
de 1970 a 1983 y que fueron publicados en Morbidity and Mortality Weekly

Report Annual Summary ; éstos se encuentran en la tabla 4.2.
Los datos mensuales se encuentran graficados en la figura 4.3. La figura

4.4 presenta el histograma de los datos. Los datos provienen de una distribu-
ción asimétrica. Además, durante los 168 meses se presentaron 224 casos de
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poliomielitis, lo que indica una media de 1.333 casos por mes y una varianza
de 3.505. Esto sugiere que los datos pueden tener una distribución binomial
negativa, en lugar de una distribución Poisson, debido a que la varianza es
mayor a la media. Note también que estos datos podŕıan tener una distri-
bución Poisson cero-inflada (ver Hall, 2000 y Lambert, 1992), sin embargo,
nuestro interés es mostrar el uso de la distribución multinomial negativa, y
por lo tanto en este trabajo no exploramos el uso de la distribución Poisson
cero-inflada.

Ene Feb Mar Abr May Jun Jul Ago Sep Oct Nov Dic
1970 0 1 0 0 1 3 9 2 3 5 3 5
1971 2 2 0 1 0 1 3 3 2 1 1 5
1972 0 3 1 0 1 4 0 0 1 6 14 1
1973 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 0
1974 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 2
1975 0 1 0 1 0 0 1 2 0 0 1 2
1976 0 3 1 1 0 2 0 4 0 2 1 1
1977 1 1 0 1 1 0 2 1 3 1 2 4
1978 0 0 0 1 0 1 0 2 2 4 2 3
1979 3 0 0 2 7 8 2 4 1 1 2 4
1980 0 1 1 1 3 0 0 0 0 1 0 1
1981 1 0 0 0 0 0 1 2 0 2 0 0
1982 0 1 0 1 0 1 0 2 0 0 1 2
1983 0 1 0 0 0 1 2 1 0 1 3 6

Tabla 4.2: Número de casos mensuales de poliomielitis de E.U. de 1970 a
1983.

Primeramente, como una muestra de que la distribución Poisson no siem-
pre es la distribución adecuada, se ajustó un modelo INAR(1)-Poisson esta-
cionario. Aplicando el programa en WinBUGS para el modelo especificado
en la sección 4.3.1 se obtuvo el modelo ajustado

Yt = α ◦ Yt−1 + It, t = 1, . . . , 168,

donde

Y0 ∼ Poisson(λ) y It ∼ Poisson(λ(1 − α)) independientes,

y usando el programa se obtuvo que α = 0.3369 y λ = 1.219, estos resultados
se muestran en la tabla 4.3.

La figura 4.5 muestra las frecuencias relativas obtenidas después de hacer
1, 000 simulaciones realizadas en R. Es claro que este modelo no da un buen
ajuste. El error absoluto (diferencia entre la frecuencia relativa estimada y
la frecuencia relativa observada) de este ajuste es 0.2764048.
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Figura 4.3: Número de los casos mensuales de poliomielitis de E.U. de 1970
a 1983.
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Figura 4.4: Histograma del número de los casos mensuales de poliomielitis
de E.U. de 1970 a 1983.
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node mean sd MC error 2.5 % median 97.5 %

α 0.3369 0.06163 7.417E-4 0.2222 0.3352 0.4631
λ 1.219 0.1416 8.914E-4 0.9655 1.21 1.523

Tabla 4.3: Resumen de la distribución final obtenido en WinBUGS para el
modelo INAR(1)-Poisson de los datos de poliomielitis.

Lo anterior sugiere que podemos encontrar un mejor ajuste, para lo cual
utilizaremos la distribución binomial negativa (note que la observación de
noviembre de 1972 es muy alta, si eliminaramos este valor y realizando una
prueba estad́ıstica no parámetrica ji-cuadrada comprobamos que los datos
tienen una distribución binomial negativa con un nivel de significancia de
p = 0.5, ver Gibbons y Chakraborti, 2003).

Para el ajuste del modelo INAR(1)-BN especificado en la sección 4.3.2
se requieren los parámetros de la distribución binomial negativa. Para es-
to se realizaron dos programas en WinBUGS para obtener los parámetros
que ajustan estos datos a una distribución binomial negativa con ı́ndice r y
probabilidad π. Los programas se presentan a continuación.

# Modelo 1

model{
for(k in 1:K){
y[k] ∼ dpois(theta[k])

theta[k] ∼ dgamma(r,be)

}
be <- pi/(1-pi)

pi ∼ dbeta(1,1)

r ∼ dgamma(1,1)

}

# Modelo 2

model{
for(k in 1:K){
y[k] ∼ dpois(theta[k])

theta[k] <- gamma[k]*lambda

gamma[k] ∼ dgamma(r,be)

}
pi <- be/(lambda+be)

lambda ∼ dgamma(1,1)

be ∼ dgamma(1,1)
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Figura 4.5: Histograma del número de los casos mensuales de poliomielitis
de E.U. de 1970 a 1983 y el ajuste INAR(1)-Poisson.

r ∼ dgamma(1,1)

}

Después de realizar 100,000 iteraciones se obtuvo que los parámetros son
r = 1.211 y π = 0.4704 para el modelo 1, y r = 1.211 y π = 0.4705 pa-
ra el modelo 2, respectivamente. Por tal motivo, para el ajuste del modelo
INAR(1)-BN se utilizaron los parámetros r = 1.211 y π = 0.4705.

Posteriormente se realizó un programa en WinBUGS para obtener el mo-
delo INAR(1)-BN, utilizando que θ = r y β = (1 − π)/π, el cual se presenta
a continuación:

model{
y[1] ∼ dpois(lambda)

lambda ∼ dgamma(theta,betai)

PPI ∼ dbeta(thetaC,thetaI)

for(t in 2:T){
for(i in 1:y[t-1]+1){
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H[t,i] ∼ dbern(PPI)

}
aG[t] <- sum(H[t,1:y[t-1]+1]) - H[t,1]

mu[t] <- aG[t] + thetaI*beta

y[t] ∼ dpois(mu[t])

}
thetaI <- theta*(1-alpha)

thetaC <- theta*alpha

betai <- 1/beta

beta <- (1-pi)/pi

alpha ∼ dbeta(1,1)

pi <- 0.4705

theta <- 1.211

}

Los resultados obtenidos se presentan en la tabla 4.4.

node mean sd MC error 2.5% median 97.5% start sample
alpha 0.3947 0.06674 4.075E-4 0.2589 0.3964 0.5202 1001 100000
thetaC 0.478 0.08082 4.935E-4 0.3135 0.4801 0.63 1001 100000
thetaI 0.733 0.08082 4.935E-4 0.581 0.7309 0.8975 1001 100000

Tabla 4.4: Resultados obtenidos por el programa WinBUGS para el ajuste
del modelo INAR(1)-BN para los datos de poliomielitis de E.U. de 1970 a
1983.

Por tanto el modelo ajustado queda definido de la siguiente manera:

Yt = Π ◦ Yt−1 + It t = 1, . . . , 168

donde

Y0 ∼ Poisson(λ) It ∼ Poisson(λI) independientes

Π ∼ Beta(θC
, θ

I) λ
I ∼ Gamma(θI

, β)

con θ
C = θα, θ

I = θ(1 − α), β = (1 − π)/π y θ = r, donde, por los ajustes
de la distribución binomial negativa, r = 1.211 y π = 0.4705.

Las frecuencias relativas del número de casos de poliomielitis y del ajuste
se presentan en la tabla 4.5 (éstos presentan un error absoluto de 0.1638095).

Para visualizar estos resultados se simuló el modelo INAR(1)-BN en R
con los resultados obtenidos; el histograma de los datos se presenta en la
figura 4.6. Note que el ajuste obtenido mediante este modelo, suponiendo la
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distribución binomial negativa, es mucho mejor que con el modelo anterior-
mente ajustado, en donde se supońıa que los datos segúıan una distribución
Poisson.

Número Frecuencias relativas Frecuencias relativas
de casos de los casos del ajuste INAR(1)-BN

0 0.380952381 4.114762e-01
1 0.327380952 2.647321e-01
2 0.130952381 1.575476e-01
3 0.071428571 8.609524e-02
4 0.035714286 4.288095e-02
5 0.017857143 2.024405e-02
6 0.011904762 9.553571e-03
7 0.005952381 4.160714e-03
8 0.005952381 1.928571e-03
9 0.005952381 8.154762e-04
10 0 3.809524e-04
11 0 1.011905e-04
12 0 8.333332e-05
13 0 0
14 0.005952380 0

Tabla 4.5: Frecuencias relativas del número de casos mensuales de poliomie-
litis de E.U. de 1970 a 1983 y ajuste INAR(1)-BN.

Debido a que la observación de noviembre de 1972 es muy alta comparada
con los demás valores (y15 = 14), podŕıa considerarse como un valor at́ıpico,
por lo que se realizó el mismo ajuste sin esta observación. Se obtuvo que
el ı́ndice de la distribución binomial negativa es α = 1.46 y la probabilidad
π = 0.529.

Posteriormente se ajustó el modelo INAR(1)-BN en WinBUGS y final-
mente se simularon los datos en R; el histograma de los datos se presenta en
la figura 4.7 (éstos presentan un error absoluto de 0.1369461).

Note que estos datos presentan un mejor ajuste que el modelo en don-
de se consideraron todos los datos, y por tanto podŕıamos considerar a la
observación y15 = 14 como un valor at́ıpico.

4.4. Modelos de Regresión INAR(1)

En los caṕıtulos 2 y 3 se estudiaron los modelos loglineales desde el punto
de vista clásico y Bayesiano (estos modelos a veces se conocen como modelos
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Figura 4.6: Histograma del número de los casos mensuales de poliomielitis de E.U.
de 1970 a 1983 y ajuste INAR(1)-BN.

de regresión para datos discretos o datos de conteo), donde se estudian datos
discretos sin considerar el tiempo (sin correlación serial). En esta sección
estudiamos modelos más expĺıcitos en donde se considera la estructura de
correlación que las variables tienen a lo largo de un tiempo determinado (con
correlación serial). Para más detalles acerca de esta sección ver Böckenholt
(1999a) y Böckenholt (1999b).

4.4.1. Modelos de Regresión INAR(1)-Poisson

Böckenholt (1999a) define una representación de los efectos aleatorios del
modelo INAR(1)-Poisson por medio de la descomposición de los parámetros
de innovación para la persona i durante el periodo de tiempo t, ιit, en

ιit = ǫiκit

donde ǫi representa un efecto aleatorio positivo de la persona y κit = exp(xtβ1+
xiβ2) representa los efectos fijos de las covariables espećıficas de tiempo y per-
sona. Los efectos aleatorios ǫi se definen siguiendo una distribución gamma
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Figura 4.7: Histograma del número de los casos mensuales de poliomielitis de E.U.
de 1970 a 1983 y ajuste 2 INAR(1)-BN sin la observación de noviembre de 1972

con valor esperado igual a 1 y parámetro θi,

f(ǫi) =
θ

θi

i

Γ(θi)
ǫ
θi−1
i exp(−θiǫi).

También puede ser de interés expresar las probabilidades de adelgazamiento
binomial como una función de las covariables. Se utiliza una función loǵıstica
para las probabilidades de adelgazamiento

αit =
1

1 + exp(−(δ0t + xiδ))
,

porque ésta mapea el intervalo (0, 1) sobre la ĺınea real.

4.4.2. Modelos de Regresión INAR(1)-Multinomial Ne-

gativa

Böckenholt (1999a) define al modelo de regresión INAR(1)-Multinomial
Negativo a partir del modelo de regresión INAR(1)-Poisson haciendo que el
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parámetro del componente de innovación vaŕıe de acuerdo a una distribución
gamma.

También en este caso puede ser de interés expresar las probabilidades de
los parámetros de dispersión gamma como una función de las covariables.
Como los parámetros individuales son positivos, una función liga apropiada
es la exponencial, que relaciona a θi con las covariables a través de

θi = exp(ω0 + xiω)−1
.

En base a estas especificaciones, se la probabilidad marginal está dada por

p(yi1, . . . , yiT ) =

∫ ∞

0

p(yi1)

T
∏

t=2

p(yit|yi,t−1)f(ǫi)dǫi. (4.7)

Una solución anaĺıtica de esta integral se presenta en Böckenholt (1999a). De
aqúı se puede ver que (4.7) se simplifica a la distribución multinomial negativa
cuando αi es igual a 0 para toda i. En este caso, p(yit|yi,t−1) = p(yit), y (4.7)
se reduce a

p(yi1, . . . , yiT ) =

∫ ∞

0

T
∏

t=1

p(yit)f(ǫi)dǫi

=
θ

θi

Γ(θi)

Γ(θi + yi)

(θi +
∑T

t=1 τit)θ+yi+

T
∏

t=1

τ
yit

it

yit!
, (4.8)

donde τit es el valor esperado de yit. Como (4.7) generaliza la distribución mul-
tinomial negativa, a ésta se le denomina como el modelo INAR(1)-MN. Las
distribuciones marginales de (4.7) y (4.8) son idénticas con media y varianza
igual a τit y (1+ τit

θi
)τit, respectivamente. Las diferencias entre la distribución

multinomial negativa con y sin un componente INAR(1) en términos de sus
covarianzas y estructuras de autoregresión se discuten a continuación.

Las covarianzas del modelo INAR(1)-MN son sólo no negativas, su ta-
maño se determina por αit, los respectivos parámetros medios y el parámetro
indexado θi. A partir de la función generadora de momentos de (4.7), la
covarianza de las observaciones adyacentes son (suprimiendo el sub́ındice i)

γt−1,t = ατt−1 + τt−1τt/θ,

y la correlación correspondiente es

ρt−1,t =
γt−1,t

√

(1 + τt−1

θ
)τt−1(1 + τt

θ
)τt

.
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Note que las covarianzas están dadas por una función aditiva de la autoco-
rrelación y las partes de los efectos aleatorios del modelo. Sin embargo, la
contribución de la parte de autocorrelación disminuye exponencialmente con
el crecimiento de los rezagos entre los periodos de tiempo como puede verse
a partir de las covarianzas y las correlaciones para (yt−k, yt)

γt−k,t = α
k
τt−k + τt−kτt/θ,

y

ρt−k,t =
γt−k,t

√

(1 +
τt−k

θ
)τt−k(1 + τt

θ
)τt

.

Aśı, cuando α = 0, obtenemos las covarianzas de la distribución multinomial
negativa con

γt−k,t = τt−kτt/θ.

La distribución condicional de yt dada yt−1 es una convolución de una distri-
bución binomial negativa y una distribución binomial positiva. Una propie-
dad importante de la distribución condicional es que su función de regresión
es lineal,

E(yt|yt−1) =
κt

1 + τt−1/θ
+

(

α +
κt

θ + τt−1

)

yt−1,

y la varianza condicional está dada por

V (yt|yt−1) =
κt(κt + τt−1 + θ)

1 + τt−1/θ
+

(

α(1 − α) +
κt(κt + τt−1 + θ)

θ + τt−1

)

yt−1.

Solamente la distribución gamma permite obtener una función de regresión
lineal.

Puede ser de interés comparar las funciones de regresión del modelo
INAR(1)-MN y las distribuciones multinomiales negativas para rezagos de
tamaño k. Bajo la distribución multinomial negativa se obtiene que

E(yt|yt−k) =
τt

1 + τt−k/θ
+

τt

θ + τt−k
yt−k, (4.9)

y bajo el modelo INAR(1)-MN

E(yt|yt−k) =
τt − α

k
τt−k

1 + τt−k/θ
+

(

α
k +

τt − α
k
τt−k

θ + τt−k

)

yt−k. (4.10)

Note que, primero, la pendiente de la función de regresión es más empinada
bajo (4.10) que bajo (4.9), pero estas diferencias disminuyen cuando crece el
tamaño del rezago; y segundo, el tamaño de θ puede compensar hasta cierto
punto las diferencias de las pendientes entre ambos modelos. Cuando existen
autocorrelaciones, es probable que el tamaño de θ esté subestimado en (4.9).
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4.5. Modelos INAR(p)

Al-Osh y Alzaid (1990) describen los modelos autoregresivos de orden p de
valores enteros (INAR(p)) de la siguiente manera. Los procesos INAR(p) son
análogos a los procesos AR(p) estándar, utilizados para valores continuos y
generalmente con distribución normal, reemplazando la multiplicación escalar
por el operador ‘◦’ como se hizo en el proceso INAR(1).

Los modelos INAR(1) definidos en la sección 4.3 son apropiados para mo-
delar datos del tipo de procesos dependientes. Sin embargo, las realizaciones
de algunos procesos de conteo {Yt} pueden atribuirse no sólo a su pasado
inmediato Yt−1 sino también a las realizaciones previas del proceso {Yt−j}

p
j=2

para alguna p constante. Consecuentemente para modelar tales procesos es
necesario extender los procesos INAR(1) de tal manera que tomen en cuen-
ta estas realizaciones previas. Una forma directa de extender los procesos
INAR(1) es considerar la forma estándar de los procesos AR(p) reempla-
zando las multiplicaciones escalares, αiYt−i, por la operación αi ◦ Yt−i para
i = 1, . . . , p. No obstante, con tales reemplazos, son necesarios algunos su-
puestos sobre el modelo que rijan la estructura de dependencia del proceso
y para que esté bien definido. El proceso {Yt} se dice que es un proceso
INAR(p) si admite la siguiente representación

Yt =

p
∑

i=1

αi ◦ Yt−i + It para t = . . . ,−1, 0, 1, . . . ,

donde {It} es una sucesión de variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas de valores enteros no negativos con media µ y varianza
σ

2; y αi (i = 1, . . . , p) son constantes no negativas tales que
∑p

i=1 αi < 1.
La distribución condicional del vector (α1 ◦ Yt, α2 ◦ Yt, . . . , αp ◦ Yt) dada
Yt = yt es multinomial con parámetros (α1, α2, . . . , αp, yt) y es independiente
de los resultados pasados del proceso. Es decir, dada Yt = yt la variable alea-
toria αi ◦ Yt es independiente de Yt−k y de sus supervivientes αj ◦ Yt−k para
i, j = 1, . . . , p y k > 0.

4.6. Modelos Loglineales con la Distribución

Multinomial Negativa

Generalmente encontramos diseños de muestreo loglineales modelados por
distribuciones Poisson, multinomiales y multinomiales independientes. Estos
esquemas de muestreo suponen conteos de celdas independientes, conteos de
celdas correlacionados negativamente, y conteos de celdas correlacionados
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negativamente dentro de cada uno de los conjuntos mutuamente indepen-
dientes, respectivamente. Sin embargo, no siempre es adecuado suponer este
tipo de distribuciones, ya que en muchos casos los datos presentan una corre-
lación positiva y/o sobredispersión (las varianzas son mayores que las que
se esperaŕıan bajo el modelo). Un modelo basado en la distribución multi-
nomial negativa puede dar un mejor ajuste a este tipo de datos, debido a
que modela conteos de celdas correlacionados positivamente y las varianzas
son mayores a las medias; esta distribución es apropiada para modelar po-
blaciones en las cuales un conteo observado grande está asociado con conteos
grandes en el resto de las celdas. Este tipo de propiedades son muy usadas
en eventos que incluyen supervivencia a ciertas enfermedades o conteos de
datos longitudinales.

Waller y Zelterman (1997) describen los modelos loglineales utilizando la
distribución multinomial negativa.

Para esta sección se intentó desarrollar un ejemplo de los modelos lo-
glineales suponiendo una distribución multinomial negativa; se realizó un
programa en WinBUGS para la simulación de los datos de las incidencias
de cáncer presentados en Waller y Zelterman (1997) realizando las compa-
raciones suponiendo una distribución Poisson; sin embargo se presentó una
dificultad debido a que WinBUGS no cuenta con la distribución multinomial
negativa y se deb́ıa dar una representación de ésta a través de distribuciones
Poisson-gamma, y a que la gran cantidad de parámetros generó problemas
con el ajuste.



Caṕıtulo 5

Conclusiones

Si bien el enfoque Clásico de la Estad́ıstica ha predominado por mucho
tiempo, la Estad́ıstica Bayesiana ha tenido un desarrollo importante en los
últimos años. La apertura a estudiar y desarrollar nuevos modelos e imple-
mentarlos de tal manera que se pueda hacer uso de la información adicional,
conocida o subjetiva, es la gran ventaja de la estad́ıstica Bayesiana.

El desarrollo de la tecnoloǵıa ha abierto la puerta a programas que per-
miten la aplicación y el análisis eficiente de modelos cada vez más complejos
de una manera razonablemente sencilla. WinBUGS ha sido producto de este
desarrollo. La implementación de modelos estad́ısticos a través de métodos
de Monte Carlo v́ıa cadenas de Markov es relativamente fácil y bastante
eficiente mediante el uso de WinBUGS. Si bien es un software que puede
ampliarse y perfeccionarse, ha permitido la implementación para hacer prue-
bas estad́ısticas, ajustar modelos loglineales y modelos de series de tiempo
de manera eficiente, utilizando distribuciones multinomial, Poisson y multi-
nomial negativa.

El análisis de datos categóricos a veces conlleva a construir una tabla de
contingencias y analizar la dependencia que puedan tener las variables; si
la distribución Poisson y la multinomial son excelentes distribuciones para
modelar estos datos, no siempre describen adecuadamente las propiedades
que puedan tener los datos. El uso de la distribución multinomial negativa a
veces genera un mejor ajuste para éstos; propiedades como varianza mayor
a la media o que las correlaciones sean positivas son caracteŕısticas de una
distribución multinomial negativa. A pesar de que es dif́ıcil de implementar,
debido a que la mayoŕıa de los software no consideran expĺıcitamente esta
distribución, pueden obtenerse representaciones mediante el uso de la distri-
bución Poisson-gamma, o espećıficamente, mediante el uso de la distribución
Poisson cuyo parámetro siga una distribución gamma.

El análisis de datos categóricos está bien establecido en la literatura,

121
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especialmente desde el enfoque clásico, pero en años recientes ha habido
avances considerables en el enfoque Bayesiano. Sin embargo, mucho de este
trabajo se ha concentrado en modelos estáticos y particularmente en el uso
de modelos loglineales.

Mucho más reciente es el estudio de modelos dinámicos o de series de
tiempo para datos categóricos. La mayor parte de este trabajo se ha realiza-
do desde el enfoque clásico, y queda mucho por hacer desde la perspectiva
Bayesiana.

Sin duda existe una gran variedad de modelos que se pueden aplicar al
estudiar datos categóricos. Los presentados en este trabajo son algunos de
los que han sido más utilizados en la literatura.

Esperamos que esta tesis contribuya a generar un mayor interés en el
tema.



Apéndice A

Distribución Dirichlet

Distribución Dirichlet

Sea (Y1, . . . , Ym) un vector aleatorio que tiene distribución Dirichlet con
vector de parámetros (α1, . . . , αm, αm+1), con αi > 0 para i = 1, . . . , m, m+1,
cuya función de densidad de probabilidad conjunta es

p(y1, . . . , ym|α1, . . . , αm, αm+1) =
Γ(
∑m+1

i=1 αi)
∏m+1

i=1 Γ(αi)

(

1 −
m
∑

i=1

yi

)αm+1−1 m
∏

i=1

y
αi−1
i ,

donde

0 < yi < 1, i = 1, . . . , m,

m
∑

i=1

yi ≤ 1.

La distribución Dirichlet se puede ver como una generalización de la dis-
tribución beta.

Distribuciones Marginales

Si se integra la función de densidad conjunta de (Y1, . . . , Ym) para una
de las variables, digamos Ym, entonces la función de densidad conjunta de

123
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(Y1, . . . , Ym−1) es

p (y1, . . . , ym−1)

=

∫ 1−
Pm−1

i=1 yi

0

p(y1, . . . , ym)dym

=

∫ 1−
Pm−1

i=1 yi

0

Γ(
∑m+1

i=1 αi)
∏m+1

i=1 Γ(αi)

(

1 −
m
∑

i=1

yi

)αm+1−1 m
∏

i=1

y
αi−1
i dym

=
Γ(
∑m+1

i=1 αi)
∏m+1

i=1 Γ(αi)

m−1
∏

i=1

y
αi−1
i

×

∫ 1−
Pm−1

i=1 yi

0

(

1 −
m−1
∑

i=1

yi − ym

)αm+1−1

y
αm−1
m dym,

para resolver esta integral defina v = ym/(1 −
∑m−1

i=1 yi), de tal manera que
ym = (1 −

∑m−1
i=1 yi)v y dym = (1 −

∑m−1
i=1 yi)dv, por lo tanto

p (y1, . . . , ym−1)

=
Γ(
∑m+1

i=1 αi)
∏m+1

i=1 Γ(αi)

{

m−1
∏

i=1

y
αi−1
i

}(

1 −
m−1
∑

i=1

yi

)αm+1−1+αm−1

×

∫ 1

0

(1 − v)αm+1−1
v

αm−1

(

1 −
m−1
∑

i=1

yi

)

dv

=
Γ(
∑m+1

i=1 αi)
∏m+1

i=1 Γ(αi)

{

m−1
∏

i=1

y
αi−1
i

}(

1 −
m−1
∑

i=1

yi

)αm+αm+1−1

×
Γ(αm)Γ(αm+1)

Γ(αm + αm+1)

=
Γ(
∑m+1

i=1 αi)

Γ(
∑m+1

i=m αi)
∏m−1

i=1 Γ(αi)

(

1 −
m−1
∑

i=1

yi

)

Pm+1
i=m αi−1 m−1

∏

i=1

y
αi−1
i ,

es decir la distribución conjunta de (Y1, . . . , Ym−1) es Dirichlet con vector de
parámetros (α1, . . . , αm−1,

∑m+1
i=m αi).

Si se integra la función de densidad conjunta de (Y1, . . . , Ym−1) para una
de las variables, digamos Ym−1, entonces la función de densidad conjunta de
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(Y1, . . . , Ym−2) es

p (y1, . . . , ym−2)

=

∫ 1−
Pm−2

i=1 yi

0

p(y1, . . . , ym−1)dym−1

=

∫ 1−
Pm−2

i=1 yi

0

Γ(
∑m+1

i=1 αi)

Γ(
∑m+1

i=m αi)
∏m−1

i=1 Γ(αi)

×

(

1 −
m−1
∑

i=1

yi

)

Pm+1
i=m αi−1 m−1

∏

i=1

y
αi−1
i dym−1

=
Γ(
∑m+1

i=1 αi)

Γ(
∑m+1

i=m αi)
∏m−1

i=1 Γ(αi)

m−2
∏

i=1

y
αi−1
i

×

∫ 1−
Pm−2

i=1 yi

0

(

1 −
m−2
∑

i=1

yi − ym−1

)

Pm+1
i=m αi−1

y
αm−1−1
m−1 dym−1,

para resolver esta integral defina v = ym−1/(1−
∑m−2

i=1 yi), de tal manera que
ym−1 = (1 −

∑m−2
i=1 yi)v y dym−1 = (1 −

∑m−2
i=1 yi)dv, por lo tanto

p (y1, . . . , ym−2)

=
Γ(
∑m+1

i=1 αi)

Γ(
∑m+1

i=m αi)
∏m−1

i=1 Γ(αi)

m−2
∏

i=1

y
αi−1
i

(

1 −
m−2
∑

i=1

yi

)

Pm+1
i=m−1 αi−2

×

∫ 1

0

(1 − v)
Pm+1

i=m αi−1
v

αm−1−1

(

1 −
m−2
∑

i=1

yi

)

dv

=
Γ(
∑m+1

i=1 αi)

Γ(
∑m+1

i=m αi)
∏m−1

i=1 Γ(αi)

{

m−2
∏

i=1

y
αi−1
i

}(

1 −
m−2
∑

i=1

yi

)

Pm+1
i=m−1 αi−1

×
Γ(αm−1)Γ(

∑m+1
i=m αi)

Γ(
∑m+1

i=m−1 αi)

=
Γ(
∑m

i=0 αi)

Γ(
∑m+1

i=m−1 αi)Γ
∏m−2

i=1 Γ(αi)

(

1 −
m−2
∑

i=1

yi

)

Pm+1
i=m−1 αi−1 m−2

∏

i=1

y
αi−1
i ,

es decir la distribución conjunta de (Y1, . . . , Ym−2) es Dirichlet con vector de
parámetros (α1, . . . , αm−2,

∑m+1
i=m−1 αi).

Si continuamos este procedimiento vamos a tener que las distribuciones
conjuntas continúan teniendo comportamientos análogos.
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Finalmente, la distribución marginal de una de las variables, digamos Y1,
es

p (y1)

=

∫ 1−y2

0

p(y1, y2)dy2

=

∫ 1−y1

0

Γ(
∑m+1

i=1 αi)

Γ(
∑m+1

i=3 αi)
∏2

i=1 Γ(αi)

(

1 −
2
∑

i=1

yi

)

Pm+1
i=3 αi−1 2

∏

i=1

y
αi−1
i dy2

=
Γ(
∑m+1

i=1 αi)

Γ(
∑m+1

i=3 αi)
∏2

i=1 Γ(αi)
y

α1−1
1

∫ 1−y1

0

(1 − y1 − y2)
Pm+1

i=3 αi−1
y

α2−1
2 dy2,

sea v = y2/(1 − y1), entonces y2 = (1 − y1)v y dy2 = (1 − y1)dv

p(y1) =
Γ
(
∑m+1

i=1 αi

)

Γ
(
∑m+1

i=3 αi

)
∏2

i=1 Γ (αi)
y

α1−1
1 (1 − y1)

Pm+1
i=2 αi−2

×

∫ 1

0

(1 − v)
Pm+1

i=3 αi−1
v

α2−1(1 − y1)dv

=
Γ
(
∑m+1

i=1 αi

)

Γ
(
∑m+1

i=3 αi

)
∏2

i=1 Γ (αi)
y

α1−1
1 (1 − y1)

Pm+1
i=2 αi−1

×
Γ(α2)Γ

(
∑m+1

i=3 αi

)

Γ(
∑m+1

i=2 αi)

=
Γ
(
∑m+1

i=1 αi

)

Γ
(
∑m+1

i=2 αi

)

Γ(α1)
y

α1−1
1 (1 − y1)

Pm+1
i=2 αi−1

=
Γ
(
∑m+1

i=1 αi

)

Γ(α1)Γ
(
∑m+1

i=2 αi

)y
α1−1
1 (1 − y1)

Pm+1
i=2 αi−1

es decir la distribución marginal de Y1 es una distribución beta con paráme-
tros α1 y

∑m+1
i=2 αi.

En resumen,

(Y1, . . . , Yk) ∼ Dirichlet

(

α1, . . . , αk,

m+1
∑

i=k+1

αi

)

,

Yk ∼ Beta

(

αk,

m+1
∑

i6=k,i=1

αi

)

.

Las medias, las varianzas y las covarianzas son

E[Yk] =
αk

α+
, V ar[Yk] =

αk(α+ − αk)

(α+)2(α+ + 1)
, Cov[Yi, Yj] = −

αiαj

(α+)2(α+ + 1)
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donde α+ =
∑m+1

i=1 αi.

Propiedades

Sean Y1, . . . , Ym variables aleatorias, se cumple que

p(y1, . . . , ym) = p(ym|y1, . . . , ym−1)p(ym−1|y1, . . . , ym−2) · · ·p(y2|y1)p(y1).

Si Y1, . . . , Ym tienen una distribución Dirichlet con vector de parámetros
(α1, . . . , αT , αm+1), entonces podŕıamos encontrar cada una de las probabili-
dades condicionales y de esta manera definir a la probabilidad conjunta de
una distribución Dirichlet en términos del producto de probabilidades mar-
ginales condicionadas:

p (ym|y1, . . . , ym−1)

=
p(y1, . . . , ym)

p(y1, . . . , ym−1)

=

Γ(
Pm+1

i=1 αi)
Qm+1

i=1 Γ(αi)
(1 −

∑m
i=1 yi)

αm+1−1∏m
i=1 y

αi−1
i

Γ(
Pm+1

i=1 αi)

Γ(
Pm+1

i=m
αi)

Qm−1
i=1 Γ(αi)

(

1 −
∑m−1

i=1 yi

)

Pm+1
i=m αi−1∏m−1

i=1 y
αi−1
i

=
Γ(αm + αm+1)

Γ(αm)Γ(αm+1)

(1 −
∑m

i=1 yi)
αm+1−1

(

1 −
∑m−1

i=1 yi

)

Pm+1
i=m αi−1

y
αm−1
m

=
Γ(αm + αm+1)

Γ(αm)Γ(αm+1)

(

1 −
∑m−1

i=1 yi − ym

)αm+1−1

(

1 −
∑m−1

i=1 yi

)αm+1−1

×
y

αm−1
m

(

1 −
∑m−1

i=1 yi

)αm−1

1

1 −
∑m−1

i=1 yi

=
Γ(αm + αm+1)

Γ(αm)Γ(αm+1)

(

1 −
ym

1 −
∑m−1

i=1 yi

)αm+1−1

×

(

ym

1 −
∑m−1

i=1 yi

)αm−1(

1

1 −
∑m−1

i=1 yi

)

.

Considere el cambio de variable

y
′
m =

ym

1 −
∑m−1

i=1 yi

,
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de esta manera
dy

′
m

dym
=

1

1 −
∑m−1

i=1 yi

,

por lo tanto

p(y′
m|y1, . . . , ym−1) =

Γ(αm + αm+1)

Γ(αm)Γ(αm+1)
(1 − y

′
m)

αm+1−1
(y′

m)
αm−1

,

es decir, la variable aleatoria

Y
′
m =

Ym

1 −
∑m−1

i=1 Yi

dada Y1, . . . , Ym−1 tiene una distribución beta con parámetros αm y αm+1.
Siguiendo con la secuencia de probabilidades condicionales, tenemos

p (ym−1|y1, . . . , ym−2)

=
p(y1, . . . , ym−1)

p(y1, . . . , ym−2)

=

Γ(
Pm+1

i=1 αi)

Γ(
Pm+1

i=m αi)
Qm−1

i=1 Γ(αi)

(

1 −
∑m−1

i=1 yi

)

Pm+1
i=m αi−1∏m−1

i=1 y
αi−1
i

Γ(
Pm+1

i=1 αi)

Γ(
Pm+1

i=m−1 αi)
Qm−2

i=1 Γ(αi)

(

1 −
∑m−2

i=1 yi

)

Pm+1
i=m−1 αi−1∏m−2

i=1 y
αi−1
i

=
Γ(
∑m+1

i=m−1 αi)

Γ(αm−1)Γ(
∑m+1

i=m αi)

(

1 −
∑m−1

i=1 yi

)

Pm+1
i=m αi−1

(

1 −
∑m−2

i=1 yi

)

Pm+1
i=m−1 αi−1

y
αm−1−1
m−1

=
Γ(
∑m+1

i=m−1 αi)

Γ(αm−1)Γ(
∑m+1

i=m αi)

(

1 −
∑m−2

i=1 yi − ym−1

)

Pm+1
i=m αi−1

(

1 −
∑m−2

i=1 yi

)

Pm+1
i=m αi−1

×
y

αm−1−1
m−1

(

1 −
∑m−2

i=1 yi

)αm−1−1

1

1 −
∑m−2

i=1 yi

=
Γ(
∑m+1

i=m−1 αi)

Γ(αm−1)Γ(
∑m+1

i=m αi)

(

1 −
ym−1

1 −
∑m−2

i=1 yi

)

Pm+1
i=m αi−1

×

(

ym−1

1 −
∑m−2

i=1 yi

)αm−1−1
1

1 −
∑m−2

i=1 yi

.

Considere el cambio de variable

y
′
m−1 =

ym−1

1 −
∑m−2

i=1 yi

,
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de esta manera
dy

′
m−1

dym−1

=
1

1 −
∑m−2

i=1 yi

,

por lo tanto

p (y′
m−1|y1, . . . , ym−2)

=
Γ(
∑m+1

i=m−1 αi)

Γ(αm−1)Γ(
∑m+1

i=m αi)

(

1 − y
′
m−1

)

Pm+1
i=m αi−1 (

y
′
m−1

)αm−1−1
,

es decir, la variable aleatoria

Y
′
m−1 =

Ym−1

1 −
∑m−2

i=1 Yi

dada Y1, . . . , Ym−2 tiene una distribución beta con parámetros αm−1 y
∑m+1

i=m αi.
Siguiendo con la secuencia de probabilidades condicionales, tenemos

p (y2|y1)

=
p(y1, y2)

p(y1)

=

Γ(
Pm+1

i=1 αi)

Γ(
Pm+1

i=3 αi)
Q2

i=1 Γ(αi)
(1 − y1 − y2)

Pm+1
i=3 αi−1

y
α1−1
1 y

α2−1
2

Γ(
Pm+1

i=1 αi)

Γ(α1)Γ(
Pm+1

i=2 αi)
(1 − y1)

Pm+1
i=2 αi−1

y
α1−1
1

=
Γ(
∑m+1

i=2 αi)

Γ(α2)Γ(
∑m+1

i=3 αi)

(1 − y1 − y2)
Pm+1

i=3 αi−1

(1 − y1)
Pm+1

i=2 αi−1
y

α2−1
2

=
Γ(
∑m+1

i=2 αi)

Γ(α2)Γ(
∑m+1

i=3 αi)

(1 − y1 − y2)
Pm+1

i=3 αi−1

(1 − y1)
Pm+1

i=3 αi−1

y
α2−1
2

(1 − y1)
α2−1

1

1 − y1

=
Γ(
∑m+1

i=2 αi)

Γ(α2)Γ(
∑m+1

i=3 αi)

(

1 −
y2

1 − y1

)

Pm+1
i=3 αi−1(

y2

1 − y1

)α2−1
1

1 − y1
,

considere el cambio de variable

y
′
2 =

y2

1 − y1
,

de esta manera
dy

′
2

dy2
=

1

1 − y1
,
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por lo tanto

p(y′
2|y1) =

Γ(
∑m+1

i=2 αi)

Γ(α2)Γ(
∑m+1

i=3 αi)
(1 − y

′
2)

Pm+1
i=3 αi−1

(y′
2)

α2−1
,

es decir, la variable aleatoria

Y
′
2 =

Y2

1 − Y1

dada Y1 tiene una distribución beta con parámetros α2 y
∑m+1

i=3 αi.

Finalmente la distribución de Y1 es beta con parámetros α1 y
∑m+1

i=2 αi.

Por lo tanto, la variable

Y
′
k =

Yk

1 −
∑k−1

i=1 Yi

dada Y1, . . . , Yk−1 tiene una distribución beta con parámetros αk y
∑m+1

i=k+1 αi.

Asociación con la Distribución Beta

La distribución condicional conjunta de

Y
′
j =

Yj

1 −
∑k

i=1 Yi

j = k + 1, . . . , m,

dada Y1, . . . , Yk, es una distribución Dirichlet con parámetros αk+1, . . . , αm,
αm+1.

p(y′
k+1, . . . , y

′
m|y1, . . . , yk) = p(yk+1, . . . , ym|y1, . . . , yk)J

=
p(y1, . . . , yk, yk+1, . . . , ym)

p(y1, . . . , yk)
J

donde, en este caso

y
′
j =

yj

1 −
∑k

i=1 yi

y yj = y
′
j

(

1 −
k
∑

i=1

yi

)
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para j = k + 1, . . . , m, entonces

p(y′
k+1, . . . , y

′
m|y1, . . . , yk)

=

Γ(
Pm+1

i=1 αi)
Qm+1

i=1 Γ(αi)
(1 −

∑m
i=1 yi)

αm+1−1∏m
i=1 y

αi−1
i

Γ(
Pm+1

i=1 αi)

Γ(
Pm+1

i=k+1 αi)
Qk

i=1 Γ(αi)

(

1 −
∑k

i=1 yi

)

Pm+1
i=k+1 αi−1

∏k
i=1 y

αi−1
i

J

=
Γ(
∑m+1

i=k+1 αi) (1 −
∑m

i=1 yi)
αm+1−1

∏m+1
i=k+1 Γ(αi)

(

1 −
∑k

i=1 yi

)

Pm+1
i=k+1 αi−1

m
∏

i=k+1

y
αi−1
i J

=
Γ(
∑m+1

i=k+1 αi)
(

1 −
∑k

i=1 yi −
∑m

i=k+1 yi

)αm+1−1

∏m+1
i=k+1 Γ(αi)

(

1 −
∑k

i=1 yi

)

Pm+1
i=k+1 αi−1

m
∏

i=k+1

y
αi−1
i J,

haciendo el cambio de variable yj = y
′
j

(

1 −
∑k

i=1 yi

)

, para j = k +1, . . . , m,

tenemos que dyj/dy
′
j =

(

1 −
∑k

i=1 yi

)

, para j = k + 1, . . . , m, por tanto el

Jacobiano es J =
(

1 −
∑k

i=1 yi

)m−k

,

p(y′
k+1, . . . , y

′
m|y1, . . . , yk)

=
Γ(
∑m+1

i=k+1 αi)
∏m+1

i=k+1 Γ(αi)

(

1 −
∑k

i=1 yi −
∑m

i=k+1 y
′
j

(

1 −
∑k

i=1 yi

))αm+1−1

(

1 −
∑k

i=1 yi

)

Pm+1
i=k+1 αi−1

×





m
∏

i=k+1

{

y
′
j

(

1 −
k
∑

i=1

yi

)}αi−1




(

1 −
k
∑

i=1

yi

)m−k

=
Γ(
∑m+1

i=k+1 αi)
∏m+1

i=k+1 Γ(αi)

(

1 −
m
∑

i=k+1

y
′
j

)αm+1−1 m
∏

i=k+1

y
′αi−1
j ,

ésta es una distribución Dirichlet con parámetros αk+1, . . . , αm, αm+1.

Asociación con la Distribución Beta (Variables Independientes)

Las variables aleatorias

Zj =
Yj

∑m
i=j Yi

j = 1, . . . , m

son variables aleatorias mutuamente independientes con distribución beta,
con parámetros αj y

∑m
i=j+1 αi.
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Asociación con la Distribución Gamma

Sean X1, . . . , Xm+1 variables aleatorias independientes con distribución
gamma y parámetros αi y 1, Xi ∼ Gamma(αi, 1) para i = 1, . . . , m, m + 1.
Si

Yi =
Xi

∑m+1
i=1 Xi

i = 1, . . . , m,

entonces

(Y1, . . . , Ym) ∼ Dirichlet(α1, . . . , αm, αm+1).

La función de densidad conjunta de X1, . . . , Xm, Xm+1 es

p(x1, . . . , xm+1) =

m+1
∏

i=1

1

Γ(αi)
x

αi−1
i exp{−xi}

=
1

∏m+1
i=1 Γ(αi)

{

m+1
∏

i=1

x
αi−1
i

}

exp

{

−
m+1
∑

i=1

xi

}

.

Haciendo las transformaciones ym+1 =
∑m+1

i=1 xi y yi = xi/(
∑m+1

i=1 xi) para
i = 1, . . . , m, obtenemos que xi = yiym+1 para i = 1, . . . , m y xm+1 =
ym+1(1 −

∑m
i=1 yi) tenemos que

p(y1, . . . , ym+1) =
1

∏m+1
i=1 Γ(αi)

{

ym+1

(

1 −
m
∑

i=1

yi

)}αm+1−1

×

{

m
∏

i=1

(ym+1yi)
αi−1

}

exp {−ym+1} J,

con J el Jacobiano

J =
∂(x1, . . . , xm, xm+1)

∂(y1, . . . , ym, ym+1)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ym+1 0 . . . 0 y1

0 ym+1 . . . 0 y2
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . ym+1 ym

−ym+1 −ym+1 . . . −ym+1 1 −
∑m

i=1 yi

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= y
m
m+1,



133

por tanto,

p(y1, . . . , ym+1) =
1

∏m+1
i=1 Γ(αi)

{

ym+1

(

1 −
m
∑

i=1

yi

)}αm+1−1

×

{

m
∏

i=1

(ym+1yi)
αi−1

}

exp {−ym+1} y
m
m+1

=
1

∏m+1
i=1 Γ(αi)

y

Pm+1
i=1 αi−1

m+1

(

1 −
m
∑

i=1

yi

)αm+1−1

×

{

m
∏

i=1

y
αi−1
i

}

exp {−ym+1} ,

integrando bajo ym+1,

p(y1, . . . , ym) =

∫ ∞

0

p(y1, . . . , ym+1)dym+1

=
1

∏m+1
i=1 Γ(αi)

(

1 −
m
∑

i=1

yi

)αm+1−1{ m
∏

i=1

y
αi−1
i

}

×

∫ ∞

0

y

Pm+1
i=1 αi−1

m+1 exp {−ym+1} dym+1

=
1

∏m+1
i=1 Γ(αi)

(

1 −
m
∑

i=1

yi

)αm+1−1{ m
∏

i=1

y
αi−1
i

}

×Γ(

m+1
∑

i=1

αi)

=
Γ(
∑m+1

i=1 αi)
∏m+1

i=1 Γ(αi)

(

1 −
m
∑

i=1

yi

)αm+1−1{ m
∏

i=1

y
αi−1
i

}

,

ésta es una distribución Dirichlet con parámetros α1, . . . , αm, αm+1.

Distribuciones Dirichlet y sus Mezclas

Una densidad de probabilidad Dirichlet con t dimensiones es de la forma

Γ(
∑

i ki)
∏

i Γ(ki)

t
∏

i=1

q
ki−1
i (ki > 0; i = 1, . . . , t;

∑

qi = 1),

donde qi corresponde a la probabilidad de la celda i. Las ki son hiperparáme-
tros (parámetros en la distribución inicial).
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Denotamos a tal distribución Dirichlet por D(t; k1, . . . , kt) y, si k1 = . . . =
kt = k, por D(t, k) la cual se conoce como distribución Dirichlet simétrica

con hiperparámetro constante k.
En un principio en investigaciones acerca de variables multinomiales se

usaba una mezcla de distribuciones Dirichlet D(t, k)

∫ ∞

0

D(t, k)φ(k)dk,

donde φ es la densidad log-Cauchy

φ(k) =
1

k[π2 + (log k)2]
.

La generalización de esta mezcla es

∫ ∞

0

D(t, t′k)φ(k)dk,

denotamos esta mezcla de densidades iniciales Dirichlet simétricas por D
∗(t, t′)

(ver Good, 1976).
La distribución inicial log-Cauchy fue seleccionada porque es “no infor-

mativa”y porque se aproxima a la densidad impropia de Jeffreys-Haldane 1/k
que propuso para “representar ignorancia”del valor de una variable positiva.

En este trabajo suponemos que la distribución inicial es D
∗(t, 1), con t

que toma valores r, s y rs, y qi los valores pi., p.j y pij .
Necesitamos la siguiente fórmula

p ((mi)|D(t, k)) =
Γ(tk)N !

∏

Γ(mi + k)

Γ(k)tΓ(N + tk)
∏

mi!

(

∑

mi = N

)

.

(Esta fórmula se reduce a 1 cuando N = 0 y a 1/t cuando N = 1.) Conse-
cuentemente

p((mi)|D
∗(t, t′)) = Φ((mi), t, t

′),

donde

Φ((mi), t, t
′) =

N !
∏

mi!

∫ ∞

0

Γ(tt′k)
∏

Γ(mi + t
′
k)

Γ(t′k)tΓ(N + tt′k)
φ(k)dk

=
N !
∏

mi!

∫ ∞

0

Γ(tk)
∏

Γ(mi + k)

Γ(k)tΓ(N + tk)
φ

(

k

t′

)

dk

t′
.

Como φ(k) es proporcional a 1/k, cuando k no es muy grande, podemos
esperar que Φ((mi), t, t

′) no será muy diferente de Φ((mi), t, 1).



Apéndice B

Distribución Multinomial

Negativa

B.1. Distribución Binomial Negativa

Una variable aleatoria Y tiene una distribución binomial negativa con
ı́ndice r y parámetro π (r = 1, 2, . . ., 0 < π < 1), denotada por Nb(y|π, r), si
su función de masa de probabilidad es

p(y|π, r) =

(

r + y − 1

r − 1

)

π
r(1 − π)y

, y = 0, 1, 2, . . . .

La interpretación usual de esta distribución está dada por el número de
fracasos antes del r-ésimo éxito.

Propiedades

La media y varianza son

E[y] = r
1 − π

π
y V ar[y] = r

1 − π

π2
.

Si r(1− π) > 1, la moda es el menor entero mayor o igual que r(1− π)/π; si
r(1 − π) = 1, hay dos modas, en 0 y 1; si r(1 − π) < 1, la moda es 0.

Si r = 1, Y tiene una distribución geométrica o Pascal. Además, la su-
ma de k variables aleatorias independientes cuya distribución es binomial
negativa con ı́ndice ri, i = 1, . . . , k, y parámetro π, respectivamente, es una
variable aleatoria que se distribuye binomial negativa con ı́ndice r =

∑k
i=1 ri

y parámetro π.

135
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La función caracteŕıstica es

E[eity] =

∞
∑

y=0

e
ity

(

r + y − 1

r − 1

)

π
r(1 − π)y

=
∞
∑

y=0

(

r + y − 1

r − 1

)

π
r
[

(1 − π)eit
]y

=
π

r

(1 − (1 − π)eit)r

∞
∑

y=0

(

r + y − 1

r − 1

)

(

1 − (1 − π)eit
)r [

(1 − π)eit
]y

=

(

π

1 − (1 − π)eit

)r

.

Análisis Conjugado

La distribución inicial conjugada para una distribución binomial nega-
tiva es la distribución beta con parámetros α y β (α > 0 y β > 0), π ∼
Beta(π|α, β), tal que la función de densidad de probabilidad de π es

p(π) =
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
π

α−1(1 − π)β−1
, 0 < π < 1,

donde Γ(·) es la función gamma dada por

Γ(x) =

∫ ∞

0

t
x−1

e
−t

dt.

Note que una distribución inicial simétrica sobre π se obtiene haciendo α = β

y cuando α = β = 1 se reduce a una distribución inicial uniforme.
La distribución final de π es una distribución beta con parámetros α + r

y β + y, es decir,

p(π|y, r) =
p(y|π, r)p(π)

∫ 1

0
p(y|π, r)p(π)dπ

=

(

r+y−1
r−1

)

π
r(1 − π)y Γ(α+β)

Γ(α)Γ(β)
π

α−1(1 − π)β−1

∫ 1

0

(

r+y−1
r−1

)

πr(1 − π)y Γ(α+β)
Γ(α)Γ(β)

πα−1(1 − π)β−1dπ

=
π

α+r−1(1 − π)β+y−1

∫ 1

0
πα+r−1(1 − π)β+y−1dπ

=
Γ(α + r + β + y)

Γ(α + r)Γ(β + y)
π

α+r−1(1 − π)β+y−1
, 0 < π < 1,
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y se denota por

π ∼ Beta(π|α + r, β + y).

Suponga que Y1, . . . , YT son variables aleatorias independientes con dis-
tribución Nb(yi|π, ri) para i = 1, . . . , T . Entonces, si la distribución inicial
de π es Beta(π|α, β), la distribución final de π es

p(π|y1, . . . , yT ) =
p(y1, . . . , yT |π)p(π)

∫ 1

0
p(y1, . . . , yT |π)p(π)dπ

=

{

∏

i

(

ri+yi−1
ri−1

)

π
ri(1 − π)yi

}

Γ(α+β)
Γ(α)Γ(β)

π
α−1(1 − π)β−1

∫ 1

0

{

∏

i

(

ri+yi−1
ri−1

)

πri(1 − π)yi

}

Γ(α+β)
Γ(α)Γ(β)

πα−1(1 − π)β−1dπ

=
π

α+
P

i ri−1(1 − π)β+
P

i yi−1

∫ 1

0
πα+

P

i ri−1(1 − π)β+
P

i yi−1dπ

=
Γ (α +

∑

i ri + β +
∑

i yi)

Γ (α +
∑

i ri) Γ (β +
∑

i yi)
π

α+
P

i ri−1(1 − π)β+
P

i yi−1
,

cuya distribución es beta con parámetros α+
∑T

i=1 ri y β +
∑T

i=1 yi, es decir,

π ∼ Beta

(

π|α +
T
∑

i=1

ri, β +
T
∑

i=1

yi

)

.

Predicción

La distribución predictiva inicial de Y = y es

p(y) =

∫ 1

0

p(y|π)p(π)dπ

=

∫ 1

0

(

r + y − 1

r − 1

)

π
r(1 − π)y Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
π

α−1(1 − π)β−1
dπ

=

(

r + y − 1

r − 1

)

Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)

∫ 1

0

π
α+r−1(1 − π)β+y−1

dπ

=

(

r + y − 1

r − 1

)

Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)

Γ(α + r)Γ(β + y)

Γ(α + r + β + y)
,

cuya distribución es beta-binomial-negativa de parámetros α, β y r, y se
denota por Nbb(y|α, β, r).
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La distribución predictiva inicial de Y1 = y1, . . . , YT = yT es

p (y1, . . . , yT )

=

∫ 1

0

p(y1, . . . , yT |π)p(π)dπ

=

∫ 1

0

{

∏

i

(

ri + yi − 1

ri − 1

)

π
ri(1 − π)yi

}

×
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
π

α−1(1 − π)β−1
dπ

=

{

∏

i

(

ri + yi − 1

ri − 1

)

}

Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)

×

∫ 1

0

π
α+

P

i ri−1(1 − π)β+
P

i yi−1
dπ

=

{

∏

i

(

ri + yi − 1

ri − 1

)

}

Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)

Γ (α +
∑

i ri) Γ (β +
∑

i yi)

Γ (α +
∑

i ri + β +
∑

i yi)
.

Sea Y1, . . . , YT variables aleataorias independientes cada una con distribu-
ción Nb(yi|π, ri) para i = 1, . . . , T , entonces

∑T
i=1 Yi tiene una distribución

Nb(
∑T

i=1 yi|π,
∑T

i=1 ri). La distribución predictiva inicial de Y+ =
∑T

i=1 Yi =
y+ es

p(y+) =

∫ 1

0

p(y+|π)p(π)dπ

=

∫ 1

0

(

r+ + y+ − 1

r+ − 1

)

π
r+(1 − π)y+

Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
π

α−1(1 − π)β−1
dπ

=

(

r+ + y+ − 1

r+ − 1

)

Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)

∫ 1

0

π
α+r+−1(1 − π)β+y+−1

dπ

=

(

r+ + y+ − 1

r+ − 1

)

Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)

Γ(α + r+)Γ(β + y+)

Γ(α + r+ + β + y+)
,

cuya distribución es beta-binomial-negativa de parámetros α, β y r+, deno-
tada por Nbb(y|α, β, r+), con y+ =

∑T
i=1 yi y r+ =

∑T
i=1 ri.



B.2. DISTRIBUCIÓN POISSON-GAMMA 139

La distribución predictiva final de Y = y es

p(y|y1, . . . , yT ) =

∫ 1

0

p(y|π)p(π|y1, . . . , yT )dπ

=

∫ 1

0

(

r + y − 1

r − 1

)

π
r(1 − π)y Γ(α +

∑

i ri + β +
∑

i yi)

Γ(α +
∑

i ri)Γ(β +
∑

i yi)

×π
α+

P

i ri−1(1 − π)β+
P

i yi−1
dπ

=

(

r + y − 1

r − 1

)

Γ(α +
∑

i ri + β +
∑

i yi)

Γ(α +
∑

i ri)Γ(β +
∑

i yi)

×

∫ 1

0

π
α+r+

P

i ri−1(1 − π)β+y+
P

i yi−1
dπ

=

(

r + y − 1

r − 1

)

Γ(α +
∑

i ri + β +
∑

i yi)

Γ(α +
∑

i ri)Γ(β +
∑

i yi)

×
Γ(α + r +

∑

i ri)Γ(β + y +
∑

i yi)

Γ(α + r +
∑

i ri + β + y +
∑

i yi)
,

cuya distribución es beta-binomial-negativa de parámetros α +
∑T

i=1 ri, β +
∑T

i=1 yi y r, es decir,

y ∼ Nbb

(

y|α +
T
∑

i=1

ri, β +
T
∑

i=1

yi, r

)

.

B.2. Distribución Poisson-Gamma

Una variable aleatoria Y tiene distribución Poisson-gamma con paráme-
tros α, β y λ (α > 0, β > 0, λ = 1, 2, . . .), Pg(y|α, β, λ), si su función de
masa de probabilidad es

p(y|α, β, λ) =
Γ(α + y)

Γ(α)y!

(

λ

β + λ

)y (
β

β + λ

)α

, y = 0, 1, 2, . . . .

La distribución se genera con una mezcla de una distribución Poisson con
una distribución gamma, tal que

Y ∼ Poisson(y|λγ)

γ ∼ Gamma(γ|α, β).
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p(y|α, β, λ) =

∫ ∞

0

p(y|λγ)p(γ|α, β)dγ

=

∫ ∞

0

(λγ)y

y!
exp{−λγ}

β
α

Γ(α)
γ

α−1 exp{−βγ}dγ

=
(λ)y

y!

β
α

Γ(α)

∫ ∞

0

γ
α+y−1 exp{−γ(β + λ)}dγ

=
(λ)y

y!

β
α

Γ(α)

Γ(α + y)

(β + λ)α+y

=
Γ(α + y)

Γ(α)y!

(

λ

β + λ

)y (
β

β + λ

)α

.

La media y la varianza de esta variable aleatoria son

E[y] = λ
α

β
y V ar[y] = λ

α(β + λ)

β2
.

La distribución Poisson-gamma es una generalización de la distribución
binomial negativa, Nb(y|α, β/(β + λ)), para valores enteros de α.

Esta representación puede usarse para simular y hacer inferencias Baye-
sianas sobre una distribución binomial negativa.

Si αλ > β +λ, la moda es el menor entero mayor o igual a λ(α−1)/β−1;
si αλ = β + λ, hay dos modas, en 0 y en 1; si αλ < β + λ, la moda es 0.

La función caracteŕıstica es

E [eity]

=
∞
∑

i=0

e
ity Γ(α + y)

Γ(α)y!

(

λ

β + λ

)y (
β

β + λ

)α

=

∞
∑

i=0

Γ(α + y)

Γ(α)y!

(

λe
it

β + λ

)y (
β

β + λ

)α

=

(

β

β + λ

)α(

1 −
λe

it

β + λ

)−α ∞
∑

i=0

Γ(α + y)

Γ(α)y!

(

λe
it

β + λ

)y (

1 −
λe

it

β + λ

)α

=

(

β

β + λ − λeit

)α

.

B.3. Distribución Multinomial Negativa

Sea Y = (Y1, . . . , YT ) un vector aleatorio con distribución multinomial
negativa con ı́ndice α > 0 y con vector de medias λ = (λ1, . . . , λT ). El
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soporte de (Y1, . . . , YT ) es (y1, . . . , yT ) tales que yt, con t = 1, . . . , T , es un
entero no negativo. La función de probabilidad de masa de (Y1, . . . , YT ) es

p(y|λ, α) =
Γ
(

α +
∑T

t=1 yt

)

Γ(α)
∏T

t=1 yt!

(

α

α +
∑T

t=1 λt

)α T
∏

t=1

(

λt

α +
∑T

t=1 λt

)yt

=
Γ
(

α +
∑T

t=1 yt

)

Γ(α)
∏T

t=1 yt!

(

1 −
T
∑

t=1

πt

)α T
∏

t=1

π
yt

t

= p(y|π, α)

donde

π = (π1, . . . , πT ), πt =
λt

α +
∑T

t=1 λt

, 1 −
T
∑

t=1

πt =
α

α +
∑T

t=1 λt

.

Dos caracteŕısticas importantes de esta distribución son que las correla-
ciones entre los conteos yi son positivas y las varianzas son mayores que las
medias. Las medias, las varianzas y las correlaciones son

E[yt] = λt, V ar[yt] =
λ(α + λt)

α
, Cov(yi, yj) =

λiλj

α
∀i 6= j.

La interpretación usual del ı́ndice α está dada por el número de eventos
en la (T+1)-ésima celda.

Análisis Conjugado

La distribución inicial conjugada para una distribución multinomial nega-
tiva es la distribución Dirichlet con vector de parámetros β = (β1, . . . , βT+1),
Dirichlet(π|β), con función de densidad de probabilidad dada por

p(π|β) =
Γ
(

∑T+1
t=1 βt

)

∏T+1
t=1 Γ(βt)

(

1 −
T
∑

t=1

πt

)βT+1−1 T
∏

t=1

π
βt−1
t ,

donde βt > 0 para t = 1, . . . , T + 1, y 0 < πt < 1 para t = 1, . . . , T .
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La función de distribución final de π = (π1, . . . , πT ) dada Y = y es

p (π|y)

=
p(y|π)p(π)

∫ 1

0
p(y|π)p(π)dπ

=

Γ(α+
P

yt)
Γ(α)

Q

yt!
(1 −

∑

πt)
α {
∏

π
yt

t } Γ(
P

βt)
Q

Γ(βt)
(1 −

∑

πt)
βT+1−1{

∏

π
βt−1
t }

∫ 1

0
Γ(α+

P

yt)
Γ(α)

Q

yt!
(1 −

∑

πt)
α {
∏

π
yt

t } Γ(
P

βt)
Q

Γ(βt)
(1 −

∑

πt)βT+1−1{
∏

π
βt−1
t }dπ

=

{

∏T
t=1 π

βt+yt−1
t

}(

1 −
∑T

t=1 πt

)βT+1+α−1

∫ 1

0

{

∏T
t=1 π

βt+yt−1
t

}(

1 −
∑T

t=1 πt

)βT+1+α−1

dπ

=
Γ
(

∑T+1
t=1 βt + α +

∑T
t=1 yt

)

Γ (βT+1 + α)
∏T

t=1 Γ (βt + yt)

(

1 −
T
∑

t=1

πt

)βT+1+α−1 T
∏

t=1

π
βt+yt−1
t .

Esta distribución es una distribución Dirichlet con vector de parámetros (β1+
y1, . . . , βT + yT , βT+1 + α), es decir,

π ∼ Dirichlet ((π1, . . . , πT )|(β1 + y1, . . . , βT + yT , βT+1 + α))

Predicción

La distribución predictiva inicial de Y = y es

p(y) =

∫ 1

0

p(y1, . . . , yT |π)p(π)dπ

=

∫ 1

0

Γ
(

α +
∑T

t=1 yt

)

Γ(α)
∏T

t=1 yt!

(

1 −
T
∑

t=1

πt

)α{ T
∏

t=1

π
yt

t

}

×
Γ(
∑T+1

t=1 βt)
∏T+1

t=1 Γ(βt)

(

1 −
T
∑

t=1

πt

)βT+1−1{ T
∏

t=1

π
βt−1
t

}

dπ

=
Γ
(

α +
∑T

t=1 yt

)

Γ(α)
∏T

t=1 yt!

Γ(
∑T+1

t=1 βt)
∏T+1

t=1 Γ(βt)

×

∫ 1

0

(

1 −
T
∑

t=1

πt

)βT+1+α−1{ T
∏

t=1

π
βt+yt−1
t

}

dπ

=
Γ
(

α +
∑T

t=1 yt

)

Γ(α)
∏T

t=1 yt!

Γ(
∑T+1

t=1 βt)
∏T+1

t=1 Γ(βt)

(βT+1 + α)
∏T

t=1 Γ (βt + yt)

Γ
(

∑T+1
t=1 βt +

∑T
t=1 yt + α

)
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La distribución predictiva final de Y = y dada la información inicial
Y0 = (Y01, . . . , Y0T ) = (y01, . . . , y0T ) = y0 es

p(y|y0) =

∫ 1

0

p(y|π)p(π|y0)dπ

=

∫ 1

0

Γ
(

α +
∑T

t=1 yt

)

Γ(α)
∏T

t=1 yt!

(

1 −
T
∑

t=1

πt

)α T
∏

t=1

π
yt

t

×
Γ
(

∑T+1
t=1 βt + α0 +

∑T
t=1 y0t

)

Γ (βT+1 + α0)
∏T

t=1 Γ (βt + y0t)

(

1 −
T
∑

t=1

πt

)βT+1+α0−1

×

{

T
∏

t=1

π
βt+y0t−1
t

}

dπ

=
Γ
(

α +
∑T

t=1 yt

)

Γ(α)
∏T

t=1 yt!

Γ
(

∑T+1
t=1 βt + α0 +

∑T
t=1 y0t

)

Γ (βT+1 + α0)
∏T

t=1 Γ (βt + y0t)

×

∫ 1

0

(

1 −
T
∑

t=1

πt

)βT+1+α+α0−1 T
∏

t=1

π
βt+yt+y0t−1
t dπ

=
Γ
(

α +
∑T

t=1 yt

)

Γ(α)
∏T

t=1 yt!

Γ
(

∑T+1
t=1 βt + α0 +

∑T
t=1 y0t

)

Γ (βT+1 + α0)
∏T

t=1 Γ (βt + y0t)

×
(βT+1 + α + α0)

∏T
t=1 Γ (βt + yt + y0t)

Γ
(

∑T+1
t=1 βt +

∑T
t=1(yt + y0t) + α + α0

) .

Relación con la Distribución Poisson

Sea Y una variable aletoria con distribuión binomial negativa con ı́ndice
r y media µ (parámetro π = r/(r + µ), con r = 1, 2, . . ., µ > 0 y 0 < π < 1),
con función de masa de probabilidad

p(y) =

(

r + y − 1

r − 1

)(

r

r + µ

)r (
µ

r + µ

)y

=

(

r + y − 1

r − 1

)

π
r(1 − π)y

.

Si r → ∞ entonces Y tiene una distribución Poisson con media µ, con función
de densidad de probabilidad

p(y) = e
−µ

µ
y 1

y!
.
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Es decir,

p(y) =

(

r + y − 1

r − 1

)(

r

r + µ

)r (
µ

r + µ

)y

=

(

y−1
∏

j=0

(r + j)

)

1

y!

(

r

r + µ

)r (
1

r + µ

)y

µ
y

=

(

y−1
∏

j=0

r + j

r + µ

)

(

r

r + µ

)r (
1

r + µ

)y

µ
y 1

y!

=

(

y−1
∏

j=0

1 + j
r

1 + µ
r

)

(

1

1 + µ
r

)r (
1

r + µ

)y

µ
y 1

y!

→ e
−µ

µ
y 1

y!
cuando r → ∞,

esto es porque

ĺım
r→∞

(

y−1
∏

j=0

1 + j
r

1 + µ
r

)

= 1, ĺım
r→∞

(

1 +
x

r

)r

= e
x y ĺım

r→∞

(

1

r + µ

)y

= 1.

Por lo tanto la distribución Poisson es un caso especial de la distribución
binomial negativa.

B.4. Distribución Poisson-Gamma Multivaria-

da

Sea Y = (Y1, . . . , YT ) un vector aleatorio con distribución Poisson-gamma
multivariada con ı́ndice α > 0 y con vector de medias λ = (λ1, . . . , λT ). El
soporte de (Y1, . . . , YT ) es (y1, . . . , yT ) tales que yt es un entero no negativo,
con t = 1, . . . , T . La distribución Poisson-gamma está generada por una
mezcla de distribuciones Poisson independientes con una distribución gamma,
es decir,

Yt ∼ Poisson(yt|λtγ) con t = 1, . . . , T independientes,

γ ∼ Gamma(γ|α, β).



B.4. DISTRIBUCIÓN POISSON-GAMMA MULTIVARIADA 145

Su función de masa de probabilidad es

p (y1, . . . , yT )

=

∫ ∞

0

p(y1, . . . , yT |γ)p(γ)dγ

=

∫ ∞

0

(

T
∏

t=1

(γλt)
yt

yt!
exp {−γλt}

)

(

β
α

Γ(α)
γ

α−1 exp {−βγ}

)

dγ

=
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t=1 λ
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t
∏T

t=1 yt!

β
α

Γ(α)

∫ ∞

0

γ

PT
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{

−γ

(

T
∑
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)}

dγ

=

∏T
t=1 λ

yt

t
∏T

t=1 yt!

β
α

Γ(α)

Γ
(

∑T
t=1 yt + α

)

(

∑T
t=1 λt + β

)

PT
t=1 yt+α

=
Γ
(

∑T
t=1 yt + α

)

Γ(α)
∏T

t=1 yt!

(

β
∑T

t=1 λt + β

)α T
∏

t=1

(

λt
∑T

t=1 λt + β

)yt

.

Dos caracteŕısticas importantes de esta distribución son que las correla-
ciones entre los conteos yi son positivas y las varianzas son mayores que las
medias. Las medias, las varianzas y las correlaciones son

E[yt] = λt
α

β
, V ar[yt] = λtα

(β + λt)

β2
, Cov(yi, yj) = λiλj

α

β2
∀i 6= j.

Si α = β, la distribución Poisson-gamma multivariada se transforma en
una distribución multinomial negativa. Esta representación puede usarse pa-
ra simular y hacer inferencias Bayesianas sobre la distribución multinomial
negativa.



Apéndice C

Programas

Los siguientes programas fueron realizados por el Dr. Peter Congdon y se
encuentran disponibles en la página http://alpha.qmul.ac.uk/∼ugfa117/

o en la página http://www.geog.qmul.ac.uk/staff/congdon.html. Estos
programas se realizaron en el software WinBUGS, el cual es un software li-
bre y puede obtenerse de la página http://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/bugs/.
WinBUGS es un software especializado en la implementación de métodos de
Monte Carlo basados en cadenas de Markov; realizado para el análisis de una
gran variedad de modelos abordados desde el punto de vista Bayesiano.

C.1. Programa de Movilidad Social

Modelo
model {# INICIALES

# Factores para los orı́genes

u1[1] <- 0; for (i in 2:I) { u1[i] ∼ dnorm(0,0.01) }
# Factores para los destinos

u2[1] <- 0; for (i in 2:I) { u2[i] ∼ dnorm(0,0.01) }
# Factores para las diagonales

v1[1] <- 0; for (i in 2:I) { v1[i] ∼ dnorm(0,0.01) }
u ∼ dnorm(0,0.01);

v ∼ dnorm(0,0.01);

# MOVILIDAD PERFECTA

# for (i in 1:I) { for (j in 1:I) {
# m[i,j] ∼ dpois(mu[i,j]); log(mu[i,j]) <- u+u1[i]+u2[j]; }}
# MOVILIDAD CUASI-PERFECTA

for(i in 2:I) { for(j in 1:i-1) {
m[i,j] ∼ dpois(mu[i,j]); log(mu[i,j]) <- u+u1[i]+u2[j]; }}
for(i in 1:I-1) { for(j in i+1:I) {

147
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m[i,j] ∼ dpois(mu[i,j]); log(mu[i,j]) <- u+u1[i]+u2[j]; }}
for(i in 1:I) { m[i,i] ∼ dpois(mu[i,i]); log(mu[i,i]) <- v+v1[i]; }
# AJUSTE

for(i in 1:I) { for(j in 1:I) {
devG[i,j]<-m[i,j]*log((m[i,j]+0.5)/(mu[i,j]+0.5))-(m[i,j]-mu[i,j]);

devX[i,j] <- (m[i,j]-mu[i,j])*(m[i,j]-mu[i,j])/mu[i,j]; }}
G2 <- 2 * sum( devG[,] );

X2 <- sum( devX[,] )

}

Datos
list( m = structure(.Data = c(50, 45, 8, 18, 8, 28, 174, 84, 154, 55,

11, 78, 110, 23, 96, 14, 150, 185, 714, 447, 0, 42, 72, 320, 411),

.Dim = c(5,5)), I = 5)

Iniciales
list(u1=c(NA,1,1,1,1), u2=c(NA,1,1,1,1), v1=c(NA,1,1,1,1), u=1, v=1)

C.2. Programa Inter Sib Marriage

Modelo
model { # INICIALES

# Factores para la esposa

u1[1] <- 0; for (i in 2:I) { u1[i] ∼ dnorm(0,0.01) } # Iniciales

# Factores para el esposo

u2[1] <- 0; for (j in 2:J) { u2[j] ∼ dnorm(0,0.01) } # Iniciales

# Media

u ∼ dnorm(0,0.01);

# VEROSIMILITUD

# MODELO DE INDEPENDENCIA

for (i in 1:I) { for (j in 1:J) { m[i,j] ∼ dpois(mu[i,j]);

# mu con estructura de ceros donde delta=0

mu.r[i,j] <- delta[i,j]*mu[i,j];

# Modelo loglineal

log(mu[i,j]) <- delta[i,j]*(u + u1[i]+u2[j]);}}
# BONDAD DE AJUSTE

for (i in 1:I) { for (j in 1:I) {
devG[i,j]<-m[i,j]*log((m[i,j]+0.5)/(mu[i,j]+0.5))-(m[i,j]-mu[i,j]);

devX[i,j] <- (m[i,j]-mu[i,j])*(m[i,j]-mu[i,j])/mu[i,j]; } }
mu.r.sum <- sum(mu.r[,]);

G2 <- 2 * sum( devG[,] );

X2 <- sum( devX[,] )
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}

Datos
list(m=structure(.Data=c(NA, 5, 17, NA, 6, 5, NA, 0, 16, 2, NA, 2,

NA, 10, 11, 10, NA, NA, NA, 9, 6, 20, 8, 0, 1), .Dim=c(5,5)),

delta=structure(.Data=c(0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1,

1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1), .Dim=c(5,5)), I = 5, J = 5)

Iniciales
list(u1=c(NA,1,1,1,1), u2=c(NA,1,1,1,1), u=1)

C.3. Programa de Movilidad Social (conti-

nuación)

Modelo
CUASI-SIMETRIA

model { # INICIALES

# Factores para orı́genes/destinos:

u1[1] <- 0; for (i in 2:I) { u1[i] ∼ dnorm(0,0.001) }
u2[1] <- 0; for (i in 2:I) { u2[i] ∼ dnorm(0,0.001) }
# primer renglón

for (j in 1:I) { u12[1,j] <- 0 } # contraste primer estrato, esquina

# primer columna

for (i in 2:I) { u12[i,1] <- 0 }
# interacciones de la diagonal superior

for (i in 2:I-1) { for (j in i+1:I) { u12[i,j] ∼ dnorm(0,0.001); }}
# interacciones de la diagonal inferior

for (i in 3:I) { for (j in 2:i-1) { u12[i,j] <- u12[j,i]; }}
# diagonal principal

for (i in 2:I) { u12[i,i] ∼ dnorm(0,0.001); }
u ∼ dnorm(0,0.001);

# VEROSIMILITUD

for (i in 2:I) { for (j in 1:i-1) {
m[i,j] ∼ dpois(mu[i,j]);

log(mu[i,j]) <- u+u1[i]+u2[j]+u12[i,j] }}
for (i in 1:I-1) { for (j in i+1:I) {
m[i,j] ∼ dpois(mu[i,j]);

log(mu[i,j]) <- u+ u1[i]+u2[j]+u12[i,j] }}
for (i in 1:I) { m[i,i] ∼ dpois(mu[i,i]);

log(mu[i,i]) <- u + u1[i]+ u2[i]+u12[i,i];}
for (i in 1:I) { for (j in 1:I) {
devG[i,j]<-m[i,j]*log((m[i,j]+0.5)/(mu[i,j]+0.5))-(m[i,j]-mu[i,j]);
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devX[i,j] <- (m[i,j]-mu[i,j])*(m[i,j]-mu[i,j])/mu[i,j]; }}
# Devianzas

for (i in 1:I) { devG.r[i,i] <- 0; devX.r[i,i] <- 0;

for (j in 1:i-1) {
devG.r[i,j]<-m[i,j]*log((m[i,j]+0.5)/(mu[i,j]+0.5))-(m[i,j]-mu[i,j]);

devX.r[i,j] <- (m[i,j]-mu[i,j])*(m[i,j]-mu[i,j])/mu[i,j]; }
for(j in i+1:I){
devG.r[i,j]<-m[i,j]*log((m[i,j]+0.5)/(mu[i,j]+0.5))-(m[i,j]-mu[i,j]);

devX.r[i,j] <- (m[i,j]-mu[i,j])*(m[i,j]-mu[i,j])/mu[i,j]; }}
G2 <- 2*sum( devG[,] ); X2 <- sum( devX[,] );

G2.r <- 2*sum( devG.r[,] ); X2.r <- sum( devX.r[,] );

}

Modelo
# MOVILIDAD SOCIAL

model {# INICIALES

delta[1] <- 1; gamma[1] <- 1;beta[1] <- 1;alpha[1] <- 1;

for (i in 2:IM) { delta[i] ∼ dgamma(0.01,0.01) }
for (i in 2:I) { beta[i] ∼ dgamma(0.01,0.01);

alpha[i] ∼ dgamma(0.01,0.01);

gamma[i] ∼ dgamma(0.01,0.01); }
mu.d ∼ dgamma(0.01,0.01); mu.od ∼ dgamma(0.01,0.01);

# VEROSIMILITUD

for (i in 2:I) { for (j in 1:i-1) {
m[i,j] ∼ dpois(mu[i,j]);

mu[i,j] <- mu.d*alpha[i]*beta[j]*delta[i-j];}}
for (i in 1:I-1) { for (j in i+1:I) {
m[i,j] ∼ dpois(mu[i,j]);

mu[i,j] <- mu.d*alpha[i]*beta[j]*delta[j-i]; }}
for (i in 1:I) { m[i,i] ∼ dpois(mu[i,i]);

mu[i,i] <- mu.od*gamma[i]; }
# AJUSTE

for (i in 1:I) { for (j in 1:I) {
devG[i,j]<-m[i,j]*log((m[i,j]+0.5)/(mu[i,j]+0.5))-(m[i,j]-mu[i,j]);

devX[i,j] <- (m[i,j]-mu[i,j])*(m[i,j]-mu[i,j])/mu[i,j]; }}
G2 <- 2 * sum( devG[,] );

X2 <- sum( devX[,] )

}

Datos
# Datos para el modelo de cuasi-simetrı́a

list(m = structure(.Data=c(50, 45, 8, 18, 8, 28, 174, 84, 154, 55,

11, 78, 110, 223, 96, 14, 150, 185, 714, 447, 0, 42, 72, 320, 411),
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.Dim = c(5,5)), I=5)

# Datos para el modelo de movilidad social

list(m = structure(.Data=c(50, 45, 8, 18, 8, 28, 174, 84, 154, 55,

11, 78, 110, 223, 96, 14, 150, 185, 714, 447, 0, 42, 72, 320, 411),

.Dim = c(5,5)), I=5, IM=4)

Iniciales
# Iniciales para el modelo de cuasi-simetrı́a

list(u1=c(NA,1,1,1,1), u2=c(NA,1,1,1,1), u=0, u12=structure(.Data=

c(NA, NA, NA, NA, NA, NA, 0, 0, 0, 0, NA, NA, 0, 0, 0, NA, NA, NA,

0, 0, NA, NA, NA, NA, 0), .Dim = c(5,5)))

# Iniciales para el modelo de movilidad social

list(alpha = c(NA,0.9,0.7,2,1.2), beta = c(NA,0.7,0.5,1.6,1.3),

gamma = c(NA,1,1,1,1), delta = c(NA,0.6,0.27,0.084), mu.d=200,

mu.od=200)

C.4. Matched Pairs por Grupo de Sangre

Modelo
model { mu.g ∼ dnorm(0,0.001);

alpha[1] <- 0; gamma[1] <- 0;

for (i in 2:I) { alpha[i] ∼ dnorm(0,0.001)

gamma[i] ∼ dnorm(0,0.001) }
for (i in 1:I-1) { for (j in i+1:I) { delta[i,j] ∼ dnorm(0,0.001)

delta[j,i] <- delta[i,j]

log(mu[i,j]) <- mu.g + delta[i,j] + alpha[i]

log(mu[j,i]) <- mu.g + delta[j,i] + alpha[j] }}
for (i in 1:I) { log(mu[i,i]) <- mu.g+gamma[i]

psi[i] <- exp(alpha[i])

for ( j in 1:I) { m[i,j] ∼ dpois(mu[i,j]);

devG[i,j]<-m[i,j]*log((m[i,j]+0.5)/(mu[i,j]+0.5))-(m[i,j]-mu[i,j]) }}
tdev <- sum(devG[,])

}

Datos
list(I=4, m = structure(.Data = c(64, 18, 8, 3, 66, 74, 14, 6, 4, 2,

4, 2, 12, 10, 12, 2), .Dim = c(4,4)))

Iniciales
list(alpha=c(NA, 0, 0, 0), gamma=c(NA, 0, 0, 0))
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C.5. Frecuencia de Visita

Modelo
model {
for (k in 1:K) { prior.theta[k] <- 1 }
# Componentes Dirichlet

post.theta[1] <- sum(f[,])+prior.theta[1]

post.theta[2] <- sum(F[,])-sum(f[,])+prior.theta[2]

# Dirichlet

for (k in 1:K) { theta[k] <- theta.s[k]/sum(theta.s[]) }
theta.s[1] ∼ dgamma(post.theta[1],1)

theta.s[2] ∼ dgamma(post.theta[2],1)

# Dirichlet para alpha

for (i in 1:I) { alpha[i,1] <- xalpha.1[i]/sum(xalpha.1[1:I])

alpha[i,2] <- xalpha.2[i]/sum(xalpha.2[1:I])

xalpha.1[i] ∼ dgamma(post.alpha.1[i],1)

xalpha.2[i] ∼ dgamma(post.alpha.2[i],1) }
# Dirichlet for beta

for (j in 1:J) { beta[j,1] <- xbeta.1[j]/sum(xbeta.1[1:J])

beta[j,2] <- xbeta.2[j]/sum(xbeta.2[1:J])

xbeta.1[j] ∼ dgamma(post.beta.1[j],1)

xbeta.2[j] ∼ dgamma(post.beta.2[j],1) }
# actualiza los componentes Dirichlet para alpha y beta

for (i in 1:I){ prior.alpha.1[i] <- 1

prior.alpha.2[i] <- 1

post.alpha.1[i] <- sum(f[i,])+prior.alpha.1[i]

post.alpha.2[i] <- sum(F[i,])-sum(f[i,])+prior.alpha.2[i] }
for (j in 1:J){ prior.beta.1[j] <- 1

prior.beta.2[j] <- 1

post.beta.1[j] <- sum(f[,j])+prior.beta.1[j]

post.beta.2[j] <- sum(F[,j])-sum(f[,j])+prior.beta.2[j] }
# modelo de muestreo

for (i in 1:I) { for (j in 1:J) { f[i,j] ∼ dbin(s[i,j],F[i,j])

# probabilidades de las observaciones de la celda i,j de la clase 1

s[i,j] <- s.c[i,j,1]/sum(s.c[i,j,])

for (k in 1:K) { s.c[i,j,k] <- theta[k]*alpha[i,k]*beta[j,k] }}}
}

Datos

list(I=3, J=3, K=2, F = structure(.Data = c(43, 16, 3, 6, 11, 10, 9,

18, 16), .Dim = c(3,3)))
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Iniciales

list(f = structure(.Data = c(23,8,2,3,5,5,5,9,8), .Dim = c(3,3))

C.6. Clases de Estad́ıstica

Modelo
model { for (i in 1:2) { z[i] ∼ dnorm(mu[i],1)I(,gamma[1]) }
for (i in 3:26) { z[i] ∼ dnorm(mu[i],1) I(gamma[y[i]-1],gamma[y[i]])

}
for (i in 27:30) { z[i] ∼ dnorm(mu[i],1) I(gamma[4],) }
for (i in 1:30) { mu[i] <- b[1]+b[2]*(SATM[i]-mean(SATM[]))

LL[i] <- -0.5*pow(z[i]-mu[i],2)-0.5*log(6.28)

# residuales

r[i] <- z[i]-mu[i]

# datso latentes y categorı́as predictivas

znew[i] ∼ dnorm(mu[i],1)

ynew[i] <- step(gamma[1]-znew[i])

+ 2*step(znew[i]-gamma[1])*step(gamma[2]-znew[i])

+ 3*step(znew[i]-gamma[2])*step(gamma[3]-znew[i])

+ 4*step(znew[i]-gamma[3])*step(gamma[4]-znew[i])

+ 5*step(znew[i]-gamma[4])

Match[i] <- equals(ynew[i],y[i]) }
# total de concordancia

TMatch <- sum(Match[])/30

D <- -2*sum(LL[])

b[1] ∼ dnorm(0,0.0001)

b[2] ∼ dnorm(0,10)

gamma[1] <- 0

gamma[2] ∼ dnorm(1,0.1) I(min[2],max[2])

gamma[3] ∼ dnorm(2,0.1) I(min[3],max[3])

gamma[4] ∼ dnorm(3,0.1) I(min[4],max[4])

min[2] <- ranked(z[3:9],7); max[2] <- ranked(z[10:16],1)

min[3] <- ranked(z[10:16],7); max[3] <- ranked(z[17:26],1)

min[4] <- ranked(z[17:26],10); max[4] <- ranked(z[27:30],1) }

Iniciales
list(b = c(0,0), gamma = c(NA,1,2,3))

list(b = c(1.5,0.024), gamma = c(NA,1,2.2,3.6), z = c(-0.4, -1.1,

0.5, 0.6, 0.7, 0.4, 0.6, 0.5, 0.4, 1.7, 1.7, 1.6, 1.6, 1.7, 1.7,

1.8, 2.7, 2.8, 2.8, 2.6, 2.8, 2.9, 2.9, 2.8, 2.7, 2.7, 4.5, 4.5,
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5.1, 4.1))

Datos
y[ ] SATM[ ]; 1 557; 1 463; 2 525; 2 533; 2 582; 2 471; 2 557;

2 517; 2 488; 3 581; 3 572; 3 559; 3 543; 3 574; 3 582; 3 591;

4 545; 4 576; 4 576; 4 525; 4 574; 4 595; 4 584; 4 584; 4 563;

4 553; 5 609; 5 599; 5 649; 5 549; END

C.7. Multinomial Negativa

En este apartado se presentan algunos programas de simulación e inferencia
para datos con distribución multinomial negativa.

C.7.1. Simulación

La simulación de los datos se hizo utilizando el programa R. La simulación
se hizo a través de la distribución Poisson-gamma multivariada, es decir, utili-
zando una mezcla de variables independientes con distribución Poisson con una
distribución gamma.

Los datos que se generan son 1000 valores que provienen de una distribución
Poisson-gamma multivariada de dimensión 3, con ı́ndice r = 10, y vector de medias
λ = (5, 10, 15).

## Simulación Multinomial Negativa

## Simulación Poisson-Gamma

## Z ∼ Poisson(lambda*gama)

## gama ∼ Gamma(alpha,beta)

## Supuestos

n <- 1000

dimen <- 3

lambda <- c(5,10,15)

r <- 10

seed <- 1000000

## Números aleatorios

alpha <- r

beta <- r

theta <- array(1,dim=c(n,dimen))

z1 <- array(1,dim=c(n,dimen))

set.seed(seed)
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gama <- rgamma(n,shape=alpha,rate=beta)

for(i in 1:n){ for(j in 1:dimen){
theta[i,j] <- gama[i]*lambda[j]

}}
set.seed(seed)

for(i in 1:n){ for(j in 1:dimen){
z1[i,j] <- rpois(1,theta[i,j])

}}

## Gráficas

op <- par(mfrow=c(1,3))

for(k in 1:dimen){
maxz <- max(z1[,k])

z <- seq(0,maxz,by=1)

probz <- dnbinom(z,size=r,mu=lambda[k])

hist(z1[,k],prob=TRUE,right=FALSE,breaks=c(0:maxz))

lines(z+0.5,probz,col=\blue",type=\o")

}

C.7.2. Inferencia

Para hacer inferencia de datos con distribución binomial negativa y multino-
mial negativa se realizaron programas de simulación usando el programa Win-
BUGS. Los datos utilizados en los ejemplos se generaron por medio del programa
realizado en R presentado anteriormente. Se presentan distintos programas debido
a que la inferencia se puede realizar a través de distintas aproximaciones.

Distribución Binomial Negativa

Se simularon 50 datos de una distribución binomial negativa con ı́ndice r = 5
y parámetro p = 0.75. Se realizaron 4 modelos en el programa WinBUGS para
obtener la inferencia de los datos debido a que este cálculo se puede hacer por
medio de diferentes aproximaciones.

## Datos: números aleatorios con distribución BinNeg(5,0.75)

list(y=c(18, 17, 22, 11, 3, 29, 13, 7, 15, 23, 19, 17, 7, 13, 11, 18,

21, 12, 9, 7, 5, 7, 18, 26, 12, 4, 10, 6, 14, 23, 16, 21, 13, 8, 27,

19, 13, 24, 26, 10, 28, 2, 14, 4, 12, 14, 5, 20, 19, 20), K=50, r=5)

Modelo 1:

y ∼ BinNeg(r, π).
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Iniciales:
π ∼ Beta(1, 1).

## Modelo 1

model{
## Familia paramétrica (verosimilitud)

for(k in 1:K){ y[k] ∼ dnegbin(pic,r) }
## Distribución inicial

pic <- 1-pi

pi ∼ dbeta(1,1)

## Predicción

y.new ∼ dnegbin(pic,r)

}

## Iniciales

list(pi=0.75,y.new=1)

Modelo 2:

y ∼ Poisson(γλ)

γ ∼ Gamma(r, 1).

Iniciales:
λ =

π

1 − π
, π ∼ Beta(1, 1).

## Modelo 2

model{
## Familia paramétrica (verosimilitud)

for(k in 1:K){
y[k] ∼ dpois(theta[k])

theta[k] <- gamma[k]*lambda

gamma[k] ∼ dgamma(r,1)

}
## Distribución inicial

lambda <- (pi)/(1-pi)

pi ∼ dbeta(1,1)

## Predicción

y.new ∼ dpois(theta.new)

theta.new <- gamma.new*lambda

gamma.new ∼ dgamma(r,1)

}
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## Iniciales

list(pi=0.75, y.new=1, gamma.new=1, gamma=c(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1))

Modelo 3:

y ∼ Poisson(θ)

θ ∼ Gamma(r, β).

Iniciales:

β =
1 − π

π
, π ∼ Beta(1, 1).

## Modelo 3

model{
## Familia paramétrica (verosimilitud)

for(k in 1:K){
y[k] ∼ dpois(theta[k])

theta[k] ∼ dgamma(r,be)

} ## Distribución inicial

be <- (1-pi)/pi

pi ∼ dbeta(1,1)

## Predicción

y.new ∼ dpois(theta.new)

theta.new ∼ dgamma(r,be)

}

## Iniciales

list(pi=0.75, y.new=1, theta.new=1, theta=c(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,1))

Modelo 4:

y ∼ Poisson(γλ)

γ ∼ Gamma(r, β).

Iniciales:

π =
λ

λ + β
, λ ∼ Gamma(1, 1), β ∼ Gamma(1, 1).

## Modelo 4
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model{
## Familia paramétrica (verosimilitud)

for(k in 1:K){
y[k] ∼ dpois(theta[k])

theta[k] <- gamma[k]*lambda

gamma[k] ∼ dgamma(r,be)

}
## Distribución inicial

pi <- lambda/(lambda+be)

lambda ∼ dgamma(1,1)

be ∼ dgamma(1,1)

## Predicción

y.new ∼ dpois(theta.new)

theta.new <- gamma.new*lambda

gamma.new ∼ dgamma(r,be)

}

## Iniciales

list(lambda=1, be=1, y.new=1, gamma.new=1, gamma=c(1, 1, 1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1))

Distribución Multinomial Negativa

Se simularon 99 muestras de una distribución multinomial negativa con vector
de medias (5,10,15) e ı́ndice α = 10. Se realizaron 2 modelos en WinBUGS para
hacer la inferencia de los datos mediante dos aproximaciones diferentes.

## Datos

## Multinomial negativa, media=(5,10,15), indice=10

list(T=3,K=99, alpha=10, beta=1, a=c(1,1,1,1))

y[,1]=c(3, 9, 6, 5, 5, 8, 4, 5, 4, 3, 4, 7, 4, 3, 6, 4, 7, 3, 3, 7,

2, 10, 6, 8, 6, 4, 5, 5, 4, 7, 7, 3, 6, 8, 8, 2, 16, 2, 3, 8, 1, 9,

6, 2, 5, 4, 3, 3, 1, 8, 2, 3, 2, 5, 5, 1, 3, 8, 5, 6, 7, 6, 2, 6, 4,

9, 0, 3, 5, 1, 9, 8, 3, 3, 5, 11, 5, 3, 6, 2, 3, 7, 4, 8, 7, 8, 2,

8, 7, 2, 6, 2, 9, 2, 6, 1, 4, 4, 7, 1)

y[,2]=c(6, 7, 7, 7, 6, 6, 11, 13, 14, 10, 15, 16, 16, 10, 8, 6, 8,

18, 14, 17, 4, 7, 14, 10, 8, 10, 16, 7, 14, 7, 14, 7, 21, 8, 14, 5,

16, 7, 14, 5, 2, 19, 13, 9, 17, 8, 7, 3, 11, 9, 14, 7, 6, 4, 9, 11,

7, 4, 5, 10, 18, 12, 9, 17, 12, 13, 8, 4, 10, 5, 16, 12, 7, 7, 8,

11, 9, 7, 12, 4, 10, 23, 6, 11, 13, 13, 11, 8, 8, 2, 16, 6, 7, 4,

12, 7, 5, 8, 8, 7)

y[,3]=(9, 15, 26, 17, 12, 11, 12, 13, 18, 16, 10, 8, 23, 12, 11, 7,



C.7. MULTINOMIAL NEGATIVA 159

23, 21, 8, 19, 11, 18, 23, 27, 13, 12, 15, 13, 22, 19, 21, 9, 12,

16, 24, 9, 12, 11, 12, 9, 9, 22, 14, 12, 27, 25, 8, 18, 9, 13, 14,

7, 12, 19, 13, 10, 24, 12, 10, 8, 19, 17, 10, 15, 21, 16, 13, 14,

16, 5, 21, 25, 16, 11, 13, 21, 19, 11, 12, 10, 14, 22, 10, 15, 23,

26, 18, 17, 9, 9, 24, 6, 18, 9, 14, 9, 21, 11, 20, 7)

Modelo 1:

yt ∼ Poisson(γλt) t = 1, . . . , T

γ ∼ Gamma(α, β).

Iniciales:

λt =
βπt

1 −
∑T

i=1 πi

,

πc
t ∼ Beta(aa[t], bb[t]), aa[t] = a[t], bb[t] =

T+1
∑

i=t+1

ai,

πt = πc
t ∗

(

1 −
t
∑

i=1

πi

)

t = 2, . . . , T, π1 = πc
1, πT+1 = 1 −

T
∑

t=1

πt.

## Modelo 1

model{
## Familia paramétrica (verosimilitud)

for(k in 1:K){
for(t in 1:T){
y[k,t] ∼ dpois(theta[k,t])

theta[k,t] <- gamma[k]*lambda[t]

}
gamma[k] ∼ dgamma(alpha,beta)

}
## Distribución inicial

for(t in 1:T){
lambda[t] <- beta*pi[t]/(1-sum(pi[1:T]))

}
pi[T+1] <- 1-sum(pi[1:T])

for(i in 1:T){
pip[i] ∼ dbeta(aa[i],bb[i])

aa[i] <- a[i]

bb[i] <- sum(a[i:T])+a[T+1]-a[i]

}
for(j in 2:T){
pi[j] <- pip[j]*(1-sum(pi[1:j-1]))
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}
pi[1] <- pip[1]

## Predicción

for(t in 1:T){
y.new[t] ∼ dpois(theta.new[t])

theta.new[t] <- gamma.new*lambda[t]

}
gamma.new ∼ dgamma(alpha,beta)

}

## Datos

## Multinomial negativa, media=(5,10,15), indice=10

list(T=3, K=99, alpha=10, beta=1, a=c(1,1,1,1)) # Datos

## Iniciales

list(pip=c(0.33,0.33,0.34), y.new=c(1,1,1), gamma.new=1, gamma=c(1,

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1, 1, 1))

Modelo 2:

yt ∼ Poisson(γλt) t = 1, . . . , T

γ ∼ Gamma(α, β).

Iniciales:

πt =
λt

∑T
i=1 λi + β

πT+1 =
β

∑T
i=1 λi + β

λt ∼ Gamma(1, 1) β ∼ Gamma(1, 1)

## Modelo

model{
## Familia paramétrica (verosimilitud)

for(k in 1:K){
for(t in 1:T){
y[k,t] ∼ dpois(theta[k,t])

theta[k,t] <- gamma[k]*lambda[t]

}
gamma[k] ∼ dgamma(alpha,beta)
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}
## Distribución inicial

for(t in 1:T){
pi[t] <- lambda[t]/(sum(lambda[])+beta)

lambda[t] ∼ dgamma(1,1)

}
beta ∼ dgamma(1,1)

pi[T+1] <- beta/(sum(lambda[])+beta)

## Predicción

for(t in 1:T){
y.new[t] ∼ dpois(theta.new[t])

theta.new[t] <- gamma.new*lambda[t]

}
gamma.new ∼ dgamma(alpha,beta)

}

## Datos

## Multinomial negativa, media=(5,10,15), indice=10

list(T=3,K=99,alpha=10) # Datos

## Iniciales

list(lambda=c(1,1,1), beta=1, y.new=c(1,1,1), gamma.new=1, gamma=c(1,

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1, 1, 1))
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