
Neevia docConverter 5.1



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



Dedicatoria

Dedico esta tesis a mi madre Maŕıa Dolores Rodŕıguez Alcantar y a mi
padre Asunción Peinado Bobadilla.

iii

Neevia docConverter 5.1



Agradecimientos

Agradezco a mi asesor el Prof. Alfonso Mondragón Ballesteros por ha-
berme propuesto este excelente, interesante y emocionante tema de tesis de
doctorado.

A mis asesores Alfonso Mondragón Ballesteros y Myriam Mondragón Ceba-
llos por todas las discusiones que ayudaron a enriquecer mis conocimientos
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Resumen

En esta tesis se hizo un estudio teórico sistemático de la fenomenoloǵıa de
masas y mezclas de neutrinos y leptones cargados. Se obtuvieron predicciones
precisas para los valores de los ángulos de mezcla θ23 y θ13 en función de las masas
de los leptones cargados en buen acuerdo con las medidas experimentales más
recientes. También se calcularon las tasas de ramificación de procesos que ocurren
por intercambio de corrientes neutras que cambian el sabor, tales como µ → eγ y
µ → 3e, aśı como la contribución del intercambio de escalares neutros a la anomaĺıa
del momento magnético del muón.

Este estudio se efectuó en el marco teórico de la extensión mı́nima S3 invarian-

te del modelo Estándar. Extendimos el sector de Higgs agregando dos dobletes de

SU(2)L y haciendo a la teoŕıa invariante respecto de las permutaciones del sabor.

En el sector leptónico se impuso una simetŕıa Z2 adicional con lo que el número de

parámetros libres de la teoŕıa se redujo drasticamente. Hicimos una comparación

sistemática de nuestros resultados con la datos experimentales, y encontramos que

nuestros resultados y predicciones teóricas están en excelente acuerdo con los datos

experimentales más recientes.

Abstract

In this thesis we made a systematical theoretical study of the phenomenology of
masses and mixings of neutrinos and charged leptons. We obtained precise predic-
tions for the values of the mixing angles θ23 and θ13 as functions of the charged
lepton masses in good agreement with the most recent experimental values. We
also computed the branching ratios of lepton flavour violating processes, such as
µ → eγ and µ → 3e, as well as the contribution of the exange of flavour changing
scalars to the anomaly of the muon’s magnetic moment.

This study was made in the framework of a minimal S3 invariant extension of

the Standard Model. We extended the Higgs sector by adding two SU(2)L dou-

blets and making the theory invariant under flavour permutations. In the leptonic

sector an extra symmetry Z2 was imposed and the number of free parameters in

the theory was reduced drastically. We made the sistematical comparison of our

theoretical results with the experimental data, we found the results reported in

this work are in excellent agreement with the most recent experimental data.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Las interacciones de norma de las part́ıculas elementales están bien descri-
tas por el grupo de norma del Modelo Estándar, SU(3)C×SU(2)L×U(1)Y [1].
Por otro lado, las propiedades fundamentales de los fermiones como la cuan-
tización de la carga se pueden explicar en el marco de una teoŕıa de Gran
Unificación (GUTs) como SU(5) [2]. Supersimetŕıa, la simetŕıa fundamen-
tal que relaciona bosones con fermiones, es el tercer ingrediente de muchos
modelos. Sin embargo, no hay un modelo que explique de manera exitosa, la
existencia de tres generaciones de fermiones, la jerarqúıa observada entre los
fermiones cargados y el hecho de que los quarks tengan ángulos de mezcla
pequeños mientras que en el caso de los leptones dos de los ángulos de mezcla
son grandes. Además, en el caso de los neutrinos, los datos experimentales se
describen bien por patrones de mezcla muy particulares, como es el caso de
la simetŕıa µ− τ [3–8] en donde sin2 θ23 = 1/2 y θ13 = 0 ó el de la forma tri-
bimáxima [9, 10] en donde además de los dos valores anteriores se tiene que
sin2 θ12 = 1/3. Ésto debe tener, o creemos que debe tener, una explicación
que no se encuentra en el Modelo Estándar y que debe corresponder a f́ısica
más fundamental. Nosotros nos preguntamos hasta donde una simetŕıa del
sabor que actúa sobre las tres generaciones de fermiones podŕıa o no explicar
el origen de los patrones de mezcla de quarks y leptones.

En el Modelo Estándar hay sólo un bosón de Higgs, el cual es un doblete
de SU(2) débil. Si impusieramos una simetŕıa del sabor, éste podŕıa ser
asignado a una representación de singlete del grupo del sabor. Aśı, cuando se
rompe la simetŕıa de norma solamente las part́ıculas de la tercera generación
adquiriŕıan masa. Esto suponiendo que las part́ıculas de la tercera generación
pertenecen a la representación irreducible de singlete del grupo del sabor.

1
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2 Introducción

Para estar de acuerdo con la fenomenoloǵıa observada tenemos dos opciones,
una es romper expĺıcitamente la simetŕıa del sabor y la otra es extender el
sector de Higgs de tal manera que los bosones de Higgs extra se acoplen a
todos los fermiones respetando la simetŕıa del sabor [11]. A. Mondragón y
E. Rodŕıguez-Jauregui estudiaron el caso en que la simetŕıa S3 del sabor se
rompe expĺıcitamente para generar las masas de las otras dos generaciones y
explicar aśı la jerarqúıa de las masas de los quarks y las mezclas de éstos [12–
19]. La segunda opción es extender el sector de Higgs tal como se hizo en [11].

Desarrollaremos esta tesis en el marco teórico de una extensión mı́nima
del Modelo Estándar, en el cual se ha puesto como grupo del sabor al grupo
no-Abeliano más pequeño, esto es el grupo de permutaciones de tres objetos
S3 [11]. Con el objetivo de no romper la simetŕıa del sabor expĺıcitamente,
hemos extendido el sector de Higgs introduciendo tres bosones de Higgs,
dobletes de SU(2) en la representación reducible 1s ⊕ 2 del grupo S3 del
sabor. Con lo cual, una vez rota la simetŕıa de norma, se generan tanto
las masas como las mezclas de los quarks y de los leptones. Los resultados
presentados en esta tesis fueron publicados en [20–24].

La tesis está estructurada como sigue: En el caṕıtulo 2, se presenta bre-
vemente el Modelo Estándar. En el caṕıtulo 3, damos las razones por las
cuales elegimos el grupo de sabor S3. En el caṕıtulo 4, explicamos la exten-
sión mı́nima S3 invariante del Modelo Estándar y calculamos las matrices de
masas de los fermiones. En el caṕıtulo 5, se analiza el potencial de Higgs más
general invariante del grupo del sabor S3 y se calculan las matrices de masa
de los bosones de Higgs. En el caṕıtulo 6, se introduce una simetŕıa Z2 en el
sector leptónico, lo cual nos permite reparametrizar las matrices de masa de
los leptones en función de las masa de éstos y de las fases de Dirac solamente.
En el caṕıtulo 7 se analizan las masas y las mezclas de los neutrinos en este
modelo aśı como la desviación de nuestra predicción teórica de la matriz de
mezclas del patrón de mezclas tri-bimáximo. En el caṕıtulo 8 se calculan las
tasas de ramificación de los procesos que ocurren v́ıa corrientes neutras que
cambian el sabor leptónico aśı como la contribución de estas corrientes al mo-
mento magnético anómalo del muón. Por último en el caṕıtulo 9 hacemos un
resumen de los resultados obtenidos en este trabajo y damos una perspectiva
sobre el desarrollo futuro del campo.
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Caṕıtulo 2

El Modelo Estándar

2.1. Interacciones electro-débiles y fuertes

El Modelo Estándar (ME) de las part́ıculas elementales [1] es una teoŕıa
consistente, renormalizable y calculable dentro de las limitantes técnicas, que
a excepción de las masas y las mezclas de los neutrinos, explica exitosamente
los fenómenos conocidos de la f́ısica de las part́ıculas elementales. La estruc-
tura del ME es, de cierto modo, una generalización de la electrodinámica
cuántica (QED) ya que ésta es una teoŕıa de campo renormalizable basada
en una simetŕıa de norma local U(1). La generalización consiste en exten-
der la invariancia de norma de la electrodinámica a un grupo de norma más
grande.

El grupo de norma del ME GME es

GME = SU(3)C × SU(2)L × U(1)Y (2.1)

en donde el grupo SU(3)C es el que explica las interacciones fuertes mientras
que SU(2)L × U(1)Y explica las interacciones electrodébiles de una manera
unificada. Además de la extensión del grupo de norma, el Modelo Estándar
contiene el mecanismo de Higgs el cual es el responsable de la generación de
las masas en la teoŕıa.

A diferencia de las interacciones electromagnéticas en las que el alcance
de la interacción es infinito, las interacciones débiles son de corto alcance;
ésto se debe a que los bosones intermediarios de las interacciones débiles
tienen masas del orden de 80 GeV.

3
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4 El Modelo Estándar

2.2. Contenido de materia del Modelo Estándar

En el Modelo Estándar hay tres generaciones ó “familias” de fermiones
ψi, i = 1, 2, 3, donde i es el ı́ndice de familia. Las familias se numeran
en orden jerárquico de acuerdo a su masa. La primer familia está formada
aśı por los fermiones mas ligeros:

�
νe
e

� �
u
d

�

. (2.2)

El Modelo Estándar para una familia es una teoŕıa completamente autocon-
tenida y es autoconsistente. Sin embargo, en la naturaleza se observan otras
dos familias más pesadas,

�
νµ
µ

� �
c
s

�

y

�
ντ
τ

� �
t
b

�

, (2.3)

las cuales son idénticas a las part́ıculas de la primer familia excepto por su
masa.

Los campos fermiónicos ψ se describen por sus componentes de quiralidad
derecha ψR e izquierda ψL

ψL,R =

�
1± γ5

2

�

ψ, ψ̄L,R = ψ̄

�
1∓ γ5

2

�

. (2.4)

En el Modelo Estándar, los fermiones izquierdos y derechos tienen propie-
dades de transformación diferentes bajo el grupo de norma y cada una de
las tres generaciones de fermiones está constituida por cinco representaciones
diferentes del grupo de norma del Modelo Estándar:

QI
Li(3, 2)+1/6, uI

Ri(3, 1)+2/3, dI
Ri(3, 1)−1/3, LI

Li(1, 2)−1/2, l IRi(1, 1)−1.(2.5)

En esta notación, el supeŕındice I denota los eigenestados de interacción; los
sub́ındices L y R denotan quiralidad izquierda y derecha respectivamente;
i = 1, 2, 3 es el ı́ndice de sabor o de familias; los términos dentro del parénte-
sis indican las propiedades de transformación para cada fermión bajo los
grupos SU(3)C y SU(2)L respectivamente; el sub́ındice del paréntesis es la
hiper-carga Y = Qem − T3 del fermión correspondiente. Las interacciones de
norma del Modelo Estándar no distinguen entre las diferentes generaciones
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2.3. LA LAGRANGIANA DEL MODELO ESTÁNDAR 5

o familias; la magnitud de la interacción de norma depende de los números
cuánticos pero no del ı́ndice de sabor i.

En el Modelo Estándar hay además un campo escalar, φ que se transforma
bajo SU(2)L como un doblete, llamado bosón de Higgs

φ(1, 2)+1/2, (2.6)

este campo es un singlete de SU(3) y tiene hiper-carga +1/2. El bosón de
Higgs se acopla a todos los fermiones y es el responsable de generar las masa a
las part́ıculas del Modelo Estándar -leptones, quarks y los bosones de norma
W± y Z.

2.3. La Lagrangiana del Modelo Estándar

La Lagrangiana del Modelo Estándar se obtiene de la invariancia de nor-
ma bajo el grupo GME de la Ec. (2.1) y da lugar a una teoŕıa renormali-
zable [25]. La Lagrangiana completa del Modelo Estándar es la suma de la
enerǵıa cinética de los campos de norma denotada por Lkn, la enerǵıa cinética
de los fermiones Lkf , el término de los acoplamientos de Yukawa denotada
como LY y finalmente la enerǵıa cinética y el potencial del campo de Higgs
denotados por LH .

L = Lkn + Lkf + LY + LH . (2.7)

La invariancia de norma del segundo término de esta expresión bajo el gru-
po de norma SU(3)C ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)Y se obtiene en los términos de la
enerǵıa cinética, cuando la derivada ordinaria se reemplaza por la derivada
covariante,

Dµ = ∂µ + igsG
µ
aλ

a + igAµ
bT

b + ig�BµY

2
. (2.8)

En esta expresión, Gµ
a(X) son los ocho campos de los gluones, Aµ

b (X) son
los tres bosones intermediarios de la interacción débil y Bµ(X) es el bosón
de la hiper-carga. Las matrices λa son los generadores del grupo SU(3)C de
las interacciones fuertes y se pueden representar con las matrices de Gell-
Mann en el caso de tripletes; Tb son los generadores del grupo SU(2)L y se
representan con las matrices de Pauli σb/2 de dimensión 2 × 2; finalmente
tenemos las cargas Y del grupo U(1)Y .
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6 El Modelo Estándar

El primer término de la Ec. (2.7) es la enerǵıa cinética de los campos de
norma

Lkn = −
1

4
FµνF

µν −
1

4
BµνB

µν −
1

4
GµνG

µν . (2.9)

Los tensores de norma antisimétricos construidos a partir de los campos de
norma, son los siguientes:

F µν
a = ∂µAν

a − ∂νAµ
a + g�abcA

b
µA

c
ν

Bµν = ∂µBν − ∂νBµ

Ga
µν = ∂µG

a
ν − ∂νG

a
µ + gsf

abcGa
µG

c
ν , (2.10)

en estas expresiones, F a
µν son los tensores de norma antisimétricos construidos

a partir de los campos de norma Aa
µ(X), correspondientes a los tres gene-

radores de SU(2); �abc son las constantes de estructura del grupo SU(2) y
coinciden con el tensor �abc completamente antisimétrico de Levi-Civita; Bµν

son los tensores de norma antisimétricos construidos a partir de los campos
de norma Bµ(X) asociados con U(1); Ga

µν son los tensores de norma anti-
simétricos construidos a partir de los ocho campos Ga

µ(X) de los gluones,
correspondientes a los ocho generadores de SU(3); f abc son las constantes de
estructura del grupo SU(3).

2.4. Generación de las masas por el mecanis-

mo de Higgs

Los términos bilineales en los campos fermiónicos no son invariantes de
norma, y es por ésto que no es posible incluirlos en la Lagrangiana del. En
el Modelo Estándar y en todas las teoŕıas de norma se resuelve este pro-
blema agregando a la Lagrangiana el término LH que genera la dinámica
que producirá el rompimiento espontáneo de la simetŕıa SU(2)L × U(1)Y ,
conocido como el mecanismo de Higgs del rompimiento espontáneo de la si-
metŕıa de norma. La Lagrangiana LH = (DµΦ)† DµΦ − V

�
Φ†Φ

�
de Higgs

está dada por el principio de invariancia de norma y el requisito de re-
normalizabilidad. En el Modelo Estándar hay doce bosones de norma re-
lacionados a la simetŕıa de norma SU(3)C × SU(2)L × U(1)Y y un so-
lo escalar de Higgs relacionado al rompimiento espontáneo de la simetŕıa
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2.4. GENERACIÓN DE LAS MASAS POR EL MECANISMO DE HIGGS7

SU(3)C ×SU(2)L×U(1)Y → SU(3)C ×U(1)(EM). El campo escalar comple-
jo, doblete de SU(2), lo escribimos como

Φ =

�
φ+

φ0

�

. (2.11)

La parte de la Lagrangiana de Higgs que contiene los acoplamientos de Higgs
con los bosones de norma se escribe como,

LH = (DµΦ)† DµΦ− V
�
Φ†Φ

�
, (2.12)

en donde el potencial V
�
Φ†Φ

�
, tiene los auto-acoplamientos del Higgs y es

invariante bajo SU(2)⊗U(1) y de SU(3), contiene a lo más términos cuárticos
en φ, para garantizar la renormalizabilidad de la teoŕıa:

V
�
Φ†Φ

�
= −µ2

�
Φ†Φ

�
+ λ

�
Φ†Φ

�2
. (2.13)

De manera análoga a la electrodinámica se introduce la derivada covariante
para obtener la invariancia de norma bajo SU(2)L × U(1)Y ,

Dµ = ∂µ −
i

2
gτAµ −

i

2
g�Y Bµ, (2.14)

ésta contiene los términos de acoplamiento de los bosones de norma con el
campo de Higgs. La Hermiticidad de LH de la Ec. (2.12) implica que los
parámetros µ2 y λ sean reales. La Lagrangiana LH , Ec. (2.12), respeta P , C,
y T .

El rompimiento espontáneo de la simetŕıa de norma GME → SU(3)C ×
U(1)EM se induce si el mı́nimo de V se obtiene para valores de Φ entre estados
del vaćıo no nulos; esto es

�Φ� =

�
0
1√
2
v

�

, (2.15)

en donde v =
�

µ2/λ es real y positivo.
En la figura 2.1 se muestra el potencial de Higgs antes y después del

rompimiento de la simetŕıa de norma. Si tomamos en cuenta que la masa del
bosón W viene dada por

MW =
1
√
2
g�v (2.16)

se obtiene que
v = 246 GeV. (2.17)
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8 El Modelo Estándar

Figura 2.1: Potencial de Higgs antes y despues del rompimiento espontáneo
de la simetŕıa de norma.

2.5. Acoplamientos de Yukawa y violación de

CP

La Lagrangiana de Yukawa, LY , es la suma de los términos que acoplan
el campo de Higgs con los campos de los quarks y los leptones. En la Lagran-
giana de Yukawa, las condiciones de la renormalizabilidad y la invariancia de
norma dan las constricciones más débiles y hay muchas posibilidades para
las interacciones permitidas en la teoŕıa.

En la representación de interacción las interacciones de norma son dia-
gonales y universales en el sentido de que son descritas por una constante
de acoplamiento de norma por cada factor en GME : gs, g y g�. En esta
representación, los eigenestados de interacción no tienen acoplamientos de
norma entre fermiones de diferentes generaciones y no hay mezclas entre los
fermiones de sabor diferente. Sin embargo, en el caso general las interaccio-
nes de Yukawa no son diagonales en esta representación. Por lo tanto en la
representación débil los acoplamientos de Yukawa involucran fermiones de
diferentes generaciones y, consecuentemente, los eigenestados de interacción
se mezclan y no tienen masas definidas. El término de la Lagrangiana de
Yukawa invariante de norma para una sola familia de fermiones está dado
por la siguiente expresión:

LY = −
�
ν̄e ē

�
L,1

Y l

11φ

�
νe
e

�

R,1

−
�
ū d̄

�
L,1

Y u
11φ̃

�
u
d

�

R,1
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2.6. MASAS DE LOS NEUTRINOS 9

−
�
ū d̄

�
L,1

Y d
11φ

�
u
d

�

R,1

+ h.c., (2.18)

en donde φ̃ = iτ2φ
∗ y las Y u,d,l son conocidas como acoplamientos de Yukawa

en analoǵıa con las constantes del acoplamiento pión-nucleón en la vieja teoŕıa
de Yukawa.

En el caso general de varias familias, las masas son reales, los acopla-
mientos de Yukawa Y u, Y d y Y l son matrices complejas1. En el caso de tres
o más familias, esta parte de la Lagrangiana puede dar lugar a la violación
de CP. Mas aún, toda la violación de CP en el modelo electrodébil se ori-
gina en este sector. Una explicación de por qué la violación de CP en este
sector se relaciona con acoplamientos de Yukawa complejos se puede ver de
la Hermiticidad de la Lagrangiana, ya que los diferentes términos de la Ec.
(2.18) para tres familias de fermiones se pueden asociar en pares de la forma
siguiente:

Yijψ̄LiφψRj + Y ∗
ijψ̄Rjφ

†ψLi, (2.19)

en esta expresión el ı́ndice i o j repetido no implica suma. La acción del
operador de CP intercambia los operadores

ψ̄LiφψRj ↔ ψ̄Rjφ
†ψLi, (2.20)

pero deja los coeficientes Yij y Y ∗
ij invariantes. Esto significa que CP es una

simetŕıa del sector de Yukawa del Modelo Estándar si y sólo si Yij = Y ∗
ij con

i �= j. Se viola CP en el Modelo Estándar, si y sólo si [26]:

Y f
ij �= Y ∗f

ij y Im
�
det

�
Sd, Su

��
�= 0. (2.21)

en donde para matrices de Yukawa Hermitianas Su,d = Y u,d y para matrices
de Yukawa no-Hermitianas Su,d = Y u,dY u,d†.

Las interacciones de Yukawa son la fuente de las masas de los fermiones
y la única fuente de violación de CP del Modelo Estándar.

2.6. Masas de los Neutrinos

En el Modelo Estándar, los neutrinos no tienen masa, por lo que para
incluir en la teoŕıa masas de neutrinos, el Modelo Estándar debe ser extendido

1Normalmente se supone que son Hermitianas
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10 El Modelo Estándar

a una teoŕıa más completa. De los fermiones masivos del Modelo Estándar el
que tiene la menor masa es el electrón, la cual es por lo menos cinco órdenes
de magnitud mayor que las masas de los neutrinos [27], esto según las cotas
cosmológicas superiores más recientes.

En el Modelo Estándar una vez que se introducen las componentes dere-
chas de los neutrinos se pueden incluir tanto las masas como las mezclas de
los neutrinos en completa analoǵıa con los quarks. La Lagrangiana de Yu-
kawa para los neutrinos se obtiene agregando la componente derecha de los
neutrinos y la conservación del número leptónico. En este caso tendŕıamos
neutrinos de Dirac.

2.7. Masas de Dirac

Las masas de Dirac para los neutrinos pueden ser generados al igual que
para los quarks y los leptones cargados, por el mismo mecanismo de Higgs,
lo único que necesita ser agregado al Modelo Estándar son las componentes
derechas de los neutrinos, NR, las cuales como dijimos antes son singletes
bajo el grupo de norma del Modelo Estándar. El término de masa de Dirac
es entonces de la forma

−LD = mD ν ν = mDν̄LNR + h.c. (2.22)

en donde análogamente al caso de los quarks y los leptones cargados la masa
de los neutrinos es mD = hν�φ

0� = hν
ν√
2
, en donde hν es el acoplamiento

de Yukawa del neutrino. La matriz de mezcla de los neutrinos en este caso
es completamente análoga a la matriz de CKM. La cota superior para las
masas de los neutrinos, mν

<∼ 1 eV, implica que el acoplamiento de Yukawa
del neutrino es tal que hν < 10−11, el cual es extremadamente pequeño en
comparación con el acoplamiento del quark top ht = O(1), y también menor
al acoplamiento del electrón, he− ∼ 10−5.

Si queremos explicar las masas de los neutrinos con este mecanismo, nos
metemos en el problema de explicar el por qué los acoplamientos de Yukawa
para los neutrinos son tantos ordenes de magnitud menores a los acoplamien-
tos de Yukawa del resto de los fermiones, por lo que el modo más natural
de obtener masas pequeñas para los neutrinos es el mecanismo del subibaja
(see-saw) el cual se explicará más adelante.
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2.8. MASAS DE MAJORANA 11

2.8. Masas de Majorana

Majorana descubrio en 1937 que un fermión neutro con masa, como el
neutrino puede ser descrito por un espinor el cual tiene solo dos componentes
independientes [28], imponiendo aśı la llamada condición de Majorana

ψ = ψc (2.23)

en donde ψc = Cψ̄T = Cγ0Tψ∗ es la operación de conjugación de carexquega,
con la matriz de conjugación de carga, C, definida por la relación CγµTC−1 =
−γµ, C† = C−1, CT = −C. Como Cγ5TC−1 = γ5 y γ5γµ + γµγ5 = 0, se tiene

PL ψc
L = 0 , PL ψc

R = ψc
R , PR ψc

L = ψc
L , PR ψc

R = 0 . (2.24)

En otras palabras, ψc
L es derecha y ψc

R es izquierda.
Descomponiendo la condición de Majorana (2.23) en componentes izquier-

da y derecha, ψL+ψR = ψc
L+ψc

R, y actuando en ambos lados de la ecuación
con el operador proyector derecho PR, se obtiene

ψR = ψc
L . (2.25)

De este modo, la componente derecha, ψR, del campo del neutrino de Majo-
rana ψ no es independientes, y está relacionado con la componente izquierda
ψL a través de la conjugación de carga. El campo de Majorana se puede
escribir como

ψ = ψL + ψc
L . (2.26)

Usando la constricción (2.25) en el termino de masa (2.22), se obtiene el
término de masa de Majorana

LM = −
1

2
mM

�
ψc

L ψL + ψL ψc
L

�
, (2.27)

en donde el factor 1/2 se pone para no tener doble conteo debido a los grados
de libertad de los neutrinos de Majorana.

2.9. El Mecanismo del subibaja (see-saw)

Los neutrinos tienen carga eléctrica cero lo cual nos permite explicar
algunas de sus inusuales propiedades. Los neutrinos pueden ser part́ıculas de
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12 El Modelo Estándar

Dirac o de Majorana. Si los neutrinos son part́ıculas de Majorana entonces
éstos tienen masas de Majorana. Las componentes derechas de los neutrinos,
si existen, son singletes de SU(3)C×SU(2)L×U(1)Y , por lo que sus masas no
están protegidas por las simetŕıa y por lo tanto pueden ser grandes: MR �
vEW , en donde vEW es la escala electrodébil.

Debido a que los neutrinos no tienen carga eléctrica tenemos dos posibles
explicaciones para las masas de éstos, ya que pueden ser part́ıculas de Dirac
en cuyo caso estaŕıamos en un caso análogo al de los quarks ó pueden ser
part́ıculas de Majorana en cuyo caso haremos uso del mecanismo del subibaja
(see-saw).

El mecanismo del subibaja (see-saw), explota el hecho de que los neutri-
nos no tienen carga eléctrica, si incluimos las componentes derechas de los
neutrinos, además de tener la Lagrangiana de Dirac de los neutrinos, también
se puede incluir masas de Majorana sin violar ninguna de las simetŕıas del
Modelo Estándar debido a que estos términos seŕıan singletes de GME. El
término de Majorana se escribe como

LMajorana = −
1

2
νT
RC

−1MRνR + h.c. (2.28)

Si combinamos los términos de masa de Dirac y de Majorana, se obtiene la
siguiente Lagrangiana

Lνmass =
1

2
ωT

LC
−1MD+MωL + h.c.

en donde MD+M es

MD+M =

�
0 mD

mT
D MR

�

(2.29)

y

ωL =

�
νL

C(ν̄R)
T

�

. (2.30)

Para encontrar la expresión de la matriz de masa de los neutrinos ligeros se
supone una jerarqúıa en los elementos de la matriz MD+M , esto es mD �
mR siendo mD,R las escalas de mD y MR; más precisamente: el eigenvalor

más grande de
�
m†

DmD es mucho menor que el eigenvalor más pequeño de
�

M †
RMR. Se puede demostrar que la matriz de los neutrinos ligeros se puede

escribir como [29–32]
mν ≈ −mDM−1

R mT
D (2.31)
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2.9. EL MECANISMO DEL SUBIBAJA (SEE-SAW) 13

Figura 2.2: mecanismo del subibaja

mientras que la matriz de los neutrinos pesados se escribe como

MR ≈ MR (2.32)

en donde las correcciones a éstas están suprimidas por potencias de (mD/MR)
2.

Ésto se ilustra en la figura (2.2). En el subibaja más simple para tres genera-
ciones con tres neutrinos ligeros y tres neutrinos pesados son (si las matrices
son diagonales)

m2

D1

M1

,
m2

D2

M2

,
m2

D3

M3

, M1, M2 y M3, (2.33)

en donde mDi y Mi son los eigenvalores de las matrices mD y M respectiva-
mente.

A este mecanismo se le conoce como see-saw tipo I. Hay otros mecanis-
mo del subibaja en los cuales se introducen tripletes de SU(2) los cuales
adquieren VEV’s pero no los trataremos en esta tesis.

Es importante hacer notar que si los neutrinos son part́ıculas de Majorana,
la condición de Majorana (2.23) implica que neutrino y anti-neutrino son
la misma part́ıcula. Esto trae como consecuencia que la fenomenoloǵıa de
neutrinos de Dirac sea distinta a la de neutrinos de Majorana, de aqúı la
importancia de encontrar una forma de saber de que tipo son los neutrinos.

La forma más prometedora de encontrar que tipo de part́ıcula son los
neutrinos es el decaimiento doble beta sin neutrinos, 0ν2β, ya que en caso
de observarse este proceso seŕıa la prueba de que los neutrinos son part́ıculas
de Majorana.
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14 El Modelo Estándar

Neutrinos estériles

El experimento LSND [33], sugiere la existencia de al menos un neutrino
estéril a la escala de eV para poder acomodar la señal observada además de
las oscilaciones solares y atmosféricas. Sin embargo después de los resultados
de MiniBooNE [34] el esquema de un neutrino estéril está prácticamente
excluido y el esquema más favorable de oscilaciones con neutrinos estériles
es el (3+2) [35].

El ancho de decaimiento del bosón Z, indica que hay tres especies de
neutrinos, ya que de acuerdo con al LEP la Nµ = 2.984 ± 0.008. Por lo
que se puede concluir que a enerǵıas menores a la escala electrodébil no hay
mas neutrinos activos. Sin embargo, esto no excluye la posibilidad de tener
neutrinos estériles ligeros, los cuales son part́ıculas como los otros neutrinos
en todos los aspectos tales como masas, mezclas, etc., excepto que estos
no tienen interacción débil. Una clase de estos neutrinos estériles son los
compañeros derechos de los neutrinos, los cuales participan en el mecanismo
del subibaja.

A pesar de que normalmente los neutrinos derechos de Majorana se supo-
nen muy pesados, hay escenarios del mecanismo del subibaja como el “sin-
gular see-saw” [36] en el cuales se pueden tener dos neutrinos derechos muy
pesados y un neutrino derecho de masa nula, el cual puede adquirir masa
mediante correcciones radiativas.

2.10. Violación de CP en los leptones

En el sector leptónico, la condición de violación de CP esencialmente es
la misma que para el sector de quarks, sin embargo, si los neutrinos son de
Majorana aparecen en la teoŕıa nuevas fases que violan CP. La condición
de violación de CP es que el invariante de Jarlskog sea distinto de cero. El
invariante de Jarlskog para el sector leptónico se escribe como el determinante
del conmutador de las matrices de masas (cuadradas)2 como [26,37]

J =
i

2

det(C)

f(L)f(N)
, (2.34)

2El invariante de Jarlskog se define con matrices Hermitianas por lo que si las matrices

son complejas como es el caso necesitamos construirlo con las matrices cuadradas.
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2.11. CORRIENTES CARGADAS Y MATRICES DE MEZCLA 15

en donde f(L) y f(N) son funciones de las masas de los leptones cargados y
de los neutrinos respectivamente,

f(L) = (m2
τ −m2

µ)(m
2
µ −m2

e)(m
2
e −m2

τ )
f(N) = (m2

ντ −m2
νµ)(m

2
νµ −m2

νe)(m
2
νe −m2

ντ )
(2.35)

y C es el conmutador
C = [SN , Sl] (2.36)

en donde
Sl = MlM

†
l (2.37)

y

SN =

�
MνM

†
ν Para neutrinos de Dirac

M †
νMν Para neutrinos de Majorana

(2.38)

En estas expresiones Ml y Mν son las matrices de masa de los leptones
cargados y de los neutrinos respectivamente.

2.11. Corrientes cargadas y Matrices de Mez-

cla

En el Modelo Estándar sólo las interacciones débiles violan CP, aśı que
los términos de la enerǵıa cinética Lkf de los fermiones son interesantes para
estudios de violación de CP ya que incluyen a las corrientes de los fermiones
en interacción con los campos de norma del grupo SU(2)× U(1).
La derivada covariante electrodébil,DµψL,R, (ver ecuación (2.14)) actuando
sobre los campos fermiónicos está dada por:

DµψL,R =

�

∂µ + igTL,RAµ +
ig

�

2
YL,RBµ

�

ψL,R, (2.39)

donde TL,R y 1
2
YL,R son los generadores de SU(2) y U(1) respectivamente.

Las relaciones de conmutación de los generadores de SU(2) son:

�
T a
L,R, T

b
L,R

�
= i�abcT

c
L,R a, b, c = 1, 2, 3. (2.40)

El generador Q de la carga eléctrica, e, está dado por

Q = T 3 +
Y

2
. (2.41)
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16 El Modelo Estándar

El acoplamiento de los fermiones de la primera familia a los bosones de norma
se deriva directamente del término siguiente:

Lkf =
�
ū d̄

�
L
γµ

�

∂µ − igT ·Aµ +
ig

�

2
YBµ

��
u
d

�

L

+
�
ν̄e ē

�
L
γµ

�

∂µ − igT ·Aµ +
ig

�

2
Bµ

��
νe
e

�

L

+ ūRγ
µ

�

∂µ −
ig

�

2
YBµ

�

uR + d̄Rγ
µ

�

∂µ −
ig

�

2
YBµ

�

dR

+ ēRγ
µ

�

∂µ −
ig

�

2
YBµ

�

eR. (2.42)

En esta expresión se deben tomar los siguientes valores para la hiper-
carga: Y (LL) = −12, Y (QL) =

1
3
, Y (uR) =

4
3
, Y (dR) = −3

3
, Y (lR) = −2.

Es precisamente en este término donde aparecen las corrientes de quarks y
leptones. Si hacemos las operaciones indicadas, recordamos que T ·Aµ =�3

1 TiA
i
µ y sustituimos los valores de las hiper-cargas, podemos reescribir

esta Lagrangiana de la siguiente forma:

Lkf =
�
ū d̄

�
L
iγµ∂µ

�
u
d

�

L

+
�
ν̄e ē

�
L
iγµ∂µ

�
νe
e

�

L

+ ēRiγ
µ∂µeR + ūRiγ

µ∂µuR + d̄Riγ
µ∂µdR

+
�
gJ1

µA
µ
1 + gJ2

µA
µ
2

�
+

�

gJ3
µA

µ
3 +

g
�

2
JY
µ Bµ

�

, (2.43)

aqúı hemos denotado a las corrientes cargadas de quarks y leptones como J1
µ

y J2
µ y a las corrientes neutras las denotamos como J3

µ y JY
µ ; en función de

los campos se expresan de la siguiente manera:

Jµ
1 = ν̄e

Lγ
µeL + ēLγ

µνe
L + ūLγ

µdL + d̄Lγ
µuL

Jµ
2 = −iν̄e

Lγ
µeL + iēLγ

µνe
L − iūLγ

µdL + id̄Lγ
µuL

Jµ
3 = ν̄e

Lγ
µνe

L − ēLγ
µeL + ūLγ

µuL − d̄Lγ
µdL

Jµ
Y =

1

3

�
ū d̄

�
L
γµ

�
u
d

�

L

−
�
ν̄e ē

�
L
γµ

�
νe
e

�

L

− 2ēRγ
µeR + ūRγ

µuR −
2

3
d̄Rγ

µdR. (2.44)

En la ausencia de términos de masa la Lagrangiana del Modelo Estándar es
quiral, esto es, componentes derechas ψR e izquierdas ψL de los campos no
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se mezclan, aśı que en el ĺımite quiral sólo hay interacciones vectoriales y
vectorial-axial. Sin embargo, cuando se rompe espontáneamente la simetŕıa
de norma GME las interacciones de Yukawa dan origen a las masas de los
fermiones, y los términos de masa rompen la simetŕıa de la Lagrangiana
mezclando las diferentes componentes quirales de los campos.

2.12. Matrices de Mezcla

Una vez rota la simetŕıa de norma, SU(2)⊗U(1) → U �(1), los fermiones de
Dirac - quarks, leptones cargados y neutrinos de Dirac - adquieren masa v́ıa el
mecanismo de Higgs. Como los acoplamientos de Yukawa no son diagonales
en la base de interacción, las matrices de masa en la base de interacción
tampoco son diagonales, esto es, los términos de masas de Dirac se escriben
como

LMass = d̄I
LiM

d
ijd

I
Rj + ū

I
LiM

u
iju

I
Rj + l̄ ILiM

l

ijl
I
Rj + ν̄I

LiM
ν
ijN

I
Rj + h.c., (2.45)

en donde las matricesMf son complejas de tres por tres y no diagonales. En
la base de las interacciones los fermiones no son eigenestados de masa por
lo que los términos de masa acoplan en una misma familia a fermiones de
distinta generación. Sin embargo, nosotros podemos irnos a la base en que
las masas son diagonales mediante transformaciones bi-unitarias, ésto es

ψ̄f
LU

†f
LU

f
LM

fU†f
RU

f
Rψf

R = ψ̄
�f
LM

f
diagψ

�f
R, (2.46)

en donde Mf
diag es una matriz diagonal y real cuyos elementos en la dia-

gonal son asociados a las masas de los fermiones. Estas transformaciones
bi-unitarias, llevan a los fermiones a la base de las masas,

ψ
�f
(L,R),i =

�
Uf

(L,R)

�

ij
ψf
(L,R),j, f = u, d, e, (2.47)

en el caso de los neutrinos esto depende si son de Dirac, en cuyo caso seŕıa
igual que para los leptones cargados y los quarks, ó si son de Majorana, en
cuyo caso seŕıa distinto. En el caso de los neutrinos de Majorana, los neutri-
nos ligeros son los neutrinos izquierdos, y adquieren masa v́ıa el mecanismo
del see-saw, ver ecuación (2.31), y la matriz de masa de los neutrinos de
Majorana,

mν = −mDM−1mT
D (2.48)
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es en general una matriz simétrica compleja por lo que se diagonaliza me-
diante la transformación

(V ν
L )

TmνV
ν
L = mdiag

ν (2.49)

y con esto los neutrinos izquierdos de Majorana en la base de las masas se
escriben como

νM
L = (V ν

L )
†νν

L, (2.50)

en donde el super ı́ndice M indica que está en la base de las masas.
El término de la Lagrangiana que contiene las masas de Majorana para

los neutrinos izquierdos en la representación de las masas se escribe como

Lν
mass =

1

2
(νM

L )TC†mdiag
ν νM

L , (2.51)

en donde C es la matriz de conjugación de carga.
Cuando se habla de los campos F́ısicos siempre pensamos en los campos

que tienen masa bien definida. Si reescribimos la Lagrangiana del Modelo
Estándar en la base de las masas para los fermiones, las únicas que transfor-
man de una manera no trivial, son las corrientes cargadas, ya que contienen
acoplamientos entre las distintas familias, y en éstas está también la informa-
ción sobre la violación de CP, el término de las corrientes cargadas se expresa
en la base de las masas como

Lfis
W± = g√

2
ūLiγ

µ
�
Uu

LU
d†
L

�

ij
dLjW

+
µ

+ g√
2
γµ l̄Lj

�
Uν†

L
l

L

�

ij
νLjW

+
µ + h.c.

(2.52)

en esta expresión la matriz de mezclas de los neutrinos U y V son matrices
unitarias de 3× 3.

Es claro que las corrientes cargadas sólo afectan a las partes izquierdas de
los campos por lo que si los neutrinos son de Dirac o Majorana las expresiones
para las matrices de mezcla no cambiaran. Las matrices de mezcla se definen
entonces como

VCKM = Uu
LU

d†
L y UPMNS = Vν

LU
l†
L , (2.53)

en donde CKM es por Cabibbo-Kobayashi-Maskawa y PMNS por Pontecorvo-
Maki-Nakagawa-Sakata.
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2.12. MATRICES DE MEZCLA 19

Si los neutrinos son part́ıculas de Majorana, la matriz de mezclas se define
como

VPMNS = UPMNSK K = diag(1, eiα, eiβ), (2.54)

en donde la matriz K es la matriz de fases de Majorana. Estas fases aparecen
debido a que tres fases se pueden remover de la matriz de mezclas haciendo un
refasamiento en los campos de los leptones cargados, sin embargo no podemos
quitar las otras fases haciendo un refasamiento en los campos de los neutrinos
de Majorana, ya que estos campos no son invariantes ante refasamientos.
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Caṕıtulo 3

Simetŕıas del Sabor

A pesar de su destacado éxito en explicar prácticamente todos los experi-
mentos terrestres a enerǵıas de laboratorio, el Modelo Estándar no explica la
razón de que haya tres familias de fermiones. Las masas y ángulos de mezclas
de los quarks y leptones son parámetros libres que deben ser introducidos a
mano. Una manera de constreñir la estructura de las generaciones, reducir
el número de parámetros libres y predecir algunas relaciones entre masas
y ángulos de mezcla, es aumentar la simetŕıa de la teoŕıa añadiendo una
simetŕıa “horizontal” o de “sabor”, la cual actúa en el espacio de sabor.

La motivación de tomar una simetŕıa de sabor es que en el Modelo
Estándar, antes del rompimiento de la simetŕıa de norma, no hay diferen-
cia alguna entre las tres generaciones y una simetŕıa del sabor hace posible
una explicación natural de ésto. Por ejemplo, nosotros podemos permutar
una generación con otra y la Lagrangiana queda invariante. Una vez rota
la simetŕıa de norma, la única distinción entre generaciones es que tienen
diferentes masas.

Además de las posibles extensiones del Modelo Estándar que pretenden
explicar los patrones de masas y mezclas de los fermiones, el imponer una si-
metŕıa del sabor es posiblemente la más conservadora. Nosotros encontramos
que es posible explicar tanto los ángulos de mezcla pequeños de los quarks
como los ángulos de mezcla grandes de los neutrinos extendiendo el sector
de Higgs e imponiendo una simetŕıa del sabor. Los ángulos de mezcla pe-
queños de los quarks salen debido a la jerarqúıa de las masas de los quarks
y la simetŕıa permutacional del sabor S3, mientras que los ángulos de mez-
cla grande para los neutrinos se debe al juego entre la simetŕıa del sabor, la
jerarqúıa de las masas de los leptones cargados y el mecanismo del subibaja.

21
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3.1. ¿Simetŕıas Abelianas o no-Abelianas?

Las simetŕıas Abelianas son aquellas en que los elementos del grupo con-
mutan, AB=BA, tal como U(1). Se ha demostrado que estas simetŕıas son
capaces de explicar la jerarqúıa observada de las masas de los fermiones, si
las cargas de las tres generaciones se escogen apropiadamente. Esta idea fue
propuesta por Froggatt y Nielsen en 1979 [38]. Sin embargo, estas simetŕıas
no dan una explicación de la existencia de las tres generaciones y tampoco
pueden predecir los patrones de las mezclas de los quarks y neutrinos debi-
do a que las representaciones irreducibles de los grupos Abelianos son todas
uni-dimensionales. Mientras que las simetŕıas no-Abelianas, en las cuales los
elementos del grupo no conmutan en general, AB �= BA, tienen representa-
ciones irreducibles de más de una dimensión, por lo que tanto la jerarqúıa
de las masas de los fermiones y los patrones en las mezclas de los mismos
se puede explicar. Por ésto, nosotros nos inclinamos por usar simetŕıas no-
Abelianas.

3.2. ¿Simetŕıas continuas o discretas?

La siguiente pregunta que surge de manera natural es ¿Qué tipo de si-
metŕıa imponer: continua ó discreta? Una simetŕıa continua es aquella, que
como su nombre lo indica, las transformaciones son funciones continuas de
los parámetros, por ejemplo las rotaciones o las traslaciones. Como ejemplo
de transformaciones discretas tenemos las reflexiones, o las rotaciones de los
vertices de un triángulo equilátero. El escoger una simetŕıa discreta o una
simetŕıa continua como simetŕıa del sabor, tiene dos implicaciones fuertes: a)
en el caso de un rompimiento espontáneo de la simetŕıa, las simetŕıas con-
tinuas dan origen a la aparición de bosones de Goldstone, mientras que las
simetŕıas discretas no lo hacen, y b) los grupos discretos tienen varias repre-
sentaciones de dimensión pequeña, las cuales son apropiadas para describir
las tres generaciones de fermiones, mientras que en los grupos continuos tales
como SO(3) o SU(3), se tiene un número infinito de posibilidades.

Por estas razones nos inclinamos por los grupos no-Abelianos discretos.
Como además no se observa una simetŕıa del sabor intacta a bajas enerǵıas,
ésta debe de estar rota. Por lo tanto debemos especificar la escala del rom-
pimiento de esta simetŕıa y como se rompe, ya sea expĺıcitamente, es decir
incluyendo términos en la Lagrangiana que no respeten la simetŕıa ó es-
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pontáneamente, es decir mediante campos escalares que adquieren VEV’s. Si
no queremos meter otra escala de enerǵıa en la teoŕıa, la simetŕıa del sabor
se rompe a la escala electrodébil junto con el grupo de norma del Modelo
Estándar.

Hay en la literatura muchas extensiones del Modelo Estándar basadas en
simetŕıas del sabor con grupos discretos no-Abelianos, por ejemplo los más
populares son, el grupo A4 [39–56] el cual es el grupo de permutaciones pares
de cuatro objetos, el grupo de permutaciones de tres objetos S3 [10, 11, 20–
24, 57–92]. Otros grupos que han sido estudiados son los grupos diédricos
Dn [93–104] aśı como el grupo de permutaciones de cuatro objetos S4 [105–
116].

El que nosotros hemos elegido es el grupo de permutaciones de tres obje-
tos, S3, debido a que es el grupo discreto no-Abeliano más pequeño y tiene
dos representaciones irreducibles de una dimensión y una representación irre-
ducible de dos dimensiones. Además, antes del rompimiento de la simetŕıa
de norma, la Lagrangiana del Modelo Estándar es invariante ante permuta-
ciones de los fermiones de una misma familia, por lo cual las permutaciones
son una simetŕıa natural del Modelo Estándar antes del rompimiento de la
simetŕıa de norma. Como tenemos representaciones de singlete y doblete po-
demos poner a la part́ıcula de la tercera generación en la representación de
singlete y a las otras dos generaciones, las ligeras, en el doblete, de esta forma
se acomoda naturalmente la jerarqúıa de masa.

Los receta a seguir para construir la Lagrangiana invariante ante el grupo
del sabor que elegimos es la siguiente:

Una vez que elegimos el grupo, que en nuestro caso es el S3, escribi-
mos sus posibles representaciones. El grupo de permutaciones tiene dos
representaciones unidimensionales,

1S simétrica,

1A anti-simétrica,

y un doblete 2.

Ahora que tenemos las representaciones, escribimos los posibles pro-
ductos de éstas. En el siguiente caṕıtulo se mostrará expĺıcitamente el
producto de las representaciones irreducibles del grupo S3.
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Asignamos los campos fermiónicos a las representaciones irreducibles
que elijamos. En nuestro caso las acomodamos en la representación re-
ducible 2⊕1S. Si queremos tener una Lagrangiana invariante del grupo
de sabor y simultáneamente, generar las mezclas observadas debemos
tener más dobletes de Higgs los cuales asignamos también a representa-
ciones del grupo del sabor. En este caso nosotros tenemos tres dobletes
de SU(2) de Higgs los cuales asignamos también a la representación
2⊕ 1S del grupo del sabor.

De acuerdo con la elección que hicimos para las representaciones irre-
ducibles, la estructura de Yukawa de la teoŕıa está restringida. Debido
a que los bosones de Higgs adquieren valores de expectación en el vaćıo,
VEV’s, las matrices de masas de fermiones de Dirac, leptones y quarks,
tendrán una sola forma dada.

Debido a que tenemos más dobletes de SU(2) de Higgs los cuales están
acoplados a todos los campos fermionicos, tendremos procesos que vio-
lan el sabor, FCNC, las cuales se deben calcular para estar seguros que
están abajo de las cotas superiores experimentales.
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Caṕıtulo 4

La Extensión Mı́nima

S3-Invariante del Modelo

Estándar

Una simetŕıa del sabor o simetŕıa horizontal, es una simetŕıa que actúa en
el espacio del sabor. Para poder explicar tanto las masas como las mezclas de
quarks, leptones cargados y neutrinos, la simetŕıa del sabor se debe romper
debido a que el bosón de Higgs solo puede ser un singlete ante el grupo del
sabor y por ende solo las part́ıculas de la tercera generación adquieren masa.

Si queremos imponer una simetŕıa del sabor sin romperla expĺıcitamente
debemos necesariamente extender el sector de Higgs. Esto quiere decir que
necesitamos incluir mas bosones de Higgs con el objeto de dar masa a las
part́ıculas de las otras dos generaciones y generar las mezclas.

4.1. Como extender la teoŕıa mas allá del Mo-

delo Estándar

Nosotros hemos optado por extender el sector de Higgs ya que es la única
part́ıcula del Modelo Estándar que no se ha encontrado experimentalmente.
En esta extensión imponemos a S3 como una simetŕıa fundamental en el
sector de materia de la teoŕıa. Esta suposición nos lleva necesariamente a
extender el concepto de sabor y generaciones al sector de Higgs de la teoŕıa.
A partir de aqúı y haciendo referencia a las representaciones irreducibles de
S3, agregamos, además del bosón de Higgs en las representaciones de doblete

25
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de SU(2)L y singlete de S3, otros dos bosones de Higgs en las representaciones
de dobletes de SU(2)L los cuales sólo pueden estar en las dos componentes de
la representación de doblete de S3. De este modo, todos los campos materiales
en la Extensión Mı́nima S3−Invariante del Modelo Standard, a saber, campos
de Higgs, de quarks, de leptones cargados y neutrinos, incluyendo los campos
de los neutrinos derechos, están en la representación tridimensional 1S ⊕ 2

del grupo permutacional S3.
El sector leptónico de la teoŕıa fue, además, constreñido por una simetŕıa

Abeliana Z2. Encontramos que la simetŕıa Z2 ⊗ S3 predice la mezcla tri-
bimáxima y una jerarqúıa de masas invertida de los neutrinos izquierdos en
buen acuerdo con el experimento.

Para ver en que forma nuestros resultados son compatibles con los datos
experimentales y que nuestras predicciones sobre los ángulos de mezcla de
los neutrinos son solo funciones de las masas de los leptones cargados (las
cuales están bien determinadas experimentalmente) y de las masas de los
neutrinos, reparametrizamos las matrices de masas de los leptones cargados
y de los neutrinos [20] y calculamos la matriz de mezclas de los neutrinos,
UPMNS, y con ésta los ángulos de mezcla de los neutrinos, aśı como las fases de
Majorana como función de las masas de los leptones cargados y los neutrinos
en acuerdo excelente con los resultados experimentales más recientes [20].

En el Modelo Estándar las corrientes neutras que cambian el sabor a ni-
vel arbol están suprimidas por el mecanismo de Glashow-Iliopoulos-Maiani
(GIM) [117], sin embargo, si el sector de Higgs es extendido, las matrices de
Yukawa por lo general no son diagonales en la base de las masas por lo que
hay acoplamientos de dos fermiones con distinto sabor con los Higgses esca-
lares, los cuales dan origen a procesos que violan el sabor. En la extensión
mı́nima del ME, obtuvimos expresiones expĺıcitas para las matrices de los
acoplamientos de Yukawa del sector leptónico como funciones de las masas
de los leptones cargados y de los bosones de Higgs neutros, lo cual nos permi-
tió calcular las tasas de ramificación (branching ratios) de algunos procesos
mediados por las corrientes neutras que cambian el sabor (FCNC) en térmi-
nos de las masas de los bosones de Higgs neutros y los leptones cargados [21].
Nuestros resultados demuestran que, en la Extensión Mı́nima S3−Invariante
del Modelo Estándar, la muy pronunciada jerarqúıa de las masas de los lep-
tones cargados suprime fuertemente los procesos mediados por las corrientes
neutras que cambian el sabor (FCNC), de tal modo que sus valores están
muchos ordenes de magnitud por abajo de las cotas superiores obtenidas de
los experimentos.
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⊗ 1S 1A 2

1S 1S 1A 2

1A 1A 1S 2

2 2 2 1A ⊕ 1S ⊕ 2

Tabla 4.1: Descomposición de productos tensoriales de dos representaciones
irreducibles en representaciones irreducibles.

El momento magnético del muón, recibe una contribución debido al in-
tercambio de bosones neutros que cambian el sabor. El cálculo de esta con-
tribución en la Extensión Mı́nima S3−Invariante del Modelo Estándar, nos
dió una contribución máxima posible pequeña pero no despreciable del 6 %
de la discrepancia entre los datos experimentales y la predicción del Modelo
Estándar.

4.2. El grupo de permutaciones de tres obje-

tos S3

En el Modelo Estándar, los fermiones análogos en las diferentes genera-
ciones tienen acoplamientos completamente idénticos a todos los bosones de
norma de las interacciones fuertes, débiles y electromagnéticas. Antes de la
introducción del bosón de Higgs y de los términos de Yukawa, la Lagrangiana
es quiral e invariante con respecto de cualquier permutación de los campos
fermiónicos izquierdos y derechos.

El grupo cuyos elementos son las seis permutaciones posibles de tres ob-
jetos (f1, f2, f3) es el grupo S3. El grupo S3 es el grupo discreto, no-Abeliano,
con el número más pequeño posible de elementos. Las representaciones reales,
tridimensionales de S3 no son irreducibles. Se pueden descomponer en la su-
ma directa de dos representaciones irreducibles, un doblete fD y un singlete
fs, en las que

fS =
1
√

3
(f1 + f2 + f3) fTD =

� 1
√

2
(f1 − f2),

1
√

6
(f1 + f2 − 2f3)

�
. (4.1)

El producto tensorial de dos dobletes pTD =
�
pD1, pD2

�
y qD =

�
qD1, qD2

�

contiene dos singletes, rS y rS� , y un doblete rD =
�
rD1, rD2

�
, en los que
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rS = pD1qD1 + pD2qD2 , rS� = pD1qD2 − pD2qD1, (4.2)

rTD = (rD1, rD2) = (pD1qD2 + pD2qD1, pD1qD1 − pD2qD2). (4.3)

Nótese que rS� no es un invariante de S3, en tanto que rS si lo es.

4.3. Lagrangiana de Yukawa en la extensión

mı́nima S3-invariante del ME

Después de la breve introducción a S3 dada antes, es directo extender
el Modelo Estándar. Además del campo de Higgs del Modelo Estándar Hs,
introducimos un par de Higgses en un doblete de S3.

Los campos de los quarks, leptones cargados, neutrinos y bosones de Higgs
son

QT = (uL, dL) , uR , dR , L
T = (νL, eL) , eR , νR , H, (4.4)

en una notación obvia. Todos estos campos tienen tres especies, y podemos
suponer que cada uno de ellos forma una representación reducible 1S ⊕ 2 de
S3.

Los dobletes llevan ı́ndices de mayúsculas I, J que corren de 1 a 2, y
los singletes se denotan por Q3, u3R, d3R, L3, e3R, ν3R y HS. Note que el
sub́ındice 3 no significa tercera generación y se refiere a singlete de S3 .

La Lagrangiana de Yukawa invariante ante el grupo del sabor S3 se puede
construir formando los singletes del grupo mediante el producto de tres repre-
sentaciones irreducibles, para lo cual hacemos uso de las reglas de productos
de representaciones irreducibles.

Por ejemplo, el producto de tres singletes

1s ⊗ 1s ⊗ 1s

es claramente un singlete, de igual forma podemos formar un singlete con el
producto de dos dobletes y al multiplicar éste con otro singlete formamos un
singlete,

[2 ⊗ 2]s ⊗ 1s,

y por último del producto de tres dobletes también se forma un singlete,

[2 ⊗ 2 ⊗ 2]s .
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Con ésto se obtienen los invariantes ante el grupo de permutaciones de
tres objetos, el más simple es el producto de tres singletes, ésto es por ejemplo
para los leptones cargados

L3HSe3R. (4.5)

Las interacciones de Yukawa renormalizables más generales están dadas
por

LY = LYD
+ LYU

+ LYE
+ LYν

, (4.6)

en las que

LYD
= −Y d

1 QIHSdIR − Y d
3 Q3HSd3R

− Y d
2 [ QIκIJH1dJR +QIηIJH2dJR ]

− Y d
4 Q3HIdIR − Y d

5 QIHId3R + h.c., (4.7)

LYU
= −Y u

1 QI(iσ2)H∗
SuIR − Y u

3 Q3(iσ2)H∗
Su3R

− Y u
2 [ QIκIJ(iσ2)H∗

1uJR +QIηIJ(iσ2)H∗
2uJR ]

− Y u
4 Q3(iσ2)H∗

IuIR − Y u
5 QI(iσ2)H∗

Iu3R + h.c., (4.8)

LYE
= −Y e

1 LIHSeIR − Y e
3 L3HSe3R

− Y e
2 [ LIκIJH1eJR + LIηIJH2eJR ]

− Y e
4 L3HIeIR − Y e

5 LIHIe3R + h.c., (4.9)

LYν
= −Y ν

1 LI(iσ2)H∗
SνIR − Y ν

3 L3(iσ2)H∗
Sν3R

− Y ν
2 [ LIκIJ(iσ2)H∗

1νJR + LIηIJ(iσ2)H∗
2νJR ]

− Y ν
4 L3(iσ2)H∗

I νIR − Y ν
5 LI(iσ2)H∗

I ν3R + h.c., (4.10)

y

κ =

�
0 1
1 0

�

and η =

�
1 0
0 −1

�

. (4.11)

En las ecuaciones (4.7-4.10), los términos se desglosan de la siguiente
manera:

1. El término proporcional a Y f
1 viene del producto del doblete de S3 de

los fermiones izquierdos, del dobletes de S3 de los fermiones derechos y
del singlete de S3 de Higgs.
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2. El término proporcional a Y f
3 viene del producto del singlete de S3 de

los fermiones izquierdos, del singlete de S3 de los fermiones derechos y
del singlete de S3 de Higgs.

3. Los términos proporcionales a Y f
2 viene del producto del doblete de S3

de los fermiones izquierdos, del dobletes de S3 de los fermiones derechos
y del doblete de S3 de Higgs.

4. Los términos proporcionales a Y f
4 viene del producto del singlete de S3

de los fermiones izquierdos, del dobletes de S3 de los fermiones derechos
y del doblete de S3 de Higgs.

5. Los términos proporcionales a Y f
5 viene del producto del doblete de S3

de los fermiones izquierdos, del singlete de S3 de los fermiones derechos
y del doblete de S3 de Higgs.

Suponemos que los neutrinos son de Majorana, por lo que las masas de los
neutrinos ligeros se obtienen mediante el mecanismo del subibaja (see-saw).
Para ésto introducimos el término de masa de Majorana para los neutrinos
derechos, los cuales suponemos que también pertenecen a la representación
reducible 1S ⊕ 2 de S3,

LM = −M1ν
T
IRCνIR −M3ν

T
3RCν3R, (4.12)

en la que C es la matriz de conjugación de carga. Nótese que la simetŕıa
del sabor nos impone la condición de que dos de las masas de los neutrinos
derechos son necesariamente iguales.

Debido a la presencia de tres campos de Higgs, el potencial de Higgs,
VH(HS, HD) es más complicado que el del Modelo Estándar. Después del
rompimiento espontáneo de la simetŕıa de norma, las matrices de masas de
los fermiones de Dirac que se obtienen de las Lagrangianas de Yukawa en las
ecuaciones (4.7-4.10) son de la forma1

M f
D =




−2Y f

1 �HS� − 2Y f
2 �H2� −2Y f

2 �H1� −2Y f
5 �H1�

−2Y f
2 �H1� −2Y f

1 �HS� + 2Y f
2 �H2� −2Y f

5 �H2�

−2Y f
4 �H1� −2Y f

4 �H2� −2Y f
3 �HS�



 ,

(4.13)
en donde f indica fermiones y es para quarks u y d aśı como para los leptones
cargados y los neutrinos de Dirac.

1ver apéndice A
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El mı́nimo normal del potencial, es decir el que preserva CP y carga, tiene
una simetŕıa accidental S �

2 en el mı́nimo, el cual es el mı́nimo absoluto [118–
120]. Esta simetŕıa nos relaciona dos las esperanzas entre estados del vaćıo
(V EV �s) las cuales son reales e iguales �H1� = �H2�. Además si queremos
reproducir las mezclas de los quarks es necesario que �H1� = �H2� �= 0 y
�Hs� �= 0.

La única constricción sobre los valores de expectación en el vaćıo de los
bosones de Higgs hasta este momento es

�HS�
2 + �H1�

2 + �H2�
2 � (246 GeV)2/2,

la cual viene de la masa del bosón W .
Con ésto, las matrices de masa para los fermiones de Dirac están dadas

por la forma general

M
f
D =




µ1 + µ2 µ2 µ5
µ2 µ1 − µ2 µ5
µ4 µ4 µ3



 . (4.14)

Las masas de Majorana para νL pueden obtenerse del mecanismo del
subibaja (4.12) y (4.14), y está dado por

Mν = Mν
D
M̃−1(Mν

D
)T , (4.15)

en la que como se puede ver de la ecuación (4.12), es diagonal y tiene la
forma

M̃ = diag(M1,M1,M3), (4.16)

por lo que para los neutrinos de Majorana, la matriz de masa obtiene la
forma

Mν =






(µν

1
+µν

2
)2+(µν

2
)2

M1

+
(µν

5
)2

M3

(µν

5
)2

M3

+
2µν

1
µν

2

M1

µν

5
µν

3

M3

+
(µν

1
+2µν

2
)µν

4

M1

(µν

5
)2

M3

+
2µν

1
µν

2

M1

(µν

1
−µν

2
)2+(µν

2
)2

M1

+
(µν

5
)2

M3

µν

5
µν

3

M3

+
µν

1
µν

4

M1

µν

5
µν

3

M3

+
(µν

1
+2µν

2
)µν

4

M1

µν

5
µν

3

M3

+
µν

1
µν

4

M1

(µν

3
)2

M3

+ 2
(µν

4
)2

M1






(4.17)
Todos los elementos en las matrices de masas pueden ser complejos; no hay
restricción debida a S3.

Las matrices de masas se diagonalizan por medio de matrices unitarias,
como

U †

d(u,e)LMd(u,e)Ud(u,e)R = diag(md(u,e),ms(c,µ),mb,(t,τ)), (4.18)

UT
ν MνUν = diag(mν1 ,mν2 ,mν3). (4.19)
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32 EM S3-Invariante del ME

Las masas diagonales, m’s, pueden ser complejas y en tal caso, las masas
f́ısicas son las |m|’s. Las matrices de mezclas están definidas como

VCKM = Uu
LU

d†
L y VPMNS = Vν

LU
l†
L . (4.20)
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Caṕıtulo 5

El potencial de Higgs en la

extensión mı́nima S3-invariante
del Modelo Estándar

En la extensión Mı́nima S3-invariante del Modelo Estándar, el sector de
Higgs se extiende con dos dobletes de SU(2) de Higgs adicionales con el ob jeto
de generar las masas de los fermiones sin romper la simetŕıa del sabor, que
en nuestro caso asumimos que es S3. Suponemos que aśı como los fermiones
de una familia pertenecen a la representación tridimensional reducible 1⊕ 2

del grupo de permutaciones de tres ob jetos, S3, los campos de Higgs también
pertenecen a esta representación, con lo cual se extienden los conceptos de
sabor y generación al sector de Higgs [11].

En esta sección analizaremos las condiciones de mı́nimo del potencial más
general invariante de S3 [118–120].

Como se vió en la sección 2.4, en el Modelo Estándar el campo de Higgs,
doblete de SU(2), se introduce para romper la simetŕıa SU(2) × U(1) y dar
masa a las part́ıculas. El potencial de Higgs está dado por

V (Φ) = −µ2|Φ|2 + λ|Φ|4 where Φ =

�
φ+

φ0

�

, (5.1)

el parámetro λ debe ser positivo para tener un vaćıo estable.

En la extensión mı́nima S3 invariante del Modelo Estándar, el sector
de Higgs es extendido, esto es, hay tres campos de Higgs dobletes de SU(2),
Φa,Φb, y Φc, los cuales entran en una representación reducible tridimensional

33
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34 Potencial de Higgs

de S3 como sigue

Φ → H = (Φa,Φb,Φc)T .

La representación de triplete de S3 se puede descomponer como 1s ⊕ 2, aśı,
expresamos los tres campos de Higgs como

Hs =
1
√
3

�
Φa +Φb +Φc

�
,




H1

H2



 =






1√
2
(Φa − Φb)

1√
6
(Φa +Φb − 2Φc)




 .

La Lagrangiana del sector de Higgs en la extensión mı́nima S3 invariante del
Modelo Estándar se expresa de la siguiente manera

LΦ = [DµHS]2 + [DµH1]2 + [DµH2]2 − V (H1, H2, HS) ,

en donde Dµ es la derivada covariante. Las masas de los bosones de norma
W± y Z están dadas por:

m2
W =

g2
�
v21 + v22 + v23

�

4
(5.2)

m2
Z =

�
g2 + g�2

� �
v21 + v22 + v23

�

4
. (5.3)

El potencial de Higgs más general renormalizable e invariante ante la simetŕıa
SU(3)C ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)Y × S3 se puede escribir como [57, 73]

V = µ2
1

�
H

†
1H1 +H

†
2H2

�
+ µ2

0

�
H

†
SHS

�
+ a

�
H

†
SHS

�2

+b
�
H

†
SHS

��
H

†
1H1 +H

†
2H2

�
+ c

�
H

†
1H1 +H

†
2H2

�2

+d
�
H

†
1H2 −H

†
2H1

�2
+ efijk

��
H

†
SHi

��
H

†
jHk

��

+f
��

H
†
SH1

��
H

†
1HS

�
+
�
H

†
SH2

��
H

†
2HS

��

+g

��
H

†
1H1 −H

†
2H2

�2
+
�
H

†
1H2 +H

†
2H1

��

+h

��
H

†
SH1

��
H

†
SH1

�
+
�
H

†
SH2

��
H

†
SH2

�

+
�
H

†
1HS

��
H

†
1HS

�
+

�
H

†
2HS

��
H

†
2HS

��

,

(5.4)

en donde f112 = f121 = f211 = −f222 = 1.
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Los dobletes de SU(2)L de Higgs con ı́ndices de sabor 1, 2, S son

H1 =

�
φ1 + iφ2

φ7 + iφ10

�

, H2 =

�
φ3 + iφ4

φ8 + iφ11

�

, HS =

�
φ5 + iφ6

φ9 + iφ12

�

. (5.5)

Si definimos

x1 = H
†
1H1, x2 = H

†
2H2, x3 = H

†
SHS ,

x4 = R
�
H

†
1H2

�
, x5 = I

�
H

†
1H2

�
, x6 = R

�
H

†
1HS

�
,

x7 = I
�
H

†
1HS

�
, x8 = R

�
H

†
2HS

�
, x9 = I

�
H

†
2HS

�
,

(5.6)

el potencial de Higgs invariante ba jo la simetŕıa SU(2)L ⊗ U(1)Y ⊗ S3 se
escribe de la siguiente forma

V = µ21 (x1 + x2) + µ20x3 + ax23 + bx3 (x1 + x2) + c (x1 + x2)2 − 4dx25
+ g

�
(x1 − x2)2 + 4x24

�
+ f (x26 + x27 + x28 + x29) + 2h (x26 − x27 + x28 − x29)

+ 2e [2x4x6 + x8(x1 − x2)]
(5.7)

5.1. Puntos estacionarios y minimización del

potencial de Higgs

Como nos interesa hacer contacto de alguna manera con el Modelo Estándar,
asumiremos que Hs no rompe la carga eléctrica ni CP. El potencial de Higgs
(5.4), tiene tres tipos de puntos estacionarios:

1. El mı́nimo normal con la siguiente configuración de campos:

φ7 = v1 , φ8 = v2 , φ9 = v3 , φi = 0, i �= 7, 8, 9.

2. El punto estacionario que rompe la carga eléctrica, en el cual dos de los
campos cargados φ adquieren valores de expectación en el vaćıo, vev’s,
no nulos:

φ7 = v �
1
, φ8 = v �

2
, φ9 = v �

3
, φ1 = α, φ3 = β,

3. y el mı́nimo que rompe CP , en donde dos componentes imaginarias
de los campos neutros φ adquieren valores de expectación en el vaćıo,
vev’s, no nulos:

φ7 = v ��
1
, φ8 = v ��

2
, φ9 = v ��

3
, φ10 = δ, φ11 = γ.
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5.2. El mı́nimo normal

A nosotros nos interesa el mı́nimo normal, el cual se demostró que es el
mı́nimo más profundo [120]. De la definición dada antes se tiene que xi = v2i
para i = 1, 2, 3, x4 = v1v2, x6 = v1v3, x8 = v2v3, y x5 = x7 = x9 = 0. Aśı,
podemos escribir las condiciones de minimización como

∂V

∂vi
=
∂V

∂xj

∂xj
∂vi

= 0, (5.8)

en donde i = 1, 2, 3; j = 1, 2, .., 9.
De aqúı se obtiene el conjunto de tres ecuaciones acopladas

0 =
�
µ21 + (b + f + 2h) v23 + 2 (c + g)

�
v21 + v22

��
v1 + 6ev1v2v3,

0 =
�
µ21 + (b + f + 2h) v23 + 2 (c + g)

�
v21 + v22

��
v2 + 3e(v21 − v22)v3,

0 =
�
µ20 + (b + f + 2h)

�
v21 + v22

�
+ 2av23

�
2v3 + 2e(3v21 − v22)v2. (5.9)

Hasta este punto tenemos diez parámetros reales en el potencial mas tres
vev’s. Del conjunto de ecuaciónes (5.9) podemos eliminar tres de éstos paráme-
tros, y de la relación v21 + v22 + v23 ≈ (246 GeV )2/2 se puede eliminar otro.

Resultados preliminares [119, 120] sobre la condición de mı́nimo, dan ma-
trices de masas cuyos eigenvalores se pueden escribir como

�
M

(H)
1

�2

= (2av23 + 4(c + g)v21)

−
�

(2av23 + 4(c + g)v21)2 − (32a(c + g) − 8(b + f + 2h))v21v
2
3

�
M

(H)
2

�2

= (2av23 + 4(c + g)v21)

+
�

(2av23 + 4(c + g)v21)2 − (32a(c + g) − 8(b + f + 2h))v21v
2
3

(5.10)

de aqúı es claro que si (c+g) >> a, (b+f + 2h) podemos hacer un desarrollo
en potencias de a/(c+g) y (b+f+ 2h)/(c+g). Es importante hacer notar que
estamos tomando a b, f, h y a como los parámetros pequeños en el sector
de Higgs y son éstos los acoplamientos del bosón de Higgs singlete de S3 con
los bosones de Higgs en el doblete de S3.

La masa pequeña queda entonces escrita al primer orden como

�
M

(H)
1

�2

≈
4av2S

1 + 1
2

av2
S

4(c+g)v2
1

−
1

1 + 1
2

av2
S

4(c+g)v2
1

(b + f + 2h)2v2S
4(c + g)
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5.2. EL MÍNIMO NORMAL 37

En total en el potencial de Higgs se tienen siete parámetros de acopla-
miento a, b, c, d, f, g y h y de los vev’s tenemos el cociente tan β = vS/v1,
de los cuales en principio siete se pueden eliminar como función de las masas
de los Higgses. Aśı podemos hablar entonces de que en el potencial de Higgs
hay 8 parámetros libres de los cuales 7 son masas.
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Caṕıtulo 6

Matrices de masa de los

leptones y la simetŕıa Z2

En este caṕıtulo discutiremos las matrices de masa de los leptones car-
gados y de los neutrinos de Majorana. Se verá que con la introducción de
una simetŕıa discreta adicional en el sector leptónico, es posible reducir el
número de parámetros libres en las matrices de masa, lo cual permite hacer
una reparametrización de éstas en función de sus eigenvalores, es decir como
función de las masas. Se verá que gracias a esto es posible obtener una ex-
presión para la matriz de mezcla de los neutrinos, VPMNS, la cual es función
de las masas de los neutrinos, de las masas de los leptones cargados y una
fase que viola CP.

6.1. Matrices de masa de los leptones y la

simetŕıa Z2

Las matrices de masa de los fermiones de Dirac tienen una forma bien
definida en la extensión del ME con la cual estamos trabajando debido a
la simetŕıa del sabor, sin embargo el número de parámetros redundantes en
éstas no son pocos. Para lograr una mayor reducción del número de paráme-
tros, introducimos una simetŕıa adicional Z2 con lo cual como se verá más
adelante, algunos acoplamientos de Yukawa no estarán permitidos. Una po-
sible asignación de la simetŕıa Z2 compatible con los datos experimentales en
el sector leptónico está dada en la Tabla

39
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40CAPÍTULO 6. MATRICES DE MASA DE LOS LEPTONES Y LA SIMETRÍA Z2

Tabla. Asignaciones Z2 en el sector leptónico.
− +

HI , ν3R HS , L3, LI , e3R, eIR, νIR

en donde los ı́ndices 3 denotan singletes del grupo del sabor S3.
La simetŕıa Z2 tal como se tomó implica que los acoplamientos:

Y e
1 = Y e

3 = 0, Y ν
1 = Y ν

5 = 0. (6.1)

dado que los términos en la Lagrangiana que contiene dichos acoplamientos
cambian de signo debido a la simetŕıa Z2. Por consiguiente, los elementos
correspondientes de las matrices de masas se anulan, es decir que µe

1 = µe
3 = 0

y µν
1 = µν

5 = 0. por lo que las matrices de masa para los leptones cargados y
para los neutrinos de Dirac tienen la forma

Me = mτ




µ̃2 µ̃2 µ̃5

µ̃2 −µ̃2 µ̃5

µ̃4 µ̃4 0



 (6.2)

y

MνD =




µν
2 µν

2 0
µν
2 −µν

2 0
µν
4 µν

4 µν
3



 , (6.3)

respectivamente.
Lo que sigue es ver como estas matrices quedan reparametrizadas en

términos de sus eigenvalores para lo cual dividiremos el cálculo en dos partes,
primero analizaremos la matriz de los leptones cargados y posteriormente la
de los neutrinos de Majorana la cual como ya se mencionó antes, viene dada
mediante el mecanismo del subibaja.

6.2. La matriz de masas de los leptones car-

gados

La matriz de masas de los leptones cargados toma la forma (B.1) de modo
que la matriz unitaria UeL que entra en la definición de la matriz de mezclas,
VPMNS, se obtiene de

U †
eLMeM

†
eUeL = diag(m2

e,m
2
µ,m

2
τ ), (6.4)
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en la que me, mµ y mτ son las masas de los leptones cargados, y

MeM
†
e

m2
τ

=







2|µ̃2|
2 + |µ̃5|

2 |µ̃5|
2 2|µ̃2||µ̃4|e

−iδe

|µ̃5|
2 2|µ̃2|

2 + |µ̃5|
2 0

2|µ̃2||µ̃4|e
iδe 0 2 |µ̃4|

2





 . (6.5)

Nótese que esta matriz tiene sólo un factor de fase no ignorable.

6.3. Reparametrización de la matriz de ma-

sas en función de sus eigenvalores

Los parámetros |µ̃2|, |µ̃4| y |µ̃5| pueden ser expresados en términos de las
masas de los leptones cargados, para lo cual usamos los invariantes de las
matrices Hermitianas de 3× 3.

1. La traza de la matriz

2. La traza del cuadrado de la matriz

3. La traza del cubo de la matriz o equivalentemente el determinante de
la matriz.

Calculemos los invariantes de la matriz MeM
†
e/m

2
τ dada en la ecuación (C.2):

La traza

Tr(MeM
†
e ) = m2

e +m2
µ +m2

τ =

m2
τ

�
4|µ̃2|

2 + 2
�
|µ̃4|

2 + |µ̃5|
2
��

,

(6.6)

La traza del cuadrado la usaremos para definir otro invariante,

χ2 =
Tr(MeM

†
e )

2 − Tr([MeM
†
e ]

2)

2

el cual es

χ(MeM
†
e ) = m2

τ (m
2
e +m2

µ) +m2
em

2
µ =

4m4
τ

�
|µ̃2|

4 + |µ̃2|
2
�
|µ̃4|

2 + |µ̃5|
2
�
+ |µ̃4|

2|µ̃5|
2
�
,

(6.7)
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El determinante

det(MeM
†
e ) = m2

em
2
µm

2
τ = 4m6

τ |µ̃2|
2|µ̃4|

2|µ̃5|
2. (6.8)

Combinando las ecuaciones (6.6-6.8) se encuentra una ecuación cúbica para
|µ̃2|

2:

(|µ̃2|
2)3 −

1

2
Tr(MeM

†
e )(|µ̃2|

2)2/m4
τ +

1

4
χ2|µ̃2|

2/m4
τ −

1

4
Det(MeM

†
e )/m

6
τ = 0

(6.9)
o bien

(|µ̃2|
2)3 −

1

2
(1 + y)(|µ̃2|

2)2 +
1

4
(y + z)|µ̃2|

2 −
1

4
z = 0, (6.10)

en donde y y z son funciones de las masas de los leptones cargados dadas por

y =
m2

µ+m2
e

m2
τ

z =
m2

µm
2
e

m4
τ

. (6.11)

La ecuación (6.10), la podemos llevar a la forma reducida mediante el
cambio de variable |µ̃2|

2 = α+ 1
6
(1+ y), con lo cual la ecuación cúbica (6.10)

queda como

α3−
1

12
(1−y+y2−3z)α−

1

108
(1−

3

2
y−

3

2
y2+y3+

45

2
z−

9

2
zy) = 0, (6.12)

la cual tiene la forma
α3 + pα + q = 0, (6.13)

para ver las soluciones de la ecuación cúbica reducida ver el apéndice (B)
Nótese que |µ̃2|

2 es función de α la cual satisface una ecuación cúbica por
lo cual tiene tres posibles soluciones las cuales son funciones solamente de las
masas de los leptones cargados.

Los parámetros |µ̃4|
2 y |µ̃5|

2 son funciones de las masas de los leptones
cargados y de |µ̃2|

2.
Para el cálculo de |µ̃4|

2 y |µ̃5|
2 usaremos las siguientes ecuaciones

|µ̃5|
2 = 1

2
+ 1

2
y − 2|µ̃2|

2 − |µ̃4|
2,

|µ̃4|
2|µ̃5|

2 = z
4|µ̃2|2

.
(6.14)

De las ecuaciones (6.14) se obtiene una ecuación cuadrática1 para |µ̃4,5|
2

|µ̃4,5|
2 −

1

2
(1 + y − 4|µ̃2|

2)|µ̃4,5|
2 +

z

4|µ̃2|2
= 0, (6.15)

1Nótese que las ecuaciones (6.14) son simétricas en µ̃4 y µ̃5.
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cuya solución2 está dada por

|µ̃4,5|
2 = 1

4

�
1− m̃2

µ
(1−x2)2

1+x2 − 4β
�

∓1
4









�
1− m̃2

µ
(1−x2)2

1+x2

�2

− 8m̃2
e
1+x2

1+x4+

8β

�

1− m̃2
µ
(1−x2)2

1+x2 + x2

1+
2β(1+x2)

m̃2
µ(1+x4)

(1+x2)2

(1+x4)2

�

+ 16β2









1/2

,

(6.16)

en donde m̃µ = mµ/mτ Nótese que las ecuaciones (6.14) son simétricas en µ̃4

y µ̃5 por lo que las soluciones de la ecuación (6.16) son válidas para ambas.
En otras palabras una vez elegida la solución para |µ̃4|

2 en la ecuación (6.16),
|µ̃5|

2 está determinada por la otra solución.
La pregunta de cual solución elegir para |µ̃2|

2 está determinada por la
fenomenoloǵıa. Nosotros encontramos que la solución correcta es cercana a

|µ̃2|
2 =

m̃2
µ

2

1 + x4

1 + x2
, (6.17)

por lo que podemos escribir a |µ̃2|
2 como

|µ̃2|
2 =

m̃2
µ

2

1 + x4

1 + x2
+ β, (6.18)

por lo que µ̃4 y µ̃5 quedan como

|µ̃4,5|
2 = 1

4

�
1− m̃2

µ
(1−x2)2

1+x2 − 4β
�

∓1
4

�
�
1− m̃2

µ
(1−x2)2

1+x2

�2

− 8m̃2
e
1+x2

1+x4 + 8β

�

1− m̃2
µ
(1−x2)2

1+x2 + x2

1+
2β(1+x2)

m̃2
µ(1+x4)

(1+x2)2

(1+x4)2

�

+ 16β2

�1/2

.

(6.19)

En estas expresiones, x = me/mµ, y β es la solución más pequeña en valor
absoluto de la ecuación cúbica

β3 − 1
2
(1− 2y + 6 z

y
)β2 − 1

4
(y − y2 − 4 z

y
+ 7z − 12 z2

y2
)β−

1
8
yz − 1

2
z2

y2
+ 3

4
z2

y
− z3

y3
= 0,

(6.20)

2Ésta es la solución compatible con las mezclas de los neutrinos
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en donde y = (m2
e +m2

µ)/m
2
τ y z = m2

µm
2
e/m

4
τ .

Para determinar el orden de magnitud de β notemos que en el ĺımite
me = 0, z = 0, y la ecuación (B.8) tiene una solución, β0 = 0, mientras que
las otras dos soluciones satisfacen la ecuación cuadrática

β2 −
1

2
(1− 2y)β −

1

4
(y − y2) = 0, (6.21)

por lo que las otras dos soluciones son

β1,2 =
1

4
(1− 2y)±

1

2

�
1

4
(1− 4y + 4y2) + y − y2 =

1

4
(1− 2y)±

1

4
.

De aqúı, podemos estimar la solución pequeña, β0, debido a que el producto
de las tres soluciones es aproximadamente

β0β1β2 = −(−
1

8
yz)

mientras que el producto de β1β2 = −y
4
(1−y), por lo que la solución pequeña

es

β ≈ −
m2

µm
2
e

2m2
τ (m

2
τ − (m2

µ +m2
e))

. (6.22)

Con ésto ya tenemos prácticamente reparametrizada la matriz de masas de
los leptones cargados en términos de las masas de los leptones cargados,
ésta reparametrización es exacta, sin embargo las expresiones si se quiere
tener la forma expĺıcita exacta son muy largas. Podemos expresar Me como
función de las masas de los leptones cargados escritas al orden (mµme/m

2
τ )

2

y x4 = (me/mµ)
4,

Me ≈ mτ












1√
2

m̃µ√
1+x2

1√
2

m̃µ√
1+x2

1√
2

�
1+x2−m̃2

µ

1+x2

1√
2

m̃µ√
1+x2 − 1√

2

m̃µ√
1+x2

1√
2

�
1+x2−m̃2

µ

1+x2

m̃e(1+x2)√
1+x2−m̃2

µ

eiδe m̃e(1+x2)√
1+x2−m̃2

µ

eiδe 0












. (6.23)

Esta expresión es numéricamente exacta hasta el orden de 10−9 en unidades
de la masa del leptón τ . Nótese que esta matriz tiene un solo parámetro libre,
la fase de Dirac δe [20].
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La matriz unitaria UeL que diagonaliza a MeM
†
e y entra en la definición

de la matriz de mezclas de los neutrinos VPMNS, se puede escribir como (ver
apéndice C)

UeL =




1 0 0
0 1 0
0 0 eiδe








O11 −O12 O13

−O21 O22 O23

−O31 −O32 O33



 , (6.24)

en la que la matriz ortogonal OeL, en el lado derecho de la ecuación anterior,
escrita en la misma aproximación que Me es

OeL ≈













1√
2
x

(1+2m̃2
µ+4x2+m̃4

µ+2m̃2
e)√

1+m̃2
µ+5x2−m̃4

µ−m̃6
µ+m̃2

e+12x4
− 1√

2

(1−2m̃2
µ+m̃4

µ−2m̃2
e)√

1−4m̃2
µ+x2+6m̃4

µ−4m̃6
µ−5m̃2

e

1√
2

− 1√
2
x

(1+4x2−m̃4
µ−2m̃2

e)√
1+m̃2

µ+5x2−m̃4
µ−m̃6

µ+m̃2
e+12x4

1√
2

(1−2m̃2
µ+m̃4

µ)√
1−4m̃2

µ+x2+6m̃4
µ−4m̃6

µ−5m̃2
e

1√
2

−

√
1+2x2−m̃2

µ−m̃2
e(1+m̃2

µ+x2−2m̃2
e)√

1+m̃2
µ+5x2−m̃4

µ−m̃6
µ+m̃2

e+12x4
−x

(1+x2−m̃2
µ−2m̃2

e)
√

1+2x2−m̃2
µ−m̃2

e√
1−4m̃2

µ+x2+6m̃4
µ−4m̃6

µ−5m̃2
e

√
1+x2m̃em̃µ√
1+x2−m̃2

µ













,

(6.25)

en la que, como antes, m̃µ = mµ/mτ , m̃e = me/mτ y x = me/mµ.

6.4. La matriz de masas de los neutrinos

De acuerdo con la regla de selección Z2, la matriz de masas de los neu-
trinos de Dirac toma la forma

MνD =




µν
2 µν

2 0
µν
2 −µν

2 0
µν
4 µν

4 µν
3



 . (6.26)

Entonces, la matriz de masas de los neutrinos izquierdos de Majorana, que
se obtiene del mecanismo del subibaja, ec. (4.17), queda como

Mν =MνDM̃
−1(MνD)

T =




2(ρν2)

2 0 2ρν2ρ
ν
4

0 2(ρν2)
2 0

2ρν2ρ
ν
4 0 2(ρν4)

2 + (ρν3)
2



 , (6.27)
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en esta expresión ρν2 = (µν
2)/M

1/2
1 , ρν4 = (µν

4)/M
1/2
1 y ρν3 = (µν

3)/M
1/2
3 ; M1 y

M3 son las masas de los neutrinos derechos que aparecen en (4.12). La matriz
de masas de los neutrinos de Majorana, Mν , es no-Hermitiana, simétrica y
compleja y se puede llevar a una forma diagonal mediante una matriz unitaria
Uν ,

UT
ν MνUν = diag

�
|mν1|e

iφ1 , |mν2 |e
iφ2 , |mν3|e

iφν
�
, (6.28)

en donde Uν es la matriz que diagonaliza la matriz M †
νMν .

Para determinar Uν , notemos que la matriz M †
νMν tiene la misma textura

de ceros que Mν

M †
νMν =




|A|2 + |B|2 0 A�B + B�D

0 |A|2 0
AB� + BD� 0 |B|2 + |D|2



 , (6.29)

en donde A = 2(ρν2)
2, B = 2ρν2ρ

ν
4, y D = 2(ρν4)

2 + (ρν3)
2. Además, notemos

que las entradas en la esquina superior derecha y la entrada de la esquina
inferior izquierda, esto es, los elementos de matriz M †

νMν(1, 3) y M †
νMν(3, 1)

son complejos conjugados uno del otro, los demás elementos de matriz son
reales. Aśı, la matriz UνL que diagonaliza M †

νMν , toma la forma

Uν =




1 0 0
0 1 0
0 0 eiδν








cos η sin η 0
0 0 1

− sin η cos η 0



 . (6.30)

Śı requerimos que la ecuación (6.28) se satisfaga como una identidad, se
obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones:

2(ρν2)
2 = mν3 ,

2(ρν2)
2 = mν1 cos

2 η +mν2 sin
2 η,

2ρν2ρ
ν
4 = sin η cos η(mν2 −mν1)e

−iδν ,

2(ρν4)
2 + (ρν3)

2 = (mν1 sin
2 η +mν2 cos

2 η)e−2iδν .

(6.31)

Resolviendo estas ecuaciones para sin η y cos η, encontramos que

sin2 η =
mν3−mν1

mν2−mν1
, cos2 η =

mν2−mν3

mν2−mν1
. (6.32)
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Aśı entonces, las matrices Mν y Uν , reparametrizadas en términos de las
masas complejas de los neutrinos, toman la forma [20]

Mν =




mν3 0

�
(mν3 −mν1)(mν2 −mν3)e

−iδν

0 mν3 0�
(mν3 −mν1)(mν2 −mν3)e

−iδν 0 (mν1 +mν2 −mν3)e
−2iδν



 .

(6.33)
y

Uν =




1 0 0
0 1 0
0 0 eiδν













�
mν2 −mν3

mν2 −mν1

�
mν3 −mν1

mν2 −mν1

0

0 0 1

−

�
mν3 −mν1

mν2 −mν1

�
mν2 −mν3

mν2 −mν1

0









. (6.34)

La condición de unitariedad de Uν constriñe a sin η a ser real y | sin η| ≤ 1,
esta condición fija las fases φ1 y φ2 como

|mν1| sinφ1 = |mν2| sinφ2 = |mν3| sinφν . (6.35)

Los únicos parámetros libres en estas matrices son la fase φν impĺıcita en
mν1 , mν2 y mν3 y la fase de Dirac δν .

6.5. La matriz de mezcla de los neutrinos

La matriz de mezcla de los neutrinos, VPMNS, es el producto UeLU
†
νK, en

esta expresión, K es la matriz diagonal de los factores de fase de Majorana,
definida por

diag(mν1 ,mν2 ,mν3) = K†diag(|mν1|, |mν2 |, |mν3|)K
†. (6.36)

Excepto por un factor de fase global eiφ1 , el cual puede ser ignorado, K es

K = diag(1, eiα, eiβ), (6.37)

en donde, α = 1/2(φ1 − φ2) y β = 1/2(φ1 − φν) son las fases de Majorana.
Por consiguiente, la matriz de mezclas teórica, V th

PMNS, está dada por

V th
PMNS =









O11 cos η +O31 sin ηeiδ O11 sin η −O31 cos ηe
iδ −O21

−O12 cos η +O32 sin ηeiδ −O12 sin η −O32 cos ηe
iδ O22

O13 cos η −O33 sin ηeiδ O13 sin η +O33 cos ηe
iδ O23








×K,

(6.38)
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en donde Oij está dada en (6.24) y (6.25), y δ = δν − δe, mientras que cos2 η
y sin2 η son

sin2 η =
mν3−mν1

mν2−mν1
,

cos2 η =
mν2−mν3

mν2−mν1
.

(6.39)

Escribimos de nuevo las expresiones para Oij:




O11 −O12 O13

−O21 O22 O23

−O31 −O32 O33



 =













1√
2
x

(1+2m̃2
µ+4x2+m̃4

µ+2m̃2
e)√

1+m̃2
µ+5x2−m̃4

µ−m̃6
µ+m̃2

e+12x4
− 1√

2

(1−2m̃2
µ+m̃4

µ−2m̃2
e)√

1−4m̃2
µ+x2+6m̃4

µ−4m̃6
µ−5m̃2

e

1√
2

− 1√
2
x

(1+4x2−m̃4
µ−2m̃2

e)√
1+m̃2

µ+5x2−m̃4
µ−m̃6

µ+m̃2
e+12x4

1√
2

(1−2m̃2
µ+m̃4

µ)√
1−4m̃2

µ+x2+6m̃4
µ−4m̃6

µ−5m̃2
e

1√
2

−

√
1+2x2−m̃2

µ−m̃2
e(1+m̃2

µ+x2−2m̃2
e)√

1+m̃2
µ+5x2−m̃4

µ−m̃6
µ+m̃2

e+12x4
−x

(1+x2−m̃2
µ−2m̃2

e)
√

1+2x2−m̃2
µ−m̃2

e√
1−4m̃2

µ+x2+6m̃4
µ−4m̃6

µ−5m̃2
e

m̃em̃µ

√
1+x2

√
1+x2−m̃2

µ













.

(6.40)
La relación de nuestras expresiones teóricas con los ángulos de mezcla

de los neutrinos tal como están definidos en la parametrización del Particle
Data Group, se obtiene de igualar la magnitud de los elementos de matriz de
las mezclas teóricas con la magnitud de los correspondientes elementos de la
matriz de mezclas en la parametrización del Particle Data Group

|V th
PMNS| = |V PDG

PMNS|, (6.41)

esto es

|V th
ij | = |V PDG

ij | i, j = 1, 2, 3. (6.42)

La parametrización de la matriz de mezclas de los neutrinos del Particle
Data Group es

V PDG
PMNS =




c12c13 s12c13 s13e

−iδCP

−s12c23 − c12s13s23e
iδCP c12c23 − s12s13s23e

iδCP c13s23
s12s23 − c12s13c23e

iδCP −c12s23 − s12s13c23e
iδCP c13c23



 .

(6.43)
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Las predicción que tenemos para los ángulos θ13 y θ23 están dadas por
los elementos en la última columna; el ángulo de mezcla θ13 se determina
directamente,

| sin θ13| = |O21| ≈
1
√
2
x

(1 + 4x2 − m̃4
µ)�

1 + m̃2
µ + 5x2 − m̃4

µ

(6.44)

mientras que el ángulo de mezcla θ23, se determina mediante el siguiente
cociente,

| sin θ23| = |
O22�
1−O2

21

| ≈
1
√
2

1− 2m̃2
µ + m̃4

µ�
1− 4m̃2

µ + x2 + 6m̃4
µ

, (6.45)

en estas fórmulas, m̃µ = mµ/mτ y x = me/mµ. De las expresiones anteriores,
se observa que en este modelo, las magnitudes de los ángulos de mezcla de
reactor y atmosférico, θ13 y θ23, están determinados por las masas de los
leptones cargados solamente.

El ángulo de mezcla θ12 se obtiene de los elementos 11 y 12, como

O2
11 cos

2 η +O2
31 sin

2 η + 2O31O11 sin η cos η cos δ = c212c
2
13

O2
11 sin

2 η +O2
31 cos

2 η − 2O31O11 sin η cos η cos δ = s212c
2
13

(6.46)

de estas dos ecuaciones podemos obtener la tangente del ángulo de mezclas
solar en función de las masas de los leptones cargados y las masas de los
neutrinos. Si definimos α = 1/ tan η

α =

�
mν2 −mν3

mν3 −mν1

, (6.47)

por lo que la masa mν3 la podemos despejar en función de α

|mν3| cosφν = ±
∆m2

12 +∆m2
13(1− α4)

α
�

(1 + α2) [∆m2
12 +∆m2

13(1 + α2)]
. (6.48)

De las ecuaciones (6.46) se obtiene una ecuación para la tan θ12

tan θ12 = α2O
2
11

1
α2 +O2

31 − 2O31O11
1
α
cos δ

O2
11α

2 +O2
31 + 2O31O11α cos δ

. (6.49)
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recordemos los valores de O11 y O31 para separar los términos grandes y los
pequeños,

O11 =
1√
2
me

mµ

(1+2m̃2
µ+4x2+m̃4

µ+2m̃2
e)√

1+m̃2
µ+5x2−m̃4

µ−m̃6
µ+m̃2

e+12x4
∼ 1√

2
me

mµ
,

O31 =

√
1+2x2−m̃2

µ−m̃2
e(1+m̃2

µ+x2−2m̃2
e)√

1+m̃2
µ+5x2−m̃4

µ−m̃6
µ+m̃2

e+12x4
∼ 1,

(6.50)

de aqúı multiplicamos la ecuación (6.50) y encontramos una ecuación de
orden dos para α

�

1−

�
O11

O31

�2

t212

�

α2−2
O11

O31

cos δ(1+t212)α−

�

t212 −

�
O11

O31

�2
�

= 0, (6.51)

en donde t12 = tan θ12. La ecuación de orden dos la podemos reescribir como

α2 −
O11

O31

2 cos δ(1 + t212)

1−
O2

11

O2
31
t212

α−
t212 −

O2
11

O2
31

1−
O2

11

O2
31
t212

= 0, (6.52)

por lo que ahora tenemos dos soluciones posibles para α en función de t12

α = ±

�
�
�
�
�

t212 −
O2

11

O2
31

1−
O2

11

O2
31
t212

+
O2

11

O2
31

cos2 δ(1 + t212)
2

(1−
O2

11

O2
31
t212)

2
+

O11

O31

cos δ(1 + t212)

1−
O2

11

O2
31
t212

, (6.53)

equivalente a

α = ±t12 +O

�
me

mµ

cos δ

�

, (6.54)

por lo tanto α es igual a la tangente del ángulo solar hasta orden 10−3. Ésto
también se puede ver de escribir la fórmula de la tangente del ángulo solar
en la siguiente forma

| tan θ12|
2 =

mν2 −mν3

mν3 −mν1







1− 2O11

O31
cos δ

�
mν3 −mν1
mν2 −mν3

+
�

O11

O31

�2 mν3 −mν1
mν2 −mν3

1 + 2O11

O31
cos δ

�
mν2 −mν3
mν3 −mν1

+
�

O11

O31

�2 mν2 −mν3
mν3 −mν1





 ,

(6.55)
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notemos que O31 ∼ 1 y O11 ∼ 1/
√
2(me/mµ), aśı que si despreciamos térmi-

nos proporcionales a O11/O31, la tangente del ángulo solar se escribe en forma
aproximada como

| tan θ12|
2 ≈

mν2 −mν3

mν3 −mν1

. (6.56)

Con la ayuda de la constricción de unitaridad de Uν , ec. (6.35), podemos
reescribir la ecuación (6.56) como

mν2 −mν3

mν3 −mν1

=
(|mν2|

2 − |mν3|
2 sin2 φν)

1/2 − |mν3|| cosφν |

(|mν1|
2 − |mν3|

2 sin2 φν)1/2 + |mν3|| cosφν |
. (6.57)

De los experimentos sobre oscilaciones de neutrinos conocemos solo las dife-
rencias de las masas cuadradas, podemos poner las masas mν1 y mν2 como
función de las diferencias de las masas cuadradas y de la masa mν3 , con lo
cual, la ecuación (6.57) se escribe como

tan2 θ12 ≈
(∆m2

12 +∆m2
13 + |mν3|

2 cos2 φν)
1/2 − |mν3| cosφν

(∆m2
13 + |mν3|

2 cos2 φν)1/2 + |mν3| cosφν

. (6.58)

De igual modo, las fases de Majorana están dadas por

sin 2α = sin(φ1 − φ2) =
|mν3 | sinφν

|mν1 ||mν2 |
×

��
|mν2|

2 − |mν3|
2 sin2 φν +

�
|mν1|

2 − |mν3|
2 sin2 φν

�
,

(6.59)

y
sin 2β = sin(φ1 − φν) =
sinφν

|mν1 |

�
|mν3|

�
1− sin2 φν +

�
|mν1|

2 − |mν3|
2 sin2 φν

�
.

(6.60)
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Caṕıtulo 7

Masas y Mezclas de los

neutrinos en la Extensión

Mı́nima S3-Invariante del

Modelo Estándar

Como se vió en el caṕıtulo anterior, los ángulos de mezcla θ13 y θ23 son
funciones de las masas de los leptones cargados solamente, y como veremos
están en excelente acuerdo con los valores experimentales [11, 20, 21], mientras
que el ángulo de mezcla solar es función tanto de las masas de los leptones
cargados como de las masas de los neutrinos, lo cual nos permite calcular
la escala de masas de los neutrinos y las masas mismas de los neutrinos en
términos de los observables f́ısicos. La escala de masas de los neutrinos no
se conoce, de lo único que se tiene información es de las diferencias de las
masas cuadradas, ∆m2

ij = m2
νi
− m2

νj
, de las cuales se sabe solo el signo

de una, ∆m2
21 > 0, mientras que de la otra se desconoce, es decir tanto

∆m2
31 > 0 como ∆m2

31 < 0 están permitidas. En otras palabras, la jerarqúıa
de las masas de los neutrinos se desconoce y hay dos posibilidades, jerarqúıa
directa, ∆m2

31 > 0, y jerarqúıa invertida, ∆m2
31 < 0, que es el caso que

predice nuestra extensión.
Los ángulos de mezcla θ13 y θ23 en la extensión mı́nima S3-invariante del

Modelo Estándar con la simetŕıa Z2 son

sin θ13 ≈
1
√

2

me

mµ

1 + 4( me

mµ
)2 − (mµ

mτ
)4

�
1 + (mµ

mτ
)2 + 5( me

mµ
)2 − (mµ

mτ
)4
,

53
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y

sin θ23 ≈
1
√

2

1 + 1
4

( me

mµ
)2 − 2(mµ

mτ
)2 + (mµ

mτ
)4

�
1 − 4(mµ

mτ
)2 + ( me

mµ
)2 + 6(mµ

mτ
)4
.

Los resultados numéricos de los ángulos de mezcla θ13 y θ23 comparados con
los datos experimentales son

(sin2 θ13)th = 1.1 × 10−5, (sin2 θ13)exp ≤ 0.046, (7.1)

y
(sin2 θ23)th = 0.5, (sin2 θ23)exp = 0.5+0.06

−0.05. (7.2)

Como se puede ver están en excelente acuerdo con los datos experimentales [?,
121], el ángulo θ13 está muy por deba jo de la cota experimental mientras que
el ángulo θ23 está en el valor central.

En este modelo teórico, la restricción experimental |∆m2
12| < |∆m2

13|
implica que el espectro de masa está invertido, esto es, |mν3| < |mν1| <
|mν2| [11].

Si se desprecian los términos proporcionales a me/mµ y (me/mµ)2, la
expresión teórica para el ángulo solar es

tan2 θ12 =
(∆m2

12+∆m2
13+|mν3 |

2 cos2 φν)1/2−|mν3 || cosφν |

(∆m2
13+|mν3 |

2 cos2 φν)1/2+|mν3 || cosφν |
. (7.3)

A partir de esta expresión, se pueden derivar expresiones que nos dan las
masas de los neutrinos en términos de la fase φν , aśı como de las observa-
bles de las oscilaciones de neutrinos, a saber, tan θ12 y las diferencias de los
cuadrados de las masas,

|mν3| =

�
∆m2

13

2 cos φν tan θ12

1 − tan4 θ12 + r2
�

1 + tan2 θ12
�

1 + tan2 θ12 + r2
, (7.4)

de manera semejante, obtenemos

|mν1| =

√
∆m2

13

2 cosφνt12

[(1−t412)
2+4 cos2 φνt212(1+t212)

2+2r2(1−t412+2 cos2 φνt212(1+t212))+r4]
(1/2)

√
1+t212

√
1+t212+r2

,

|mν2| =

√
∆m2

13

2 cosφνt12

�
(1−t412)

2+4Θ(1+t212)+2r2(1−t412+2Θ(2+t212))+r4(1+4Θ)

(1+t212)(1+t212+r2)
,

(7.5)
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en donde
Θ = cos2 φνt

2
12(1 + t212).

en estas expresiones, t12 = tan θ12, y r2 = ∆m2
12/∆m2

13 ≈ 3 × 10−2. Como
r2 << 1, ec. (7.4) se reduce a

|mν3| ≈
1

2 cos φν

�
∆m2

13

tan θ12
(1 − tan2 θ12). (7.6)

A partir de estas expresiones, y poniendo r2 ∼ 0, la suma de las masas de
los neutrinos es

|mν1| + |mν2| + |mν3| ≈

√
∆m2

13

2 cosφν tan θ12
×

�
1 + 2

�
1 + 2 tan2 θ12 (2 cos2 φν − 1) + tan4 θ12 − tan2 θ12

�
.

(7.7)

La cota superior más restrictiva sobre esta suma es la cota cosmológica [122],

�
|mν | ≤ 0.17eV. (7.8)

De esta cota superior y de los valores de tan θ12 y ∆m2
ij, determinados expe-

rimentalmente, podemos obtener una cota inferior para el único parámetro
libre de nuestras fórmulas, cos φν ,

cos φν ≥ 0.55 (7.9)

ó
0 ≤ φν ≤ 57◦.

Las masas de los neutrinos toman sus valores mı́nimos cuando cos φν = 1.
Cuando cos φν toma valores en el intervalo 0.55 ≤ cos φ ≤ 1, las masas de los
neutrinos cambian muy lentamente con cos φν , ver la Figura 7.1.

A falta de información experimental, supondremos que φν se anula. Por
consiguiente, poniendo φν = 0 en nuestras fórmulas, encontramos que

|mν2| ≈ 0.056eV,
|mν1| ≈ 0.055eV,
|mν3| ≈ 0.022eV,

(7.10)

en esta evaluación, usamos los valores en la tabla (7.1)
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Σ mν(φ )

Figura 7.1: La ĺınea punteada representa la suma de las masas de los neu-
trinos,

�3
i=1 |mνi |, como función de φν . La ĺınea recta horizontal es la cota

superior cosmológica sobre
�

|mνi | [122].
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Parámetros Mejor a juste 2σ 3σ
∆m2

21[10−5 eV ] 7.6 7.3–8.1 7.1–8.3
∆m2

31[10−3 eV ] 2.4 2.1–2.7 2.0–2.8
sin2 θ12 0.32 0.28–0.37 0.26–0.40
sin2 θ23 0.50 0.38–0.63 0.34–0.67
sin2 θ13 0.007 ≤ 0.033 ≤ 0.050

Tabla 7.1: Valores del mejor a juste, intervalos a 2σ y 3σ (1 d.o.f ) para los
parámetros de oscilaciones de tres neutrinos provenientes de los datos globa-
les incluyendo los datos de neutrinos solares, atmosféricos, de reactor (Kam-
LAND y CHOOZ) y aceleradores (K2K y MINOS).

Ahora, podemos comparar nuestros resultados con otras cotas sobre las
masas de los neutrinos.
La masa efectiva de Ma jorana, �m2β�, en el decaimiento doble-beta sin neu-
trinos, 0ν2β, definida como [123]

�m2β� = |

3�

i=1

V 2
eimνi |. (7.11)

La cota experimental mas restrictiva sobre �m2β�, obtenida del análisis de
datos recolectados por el experimento Heidelberg-Moscow sobre decaimiento
doble-beta sin neutrinos del Ge enriquecido [124], es

�m2β� < 0.3 eV. (7.12)

En nuestro modelo, se obtiene

�m2β�
th = 0.053 eV (7.13)

muy por deba jo de la cota superior experimental.
La medida indirecta de masas de neutrinos más restrictiva que involucra

neutrinos del electrón, se basa en el a juste de la curva del espectro beta [125].
En esta medida, la cantidad

m̄νe =

��

i

|Vei|2m2
νi

(7.14)

se determina o constriñe. Una cota bastante restrictiva de esta suma se ob-
tiene de procesos de nucleośıntesis [126, 127]

(m̄νe)exp < 0.37 eV. (7.15)
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De las ecuaciones (7.10) y (7.14), obtenemos

(m̄νe)th = 0.053 eV. (7.16)

de nuevo, muy por deba jo de las cotas experimentales.

7.1. Desviación de la matriz de mezclas Vth
PMNS

de la forma tri-bimaxima

Harrison, Perkins y Scott [9] propusieron la forma tri-bimáxima de la
matriz de mezcla de los neutrinos,

Vtri
PMNS =








�
2
3

�
1
3

0

−
�

1
6

�
1
3

−
�

1
2

−
�

1
6

�
1
3

�
1
2








, (7.17)

la cual es, hasta la fecha, la forma más simple de la matriz de mezclas que
está en acuerdo con los datos experimentales, y es por ésto que es muy
popular y ha habido un sin número de intentos por obtener esta forma con
simetŕıas discretas del sabor. Aqúı demostraremos que la matriz de mezclas
de los neutrinos que calculamos en nuestra extensión del Modelo Estándar
difiere muy poco de la forma tri-bimaxima.

Nuestras predicciones de la sección anterior, como se puede ver, dependen
débilmente en la fase de Dirac δ. Por simplicidad se considera violación de
CP máxima, es decir δ = π/21.

Para obtener una relación entre ambas matrices, es conveniente escribir
tan θ12 como

tan θ12 =
1
√

2
+ δt12, (7.18)

en donde δt12 es una cantidad pequeña del orden del 6 % del valor tri-bimáxi-
mo.

De la expresión (6.38), y la ecuación (7.18), podemos escribir la matriz
de mezclas de la siguiente manera,

Vth
PMNS = Vtri

PMNS + ∆V tri
PMNS. (7.19)

1Las predicciones que se obtienen para las mezclas, dependen muy poco del valor de

la fase, δ, por lo que la elección del valor de ésta no afectará en forma sustancial nuestros

resultados
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en donde la forma tri-bimáxima, está dada en la ecuación (7.17), y

∆Vtri
PMNS = ∆Ve + δt12

(
√

2 + δt12)

g(δt12)
∆Vν , (7.20)

con

g(δt12) = 1 +
2

3
δt12(

√
2 + δt12). (7.21)

Comparando la expresión (6.38) para la matriz de mezcla de los neutrinos,
con la forma tri-bimaxima (7.17) se obtiene,

∆Ve ≈








−2
3

s213
1+c13

−1
3

s213
1+c13

s13
5

2
√
6

x2

1+
√

1+ 5
2
x2

1
4

�
1
3

x2

1+
√

1+ 1
4
x2

− 1
2
√
2

x2
√

1−4m̃2
µ+x2

�
1
6

x2

1+
√
1+x2

1
4

�
1
3

x2

1+
√

1+ 1
4
x2

0








, (7.22)

en donde x = me/mµ, m̃µ = mµ/mτ y

s13 ≈ 1/
√

2x(1 + 4x2 − m̃4
µ)/

�
1 + m̃2

µ + 5x2 − m̃4
µ.

Nótese que todos los elementos de matriz en la ecuación (7.22) son pro-
porcionales a x2 = (me/mµ)2 excepto por el elemento, (∆Ve)13, el cual es
proporcional a x = me/mµ. Por lo tanto, en el ĺımite en que la masa del
electrón es cero, ∆Ve → 0.

La matriz ∆Vν se puede escribir como

∆Vν =












−
�
2
3

�3/2 1−
s213

1+c13

1+

r

1− 2
3

δt12(
√
2+δt12)

g(δt12)

�
1
3

�3/2 1−
s213

1+c13

1+

r

1+ 1
3

δt12(
√
2+δt12)

g(δt12)

0

�
2
3

�3/2 1−2x2

√
1+ 5

2
x2

„

1+

r

1+ 4
3

δt12(
√
2+δt12)

g(δt12)
1−2x2

1+5
2x2

« − 2
3
√
3

1−2x2

√
1+ 1

4
x2

„

1+

r

1− 2
3

δt12(
√
2+δt12)

g(δt12)
1−2x2

1+1
4x2

« 0

�
2
3

�3/2 1+ 1
4
x2

√
1+x2

 

1+

r

1+ 4
3

δt12(
√
2+δt12)

g(δt12)

1+1
4x2

1+x2

! − 2
3
√
3

1+x2

√
1+ 1

4
x2

„

1+

r

1+ 2
3

δt12(
√
2+δt12)

g(δt12)
1+x2

1+1
4x2

« 0













(7.23)

nótese que todos los elementos de la tercer columna ∆Vν son cero.
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De las ecuaciones (7.20) y (7.22) podemos ver que en el ĺımite en que
me = 0 y δt12 = 0 la desviación del patrón tri-bimáximo es exáctamente
cero, esto es

∆Vtri
PMNS = 0. (7.24)

Hemos demostrado que la matriz de mezcla ∆Vtri
PMNS no tiene parámetros

a justables y difiere muy poco de la forma tri-bimáxima de Harrison, Perkins
y Scott.

El valor δt12 fija la escala y el origen de las masas de los neutrinos. Si
tomamos para δt12 el valor experimental central δt12 ≈ −0.04, obtenemos [21]

|mν2| ≈ 0.056 eV
|mν1| ≈ 0.055 eV,

y
|mν3| ≈ 0.022 eV.

Cuando tomamos para δt12 el valor tri-bimáximo δt12 = 0, las masas de
los neutrinos toman los valores

mν1 = 0.0521 eV mν2 = 0.0528 eV and mν3 = 0.0178 eV (7.25)

En ambos casos la extensión S3 invariante del Modelo Estándar predice una
jerarqúıa invertida. Debido a que el valor tri-bimáximo para δt12 difiere del
valor experimental central en menos del 6 % de tan θ12, la diferencia en las
correspondientes masas de los neutrinos no son significativas dentro de las
incertidumbres experimentales más recientes.
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Caṕıtulo 8

Corrientes Neutras que violan

el Sabor

Los modelos teóricos con más de un bosón de Higgs en un doblete de
SU(2)L predicen procesos que proceden del intercambio de bosones de Higgs
neutros en estados intermedios que no conservan el sabor. Estas son las co-
rrientes neutras que cambian el sabor de los fermiones que intervienen en la
reacción. Un ejemplo de estos procesos es la desintegración de un leptón τ en
tres muones. Experimentalmente, se sabe que estos procesos están muy fuer-
temente suprimidos. Por consiguiente, es conveniente verificar que al agregar
a la teoŕıa dos bosones de Higgs en dobletes de SU(2)L y dobletes de S3, no se
violen las cotas experimentales sobre los procesos mediadas por las corrientes
neutras que cambian el sabor (FCNC).

En la Extensión Mı́nima S3−Invariante del Modelo Estándar que aqúı se
considera, hay un doblete de Higgs SU(2)L por generación que se acopla a
todos los fermiones. Los acoplamientos de Yukawa que cambian el sabor se
pueden escribir en una base débil, adaptada a la simetŕıa y etiquetada con
ı́ndice de sabor, como

LFCNC
Y =

�
EaLY

ES
ab EbR + UaLY

US
ab UbR + DaLY

DS
ab DbR

�
H0

S

+
�
EaLY

E1
ab EbR + UaLY

U1
ab UbR + DaLY

D1
ab DbR

�
H0

1 +

�
EaLY

E2
ab EbR + UaLY

U2
ab UbR + DaLY

D2
ab DbR

�
H0

2 + h.c..

(8.1)

En esta expresión, los elementos en las matrices columna E �s, U �s y D�s
son los campos fermiónicos izquierdos y derechos, y Y

(e,u,d)s
ab , Y

(e,u,d)1,2
ab son

61
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las matrices de 3 × 3 de los acoplamientos de Yukawa de los campos fer-
miónicos a los bosones de Higgs neutros H0

s y H0
I que se encuentran en las

representaciones de singlete y de doblete de S3, respectivamente.
En esta base, los acoplamientos de Yukawa de los campos de Higgs a cada

familia de fermiones se pueden escribir en términos de matrices M
(e,u,d)
Y que

dan lugar a las correspondientes matrices de masa M (e,u,d) cuando la simetŕıa
de norma se rompe espontáneamente. De esta relación, podemos calcular los
acoplamientos de Yukawa que cambian el sabor en términos de las masas
de los fermiones y las esperanzas matemáticas entre estados del vaćıo de los
campos de Higgs neutros. Por ejemplo, la matriz Me

Y se escribe en términos
de los acoplamientos de Yukawa de los leptones cargados como

Me
Y = Y E1

w H0
1 + Y E2

w H0
2 , (8.2)

en esta expresión, el ı́ndice w significa que las matrices de Yukawa están
definidas en la base débil

Y E1
w =

mτ

v1











0 1√
2

m̃µ√
1+x2

1√
2

�
1+x2−m̃2

µ

1+x2

1√
2

m̃µ√
1+x2

0 0

m̃e(1+x2)√
1+x2−m̃2

µ

eiδe 0 0











(8.3)

y

Y E2
w =

mτ

v2











1√
2

m̃µ√
1+x2

0 0

0 − 1√
2

m̃µ√
1+x2

1√
2

�
1+x2−m̃2

µ

1+x2

0 m̃e(1+x2)√
1+x2−m̃2

µ

eiδe 0











. (8.4)

Los acoplamientos de Yukawa de interés f́ısico inmediato en el cálculo de las
corrientes neutras que cambian el sabor son aquellas definidas en la base de
masa, de acuerdo con

Ỹ EI
m = U †

eLY
EI
w UeR (8.5)

aqúı, UeL y UeR son las matrices que diagonalizan a la matriz de masa de
los leptones cargados y que fueron definidas en las ecuaciones (6.24) y(6.25).
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Aśı, obtenemos

Ỹ E1
m ≈

mτ

v1









2m̃e −1
2
m̃e

1
2
x

−m̃µ
1
2
m̃µ −1

2

1
2
m̃µx

2 −1
2
m̃µ

1
2









m

, (8.6)

y

Ỹ E2
m ≈

mτ

v2









−m̃e
1
2
m̃e −1

2
x

m̃µ
1
2
m̃µ

1
2

−1
2
m̃µx

2 1
2
m̃µ

1
2









m

, (8.7)

en estas expresiones, m̃µ = 5.94 × 10−2, m̃e = 2.876 × 10−4 y x = me/mµ =
4.84 × 10−3. Todos los elementos no-diagonales de las matrices Ỹ EI

m son res-
ponsables de procesos que proceden via corrientes neutras que cambian el
sabor (FCNC) a nivel árbol y a un rizo, ver Figura 8.1. Los valores numéri-
cos de los acoplamientos de Yukawa en (8.6) y (8.7) todav́ıa dependen de
las esperanzas matemáticas entre estados del vaćıo (VEV) de los campos de
Higgs, v1 y v2, y, por consiguiente, del potencial de Higgs. Si la simetŕıa S �

2

del sector de Higgs, se conserva, �H0
1 � = �H0

2 � = v.

8.1. Cálculo del decaimiento li −→ 3l

Nos interesa ver expĺıcitamente las tasas de decaimiento de los proce-
sos leptónicos que violan el sabor en la Extensión S3-Invariante del Modelo
Estándar. Un ejemplo de este tipo de procesos a nivel árbol es el decaimiento
de un tau en tres muones, τ− → µ−µ+µ−, ó el decaimiento de un muón en
tres electrones, µ− → e−e+e−.

Por ejemplo, el proceso τ → µe+e−, debido al intercambio de un boson
de Higgs está descrito por un diagrama de Feyman como el que se muestra
en la figura 8.2, y la amplitud de decaimiento este proceso, está dada por

A(τ → µe+e−) =
i

M2
H1,2

�
ūeỸ

ee
1,2ueūµỸ

µτ
1,2 uτ

�
, (8.8)

en donde MH1,2
es la masa del boson de Higgs que interviene en el proceso,
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τ

φ0

µ

µ

µ

τ(p)

τ(p)

τ(p)µ(p�) µ(p�)

µ(p�)

φ0(k)

li li

φ0(k)

φ0(k)

li

γ

γ

γ

Figura 8.1: La figura de arriba es el diagrama de Feynman del proceso τ− →
3µ, mientras que los tres diagramas a la derecha son los tres diagramas de
Feynman que contribuyen al proceso τ → µγ.
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τ

φ0

µ

e−

e+

Figura 8.2: Diagrama del proceso τ− → µ−e−e+

Ỹ ab
1,2, es el acoplamiento de Yukawa en la base de masas que acopla a los

leptones a y b con el boson de Higgs. Para propósitos del cálculo, podemos
despreciar la masa del electrón, me → 0, y la masa del muón, mµ → 0. Al
tomar la ámplitud al cuadrado y sumar sobre la polarizacion inicial y las
polarizaciones finales, se obtiene

1

2

�
|A|2 =

1

4

�
Ỹ ee
1,2Ỹ

µτ
1,2

�2

M4
H1,2

[Tr (p2 · p1) Tr (p3 · p4 + /p3mτ )] (8.9)

en donde el término proporcional a /p3 es cero debido a que la traza de γµ es
cero. Las trazas son inmediatas y dan un factor de 4 cada una, por lo que
nos queda entonces que

1

2

�
|A|2 = 4

�
Ỹ ee
1,2Ỹ

µτ
1,2

�2

M4
H1,2

p2 · p1p3 · p4. (8.10)

Nos interesa calcular la tasa de decaimiento debida a este proceso, por lo que
escribimos la tasa de decaimiento diferencial de éste

dΓ(τ → µe+e−) =
(2π)δ4(p2 + p3 + p4 − p1)

2mτ

d3p2d
3p3d

3p4
2E2(2π)32E3(2π)32E4

1

2

�
|A|2.

(8.11)
Reescribimos la expresión y nos queda

dΓ(τ → µe+e−) =
�
Ỹ ee
1,2Ỹ

µτ
1,2

�2 δ4(p2 + p3 + p4 − p1)

4(2π)5mτM4
H1,2

d3p2d
3p3d

3p4
E2E3E4

pα1p
β
4p2αp4β.

(8.12)
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Definimos el cuadrimomento transferido q = p1 − p4 e integrando sobre p2 y
p3, se obtiene

dΓ(τ → µe+e−) =

�
Ỹ ee
1,2Ỹ

µτ
1,2

�2

2(2π)5M4
H1,2

d3p4
mτE4

pα1p
β
4

�
d3p2d

3p3
E2E3

δ4(p2 + p3 − q)p2αp3β.

(8.13)
La integral la podemos escribir como

Iαβ =

�
d3p2d

3p3
E2E3

δ4(p2 + p3 − q)p2αp3β = Aq2gαβ + Bqαqβ. (8.14)

Se puede demostrar que en este caso A = π/6 y que B = π/3. En el sistema
en que el τ está en reposo, pµ1 = (mτ ,�0), y en la aproximación en que la
masas del muón y la masa del electrón son cero, se tiene

p1 · p4 = mτE4, p21 = m2
τ , p24 = m2

µ → 0,

d3p4 ∼ p24d
3p4 ∼ E2

4dE4,
(8.15)

con lo cual, el producto pα1p
β
4Iαβ queda como

pα1p
β
4Iαβ = π

6
(p1 · p4(p21 − 2p1 · p4 + p24) + 2p1 · (p1 − p4)p4 · (p1 − p4))

= π
6
mτE4 (3m2

τ − 4mτE4) .
(8.16)

La integral sobre el ángulo sólido da 4π y sólo nos falta integrar sobre E4.
Para ver los ĺımites de integración vemos que para el caso en que E4 = 0
p2 = −p3 y en el caso en que alcanza el máximo, E4 = mτ

2
, por lo que

0 ≤ E4 ≤ mτ/2.

Γ(τ → µe+e−) = π
6

22(2π)(Ỹ ee
1,2Ỹ

µτ
1,2 )

2

2(2π)5M4

H1,2

� mτ/2

0
E2

4dE4 (3mτ − 4E4) , (8.17)

la integral sobre E4 con el cambio de variable E4 = �mτ

2
queda como

� mτ/2

0

E2
4dE4

m2
τ

(3mτ − 4E4) →
m5

τ

23

� 1

0

�2(3 − 2�) =
m5

τ

24
(8.18)

con lo cual la taza de decaimiento total nos queda como

Γ(τ → µe+e−) =
m5

τ (Ỹ ee
1,2Ỹ

τµ
1,2 )

2

6×29π3M4

H1,2

(8.19)
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la cual reescribimos como

ωτ =
m5

τ

192 × 16π3

(Ỹ ee
1,2Ỹ

τµ
1,2 )2

M4
H1,2

. (8.20)

Para poder hacer una estimación del orden de magnitud del coeficiente
en las matrices de Yukawa, mτ/v, podemos además suponer que los VEV’s
de todos los campos de Higgs son de magnitud comparable, esto es que

�H0
s � = �H0

1 � = �H0
2 � =

√
2

√
3

MW

g2

entonces,

mτ/v =

�
3

2
g2

mτ

MW

y podemos estimar los valores numéricos de los acoplamientos de Yukawa a
partir de los valores numéricos de las masas de los leptones cargados. Por
ejemplo, la amplitud del proceso que viola el sabor τ− → µ−e+e−, es pro-
porcional a Ỹ E

τµỸ
E
ee [128]. Entonces, la tasa de ramificación leptónica es

Br(τ → µe+e−) =
Γ(τ → µe+e−)

Γ(τ → eνν̄) + Γ(τ → µνν̄)
× 0.34, (8.21)

y

Γ(τ → µe+e−) ≈
m5

τ

3 × 210π3

�
Ỹ ee
1,2Ỹ

τµ
1,2

�2

M4
H1,2

(8.22)

que es el término dominante. El factor 0.34 en la ecuación (8.21) es debido a
que solo estamos contanto los decaimientos leptónicos del tau siendo que los
decaimientos en hadrones son dominantes. Las bien conocidas expresiones
para Γ(τ → eνν̄) y Γ(τ → µνν̄) [129]1, nos dan

Br(τ → µe+e−) ≈
9

4

�
memµ

m2
τ

�2 �
mτ

MH1,2

�4

, (8.23)

1Nótese que las amplitudes de decaimiento leptónicas del τ son solo el 30 % del total por

lo que si queremos ser consistentes tendŕıamos que multiplicar por 1/3 ≈ 0.34 la tasa de

ramificación que hemos calculado aunque para fines prácticos como estamos comparando

con cotas superiores y estamos muy por debajo de éstas, no es necesario.

Neevia docConverter 5.1



68 Corrientes neutras que cambian el sabor

tomando para MH1,2
∼ 120 GeV , obtenemos

Br(τ → µe+e−) ≈ 3.15 × 10−17, (8.24)

muy por aba jo de la cota superior experimental para este proceso, que es
2.7 × 10−8 [130].

8.2. Calculo del decaimiento li −→ ljγ

Figura 8.3: Diagramas que contribuyen a la violación del numero leptónico
l1 → l3γ

Para calcular las tasas de ramificación de procesos radiativos como el de
τ → µγ, necesitamos calcular primero la amplitud.

La amplitud del proceso l1 → l3γ, mostrado en la figura (E.1), está dada
por la ecuación

M = −e�µYl1l2Yl2l3ūl3(p�)

�

Λµ + iΣL
(/p� + m1)γµ

p�2 −m2
1

+ i
γµ(/p + m3)

p2 −m2
3

ΣR

�

ul1(p)

(8.25)
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en donde

Λµ = −
�

ddk
(2π)d

/p−/k+m2

(p−k)2−m2

2

γµ
k2−m2

s

/p�−/k+m2

(p�−k)2−m2

2

,

ΣL(p�) =
� /p�−/k+m2

(p�−k)2−m2

2

1
k2−m2

s
,

ΣR(p) = ΣL(p → p�).

(8.26)

En el caso que estamos viendo, es claro que m1 = mτ y m3 = me,µ. Las diver-
gencias en los diagramas se cancelan [128], (ver apendice E). Consideremos
el caso τ → eγ, calculando las partes finitas en las integrales y haciendo los
desarrollos en potencias de (mτ/mH)2, se encuentra el término dominante a
orden O (m2

τ/m
2
H),

|M |2 =
e2

(4π)4

�
�
�
�ūe(p�)

�

Ỹττ Ỹτe
mτ

6MH

�

/�− 2
p · �

mτ

�

+ (ỸτeỸee + ỸτµỸµe)
mτ

3MH

�

/�− 2
p · �

mτ

��

uτ (p)

�
�
�
�

2

(8.27)
Ignorando los términos de interferencia, ya que en el caso de que alguno de
los términos que aparecen sea mucho mayor que los otros dos la contribución
dominante vendra de éste, se obtiene

ωτeγ =
αm5

τ

2119π4M2
H

�
Ỹ 2
ττ Ỹ

2
τe + 4(Ỹ 2

τeỸ
2
ee + Ỹ 2

τµỸ
2
µe)

�
. (8.28)

El cálculo para τ → µγ es similar y el resultado de éste es

ωτeγ =
αm5

τ

2119π4M2
H

�
Ỹ 2
ττ Ỹ

2
τµ + 4(Ỹ 2

τeỸ
2
eµ + Ỹ 2

τµỸ
2
µµ)

�
. (8.29)

El cálculo del proceso µ → eγ es similar y en este caso el término dominante
es en el que aparece un τ en el lazo por lo que la amplitud de este proceso
queda como

|M |2 =
e2

(4π)4
Ỹ 2
µτ Ỹ

2
τe

m2
τm

2
µ

4M4
H

�
�
�
�ūe(p�)

��

/�− 2
p · �

mµ

��

uµ(p)

�
�
�
�

2

(8.30)

Para ver el cálculo de las tasas de ramificación de los procesos que violan
el sabor leptónico a un lazo, ver el apéndice E.

Cálculos semejantes a la tasa de ramificación anterior, nos dan las siguien-
tes estimaciones

Br(τ → 3µ) ≈
9

64

�
mµ

MH

�4

, (8.31)
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Tabla 8.1: Procesos leptónicos que ocurren v́ıa FCNC calculados
con MH = 120 GeV y tan β = 1

Proceso BR Teórico Cota superior del Referencias
BR experimental

τ → 3µ 8.43 × 10−14 2 × 10−7 B. Aubert et. al. [131]
τ → µe+e− 3.15 × 10−17 2.7 × 10−7 B. Aubert et. al. [131]
τ → µγ 9.24 × 10−15 6.8 × 10−8 B. Aubert et. al. [132]
τ → eγ 5.22 × 10−16 1.1 × 10−11 B. Aubert et. al. [133]
µ → 3e 2.53 × 10−16 1 × 10−12 U. Bellgardt et al. [134]
µ → eγ 1 × 10−19 1.2 × 10−11 M. L. Brooks et al. [135]

y

Br(µ → 3e) ≈ 18

�
memµ

m2
τ

�2 �
mτ

MH

�4

. (8.32)

Se calculó con vS = v1 = v2. Si no se hace esta suposición y se deja
vS/v1 = tan β sin especificar, (8.32) cambia a

Br(µ → 3e) ≈ 2(2 + tan2 β)2
�

memµ

m2
τ

�2 �
mτ

MH

�4

. (8.33)

Además de los procesos a nivel árbol, tenemos los procesos a un lazo como
τ → (e, µ)γ y µ → eγ,

Br(τ → eγ) ≈
3α

8π

�
mµ

MH

�4

, (8.34)

Br(τ → µγ) ≈
3α

128π

�
mµ

mτ

�2 �
mτ

MH

�4

, (8.35)

Br(µ → eγ) ≈
27α

16π

�
me

mµ

�4�
mτ

MH

�4

. (8.36)

De las estimaciones anteriores, se aprecia fácilmente que los procesos que
proceden v́ıa corrientes neutras que cambian el sabor (FCNC) en el sector
leptónico están fuertemente suprimidas por potencias de los valores pequeños
de los cocientes de las masas me/mτ , mµ/mτ y mτ/MH . Las estimaciones
numéricas de las tasas de ramificación y las correspondientes cotas superio-
res experimentales se muestran en la Tabla 8.1. Se puede ver que, en todos
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los casos considerados, los valores numéricos de las tasas de ramificación de
los procesos de corrientes neutras que cambian el sabor (FCNC) en el sector
leptónico están muy por deba jo de las cotas superiores experimentales co-
rrespondientes. Las matrices de los acoplamientos de Yukawa de los quarks
se pueden calcular de manera semejante. En el art́ıculo [11], se dan valores
numéricos para los quarks de tipo u y d. Ah́ı encontraron que debido a la
marcada jerarqúıa de las masas de los quarks y las correspondientes valores
pequeños o muy pequeños de los cocientes de las masas, los valores numéri-
cos de todos los acoplamientos de Yukawa en el sector de los quarks son
pequeños o muy pequeños. Kubo, Okada y Sakamaki [73] han investigado
el rompimiento de la simetŕıa de norma en la presente Extensión Mı́nima
S3−Invariante del Modelo Estándar con el potencial de Higgs S3-invariante
VH(HS, H2) analizado por Pakvasa y Sugawara. Ellos encontraron que es po-
sible que todos los bosones de Higgs, exceptuando a uno neutro se pueden
hacer lo suficientemente pesados (MH ∼ 10 TeV ) como para suprimir todos
los procesos v́ıa corrientes neutras que cambian el sabor en el sector de los
quarks de la teoŕıa sin tener problemas con la trivialdad.

Finalmente, queremos gregar que, aún cuando los valores teóricos de las
tasas de ramificación de los procesos v́ıa FCNC calculados en nuestro traba jo
son mucho menores que las correspondientes cotas superiores experimenta-
les medidas en los laboratorios terrestres, esos valores aún son mayores que
los valores nulos o casi nulos que permite el Modelo Estándar y podŕıan te-
ner importancia en algunos procesos astrof́ısicos. Ya se ha argumentado que
procesos FCNC pequeños que sirven de intermediarios a las interacciones
no-standard de los quarks y los neutrinos podŕıan tener importancia en la
descripción teórica del colapso gravitacional del núcleo y la generación de
choque en la etapa explosiva de una supernova [136, 137].

8.3. Momento magnético anómalo del Muón

El momento magnético anómalo del muón es una de las cantidades mejor
medidas en la f́ısica de part́ıculas. Las medidas de precisión más recientes
de este observable, hechas en Brookhaven [138], revelan una discrepancia de
tres desviaciones estándar de este valor respecto del que predice el ME. En la
extensión que estudiamos en esta tesis, la anomaĺıa del momento magnético
del muón recibe una contribución del intercambio de bosones escalares que
cambian el sabor leptónico, la cual se representa en el diagrama de Feynman
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µ
Hµ

γ

τYµτ
Yτµτ

Figura 8.4: La contribución, ∆a
(H)
µ , a la anomaĺıa del momento magnético

del muón proveniente del intercambio de bosones escalares que cambian el
sabor leptónico. El bosón de Higgs puede ser escalar o pseudo-escalar.

de la Figura 8.4.
La descomposición covariante relativista de este tipo de diagramas es [139]

A(g − 2) = (−ie)ū(p�)

�

γµFE(q2) +
iσµνqν

2mµ

FM (q2)

�

u(p) (8.37)

en donde FE(q2) y FM (q2) son los factores de forma eléctricos y magnéticos
respectivamente, y q = p� − p y σµν = 1

2
i[γµ, γν ]. En el ĺımite estático q2 → 0

se tiene que
FM (0) = aµ (8.38)

la cual define al momento anómalo del muón.
En nuestro modelo, las generaciones más pesadas tienen acoplamientos

de Yukawa grandes, por lo tanto, la contribución más grande viene del aco-
plamiento µ − τ − H ver figura 8.4. La contribución, ∆a

(H)
µ , al momento

magnético del muón debida al intercambio del escalar neutro más ligero, cal-
culada al orden más ba jo en teoŕıa de perturbaciones es representada por el
diagrama de Feynman de la Figura (8.4), la cual genera

∆a(H)
µ = e

Yµτ√
2

Yτµ√
2
ū(p�)Λµu(p), (8.39)

en donde

Λµ = −

�
ddk

(2π)d
/p− /k + mτ

(p− k)2 −m2
τ

γµ

k2 −M2
H

/p� − /k + mτ

(p� − k)2 −m2
τ

. (8.40)
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Como nos interesa calcular la contribución al momento magnético anóma-
lo del muón, entonces nos concentraremos en los términos que contribuyen
a FM . Primero tenemos que calcular la integral en el miembro derecho de
la ecuación (8.40), para lo cual necesitamos hacer uso de los parámetros de
Feynman [140], por lo que usamos la identidad

1

ABC
= 2

� 1

0

� 1−y

0

dydx
1

[C + (A− C)x + (B − C)y]3
. (8.41)

En nuestro caso

A = (p− k)2 −m2
τ

= k2 − 2k · p + p2 −m2
τ

= k2 − 2k · p + m2
µ −m2

τ

B = k2 −M2
H

C = (p� − k)2 −m2
τ

= k2 − 2k · p� + (p�)2 −m2
τ

= k2 − 2k · p� + m2
µ −m2

τ

(8.42)

por lo que
A− C = 2k · (p� − p) = 2k · q

B − C = 2k · p� + m2
τ −m2

µ −M2
H .

(8.43)

Aśı Λµ se reescribe como

Λµ = −2
� 1

0

� 1−y

0
dydx

�
ddk
(2π)d

×

“
/p−/k+mτ

”
γµ

“
/p�−/k+mτ

”

[k2−2k·p�+m2
µ−m2

τ+x(2k·(p�−p))+y(2k·p�+m2
τ−m2

µ−M2

H)]
3

(8.44)

El denominador en la integral lo reescribimos como

D = k2 − 2k · (p�(1 − y) − xq) − (m2
τ −m2

µ)(1 − y) − yM2
H . (8.45)

Para hacer la integral en k haremos el cambio de variable

k = l + p�(1 − y) − xq, (8.46)
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por lo que,

k2 = l2 + 2l · (p�(1 − y) − xq) + (p�(1 − y) − xq)2 , (8.47)

con lo que el denominador queda como:

D = l2 + 2x(1−y)p� ·q−x2q2−m2
µ(1−y)2−M2

Hy−(m2
µ−m2

τ )(1−y), (8.48)

o bien
D = l2 − ∆, (8.49)

en donde

∆ = M2
Hy + (m2

τ −m2
µ)(1 − y) + m2

µ(1 − y)2 + x2q2 − 2x(1 − y)p� · q. (8.50)

El numerador queda como

Nµ = (/p− /k + mτ ) γµ (/p� − /k + mτ )

= (−/l + x/q + /p− /p�(1 − y) + mτ ) γµ (−/l + x/q − /p�(1 − y) + /p� + mτ ) .
(8.51)

En esta expresión, solamente contribuyen a FM los términos lineales en q.
Los términos cuadraticos en l no contribuyen porque son independientes de
q. Los términos lineales en l dan una contribución nula a la integral. Además
recordemos que p = p� − q y p� = p + q, y también

ū(p�)/p� = ū(p�)mµ

/pu(p) = mµu(p).
(8.52)

por lo que al numerador lo podemos llevar a la forma

Nµ → (−/q(1 − x) + mτ + mµy)γµ(/q(x− y) + mτ + mµy). (8.53)

Entonces la parte del numerador que contribuye a FM se reduce a

Nµ → (mτ + mµy) [−/qγµ − yγµ/q + x (γµγν + γνγµqν)] . (8.54)

En esta expresión, el último término es proporcional a qµ, por lo cual no
contribuye debido a que al contraerlo con �µ se anula. Recordemos además
que

γµγν = gµν − iσµν , (8.55)
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con lo que el numerador queda como

Nµ → iσµνqν(mτ + mµy)(y − 1), (8.56)

con esto FM (q2) queda como

FM (q2) = 4imµ
Yµτ√

2

Yτµ√
2

� 1

0

� 1−y

0
dydx(1 − y)(mτ + mµy)×

�
d4l

(2π)4
1

[l2−(M2

H
y+(m2

τ−m2
µ)(1−y)+m2

µ(1−y)2+x2q2−2x(1−y)p�·q)]
3 .

(8.57)
Como �

d4l

(2π)4
1

(l2 − ∆)3
=

−i

2 × 16π2

�
1

∆

�

, (8.58)

entonces δaµ ≡ FM (q2 = 0) queda como

δaµ =
1

16π2
mµYµτYτµ

� 1

0

� 1−y

0

dydx
(1 − y)(mτ + mµy)

M2
Hy + (m2

τ −m2
µ)(1 − y) + m2

µ(1 − y)2
.

(8.59)
La integral en x es inmediata, por lo que la expresión para δaµ se reduce a

δaµ =
1

16π2
mµYµτYτµ

� 1

0

dy
(1 − y)2(mτ + mµy)

M2
Hy + (m2

τ −m2
µ)(1 − y) + m2

µ(1 − y)2
.

(8.60)
Ahora, con el cambio de variable y = 1 − x, se tiene que

δaµ =
1

16π2
mµYµτYτµ

� 1

0

dx
x2(mτ + mµ(1 − x))

M2
H(1 − x) + (m2

τ −m2
µ)x + m2

µx
2
. (8.61)

Si hacemos la integral en x se obtiene el resultado siguiente [141]

δa(H)
µ =

Ỹµτ Ỹτµ

16π2

mµmτ

M2
H

�

log

�
M2

H

m2
τ

�

−
3

2

�

. (8.62)

Los acoplamientos de Yukawa que aparecen en esta expresión están dados en
las ecuaciones ( 8.6) y ( 8.7). Por lo tanto, finalmente obtenemos

δa(H)
µ =

m2
τ

(246 GeV )2
(2 + tan2 β)

32π2

m2
µ

M2
H

�

log

�
M2

H

m2
τ

�

−
3

2

�

, (8.63)
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en esta expresión, tan β = vs/v1, es la razón de los valores de expectación
en el vaćıo de los escalares de Higgs en la representación de singlete, vs, y
doblete, v1, del grupo de sabor S3.

La cota más restrictiva para tan β se obtiene de la cota experimental de
la tasa de ramificación (Branching ratio) para el proceso Br(µ → 3e) dada
en (8.33), y en la Tabla 8.1. Con ésto se obtiene,

tan β ≤ 14. (8.64)

Sustituyendo este valor en (8.63) y tomando para la masa del escalar de Higgs
el valor MH = 120 GeV obtenemos un estimado del valor más grande posible
para la contribución de las FCNC a la anomaĺıa del momento magnético del
muón

δa(H)
µ ≈ 1.7 × 10−10. (8.65)

Este número debe ser comparado con la diferencia entre el valor experi-
mental y el valor que predice el Modelo Estándar para el momento magnético
del muón [139]

∆aµ = aexp
µ − aME

µ = (28.7 ± 9.1) × 10−10, (8.66)

lo que significa

δa
(H)
µ

∆aµ

≈ 0.06. (8.67)

Por lo tanto, la contribución a la anomaĺıa del momento magnético del muón
debida al intercambio de bosones escalares que cambian el sabor es menor o
del orden del 6 % de la discrepancia entre el valor experimental y la predic-
ción del Modelo Estándar. Esta discrepancia es del orden de tres desviaciones
Estándar y bastante importante, pero su interpretación se ve comprometi-
da por las incertidumbres en el cálculo de los efectos hadrónicos de orden
más alto, principalmente debido a los efectos de polarización a tres lazos,
aV P
µ (3, had) ≈ −1.82 × 10−9 [142], y por las contribuciones hadrónicas a tres

lazos de tipo luz por luz, aLBL
µ (3, had) ≈ 1.59 × 10−9 [142].

Como se explicó antes, la contribución a la anomaĺıa del momento magnéti-
co del muón que proviene de las corrientes neutras que cambian el sabor en la
extensión mı́nima S3−invariante del Modelo Estándar es, a lo más, 6 % de la
discrepancia entre el valor experimental y la predicción del Modelo Estándar
para la anomaĺıa, y es del mismo orden de magnitud que las incertidumbres
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de las contribuciones hadrónicas de órdenes superiores, pero no es insignifi-
cante y es compatible con las medidas experimentales y los cálculos teóricos
en el mejor estado del arte.

En la conferencia TAU08, Michael Davier presentó algunos adelantos so-
bre el estudio de los procesos e+e− → π+π−, medidos en BaBar en los cuales
se toma en cuenta los procesos en los que un electrón rad́ıa un fotón y por
lo tanto la enerǵıa en el centro de masa de la colisión es de hecho menor
a la supuesta cuando no se tomaba en cuenta al fotón radiado. Los resul-
tados preliminares indican que la discrepancia entre el Modelo Estándar y
el experimento cambia del valor previamente estimado de 3.4σ al valor co-
rregido de 1.7σ. Con esta corrección, en vez de que la contribución que se
obtiene en la extensión mı́nima S3 del ME fuese δa

(H)
µ ≈ 0.06, ahora seŕıa

aproximadamente del 12 % (δa
(H)
µ ≈ 0.12).
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Conclusiones

La introducción de tres dobletes de SU(2) de Higgs en el Modelo Estándar
permite la extensión del concepto de sabor y generaciones al sector de Higgs,
aśı como la extensión a este sector del concepto de simetŕıa del sabor. De esta
manera, se formuló una extensión mı́nima S3-invariante del Modelo Estándar.
En esta extensión se impuso una simetŕıa Z2 adicional en el sector leptónico
con lo cual se redujo el número de parámetros libres del sector. De este modo
fué posible calcular los ángulos de mezcla de los neutrinos como función
solamente de las masas de los leptones cargados, las masas de los neutrinos
y un parámetro libre, la fase de Dirac.

La simetŕıa S3 × Z2, tal como se impuso en la teoŕıa, dió como resultado
que dos de los ángulos de mezcla, esto es θ13 y θ23, dependan solamente de
las masas de los leptones cargados

sin θ13 ≈
1√
2
x

(1+4x2−m̃4
µ
)√

1+m̃2
µ
+5x2−m̃4

µ

sin θ23 ≈
1√
2

1−2m̃2
µ
+m̃4

µ√
1−4m̃2

µ
+x2+6m̃4

µ

.

Estos resultados están en excelente acuerdo con los resultados experimentales
como se puede ver de la siguiente comparación

79

Neevia docConverter 5.1



80 Conclusiones

Valor

Experimental Predicción Teórica

(sin2 θ13)
exp






≤ 0.026

0.01+0.016
−0.011

sin2 θ13 = 1.1 × 10−5

(sin2 θ23)
exp = 0.5+0.07

−0.06 sin2 θ23 = 0.5.

En la teoŕıa aqúı desarrollada, el ángulo de mezcla solar, θ12, es función
tanto de las masas de los neutrinos como de las masas de los leptones car-
gados, sin embargo la dependencia en las masas de los leptones cargados es
muy débil,

tan θ212 =
(∆m2

12 + ∆m2
13 + |mν3|

2 cos2 φν)1/2 − |mν3|| cosφν |

(∆m2
13 + |mν3|

2 cos2 φν)1/2 + |mν3|| cosφν |
.

Esta expresión nos permitió calcular las masas de los neutrinos como función
de los observables, tan θ12, ∆m2

12 y ∆m2
13, ya que en este trabajo encontramos

que el ángulo φν , el cual es la fase del acoplamiento Y2 es cero y por lo tanto
cosφν = 1.

Si en el cálculo de las masas de los neutrinos se usan los siguientes valores
experimentales de las diferencias de los cuadrados de las masas:

∆m2
21 = 7.65 × 10−5eV 2 ∆m2

13 = 2.4 × 10−3eV 2

y el ángulo de mezcla solar

tan θ12 = 0.661,

el resultado que se obtiene es

|mν3| ≈ 0.021 eV, |mν2| ≈ 0.054 eV y |mν1| ≈ 0.053 eV.

Estos resultados están en buen acuerdo con las cotas que vienen del decai-
miento beta, del decaimiento doble beta sin neutrinos y con las cotas que
vienen de la cosmoloǵıa.

Demostramos también que la matriz de mezclas de los neutrinos difiere
muy poco de la forma tri-bimáxima y la desviación que se obtiene es propor-
cional al cociente me/mµ, el cual es muy pequeño.
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En la extensión S3 invariante del ME, que aqúı estudiamos, el sector de
Higgs tiene tres dobletes de SU(2). Por lo tanto, en esta extensión del ME
ocurren procesos por intercambio de corrientes neutras que violan el sabor,
como también sucede, en otras extensiones del Modelo Estándar con más de
un doblete de SU(2) de Higgs. Para estar seguros que el modelo no contradice
las cotas experimentales sobre procesos que violan el sabor leptónico, hemos
calculado las tasas de ramificación de estos procesos y hemos encontrado
que éstas están suprimidos por potencias de los cocientes, me/mτ , mµ/mτ y
mτ/MH en muy buen acuerdo con los datos experimentales más recientes. Sin
embargo, hay que hacer notar que, a pesar de que el efecto de estos procesos
suprimidos es pequeño, podŕıa ser importante en la evolución de la onda de
choque en la explosión de las supernovas. Esto se debe a que si los neutrinos
del electrón νe cambian de sabor, esto puede alterar la captura electrónica y
la fisica térmica en el núcleo, de hecho, la dinámica de implosión es sensible a
la fracción electrónica debido a que la degeneración de los electrones provee
alrededor del 90 % de la presión en el núcleo. Si los neutrinos del electrón
cambian de sabor se abren huecos en el mar de Fermi-Dirac de ν �

es los cuales
permiten la captura de electrones mediante la reacción e− + p → n + νe, lo
cual cambia el potencial qúımico electónico y con ello la presión en el núcleo.

También calculamos la contribución a la anomaĺıa del momento magnético
del muón que viene de procesos que violan el sabor leptónico y encontramos
que esta contribución es, a lo más, del orden de 6 % de la anomaĺıa, la cual
es una contribución pequeña, pero no insignificante.

El número de parámetros en la extensión mı́nima S3-invariante del ME
comparado con el número de parámetros del ME queda como sigue:

En el ME hay 6 masas de los quarks, tres ángulos de mezcla y una fase
que viola CP. Además están los acoplamientos de norma g1, g2 y g3, la masa
del bosón de Higgs y el valor de expectación del vaćıo de éste. Además están
las masas de los leptones cargados. Hasta aqúı hemos contado 18 paráme-
tros libres que se fijan de los datos experimentales. Si además incluimos las
masas de los neutrinos hay que agregar tres masas de los neutrinos y cuatro
parámetros de la matriz de mezclas en analoǵıa con el sector de quarks. Si se
supone que son neutrinos de Majorana se tienen otros dos parámetros libres
en la teoŕıa, que son las fases de Majorana.

Aśı en el Modelo Estándar sin neutrinos masivos hay 18 parámetros libres
y con neutrinos habŕıa 25 ó 27 parámetros dependiendo de si los neutrinos
son part́ıculas de Dirac o Majorana.

En la Extensión Mı́nima S3-Invariante del Modelo Estándar, se tienen
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las tres constantes de acoplamiento de norma, 6 masas de los quarks y 5
parámetros en la matriz de mezcla (uno más que en el Modelo Estándar). En
el sector de leptones se tienen 3 masas de los leptones cargados, tres masas
de los neutrinos y una fase de Dirac que viola CP. En el sector de Higgs se
tienen siete masas de los bosones de Higgs y dos VEV’s.

En total con neutrinos de Majorana hay 30 parámetros. Lo importante a
hacer notar es que los parámetros a la escala electrodébil no son 30 porque
seis Higgses son mucho más pesados que el Higgs ligero, aśı que de estos
30 parámetros, 24 están a la escala electrodébil. Esperamos además poder
reducir el número de parámetros en el sector de los quarks por lo menos en
dos parámetros.

Como se dijo antes, el número de parámetros en el sector de Higgs es 9. La
cuenta de los parámetros en el sector de Higgs es como sigue: uno es la masa
del Higgs del ME, otros son las 6 masas de los demás Higgses f́ısicos los cuales
están a otra escala. Otro parámetro es la suma de los vev’s o bien la masa del
bosón W y aún otro parámetro es el cociente de los valores de expectación
en el vaćıo de los Higgses escalares, tanβ = vs/v1, el cual está acotado por
el decaimiento µ → 3e y su valor máximo es tanmax β ≈ 14.

En conclusión, se puede decir que la extensión mı́nima S3 invariante del
Modelo Estándar describe exitosamente masas y mezclas de neutrinos, aśı co-
mo los procesos que violan el sabor leptónico, con seis valores de las masas
de los leptones que se fijan de los experimentos y una fase de Dirac que viola
CP y que, por ahora, está libre.

Finalmente, hay fenomenoloǵıa interesante que se debe estudiar en esta
extensión, tal es el caso del cálculo de la leptogénesis resonante [143–147]. En
esta teoŕıa, la leptogénesis resonante es posible dado que dos de las masas
de los neutrinos derechos de Majorana están degeneradas debido a que la
simetŕıa S3 aśı lo impone.
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Matriz de masas a partir de la

Lagrangiana de Yukawa

Se deriva la matriz de masas general en la extensión Mı́nima S3-invariante
del Modelo Estándar.

Determinación de las matrices de masas

En la extensión Mı́nima S3-invariante del Modelo Estándar [11] Las interac-
ciones de Yukawa están dadas por

LY = LYD
+ LYU

+ LYE
+ LYν

, (A.1)

en donde

LYD
= −Y d

1 QIHSdIR − Y d
3 Q3HSd3R

−Y d
2 [ QIκIJH1dJR + QIηIJH2dJR ]

−Y d
4 Q3HIdIR − Y d

5 QIHId3R + h.c.,

(A.2)

LYU
= −Y u

1 QI(iσ2)H
∗
SuIR − Y u

3 Q3(iσ2)H
∗
Su3R

−Y u
2 [ QIκIJ(iσ2)H

∗
1uJR + QIηIJ(iσ2)H

∗
2uJR ]

−Y u
4 Q3(iσ2)H

∗
IuIR − Y u

5 QI(iσ2)H
∗
I u3R + h.c.,

(A.3)

LYE
= −Y e

1 LIHSeIR − Y e
3 L3HSe3R

−Y e
2 [ LIκIJH1eJR + LIηIJH2eJR ]

−Y e
4 L3HIeIR − Y e

5 LIHIe3R + h.c.,

(A.4)

83
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LYν
= −Y ν

1 LI(iσ2)H
∗
SνIR − Y ν

3 L3(iσ2)H
∗
Sν3R

−Y ν
2 [ LIκIJ(iσ2)H

∗
1νJR + LIηIJ(iσ2)H

∗
2νJR ]

−Y ν
4 L3(iσ2)H

∗
I νIR − Y ν

5 LI(iσ2)H
∗
I ν3R + h.c.,

(A.5)

y

κ =

�
0 1
1 0

�

and η =

�
1 0
0 −1

�

. (A.6)

Para el sector d se tiene1

LYD
= −Y d

1 QIHSdIR − Y d
3 Q3HSd3R

−Y d
2 [ QIκIJH1dJR + QIηIJH2dJR ]

−Y d
4 Q3HIdIR − Y d

5 QIHId3R + h.c.

(A.7)

En donde I = 1, 2 y J = 1, 2 son ı́ndices de doblete del sabor. El primer
término del primer renglón esta dado por:

L1 = −Y d
1 QIHSdIR (A.8)

donde

QI es un doblete de sabor y doblete de SU(2),

HS es un singlete de sabor y doblete de SU(2),

dIR es un doblete de sabor y singlete de SU(2).

Q tiene la forma

Q =

�
quL
qdL

�

. (A.9)

Cuando la simetŕıa de norma se rompe, los Higgses neutros adquieren un
valor de expectación en el vaćıo,

�|HS|� =

�
0

1√
3
(v1 + v2 + v3)

�

≡

�
0
vs

�

(A.10)

para el singlete de S3, y

�|H1|� =

�
0

1√
2
(v1 − v2)

�

≡

�
0
v2

1

�

(A.11)

1
Nota: No se tomará en cuenta para el cálculo si no hasta el final del mismo la parte

del h.c, por lo que en la Lagrangiana Li se omitirá el h.c.
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�|H2|� =

�
0

1√
6
(v1 + v2 − 2v3)

�

≡

�
0
v2

2

�

(A.12)

para los Higgses en el doblete de S3, H1 y H2.
Entonces podemos reescribir la ecuación (A.8) como

L1 −→ −Y d
1

�
QHL1Hsd1R + QHL2Hsd2R

�
=

−Y d
1

�
�

uL , dL
�
�

0
vs

�

dR +
�

cL , sL
�
�

0
vs

�

sR

�

=

−Y d
1

�
dLvsdR + sLvssR

�
.

(A.13)

Para poner el ı́ndice de sabor en los campos debemos usar las siguientes
identidades:

1 =
�
1 0 0

�



1
0
0



 =
�
0 1 0

�



0
1
0



 =
�
0 0 1

�



0
0
1



 .

(A.14)
Si además

asociamos d −→




d
0
0



 =




1
0
0



 d

asociamos s −→




0
s
0



 =




0
1
0



 s

y b −→




0
0
b



 =




0
0
1



 b

podemos reescribir L1 en la siguiente forma:

L1 = −Y d
1

�
dL 0 0

�



1
0
0



 vs
�
1 0 0

�



dR
0
0





−Y d
1

�
0 sL 0

�



0
1
0



 vs
�
0 1 0

�



0
sR
0



 ,

(A.15)
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y lo reescribimos en forma matricial como sigue

L1 = −Y d
1

�
dL sL 0

�



vs 0 0
0 vs 0
0 0 0








bR
sR
0



 . (A.16)

Esta expresión se puede reescribir en la forma:

L1 =
1

2
qLM1qR, (A.17)

en donde la matriz M1 está dada por

Md
1 =




µ1 0 0
0 µ1 0
0 0 0



 (A.18)

con
µd
1 = −2Y d

1 vs. (A.19)

El segundo término del primer renglón está dado por

L2 = −Y d
3 Q3vsd3R (A.20)

donde

Q3 es un singlete de sabor y doblete de SU(2)

d3R es un singlete de sabor y singlete de SU(2)

Después del rompimiento espontáneo de la simetŕıa nos queda

L2 −→ −Y d
3 dL3vs, d3R (A.21)

esto lo podemos reescribir en la forma

L2 = −Y d
3

�
0 0 bL

�



0
0
1



 vs
�
0 0 1

�



0
0
bR



 , (A.22)

con lo que se obtiene,

L2 =
1

2
qdLM3q

d
R, (A.23)
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en donde M3 está dada por

M3 = −2Y d
3 vs




0 0 0
0 0 0
0 0 1



 =




0 0 0
0 0 0
0 0 µ3



 , (A.24)

con µ3 dada por
µ3 = −2Y d

3 vs. (A.25)

Ahora veamos como es el segundo renglón,

L3 = −Y d
2 [ QIκIJH1dJR + QIηIJH2dJR ], (A.26)

éste término proviene del doblete que se obtiene del acoplamiento de un
doblete de quarks y del doblete de Higgses [Q2 ⊗ H2]2.

Después del rompimiento de la simetŕıa se escribe expĺıcitamente como

[Q2 ⊗ H2]2 =

�
dLv2

2 + sLv2

1

dLv2

1 − sLv2

2

�

(A.27)

al multiplicarlo escalarmente por (dR, sR)
T , se obtiene

L3 = −Y d
2

�
dLv2

2 + sLv2

1 , dLv2

1 − sLv2

2

�
×�

dR
sR

�

= −Y d
2

�
dL(v

2

2dR + v2

1sR) + sL(v
2

1dR − v2

2sR)
�

,

(A.28)

si usamos

dL(v
2

2dR + v2

1sR) =

�
dL 0 0

�



1
0
0



 v2

2

�
1 0 0

�



dR
0
0



+

�
dL 0 0

�



1
0
0



 v2

1sR
�
0 1 0

�



0
sR
0



 =

�
dL 0 0

�
×








v2

2 0 0
0 0 0
0 0 0








dR
0
0



 +




0 v2

1 0
0 0 0
0 0 0








0
sR
0









(A.29)
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y
sL(v

2

1dR − v2

2sR) =

�
0 sL 0

�



0
1
0



 v2

1

�
1 0 0

�



dR
0
0



−

v2

2

�
0 1 0

�



0
sR
0



 =

�
0 sL 0

�
×








0 0 0
v2

1 0 0
0 0 0








dR
0
0



 +




0 0 0
0 −v2

2 0
0 0 0








0
sR
0









(A.30)

reescribimos (A.28) en la forma

�
dL sL 0

�



0 0 0
v2

1 −v2

2 0
0 0 0








dR
sR
0



 (A.31)

con estas dos identidades podemos escribir entonces

L3 = −Y d
2

�
dL sL 0

�



v2

2 v2

1 0
v2

1 −v2

2 0
0 0 0








dR
sR
0



 (A.32)

Lo cual podemos escribir en la forma:

L3 =
1

2
qdLM2q

d
R (A.33)

donde M2 está dada por

M2 = −2Y d
2




v2

2 v2

1 0
v2

1 −v2

2 0
0 0 0



 =




µ6 µ2 0
µ2 −µ6 0
0 0 0



 (A.34)

donde µ6 y µ2 son reales y están dadas por

µ6 = −2Y d
2 v2

2
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µ2 = −2Y d
2 v2

1 .

Ahora veamos el ultimo renglón. El primer término de este es

L5 = −Y d
4 Q3HIdIR

el cual está dado por

L5 = −Y d
4 bL[H1dR + H2sR]

esto es

L5 = −Y d
4 v2

1

�
0 0 bL

�



0
0
1








�
1 0 0

�



dR
0
0



 +
�
0 1 0

�



0
sR
0









(A.35)
esto es, lo podemos escribir ahora como:

L5 = −Y d
4

�
dL sL bL

�



0 0 0
0 0 0
v2

1 v2

2 0








dR
sR
bR



 (A.36)

Lo cual podemos reescribir como:

L5 =
1
2
qLM4qR (A.37)

donde M4 está dada por

M4 = −2Y d
4




0 0 0
0 0 0
v2

1 v2

2 0



 =




0 0 0
0 0 0
µ4 µ7 0





donde µ4 y µ7 son complejas y están dadas por:

µ4 = −2Y d
4 v2

1

y
µ7 = −2Y d

4 v2

2

y el segundo término del tercer renglón es

L6 = −Y d
5 QIHId3R
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el cual está dado por

L6 = −Y d
5 [bLH1 + sLH2]bR

esto es

L6 = −Y d
5




�

dL 0 0
�



1
0
0



 v2

1 +
�
0 sL 0

�



0
1
0



 v2

2



×

�
0 0 1

�



0
0
bL





(A.38)

Esto se puede reescribir como

L6 = −Y d
5

�
dL sL bL

�



0 0 v2

1

0 0 v2

2

0 0 0








dL
sL
bL



 (A.39)

lo cual podemos reescribir como:

L5 =
1
2
qLM5qR (A.40)

donde M5 está dada por

M5 = −2Y d
5




0 0 v2

1

0 0 v2

2

0 0 0



 =




0 0 µ5

0 0 µ8

0 0 0





con µ5 y µ8 dadas por:

µ5 = −2Y d
5 v2

1

y

µ8 = −2Y d
5 v2

2
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con esto la matriz de masas nos queda como sigue:

M =




µ1 + µ6 µ2 µ5

µ2 µ1 − µ6 µ8

µ4 µ7 µ3





=




−2Y d

1 vs − 2Y d
2 v2

2 −2Y d
2 v2

1 −2Y d
5 v2

1

−2Y d
2 v2

1 −2Y d
1 vs + 2Y d

2 v2

2 −2Y d
5 v2

2

−2Y d
4 v2

1 −2Y d
4 v2

2 −2Y d
3 vs



 .
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Reparametrización de la matriz

de masas de los leptones

cargados

La matriz de masas de los leptones cargados en la extensión mı́nima S3

del Modelo Estándar con la simetŕıa adicional Z2, toma la forma

Me = mτ




µ̃2 µ̃2 µ̃5

µ̃2 −µ̃2 µ̃5

µ̃4 µ̃4 0



 , (B.1)

en donde las µ̃i son los cocientes de las µ’s originales entre la masa del
τ . Esta matriz es en general compleja y es claramente no-Hermitiana, sin
embargo nosotros podemos construir la matriz Hermitiana MeM

†
e , la cual

si la escalamos con la masa del leptón cargado más pesado, esto es el τ ,
obtenemos

MeM
†
e

m2
τ

=







2|µ̃2|
2 + |µ̃5|

2 |µ̃5|
2 2|µ̃2||µ̃4|e

−iδe

|µ̃5|
2 2|µ̃2|

2 + |µ̃5|
2 0

2|µ̃2||µ̃4|e
iδe 0 2 |µ̃4|

2





 . (B.2)

Notese que esta matriz tiene solamente un factor de fase no ignorable.

Los parámetros |µ̃2|, |µ̃4| y |µ̃5| pueden ser expresados fácilmente en térmi-
nos de las masas de los leptones cargados. De los invariantes de la matriz

93
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MeM
†
e , se obtiene el conjunto de ecuaciones

Tr(MeM
†
e ) = m2

e + m2
µ + m2

τ =

m2
τ

�
4|µ̃2|

2 + 2
�
|µ̃4|

2 + |µ̃5|
2
��

,
(B.3)

χ(MeM
†
e ) = m2

τ (m
2
e + m2

µ) + m2
em

2
µ =

4m4
τ

�
|µ̃2|

4 + |µ̃2|
2
�
|µ̃4|

2 + |µ̃5|
2
�
+ |µ̃4|

2|µ̃5|
2
�
,

(B.4)

det(MeM
†
e ) = m2

em
2
µm2

τ = 4m6
τ |µ̃2|

2|µ̃4|
2|µ̃5|

2, (B.5)

en donde χ(MeM
†
e ) =

1
2

�
(Tr(MeM

†
e ))2 − Tr(MeM

†
e )2

�
.

Resolviendo éstas ecuaciones para |µ̃2|
2, |µ̃4|

2 y |µ̃5|
2, obtenemos

|µ̃2|
2 =

m̃2
µ

2

1 + x4

1 + x2
+ β, (B.6)

y

|µ̃4,5|
2 = 1

4

�
1− m̃2

µ
(1−x2)2

1+x2
− 4β

�

∓1
4







�
1− m̃2

µ
(1−x2)2

1+x2

�2

− 8m̃2
e
1+x2

1+x4
+

8β

�

1− m̃2
µ
(1−x2)2

1+x2
+ x2

1+
2β(1+x2)

m̃2
µ(1+x4)

(1+x2)2

(1+x4)2

�

+ 16β2







1/2

.

(B.7)

En estas expresiones, x = me/mµ, y β es la solución más pequeña de la
ecuación cúbica 1

β3 − 1
2
(1− 2y + 6 z

y
)β2 − 1

4
(y − y2 − 4 z

y
+ 7z − 12 z2

y2
)β−

1
8
yz − 1

2
z2

y2
+ 3

4
z2

y
− z3

y3
= 0,

(B.8)

en donde y = (m2
e + m2

µ)/m2
τ y z = m2

µm2
e/m4

τ .
Una estimación excelente del orden de magnitud para β se obtiene de (B.8)

β ≈ −
m2

µm2
e

2m2
τ (m

2
τ − (m2

µ + m2
e))

. (B.9)

una vez que MeM
†
e se escribe en términos de las masas de los leptones carga-

dos, es directo escribir Me y UeL como función de las masas de los leptones
cargados [20].

1Se toma la más pequeña de las tres ráıces cúbicas, debido a que es la que es compatible
con la fenomenoloǵıa.
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Matriz unitaria de los leptones

cargados

La matriz de masas de los leptones cargados escrita en la ecuación (6.23)
tiene la forma

Me ≈ mτ












1√
2

m̃µ√
1+x2

1√
2

m̃µ√
1+x2

1√
2

�
1+x2−m̃2

µ

1+x2

1√
2

m̃µ√
1+x2

− 1√
2

m̃µ√
1+x2

1√
2

�
1+x2−m̃2

µ

1+x2

m̃e(1+x2)√
1+x2−m̃2

µ

eiδe m̃e(1+x2)√
1+x2−m̃2

µ

eiδe 0












(C.1)

la cual no es Hermitiana. Nos interesa calcular la matriz que diagonaliza a
la matriz de masas Me por la izquierda, la cual entra en la definición de la
matriz de mezclas VPMNS. La matriz UeL está definida por

U †
LMeM

†
eUL = diag

�
m2

e, m
2
µ, m2

τ

�
,

La matriz cuadrada MeM
†
e tiene la forma

MeM
†
e = m2

τ







2 a2 + v2 v2 2 au

v2 2 a2 + v2 0

2 au 0 2u2





 , (C.2)
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la cual se puede reescribir como

µ =




A B Ce−iδ

B A 0
Ceiδ 0 D



 =




1 0 0
0 1 0
0 0 e−iδ








A B C
B A 0
C 0 D








1 0 0
0 1 0
0 0 eiδ



 .

(C.3)
si llamamos M̄ a la matriz real simétrica sin fases, ésto es PMeM

†
eP

† con
P = diag(1, 1, eiδ) la matriz M̄ es real y se diagonaliza por una matriz orto-
gonal.

Para encontrar los eigenvectores se propone el i-ésimo eigenvector

|i >=




1
xi

yi



 ,

De la identidad MeM
†
e |i >= λi|i >, en donde λi es el i-ésimo eigenvalor de

MeM
†
e correspondiente a |i > se obtienen las ecuaciones

Primer renglón
A + Bxi + Cyi = λi.

Segundo renglón
B + Axi = λixi

de donde se obtiene

xi =
B

λi − A

Tercer renglón
C + Dyi = λiyi

de donde se obtiene

yi =
C

λi − D
.

El eigenvector normalizado queda como

|i >=
1

Ni




(λi − D)(λi − A)

B(λi − D)
C(λi − A)



 . (C.4)

en donde Ni es el factor de normalización. La matriz ortogonal OL se escribe
entonces como

OL = (|1�, |2�, |3�)
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y la matriz unitaria UL se escribe como

UL = POL. (C.5)

Para calcularla explicitamente debemos sustituir en las fórmulas a A, B, C
y D:

A ≈ 1
2

1+x2+m̃2
µ

1+x2

B ≈ 1
2

1+x2−m̃2
µ

1+x2

C ≈
√
2 m̃µ√

1+x2
m̃e(1+x2)√
1+x2−m̃2

µ

D ≈ 2 m̃2
e(1+x2)2

1+x2−m̃2
µ

(C.6)

y los eigenvectores normalizados se escriben entonces como

|1 >=
1

�
(m̃2

e − A)2[(m̃2
e − D)2 + C2] + B2(m̃2

e − D)2




(m̃2

e − D)(m̃2
e − A)

B(m̃2
e − D)

C(m̃2
e − A)



 .

(C.7)

|2 >=
1

�
(m̃2

µ − A)2[(m̃2
µ − D)2 + C2] + B2(m̃2

µ − D)2




(m̃2

µ − D)(m̃2
µ − A)

B(m̃2
µ − D)

C(m̃2
µ − A)



 .

(C.8)

|3 >=
1

�
(m̃2

τ − A)2[(m̃2
τ − D)2 + C2] + B2(m̃2

τ − D)2




(m̃2

τ − D)(m̃2
τ − A)

B(m̃2
τ − D)

C(m̃2
τ − A)



 .

(C.9)
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Apéndice D

Reparametrización de la matriz

de masas de los neutrinos de

Majorana

La matriz de masas de los neutrinos izquierdos de Majorana en la exten-
sión mı́nima S3 del Modelo Estándar con la simetŕıa adicional Z2, toma la
forma

Mν =




2(ρν2)

2 0 2ρν2ρ
ν
4

0 2(ρν2)
2 0

2ρν2ρ
ν
4 0 2(ρν4)

2 + (ρν3)
2



 , (D.1)

en donde ρν2 = (µν
2)/M

1/2
1 , ρν4 = (µν

4)/M
1/2
1 y ρν3 = (µν

3)/M
1/2
3 ; M1 y M3 son

las masas de los neutrinos derechos que aparecen en la ecuación (4.12).
La matriz de masas de los neutrinos de Majorana Mν se puede diagona-

lizar mediante la transformación bi-unitaria, de la siguiente manera

UT
ν MνUν = diag

�
|mν1|e

iφ1 , |mν2|e
iφ2 , |mν3 |e

iφν
�

, (D.2)

en donde Uν es la matriz que diagonaliza a la matriz M †
νMν .

Para calcular la matriz Uν , notemos que M †
νMν tiene la misma textura

de ceros que Mν

M †
νMν =




|A|2 + |B|2 0 A�B + B�D

0 |A|2 0
AB� + BD� 0 |B|2 + |D|2



 , (D.3)

en donde A = 2(ρν2)
2, B = 2ρν2ρ

ν
4, y D = 2(ρν4)

2+(ρν3)
2. Además, notamos que

las entradas en la esquina superior derecha y en la esquina inferior izquierda
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100 Apéndice D

son complejos conjugados una de la otra mientras que las demás entradas en
la matriz son reales. Por lo tanto, la matriz UνL que diagonaliza a M †

νMν ,
toma la forma

Uν =




1 0 0
0 1 0
0 0 eiδν








cos η sin η 0
0 0 1

− sin η cos η 0



 . (D.4)

Si requerimos que la ecuación (D.2) se satisfaga como una identidad, obte-
nemos el siguiente conjunto de ecuaciones:

2(ρν2)
2 = mν3 ,

2(ρν2)
2 = mν1 cos

2 η + mν2 sin
2 η,

2ρν2ρ
ν
4 = sin η cos η(mν2 − mν1)e

−iδν ,

2(ρν4)
2 + (ρν3)

2 = (mν1 sin
2 η + mν2 cos

2 η)e−2iδν .

(D.5)

Resolviendo estas ecuaciones para sin η y cos η, encontramos

sin2 η =
mν3−mν1

mν2−mν1
, cos2 η =

mν2−mν3

mν2−mν1
. (D.6)

de ah́ı, las matrices Mν y Uν , reparametrizadas en términos de las masas
complejas de los neutrinos, toman la forma [20]

Mν =




mν3 0

�
(mν3 − mν1)(mν2 − mν3)e

−iδν

0 mν3 0�
(mν3 − mν1)(mν2 − mν3)e

−iδν 0 (mν1 + mν2 − mν3)e
−2iδν



 .

(D.7)
y

Uν =




1 0 0
0 1 0
0 0 eiδν













�
mν2 − mν3

mν2 − mν1

�
mν3 − mν1

mν2 − mν1

0

0 0 1

−

�
mν3 − mν1

mν2 − mν1

�
mν2 − mν3

mν2 − mν1

0









. (D.8)
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Apéndice E

Cálculo de las corrientes

neutras que violan el sabor

leptónico a un rizo

Queremos calcular las amplitudes de los procesos l1 → l3γ en donde l1
puede ser τ ó µ y el l3 puede ser µ ó e. Para ésto, como en nuestro modelo
tenemos más de un doblete de Higgs, tenemos acoplamientos de Yukawa de
los Higgses con los leptones que permiten procesos que violan el sabor. Los
procesos a nivel árbol, que son decaimientos por ejemplo de un τ a tres lep-
tones es un cálculo simple y directo, mientras que los diagramas a un lazo,
involucran integrales con divergencias ultravioletas, las cuales queremos de-
mostrar que se cancelan entre si. Calcularemos primero el proceso τ → eγ
para ilustrar como las divergencias se cancelan y comparar con los resultados
obtenidos en la referencia [128]. En la figura E.1 se muestran los tres diagra-
mas que contribuyen a la amplitud de este proceso. La amplitud entonces la
escribimos como

M = −e�µYl1l2Yl2l3 ūl3(p
�)

�

Λµ + iΣL
(/p� + m1)γ

µ

p�2 − m2
1

+ i
γµ(/p + m3)

p2 − m2
3

ΣR

�

ul1(p)

(E.1)
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Figura E.1: Diagramas que contribuyen a la violación del numero leptónico
l1 → l3γ

en donde

Λµ = −
�

ddk
(2π)d

/p−/k+m2

(p−k)2−m2
2

γµ
k2−M2

H

/p�−/k+m2

(p�−k)2−m2
2
,

ΣL(p
�) =

�
ddk
(2π)d

/p�−/k+m2

(p�−k)2−m2
2

1
k2−M2

H

,

ΣR(p) = ΣL(p → p�).

(E.2)

En el caso que estamos viendo, es claro que m1 = mτ y m3 = me,µ. Calcula-
remos primero Λµ,

Λµ = −

�
ddk

(2π)d
/p − /k + m2

(p − k)2 − m2
2

γµ
k2 − M2

H

/p� − /k + m2

(p� − k)2 − m2
2

, (E.3)

Para calcular esta integral, hacemos uso de los parámetros de Feynman.
Como

1
ABC

= 2
� 1

0

� 1

0

� 1

0
dxdydzδ(1− x − y − z) 1

[Ax+By+Cz]3

= 2
� 1

0

� 1−x

0
dxdy 1

[C+x(A−C)+y(B−C)]3
.
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En nuestro caso,

A = (p − k)2 − m2
2 = k2 − 2k · p + p2 − m2

2,

B = k2 − M2
H ,

C = (p� − k)2 − m2
2 = k2 − 2k · p� + p�2 − m2

2.

Si tomamos en cuenta que (p�)2 ∼ m2
e → 0 y p2 = m2

1. Por lo que

A − C = −2k · (p − p�) + m2
1,

B − C = 2k · p� + m2
2 − M2

H ,

y el denominador en la integral queda como

D
1
3 = k2 − 2k · (p�(1− x − y) + px)− m2

2(1− y) + m2
1x − M2

Hy.

Si hacemos el cambio de variable k = l+(p�(1−x−y)+px), el denominador
queda como

D
1
3 = l2 −

�
m2

sy − m2
1x(1− x) + m2

2(1− y) + 2p · p�x(1− x − y)
�
= l2 −∆1,

con

∆1 = m2
sy − m2

1x(1− x) + m2
2(1− y) + 2p · p�x(1− x − y).

El numerador queda como

Nµ = (−l/+ /p(1− x)− /p�(1− x − y) + m2)γµ(−l/− /px + /p�(x + y) + mτ ).

Como tenemos que en el numerador esta multiplicado por los espinores por
la derecha y por la izquierda, ūl3Nµul1(p) y hacemos uso de las identidades:

ūl3/p
� = ūl3me → 0,

/pul1(p) = m1ul1(p),

el numerador se reduce a

Nµ → (−l/+ /p(1− x) + m2)γµ(−l/+ /p�(x + y) + m2 − m1x).
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Los términos lineales en l al integrar son cero por lo que

Nµ → l/γµl/+ [/p(1− x) + m2] γµ [/p
�(x + y) + m2 − m1x] .

con lo cual tenemos dos contribuciones a la integral, la que va como l2 y
la que va como l0. Primero calcularemos la integral que depende como l2.
Haremos uso del hecho γνγµγρ = −γµγνγρ + 2gµνγρ, además de que en la
integral podemos reemplazar a lµlρ → 1

d
gµρl2 y con ésto se obtiene que en la

integral l/γµl/→ −1
2
γµl2. Como,

�
ddl

(2π)d
l2

(l2 −∆1)n
=

(−1)n−1i

(4π)d/2
d

2

Γ(n − 1− d
2
)

Γ(n)

�
1

∆1

�n−1− d
2

, (E.4)

en nuestro caso d = 4 y n = 3. Necesitamos además

Γ(2− d
2
)

(4π)d/2

�
1

∆

�2− d
2

=
1

(4π)2

�
2

�
− log∆− γ + log(4π) +O(�)

�

, (E.5)

en donde � = 4 − d. Con ayuda de éstas expresiones, nosotros podemos ya
calcular la integral en la ecuación (E.4) y con ésto ver cual es la contribución
a Λµ que viene de la parte proporcional a l2,

Λµ(l
2) = −2

� 1

0

� 1−x

0
dxdyddl
(2π)d

− 1
2
l2

(l2−∆1)n

= iγµ
� 1

0

� 1−x

0
dxdy
(4π)2

�
2
�
− log∆1 − γ + log(4π) +O(�)

�
,

(E.6)

con

∆1 = m2
sy − m2

1x(1− x) + m2
2(1− y) + 2p · p�x(1− x − y)

= y(m2
s − m2

2 − 2p · p�x)− m2
1x(1− x) + m2

2 + 2p · p�x(1− x).

La parte proporcional a l0 es también inmediata de calcular, recordamos que

/pul1(p) = m1ul1(p),

/p�ul3(p
�) = meul3(p

�),

y que
γνγµ = −γµγν + 2gµν .
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Reescribimos la parte proporcional a l0 del numerador de Λµ,

Λµ(l
0) ∼ [/p(1− x) + m2] γµ [/p

�(x + y) + m2 − m1x]

= (1− x)(x + y)/pγµ/p
� + (m2 − m1x)(1− x)/pγµ

m2(x + y)γµ/p
� + γµm2(m2 − m1x).

Recordemos que el numerador esta multiplicado por la izquierda por ūl3(p
�)

y por la derecha por ul1(p).

Veamos el primer término:

ūl3(p
�)(p�)/pγµ/p

�ul1(p) = ūl3(p
�) (γνγµγρ) (p

�)ρpνul1(p)

= ūl3(p
�) (−γµγνγρ + 2gµνγρ) (p

�)ρpνul1(p)

= ūl3(p
�) (γµγργν − 2γµgνρ + 2gµνγρ) (p

�)ρpνul1(p)

= ūl3(p
�) (−γργµγν + 2γνgρµ − 2γµgνρ + 2gµνγρ)×

(p�)ρpνul1(p).

de aqúı es claro que el primer término es proporcional a me y por lo tanto
es despreciable, el segundo término es proporcional a m1, el tercer término
es proporcional a p� · p y el último es proporcional a me y por lo tanto
es despreciable, aśı entonces, el primer término del numerador de la parte
proporcional a l0 queda como

(1− x)(x + y)
�
2m1p

�
µ − 2γµp� · p

�
.

El segundo término se escribe como

(m2 − m1x)(1− x)/pγµul1(p) =
[−(m2 − m1x)(1− x)γµm1 + 2(m2 − m1x)(1− x)pµ] ul1(p)

el tercer término

ūl3(p
�)m2(x + y)γµ/p

� = ūl3(p
�)

�
−mem2(x + y)γµ + 2m2(x + y)p�µ

�

= ūl3(p
�)

�
2m2(x + y)p�µ

�
,

Neevia docConverter 5.1



106 Apéndice E

y el cuarto es trivial, por lo tanto la integral proporcional a l0 queda como

Λµ(l
0) = −2

� 1

0

� 1−x

0
dxdyddl
(2π)d

1
(l2−∆1)n

×

�
2 [m1(1− x)(x + y) + m2(x + y)] p�µ + 2 [m2 − m1x] (1− x)pµ+

− γµ [−(m2 − m1x)(m2 − m1(1− x)) + 2p� · p(1− x)(x + y)] .}
(E.7)

Además, como el momento del fotón es q = p−p� y además al final contraemos
con la polarización del fotón �µ y

�µqµ = 0,

la integral la podemos reescribir como

Λµ(l
0) = −2

� 1

0

� 1−x

0
dxdyddl
(2π)d

1
(l2−∆1)n

×

{2 [m2(1 + y) + m1y(1− x)] pµ

−γµ [−(m2 − m1x)(m2 − m1(1− x)) + 2p� · p(1− x)(x + y)]}

(E.8)

Además como

�
ddl

(2π)d
1

(l2 −∆1)n
=

(−1)ni

(4π)d/2
Γ(n − d

2
)

Γ(n)

�
1

∆1

�n− d
2

(E.9)

y en nuestro caso n = 3, la integral es finita.

Λµ(l
0) = i

(4π)2

� 1

0

� 1−x

0
dxdy×

2[m2(1+y)+m1y(1−x)]pµ+γµ[(m2−m1(1−x))(m2−m1x)−2p�·p(1−x)(x+y)]

∆1
.

(E.10)
Ahora, queremos calcular ΣR(p) y ΣL(p

�), que como se puede ver en la
ecuación (E.2) es necesario solo calcular ΣL(p

�) y luego solo se reemplaza
p� → p. Para calcular ésta, haremos uso de nuevo de los parámetros de
Feynman,

1

AB
=

� 1

0

dx
1

[B + x(A − B)]2
, (E.11)
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por lo que

iΣL(p
�) = −

�
ddk
(2π)d

/p�−/k+m2

(p�−k)2−m2
2

1
k2−M2

H

= −
� 1

0
dx

�
ddk
(2π)d

/p�−/k+m2

[k2−2kp�x+p�2x−m2
2x−m2

s(1−x)]
2 .

(E.12)

Hacemos el cambio de variable k = l + p�x, con lo que nos queda la integral

iΣL(p
�) = −

� 1

0
dx

�
ddl

(2π)d
/p�(1−x)−/l+m2

(l2+p�2x(1−x)−m2
2x−m2

s(1−x))
2

= −
� 1

0
dx

�
ddl

(2π)d
/p�(1−x)−/l+m2

(l2−∆2)
2 ,

(E.13)

en donde ∆2 = m2
2x+(m2

s−p�2x)(1−x). Si sustituimos p� → p en la ecuación
(E.15) obtenemos la expresión para ΣR(p):

iΣR(p) = −
� 1

0
dx

�
ddl

(2π)d
/p(1−x)−/l+m2

(l2+p2x(1−x)−m2
2x−m2

s(1−x))
2

= −
� 1

0
dx

�
ddl

(2π)d
/p(1−x)−/l+m2

(l2−∆3)
2 ,

(E.14)

en donde ∆3 = m2
2x + (m2

s − p2x)(1 − x). Como ūl3(p
�)/p� = ūl3(p

�)me y
/pul1(p) = m1ul1(p) y recordando que las integrales con potencias impares en
l son cero, ya podemos ver como son las contribuciones a la amplitud total
de estas dos amplitudes. Para esto haremos uso de la ecuación (E.9)

�
ddl

(2π)d
1

(l2 −∆1)n
=

(−1)ni

(4π)d/2
Γ(n − d

2
)

Γ(n)

�
1

∆1

�n− d
2

, (E.15)

con n = 2,

�
ddl

(2π)d
1

(l2 −∆1)2
=

(−1)2i

(4π)2
Γ(2− d

2
)

Γ(2)

�
1

∆1

�2− d
2

y usamos la ecuación (E.5)

Γ(2− d
2
)

(4π)d/2

�
1

∆

�2− d
2

=
1

(4π)2

�
2

�
− log∆− γ + log(4π) +O(�)

�

,

por lo que las integrales se reducen a

iΣL(p
�) = −i

� 1

0

dx
(/p�(1− x) + m2)

(4π)2

�
2

�
− log∆2 − γ + log(4π) +O(�)

�
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y

iΣR(p) = −i

� 1

0

dx

�
(/p(1− x) + m2)

(4π)2

�
2

�
− log∆3 − γ + log(4π) +O(�)

�

en donde

∆2 = m2
2x + (m2

s − p�2x)(1− x) → m2
2x + m2

s(1− x),

∆3 = m2
2x + (m2

s − p2x)(1− x),
(E.16)

por lo que las contribuciones a la amplitud de estos dos son

ūl3(p
�)iΣL

(/p�+m1)γµ

p�2−m2
1

ul1(p) = iūl3

�

−
� 1

0
dx

(/p�(1−x)+m2)((/p�+m1)γµ)

(4π)2(p�2−m2
1)

(g(�)− log∆2)

�

×ul1(p)

= iūl3

�� 1

0
dx m2γµ

(4π)2m1
(g(�)− log∆2)

�
ul1(p)

y

ūl3(p
�)i

γµ(/p+m3)

p2−m2
3
ΣRul1(p) = iūl3

�

−
� 1

0
dx

� γµ(/p+m3)(/p(1−x)+m2)

(4π)2(p2−m2
3)

(g(�)− log∆3)

�

×ul1(p)

= iūl3

�
−

� 1

0
dx

� γµ(m1(1−x)+m2)
(4π)2m1

(g(�)− log∆3)
�

×ul1(p),

donde g(�) = 2
�
− γ + log(4π) +O(�).

Recordemos además que Λµ tiene dos contribuciones

Λµ = Λµ(l
2) + Λµ(l

0)

con

Λµ(l
2) = iγµ

� 1

0

� 1−x

0

dxdy

(4π)2
(g(�)− log∆1)

y

Λµ(l
0) = i

(4π)2

� 1

0

� 1−x

0
dxdy×

2[m2(1+y)+m1y(1−x)]pµ+γµ[m1(m2−m1x)(1−x)+2p�·p(1−x)(x+y)]

∆1
.
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Veamos la parte proporcional a g(�) en Λµ(l
2), ésto es

Λ̄µ(l
2) = iγµ

� 1

0

� 1−x

0

dxdy

(4π)2
g(�)

al integrar en y queda como

Λ̄µ(l
2) = iγµ

� 1

0

dx

(4π)2
(1− x)g(�).

Ahora sumamos todas las integrales dependientes de g(�), las cuales son
divergentes y se obtiene

f(�) = ig(�)γµ
� 1

0
dx

(4π)2

�
(1− x) + m2

m1
− (m1(1−x)+m2)

m1

�

= 0,

por lo cual las divergencias se cancelan.
La parte finita de Λµ que viene del término Λµ(l

0) es

Λµ(l
0) = i

(4π)2

� 1

0

� 1−x

0
dxdy×

2[m2(1+y)+m1y(1−x)]pµ+γµ[(m2−m1x)m1(1−x)+2p�·p(1−x)(x+y)]

∆1
.

(E.17)

Si estamos en el sistema de referencia en el que el leptón l1 está en reposo y
además suponemos la masa de l3 es cero, entonces

p� · p = m2
1/2

por lo que la integral se reduce a

Λµ(l
0) = i

(4π)2

� 1

0

� 1−x

0
dxdy×

2[m2(1+y)+m1y(1−x)]pµ−γµ[m2
1y(1−x)−m2

2+m1m2]
∆1

,

en donde

∆1 = y(m2
s − m2

2 − m2
1x) + m2

2,
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por lo que podemos escribir la integral como

Λµ(l
0) = i

(4π)2

� 1

0

� 1−x

0
dxdy

2[m2(1+y)+m1y(1−x)]pµ−γµ[−m2
2+m1m2+m2

1y(1−x)]
y(m2

s−m2
2−m2

1x)+m2
2

= i
(4π)2

� 1

0

� 1−x

0
dxdy

2[m̃2(1+y)+m̃1y(1−x)]
pµ
MH

−γµ[−m̃2
2+m̃1m̃2+m̃2

1y(1−x)]
y(1−m̃2

2−m̃2
1x)+m̃2

2

(E.18)
en donde m̃1 =

m1

MH
y m̃2 =

m2

MH
. La parte proporcional a pµ en (E.18) es

Λµ(l
0(pµ)) = 2

i

(4π)2
pµ

MH

� 1

0

� 1−x

0

dxdy
[m̃2(1 + y) + m̃1y(1− x)]

y(1− m̃2
2 − m̃2

1x) + m̃2
2

(E.19)

Tomaremos el caso en que la part́ıcula que entra en el loop es ligera, esto es
m1 � m2. Con ésto la integral (E.19) se escribe como

Λµ(l
0(pµ)) = 2

i

(4π)2
pµ

MH

� 1

0

� 1−x

0

dxdy
[m̃1(1− x)]

(1− m̃2
1x)

.

Integrando en y y escribiendo el resultado a orden O((m1/MH)
2) el resultado

es1

Λµ(l
0(pµ)) = 2

i

(4π)2
pµ

MH

� 1

0

dx
m̃2

1(1− x)2

1− m̃2
1x

≈ 2

� 1

0

dx
i

(4π)2
pµ

MH

m1(1− x)2

1− m12x
,

la cual al integrar en x de cero a uno nos da

Λµ(l
0(pµ)) = 2

i

(4π)2
pµ

MH

m̃1

3
.

La parte proporcional a γµ de Λµ(l
0) es

Λµ(l
0) =

−i

(4π)2
γµ

� 1

0

� 1−x

0

dxdy
[−m̃2

2 + m̃1m̃2 + m̃2
1y(1− x)]

y(1− m̃2
2 − m̃2

1x) + m̃2
2

(E.20)

De nuevo tomamos el caso en que m1 � m2, con lo cual la integral (E.20) se
escribe como

Λµ(l
0) =

−i

(4π)2
γµ

� 1

0

� 1−x

0

dxdy
[m̃2

1(1− x)]

(1− m̃2
1x)

,

1note que pµ a lo mas es de orden pµ ∼ m1
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integrando en y se obtiene

Λµ(l
0) =

−i

(4π)2
γµ

� 1

0

dx
[m̃2

1(1− x)2]

(1− m̃2
1x)

,

la cual al integrar en x y tomar los términos hasta orden O ((m1/ms)
2)

tenemos

Λµ(l
0) =

−i

(4π)2
γµ

1

3
m̃2

1,

por lo que la contribución a la amplitud del proceso τ → eγ es [128]

|M |2 = e2/(4π)4

�
�
�
�
�
Yτ(e,µ)Y(e,µ)eūe(p

�)

�
mτ

3MH

�2 �

/� − 2
/p

mτ

�

ul1(p)

�
�
�
�
�

2

. (E.21)
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