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Resumen

La cantidad de informacién que puede ser transmitida a través de una red de cémputo, se ha anali-
zado a ultimas fechas desde una nueva perspectiva, la de codificacién en redes, lo que ha permitido
contar con avances significativos en el area.

La informacién en una red de computo se manipula hoy en dia del mismo modo que un bien
inmutable[4]: es decir, paquetes de datos fluyen a través de canales de comunicacién, entre nodos
de una red de cémputo y son vistos de la misma manera que un fluido en un sistema de bombeo,
o automoviles en un conjunto de avenidas y carreteras, hasta ahora son entidades incapaces de ser
alteradas, solamente dirigidas, a lo mas replicadas. Sin embargo, la informacién puede ser manipu-
lada de muy diversas formas, mediante una gran variedad de funciones que toman como parametros
los paquetes de datos y efectiian combinaciones o modificaciones a éstos.

Los algoritmos de ruteo tradicionales se valen de una gama de funciones bastante limitada. Los
dispositivos encargados de manipular los paquetes de datos a través de una red de computo, para
que dichos paquetes alcancen su destino final, pueden bésicamente aplicar 3 funciones: Elegir una
conexion entre todas las posibles y enviar un paquete a través de dicho canal (Monodifusiéon 1),
elegir un conjunto de conexiones y enviar réplicas del paquete por cada canal (Multidifusién 2),

enviar réplicas del paquete por cada una de las conexiones disponibles (Difusion General ).

En investigaciones recientes, se ha analizado el empleo de nuevas funciones, capaces de combinar
o modificar paquetes de manera que el tamano de los mismos no se vea alterado (ver figura 1), pero
que a la vez permitan un incremento en la cantidad de informacién que puede ser enviada a través
de una red.
Este nuevo enfoque se presenta como una generalizacion de las técnicas de ruteo tradicionales,
permitiendo a los nodos intermedios de una red la generacién de nuevos paquetes, mediante la reali-
zacion de operaciones algebraicas sobre los datos contenidos, proveyendo ventajas en su rendimiento
y en la manera de visualizar diversos problemas vinculados al flujo de informacién a través de una
red de computo, engendrando con ello una nueva perspectiva ante el problema de enrutamiento de

paquetes, la perspectiva de codificacién en redes.
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Figura 1: Tipos de Transmision. Una de las ventajas de la codificaciéon de redes es que el tamano
de los paquetes no se altera al modificarlos o combinarlos mediante funciones. En el ejemplo sea
a = {00111} y b = {11010}, entonces el paquete codificado a + b = {11101}, conservando asi su

longitud dentro del campo finito Fys.

En la actualidad existen algoritmos capaces de obtener en tiempo polinomial una solucion facti-
ble para un problema de codificacién en redes, lo que equivale a obtener un conjunto de funciones de
codificacién para cada uno de los nodos que conforman una red de computo, empleando un alfabeto
de simbolos que permitira la manipulacién de los paquetes enviados a través de la red, de manera
que sea posible para cada nodo de la red que requiera un subconjunto de los paquetes enviados,

obtenerlos.

Dentro de este documento, se presentan un par de aplicaciones de la codificacién en redes: prime-
ramente, el andlisis detallado de un algoritmo para la obtenciéon de una solucién factible al problema
de codificacion de redes, con el principal objetivo de contar con una visién global del panorama de
la codificaciéon en redes y posteriormente un algoritmo distribuido para la identificacién de caminos
disjuntos dentro de una grafica dirigida, valiéndose para ello de la obtencién de manera eficiente de
un cédigo de red para dicha grafica, en donde, la principal aportacién del empleo de la codificacion
en redes es el andlisis de algoritmos distribuidos con novedosas caracteristicas, como la simpleza y

facil adaptacion a este tipo de problemas.



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Codificaciéon en Redes

La propagacion de informaciéon dentro de un conjunto de dispositivos de computo (computado-
ras, conmutadores, etc.) conectados mediante una red de comunicaciéon ha sido un problema de
relevancia que ha sido analizado dentro de la computaciéon. Dado inicialmente un conjunto de dis-
positivos que cuentan con cierta informacién y un conjunto de dispositivos que requieren de dicha
informacion (de manera total o parcial), el problema de propagacion de informacion consiste en en-
contrar la manera de transmitir dicha informacién a través de la red de comunicacién, para que los
dispositivos que la requieren logren obtenerla en el menor tiempo posible y consumiendo la menor

cantidad de recursos de la red.

De las soluciones propuestas hasta hoy, un considerable nimero de ellas, emplea la fragmenta-
cién de la informacién en paquetes, los cuales contienen parte de la informacién requerida, asi como
datos adicionales que permiten a los dispositivos involucrados en el envio de la informacion dirigir
o encausar dichos paquetes hacia los dispositivos que requieren de ellos. Para llevar a cabo esta
tarea, se han ideado y perfeccionado con el tiempo algoritmos para el enrutamiento de paquetes, la
mayoria de los cuales basan su funcionamiento en algoritmos para el flujo de bienes dentro de una

red de comunicacion.

Uno de los inconvenientes emergentes ante este acercamiento, radica en que se analiza a la
informacién como un ente material, es decir, solamente es posible redirigirlo, a lo méas replicarlo,
provocando con ello que las tasas maximas de propagaciéon de informacién no fuesen alcanzables en
una gran cantidad de ocasiones e incluso que dichas tasas maximas de propagacién no fuesen siquie-

ra calculables. Sin embargo, en fechas recientes, otro tipo de soluciones han sido planteadas para la



resolucién del problema, dentro de las cuales se hace énfasis en la diferencia de que la informacioén,
en contraste con los bienes materiales, cuenta con caracteristicas radicalmente diferentes como su
posibilidad de combinacién, cifrado y demdas operaciones aplicables sobre ella que no habian sido

explotadas del todo.

La codificacién en redes es un area dentro de la cual se estudian los beneficios de extender las
capacidades de los métodos de ruteo empleados actualmente. Este enfoque requiere contar con nodos
pertenecientes a una red de computo, con la capacidad de enviar paquetes formados mediante com-
binaciones de los paquetes previamente recibidos y a cambio, los beneficios de este nuevo enfoque
son entre otros: el incremento de la tasa de transferencia de informacion a través de la red y una

mejor tolerancia a fallas de comunicacién en la red de computo.

En el problema de Codificacion en Redes se cuenta con un conjunto de dispositivos fuente que
conocen uno o varios mensajes y un conjunto de dispositivos destino que requieren de dichos men-
sajes. Cada conexion en la red puede transmitir cualquier funcidén lineal de los paquetes que recibe,
siempre y cuando no exceda su capacidad de transmisién, y el conjunto de estas funciones repre-
senta una solucién de Codificacion de Redes, siendo dicha solucién factible siempre y cuando los

dispositivos fuente obtengan cada uno de los mensajes que requieren (Ver figura 1.1).

Figura 1.1: Ejemplo de red donde con una sesién de transmisién y ruteo es imposible que las 2
terminales reciban 2 mensajes de cada fuente en una misma ronda, mientras que con Codificacion

en Redes es factible

Existen en la actualidad implementaciones de algoritmos capaces de obtener codigos de red
factibles para una grafica dada. En especial, dentro de este documento, se analizard un algoritmo
centralizado para la obtencién de codigos de red factibles dada una grafica, por otra parte, se em-

pleard un algoritmo distribuido como base para mostrar la capacidad de la codificacién en redes, no



solamente como una herramienta que incrementa tanto el desempefio de una red como la robustez
de la misma, sino que ademaés, aporta un novedoso enfoque para la resolucién de diversos problemas
que atanen al 4rea de redes de computo. Finalmente, en el documento se presenta un algoritmo
distribuido para la obtencién de caminos disjuntos dentro de una red, empleando para ello la codi-

ficacion en redes.

En general, el problema de la obtencién de caminos disjuntos se puede describir de manera es-
cueta como sigue: Dada una red de computo, un nodo fuente (s) y un nodo destino (¢), encontrar
un conjunto de h caminos desde s hasta ¢t. Dentro de este documento, se analizarad la variante de
caminos de aristas disjuntas, dentro del cual dos caminos son disjuntos siempre y cuando no com-

partan aristas.

La solucién propuesta en el documento funciona de la manera siguiente: primeramente se obtiene
un coédigo de red factible para la grafica y gracias a que existen algoritmos distribuidos probabilis-
ticos para tal tarea, cuya implementacion resulta ser simple, es posible que una vez obtenido dicho
codigo, se lleve a cabo un proceso de descubrimiento de caminos de aristas disjuntas, ayudéndose
para ello de los vectores de codificacién que se asocian a cada una de las aristas de la red, basandose
en el principio de que si un nodo recibe h mensajes linealmente independientes, existen al menos h

caminos disjuntos.

1.2. Trabajos Vinculados

El establecimiento de multidifusién de informacién en una red de manera eficiente es otro de los
problemas estudiados dentro de la codificacién en redes. En él, un nodo s cuenta con h paquetes

que son requeridos por un conjunto de nodos terminales T dentro de una red de comunicacién.

En un articulo publicado a mediados del afio 2000[5], Ahlswede presenta una nueva técnica de
ruteo que trata el problema de alcanzar la tasa maxima de comunicacién posible en una red de
computo con multidifusion, lo cual no era posible en la mayoria de los casos mediante el empleo de
las técnicas de ruteo tradicionales, en dicho articulo, se muestra que para ello se requiere emplear
codificacion en algunos nodos, lo que permitiria un ahorro del ancho de banda. Ademas, se muestra
que es posible determinar la maxima tasa de comunicacién en una red de cémputo y se propone un
teorema, que demuestra esta aseveracion, dentro de este articulo se acuna el concepto de codificacion

en redes.



Posiblemente una de las aportaciones més importantes de la codificacién en redes queda plas-
mada en un teorema dentro de este mismo articulo. Este teorema establece que si se permite a
nodos intermedios de la red combinar sus flujos de informacién entrantes, entonces cada uno de los
destinos sera capaz de recibir informacién a una taza equivalente a la del escenario en donde utiliza
un solo destino la red. Adicionalmente se establece que es suficiente para los nodos intermedios
efectuar operaciones lineales, es decir, adiciones y multiplicaciones sobre un campo finito Fy, a lo

que se le denomina codificacién lineal de redes.

El articulo de Ahlswede [5], gener6 un creciente interés por el estudio de la codificacion en redes.
Una de las principales incognitas engendradas a partir de su publicacién, fue la clase de codificacion
requerida en los nodos de una red para poder alcanzar mayores tasas de comunicaciéon. En un articulo
publicado en 2003 [6], se prueba que mediante el uso de funciones lineales para realizar la codifica-
ci6én de los paquetes enviados, es posible alcanzar la tasa méxima de comunicacién en algunos casos
en los que mediante codificaciones triviales de redes (ruteo tradicional), resulta imposible alcan-
zar, es decir, los paquetes salientes de un nodo, si son generados mediante combinaciones lineales de

los paquetes entrantes a dicho nodo dentro la red, permiten un incremento en la tasa de transmision.

Por otra parte, a fines del afio 2003, se presenta un marco algebraico|7] para el estudio de las
redes de computadoras y su capacidad maxima de transmisién de informacién, este marco permite
un vinculo entre el problema de flujo de informacion en una red y el dlgebra sobre un campo finito.
Ademés se presenta un algoritmo que permite la obtencién de una codificacion de redes en tiempo
polinomial, con lo que se torna factible una implementacion de la codificacion en redes dentro de

un sistema real.

Un afio después, al explorar la aplicabilidad de la codificacion en redes dentro de una amplia
gama de aplicaciones, se propone una taxonomia para problemas vinculados al flujo de informacién

dentro de una red de computo 8], dicha clasificacién consta de 3 categorias principales:
= Problemas con solucién sin codificaciéon en redes
= Problemas cuya solucién toma un tiempo de orden polinomial empleando codificacién en redes

= Problemas para los cuales la obtencién de una soluciéon que tome un tiempo de orden polinomial

no es posible !

'Este tipo de problemas se denotan cominmente como "problemas NP"



En este articulo, se muestra que existen limitaciones para la codificacién en redes empleando dnica-
mente combinaciones lineales de paquetes, por ejemplo, al momento de resolver diversos problemas
de flujo de informacién dentro de una red de computo, no existen algoritmos que tomen tiempo de

orden polinomial, para determinar el tamafio minimo del alfabeto requerido.

Jaggi y Sanders en |2] presentan una serie de algoritmos polinomiales, tanto deterministas como
aleatorios, que permiten la obtenciéon de cédigos factibles sobre redes sin ciclos, algunos de los cuales

seran analizados con un mayor nivel de detalle a lo largo de este documento.

Respecto a la obtencién de caminos de aristas disjuntas mediante un algoritmo distribuido, exis-
ten una gran variedad de soluciones propuestas, una de las més estudiadas ha sido la que atafie al
problema de Menger, el cual se enuncia a continuacién: Dada una grafica G = (V, E) 2, dos vértices
s,t € V, encontrar el mayor nimero de caminos disjuntos que conecten a s con t dentro de G [9].
Este problema cuenta con 4 posibles variantes ya que la grafica G puede ser dirigida o no dirigida
y los caminos pueden ser de aristas disjuntas 3 o de nodos disjuntos. Desafortunadamente, en la
actualidad existen escasos algoritmos distribuidos eficientes para la resolucién de este problema, es
por ello que el empleo de codificacién en redes dentro de esta area resulta de relevancia, ya que
aporta un nuevo enfoque para la generacién de algoritmos distribuidos capaces de resolver este tipo

de problemas.

En [1] se muestra que en cualquier tipo de gréfica, el problema de encontrar el mayor namero de
caminos de aristas disjuntas es equivalente a la obtencion del flujo maximo de la red si las aristas
cuentan con capacidades unitarias, es decir, dada una gréfica en la cual cada arista puede transpor-
tar una unidad, se busca encontrar el nimero maximo de unidades que se pueden transmitir entre

dos vértices s y t (flujo maximo).

Otro problema relacionado a la obtencién de caminos disjuntos, ha sido la obtencién de pares
de caminos entre un par de vértices dentro de una grafica dada, en [10] se propone una solucién
a este problema mediante un algoritmo distribuido que tiene complejidad de tiempo * O(|V|D) y
una complejidad de mensajes O(|E||V| + |V|2D).

En [3] se propone un algoritmo centralizado para la obtencién de pares de caminos disjuntos,

2donde V representa a un conjunto de vértices y E representa a un conjunto de aristas
3Un par de caminos resultan ser de aristas disjuntas si no comparten ninguna arista entre ellos
*|V| representa la cardinalidad de V, es decir, el nimero de vértices de G y D es el diametro de la grafica, es decir,

la maxima distancia en aristas entre dos vértices



el algoritmo, desarrollado por Suurballe y Tarjan, cuenta con una posible implementacion distri-
buida (desarrollada dentro de este documento), la cual puede generalizarse para la obtencion de

k—caminos disjuntos entre un par de nodos de una grafica dada.

1.3. Principales Aportaciones

Dentro de este documento se presentan principalmente dos aportaciones vinculadas estrecha-
mente a la codificaciéon en redes: la primera consta de una revision técnica a un algoritmo que
obtiene codigos factibles para una red dada, incluido un anélisis a una mejora propuesta en [11]
para un algoritmo centralizado, que permite la obtencion de un cédigo factible de manera més efi-
ciente y se analiza una cota para el namero de nodos de codificacién empleados dentro del proceso

de codificacién.

El articulo analizado [11], presenta una solucién al problema de encontrar un cédigo de red
factible para una gréfica aciclica, que cuente con el menor niimero posible de nodos de codificacién,
(i.e., nodos que generan nuevos paquetes mediante operaciones algebraicas sobre paquetes recibidos
a través de sus aristas entrantes), la solucién propuesta se presenta mediante un algoritmo deter-
minista, dentro del cual se transforma la red original en una nueva red con el nimero de aristas

acotado, lo que permite encontrar un cédigo de red factible en un menor tiempo.

Dentro del mismo articulo, se presenta un algoritmo que encuentra un coédigo factible en un
tiempo O(|E|hk + |V|h2k% + h*k3(k + h)), donde k representa al ntimero de nodos destino y h el
numero de paquetes, este tiempo mejora la cota del algoritmo més eficiente desarrollado por Jaggi

[2], el cual encontraba un codigo factible en un tiempo O(|E|hk + |V|h%2k?(h + k)).

Respecto a los nodos de codificaciéon necesarios para encontrar un codigo de red factible, se

prueba que su nimero se encuentra acotado por O(h3k?).

Como segunda aportacion, se presenta el empleo de la codificacion en redes como una herramien-
ta para la obtencién de caminos de aristas disjuntas entre dos nodos de una grafica. El algoritmo
distribuido implementado, es analizado mediante tres medidas de desempefio: el tiempo que toma
su ejecucion, el nimero de mensajes enviados a lo largo de la ejecucion y el tamaitio de los mensajes

en bits.



Como complemento, se presenta un cuadro comparativo entre diversos algoritmos que resuelven
la misma problematica. Inicialmente, se analiza un algoritmo clasico para la resolucién de proble-
mas de manera distribuida, el cual consiste en el envio de la informacion de cada uno de los nodos
de la red a un nodo central, quien se encarga de efectuar todas las operaciones requeridas para la
obtencién de los caminos de aristas disjuntas, mediante la ejecucién de un algoritmo centralizado

que resuelva dicho problema y finalmente, propaga la solucién a través de la red.

Ademas se analiza un segundo algoritmo, basado en la solucién de manera centralizada propuesta

en [3|, pero convertida en un algoritmo distribuido.

1.4. Estructura del Documento

En el capitulo 2, se presenta el modelo de cémputo empleado en el resto del documento y adi-
cionalmente se muestran una serie de definiciones relacionadas con la codificacién en redes, flujos de
redes y teorfa de gréficas, las cuales son necesarias para la comprensién de los diversos algoritmos
presentados en las secciones subsecuentes. En el capitulo 3 se presentan primeramente una serie de
algoritmos auxiliares, los cuales son empleados, ya sea por el algoritmo para la obtencién de un
c6digo de red factible o por el algoritmo para la obtencién de caminos disjuntos entre dos nodos de

una grafica, los cuales son presentados al final de dicho capitulo.

Finalmente, en el capitulo 4, se presentan los resultados y conclusiones alcanzadas a partir del
trabajo realizado para la obtencién de este documento y diversas vertientes relevantes para llevar a

cabo trabajo futuro de investigacion sobre ellas.



Capitulo 2

Modelo de CoOmputo y Conceptos
Empleados

Dentro de este capitulo, se define el modelo computacional empleado como base para la descrip-
cioén de los diversos algoritmos analizados a lo largo de este documento, ademas, se presentan una
serie de definiciones con el afin de permitir una comprensiéon méas clara del funcionamiento de los

principales algoritmos que componen a este documento.

Como marco inicial para comprender el funcionamiento de la codificacion en redes [12], considere-
mos un dispositivo dentro de una red de computo, como por ejemplo un ruteador. Tradicionalmente,
al enviar un paquete destinado a algiin otro nodo de la red, el dispositivo simplemente lo replica.
Con codificacién en redes, existe la posibilidad de combinar uno o mas paquetes recibidos por el

dispositivo, generando asi uno o mas paquetes de salida.

Paguete

Simbolos g 3 3 ceevennnen —

Figura 2.1: Relacién entre un paquete de informacion y los simbolos empleados dentro del campo

ﬁnltO FQS

Si consideramos que cada paquete consta de L bits (ver figura 1.1), cuando los paquetes que se
desean combinar no cuentan con el mismo tamano, el mas pequeno es rellenado con ceros. Dentro de

la codificaciéon en redes, cada s bits de un paquete se interpretan como un simbolo sobre un campo



finito Fas, por lo que cada paquete estara formado por L/s simbolos. Cada paquete saliente de un
dispositivo de una red estard conformado como una combinacién lineal de los paquetes recibidos,

donde las operaciones de suma y producto se efectuaran sobre el mismo campo finito.

En general la estructura de los paquetes salientes de cada nodo estard conformada por dos ele-
mentos esenciales: un vector de codificacién y un vector de informacién. El vector de codificacién
serd empleado por los nodos destino para poder decodificar la informacién contenida en el segundo

vector.

2.1. Modelo de Cémputo

Una red de computo consta de un conjunto de componentes capaces de transmitir y/o recibir
informacion (computadoras, conmutadores, ruteadores, etc.) y de conexiones entre dichos compo-
nentes. Para el analisis de una red de cémputo, esta serd modelada mediante una grafica G = (V, E)
que consta de un conjunto V' de vértices y un conjunto E de aristas. En ella suponemos que un
componente esté representado mediante un vértice v € V y cada uno de estos componentes, puede
comunicarse con otro v € V si existe una arista, que representa una conexién entre ambos com-
ponentes en la red, e = (u,v) € E, tal que el origen de e es u (expresado subsecuentemente como

S(e) = u), su destino es v (expresado como T'(e) = v).

Suponemos ademds que la comunicacion entre vértices se presenta de manera sincrona, lo que
permite que en cada unidad de tiempo un nodo envie informacién solamente a sus nodos vecinos, a
través de las conexiones que los comunican. Dichas conexiones cuentan con una capacidad asociada
U(e), la cual representa la cantidad maxima de informacion que puede fluir a través de la conexion
en una sesion de transmision. Ademaés, suponemos que no se presentan fallas de pérdida ni modi-
ficaciéon de mensajes enviados a través de la red y finalmente que el retraso en la transmision para

cada conexién es la misma en todos los casos, por lo que no es tomada en cuenta.

Dentro de este documento se analizaran graficas dirigidas (en este tipo de graficas las aristas
cuentan con un nodo origen y un nodo destino, lo que implica un sentido en el flujo de datos a
través de cada una de ellas), aciclicas (no existe un camino de un nodo a si mismo) y se efectuara
en ellas multidifusién de informacién por las siguientes razones:

Se emplearan Grdficas dirigidas puesto que es el tipo de graficas en donde la codificaciéon presenta

mayores ventajas. Si empleamos codificacion en redes dentro de graficas no dirigidas, existen casos



en los que no nos ofrece beneficio alguno[11].

Las graficas analizadas seran aciclicas, principalmente porque el manejo de ciclos dentro de la ob-
tencion de una codificacion en redes, torna a este problema més complejo al resultar necesario el
uso de diversos mecanismos como memoria en los nodos de codificacion|13].

Finalmente, se empleara multidifusion de informacién por ser una generalizacion al contemplar la
monodifusion, en el caso de contar con una transmisién a un solo nodo destino y las transmisiones
de difusién general, en el caso de contar con una transmision a el total de los vértices de la grafica
subyacente como destinos. Ademaés, en trabajos previos|8] se muestra una clasificacion natural para
una gran cantidad de problemas relacionados con codificaciéon lineal de redes. En esta clasificacién,

un problema es NP-completo o puede ser reducido a un problema de multidifusion.

2.2. Definiciones

A continuacion se denotan una serie de conceptos empleados para la representacion de problemas
tanto de codificacién de una red como de obtencién de caminos de aristas disjuntas entre 2 nodos:
2.2.1. Campos Finitos

Debido a que las operaciones de codificacion en redes se efectian dentro de un campo finito, se
presentan definiciones al respecto, con la intensién de contar con una idea nitida de su funciona-

miento:

Definicién 1. Un campo F' es una estructura algebraica con 2 operaciones definidas sobre un
conjunto de elementos, comtinmente denominadas suma (+) y producto (*), las cuales satisfacen
las siguientes propiedades.

Ya,b,c € F:

» Cerradura sobre +y *. a+be Faxbe F

Asociatividad de + y *. a4+ (b+c¢) = (a+b)+cyax*(bxc) = (axb)*c
» Conmutatividad de + y *. a+b=b+ayaxb=bxa
» Distributivad de * sobre +. a* (b+c¢) = (axb) + (a *c)

Identidad de + y *. a4+ 0=ayax1l=a

» Inverso Aditivo. a + (—a) =0



= Inverso Multiplicativo. Va € F:a #0. Ja t:ax* (a71) =1

Definicion 2. Un campo finito es un campo con la caracteristica adicional de que el conjunto de

elementos sobre el cual se efectiian las operaciones es finito.

Ejemplo 1. El campo finito mds pequerio consta solamente de 2 elementos: {0,1}, se denota como

Fo y puede ser definido mediante las siguientes tablas:

o1 o]
olol1 ololo
0

Para un ndmero primo p, el conjunto de los numeros enteros mddulo p es un campo finito,
denotado como Z, = {0,1,...,p — 1} donde las operaciones son definidas realizando la operacion en

Zy, dividiendo por p y tomando el residuo.

Dentro del area de la codificacién en redes, los campos finitos empleados son de la forma Fos,
con s € N. Dada una cadena de s bits bs_1, ..., b1, by, ésta se puede interpretar como un polinomio

P(X) con coeficientes en Fg:
bs—1 X5+ L+ b X+ b X + by

Para realizar una adicién entre dos elementos dentro del campo finito, es necesario realizar adi-

ciones entre los coeficientes de los polinomios dentro del campo Fy.

Para efectuar multiplicaciones entre dos elementos, se multiplican los polinomios dentro del
campo finito y el producto obtenido es dividido entre un polinomio irreducible ! de grado s, de

donde el residuo de la divisién, es el producto de la multiplicacién.

Ejemplo 2. Si deseamos sumar las cadenas de bits 10110110 y 1010011 dentro del campo finito
Fos realizamos lo siguiente:

Representamos las cadenas como polinomios siguiendo la formula antes mencionada:

10110110: 2" + 2° + 2 + 2® + @

1010011: 2® + 2 + 2 + 1

Sumamos los coeficientes de los polinomios dentro del campo finito:

2"+ 2% + 2% + 2% + 1 = 11100101

1Un polinomio irreducible es un polinomio que no puede ser factorizado como producto de dos polinomios mas

simples



Para efectuar la multiplicacion, efectuamos el producto de los polinomios (las sumas de los coe-

ficientes del polinomio se deben de efectuar igualmente dentro del campo finito):

(@7 + 25 + 2% + 22 + 2)  (25) (@13 4 211 4 210 4 28 4 27)
(2" 4+ 2° + 2t + 2 + x) * () (21! + 29 4+ 28 + 26 + 25)
(2" + 2%+ 2t + 22 +2) % (2) (28 + 25 + 25 + 23 + 2?)
(" + 25 + 2t + 22+ 2) * (1) (27 + 2% + 2t + 2% + 2)
(@B + 20 4 29 4 28 + 25 + 24 + 25 + 1)

Dividimos el polinomio resultante entre un polinomio irreducible, para el caso del campo finito em-
pleado podemos emplear el polinomio x8 + x* + 23 + 2 4+ 1. Por simplicidad en la notacion, se
muestran en el siguiente ejemplo solamente los exponentes en los cuales el coeficiente no es cero,

i.e. el polinomio x® + x* 4+ 23 4+ x + 1 se representa como (8 4 81 0).

. (13 1098 548 1 )
(84310)*(5)| (15 _ 98 65 )
(10 6 _43 1 )
, (10 6 48 1)
(84310)*(2) (10 65 _82 )
__ _ 54_21_)

Con lo que el producto es el polinomio x®+x*+x?+x, el cual representa a la cadena de bits 00110110

2.2.2. Teoria de Graficas

Vinculado de manera mas estrecha a la obtencién de caminos de aristas disjuntas, a continua-
cién se presentan una serie de conceptos béasicos sobre teoria de graficas, definiciones y algoritmos

empleados durante el documento.

Definiciéon 3. Una grafica G se encuentra definida por un conjunto V de vértices o nodos y un

conjunto E de aristas o arcos, cuyos elementos son pares ordenados (u,v):u € Vv € V.

Definicion 4. Una subgrafica G’ = (V', E’) de una grafica G = (V, E) cumple con V! C V' y
ademas F' C FE.

Definiciéon 5. Un paseo dirigido en una grafica G es una subgrafica que consta de una secuencia
arbitraria de vertices (i1, i2, ..., 4,) € V y aristas (e1, €2, ...,e,) € E:i1—ej—ig—ea—...—ip_1 —€p~1—iy

donde se tiene que ey = (ig,ix+1) € E,VE: 1 <k <r—1.



Generalmente un paseo dirigido se denota como una secuencia de vértices sin mencién explicita
de aristas, por lo que el caso anterior se puede representar como: i1 — i3 — ... — ;- donde se tiene que

VEk : i € V, igualmente es posible representarlo como una secuencia de aristas ey, eo, ..., €.

Definiciéon 6. Un camino dirigido es un paseo dirigido donde no se repiten vértices, es decir no
existen ciclos dentro del camino, definiendo un ciclo como un paseo en donde se repite al menos un

vértice o una arista.

Definicion 7. Un (s —t) camino es un camino dirigido con origen en el nodo s € V' y destino en

elnodoteV.

Definicién 8. Sea i € V un vértice cualquiera de G, la lista de adyacencia del nodo ¢ denotado

por A(7) se define indistintamente como el conjunto de arcos que salen del nodo i:
Adyacencia(i) = A(i) ={(i,j) e E/j € V}

Definicién 9. Dada una grafica G = (V, E), un par de caminos P; = {e11,€12,....,e1n} y P2 =

{e21,€22,...,e2m } tienen sus aristas disjuntas si Py NPy = .

Definicion 10. Una grafica G = (V, E) es aciclica si para cualquier v € V no existe un camino

que contenga a v como su vértice inicial y final.

Ahora, basandonos en las definiciones denotadas hasta el momento, podemos definir el primer

problema a ser analizado dentro de este documento:

Problema 1. Dada una grifica G = (V, E), un nodo fuente s € V, un nodo destino t € V, encontrar

h (s,t)-caminos de aristas disjuntas entre s y t.

Existen para el problema mencionado algunas variantes, en una de ellas, el valor h puede ser un

parametro requerido o bien, puede ser el valor maximo de caminos disponibles dentro de la gréfica
dada.

2.2.3. Codificacion en Redes

Debido a que la parte medular del documento se enfoca a la codificacién en redes, se presentan
un conjunto de definiciones y elementos necesarios para su comprension, asi como la representacion

de una red que sera empleada a través del documento y el significado de un problema de codificacion.

Definiciéon 11. Para la representacién de una red de cémputo N emplearemos una 2-tupla

N = {G,U} en donde los elementos mencionados representan lo siguiente:



» Una grafica dirigida G = (V, E), en donde los vértices v € V representan dispositivos de la
red y las aristas e = (u,v) € E representan la existencia de una conexion del vértice u € V al

vértice v € V.

» Una funcién de capacidad U : E — Q7 cuyo proposito es el de asignar a cada una de las
aristas de la red de computo e € E un niimero positivo fraccionario (¢ € Q") que representa

la cantidad maxima de informacién que puede viajar por cada arista de la red de computo.

Al emplear codificacion en redes, las funciones de capacidad asociadas a cada una de las aristas
de la grafica subyacente a la red, suponemos cuentan con capacidad unitaria, lo cual dentro del
modelo de computo definido al inicio de esta seccién, en el cual se define una comunicacién sincrona,
permite que en cada transmisién se envie un simbolo de algiin campo finito F,. Inicialmente, cada
nodo fuente emite un simbolo que es igualmente elemento del campo finito IF,. En la préctica este
modelo permite que cada arista transporte de manera confiable un simbolo por cada transmisién,
si se emplea un alfabeto de mayor tamano, g = 2™, significard que la informacién serd enviada en
paquetes de m bits, los cuales serdn procesados como simbolos dentro del campo finito F,, mediante

operaciones sobre dicho campo.

Definiciéon 12. Dado un alfabeto de simbolos ¥ de un campo finito, una grafica G = (V, E), un
nodo fuente s € V' y un conjunto M de mensajes conocidos por s, donde |M| = h, una funcién de

codificacion f. : e € F se define como:
n fo Xt 2@ sie(s,u), ueV

o fo o Xun() o nuwe) gie(v,u), ueVyv#s
Donde u(e) es la capacidad asociada a la arista €, win(v) = }_,.(uv)ep w(w,v) y representa la

capacidad total de las aristas de entrada del nodo v

3 1
@\@ N
2
2 3
@/@

T
1

Figura 2.2: Funciones de codificacién

Ejemplo 3. A partir de la grdfica de la figura 2.2, se muestra la obtencidn de funciones de codi-
ficacion en redes, en el cual los nimeros asociados a cada una de las aristas representan su ca-

pacidad de transmision, el conjunto de simbolos empleado es 3, cuyo numero inicial de elementos



dependerd del tamario de los paquetes empleados, que dentro de este ejemplo definiremos como
M = {mq1,ma,m3,mq,ms} y las funciones de codificacion asociadas a cada una de las aristas son:
fis,py 1 8% — 2°
fisoy: 2 =22
fioy 2% — %2
fpy: 2% — %!
fepy 2t —3!
fop 2t = %°
for 2t — %!
femr - ot — B

Definicién 13. La codificacién de una red N quedara determinada por los siguientes elementos:
= Un alfabeto X con los simbolos de un campo finito véilidos dentro de la codificacién propuesta
» Un conjunto de funciones de codificacion F(N) = {f.|Ve € E}

Definiciéon 14. Dada una grafica G = (V, E'), un nodo inicial s € V', un conjunto de nodos destino
T y un conjunto de mensajes M conocidos por s, una codificaciéon de red es factible si para
cada t € T existe una funcién de decodificacion g : £%n(Y) — $h que permita a cada nodo destino

obtener decodificados los |M| = h mensajes conocidos por s.

Definiciéon 15. Dada una grifica G = (V, E'), un nodo inicial s € V', un conjunto de nodos destino
T y un conjunto de mensajes M conocidos por s, una codificaciéon de red es minima con respecto
a remosion de aristas si la codificacion es factible y la remosion de cualquier arista de G impide la

factibilidad de la codificacién.

Definiciéon 16. Dada una red de computo N y una codificaciéon de red, una arista de reenvio
e = (v,w) € E es aquella que cuenta con una funcion de codificacion f. que puede ser descompuesta
en u(e) funciones que mapean yuin() — 3 de manera que cada funcion dependa solamente de una

variable, de lo contrario, se denominari a e como arista de codificacién.

Definiciéon 17. Un nodo de codificaciéon v € V es aquel que cuenta con al menos una arista

saliente e = (v, w) € E que es de codificacion, de lo contrario v es un nodo de reenvio.
El siguiente problema que serd analizado se enuncia a continuacién:

Problema 2. Un problema de codificacién de una red (PCR) radica en obtener una codifi-
cacion de red que permita a los nodos t € T obtener la informacion que requiere cada uno de ellos

a partir de los siguientes pardmetros:



» Una red de computo N = {G(V, E),U}
= Un nodo Fuente s que conoce los mensajes
» Un conjunto de nodos Destino T = {T1,...,T\,} que requieren de al menos un mensaje

= Un conjunto M compuesto por h mensajes

O—®@®
& O—0
B—@

Figura 2.3: Ejemplo de un problema de codificacion.

Ejemplo 4. Problema de codificacion de redes:

Tomemos la red N (ver figura 2.83), en donde asumimos que la funcion de capacidad asocia a cada
arista una capacidad unitaria (Ve € E,u(e) = 1)

El conjunto de h = |M| mensajes es M = {a,b}

Un nodo fuente s = A donde S(a) = A,S(b) = A

El congunto de nodos destino T = {T1,T>} donde tanto Ty como Ty requieren de a y b

Para resolver un problema de codificacion de una red, es necesario hacer llegar a de cada uno
de los nodos terminales o destino todos los paquetes requeridos por cada uno de ellos en una sola
sesion de transmision, es decir, cada nodo espera los paquetes requeridos por su funcidn de codifi-
cacion asociada y en el momento de recibirlos, ejecuta dicha funcion generando las salidas de cada

una de sus conexiones.

Un conjunto de funciones F(N) que resuelve el problema anterior es el siguiente:



Arista | Entrada | Salida Funcion
A— B a,b a f(a,b) =a
A—D a,b b f(a,b) =10
B—C a a fla)=a
B—-T a a fla)=a
C—F a,b a+b fla,b) =a+b
D—C b b fb)=1>
DT b b F(b)=b
F—T a+b a+b | fla+b)=a+b
F—T a+b a+b | fla+b)=a+D

Y un conjunto de simbolos que da solucién al problema es ¥ = {0,1}, por lo que las operaciones se

efectuardn sobre el campo finito Fon, donde n = M AX(|al, |b]).

Para la decodificacion hay que recordar que las operaciones se efectiian sobre el campo finito Fo

por lo que es posible para el nodo 11 por ejemplo obtener ambos paquetes: a y b, de la siguiente

manera:

Ty recibe a desde el nodo B
Ti recibe a + b desde el nodo F

Por lo que al efectuar la adicion de los 2 paquetes recibidos sobre el campo obtiene lo siguiente:

a+ (a+b) =2a+b=b(mods)

Y es por ello que puede decodificar ambos pagquetes.

En el ejemplo, una arista de codificacion de la red es {C — F}, y un nodo de codificacion es
{C'}, pues es el inico en donde se realizan operaciones de combinacion de paquetes no triviales.

Por otra parte lo codificacion es minima puesto que la remosidn de cualquier arista impediria una

codificacion.
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Figura 2.4: Codificacion final




Notas sobre la codificacion en redes en la practica [12]

Como complemento al ejemplo anterior, a continuacién se muestra a detalle la obtencién de la

codificacién en redes.

Supongamos los mensajes ¢ : 0100110 y b : 10011100.
Como se mencioné anteriormente, al ser los mensajes de longitudes diferentes, se complementa con
ceros al mensaje més pequeno, por lo que a : 00100110 y b : 10011100
Para proseguir con la solucién, el campo finito empleado serd Fqs, puesto que los elementos de cada

mensaje son binarios y cada mensaje cuenta con 8 elementos.

Cada uno de los paquetes que serd enviado a través de la red consta de 2 vectores: un vector de
codificacion g = (g1, 92, ---, gn) ¥ un vector de informacion M = (my,ma, ..., m,y,) con la informacion
codificada, n es el numero de paquetes y m es el nimero de simbolos dentro de cada mensaje, para

nuestro cason =2y m = 8.

Para obtener un vector con la informacién codificada en cada una de las aristas de la red
X : (w1,72,...,7y,) se empleara la siguiente ecuacion: Vk € [1;m] : xp = Y1 g;M}, donde M;

representa al k-ésimo simbolo del i-ésimo mensaje.

Para todos los nodos exceptuando el fuente y el destino, es necesario calcular el vector de codi-
ficacion g, = Z;”Zl hjglj, para el cual se requiere de un vector de codificacion local h v los vectores
de codificacién de cada uno de los mensajes recibidos {(g!, M), (g%, M?), ..., (g™, M™)}, en donde
(g°, M*) es el par de vectores que conforman al i-ésimo paquete recibido por este nodo y gf es el

i-ésimo simbolo del j-ésimo vector de codificacion.

Continuando con el ejemplo, para el nodo .S contamos con lo siguiente:
En un principio, S conoce 2 mensajes, a = (00100110) y b = (10011100)
Para el envio del mensaje a, requerimos 1 mensaje codificado por cada una de las aristas con origen
en S:

Para la arista S — B tenemos lo siguiente:
g = (10)
M = (myms...mg) = (00100110)

A partir de estos datos, obtenemos el vector de informacion:
9 4
T = Zi:l g My,
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x1=10)+0(1)=0 x2=1(0)4+0(0)=0
z3=1(1)+00)=1 z4=1(0)4+0(1)=0
x5 =10)+0(1)=0 z=1(1)+0(1)=1
z7=1(1)+00)=1 z5=1(0)4+0(0) =0
Por lo que el vector de informacion X = (00100110) y por tanto, el mensaje enviado a través de la

arista S — B sera [(10), (00100110)].
Similarmente para el envio del mensaje b por la arista S — D:
— (o1)
X = (10011100)
Se obtiene al vector [(01), (10011100)], para ser enviado a través de la arista.

Algo similar sucede con los nodos D y B puesto que no son nodos de codificacion.

Sin embargo vale la pena analizar con un poco mas de detalle al nodo C, el cual recibe los

siguientes mensajes:
Desde D : [(01), (10011100)]
Desde B : [(10),(00100110)]
Para proseguir, se requiere de la creacién de un vector de codificacion local h = (11)
Con lo que se obtiene el nuevo vector de codificacion g’ = (¢} g5) para el mensaje:
9i = Z?:l hjgzj
g1 =271 hgl
g1 =10)+1(1) =1
g2=1(1)+1(0) =1

= (11)
Y para el vector de informacion:
Lk = Z?:l 9iM;,

21 =10)+1(1) =1 23 =1(0)+1(0) =0
z3=11)+1(0) =1 z4=1(0)+1(1) =1
25 =10)+1(1) =1 z6=1(1)+1(1) =0
z7=11)+10)=1 z5=1(0)+1(0)=0
Obteniendo el vector de informacién X = (10111010) y el mensaje a ser enviado sera [(11), (10111010)]

Finalmente el nodo T} recibe los siguientes paquetes:
Desde B : [(10),(00100110)]

12



Desde F : [(11), (10111010)]

Y a partir de ellos debera de ser capaz de regenerar los mensajes originales:
10 0 100 110
11 1 111010
10 00100T1T10O0
0 1 10011100

En donde observamos que al sumar ambos mensajes se resuelve el sistema de ecuaciones y se

o O

obtienen los mensajes originales a y b dentro del nodo Tj. Similarmente se resuelve un sistema de

ecuaciones dentro del nodo T5 para obtener de igual forma los mensajes originales.

2.2.4. Flujos de Redes [1]

La obtencion de caminos de aristas digjuntas entre un par de nodos en una grafica, puede anali-
zarse bajo la perspectiva de flujos de redes, es decir, la obtencién de dichos caminos es equiparable
a la obtencion de un flujo entre el mismo par de vértices si asociamos una capacidad unitaria a
cada arista. Es por ello que se torna relevante la comprensién de los flujos de redes dentro de este
documento, para la comprensién de una serie de rutinas y algoritmos vinculados a la obtencién de

caminos de aristas disjuntas entre un par de vértices dentro de una grafica.

Se presentan una serie de definiciones que atanen a los flujos de redes:

Definiciéon 18. En una grafica G = (V, E), el flujo de una arista (i,j) € E se define como z;;
sujeto a:

0 < x;; < u;j, donde u;; es la capacidad asociada a la arista (i,7).

Definiciéon 19. Dada una grifica G = (V, E), Sea el conjunto S C V, S =V — S y el conjunto
K C E. Definimos al flujo de un conjunto de aristas K como f(K) =) _.x f(e).

Si las aristas de K son de la forma S, S, entonces denotamos como f+(K) a f(S,5) y a f~(K)
como f(S,9).

Con esto definimos al valor de un flujo val(f) = fT(K) — f~(K).

Definicion 20. En una grafica G = (V, E), el costo ¢;; de una arista (7, j) € E se define como una

cantidad no negativa que equivale al esfuerzo de enviar una unidad de flujo por la arista (i, 7).

Definicién 21. El flujo factible v, de unared G = (V, E), donde G es una grafica dirigida con
capacidades no negativas u;; asociadas a cada arista (i,j) € E se define como un flujo v sujeto a

las siguientes restricciones:
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= V(i,j) € £:0 <z <wuy; donde x5 es el flujo asociado a la arista (4,j) € E

) sii=s
Y wg— Y mi=4 0 YieV—{st}
j:(i,j)EE VHVRIS ) —v sii=t

Definicion 22. El flujo maximo v,,q, de una red G = (V, E) es el valor maximo dentro de todos

los flujos factibles de G.

Se presenta una definicién para una red residual, la cual permite medir el flujo de una red de

manera incremental y sera de utilidad como paso intermedio en diversos algoritmos.

Definicién 23. [14] Dados una red G = (V, E), una funcién capacidad v : E — Z* y un flujo
x : E — Z% (donde Z* es el conjunto de ntimero enteros positivos); definimos la capacidad

residual como una funcién r sobre el conjunto de arcos definido mediante:
riE— 727 (6,5) = (i g) = rig = (g — i) + @i

Por definicién r;; > 0 y en términos practicos 7;; representa el flujo adicional méximo que atn

puede pasar a través de los arcos (i,7) y (4,17).

Definiciéon 24. Dada una gréafica G = (V, E) con capacidad u, un flujo  de s — ¢, definimos y

denotamos la red residual mediante:

~ ~

G(xz)=(V,E): E={(i,j) € E: 15 > 0}
La red residual G(x) se construye de la siguiente manera:
1. Reemplazar cada arco (i,j) € E por 2 arcos:

= (i,7) con costo ¢;; y capacidad residual r;; = uj; — x4

= (j,4) con costo —c¢;; y capacidad residual rj; = x;;

2. La red residual se formara solamente con las aristas con capacidad residual positiva

Ejemplo 5. Obtencion de una red residual.

Dada la grdfica de la izquierda (ver figura 1.5), en la cual suponemos que las aristas que no existen
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Figura 2.5: Izq: Gréfica original, Der:Grafica residual asociada con capacidades residuales

dentro de dicha grifica, pero que son necesarias para el cdlculo de la red residual, tienen una capa-
cidad y un flujo iquales a cero, la obtencion de la grdfica residual asociada se realiza de la manera
siguiente:

A partir de (1,2) o =u1o — 212 =2—2=0, r91 = 12 = 2

A partir de (1,3) i3 =w13 —x13=4—-3=1,1r31 =213 =3

A partir de (2,3) ro3 = ug3 —x23 =3 —2 =1, r30 = x93 = 2

A partir de (2,4) ro4 =ugqy — 224 =1—0=1, r49o = 294 =0

A partir de (3,4) 134 =usy — 134 =5—5=0, 143 =234 =5

Definicién 25. Un corte de una grafica G = (V, E) denotado como [S, S] es una particion de V'
en 2 subconjuntos Sy S =V — 5.

Definicién 26. Un corte s-t de una gréfica G = (V, E) denotado como [S, S] es una particién de

V en 2 subconjuntos Sy S=V — S, talques€ SyteS.

Definicién 27. Dado un corte [S, 5], la capacidad de un corte es la suma de las capacidades de

los arcos hacia delante en el corte?
U[S, S'] = Z Usj
(i,4)€(8.5)

Definicion 28. Dado un corte [S,S], la capacidad residual de un corte es la suma de las

capacidades residuales de los arcos hacia delante en el corte

UT[S, 5'] = Z T’ij

(1.9)€(8.5)

2 Arcos que van de una vértice v € S a un vértice v’ € S
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Definicién 29. Un corte minimo entre s y t es un corte cuya capacidad es minima entre todos

los posibles cortes entre s y ¢

Ejemplo 6. Cortes sobre una grifica

Figura 2.6: Grafica empleada para el ejemplo de un corte dentro de una grafica

Si definimos al nodo fuente s=1 y al nodo destino t=4 (ver figura 2.6), los posibles cortes s —t
con la capacidad asociada a cada corte son los siguientes:

s | s |Us 9
1|28/ 6

1,2 | 34 8
1,3 | 24 7
1,28 4 6

Por lo que el corte minimo s-t de la grifica puede ser tanto S = {1},5 = {2,3,4} 0 S =
{1)2)3}7 S, = {4}

Definicién 30. Dada una grafica dirigida G = (V, E) con costo ¢;; y capacidad u;; asociadas a

cada arco (i,7) € A, un flujo de costo minimo z'(x) se define como:
1. Minimizar z(2) = >_(; jep Cij%ij
2. Sujeto a las siguientes restricciones:

" Y iGg)eE Tij — Dji(ji)er Tji = 0(1) Vi€V
u OS.I‘Z'J' Suzj V(Z,]) ek

A cada nodo ¢ € V se le asocia una cantidad b(7) de la manera siguiente:
{ b(i) >0 siiesun nodo que provee

b(i) <0 siiesun nodo que demanda
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Definiciéon 31. Dado un flujo f sobre una red N y dado un camino P, definimos al incremento
de flujo como i(e) y al incremento de flujo sobre el camino como i(P) de la siguiente forma:

i(P) = mingcpp)i(e)

i(P)>0

i(e) = c(e) — f(e) si e es una arista hacia delante en P

i(e) = f(e) si e es una arista hacia atras en P

Definicion 32. Dado un flujo f sobre una red N, definimos a un camino de incremento de

flujo como:
f(e) +i(p) Sie esun arco hacia delante

f(e) =19 f(e)—i(p) Sieesun arco hacia delante

fle) Cualquier otro caso

2.2.5. Propiedades de Flujos y Cortes

Teorema 3. [15] Para cualquier flujo f y cualquier corte K = (S, S) dentro de una red dada N,

el valor del flujo es menor o igual que la capacidad del corte.
val(f) < U[S, 8]

Demostracion. Sabemos que f1(S) < U[K] y ademas f~(S) >0

Por lo tanto establecemos lo siguiente:

val(f) + f~(K) = [*(K) < U[K]

val(f) < UK] - f~(K)

Como f7(K) >0

Se cumple que val(f) < U[S, S] O

La multidifusién de informacién permite la transmisién simultdnea de la misma informacion a
multiples destinos dentro de una red y los siguientes teoremas nos permitiran estudiar las condicio-
nes necesarias para que dichas transmisiones permitan una taza dada de transferencia determinada.
Para el caso de monodifusion de informacién, estas condiciones se conocen desde hace tiempo. Por
ejemplo, el teorema de ’corte minimo-flujo méximo’, probado por Menger en el afio de 1927, esta-
blece que el corte minimo dentro de una red equivale al flujo méximo posible de transmision dentro
de esa misma red, teorema que extrapolandolo al terreno de la transmisién de informacién, resulta
en que la taza maxima de comunicacién en la red resulta ser equivalente también al corte minimo,
sin embargo, al contar con multiples destinos, parecia ser que el mismo teorema era insuficiente,

pero es aqui en donde la principal aportacién de la codificacién en redes nos muestra lo contrario.

Una definicion formal de los teoremas citados es la siguiente:
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Teorema 4. [15] Un flujo f en una red dada N es mdzimo si y solo si N no contiene caminos de

incremento de flujo.

Teorema 5 (Corte-minimo Flujo-méximo). [15] En cualquier red N, el valor del flujo mdzimo es

tgual a la capacidad del corte minimo.

Como teorema final, debido a que es uno de los més importantes resultados obtenidos dentro

del area de la codificacion en redes desde su aparicion en el afio 2000, tenemos lo siguiente:

Teorema 6. [13] Sea G = (V, E) una grdfica dirigida aciclica con capacidad unitaria asociada a
cada una de sus aristas, h fuentes ubicadas dentro de un mismo vértice dentro de la grdifica y N
nodos destino. Si asumimos que el valor del corte minimo para cada nodo destino es h, enlonces
existe un esquema de multidifusion de informacidn sobre un campo finito suficientemente grande
Fy, en el cual nodos intermedios de la red efectian combinaciones lineales de los paquetes recibidos
dentro de Fy, que envia la informacion de las fuentes de manera simultdnea a cada uno de los nodos

destino con una taza igual a h.

Gracias al teorema de corte-minimo flujo-méximo, sabemos que existen exactamente h caminos
de aristas disjuntas entre las fuentes y cada uno de los nodos destino. Es por ello que si cualquier
destino, digamos R;, se encuentra utilizando la red por si solo, la informacién de cada una de las h
fuentes puede ser enrutada hacia R; a través de un conjunto de h caminos de aristas disjuntas. Sin
embargo, cuando miltiples destinos utilizan la red de manera simultédnea, sus conjuntos de caminos
pueden traslaparse.

Es aqui donde la aportacién del dltimo teorema toma relevancia, pues establece que si se permite a
nodos intermedios de la red combinar sus flujos de informacién entrantes, entonces cada uno de los
destinos serd capaz de recibir informacién a una taza equivalente a la del escenario en donde utiliza

un solo destino la red.
Adicionalmente el teorema establece que es suficiente para los nodos intermedios efectuar ope-

raciones lineales, es decir, adiciones y multiplicaciones sobre un campo finito Fy, a lo que se le

denomina codificacién lineal de redes.

18



Capitulo 3
Algoritmos y Codificacién en Redes

Dentro de la siguiente seccion, se presenta el funcionamiento de dos algoritmos. El primero per-
mite la obtencién de un codigo de red factible para una gréafica dada y el segundo es un algoritmo
distribuido para la obtencién de un conjunto de caminos de aristas disjuntas entre un par de vérti-
ces. Es importante considerar que este par de algoritmos, requieren de una cantidad considerable de
algoritmos y procedimientos adicionales, los cuales se presentan igualmente dentro de esta seccién
con el afan de contar con un panorama completo del funcionamiento de las aportaciones principales

provistas dentro de este documento.

El algoritmo para la obtencién de un cédigo de red de manera eficiente, funciona grosso modo

como a continuacién se menciona:

El algoritmo resuelve un problema de codificacién de una red !, por lo que a partir de una red
aciclica N(G, s, T, h), donde G es una grafica dirigida, s es el nodo fuente, T es el conjunto de nodos
destino y h es el ntumero de paquetes que se desean enviar de s a cada ¢t € T', obtiene una codificacién

de red ? mediante el siguiente procedimiento:

1. Construir una red auxiliar N(G, s, T,h) de manera que cuente con un numero acotado de

nodos, lo que permite la obtencién de un limite sobre el ntimero de nodos de codificacién
2. Encontrar un codigo de red factible F(N) para N (Aplicando el algoritmo de [2])

3. Encontrar un codigo de red F(N) para N que corresponda a F(N)

El segundo algoritmo principal presentado en este documento, resuelve el problema de obtencién

de un conjunto de caminos de aristas disjuntas entre un par de vértices dentro de una grafica, para

Ver problema 2
*Ver definicion 13



ello, se presenta un algoritmo que emplea codificacién en redes para la resolucién del problema y
se compara con 2 algoritmos distribuidos que resuelven el problema definido con antelacion (ver

problema 1):

Algoritmo 1: Cada nodo de la red envia informacién sobre su vecindad al nodo fuente, una vez
que el nodo fuente ha recibido informacién de cada uno de sus vecinos, ejecuta de manera local
un algoritmo centralizado que resuelve el problema de encontrar h caminos disjuntos entre s y ¢,
finalmente propaga la solucién encontrada por el algoritmo centralizado por toda la red, de manera

tal que cada nodo de la red conozca la solucién al problema.

Algoritmo 2: Se basa en el algoritmo centralizado para encontrar pares de caminos disjuntos |[3],
el cual consta de 3 etapas:

= Encontrar un arbol de caminos mas cortos con nodo raiz en el nodo fuente del problema s

= Transformar cada arista de manera que 2 caminos con el mismo vértice de inicio y final, sean
modificados por la misma cantidad, lo que permitira que el ordenamiento de dichos caminos

de acuerdo a su longitud no se vea afectado por la transformacién
= Obtener los caminos disjuntos en la grafica con las longitudes modificadas

Algoritmo 3: Este algoritmo emplea Codificaciéon en Redes para resolver el problema. Inicialmen-
te se ejecuta un algoritmo distribuido para obtener un c6digo de red, una vez que el nodo destino
ha recibido h paquetes diferentes, envia mensajes para el descubrimiento de los caminos disjuntos

hacia el nodo fuente.

A continuacion, se presenta una descripcion detallada de cada uno de los algoritmos mencionados

previamente:

3.1. Algoritmo para obtener un cédigo de red factible (Definicion 14)

El algoritmo emplea 3 redes auxiliares con las propiedades mencionadas a continuacion:
« N(G',s,T,h)

e Todas las aristas en G’ tienen capacidad unitaria

e El ntmero total de aristas en G’ est4 acotado por |V|hk



e Cada nodo interno ® v € G tiene grado de entrada o de salida 1 *

e Cualquier conjunto de caminos con aristas disjuntas en G’ es también de nodos disjuntos
» N*(G*,s,T,h)

e Se obtiene a partir de G’ eliminando las aristas redundantes de manera que el ntimero

de nodos con grado de entrada mayor a 2 en G* estd acotado por O(h3k?)
= N(G,s,T,h)

e Se obtiene a partir de G* contrayendo todos los nodos de grado 2 con lo que el nimero

de aristas estd acotado por O(h3k?)
Para la obtencién del c6digo de red para N se llevan a cabo los siguientes pasos:
1. Construir una red auxiliar N(G’, s,T,h)
2. Encontrar un codigo de red factible F(N) para N (Aplicando el algoritmo de [2])

3. Encontrar un c6digo de red F(N) para N que corresponda a F(N)

3.1.1. Construccién de la red auxiliar N(G’, s, T, h)
El algoritmo para el primer punto consta de 4 procedimientos:

1. Ezpand: Encuentra para cada terminal un flujo de costo minimo (ver definicion 30), lo que
permite la obtencién de h caminos de aristas disjuntas entre el nodo fuente y cada uno de los
destinos t; € T'. Este conjunto de h caminos de aristas disjuntas entre s y ¢; serd nombrado
como P;. Ademas, para asegurar que en la codificacion se empleara el menor nimero posible
de aristas, se sustituye cada nodo interno v de grado mayor a 3 por un objeto I',,.

Este objeto I', se construye de la siguiente manera:

Sea E" y E% las aristas entrantes y salientes de v respectivamente.
» Por cada arista (z,v) € E'™ agregar un nodo 2’ a I', y una arista (x, ")
» Por cada arista (v,y) € E2% agregar un nodo 4’ a I, y una arista (v, y)

= Por cada camino P; € {P|t; € T}, sea 2’ el nodo de T', que corresponde a la arista
(x,v) € P; y ¢y el nodo en T', que corresponde a la arista (v,y) € P;. Si T'; no incluye a

la arista (2/,y'), agregarla

Snodosv € V:v#svgT
*El grado de un nodo (vértice) es el nimero de aristas conectadas a él. El grado™ o grado de entrada de un nodo

v es el nimero de aristas (u,v) € E y el grado™ o grado de salida, es el nimero de aristas (v,u) € E



Figura 3.1: Substitucién del nodo v por el objeto T,

Este objeto permite que la grafica generada cumpla con la propiedad de que cada nodo v € G’
tiene grado de entrada o de salida 1, con lo que cada camino de aristas disjuntas serd también

de nodos disjuntos.

2. Min-local: Encuentra 2 conjuntos de h nodos disjuntos con la cualidad de que la subgrafica
inducida por dichos conjuntos es minima, es decir que la remosién de cualquier arista de la

subgrafica impediria la codificacién.

3. Min-global: Asegura un nimero de conexiones acotado dentro de la gréifica producida por
O(h3k?) donde h es el nimero de paquetes que se desean transmitir y k es el nimero de

destinos a los cuales se les requiere enviar los paquetes

4. Shrink: Simplifica la red, formando otra mediante la contraccién de los nodos de grado 2,

especificamente aquellos que cuenten con grado de entrada 1 y grado de salida 1.

Figura 3.2: Conitraccion de nodos: El nodo v al contar con grado de entrada y salida 1, se torna
irrelevante su analisis para la obtencion de la codificacién de la red original, por lo que es removido

de la grafica final.

3.1.2. Céddigo Factible

Para el segundo punto basta con obtener una codificacién para la red mediante la ejecucion del

algoritmo presentado en [2].



Este algoritmo, denominado LIF (Flujo de Informacién Lineal por sus siglas en inglés), cuenta
como idea principal la preservacion de la propiedad de multidifusion de informacion dentro de la
red, la cual establece que el corte minimo entre el nodo fuente s y cada nodo destino t; € T es

mayor o igual que h.

Para llevar a cabo este propoésito, se seleccionan vectores de codificacién que preserven la pro-
piedad mencionada, visitando los nodos de codificacion en orden topologico, es decir, asegurando
que ningun nodo de codificacién sea visitado antes que cualquiera de sus antecesores en la grafica,
de manera que el algoritmo preserva h mensajes linealmente independientes en cada conojunto de

caminos hacia los nodos destino.

Se requiere de notaciéon adicional para describir de manera mas precisa el algoritmo, tarea que
a continuacion se llevara a buen término.
Sea € el conjunto de nodos de codificacién.
T'(6) el conjunto de nodos destino que emplean al nodo de codificacién 0 en alguno de sus caminos.
Cada nodo de codificacion § aparece en a lo més en un camino para cada destino t;.

Sea f7 (8) el nodo predecesor del nodo de codificacion § a través del camino hacia tj.

Para cada destino t;, el algoritmo mantiene un conjunto €; de h puntos de codificacion y un
conjunto B; = {c{, ,c,jl} de h vectores de codificacion.
El conjunto €; mantiene una referencia al punto de codificacién més recientemente visitado a través
de cada uno de los h caminos desde el nodo fuente s hasta el destino ¢; y el conjunto B; almacena

los vectores de codificacién asociados.

Inicialmente, para todos los nodos destino ¢;, el conjunto €; contiene a los nodos fuente de cada
uno de los mensajes y el conjunto Bj contiene la base ortonormal {e1, es, ..., e}, donde el vector e;
contiene un uno en la posicién ¢ y cero en el resto.

En la k-ésima iteracion, el algoritmo asigna un vector de codificacion ¢(dy) al nodo de codificacion

dr y reemplaza para todos los destinos t; € t(dy) lo siguiente:
= Al punto f7 () en €; con el punto d
= Al vector asociado ¢(f7_()) en B; con c(d)

El algoritmo selecciona al vector ¢(dy) de manera que para cada destino t; € t(dy), el conjunto

(Bj/{c(fL(8))}) U c(x) forme una base. Algo a resaltar es que el vector ¢(dy) existe si el campo



finito empleado F, tiene un tamano mayor al ntmero de destinos.

Cuando el algoritmo termina, el conjunto B; contiene al conjunto de ecuaciones lineales que el

nodo t; necesita resolver para obtener los simbolos contenidos en los mensajes originales.

3.1.3. Cddigo correspondiente a la red original

Finalmente, para encontrar un cédigo F*(N*), se procede de la manera siguiente:
Una vez ejecutado el algoritmo Min — Global, cada arista e € G corresponde a un camino P en G*.
Para obtener F*, la primera arista de P tiene la misma funcién de codificacién que e en F, el resto
de los nodos en P solamente reenvian paquetes.
Para encontrar una codificacién en la red original, analizaremos los procedimientos restantes:
Al ejecutar Expand, existen 2 tipos de aristas, las removidas y las sustituidas por I'y. Si la arista fue
removida su funcion de codificacion tendra como resultado el elemento cero del campo finito X. Si el
nodo v no fue reemplazado por I', entonces todas las aristas e(v,u) tendran la misma codificacion
que en F™*.
Para el caso en el que v fue sustituido por T',, definimos a €/ = (u/,u) como la arista en G’ que

corresponde a e(v,u). Un paquete enviado a través de €’ tendré la misma codificacion que e.
A continuacién se presentan los procedimientos empleados por el algoritmo:
Expand: Dada una grafica GG, un nodo fuente s, un conjunto de nodos destino T, y h el nimero

de paquetes que se desean enviar de s a cada nodo destino, encuentra para cada nodo destino t; € T

un flujo de costo minimo s — t; denominado 6



1 Algoritmo: Expand (N(G, s, T, h))

2 Asignar costo unitario Ve € E: ¢, = 1;

3 foreach t; € T do

4 ‘ Encontrar un flujo 6; de costo minimo de s — ¢; de valor h;
5 end

6 foreach e(u,v) € E do

7 if MAX; crbi(e) > 0 then
8 ‘ Reemplazar e por M AX;,er6;(e) conexiones paralelas de capacidad unitaria u — v;
9 else

10 ‘ Remover e;

11 end

12 end

13 foreach t; € T do

14 ‘ Encontrar un conjunto P; de h caminos disjuntos entre s y t;;
15 end

16 foreach v € V : v # s&v ¢ T&grado(v) > 3 do

17 ‘ Reemplazar v por ['y;

18 end

19 La grafica resultante es G';

20 return N' = (G',s,T, h)

Figura 3.3: Gréafica obtenida después de ejecutar el algoritmo Expand (derecha) a partir de G

(izquierda)



Demostracion. Mostraremos que las propiedades de N’ se cumplen al ejecutarse el algoritmo Expand:

= Todas las aristas en G’ tienen capacidad unitaria
En la linea 8 del algoritmo Ezpand, toda arista e € G es reemplazada por un conjunto de

aristas e € G’ de capacidad unitaria, con lo que aseguramos el cumplimiento de la propiedad.

» El numero total de aristas en G’ est4 acotado por |V|hk
En la linea 14 del algoritmo Ezpand, se obtiene para cada terminal ¢ € T un conjunto de h
caminos disjuntos, como cada camino disjunto es un camino simple (sin nodos repetidos), el
nimero de nodos en cada uno de ellos es a lo mas |V| y al no existir ciclos, el nimero de
aristas es O(|V]). Como existen h caminos disjuntos por cada terminal, el nimero de aristas
en cada terminal estd acotado por O(|V|- h) y al existir k terminales, las aristas en G’ estan
acotadas por O(|V|hk).

» Cada nodo interno v € G’ tiene grado de entrada o de salida 1
En la linea 16 del algoritmo Fzpand, todo nodo interno v € G con grado(v) > 3, es substituido
en G’ por un objeto T'y, el cual se construye de la siguiente manera:
Sea EI™ las conexiones entrantes a v y E2% las conexiones salientes de v.
Ve = (z,v) € B agregar un nodo 2’ a T, y una arista (x,z")
Ve = (v,y) € E% agregar un nodo y' a T', y una arista (', )
VP; € {P|t; € T}, x* agregado por (x,v), y’ agregado por (v,y), si ', no tiene (x’,y’), agregarlo.
Por lo anterior, todos los nodos internos en G son substituidos por un objeto I' dentro del
cual los nodos x’ tienen grado de entrada 1 y los nodos y’ tienen grado de salida 1, por lo que

la propiedad se cumple.

= Cualquier conjunto de caminos con aristas disjuntas en G’ es también de nodos disjuntos
Esta propiedad se deriva de la anterior ya que 2 caminos con aristas disjuntas no pueden
compartir un nodo interno puesto que los nodos tienen grado de salida o entrada 1, lo que

implicarfa que comparten aristas llegando a una contradiccién.
O
Min-local: Encuentra 2 conjuntos de h nodos disjuntos P y IP’}‘f que conectan s —t; y s —t; con

la cualidad de que G;‘j, la subgrafica inducida por PP} y P} es minima.

Para la demostracion de las propiedades de las graficas auxiliares subsecuentes, se emplearan los

siguientes lemas:



1 Algoritmo: Min-Local
2 Sea Gj; la subgréfica de G inducida por las aristas de IP; y P;;

3 Asignar costo 0 a cada arista de IP; y costo 1 al resto de las conexiones;
4 Encontrar h caminos disjuntos P} en Gjj; entre s —¢; con costo minimo;
5 Sea G;j la subgrafica de G inducida por las aristas de P; y P7;

6 Asignar costo 0 a cada arista de P y costo 1 al resto de las conexiones;
7 Encontrar h caminos disjuntos P} en G;j entre s — t; con costo minimo;

8 return P} y P’

Figura 3.4: Algoritmo Min-Local

Lema 1. [16] Sea N(G, s, T, h) una codificacion de una red aciclica tal que |T'| = 2, todas las aristas
en G tienen capacidad unitaria, el grado total de cada nodo interno en G es a lo mds 3 y G es
minima con respecto a remocion de aristas, entonces el nimero de nodos internos en G con grado
de entrada mayor a 1 estd acotado por h3 y el mimero de nodos internos en G con grado de salida

mayor a 1 estd acotado por h3 + h.

Lema 2. [11] Sea G, la subgrdfica de G inducida por los conjuntos de caminos P; y P7 y sea NJj
la codificacion para la grifica G3; y las 2 terminales {ti,t;}. Entonces todas las aristas en N, son

vitales.
A partir de los cuales se deriva el siguiente teorema:

Teorema 1. [11] Sea N*(G*,s,T,h) el problema de codificacion obtenido por el algoritmo Min-
Global, sea V* el subconjunto de V* /T que incluye a los nodos de grado de entrada > 2 y sea E* el

conjunto de aristas que llegan a los nodos en V*. Entonces se cumple que |[E*| € O(h3k?)

Demostracion. Sea E; = U;-:l E(P;) donde E(P;) es el conjunto de aristas de P;, la demostracion
del teorema anterior se realizarad por induccién sobre i.

Caso Base: Cuando i—2, |Fs| esta acotado por h% empleando el lema 1

Induccion: Cuando i=k, probaremos que |E;| < h3ki. Sea E! = E; N E;_; y E? = E;\F}, por h.i.
sabemos que |E}| estd acotado por h*k(i — 1), por lo que solamente se requiere encontrar una cota
para EZ2

Para ello, definimos E;; = E(P;) U E(P;), empleando el lema 1y 2, sabemos que Ej; esta acotado
por h3, ahora probaremos que cada arista en E? € E;; para j € {1,...,i — 1}.

Existen 2 posibilidades para cada arista e(u,v) € E2:

1. e € E;\ E;_1, lo que implica que e € E(IP;), por lo que se encuentra en E;;



1 Algoritmo: Min-Global

2 P=¢;
3 for i—1 to k do

4 Asignar costo 0 a todas las conexiones de P;

5 Asignar costo 1 al resto de las conexiones en G’;

6 Encontrar un conjunto de h caminos con aristas disjuntas P; en G’ entre s — t; de costo
minimo;

7 if ¢ > 1 then

8 for j=1 to i-1 do

9 | PP, = Min_Local(N',P;, B));
10 end

11 end

12 | P=Uj Py Ei = Ui, B(B));

13 end

14 G* es la subgrafica de G’ inducida por las conexiones en Fy;
15 return N*(G*,s,T, h)

Figura 3.5: El algoritmo asegura que el niimero de conexiones en G* esté acotado por O(h3k?)
2. e € FE;_1, existe otra arista €/ (w,v), ya que v tiene grado de entrada 2 y ¢’ € E;\ F;_1, por lo
que e pertenece a E;;

O

Para el algoritmo Shrink, inicamente se requiere probar que el numero de aristas en N esta

acotado por O(h3k?), por lo que el teorema 7 mostrado con antelacion es suficiente.

Una vez analizado el funcionamiento del algoritmo para la obtencién de un cédigo de red factible,

se presentan diversos algoritmos empleados de manera conjunta con el algoritmo antes mencionado.

3.1.4. Algoritmo para la descomposicién de un flujo

El algoritmo descompone un flujo x factible en una gréfica dirigida, en un conjunto de flujos con
nodo origen en s y nodo destino en t.
Recibe como parametros de entrada, una grafica dirigida, un nodo origen s, un nodo destino t y

una funcién para el flujo f : Ve € E — ZT y obtiene como resultado un conjunto de caminos desde
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1 Algoritmo: Shrink

2 foreach v € G* do
3 if grado™ (v) = grado™(v) = 1 then

4 ‘ Substituir (u,v) y (v,w) por (u,w) en G,
5 end
6 end

7 return N(G, s,T,h)

Figura 3.6: El algoritmo forma una red auxiliar contrayendo nodos de grado 2

Figura 3.7: Grafica obtenida después de ejecutar el algoritmo Shrink y haber encontrado un cédigo

factible (izquierda) y codificacion final de la gréafica original G (derecha)

s hacia ¢ que transportan al flujo x.

Demostracion. Para la demostracién de correctez del algoritmo, nos basamos en la veracidad del

siguiente teorema:

Teorema 2 (Flow Decomposition Theorem). [1] Cada camino de flujo tiene una representacion
inica como un conjunto de arcos con flujos no negativos y cada flujo sobre arcos de flujos no nega-
tivos puede ser representado como un camino de flujo con las siguiente propiedad:

Cada camino dirigido con flujo positivo conecta un nodo déficit con un nodo exceso.
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Algoritmo: Flow Decomposition(G,s,t,f)

foreach i € N do

‘ e(i) = Zj:(j,i)eA Lji — Zj;(i,j)EA Ligs
end
while Vn € N : e(n) =0 do
P.add(s);
i=s;
while 3(7, j) con flujo positivo do
P.add(j);
i =7
end
k=P.last();
if £ = ¢ then
‘ caminos.add(P);
end
f(P) = min{—e(s),e(k), min{x;; : (i,j) € P}};
e(s) = e(s) + F(P);
e(k) = e(k) — f(P);
foreach (i,j) € P do
‘ xz'j:xij—f(P);
end
P.clear();
end

return caminos

Figura 3.8: Algoritmo para la descomposicién de un flujo en caminos de aristas disjuntas
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3.1.5. Algoritmo para obtencion de flujos de costo minimo|1]

Dada una grafica dirigida G = (V, E), con un costo ¢;; y una capacidad u;; asociadas a cada
arista (i,j) € E, nodos fuente y nodos destino, el algoritmo obtiene los flujos de costo minimo

factibles dentro de la gréafica dada.

El algoritmo emplea los siguientes valores tanto para la demostracién de su validez como para
su funcionamiento:
Potencial de nodo: Es un numero real 7 (i) asociado a cada nodo i € V
Costo reducido del arco (i, j): c; = ¢;; — 7(i) + 7(j)

Pseudoflujo: Es una funcion z : E — R™ que satisface las restricciones siguientes:

» Capacidad: 0 < x5 < u;j
» No negatividad: Dado el flujo x, la red residual G(z) no contiene ciclos de costo negativo
Inequilibrio: V pseudoflujo x, el inequilibrio del nodo i esta definido por:

e(i) =b(i)+ >  mi— Y ayVieV

J:(Ji)EE J:(@.5)€E

El inequilibrio cumple con lo siguiente:

e(i) > 0 si existe un exceso en 7
e(i) < 0 si existe un déficit en i

e(i) =0 sii estd balanceado
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1 Algoritmo: Successive Shortest Path

2 z=0;

3 m=0;

4 VieVe(i) =bi);

5 Ex = {i:e(i) > 0};

6 D=1{i:e(i) <0}

7 while Fx # 0 do

8 Seleccionar un nodo k € Exz y un nodo [ € D;

9 Determinar las distancias méas cercanas d(j) de s al resto de los nodos de G(x) con

respecto a los costos reducidos ¢fy;

10 Definir P el camino mas pequeno de k a 1;

11 Actualizar m =7 — d;

12 Definir 6 = minle(k), —e(l), min{r; : (i,7) € P}];
13 Aumentar en § unidades el flujo de P;

14 Actualizar z, G(x), Ex, D y los costos reducidos i
15 end

Ejemplo 1. Ejecucion del Algoritmo "Successive Shortest Path”

P, P, Py Py, P5,Ps Py P P, P3 Py, Ps5, Ps P1
(V) /\»

@@
ofcNoRCENOICIONG

Py PP, Pr P Py, Ps Py P, P3,Pr P P, Ps
Figura 3.9: Gréafica inicial sobre la cual se ejecuta el algoritmo de Caminos mas cortos

1. Inicializacion
El nodo 1 provee 4 paquetes a la red y el nodo 4 requiere de estos 4 paquetes, por lo que se

tienen los siguientes valores:
b(1) =4,b(4) = —4,b(2) = b(3) =
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x = 0; //Inicializamos el pseudoflujo con valor de 0 en cada arista (i,j) € A

T12 = T13 = To3 = X4 = T34 =0

7(i) = 0 //Inicializamos el potencial de cada nodo con valor 0
m(l)=n(2)=7n(3)=n(4) =0

Nota: Los valores x = 0 y 7w(1) = 0 permiten que G(1=0) tenga los mismos valores que G.
E={1} yD={4)

. Iteracion 1

Seleccionamos k =1yl =14

Obtenemos distancias de 1 al resto de los nodos = {0,2,2,3}
P={1-3-4}
Actualizamos los potenciales de cada nodo:
m(1)=0-0=0
(1) =0-2=-2
(1) =0-—2= -2
m(l)=0—-3=-3

Calculamos 6 = min[{e(1), —e(4), min{r;; : (i,j) € P}]
d = min[4,4, min{2,5}] =2
Aumentamos 2 unidades de flujo a lo largo de P y actualizamos x,G(x), E, D 1€, Cly
Para los valores de flujo:
T12 = To3 = x24 = 0 ya que no han sido modificados.
T13 = X34 = 2 ya que se aumentan 2 unidades de flujo en P.
Para los valores de inequilibrio:

e(1) =0b(1) +0—[r12 +z13] =4 —-2=2

e(2) =b(2) + [9512] [x93 + 224] =0

e(3) =b(3) + [xa3 + x13] — [234]) =0+2—-2=0
e(4) =b(4) + [rog + x34) — 0= —4+2= -2
Por lo que E = {1} y D = {4}.
Para los valores de costo reducido:
fy=cr2a—7m(1)+7(2)=2-0-2=0
fs=ci3—m(1)+7(3)=2-0-2=0
Gy =cum—m2)+7(3)=14+2-2=1
Gy =cu—7m2)+7(4)=3+2-3=2
y=cu—m3)+7(4)=14+2-3=0

Para los valores de la red residual:

rig=1ui2—212=4—-0=0,791 =212 =0
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ri3=u3 — w13 =2—2=0,r31 = w13 =2
ro3 = U2z —X23 =2 —0=2r33 =93 =0
rog = U2q — X4 =3 —0=3,r40 =24 =0

T34 =U34 — X34 =D —2=23,r43 =T34 = 2

7
7

®  ©

Figura 3.10: Grafica después de la primera iteracion

. Iteracion no. 2

Seleccionamos k =1yl =14

Obtenemos distancias de 1 al resto de los nodos = {0,0,1,1}
P={1-2-3-4}

Actualizamos los potenciales de cada nodo:

(1) =0—-0=0

m(l)=-2-0=—

m(1)=-2—-1=-3

m(l)=-3-1=-4

Calculamos 6 = min[2,2,min{4,2,3}] = 2

Aumentamos 2 unidades de flujo a lo largo de P y actualizamos x,G(z), E, D 1€, Cr
Para los valores de flujo:

13 = 2,224 = 0 ya que no han sido modificados.

T12 = 2,293 = 2,34 = 4 ya que se aumentan 2 unidades de flujo en P.
Para los valores de inequilibrio:

e(1) =b(1) +0— [z12 +x13] =4 —[2+2] =0

e(2) =b(2) + [:clg] [T23 +224) =04+2—-2=0

e(3) = b(3) + [w23 + x13] — [734] =0+ [24+2] -4 =0

e(4) =b(4) + [xoa+x34] —0=—-4+[0+4] =0

Porlo que E=® y D=9,

Para los valores de costo reducido:
fy=cr2—7m(1)+7(2)=2-0-2=0
3=c3—m(1)+7(3)=2-0-2=0
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s =cu—m2)+7(3)=14+2-3=0
Ay=cou—7m2)+m4)=3+2-4=1
cgy=csu—7m3)+7m(4)=14+3-4=0
Para los valores de la red residual:

T2 =u12 —T12 =4 —2=2r91 =212 =2
T3 =uig — 213 =2—2=0,r31 =213 = 2
To3 = Ugg — T3 =2 — 2= 0,132 = x93 = 2
roq = U2q — 24 =3 —0=3,742 = w24 =0

T34 = U4 — T34 =0 —4 =143 =34 =4

oloYe
S

()

Figura 3.11: Grafica después de la segunda iteracion

Por lo que el flujo de costo minimo es:

T2 =2,T13 = 2,793 = 2,724 = 0,734 = 4

3.1.6. Algoritmo para obtener un cédigo de red factible[2]

Dada una grafica dirigida G = (V, E), un nodo fuente s y un conjunto de nodos destino T,
se define h como el valor del corte minimo entre s y cualquier nodo ¢t € T. El algoritmo para la

5

obtencion de un flujo lineal de informaciéon®, construye c6digos lineales para cada uno de los vértices

en un tiempo O(|E| - |T| - h?), contando dicho cédigo con las siguientes propiedades:

» Cualquier campo finito F > 2 - |T'| puede ser empleado para representar los simbolos de la

codificacién

» El nodo fuente recibe h simbolos como entrada

SLIF: Linear Information Flow
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» Cada nodo destino puede reconstruir los h simbolos requeridos en tiempo O(h?)
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1 Algoritmo: LIF(V,E,;s,T)

2 h = mingermin{|C| : ¢ es un corte s — t} ;
3 Insertar nodo s’ en V;

4 Insertar h aristas paralelas {ej, e, ...,ep} de 8 — s en E;

5 foreach i:b(e;) = [0°1,1,0"7] do
6 foreach t € T do

7 Cy=A{e1,...,en};

8 B, ={b(e1),....,b(en)};

9 foreach c € C; do
10 | aile) = ble);
11 end
12 end
13 end

14 foreach v € V — {s'} en orden topoldgico do

15 foreach e = (v,u) do

16 Escoger una combinacion lineal b(e) =3~ ¢ p(.) me(p)b(p) tal que
vt € T(e) : (Br — {b(f(e))}) U {b(e)} sea linealmente independiente;

17 foreach t € T'(e) do

18 Ci=(Ce—{f'(e)}) U{e};

10 Bl = (b — B (e))}) U {ble));

20 dj(e) = (b(e) - a(£(e))aulF(e);

21 foreach c € C; — {f!(e)} do

22 | al(e) = arle) — (ble) - ar(e))ay(e);

23 end

24 (Ct, Bi,ar) = (C}, By, a});

25 end

26 end

27 end

28 return (h,{m.:e € E},{(Ct,a¢) : t € T}, F);

Figura 3.12: Algoritmo para la obtencién de una Codificacién en Redes a partir de la gréfica dada

19




3.2. Algoritmo Distribuido para Obtencién de h Caminos Disjuntos

3.2.1. Modelo

Para este problema contamos con una coleccién de elementos de coémputo, los cuales serdn re-
presentados mediante vértices en una grafica dirigida aciclica G = (V| E). Dentro de esta gréfica,
debera existir al menos un camino entre el nodo fuente s y cualquier otro nodo de la grafica. Deno-
tamos por n al namero de nodos de la red, es decir, |V| = n, por m al nimero de aristas, por lo que
|E| = m y k es el tamafio maximo de un camino en la red. Cada arista (v,u) € E representa un
canal de transmisiéon capaz de transmitir paquetes de informacién de v hacia u y paquetes de control
entre u <> v (en ambas direcciones). Suponemos ademas que cada nodo cuenta con un nimero de

identificaciéon tnico.

Por otra parte, cada nodo conoce su vecindario, pero no cuenta con ningin dato adicional sobre
la topologia de la red. El modelo de comunicacién es sincrono, por lo que existen rondas de comu-
nicaciéon y en cada ronda solamente un mensaje puede ser enviado a través de una arista (v,u).
Asumimos también que un mensaje es recibido de manera instantanea y que todos los canales de
comunicacion son confiables; es decir, si un paquete es enviado a través de una arista e=(v,u), en-

tonces el nodo u recibira dicho paquete en la misma ronda que fue enviado.

Para la comparacion de diversos algoritmos, se emplearan las siguientes medidas de eficiencia:

= Complejidad temporal: Es el nimero de rondas de comunicacion requeridas para la ejecucion

del algoritmo

= Complejidad de mensajes: Es el nimero total de mensajes enviados durante la ejecuciéon del

algoritmo

= Complejidad de bits: Es la longitud total en bits de los mensajes enviados a través de la red

durante la ejecucién del algoritmo
El problema a resolver es el siguiente:
Problema 3. Dada una red G = (V, E), un nodo fuente s, un nodo destino t, encontrar h (s,t)-
caminos de aristas disjuntas entre s y t
3.2.2. Algoritmos Analizados

Se analizaran 3 algoritmos distribuidos que resuelven el problema de encontrar caminos disjun-

tos, definido con antelacion (ver problema 1), descritos de manera general a continuacion:
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Algoritmo 1: Cada nodo de la red envia informacién sobre su vecindad al nodo fuente, una vez
que el nodo fuente ha recibido informacion de cada uno de sus vecinos, ejecuta de manera local un
algoritmo centralizado, el cual resuelve el problema de encontrar h caminos disjuntos entre s y t,
finalmente propaga la solucién encontrada por el algoritmo centralizado por toda la red, de manera

tal que cada nodo de la red conozca la solucién al problema.

Algoritmo 2: Se basa en el algoritmo centralizado para encontrar pares de caminos disjuntos [3],

el cual consta de las siguientes etapas:
= Encontrar un arbol de caminos mas cortos cuyo nodo raiz es el nodo fuente del problema, s

= Transformar cada arista de manera que la longitud de dos caminos con el mismo vértice de
inicio y final haya sido modificado por la misma cantidad, lo que permitira que el ordenamiento

de dichos caminos de acuerdo a su longitud no se vea afectado por la transformacion
= Obtener los caminos disjuntos en la grafica con las longitudes modificadas
= Repetir el procedimiento por cada camino adicional desde el segundo paso

Algoritmo 3: Este algoritmo emplea Codificacién en Redes para resolver el problema. Inicialmen-
te se ejecuta un algoritmo distribuido para obtener un cédigo de red, una vez que el nodo destino
ha recibido h paquetes diferentes, envia mensajes para el descubrimiento de los caminos disjuntos

hacia el nodo fuente.

En la figura 3.13 se presenta un cuadro comparativo entre los 3 algoritmos citados, en él, se
muestra que el algoritmo mas eficiente con relacién al tiempo de ejecucién medido en rondas resulta
ser el algoritmo genérico, con el inconveniente de que la mediciéon no toma en cuenta el tiempo de
procesamiento, aunado a la desventaja de que dicha labor ocasiona un incremento de trafico en la

red hacia el nodo fuente.

Algoritmo Complejidad de Tiempo | Complejidad de Mensajes | Complejidad de Bits
Genérico O(k)+e O(|E)) oV %)
Suurballe-Tarjan O(h - k) O(|E|-|V]) O(k - log n)
Codificacion en Redes O(k?) O(|E| - ©) O(h% +|V|)

Figura 3.13: Comparacién entre algoritmos
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Comparando los 2 algoritmos restantes, tenemos que el algoritmo que emplea Codificacién en
Redes es mas eficiente cuando h > k, es decir, cuando se requieren mas caminos en una red cuyos

nodos no se encuentran muy alejados entre si.

Vinculado a la complejidad de mensajes, sabemos que siempre se cumple que € < |V, por lo
que el algoritmo de codificacién en redes es més eficiente que el propuesto por Suurballe-Tarjan y
finalmente, para la complejidad de bits, este ultimo algoritmo resulta ser méas eficiente, sin embargo,
cabe resaltar que el desempeno del algoritmo de codificacién en redes, resulta ser aceptable, puesto
que los mensajes mas comunes enviados durante la ejecucion del algoritmo son de O(h + |V|) bits,

que en comparacion con el algoritmo més eficiente resultan ser similares.

3.2.3. Algoritmo Genérico

La idea del algoritmo es la de implementar de la manera mas sencilla posible un algoritmo cen-
tralizado como distribuido. Para ello, un nodo central es designado como responsable de todos los
calculos (generalmente el nodo fuente), de manera que solamente se requiera que cada nodo de la red
de computo envie informaciéon sobre sus aristas al nodo central designado, empleando un algoritmo
de inundacién ® y cuando el nodo central haya recibido suficiente informacién sobre la topologia de
la red, comienza su trabajo de computo para obtener una solucién al problema, la cual finalmente

propagaré a través de toda la red.

La complejidad temporal del algoritmo es O(k) rondas, ya que el tiempo que toma a cada nodo
enviar su informacién al nodo central es a lo mas, el maximo nimero de rondas que separan a 2
nodos de la red, es decir O(k). El tiempo que le toma al nodo central la obtencién de una soluciéon
depende del algoritmo centralizado que ejecute, por ejemplo, el algoritmo ideado por Suurballe y
Tarjan [17] toma O(|E| -k - log|V|) instrucciones, pero debido a que el desempeno de los algoritmos
se mide en términos de rondas, este valor es omitido durante los célculos de desempeno, de cualquier

manera, es importante considerarlo para comparaciones mas detalladas.

La complejidad de mensajes es O(|F|) ya que el nodo central envia inicialmente una peticion
de informacion a cada uno de sus vecinos y una vez que cualquier nodo de la red reciba dicha
notificacion, la propaga al resto de su vecindario y espera a que cada uno de sus vecinos le envie

la informacién requerida, empleando para ello la misma arista por la cual recibié la peticion, este

5Un algoritmo de inundacién es aquel que permite enviar mensajes a partir de un nodo fuente al resto de los nodos
de la red
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proceso toma a lo més O(|E|) mensajes ya que cada arista es empleada a lo méas 2 ocasiones, una

para enviar la peticidén y otra para recibir la informacién.

La complejidad en bits del algoritmo es O(|V'|?) ya que cada nodo debera incluir en sus mensajes
los nodos a los cuales se encuentra conectado y como cada nodo puede estar conectado a lo més a
|V| —1 nodos, esto implica que cada paquete que contenga la informacion del vecindario de un nodo
tiene tamano O(|V|) y como cada nodo debe esperar hasta que cada uno de sus vecinos le envie su

informacion, la méaxima cantidad de mensajes que deberé incluir en su informacion es O(|V]).

3.2.4. Algoritmo Suurballe-Tarjan Distribuido [3]

El algoritmo hace uso de una funcién de costo que asocia un nimero natural a cada una de las
aristas de la grafica dirigida aciclica, asumimos sin embargo que cada arista tiene asociado un costo

unitario.

El algoritmo hace uso de 2 pasos preliminares:

1. Encontrar un arbol de distancias minimas 7' con raiz en s. Dicho arbol contiene para cada
vértice v, un camino més corto de s a v. Calcular d(s,v), que es la distancia de s a v para

cada vértice v
2. Transformar el costo de cada arista (v, w) definiendo (v, w) = ¢(v,w) — d(s,w) + d(s,v)

Esta transformacién permite que 2 caminos con el mismo nodo inicial y final, transformen sus
costos por la misma cantidad, con lo que el ordenamiento de dichos caminos por costo se vea
inalterado, lo que significa, que podemos resolver el problema de los caminos méas cortos para la
grafica transformada en costos y obtener una solucién para la grafca con los costos originales. El

algoritmo se basa en el siguiente teorema, empleado en el algoritmo centralizado:

Teorema 4. [3] Para cualquier vértice v, la longitud total de un par de caminos de longitud minima
con aristas disjuntas de s — v es dy(s,v), donde d, denota la funcion de distancia en G,, que es
la grifica formada a partir de G invirtiendo la direccion de todas las aristas que forman el camino
en T desde s hasta v. La union del par de caminos obtenido de s a v en T y el camino mds corto
obtenido de s a v en G, descartando cada arista en un camino cuyo recorrido aparezca en el otro

camino y agrupando las aristas restantes en caminos de s a t.

A continuacién se da una descripcion de un algoritmo para la obtenciéon de un par de caminos

disjuntos de s — ¢t [17]:
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1. Realizar la siguiente transformacion a la grafica G = (V, E): ¢ (v, w) = ¢(v, w)—d(s,w)+d(s,v)

2. Remover todos los arcos a través del camino méas corto que se dirigen al nodo fuente. Invertir
la direccién de las aristas restantes del camino mas corto de manera que cada arista se dirija

hacia el nodo fuente

3. Ejecutar nuevamente el algoritmo para la obtencién de caminos mas cortos de s a t en la

grafica modificada Gy

4. Transformar la grafica original. Eliminar las aristas que se entrelazan en los caminos encon-

trados de s — t, el par de caminos disjuntos de longitud minima resulta

Algoritmo para la obtencién de h caminos disjuntos de s — ¢ [17]:

1. Encontrar un par de caminos de longitud minima de aristas disjuntas entre s y ¢

2. Reemplazar las aristas de los caminos disjuntos por arcos dirijidos hacia el nodo fuente. Cam-

biar las longitudes de los arcos por longitudes negativas

3. Encontrar el camino mds corto de s — ¢ en la grafica modificada G utilizando un algoritmo

para distancias minimas

4. Transformar la grafica original y eliminar las aristas que se entrelacen

La complejidad temporal del algoritmo distribuido es:
Para la obtencion del arbol de distancias minimas O(k). Para la transformacion del costo en cada
arista en el camino mas corto de s a t O(1) y como el proceso debe llevarse a cabo en h ocasiones,

la complejidad del algoritmo entero es O(h - k).

La complejidad de mensajes del algoritmo distribuido es:
Para obtener el arbol de distancias minimas O(|V|-|E|) [18], para transformar el costo en cada una
de las aristas del camino mas corto O(1) mensajes y ya que este proceso debe realizarse para cada
uno de los caminos, debe realizarse en |V| ocasiones, por lo que el ntimero de mensajes enviados al

ejecutar el algoritmo es O(|V] - |EJ).
La complejidad en bits de cada uno de los mensajes es para la obtencién del arbol de caminos

més cortos O(log n) que corresponde a la méxima cantidad de bits necesarios para representar a

un nodo de la red de cémputo, de manera que sea posible asignar un nodo padre a cada nodo, para
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transformar el costo de cada arista es necesario que el nodo fuente reciba cada camino disjunto, por

lo que el tamano maximo de un mensaje en bits es O(k - log n).

3.2.5. Algoritmo empleando Codificacién en Redes

Para que sea mas sencillo el andlisis del algoritmo de codificacién en redes, es necesario realizar
una transformacién a la grafica original, la cual permitira la manipulacién de ésta como una grafica
por capas, denominada L(G) en lo sucesivo (ver figura 3.14), en la cual L; representa a la i-ésima

capa de L(G), se construye como a continuacion se describe:

Figura 3.14: Ejemplo de una grafica en capas L(G) (abajo) para la grafica G (arriba)

1. El numero de capas en la gréafica nueva L(G) es k+ 1, que corresponde a la distancia méxima
entre cualquier par de vértices en la grafica original, ademads, cada capa cuenta con un nimero

de identificacion ¢ : 0 <¢ < k
2. Cada capa en L(G) contara con |V| nodos

3. Una arista (u’,v"*!) existe en L(G) si y solo si u’ € L;, v'*! € Ly 1, la arista (u,v) existe en

la gréafica original G

4. Una arista (u’,u’) existe en L(G) para 0 <i=j— 1<k y para cadau €V

Donde v* denota al nodo v dentro de la capa i de L(G).

La grafica por capas L(G) construida cuenta con las siguientes propiedades:
Lema 3. L(G) es una grdfica aciclica

Demostracion. Supongamos que existe un ciclo en L(G), existen dos posibles escenarios:
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» El ciclo se encuentra en la misma capa, lo cual no es posible ya que L(G) no cuenta con aristas

entre nodos de la misma capa

= Fl ciclo se encuentra entre capas adyacentes, lo cual no es posible ya que si existe una arista
de un nodo en la capa L; a un nodo en la capa L;;1, entonces no es posible que exista una

arista del nodo empleado en L;y; al mismo nodo de la capa L;

O

Lema 4. Como existe siempre un camino entre s y v VYu € V, si existe un camino entre u € V y

v €V en G, entonces existe un camino en L(G) entre los nodos u' y v*

Demostracion. La prueba se efectuara por induccién en el nimero de nodos 7 de un camino, exclu-
yendo en esta cuenta a los nodos fuente y destino:

Caso Base: Para m = 0 existe un camino en L(G) del nodo u al nodo u*™! y también si existe un
camino del nodo u al nodo v en G, existe una arista (u’,v**!) en L(G) por la manera en que se

construye la gréafica

Hipotesis Inductiva: Suponemos que para m = r, si existe un camino en G entre los nodos u y v con
7 nodos intermedios, entonces existe un camino en L(G) de u’ a v’/ con el mismo ntimero de nodos

intermedios

Paso Inductivo: Ahora probaremos para m = r + 1 que si existe un camino en G para cualquier par
de nodos u y v con m nodos intermedios, también existe un camino en L(G) de u’ a v? con el mismo
nimero de nodos intermedios. Para ello, sea p = {u —v; — vy —... —w — v} un camino de u a v en
G, por H.I. sabemos que existe un camino en L(G) de u* a w/~! y empleando el caso base sabemos

que ademés existe siempre un camino de w’~! a v/ ya que existe un camino en G de w — v O
Lema 5. Cada camino en L(G) entre cualquier nodo u' y el nodo destino t* tiene la misma longiud

Demostracion. La prueba se efectuard por induccion sobre la longitud de los caminos A:

Caso Base: Si A = 1, existe solamente un camino entre v’ y t* ya que no se emplean aristas paralelas

Hipétesis Inductiva: Suponemos que para A = r cada camino entre v’ y t* tiene la misma longitud

Paso Inductivo: Ahora probaremos que para A = r + 1 la hipotesis es cierta:
Por H.I. cada camino de v’ a v*~! tiene la misma longitud: A = r y por el caso base, cada camino
de v*~1 a tF tiene longitud 1, por lo que el total de las longitudes de todos los caminos permanece

igual O
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Corolario 5. Si la grdfica G contiene h (s,t)-caminos disjuntos, el nimero de aristas salientes de

cada capa L' € L(G) es al menos h

Descripcion del Algoritmo

1. Ejecutar un algoritmo para encontrar un cédigo de red factible (ver algoritmo LIF en la seccion
3.1.6). En cada ronda del algoritmo, todos los nodos almacenaran informacion relacionada a
los paquetes recibidos por cada una de sus aristas de entrada, esta informacién seré empleada

posteriormente para generar la grafica de capas L(G)

2. Una vez que el nodo destino ha recibido h paquetes linealmente independientes, él envia
un mensaje para descubrir los caminos independientes, cada mensaje tendri asociado un
identificador para el camino y el conjunto de vectores independientes empleado en cada arista

de entrada al nodo destino

3. Cuando un nodo recibe un mensaje para descubrir un camino, espera hasta que cada nodo
de codificacién més cercano que él al nodo destino, haya efectuado su eleccién de arista que
cumpla con la invariante de que el conjunto de vectores continte siendo linealmente indepen-
diente. Una vez que todos los nodos més cercanos al nodo destino hayan efectuado su eleccién
de arista para cada camino, el nodo en cuestion lleva a cabo su eleccién y envia un mensaje
de notificacién de la eleccién al resto de la red, de manera que el resto de los nodos actualicen

la informacién de los nuevos vectores linealmente independientes

4. El algoritmo termina una vez que el nodo fuente recibe la descripcién de los h caminos de

aristas disjuntas

Mensajes Empleados

1. NETWORK CODE(encoding vector ev, encoding nodes’ table ent[nodelD, roundID]). Este
mensaje serd empleado durante la primera etapa del algoritmo para encontrar un cédigo de

red factible

2. PATH_ DISCOVERY (pathlID, current cut table cct[pathID, cv], delayed rounds table drt[roundID,
nodelD]). Este mensaje serd empleado durante le ultima etapa del alogritmo para etiquetar
los diversos caminos disjuntos encontrados. La tabla de rondas de retraso ser4d empleada para
que cada nodo pueda verificar si es necesario que espere por el envio de una actualizacién en

el corte de parte de un nodo de codificacién
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3.

CUT_UPDATE(cut updates’ table cut|pathlD, encoding vector ev|, nodelD, set of notified
nodes snn|nodelD]). Este mensaje es enviado por un nodo de codificacion para actualizar
la informacion del corte actual, de manera que el algoritmo contenga suficientes vectores

linealmente independientes para poder formar una bases sobre F*

. ROUND INC. Este mensaje es interno y se emplea para notificar a cada nodo que una nueva

ronda ha comenzado

Estructuras de Datos

1.

Layered Graph lg|round, sourcelD, encoding vector ev|: Esta tabla contiene la informacion
pertinente para mantener la estructura de la grafica de capas en cada uno de los nodos,
almacenando por cada arista entrante, su nodo fuente y el vector de codificaciéon empleada

para dicha arista

. Routing Table rt[sourcelD, pathID|: Esta tabla mantiene una relacion de las aristas que ya

cuentan con un camino asociado

. Incoming Messages im: Contador del niimero de mensajes recibidos por el nodo

. Current Cut cc|pathID, encoding vector ev]: Empleado para compartir la informacion del corte

actual de la red de computo entre los diversos procesos del nodo

. Waiting Vector wv[roundID, sourceID|: Empleada para compartir la informacion vinculada a

las rondas en las cuales un nodo debe de esperar por un mensaje de actualizacién del corte
(CUT_UPDATE)

. ROUND: El ntmero de ronda actual (actualizado de manera interna en cada nodo)

. INCOMING _LINKS: Namero de aristas de entrada del nodo

1 Procedimento:H-Disjoint Paths(number of disjoint paths h)

2 vector = getEncodingVectors(h) *;

*

3 for i—=1 to h do

‘ send(NETWORK CODE(vector;, ®) to neighbor;;

5 end

Figura 3.15: Procedimiento principal para encontrar h caminos disjuntos

28



* La funcion getEncodingVectors genera al menos h paquetes con vectores linealmente
independientes, si grado™ (v) > h, entonces genera combinaciones lineales de los paquetes

originales

1 begin upon ROUND _INC is received

/* Para mantener la grafica de capas, se necesita una arista de u; a ujy1 */
2 ROUND = ROUND —+ 1;

3 if 9m > 0 then

4 ‘ lg.add(ROUND, vrounD, lg.encodingVectors());
5 end
6 end

Figura 3.16: Algoritmo para Incremento de Rondas

Anilisis del Algoritmo

Para demostrar la correctez del algoritmo, emplearemos lo siguiente:

Lema 6. [20] Para cualquier e € E yt € T(e), By es el conjunto que contiene b(fL (e)) y forma una
base para F". Entonces, con probabilidad 1/F, una eleccion aleatoria de los coeficientes m, con base
en los vectores de codificacion entrantes falla en conservar la propiedad de que el nuevo conjunto de

vectores forma también una base para F".

T'(e) Es el conjunto de nodos desino que emplean la arista e
fe(
b(e)

e) es el predecesor de la arista e en un camino del nodo fuente al nodo destino ¢

es el vector de codificacién de la arista e

Primeramente, mostraremos como se preserva la grafica de capas dentro del algoritmo distribui-
do.

La grafica de capas cuenta con 2 tipos diferentes de aristas, las aristas entre el mismo nodo en
capas contiguas y las aristas entre diferentes nodos. Cada nodo v, al incrementarse el ntmero de
ronda, almacena una nueva arista de Vround @ Vround+1 (ver algoritmo de la figura 3.16) dentro de

su estructura para la grafica de capas, con lo que mantiene el mismo ntimero de aristas entre un
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mismo nodo que en una grafica por capas.

Para las aristas entre diferentes nodos, cada vez que un mensaje NETWORK CODE es reci-
bido, cada nodo almacena una nueva arista dentro de su estructura para la grafica por capas junto
con el numero de ronda en el cual el mensaje fue recibido, para poder conocer la capa a la cual
pertenece dicha arista (ver figura 3.17, line 2), como cualquier otra arista no aporta informacion

relevante para el algoritmo, son omitidas dentro de la estructura.

Solamente resta por mostrar como el algoritmo satisface la condicion del lema 6.

Demostracion. La demostracion se realiza mediante induccién sobre el ntimero de rondas 7.

El algoritmo consta de 2 etapas principales, en la primera el nodo fuente envia paquetes en direccion
al nodo destino para encontrar un cédigo de red factible y en la segunda el nodo destino encuentra
los caminos disjuntos valiéndose para ello de los vectores de codificacién asociados a cada una de

las aristas.

Primera Etapa

Caso Base: Cuando r = 1, el nodo fuente genera h paquetes P = {p1, p2, ..., pp} y envia un vector
de codificaciéon linealmente independiente por cada una de sus aristas de salida, de manera que si la
grafica contiene h (s, t)-caminos disjuntos, el nodo fuente enviara al menos h vectores linealmente

independientes (ver figura 3.15).
Hipotesis Inductiva: Suponemos que el lema se cumple para r = m

Paso Inductivo: Ahora probaremos que el lema se cumple para r = m + 1.
Esta prueba se basa en la implementacion de los procesos requeridos para la obtencion de los vec-

tores de codificacion linealmente independientes para cada una de las aristas y se encuentra en [20].

Sequnda Etapa

Caso Base: Cuando r = 1, durante la primera ronda después de que el nodo destino ha obtenido
h vectores de codificacién linealmente independientes, dicho nodo envia un mensaje para descu-
brimiento de caminos PATH DISCOVERY por cada una de sus aristas de salida, dicho mensaje
contiene un identificador para el camino que tendra asociado y el conjunto de vectores linealmente

independientes que forman una base para F”, condiciéon que debera de preservarse hasta que el nodo
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fuente sea alcanzado.
Hipdlesis Inductiva: Suponemos que el lema se cumple para r = m

Paso Inductivo: Probaremos que el lema se cumple para r =m + 1.

Para ello suponemos que existe un camino descubierto P = {ey,...,en}, por H.I. sabemos que el
lema se satisface y que una ronda después existen los siguientes escenarios:

Si el nodo en cuestiéon no es un nodo de codificaciéon, cuenta solamente con una arista de entrada y di-
cha arista serd etiquetada con el identificador del camino recibido en el mensaje PATH DISCOVERY,
el cual reenviaré por la arista etiquetada, incrementando con ello la longitud del camino en 1. Como
el vector de codificacién asociado a la nueva arista es igual al de la arista por donde se recibié el

mensaje, el conjunto de vectores linealmente independientes sigue formando una base para F”.

Si el nodo en cuestiéon es un nodo de codificacion, debera de esperar hasta que cada nodo de
codificacién mas cercano al nodo destino haya efectuado una eleccién de arista y haya enviado la
notificacion pertinente al resto de la red, de manera que al momento de que el nodo elija la nueva
arista a ser agregada a su camino, la invariante de formar una base para F" se preserve (ver 3.20,
lineas 1,2). Una vez que el nodo ha recibido todas las actualizaciones esperadas, elige un vector
linealmente independiente y reemplaza el vector anterior asociado al camino para finalmente enviar
una notificaciéon de modificacion con un mensaje CUT UPDATE a cada uno de sus vecinos, con lo

que la base se preserva (ver 3.20). O]

Anailisis de desempeno del Algoritmo

La complejidad de tiempo del algoritmo es primeramente, para encontrar un cédigo de red factible
O(k) y para el descubrimiento de los caminos disjuntos O(k?), ya que a lo mas en cada ronda, un
nodo deberd esperar por una notificaciéon de actualizacion del corte, en general podemos decir que
la complejidad es O(k?).

La complejidad en el nimero de mensajes empleados durante la ejecucién del algoritmo es, para
encontrar un codigo de red factible, O(|F|), ya que a lo mas cada arista transporta un mensaje
hasta que h mensajes son recibidos por el nodo destino. Para la etapa de descubrimiento de caminos
disjuntos, a lo méas cada nodo de codificacién envia O(|E|) mensajes de forma que el resto de los
nodos actualicen su informacién sobre el corte de la grafica, por lo tanto, la complejidad total del

algoritmo es O(|E| - €), donde € es el numero de nodos de codificacion en G.
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La complejidad de bits depende del contenido de cada mensaje:

El mensaje de NETWORK CODE se conforma por un vector de codificacion O(h), una tabla con
los nodos de codificacion descubiertos O(|V]), en el caso de que cada nodo sea de codificacion, por
lo que su complejidad es O(h + |V]).

El mensaje de CUT UPDATE se conforma por una tabla con las actualizaciones efectuadas por
un nodo, el cual es O(h?) ya que a lo més h actualizaciones pueden ser efectuadas en un nodo,
una por cada camino y el tamano de cada actualizacién es h, el ntimero de vectores linealmente
independientes, ademdas cuenta con una tabla con los nodos que ya han recibido la notificacion, con
lo que la complejidad total es O(h? + |V]).

El mensaje PATH DISCOVERY consta de una tabla que contiene los vectores de codificacion que
forman la base para F”, la cual es O(h?), ademas cuenta con una tabla en la que se determinan

las rondas en las que existen nodos de codificacion, O(€), por lo que la complejidad total es O(h2+¢).

El algoritmo tiene una complejidad de bits final de O(h% + V).
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begin upon NETWORK CODE(ev,ent) is received from v;

/* Almacena el vector de codificacién usado en la arista de la que proviene
el mensaje */
lg.add(ROUND, v;, ev);
im =im + 1;
/* Si el nodo ha recibido un mensaje de todas sus aristas entrantes, crea
sus mensajes de codificacidn */
if im = INCOMING_LINKS then
if v is Destination Node then
/* Actualiza los vectores con el corte actual y comienza el
descubrimiento de caminos */
pathID = 0;
foreach data in lg do
pathID = pathID + 1;
cc.add(pathI D, data.ev);
end
pathID = 0;
foreach data in lg do
pathID = pathID + 1;
send(PATH _DISCOV ERY (pathID,cc,wv)) to data.source;
rt.add(data.source, pathID);

end

end

if INCOMING LINKS > 1 then
/* Si se han recibido varios mensajes, el nodo puede ser de

codificacidn */

ent.add(ROUND, v);

end

/* Obtiene los nuevos vectores de codificacidén para cada una de sus
aristas de salida */

encoding vectors = getEncodingVectors(lg) *;

foreach data in encoding vectors do

‘ send(NETWORK CODE(data.encoding _vector, ent)) for data.target node;

end

end

end
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* Una descripcion detallada de la funcion getEncodingVectors puede encontrarse en [19].
El proposito de la funcion es el de encontrar un nuevo conjunto de vectores linealmente

independientes, uno por cada arista de salida del nodo
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begin upon CUT _UPDATE(cut,nodel D, cnn) is received from v;
/* Actualiza el corte actual y remueve al nodo de la lista de espera */
foreach cut_change in cut do
‘ cc.replace(cut _change.pathlD, cut change.ev);
end
wv.remove(nodelD);
/* Reenvia la actualizacidén del corte a cada uno de sus vecinos que afin no
lo han recibido */
enn' = enn U neigbours;
foreach neighbor ¢ {cnn} do
‘ send(CUT _UPDATE(cut,nodel D, cnn');

end

cnn = cnn/;

end

Figura 3.18: Algoritmo para la notificacién de modificacioes en el corte de la red
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1 Procedimento:getWaitingList()
2 maxRound = lg.getMaximumRound();
3 waitingList = &;

4 foreach data in wv do

5 if data.roundID > maxzRound then
6 if data.sourcel D # v then

7 waitingList.add(data.sourcelD);
8 end

9 end

10 end

/* Para evitar ciclos infinitos, si el nodo cuenta con el menor identificador,
no es necesario que espere */
11 if waitingList.mazRound = mazRound AND
waitingList.getNodesAtRound(mazRound). minlD = v.id then
12 waitinglList = ®;
13 end

14 return waitingList;

Figura 3.19: Procedimiento para la obtencién de la lista de nodos de codificacion més cercanos al

nodo destino
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begin upon PATH DISCOV ERY (pathID, cct,drt) is received from v,

wv = drt;
/* Verifica si no es necesario esperar por algin nodo de codificacidn x/
while wv.get WaitingList() # ® AND v is an encoding node do
/* Si la lista de espera no estd vacia, esperar una actualizacidn de
corte e intentar nuevamente */
wait(CUT UPDATE);
end
targets = getLinearlylndependentTargets(cct, 1d) *;
/* Si existen varias posibilidades, actualizar el corte actual y notificar
al resto de la red */
if targets > 1 then
cct.replace(pathlD, lg.getEV (targets|0]));
send(CUT _UPDATE(cct,v,neighbors U {v})) to every neighbor;
wv.remove(v);
end
/* Continua con el descubrimiento de caminos */
rt.add(v;, pathID);
send(PATH DISCOVERY (pathID, cct,wv) through targets|0];

end

* Una descripcion detallada de la funcion getEncodingVectors puede encontrarse en [19].
El propésito de la funcién es el de encontrar un nuevo conjunto de vectores linealmente

independientes, uno por cada arista de salida del nodo

Figura 3.20: Algoritmo para encontrar h caminos disjuntos
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Capitulo 4
Conclusiones y Trabajo Futuro

Este trabajo es un esfuerzo por dar a conocer la codificacién en redes como una nueva posibi-
lidad de ruteo de paquetes en una red de computo, que cuenta con la principal ventaja de ahorrar
ancho de banda mediante el empleo de funciones de codificacion lineales en algunos nodos de la
red. Al ser este un tema relativamente nuevo dentro del area de redes de computadoras, el trabajo
por realizar es extenso y la idea de presentar un algoritmo que permite encontrar codificaciones
en redes, es primordialmente con el afdn de impulsar la busqueda de posteriores implementaciones,
especialmente en el campo del computo distribuido, area que se encuentra poco explorada y dentro

de la cual la codificacién en redes podria aportar una cantidad de avances significativos.

Dentro de esta drea de investigacion, la de codificacion en redes, ain queda trabajo pendiente
por llevar a cabo, como por ejemplo en la obtencién de algoritmos eficientes para el caso de gréficas
no dirigidas en donde el empleo de codificacién en redes para el caso de algoritmos distribuidos se

torna méas complejo debido a la presencia de ciclos, en especial la obtencién de cédigos de red.

Igualmente sera de interés el estudio de problemas como la deteccién de ciclos en una red, la
identificacion de vértices de separacion de una gréafica dada, la obtencién de componentes separables
dentro de una grafica, entre otros problemas dentro de los cuales la codificacién de redes es factible

que arroje resultados interesantes si es empleada en la obtenciéon de algoritmos distribuidos.

El principal propdsito de la investigacion futura radicard en desarrollar métodos y herramientas
para aplicaciones en redes empleando codificacién en redes, para ello, temas como los citados a
continuacién, se tornan ejemplos dentro de las cuales la codificacién en redes podra sin duda,

efectuar aportaciones trascendentes:



= Analisis de factibilidad de algoritmos basados en codificacién en redes para resolver problemas
clasicos de redes de comunicacién. En especial dentro del 4rea de sistemas distribuidos existen
una gran variedad de problemas dentro de los cuales la codificacién en redes puede realizar

aportes significativos.

= Anilisis y diseno de métodos y protocolos para redes con capacidad de recuperacion en caso
de fallas en aristas. Una de las principales ventajas de la codificacién en redes es su capacidad
para recuperacion de fallas en aristas de manera instantanea, es decir, sin la necesidad de

retransmision de paquetes.
= Desarrollo de algoritmos para Tomografia de Redes

= Desarrollo de protocolos de transmisién para redes dinamicas. Particularmente en redes ina-
lambricas, existen constantes cambios en la topologia de la red debido al constante movimiento
de los nodos de transmisién, la intensién en este rubro es el de generar protocolos basados en

codificacién de redes que permitan hacer frente a este tipo de contrariedades.

4.1. Recuperaciéon de informacién en caso de fallas en canales de

comunicacion

Mediante el empleo de algoritmos distribuidos para la obtencién de una codificaciéon factible
para una red de computo dada, la caracteristica de recuperacién de informacién en caso de fallas se
encuentra inherente al algoritmo.

Un algoritmo distribuido trabaja permitiendo a cada nodo de la red la eleccién de los vectores de
codificacion de manera aleatoria (tomando en cuenta los vectores de codificacion recibidos con ante-
lacion) y dichos vectores son enviados junto con los paquetes codificados, 1o que permite a los nodos
destino la decodificacién de la informacién atn en caso de fallas en los canales de comunicacién de
la red de computo.

Diversos estudios al respecto resaltan el hecho de que el envio de los vectores de codificaciéon junto
con los paquetes de datos no son necesariamente un lastre, sino que pueden ser empleados para
deducir informacién adicional sobre la ubicacién precisa de fallas dentro de la red de cémputo. Esto
se debe principalmente a que diversas fallas en las aristas de la red producen diversos arrivos de
vectores de codificacion a los nodos destino, por lo que estudiando las caracteristicas de los patrones
de error observados dentro de los vectores de codificacion, es posible determinar los diversos tipos
de fallas en las aristas presentes en una sesién de transmisién de informacién dentro de una red de

computo (ver [21]).



Sin embargo es importante resaltar el hecho de que diversos patrones de error pueden ser indis-

tinguibles, por lo que en general se analizan conjuntos de patrones de error (ver figura 4.1).

Figura 4.1: Ejemplo de Patrones de Error. Una falla en cualquiera de las aristas de los extremos

izquierdo y derecho son indistinguibles para el nodo de la derecha

Existen trabajos previos en los que el andlisis de los codigos de red obtenidos por los nodos
destino permiten la deduccién de posibles localizaciones de las fallas en los canales de comunicacién
asi como de la ubicacién de la pérdida de mensajes dentro de la red, ademas se han encontrado
cotas para el tamano del campo finito requerido para la generaciéon de codigos de red mas robustos,
de manera tal que sea posible diferenciar con mayor grado de detalle entre eventos de fallas que se

presenten en una sesion de transmision.

Es pertinente resaltar el hecho de que ain queda trabajo por hacer en el 4rea de redes ina-
lambricas, en donde el empleo de codificacién en redes ha sido escuetamente analizado, ademés la
deteccion de fallas en canales de comunicacién es un rubro importante en la administracién de redes
y en algunas ocasiones es la principal causa de demoras, por lo que la codificacién en redes resulta

ser un tépico de alta relevancia en este tipo de labores.

4.2. Tomografia de Redes

El monitoreo o la inferencia de las caracteristicas internas de una red mediante mediciones de
los datos de entrada o salida de la red se conoce como tomografia de redes [21].

Existen diversas clasificaciones para las tomografias:

= Tipo de Medicién Empleada

e Mediciones Activas: Involucra el envio de mensajes para sondeo de las propiedades

e Mediciones Pasivas: Cuya intencién es inferir propiedades de la red analizando los men-

sajes existentes

= Alcance de los Mensajes Enviados



e Unicast
o Multicast

e Broadcast
= Tipo de Red Analizada

e Redes Alambradas
e Redes Inaldmbricas

e Redes de Sensores

En general podemos establecer que la principal ventaja del empleo de tomografias de redes es el he-
cho de que ya no se depende mas de la cooperacién entre diversas redes, es decir, mediante el empleo
de una robusta red de monitoreo, muestreo de entradas y salidas e inferencias estadisticas, es po-

sible la obtencién de conocimiento relacionado a caracteristicas internas de una red de comunicacion.

En los primeros trabajos del area, se hacia especial énfasis en llevar a cabo muestreos de la red
con un nodo fuente y multiples destinos, lo que provocaba un incremento significativo del trafico de
mensajes en el vecindario del nodo fuente, ocasionando un bajo desempenio de este tipo de enfoques
v una falta de escalabilidad de las soluciones a problemas que involucrasen redes de tamano consi-

derablemente mayor.

Es por ello que trabajos posteriores se han enfocado en la realizaciéon de muestreos en multiples
fuentes y multiples destinos, pues se ha demostrado que este tipo de problemas puede ser reducido
a tomografias sobre dos nodos fuente y dos nodos destino (ver [22], para detalles), con lo que el
trafico de mensajes cuenta con una mejor distribucion sobre la red, pero trae como problemas la
coordinacién del muestreo y la combinacién de los datos obtenidos para poder obtener informacién

relevante sobre las caracteristicas internas de la red.

4.3. Redes Dinamicas

En afios recientes, ha emergido un creciente interés en el disefio y desarrollo de redes inaldmbricas,
redes que se han transformado poco a poco en elementos no solo importantes, sino indispensables
para contar con una cobertura ubicua para la transferencia de informacién. Uno de los puntos mas
importantes en el diserio de redes inalambricas es el incremento del desempeiio de la red y la mini-

mizacién del consumo de poder de los transmisores.



Recientemente se han efectuado investigaciones que atafien a las difusiones generales, pues se
ha observado que por su naturaleza, las redes inaldmbricas pueden valerse de los mensajes enviados
para minimizar el nimero de transmisiones. En general, en los ambientes de redes inaldmbricas,
cada paquete es enviado a todo el vecindario del nodo transmisor de manera involuntaria, por lo
que es posible emplear esta informacion, tanto de los paquetes recibidos como del conocimiento del
entorno para poder llevar a cabo codificaciones oportunistas con el afan de reducir el ntimero de

transmisiones necesarias.

Existen trabajos que han buscado el minimo nimero de transmisiones necesarias para satisfacer
los requerimientos de informacion de cada uno de los clientes (ver [23| para méas detalles). El pro-

blema tratado en el documento se vincula al siguiente ejemplo:

Basandose en la red de la figura 4.2, el nodo central, tiene como objetivo entregar algin sub-
conjunto de los paquetes que conoce (pi,p2,p3,ps) a cada uno de sus clientes. Por su parte, cada
cliente, debido a transmisiones previas, conoce un subconjunto de dichos paquetes (has) y requiere
de otro subconjunto (wants). El problema consiste en encontrar el minimo nimero de transmisiones

requeridas para satisfacer a todos los clientes.

Para resolver este problema, se observa que sin el empleo de codificacién en la red, se requiere
de cuatro transmisiones, pues cada cliente requiere un paquete diferente, sin embargo, empleando
codificacion, el nimero de transmisiones requeridas es solamente dos: p; + p2 + p3 v p1 + p4, ya que
con éstas, es posible que cada uno de los clientes logre decodificar el paquete requerido por cada

uno de ellos.

Figura 4.2: Ejemplo de problema de comunicacién de Difusién General de un solo salto



Dentro de este articulo se demuestra que en general, la obtencién del minimo ntimero de trans-

misiones en redes inalambricas de este tipo es un problema NP-Completo.

Con lo antes mostrado, encontramos que existen un gran nimero de tépicos dentro de las cuales,

el empleo de la codificaciéon en redes ain no ha sido explorado del todo.
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