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Introducciéon

El objetivo de esta tesis es demostrar la existencia de una solucién para
el problema de Poisson

—Au+u=f en €,
() { u=>0 en 0f),

donde 2 es un subconjunto abierto acotado de RV, f : Q — R es una funcién
continua dada y A es el operador de Laplace

N
0%u

—-
— Ox;

Au =

Una solucidn cldsica de (p) es una funcién u € C2(Q) que satisface ambas
identidades de ().

Si u es una solucién clésica de (p), multiplicando la primera identidad
por una funcién ¢ € C°(Q) e integrando, obtenemos

—/ngAu—i-/ngu:/Qfgp.

Integrando por partes se tiene entonces que

/QV<p-Vu~I—/Q<pu:/Qfap Yo € C°(92). (1)

Observemos que el lado izquierdo de la igualdad

(p,1) :Z/Qsm/}Jr/QVso'Vw

es un producto escalar en C'*()), mientras que el lado derecho es una funcién

d:CHQ) =R, B[ :z/wa,

lineal y continua (respecto a la norma inducida por este producto escalar).



INDICE GENERAL 3

La identidad (1) puede expresarse entonces como sigue: Buscamos una
funcién u que satisfaga

(p,u) = ®(p) Vo e CX(Q). (2)

Un resultado muy importante del Anélisis Funcional es el Teorema de
Representacion de Fréchet-Riesz. Este dice que, para toda funcién lineal y
continua ¢ : H — R definida en un espacio de Hilbert H con producto
escalar (-, ), existe un elemento u € H tal que

f(v) ={(u,v) YveH.

Para poder aplicar este resultado requerimos que el espacio C*(Q) sea
completo. Desafortunadamente no lo es. No obstante la completacion del
espacio C'°(2) respecto a la norma inducida por el producto escalar arriba
definido es el espacio de Sobolev H} (). Estos espacios fueron creados por
Sobolev en 1936, cuando tuvo la idea de considerar funciones en L?*(2) con
derivadas débiles que también pertenecieran a L?(().

Una solucién débil del problema (p) es un elemento u € Hj(2) que
satisface (2). Usaremos el Teorema de Representacion de Fréchet-Riesz para
probar el siguiente resultado.

Teorema 0.1 Para todo abierto Q de RN y toda f € L*(Q), el problema de
Poisson (p) tiene una unica solucion débil.

Si Qy f son suficientemente regulares, esta solucién débil es, de hecho, una
solucién clésica. En esta tesis probaremos tinicamente el siguiente resultado..

Teorema 0.2 Si f € C®(Q) y u es una solucidn débil del problema (p),
entonces u € C*(Q) y satisface

—Au+u=f en

Esta tesis estd organizada como sigue. En el Capitulo 2 estudiaremos
principalmente el producto de convolucién que méas que para encontrar solu-
ciones nos servird para demostrar la existencia de sucesiones regularizantes,
es decir sucesiones regulares que convergen a ciertas funciones. En el Capitu-
lo 3 se construirdan los espacios de Sobolev, a partir de las derivadas débiles
y se trabajard con el subespacio Hj(€) que es la completacién del espacio
C>(Q) con la norma de H2(2). En el Capitulo 4 se demostrard la existencia
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de soluciones débiles y se dara un criterio de regularidad para saber cuando
las soluciones débiles son soluciones cldsicas. Por tltimo en el Capitulo 5 se
demostrara regularidad interior para soluciones débiles, para asi recuperar la
solucion cldsica del problema de Poisson sin condiciones de frontera.



Capitulo 1

Convolucién y Regularizaciéon

Muchos resultados son més sencillos de probar para funciones suaves. Si
se pueden encontrar sucesiones de funciones suaves que convergen en algin
sentido adecuado a las funciones que nos interesan, muchas propiedades de las
funciones suaves se seguiran cumpliendo para estas iltimas. En este capitulo
se estudian herramientas esenciales para obtener resultados de aproximacién:
los productos de convolucién y las sucesiones regularizantes. Demostraremos
que el espacio C°(2) es denso en LP(Q2) para 1 < p < c0.

1.1. Resultados basicos de Teoria de Integracién

En esta seccién enunciaremos, sin demostrarlos, algunos teoremas impor-
tantes de la Teoria de Integracién que usaremos en la tesis.
Sean €, ©; y €, subconjuntos abiertos de R .

Teorema 1.1 (de Convergencia Dominada de Lebesgue) Sea (f,,) una
sucesion de funciones en L'(Q) con las siguientes propiedades:

a) fu(x) — f(x) para casi todo punto x € Q.

b) Eziste una funcion g € L*(Q) tal que |f.(x)| < g(x) para casi todo punto
x € Q para cadan € N.

Entonces f € LY(QQ) y || fn — fll; — 0.

Demostracién. Ver, por ejemplo, Wheeden-Zygmund [5]. =
Sea F': 7 x Q5 — R una funcién medible. Dadas z € Q; y y € Qs
denotamos por F, : 25 — Ry FY:; — R a las funciones dadas por

Fu(y) = F(z,y), FY(x):=F(z,y).



CAPITULO 1. CONVOLUCION Y REGULARIZACION 6

Teorema 1.2 (de Tonelli) Si F, € L'(Qy) para casi todo © € Qy, y si la
funcion

f@) = [ |Fa(y)ldy

Qo
satisface f € L*(Qy), entonces F € L' (21 x Q).

Demostracién. Ver, por ejemplo, Wheeden-Zygmund[5]. m

Notacién 1.3 Sea F € LY(Q; x Qy), se denota la funcién F, : Qy — RV,
como F,(y) = F(z,y) andlogamente se denota FY : Q; — RY, como F¥(x) =

F(z,y).
Teorema 1.4 (de Fubini) Si F € L'(2; x Qy), entonces F, € L'(Qy) para
casi todo w € Qy, FY € L*(Q1) para casi todo y € Qa, y las funciones

flx) = [ |FWldy, g(y):= [ |F(z)|d,

Qo Q1

satisfacen f € L'(Q) y g € L'(Qy). Ademds se cumple que

J? = "=

La identidad anterior se suele escribir como

/ F(z,y)| dy do = / \F(z,y)| dedy = / Fla,y)| do dy.
Q1 J Q2 Q1 %0

Q2 J O

Demostracién. Ver, por ejemplo, Wheeden-Zygmund [5]. =

Definicién 1.5 Sea p € [1,00). Definimos

LP(Q) := {u : Q= R:u es medible y / lul” < oo} :
Q

1/p
ol = bl = ([ 1)
Q
Definimos

L®(Q) :={u:Q — R:u es medible y C tal que |u(x)| < C p.c.t. x € Q},

con la norma

con la norma

] oy = llull oo == f{C € R : Ju(x)] < C poc.t. x € QY.
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Teorema 1.6 LP(2) es un espacio de Banach para toda p € [1,00].
Demostracién. Ver, por ejemplo, Kolmogorov-Fomin [3] m

Teorema 1.7 (Desigualdad de Hélder) Sean f € LP(Q) y g € LI(Q),
con p,q € [1,00] tales que

4=
p q

1 1 1
r

Entonces fg € L"(Q) y
19l < [1f1, gl -

Demostracién. Ver, por ejemplo, Kolmogorov-Fomin [3]. =

Corolario 1.8 (Desigualdad de Hélder generalizada) Si f; € LP(Q),
i=1,..,k, conp; €1,00| tales que

1 1 1 1

_ = — _I_ J— _|_ e _.I_ —,

p Pt P2 Dk

entonces fi...fr, € LP(Q) y

Vv illy < 1Al el

Demostracién. Demostremoslo por induccién. Para k = 2, es el Teorema
1.7. Supongamos que se cumple para k£ — 1. Entonces como

1 1 1 1 1
- =4+ =4+ — + -
p P1 P2 Pk—2 q
donde
1 1 1
- = _|__
q Pk—1 Pk

Entonces se llega a que

[fr-Fell, < ALfallp, - e il

Pero, por el Teorema 1.7 se obtiene

[ fe—1felly < N fe=tll, Nl -
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Teorema 1.9 Si (f,) converge a f en LP(S2), entonces existe una subsuce-
sion de (f,) que converge puntualmente a f en casi todo punto de Q.

Demostracién. Ver, por ejemplo, Dieudonné [7] =

Corolario 1.10 Sean (f,) C LP(Q)NLY(Q), f € LP(Q) y g € L1(Q), tal que
fo— fenLP(Q) y f, — g en LY(Q).Entonces f = g, para casi todo x € Q.

Demostracién. tomemos un subsucesion (f,,, ) de (f,,), tal que f,,, converge

puntualmente a f. Como f,,, — g en L?(2), podemos tomar otra subsucesién
( fnk]) tal que fnkj converge puntualmente a g. Por lo tanto f = ¢, para casi
todozr € Q). m

Teorema 1.11 (de Densidad) El espacio C.(2) es denso en LP(Q)) para
toda 1 < p < 0.

Demostracién. Ver, por ejemplo, Jost [9]. m

1.2. El producto de convolucién

En esta seccién estudiaremos una herramienta que es de gran importancia
en el estudio de las ecuaciones diferenciales parciales, el producto de convolu-
cién. En el estudio de las ecuaciones diferenciales parciales se utiliza el pro-
ducto de convolucién para obtener soluciones de problemas no homogéneos
si ya se tiene la solucién del homogéneo.

En esta tesis nos servird para probar densidad de espacios de funciones
regulares, esto nos interesa ya que muchos resultados se pueden probar para
funciones suaves y si convergen en un sentido adecuado a otras funciones,
éstas otras heredan algunas propiedades.

Definicién 1.12 Sean f € L*RY) y g € LP(RY) con 1 < p < oco. El
producto de convolucion de f y g es la funcion definida por

(f xg)(z) = . flx=y)g(y)dy, =R

Veremos que f * g estd bien definida y pertenece a LP(RY).
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Proposicién 1.13 Si f € LY(RY) y g € LP(RY) entonces, para casi todo x €
R la funciony — f(x—y)g(y) es integrable en RN . Ademds, f+g € LP(RY)
Y

1 = gll, < [1f15 [lg]l,-

Demostracion. Si p = oo, entonces g es una funcién esencialmente acotada,
entonces

[ =t < [ 15 a1

<ol [ 1 fG =)l dy

= f Il g llo -

Ahora supongamos que p = 1. Sea F(z,y) = f(z — y)g(y). Para casi toda
y € RY se cumple

[1FGalde=lo)] [ 15— [de=lo)] | £ 1< o0

//'F(m’y”dxdy =[lf 111l g [la< oo

Utilizando el Teorema 1.2 se tiene que F' € LY(RY x RY). Aplicando el
Teorema 1.4 se obtiene

/RN / flz—vy) dy\d:z:</RN/ g(y) | dydz
/RN/Rwa— dedy—/ |/ y) | dudy

:/ L 9@) |1 f1lpa dy = L fll g gl -
RN
Esto implica que (f x g) € LY(RY) y

1+ gl < 1Al llgll e (1.1)

Ahora supongamos que 1 < p < oo. Como |g(y)[’ € L*(RY), por lo anterior
se tiene que p.c.t z € RY

(5119w = [ 1=l lotw)l dy < o0
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y por lo tanto | f(z — )["?|g(y)] € LP(RY) . Sea ]l) —{—% = 1.Como f(x — ")

es integrable, | f(z — -)["/? € LY(RY), podemos usar la desigualdad de Holder
en el siguiente producto

|f@ =) la)| = 1f@ =) lg@)| | fx —y)V,

para obtener

1/p
(flstab) < [ |16 =allaldy < ([ 186~ ollawPay) 112

Por lo tanto

[(£1 % 19D @) < (If]*1g) (@) | I
Como [|(f]+1gl") Iy < [I£ 1l llgl”lly = [LF1ly lglly, se cumple que

1F 5 gl < NG Lal™) LI < DAl Mgl A1 = Ngl2 A1 -

En consecuencia
1f*gll, < Iflly gll, - (1.2)

|
Proposicién 1.14 El producto de convolucion es conmutativo.

Demostraciéon. Utilizando el cambio de variable z = x — y obtenemos

(fxg)(x) = . flx—y)g(y)dy = - f(2)g(x — 2)dz = (g * f)(=).
| ]

Notacién 1.15 Dada una funcion f, denotamos f(x) := f(—x).

Proposicién 1.16 Sean f € LYRY), g € LP(RY) y h € LY(RY) con

1194— % = 1. Se cumple que
/(f*g)hz/g(f*h)-



CAPITULO 1. CONVOLUCION Y REGULARIZACION 11

Demostracién. Sea F(z,y) = f(x — y)g(y)h(x), por la Proposicién 1.13
/ F(z, / flx—y
RN
=h(fx*g)(x) <oo

Usando ademds la desigualdad de Holder se obtiene que

/RN \h(f % g)l < |If *gll, 1P]l, < o0

Por el Teorema de Tonelli F' € L*(RY x RY) y por el Teorema de Fubini se
llega a que

/(f*g dx—// xydydx—//fx— Vh(z)dzdy
— [ )P by

Definicién 1.17 Sea f : Q2 — R una funcidn medible. Se define el soporte
de f como

supp(f) :== RN N wy,
donde wy es el mazimo subconjunto abierto de Q tal que f(x) =0 para casi
toda = € wy.

Observemos que supp(f) es un subconjunto cerrado de RY.

Proposicién 1.18 Para toda f € LY(RY) y g€ LP(RY) con 1 < p < oo se
cumple que
supp(f * g) C supp(f) + supp(g).

Demostracién. Si x ¢ supp(f)+ supp(g), entonces x — y ¢ supp(f) para
toda y € supp(g). Por lo tanto,

(f*g)(x) =0 Vo eRY\ (supp(f) + supp(g)) =: wo.

En particular

(fxg)(x) =0 Vae (RY \ (supp(f) +supp(g)))’ =: wo.
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Como wy es abierto en RV, se tiene que wy C w 7. En consecuencia,

supp(f * g) C RN \ wy = supp(f) + supp(g)-

Proposicién 1.19 Si f € C.(RY) y g € Li,.(RY), entonces f g € C(RY).

loc

Demostracién. Sea (r,) una sucesién tal que z,, — = en RY, definamos

Foy) := flan —y)g(y)
Fly) == f(z —y)g(y)
Para cada y en RY F, (y) — F(y), como {z,} estd acotada existe un com-
pacto K tal que , para toda n, (z,, — supp f) C K, asi que f(x, —y) =0 si
y ¢ K. Definamos
0 siy¢ K
G(y) := . ’
D= Ml ol 59

Claramente |F,(y)| < G(y), y G(y) es integrable porque g € L} .(RY). Por

loc
el teorema de convergencia dominada de Lebesgue (Teorema 1.1)

(f xg)(zn) = /RN Fo(y)dy — - F(y)dy = (f * g)(x).

Proposicién 1.20 Sea 1 <k < oco. Si f € C*RY) y g € LL.(RY) entonces
f*g€CHRY) y ademds
o(fxg) _ Of

= V1<i<n.
oz; 81:2-*9 =t=n

Demostracién. Basta probar el caso k£ = 1. El caso general se sigue apli-
cando éste k veces. Sea z € RN yseat € Ry h € R con |[h| <1

(f )+ te) = (F + 9)() = () +g()) t

t

flo+tei—y) = flx—y) —tgl(z —y)
RN t

9(y)dy
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Por otra parte por el teorema de valor medio

flx+te; —y) — f(:p—y):g;'(m—y—ketei)t con 0<6<1.

Por lo tanto

9(y)

‘f(mﬂttei—y)—f(w—y)—tg—fi(af—y)
i

:'af(x—y—i-gtez)

0
o - 8:1{; (x—y) ‘ lg(y)] -

Como f € CH(RY), se tiene que % € CYRN). Por lo tanto % tiene soporte
compacto y por lo tanto es uniformemente continua. Esto quiere decir que
dada € > 0, existe 6 > 0, tal que si |0t] < J, entonces

<e€
3x,~

0
(2 =yt 0te) 2z —y)

para toda y € RY. En consecuencia si |t| < §, se cumple que

0 0
i@ yrore) = 2L lalay
<<llgl,.

Como (%) * g es continua, queda demostrado que f x g € C*(RY) y que

8(£;9) _ (gg) ‘. (1.3)

1.3. Sucesiones Regularizantes

Definicién 1.21 Una sucesion de funciones (p,) se llama regularizante si

pr € CE®Y), swplpn) C B0 pule) 20 Vo eRY y [ poi
R
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Ejemplo 1.22 Existen sucesiones reqularizantes. Por ejemplo, sea

() 0 si |x| > 1,
€T) = 1
4 elsP-1 si |z| <1,

y sea C == ([zn p)~". Entonces
pu(i) = Cn p(na)
es una sucesion reqularizante.

Proposicion 1.23 Sean f € C(RY) y (p,) una sucesion reqularizante. En-
tonces (pn * ) — f, uniformemente en cualquier subconjunto compacto de
RY.

Demostracién. Sea K C RY un compacto, como f es uniformemente
continua en K , para todo € > 0, existe § > 0, talque

|f(x —y)— f(x)| <e VreK Yye Bs(0).

Por otra parte se tiene que

(T = 1@) = [ 1= nputdy = 1@) [ pulady

RN

- /RN [f(z —y) — f(@)] pu(y)dy
:/' [f(z —y) — f(@)] puly)dy.
B1/n(0)

Por lo tanto si n > 1/§

|U*mﬂ@—f@ﬂ§e/ o)y = <.

Proposicién 1.24 Sea f € LP(RY) con 1 < p < 00, y sea (p,) una sucesion
reqularizante. Entonces

pnxf— f en LP(RY).
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Demostracion. Sea € > 0. Por el Teorema 1.11 sabemos que existe f; €
C.(9) tal que [ f — f0 < <.
Por la Proposicién 1.18 se tiene

supp(pn * f1) C B1/n(0) + supp (f1) C K

para algin compacto K. Por la proposicién anterior, para n suficientemente
grande se tiene

||f1 * Pn — f1||ip :/ |f1 * Pn — f1|p < ||f1 * P — f1||Z£oo |K| < 5p|K|-
K
Se desarrolla

pox f = [ =lpnx (f = SOl + lon* i = Al + [ = /]

y utilizando la Proposicién 1.13 y la proposicién anterior , para n suficiente-
mente grande, se llega a que

lon s f = fll, S 20 = fall, + llon * fr = full, < 3e.

Observacién 1.25 Si Q es abierto en RN, consideramos a LP(2) como el
subconjunto de las funciones de LP(RY) que se anulan en casi todo punto de
RV Q. Si f € LP(Q) y (pn) es una sucesion regularizante, la funcion p, * f
no necesariamente pertenece a LP(S)), pues no necesariamente se anula fuera
de . Sin embargo, si supp(f) es compacto y estd contenido en 2, entonces
pn * [ € LP(Q2) para n suficientemente grande y, por la proposicion anterior,

(pn* f) = en LP(Q).
Corolario 1.26 El espacio C(2) es denso en LP(Q) para 1 < p < oo.
Demostracién. Sean f € LP(Q2), ¢ > 0y f1 € C.(2) tales que
If = All, <e

Consideremos la funcién f; definida por

— | filz) st x €€,
hoi= 0 sizeRV\Q.
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Por lo tanto f; € LP(R"), ademés por el teorema anterior H?l * pn — f1 ||p —
0. Por otra parte, para n suficientemente grande

supp(f * pn) C B1/n(0) + supp(fi1) CC Q.

La sucesién que buscamos es u,, = (f; * pp) | o+ Ya que para n suficientemente
grande

Hun - f1||LP(Q) <e
por lo tanto
[un = fll ooy < 26

1.4. Algunos lemas técnicos

A continuacién daremos algunos lemas técnicos que usaremos mas ade-
lante. El resultado que enunciamos a continuacién es una versién diferenciable
del Lema de Uryssohn en RY.

Lemma 1.27 Sean Ky, K, C RY cerrados no vacios, con K; N Ky = @.
Ademdas supongamos que Ky es compacto. Entonces existe una funcion ug €
C®(RYN), tal que 0 < ug(z) < 1 para todo v € RN y

uo(x) = 1 stz e Ky,
N7 0 iz e K.

Demostracién. Como los cerrados son ajenos y uno de ellos es compacto,
su distancia d(K7, K3) es positiva. Definimos ¢ := d(Ky, Ks)/5 > 0, K| :=
K+ B.(0)y

o(z) = 0 si d(z,Ky) > ¢,
T 1—d(z,Ky) /e siod(z,K]) <e.

Esta es una funcién continua que cumple lo que deseamos, pero no es suave.
Sea m tal que 1/m < e. Definamos vy := v % p,,,. Por la Proposicién 1.18,

supp(v;) C supp(v) + B.(0) = K| + 2B.(0) C RY \ K.

Por otra parte, si x € K7, se tiene que

vi(7) = /RN P —y)v(y)dy = /K Pm (T —y)v(y)dy =/ pm(z —y)dy = 1.

K

Por lo tanto v; tiene las propiedades deseadas. m
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Observacion 1.28 Del lema anterior se obtiene inmediatamente la siguiente
afirmacién: Sean Ky, Ko C RY cerrados, con K, N Ky = &. Ademds supong-
amos que K, es compacto. Entonces existe una funcion u € C(RYN), tal que
lu(x)| < 1 para todo x € RY y

{ 1 st x € Ky,
u(z) =

-1 s xz € K.

En efecto, basta tomar ug como en el lema anterior y definir u(x) := 2ug(x) —
1.

Lemma 1.29 Sea f € L, .(Q) tal que

/fg0:0 Vo e C°(9).
Q
Entonces f = 0.

Demostracién. Primero supongamos que || < co y que f € L}(Q). Sea
e > 0. Por el Corolario 1.26, existe una funcién f. € C(2), tal que || f — f:||;
< ¢. Definamos

Ki:={zeQ: f(x)>c}, Ky={xeQ:f(r)<—c}, K:=KUK,.

K, y K5 son cerrados ajenos, ademds K, es compacto . Por la observaciéon
anterior existe u € C°(Q) tal que |u(z)| <1y

u(x)—{l si x e K,

—1 si xGKg

Por lo tanto,

||fa||1=/K|fe|+/Q\K|falS/KfequIQN

:|Q|€+/fsu— f5u§2]Q]5+/fEu.
Q O\K Q
También se tiene que

W < Il -2y /Q(fs <
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Por lo tanto,

0O 0
1, <e+2] |€+/QfEUS26(1+! !)+/qu
= 2¢(1+19]).

Como esta desigualdad es vélida para toda € > 0, concluimos que f = 0.
Ahora consideremos el caso general. Existe una familia numerable de abiertos
Q,, cuya cerradura ,, en RY es compacta, que cumplen que £, C Q y

[e.e]
Q= Q.
n=1
Aplicando el caso anterior a f |q,, se tiene f = 0 en casi todo punto de €2,
y, como son una cantidad numerable de abiertos, se concluye que f = 0 en
casi todo punto de €2. m



Capitulo 2

Espacios de Sobolev

Intuitivamente, un espacio de Sobolev es un espacio de funciones suficien-
temente diferenciables, con una norma que incluye tanto a la norma L” de
la funcién como la de sus derivadas. La nocién de derivada se entiende en
un sentido méds débil que el usual, a fin de que el espacio sea un espacio de
Banach.

Su importancia radica en que las soluciones de ecuaciones diferenciales
parciales viven de manera natural en estos espacios, como veremos méds ade-
lante.

2.1. Derivadas débiles

Empecemos observando lo siguiente.

Proposicion 2.1 Si f € CY(Q) y ¢ € C°(Q), se cumple que

dp af .
/Qfaxi e Vi=1,..,

Demostracién. Sea ¢ € C}(). Entonces existe M > 0 tal que
supp(¢) C Q := {(21,...,an) € RN : || <M Vi=1,..,N}

Del Teorema Fundamental del Célculo se sigue que

M
/ aqb(ml’;% "'xN)dxl = (M, zy,..xN) — P(—M, z9,..x5) = 0.
M T

19
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Por lo tanto,

X _ (21, o 0x) )
3$1 8.@1 / / (/ 81’1 dﬂ?l de‘le’N =0.

Andlogamente se prueba que

oY
o O,

) Vi=1,2...,N.
Dado que fp € CL(Q), concluimos que

Oz/ga(aif):/ﬂ(fgz 8961) /faxz a o

paracadat=1,....,N. m
El resultado anterior sugiere la siguiente definicién de derivada débil.

Definicién 2.2 Sean u,v; € L}, (). Se dice que v; es la i-ésima derivada
débil de u st

Iy
; (). 2.1
Jugt == [ v voecz@ (2.1)

Se dice que una funcion es débilmente diferenciable si tiene i-ésima derivada
débil, para toda v = 1,2, ...n.

Proposicion 2.3 La i-ésima derivada débil es 1inica.

Demostracion. Si v; y w; son derivadas débiles de u entonces

/vigo:—/uago :/wigp Vo e CF(Q).
Q o 0 Q

Esto implica que

/(vi —w;)p =0 Yo e C°(Q).

Q

Por el Lema 1.29, (v; —w;) =0. m

Notacién 2.4 La i-ésima derivada débil v; de u se denota como
Du:=wv;, i=1,...,N,

y se define
Vu := (Dyu, ..., Dyu).
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Proposicion 2.5 FEl operador derivada débil i-ésima es lineal.
Demostracion. Es evidente considerando la linealidad de la integral. m

Proposicién 2.6 i f € C'(Q) entonces f tiene i-ésima derivada débil y

_of

Dif = ox;

Vi=1,..N.

Demostracion. Esto se sigue directamente de la Proposicién 2.1 y la uni-
cidad de la derivada débil. m
El reciproco es falso, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.7 No toda funcion débilmente diferenciable es diferenciable.
Demostracién. Tomemos 2 = (—1,1) y sea

fx) = |z|.
Probaremos que f es débilmente diferenciable en (—1, 1) con derivada débil

1 si—1<ax<0,
g(z) ::{

-1 si0O< 2z <.

Tomemos ¢ € C°(Q2). Integrando por partes,

/_11 f(@)¢' (z)de = — /_O z¢' (x)dx + /01 z¢ (z)d

1

1
0 1
— [ vtr~ [p@is=- [ gaota)d
—1 J -1
Por lo tanto g es la derivada débil de f. m
A continuacién damos un ejemplo de una funcién que no es débilmente
diferenciable.

Ejemplo 2.8 La funcion g del ejemplo anterior no tiene derivada débil en
(—=1,1).
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Demostracién. Supongamos lo contrario. Sea h la derivada débil de g, y
sea () una sucesién en C°(€2), tal que supp(y,) C Bi/n(0) y ¢n(0) =1,
como por ejemplo

@ 0 si |z| > 1/n,
on(z) = 1 n :
et ) 2| < 1/n.

Se tiene entonces que

/_l g(a)@) (z)da = — /0 ¢l (z)dz + /01 Ph(@)dr = —2p,(0) = —2.

1 -1

Por otra parte, como |[|¢,|| . =1,

1 1/n
< [ h@en@lds = [ @l ds

1/n

1/n
s(//wmw)mm—ﬂl
—1/n

[ s # [ nes

para n suficientemente grande, contradiciendo nuestra suposicién. m

‘/11 h(z)pn(z)dx

En consecuencia,

2.2. El espacio de Sobolev W!?(Q)

Definicién 2.9 Seap € [1,00]. El espacio de Sobolev W'P(Q) se define como

W2(Q) := {u € LP(Q) : u es débilmente diferenciable, D;u € LP(Q) Vi = 1, ..

con la norma

N 1/p
lallwiniey = lullysn = (IIuIIZ + IIDz-uHi) :
=1

sipe[l,00), y

N
lllips.qy = Nullroe = lullog + > I Diteloo
i=1

'7N}7
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Proposicién 2.10 |jul/y., es una norma en WP (€).

Demostracién. Si |[ully1, = 0, entonces [lull? = 0 y por lo tanto u = 0.
Siuw =0, entonces D;u = 0 y por lo tanto ||u|/;y1, = 0.
Ademas si o € R se tiene que

N

lewul[fy1p = llewull} + > [ Ds(a) 5
i=1

= o |lul

p
Whilp *

Por dltimo se tiene que

N 1/p
lu+ vl = <HU +olp+ > IDiu+ Dﬂ)Hﬁ)

=1

N 1/p N
< <||U||§+Z||Diu||§) + <||U||§+Z||Div||§>
i=1 1=1

= [lullyrs + [0llyrs -

1/p

n
Observacién 2.11 Denotamos
Hl(Q) = Wl’z(Q).

La norma ||ul|y2 estd inducida por el producto escalar

N
(u,v) g1 == (u,v)2 + Z(D@'%ow = / uv + / Vu - V.
i=1 @ Q

Este es el espacio que mdads nos interesa ya que es el unico con producto
mterno.

Teorema 2.12 W'?(Q) es un espacio de Banach para 1 < p < oo, y H'(Q)
es un espacio de Hilbert.
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Demostracién. Sea (u,) una sucesién de Cauchy en W'?(Q), esto implica
que para 1 <i < N las sucesiones (u,) y (D;u,) son de Cauchy en LP(€2) y,
por lo tanto, existen u,u’ € LP(f) tales que u, — u y Dyu, — u’ en LP().
Sabemos que para toda ¢ € C2°(Q2) se cumple que

dp

Usando la Desigualdad de Holder obtenemos, para cada i = 1,..., N,

/ (u, — 1) Oy dp

8:1:1'
’ [ (oo _uf)w\ < || Dy — ], gl — 0.
Q

/u&p ——/u’ip
o Ox; Q ‘

Es decir 4! es la i-ésima derivada parcial de u. Por lo tanto,

— 0,

En consecuencia,

N 1/p
et — ooy = (llun —ulli+ZHDm—leli> -0

i=1
Esto prueba que W1?() es completo. m

Observacién 2.13 Queremos resaltar el siguiente hecho, que probamos en
la demostracién del Teorema 2.12: Si una sucesion (u,) en WP(Q) cumple
que u, — u en LP(Q) y Dy, — u' en LP(Q), entonces u € WP(Q), u’ =
Diu, y u, — u en WHP(Q).

2.3. Aproximacién por funciones suaves

A diferencia de los espacios LP(2) donde toda funcién se puede aproximar
por funciones suaves con soporte compacto contenido en €2, los elementos de
W1P(Q) no se pueden aproximar de esta manera. Sin embargo, veremos que
se pueden aproximar, en un cierto sentido, por funciones suaves con soporte
compacto en R,

Empezamos con el siguiente resultado.
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Lemma 2.14 Sea p € C®(RY) y sea v € WHP(RY) con 1 < p < .
Entonces pxv € WHP(RY) y

Di(p*xv) =px* D Vi=1,..,N.

Demostracién. Por la Proposicién 1.13, pxv € LP(RY) y px D;v € LP(RY)
para toda i = 1,..., N. Sea ¢ € C}(R"). Utilizando las Proposiciones 1.16 y
1.20 obtenemos

/(ﬂ*“)g;i I/v (ﬁ* g;’i) :/va(g;(p)

—~ [ D)) =~ [(rx Dy

Por lo tanto,
pxv e WRY) v Di(pxv)=px Dy,
como afirma el enunciado. m
Notacién 2.15 Dada una funcién f : Q — R, denotamos por f : RY — R

a la funcion
= .| flx) si €
f(x)'_{O si x € RV Q

No es cierto en general que, si u € W1P(Q), entonces 1 € W1P(RY), como
lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.16 La funcion u : (0,1) — R, dada por u(x) = 1 para todo
x € (0,1), es tal que @ no es débilmente diferenciable (ver Ejemplo 2.8) .

Sin embargo, se cumple lo siguiente.

Lemma 2.17 Sean u € WP(Q) y a € C(Q). Entonces

)
aue WPRY) y D@m= aDiu+uaa Vi=1,..N.

X
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Demostracién. Sea ¢ € C°(RY). Entonces ap € C®(f) y, como u es
débilmente diferenciable en 2, se tiene que

/ m&p_/u(a&p)_/u 8(0490)_ oo
RN 8$2_ Q 8557, N Q aﬂf, SO@.CEl

= / —apDu — @uaa = —/ <aDiu+uaa> ®.
Q 81'1 RN a.’ljl

En consecuencia, o es débilmente diferenciable en RY y

Oa
D;(au) = aD; .
(am) = aDu + u@xi

Ademds, como a € C2°(12), entonces ug—g,aDiu € LP(RY) y por lo tanto

D;(am) € L*(RY) . En consecuencia, au € WH(RY). m

Lemma 2.18 Sea (v,) una sucesion de funciones en WhP(RN) N C>®(RY)

tal que v, |g— v en LP(Q) y %ﬁ; lo— w; en LP(w), 1 = 1,..., N, con w, Q
abiertos en RY | .tal que w C Q0 Entonces existe una sucesion (u,) en C>(RY)

(que no depende de w ni de Q) tal que u, |g— v en LP(Q) y 2 |,— w; en

Oz
P(w),i=1,..,N.
Demostracién. Fijamos una funcién ¢ € C°(RY) con 0 < ((z) < 1 para
todoz € RV y
1 ost x| <1,
((z) = { 0 si |z|>2,

y definimos ¢, () := ((%). Observemos que, por el Teorema de Convergencia
Dominada (Teorema 1.1), se tiene que (,u — u en LP(Q)) para toda u €
LP(Q).
Definimos u,, := ¢, v,. Entonces u,, € C*°(RY), y satisface
[ un — UHLP(Q) = [|Gavn — Guv + Guv — UHLp(Q)
S HCnUn - CnUHLp(Q) + ”Cﬂv - UHLP(Q)

< lon = vl gy + 16n0 = 0l oy = 0.
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Como (v,,) converge en LP({2), estd acotada en LP(£2). Usando este hecho se
obtiene que, para alguna constante C)

ouy, G, ov,,
axi LP(w) 0:131 axz Lp(w)
¢ ov
= H nvn + Cn_n = Gl + ”anz — wi”LP(w)
83& L (w) 8&:2 LP(w)
1|l 9¢ ovy,
=019z N ||Un||Lp(Q) + ‘ oz, wj e + [|Ghw; — wi”Lp(w)
C v,
s - Wi + [|Gawi — wil| Ly — 0.
n 8:13@ L7(w) Lp(w)

Esto concluye la demostracién. m

Notacién 2.19 FEscribimos w CC §2 para denotar que w es abierto, W es
compacto y w C Q.

Teorema 2.20 (de Friedrichs) Sea u € W'P(Q) con 1 < p < oo. En-
tonces existe una sucesion (u,) C C°(RY) tal que

Up |o— u en LP(Q),
ou,,

5 lo— Diu |, enLP(w) YwCCQ, Vi=1,..,N.
T

Demostracién. Sea (p,) una sucesién regularizante y sea v, := p, *u. Por
las Proposiciones 1.13 y 1.20,
v, € WHP(RY) N OC=(RY),
y por la Proposicién 1.24,
v, — 1 en LP(RY).

En particular,
Uy o= u  en LP(Q).

Sea w CC . Tomemos una funcién a € C*(Q) tal que 0 < a(zr) < 1
para todo x € Q y a(zx) = 1 para toda = en una vecindad de w (véase Lema
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1.27). Es evidente que supp(1 —a) estd contenido en el complemento de dicha
vecindad. Por tanto, para n suficientemente grande,

SUpp(py * QU — py * W) = supp|p, * (1 — )]
C supp(p,) + supp [(1 — @)T]
C Byn(0) +supp(l — @) C RY \w,
en particular,
P ¥ QU = pp ¥ U =: Uy, €N Ww.

Utilizando los Lemas 2.14 y 2.17 se obtiene que au € WH(RY), p, x au €
WEP(RY) y

Oa
Di(py, * au) = py D; )
(pn *x o) = p *(a u+ua$i)

y por la Proposicion 1.24,

]
Di(pn * @) — aDyu + uaa en LP(RM).

T
Como « es constante igual a 1 en w, y p, *at = p, *U =: v, € C°(RY) en
w para n suficientemente grande, concluimos que

ov,,
8337;

lo— Diu |, en LP(w).

Por el Lema 2.18 existe una sucesién (u,) en C°(RY) tal que u, — v en
LP(Q) y 2 |,— Dyu |, en LP(w), i=1,..,N. m

Proposicién 2.21 (Derivada de una composicién) Sea G € C*(R) tal
que G(0) =0y
M :=sup |G'(s)| < occ.
seR
Entonces, para todo v € WP(Q) con p € [1,00), se cumple que G ou €
Wi (Q) y
D{(Gou)= (G ou)Diu  Vi=1,..,N.

Demostracién. Por el Teorema del Valor Medio, para cada sy, so € R existe
¢ € R tal que

|G(s1) — G(s2)| = |G"()] |s1 — 52| < M |51 — 5o (2.2)
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En particular, como G(0) = 0, obtenemos

G(u(z))] < Mu(x)]  VreQ,
y por consiguiente G o u € LP(§2). Ademss,

(G (u(z)) Diu(x)| < M |Dyu(x)],

por lo que también (G’ o u)D;u € LP()). Probaremos ahora que G o u es
débilmente diferenciable en € y que D;(G ou) = (G’ o u)D;u.
Sean ¢ € CX(Q) y w CC Q tal que w D supp(p). Por el Teorema 2.20 existe

una sucesién (u,) en C*(RY) tal que u, |o— u en LP(Q) y %%T; lo— Diu |y
en LP(w). Por la Proposicién 2.1, estas funciones cumplen que
Op ou
Goup)z—=— [ (G'oup)=—0. 2.3
[GouwgE == [ (@ ou)Ge (2.3

Ademas, de (2.2) y de la Desigualdad de Holder se sigue que

dp 0
_ < _
/Q(Goun Gou)axi _M/Q|un ul o1,
dp
<M =l — 0, 2.4
< Hﬁxz L) [wn — ull, @ 0 (2.4)

con %—l—% = 1. Por otra parte, por el Teorema 1.9, una subsucesién de u,, (que
denotamos de nuevo (u,,)) converge puntualmente a u en casi todo punto de
Q y, como G’ es continua, (G’ o u,) converge puntualmente a G’ o u en casi
todo punto de 2. Ademss,

|G (un (7)) — G'(u(x))| < 2M  Vz € Q.

Como w tiene medida finita, 2M € L%(w). Usando el Teorema de Conver-
gencia Dominada (Teorema 1.1) obtenemos que G’ o u,, — G' ou € Li(w) y
que

/]G'oun—G’ouquO.
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En consecuencia,

/Q [(G' o UW’)??_Z:L —(G'o u)Dzu} gp‘
Ou,, , ,
<M [ |52~ DIl + [ 16 0wy~ G’ oul|Dial 4]
Ou,, , ,
< Ml¢llza) || 55, — Piu + |G o un — G oul| o leDiull 1o,
g Lp(w)
— 0. (2.5)

De (2.3), (2.4) y (2.5) se sigue que

dp / s
[GowgE == [ (G ouDaly veecz@).

Es decir, G o u es débilmente diferenciable en Q y D;(G ou) = (G’ o u)D;u.
u

2.4. El espacio W, ”(Q)

Definicién 2.22 Sea p € [1,00). El espacio Wy ?(Q) es la cerradura del
espacio C(Q) en WHP(Q). Si p =2 se denota

HY(Q) = W, 2(Q).

Observemos que, como Wy™P(2) es un subespacio cerrado de WhP(Q),
Wy P(€) es un espacio de Banach y H}(€) es un espacio de Hilbert.

Intuitivamente, pensamos a los elementos de W, () como aquellas fun-
ciones en W'P(Q) que se anulan en la frontera de 2. Sin embargo esto no
tiene mucho sentido, ya que la frontera tiene medida cero y las funciones en
WP(Q) no son necesariamente continuas. Probaremos a continuacién que,
si Q) es suficientemente suave y v € W'(Q) N C(Q), entonces u € W, (Q)
si y s6lo si u se anula en la frontera de (). Para esto probaremos primero el
siguiente lema.

Lemma 2.23 Siu € W'?(Q), p € [1,00), es una funcién con soporte com-
pacto contenido en Q, entonces u € Wy ().
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Demostraciéon. Tomemos un abierto w tal que supp v C w CC €. Elijamos

a € CX(w) tal que a(x) € [0,1] para toda z € Q, y a(x) = 1 para toda
xr € supp u. Entonces au = u. Por el Teorema 2.20 existe una sucesién
(un) C CX(RY) tal que

Oun

. lo— Diju |, en LP(w).

Up lo— u en LP(Q) vy
En consecuencia,
et = ey = [ i —ul” < [ fu = 0.
Q Q

Observemos que, por el Lema 2.17,

J (auy,) _ Oa Ouy,
o D;(au) = o (up, —u) + (8@ — Diu) en (.

Por tanto, usando la desigualdad de Minkowski obtenemos

p\ 1/p
HM_DW :(/ M—Di(au) )
8137; LP(Q) w 8x,
1/p N\ 1/p
§C</|un—u|p) +(/ au”—Dm) — 0.
w w 8!131

En consecuencia, au, — u en W(Q) y, como au, € C*(Q), concluimos
que u € W, P(Q). m

Teorema 2.24 Sea u € W(Q) N C(Q) con p € [1,00). Si u(x) = 0 para
toda = € O, entonces u € Wy (Q) .

Demostracién. Supongamos primero que supp(u) es acotado.Tomemos
G € C'(R), tal que |G(t)| < |t| para todot € Ry

[0 s <1,
G(t)_{t si|t| >2,

Sea G, (t) := +G(nt). Entonces,

T on

0 si [t

B | < 0 si |t
G”(t)_{t s |t >

oaw=cm={7 3}

3N =
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Definimos u,, := G,, o u. Por la Proposicién 2.21, se tiene que u, € W?(Q)
y Diu, = (G, o u)D;u. Observemos que, para t # 0, se tiene que G, (t) — t
y G!(t) — 1. En consecuencia, u,(x) — u(z) y D;u,(x) — Dyu(z) para casi
todo z € 2. Ademds, como |G(t)| < |t| para todo t € R,

lun ()| = % |G(nu(z))| < |u(z)] Vref, VneN,

|Diu,| = (G, ou)Dyu < |Dyu(z)]  VoeQ, VneN.

Por el Teorema de Convergencia Dominada (Teorema 1.1), se tiene que
u, — wen LP(Q)y Du, — Dy en LP(Q2). En consecuencia, u, — u en
Whp(Q).
Por otra parte, como u € C(Q) y u = 0 en 952, se tiene que U, := u‘l(—%, %)
es un abierto relativo de Q que contiene a dQ, y u, () = 0 para todo = € U,,.
Por tanto
supp(u,) C supp(u) N (2N U,) .

Como supp(u) es acotado supp(u,,) es compacto y estd contenido en 2. Por
el lema anterior se tiene entonces que u, € W(} P(Q) y, por consiguiente,
u € WyP(Q).

Si supp(u) no es acotado, fijamos una funcién ¢ € C*(RY) con 0 < ((z) <1
para todo z € RY y

1 ost x| <1,

((z) = { 0 si |z|>2,
y definimos (,(z) := ((%) y uy := (uu. Por el Teorema de Convergencia
Dominada, u, — u en LP(Q) y Dy, = L 2(2) + (,Diu — Dju en LP(Q).

En consecuencia u,, — u en W'?(Q). Como u, € C(Q), u, = 0 sobre 0Q y
supp(u,) es acotado, se tiene que u,, € Wol’p(Q) y, como u, — u en W1hP(Q),
conclufmos que u € W, *(Q2). =

El reciproco de este teorema no se cumple en general. Sin embargo, ver-
emos a continuacién que se cumple si €2 es suficientemente regular.

Notacién 2.25 Erpresaremos a un punto x € RY como z = (2/,xy) con
' € RN-1 x € R. Definimos
RY == {z = (2/,2n) : x> 0},
Q:={x= (2" zn): 2| <1y |zn| <1},
Q= QNEY,
Qo :={x= (2 zn): |2'| <1y |zy| =0}
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Definicién 2.26 Se dice que un subconjunto abierto Q de RN es de clase
C' si para todo x € 0), existe una vecindad U de x en RN y una aplicacion
biyectiva h : QQ — U tal que

heCYQ), h'teCU), hQy)=UNQ y h(Q) =UnoA.
Antes de proceder veamos un lema que nos serd de utilidad.

Lemma 2.27 (Particion de la unidad) Sea Q2 acotado en RY. Dada una cu-
bierta abierta finita de §2, (U;)I,, existe una coleccion de funciones (0;)1, C
C>=(RY), que verifican

Supp 0; C U;, Zﬁl(x) =1 Ve
i=1

Demostracion. Sean (A;) abiertos en RY, tal que A; CC U y_ﬁ C AU
... U A,,. Definamos una funcién f € C°(RY), tal que fr =1 en O\ U A;,
J#k
fe =0en O\A; vy 0 < f <1 (Proposicién 1.27). Para cada i definamos la
funcién
0i(x) = —fl(x)

> filx)

Teorema 2.28 Sea Q un subconjunto abierto de RY de clase C'. Siv €
WyP(Q) N C(Q) con p € [1,00), entonces v(z) = 0 para todo x € OQ.

Demostracién. Para probar este teorema sera conveniente analizar local-
mente la frontera de ). Para esto tomemos una cubierta de 2 de la siguiente
manera. Para cada x € 02 tomemos una vecindad U,, que se comporta como
en la Definicién 2.26 y tomemos una subcubierta finita Uy, ...U,,. Por tlti-
mo escojamos un abierto Uy, tal que Uy CC Qy Q C (J*, U;. Para cada U;
tomemos 6; como en el Lema 2.27, entonces la funcién vé; € Wy (U;) NC(U;)

y ademads
n
v = E vb;.
i=1

Por 1ltimo como las vecindades U; de puntos en la frontera son difeomorfas
(con una aplicacién H) a un cilindro @) (ademds de que H(Qy) = U; N Q2
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y H(Qo) = U N 0N), serd suficiente probar que si u € W()l’p(Q+)ﬂ C(Q4),
entonces u = 0 en ().

Sea (u,) una sucesién en C*(Q,), tal que u, — u en WHP(Q,). Para
(2, xN) € Q4, se tiene que

TN
(o) < [T
0

para 0 < ¢ < 1, por el teorema del valor medio de la integral existe & € [0, £]
tal que

ou,,

dt
8xN

[ et o)l oy < (e O] < [ | )
- Un\T , T TN > |Un T, >~ X,
€ Jo N N 0 8xN
por consiguiente
1 Ouy,
1 / un (o 2| dayda’ < / 4 ‘dtdx
€ Jijw'|<1Jo lz/|<1 J0 8fN

Como 0 < ¢, {z | |7| < 1,0 < zy < e} C Q4 y u, — uen WH(Q,),
tomando el limite cuando n — oo se obtiene

/ /|u:r; )| dendr’ </ /
la’|<1 € |2/ |<1

Cuando € — 0, se tienel [ |u(2/, zy)| doy — |u(a’ ,O)] en consecuencia

/ lu(2’,0)|dz" =0
lz'|<1

Esto quiere decir que u =0 en Q)y. m

5un

' dtdx

. s . 1
2.5. Extensién de funciones en W, ”(Q2) a W1?(RY).
Proposicién 2.29 Sea p € [1,00). Siu € W,7(Q), entonces @ € WHP(RN),

donde

Mds ain, se cumple que

DZE:DZU, Vizl,...,N,

HHHWLP(RN) = HUHWLP(Q)'
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Demostracién. Si v € C2°(£2),también se cumple que g_:i- € CX(Q) yes
evidente que
ou  Ou

y que ”ﬂHWLP(RN) = ||u||W1<,P(Q) : (2.6)

En el caso general tomemos una sucesion (u,,) C C°(Q2), tal que u,, — u en
WiP(Q). Es claro que

Uy — U en LP(R").
Con el mismo argumento se tiene que

au 81[, _
v om — Diu en LP(R™).

Por la Observacién 2.13, se llega a que

En consecuencia,

HE“Wl,p(RN) = ||U”W1,p(ﬂ) .



Capitulo 3

Existencia de una solucion débil
para el problema de Poisson

El objetivo de este capitulo es demostrar la existencia de una solucién
débil para el problema de Poisson

—Au+u=f en
(%) { u=2>0 en Of),

donde © es un abierto de RY y f € L?(Q).
Para ello usaremos un resultado muy importante del Analisis Funcional:
el Teorema de Representacién de Fréchet-Riesz.

3.1. Espacios de Hilbert

Teorema 3.1 Sea H un espacio vectorial (sobre R) con un producto escalar
(-,+) . Denotamos por
[l := v/ (u, w)

a la norma inducida por el producto escalar.

Definicién 3.2 Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial H con producto
escalar, que es completo con respecto a la norma inducida por dicho producto.

Un ejemplo importante es el siguiente.

36
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Proposicién 3.3 El espacio L*(2) con el producto escalar dado por

(1, 0}, = /Q w

Demostracién. Ver, por ejemplo, Wheeden-Zygmund [5]. =

es un espacio de Hilbert.

Proposicion 3.4 Para todo espacio vectorial H con producto escalar se
cumple lo siguiente.
(i) Desigualdad de Cauchy-Schwarz:

[{w, ) < [ulHl[oll Vu,v e H.
(ii) Identidad del paralelogramo:
2 2 2 2
lu+ vl + flu = ol =2 (|full® + [[o]°) -

Demostracién. Ver, por ejemplo, Wheeden-Zygmund [5] =
El siguiente es un resultado fundamental en la teorfa de espacios de
Hilbert.

Teorema 3.5 (de la Proyeccién Ortogonal) Sea X un subespacio vecto-
rial cerrado de un espacio de Hilbert H y sea w € H. Entonces existe un unico
v e X tal que

lu —vfl = fnf Jlu —zf.

Demostracién. Sea (v,,) una sucesién en X tal que

Jim flu— o] = if flu -z =:a. (3.1)

Probaremos que (v,,) es una sucesién de Cauchy. Sea ¢ > 0. Usando la identi-
dad del paralelogramo (Proposicién 3.4) y el hecho de que (v, +v,)/2 € X,
obtenemos que existe ng € N tal que

2 2
[om = vall” = [[(vm = u) + (u = v,)|

=2 (| (v — W) + = val®) = 41| (v +v0) /2 —
<2 ([|(vm — w)lI* + [lu — va*) — 4a®

<e sin,m > ng.
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Esto prueba que (v,) es de Cauchy. Como H es completo y X es cerrado,
v, — v en X y v cumple que

a= lim |[|[u—uv,| =[u—2|.
n—oo
Probaremos ahora que v es tinico. Sean vy, vy € X, tal que
lu =i = [lu = v2f =a
Repitiendo el proceso anterior
lor = wa|* = [[(v1 — ) + (u = vs)[|*

2 2 2
=2 ([[(or = w)|I* + flu = val|*) = 41[(v1 +v2)/2 — ul]
<2([[(vn = W)|* + [Ju = vaf|*) — 4a®
=0

|
El teorema anterior nos permite definir la proyeccién ortogonal de H en
X como sigue.

Definicién 3.6 Sea X un subespacio vectorial cerrado de un espacio de
Hilbert H. La proyeccion ortogonal px : H — X de H en X se define como
px(u) := v donde v es el unico elemento de X que cumple

|lu —v|| = inf |ju—z].
reX

Definicion 3.7 Sea X un subespacio vectorial de un espacio de Hilbert H.
Definimos el complemento ortogonal de X en H como

Xt={uecH:(uv)=0 Yvec X}.
Proposicién 3.8 X es subespacio vectorial cerrado de H.

Demostracién. Sea v € X, (-,v), es una forma lineal continua, por lo
tanto, v+ es cerrado. Ademds se tiene que

Xt = mvl.

veX

Por lo tanto X+ es cerrado. m
En general no es cierto que el complemento ortogonal de un subespacio
propio X de H sea no trivial, como lo muestra el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 3.9 El subespacio de L*(2), C=(Q), es denso en L*(Q2), por lo
tanto su complemento ortogonal es trivial.

Sin embargo probaremos que, si X es un subespacio cerrado de H y
X # H, entonces X+ # {0}.
Dada una funcién lineal f : H — R, denotaremos por

N(f)={uve H: f(u) =0}

al micleo de f. Observemos que, si f es continua, entonces N'(f) = f~1(0) es
un subespacio cerrado de H.

Teorema 3.10 Sea X un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H. La
proyeccion ortogonal px : H — X tiene las siguientes propiedades:

(i) El puntov = px(u), es el inico punto en X con la propiedad (v — u,z) =0
Vo e X.

(ii) px es lineal y continua y cumple que px(v) = v para todo v € X.

(iii)N (px) = X+
Demostracidn. (i) Sea x € X, por definicién tenemos que si A # 0, entonces
lu = (px (u) + A2)|I* > [lu = px ().
Desarrollando se llega a que, para v := p,(u),
2\ (u — v, x) 4+ A2 ||z]|* > 0.

Por lo tanto
P A > =2 (u— v, x) .

Por lo tanto para evitar una contradiccién se obtiene que
(px(u) —u,z) =0 Ve e X.

Para ver que es unico, tomemos a v' € X, tal que (' —u,z) =0 Vo € X.
Por lo tanto si z € X

2 2
lu = (' + 2" = lu=2"l + ll2]".

En consecuencia
Ju—of| = fuf Ju— .
rxeX
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Se concluye que v' = px(u).
(7i) Sean u,w € H, utilizando lo anterior tenemos que si z € X entonces
(px(u) —u,z) =0 VreX vy
(px(w) —w,z) =0 Vzec X.
A partir de estas igualdades se obtiene que
(px(u) +px(w) = (ut+w),z) =0 VeeX y
(Apx(u) — Au,z)y =0 Vz e X.

Por el inciso (i) se llega a que

px(u) +px(w) =px(u+w) vy
Apx (u) = px(Au).
Para ver que es continuo también utilizamos la propiedad (i), para obtener
que
ul* = flu + px(w) = px(W)|* = [lu = px (W)[|* + [px (w)[|*.
Por lo tanto
[px ()|l < [[ull -
Utilizando la propiedad (i), es evidente que px(v) = v para todo v € X.
(iii) Sea u € H, sabemos que
Ju—px(w)l = 5uf Ju— ]
Siue Xt
(u,x)y=0 VrelX,
por lo tanto
px(u) = 0.
Si px(u) =0
(u —pe(u),z) = (u,x) =0 Vr e X.
Por lo tanto u € X*. =

Una consecuencia de importancia de este resultado, que usaremos en la
préxima seccidn, es la siguiente.

Corolario 3.11 Si X es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H
y X # H, entonces X+ # {0}.

Demostracién. Sea v € H\ X. Entonces v = u — px(u) € N(px) = X+,
ademds de que v # 0. m



CAPITULO 3. EXISTENCIA DE UNA SOLUCION DEBIL PARA EL PROBLEMA DE POISSO!

3.2. El Teorema de Representacién de Fréchet-
Riesz

Definicién 3.12 FEl dual topologico de un espacio de Hilbert se define como
H :={f:H —R: [ es lineal y continua}.

La norma de f € H' estd dada por

Ul = sup M@

xze H~{0} ||£E|| .

La demostracién de que || f]|;, es efectivamente una norma en H' se en-
cuentra, por ejemplo, en [3]. Empecemos observando lo siguiente.

Proposicién 3.13 Sea H un espacio de Hilbert y sea uw € H. La funcion
fur H=R,  fu(v) = (u,v),
es lineal y continua. Ademds se cumple que

L full = Nl

Demostracion. Es lineal y continua porque el producto punto el bilineal y
continuo. Ademds

ol = [l
En particular
£l
il

Por lo tanto || full 7 = |lul/. =
El siguiente resultado describe a H'.

Teorema 3.14 (de Representacién de Fréchet-Riesz) Sea H un espa-
cio de Hilbert y sea f : H — R una funcion lineal y continua. Entonces existe
un unico elemento u € H tal que

f(w)=(u,v) VwveH. (3.2)

Mas ain, se cumple que

lull = £l = sup |f(2)]

rzeH~{0} HxH '
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Demostracién. Probaremos primero la existencia. Si f = 0, entonces u = 0
satisface (3.2). Supongamos ahora que f # 0. Como [ es continua, N'(f) es
un subespacio cerrado de H y, como f # 0, se cumple que N (f) # H. Por el
Corolario 3.11, se tiene entonces que existe uy € N (f )L, ug # 0. Definimos

f(uo)

= 0-
ol

Probaremos que u satisface (3.2). Dado v € H definimos z := f(v)uo— f(uo)v.
Entonces

f(z) = f(v)f(uo) — f(uo) f(v) = 0.

Por lo tanto, z € N(f) y, en consecuencia,

0 = (uo, 2) = f(v)(uo, uo) — f(uo)(uo,v),

lo que implica que
(o)

2
[[uol

flv) =

(up,v) = (u,v).

Esto prueba que que u satisface (3.2).
Probaremos ahora la unicidad. Sean uy,uy € H tales que (u1,v) = (ug,v)
para toda v € H. En particular, para v := u; — uy se cumple que

0= (ug,v) — (ug,v) = (ug — ug,v) = |Jug — uz|.

En consecuencia, u; = us. Esto demuestra la unicidad.
La afirmacién

1Al e = [l

es consecuencia inmediata de la Proposicién 3.13. =

3.3. Existencia de una solucion débil

Consideremos el problema de Poisson

—Au+u=f en
(%) { u=">0 en Of),

donde 2 es un abierto de RN y f € L*(Q).
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Definicién 3.15 Una solucién cldsica de (p) es una funcion u € C*(Q) que
satisface ambas identidades de ().

Aqui C?(9) denota al espacio de funciones u :  — R que tienen derivadas
parciales de orden < 2 en (2 y éstas son continuas en €. Observemos que, si

() tiene una solucién clésica, entonces necesariamente f € C'(2).

Definicién 3.16 Una solucion débil de (p) es una funcién u € Hg () que

cumple
/uv+/Vu-Vv—/fv Vv € Hy ().
Q Q Q

Notemos que el lado izquierdo de esta igualdad no es otra cosa que el
producto escalar (u,v) . . Observemos primero lo siguiente.

Proposicién 3.17 Si$) es un abierto acotado de RY, entonces toda solucion
clasica de (p) es solucion débil de (p).

Demostracién. Si u € C2?(2) es solucién clédsica de (p) entonces, multipli-
cando la primera igualdad por ¢ € C'°(2) e integrando, obtenemos

—/QcpAu—i-/ﬂgou:/Qfgp.

Por la Proposicién 2.1 se tiene entonces que

/QVQO-Vu—l—/ngu:/Qfgo.

Como, por definicién, C°(€2) es denso en H} (), concluimos que

/uv—l—/Vu-Vv:/fv Vv € Hy(Q).
Q Q Q

Finalmente, como € es acotado, u € H*(Q2) N C(Q) y, por el Teorema 2.24,
u€ HHQ). =

Queremos probar que (p) tiene una solucién débil. Empezaremos demostran-
do la siguiente afirmacion.
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Lemma 3.18 Sea f € L*(). La funcién ¢ : H} () — R dada por

o) = [ v

es lineal y continua.

Demostracién. Si || ||, = 0 la demostracién es trivial. Si || f||, # 0, es claro
que ¢(v) es lineal. Sea w € HJ(Q), tal que

£
v —wlly < 7
A

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que

E
\[j@—wﬂswwqgﬁ—e
|

Estamos listos para probar el resultado principal de este capitulo.

Teorema 3.19 Para todo abierto 2 de RY y toda f € L*(Q), el problema
de Poisson () tiene una unica solucion débil.

Demostracién. Como se vio en la proposicién anterior, ¢(v) es una funcién
lineal y continua en un espacio de Hilbert. Por el Teorema 3.14 (Teorema de
Representacién de Fréchet-Riesz), sabemos que existe un tnico elemento wu,
tal que

o(v) = (u,v) Vv € Hy(Q).

En otras palabras existe una tnica funcién u € H}(Q2) que verifica

/uv—l—/Vu-Vv:/fv. Vv € Hy ().
Q Q Q
]

Si 'y f son suficientemente suaves, esta solucién débil es, de hecho una
solucion clésica. Empezaremos con el siguiente resultado.

Proposicion 3.20 Sean Q un abierto acotado de RY, u una solucién débil
de (9) y [ una funcion continua. Siu € C*() y Q es de clase C*, entonces
u es solucion cldsica de (p).
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Demostracion. Por el Teorema 3.28, se cumple que u = 0 en 0f). Por la
Proposicién 2.1 se tiene que

—/ngAu—l-/Q(PUZ/Qf(P Vo € C°(Q).

/(—Au—{—u—f)gp:O Vo € C°(9).
Q

La Proposicién 1.29 asegura entonces que

Es decir,

—Au+u=f enc.t.p. de.

Como u es continua, concluimos que —Au+u = f en (). m

Asi pues, para demostrar que (p) tiene una solucién cldsica, necesita-
mos probar que la solucién débil de (p) es de clase C? en Q. En esta tesis
demostraremos un resultado mds débil: Probaremos que, si f € C*°(f2) en-
tonces u € C*°(Q2) y cumple que

—Au+u=f en{

Ver Corolario 4.31.



Capitulo 4

Regularidad interior

En este capitulo probaremos el Teorema 0.2 enunciado en la Introduc-
cién. Para ello requerimos introducir espacios de Sobolev de funciones que
tienen derivadas débiles de orden mayor que 1. Demostraremos algunas de-
sigualdades importantes que nos servirdn para ver que, mientras mayor sea
el orden de las derivadas débiles del dato inicial f, mayor es el orden de las
derivadas débiles de la solucién débil y que, si éste es suficientemente grande,
la solucién débil es diferenciable en el sentido cldsico en €.

4.1. Desigualdades de Sobolev

Empecemos demostrando el siguiente resultado técnico.

Lemma 4.1 Sean N > 2y f1, fa, ..., fy € LN 1 (RY71). Sea f: RY — R la
funcion dada por

f(@) = [(21) f2(Z2) - - - fa(@n),
donde
fi:(xl,xg,...xi,l,xiﬂ,...x]\;) ERNﬁl, 1 <3< N.

Entonces f € L'(RY) y

N
||f||L1(]RN) < 1:[1 HfiHLN*l(]RN*l)

46
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Demostracién. Se procederd por induccién . En el caso N = 2 se da la
igualdad ya que

11l 22 m2y :/|f1(x2)f2(x1)]dx1dx2

~ [ 1)l doa [ |fafap)]do

2
= il

Supongamos el resultado para N funciones. Sean fi fo,...fx41 € LY (RY).
Para cada t € RY consideremos las funciones fie: RY-! — R dadas por

fir(@') = fi(2') 1), e RV-L,

Se denota

Por la desigualdad de Holder

1/N’
1y < el v, ( [ dxl...de) .

Como las funciones | f;,[" € LY "1(R¥~1) para 1 < i < N, se puede utilizar
la hipétesis de induccion y se obtiene

N
JI51 gl dovdoy < TT |7 = Tl

LN— 1RN

Por consiguiente

N
1A sy < I fwsallpw @y TT il o gy
@) 3 ®¥-1)

Definimos
Gl(t) = ||fi,t||LN(RN—1) .

Como cada f; € LV(RY), entonces

G; e LN (R) con1<i<N.
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N
Utilizando la desigualdad generalizada de Holder se sabe que [[Gi(t) € L(R)
i=1
y ademas

N N+1
1l raery < I nsallpn ey . Aile‘(t)dt < 1:[1 1fill v ey -

Definicién 4.2 Sea p € [1, N). El exponente critico de Sobolev es el nimero

Np

Notemos que

p* p N
Se tiene el siguiente resultado fundamental.

Teorema 4.3 (Desigualdad de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg) Sip €
[1,N), entonces existe una constante K que depende tnicamente de p y N
tal que

N
[ull e mvy < K[Vl po@n gy = K (Z

=1

p

ou
3@

1/p
Yu € C(RM).
(RN)

Lp

Demostracién. Si u € C°(RY) | se tiene

o1 t o
|u(zy, T2, ..., oN)| = ’/ Iul ’xg’t ’xN)dt‘ S/

[e.e]

ou(xy, T, ..., TyN)

3:1:1

d.fL'i .

Anédlogamante para cualquier 1 <i < N

u(a)] < / :
)= [

Ou(T1, Toy ooy Tjy ooy TN)

dz;.
Qxi o

Definimos

au(xh L2y veey Li—1y Ly Ti1,+-+y xN)

(%:i

dl’i
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Por consiguiente
N

[u(@)]™ < T1f(@)-

=1

Por el lema 4.1

N N /N X Qu ||V
[l < TG, = TR, = T 5|
En consecuencia
ou
HUHN/(Nfl) Si: oz |,
Sea t de tal forma que {7~ = =q(t—1), esto es que t = %pﬁ si se aplica la

ecuacion anterior a \u| u, en lugar de u se obtiene que

N
tl(?u/

[ul

||U||§V/( ) < tH

Li |l

Se aplica la desigualdad de Holder IV veces para llegar a que
1/N o
dz;

-1 Ou

oy
< tlullyq-y I1

1 =1

@ P

Substituyendo el valor de t se obtiene

1/N
831:z »
Sea m := max> | ‘ g;‘_ , entonces se tiene que
K
p
1/p
N N
fllow]™ < < (Z du P)
<m< .
=1 || O; » — or; »

Esto implica que

<OV,

|
Una consecuencia importante del teorema anterior es la siguiente.
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Teorema 4.4 (de Encaje para W,"(Q), p < N) Sip e [1,N), entonces

Np

WoP(Q) C LP' () con p* == N

Ademds, existe una constante K que depende unicamente de p y N tal que
N 1/p
17
||u||LP*(Q) <K ||vu||LP(Q,]RN) =K (Z ||Diu||ip(g)> Vu € WP (Q).
i=1

Demostracién. Sea u € W,”(Q) y sea (¢,) una sucesién en C®(Q) C
C>(RY) tal que ¢, — u en WHP(€). Por el Teorema 4.3,

lem = @ull,e < K[[Veom = Vo, < Kllom = @llyae, -

Por lo tanto (¢,) es de Cauchy en LP (Q) y, como LF () es de Banach,
©n — v en LP (Q). Por el Corolario 1.10, se tiene que u(x) = v(x) para casi
todo = € (). Finalmente, como

[omll,e < K[Vl

se cumple que

[ull,. < K [IVull,,

como afirma el enunciado. =

Teorema 4.5 (Desigualdad de Morrey) Sip € (N, 0|, entonces existe
una constante K que depende tinicamente de p y N tal que

||UHL°°(RN) <K HUHWLP(]RN) Vu € CZ(RY).

Demostracién. Sea B,(r) la bola de radio s en RY con centro en z. Para
¢ € 0B1(0) y s > 0 se tiene que

u(z + 5¢) — u(w)| =

/S %u(w+t§)dt'

0

/S Vu(z +tC) - Cdt’
0

g/o Vu(z + )| dt.
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Por lo tanto,

/8B1(0)|u(x+3§)—u(x)]dS§/s/aBl V(s + 10)| dSat

l/(4&®|Vum+¢O

Haciendo el cambio de variable, de polares en N dimensiones a cartesianas

(0,5) x 9B1(0) — B.(0),  (£,¢) = ¢ =2y,

obtenemos

/ /8B1(0) |Vu(x + tg)

[Vu(z +y)|
/ E—
B.,(0) |y

— / —|Vu(i2|71 dz
Bu(z) |7 — 2|

[,
Bi(@) |7 — 2

Por lo tanto,

/ lu(z + s¢) — u(z)|dS < / ’vu—(ig’_ldz.
9B (0) Bi(z) |7 — 2|

Multiplicando por sV, e integrando de 0 a 1 con respecto a s, obtenemos

/B JRZCE s <+ B —lx'v_“:’ A g (4.1)

Aplicando esta desigualdad se obtiene

1
= 1B 0] Sy ) H N
1
< B0 o) lu(z) — u(z)| dz + B0 o lu(z)|dz  (4.2)
! V()

< — —— = dz ]| Lo vy -
N|B1(0)] /) |2 — 2|V B, (0)] " ETET)
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(N-1)
Notemos que, como p > N, se cumple que T1p < N vy, por lo tanto,

dz dy
/ — :/ — o = K| < .
Bi(z) |x — z| P T B1(0) |y| »1

De la desigualdad de Holder se sigue entonces que

p—1

l/p d T
[ i ()" ([ )
Bi(x) |T — 2| RN Bi(a) |z — 2| » 1
S Kl ||u||W1,p(RN) ) (43)

donde K depende tunicamente de N y p. Combinando (4.2) y (4.3) obtenemos
que

el ey = 5D [u(@)] < K Jullyasen,
zeRN

donde K depende tnicamente de N y p. m

Definicién 4.6 Sea f : X — Y una funcidn, se dice que una f es uniforme-
mente continua si para cada € > 0, existe 6 > 0, tal que || f(x) — f(x + )| <
e VrelX.

Notacién 4.7 Denotemos por C(Q) al espacio de funciones continuas u :
2 — R con la norma

Ul vy = max |u(x)].
oy = méx fu(a)

Proposicién 4.8 Si f € C(Q), entonces f es uniformemente continua.

Demostracién. Vedse, por ejemplo, Jost [9]. m
Usaremos el siguiente resultado.

Teorema 4.9 Si Q) es acotado, entonces C(Q) es un espacio de Banach.
Demostracién. Véase, por ejemplo, Dieudonné [6]. =

Como consecuencia de la desigualdad de Morrey se obtiene el siguiente
resultado.
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Teorema 4.10 (de Encaje para Wol’p(Q), p> N) Si () es acotado y p €
(N, 00), entonces para cada u € Wy (Q) existe u* € C(Q) tal que

u*(z) = u(z) para casi todo x € €.
Ademds, existe una constante K que depende tnicamente de p y N tal que

I le@ < K lullying) — Yu€ Wy (Q).

Demostracién. Sea (u,) C C°(RY), una sucesién tal que u, — u en
WhP(Q). Por la Desigualdad de Morrey (Teorema 4.5),

1w — umHL‘X’(RN) < K lun — um”Wl’p(RN) )
Por lo tanto u, es de Cauchy en L>®(R"Y) y ademds, como
i — ey < K Nt = ullgroany

entonces u,, — u en L>®(RY). Como u, es de Cauchy en L®(R"), entonces

es de Cauchy en C'(2) y por lo tanto existe u* € C(2) tal que
u, — u* en C(Q).
En consecuencia,

u*(x) = u(r) paracasitodozr € Q vy

HU*HC(ﬁ) <K ||u||W1,p(Q)-

4.2. Los espacios WP (()

Definicién 4.11 Sean m € N y p € [1,00]. El espacio de Sobolev W™P()
se define recursivamente como sigue:

W™P(Q) := {u € L(Q) : u es débilmente diferenciable, D;u € W™ P(Q) Vi =1, ...

con la norma

N 1/p
||uHWm~,p(Q) = (IIUHZ)(Q) + Z ||Di“||€vm1,p(9)> :
i=1
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Teorema 4.12 W™P(Q) es un espacio de Banach.

Demostracién. La demostracién es andloga a la del Teorema 2.12. m
Para p = 2 denotamos

H™(€Q) = W™2(Q).

En este caso la norma estd inducida por el producto escalar

N
(U, U)Hm(g) = (’LL, U)L2(Q) + Z(Dlu, DZ‘U)Hmfl(Q).

=1

Notacidén 4.13 FEs conveniente usar la siguiente notacion. Si a = (o, ..., ay)
con o; € NU {0} denotamos por

o) ==a1 + -+ ay
Yy por

D% := DN - - - D'u,
donde

Ddu:=u y D¥u:=D;---Du sia;>1.
(E—

a; veces

El siguiente resultado garantiza que todas las derivadas débiles miltiples
son de esta forma.

Proposicién 4.14 Para todo u € WP(Q) se cumple que
DlDJU:DJDﬂL VZ,j = 1,...,N.
Demostraciéon. Tenemos que Vi,7 = 1, ..., N se cumple que

oAl [t
/QSO it Q 8%8%“ Q 8[@81’]“ /QQO J b \V/QO < Oc ( )

Por lo tanto por el Lema 1.29 se tiene que
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Definicién 4.15 Para p € [1,00) definimos Wy (2) como la cerradura de
CX(Q) en W™P(Q) y denotamos

HIMQ) == W2(Q).

Observacién 4.16 Notemos que si u € Wy""(Q) y || < m, entonces
Dy € W(Q), ya que si (up) € C(Q) y un — u en W™P(Q), en-
tonces D%u,, — D% en W™l ().

A continuacién daremos resultados de encaje para estos espacios.

Teorema 4.17 (de Encaje para W;""(Q), mp < N) Sim e Nyp € [1, %),

entonces N
m p
WP (Q) € LYQ =_—
PIR) C LQ)  congim b
Ademds, existe una constante K que depende unicamente de m, p y N tal
que

[ull oy < K llullymp) — Yu € W™ ().

Demostracién. Sea u € WJ""(Q) y se probard la siguiente afirmacién por
induccién sobre n < m: Sea |3| < m — n, entonces u € Wy " (),

qn_1<m_n_1<Ny (4.4)

|1 D%, @ = Cullullymsq) donde (4.5)
1 _ 1 n
G p N

Si |3] < m — 1, sabemos que DPu € Wol’p(ﬂ) y que por definicién ¢; = p*.
Como p < % < N, podemos utilizar el Teorema 4.4 para D’u y se obtiene
que DPu € LP () y que

B B
D74 ey < ClID |1y < Cltllypmaney - (4.6)
Por lo tanto u € WJ" """ (). Supongamos la hipétesis de induccién, si |5] <
m — n, entonces

1 1 1 _m-n 1 _ m—-—(n+1) 1
- — - —> LIt
nt1 G N N N N N
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Ademés Du € W, (Q) y utilizando el Teorema 4.4 se llega a que DPu €
Li+1(Q) y ademds se tiene que

HDBUHL%H(Q) <C ||DBUHW1in(Q) <C ||u||W’m*’"«»Qn(Q) :

Por consiguiente u € W "*+(Q), ademés por la desigualdad (4.4) se tiene
que
[llymnan (@) < Cn l[tllymrq) -

Para m = n, se tiene que W3 (Q) = LI(Q) y ademas
||uHLq(Q) <Cnm ||U||Wm,p(§2) :
u

Notacién 4.18 Denotemos por C*(2) al espacio de funciones u : @ — R
que tienen derivadas parciales de orden < k en ), con extrensiones continuas

a Q, con la norma
e = 185 A [5]  }

donde o = (v, ...,an) con a; € NU{0}, |a|:=a1+ - +an, y

O 9 0y
Ore " 9%y Ot

Usaremos el siguiente resultado.

Teorema 4.19 Si Q) es acotado y k > 1, entonces C*(Q) es un espacio de
Banach.

Demostracién. Vedse, por ejemplo, Jost [9]. m
Como consecuencia de la desigualdad de Morrey se obtiene el siguiente
resultado.

Teorema 4.20 (de Encaje para W;"?(Q), mp > N) SiQ es acotado, m €
N yp e (£,00), entonces para cada u € Wi (Q) eziste u* € C*(Q) con

k:=m— [ﬁ}—l,
p
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tal que
u*(x) =u(z) para casi todo x € ).

Ademds, existe una constante K que depende unicamente de m, p y N tal
que
||U*||ck(ﬁ) <K ||“||Wm,p(Q) Vu € Wy (Q).

Demostracion. Primero supongamos que % no es un entero. Entonces para

algiin [ € N, se tiene que
N N
[—} =l<—<I+1 (4.7)
p p

Procediendo como en la demostraciéon del Teorema 4.17, se obtiene que

pN
N —pl’

we W™t (Q) conri=gq =

Ademds, por (4.7), se tiene que r > N.

En consecuencia, para todo |a| < k := m — [ — 1 se cumple que D%u €
VVO1 "(Q) conr > N. Por el Teorema 4.10, existe una constante K que depende
unicamente de r y N tal que

1Dl ooy < K[ Dullyriniqy < K ltllyymry Vol <F.

Como Du € W, (), entonces existe una sucesion (u,) C C°(€2), tal que
up, — u en Wy (). Ademds se tiene que

0% (Up, — Uy
ox®

0<|ar|<m

[tn = Ul orgy = max {’ } < K [Jun — |l

Lo (Q)
Por lo tanto existe u* € C*(Q), tal que u,, — u* en C¥(Q).y
[l er@y < K lullymagqy -

Ademés como

0%u,,
max —
0<|a|<m oxe

} < K ||u, — u||Wm,T(Q) — 0,
L°°(Q)
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entonces
u*(z) = u(z) para casi todo x € Q.

Si & es un entero, definimos ahora I = & — 1, andlogamente tenemos que u €
- : o1 q

Wm*l”’(Q),conr:AfTNpl:N. Ahorasi N < ¢ < ooy |af Sm—%—lzk
podemos usar la desigualdad de Sobolev como lo hicimos anteriormente para
llegar a que D*u € L%(2). Procediendo analogamente al caso anterior se llega

a que existe u* € C*(€), tal que
[ lor@) < K llullwm@) ¥
u*(z) = u(z) para casi todo x € Q.

|
Una de las consecuencias importantes de este teorema es que si ) es

acotado y u € H[*(Q2) para toda m € N, entonces u € C*(f2). Esto nos
servird particularmente para demostrar la regularidad interior de la solucién
débil u del problema de Poisson.

4.3. Regularidad interior de la solucién del
problema de Poisson

Dados u : RY — R y h € R~ {0}, definimos

S u(x + he;) — u(x)
7 : h

donde ¢; = (0, ..., 1, ...,0) es el i-ésimo vector de la base canénica de RY.

Lemma 4.21 (a) Siv,w € L*(RY), entonces

[ @t == [ o),

para cualesquiera h € R~ {0}, i =1, ..., N.
(b) Siu € HY(RY), entonces 0'u € HY(RY) y

D;(6iu) = 0} (Dju),

para cualesquiera h € R~ {0}, 4,5 =1,...,N.



CAPITULO 4. REGULARIDAD INTERIOR 59

Demostracién. a) Sean v,w € L*(RY), entonces

/RN 00, M = /RN v(:c)w(x — hii})L — w(x)dx

o[ dathete,,, [ s,

_ _/ w(z) (v(z + he;) — U(x))dx

h
= —/ wolu.
RN

b) Sea u € H'(RY), entonces por la linealidad de la derivada débil se llega a
que

D,(8"u) = D, <u(3: + hefi) — u(:v)) _ Dju(x + he}i) — Dju(x) _ (D).

Lemma 4.22 Para cualesquiera u € H&(RN), heR~{0} yi=1,..,N se
cumple que
||5ZhuHL2(RN) < [ Diull 2y -

Demostracién. Consideremos primero el caso u € C>®(R"). Notemos que
1 " 0u 1 [ Ou(x +te;)
oy = = - te;)dt = — — " dt.
u /0 (x + te;) h /0 e

Por consiguiente utilizando la desigualdad de Holder se llega a

2

h [ ou(z + te;)
shul® < _/ TN gt
ol < 5 [ |22t
Por lo tanto
h 2
o2 1 ou(x + te;) B 2

Para el caso general, u € H}(R"), tomemos una sucesién (u,) C C®(RY),
talque u,, — u, en H*(RY). Por lo demostrado anteriormente se tiene

Hé’?'u’nHLQ(RN) S HDiu”HL2(RN) :
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Tomando el limite se obtiene la desigualdad
||5z‘hUHL2(RN) < HDiuHL2(RN) :
[ |

Lemma 4.23 Sea f € L*(RY) y sea u € HE(RY) una funcion que satisface

/Vu-th—F/ ugO:/ fo Vi € Hy(RY). (4.8)
RN RN RN

Entonces
1874 ]| g ory < 112y

para cualesquiera h € R~ {0}, i =1, ..., N.

Demostracién. Aplicando el Lema 4.21 con v := u y w := §!u obtenemos

/ (6hu)? = / w(6760),
RN RN

y tomando v := D;u y w := §"(D;u) obtenemos

/ (Dj(8))* = / (82 Dju)?
]RN RN
=— | Dju(6;"!Dju) =— | Dju(D;(5;"6!u)).

RN RN

Sumando las igualdades anteriores se tiene que

0 ullynany = [ V@0 @ == [ VeVETe - [ a6 0).
HI®RN) oy

RN RN RN

Como u satisface (4.8), usando el lema 4.21 concluimos que

62y = = [ £65 60,
RN

De la desigualdad de Holder y el Lema 4.22 se sigue que

H(szhuHZl(RN) S Hf||L2(RN) }}§;h5?u“L2(RN)

< Hf||L2(RN) HD1<5£LU)HL2(RN) < ||f”L2(RN) ||5zhuHH1(RN) .
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Si v = 0 la afirmacién del lema es cierta. Si u # 0, dividiendo la desigualdad

anterior entre H(SZhuH HLRN) obtenemos

Héﬁhu”Hl(RN) < Nl 2y

que es la desigualdad deseada. m
Antes del siguiente lema definamos convergencia débil.

Definicién 4.24 Sea H un espacio de Hilbert, y x,,x € H. Se dice que (x,,)
converge déblimente a x, si para cualquiery € H, ((z,,y)) — (z,y) en R. Se
escribe

Ty — T

Observacion 4.25 Notemos que por la continuidad del producto interior se
tiene que st x, — x en H, entonces x,, — x.

Proposicién 4.26 Sea (x,) C H. Si la sucesion (x,) esta acotada entonces
existe una subsucesion (y,) de (z,), que converge débilmente.

Demostracién. Véase por ejemplo Kolmogorov-Fomin [3]. m
Lemma 4.27 Sea u € L?(Q). Si para algin i = 1,..., N existe C > 0 tal que
h
Héi UHLZ(W) <C

para cualesquiera w CC Q2 y h € R\ {0} con |h| < d < dist(w, 0), entonces
u tiene i-ésima derivada débil en € y

”DiuHL?(Q) <C.

Demostraciéon. Tomemos una sucesién de nimeros reales tal que h, — 0
y definamos v, := §"u. Como [vnll 2 < € para todo w CC (1, existen
v € L*(Q) tal que

||U”L2(Q) <C

y una subsucesién de (v,), (a la cual continuamos denotando v,,), tal que

v, — v débilmente en L*(w) VYw CC Q.
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Sea ¢ € CX(R), y sea w CC Q tal que supp(y) C w. Entonces, usando el
Lema 4.21 obtenemos

/Qvnng:/Q(éfnu) —/ (6;m —>/ (93:1'

Por otra parte, como v, — v débilmente en L?(w)
Lo [ oo [

890
axz

En consecuencia,

/ vp Yo e CX(N).
Q
Es decir, —v = D;u es la i-ésima derivada débil de u. m

Proposicién 4.28 (Regularidad débil de las soluciones) Sea f € L*(9)
y sea u € H}(Q) una funcion que satisface

/Vu-Vgo—i—/ugo: / fe Vo € Hy(Z). (4.9)
Q Q Q
Entonces, para todo w CC Q, se cumple que u € H*(w) y

HUHH2(UJ) <cC Hf”L?(Q)

donde C' es una constante que depende unicamente de la distancia de w a la
frontera de ).

Demostracién. Fijemos d > 0 y escojamos a € C°(§2) tal que

(z) = 1 sidist(z,00) > d,
ar 0 si dist(z,0Q) < 3d.

Por el Lema 2.17, se tiene que au € H'(RY) y

0
D;(au) = aDju+u © vi= 1,..,N.

8@3
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Sea g := af —2Va-Vu—uAa. Claramente g € L*(RY). Probaremos primero
que au satisface

V(o) - V<p+/

[ (@me - /RNW Vo HIRY).  (410)

RN
Primero notemos que como @y € C2°(2), entonces
[ (Vi) (@) = [ sa
RN RN
Como au tiene derivada débil se tiene que

V(m)-VgoJr/

R

(m)w—/ aVa-V<p+/ ﬂVa-V@+/ (au)p
N RN RN RN

- VH~V(@Q@)—/

RN R

RN

WA&—Q/ goVﬂ-VaJr/ u(ap)
N RN RN
= —/ ﬂgpA@—/ 2pVaVu + fap)
RN RN RN

:/ (—2VaVu — uAa + af) .

RN
:/ gp Vo€ CP(RY).

RN

Esto prueba la ecuacién (4.10). En consecuencia, por el Lema 4.23 y la
desigualdad de Holder, se cumple que

167 (@) || g1 gy < N9l z2eery < CUF N 2nyHlwl ggay) = CUF Iz Hlull )
para cualesquiera h € R~ {0}, i = 1,..., N, donde C' depende tinicamente

de a vy, por tanto, depende tinicamente de d. Ademds como u € H}(Q) y
satisface (4.9), se tiene que

2
iy = | 70 < 1l s
En consecuencia [[uf| g1 gy < [|f]l; ¥, por lo tanto,

152 sy < C Il -
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Por otra parte sea
Qq = {x € Q: dist(z,00) < d}.

Observemos que 67 (au)(x) = d'u(x) para cualesquiera x € Qg, h € R~ {0}
con |h| < d,i=1,...,N. Por tanto,

i {81l gy 62Dyl oy < 11570

para todo w CC Qag, h € R\ {0} con |h| < d, i,j =1,...,N. Del Lema 4.27
se sigue que

1Djull 2y, < C NN 20y »

Dju tiene i-ésima derivada débil en 4, y
||DiDju||L2(Q2d) <C ||f||L2(Q) :

Como lo anterior es védlido para todo d > 0, se tiene que v € H?*(w) para
todo w CC €2 y se cumple que

N 1/2
lull 2y = <||U||i2(w) + Z ||Dju||iz(w) + Z ||D,~Dju||i2(w))
Jj=1 2
2 2
< ullzogey + (N + N)C? || fll 20
2
< Ol fllz2q) -
donde C' depende unicamente de dist(w,d2). m

Observacion 4.29 Ndtese que en la demostracion anterior solo usamos que
u € Hy(Q) para concluir que |[ul| g2y < C || fll 12 - El resultado continia
siendo vdlido si en vez de suponer que u € H}(Q), suponemos que u € H*(2)
y que |[ull oy < Cllfllp2q - Utilizando esto podemos probar el siguiente
corolario.

Corolario 4.30 Sea f € H™(Q) y sea u € HL(Q) una funcion que satisface

/QVu-Vga—l—/ng0:/Qfg0 Vo € C°(). (4.11)
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Entonces, para todo w CC Q, se cumple que u € H™2(w) y

HUHH7”+2(w) <C HfHHm(Q) )

donde C' es una constante que depende tunicamente de m y de la distancia de

w a 0f).

Demostracién. Supongamos que la afirmacion es valida para m—1. Supong-

amos que f € H™, sea |a| = m, por hipétesis de induccion D € H(w),
queremos ver que D%u € H 2(w), por lo visto anteriormente es suficiente
probar que

/ VDuN p + / (D%u)p = / (D*f)p Yo € C=(RM). (4.12)

Sea ¢ € C°(Q), si sustituimos D%p por ¢, en (4.11), obtenemos

/ uD%p + / VuV D% = / fD% .
Q Q Q
A partir de 4.12 se obtiene que
HDauHHl(Q) < [ID*fll,-
Por hipétesis de induccién se obtiene
Hu”Hm+2(w) <cC Hf”Hm(Q) :

Corolario 4.31 Si f € C*(Q) yu € Hy(Q) es una solucion débil del prob-
lema (p), entonces u € C*(Q) y satisface

—Au+u=f end

Demostracién. Seaw CC Qyseaa € C(Q) tal que a(x) =1 Vx € w. Por
el Corolario 4.30, u € H™(w) Vm € N. Por lo tanto au € Hg*(Q2) El teorema

4.20, asegura que existe una funcién v* € C*(Q), tal que u*(z) = au(z)
para casi todo x € ). En consecuencia

u*(z) = u(z) para casi todo z € w.
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Sean w, CC € tales que w, C wny1 y 2 C |J wn vy sea v’ € C=(Q) tal que
n=1

ul(x) = u,(x) para casi todo = € w, Entonces la funcién u* : Q@ — R dada

por
u*(z) = up(x) siz € wy,,

estd bien definida y u* € C*°(Q2). Se tiene que

/Vu*-Vgo+/u*g0:/fgo Yo € C°(9).
Q Q Q

De esta igualdad se obtien que

/(—Au*+u*—f)g0:0 Yo € C°(92).

Q

Como —Au* + u* — f es continua en 2, se concluye que
—Au+u=f enfl

4.3.1. Comentario final

No probaremos nada mads, sin embargo es importante notar que el resul-
tado de regularidad en el interior se puede generalizar al siguiente teorema.

Teorema 4.32 Sean Q de clase C* y f € H™(Q) y sea u € H}(Q) una
funcion que satisface

/Vu-Vgo—i—/ugo:/fgo Vo € C°(9).
Q Q Q

Entonces se cumple que v € H™2(Q) y

||U||Hm+2(s2) <C ||f||Hm(Q) ;
donde C' es una constante que depende tunicamente de la distancia de w a la
frontera de ).

Demostracién. Véase por ejemplo Evans[2]. =
A partir de este teorema se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 4.33 Si Q es de clase C*, f € C®(Q) y u € HI(Q) es una

solucion débil del problema (p), entonces u € C*(Q) y satisface

—Au+u=f end
u=0 en JON.
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Notacion béasica

Espacios euclidianos

R denota al conjunto de los nimeros reales.
RN denota al espacio euclidiano de dimensién N, con la norma
|| denota a la norma euclidiana de z € RY.
Q, Q, denotan abiertos en RY.
0N denota a la frontera de (2.
A+ B ={r+vy|z€Ayec B}, paraA BCRN.
ACCB quiere decir que A es compactoy A C B.
d(X,Y) =inf{d(z,y) |z € X,y e Y}
ANB es el conjunto de los elementos que estan en A y no estdn en B.
A° es el interiror del conjunto A.
A es la cerradura del conjunto A.
Espacios de funciones
C(A) es el espacio de funciones reales continuas en A C RY.
y es la funcién definida en B como u|, (2) :=u(z) Vo € B,
B donde B C A.
supp(u) ={zeRN:u(z) #0}NQ, paraue C(Q).

es el méximo subconjunto abierto de 2 tal que f(z) =0

v para casi toda x € wy.
supp( f) = Q N\ wy, para f medible.
Ck () es el espacio de funciones reales que tienen derivadas parciales .
continuas de orden < k en (2.
C(Q) es el espacio de funciones continuas u:Q) — R
CH(@) es el espacio de funciones u:Q) — R que tienen de_rivadas parciales
de orden < k en 2, con extensiones continuas a ).
C>*(Q) = N CkQ).
k=1
C>(Q) = {u € C>®(Q) : supp(u) es compacto}.
LP(92) ={u:Q—R:uesmedibley [,[ul’ <oco} conlanorma
lull oy = llull, = (Jo )", parap e [1,00).
L>(Q) = {u:Q — R:uesmedible y 3C tal que |u(x)| < C p.c.t. x € Q}
[ull ooy = [Julloo = If{C € R: [u(z)] < C p.ct. x € Q}.

L} .(Q) es el espacio de funciones u, tal que v € L'(w), para todo w CC Q.



Bibliografia

[1] H. BrEZ1S, Andlisis Funcional, Alianza Editorial, 1984.

[2] L. EvANs, Partial Differential Equations, American Mathematical Soci-
ety 1998.

3] A.N. KoLmoGorov; S.V. FoMIN, Introductory Real Analysis, Dover
Publications, 1975.

[4] A.N. KoLM0oGOROV; S.V. FOMIN, Elements of the Theory of Functions
and Functional Analysis, Dover Publications, 1999.

[5] R. WHEEDEN; A. ZYGMUND, Measure and Integral, Dekker 1977.

[6] J. DIEUDONNE, Eléments D’Analyse Tome I, Gauthier-Villars Editeur
1972.

[7] J. DIEUDONNE, Elementos de Andlisis Tomo II, Gauthier-Villars Editeur
1982.

[8] J. DIEUDONNE, History of Functional Analysis, North Holland 1981.

[9] J. JosT, Postmodern Analysis, Springer 2000.

68



	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Convolución y Regularización
	Capítulo 2. Espacios de Sobolev
	Capítulo 3. Existencia de una Solución Débil para el Problema de Poisson
	Capítulo 4. Regularidad Interior
	Bibliografía

