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Abstract

The basis graph of a matroid N is the graph B[N] whose vertices are given
by all the basis of N and in which two basis B and B’ are adjacent if BU B’

contains a unique circuit.

In this thesis we will define and study the following subgraphs of the basis

graph of a matroid:

1) Let N be a matroid and ¢ : E(N) — {1,2} a surjective mapping. The
bicolor basis graph of N, B[N, ¢] is the spanning subgraph of B[N] in which
two basis B and B’ of N are adjacent if (B —e)U f =B foreec B—B'y
f € B' — B such that ¢(e) # o(f).

2) Let M be an oriented matroid and M be the underlying matroid of M. We
define the circuit basis graphB.;[M] of M as the spanning subgraph of B[N]
in which two basis B and B’ are adjacent if (B —e)U f = B fore€ B— B’
and f € B'— B with e, f € X* where X is a circuit of M whose support X

is the unique circuit of M contained in B U B’.

3) We define the cocircuit basis graphB.,[M] of M as the spanning subgraph
of B[N] in which two basis B and B’ are adjacent if (B —e)U f = B’ for
e€ B—B and f € B — B withee X, f € X~ where X is a circuit of M

whose support X is the unique circuit of M contained in B U B’.

We will give sufficient and necessary conditions for B[NV, ¢] to be connected
and also sufficient conditions for the connectivity of B [M] and B.[M] are

given.

Let G be a graph and C' be a set of cycles of GG. The tree graph of G defined

1



by C' us the graph T(G, C') that has one vertex for each spanning tree of G.
In which two trees T and T" are adjacent if their symmetric difference consist
of two edges and the unique cycle contained in T'UT" is an element of C.
In the second part of this thesis a necessary and sufficient condition for this
graph to be connected are given for the case where every edge of G belongs

to at most two cycles in C'.



Introduccion

La grafica de bases de un matroide N es la grafica B[N] cuyo conjunto de
vértices es el conjunto de bases de N y en la cual dos bases B y B’ son
adyacentes si y solamente si B’ = (B —e) U f para dos elementos e € B — B’
y feB —B.

La gréfica de arboles, T'(G), de una grafica G es la gréfica que tiene como
vértices a los arboles generadores de G y en la que dos vértices Ty T’
son adyacentes si y solamente si existen dos aristas e € E(T) — E(T") y
feET)—E(T) tales que T" = (T —e) + f. Es decir, T(G) es la gréfica de
bases del matroide de G. Cummins probé en [4] que T(G) es hamiltoniana.

El resultado andlogo para B[N], fue probado en [10] por Holzmann y Harary.

La grafica de arboles de cambios adyacentes, T,(G), de una gréfica G es la
subgréfica generadora de T'(G) en la cual dos arboles T'y T” son adyacentes
si y solamente si 7" = (T — e) + f para dos aristas e € E(T) — E(T") y

f € E(T)— E(T) que tienen un vértice en comun.

Zhang y Chen probaron en [17| que para toda grafica conexa G, no necesa-
riamente simple pero sin lazos, T,(G) es p-conexa, donde p es la dimensién
del espacio de ciclos de G. Algunos resultados relacionadas fueron estudiados

por Heinrich y Guizhen [9].

Otra subgrafica generadora de T'(G) es la grafica de arboles por intercambio
de hojas, T;(G). En ésta dos arboles generadores 7'y T” son adyacentes si y
solamente si son adyacentes en T'(G) y las dos aristas e € E(T) — E(T") y
f € E(T") — E(T) son hojas de los arboles T' y T" respectivamente.
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Harary, Mokken y Plantholt, [8], probaron que 7;(G) es conexa para cualquier
grafica 2-conexa G. Finalmente, Broersma y Li [3], caracterizaron las gréficas

para las cuales T}(G) es conexa.

Sean GG una grafica conexa y C una familia de ciclos de G. En el 2003 Li,
Neumann-Lara y Rivera-Campo [14], definieron la gréafica de arboles respecto
aC, T(G,C), como la subgrafica generadora de T'(G), en la cual dos arboles
T y T" son adyacentes si y solamente si son adyacentes en T'(G) y el unico ciclo
contenido en T'UT" es un elemento de C'. Ellos encontraron tanto condiciones

necesarias como condiciones suficientes para que esta grafica sea conexa.

En ese mismo articulo, para un matroide N y una familia de circuitos C' de
N, definieron la grafica de bases respecto a C, B(N, C'), en la que los vértices
son las bases de N y dos bases B y B’ son adyacentes si y solamente si son
adyacentes en B[N] y el tnico circuito contenido en B U B’ es un circuito de
la familia C'. Ellos generalizaron algunos de sus resultados sobre T'(G, C) a

B(N,C) cuando N es un matroide binario.

Siguiendo el mismo corte, en este trabajo definimos y estudiamos las siguien-
tes tres subgraficas de la grafica de bases de un matroide, de las cuales las

dos ultimas estdn sumamente relacionadas.

1) Sea N un matroide y ¢ : E(N) — {1,2} una funcién suprayectiva.
Definimos a la gréfica de bases de N por adyacencias bicoloreadas, B[N, ¢],
como la subgréfica generadora de B[N] en la que B y B’ son adyacentes si y

solamente si (B —e) U f = B’ para dos elementos, e € B— B’y f € B'— B,
que cumplen que ¢(e) # &(f).

2) Sea M un matroide orientado y M su matroide subyacente. La gréfica
de bases por adyacencias ciclicas, B.;[M], de M es la subgrafica generadora
de B[M] en la que dos bases B y B’ son adyacentes si y solamente si B’ =
(B—e€)U fyloselementos e € B—B'y f € B'— B de M estan en la parte
positiva de un circuito orientado de M cuyo soporte es el tinico circuito de
M contenido en BU B'.



3) Sea M un matroide orientado y M su matroide subyacente. La grafica de
bases por adyacencias cociclicas, B.,[M], de M es la subgréfica generadora
de B[M] en la que dos bases B y B’ son adyacentes si y solamente si los
elementos e € B— B’y f € B'— B de M son tales que (B—¢)U f =B’
y existe un circuito orientado de M en el que el elemento e estd en su parte
positiva, f en su parte negativa y cuyo soporte es el tnico circuito de M
contenido en BU B'.

En el Capitulo 1 encontraremos los conceptos basicos de la Teoria de las
Gréficas, de los Matroides y de los Matroides Orientados necesarios para los
resultados que damos en la tesis. Los resultados expuestos en este capitulo
no incluyen demostraciones pero se indicara la bibliografia en donde el lector

las puede encontrar.

En la primera seccién del Capitulo 2 estudiaremos condiciones suficientes
para que la grafica de bases por adyacencias bicoloreadas de un matroide sea
conexa. En la segunda seccién generalizaremos un resultado de Li et al. [14]
para B(N,C). La tercera seccién estard dedicada a demostrar condiciones
necesarias para que la grafica de bases por adyacencias ciclicas y la gréfica
de bases por adyacencias cociclicas sean conexas. También se probara un teo-
rema que relaciona estas dos graficas. Por tltimo, demostraremos el teorema
principal de la seccién que afirma que B;[M] es conexa o B.,[M] es conexa

cuando el matroide subyacente de M es conexo.

En la primera seccién del Capitulo 3, a manera de ilustraciéon, se mencionaran
corolarios de los teoremas demostrados en el Capitulo 2 en los que se senala

la interpretacion de los resultados para graficas y graficas orientadas.

Finalmente, en el Capitulo 4, estudiaremos a la grafica de arboles de una
grafica respecto a una familia de ciclos C, que como dijimos fue estudiada
en [14]. Definiremos una nueva propiedad de la familia de ciclos C' llamada
At-densidad. En la primera seccién demostraremos que si C' es A*-densa

entonces T(G, C) es conexa. Finalmente, en la segunda seccién mostraremos



que si T(G, C) es conexa y C' cumple que cada arista de G es arista de a lo

mads dos ciclos de C, entonces C es At-densa.

Por 1ltimo en el apéndice titulado Preguntas se listaran algunos problemas

que surgen de los resultados de esta tesis.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se resumen los conceptos necesarios para el desarrollo de
los resultados obtenidos. Las definiciones y los teoremas expuestos en el mis-
mo se encuentran desarrollados en [2, 5, 16, 11], por ello nos limitaremos a

enunciarlos.

Para definir a nuestros objetos serd necesario introducir antes algunas nota-
ciones. Sean X y Y dos conjuntos. El conjunto {z € X | z € Y} serd de-
notado por X — Y (esta notacién resulta necesaria para no crear confu-
siones con una operacién matroidal mencionada posteriormente). Denota-
mos por XAY al conjunto (X UY) — (Y N X) también conocido como la
diferencia simétrica de X con Y. Ademas, en algunas ocasiones, para fa-
cilitar la escritura de las definiciones y los resultados, denotaremos por z al
conjunto {z}, es decir AUz = AU{z}, A—z=A—{z}, etc.

Sea f: A — B una funcién y X un subconjunto de A. Denotaremos por
flx ala funcién f|x : X — B tal que f|x(z) = f(x) para todo z € X.

Dicha funcién se conoce como la restriccién de f a X.

1.1. Matroides

Un matroide N es una pareja ordenada (E,Z) que consiste de un conjunto
finito £ y una coleccion Z de subconjuntos de E, que satisfacen las siguientes

propiedades, conocidas como los axiomas de independencia.
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8 Capitulo 1

(7)) 0 e I;
(Zy) Sil e€Z el C 1, entonces I' € T;

(Zs) Sitanto I; como Iy son elementos de Z y |I;| < |5, entonces existe un
elemento e € Iy — I tal que [ Ue € 7.

Los elementos de Z son llamados los independientes de N, y el conjunto
E es su conjunto base. Denotamos por B a la familia de los conjuntos
independientes maximales de N. Sus elementos, llamados bases, satisfacen

las siguientes propiedades:

(B1) B no es vacio;
(BQ) Si Bl, B2 eB y B1 Q Bg, entonces Bl = BQ;

(B3) Si tanto B; como B, son elementos de By e € By — By, existe un
elemento f € By — By tal que (B; —e)U f € B.

Las propiedades By, By y Bs son conocidas como los axiomas de las ba-
ses. En particular, Bs, llamado usualmente el axioma de intercambio,
esta intimamente ligado con las adyacencias de la grafica de bases que defi-
niremos en el siguiente capitulo. La razon de llamarlos axiomas resulta del
siguiente hecho: si definimos a un matroide como una pareja (£, B), donde
B es una familia de subconjuntos de E que cumplen By, By y Bs, se tiene
que {S | S C B para alguna base B de N} es una familia de subconjuntos
de E que cumple con los axiomas de independencia antes mencionados. Es
decir, la definiciéon de un matroide que utiliza a la familia de independientes

es equivalente a la que utiliza a la familia de las bases. [16, pp.16-18]

Denotaremos por C a la coleccién de los subconjuntos minimales de N con
la propiedad de no ser independientes. Estos subconjuntos se conocen como

los circuitos de N y, como se puede ver en [16, p.9], cumplen que:



Preliminares 9

(C1) 0 ¢ G
(Cy) SiCp,Cy € Cy Oy C (Y, entonces Cp = Cy;

(Cs3) Si tanto C como Cy son circuitos de N, e € C1NCyy f € Cp — Cy,
existe C3 € C que contiene a f y tal que C3 C (C; U Cy) — e.

Como en el caso de las bases, se puede definir a un matroide como la pareja
(E,C), donde C es una familia de subconjuntos de E que cumplen los axiomas
C1, Cy y C3. En este caso, la familia cuyos elementos son los subconjuntos de
E que no contienen circuitos, cumple con los axiomas de independencia. Asi,
Cy, Cy y C3 son llamados los axiomas de los circuitos de un matroide. En
particular, C3 es el axioma de eliminacién y sera sumamente socorrido en

la mayoria de las demostraciones del segundo capitulo.

Con lo anterior, podemos pensar en un matroide N como un conjunto finito
E junto con una familia de bases, B, una de independientes, Z, y una de

circuitos, C, que estan intimamente relacionadas.

Cuando sea necesario especificar que F es el conjunto base del matroide N,
lo denotaremos por E(N). Analogamente, escribiremos Z(N), B(N) y C(N)

para el conjunto de independientes, bases y circuitos de N respectivamente.

Terminaremos esta seccién con una aplicacion del axioma de eliminacion.
Sabemos que una base B es un independiente maximal, lo que significa que
si tomamos a un elemento e € F — B, el conjunto B U e contiene por lo
menos un circuito. Si B U e tiene por lo menos dos circuitos C; y Cs, ambos
contendrian al nuevo elemento e, ya que B es independiente. Por el axioma de
eliminacién existirfa un circuito contenido en (C;UCy) —e, lo que claramente
es imposible. Asi, denotaremos por C(B,e) al tnico circuito contenido en
B Ue. Anélogamente, si By B’ son dos bases tales que B’ = (B —e) U f
parae € B— B'y f € B'— B, es decir adyacentes en B[N], entonces existe

un tunico circuito contenido en B U B’ que denotaremos por C(B, B').
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Dualidad, eliminacién y contraccion de un conjunto

A continuacién definiremos clertos matroides relacionados con un matroide

N y mencionaremos algunas operaciones para construirlos.

Sean X un subconjunto de E e Z|X el subconjunto de Z que tiene como
elementos a los independientes de N contenidos en X. La pareja (X,Z|X)
es un matroide, conocido en la literatura como la restriccién de N a X y
denotado por N|X.

Otro matroide importante es el dual del matroide N, (E, B*), donde B* =
{E — B | B € B}. Este matroide es denotado por N*. Los circuitos del ma-
troide N* — llamados cocircuitos de N — estan relacionados con los circuitos

de N por el siguiente teorema. Ver [2, Lema 3.4.2].

Teorema 1.1.1. Dados un circuito X de un matroide N y dos elementos
e, f € X, existe un cocircuito Y de N tal que X NY = {e, f}.

Sea X C F, existen dos operaciones fundamentales de un matroide N que
involucran a X. La primera operacion es la eliminacién de X, con la que
se obtiene un nuevo matroide denotado por N\ X. Este tiene como conjunto
base a E— X y sus independientes son aquellos independientes de N que estan
totalmente contenidos en £— X . En términos de lo visto anteriormente, N\ X

no es otra cosa que el matroide N|(E — X).

La otra operacién es la contraccién de X. Al matroide que obtenemos con
esta operacién lo denotamos por N/ X y esta definido como N/ X = (N*\ X)*.

El siguiente teorema es la caracterizacién de los circuitos de N/X que nos-
otros ocuparemos, y su demostraciéon, asi como la del Teorema 1.1.3 pueden

ser encontradas en la seccién 3.1 de [16].

Teorema 1.1.2. Los circuitos de N/X son los conjuntos minimales no
vacios del conjunto {C — X | C' € C(N)}.
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Las bases de N/x estan relacionadas con las bases de N por el siguiente

teorema:

Teorema 1.1.3. Sea B una base de un matroide N, x € B y B, una base
de N/x. Entonces,

i. El conjunto B — x es una base de N/x y

1. B, Uz es una base de N.

Conexidad

Definiremos a un matroide conexo a partir de una relacion entre sus elemen-
tos. Sea N un matroide, para cada elemento x € E definimos el conjunto
v(x)={z}U{y | x,y € C p.a. C € C}. La relacién en E definida por

x ~., y siy solamente si y € y(x),

es una relacion de equivalencia. Las clases de equivalencia definidas por v son
las componentes conexas de N. Si N tiene una sola componente conexa
entonces diremos que es un matroide conexo, de lo contrario diremos que

N es disconexo.

Por otra parte, a cada subconjunto X del conjunto base de un matroide NV,
podemos asignarle un entero ry(X) que denota la cardinalidad de una base
de N|X. Dicho entero es el rango de X en el matroide N y ry : E — N
es llamada la funciéon de rango de N. Los matroides disconexos estan

relacionados con su funcién de rango por el siguiente teorema:

Teorema 1.1.4. Un matroide N es disconexo si y solamente si existe un

subconjunto K C E no vacio tal que

rnv(K) +ry(E—K) =ry(E).

La relacién entre la conexidad de N y la de su dual, N*, estd dada a conti-

nuacion.
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Teorema 1.1.5. N es un matroide conexo st y solamente si N* es conezxo.

La demostraciéon de los teoremas 1.1.4 y 1.1.5 pueden ser encontrados en la
pagina 129 del libro [16].

Finalmente, decimos que un elemento x de un matroide N es contraible si

y solamente si N/z es un matroide conexo.

Bicoloracion de un matroide

Una k-coloracion efectiva de los elementos de un matroide N es una fun-
cién suprayectiva ¢ : E — {1,2,...,k}. Si k = 2 entonces diremos que ¢ es

una bicoloracién efectiva de N.

1.2. Graficas

Sea V un conjunto, denotamos por [V]? al conjunto que tiene como elementos
a los subconjuntos de dos elementos de V. Una grafica es una pareja de
conjuntos, G = (V, E), que cumple que E es un subconjunto de [V]2. Los
elementos de V' son los vértices de la grifica G y los elementos de E son
las aristas. Para evitar confusiones, en algunas ocasiones, V(G) denotard al

conjunto de vértices de la grafica G y E(G) al conjunto de aristas de G.

La arista {x, y} se escribe usualmente como zy (o yz). Dos vértices x y y son
adyacentes si y solamente si xy es una arista de G. Decimos que x y y son

los extremos de una arista u si u = xy.

Dos graficas, G y G’, son isomorfas, G = (', si existe una biyeccién
v : V(G) — V(G) tal que zy € E(G) si y solamente si ¢(z)p(y) € E(G'),
para todo z,y € V(G). Cuando dicha biyeccién sea evidente, trataremos a

dos graficas isomorfas como iguales.
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Coloraciones

Una k-coloracion efectiva de las aristas de una grafica G es una funcion
suprayectiva ¢ : E — {1,2,...,k}. Si kK = 2 entonces diremos que ¢ es una

bicoloracién efectiva de las aristas de G.

Una k-coloracion propia de los vértices de una grafica G es una funcion
c:V —{1,2,...,k} tal que c(v) # c¢(w) si v y w son adyacentes. Si k es
el entero mas pequeno tal que G tiene una k-coloracion propia de vértices,
entonces k, denotado por x(G) es llamado el nimero cromatico de G. Si

X(G) < k entonces decimos que G es k-coloreable por vértices.

También podemos colorear a las aristas de una gréafica. Una k-coloracion
propia de las aristas de G es una funcién ¢ : E — {1,2,...,k} que
cumple que c(e) # ¢(f) si e y f comparten a uno de sus extremos. Si k es el
entero mas pequeno que tiene la propiedad de que G tiene una k-coloracion
propia de aristas, entonces k es el indice cromatico de G y es denotado por
X'(G). Si X'(G) < k entonces decimos que G es k-coloreable por aristas.

Subgraficas

Sea G' = (V' E') una gréfica. Si V' C V y E' C E, diremos que G’ es una
subgrafica de G. Algunas de las subgréficas importantes de una grafica G
son las llamadas subgréficas generadoras: G’ es una subgrafica generadora
de G si y solamente si G’ es una subgrafica de G' cuyo conjunto de vértices

es justamente el de G, es decir, V = V",

Como en el caso de matroides, con una grafica GG se pueden realizar ciertas
operaciones para obtener nuevas graficas. Para definirlas necesitamos primero
definir la grafica completa de n elementos, K, que tiene como conjunto de

vértices a un conjunto V de cardinalidad n y como aristas al conjunto [V]%.

Sean G una gréafica con n vértices y F' un subconjunto de las aristas de G. La
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grafica G — F, tiene como vértices al conjunto V' y como conjunto de aristas
al conjunto ' — F', la operacion que estamos realizando es borrar las aristas
de F' de la grafica G. También podemos agregar aristas, G + F' es la grafica

que se obtiene de GG anadiendo las aristas de F'.

Otra grafica que podemos obtener a partir de G es la grafica complemento.
Si G es una grafica con n vértices, el complemento de GG, denotado por G*,

es la grafica K,, — E.

Trayectorias, ciclos y cortes

Una trayectoria es un grifica P = (V) E) tal que V = {zg,x1,..., 21}
y E = {xor1, 2129, ..., 7512 }. El nimero de aristas de P, k — 1, es la

longitud de la trayectoria.

Usualmente nos referimos a una trayectoria por una sucesion de vértices y
escribimos P = xxy...x,. Decimos indistintamente que P es una zoxj-
trayectoria, que es una trayectoria de xy a xp , que es una trayectoria que

conecta a xg con Ty 0 que es una trayectoria entre g y x.

Si P = xoxy...75_1 es una trayectoria y k > 3, entonces la grafica
C := P+ x;_12¢ es llamada ciclo y, como en el caso de las trayectorias,
la longitud del ciclo es su ntimero de aristas. Una grafica G es aciclica si

ninguna de sus subgréficas es un ciclo.

Sea GG una grafica. Si V; y V, forman una particion de V', el conjunto E(V;, V3)

de aristas de GG que tienen un extremo en V; y otro en V5 es un corte de G.

Conexidad y 2-conexidad

Una gréfica GG es conexa si y solamente si cualquier par de vértices esté co-

nectado por una trayectoria de GG, de lo contrario, GG sera llamada disconexa.
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Una grafica GG es k-conexa, para un entero positivo k, si y solamente si
V| > k y G — X es conexa para todo subconjunto X C V tal que |X| < k.
El siguiente teorema caracteriza, de forma equivalente, cuando una gréfica G

es 2-conexa. Ver [5] Capitulo 3 Ejercicio 8.

Teorema 1.2.1. G es una grafica 2-conexa si y solamente si |V| > 2 y cada

par de aristas de G estd contenido en un ciclo de G.

Un corte E(V1,V2) de una gréfica conexa es minimal si y solamente si G — S
es conexa para todo S C E(Vi, Va).

Arboles

Un arbol es una grafica conexa T' = (V, E) con |V| — 1 aristas. El siguiente

teorema caracteriza a las graficas que son arboles (][5, Teorema 1.5.1]).

Teorema 1.2.2. Sea T una grdfica. Son equivalentes

1. T es un drbol
2. T es una grdfica aciclica maximal

3. T es una grdfica conexa minimal

El segundo inciso del Teorema 1.2.2, caracteriza un arbol 7' como una grafica
(V, E') que no contiene ciclos, pero tal que T' + e si los contiene para toda
e € E(Ky)— E. De hecho, como podemos ver en la Figura 1.1, T'+ e contiene

exactamente un ciclo, C(e,T'), que contiene a e.
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C(e,T)

Figura 1.1. C(T e)

Por otra parte, el tercer inciso del Teorema 1.2.2 caracteriza a un arbol T’
como una grafica conexa tal que T'— e es disconexo para toda arista e de T
Gracias a esta caracterizacion, dado un arbol generador T' de una grafica G
y una arista e € £ — FE(T), estd definido de forma natural un corte minimal
de G, E(V1,V4), en el que Vi y V5 son los conjuntos de vértices de las dos
componentes conexas de T'— e. A este corte lo denotaremos por co(e, T). Es
importante notar que la tnica arista de 7" en co(e,T’) es e como se ve en la

Figura 1.2.

Figura 1.2. El corte definido por Ty e
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La relacién entre las graficas y los matroides

[ntimamente relacionado con la estructura de una grafica conexa (G, existe un
matroide, N¢, que tiene como conjunto base al conjunto de aristas de G, y co-
mo independientes a Z(Ng) = {E(G’) | G’ es una subgréfica aciclica de G}.
A Ng se le conoce como el matroide de G. En este caso,
B(Ng) = {E(T) | T es un arbol generador de G}, lo cual no es sor-
prendente, pues de la caracterizacién de los drboles podemos inferir que los
arboles generadores son las subgraficas aciclicas maximales de G. Ademas se
tiene que C(Ng) = {E(C) | C es un ciclo de G}.

omo es un matroide, una de las preguntas que surgen naturalmente es
C Ng troide, de las p tas q tural t

.Quién es su matroide dual, Ni7 Se sabe que este matroide no siempre es
el matroide de una grafica. Su familia de circuitos — cocircuitos de Ng —

tiene como elementos a los cortes minimales de G.

Para los objetivos de este trabajo es importante mencionar que la conexidad
de Ng es equivalente a la 2-conexidad de la grafica G y que una bicoloracion

efectiva de las aristas de G es también una bicoloracion efectiva de Ng.

El espacio de ciclos

Sea G = (V, E) una grafica con m aristas. El espacio de aristas de G,
E(G), es el espacio vectorial de todas las funciones f : E — Fy donde Fy es

el campo de dos elementos, Fo = {0, 1} con la operacién (f +¢g) : E — F
es tal que (f + g)(e) = f(e) + g(e).

Cada elemento de £(G), f, corresponde naturalmente al subconjunto de F
al que se le asigné el valor 1 bajo f, es decir al conjunto Im~1(1) . Entonces,
podemos pensar en este espacio vectorial como un conjunto que tiene como
elementos a los subconjuntos de F; como suma a S + 5" := SAS’; el inverso

de cada subconjunto U es el mismo U y el cero de £(G) es el conjunto vacio.
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El espacio de ciclos, I'(G), es el subespacio de £(G) generado por los ciclos
de GG. Como la diferencia simétrica de dos ciclos es una unién de ciclos ajenos
en aristas, este subespacio consiste s6lo de dichas uniones y del conjunto

vacio.

Si T es un arbol generador de una grafica conexa G con n vértices y m aristas
y F es la familia de ciclos {C(T,e) | e € E(T)}, se puede demostrar que F
es una base del espacio de ciclos de G y de ahi que la dimensién de I'(G) sea
m—n+ 1.

1.3. Matroides orientados

Antes de definir a los matroides orientados debemos ponernos de acuerdo en

cierta nomenclatura.

Un conjunto orientado X es un conjunto X con una particién (X, X ™)
de X en dos conjuntos distinguidos Xt y X ~; donde X es llamado el con-
junto de elementos positivos de X y X~ el conjunto de los elementos

negativos de X.

Diremos que X es un conjunto orientado positivo, si X~ = (). El con-

junto orientado opuesto de X, denotado por —X, es el conjunto X con
la particién (—X)" = X~ (=X)” = X*.

Sean X un conjunto orientado, —X su conjunto orientado opuesto y C' un
conjunto. Decimos que {X, —X} es una orientacién de C si y solamente si
X=C.

Sea N = (E,C) un matroide. Para cada C € C sea C' una orientacién de C.
— — —
Si C ={X | X € C p.aC e} diremos que C es una orientacién de C.

Un matroide orientado M = (E, E)) es un matroide M = (E,C) con una

— —
orientacion de sus circuitos C que satisface que para todo X, Y € C, X #
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~-Yyee XTNY ™, existe Z € C tal que Zt C(XTUY ) —ey Z~ C
(X"UY ") —e. Como M es un matroide entonces M cumple en total con las
siguientes propiedades:

((?0) Si X e ?, entonces X # ();
C)Si—-C={-X|XeCl,C=-C;

((?2) Para todo X,Y € ?, si X CY, entonces X =Y o X =Y

al

(C_;) Paratodo X, Y € C, X # -Y yee XTNY ", existe Z € C tal que
ZtC(XTUY ) —eyZ C(X-UY ) —e.

El matroide M es el matroide subyacente de M, los elementos de C son
llamados circuitos orientados de M y F es el conjunto base de M. Cada
circuito C' de M es el circuito subyacente de los circuitos orientados que

i
pertenecen a C'.

Otra forma de pensarlo es que cada circuito orientado X de M es tal que X

es un circuito de M. Una definicién equivalente es la siguiente: un matroide
—

orientado es una pareja (E, C) de un conjunto finito £ y una familia de

. . — - = — —
conjuntos orientados C que cumplen Cy, C1, Coy C3.

Ortogonalidad

Para cada conjunto orientado X, en particular para cada circuito orientado,
existe una funcién sgx : X — {—1,1} que, a cada elemento e € X+ le

asocia el 1 y a cada elemento f € X~ le asocia el —1.
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Dos conjuntos orientados X y Y son ortogonales, X | Y, si y solamente si

X y Y cumplen con alguna de las siguientes propiedades:

1. XNY =0;

2. Existen e, f € X NY tales que sgx(e)sgy(e) = —sgx(f)sgy (f).

El dual de un matroide orientado

Dado un matroide M con un conjunto base E. Sea M™ el matroide dual de

M. En 1978, Bland y Las Vergnas demostraron los siguientes teoremas:

é
Teorema 1.3.1. Existe una unica orientacion C* del conjunto de cocircuitos
de M tal que:

— —
1. X LY para todo X € C yY e C*y

—
2. (E, C*) es un matroide orientado.

Al matroide (E, ?*) se le llama el dual orientado del matroide orientado
M y es denotado por M*.

Teorema 1.3.2. Un elemento de un matroide orientado M pertenece a un
circuito orientado positivo o a un cocircuito orientado negativo, pero la in-

terseccion de un circuito positivo y un corte positivo es vacia.

1.4. Graficas orientadas

Una grafica orientada D es una grafica D = (V| E) tal que cada arista
uv € F tiene un vértice inicial y un vértice final; dichos vértices son sus

—_ . . , . o e .
extremos. Denotaremos por u? a la arista uv que tiene como vértice inicial
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u y vértice final v y diremos que es una flecha de v a v. Asi, podemos ver
a una gréfica orientada D como una pareja (V, F') donde V' es su conjunto
de vértices y F su conjunto de flechas. A la grafica D se le conoce como
la grafica subyacente de D. Sea X C F' denotaremos por X al conjunto
{fwwe E|ud e X ovi € X}.

Como lo hemos venido haciendo en otros contextos, cuando sea necesario,
denotaremos por V(D) y F/(D) a los vértices y a las flechas, respectivamente,

de la gréafica orientada D.

Un vértice de una grafica orientada D es un pozo si no es vértice inicial de
ninguna de las flechas de D. Anédlogamente, es una fuente si no es vértice

final de ninguna de las flechas de D.

Una subgréafica orientada D’ de D es una grafica orientada tal que
V(D) CV(D), F(D') C F(D).

Sea D una grafica orientada y X C F, la grafica orientada D — X es la

subgrafica orientada de D que tiene como grafica subyacente a D — X.

Trayectorias, ciclos y cortes orientados

Un ciclo orientado de una gréfica orientada D es una subgrafica orientada
de D cuya grafica subyacente es un ciclo. Por otra parte un corte orientado
de D es un subconjunto de flechas E(Xl, Xs) de D tal que E(Xl, X3) es un
corte de D.

Una trayectoria dirigida P = (V| F') es una gréfica orientada cuya grafica
subyacente es una trayectoria P = xox; ...y, tal que z;x;,11 € F(P) para
toda 0 <i<k—1.

Si P es una trayectoria dirigida tal que P = xg...x,_1 es su gréafica sub-
yacente, entonces la grafica orientada C' := P + x;_1x) es llamada ciclo

dirigido.
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Sea D una grafica orientada y D su grafica subyacente. Un corte dirigido es

é
un corte orientado F (X7, Xs) que satisface una de las siguientes condiciones:

—

1. Siuv € E(X;,X,) entonces u € X; y v € Xy 0

—

2. Siuv € E(X;,X5) entonces v € X7 y u € Xo.

El siguiente teorema se usard en el tercer capitulo de esta tesis.

Teorema 1.4.1. Toda grdfica orientada D tiene un ciclo dirigido o un corte

dirigido.

La relacion entre las graficas orientadas y los matroides

orientados

Sea D una grafica orientada y C' un ciclo orientado de D. Ordenemos a los
vértices de C ciclicamente (C,>) de tal forma que exista una flecha de C
entre dos vértices de C si y solamente si dichos vértices son consecutivos en
el orden. Sea X el conjunto orientado cuyo conjunto de elementos positivos,
X7, es el conjunto de flechas ut de C' que cumplen que v > u y cuyo conjunto
de elementos negativos, X, es el conjunto de flechas w0 de C' que cumplen

=
que u > v. Es facil notar que C tiene una orientacién C' = {X, —X}.

Se puede demostrar que el conjunto ciclos orientados de D con la orientacion
— — —
C ={X|XeCpaCeCl}estal que (F, C) es un matroide orientado.

Este matroide se conoce como el matroide orientado de D y se denota

Mp. Un hecho importante es que Mp = Np.

Dado un ciclo orientado C' de D y una flecha e de C, existe un circuito
orientado X de Mp tal que e € X y X = E(C). Cada ciclo dirigido de D
tiene como orientacién a dos ciclos {X, —X} uno de los cuales es positivo y
otro negativo. De esta manera es equivalente que D tenga un ciclo dirigido

a que Mp tenga un circuito positivo.
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Anélogo al caso de los matroides, los cortes orientados son los cocircuitos
orientados de Mp. Por la dualidad de los matroides, para cada flecha e de un
corte orientado ﬁ, existe un cocircuito orientado Y de Mp tal que e € Y
yY = ﬁ Finalmente, es equivalente decir que D tiene un corte dirigido a

decir que Mp tiene un cocircuito positivo.
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La grafica de bases por adyacencias

bicoloreadas

2.1. La conexidad de la grafica de bases por

adyacencias bicoloreadas

La gréfica de bases, B[N], de un matroide N es la gréfica cuyo conjunto
de vértices es el conjunto de las bases de N y en la cual dos bases B y B’ son
adyacentes si y solamente si B’ = (B —¢e) U f para dos elementos e € B — B’
y [ € B’ — B. Existen muchas formas para describir las adyacencias de esta

grafica:
B es adyacente a B’ si y solamente si se cumple alguna de las siguientes
propiedades:

1. |BAB'| =2.

2. La base que se garantiza en el Axioma Bz es B’.

3. Existe un unico circuito, denotado por C(B, B’), contenido en BU B’.

Es facil observar que el circuito C(B, B’) es el tnico circuito contenido en

B U f y también es el tnico circuito contenido en B’ U e.

Sea N un matroide con una bicoloracién efectiva ¢. La grafica de bases

por adyacencias bicoloreadas, B[N, ¢], de N es la subgrafica generadora

25
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de B[N] en la que B y B’ son adyacentes si y solamente si BAB' = {e, f}
para dos elementos e € B — B'y f € B’ — B tales que ¢(e) # o(f).

El teorema principal de esta seccién es el siguiente:

Teorema. Si ¢ es una bicoloracion efectiva de un matroide conexo N, en-

tonces B[N, ¢| es una grdfica coneza.

La hipotesis de que N es conexo es necesaria, existen matroides disconexos
con una bicoloracion efectiva cuyas graficas de bases por adyacencias bicolo-

readas son disconexas. Un ejemplo de esto se observa en la Figura 2.1.

E(N) ={1,2,3,4} (1,2} {1,3}
BN) = {12}, {2, 4}, {3,4}, {131} | |
C(N) - {{174}7{273}} {274} {3?4}

Figura 2.1.

Sin embargo, habiendo demostrado el teorema principal, un matroide N con
una bicoloracién efectiva ¢ es tal que B[N, ¢] es conexa si y solamente si @]y
es una bicoloracion efectiva para toda componente conexa X con mas de un

elemento.

También es importante notar que, como se observa en la figura 2.2, existen
matroides con una 2-coloracién efectiva y cuyas gréaficas de bases por adya-
cencias bicoloreadas no es 2 conexa. En ese sentido, la conclusion del teorema

principal no se puede mejorar.

El Teorema Principal serd demostrado por induccién sobre el niimero de ele-
mentos del matroide V. Utilizaremos las operaciones matroidales de contraer

un elemento y borrar un subconjunto, expuestas en el primer capitulo. Con
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E(N) = {1,2,3) 1,2y {1,3)

B(N) - {{172}7{273}7{173}} \/

C(N) ={{1,2,3}} {2,3}
Figura 2.2.

dichas operaciones obtendremos matroides con un nimero menor de elemen-
tos. De esta forma, lo que debemos estudiar es: 1) jEn qué condiciones se
puede garantizar que, bajo estas operaciones, se conservan las hipdtesis del
Teorema Principal? y 2) ;Cdémo se relacionan los objetos obtenidos a través
de la hipétesis de induccion con los objetos del matroide N7 Asi, a con-
tinuacién enunciaremos y demostraremos los lemas pertinentes para dicha

labor.

Lema 2.1.1. Sean N un matroide con una bicoloracion efectiva ¢ y E su
conjunto base. Sea b € E tal que ¢|(g—p) es una bicoloracion efectiva de
N/b y B[N/b, ¢|(g—n] es una grifica conexa. Si B, B' € B(N) son tales que

b € BNB', entonces eziste una trayectoria que conecta a B con B' en B[N, ¢].

Demostracion. Por el primer inciso del Teorema 1.1.3, tanto B — b como
B" — b son bases de N/b. Como B[N/b, ¢|(z—p)| es conexa, existe una trayec-
toria Dy Dy ... D, en B[N/b, |(p—p)], en la cual, Dy = B —by D, = B' —b.

Ahora, por el segundo inciso del Teorema 1.1.3, B; = D;Ub es una base de N
para toda 0 < i < n. Como |D;AD; 1| = 2 para toda 0 <i < n— 1, entonces
|(D; Ub)A(D;11 Ub)| =2 para toda 0 < i < n — 1. Es decir, el hecho de que
D; sea adyacente a D; 1y en B[N/b, ¢|(z_y)] para toda 0 <i <n — 1, implica
que B; es adyacente a B; 11 en B[N, ¢| para toda 0 < i < n— 1. Por lo tanto,
ByB ... B, es una trayectoria en B[N, ¢] que conecta a B con B'. []
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Se dice que un circuito de un matroide N es un lazo si contiene un solo
elemento. En el siguiente lema se caracteriza a los circuitos de la contraccion
de un elemento y sera usado en numerosas ocasiones en los resultados de este

capitulo.

Lema 2.1.2. Sean x un elemento de un matroide N y C' € C(N) un circuito

que no es un lazo.

i. Si C' —x no es un circuito de N/x, existe un circuito C' de N que

contiene a x y tal que C' — x es un circuito de N/x contenido en C.

ii. Six € C, entonces C' — x es un circuito de N/x.

Demostracion. (Inciso i.) Este inciso se sigue directamente del Teorema 1.1.2.

(Inciso 4i.) Supongamos que x € C'. Como C' no es un lazo, entonces C'—x no
es vacio. Si C'—x no es un elemento minimal de la familia {C'—z | C € C(N)},
entonces, por el inciso anterior, existe un circuito C” tal que ¢/ —x C C' — .
Se sigue que C" C (C'—z)Uz C (C—x)Uzx = C, lo que contradice al axioma
Cy de circuitos. Por lo que C' — x es no vacio y minimal y, por el Teorema
1.1.2, es un circuito de N/z. O

Diremos que dos elementos d y e son paralelos si y solamente si {d, e} es un

circuito de N.

Lema 2.1.3. Sean d y e dos elementos mo paralelos de un matroide
conezo N. Si K, es una componente de N/d que no contiene a e y K, es una

componente de N/e que no contiene a d, entonces KgN K, = ().

Demostracion. Supongamos que el lema es falso y tomemos un elemento
f e Kgn K. Como se observa en la Figura 2.3, ya que N es un matroide

conexo, existe un circuito C' € C(N) tal que

d, feC. (2.1)
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Kq

[ 19

| o/
[~~~

K.

Figura 2.3.

Por el segundo inciso del Lema 2.1.2, C' —d € C(N/d). Como f € K;y Kq4

es una componente conexa de N/d, entonces
C—dC Ky (2.2)

En la Figura 2.4 podemos ver que debido a que d y f son elementos de
C — e y estan en distintas componentes de N/e, entonces C' — e & C(N/e).
Esto ultimo, aunado al Lema 2.1.2, nos dice que

egC, (2.3)
que existe un circuito D € C(N) tal que

ecD (2.4)

D—eCC. (2.5)
Como d y e no son paralelos, D — {d, e} # 0. Asi, de 2.2 y 2.5,
04D —{de} CC—{de} C K, (2.6)

De 24, 2.6 y como e ¢ Ky, se tiene que D —d ¢ C(N/d). De ahi y

del segundo inciso del Lema 2.1.2,

d¢ D. (2.7)
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Figura 2.4.

Ahora, por el primer inciso del Lema 2.1.2; existe un circuito F' € C(N) tal

que
de F (2.8)
y
F—-dCD. (2.9)
De 2.6 y 2.9 se tiene que
0#£F—{de} CD—{de} CC—{d,e} C K, (2.10)

Por 2.8, F —d € C(N/d) y por 2.10 concluimos que F N K; # (). De esta
manera ' —d C Ky y por lo tanto

egF. (2.11)

De 2.3, 2.10 y 2.11, se sigue que F' C (D —e)Ud C C, como se observa en
la Figura 2.5.
Sin embargo, por el axioma C,, la tinica manera de que esto suceda, es que
F=C. Asi,

0#F —{de} =D —{d,e} =C —{d,e}. (2.12)
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Figura 2.5.

De esta forma en el diagrama 2.6, se observa que D — C' = {e} debido a 2.12,
2.7y 24,que C—D = {d} por 2.12,2.7, 2.4y 2.1 y que por 2.12, CND C K.
De ahi que, aplicando el axioma C3 a D y a C' podamos encontrar H € C(N),

Figura 2.6.

que contiene a d y no contiene a f. Dicho circuito no puede estar contenido
en C, asi que HN (D — C) # (). Por lo tanto H contiene tanto a d como a e.
M4s atin, como d y e no son paralelos, entonces H N (D N C) # ().
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Debido a que DN C C K; vy d € H por el segundo inciso del Lema 2.1.2,
H—d e C(N/d)y H—d C Ky Por lo tanto e € Ky, lo que contradice
nuestras hipétesis. (Figura 2.7) 4

Figura 2.7.

Lema 2.1.4. Sean N un matroide conexo y e uno de sus elementos. Si K,

es una componente de N/e, entonces N\K. es un matroide conezo.

Demostracion. Observemos que N\ K, # (), puesto que e ¢ K. Supongamos
que N\ K, es disconexo.

Sea f un elemento de N\ K, que no estd en la misma componente que e en
N\K.. Como N es conexo, e, f € C para algin C' € C(N). Ademds, como
f y e no estan en la misma componente de N\K,, C' ¢ C(N\K,). De esta
manera, C' N K, # 0 . Por el segundo inciso del Lema 2.1.2, C' — ¢ es un
circuito de N/e. Por lo tanto f € K., lo que es una contradiccién. (Figura
2.8) O
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/&Ke

Figura 2.8.

Proposicion 2.1.5. Sea e un elemento de un matroide N y K. una compo-
nente de N/e. Si B es una base de N que contiene a e, entonces B — K, es
una base de N\ K.

Demostracion. Debido a que B — K, es un independiente de N totalmente
contenido en N — K., podemos afirmar que B — K, también es un indepen-
diente en N\ K.. Supongamos que B — K, no es una base, es decir, existe un
elemento f ¢ BU K, tal que (B — K.) U f es un independiente de N\ K.

Esto implica que

(B—K.)U f es un independiente de N. (2.13)

Por otra parte, como B una base de N, BU f contiene un circuito C' tal que
f € C, més ain, por 2.13, existe un elemento d € CNK,. Como f ¢ K.UB,
se tiene que C'— e € C(N/e). Por el primer inciso del Lema 2.1.2; existe un

circuito D € C(N) que contiene a e y tal que D —e C C.

Por el axioma C3 podemos asumir que f € D. De esta manera, D N K, = (.
Por lo que, D C (B — K.) U f. Asi, por el axioma Z, aplicado al matroide
N\K., D es un independiente de N\K,, es decir, un independiente de N
totalmente contenido en E — K., lo que contradice que D sea un circuito de
N. Por lo tanto B — K, es una base de N\ K.. O
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Lema 2.1.6. Sean N un matroide con una bicoloracion efectiva ¢, y E su
conjunto base. Sean e € E y K. una componente de N/e. Si BIN\K., ¢|(p—k.)]

es conexa y tanto B como B’ son bases de N tales que:

1. e€ B.
2. B y B’ son adyacentes en B[N].
3. BNK.=BNK,.

entonces existe una trayectoria entre B y B’ en B[N, ¢].

Demostracion. Sea T' = BN K, = B'N K,. Por la Proposicién 2.1.5,

Dy = B — T es una base de N\K.. Como |Dy| = |B" — T, se tiene que
B" — T es también una base de N\K.. Debido a que B[N\K,, ¢|z—x.)] es
conexa, existe una trayectoria P = DgD;...D, tal que D,, = B’ — T en

BIN\Kn, ¢|(p-k.)]-

Sabemos que Dy UT = B es una base de N. Supongamos que existe un
entero 1 < i < n tal que B; = D; UT ¢ B(N). Sin pérdida de generalidad
asumamos que D); el primer vértice de la trayectoria P tal que B; no es una
base de N y sea C' € C(N) un circuito contenido en B;. Como tanto 7' como
D; son independientes de N, entonces C' no puede estar totalmente contenido
en T y similarmente C' tampoco puede estar totalmente contenido en D;. Asi
CNT # 0y CnND; # 0. Por otra parte, B;_ 1 € B(N), asi que C' tam-
poco esta contenido en B;_;. Como D; es adyacente a D;_; existe un tnico
elemento f contenido en B; — B;_1, lo que implica que f € C. Ademaés
C # C(D;_1UD;) ya que C(D;_1 UD;)NT = (. Por el axioma de elimina-
cién existe C" C (C U C(D;—1 U D;)) tal que f ¢ C'. Esto quiere decir que
(" estd contenido en B;_1, lo que obviamente es imposible. Se sigue que para
todo 0 <i<n, B;=D;UT es una base de V.

Debido a que D; es adyacente a D;1q en B[N\K., ¢|(p—k,)| para toda
0 < i < n—1, entonces B; es adyacente a B;,1 en B[N, ¢] para toda
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0 <7 < n—1. De esta manera hemos encontrado una trayectoria entre
By B’ en B[N, ¢|. ]

Lema 2.1.7. Sea N un matroide conexo que contiene un circuito de longitud
por lo menos tres. Si B es una base de N ye € B, entonces existe un elemento
w € E(N)— B tal que e € C(w, B) y |C(w, B)| > 3, donde C(w, B) es el

unico circuito de N contenido en B U w.

Demostracion. Como N es un matroide conexo,

K*={ge E(N)—B:xze€C(g,B)} # 0.

Supongamos que para toda g € K*, se tiene que |C(g, B)| = 2. Sea K =

K* U e. Demostraremos que B — e es una base de N\ K.

Claramente, B — e € Z(N\K). Si B —e ¢ B(N\K), entonces existe un
elemento w € E(N\K), tal que (B —e) U w es una base de N y tal que
e € C(w,B) = C(e, (B—e)Uw) lo cual es imposible porque w ¢ K. Entonces

B — e es una base de N\ K. Ahora observemos que:
rn(K)+rn(E(N)—K)=1+4+|B—z|=1+ (rn(N) — 1) =rn(N).

Por el Teorema 1.1.4, N es disconexo, lo cual contradice nuestra hipétesis.
]

Ahora si tenemos los elementos suficientes para demostrar el Teorema Prin-

cipal del capitulo.

Teorema 2.1.8. Si ¢ es una bicoloracion efectiva de un matroide conexo N,

entonces B|N, @] es una grdfica coneza.

Demostracion. Como prometimos demostraremos este teorema por induccion

sobre el nimero de elementos del conjunto base E del matroide N.
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Base: Debido a que N es un matroide conexo, si £ = {e, f}, entonces
ey f son paralelos. De ésta manera, N sélo tiene dos bases e y f que son
adyacentes en B[N, ¢] ya que e y f reciben distinto color, al ser ¢ una bico-

loracién efectiva.

Hipotesis de Induccién: Asumamos que la grafica de bases por adyacencias
bicoloreadas de un matroide es conexa si dicho matroide tiene menos de n

elementos, es conexo y esta bicoloreado con una bicoloracién efectiva.

Sea N un matroide con una bicoloracién efectiva ¢ que tiene n elementos.
Dado que B[N] es conexa, nos bastard demostrar que existe una trayectoria
en B[N, ¢| entre cualquier par de bases B y B’ que son adyacentes en B[N]
pero no lo son en B[N, ¢|. En este caso B’ = (B—e)U f para algunae € B—B’

y f € B’ — B tales que ¢(e) = ¢(f).

Caso 1. |C(BUB')| > 3.

Si ¢(a) # ¢(e) para algin elemento a € C(B U B’), se tiene que la base
B* = (B U B’) — a es adyacente tanto a B como a B’ en B[N, ¢|. En este

caso, B y B’ estan conectados en B[N, ¢| por una trayectoria de longitud
dos: BB*B'.

Asi, podemos suponer de ahora en adelante que C(B U B’) es un circuito

monocromaético.
Subcaso 1. Existe un elemento b € C(B U B’) — {e, f} contraible.

En dicho caso N/b es un matroide con n — 1 elementos, conexo y con una
bicoloracién efectiva ¢|(p_p). Por la hipdtesis de induccién B[N/b, ¢|(g_p)]
es una gréafica conexa. Como b € B N B’, por el Lema 2.1.1, existe una
BDB'-trayectoria en B[N, ¢].

Subcaso 2. e y f son contraibles.

Por induccién, tanto B[N/e, ¢|(g—e)] como B[N/ f,¢|z—s)] son dos gréficas
conexas. Sea ¢ € C(BU B') —{e, f}. Es fécil ver que B* = (BU B’) — c es
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una base de N. Como e € BN B*, por el Lema 2.1.1, existe una trayectoria
entre By B* en B[N, ¢|. De la misma manera, como f € B'N B*, existe una
trayectoria en B[N, ¢] de B’ a B*. Con dichas trayectorias podemos construir
una BB’-trayectoria en B[NV, ¢|.

Subcaso 3. N/e y N/d son dos matroides disconexos para algin

de C(BUB') —{e, f}. Sean K. y K, componentes conexas de N/e 'y N/d,
respectivamente, tales que e € Ky y d € K,. Por el Lema 2.1.3, K, N K, = ().
Puesto que el conjunto {g € E | ¢(g) # ¢(e)} esta contenido en E— (K .NKy),
podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que ¢|(r_k,) es una bicoloracién
efectiva de N\ K. Mas atin, por el Lema 2.1.4, N\ K, es un matroide conexo
con menos de n elementos. Por la hipétesis de induccion B[N\ K., ¢|(z—k.)]
es conexa. Por lo tanto, por el Lema 2.1.6, existe una BB’-trayectoria en

B[N, ¢].

Subcaso 4. N/f y N/d son dos matroides disconexos para algin

de C(BUB') —{e, [}
Este subcaso se demuestra como el anterior sustituyendo f por e.
Caso 2. C(BUB') = e, f}.

Por el Lema 2.1.7, existe w € F(N) — B tal que C* = C(w, B) tiene longitud
por lo menos 3 y e € C*. Como e y f son paralelos, por el axioma de
eliminacién de circuitos, (C* —e)U f es el tnico circuito de B’ Uw. Entonces,
la base B” = (B — e) Uw es adyacente a B y a B’ en B[N]. Por el Caso
1, existe una BB"-trayectoria y una B”B’-trayectoria en B[N, ¢]. Asi, en
B — ¢[N] podemos encontrar una trayectoria entre By B’. O
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2.2. La grafica de bases respecto a una familia

de circuitos

Sea C' una familia de ciclos de una grafica conexa G. La grafica de arboles
de G respecto a C, T(G,C), tiene como vértices a los arboles generadores
de G y dos arboles T'y T" son adyacentes si y solamente si son adyacentes
en T(G) y C(T'UT') € C. Esta grafica fue estudiada en [14] y también
serd estudiada en el Capitulo 4 de esta tesis. Una generalizacién natural de

esta grafica que fue también estudiada en [14] es la siguiente:

Sea A una familia de circuitos de un matroide N. La grafica de bases de
N respecto a A, B(N, A), tiene como vértices a las bases de N y dos bases
By B’ son adyacentes si y solamente si son adyacentes en B[N] y el unico

circuito contenido en B U B’ es un elemento de A.
Uno de los resultados que se dieron en [14] fue:

Teorema 2.2.1. Sea e una arista de una grdfica 2-conexa G. Si C, es el
conjunto de ciclos de G que contienen a la arista e, entonces T(G,C) es

conexa.

Como resultado inmediato del Teorema 2.2.3, que demostraremos mas ade-
lante, y del Teorema 2.1.8 obtenemos la siguiente generalizacion del Teorema
2.2.1.

Teorema 2.2.2. Sean x un elemento de un matroide conexo N y A, el
congunto de todos los circuitos de N que contienen al elemento x. Entonces,
B(N,A,) es coneza.

Teorema 2.2.3. Sea x un elemento de un matroide conexo N. Si A, es el
conjunto de todos los circuitos de N que contienen al elemento x, entonces

B(N,A,) es conexa si y solamente si B[N, ¢| es conera donde

¢ : E — { Rojo, Azul } es tal que:
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Rojo sie==x

He) = Azul sie#x

Demostracion. Probaremos primero que si B[N,¢] es conexa entonces
B(N, A,) es conexa. Basta demostrar que si B y B’ son dos bases de N

que son adyacentes en B[N, ¢|, entonces son adyacentes en B(N, A,).

Como By B’ son adyacentes en B[N, ¢] entones BAB' es un conjunto de dos
elementos que tienen distinto color. Como x es el nico elemento que tiene
color Rojo, se tiene que BAB' = {x,y} para algin elemento y € B(N). Por
lo tanto el tnico circuito contenido en B U B’, C'(B, B’), es un elemento de

A, lo que quiere decir que B es adyacente a B' en B(N, A,) .

Sigue demostrar que si B(NV,.A,) es conexa entonces B[N, ¢] es conexa. Basta
probar que si B'y B’ son dos bases de N que son adyacentes en B(N, A,) pero
no son adyacentes en B[N, ¢| entonces estan conectadas por una trayectoria

en B[N, ¢].

Como By B’ son adyacentes en B(N, A,) entonces B’ = (B—¢)U f para dos
elementos e, f € E(N) y ademas C (B, B') contiene a . Como By B’ no son
adyacentes en B[N, ¢| entonces e y f son distintos de z. Se sigue que la base
Bt := (B —e)Uux es adyacente a B en B[N, ¢]. Ademéds Bt = (B'— f)Ux
por lo que BT también es adyacente a B’ en B[N, ¢|. Por lo tanto, hemos

encontrado una trayectoria entre B 'y B’ en B[N, ¢]. ]

2.3. Una particién de la Grafica de Bases

Sea M un matroide orientado y N su matroide subyacente. La grafica de
bases por adyacencias ciclicas, B.[M], es la subgréfica generadora de

B[N] en la que dos bases B y B’ son adyacentes si y solamente si:
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1. (BUe)— f=DB',paraec B—B, fe B —By

2. e, f € X para algun circuito X de M tal que X es el tinico circuito
contenido en BU B'.

Teorema 2.3.1. Sea N el matroide subyacente del matroide orientado M. Si
N es conexo y M contiene a un circuito orientado positivo, entonces Be;[M]

es conexa.

Demostracion. Sea x un elemento de un circuito orientado positivo X de M.

Definimos una bicoloracién efectiva de los elementos de M como sigue:

¢: E — { Rojo, Azul } es tal que:

Rojo sie=uz.

¢(e) = ,
Azul sie #x.

Por el teorema 2.1.8, B[N, ¢| es conexa. De esta manera sélo queda probar
que dos bases B y B’ de M, que son adyacentes en B[N, ¢| pero no son

adyacentes en B.;[M], estdan unidas por una trayectoria en B.;[M].

Como B y B’ son adyacentes en B[N, ¢|, entonces BAB’ es un conjunto
de dos elementos que tienen distinto color. Como x es el tinico elemento que
tiene color Rojo, se tiene que BAB' = {z, y} para algin y € E(N). Podemos
suponer sin pérdida de generalidad que x € B— B'yy € B’ — B.

Como B y B’ son adyacentes en B[N]| pero no son adyacentes en B.[M],

existe un ciruito orientado Y de M que cumple que:

1. Y es el tnico circuito de N contenido en BU B’ y

2. reYtyyeY .
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Sea Y* el tnico cocircuito de M tal que (Y* N B) —x = () y que es también
positivo en x (Teorema 1.1.1). Como Y y Y* son ortogonales, entonces y es
un elemento en la parte positiva de Y*. Como x es un elemento de un circuito

positivo X, por el Teorema 1.3.2; existe z € (Y*)

Sea Z el circuito de M cuyo soporte es el unico circuito contenido en B U z

y tal que z € ZT. Se tiene que B es adyacente a (B — ) U z en B, [M].

Podemos probar por un argumento anélogo, que B’ es adyacente a (B—1z)Uz

en B,;[M]. Por lo tanto existe una trayectoria entre B y B’ en B, [M]|. O

Sea M un matroide orientado y N su matroide subyacente. La grafica de
bases por adyacencias cociclicas, B.,[M], es la subgrafica generadora de

B[N] en la que dos bases B y B’ son adyacentes si y solamente si:

1. (BUe)— f=B,paraec B—B, fe B—By

2. e € Xty fe X para algun circuito X de M tal que X es el tinico

circuito contenido en B U B’.

Como podemos observar, dos bases B y B’ son adyacentes en B, [M] si y
solamente si son adyacentes en B[M] y no son adyacentes en B;[M]. De esta
manera, E(B.[M])y E(B,[M]) forman una particién de E(B[M]).

El teorema principal de esta seccién es el siguiente:

Teorema Si M es un matroide orientado y M un matroide conexo, entonces

B.i[M] es conexa o B.,[M] es conexa.

Por el Teorema 2.3.1 si M tiene un cirucito positivo entonces T.;[M] es co-
nexa, asi, lo que restaria probar es que si M no tiene un circuito positivo
entonces T,,[M] es conexa. Para hacerlo, observemos primero los siguientes

resultados.



42 Capitulo 2

Lema 2.3.2. Dos bases B y B’ de M son adyacentes en B.,[M] si y sola-
mente si E— B y E — B’ son adyacentes en Be[M*].

Demostracion. Sea M un matroide orientado cuyo conjunto base es E. Como
B y B’ son adyacentes en B.[M], cumplen que (BUe) — f = B, para
ee B-B,feB —Byeec X"y fe X para algin circuito X de M

cuyo conjunto subyacente es el tinico circuito contenido en B U B'.

Sabemos por el Teorema 1.1.1 que existe un cocircuito S de M tal que XNS =
{e, f}. Sea Z una orientaciéon de S en M* es decir, sea Z un cocircuito
orientado de M tal que Z = S. Por el primer inciso del Teorema 1.3.1, X y Z
son ortogonales. Como e € X N Z, entonces sgx(e)sgz(e) = —sgx(f)sgz(f).
Se concluye que e, f € ZT o e, f € Z~. Por lo tanto existe Y (en el primer
casoY = Zyenelsegundo Y = —7) tal quee, f € Y. Como XNZ = {e, f}
entonces Y es el tnico circuito contenido en (F — B)U(E — B’). Por lo tanto
E — By E — B son adyacentes en B.;[M*].

Por otra parte como, £ — By E — B’ son dos bases de M* adyacentes en
B.i[M*], se tiene que ((E—B)Ue)—f = E—B', parae € (E—B')—(E—B),
fe(E—-—B)—(E—-B)ye,fe€YT para algun cocircuito Y de M tal que
Y es el tnico circuito contenido en (E — B) U (E — B’).

Por el Teorema 1.1.1, sabemos que existe un circuito R de M tal que YNR =
{e, f}. Sea X una orientacién de R en M, es decir, sea X un circuito orientado
de M tal que X = R. Por el primer inciso del Teorema 1.3.1, Y y X son
ortogonales. Como e € Y N X, entonces sgy (e)sgx(e) = —sgy (f)sgx(f). Por
lo tanto, e € XTy f € X~. Como X NY = {e, f} se sigue que Y es el
unico circuito contenido en B U B’. Por lo tanto B y B’ son adyacentes en
Beo[M] O

Teorema 2.3.3. B, [M] = B.;[M*]

Demostracion. Sean M un matroide orientado con conjunto base E' y B el
conjunto de bases de M. Sea B* = {E — B : B € B}. Como sabemos B* es
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el conjunto de bases de M*. Asi, f : B — B* definida por f(B) = E — B
es una funciéon entre los arboles generadores de M y las bases de M* que

ademas es biyectiva.

Notemos que por el Lema 2.3.2 B, B’ € B son adyacentes en B.,[M] si y
solamente si E — B y E — B’ son adyacentes en B, [M*]. Con lo anterior
hemos demostrado que B y B’ son adyacentes en B, [M] si y solamente si
f(B) y f(B') son adyacentes en B.;[M*]. O

Como consecuencia del Teorema anterior y del Teorema 2.3.1 tenemos el

siguiente resultado

Teorema 2.3.4. Sea N el matroide subyacente del matroide orientado M.
Si N es conexo y M contiene a un cocircuito orientado positivo, entonces

B.,[M] es coneza.

Demostracion. Si M tiene un cocircuito orientado positivo, entonces M* tie-
ne un circuito orientado positivo. Asi, de las hipdtesis y del Teorema 2.3.1,

se sigue que B;[M*] es conexa y, por el Teorema 2.3.3, B,,[M] es conexa. [J

Con esto ya podemos demostrar el Teorema principal de la seccién:

Teorema 2.3.5. Si M es un matroide orientado y M un matroide conexo,

entonces B[ M] es conexa o Beo[M] es coneza.

Demostracion. Por el Teorema 1.3.2 un matroide orientado M siempre tiene
un circuito orientado o un cocircuito orientado positivo. En el primer caso

B.;[M] es conexa y en el segundo B.,[M] es conexa. O



Capitulo 3

Consecuencias y el niimero cromatico

de algunas subgraficas de arboles

En la primera seccién de este capitulo traduciremos los resultados demos-
trados en el capitulo anterior a graficas y gréaficas orientadas, con lo que
intentamos ilustrar de una mejor manera algunos de los teoremas. Por otra
parte daremos un ejemplo de un matroide orientado grafico Mg que cumple
con no tener un circuito orientado positivo y sin embargo B.;[M] es cone-
xa. En la segunda seccion estudiaremos el nimero cromatico de las graficas

definidas en la primera seccién.

3.1. Consecuencias

La grafica de arboles, T(G), de una grafica G es la gréfica que tiene por
vértices al conjunto de arboles generadores de GG y en la que dos arboles T' y
T" son adyacentes si (1" —e) + f = T" para dos aristas e € E(T) — E(T") y
feET)— ET).

Como hemos visto en el primer capitulo de esta tesis, T es un arbol generador
de G si y solamente si E(T') es una base del matroide de G. Asi T(G) es

isomorfa a B[Ng|, pero por conveniencia decimos que son iguales.

45
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Figura 3.1. Dos drboles adyacentes en T'(G)

Subgraficas de la grafica de arboles

Siguiendo esta analogia, la grafica de arboles de adyacencias bicolorea-
das, T(G, ¢), de una gréfica G es la gréafica B[Mp, ¢|. Ver la Figura 3.2

Enunciaremos a continuacion un corolario directo del Teorema 2.1.8.

Corolario 3.1.1. Si ¢ es una bicoloracion efectiva de las aristas de una

grafica 2-conexa G, entonces T(G, ¢) es una grdfica conexa.

La grafica de arboles por adyacencias ciclicas de una grafica orientada
D, T, (D), es la subgréfica de la grafica T'(D) que cumple que dos arboles T’
y T" son adyacentes si y solamente si son adyacentes en T'(D) y las aristas
de E(T)AE(T") estan en la misma direccién ciclica. Es decir Ti;(D) es la
grafica de bases por adyacencias ciclicas de Mp. Analogamente la grafica
de arboles por adyacencias cociclicas, T.,(D), es la subgrafica de T'(D)
tal que dos arboles 7'y T” son adyacentes si y solamente si son adyacentes
en T'(D) y las aristas de E(T)AE(T") estan en distinta direccién ciclica. No
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Figura 3.2. Dos drboles adyacentes en T'(G, ¢)

nos sorprenderd para este momento que T,,(D) sea la grafica B.,(Mp).

Ahora, si tenemos una grafica orientada D, C' un ciclo de D y e, f € E(C)
entonces e y f estan en la misma direccion ciclica o en distinta direcciéon
ciclica. Asi como en el caso de los matroides Tp;(D) v Too(D) inducen una

particiéon de las aristas de T'(D), como se ilustra en la Figura 3.3.

Que Mp tenga un circuito orientado positivo significa que D tiene un ciclo
dirigido y naturalmente que tenga un cocircuito orientado positivo significa

que D tiene un corte dirigido. Asi podemos enunciar los siguientes corolarios.

Corolario 3.1.2. Sea D una grdfica orientada tal que su grdfica subyacente,

D, es 2-conexa. Si D tiene un ciclo dirigido, entonces T.;(D) es coneza.

Corolario 3.1.3. Sea D una grdfica orientada tal que su grdfica subyacente,

D, es 2-conezxa. Si D tiene un corte dirigido, entonces T.,(D) es coneza.
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Por ultimo sabemos que:

Corolario 3.1.4. Si D una grdfica 2-coneza, entonces T,;(D) es conexa o

Teo(D) es coneza.

El siguiente es un ejemplo de que la hipdtesis del Corolario 3.1.2 y, por lo
tanto del Teorema 2.3.1, es una condicién suficiente pero no necesaria. La
grafica orientada D de la Figura 3.4 no tiene ciclos dirigidos y, sin embargo,

su grafica de arboles por adyacencias ciclicas es conexa.
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3.2. El ntimero cromatico de T;(G) y de T.,(G)

Sea D = (V,E) una grafica orientada con conjunto de flechas E. Una k-
coloracién ¢ de las flechas de D es una funcién ¢ : E — {1,2,...,k}.
Diremos que la coloracién ¢ es totalmente aciclica si ¢(e) # ¢(f) si y sola-
mente si existe un ciclo orientado C' de D, que tiene como aristas a e y a f
y tal que en cualquier orientacién de C', e y f estan en la misma direcciéon

ciclica.

El indice cromadtico totalmente aciclico de D, x..(D), es el minimo & tal que

D tiene una coloracién de las flechas totalmente aciclica.

Sean ST el conjunto de fuentes y S~ el conjunto de pozos de D.

Teorema 3.2.1. x/.(D) < |V| — maz{|ST|,|S7|}.
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Demostracion. Supongamos que D tiene por lo menos tantas fuentes como
pozos. Numeremos los vértices de V' — ST con los enteros 1, ..., k. La funcién
¢ E(D) — {1,...k} definida por ¢(e) =i si e = ﬁ) para algin j # i
es totalmente aciclica. Entonces x,.(D) < k = |V| — méx{|S*|,|S~|}. Si D
tiene mas pozos que fuentes la prueba es analoga. O

La cota del Teorema 3.2.1 es justa, un ciclo dirigido con n vértices tiene

indice cromético totalmente aciclico n.

Los ndmeros cromaticos de T(G) y de T;(G) fueron estudiados por Estivill-
Castro et al. [6]. En dicho articulo prueban que x(7(G)) < |E(D)|. Usaremos
la técnica de su demostracién para obtener el siguiente resultado:

Teorema 3.2.2. Sea D una grdfica orientada, x(Tei(D)) < X4e(D).

Demostracion. Si x,.(D) =k sea ¢ : E(D) — {1,...,k} una k-coloracién
de flechas totalmente aciclica de D. Para cada arbol generador T de D defi-

nimos

o(T) = ¢(a) mod k.

acT
Si T y T son adyacentes existe e € T'—T" v f € T — T tales que T =
(T'—e) + f. De ahi que

Y owla)= Y ela)

a€(T—e) ae(T'—f)

Como T y T" son adyacentes en T,;(D), C(T UT’) es un ciclo en el que
ey f estdn en la misma direccién ciclica. Asi p(e) # (f). Por lo tanto
co(T) # c(T"). O

Corolario 3.2.3. x(T.(D)) < x,.(D) < |V| — maz{|ST],|S™|}.



Capitulo 4

La grafica de arboles respecto a una

familia de ciclos

En este capitulo estudiaremos a una subgrafica de la grafica de arboles de un

grafica conexa G que ya se habia definido y estudiado en [14].

Sea C' una familia de ciclos de una grafica conexa (. La grafica de arboles
de G respecto a C, T(G, (), tiene como vértices a los arboles generadores
de G y dos arboles T' y T son adyacentes si y solamente si son adyacentes
en T(G) y ademéds C(T'UT") € C. En [14] se demostré que una condicién
necesaria para que T'(G, C') fuera conexa es que C' genera al espacio de ciclos,
sin embargo esta condicién no fue suficiente. Para encontrar una condicién

suficiente se definieron las siguientes propiedades sobre la familia C'.

Un ciclo o de G tiene la propiedad A* respecto a C' si para todo uniciclo
U de G que contenga a o existen dos ciclos §,7 € C contenidos en U + ¢
para alguna e € E(G) tales que 0 = dA~y. Para una familia de ciclos C, la
cerradura clg(C) de C en G es el conjunto de ciclos que se obtiene de C
anadiendo recursivamente nuevos ciclos de G que satisfacen la propiedad A*
hasta que no quede ningun ciclo que pueda ser anadido. Finalmente, C' es
A*-densa si y solamente si clg(C') = I'(G). Demostraron que si C' es una
familia A*-densa entonces T'(G, C') es conexa. En la primera seccién daremos
una nueva condicion suficiente y en la segunda seccion demostraremos que

para ciertas familias de ciclos esta condicién es también necesaria.

ol
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4.1. Nueva condicion suficiente

Sean ¢ un ciclo y U un uniciclo de una gréafica conexa G, diremos que U es

un o-uniciclo de G si el tnico ciclo contenido en U es o.
Sea GG una grafica conexa y C' una familia de ciclos de G.

Para un entero positivo k& y un o-uniciclo U de G, (0,U) tiene la pro-
piedad Aj con respecto a una familia C' si existe un conjunto de ciclos
X = {o09,01,...,0,} € C y un conjunto de aristas Y = {eg,e1,...ex_1} C
E(G) — E(U) que cumplen las siguientes propiedades:

(P;) X es una base de I'(U 4+ Y)

(Py) Si p € X, entonces para cada arista x € E(p) — E(0) existe un tinico
pe X, talquep#p yaxeEQ).

(P3) Para cada arista € E(0) existe un tnico p € X tal que z € E(p).

Observacion 4.1.1. Si (o,U) tiene la propiedad Ay para algin entero posi-
k
tivo k se tiene que 0 = A 0;.
=0
Demostracion. La observacién se sigue de que 1) cada arista de o estd en
exactamente un ciclo de X y 2) cada arista que no es arista de o y si es

arista de alguno de los ciclos de X esta en exactamente dos ciclos de X. [J

Diremos que un ciclo o de G tiene la propiedad AT con respecto a C' si
para cada o-uniciclo U de G, existe un entero positivo k tal que (o, U) tiene

la propiedad Ay con respecto a C.

La cerradura superior clg(C)" de la familia C' en G es el conjunto de
ciclos que se obtiene de C' anadiendo sucesivamente nuevos ciclos de G' que
satisfagan la propiedad AT hasta que no quede ningtin ciclo fuera del conjunto

con la propiedad AT.
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Observacion 4.1.2. clg(C)™" estd bien definida.

Demostracion. Supongamos que el resultado es falso y sean C' y C” dos
conjuntos distintos de ciclos de G que se obtienen al anadir sucesivamente
nuevos ciclos de G que satisfacen la propiedad A™ hasta que no quede ningin
ciclo con la propiedad A% fuera de C’ ni de C”. Sean o1,...0, y p1,...Pm
la sucesion de ciclos que se obtiene al anadir a C' uno a uno los ciclos para
obtener €’ y C” respectivamente. Sea k el minimo entero tal que oy ¢ C”.
Notemos que k # 1 ya que C C C” y como oy tiene la propiedad A%
respecto a C, también tiene la propiedad AT respecto a C”. De ahi D =
CU{oy,...,06-1} C C”. Como oy, tiene la propiedad respecto a D entonces

también la tiene respecto a C” lo que es imposible. O

Diremos que C' es AT-densa si y solamente si cl;(C) es el conjunto de ciclos

de G.

Proposicion 4.1.3. Si C' es una familia de ciclos de G es A*-densa, entonces
C es AT -densa.

Demostracion. Un ciclo o tiene la propiedad A* con respecto a C' si y sola-
mente si (o,U) tiene la propiedad A; respecto a C' para cada o-uniciclo U
de G (Observacién 4.1.1). Asi o tiene la propiedad AT respecto a C. Por lo
tanto clg(C) = clf(C) O

Lema 4.1.4. Sea C una familia de ciclos de una grdfica conexa G, U un o-
uniciclo de G para algin ciclo o € C y k un entero positivo. Si (o,U) tiene
la propiedad Ay con respecto a C, entonces cada par de drboles generadores

de U estd conectado por una trayectoria en T(G,C).

Demostracion. Demostraremos este Lema por induccién sobre k. La prueba
de la base se encuentra esencialmente contenida en la prueba del Lema 3.1

del articulo [14]. Sin embargo la volveremos a probar a continuacién.
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Sea U un o-uniciclo de G tal que (o,U) tiene la propiedad A; y sean Ty
T" dos arboles generadores de U. Existe una arista e ¢ E(U) y dos ciclos
d,y€ CdeU +etalesque d,y e Cyo=0Ay.Seana e E(T)— E(T") y
be E(T") — E(T) tales que T" = (T — a) + b.

Sia€ E(0)—E(y)ybe E(y)— E()), sea @ = (T — a) + e. Se sigue que
Q = (T" — b) + e. Como el tnico ciclo de G contenido en Q U T es 0 y el
unico ciclo de G contenido en QQ UT” es 7, entonces @ es adyacente a T' y a
T" en T(G, C). Por lo tanto encontramos un camino {7',Q. 7"} de T"a T" en
T(G,C).

Siae E(y)—E() ybe E(0) — E(y) podemos intercambiar v por § en el

argumento anterior y encontramos también una 7'7"-trayectoria en T'(G, C).

Sia,b € E(§) — E(v). Consideremos una arista ¢ € E(vy) — E(J). Tomemos
los drboles generadores Q = (T'—c¢)+ey Q' = (1" —c¢) +e. Notemos que @ es
adyacente a T" en T'(G, C') porque el unico ciclo contenido en QUT es v y que
Q' es adyacente a T" en T'(G, C') puesto que el tinico ciclo contenido en T"U Q'
es 7. Aun més. @ es adyacente a Q)" en T'(G,C) porque @' = (Q —a) +b
y el tnico ciclo contenido en @ U @’ es §. Por lo tanto {T,Q,Q’, T} es una
trayectoria que conecta a T' con 17" en T(G, C).

Finalmente, si a,b € E(y) — E(6) intercambiamos vy con § en el argumento

anterior.

Supongamos que el resultado es cierto para todo entero positivo menor que
k. Sea U un o-uniciclo de G tal que (o,U) tiene la propiedad Aj. Existe
un conjunto de ciclos X = {0g,01,...0,} € C y un conjunto de aristas
Y ={eg,e1...e,_1} de G que satisfacen (P1), (Ps) v (P3).

Sean Ty T" dos arboles generadores de U y a,b € E(U) tales que T" =
(T'— a) + b. Notemos que o¢---A---0r = 0 (Observacién 4.1.1). Existe al
menos un ciclo p € X tal que E(p) N E(o) # (. Se sigue que al menos una
arista e € F(p) UY es tal que U + e contiene dos ciclos § y ~ tales que
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0A~ = 0. Asumamos sin pérdida de generalidad que e = ¢j_;.
Caso 1. a € E(0) — E(y) y b e E(y) — E(9).
Subcaso 1.1 /€ X

Podemos renombrar a los ciclos de X de tal manera que 6 = o. Sea U’ = (U—
a) + ex_1. Es claro que U’ es un y-uniciclo de G. Sea X' = {o0¢,01,...,0%_1}

yY' ={ep,€1,...,e,_2}. Demostraremos que (7, U’) tiene la propiedad Ay,

(a) v,U’, X’ y Y’ tienen la propiedad (P;):

Siz € E(p), para alguna p € X', entonces v € E(U)UY = (E(U")UY')Ua.
Notemos que a € E(ox) N E(0),entonces el unico ciclo en X que contiene a
a es o ya que o,U, X y Y satisfacen la propiedad (P3). Se sigue que = # a,
asi que z € E(U")UY’. Entonces cada ciclo en X’ es un ciclo de U’ +Y". La
dimensién de I'(U'UY’) es k y X’ es una base de I'(U' + Y”).

(b)y,U’, X" y Y’ satisfacen (P3):

Sea p € X' yax € E(p) — E(v). Si x € E(0), x € E(0) — E(y). Como
o =vAoy y o,U, X yY satisfacen la propiedad (P3), el tinico ciclo en X que
contiene z es gy, lo cual es imposible puesto que p # o y p € X. Por lo tanto
x & E(o)y z & E(or) por que 0 = o,Ay. Como o,U, X y Y satisfacen la
propiedad (P;), existe un unico ciclo p’ € X tal que z € E(p’). Claramente
p' # o, por lo tanto p' € X'.

(c) v, U, X", Y’ tienen la propiedad (Ps):

Sea x € 0. Si @ € E(v), entonces existe un unico ciclo p € X tal que
x € E(p) ya que 0,U, X y Y tienen la propiedad (P3). Como o = JA~,
entonces p # o. Se sigue que p € X'. Siz € E(y)—E(0) entonces x € E(oy).
Sabemos que o,U, X y Y tienen la propiedad (P,), asi que existe un unico

ciclo p € X — 0, = X’ cuyas aristas contienen a .
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Asi, hemos demostrado que (v, U’) tiene la propiedad Aj_;. Sea Q = (T —
a) + ex_1. Como @ y T son &arboles generadores de U’, por la hipétesis
de induccién existe una trayectoria entre ellos en T'(G,C). Y como @ es

adyacente a T" en T'(G, C') entonces existe una 7'7"-trayectoria en T'(G, C).
Subcaso 1.2 v € X.

Este caso se prueba de la misma manera que el anterior si intercambiamos

por 0 y a por b.
Subcaso 1.3 §,7 ¢ X.

Como X es una base de I'(U + Y'), podemos demostrar (reordenando a los
elementos de X) que existe un entero 1 < r < k — 2 tal que 0gA... Ao, =
d. Como 0Ay = 0 = 0pA... Aoy (Observacién 4.1.1), se sigue que v =
o1 .. Aoy

Sea A = {o00,...0.} vy B = {0y41,...0,}. Si una arista ¢; € Y — e,_1 es
tal que e; € E(p) para algun ciclo p € Ay e; € p' para algin ciclo p' € B
entonces e; € E(6) N E(y). Como E(§) N E(y) € E(U + e;_1) entonces
e; = ex_1 lo que es imposible. Por lo tanto A y B inducen una particién de

las aristas en Y — e5_1.

Asi, podemos reordenar a las aristas en Y — e,_; de tal forma que exista un
entero 0 < t < k — 2, tal que A" = {eg,...,e;1} es el conjunto de aristas
en Y — e,_1 de los elementos de Ay B" = {e;,...,er_2} es el conjunto de

aristas en Y — e,_; de los elementos de B.

Sean Uy = (U —b) +ex_1 y Uy = (U — a) + ex_1. Notemos que U; es un
d-uniciclo de Gy que U es un ~-uniciclo de G. Demostraremos que Uy y Us

tienen la propiedad A, y Ay_,.1 respectivamente.

Notemos que b no es arista de algin ciclo de A y que a no es arista de
algun ciclo de B. Esto significa que cada ciclo en A es un ciclo de Uy + A’

y cada ciclo en B es un ciclo de Uy + B’. Se sigue que A es un conjunto
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linealmente independiente de I'(U; + A’) y que B es un conjunto linealmente
independiente de T'(Uy + B’). De esta menera |A| < |A'|+1y |B| < |B'|+1.
Esto significa que r+1<t+1y (k+1)—(r+1) < ((k—1)—t)+ 1. Por

lo tanto t < r <'t, es decir r = t.
(a) 0,Us, A, A" satisfacen (Py):

Como la dimensién de I'(U; + A’) es t + 1 y A es un conjunto linealmente
independiente de I'(U; + A’) con ¢t + 1 ciclos, entonces A es una base de
LU, +A).

(a’)~, Uy, B, B’ satisfacen (P;):

B es un conjunto linealmente independiente con k — t ciclos por lo tanto es
una base de I'(Uy + B').

(b) 6, Uy, A, A’ satisfacen (Py):

Seanpe Ayx e E(p)—E(0).Siz e E(o)N((E(p)—E(J)), existe un tnico
ciclo en X que contiene a x, ya que o, U, X y Y satisfacen (P3). Entonces, p
es el unico ciclo en X que contiene a x y también es el tinico ciclo en A que
contiene a x. Entonces, = es una arista en A _, p = ¢ lo que es imposible.
Se sigue que = ¢ F(0). Como o, U, X y Y satisfacen (Py), existe un tnico
peXtalquep #pyax e E(p). Sip € B entonces x € E(y)NE(S) lo que
es imposible. Por lo tanto, p’ € A.

(b’) v, Us, By B’ satisfacen (Py):
El resultado se sigue de (b) si intercambiamos A con By 7 con d.
(c) 6, Uy, Ay A’ satisfacen (P3):

Sea x € E(§). Si x € E(0) existe un unico ciclo p € X tal que z € E(p)
ya que o, U, X y Y satisfacen (P3). Como z € E(0), entonces p € A. Si
r ¢ E(0), entonces x € E(y) N E(5). Como § = A _, p, entonces x € E(p)
para algiin p € Ay como v = A _,p, entonces x € E(p') para algin p' € B.
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La propiedad Ay de (0,U) con respecto a C nos dice que existen a lo mas
dos ciclos en X que contienen a x. Por lo tanto, si z € E(J) existe un tnico
ciclo p € A tal que xz € E(p).

(¢) v, Uy, By B’ satisfacen (P3):
Se sigue del argumento de (c) al intercambiar § con vy A con B.
Por lo tanto, podemos aplicar la hipétesis de induccién a (6,U;) y a (v, Us).

Sea R= (T —a)+ e,y = (T"—b) + ex_1. Como R es un arbol generador
de U; y Us, existe una trayectoria de T a R y una trayectoria de R a T” en

T(G,C) y, por lo tanto existe una trayectoria entre Ty 7" en T'(G, C).
Caso 2. a € E(y) — E(0) ybe E(6) — E(v).

Este caso se puede probar como el Caso 1, si intercambiamos a con b.
Caso 3. a,b € E(0) — E(y).

Sea ¢ € E(v)— E(¢). Existe el arbol generador @ = (T'—a)+c= (T"—b)+c
de U. Si aplicamos el Caso 1 a los arboles Ty ) por una parte y a los arboles
Q vy T’ por otra, tenemos que Ty @) estan conectadas por una trayectoria
en T'(G, C) y también existe una trayectoria entre Q y 7" en T'(G, C). Por lo
tanto existe una trayectoria entre 7'y 7" en T'(G, C).

Caso 4. a,b € E(y) — E(0).

La prueba de este caso es andloga a la del Caso 3, si intercambiamos d con
.
]

Teorema 4.1.5. Sea C' un conjunto de ciclos de una grafica conexa G. La

grifica T(G,C) es coneza si y solamente si T(G,clf(C)) es coneza.

Demostracion. SiT(G,C) es conexa, entonces T'(G, cl;(C)) es conexa ya que

C Cdi(0).
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Sea oy, ...,0, la sucesién de ciclos que se obtienen de anadir a C' los ciclos
para obtener clf,(C). Sea C; = C U {0y,09,...,0:}, 1 <i < n. Supongamos
que T(G, C;) es conexa para algun 1 < i < n. Como o; tiene la propiedad A
con respecto a C;_1, para cada g;-uniciclo U de G existe un entero positivo
k tal que (o;,U) tiene la propiedad Ay con respecto a C;_1. Sea Ty T" dos
arboles generadores de G tales que T'U T’ es un o;-uniciclo. Por el Lema
4.1.4, existe una TT"-trayectoria en T'(G,C;_1) y por lo tanto T'(G,C;_1) es
conexa. Hemos probado que para cualquier 2 <i < n, T(G,C;) es conexa si
y solamente si T(G, C;_1) es conexa. Por lo tanto, si T(G, cl5(C)) es conexa,

entonces T'(G, C) es conexa.
[

Corolario 4.1.6. Si C es una familia de ciclos de G At-densa, entonces
T(G,C) es coneza.

Demostracién. Si C' es AT-densa, entonces T(G, cl,(C)) = T(G) que es una

grafica conexa. Por el Teorema 4.1.5, T'(G, C') es conexa. O

4.2. Una familia especial de ciclos

Sean G una grafica conexa, A, el conjunto de arboles generadores de G' que
contienen a x y C' una familia de ciclos de G tal que T'(G, C) es conexa. Si T'
y T" son arboles generadores de G, denotaremos por d¢(T,T") a la distancia
de T'aT' en T(G,C). Para un arbol generador 7' de G tal que x ¢ E(T), la
distancia do(T, A;) de T a A, en T(G, C) es el minimo de todas las distancias
de(T, R) donde R € A,.

Lema 4.2.1. Sea C' una familia de ciclos de una grdfica conexa G tal que
cada arista de G es una arista de a lo mds dos ciclos de C. Sea U un uniciclo
de un ciclo o de G que no es un ciclo en C. Si T(G,C) es conexa, entonces

(o,U) tiene la propiedad Ay para algin entero positivo k.
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Demostracion. Sea T un arbol generador de U, y x = E(U) — E(T). Como
T(G,C) es conexa, entonces existe un arbol generador T, tal que la trayec-
toria més corta entre Ty T, tiene longitud de (T, A,). Demostraremos por
induccion sobre de (T, T,) que (o, U) tiene la propiedad A para algin entero
k.

Base: do(T,T),) = 2.

Sea S un arbol generador de G tal que {T', S, T,.} es la trayectoria més corta en
T(G,C) entre T'y T,. Como T es adyacente a S en T'(G, C'), existe las aristas
a€ E(T)-E(S)yee E(S)—E(T) yelciclod € C talesque S = (T'—a)+e
y con la propiedad de que S UT es un d-uniciclo de G. Por otra parte, S es
adyacente a T, en T'(G, C'), por lo que existen b € E(S)— E(T,) y v € C tal
que T, = (S —b)+xy T,US es un ~v-uniciclo de G.

Notemos que S ¢ A, por lo que = € E(vy) — E(J). Porello, d #vy U +e
contiene tres ciclos : d, v y o todos ellos diferentes. De esta forma o = §A~.

Concluimos que (o, U) tiene la propiedad A; respecto a C'.
Hipétesis inductiva:

Sea v ¢ C'y V un ~-uniciclo de G. Si existe un arbol generador R de V
tal que R+ z = V para alguna arista z € E(V) — E(R) y dc(R, A,) < d,

entonces (7, V) tiene propiedad A, para algin entero positivo s.

Sea U un o-uniciclo de G para algun ciclo o € C. Supongamos que existe un
arbol generador T tal que T+ = U y dc(T, A,) = n, entonces probaremos
que (o, U) tiene la propiedad propiedad Ay para algin entero positivo k.

Sea T, un arbol generador de U tal que do(T,T,) = do(T,A,) v {T =
To,T1,...,T, = T,} es una TT,-trayectoria de longitud n en T'(G, C).

Antes que nada, existe a € E(T)— E(Ty),b € E(T})— E(T) y un ciclo § € C
tal que Ty = (T'—a) + by T UT} es un J-uniciclo de G ya que Ty T} son
adyacentes en T'(G, C).
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Como z € E(T1), de(T1, A;) = n — 1. Sea «y el unico ciclo en V =T} + z,
por la hip6tesis de induccién, (v, V') tiene la propiedad A para algin entero
s. Eso implica que existe un conjunto de ciclos X = {7p,...,7} € Cy
un conjunto de aristas {eg,...,es_1} C E(G) — E(V) talque v, V, X y Y
satisfacen las propiedades (Py), (P2) v (Ps).

Caso 1. 7 =o.

Si b ¢ E(p) para cualquier p € X entonces E(p) C (E(V)—b)UE(Y) =
E(U)UE(Y). Asi, (0,U) tiene la propiedad A, debido a que o, U, X y Y
satisfacen(Py), (P2) y (Ps).

Entonces podemos asumir que b € E(p) para algin p € X. Claramente
bed E(o) yaqueb ¢ E(U)y U contiene a 0. Como v, V, X y Y satisfacen
la propiedad (Ps) existe p’ € X tal que b € E(p'). Como b es una arista
de § y b es una arista de a lo mas dos ciclos de C' podemos asumir sin
pérdida de generalidad que p = 0. Como a € E(§) — E(V), a = e; para algin
0 <t < s—1. Entonces, no es dificil probar que (¢, U) tiene la propiedad A

usando el conjunto de ciclos X y el conjunto de aristas (Y —a) U b.
Caso 2. p # 0.

En este caso U + b contiene exactamente tres ciclos o, ¢ , 7. Como b &€ E(o),
entonces b € E(§) N E(y) y 0Ay = 0.

Subcaso 2.1. a € E(p) para algin p € X.
Sea X'=XUdyY' =Y Ua.

Demostraremos que (o,U) tiene la propiedad A,;; usando a los conjuntos
X'yY'.

(a) o, U, X"y Y’ satisfacen (P;):

Como 0 es el unico ciclo en X’ que contiene a a, entonces X’ es un conjunto

linealmente independiente de I'(G). Notemos que cada ciclo en X’ es un ciclo



62 Capitulo 4

de U+Y' y I'(U 4 Y’) tiene dimensién s + 1, entonces X’ es una base de
U +Y").

(b) o, U, X' y Y’ satisfacen (Ps):

Sea x € E(p) — E(o) para algin p € X. Si € E(y) existe p’ € X tal que
x € E(p) yaquey, V, X yY satisfacen (P2). Si z € E(y) entonces z € E(J)
por que o0 = dA~. Se sigue que si z € E(p) entonces = es una arista de por lo
menos dos ciclos de X’. Como cada arista esta en a lo mas dos ciclos de C,
x es arista de exactamente dos ciclos en X’. En otras palabras, si z € E(p)

para algin p € X’ existe un unico ciclo p’ € X' tal que x € E(p).
(¢) o, U, X' y Y’ satisface (Ps):

Sea x € E(0). Siz & E(§), entonces x € E(y) ya que 0 = §Av. Como v, V,
X, vy Y satisfacen (Ps3) existe un unico ciclo p € X tal que z € E(p). Por lo
tanto, existe un unico ciclo p € X’ tal que x € E(p) debido a que = & E(J).

Ahora supongamos que x € E(0), entonces x ¢ F(v) ya que 0 = gA~y. Si
x € E(p) para algin p € X, entonces existe p’ € X tal que z € E(p') ya que
v, V, X y Y satisfacen la propiedad (Ps). Entonces = es una arista de 6, p y
P, lo que es imposible puesto que x no puede ser una arista de tres ciclos en

C'. Por lo tanto, el unico ciclo en X’ que contiene a x es 0.
Subcaso 2.2. a € E(p) para algin p € X.

En este caso podemos suponer sin pérdida de generalidad que a = e,_;. Por
la propiedad A, de (7,V), a es una arista de exactamente dos ciclos en X.
Como a € E(§) y a es una arista de a lo més dos ciclos de C, entonces
podemos asumir que § = ,. Sea X' = X —, y Y’ =Y — e, ;. Probaremos
que (o,U) tiene la propiedad A, ; si usamos al conjunto de ciclos X’ y al

conjunto de aristas Y.
(a) o, U, X"y Y’ satisfacen (P;):

Como b € E(6) — E(0), y 0 = Ay entonces b € E(0) N E(v). Por lo tanto,
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existe un tnico ciclo p € X que contiene a b ya que v, V, X y Y satisfacen
(P3). Por lo tanto, 6 = p. Se sigue que E(p) C E(V+Y) = (E(U)UE(Y"))—b
para cada p € X'. Entonces, es claro que X’ es una base de I'(U + Y”).

(b) o, U, X' y Y’ satisfacen (Py):

Sea x € E(p) — E(0) para algun p € X’. Como cada arista en E(y) — E(0)
es una arista de ¢, se sigue que E(y) N E(p) = 0 ya que v, V, X y Y
satisfacen (Ps3). Por lo tanto, x & E(v). Se sigue que existe un unico p' € X
tal que z € E(p)) ya que V, X y Y satisfacen (P;). Si p/ = 0, entonces
x € E(0) — (E(c) U E(7)) lo que es imposible porque o = §A~y. Asi p' € X'.

(c) o, U, X' y Y’ satisfacen (Ps):

Sea x € E(0). Six € E(0) N E(y), existe un tnico p € X tal que x € E(p)
ya que v, V, X y Y satisfacen (P3). Claramente p # 0 ya que E(o) N E(y) N
E()=0.Siz e E(c)—E(y)=FE(0)NE(®).Comode Xy~ V, XyY
satisfacen propiedad (Ps), existe un unico p’' € X, p' # 6 tal que = € E(p').

Por lo tanto, hemos demostrado que existe un tnico p € X’ tal que xz € E(p).

]

Teorema 4.2.2. Sea C' una familia de ciclos de G tal que cada arista de G
es una arista de a lo mds dos ciclos en C. La familia C' es AT -densa si y

solamente si T(G,C) es coneza.

Demostracion. Si C' es At-densa por el Teorema 4.1.5, T(G,C) es conexa.
Supongamos que T'(G, C') es conexa para una familia C' de ciclos tal que cada
arista de G estd en a lo mas dos ciclos en C, entonces cada o ¢ C' y cada
o-uniciclo U de G es tal que (o, U) tiene la propiedad Ay para algun entero
positivo k (Lema 4.2.1). Se sigue que cada ciclo o ¢ C tiene la propiedad AT

con respecto a C. Entonces podemos concluir que C' es AT-densa.



Preguntas

En este apéndice se enunciaran problemas que nos hemos planteados al rea-

lizar esta tesis.

Problema 1. ;Cuadl es el didmetro de B[N, ¢] para un matroide N y una bicoloracién

efectiva de sus aristas ¢7

Problema 2. ;Cudles son los matroides sin circuitos positivos que cumplen que su

grafica de bases de adyacencias ciclicas es conexa?

Problema 3. ; Se podria acotar el nimero cromético de T,,(D) con cotas mejores
de |E(D)| y el nimero de clanes de D?

Problema 4. ;Sera cierto que T'(G, C) es conexa si y solamente si C' es A*-densa?

Problema 5. Més débil que la anterior: jSerd cierto que C' es AT-densa si C' es
AT-densa?
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