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Introduccion

Esta tesis presenta un estudio del trafico vehicular (t.v), principalmente
desde un punto de vista probabilistico. Utilizamos resultados basicos de teoria
de colas, asi como de procesos estocasticos.

El estudio tedrico deberia ser comprensible para cualquier estudiante de
los tltimos semestres de la carrera de Actuaria.

Uno de los objetivos principales de esta tesis es analizar el comportamien-
to del trafico vehicular, desde un punto de vista poco comun, ya que en
general este fenomeno es analizado a través de la teoria de redes. Con es-
to brindamos al lector herramientas para analizar el trafico vehicular desde
distintos puntos de vista.

Los factores que consideramos como variables aleatorias en dicho estudio
tedrico, quedaran completamente definidos por la transformada de Laplace
asociada, o bien, por la funcién generadora de probabilidad, que definimos
en el capitulo de preliminares.

En el capitulo de teoria de colas presentamos las bases de dicha teoria
para quien no las conoce, asi como generalizaciones de la misma enfocadas
al estudio de tréafico vehicular.

Posteriormente, presentamos el diagrama fundamental del trafico, que es
una de las herramientas mas utilizadas para el andlisis del trafico vehicular.
También presentamos ciertos modelos obtenidos bajo diferentes supuestos,
asi como su comparacion y un breve andlisis de cuando debe ser utilizado
cada modelo.

En el capitulo 5 tomamos en cuenta el trafico vehicular cuando tomamos
una serie de vehiculos, que en este estudio nombramos arreglos de vehiculos,
nombre que hace alusion a arreglos de datos en el lenguaje de programacion
C++.

Finalmente en el capitulo 6 presentamos algunos resultados relativos a
los retrasos en la via. Estos pueden ser causados por diferentes situaciones y
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factores.

Con los resultados tedricos que desarrollamos en este estudio, podemos
plantear problemas de optimizacién, asi como proponer posibles soluciones a
los problemas de congestionamiento. Proponemos dichas posibles soluciones
en el capitulo de conclusiones.

Ademas del estudio tedrico, presentamos simuladores gréaficos, hechos con
C++. Estos tienen la finalidad de proporcionar una forma grafica, en la que
se pueda apreciar cualitativamente el comportamiento del trafico vehicular.
En estos analizamos situaciones especificas del trafico.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo hacemos un breve resumen de la herramienta mas im-
portante utilizada en esta tesis.

En la mayoria de los casos incluimos la demostracion de los teoremas,
aunque en algunas ocasiones, debido a la complejidad de las mismas y a la
finalidad de la tesis, omitimos la demostracién de algunos de los resultados.

Asi pues iniciamos con una exposicion de herramienta probabilistica rel-
ativamente avanzada.

1.1. Herramienta de probabilidad

Al modelar el comportamiento de una cola, es natural suponer que las
llegadas de los “clientes” a la cola son de tipo Poisson con tasa de llegadas
A. Una de las razones mas importantes para suponer esta distribucion para
las llegadas a una cola, es que es una distribucion discreta cuya variable
toma valores no negativos. Esto es importante, ya que necesitamos calcular
la probabilidad de n llegadas a la cola en un intervalo de tiempo. De ahi que
n deba ser discreta y definida sobre los enteros no negativos.

Una propiedad fundamental, que se obtiene de la suposicion de que las
llegadas a la cola tienen una distribucién Poisson(A), es que obtenemos una
distribuciéon del tiempo entre llegadas (que llamaremos tiempo interarribo)
exponencial con el mismo parametro A. Por ser éste un resultado basico de
procesos estocasticos omitimos la demostracion.

Suponemos también, de manera andloga, que las salidas de la cola tienen
distribucién Poisson(u), y por esto el tiempo entre salidas sera distribuido

7



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

exponencial(p).

Para simplificar la notacion en secciones posteriores, definimos la funcion
gama incompleta.

Definicién. Definimos la funcion gama incompleta con pardmetros n y
x como:

v(n,x) = /Ox e it dt (1.1)

Asimismo el complemento de la funcion gama incompleta con pardmetros n
yx:
[(n,z) = / e "t (1.2)

Con esta definiciéon obtenemos una propiedad natural para procedimientos
en el futuro: la funciéon gama es la suma de la funciéon gama incompleta y su
complemento.

v(n) =~v(n,z) + T'(n,x) (1.3)

Dadas las definiciones de la funciéon gama y su complemento, podemos
demostrar la siguiente propiedad.

Propiedad. Si X ~ Poisson(\) su funcion de distribucion puede ser

expresada como:
e\ T(n+1,))
F(z) = = . 1.4
(z) EO il T(n+1) (14)

7

donde n es la parte entera de x
Demostracion (Por induccién). Para n=1

'(2,)\) /00 et @t
A 1!

Supongamos valido para n.
Probemos para n—+1

Ln+1,\) /00 et
by

dt
I'(n+1)

n!
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Integrando por partes y utilizando el hecho de que I'(n+1)=n! para n
entera obtenemos:

— —t|jo0 o n _—t
= n+1'< (n+1)t"e ™[} Jr/A nt"e dt)
\le -2 n—1 7)\/\1

= Z
! =0
n 67)\)\1
= >

=0

(1.5)

Definicién. Definimos la funcion generadora de probabilidad de la fun-
cion de densidad discreta f(x) con probabilidades p, como:

=3 pus"0< s <1 (1.6)

Notemos que 7(s) tiene las siguientes propiedades:

1. Sus derivadas sucesivas evaluadas en uno valen:

» 7'(1) =Y np, = E(n)
» (1) =X n(n —1)p, = E(n?) — E(n) =var(n) + E(n*) — E(n)

2. Si p, son los coeficientes de una serie convergente, las derivadas suce-
sivas evaluadas en s = 0 nos dan los valores de dichos coeficientes.

El teorema de probabilidad total es una herramienta basica cuando se
trata con probabilidades condicionales, éste enuncia lo siguiente:

Teorema 1 (Probabilidad total) Sean A, A,, ..., A, eventos que forman
una particion del espacio muestral tales que la probabilidad de cada uno de
ellos es distinta de cero. Sea B un suceso cualquiera del que se conocen las
probabilidades condicionales P(B|Ai), entonces la probabilidad del suceso B
viene dada por la expresion: P(B) = Y1, P(B|A;)P(A;)

En muchos de los desarrollos encontramos que el espacio muestral es un
conjunto no numerable de eventos. De ahi la necesidad de recordar una gener-
alizacion para espacios muestrales no numerables del teorema de probabilidad
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total. En este caso y siguiendo la notacién del teorema anterior, la tltima
ecuacion se transforma en:

P(B) = /°° P(Blx) f(z)dx (1.7)

—0o0

donde f(z) es la funcién de densidad de la variable aleatoria X.

1.2. Resultados generales

En esta seccion nos enfocamos a tratar herramienta que suele estudiarse
como material de un primer curso de procesos estocasticos; asi como ciertos
teoremas de convergencia necesarios para el desarrollo de gran parte de las
demostraciones que seran expuestas en secciones posteriores.

Iniciemos definiendo una funcién que serd 1til en el estudio de las colas
con tiempos de servicio regular:

Definicién. Definimos la funcion § : R —{0, 1} como:

5(x) = { 1 x=0
0 x #0

Dentro de la herramienta que necesitamos del curso de procesos estocasti-
cos, es importante puntualizar ciertas definiciones, entre éstas se encuentran:

Definicién. Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleato-
rias { X, : t € T'} parametrizadas por un conjunto T llamado espacio parame-
tral y que toman valores en un conjunto S llamado espacio de estados

De esta definicién podemos decir que un estado del proceso estocastico
es un posible valor de alguna de las variables aleatorias.

Necesitamos definir ahora, tanto las probabilidades de transiciéon de un
proceso estocastico, como la matriz de probabilidades de transicién.

Definicién. Sea S el espacio de estados de un proceso estocdstico { X (t) :
t € T}, definimos las probabilidades de transicion como:

Igualmente, la matriz de probabilidades de transicion, es la matriz que tiene
por entradas a las probabilidades P;;. Finalmente decimos que un proceso
estocastico es estacionario si la probabilidad pasar del estado i al estado 7 en
k pasos (conocida como probabilidad de transicion en k pasos) satisface:
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Podemos clasificar ahora los posibles estados de un proceso estocastico.
Definicién. Decimos que un estado es recurrente si la probabilidad de
regresar al estado i partiendo del estado i es uno, es decir:

Prob(X,, =i para algunan >1 — Xy =1i)=1
y un estado que no sea recurrente serd transitivo.

En esta clasificacién de estados existe una subclasificacion para los estados
recurrentes:

Definicién. Decimos que un estado recurrente es recurrente positivo i
el numero de pasos esperados para regresar al estado en que el proceso se
encuentra, es finito. Y el estado serd recurrente nulo en caso contrario.

Es decir, si T; es el nimero de pasos necesarios para llegar al estado 7 y X
el estado inicial del proceso estocastico, el estado ¢ serd recurrente positivo
si:

y sera recurrente nulo en caso contrario.

Dentro de los resultados de teoria de la medida necesarios para algunos
desarrollos de esta tesis se encuentran los teoremas de convergencia monétona
y convergencia dominada.

Teorema 2 (Convergencia mondétona) Sea (X, S, 1) un espacio de me-
dida y sea (f,) una sucesion creciente de funciones medibles y positivas. Sea
f(z) = lim, . fo(x). Entonces:

T [ fu(@)dp = [ f@)dn

Teorema 3 (Convergencia dominada) Sea (X, S, pu) un espacio de me-
dida y sea (f,) una sucesion de funciones medibles y g una funcién integrable
tales que:

L|fd<g VneN

2. Para casi toda x € X existe el limite limy, o fn(2)

Entonces f es integrable y:

[ fdi= 1w [ fdn
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Enunciemos ahora otro teorema, necesario en secciones posteriores con el
mismo fin:

Teorema 4 Sea f, una sucesion de funciones, diferenciables en [a,b] y tales
que fn(zo) converge para algin punto xy en [a,b]. Si f! converge uniforme-
mente en |a,b], entonces f, converge uniformemente en [a,b] a una funcion

I
f(x) = lim f(x) (a <z <)

n—oo
En ocasiones necesitamos condiciones para intercambiar una derivada con
una integral, es decir, condiciones bajo las cuales la derivada de una integral
sea lo mismo que la integral de dicha derivada.

Teorema 5 Sean (X,S,u) un espacio de medida y a < b € R fijas. Si
f: X x (a,b) = R es una funcién tal que f*: X — R dada por f'(z) =
f(z,t) es S-medible Vt € (a,b) y f. : (a,b) — R dada por f.(t) = f(x,t)
es continua Vr € X y ademds Jtg € (a,b) tal que f' € L1(X,S, 1), que %{
eziste en X X (a,b) y que 3g € L1(X, S, 1) tal que |%(a¢, t)] < g(x), entonces
F(t) = [y f'du es diferenciable ent y F'(t) = [ %(w,t)du.

Para los desarrollos que haremos en secciones futuras podremos suponer la
derivabilidad de f, ya que al hablar de la integral de f, estaremos suponiendo
que f es una funciéon de densidad continua y derivable. En algunos casos
dicha funcion serd la exponencial o podra ser la funcién de densidad gama,
en ambos casos podemos asegurar la derivabilidad.

Una de las herramientas més utilizadas a lo largo de este trabajo es la
transformada de Laplace, ya que al ser similar a la funcién generadora de
momentos centrales, definird por completo la distribucién de una variable
aleatoria.

Aunque no es una condiciéon necesaria, definiremos la transformada de
Laplace para variables aleatorias no negativas, ya que a lo largo de este
trabajo las variables que manejamos como aleatorias son tiempos y conteos
de vehiculos, que serdn siempre mayores o iguales a cero.

Definicién. Sea f(x) una funcion definida para x > 0; entonces la inte-
gral:

o(s) = /OOO flz)e*"dx = blirgo /Ob e f(z)dx (1.8)

se llama tranformada de Laplace de f, siempre que el limite exista.
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Notemos que la funcién generadora de momentos centrales es precisa-
mente la transformada de Laplace evaluada en —s. De ahi que podemos
obtener los momentos centrales con las derivadas sucesivas. Para este fin
sera de utilidad la siguiente propiedad:

Propiedad. Los momentos centrales de una funcion de densidad pueden
ser encontrados como:

E(X") = (=1)"¢"")(s) (1.9)
donde ¢(s) es la transformada de Laplace de f(x).

Demostracion. Los momentos centrales estan definidos como las derivadas
sucesivas de la funcién generadora de momentos centrales evaluadas en s = 0.
Sea ¢(s) la funcién generadora de momentos centrales.

o e
0(s) = s [T

utilizando el teorema, 5
oo O" e 5T
- /0 85” f(z)de
(-1)" / 2e f(w)da

= 00) = (1" [T f(a)da
= (~1)"B(X")
= (~1""() (110)

Atn mas, a continuacién demostramos que la transformada de Laplace
de una funcién acumulativa es precisamente la transformada de Laplace de
la funcién de densidad sobre s.

Tomemos f(z) una funcién de densidad, F'(x) su funcién de distribucién,
y ¢(s) y ®(s) sus transformadas de Laplace respectivamente (dichas trans-
formadas de Laplace existiran gracias a las propiedades de las funciones de
densidad y distribucién).

o) = [ e
(1.11)
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Integrando por partes
— |: —S(L’F +/ —S(L'F :L,

= s [ e F@)
= sP(s)
(1.12)

Asi
O(s) = —= (1.13)

Finalmente, demostremos que la transformada de Laplace de una suma
de variables aleatorias independientes, es el producto de las transformadas
de Laplace individuales.

Tomemos dos variables aleatorias X y Y, con funciones de densidad f(z) y
g(y), y funciones de distribucién F'(z) y G(y) respectivamente. Sea Z = X +Y
con funcién de densidad h(z) y funcién de distribucién H(y). Asi:

H(u) = Problz < u] = Prob[z + y < u]

Notemos que al graficar en el plano (x,y), la desigualdad = +y < u define
una regién bajo la linea x + y = u, ast:

H(u) = / /u yf y)dxdy
= /0 F(u—y)g(y)dy

gracias al teorema de convergencia dominada podemos diferenciar con re-
specto a u para obtener:

h(u) = /OOO flu—1y)g(y)dy

llamamos a esta funcion h, que es la funcién de densidad de = + y, la con-
volucion de las funciones f y g.
Calculemos ahora la transformada de Laplace de la funcion h:

o(s) = /Ooo e (/OOO flu— y)g(y)dy> du
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= // U f(u—1y)g(y)dydu
= [T [T e pgy)ayas

= [T @ [T e gty
= B0,

las tltimas integrales son, precisamente, las transformadas de Laplace de las
funciénes f y g.
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Capitulo 2

Teoria de colas

2.1. Definiciones basicas

Existen diferentes formas de modelar el comportamiento del trafico ve-
hicular, por ejemplo, utilizando la teoria de graficas, sistemas dinamicos,
procesos estocasticos, entre otros. Para esta tesis tomamos elementos de la
teoria de colas para modelar dicho comportamiento. De aqui la necesidad de
contar con cierta herramienta de probabilidad y procesos estocasticos.

Como hemos mencionado en la seccion 2.1, es de gran utilidad el suponer
que los arribos a la cola de vehiculos siguen una distribucién Poisson con
pardmetro A, y de forma andloga suponemos que las salidas (servicios) de la
cola siguen una distribuciéon Poisson con parametro p.

De esta forma podemos calcular de manera sencilla la media del tiempo
interarribo, ya que, como mencionamos anteriormente, los arribos Poisson
generan tiempos interarribo exponenciales, y basta recordar que una dis-
tribucién exponencial con pardmetro A tiene media 1/A.

Es logico pensar que la intensidad del trafico en una via depende de las
tasas de llegada y de salida, de ahi que definimos la variable p como:

p=7=
1
Notemos que p es el resultado de tomar la fracciéon de dos cantidades no
negativas. De ahi que p es una cantidad no negativa también. De esta forma
tenemos tres casos para p, que nos hablan de la clasificacién del nimero de
vehiculos en la via como estados del proceso estocastico. Estos casos son:

17
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1. p < 1. En este caso, el proceso estocéstico formado por el ntimero de
vehiculos tendra estados recurrentes positivos. Es decir, si iniciamos en
una cola sin vehiculos, en un nimero finito de pasos tendremos una
cola vacia de nuevo.

2. p = 1. El proceso tendra estados recurrentes nulos. Es decir, si iniciamos
en una cola vacia, en promedio nos tomara una infinidad de pasos volver
a vaciar la cola.

3. p > 1. El proceso tendra estados transitivos. Es decir, si iniciamos con
una cola sin vehiculos, nunca volvera a estar vacia.

Recordemos que la transitividad o recurrencia de un estado en un proceso
estocastico es una propiedad de clase, es decir, al poseer esta propiedad un
estado de la clase, la tendran todos los estados dentro de la misma clase.
Notemos que en el proceso estocastico del nimero de vehiculos en la via,
todos los estados pertenecen a la misma clase, asi basta con demostrar que
un estado tiene dicha propiedad para que todos los estados del proceso la
tengan.

Aunque hasta el momento hemos tratado a A y a 4 como constantes, en
general esto no es cierto. En general A y u son funciones del tiempo (A(t) y
w(t)). Es 16gico pensar que la tasa de llegadas varfa dependiendo de la hora,
ya que en un sistema real de transito vehicular tenemos horas pico, donde la
tasa de llegadas es mayor que en horas no pico.

Para simplificar la notacién en secciones futuras, hacemos el supuesto
de que tomamos un intervalo de tiempo pequeno de forma que las tasas no
cambian drasticamente y podemos tratarlas como constantes.

2.2. Trafico como proceso de Poisson ho-
mogéneo

Al suponer que las llegadas a la via son un proceso de Poisson y que

la tasa de llegadas A\ es constante, obtenemos un proceso de Poisson ho-

mogéneo de tasa A, con esto podemos afirmar que el proceso tiene las sigu-
ientes propiedades:

1. Pr(No tener arribos en un intervalo de tiempo At)=1 — AAt + o(At)

2. Pr(Tener un arribo en un intervalo de tiempo At)=AAt + o(At)
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3. Pr(Tener mds de un arribo en un intervalo de tiempo At)=0(At)

donde o(At) es el orden de anulacién de At y por definicién satisface:

A
lim 281

At—0 At =0

Utilizando estas probabilidades en donde sélo hemos supuesto llegadas
con tasa A tomamos en cuenta el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:
La probabilidad de tener n vehiculos en la cola al tiempo t (p,(t)) se puede
ver como la suma de las probabilidades de transicion:

n

1=0

pero notemos que al considerar un intervalo de longitud At las primeras
n — 1 probabilidades se pueden agrupar en una funcién o(At) y usando las
probabilidades que acaban de definirse obtenemos:

Pn(t + At) = AAtp,_1(t) + (1 — NA)p,(t) + o(At)

= p;(t) = Apn-1(t) — Apn(t),Vn > 1 (2.1)

tomando el limite cuando At — 0, cuando n = 0, sélo debemos considerar
la probabilidad de encontrarnos con 0 vehiculos en la via y tomar el caso de
que no llegue ningin vehiculo en el intervalo de tiempo At, y asi obtenemos
de forma analoga:

po(t) = —=Apo(t) (2.2)

Con esto hemos conseguido el sistema de ecuaciones diferenciales antes
mencionado, notemos que para resolver dicho sistema requerimos primero
resolver la ecuacion para pgy y, con ésta, obtener el valor de p; y proceder
de esta forma sucesivamente. Al aplicar este procedimiento, encontramos el
hecho nada sorprendente de que las probabilidades de tener n arribos al
tiempo ¢ siguen una probabilidad de Poisson(\).

El siguiente paso logico es pensar al proceso de transito como un proceso
de vida y muerte, donde hacemos la analogia pensando que las salidas del
sistema son muertes y las llegadas son nacimientos. De esta forma tenemos
que analizar los siguientes casos para n > 1:
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1. El proceso se encontraba en el estado n al tiempo ¢ y no ocurrieron
llegadas ni salidas en el intervalo At.

2. El proceso se encontraba en el estado n — 1 al tiempo ¢, ocurrié una
llegada y no ocurieron salidas en el intervalo At.

3. El proceso se encontraba en el estado n + 1 al tiempo ¢, ocurrié una
salida y no hubieron llegadas en el intervalo At.

4. El proceso se encontraba en el estado n al tiempo ¢ y ocurrieron una
llegada y una salida en el intervalo At.

Utilizando el mismo procedimiento que en el caso donde sélo consideramos
llegadas, podemos obtener la ecuacion diferencial:

PL(t) = =N+ 1)pn(t) + App-1(t) + ppnsa(t),  Vn>1 (2.3)

Notemos que:

[P, (1)] | — (A + 1)pn(t) + App—1(t) + ppnsa (t))]
| = (A4 1) pn(t)] + [Apn—1(t)] + [pns1 ()]

20N+ p), Vn e N

VANVANRVA

Y con un analisis similar de los casos posibles para tener el proceso en
el estado 0, es decir, sin considerar que el proceso esté en el estado anterior
(que no tiene sentido si n = 0), obtenemos la ecuacién diferencial:

Po = —Apo(t) + pp(t) (2.4)

Ahora utilicemos la funcién generadora de probabilidad (que desde ahora
llamaremos funcién generadora) para expresar las probabilidades de que el
proceso se encuentre en cierto estado (p,(t)) en términos de p.

Por definicién tenemos:

m(s,t) = iéopn(t)s”

multiplicando la n-ésima ecuacién 3.3 por s”, sumando sobre n, usando el
teorema 4 y el hecho de que [p),(¢)| < 2(X+ p) nos garantiza la convergencia
uniforme de 0% pl,(t)s", obtenemos:

1—s 1—s

— ML= 9)| =t

0
aw(s,t) = m(s,t) [u
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En este momento nos interesa la forma de la funcién generadora bajo
condiciones de equilibrio, es decir, con p menor a 1, de aqui que tomamos
las probabilidades independientes del tiempo, en condiciones de equilibrio la
ecuacion anterior se convierte en:

7)1 = As) o = 0 = 7m(s) = 72

De esta tltima ecuacién y usando las propiedades de la funcién generadora
podemos obtener el valor de p, al evaluar la funcién generadora en s = 1:

Po
IL—p

1=

=po=1-p

Al sustituir en 7(s) el valor de py, obtenemos:

r(s) = 11__8’; (2.5)

Esta tltima es la funcion generadora de la longitud de la cola bajo condi-
ciones de equilibrio. Es sencillo ver que ésta es la funcién generadora de una
variable aleatoria con distribucién geométrica con parametro p:

Recordemos que las probabilidades en una distribuciéon geométrica son de
la forma: p, = (1 — p)p", de ahi que la funcién generadora es:

m(s) =) (1 —p)p's" =
ng‘o L=sp

Y de este desarrollo podemos obtener datos del comportamiento de la
cola. Debemos calcular inicamente las tasas de llegada y de salida de la cola,
ya que con estas cantidades podemos calcular p. Con esto podemos clasificar
el comportamiento de los estados de la cola en transitivos o recurrentes y en
caso de ser recurrentes, qué tipo de recurrencia.

Finalmente, en caso de que los estados sean recurrentes positivos, pode-
mos obtener la longitud media de la cola. Con el simple hecho de suponer que
p < 1, obtenemos que la longitud de la cola sigue una distribucion geométri-
ca con parametro p. Y recordando que la media de una variable aleatoria
distribuida geométrica(p) es p/(1 — p).

El siguiente problema a tratar es el tiempo de espera de un usuario en
nuestro sistema de transito. Recordemos que hasta el momento hemos visu-
alizado el transito vehicular como una cola.
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Para este andlisis suponemos que w(z,t) es la funciéon de densidad del
tiempo de espera al tiempo t, y W (z, t) su funcién de distribucién. Utilizando
las probabilidades obtenidas en los desarrollos relativos a la longitud de la
cola podemos afirmar que la probabilidad de que la cola se encuentre vacia es
1 —p. En este caso, el tiempo de espera es cero. De ahi que la distribucién del
tiempo de espera es mixta, es decir, tiene un “salto” en el origen y después
se comporta como una distribucion continua.

En caso de que la longitud de la cola sea mayor a 0, tenemos que el
tiempo de espera es, para el n-ésimo vehiculo formado, el tiempo de servicio
de n—1 vehiculos, mas el tiempo residual del servicio en proceso. Recordemos
entonces que uno de los supuestos basicos de este trabajo es que, al igual que
las llegadas a la cola, las salidas (o servicios) tienen distribucién Poisson. De
aqui se obtiene que la distribucion de los tiempos de servicio es exponencial
con parametro pu. Asi, el tiempo de espera del n-ésimo vehiculo es la suma
de n variables aleatorias con distribucion exponencial.

Se puede demostrar utilizando el teorema de Bayes que, al tomar una
fraccion de tiempo de un total distribuido exponencial negativo, esta fraccion
mantiene la distribucion exponencial. Esto es importante para la primera
fraccion de tiempo.

Una de las propiedades bésicas de la distribucion exponencial es que la
suma de n variables aleatorias con distribuciéon exponencial con parametro
A, tiene una distribucién gama con parametros n y A. Por lo tanto, el tiempo
de espera de una vehiculo dado que es el n-ésimo en la cola es precisamente

gama, es decir:
n

w(x|n) = F'L(Ln)e“””xnl, n>1 (2.6)
utilizando el teorema de la probabilidad total podemos afirmar que:
w(xz) = Y (1—p)p w(zn)
n=0

Mne—uzmn—l

= (1= i)+ 3 = )
— (=) ey B
= (1= p)ola) + plas — N)e (27)

A continuacion encontramos una relacién sencilla entre la transformada
de Laplace y la funcién generadora del tiempo de espera. Esta igualdad es
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valida siempre y cuando el tiempo de servicio de cada vehiculo en la cola sea
exponencial negativo.

o(s) = /o_oow(x)e_”dx
i 167396

0o OO Mnl,nf
n———d
/0 gp ['(n) v

gracias a que se cumplen las hipotesis del teorema de convergencia mondtona
podemos intercambiar la suma con la integral y de esta forma obtener:

n—le—sx

= anu”/ mr( dx

n)

— o (S—i_u)n n—1_-—sz
_ an8+u / Do e

B an 8+u)

- (S i u) 2%

que podemos expresar en el caso de equilibrio, gracias a la ecuacion 3.5, como:

(L—p)(s+n)
s+u—A

¢(s) = (2.9)

La importancia de esta tltima ecuacién es que, gracias a esta relacion,
podemos encontrar los momentos centrales del tiempo de espera en términos
de p, A y p derivando la transformada de Laplace. Basta recordar que una
de las propiedades de la transformada de Laplace es la obtencion de los
momentos centrales de la distribucién a través de las derivadas sucesivas de
dicha transformada. De aqui que la media de los tiempos de espera, cuando
el sistema se encuentra en equilibrio (p < 1) es:

0

#s) = 5 (s)
_ 0(=p)(s+n)
Os s+pu—A

(s+p—ANA—=p) —(1—p)(s+p
(s+p—A)?
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—A(l—p)

(s+p—A)?

= E(X) = —¢(0)

A1 = p)

(b —A)?
P

= 5 2.10

p(l—=p) (210

De igual forma podemos obtener el segundo momento para asi calcular

la varianza:

/ _>‘(1 B p)
ols) = (s 4+ p— )2
" 2/\(1_p)(8+/~b_/\)
o"s) = (s 4 p—A)*
= B(X?) = ¢"(0)
_ 2\ =p)
IREPIE
_ %
B OETE 211

Calculemos ahora la varianza haciendo uso de la definicién de la misma:
var(X) = E(X?) — E*(X)

2p P’
X) = -
varlX) w1 —=p)*  p?(l=p)?
2p — p?
= - F 2.12
p*(1 = p)? (212)

2.3. Salidas con distribucion desconocida

El objetivo de esta seccidon es proveer una generalizacion del modelo ante-
rior, usando tinicamente el supuesto de que las llegadas siguen una distribu-
cién Poisson()), v las salidas tienen distribucién de probabilidades descono-
cida.

Notaremos que en el caso de encontrarnos con un periodo de servicio
constante, las ecuaciones que a continuacion se desarrollan no pierden validez,
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ya que podemos pensar que la distribucion de dichas salidas es representada
por la funcién indicadora.

Supongamos ahora que la funcién de distribucién del tiempo de las salidas
es B(x), con funcién de densidad b(z) y transformada de Laplace ((z), vy
consideremos so6lo los puntos en el tiempo donde ocurre una salida (desde
ahora llamaremos a estos puntos “puntos de regeneracién”).

El primer paso para este andlisis es encontrar la probabilidad de obtener
n arribos en un periodo de servicio (p.s.), para esto requerimos hacer uso del
teorema de probabilidad total.

k., = Pr(n arribos en un p.s.)

= / Pr(n arribos en un p.s.|p.s.=v)Pr(p.s.=v)

—0o0

_ / )"

—00 n‘

= /OOO 6_/\7;5')\1}>nb(v)dv (2.13)

Al igual que en secciones anteriores podemos encontrar la funcién gener-
adora de las probabilidades de obtener n arribos en un periodo de servicio.

K(s) = > kus"
n=0

o

00 e—)«u )"
= n;o/o 75‘)\ ) b(v)dvs"
= /OOO i e ) Uéf\v)nb(v)s”dv
= /OOO e i [(Avs)”] b(v)dv

n=0

= /oo e M eMsh(v)dv
0

g

= BAL-9) (2.14)

Una vez més hicimos uso del teorema de convergencia mondétona para
intercambiar la suma infinita con la integral. En general, en problemas de
probabilidad no encontramos dificultades para demostrar que se satisfacen
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las hipdtesis de dicho teorema ya que, al trabajar con probabilidades, en
realidad estamos manejando cantidades positivas y menores a uno, lo que
facilita la convergencia de la serie.

Ahora, demostremos que bajo condiciones de equilibrio (p < 1) se tiene
po = 1 — p, como hicimos en la secciéon anterior. Para esto requerimos el
valor de la derivada de la funcion generadora de las llegadas por periodo de
servicio evaluada en 1, es decir, K'(1).

K'(s) = BA1—5s)]
_ a/ooe—/\v(l—S)b(v)dU, usando el teorema 5
ds Jo
- e
— / Ave M )p(v)dv
0

= K'(1) = /Ooo Avb(v)dv

= A / vb(v)dv, por definicién de esperanza
0

1
— A-
w
= p (2.15)

Podemos obtener una relacion entre las probabilidades de n llegadas en
un periodo de servicio y las probabilidades de transicion de un proceso es-
tocastico. Debemos definir a p;; como la probabilidad de encontrarnos en el
estado j en un punto de regeneracién, dado que nos encontrabamos en el
estado 7 en el punto de regeneracién anterior, entendiendo por el estado i,
que contabamos con ¢ vehiculos en cierto tiempo. Asi, estas probabilidades
de transicién no son mas que las probabilidades de cierto nimero de llegadas
en un periodo de servicio. Podemos ver que:

P (2.16)
pii = 0 en otro caso (2.18)

Con esto tenemos toda la herramienta necesaria para calcular la funcién
generadora asociada al proceso del nimero de vehiculos en la cola, en tiempos
de regeneracion.
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oo j+1

W(S) = Zzpikj—13j+ pok’ij
=0

j=01i=1

= > > pikjins +poK(s)

i=1j=i+1

= Z Zpiklle“i_l + poK(s)

i=11=0

= ZpisiflK(s) + poK(s)
i=1
1

= ;K(S)[?T(S) — po] + poK (s)
= 7(s) — iK(S)W(S) = pOK(S)S ; :
S 91— LK) = k() )
poK(s)(1 —s)
= 7(s) = TK(s) —s (2.19)

Recordemos que una de las propiedades fundamentales de la funcién gen-
eradora es que 7(1) = 1, en este caso encontramos un problema, ya que la
evaluacién de 7 en uno esta indeterminada. Sin embargo, podemos tomar el
limite de la funciéon cuando s tiende a 1. De esta forma obtenemos el valor
de py bajo condiciones de equilibrio.

1 = h'n% 7(s),
K(s)(1—
o poK(E)(1 = 9)
s—=1  K(s)—s
_ oy oL = ) K(s) — oK (s)
s—1 K'(s)—1
Po
L=p
=po = 1=p
(1—p)(1—s)K(s)
K(s)—s
Con esto hemos encontrado la funcién generadora para el proceso, donde
la distribucion de las salidas es desconocida, més ain, es sencillo encontrar

usando L’Hopital

= 7(s) (2.20)
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la matriz de transicién en términos de las probabilidades £’s:

ko k1 ky ks
ko k1 ko ks
P=| 0 ko ki ko

0 0 ko ki

Con esta matriz es posible encontrar las probabilidades de n pasos, que
representan la probabilidad de que en n periodos de servicio nos encontremos
en un estado, dado que actualmente nos encontramos en otro.

Otro posible desarrollo surge de considerar el tiempo total de espera en
el sistema (7T"). Donde este tiempo representa el tiempo de espera en la fila
(que corresponde a la suma de n — 1 servicios) més el tiempo de servicio
del vehiculo, es decir, si el vehiculo en cuestion es el n-ésimo en la fila, este
tiempo es la suma de n tiempos de servicio. De ahi que al calcular la funcion
generadora andlogamente al caso anterior, obtenemos:

() = /0 T AT (T gT (2.21)

donde f es la funcién de densidad de la variable aleatoria T.

Recordemos que previamente calculamos la transformada de Laplace del
tiempo de espera en la fila (¢(s)), asi como la del tiempo de servicio (3(s)).
Suponiendo que el tiempo de espera en la fila es una variable independiente
del tiempo de servicio de un vehiculo (en realidad no es una suposicion fuerte,
ya que en general un vehiculo no tarda més o menos en cruzar una via, por
ejemplo, si su tiempo de espera antes de cruzar fue mayor o menor), y gracias
al resultado para las transformadas de Laplace de la convolucion de variables
aleatorias independientes, que se presenta en el capitulo 2, obtenemos que
la funcién generadora del tiempo total (7(s)) es el producto de las transfor-
madas de Laplace del tiempo de espera en la fila y del tiempo de servicio
evaluadas en A(1 — s). De esta forma podemos despejar la transformada de
Laplace del tiempo de espera en términos de la funcién generadora del tiem-
po total y la transformada de Laplace del tiempo de servicio, para finalmente
obtener una expresién en términos de p, A\, u y ((s) de la transformada de
Laplace del tiempo de espera.
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= A=) = Baa )
= P(s) = Wé(;\) ), sustituyendo 7 (A ; S)

_ l—-p

N ;‘ﬁ(s)—%—i—l

_ L=

= T30 5(0) (222)

De esta forma hemos definido completamente el proceso del tiempo de
espera de un vehiculo a través su transformada de Laplace, utilizando las
tasas de llegada y la transformada de Laplace de la funcién de distribucion
de los tiempos de servicio.

2.4. Servicio regular

En esta seccion analizamos un caso particular, ;qué pasa cuando el servi-
cio en la cola es regular?, es decir, el tiempo de servicio para cada vehiculo es
una constante. Hasta el momento hemos discutido casos distintos, pero hemos
supuesto que, tanto las llegadas como los servicios o salidas son aleatorios.
Este caso no es muy distinto, basta hacer adecuaciones a los resultados pre-
viamente obtenidos para que sean aplicables en este caso.

Comenzamos construyendo una funcién de densidad para el tiempo de
servicio, de forma tal que mantenemos la suposicion de que el tiempo de
servicio es constante para cada vehiculo. Hacemos esto usando la funcion ¢,
mencionada en el capitulo de herramienta preeliminar, de esta forma obten-
emos que:

b(x) =0 (m - 1) (2.23)
1

Una vez obtenida esta funciéon de densidad, que induce un tiempo de ser-

vicio constante, es importante obtener la transformada de Laplace asociada
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a esta funcion de densidad. En este caso, la funcién de densidad ya no es de
tipo continua, sino que es mixta, tiene un valor de cero para los intervalos
[0, i) y (i,oo), y tiene un valor de 1 para x = i, por esto tenemos que
calcular la transformada de Laplace a través de una integral con respecto a
una medida de masa puntual.

Bs) = [ e R

Tl

= e (2.24)

Notemos que podemos usar cualquiera de los resultados de la seccién an-
terior, ya que hemos obtenido una funcién de densidad que induce un periodo
de servicio constante. De esta forma usemos los resultados obtenidos para una
distribucién del tiempo de servicio desconocida. Unicamente sustituimos la
funcién de densidad por nuestra funcion de densidad particular para obtener
resultados de los tiempos de servicio. Esto es precisamente lo que hacemos
para obtener la funcién generadora del tiempo de espera:

m(s) = ¢(A(1- 8)()6@(; —s))
I—p
S iAoy A )
_ (1-p)(1—5) o 20-9)
l—s—[1— e n(1- )]
(1—p)(1—s)
[—s+ e—p(l—S)]ep(l—S)

- 229

Podemos expresar el denominador de esta tltima ecuacién como el resul-
tado de una suma geométrica, asi obtenemos la siguiente ecuacion:

m(s) = (1= p)(1—s)> (se’e )
=0

Notemos que las condiciones para obtener un comportamiento limite con-
vergente, en este caso, estan dadas por los términos de la suma geométrica,
de forma que debemos pedir se’e™?® < 1, es decir, se” < e”® para obtener un
comportamiento limite con estados recurrentes positivos.
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Por otra parte podemos escribir la funcién 7(s) como:

m(s) = (1—p)(1—s)i(si6pii(_§m)j)

i=0 =0 J!
— ( 1—8 Zzsz pz Spl)
=0 j=0

(2.26)

y asf de esta 1ltima ecuacién obtenemos los coeficientes de s® que represen-
taran las probabilidades p; respectivamente, dada la definicion de la funcion
generadora (7(s) = 352, pis'). Por lo tanto podemos afirmar que las proba-
bilidades correspondientes son:

po = 1—p (2.27)
m = (1—p)(ef—1) (2.28)

o = (1=p) > W—(l—p) ) (_p;?
i+j=n : i+j=n—1 :

_ (1 _p) Z( pz)n ' ﬂZ _nz—:l (_pj)n—i—lepi (229)

= (n—1i) = (m—i-1)

Con esto finalizamos el anédlisis del caso, en el que las llegadas son aleato-
rias y el periodo de servicio es una constante (1/u).

2.5. Periodo de ocupacién

Esta seccion es un analisis del tiempo que permanece ocupada nuestra
cola. Aunque durante el desarrollo de esta seccién encontramos resultados
que parecen un tanto abstractos, seran de gran utilidad en secciones futuras.
No sélo por la notacién que utilizaremos, sino por el uso de las probabilidades
que son parte de los resultados aqui presentados.

Iniciemos esta seccién usando la probabilidad de que en una cola con
intensidad p, que por el momento pensaremos es menor a 1, en el estado
r tengan que pasar exactamente n vehiculos antes de que la cola se vacie
por primera vez (p,(r, p)). Para esto requerimos que arriven n — r vehiculos
antes de que la cola se vacie por primera vez, denotamos esta probabilidad
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como R,,_,,. Si tomamos como desconocida la distribucién de los tiempos
de servicio, y asumimos que estos tiempos son independientes del niimero de
vehiculos en la cola, podemos escribir dicha probabilidad como:

Ry = /0 - %bn*(v)dv (2.30)

donde b™*(v) es la n-ésima convolucién de la funcién b.

En esta seccion profundizamos los desarrollos de las distribuciones mas
comunes en teoria de colas para los tiempos de servicio, que son tiempos de
servicio distribuidos exponencial negativo (inducidos por salidas Poisson), y
tiempos de servicio constantes.

Asi, cuando el tiempo de servicio es exponencial negativo con parametro
(1), y recordando que la n-ésima convolucién de una distribucién exponencial
con parametro u es una distribucién I'(n, 1) obtenemos:

00 n—r_,—A\v n
Rnfr n / ()\U) ¢ a 'Unilei!wd'l)
’ o (n—nr) I'(n)

00 )\n—re—v()\—i-u)unUQn—r—l
/0 (n—r)l(n—1)!

dv

m—r—1 o )\n—rune—v()\+u)v2n—r—1
= / dv
n—r 0 I'2n—r)
n—r,n 00 2n—r
_ 2n—r—1 A H / ()‘ + ,LL) ef'u(/\Jr,u),Uanrfld,U
n—r A+ p)?mrJo I'(2n—r)
2n —r—1 P
= - 2.31
( n—r ) (1 + p)2n—r ( )

Si consideramos tiempos de servicio constantes de tamano i, la n-ésima
convolucién de la funcién de distribucién se convierte en: " (v) = d(x—n/u),
con funcién de distribucién B™*(v), de esta forma obtenemos:

oo (\p)*T —\v
R, .. = / Miedgn* (v)
’ o (n—r)

= 2 - (2.32)
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Volvamos por un instante a considerar el caso de tiempos de servicio ex-
ponenciales, el problema que a continuacion encontramos es hallar constantes
A, , tales que:

> 2n—r —1 o
Z A”ﬂ’ _ 1 2n—r - ]'
et n—r (1+p)
o bien podemos expresarlo en términos de otra constante B, , tal que:

o0 n—r

S,

= (1 + p)Qn—r

Laidea que utilizamos a continuacién es expresar las constantes B,, , como
coeficientes de una serie de Maclaurin, y asi obtener el valor de los mismos.
Para esto necesitamos definir § de la siguiente forma:

__r B
= T T
y a continuacion definir f(/3) como:
BN (O '

Podemos pensar ahora a f(/3) como una serie de Maclaurin, asi, By, . son
los coeficientes de la serie. Dada la construccién de las series de Maclaurin,
los coeficientes de dicha serie deben ser de la forma:

1| d0
[ dﬁnﬂm] y

Usando algunos resultados sobre teoria de funciones analiticas complejas,
estos coeficientes pueden ser escritos como:

1
2w Je prtt
donde C es una trayectoria cerrada en el dominio de la funciéon analitica.

Al sustituir los valores previamente obtenidos de f((3) y 8" obtenemos la
siguiente ecuacion:

1 r 1 2n+2 1 —
B - - / p (1+p) ? iy
’ 2t Je \1+p prtt (14 p)3
————
1(8) 1/pntt s

1 1 2n—r—1 1 1 2n—r—1
. / %d N / %dp
2ri Je  prorAl 2mi Je prr

n,r

“ ol
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Ahora, volvemos a hacer uso de la misma representacion de los coeficientes
de la serie, para regresar la ecuacion a los reales, en términos de p:

1 ar
Brr = l i (L p)g”‘r‘ll -
(n—nr)! |dp =0
1 dniril 2n—r—1
(n—r—1)! [dp”—“—1 (1+7) L—O
(2n —r —1)! (2n —r —1)!

m=—r)n=1"! (n—7r—1)n)!
n2n—r—'—(n—r)2n—1r—1)!

(n—r)n!
_r@2n—r—1)!
pl T
r (2n—r—1)!

(n—r)l(n—1)!
( an—_rl—l )

Es interesante notar que para el caso de tiempos de servicio constantes
se conservan los mismos coeficientes A, ,. A continuacién presentamos un
procedimiento andlogo para obtenerlos en el caso de tiempos de servicio con-
stantes. Recordemos que ahora buscamos constantes A,,, tales que:

= A, (2.33)

I3 313 3|

oo —np n—r
n=r 7 (TL - T)'

o bien, constantes B,,, tales que:

Z Bn7r€—nppn—r =1

n=r

Para esto definimos ( de la siguiente forma:
B=p(p)=pe” = db=(e"—pe’)dp=e"(1—p)dp

Anélogamente al caso de tiempos de servicio exponenciales negativos,
debemos definir una funciéon de beta que podamos ver como una serie de
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Maclaurin, y posteriormente usando la férmula integral para los coeficientes

de dicha serie, definimos f(/3) como:

f(ﬁ) = Z Bn,rﬁn = pr

Pensando que f(3) es una serie de Maclaurin, sus coeficientes B, , deben

ser:

1

Bnr = [
’ n!

dn
Cwnf(ﬁ)L:O

_ 1w
- 2m/cﬁn+ldﬁ

21 Je pitle=r

1 on 1 e
= f/eidp_ 7/ €4
2mi Je prorHl 2mi Je pn"

1 p" _
= / (n+1)e p(l - p)dp

1 dr=r
(n—r)!
ntr nn—r—l

(n—r) (n—r—1)

n—r—1

n" " —(n—r)n
(n—r)!

T,nn—r—l

(n—r)!
r o n""

n(n—r)!

= A, =

)

r
n

P _
dprr |,y (n—r—=1)

e_p"]
p=0

(2.34)

Para los desarrollos anteriores hemos supuesto que p < 1. Una pregunta
logica seria el comportamiento en caso de que p > 1, la respuesta a esta
pregunta es sencilla, dado el comportamiento de la funcién 3(p). Notemos
que el comportamiento, en caso de tener tiempos de servicio regulares, es de

la siguiente forma:
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|
|
|
|
e
C p p

Gréfica 1

Notemos que el maximo de la funcién 3 se encuentra en 1, esto nos asegura
que para cada p > 1, existe una p’ < 1, tal que sus valores bajo la funcién
3 son iguales, es decir, 3(p) = B(p’), y es asi como haremos el anélisis para
p>1

Agrupando todas las constantes podemos decir que:

00 00
Z Pn = Z Cn,rﬁnireipr
n=r n=r

donde

_ T n—r—1
Cnr = (n— r)!n

Pensemos que la probabilidad de que la cola no se vacie de nuevo es po,
y notemos que esta probabilidad tendera a cero, asi tenemos que:

- Poo = Z Cn,rﬁn_re_pr

r n—r— —p'\n—r _—pr
T
- r n—r—1 _m—r_—np' (p'—p)r
= nz_;(n—r)'n P e P o' =p)
'—p)r — r n" n—r —np’
— e=p) Zg(n_r)'p/ o P
= el (2.35)

ahora podemos despejar e” de la ecuacién para (3, y asi al sustituirlo en la
ecuacién anterior obtenemos el valor de p., en términos tnicamente de p, p’

y 7.
P\
p
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En el caso de tener tiempos de servicio exponenciales, podemos encontrar
facilmente que el maximo de la funcion 3, como la definimos previamente, se
encontrard una vez mas en p = 1 y ademéas podemos afirmar que pp’ = 1 ya
que:

Haciendo un desarrollo similar al caso de tiempos de servicio regulares y
tomando en cuenta que:

1+p\ &
1 —Poo = (,0p> ZBn,rﬁn

1 /\ T oo
1= < +/p> By.,"
P n=r

podemos obtener que para el caso exponencial:
Po = | —
P

2.6. Valores medios

En esta seccion hacemos conclusiones breves sobre los valores medios de
los procesos estocasticos previamente analizados. Empezamos analizando la
siguiente ecuacion:

U= A0+ w=\W (2.37)
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donde u es la longitud media de la cola, v es el tiempo medio de servicio, w
es el tiempo medio de espera antes de ser atendido y W es el tiempo total
medio de espera en la cola.

Es importante notar que estamos expresando la longitud de la cola como
el producto de la tasa de llegadas y el tiempo total medio de espera en la cola.
Esta ecuacion es demostrable a partir de la ecuacion previamente obtenida
para la longitud de la cola, en caso de tener una distribucién arbitraria para
el tiempo de servicio.

Existe una forma de obtener la longitud media de la cola sélo conociendo
la distribucién de los tiempos de servicio, el desarrollo es el siguiente:

Tomemos la longitud de la cola en dos puntos de regeneracién sucesivos
y denotemos dichas longitudes como n y n’, y sea k el nimero de llegadas
entre dichos puntos de regeneraciéon. Asumiendo que el sistema se encuentra
en equilibrio obtenemos:

n' = mazx(n—1,0)+k
= n+k+dn)—1 (2.38)

el siguiente paso es elevar esta ultima ecuacion al cuadrado:
n?=n?+2nk—1)+ (k—1)*+0(n)(2k — 1)

Tomemos ahora la esperanza de la tltima ecuacion, y utilizando propiedades
de cadenas de Markov obtenemos:

0 =2E[n|(E[k] — 1) + E[k?*] — 2E[k] + 1 + E[6(n)](2E[k] — 1)

si tomamos la esperanza de la ecuacion 3.38, encontramos que la esperanza
de la funcién 9 es 1 — p, que al sustituirla en la tltima ecuacién y después de
despejar tiene como resultado:

Elk(k —1)]
2(1=p)

Finalmente, para obtener la esperanza de la longitud de la cola basta con
calcular E[k] y E[k?], a continuacién presentamos el desarrollo para E|[k]:

E[n] =

E[K] = gj /OOO Wb(v)dv
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usando teoremas de convergencia para invertir el orden de la integral y la
suma

—)\v )\U

Elk] = / b(v)dv

o) —1

— / 7)\vb Z

0 i (
- / (w)e X eNb(v)dv

0
= /oo Avb(v)dv

0
= )\/OO vb(v)dv

0
= AE[v] (2.39)
Como en general E[v] es 1/u, podemos decir que E[k] = p, como fue

previamente usado para encontrar la esperanza de la funcion . De forma
similar podemos calcular E[k?].

0o 00 ef)\v \v k
E[kY = /0 Zkzl{g)b(v)dv
k=0 :
oo )\"U)k_l
= Mv)e b k:( d
fi 00 Sk
sea k' =k —1
> Y — 1/ Ao)¥
- /O (w)e > b(v)klz:[)(k +1)( k? v
_ 7)\11 - I f)\v . (/\U)k/
- /0 bo) Y- K bv) 3 v
k'=0 k'=0

[e.o]

_ /0 (0)2e () Z

k'= 1

- /0 (Av)2e M erb(v dv—l—/o (Av)b(v)dv

= A\ /Ooo v?b(v)dv + A /OOO vb(v)dv
= NE[? + \E[v]

‘dv + /OO()\U)e’Me’\”b(v)dv
! 0
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Finalmente al sustituir los valores de E[k] y E[k?] en la ecuacién para
E[n], obtenemos:

Avar(v) + p?

0= (2.40)

u=p-+



Capitulo 3

Caracteristicas del trafico
vehicular

En este capitulo analizamos ciertos modelos, en los que partimos del
supuesto de que los vehiculos modifican su velocidad de acuerdo al compor-
tamiento del vehiculo que los precede. De esta forma, la velocidad, aceleracion
o desaceleracion de un vehiculo depende del comportamiento del vehiculo de-
lante de él.

3.1. El diagrama fundamental de trafico

Iniciemos este capitulo estudiando el diagrama fundamental de trafico,
que es una de las herramientas basicas para el estudio de trafico vehicular.

En el estudio de cinematica basica, la primera férmula que nos es pre-
sentada es la ecuacién més simple para el calculo de la velocidad promedio:
v = d/t. A continuacién modificamos esta férmula para obtener otra que
relacione el flujo de una vialidad con la concentracién de vehiculos y la ve-
locidad promedio de los mismos. Si pensamos que ahora, en vez de analizar el
movimiento de un vehiculo, estamos tratando el movimiento de una coleccién
de vehiculos, podemos escribir la siguiente formula:

_de

c
t td

donde ¢ es el nimero de vehiculos, t es tiempo, vy d es distancia.

41
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De esta forma podemos expresar la formula anterior en términos de flujos
y concentraciones como:

p=Au (3.1)

donde p es el flujo o volumen (vehiculos/tiempo), A es la concentracién o den-
sidad (vehiculos/distancia), y u es la velocidad. Podemos hacer una modifi-
cacion para hacer un acercamiento a un comportamiento general, en lugar de
utilizar u, la velocidad de algtin vehiculo, utilicemos m la velocidad promedio
de los vehiculos en la via, para asi obtener:

p=Am (3.2)

Existen distintas formas de calcular las variables p, A y m, pero por el
momento lo que nos interesa es que podemos entender a p como el reciproco
de la distancia media entre vehiculos. Y a A como el reciproco del tiempo
medio que tarda en pasar por un punto un vehiculo desde que paso por dicho
punto el vehiculo anterior (podemos pensar que es el reciproco del tiempo
entre vehiculos).

El siguiente paso, para la construccién del diagrama fundamental de trafi-
co es, expresar el flujo y la velocidad como variables de la concentracion en
la via, asi:

p(N) = Am())

Definimos ahora a A como la concentraciéon maxima en la via, es decir,
es la concentracion obtenida si en un espacio determinado, acomodamos los
vehiculos como si estuvieran estacionados, con el minimo espacio entre ellos.
Con esto obtenemos dos propiedades basicas del diagrama fundamental de
trafico:

El diagrama fundamental de trafico es la grafica del flujo como funcion de
la concentracién. Notemos que el flujo es una variable no negativa y con las
propiedades anteriores podemos ver que la forma general de dicho diagrama
es como se muestra en la siguiente figura:
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p(A) . . .
Velocidad libre media

- */*"\*Capacidad

™~

QGréfico 2

Es importante notar que con concentraciones bajas en la via, los vehiculos
pueden transitar libremente, es decir, se mueven con velocidad 6ptima.

El punto donde se encuentra el maximo de la funcién p(A) es conocido co-
mo la capacidad de la via. En una analogia con los modelos de poblaciones,
podemos pensar que la capacidad de la via es como la capacidad de sus-
tentabilidad del medio, ya que, en los modelos de poblaciones, la capacidad
de sustentabilidad del medio es el nimero maximo de individuos para los que
existen recursos. En este caso, la capacidad de la via es el nimero maximo de
vehiculos que soporta la via sin que exista un congestionamiento, de ahi que
en este punto encontremos el flujo maximo.

3.2. Deduccién del diagrama fundamental

Aunque en la realidad los vehiculos en una via varian su velocidad, en-
tre otros factores, de acuerdo a la forma de dicha via, supongamos que los
vehiculos viajan con una velocidad constante x, siempre y cuando puedan
hacerlo, teniendo en mente que, en general, los vehiculos deben disminuir su
velocidad para tomar una curva o al encontrarse en una via con baches. Lla-
mamos esta velocidad x, velocidad libre y supongamos que es una variable
aleatoria con funcién de densidad f(x).

Supongamos también que dicha distribucién de probabilidades tiene me-
dia my < 0o y varianza vy < 00.

Como el vehiculo mantiene la velocidad libre, siempre y cuando no exista
otro vehiculo que interfiera en su movimiento, existe el caso en el que un
vehiculo se ve en la necesidad de disminuir su velocidad para no chocar
con el vehiculo delante de él. Asi, tenemos que definir también su velocidad
promedio a través de la via (y). Esta velocidad es una funcién de z y de A.
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En realidad es practicamente imposible encontrar una ley que defina el
comportamiento de la funcién y(z, A), ya que es una variable aleatoria que
depende de la velocidad libre de un vehiculo y de la concentracion en la via.
Lo que podemos afirmar es el comportamiento de dicha funcién en situaciones
especificas.

Por ejemplo, si tratamos con una via vacia (A = 0), dada la definicién
de la funcién y, el vehiculo puede viajar con su velocidad libre, es decir,
y(x,0) = z. De forma similar, si la via alcanza la concentracién méxima,
el vehiculo no puede moverse: y(z, ') = 0. Finalmente, si la velocidad libre
del vehiculo es cero, sin importar la concentracién de la via, la velocidad de
dicho vehiculo es cero: y(0,\) = 0.

La funcién y tiene otra bondad que la variable x no tiene. Al considerar
el intervalo de definicién de la variable x nos damos cuenta de que x € [0, 00)
y no existe ninguna forma natural de truncar dicho intervalo. Sin embargo,
la funcién y tiene un maximo (VA > 0) cuando z tiende a infinito, de esta
forma definiremos la funcién L como:

L(y) = y(oo, )

Como L es simplemente el limite de la funcién y cuando x — oo, ésta
tiene las propiedades de la funcién y, asi, podemos afirmar que: L(0) = oo
y L(N') = 0. Estas cantidades pueden ser interpretadas como la velocidad
promedio de un vehiculo infinitamente veloz, cuando la via se encuentra
vacia y cuando la via se encuentra totalmente ocupada, respectivamente.

Lo que pretendemos lograr en esta secciéon es encontrar una funcién de
distribucién para y, de forma que su dominio sea [0, 00), y que satisfaga las
propiedades antes mencionadas para y.

Una distribuciéon que cumple con todo esto es la distribucién Beta, que
podemos utilizar en caso de tener trafico pesado, es decir, \ cerca de \.
Recordemos que el dominio de la distribucién Beta es [0, 1], pero podemos
definir como nuestra variable aleatoria z/L, de forma que el dominio de la
funcién quede restringido a [0, 1], y su imagen esté en el intervalo [0, L]. Asi,
al sustituir nuestra variable aleatoria en la funciéon de distribucion original
obtenemos:

P (1 — x)a!
B(p,q)
5 a—1 P LB-1
L(3) (1-3)
B(a, L3)
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2L — 2)EA-1
LEA+a=1B(a, L)
De esta forma el cdlculo de la esperanza y varianza de nuestra variable es

relativamente sencillo, basta recordar la esperanza de una funciéon de densidad
Beta, y que nuestra variable z/L se distribuye Beta(«,L3).

E(z) = E(Lz/L)

= LE(z/L)

LﬁL—l—oz
ol

BL 4+ «

y Su varianza sera:

var(z) = L*var(z/L)
72 afL
(o + BL)*(a+ BL+ 1)
afSL?
= 5 b (3.4)
(a+ BL)*>(a+ BL+1)

Es importante notar que cuando L — 0, tanto la esperanza como la vari-
anza tienden a cero, es decir, con trafico pesado la esperanza de la velocidad
sera cero con muy pequenas variaciones.

En caso de tener una via con tréfico ligero (A cerca de 0), podremos
ajustar con precisién una distribucién gama a la funcién de densidad de y.

n
A -z ,.n—1

flx) = F(n)e " =
flz) = F(g;)e‘ﬁozzo‘ﬂ‘l
Con esperanza y varianza:
B(z) = ;‘2 (3.5)
var(z) = (g)O)Q (3.6)

De esta manera hemos encontrado de forma estadistica dos distribuciones
que ajustan en dos casos distintos el comportamiento de la velocidad media
a través de la via.
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3.3. Modelos de vehiculos consecutivos

Los modelos de vehiculos consecutivos se basan en la interaccién entre un
vehiculo y el que lo precede en la via. Asi, como se mencioné previamente,
los cambios en la velocidad y aceleracion de un vehiculo vienen dados por los
parametros del vehiculo que tiene delante.

Otro de los supuestos que hacemos en la construcciéon de estos modelos
es que ningun vehiculo puede rebasar a otro. Asi podriamos pensar que este
tipo de modelos se ajustan bien en calles de un solo carril o en carreteras
donde no se puede rebasar.

Suponemos también que el comportamiento de los vehiculos es comple-
tamente determinista y viene dado por una serie de ecuaciones diferenciales.

Para estos modelos tenemos que definir ciertas variables. Definimos asi a
x,(t) como la posicién del n-ésimo vehiculo al tiempo ¢, x, (t) su velocidad,
y x(t) su aceleracion.

Es importante analizar el comportamiento general del espaciamiento entre
vehiculos, tiende a ser mayor cuando se aumenta la velocidad y menor cuando
esta disminuye. Podemos expresar este comportamiento en términos de las
variables x’s como:

l{n—i-l = C(xp — Tnp1) +k
=an = Clr, —,,,) (3.7)

Este modelo inicamente considera para la aceleracion y la desaceleracion
la diferencia de las velocidades entre los vehiculos, en realidad, estos cambios
en la velocidad se dan también dependiendo de la distancia entre vehiculos.
De esta forma, podemos considerar la distancia entre vehiculos para obtener

un nuevo modelo:
!

o
x;;+1 — CM (3.8)

Tn — Tn+1

Asi, cuando los vehiculos se encuentran lejos, los cambios en la velocidad
son minimos y cuando los vehiculos se encuentran cerca, los cambios son
mayores.

Una critica al modelo anterior podria ser que no solo se deberian con-
siderar la diferencia de las velocidades y el espaciamiento entre vehiculos
consecutivos, sino que deberia considerarse que tan lejos se encuentra uno de
otro en términos de tiempo. Podemos considerar el tiempo entre vehiculos
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COImMo:

Tpn — Tnyl
/
Tnt1

tpo =

Asf al dividir entre esta cantidad en el modelo anterior obtenemos:

x —a

;H-l ( n n+1 (39)

" o
Ty = Oy
Ly — :EnJrl)

Hemos construido asi, una serie de ecuaciones que determinan el com-
portamiento de un vehiculo tomando en cuenta la posicién, velocidad y acel-
eracion del que le precede en una via. Sin embargo, para expresar estos mod-
elos en términos de A, p y m, necesitamos fuertes condiciones de estabilidad
que se ven reflejadas en el equilibrio del sistema, es decir, para llegar a una
expresion de este tipo debemos suponer que todos los vehiculos adquieren una
velocidad constante a largo plazo, y que mantienen esta velocidad a través
de la via.

Aunque estas condiciones de equilibrio parezcan casi imposibles de obten-
er, el andlisis del sistema en estas condiciones es matematicamente rico,
asi que hacemos los desarrollos a continuacion.

Integrando las ecuaciones para los tres modelos desarrollados, obtenemos
ecuaciones para la velocidad del n + 1-ésimo vehiculo en cada uno de los
casos:

Ty = CO@y, —aps1)+k
/

Tpy1 = Clog(xn - xn—&-l) + k
log(z),) = —C(xy—api1) " +k
De esta forma, cuando encontramos un sistema en equilibrio (2, = m),

y gracias a las interpretaciones que obtuvimos para A y p podemos expresar
estas tres ultimas ecuaciones como:

m = f Lk (3.10)
m = Clog(1/\) +k (3.11)
loglm) = —CX+k (3.12)

Utilizando las propiedades obtenidas para la funcién y aplicables a m,
podemos obtener las condiciones iniciales de las ecuaciones diferenciales pre-
viamente usadas, asi, en las dos primeras ecuaciones usamos la condicion
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inicial para trénsito denso (m()\) = 0) y en la tercera usamos la condicién
inicial para transito ligero (m(0) = 0). Como las dos primeras ecuaciones no
tienen sentido cuando A = 0, las restringimos al uso para trafico pesado, de
forma analoga restringimos la tercer ecuacion a transito ligero. Asi evaluando
en las condiciones iniciales que presentamos, obtenemos:

p = C1-=X/N) (3.13)
p = CMlog(\N/X\) (3.14)
p = more (3.15)

Hemos obtenido asi, las formas de tres diagramas fundamentales de trafico
a través de modelos de vehiculos consecutivos. En el primer caso C debe ser
un flujo, en el segundo debe ser una velocidad y en el tercero debe ser un
espaciamiento, para que las ecuaciones tengan sentido.

Podemos obtener la tultima ecuacion como una analogia del compor-
tamiento de fluidos bajo ciertas condiciones.

3.4. Dos modelos empiricos

En el libro “Mathematical theories of traffic flow” de Frank A.
Haight se proponen dos modelos que fueron obtenidos empiricamente, a con-
tinuacién se presentan.

El primero se obtiene de la suposiciéon de que existe una relacion lineal
entre la velocidad media y la concentraciéon de vehiculos en la via, de esta
forma iniciamos planteando la siguiente relacién lineal:

mooA
mo )\/_

Asi, despejando y tomando en cuenta que p = mA obtenemos:

mo_ A
mo N

A
=>m = my 1—;

A
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El segundo modelo empirico es simplemente planteado como:

C mA (X = A1)
P= Ama2 + (N = N2

(3.17)

Como veremos en secciones posteriores, estos dos modelos tienen
propiedades con las que no cuentan los modelos de vehiculos consecutivos
y los modelos estadisticos, es por esto, que aunque no se presenta el desar-
rollo de la obtencién de este segundo modelo empirico, consideramos que es
importante incluirlo por las propiedades que posee.

3.5. Comparacion de las relaciones flujo-
densidad

A continuacion presentamos un cuadro comparativo de las propiedades de
los cinco modelos previamente mencionados, asi como dos modelos estadisti-
cos. Como vemos algunos modelos no son aplicables bajo ciertas condiciones.
A partir de este punto vemos la importancia del segundo modelo empirico.

En el cuadro planteamos los modelos asi como los valores en p(0), p(\),
m(0), y m(X\).

Recordemos que las propiedades deseables de una funcién p(A) son: p(0) =

0, p(N') = 0, m(0) = 0 y m(\') = 0.

Caso Ecuacién p(0) | p(X) | m(0) | m(X\)
I p=C(1-%) | No| Si | No | si
II p = CAog(N/\) Si Si No Si

II1 p = more Si No Si No
_ moAalog(\N' /) . . . 3

v P = m Sl Sl Sl Sl
AN =) . . . N

\Y% p= B/\(,Jrc/\) Si Si Si Si
VI | p=Xmo(1-%) | Si | Si | si | Si
Amo (A —X)1/2 . . R )

VII P = m Sl Sl Sl Sl

Cuadro 3.1: Comparacion de modelos

En la tabla 4.2 mostramos las reestricciones de los parametros en ca-
da caso, estas reestricciones son importantes para que los modelos queden
completamente definidos.
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Caso | Reestricciones sobre parametros
I Ninguna
II C=Velocidad éptima

[T | C=Tiempo entre vehiculos éptimo
v a=[0<<1
A% A = Bmyg

VI Ninguna

VII Ninguna

Cuadro 3.2: Reestricciones sobre parametros

3.6. Una quinta condicion

Consideremos una via completamente vacia (A = 0), hasta el momento
hemos supuesto la existencia de una velocidad media libre mqy. La quinta
condicién, que a continuacion formulamos matematicamente, propone que la
velocidad media no debe variar cuando dicha vialidad se encuentra vacia. Es
natural pensar que con una via vacia, una vez que se adquiere la velocidad
libre, la velocidad del vehiculo no debe variar. La formulacién matematica
de esta quinta condicién es:

lfm —— =0 (3.18)

En realidad esta quinta condicién es muy estricta, e incluso puede pen-
sarse como irreal, ya que al transitar, un vehiculo variard su velocidad de
acuerdo a muchos factores y pensar que su variacién serd practicamente
imposible que su variacién sea cero. Existe una forma de suavizar dicha
hipétesis:

lim — =€ (3.19)

con € << 1

Enunciada de esta forma la quinta condicién pide que con una via con
poco trafico, los cambios en la velocidad sean pequenos cuando la concen-
tracién en la via varia poco.

Para finalizar el capitulo, hagamos otro cuadro comparativo donde
mostremos cuales de los modelos antes mencionados, son viables para mod-
elar con el método de vehiculos consecutivos y cuales satisfacen esta quinta
condicion.
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Caso | Mod. veh. cons. ‘fl—”; Satisface ba cond.
I Si -5 No
11 Si -5 No
111 Si —C'mge~ Parcialmente
v Si —m No
\Y Si —Bmg\ % Parcialmente
VI Si — 5 Parcialmente
VII | Posiblemente | —Am2A(2N — \)(N — \)1/2 Si

Cuadro 3.3: Comparacion de la quinta condicion

Notemos que el unico modelo que satisface completamente la quinta
condicién es el segundo modelo empirico, esta es una de las bondades previ-
amente mencionadas de este modelo.

Entendemos que un modelo cumple parcialmente la quinta condicién si
cumplira dependiendo de la € y las constantes elegidas.
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Capitulo 4

Arreglos de vehiculos

En este capitulo tratamos algunos problemas derivados de considerar una
serie de vehiculos en una via. Por ejemplo, la “distancia” que existe entre dos
vehiculos consecutivos la cual llamaremos gap.

Aunque podriamos considerar inicamente los problemas tedricos, parte de
la idea de estos desarrollos, es que los podamos utilizar de forma préactica para
la solucion de problemas reales de trafico vehicular. Muchos de los desarrollos
que presentamos en este capitulo, dependen del tipo de conteo que utilicemos
para obtener datos estadisticos sobre el comportamiento del trafico. Es por
esta razon que explicamos los dos tipos de conteos que consideramos.

El primer método de conteo es el sincréonico. En éste, comenzamos a contar
durante un periodo de conteo 7 cuando pasa el primer vehiculo por el punto
donde nos ubicamos, de ahi su nombre.

El segundo método de conteo es el diacronico, en donde contamos por el
mismo periodo de conteo 7 iniciando en un punto arbitrario en el tiempo.
Asi la diferencia entre los dos métodos radica en que, en el método sincrénico
debemos esperar el paso del primer vehiculo para iniciar la cuenta en el
periodo de conteo, mientras que en el método diacrénico, iniciamos el periodo
de conteo en un punto arbitrario.

4.1. Funcion de densidad inicial

Matematicamente, la diferencia fundamental entre los dos tipos de conteo
sera la funcién de densidad del gap inicial. Como veremos en desarrollos
futuros, esta funcion dnicamente existe cuando se hace un conteo diacronico.

93
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Llamamos densidad inicial a la ley de probabilidad que sigue la longitud
del primer gap de un conteo diacrénico. Debemos tratar por separado esta
funcion de densidad, ya que, al considerar un conteo diacrénico, no podemos
afirmar que el primer gap cuenta con la misma funciéon de densidad que el
resto de los gaps, debido a que no consideramos el gap completo. Para algunas
funciones de densidad, como la exponencial, este gap inicial, mantiene la
distribucion exponencial, simplemente debemos ajustar los pardametros de
dicha funcién de densidad.

Por el momento podemos entender por gap, la separacion entre vehiculos,
yva sea en distancia o tiempo. Para el inicio de esta seccién es indiferente si
el gap se refiere a distancia o tiempo, y haremos unicamente la distincién
cuando sea necesaria.

Supongamos que la funcién de distribucién de los gaps es G(x), su funcién
de densidad es g(x), y tiene media . Pensemos ahora que el conteo inicia un
tiempo z antes del final de un intervalo de longitud y, asi obtenemos:

pwivlaly) = - 0<a<y (4.1
gvix(ylz) = 1;(]((% r<y<oo (4.2)

La primera ecuacion es el resultado de que sea equiprobable obtener un
punto en un segmento, dada la longitud de dicho segmento. La segunda
ecuaciéon es simplemente la funcién de distribucion de los gaps en el intervalo
contraido = < y < oo.

Usando Bayes podemos obtener:

gxy (@y)a(y) = gvix(ylz)go(x)

Esta go(x) es precisamente la funcién de densidad del gap inicial para los
gaps en el caso diacrénico. Y g1(y) es la funcién de densidad de cualquier
otro gap.

= Lol = 20 ml)
= qly) = %go(w)

= [Tatdy = [T 20 )y
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=1 1_7%90(37)
() = 1A (4.3

Tomemos ahora el caso particular de encontrarnos una distribucién de
gaps exponencial, entonces tendriamos que la media serfa: v = 1/u y uti-
lizando las definiciones de las funciones gama incompletas que presentamos
en el capitulo de preliminares podemos obtener también:

v(k, p)
G = Ty

_ pI(k, px)
N

donde k es el conteo del capitulo 3.

Es posible también calcular la transformada de Laplace correspondiente
a la funcién de densidad inicial en términos de la transformada de Laplace
de la funcion de densidad de los gaps. Basta con tomar la expresién 5.3 y
aplicar propiedades de la transformada de Laplace.

1—-G(x)
go(r) = ———=
o(x) S
o) 00 1 —
:>/ e go(x)dr = / e_sxiG(x)da:
0 0 g
os) = [ e [T,
oY 0 0
1 oo _ 1 oo _
= —/ e sxdx——/ e *G(x)dx
v Jo v Jo
gracias a la ecuacién 2.11 obtenemos:
e
VS VS
_ 1)
vs S
1—¢(s)

S
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donde ¢o(s) es la transformada de Laplace de go(z) y ¢(s) es la transformada
de Laplace de g(x) la funcién de densidad de los gaps.

Es sencillo encontrar una ecuacion que relacione los momentos centrales
de la funcién de densidad de los gaps con los momentos centrales de la funcion
de densidad inicial.

1=9(s)
Po(s) = s

Po(s)ys =1 —¢(s) =

=

derivando con respecto a s:

Vs¢6(s) + do(s)] = —¢'(s)

derivando de nuevo:

II(S)

Ys@6(s) + @o(s) + ¢o(s)] = —¢
—¢"(s)

Y[s6(s) + 265 (s)]

derivamos sucesivamente hasta obtener:

Vs95” (5) + noy' V()] = —o™(s)

evaluando en 0 y multiplicando por (—1)" para obtener momentos centrales:

L =my (4.5)

Otro resultado importante, es la distribucién de los gaps, es decir, ¢1(x),
basta con retomar el primer paso utilizado para la obtencién de gy(z) y susti-
tuir precisamente go(x), recordemos que este primer paso fue la aplicacién
del teorema de Bayes, obteniendo:

9(y)

1
591 (y) = 1_7(;@)90@)
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al sustituir go(z) obtenemos:

1 . gly) 1-G(z)
o)
Y
= qi(y) = ygﬁy(y) (4.6)

4.2. Relaciones entre métodos de conteo

Los desarrollos de esta seccion tienen como finalidad establecer ciertas
relaciones entre las funciones obtenidas tedricamente, cuando utilizamos el
método de conteo sincronico y cuando utilizamos el método de conteo di-
acroénico. Iniciemos pensando en la probabilidad de contar menos de n vehicu-
los en un periodo 7, que denotamos como P, (7).

Sin embargo, podemos pensar el nimero de vehiculos contados en 7, en
términos de la suma de las longitudes de los gaps relativos a los vehiculos
contados y asi obtener que P,(7) es la probabilidad de que la suma de n + 1
gaps sea menor o igual a 7. Recordemos que la funcién de densidad de los
gaps es g(x), de ahi que la suma de n+1 gaps tenga como funcién de densidad
a la n 4+ 1-ésima convolucién de g y asi podemos escribir en el caso de conteo
sincrénico:

Py(r) = / gt (1) (4.7)

o en el caso diacrénico:
Pa(r) = [ g™ (@) x go(@)da (4.8)

La diferencia radica en la distribucién del primer gap, recordemos que
para el caso de conteo sincrénico no existe la funcién de densidad inicial.

Para diferenciar los términos relativos al conteo diacrénico, de ahora en
adelante, utilizamos una barra como se muestra en la probabilidad B, (7).

Notemos que para que las probabilidades sean consistentes con la teoria,
en el caso sincrénico debemos considerar como gap al periodo de tiempo
desde que pasa el n-ésimo vehiculo hasta que termina el periodo de conteo 7.
Mientras que en el caso diacrénico, al existir la funciéon de densidad inicial,
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no se considera como gap este ultimo periodo y es compensado con el gap
entre el inicio del periodo de conteo 7 y el paso del primer vehiculo.

Hacemos ahora ciertos desarrollos con respecto a un conteo sincrénico
que nos serviran para expresar los resultados relativos al conteo diacrénico
en términos del conteo sincronico.

Es conveniente definir el complemento de las probabilidades P,(7),
asi Qn(1) = 1 — P,(7) tiene propiedades que nos son de utilidad. Notemos
primero que:

Qulr) = 1= Po(r) = [ gV (@)da

Es en el cédlculo de la transformada de Laplace que podemos apreciar una
de las propiedades mas importantes de este complemento. Recordemos que
la transformada de Laplace de una convolucién de funciones independientes
es el producto de sus transformadas de Laplace. Suponemos entonces que los
gaps son independientes e idénticamente distribuidos, asf:

¢n+1(8)

@) = “
= Qur) = £ <¢"“(S)> (4.9)

S

Calculemos ahora la funcién generadora de probabilidad considerando a
pn(7) como la probabilidad de contar exdctamente n vehiculos en 7. Para
simplificar la notaciéon removemos el argumento 7.

o0
(z) = anz"

n=0

o0

= Z(Pn — Pn_l)z"

nOZOO o
= ZPTLZ”— ZPn,lz"
n=0 n=0

no tiene sentido de hablar de P,, si m < 0, ya que P,, es la probabilidad de
contar m vehiculos en el periodo 7, y esta es cero si m < 0, cambiamos los
limites de la segunda suma:

o o
= Z P,z" — Z P,_z"
n=0 n=1
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[e.9]

n=0

Z 1_Qn 1
n=1

1+ Z(Qn—l)zn - Z ann
n=1 n=0

1+ £t [
n=1

¢n82n‘| i L [¢n+1 n]

utilizando el teorema de convergencia dominada para intercambiar la integral
con la serie obtenemos:

1+

pz

R e

e (] e
! i s(izd)z) - s(1 jb d)z)]
. S&:ZZZ)] (4.10)

Nuestra siguiente tarea es obtener una expresion para la funcién gener-
adora, en el caso de usar un conteo diacronico, en términos de la funcién
generadora con conteo sincrénico. Para ésto definimos de manera analoga a
Q. (1), y suponemos que la funcién de densidad inicial es independiente a las
funciones de densidad de los gaps y que estas son independientes entre si e
idénticamente distribuidas. Asi podemos calcular la transformada de Laplace

de Q,(7):

L(@Qn(1)) =

Qn(T) =

lw(l — ‘b)] (4.11)

5%y

Para reescribir esta tultima ecucién, podemos derivar un resultado de la
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ecuaciéon 2.11 del capitulo 2.

b _ O
@] - £ 0
Gl = £ '5(95)(8)
:>/Oyg(x)d:1: ~ ! _‘C(gs)(s)

En realidad lo que utilizamos de este desarrollo, es el hecho de que, la
transformada inversa de Laplace, de la transformada de Laplace de una fun-
cién g, dividida entre s, no es mas que la funcién acumulativa de g.

Asi, podemos reescribir esta ultima ecuacién como:

e
= [ Q- Qua
- i/OTpn(t)dt (4.12)

Ahora hacemos un procedimiento analogo al caso de conteo sincrénico
para obtener la funciéon generadora:

(z) = ipnz”

n=0

= > (Py—Py1)2"
n=0

= Z P,z" — Z P, 2"
n=0 n=1

= Z(l - Qn)zn - (1 - Qn—l)zn

n=0 n=1
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= 1+ Z Qn—lzn - Z ann
n=1 n=0
00 nin—1 . ZMpn _
n=1

sy s?y

utilizando el teorema de convergencia domlnada

— 14! lZ(l—d))] iy [1—‘?]

s27(1 — z¢) s2y(1 — z¢)
R e R e
e e
-1 - s
=
— i/OTw(z)dt (4.13)

A primera vista parece que el argumento de la integral (7(2)) no tiene
dependencia en ¢, sin embargo recordemos que removimos el argumento de
las probabilidades P, (1) v @,(7), que tienen dependencia en ¢ al integrar
con respecto a t, de 0 a 7.

Podemos calcular la media del conteo diacrénico a partir de un punto
intermedio del desarrollo anterior.

_ -1 1-9¢
7(z) = 1+(z—-1)L [527(1 — Z¢)]

utilizando el teorema 5 del capitulo 2 podemos derivar para obtener:

= 7(z) = cll 11_—(1 ¢)]+(2_1)51 [M]
=7'(l1) = [ 5 1
=m = iﬁ [1}
= ; (4.14)
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vaque 7 = L7 [1/5%

Es por esto que la media del conteo diacrénico es m = 7/v. Este es un
resultado intuitivo, ya que en realidad estamos diciendo que la media del
conteo es el periodo de conteo dividido entre la media de los gaps, dicha
divisién deberia tener como resultado el nimero medio de gaps por periodo
de conteo, que corresponde, dada la construccién, a la media de vehiculos
observados por periodo de tiempo.

4.3. El proceso Gama de tiempos

Hasta el momento una de las distribuciones que mas hemos utilizado
para modelar las llegadas ha sido la distribuciéon Poisson, ésta induce tiem-
pos interarribo (gaps) distribuidos exponencial negativo, sin embargo, encon-
tramos, dada la grafica de la funcién f(z) = A\e™%, que los gaps con mayor
probabilidad son los que se encuentran cerca del origen.

Para modelar de forma mas precisa podemos pensar que dichos tiempos en
realidad no son exponenciales, sino que siguen una distribucién Gama, que en
realidad es una distribucién fuertemente ligada a la distribucién exponencial,
ya que podemos obtener una distribucion Gama como resultado de la suma
de n variables distribuidas exponencial(\).

Suponiendo que los gaps siguen una distribucién Gama(k,u) podemos

afirmar que:
I k
o) = ()

Analicemos primero el caso del conteo sincronico. Recordemos que en el
caso sincrénico, la transformada de Laplace de las probabilidades @,,(7) esta
dada por ¢"*1/s, donde ¢ es la transformada de Laplace de los gaps. Asf,
al suponer que los gaps tienen distribucién Gama(k,u), obtenemos que la
transformada de Laplace de dichas probabilidades es:

B ¢TL+1 B ,LL k(TH’l)}
£(Qn) = s \pu+s s

Recordemos que la n-ésima convolucién de funciones de densidad gama
independientes con pardametros k y p, es de nuevo una funcién gama, ahora
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con parametros nk y p, asi, podemos definir las probabilidades P, (), usando
funciones de distribucion gama para los gaps:

(nt1)k(n+1)k—1

T p—Ht
Pn(T) = 1_/ <z

A CEE

usando funciones gama incompletas podemos reescribir como:

V((n+ Dk, pr)
C[(n+ 1)k]

C[(n+ 1)k, uT]
[l(n + 1)k

- 1-

De esta forma podemos expresar las probabilidades de obtener exdcta-
mente n arribos como:
Il(n+ Dk, pr]  T(nk, pr)

Pa(7) = T[(n+1)k]  TL(nk) (4.15)

A continuacién demostraremos que las funciones gama incompletas com-
plementarias, pueden ser expresadas como sumas de probabilidades de Pois-
son:

L(nk,pr) /00 e~ 1ty nkgnk—1
L(nk) — Jr ['(nk)
nk

_ I /OO —uttnk—ldt
T(nk) Jo ©

nk nk—1,—ut > 00
_ K { [_t e H 1 n n—1 / B_Mttn_th}
(nk) meoo, poJr

nk nk—1_—ut )
_p {7’ e N nk —1 / e"”t"‘zdt}
I'(nk) p poJr

_ prklpnkelemar N Pt (nk — 1) /oo e P2t
(nk —1)! ['(nk) T
s |
(nk —1)! (nk—1)! Jr

()™= temnm pr! /OO —utyn—2
"o dt
(nk —1)! * (nk —2)! J7 ‘

—
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nk—1 —uT ]
_ 6('“7) (4.16)
=0

Notemos que cada uno de los miembros de la suma es la probabilidad de
Poisson de tener exdctamente j llegadas a una cola con tasa de llegadas p,
en un intervalo de tiempo 7. Si abreviamos dichas probabilidades como:

e M (ur)’
- )
j!
podemos expresar p,(7) como:

(n+1)k—1 nk—1

pn(T) = ;) Bj - ;} Bj

(n+1)k—1

- Y B (4.17)

j=nk

Interpretemos este ltimo resultado como la probabilidad de que el conteo
sincronico de vehiculos sea 0 en un intervalo de tiempo 7, es la suma de las
primeras k probabilidades de Poisson anteriormente mencionadas. Y prosigu-
iendo de la misma forma podemos decir que la probabilidad de que el conteo
sea 1 seran las siguientes k£ probabilidades de Poisson y asi sucesivamente.

Calculemos ahora la funciéon generadora de probabilidad.

_ &[T+ Dhpr]  T(ok,pr)]
m(z) = z% T[(n+ 1)k T(nk) ]

n

- Sl ()

o)

B y(nk,pr)  ylln+ Dk, prl]
B Z% | [(nk) T[(n + 1)k] 1
vk p7) i [v(nk,m) Y[(n + 1)k‘7m]1 n

(k) T(nk)  T[(n+ 1k

n

= 1-

n=1

= 14 (z—1) iz"—”(ﬁ:{gﬂ
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Hacemos ahora el desarrollo para el caso diacrénico. Sustituyendo la
ecuacién 5.15 y el valor 1/v en la ecuacién 5.12 obtenemos:

_ ynk,ut Wn—i-lkut]
= dt
a0 = ¢ i
_ K Andt—/An dt}
k Uo g o Dk
donde A, = 150,
Notemos que A (n+1)k = Ank — Zﬁ?k 1 g ya que:
4 (n+§ 1B _ v(nk, ur) B I[(n+ 1)k, pur]  T'(nk,pr)
= T'(nk) T[(n + 1)k] I'(nk)
y(nk,pr) Ak, pr) | Aln+ 1k, pr
['(nk) ['(nk) I[(n + 1)k]
A+ D)k, pr]
Tl(n + 1)k]
= Atk

Asi podemos expresar las probabilidades @, (7) como:

Qn(t) = H/ Apk — Apyidt

(n+1)k—1
= “/ S Byt
j=nk
(n—l—lkl

- /Bdt
jnk’

Si integramos por partes j veces B; obtenemos que:

T T t ]
/Bjdt — /e—#t(“) dt
0

jl
= / i (ut) dt

J!
£)ieht
:1<[ (ut)'e ]+]/e“tut)31dt>
J!
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_ (/’”—)je_wr 1 i —put j—1
T U(j—l)!/oe (ut)"™"dt

e‘”

J
()
R

Que sustituyendo da como resultado para Q,:

(n+Dk—=1 [ —
5 (1) — . M
B (n+§11 [ 2]:(/“—> 6_’”_
- j=nk k i=0 i!
(n+1)k—1 1 r
= =B
j=nk L =0
dado que Agi1y, = Apg — Zy:,;?k_l B;.
(n+1)k—1 1
= Z k(A]Jrl — Ay)
j=nk
(n+1)k—1 1
- Y LA
j=nk
1 (n+1)k
= T Z A, (4.18)
j=nk+1

El siguiente paso légico es, como lo hemos hecho a lo largo del capitulo,
obtener las probabilidades no acumulativas. Lo hacemos a continuacion:

ﬁn(T) = Qn—l(T)_Qn(>
1 nk (TL+1
D SR S
j=(n—1)k+1 j=nk

Expresemos ahora estas probabilidades no acumulativas en términos de
las probabilidades de Poisson:

1

1
E(A(nfl)kJrl — Apr1) + -+ —(Apk — A(n+1)k)

pn(T) =

o~
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1 nk (n+1)k+1
= = Bj+---4+ Y B (4.19)
j=(n—1)k+1 j=nk

Consideremos primero el caso donde n = 0, asi la ecuacién 5.19 se con-
vierte en:

k—1

Bo—I—(Bo—i—Bl)-i-"-—l-ZBj

=0

po(T) =

[kBy + (k—1)By + - -+ + Bj_1]

S (-i)s 20

J=0

= X =

Retomamos la ecuacion 5.19 para analizar el caso de que n > 0:

_ Bun-nr+1 2Bm-1)r+2

on(T) = ’ + ’ +
kB | (k= 1)Bpg+
e : +
B(n—i—l)k—l
. + T

notemos que los coeficientes de el primer y el iltimo sumando son iguales, de
la misma forma, son iguales los coeficientes del segundo y pentltimo suman-
dos, v asi sucesivamente. Asi podemos reescribir esta suma como:

- kf (1 - U}{') Bt (4.21)

j=—k+1

Finalmente podemos expresar la media del conteo diacrénico usando el
hecho de que supusimos que los gaps siguen una distribucién Gama. Recorde-
mos que la media del conteo asincrénico puede ser expresada como el periodo
de conteo entre la media de los gaps, asi obtenemos:

T
m=— (4.22)
gl
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4.4. Traslacion de distribuciones de espaci-
amiento

Hasta el momento hemos supuesto que los espaciamientos pueden tomar
valores que incluyen el cero, podemos entender por espaciamiento un gap
medido en distancia. En realidad al permitir que un gap tenga magnitud
cero estamos tomando los vehiculos como objetos puntuales, es decir, no
ocupan lugar en el espacio. Para remover esta suposicién basta con tratar los
espaciamientos con una distribucién trasladada.

Si suponemos que cada vehiculo tiene una longitud constante A, los es-
paciamientos entre vehiculos no pueden tomar valores menores a dicha A. Es
por esta razén que decimos que una distribucion trasladada quita la suposi-
cion de que los vehiculos son objetos puntuales.

Tomemos la distribucion trasladada

galz) = g(z — A) (4.23)

Veamos ahora cudl es la transformada de Laplace correspondiente a la
distribucién trasladada.

OA = / e *g(r — A)dx
0
haciendo el cambio de variable u =z — A
= /Oo e_s("J“A)g(u)du
0

= 8 /OO e *g(u)du
0
= e (4.24)

Utilicemos este resultado para obtener las transformadas de Laplace para
los conteos sincronico y diacrénico. Analicemos primero el conteo sincronico.
Recordemos que Q,(7) es la transformada inversa de ¢"™ /s, asf:

n+1

L@ = B

S

efsA(nJrl) ¢n+1
S .
" N [=sAn+ D

S

=
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recordemos que dividir entre s en la transformada de Laplace es equivalente
a integrar con respecto a 7, asi, multiplicar por s es equivalente a derivar con
respecto a 7. Ademés la transformada de Laplace de ¢""!/s es Q,(7), asf:

i1
s 5 J!

_ (i( ) oo w')

usando el teorema de convergencia dominada

_ iﬁ_l (Sj¢n+1(s>> [—A(n + 1))/

s s g!

= [FAMn+ 1D dQn(7)
: j! dri

j=

usando ahora el teorema de Taylor podemos reescribir como:
Qn (1) = Qu(r — A(n +1)) (4.25)

que es un resultado logico, ya que puede ser interpretado como que las prob-
abilidades acumuladas para el conteo sincronico trasladado no son mas que
la traslacion de las probabilidades acumuladas.

Notemos ahora que las probabilidades trasladadas no tienen sentido para
valores de 7 pequenas, por esto debemos truncar de la siguiente manera:

QY1) = Qu(T — A(n +1)) siT>A(n+1)
Q2(1) =0 siT<A(n+1)

Al tener dos casos para Q4 (7) debemos ser cuidadosos en el uso de la
férmula p,(7) = P.(7) — Py_1(7).

Para simplificar la notacién, decimos que Bi es la k-ésima suma Poisson
con parametro pu|T — jAJ, es decir:

k AN
Bi _ Zeu(pjm [u(r — jA)]

!
=0 v
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Asi, la probabilidad de que el conteo sea 0 en un intervalo de tiempo
menor o igual a A serd 1, y es B} en caso contrario.

B} 7> A
pOA(T):{ 10 T<A

Procediendo de una forma similar podemos obtener las siguientes dos
probabilidades:

—Bj + Bi + B} T > 2A

PR (1) = 1 — B} A<t <2A

0 0<T <A

y

—Bj — B} + Bj + B} + B3 7> 3A
A 1— B2— B2 2A < 7 < 3A
Py (1) = 0 A <1 <2A
0 0<rt<A

Si procedemos de esta forma, podemos expresar en general para n:

i Bitt =0 By 7> (n+1)A
(1) = 1— >0 By nA <7< (n+ 1A
0 7 <nA

Si recordamos las propiedades de las sumas Poisson, podemos expresar
las ecuaciones anteriores como:

T'(n+1,u[r—(n+1)A T'(n,u[r—nA
(Ll _ Dlgfr=nd) r > (n+ DA
pr(r) = 1 — Desdr=na) nA <7< (n+ DA (4.26)
0 T <nA

Para dar una interpretacion al parametro de las funciones gama incom-
pletas, s6lo debemos reescribirlo como:

u(t —nA) = Ap (; —n)

ahora tenemos que Ap es el porcentaje promedio de espacio ocupado por
vehiculos (Ap = A/X') y 7/A es el intervalo de conteo expresado en longitudes
de vehiculos.
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Es ahora tiempo de analizar el conteo diacronico. Los procedimientos que
usamos en esta parte son similares al desarrollo para el conteo sincrénico.

Gy = ot (Bl

_ o (aﬁ" 1§ (a6t 1 sAn+1>])

CIE g! SRR
_ i o" 1 (—snA) B i ontt b [—sA(n+ 1)
i s sy gt o s sy J!

usando el teorema de convergencia dominada

_ Zﬁ <SSV( snA) ) Zﬁ <¢n+1m[ SA(T_LH)]J‘)

J! J!

]_ T—A 1 T— A(n—‘rl)
= 7/0 Qn,l(u)du— 7/0 Qn(u)du

Con esto hemos logrado expresar las probabilidades del conteo diacrénico
con distribucion trasladada en términos de las probabilidades del conteo sin-
cronico con distribucién no trasladada.

4.5. Distribuciones de gaps compuestos

Hasta el momento solamente hemos considerado un tipo de vehiculos,
todos con la misma distribuciéon de gaps y con la misma longitud. A con-
tinuacién presentamos los resultados que obtenemos de la suposicion de que
existen dos tipos de vehiculos. Aunque podemos obtener sin dificultad los
resultados para n tipos de vehiculos, sélo presentamos los resultados para
n=2.

Primero supongamos que los tipos de vehiculos que existen son: vehiculos
del tipo A y vehiculos del tipo B. Los vehiculos del tipo A tendran gaps
con funcién de densidad trasladada ¢;(x — a), definida sobre (a,oc), con
transformada de Laplace e™*¢;, y se encuentran en una proporcion p en
la via. Por otra parte, los vehiculos del tipo B tendran gaps con funcion
de densidad trasladada go(z — b), definida en (b, o), con transformada de
Laplace e %@, y proporcién en la via de ¢ = 1 — p.



72 CAPITULO 4. ARREGLOS DE VEHICULOS

La funcién de distribucion de todos los gaps sobre la via es:

9(z) = pgi(r — a) + qga(z — ) (4.27)

con transformada de Laplace

(s) = pe”di(s) + qe”"da(s) (4.28)

Finalmente podemos expresar las probabilidades Q5 (7) usando los resul-
tados de secciones anteriores, asi:

Q) = £ (S0 +ae o))
_ E—l (1 Til ( n + 1 > (pe—as¢1)j(qe—bs¢2)n—j+1>

s = J

Aunque es posible, no obtenemos esta ultima transformada de Laplace,
por no ser necesaria mayor precision en los calculos.

A continuacién comentamos la idea general de otros modelos de trafico
vehicular.

Esta gama de modelos es el conjunto de modelos de colas independientes
para trafico. Estos modelos suelen utilizarse para modelar situaciones donde
encontramos dos colas con tasas de servicio distintas.

Uno de los casos particulares més comunes es cuando modelamos una
cola con tasa de servicio pequena y otra con un flujo tal, que permita la
circulacion practicamente libre. Por ejemplo, cuando encontramos una via
con dos carriles, en donde el derecho es para tomar una salida con una caseta,
y el izquierdo es para continuar en dicha via.

En este caso, nos gustaria ver que los vehiculos en la cola para pasar
la caseta, tuvieran una distribucién de gaps casi determinista, es decir, el
espacio que deja un vehiculo entre si y el que lo precede, es practicamente
nulo. Mientras que en el carril con flujo libre, los gaps deberian tener una
distribucién aleatoria, por ejemplo, una exponencial. De esta forma el modelo
tendria como distribuciéon de gaps:

g(z) = pé(z — A) + ghe D)

Existe otro modelo que unicamente utilizaremos para encontrar la dis-
tribucion de las velocidades en la siguiente seccion. Este modelo es el modelo
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de velocidad constante. En éste suponemos que los vehiculos pueden pasar
a través de otros, o bien, que existe un carril para cada vehiculo. De esta
forma, todos los vehiculos mantienen una velocidad constante a lo largo del
trayecto.

4.6. Distribuciones de velocidad

La idea de esta seccién es encontrar las distribuciones de velocidad de los
vehiculos con dos tipos de mediciones.

La primera de estas mediciones es la que conocemos como medicion espa-
cial de velocidades. La metodologia para obtener esta distribucion es irreal-
izable para los fines de este trabajo, por esto solo la consideramos en teoria.
El procedimiento seria, tomar una fotografia aérea de un conjunto finito de
vehiculos (espacio finito), donde cada vehiculo tiene un velocimetro, de for-
ma que conoceriamos la velocidad de cada uno de los vehiculos en un tiempo
especifico y espacio finito.

La segunda medicion es la mas real, la conocemos como medicién tem-
poral. Para obtener esta distribucién deberiamos estar en un punto fijo, con
un radar, registrando la velocidad de cada vehiculo al pasar por dicho punto
durante un periodo de tiempo finito.

Aunque en realidad es méas sencillo encontrar la distribucién temporal de
velocidades, esta tiene un problema, tiene un sesgo a favor de los vehicu-
los que transitan con mayor velocidad. Esto se debe a que al llevar mayor
velocidad, llegan al punto de mediciéon en menos tiempo que los vehiculos
con menor velocidad y esto repercute en la distribucion, ya que observamos
mayor niumero de vehiculos veloces, lo que induce una proporcion sesgada de
vehiculos veloces.

Para remover el sesgo de la distribucion temporal, debemos considerar
un periodo de conteo infinito. Para este fin, encontramos una distribucion
intermedia, para posteriormente tomar el limite cuando el tiempo o el espacio
tienden a infinito.

Pensemos que nos encontramos a bordo de un vehiculo que se mueve con
velocidad constante z a través de la via. La funcion de densidad condicional
de las velocidades observadas por el vehiculo de referencia, tiene la siguiente
forma:
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f(z]2)

Asi, f(x]0) es la distribucién temporal y f(z]oo) es la distribucion espa-
cial.

Notemos que f(z = z|z) = 0, ya que el vehiculo de referencia nunca
alcanza ni es alcanzado por un vehiculo que lleva la misma velocidad que
éste.

Estamos considerando que las velocidades medidas por el vehiculo en
movimiento, son las velocidades reales.

El nimero de vehiculos que se encuentra el vehiculo de referencia de-
penderd de la proporcién de vehiculos en un rango (z,x + Ax) y de la tasa
con la que los rebasa, es decir, la diferencia en las velocidades (|z — z|). De
aqui podemos afirmar que:

f(x|z) = Clz — 2| f(zx) 0<z<oo

donde f(z) es la funcién de densidad de las velocidades suponiendo un modelo
de velocidades constantes.

Podemos calcular la constante C' considerando que toda funcién de den-
sidad debe integrar 1:

1 = /Ooof(a:|z)dx
= /OOOC|:U—z|f($)da:
= C/OOO |z — z|f(x)dx

1

=0 = T
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sustituyendo en la ecuacién anterior llegamos a:

e clf)
o) = o 429

Cuando hacemos que z tienda a infinito, obtenemos la distribucién real
de las velocidades, es decir:

lim f(z]2) = f(x)

Z—00

y cuando hacemos a z tender a cero tenemos:

lim f(s]2) = f(alz = 0)
| al(a)
IO
o/ (2)
I L
of(x)

m

donde m es la media de la distribucién real de velocidades.

Si denotamos a los momentos centrales de la distribucién real (f(x]|oo) =
f(z)) con my, y al k-ésimo momento central de la distribucién espacial
(f(x|0) = f(x)) con my,, podemos encontrar una relacién entre los momentos
centrales de ambas distribuciones:

flalo) = M
= 2" f(x)m = 2"f(2)
= m/ooo " f(x)de = /0C>Q 2* f(x)dx
= mmg_1 = Mg (430)

Ademés m es la media arménica de f(z), ya que:

L )

) m
= mf® @)
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:m/owmdx = /Ooof(:c)dx

:mEfl/x) =1
1
- T B/

4.7. Teoria de renovacion

En esta seccién estudiamos la posibilidad de ver ciertos aspectos del trafi-
co vehicular en términos de la teoria de renovacion.

En la teoria de renovacion consideramos articulos que estan sujetos a fallas
y necesitan ser renovados. Podemos pensar que cuando un nuevo vehiculo
pasa por un punto, esta siendo renovado, es decir, el gap entre dos vehiculos
consecutivos serd el tiempo de vida correspondiente a la perspectiva de la
teoria de renovacion.

El caso diacrénico es andlogo al proceso general de renovacién. Llamamos
al andlogo del caso sincronico simplemente proceso de renovacion. Decimos
que la funciéon de densidad inicial es la funcién de equilibrio de retraso.

La aplicacion principal de la analogia con la teoria de renovacion es otra
demostracion de la férmula, que previamente obtuvimos, para la media del
conteo. Cuando expresamos esta media en términos de 7 la llamamos funcién
de renovacion.

Conocemos como proceso cuasi-Poisson a aquel que tiene gaps exponen-
ciales negativos trasladados.

Para caracterizar el proceso de renovacion, las funciones de renovacion
m(7) y m(7) deben satisfacer ciertas condiciones. En este caso, pedimos
unicamente que las funciones de renovacién satisfagan el teorema elemental
de renovacion, que en este caso viene dado por la ecuacion:

m(r) = — (4.31)

Otro teorema afirma que el reciproco del gap medio es el limite de
cualquier media de conteo cuando el periodo de conteo tiende a infinito.

Supongamos ahora que queremos encontrar la probabilidad de que un
punto del camino esté cubierto por un vehiculo. Si los coches tienen longitud
A, la densidad espacial es A\ y x, es la posicién del n-ésimo vehiculo, la
respuesta es AA. Pero tenemos ademas que:
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AA = Prlz esté cubierto

o0

= > Prlz, — A<z <,
n=1

_ iPT[xan <a+A]

_ g:l / T 2)de

= ;Pn(x) — P.(z+ A)

= > Q.+ 8) - i)

= m(z+A) - m(z) (4.32)

4.8. Trafico como variable continua

Debemos aclarar que en esta seccién hacemos una analogia con la teoria de
movimiento de fluidos. Como tal, no es consistente con la teoria de renovacion,
ya que los puntos de renovacién tendrian magnitud cero y como consecuencia
probabilidad cero.

Otro punto que debemos notar antes de comenzar a hacer este desarrollo,
es que solo ciertos resultados de la teoria de mecanica de fluidos son aplicables
a la teoria de trafico vehicular. La diferencia primordial entre la teoria de
mecanica de fluidos y la teoria de trafico vehicular, es una propiedad bésica
de los fluidos que no sélo no cumple el trafico vehicular, sino que se comporta
de forma totalmente opuesta. Esta propiedad basica es, que al aumentar
la presiéon de un fluido, se incrementa también la velocidad de salida del
mismo. Mientras que el equivalente a aumentar la presion en un sistema de
trafico vehicular seria aumentar el nimero de vehiculos en la via, factor que
disminuye la velocidad de los vehiculos.

Suponemos que existen funciones A(z,t) y p(x,t) limites cuando 7 — 0.
En este caso vemos que desaparecen las diferencias entre los casos sincrénico
y diacrénico, asi como la distribucién de los gaps.

Podemos pensar que el trafico es un fluido que se mantiene constante, es
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decir:

ox  Op
— 4+ L =
Jxr Oz
Para demostrarlo consideremos un camino R de longitud Az y un inter-
valo de tiempo At, y sea N el numero de vehiculos entrantes a R durante
el intervalo de tiempo At, asi como N’ el ntimero de vehiculos que salen en
dicho intervalo. Tenemos:

0 (4.33)

N = p(x,t)At
N' = p(x + Az, t)At

asi
ANt = AN

— N—N
= [p(x,t) — plz + Az, t)|At

Recordemos que el desarrollo en series de Taylor para dos variables es:

flet+hy+k) = flz,y) +hfelz,y) +kfy(r,y) +
1/ 2D far (0, y) + 20k fay (2, ) + K fyy (2, 9)] + - --

El desarrollo de Taylor de p(z,t) es:

_ dp | Op

y el de p(z + Az, t) es:

0
ple+Ax,t) = p(x,t)+ Ama—z +

1/2![(AJJ)28 o

&p
Oz?
agrupando los términos tales que o(Ax)

p(z,t) — plx+ Az, t) = p(x,t) — [p(z,t) + Ax@] + o(Ar)

Ox
= —Aa:gg + o(Ax)
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Sustituyendo obtenemos:

ANAL = [—A:L'gz + o(Ax)]At

dp
AN = —Azr— A
= A\ xax—l—o( )

B op, olsw)
Ar Oz Az

. AN dp  o(Ax)
iali@oﬂ_gglwo [_8m+ Ax ]
ox _ Op

:a__ax

Cuando tratamos el trafico como una “substancia” para hacer el sistema
continuo, debemos considerar gran parte de las variables como continuas.
Un ejemplo es la funcién A(x,t). Una obtencién de esta funcién se deriva de
pensar en que los vehiculos con velocidad u que se encuentran en el lugar x
al tiempo t, debieron estar en el lugar x — ut al tiempo cero. Asf:

Az, t) = /0 T ANx — ut, 0)f (w)du (4.34)

4.9. Gaps dependientes

Hasta el momento hemos supuesto que los gaps son independientes de
cualquier otra variable, pero es intuitivo pensar que los gaps dependen de
las velocidades de los vehiculos. De hecho hicimos anteriormente modelos
asumiendo este comportamiento, cuando analizamos los modelos de vehiculos
consecutivos. Asi, suponemos en esta seccion que los gaps dependen de las
velocidades de cada vehiculo y con esto, unos de otros.

En general vemos que vehiculos rapidos tienden a tener un gap pequeno
delante de ellos, mientras que vehiculos lentos tienden a tener un gap grande
delante de ellos y viceversa, vehiculos rapidos tienden a tener un gap grande
detras y vehiculos lentos un gap pequeno detras.

La diferencia con los desarrollos que hicimos en secciones anteriores, es
que, dada la dependencia de los gaps, no podemos expresar la funcion de
densidad de la suma de gaps, como el producto de las funciones de densidad
de cada gap.
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Supongamos que los vehiculos aparecen en los puntos del espacio; xg,
Tog+ Ty, Tog+ X1 + Ta, ...

Supongamos también que go(x) es la funcién de densidad de xy y que
para x,|r, 1 es g(z|y). Asi, la funcién de densidad conjunta de zq y z; es:

f:c1,;v0 (C(],y) = g(x|y)90(y) (435)

al integrar sobre todos los valores de y, obtenemos la distribucion de x;.

furl@) = [ gelygn(v)dy

Procedemos de forma andloga para encontrar la distribucién de x,. La
distribuciéon de conjunta de x5 y 7 es:

fesa(@,y) = 9(@(y)fa, (v)
= glaly) [ 9yl2)gn(2)dz

9(xly)g(ylz)go(2)dz

Il
S~
8

asi, la distribucion de x5 es:

fo@) = [ [ glaly)gyl2)go(z)dz=dy

Podemos encontrar la distribucion de z,, procediendo analogamente. El
problema es que ain tomando una distribucién como la exponencial, después
de pocas iteraciones, las cuentas se vuelven tediosas y pesadas.



Capitulo 5

Problemas de retrasos

En este capitulo trataremos los problemas que se derivan de que un
vehiculo o un peatén se vea retrasado a causa del flujo vehicular.

5.1. Peatones retrasados por t.v.

Iniciemos suponiendo que el peaton arriva al cruce al tiempo ¢t = 0 y le
toma un tiempo 7' cruzar la calle.

Supongamos también que el primer vehiculo arriva al cruce al tiempo t;
con una funcién de densidad inicial go(z), con funcién de distribucion Go(z) y
con transformada de Laplace ¢o(s). Los siguientes vehiculos arrivan al cruce
con tiempos interarribo tq, t3,... con funcién de densidad g(x), funcién de
distribuciéon G(z) y transformada de Laplace ¢(s).

Consideremos ahora el tiempo de espera del peaton:

W(x) = ProblEl peaton se tarda en comenzar a cruzar < z]
w(x) = W'(x)

la transformada de Laplace de esta distribucién es: ¢(s)
Veamos que esta distribucion tiene un pico en el origen de tamano:

PI‘Ob[tl > T] =1- GO(T)

Supongamos que el peatén puede cruzar la calle en el periodo n + 1,
cuando el tiempo interarribo entre el n-ésimo y el n + 1-ésimo vehiculo es

81
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mayor a T, es decir, t,.1 > T. Entonces su retraso seria:

Zti (5.1)

Para que suceda esto, necesitamos que el peatéon no pueda cruzar en los
primeros n periodos. Asi, requerimos que cada gap sea menor a T'. Para con-
seguir esto dividiremos la funcién de densidad entre la funcién de distribucion
evaluada en T' y restringiremos a z en el intervalo (0,7'), es decir:

go()

O<x<T
Go(T)

De forma andloga para el resto de los gaps:

O<z<T

Asi la parte continua de w(zx) condicionada a que el peatén pueda cruzar
en el n + 1-ésimo periodo es:

g0() g(x) \"
(GO(T)> ' (G(T)) Vst

Ahora expresaremos la distribucién de w(x) no-condicional, multiplicando
por la probabilidad de que el peaton cruce en dicho periodo y sumando sobre
todas las n’s, asi obtenemos:

w(x) =[1-Go(T)]o(x)+[1-G(T)] igo(x)*g(x)("_l)* 0<x<nT (5.2)

donde por convencién g% = 1.
Para calcular la transformada de Laplace de w(zx), necesitamos antes
definir las siguientes dos funciones:

Po(s;T) = jéjwe_swgo(x)dl

S(sT) = [ e glads
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Habiendo definido estas funciones podemos afirmar que la transformada
de Laplace de w(x) es:

o(s) = [1 — G(T)] + 1 _1%2)(];%? D) (5.3)

Para obtener el valor medio del tiempo de espera, evaluamos en —s:

_ [1 - G(T)Jo(—5:T)
plos) = 1= GO+ P

derivando obtenemos:

H(—s) = [1—¢(=s; 1)1 — G(T)]dp(s; T) — [1 = G(T)]¢o(s; T) [=¢' (s T)]

[1—o(s; )
evaluando en s=0:

(L= G = G(T) A agolw)ds + [1 = GT)Go(T) J wg(a)ds
#0) 1 GOP

R Go(T) ™
4,0(0)—/0 .CEgQ(.CE)d.CE+ (T)/ zg(z)dz (5.4)

Finalmente expresaremos la funcién W(x) en términos de las probabili-
dades de conteo:

suponiendo que (r — 1)T" < z < T obtenemos:

W(z) =1 — Go(T) / Zgo(t) « gD (1) dt

usando el teorema de convergencia dominada:
W(z) = 1-Go(T)+[1— G(T)] Zj /0 " go(t) % gV (1)dt
— 1 Go(1) + L G Y Qs (2)
= 1-Go(T)+ %T/ Qn—2(t) — Qn1(t)dt
= 1-Gy(T)+[1-G(T))- [/ Qralt) = Qur 4 Qur+ -t
= 1-Go(T) + / Qs (5.5)
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con (r—1T <z <rT.

5.2. Retraso por t.v. con llegadas Poisson

En esta seccién nos enfocamos al caso particular del gap generado por
llegadas Poisson, es decir, gaps con distribucién exponencial negativo. De
esta forma suponemos que:

go(z) = glx) = pe™* (5.6)

Go(z) = Gx)=1—eH* (5.7)
_ _ M

o) = ols) = L 55)

donde p es la tasa de llegadas a la via vehicular.
Calculemos ahora el valor de ¢(s;T') que serd el mismo que ¢g(s;T):

T
o(s;T) = / e Fue M dx
0

T
= — /j_ —(p+ s)e”WHT gy
w+sJo
— —_ ILL |:€_(M+S)I:|T
B+ s 0
e LA
u+s o+ s
_ K [1 _ e—(lH‘S)T}
p+s

Asi al sustituir en la ecuacién 6.3 obtenida en la seccion anterior obten-
€mos:

[1 = G(M)]go(s;T)

QO(S) = [1 - GO(T>] + 1— ¢(8; T)
— G_MT + e_uT (ﬁ(l B 6_(M+8)T)>
1— ﬁ(l — e~ (uts)T)

2 — o~ (u+s)T
_ HT 1+u+s(1 € )

pts—p(l—e=(1t9)T)
nts
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—(p+s)T
—uT 1+ :u(l —€ (uts) )
p+s— p(l —ewts)T)

s = p(l— eI (1 — emEIT)
B p+s— p(l — e wts)T)
(4 s)e”

T st pe T (59)

Invertir esta funcién no es sencillo. Un método mas apropiado para en-
contrar la funcién w(x) es verificar que la ecuacién 6.9 es la transformada de
Laplace de la funcion:

w(z) = e TS (x) + pe T 2(_6—uT)j (H(ﬂij—_j?))!)] n (u(x ;!jT))]

(5.10)
con(r—N)T'<z<rTyr=12,..
Para demostrar este hecho, necesitamos hacer uso de la siguiente férmula:

L(z—b)" =nls e x>b

Hagamos ahora la demostracion de esta formula por induccién:
Paran = 1:

L(z —b)(s) = /booe_“(x—b)dx

Suponemos valido para n-1.
Probamos para n:

Lz — b)"(s) = /b Y e (@ — b)da
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seay=x—0>b
Lz —b)"(s) = / e~ WHyndy
0
— efsb/ efsyyndy
0
integrando por partes:
—sy® o n—1_,—sy
- e 1 YT
0 S
— —sbn/ y sydy

— / e~ s(y+b) n 1dy

— 7/ —sx - n 1(1.17

= [(n—l)‘s (n=1)= le_Sb}

= plsTlem

Demostremos ahora que la ecuacion 6.9 en realidad es la transformada de
Laplace de la funcién w(z) propuesta:

e — e [w(z — )P~ [p(a — jT)]
L(w)(s) =e" + ue ]2) E{ a (j—Jl)! + £ j!j }

1y —j 8T ) e—d—1—sjT
T —MT+Z o) {M] (J—Dlse™ _i_MJJ!Sj e }

(=1 j!
e~ hT + He—NT l + 1
s LS

__#e—(u+®7‘__(__M)Te—(u+®7W]
—(p+s)T
— e*HT + HG*HT + /,L@iuT (1 + 1) [_WM]
S S

1+ Le=(uts)T
= e[t (148 _—pem It
s s/ \ s+ pe=(mts)T

e M+ s)
s + pe=wts)T
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Con esto demostramos que la funcién w(x) propuesta, es en realidad la
funcién de densidad del tiempo de espera del peatén cuando consideramos
servicios exponenciales negativos con tasa u en la via principal.

Para calcular el tiempo medio de espera debemos calcular antes el valor
de la siguiente funcion:

T T
/ xg(x)dr = / xpe Mdx
0 0

Notemos que el valor de esta integral no se altera al sustituir g(x) por

go(x).
Ahora contamos con todos los cédlculos necesarios para obtener el tiempo
medio de espera en este caso particular:

w o= /OT xgo(x)dx + %/OT zg(x)dx

T 1 —¢eHT T
= / xpe Mdr + = / xpe "dx
0 e H 0

—uT
— (1 — TeHT _ leuT> <1 + 1_6M>
It It e~ nT

= 1 Te HT _ lewT (1)
I I e
1
u

(e’ —uT —1) (5.11)

5.3. Peatones con llegadas Poisson

Supongamos que los peatones tienen llegadas Poisson con paramtero .
Recordemos que en el capitulo 3 obtuvimos la funciéon generadora de las



88 CAPITULO 5. PROBLEMAS DE RETRASOS

llegadas en términos de las transformadas de Laplace del tiempo de espera y
el tiempo de servicio, es decir:

m(s) = ¢(A(1 = 5))B(A(1 - 5))

en este caso tenemos que ¢(s) = (s) y:

BA1—s) = / T e =925 (1) d

0
= 1

Asi, obtenemos:

[1 = G(T)]go[A1 = 5); T]

m(s) = [1 = Go(T)] + 1—¢[M1—s);T]

(5.12)

que al sustituir los valores de las funciones de densidad, distribucion y los
valores de las transformadas de Laplace incompletas podemos escribir como:

A — Bs

™(5) = G Ds + Pe@

donde las constantes A, B, C, D, P y (), quedan expresadas en términos de
ApyT.

5.4. Bloqueos

Si pensamos en el cruce de una via principal y una via secundaria, pode-
mos ver que la via principal permitira el cruce de un “objeto” (ya sea peatéon
o vehiculo) de la via secundaria, cuando el gap entre dos vehiculos es mayor
al tiempo que requiere el “objeto” de la via secundaria para cruzar.

Asi podemos pensar que cada vehiculo de la via principal empuja un
periodo de bloqueo mientras se mueve. En caso de que el gap entre dos
vehiculos sea mayor al periodo de bloqueo que empuja el vehiculo posterior,
diremos que existe un periodo no bloqueado. Asi, los “objetos” de la via
secundaria, podran cruzar cuando exista un periodo de no bloqueo.

Un conjunto de bloqueos forma un intervalo de bloqueo, de forma analoga,
un intervalo de no bloqueo estd conformado por un conjunto de periodos de
no bloqueo.



5.4. BLOQUEOS 89

Digamos que la funcién de densidad de la longitud de los bloqueos es
b(x), con transformada de Laplace [3(s). Notemos que b(z) esta definida en
el intervalo [T, 00) ya que todo bloque debe ser mayor al tiempo que requiere
un “objeto” de la via secundaria para cruzar.

Nos interesa encontrar una relacién entre bloqueos trasladados y bloqueos
disminuidos, que seran bloqueos menos la longitud T, ya que en general pode-
mos trabajar con resultados calculados para distribuciones de probabilidad
con dominio en [0, 00).

Consideremos ahora un bloqueo disminuido, estos bloqueos disminuidos
tendrdn una funcién de densidad definida en el intervalo [0, 00). Si la trans-
formada de Laplace de los bloqueos disminuidos es 7(s), entonces tenemos
la siguiente relacion:

B(s) = e~ T(s)
(5.13)

Notemos que la distribucién de la longitud de los bloqueos disminuidos
guarda con respecto a la distribucion del tiempo de espera una relacién analo-
ga a la relacion entre los tipos de conteo mencionados en el capitulo 5. Es
decir la distribucién de los bloqueos sera la misma que la distribucién de los
gaps en un conteo sincrénico. De ahi que podemos escribirla como:

[1 - G(M)e(s;T)

Ws) = =GO+ —— o(5:T)
_ 1-GM]A—¢(s:T) +[1 - G(D)g(s; T)
1—o(s;T)
_ [L-GM)] -1 -GD)e(s;T) + [1 — G(T)]e(s:T)
1—o(s;T)
1 - G(T)
1 =9(s;7) 514

Con esto tenemos completamente definida la distribucién de los bloqueos.

De forma analoga podemos pensar en periodos no bloqueados aumen-
tados, que seran periodos no bloqueados trasladados una cantidad 7. En
realidad lo que estamos haciendo es considerar el periodo de no bloqueo en
términos de gaps. Asi, podemos decir que la funciéon de densidad de los pe-
riodos no bloqueados aumentados es:

_glx+T)

a(z) = -G 0<x<oo (5.15)
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con transformada de Laplace:

e o(s)
a(s) = =am (5.16)

Consideremos ahora el tamano promedio de los bloqueos B y el tamano
medio de los no bloqueos A. Estos valores medios siguen una relacion sencilla.
Calculemos primero el valor de B:

B = -73(0)

T(1-G(T)*+ (1 - G(T)) Jy zg(x)dz
(1-G(T))?
T(1 —G(T)) + f] zg(x)dx
1—-G(T)

Calculemos ahora el valor de A:

A = /Ooo za(x)dz
= /0 - aigﬁxc;i—(;j)) dx

seay=x+T conT <y < oo

ey =T)gly)
A= /T 1-G(T) d
I yg()dy — [ Tgy)dy + Jy ya(v)dy — Ji yg(y)dy
1 —G(T)
v — Iy yg(y)dy — T(1 — G(T))
1= G(T)
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De esta forma podemos ver que:

v —Jo yg(y)dy — T(1 — G(T)) — T(1 = G(T)) + Jg yg(y)dy

A+B = ey

- (5.17)

Si suponemos que los gaps entre los vehiculos son exponenciales negativos
con parametro g obtenemos:

1
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Cddigo de simuladores

En esta seccién presentamos simuladores graficos creados en C++. Con
ellos obtenemos una descripcién grafica cualitativa del comportamiento del
trafico vehicular bajo ciertas condiciones.

Los supuestos basicos utilizados en la creacion de estos simuladores son
los siguientes:

1. Los vehiculos aceleran y frenan instantaneamente.

2. Las llegadas a la via se modelan con una distribucién Poisson (se le
pide la tasa de llegadas al usuario).

3. Cuando un vehiculo tiene mayor espacio en el carril adyacente y espacio
suficiente para cambiar de carril, lo hard de forma instantanea.

4. Las velocidades de los vehiculos son generadas a partir de una dis-
cretizacion de la distribuciéon normal.

5. Los camiones, representados graficamente en color azul, tienen menor
velocidad promedio que los automoviles, representados en color rojo.

Los tres simuladores estan creados bajo los mismos supuestos. Es por esto
que sus c6digos son similares. Las diferencias en los cédigos definen los tres
casos distintos.

A continuacién presentamos imagenes de los simuladores.
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1. Simulador de un tope

2. Simulador de un cuello de botella




3. Simulador de un paso peatonal

95
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Simulador de un tope

#include<graphics.h>
#include<conio.h>
#include<stdio.h>
#include<stdlib.h>
#include<time.h>
#include<math.h>
#include<dos.h>
#define topex 550
//define la coordenada x donde se situa el tope
#define veltope 10
//define la velocidad méxima para pasar el tope
#define MAX 100
//define el nimero méximo de vehiculos en la via
#define pcoches .7
//define la proporcién de vehiculos que son coches
#define pcamiones 1-pcoches
//define la proporcién de vehiculos que son camiones
#define vpcoche 60
//define la velocidad promedio de un coche (km/h)
#define divco vpcoche/12
//define el tamano de los intervalos de la discretizacién normal
#define vpcamion 40
//define la velocidad promedio de un camién (km/h)
#define divca vpcamion/12
//define el tamano de los intervalos de la discretizacién normal para
camiones
typedef struct{
float vel,entra,intentra,coordx,velopt;
int tipo,flag,coordy,sig;
}vehiculo;
void graficos();
void calle();
void inicializa(vehiculo VIMAX]);
void movimiento(vehiculo V[MAX],float *intervalo,float *inter);
int siguiente(vehiculo VIMAX],int j);
void cambiocarril(vehiculo VIMAX],int j);
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void freno(vehiculo VIMAX],int j);
void acelera(vehiculo VIMAX],int j);
void frenatope(vehiculo VIMAX],int j);
void main(){
vehiculo VIMAX];
float *intervalo,*inter;
*intervalo=0;
*inter=0;
graficos();
inicializa(V);
calle();
getche();
V|[0].flag=1;
do{
movimiento(V,intervalo,inter);
}while(VIMAX-1].flag==0);
getche();
}
void graficos(){
int gdriver = DETECT ,gmode;
initgraph(&gdriver, &gmode,” 7);
cleardevice();

void calle(){
cleardevice();
setfillstyle(1,DARKGRAY);
bar(0,200,650,300);
setfillstyle(1,WHITE);
bar(0,250,650,251);
setfillstyle(4,YELLOW);
bar(topex,200,topex+20,300);
setbkcolor(GREEN);

}

void inicializa(vehiculo VIMAX]){
int i;
float aleat,altip,Jambda,tpo;
randomize();

printf(”Inserta la tasa de llegada de vehiculos (por minuto): ”);
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scanf(” %f”,&lambda);
for(i=0;1jMAX;i++){
Vli].coordx=0;
Vi].sig=-1;
aleat=rand() %2;
if(aleat==0)
Vli].coordy=210;
else
Vli].coordy=260;
aleat=rand() %1000;
aleat=aleat /1000;
tpo=(-1)*log(1-aleat)/lambda;
Vi].intentra=tpo*60;
V]i].flag=0;
altip=rand() %1000;
altip=altip/1000;
if(altip<=pcoches)
Vli].tipo=0;
else
Vli].tipo=1;
if(V[i].tipo==0){
aleat=rand() %1000;
aleat=aleat /1000;
if(aleat<=0.54){
if(aleat<=.0546){
if(aleat<=.0069){
if(aleat<=.0011){
if(aleat<=.0003)
Vli].vel=1,;
else
Vl[i].vel=vpcoche-11*divco;
}

else if(aleat<=.003)
V/[i].vel=vpcoche-10*divco;
else
V/[i].vel=vpcoche-9*divco;
}
else if(aleat<=.0299){
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if(aleat<=.0148)
Vli].vel=vpcoche-8*divco;
else
VIi].vel=vpcoche-7*divco;
}

}
else if(aleat<=.319){

if(aleat<=.1513){
if(aleat<=.0932)
VIi].vel=vpcoche-5*divco;
else
Vli].vel=vpcoche-4*divco;
}

else if(aleat<=.2264)
VIi].vel=vpcoche-3*divco;
else
Vli].vel=vpcoche-2*divco;
}

else{
if(aleat<=.4282)
V[i].vel=vpcoche-divco;
else
Vli].vel=vpcoche;
}
}

else{
if(aleat<=.9814){
if(aleat<=.8909){
if(aleat<=.7488){
if(aleat<=.6482)
VIi].vel=vpcoche+divco;
else
Vli].vel=vpcoche+2*divco;
}

else if(aleat<=.8291)
Vli].vel=vpcoche+3*divco;

else
Vli].vel=vpcoche+4*divco;
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}
else if(aleat<=.9643){

if(aleat<=.9359)
Vl[i].vel=vpcoche+5*divco;
else
Vli].vel=vpcoche+6*divco;
}
else
Vl[i].vel=vpcoche+T7*divco;
}

else if(aleat<=.9985){
if(aleat<=.9962){
if(aleat<=.9913)
V[i].vel=vpcoche+8*divco;
else
Vli].vel=vpcoche+9*divco;
}
else
Vl[i].vel=vpcoche+10*divco;
}

else{
if(aleat<=.9995)
Vl[i].vel=vpcoche+11*divco;
else
Vl[i].vel=vpcoche+12*divco;
}

}
}

else{

aleat=rand() %1000;

aleat=aleat /1000;

if(aleat<=0.54){

if(aleat<=.0546){
if(aleat<=.0069){
if(aleat<=.0011){
if(aleat<=.0003)
Vli].vel=1;

else
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Vli].vel=vpcamion-11*divca,;
}
else if(aleat<=.003)
VIi].vel=vpcamion-10*divca,;
else
Vli].vel=vpcamion-9*divca;
}
else if(aleat<=.0299){
if(aleat<=.0148)
Vi].vel=vpcamion-8*divca;
else
Vli].vel=vpcamion-7*divca;
}

}
else if(aleat<=.319){

if(aleat<=.1513){
if(aleat<=.0932)
Vli].vel=vpcamion-5*divca;
else
VIi].vel=vpcamion-4*divca;
}
else if(aleat<=.2264)
Vli].vel=vpcamion-3*divca;
else
Vli].vel=vpcamion-2*divca;
}

else{
if(aleat<=.4282)
Vli].vel=vpcamion-divca;
else
VIi].vel=vpcamion;
}
1

else{
if(aleat<=.9814){
if(aleat<=.8909){
if(aleat<=.7488){
if(aleat <=.6482)

101



102 SIMULADOR DE UN TOPE

Vli].vel=vpcamion+divca;
else
V[i].vel=vpcamion+2*divca;
}
else if(aleat<=.8291)
Vli].vel=vpcamion+3*divca;
else
Vl[i].vel=vpcamion+4*divca;
}

else if(aleat<=.9643){
if(aleat<=.9359)
Vli].vel=vpcamion+5*divca;
else
V[i].vel=vpcamion+6*divca;
}

else
Vli].vel=vpcamion+7*divca;
}
else if(aleat<=.9985){
if(aleat<=.9962){
if(aleat<=.9913)
Vli].vel=vpcamion+8*divca;
else
V[i].vel=vpcamion+9*divca;
¥

else
Vli].vel=vpcamion+10*divca;
}
else{
if(aleat<=.9995)
V[i].vel=vpcamion+11*divca;
else
Vli].vel=vpcamion+12*divca;
}
}
}
Vli].velopt=V/i].vel;
}
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}

void movimiento(vehiculo V[MAX] float *intervalo,float *inter){
int 1,j;
clock_t inicio,fin;
for(j=0;j<MAX;j++){
i#(V[j].fag=—0)
break;
¥
if(V[j].intentra<=(*inter)){
V{j].sig=siguiente(V.j);
if(V[j].sig==-1){
Vlj] flag=1;

*inter=0;

else if(V[V[j].sig].tipo==0){
if(V[V[j].sig].coordx>70){
Vlj] flag=1;
*inter=0;
}
}
else if(V[V]j].sig].tipo==1){
if(V[V[j].sig].coordx>80){
Vij]-flag=1;
*inter=0;
}
}
}

inicio=clock();
setfillstyle(4,YELLOW);
bar(topex,200,topex+20,300);
for(i=0;i<j+1;i++){
if(V[i].lag==0){
break;
}
if(V[i].tipo==0){
setfillstyle(1,DARKGRAY);
bar(V/[i].coordx,V|[i].coordy, V[i].coordx-50,V]i].coordy+30);
1
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else{

setfillstyle(1,DARKGRAY);

bar(V[i].coordx,V][i].coordy, V[i].coordx-60,V]i].coordy+30);
}
Vi].sig=siguiente(V,i);
if(V[i].sigl=-1){

cambiocarril(V,i);

if(V[i].sigl=-1)

freno(V,i);

}

if(V[i].vel<V[i].velopt)
acelera(V,i);
if(V[i].coordx>=topex)
frenatope(V i);
}
for(i=0;i<j+1;i++){
if(V[i].flag==0){
break;
¥
if(V[i].tipo==0){
V[i].coordx=V[i].coordx+Vli].vel*(*intervalo)*12/3.6;
setfillstyle(1,RED);
bar(V[i].coordx,V[i].coordy, V[i].coordx-50,V]i].coordy+30);

else{
V[i].coordx=V[i].coordx+V/[i].vel* (*intervalo)*12/3.6;
setfillstyle(1,BLUE);
bar(V[i].coordx,V([i].coordy, V[i].coordx-60,V[i].coordy+30);
}
}
fin=clock();
*intervalo=(fin-inicio) /CLK_TCK;
*inter=(*inter)+(*intervalo);
}
int siguiente(vehiculo VIMAX],int j){
int 1,sig=-1;
for(i=0;i<MAX;i++){
if(V[i].flag==0)



CODIGO DE SIMULADORES 105

break;
if(V[i].coordy==V]j].coordy){
if(sig==-1){
if(V[i].coordx>V{[j].coordx)
sig=i;
}

else
if(V[i].coordx>V][j].coordx&& V[i].coordx <V [sig].coordx)
sig=i;
}
}
return sig;
}
void cambiocarril(vehiculo VIMAX],int j){
int i,ant=-1,s0c=-1;
if(V[V][j].sig].vel< V[j].velopt){
i(V[j]-tipo==0){
if(V[V][j].sig].tipo==0){
for(i=0;i< MAX;i++){
if(V[i].flag==0){
break;

if(V[i].coordx>V[j].coordx&& V|[i].coordy!=V]j].coordy){

if(soc==-1)
Soc=i;
else if(V]i].coordx<V([soc].coordx)
soc=i;
}
}
}
else{

for(i=0;i<MAX;i++){
if(V[i].lag==0){

break;

}

if(V[i].coordx>V{[j].coordx&& V[i].coordy!=V[j].coordy){
if(soc==-1)

soc=i;
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else if(V]i].coordx<V(soc|.coordx)
soc=i;
}

}
}
}

else{
if(V[V[j].sig].tipo==0){
for(i=0;i<MAX;i++){
if(V[i].lag==0){
break;

if(V[i].coordx>V/[j].coordx&& V[i].coordy!=Vj].coordy){
if(soc==-1)
Soc=i;
else if(V]i].coordx<V[soc|.coordx)
soc=i;
}

}

}
else{

for(i=0;i<MAX;i++){
if(V[i].flag==0){
break;
}
if(V[i].coordx>V([j].coordx&& V[i].coordy!=V[j].coordy){
if(soc==-1)
soc=i;
else if(V[i].coordx<V/[soc].coordx)
Soc=i;
}

}
}
}
if(V[j].tipo==0){
if(V[V[j].sig].tipo==0){
for(i=0;i<MAX;i++){
if(V[i].coordx<V{j].coordx&& V[i].coordy!=V][j].coordy){
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if(ant==-1)
ant=i;
else if(V[i].coordx>V[ant].coordx)
ant=i;
}
}
}
else{

for(i=0;i<MAX;i++){
if(V[i].coordx<V([j].coordx&& V[i].coordy!=V[j].coordy){

if(ant==-1)
ant=i;
else if(V[i].coordx>V[ant].coordx)
ant=i;
}
}
}
}
else{

if(V[V]j].sig].tipo==0){
for(i=0;i<MAX;i++){
if(V[i].coordx<V[j].coordx&&V|[i].coordy!=V[j].coordy){

if(ant==-1)
ant=i;
else if(V[i].coordx>V[ant].coordx)
ant=i;
}
}
}
else{

for(i=0;i<MAX;i++){
if(V[i].coordx<V[j].coordx&& V[i].coordy!=V][j].coordy){
if(ant==-1)
ant=i;
else if(V[i].coordx>V[ant].coordx)
ant=i;
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}
}
if(ant!=-1&& V|[ant].sigl=-1){
if(V[soc].coordx>V[V[j].sig].coordx){
i(V[]].tipo=—0){
if(V[j].coordx-V]ant].coordx>60){
if(V[V[ant].sig].tipo==0){
if(V[V[ant].sig].coordx-V[j].coordx>60){
V[j].coordy=V[ant].coordy;
V[j].sig=siguiente(V,j);
} }
else if(VI[j].tipo==0&& V[V[ant].sig].tipo==1){
if(V[V[ant].sig].coordx-V[j].coordx>70){
Vlj].coordy=V[ant].coordy;
Vj].sig=siguiente(V.j);
}
}
}

}
else{

if(V[j].coordx-Vl]ant].coordx>70){
if(V[V[ant].sig].tipo==0){
if(V[V[ant].sig].coordx-V[j].coordx>60){
V[j].coordy=V[ant].coordy;
V[j].sig=siguiente(Vj);

}

else if(V[Vl]ant].sig].tipo==1){
if(V[V[ant].sig].coordx-V[j].coordx>70){
V[j].coordy=V[ant].coordy;
V{j].sig=siguiente(V.j);
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else if(ant!=-1&&soc==-1){
if(V[j].tipo==0){
if(V[j].coordx-V|[ant].coordx>60){
Vlj].coordy=V[ant].coordy;
V{j].sig=siguiente(V.j);
}
}
else{
if(V[j].coordx-V[ant].coordx>70){
V[j].coordy=V[ant].coordy;
Vj].sig=siguiente(V.j);
¥

}

}
else if(ant==-1&&soc!=-1){

if(V([soc].tipo==0){
if(V([soc].coordx-V|[j].coordx>70){
V[j].coordy=V[soc|.coordy;
V[j].sig=siguiente(V.j);
}
}
else{
if(V([soc].coordx-V([j].coordx>70){
Vlj].coordy=V{[soc].coordy;
V{j].sig=siguiente(V.j);
}

h
}
else if(ant==-1&&soc==-1){
if(V[j].coordy==210)
Vlj].coordy=260;
else
Vlj].coordy=210;
V{j].sig=siguiente(V.j);
¥
¥

}
void freno(vehiculo VIMAX],int j){
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int i;
if(V[j].vel>V[V]j].sig].vel){
if(V[V][j].sig].tipo==0){
if(V[V][j].sig].coordx-Vj].coordx<70){
} VIj].vel=V[V][j].sig].vel;

else if(V[V][j].sig].tipo==1){
if(V[V][j].sig].coordx-Vj].coordx<80){
VIj].vel=V[V][j].sig].vel;

}
}

}
void acelera(vehiculo VIMAX],int j){

int i;
if(V][j].sigl=-1){
if(V[V][j].sig].tipo==0){
if(V[V]j].sig].coordx-V[j|.coordx>80){
VIj].vel=V][j].velopt;
}
}

else{
if(V[V[j].sig].coordx-V([j].coordx>90){
V{j].vel=V[j].velopt;
}
¥
}

else
VIj].vel=V]j].velopt;
}

void frenatope(vehiculo VIMAX],int j){
if(V[j]tipo==0){
if(V[j].coordx<topex+50&& V|j].velopt >veltope){
Vj].vel=veltope;
}

}
else{
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if(V[j].coordx<topex+60&& V|j].velopt >veltope){
Vj].vel=veltope;
}
}
}

Simulador de un cuello de botella

#include<graphics.h>
#include<conio.h>
#include<stdio.h>
#include<stdlib.h>
#include<time.h>
#include<math.h>
#include<dos.h>
#define MAX 100
//define el nimero méximo de vehiculos en la via
#define pcoches .7
//define la proporcién de vehiculos que son coches
#define pcamiones 1-pcoches
//define la proporcién de vehiculos que son camiones
#define vpcoche 60
//define la velocidad promedio de un coche (km/h)
#define divco vpcoche/12
//define el tamano de los intervalos de la discretizacién normal
#define vpcamion 40
//define la velocidad promedio de un camién (km/h)
#define divca vpcamion/12
//define el tamano de los intervalos de la discretizacién normal para
camiones
typedef struct{
float vel,entra,intentra,coordx,velopt;
int tipo,flag,coordy,sig;
}vehiculo;
void graficos();
void calle();
void inicializa(vehiculo VIMAX]);
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void movimiento(vehiculo V[MAX],float *intervalo,float *inter);
int siguiente(vehiculo VIMAX],int j);
void cambiocarril(vehiculo VIMAX],int j);
void freno(vehiculo VIMAX],int j);
void acelera(vehiculo VIMAX],int j);
void main(){
vehiculo VIMAX];
float *intervalo,*inter;
*intervalo=0;
*inter=0;
graficos();
inicializa(V);
calle();
getche();
VI[0].tipo= 1
VI0].sig=
VI[0]. coordx 550;
VI[0].coordy=260;
V10].vel=0;
VI]0].flag=1;
do{
movimiento(V,intervalo,inter);
}while(VIMAX-1].flag==0);
getche();
}
void graficos(){
int gdriver = DETECT ,gmode;
initgraph(&gdriver, &gmode,” ”);
cleardevice();
}
void calle(){
cleardevice();
setfillstyle(1,DARKGRAY);
bar(0,200,650,300);
setfillstyle(1,WHITE);
bar(0,250,650,251);
setbkcolor(GREEN);
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void inicializa(vehiculo VIMAX]){
int i;
float aleat,altip,Jambda,tpo;
randomize();
printf(” Inserta la tasa de llegada de vehiculos (por minuto): 7);
scanf(” %17, &lambda);
for(i=1;i<MAX;i++){
Vli].coordx=-70;
Vi].sig=-1;
aleat=rand() %2;
if(aleat==0)
Vli].coordy=210;
else
VIi].coordy=260;
aleat=rand() %1000;
aleat=aleat /1000;
tpo=(-1)*log(1-aleat) /lambda;
Vli].intentra=tpo*60;
V[i].flag=0;
altip=rand() %1000;
altip=altip/1000;
if(altip<=pcoches)
Vli].tipo=0;
else
VIi].tipo=1;
if(V[i].tipo==0){
aleat=rand|()
aleat=aleat /1000
if(aleat<=0.54){
if(aleat<=.0546){
if(aleat<=.0069){
if(aleat<=.0011){
if(aleat<=.0003)
Vli].vel=1;
else
Vli].vel=vpcoche-11*divco;
}

else if(aleat<=.003)
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Vl[i].vel=vpcoche-10*divco;
else
Vl[i].vel=vpcoche-9*divco;
}
else if(aleat<=.0299){
if(aleat<=.0148)
Vl[i].vel=vpcoche-8*divco;
else
VI[i].vel=vpcoche-7*divco;
}

}
else if(aleat<=.319){

if(aleat<=.1513){
if(aleat<=.0932)
V/[i].vel=vpcoche-5*divco;
else
Vi].vel=vpcoche-4*divco;
}
else if(aleat<=.2264)
V/[i].vel=vpcoche-3*divco;
else
Vli].vel=vpcoche-2*divco;
}

else{
if(aleat<=.4282)
V/[i].vel=vpcoche-divco;
else
Vli].vel=vpcoche;
}
}

else{
if(aleat<=.9814){
if(aleat<=.8909){
if(aleat<=.7488){

if(aleat<=.6482)
VIi].vel=vpcoche+divco;

else
Vli].vel=vpcoche+2*divco;



CODIGO DE SIMULADORES

}

else if(aleat<=.8291)

Vli].vel=vpcoche+3*divco;

else

}
else if(aleat<=.9643){

if(aleat<=.9359)

Vli].vel=vpcoche+4*divco;

Vli].vel=vpcoche+5*divco;

else

Vli].vel=vpcoche+6*divco;

}

else
Vli].vel=vpcoche+T7*divco;
}

else if(aleat<=.9985){
if(aleat<=.9962){
if(aleat<=.9913)

Vli].vel=vpcoche+8*divco;

else
Vli].vel=vpcoche+9*divco;
}
else
Vli].vel=vpcoche+10*divco;
}
else{

if(aleat<=.9995)
Vli].vel=vpcoche+11*divco;
else
Vli].vel=vpcoche+12*divco;
}

}
}

else{
aleat=rand() %1000;
aleat=aleat /1000;
if(aleat<=0.54){
if(aleat<=.0546){
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if(aleat<=.0069){
if(aleat<=.0011){
if(aleat<=.0003)
Vli].vel=1;
else
Vli].vel=vpcamion-11*divca,
}
else if(aleat<=.003)
V[i].vel=vpcamion-10*divca,;
else
Vli].vel=vpcamion-9*divca,
}

else if(aleat<=.0299){
if(aleat<=.0148)
V[i].vel=vpcamion-8*divca,;
else
Vli].vel=vpcamion-7*divca,
}
}

else if(aleat<=.319){
if(aleat<=.1513){
if(aleat<=.0932)
Vl[i].vel=vpcamion-5*divca,;
else
V[i].vel=vpcamion-4*divca;
}

else if(aleat<=.2264)
Vl[i].vel=vpcamion-3*divca,;
else
V[i].vel=vpcamion-2*divca;
}
else{
if(aleat<=.4282)
Vli].vel=vpcamion-divca;
else
V/[i].vel=vpcamion;
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else{
if(aleat<=.9814){
if(aleat<=.8909){
if(aleat<=.7488){
if(aleat<=.6482)
Vli].vel=vpcamion+divca;
else
V[i].vel=vpcamion+2*divca;
}

else if(aleat<=.8291)
Vli].vel=vpcamion+3*divca;
else
Vli].vel=vpcamion+4*divca;
h

else if(aleat<=.9643){
if(aleat<=.9359)
Vli].vel=vpcamion+5*divca;
else
Vi].vel=vpcamion+6*divca;
}

else
Vli].vel=vpcamion+7*divca;
}

else if(aleat<=.9985){
if(aleat<=.9962){
if(aleat<=.9913)
Vli].vel=vpcamion+8*divca;
else
V[i].vel=vpcamion+9*divca;
}

else
Vli].vel=vpcamion+10*divca;
}

else{
if(aleat<=.9995)
VIi].vel=vpcamion+11*divca;
else
Vli].vel=vpcamion+12*divca;
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}
}
}
Vli].velopt=V[i].vel;
}
}

void movimiento(vehiculo VIMAX],float *intervalo,float *inter){
int i,j;
clock_t inicio,fin;
for(j=1;j<MAX;j++){
if(V[j].flag==0)
break;
}
if(V[j].intentra<=(*inter)){
Vj|.sig=siguiente(V,j);
(V] sig==1){
V[j] flag=1;
*inter=0;
}
else if(V[V[j].sig].tipo==0){
if(V[V[j].sig].coordx>70){
Vlj] flag=1;
*inter=0;
}
else
cambiocarril(V,j);

else if(V[V[j].sig].tipo==1){
if(V[V][j].sig].coordx>80){
V[j] flag=1;
*inter=0;
}
else
cambiocarril(V,j);
}
}

inicio=clock();
for(i=1;i<j+1;i++){
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if(V[i].flag==0){
break;
}
if(V[i].tipo==0){
setfillstyle(1,DARKGRAY);
bar(V/[i].coordx,V|[i].coordy, V[i].coordx-50,V]i].coordy+30);
}

else{

setfillstyle(1,DARKGRAY);

bar(V]i].coordx,V[i].coordy, V]i].coordx-60,V][i].coordy+30);
}
Vi].sig=siguiente(V,i);
if(V[i].sigl=-1){

cambiocarril(V.i);

if(V]i].sigl=-1)

freno(V,i);

}
if(V[i].vel<V[i].velopt)
acelera(V,i);
}
if(V[0].tipo==0){
setfillstyle(1,RED);
bar(V[0].coordx, V[0].coordy,V|[0].coordx-50,V|[0].coordy+30);

else{
setfillstyle(1,BLUE);
bar(V[0].coordx, V[0].coordy,V|[0].coordx-60,V|[0].coordy+30);
}
for(i=1;i<j+1;i4++){
if(V[i].flag==0){
break;

}

if(V[i].tipo==0){
Vli].coordx=VT[i].coordx+V[i].vel*(*intervalo)*12/3.6;
setfillstyle(1,RED);
bar(V]i].coordx,V[i].coordy, V]i].coordx-50,V|[i].coordy+30);

}

else{



120 SIMULADOR DE UN CUELLO DE BOTELLA

Vi].coordx=VT[i].coordx+V[i].vel*(*intervalo)*12/3.6;
setfillstyle(1,BLUE);
bar(V]i].coordx,V[i].coordy, V]i].coordx-60,V[i].coordy+30);
}
}
fin=clock();
*intervalo=(fin-inicio) /CLK_TCK;
*inter=(*inter)+(*intervalo);
}
int siguiente(vehiculo VMAX],int j){
int 1,sig=-1;
for(i=0;i<MAX:i++){
if(V[i].lag==0)
break;
if(V[i].coordy==V[j].coordy){
if(sig==-1){
if(V[i].coordx V[j].coordx)
sig=i;
}

else
if(V[i].coordx>V[j].coordx&& V[i].coordx<V|sig|.coordx)
sig=i;
}
}
return sig;
}
void cambiocarril(vehiculo VIMAX],int j){
int i,ant=-1,s0c=-1;
if(V[V][j].sig].vel<V[j].velopt){
iV j].tipo==0){
if(V[V[j].sig].tipo==0){
for(i=0;i<MAX;i++){
if(V[i].flag==0){

break;

}

if(V[i].coordx>V([j].coordx&& V[i].coordy!=Vj].coordy){
if(soc==-1)

soc=i;
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else if(V]i].coordx<V([soc|.coordx)
soc=i;
}

}
}

else{
for(i=0;i<MAX;i++){
if(V[i].flag==0){
break;
¥
if(V[i].coordx>V[j].coordx&& V|[i].coordy!=V][j].coordy){
if(soc==-1)
soc=i;
else if(V[i].coordx<V[soc|.coordx)
SOC=i;
¥

}
}
}
else{
if(V[V[j].sig].tipo==0){
for(i=0;i<MAX;i++){
if(V[i] flag==0){
break;
}
if(V[i].coordx>V{[j].coordx&& V[i].coordy!=V[j].coordy){
if(soc==-1)
soc=i;
else if(V[i].coordx<V[soc|.coordx)
Soc=i;
}

}
1

else{
for(i=0;i< MAX;i++){
if(V[i].flag==0){
break;
}
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if(V[i].coordx>V{j].coordx&& V[i].coordy!=V/[j].coordy){
if(soc==-1)
soc=i;
else if(V[i].coordx<V/[soc].coordx)
SOoC=i;
}

}
}
}
if(V[j].tipo==0){
if(V[V][j].sig].tipo==0){
for(i=0;i<MAX;i++){
if(V[i].coordx<V([j].coordx&& V[i].coordy!=Vj].coordy){

if(ant==-1)
ant=i;
else if(V]i].coordx>VJant].coordx)
ant=i;
}
}
}
else{

for(i=0;i<MAX:i++){
if(V[i].coordx<V{j].coordx&& V[i].coordy!=V/[j].coordy){

if(ant==-1)
ant=i;
else if(V[i].coordx>V[ant].coordx)
ant=i;
}
}
}
}
else{

if(V[V[j].sig].tipo==0){
for(i=0;i<MAX;i++){
if(V[i].coordx<V([j].coordx&& V[i].coordy!=Vj].coordy){
if(ant==-1)
ant=i;
else if(V[i].coordx>V[ant].coordx)
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ant=i;
}

}

}
else{

for(i=0;i<MAX;i++){
if(V[i].coordx<V{j].coordx&& V|[i].coordy!=V]j].coordy){
if(ant==-1)
ant=i;
else if(V[i].coordx>V[ant].coordx)
ant=i;
}

}
}
}
if(ant!=-1&& V]ant].sigl=-1){
if(V([soc].coordx>V|[V[j].sig].coordx){
if(V[j]-tipo==0){
if(V[j].coordx-V[ant].coordx>60){
if(V[V[ant].sig].tipo==0){
if(V[V]ant].sig].coordx-V([j].coordx>60){
V[j].coordy=V[ant].coordy;
V{j].sig=siguiente(V.j);
\ }
else if(V[j].tipo==0&& V[V[ant].sig].tipo==1){
if(V[V]ant].sig].coordx-V/[j].coordx>70){
Vlj].coordy=V[ant].coordy;
V[j].sig=siguiente(V,j);
}
}
}
}
else{
if(V[j].coordx-V[ant].coordx>70){
if(V[V[ant].sig].tipo==0){
if(V[V]ant].sig].coordx-V([j].coordx>60){
V[j].coordy=V[ant].coordy;
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Vj].sig=siguiente(V.j);
}
}
else if(V[V]ant].sig].tipo==1){
if(V[V[ant].sig].coordx-V[j].coordx>70){
V[j].coordy=Vant].coordy;
V{j].sig=siguiente(V.j);

else if(ant!=-1&&soc==-1){
{(Vj].tipo==0){
if(V[j].coordx-V]ant].coordx>60){
V[j].coordy=V[ant].coordy;
V[j].sig=siguiente(V.j);
}
}
else{
if(V[j].coordx-V[ant].coordx>70){
V[j].coordy=V[ant].coordy;
Vj|.sig=siguiente(V.j);
}

}

}
else if(ant==-1&&soc!=-1){

if(V[soc].tipo==0){
if(V[soc].coordx-V[j].coordx>70){
V[j].coordy=V{[soc|.coordy;
Vj|.sig=siguiente(V.j);
}
}
else{
if(V[soc].coordx-V[j].coordx>70){
Vlj].coordy=V[soc].coordy;
V[j|.sig=siguiente(V.j);
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¥
}
}
else if(ant==-1&&soc==-1){
if(V[j].coordy==210)
Vj].coordy=260;
else
Vlj].coordy=210;
V{j].sig=siguiente(V.j);
}
¥
}
void freno(vehiculo VIMAX],int j){
int i;
if(V[j].vel>V[V[j].sig].vel ){
if(V[V[j].sig].tipo==0){
if(V[V[j].sig].coordx-V[j].coordx<70){
if(V[V[j].sig].coordx-V[j].coordx<60)
V{j].vel=0;
else
V{j].vel=V[V][j].sig].vel;
¥

else if(V[V[j].sig].tipo==1){
if(V[V[j].sig].coordx-V[j].coordx<80){
if(V[V[j].sig].coordx-V[j].coordx<70)
Vj].vel=0;
else
V[j].vel=V[V][j].sig].vel;
}
}
}}
void acelera(vehiculo VIMAX],int j){
int i;
i(V[j].sigl=-1){
if(V[V[j].sig].tipo==0){
if(V[V][j].sig].coordx-Vj].coordx>80){
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Vlj].vel=V]j].velopt;
}
}

else{
if(V[V]j].sig].coordx-V{[j].coordx>90){
Vlj].vel=V]j].velopt;
}
}
}

else
Vlj].vel=V]j].velopt;

Simulador de un paso peatonal

#include<graphics.h>

#include<conio.h>

#include<stdio.h>

#include<stdlib.h>

#include<time.h>

#include<math.h>

#include<dos.h>

#define paspeat 550

//define la coordenada x donde se sitiia el paso peatonal
#define velpeat 10

//define la velocidad de los peatones

#define MAX 50

//define el nimero méximo de vehiculos en la via
#define MAX2 50

//define el nimero méximo de peatones

#define pcoches .7

//define la proporcién de vehiculos que son coches
#define pcamiones 1-pcoches

//define la proporcién de vehiculos que son camiones
#define vpcoche 60

//define la velocidad promedio de un coche (km/h)
#define divco vpcoche/12
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//define el tamano de los intervalos de la discretizacién normal
#define vpcamion 40
//define la velocidad promedio de un camién (km/h)
#define divca vpcamion/12
//define el tamano de los intervalos de la discretizacién normal para
camiones
typedef struct{
float vel,entra,intentra,coordx,velopt;
int tipo,flag,coordy,sig;
}vehiculo;
typedef struct{
float entra,intentra,coordy;
int flag,coordx,vel;
}peaton;
void graficos();
void calle();
void inicializa(vehiculo VIMAX],peaton P[MAX2]);
void movimiento(vehiculo VIMAX],peaton P[MAX2],float *intervalo,float
*inter,float *inter2);
int siguiente(vehiculo VMAX],int j);
void cambiocarril(vehiculo VIMAX],int j);
void freno(vehiculo VIMAX],int j);
void acelera(vehiculo VIMAX],int j);
void frenapeat(vehiculo VIMAX],peaton P[MAX2],int j);
void main(){
vehiculo VIMAX];
peaton P[MAX2];
float *intervalo,*inter,*inter2;
*intervalo=0;
*inter=0;
*inter2=0;
graficos();
inicializa(V,P);
calle();
getche();
V|[0].flag=1;
do{

movimiento(V,P intervalo,inter,inter2);
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twhile(VIMAX-1].flag==0);
getche();

¥

void graficos(){
int gdriver = DETECT ,gmode;
initgraph(&gdriver, &gmode,” ”);
cleardevice();

void calle(){
cleardevice();
setfillstyle(1,DARKGRAY);
bar(0,200,650,300);
setfillstyle(1,WHITE);
bar(0,250,650,251);
setfillstyle(4,YELLOW);
bar(paspeat,200,paspeat+20,300);
setbkcolor(GREEN);
}
void inicializa(vehiculo VIMAX],peaton P[MAX2]){
int i;
float aleat,altip,Jambda,lambda2,tpo,tpo2;
randomize( );
printf(”Inserta la tasa de llegada de vehiculos (por minuto): ”);
scanf(” %f” ,&lambda);
printf(”Inserta la tasa de llegada de peatones (por minuto): ”);
scanf(” %f”,&lambda2);
for(i=0;i<MAX2;i++){
Pli].coordy=>500;
aleat=rand() %2;

if(aleat==0)
Pli].coordx=paspeat+10;
else

Pli].coordx=paspeat+15;
aleat=rand() %1000;
aleat=aleat/1000;
tpo2=(-1)*log(1-aleat) /lambda2;
Pli].intentra=tpo2*60;
Pli].flag=0;
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Pli].vel=velpeat;
}
for(i=0;i<MAX;i++){
VIi].coordx=-70;
Vi].sig=-1;
aleat=rand() %2;
if(aleat==0)
Vli].coordy=210;
else
VIi].coordy=260;
aleat=rand() %1000;
aleat=aleat /1000;
tpo=(-1)*log(1-aleat)/lambda,;
V[i].intentra=tpo*60;
Vi].flag=0;
altip=rand() %1000;
altip=altip/1000;
if(altip<=pcoches)
VIi].tipo=0;
else
Vli].tipo=1;
if(V[i].tipo==0){
aleat=rand() %1000;
aleat=aleat /1000;
if(aleat<=0.54){
if(aleat<=.0546){
if(aleat<=.0069){
if(aleat<=.0011){
if(aleat<=.0003)
Vli].vel=1;
else
Vli].vel=vpcoche-11*divco;
}

else if(aleat<=.003)
Vli].vel=vpcoche-10*divco;
else
Vli].vel=vpcoche-9*divco;
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else if(aleat<=.0299){
if(aleat<=.0148)
VI[i].vel=vpcoche-8*divco;
else
V/[i].vel=vpcoche-7*divco;
}

}
else if(aleat<=.319){

if(aleat<=.1513){
if(aleat<=.0932)
Vli].vel=vpcoche-5*divco;
else
Vl[i].vel=vpcoche-4*divco;
}
else if(aleat<=.2264)
Vli].vel=vpcoche-3*divco;
else
Vl[i].vel=vpcoche-2*divco;
}

else{
if(aleat<=.4282)
Vi].vel=vpcoche-divco;
else
Vli].vel=vpcoche;
}
}

else{
if(aleat<=.9814){
if(aleat<=.8909){
if(aleat<=.7488){
if(aleat<=.6482)
Vli].vel=vpcoche+divco;
else
Vli].vel=vpcoche+2*divco;
}

else if(aleat<=.8291)
Vli].vel=vpcoche+3*divco;
else
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Vli].vel=vpcoche+4*divco;

}
else if(aleat<=.9643){

if(aleat<=.9359)

VIi].vel=vpcoche+5*divco;

else

Vli].vel=vpcoche+6*divco;

}

else
Vli].vel=vpcoche+T7*divco;
}

else if(aleat<=.9985){
if(aleat<=.9962){
if(aleat<=.9913)

Vli].vel=vpcoche+8*divco;

else

Vli].vel=vpcoche+9*divco;

}

else
VIi].vel=vpcoche+10*divco;
}

else{
if(aleat<=.9995)
Vli].vel=vpcoche+11*divco;
else
VIi].vel=vpcoche+12*divco;
}

1
}

else{

aleat=rand() %1000;

aleat=aleat /1000

if(aleat<=0.54){
if(aleat<=.0546){

if(aleat<=.0069){
if(aleat<=.0011){
if(aleat<=.0003)
Vli].vel=1;
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else
Vli].vel=vpcamion-11*divca;
}
else if(aleat<=.003)
V[i].vel=vpcamion-10*divca,;
else
Vl[i].vel=vpcamion-9*divca,;
}

else if(aleat<=.0299){
if(aleat<=.0148)
Vli].vel=vpcamion-8*divca,
else
Vl[i].vel=vpcamion-7*divca,;
}
}

else if(aleat<=.319){
if(aleat<=.1513){
if(aleat<=.0932)
Vl[i].vel=vpcamion-5*divca;
else
Vli].vel=vpcamion-4*divca,
}

else if(aleat<=.2264)
V[i].vel=vpcamion-3*divca,;
else
V[i].vel=vpcamion-2*divca;
}
else{
if(aleat<=.4282)
V[i].vel=vpcamion-divca,;
else
Vli].vel=vpcamion;
}

}
else{

if(aleat<=.9814){
if(aleat<=.8909){
if(aleat<=.7488){
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if(aleat<=.6482)
Vli].vel=vpcamion+divca;
else
Vi].vel=vpcamion+2*divca;
¥

else if(aleat<=.8291)
Vli].vel=vpcamion+3*divca;
else
Vi].vel=vpcamion+4*divca;
}

else if(aleat<=.9643){
if(aleat<=.9359)
Vli].vel=vpcamion+5*divca;
else
Vli].vel=vpcamion+6*divca;
}

else
Vli].vel=vpcamion+7*divca;
}

else if(aleat<=.9985){
if(aleat<=.9962){
if(aleat<=.9913)
Vi].vel=vpcamion+8*divca;
else
Vi].vel=vpcamion+9*divca;
}

else
Vli].vel=vpcamion+10*divca;
}

else{
if(aleat<=.9995)
Vli].vel=vpcamion+11*divca;
else
Vli].vel=vpcamion+12*divca;
}

}
}
Vli].velopt=V[i].vel;
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}
}
void movimiento(vehiculo VIMAX],peaton P[MAX2],float *intervalo,float
*inter,float *inter2){
int i,j,k;
clock_t inicio,fin;
for(j=0;j<MAX;j++){
if(V[j] ag==0)
break;
}
for(k=0;k<MAX2:k++){
if(P[k].flag==0)
break;
}

if(V[j].intentra<=(*inter)){
V[j].sig=siguiente(V,j);
if(V[j].sig==-1){
Vlj].flag=1;
*inter=0;
}

else if(V[V]j].sig].tipo==0){
if(V[V]j].sig].coordx>70){
Vlj].flag=1;
*inter=0;
}
else
cambiocarril(V,j);

else if(V[V][j].sig].tipo==1){
if(V[V][j].sig].coordx>80){
V[j] flag=1;
*inter=0;
}
else
cambiocarril(V.,j);
}

if(P[k].intentra<=(*inter2)){
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P[k].flag=1;
*inter2=0;
}
setfillstyle(1,GREEN);
bar(paspeat,0,paspeat+20,200);
bar(paspeat,300,paspeat+20,500);
inicio=clock();
setfillstyle(4,YELLOW);
bar(paspeat,200,paspeat+20,300);
for(i=0;i<j+1;i++){
if(V[i] lag==0){
break;
}
if(V[i].tipo==0){
setfillstyle(1,DARKGRAY);
bar(V/[i].coordx,V|[i].coordy, V[i].coordx-50,V]i].coordy+30);
}
else{
setfillstyle(1,DARKGRAY);
bar(V[i].coordx,V|[i].coordy, V[i].coordx-60,V]i].coordy+30);
¥
Vli].sig=siguiente(V,i);
if(V[i].sigl=-1){
cambiocarril(V,i);
if(V[i].sigl=-1)
freno(V,i);

if(V[i].vel<V][i].velopt)
acelera(V,i);
if(V[i].coordx>=paspeat-30)
frenapeat(V,P}i);
}
for(i=0;i<MAX;i++){
if(V[i].coordx>paspeat&& V[i].coordx<paspeat+80)
break;
}
if(i>MAX-1){
for(j=0;j<MAX2;j++){
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Plj].vel=velpeat;
}
}
else{
for(i=0;i<MAX2;i4++){
if(P[i].coordy>200&&P[i].coordy<300){
break;
}

}
if(i<MAX2){
for(j=0;j<MAX2;j++){
Plj].vel=velpeat;
}

}
else{

for(i=0;i<MAX;i++){
if(V[i].vel<5){
break;
}
}
if(i<MAX){
for(j=0;j<MAX2;j++){
Plj].vel=velpeat;
}
}
}
}
for(i=0;i<j+1;i++){
if(V[i].flag==0){
break;
}
if(V[i].tipo==0){
Vli].coordx=VT[i].coordx+V[i].vel*(*intervalo)*12/3.6;
setfillstyle(1,RED);
bar(V]i].coordx,V[i].coordy, V]i].coordx-50,V][i].coordy+30);
}

else{
Vi].coordx=VI[i].coordx+V[i].vel*(*intervalo)*12/3.6;
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setfillstyle(1,BLUE);
bar(V/[i].coordx,V([i].coordy, V[i].coordx-60,V]i].coordy+30);
}
}
for(i=0;i<MAX2;i4++){
if(P[i]. flag==1){
Pli].coordy=P][i].coordy-Pl[i].vel*(*intervalo)*12/3.6;
setfillstyle(1,BLACK);
pieslice(P[i].coordx,P[i].coordy,0,360,2);
}
}
fin=clock();
*intervalo=(fin-inicio) /CLK_TCK;
*inter=(*inter)+(*intervalo);
*inter2=(*inter2)+(*intervalo);
}
int siguiente(vehiculo V[MAX],int j){
int i,sig=-1;
for(i=0;i<MAX;i++){
if(V[i].flag==0)
break;
if(V[i].coordy==V]j].coordy){
if(sig==-1){
if(V[i].coordx>V{[j].coordx)
sig=i;
}

else
if(V[i].coordx>Vl{j].coordx&& V|[i].coordx< V|sig].coordx)
sig=i;
}
}
return sig;
}
void cambiocarril(vehiculo VIMAX],int j){
int i,ant=-1,soc=-1;
if(V[V[j].sig].veljV[j].velopt){
iV j].tipo==0)/{
if(V[V[j].sig].tipo==0){
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for(i=0;i<MAX:i++){
if(V[i].flag==0){
break;
}
if(V[i].coordx>V([j].coordx&& V[i].coordy!=Vj].coordy){
if(soc==-1)
soc=i;
else if(V[i].coordx<V/[soc].coordx)
Soc=i;
}

}

}
else{

for(i=0;i<MAX;i++){
if(V[i].lag==0){
break;

}
if(V[i].coordx>V{j].coordx&& V[i].coordy!=V/[j].coordy){

if(soc==-1)
Soc=i;
else if(V[i].coordx<V]soc|.coordx)
soc=i;
}
}
}
}
else{

if(V[V][j].sig].tipo==0){
for(i=0;i<MAX;i++){
if(V[i].flag==0){
break;

if(V[i].coordx>V{j].coordx&& V[i].coordy!=V/[j].coordy){
if(soc==-1)
soc=i;
else if(V[i].coordx<V/[soc].coordx)
soc=i;
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}
}

else{
for(i=0;i< MAX;i++){
if(V[i].lag==0){
break;
}
if(V[i].coordx>V{j].coordx&& V|[i].coordy!=V]j].coordy){
if(soc==-1)
SOC=1l;
else if(V]i].coordx<V([soc|.coordx)
soc=i;
}

}
}

}
(V] tipo==0){
if(V[V[j].sig].tipo==0){
for(i=0;i<MAX;i++){
if(V[i].coordx<V([j].coordx&& V[i].coordy!=V[j].coordy){

if(ant==-1)
ant=i;
else if(V]i].coordx>V/ant].coordx)
ant=i;
}
}
}
else{

for(i=0;i<MAX;i++){
if(V[i].coordx<V([j].coordx&& V[i].coordy!=Vj].coordy){
if(ant==-1)
ant=i;
else if(V]i].coordx>V/[ant].coordx)
ant=i;
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else{
if(V[V[j].sig].tipo==0){
for(i=0;i<MAX;i++){
if(V[i].coordx<V([j].coordx&& V[i].coordy!=Vj].coordy){

if(ant==-1)
ant=i;
else if(V]i].coordx>VJant].coordx)
ant=i;
}
}
}
else{

for(i=0;i<MAX;i++){
if(V[i].coordx<V([j].coordx&& V[i].coordy!=Vj].coordy){
if(ant==-1)
ant=i;
else if(V[i].coordx>V[ant].coordx)
ant=i;
}

}
}

if(ant!=-1&& V|[ant].sigl=-1){
if(V[soc].coordx>V[V][j].sig].coordx){
if(V[j].tipo==0){
if(V[j].coordx-V[ant].coordx>60){
if(V[V]ant].sig].tipo==0){
if(V[V[ant].sig].coordx-Vj].coordx>60){
V[j].coordy=V[ant].coordy;
V[j].sig=siguiente(V,j);
}
}
else if(V[j].tipo==0&& V[V [ant].sig].tipo==1){
if(V[V[ant].sig].coordx-V[j].coordx>70){
V[j].coordy=V[ant].coordy;
V[j].sig=siguiente(V,j);
}
}
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}
1
else{
if(V[j].coordx-V[ant].coordx>70){
if(V[V[ant].sig].tipo==0){
if(V[V]ant].sig].coordx-V/[j].coordx>60){
V[j].coordy=V[ant].coordy;
V[j].sig=siguiente(V j);

}

else if(V[Vl]ant].sig].tipo==1){
if(V[Vl]ant].sig].coordx-V/[j].coordx>70){
V[j].coordy=V[ant].coordy;
V[j].sig=siguiente(Vj);

else if(ant!=-1&&soc==-1){
if(V[j].tipo==0){
if(V([j].coordx-V[ant].coordx>60){
V[j].coordy=V[ant].coordy;
V[j].sig=siguiente(V j);
¥
}

else{
if(V[j].coordx-V[ant].coordx>70){
V[j].coordy=V[ant].coordy;
V{j].sig=siguiente(V.j);
}
}
}
else if(ant==-1&&soc!=-1){
if(V[soc].tipo==0){
if(V([soc].coordx-V|[j].coordx>70){
Vlj].coordy=V|[soc].coordy;
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V|j].sig=siguiente(V j);
}

}
else{

if(V[soc].coordx-V[j].coordx>70){
Vlj].coordy=V[soc].coordy;
Vj|.sig=siguiente(V.j);
}
}
}
else if(ant==-1&&soc==-1){
if(V[j].coordy==210)
Vj].coordy=260;
else
Vj].coordy=210;
V[j].sig=siguiente(V,j);
}

}

}
void freno(vehiculo VIMAX],int j){

int i;
if(V[j].vel>VI[V[j].sig].vel){
if(V[V][j].sig].tipo==0){
if(V[V[j].sig].coordx-V(j].coordx<70){
if(V[V[j].sig].coordx-V[j].coordx<60)
Vj].vel=0;
else
) V[j].vel=V[V][j].sig].vel;

else if(V[V[j].sig].tipo==1){
if(V[V][j].sig].coordx-V[j].coordx<80){
if(V[V][j].sig].coordx-V[j].coordx<70)
Vj].vel=0;
else
V[j].vel=V[V][j].sig].vel;
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}

}
void acelera(vehiculo VIMAX],int j){

int 1;
i(Vj].sigl=-1){
if(V[V[j].sig].tipo==0){
if(V[V[j].sig].coordx-V[j].coordx>80){
V[j].vel=V]j].velopt;

}

else{
if(V[V[j].sig].coordx-V[j].coordx>90){
} Vlj].vel=V]j].velopt;

}
}
else
} Vlj].vel=V]j].velopt;

void frenapeat(vehiculo VIMAX],peaton P[MAX2],int j){
int 1,k;
if(V[j] tipo==0){
if(V[j].coordxjpaspeat+80){
for(i=0;i<MAX2;i++){
if(P[i].flag==0)
break;
else if(P[i].coordy>200&&P][i].coordy<300){
if(V[j].coordx<paspeat+50){
Vj].vel=0;
for(k=0;k<i+1;k++)
P[k].vel=velpeat;
}

}
else if(Pli].coordy>300&&P]i].coordy<310)

Pli].vel=0;
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else{
if(V[j].coordx<paspeat+90){
for(i=0;i<MAX2;i++){
if(P[i].flag==0)
break;
else if(P[i].coordy>200&&P][i].coordy<300){
if(V[j].coordx<paspeat){
Vj].vel=0;
for(k=0;k<i+1;k++)
P[k].vel=velpeat;
}

}
else if(Pli].coordy>300&&Pi].coordy<310)

Pli].vel=0;



Conclusiones

Existen diferentes formas de modelar el trafico vehicular. En esta tesis
utilizamos principalmente resultados probabilisticos, de la teoria de colas y
procesos estocasticos.

Modelamos gran parte de los eventos que se dan en la teoria de trafico
vehicular, como eventos aleatorios. Para determinar por completo la distribu-
cion que siguen dichos eventos, obtuvimos la funcién generadora de proba-
bilidades o la transformada de Laplace asociada a dicha distribucién. En la
mayoria de los casos la obtencion de dichas funciones no fue sencilla.

El problema fundamental de cualquier modelo es encontrar un equilibrio
entre los supuestos utilizados y la complejidad del modelo. En general, mien-
tras menos supuestos hagamos en el desarrollo de un modelo, éste serd mas
complejo. Y mientras més supuestos hagamos serd mas sencillo, pero en gen-
eral el ajuste a la realidad no sera tan bueno.

En nuestro caso, el problema que encontramos es que no consideramos
un factor fundamental en el comportamiento del trafico. Este es el factor
humano, es decir, en un sistema real de vialidades, los vehiculos no se com-
portan de acuerdo a una ley. En general, su movimiento ni siquiera podra ser
modelado con una distribucion de probabilidades. Las decisiones humanas en
general seran impredecibles, lo que hace que cualquier modelo pueda tener
variaciones importantes con el comportamiento real.

No es descabellado pensar que el mismo individuo tomaria diferentes de-
cisiones en las mismas circunstancias sobre la via, dependiendo, por ejemplo,
de su estado de animo. Incluso podremos encontrar individuos que cambian
su forma de manejar, dependiendo de si se encuentran solos o acompanados
en el vehiculo.

Asi, uno de los principales problemas es que no podemos predecir el com-
portamiento del mismo vehiculo, en la misma situacion sobre una vialidad, ya
que no conocemos los factores que lo hacen tomar decisiones més arriesgadas
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0 mas conservadoras.

Al no poder modelar el comportamiento humano, cualquier modelo que
consigamos correrd el riesgo de ser poco fiel a la realidad.

Sin embargo, podemos tomar otro camino y analizar cualitativamente el
trafico vehicular. Precisamente es esto lo que se pretende con los simuladores.
Y es de éstos que se obtiene una de las conclusiones, que aunque es intuitiva,
es importante y da pie a posibles soluciones dentro del problema del flujo
vehicular.

Esta conclusién es que el trafico vehicular se ve obstruido cuando se au-
menta el volumen de vehiculos en la via. Pensemos en la misma vialidad en
diferentes horarios. Aunque el espacio fisico es el mismo, el comportamiento
cualitativo del trafico vehicular es completamente opuesto.

De ahi que nos gustaria disminuir el volumen de vehiculos en la via. La
pregunta que a continuacion se nos presenta es: jcéomo lograr disminuir el
volumen de vehiculos en la via?; existen distintas posibles respuestas a esta
pregunta. Una de las respuestas que encontramos méds viables y logicas es:
proporcionar un transporte publico de calidad y fomentar una cultura en la
que el vehiculo particular no sea condicion de status social.

Otro punto importante que se muestra en los simuladores, es la impor-
tancia de permitir un flujo libre de vehiculos cuando sea posible. Podemos
ver que si mantenemos la misma tasa de llegadas A, la presencia de un tope,
cruce peatonal o un cuello de botella, generan una congestién en la vialidad.
Mientras que si permitimos un flujo libre, logramos una circulacion fluida.

Con eso podemos argumentar que un buen mantenimiento de las viali-
dades, asi como evitar obstaculos innecesarios, mejora la circulaciéon dentro
de una vialidad.

Un ejemplo claro de obstaculos innecesarios es un tope en el punto de
frenado total de un semaforo. En este caso, el tope es un obstaculo para la
via y no es necesario para la proteccion civil, ya que existe un semaforo para
detener el flujo vehicular.

Este es un ejemplo claro de factores que influyen de manera considerable
en el movimiento en una via, ya que al momento en que el seméforo se en-
cuentra en verde, el nimero de vehiculos que pueden pasar se vera disminuido
debido a que existe un tope.

Como el ejemplo anterior, existe una gran cantidad de situaciones que en-
torpecen el movimiento de los vehiculos; otro ejemplo puede ser la existencia
de topes antes y después del cruce de dos calles que son transitadas en un
sentido tinicamente.
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La medida logica para mejorar el flujo en esta situacion es remover el
tope que se encuentra después del cruce, ya que esto mermard la movilidad
en ambas calles.
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