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Resumen general 
 
 
Se consideran dos aproximaciones para las propiedades estructurales de un fluido de 
esferas duras: la llamada aproximación por una función racional (RFA) y la 
aproximación esférica media generalizada (GMSA). 
En particular, en el caso de la función de correlación directa se ha mostrado que, a pesar 
de ser formulaciones basadas en hipótesis y métodos distintos, la RFA y la GMSA 
resulten equivalentes. Esto puede verificarse al comparar los valores numéricos 
obtenidos para ambas funciones de correlación directa. Por otra parte, la ventaja de la 
formulación con la RFA, es que proporciona expresiones analíticas para ciertas 
cantidades que en la GMSA1 se obtienen de la solución de un sistema de tres ecuaciones 
algebraicas no lineales acopladas. 
 La comparación entre los valores de las funciones de correlación: c(r)RFA vs c(r)GMSA, 
(donde las distancias r están referidas a unidades del diámetro de las esferas), tanto para 
el caso interno (r > 1), como para  el externo (r < 1) del núcleo duro ya ha sido 
verificada2.  
En este trabajo se demuestra numéricamente que, en efecto, las funciones analíticas que 
aparecen en la aproximación dada por la RFA, satisfacen las tres ecuaciones no lineales 
acopladas, lo cual exhibe la equivalencia total entre ambas aproximaciones. 
También se mostrará una comparación numérica de la función directa de correlación 
c(r), para r > 1 y r < 1, de los resultados analíticos exactos obtenidos mediante la RFA y 
los resultados que se obtienen mediante una aproximación analítica a los resultados de 
la GMSA3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                 
1 E. Waisman, Molec. Phys. 25, 45 (1973); D.Henderson, G. Stell, y E. Waisman, J. Chem. Phys. 62, 
4247 (1975). 
2 C.F. Tejero y M. López de Haro, Direct Correlation Function of the hard-sphere fluid, Mol. Phys. Vol. 
105, Nos. 23-24, 2007, 2999-3004. 
3 D. Henderson and L. Blum, Generalized mean spherical approximation for hard spheres, Mol. Phys. 
1976, Vol. 32, No. 6, 1627-1635. 
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Prefacio 
 
El capítulo I es una introducción a los líquidos simples, isotrópicos y neutros. En este 
capítulo se exponen las ideas básicas necesarias para entender las aproximaciones con la 
que se trabaja en la tesis. Las ideas básicas corresponden, esencialmente a la relación 
entre las propiedades estructurales con las funciones termodinámicas, la ecuación de 
Ornstein-Zernike y el factor de estructura. La forma en la que se exponen estos 
conceptos es la siguiente: 
 Primero se presenta una breve introducción a las diferentes teorías que se han 
desarrollado, en relación a la mecánica estadística, para el entendimiento de las 
propiedades termodinámicas de los líquidos (sección 1.1). Después se presenta sólo la 
forma funcional de las propiedades termodinámicas (sección 1.2). Una gran parte del 
capítulo abarca la obtención de las funciones termodinámicas a partir de las moléculas y 
sus interacciones a partir de la función de pares (sección 1.3). En particular se mostrará 
la obtención de las ecuaciones de la energía (1.31), de la presión (1.32), del potencial 
químico (1.33) y de la compresibilidad isotérmica (1.34).  
En la sección 1.4 se presenta la ecuación de Ornstein-Zernike y en la sección 1.5 el 
factor de estructura, que es el puente entre la teoría y el experimento, porque de ambas 
formas puede obtenerse dicho factor. 
 
El capítulo II es una introducción al líquido de esferas duras. En particular se discuten 
las aproximaciones más exitosas correspondientes al método de ecuaciones integrales: 
Percus-Yevick, GMSA (Waisman), GMSA (RFA), primero de forma general (sección 
2.1) y después dan algunos detalles de la teoría,  Percus-Yevick en la sección 2.2, 
GMSA (Waisman) en la sección 2.3 y la GMSA (RFA) en la sección 2.4.  
 
En el capítulo III se presentan los cálculos realizados. En la sección 3.1 se presenta la 
equivalencia total entre las dos funciones de correlación GMSA-(Waisman) y GMSA-
(RFA). En la sección 3.2 se comprueba que la GMSA-(RFA) satisface las ecuaciones no 
lineales acopladas.  
En la sección 3.3 se presenta la aproximación lineal de la GMSA-(Waisman), realizadas 
por Henderson y Blum; y en la sección 3.4 se compara la aproximación de Henderson - 
Blum con la GMSA-(RFA). 
 
El capitulo IV es el capítulo de los comentarios finales. Se comentan los resultados 
obtenidos relacionados con las ecuaciones no lineales acopladas. Después se presenta el 
rango de validez de las aproximaciones Henderson-Blum. 
 
Algunos detalles de cálculo se han dejado a los apéndices. El primer apéndice muestra 
los programas de los cuales se obtuvieron los resultados, y se muestran las gráficas 
obtenidas (sección 5.1). El segundo apéndice muestra la relación entre el factor de 
estructura con la función de correlación directa, dicha relación se utilizó en el capítulo II 
(sección 5.2). En el tercer apéndice, también útil para el capítulo II, se muestra la 
relación de la derivada de la exponencial del potencial con la delta. 
 
Finalmente, se presenta la bibliografía empleada.  
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Capítulo I  
 
 
 
1.1 Panorama general de las teorías de líquidos 
 
La mecánica estadística ha sido empleada como herramienta en el estudio de los fluidos a 
través de problemas que han aumentado gradualmente en dificultad. Los primeros 
problemas y a la vez los más elementales, trataban de obtener las funciones 
termodinámicas de los gases ideales: capacidad calorífica, entropías, energías libres,… 
Estas propiedades se relacionan con los niveles energéticos a nivel molecular, que para 
los gases ideales se pueden calcular teóricamente (con cálculos cuánticos) o 
experimentalmente (con espectroscopia, por ejemplo). Para las moléculas simples (CO2, 
CH4,…), los niveles energéticos, y por lo tanto las propiedades termodinámicas, se 
determinan con gran precisión, e inclusive, también para algunas moléculas complejas. 
Además con la ayuda de las computadoras actuales, es posible calcular dichas 
propiedades termodinámicas para una gran variedad de sustancias a diversas 
temperaturas. 
 Dado el éxito del estudio de los gases ideales, es natural que se comenzara a 
estudiar gases con mayor densidad, donde las fuerzas intermoleculares comienzan a 
producir efectos medibles. Esto llevó a la descripción de las funciones termodinámicas  
por medio de expansiones en series de potencias de la densidad (o series del virial). Fue 
Mayer quien primero examinó de manera sistemática el problema y obtuvo resultados. A 
partir de entonces, se invirtió un gran esfuerzo en obtener los coeficientes del virial  para 
muchos modelos de fuerzas intermoleculares. Al contar con fórmulas explícitas para 
estos coeficientes, particularmente el segundo y el tercero, es posible en principio 
comparar con coeficientes obtenidos experimentalmente.  
 Entonces, mientras que la teoría de los gases diluidos en equilibrio está 
esencialmente completa, no se puede decir lo mismo para el caso de los gases densos y 
los líquidos. Las series del virial no se pueden aplicar directamente a líquidos. Es decir, la 
idea de que el líquido es como un gas muy denso no llevó a avances significativos y por 
ello se intentó aproximar al líquido (denso) como un sólido desordenado,   empleando 
teorías de celdas o de arreglos; esto fue popular  desde mediados de 1930 hasta principios 
de los años  1960s. Este problema simplificaba el cálculo de la función de partición al 
suponer que el líquido consistía de series de celdas. En el modelo más sencillo, trabajado 
por Lennard-Jones y Devonshire, se supone que volumen de líquido abarca el arreglo 
(todas la celdas), y cada molécula está confinada a una única celda como consecuencia de 
las fuerzas repulsivas de sus vecinos. Estos modelos sufren de muchos defectos. Por 
ejemplo, se necesita de un gran número de parámetros a ajustar, y también fallan al 
obtener valores grandes de entropía. Se ha trabajado con estos modelos con 
modificaciones para tratar de mejorarlos, pero ninguno ha sido realmente satisfactorio. 
No obstante, se ha conseguido una buena teoría para algunos casos especiales, como para 
la fusión, por ejemplo. 
 Surgió otra alternativa, una aproximación más fundamental a los líquidos por 
métodos de ecuaciones integrales, iniciada por Kirkwood e Yvon en los años 1930s. El 
método consiste en escribir exactamente la función de distribución molecular e introducir 
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una o dos aproximaciones (matemáticamente simples). El resultado es una ecuación 
integral cuya solución es numérica en la mayoría de los casos. Ente las teorías que siguen 
este procedimiento están la de Kirkwood, YBG, (Yvon, Born y Green), PY (Percus y 
Yevick), y la aproximación HNC (Cadena hipertejida). Dichas aproximaciones 
proporcionan en particular la función de distribución de pares, propiedad estructural que 
será definida posteriormente. Baste de momento el señalar que es fundamental para el 
cálculo de las propiedades termodinámicas del fluido. La aproximación YBG tiene un 
defecto muy notable, ya que para el caso de esferas duras es imposible obtener soluciones 
físicamente aceptables más allá de un valor límite de la densidad, lo cual está en 
desacuerdo con los resultados de dinámica molecular. Por otra parte, PY es 
cuantitativamente buena para bajas y medianas densidades y cualitativamente buena para 
densidades ligeramente por encima de las medianas, pero no para altas densidades.  En 
esta aproximación persiste el problema de la inconsistencia termodinámica, a saber, el 
que las rutas del virial y la compresibilidad arrojan resultados distintos para la ecuación 
de estado. La mejora a este problema la lleva a cabo Waisman en la teoría GMSA, uno de 
los desarrollos que se comentará con mayor amplitud en el capítulo siguiente. 
Recientemente, se han hecho intentos por superar la inconsistencia termodinámica con 
una formulación alternativa realizada por Bravo Yuste y Santos. Para el fluido de esferas 
duras, esta formulación, denominada RFA por las siglas inglesas de Rational Function 
Approximation y que también se reseñará en el próximo capítulo, resulta equivalente a la 
GMSA con la ventaja de proporcionar expresiones totalmente analíticas para todas las 
propiedades estructurales. 
Las aproximaciones basadas en métodos de ecuaciones integrales son de las más 
completas y exitosas hasta el momento. Sin embargo, como se pretende mostrar un 
panorama general de las teorías de líquidos,  se mencionan a continuación otros 
desarrollos que se han realizado, como son la teoría termodinámica de la perturbación y 
la de partícula escalada. En la primera, se relacionan las propiedades termodinámicas del 
fluido de interés, con las propiedades de un fluido de referencia. Se busca un fluido de 
referencia, cuyas propiedades sean bien conocidas (ya sea por métodos computacionales 
o por ecuación integral). La teoría de partícula escalada, fue desarrollada en paralelo a la 
de Percus-Yevick. Da buenos resultados para las propiedades termodinámicas de esferas 
duras (esferas o moléculas convexas). No es una teoría completa (en contraste con la de 
las ecuaciones integrales y la teoría de la perturbación) dado que no determina una 
función de distribución (aunque pueden ser obtenidas para rangos intermoleculares 
finitos). Sin embargo, sí determina una ecuación de estado  para moléculas convexas 
duras. Otro enfoque al problema es mediante los funcionales de la densidad. En mecánica 
estadística, los funcionales de la densidad fueron importados de la mecánica cuántica.  
 
Por supuesto, se deben mencionar también los estudios computacionales. Las 
simulaciones han contribuido al desarrollo de la teoría. Se han llevado a cabo por el 
método de Monte Carlo o métodos de dinámica molecular. En el método de Monte Carlo 
se producen números al azar  para generar una distribución molecular de configuraciones, 
por ejemplo, canónicas. El método de Monte Carlo sólo trata problemas estáticos, pero 
tiene la ventaja de poder utilizar una gran variedad de ensambles: canónico (T, N, V), 
gran canónico (T,μ , V), isobárico (T, N, p). 
En el método de la dinámica molecular, las ecuaciones de Newton para el movimiento 
rotacional y traslacional se resuelven para cada molécula. Las propiedades físicas de 
interés se obtienen al hacer un promedio temporal de la función apropiada de las 
posiciones moleculares, orientaciones, velocidades y velocidades angulares. La ventaja 
de la dinámica molecular es que se pueden estudiar propiedades dependientes del tiempo 
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y estáticas; sin embargo su uso está restringido al ensamble microcanónico (E, N, V). Esto 
es una desventaja en algunos casos, por ejemplo, en el equilibrio de gas-líquido, o 
líquido-líquido, donde es importante calcular la energía libre. Entonces, sería mejor 
utilizar el método de Monte Carlo en el ensamble isobárico o gran canónico. 
 
En ambos métodos el número de moléculas utilizado es alrededor de 100-1000, 
suficientes para dar un estimado confiable de las propiedades de un fluido, excepto 
ciertas propiedades,  como las de superficie o las cercanas al punto crítico. 
Las simulaciones computacionales juegan un papel intermedio entre la teoría y el 
experimento. Al comparar la teoría con los resultados de la simulación es posible 
eliminar las incertidumbres sobre el potencial intermolecular, dado que tiene que ser el 
mismo en ambos, en la teoría y en la simulación. En cambio, no es posible eliminar 
incertidumbres comparando la teoría con los experimentos. Si hay discrepancias entre el 
experimento y la teoría, puede estar mal la teoría o el potencial. Es por esto que los 
resultados experimentales no eliminan incertidumbres. 
Es importante también que las simulaciones pueden obtener resultados difíciles o 
imposibles de obtener experimentalmente; ejemplos de ello, es la función par estática 
angular de correlación para fluidos moleculares, y la densidad (y orientación) de las 
interfases líquido-vapor y líquido-sólido.  
 
Hasta este momento con los métodos computacionales se pueden obtener excelentes 
resultados cuantitativos para líquidos y gases densos, excepto en la vecindad del punto 
crítico. Para líquidos moleculares quedan problemas por resolver en detalle, por ejemplo 
el cálculo de la función de correlación de pares de un fluido para potenciales fuertemente 
anisotrópicos (como el agua). 
 
Una vez que se ha presentado un breve panorama de los desarrollos más importantes de la 
teoría de líquidos, conviene detenerse en algunos de los detalles técnicos que se han 
empleado, mismos que serán útiles en los desarrollos posteriores. 
 
 
1.2 Descripción molecular de los líquidos. 
 
 

Una forma cualitativa en la que los líquidos son percibidos es que su naturaleza está entre 
un gas y un sólido. Es por esto que una forma natural de comenzar a estudiar a los 
líquidos, es a través de…la ecuación de estado…El uso de aproximaciones lleva a 
simplificaciones importantes, díganse las propiedades termodinámicas, que surgen de las 
interacciones entre partículas. 

 
J.P.Hansen, McDonald. Theory 
of Simple Liquids, Mayo 1986. 

 
 
El objetivo del estudio de los fluidos, es predecir su comportamiento. Entre más se 
entienda del fluido, mejor será la ecuación de estado que se deduzca y con ello se tendrá 
una imagen más completa de su diagrama de fases. 
La idea básica del enfoque molecular, es proporcionar esta información –la ecuación de 
estado-, y también calcular las propiedades macroscópicas, pero partiendo de una base 
microscópica. Esto es, se consideran las propiedades físicas de cada molécula -
información proporcionada por la mecánica cuántica o la mecánica clásica-, y después, se 
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realiza el promedio correspondiente -que no es trivial, y se requiere del conocimiento de 
la mecánica estadística para esto-. El promedio estadístico utiliza la idea de ensamble, 
este concepto es una idealización, que construye un conjunto infinito de copias mentales 
del sistema, y cada uno representa un estado posible, accesible y diferente, del mismo 
sistema a estudiar. Cada estado posible surge dado  que cada molécula puede encontrarse 
en uno o más estados y como el sistema está formado por un número muy grande de 
moléculas, las posibles combinaciones son infinitas. Hay varios tipos de ensambles, el 
tipo de ensamble depende de la propiedad que todos los sistemas del ensamble 
compartirán.  Los ensambles más comunes son el canónico ),,( TVNQ , en el cual los 
sistemas tienen la misma temperatura; el gran canónico ),( μVTΞ , en el cual los sistemas 
tienen la misma energía; y el microcanónico ),,( NVUΩ , en el cual los sistemas tienen la 
misma temperatura y pueden intercambiar partículas. 
Entrando más en detalle, a cada molécula se le asigna su energía (clásica o cuántica) y 
después: 1) se asigna el microestado (ensamble) correspondiente sobre el cual se realizará 
el promedio, y 2) se realiza el promedio correspondiente considerando el caso particular a 
estudiar. 
Lo acabado de mencionar se desarrollará ahora, para un líquido monocomponente;  para 
el ensamble canónico, donde el sistema a considerar es clásico, lo que determina la forma 
funcional de los promedios. El tratamiento clásico se justifica con el hecho de que en 
líquidos (excepto el helio) los efectos cuánticos son despreciables porque la distancia 
molecular a los vecinos más cercanos es mucho mayor que la longitud de onda térmica de 
de Broglie: 
 

mkT
h
π

σ
2

=Λ>>  

 
donde h  y k son la constantes de Planck y de Boltzmann, y T es la temperatura.  
En particular, si la temperatura KT °< 50 , los efectos cuánticos ya no son despreciables y 
el sistema es cuántico. 
 
Como ya se mencionó, el líquido está compuesto por una sola componente, consiste en N 
moléculas iguales esféricas que ocupan el volumen V; entonces la densidad 
correspondiente es VN /=ρ , o adimensionalmente (sin unidades de volumen) 

3* ρσρ = , donde σ  es el diámetro molecular. En este fluido, las moléculas se tocan, en 
promedio, con sus vecinos cercanos. De hecho, se sabe que  1* ≈ρ  para líquidos. 
 
Desde el punto de vista microscópico, al sistema se le asigna el Hamiltoniano NH , al 
aproximar la interacción total, como la suma de las ( ) 2/1−NN  interacciones entre pares 
(buena aproximación si las moléculas son no polarizables).  
 
Entonces, a cada molécula, se le asocia su posición y momento por sus vectores ir

ρ
, ipρ . 

En ausencia de campos externos, la energía total NH  es la suma de la energía cinética 
total NK y la potencial total NU : 
 

      { } { }( ) { }( ) { }( ) ( )∑∑∑
<=

−+=+=
i j

jiN

N

i

i
iNiNiiN rrU

m
prUpKprH ||
2

,
1

2 ρρρρρρ                         (1.1) 
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donde m es la masa de la molécula, y el potencial de pares depende sólo de la distancia 
entre los centros ( )ji,  si se trata de moléculas esféricas: 
 

|| jii rrr ρρρ −=  
 
y no de su orientación. En el potencial )(rU N  para los líquidos, la interacción a corto 
alcance está dominada por  la repulsión, mientras que a grandes distancias está dominada 
por la atracción, que decae como 6/1 r . Un potencial muy utilizado y popular es el de 
Lennard-Jones: 
 

                              ( ) ( )[ ]612 //4)( rrrU N σσε −=                                             (1.2) 
 
donde ε  es la profundidad del pozo en el mínimo que hay para  σ6/12=r . 
 
 
Un ensamble, para un sistema clásico, está completamente caracterizado por un punto 
{ }ii pr ρρ,  del espacio fase Γ de 6 dimensiones. Para el ensamble canónico, la función de 
partición clásica para N partículas iguales en un volumen V y a una temperatura T está 
dada por 
 

                                       ∫ Γ= − de
hN

Q H
NN

β
3!

1                                                             (1.3) 

 
con NN pdpdrdrdd ρρρρ ...... 11=Γ ; kT/1=β ; Nh3  es elemento del espacio fase; !N  elimina las 
repeticiones atribuidas a las permutaciones de un mismo ensamble, repeticiones que 
deberían contar sólo una vez (porque corresponden al mismo micro-estado) y no tantas 
veces como permutaciones. La función de partición  NQ  se puede integrar sobre los 
momentos, y se obtiene: 
 

N

N

N Z
h
mkT

N
Q

2/3

2
2

!
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
π                                               (1.4) 

 
 
donde NZ  es la integral de configuración dada por: 
 

          N
U

N rdrdeZ N ρρ...... 1∫ ∫ −= β                                                    (1.5) 

 
 
Las propiedades macroscópicas en equilibrio se identifican como los promedios 
estadísticos de las variables microscópicas dinámicas apropiadas ( ) { }( )ii prAA ρρ,≡Γ , 
definidos como  
 

  NNN rdrdpdpdAPA ρρρρ ...... 11∫=                                 (1.6) 
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donde las probabilidades (normalizadas) están dadas por 
 
 

                                                  ( ) NH

N
NN e

QhN
P β−=Γ 3!

1
 .                                            (1.7)      

 
 

En particular, el valor promedio de la energía está dado por: 
 

                  NNN UKHE +==                                                  (1.8) 
 
La energía cinética promedio se calcula fácilmente y de acuerdo con el teorema  de 
equipartición es 
 

              kTNKN 2
3

=                                                      (1.9) 

 
Esta energía sería igual a la energía total de un gas ideal, es decir, un gas que no tiene 
interacciones moleculares ( )0=NU . En un líquido, las interacciones moleculares son 
muy importantes, lamentablemente, el cálculo de NU  no es tan directo. 
 Puesto que las variables que se están considerando son N, V y T, el potencial 
termodinámico adecuado para el ensamble canónico es la energía libre de Helmholtz 
definida como TSUA −=  (S es la entropía). En mecánica estadística, una vez que se 
tiene la función de partición NQ , la siguiente expresión, que es la relación “puente” nos 
permite calcular directamente la energía libre de Helmholtz y, por lo tanto, las 
propiedades termodinámicas del sistema:  
 

               NQkTA ln−=                        (1.10) 
 
Más aún, en la próxima sección se verá cómo el conocimiento de  NQ  también permite el 
cálculo de propiedades estructurales. 
 
 
1.3 Relación entre las propiedades estructurales del 
fluido y sus funciones termodinámicas 
 
 
Para un sistema de N moléculas ordenadas en un distribución definida: {molécula 1, 
molécula 2,…, molécula N}, contenidas en un volumen V a temperatura T, en el espacio 
de configuración la probabilidad de que la molécula 1 se encuentre entre 1r

ρ
 y 11 rdr ρρ + ,  la 

molécula 2 se encuentre entre 2r
ρ  y 22 rdr ρρ + , …, y la molécula N se encuentre entre Nrρ y 

NN rdr ρρ + , está dada por 
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( )
N

N
U

NN
N

Z
rdrderdrdrrP

N ρρ
ρρρρ ......,..., 1

11

β−

=                                      (1.11) 

 
Dada esta relación, se puede obtener ahora la probabilidad de encontrar  que la molécula 
1 se encuentre entre 1r

ρ
 y 11 rdr ρρ + ,  la molécula 2 se encuentre entre 2r

ρ  y 22 rdr ρρ + ,…y la 
molécula n  se encuentre entre nrρ y nn rdr ρρ +  con Nn < , es decir 
 

( )
N

Nn
U

N
n

Z

rdrde
rdrdP

N∫ ∫ +
−

=
ρρ

ρρ ......
,..., 1

1

β

                                      (1.12) 

 
Ya que al integrar las probabilidades para los términos correspondientes a las moléculas 
n+1,…, N, se cancelarán con los correspondientes en la integral de configuración NZ . 
 
Esta última relación es útil, pero más aún es, encontrar una probabilidad que no esté 
sujeta a una distribución determinada. Es más útil obtener una probabilidad que considere 
cualquier distribución, por ejemplo sean: {molécula 1, molécula 2,…, molécula N}, o 
bien {molécula 5, molécula 3,…}, {molécula N, molécula 6,…} o cualquier otra. Es 
decir, una probabilidad en la que cualquier molécula se encuentre entre 1r

ρ
 y 11 rdr ρρ + ,..,  

que cualquier molécula se encuentre entre Nrρ y NN rdr ρρ + . Para obtener esta nueva 
probabilidad, se considera el hecho de que cualquiera de las N moléculas pueden 
encontrarse entre 1r

ρ
 y 11 rdr ρρ + , pero una vez que la primera ocupó su lugar, entonces una 

de las N-1 moléculas se encuentre entre 2r
ρ  y 22 rdr ρρ + , una de las N-2 moléculas se 

encuentre entre 3r
ρ  y 33 rdr ρρ + ,…, y finalmente una de las N-n moléculas se encuentre entre 

nrdρ y nrρ . Es por esto, que la probabilidad anterior se multiplica por el factor de N!/(N-
n)!, donde el término (N-n)! elimina las permutaciones de los términos n+1, n+2,…N , 
términos correspondientes a las moléculas que no se consideran. Dicho lo anterior, se 
tiene que 
 

                                      ( ) ( ) ( )N
n

N
n rrP

nN
Nrr ρρρρ ,...,

!
!,..., 11

)(

−
=ρ                                      (1.13) 

 
Esta probabilidad es asociada a la densidad adimensional, y es una función de 
distribución. La función de distribución más sencilla es ( ) 11

)1( rdr ρρρ , esta es la probabilidad 
de que cualquier molécula se encuentre entre 1r

ρ
 y 11 rdr ρρ + . En un cristal, esta distribución 

es una función periódica de 1rdρ , cuyos máximos drásticos coinciden claramente con las 
ubicaciones periódicas de los vecinos cercanos de la molécula 1. Sin embargo, en un 
fluido, todos los puntos del volumen son equivalentes. Esto quiere decir, que para el 
líquido, ( ) 11

)1( rdr ρρρ  es independiente de 1r
ρ

, entonces 
 

                                            ( ) ρρ ==∫ V
Nrdr

V 11
)1(1 ρρ                                                (1.14) 

 
En otras palabras, la probabilidad, o bien, la densidad adimensional, es proporcional a la 
densidad, si n=1. Este resultado debería ser parecido para cualquier n, es decir, la 

Neevia docConverter 5.1



  8 

densidad de probabilidad, debería ser proporcional a la densidad, y su variación podría 
medirse con una función nueva, que modifique localmente a la densidad. Es por esto que 
se define la función de correlación ( )N

N rrg ρρ,...,1  como 
 
 
 
                                            ( ) ( )N

nn
N

n rrgrr ρρρρ ,...,,..., 1
)(

1
)( ρρ =                                    (1.15) 

 
Ng mide la distribución espacial de las partículas 

                                    ( ) ( ) N

N
U

N

n

N
n

Z

rdrde

nNN
NVrrg

N∫ ∫ −

−
=

ρρ
ρρ ......

!
!,..., 1

1
)(

β

 

 

                                                         ( )( )
N

N
U

n

Z

rdrde
NOV

N∫ ∫ −

−+=
ρρ......

1 11
β

                  (1.16) 

 
Experimentalmente, se puede obtener a la función de correlación para n=2 ( )21

)2( , rrg ρρ
, lo 

que la hace particularmente importante. En el caso de un fluido de esferas duras, donde 
las moléculas son esféricamente simétricas, ( )21

)2( , rrg ρρ
 depende únicamente de las 

distancias entre las moléculas 1 y 2, es decir, de 12r =r y no de sus orientaciones, y se 
denotará ahora a ( )rg )2(  simplemente como ( ) ( )rgrg =12

)2( , refiriéndose generalmente a 
esta cantidad como la función de distribución de pares.  
 
Entonces, rdrg ρ)(ρ es la probabilidad de observar a la molécula 2 en una vecindad rdρ   de  
rρ  dado que la molécula 1 está en rρ . Esta probabilidad no está normalizada, en realidad 
se tiene que (en el límite termodinámico ∞→∞→ VN ,  y VN /,  es finito. 
 

∫
∞

≈−=
0

2 14)( NNdrrrg πρ                                                       (1.17) 

 
De hecho, esta última expresión muestra que 24)( rrg πρ  es realmente el número de 
moléculas entre r  y drr + . La función )(rg es fundamental por dos razones. La primera 
es que, como se mostrará más adelante, todas las propiedades termodinámicas de un 
sistema son funciones de g(r), si se supone que la energía potencial es la suma de pares; 
la segunda, es que g(r) puede ser determinada por difracción de rayos X u otras técnicas, 
y con los resultados del estudio experimental, se obtiene el orden en que están 
acomodadas las moléculas. En el caso de sólidos, el patrón de difracción es muy definido, 
y muestra que las moléculas están ordenadas de forma regular y sus patrones se repiten. 
En el caso de líquidos, el patrón de difracción es difuso; no obstante, también se extrae 
información. Un ejemplo de una g(r) se muestra en la siguiente figura. Los picos 
representan la cercanía con sus vecinos cercanos. El primer pico corresponde a la 
cercanía con los primeros vecinos a la molécula central, el segundo con los segundos 
vecinos más cercanos, etc…  
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Fig. 1.1 Función de distribución de pares g(r). Figura obtenida de la referencia [10] 
 
 
Utilizando el ensamble canónico, a continuación se determinarán expresiones que 
permiten el cálculo de la energía total, la presión y el potencial químico si se conocen las 
propiedades estructurales del líquido. Para este ensamble, las rutas a seguir se presentan a 
continuación: 
 
Ensamble canónico ( )EVNQ ,,  
 
 

VN

N

EV

N

EN

N

VN

N

N

T
Q

kTE

N
Q

kT

V
Q

kTp

T
Q

kTQkS

dNpdVSdTdA
QKTA

,

2

,

,

,

ln

ln

ln

ln
ln

ln

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+=

+−−=
−=

μ

μ

                                                                                       (1.18) 

 
 
1.31 Ecuación de la energía 
 
A partir de la relación  

N
NN NZQ 3!/ Λ= , y considerando que en el ensamble canónico 

( ) VNN TQkTE ,
2 /ln ∂∂=  se sigue que 

 

                                       
VN

N

T
ZkTNkTE

,

2 ln
2
3

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+=                                           (1.19) 

 

Neevia docConverter 5.1



  10 

                                                       UNkT +=
2
3

 

 
donde, como ya se comentó 3/2NkT  corresponde a la energía cinética promedio y 
 

                        
N

N
U

N

Z

rdrdeU
U

N∫ ∫ −

=
ρρ...... 1

β

                                           (1.20) 

 
Para calcular esta energía promedio, se considera la aditividad de pares del potencial, que 
resulta en que la suma de todos los términos involucrados en U es igual al producto de un 
potencial entre dos moléculas cualesquiera tantas veces como pares  haya, es decir    
 

( ) ( )122
1 rUNNU NN

−
=   y por ende 

 
( ) ( ) NN

U

N
N rdrdrUe

Z
NNU N ρρ......

2
1

112∫ ∫ −−
= β  

    ( ) ( ) 21
3

12

......

2
1 rdrd

Z

rdrde
rUNN

N

N
U

N

N

ρρ
ρρ

∫ ∫ ∫ ∫
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧−

=
−β

 

     ( ) ( ) 2121
)2(

12 ,
2
1 rdrdrrrU N

ρρρρ∫ ∫= ρ  

En el caso de potenciales esféricos y simétricos, resulta que 
 

     ( ) ( ) drrrgrU
V

NU NN
2

0

2

4
2

π∫
∞

=                                                                                  (1.21)     

 
La energía total es entonces 
 

                                     ( ) ( ) drrrgrU
kTNkT

E
N

2

0

4
22

3 πρ
∫
∞

+=                                        (1.22) 

 
Esta es la ecuación que relaciona la energía  con la estructura del fluido. 
 
 
 
 
1.32 Ecuación de la presión. 
 
Por medio de esta ecuación se puede obtener la ecuación de estado. Seguir este 
procedimiento se le conoce como la ruta del virial. 
Para grandes valores de V, la presión es independiente de la forma del recipiente, 
entonces, por conveniencia, se supone que el contenedor es cúbico. 
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TN

N

TN

N

V
Z

kT
V
Q

kTp
,,

lnln
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=                                  (1.23) 

 
donde ahora 
 
 

                                  NNN

V
U

N dzdydxdzdydxeZ N ...... 11
0

1

3/1

∫ ∫ −= β                                  (1.24) 

 
Antes de derivar NZ  con respecto a V, se cambiarán las variables de integración de 
manera que los límites sean constantes y que la energía se una función explícita de V. 
Sean las variables 11, yx ′′ , etc. donde 
 

                                                              ′= kk xVx 3/1  
 
Entonces, 
 

                                                 ′′= ∫ ∫ −
N

UN
N dzdxeVZ N ......

1

0

1

0
1

β  

 
                                                              ( )∑

≤<≤

=
Nji

ijN rUU
1

                                            (1.25) 

 
y 
 

      ( ) ( ) ( )[ ] 2/1222
jijijiij zzyyxxr −+−+−=                       

 

                                         ( ) ( ) ( )[ ] 2/12223/1
jijiji zzyyxxV ′−′+′−′+′−′=                     (1.26) 

 
Por lo tanto, 
 

∫ ∫ ∫ ∫ ′′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−′′=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂ −−−

1

0

1

0

1

0

1

0
11

1

,

............ N
NU

N

N
UN

TN

N dzdx
V

Ue
kT
VdzdxeNV

V
Z

NN ββ  

 
donde 
 
 

( ) ( )
∑∑

≤<≤≤<≤

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

Nji ij

ijNijij

Nji ij

ijNN

dr
rdU

V
r

dV
dr

dr
rdU

V
U

11 3
 

 
 
Ahora se regresará a las variables originales Nzx ,...,1 . Al integrar sobre la suma de los 

2/)1( −NN términos idénticos, se obtiene que 
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                                      ( ) ( )21
)2(

12

12
12 ,

6
1ln rr

dr
rdUr

VkTV
N

V
Z

V

NN ρρρ∫ ∫−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂  

 
De aquí se sigue la llamada ecuación para la presión: 
 

                                               ( ) ( ) drrrgrU
kTkT

p
N∫

∞

′−=
0

2
2

4
6

πρρ                             (1.27) 

 
 
que una vez más permite relacionar una propiedad termodinámica con la estructura del 
fluido. 
 
 
 
1.33 El potencial químico. 
 
La energía potencial se escribirá ahora de forma diferente. Esto para reemplazar la 
interacción de una molécula central, llámese 1, con la j del sistema )( 1 jruξ  en términos 
del parámetro acoplador  ξ   
 

                                   ( ) ∑ ∑
= ≤<≤

+=
N

j Nji
ijNjNN rUrUrrU

2 2
11 )()(,,..., ξξρρ                             (1.28) 

 
La molécula 1 puede tomarse adentro o afuera al variar ξ  de 0 a 1. La función de 
distribución radial del sistema depende de ξ , de manera que ahora se tiene );,,( ξρ Trg . 
 
Como N es grande, se puede escribir 
 

                         ( ) ( )TVNATVNA
N
A

TV

,,1,,
,

−−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=μ                                     (1.29) 

 
Y como 
 

                                  Λ−−=− ln3!lnln NNZ
kT
A

N  

 
se obtiene  
 

                                        
3

1

lnlnln Λ−−=−
−

N
Z
Z

kT N

Nμ
                                         (1.30) 

 
El cociente entre las funciones de partición configuracional se puede escribir en términos 
de ξ . Nótese que 
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                                                  ( ) NN ZZ == 1ξ                                                      (1.31) 
 
y 
 
 

               ( ) 10 −== NN VZZ ξ                                                   (1.32) 
 
El factor V en  ( )0=ξNZ  proviene de la integración sobre 1rdρ . Así pues, 
 

           
( )
( ) V

Z
Z

Z
Z

N

N

N

N ln
0
1lnln

1

+
=
=

=
− ξ

ξ
 

 

                                                             ξ
ξ

dZV N∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+=

1

0

lnln                                  (1.33) 

 
donde 
 

                                                     ( ) N
U

N rdrdeZ N ϖρ...... 1
)(∫ ∫ −= ξβξ .                              (1.34) 

 
Entonces, 
 

                                      ( ) N

N

j
jN

UN rdrdrUe
kT

Z
N ϖρ......1

1
2

1
)(∫ ∫ ∑ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

∂
∂

=

− ξβ

ξ
                    (1.35) 

 
que al dividir esto entre NZ  y juntando las N-1 integrales, lleva a 
 

                                             ( ) ( ) 2121
)2(

12 ,1ln rdrdrrrU
NkT

Z

V
N

N ϖρϖρρ
ξ ∫ ∫−=
∂

∂  

 

                                                           drrrgrU
kT N

2

0

4);()( πξρ
∫
∞

−=                             

 
Así pues, el potencial químico puede expresarse en términos de g(r) como 
 

                                    ξπξρρμ drdrrgrU
kTkT N

2
1

0 0

3 4);()(ln ∫ ∫
∞

+Λ= .                        (1.36) 

 
 
Una vez que se dispusiera de μ,, pE , se podrían obtener todas las otras funciones 
termodinámicas. Pero para ello es necesario conocer g(r), lo que desgraciadamente no es 
factible de manera exacta y por esto se han propuesto varias ecuaciones aproximadas para 
determinarla como la de Kirkwood, la de BGY, la de Percus-Yevick o las de la GMSA.  
Algunas de estas aproximaciones se discuten en el capítulo II. 
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1.34 Obtención de la ecuación de la compresibilidad isotérmica. 
 
 
Para obtener la ecuación de la compresibilidad isotérmica, se considerará al ensamble 
gran canónico. Esto es porque es una ecuación muy importante, también utilizada en 
sistemas abiertos, es decir, en aquellos donde hay un intercambio de partículas. La 
probabilidad de observar n moléculas entre nrdrd ρρ...1  en )...( 1 nrr ρρ

es 
 

                                                        N
nN

n
N

n P∑
≥

= )(ρρ                                               (1.37) 
 
Donde NP  es la probabilidad de un sistema abierto de tener N moléculas dado por 
 

                                              
( )

( ) Ξ
=

Ξ
=

!,,
,,

N
Zz

TV
TVNQeP N

NN

N μ

μβ

                                

 
Y Ξ  es la función de partición del conjunto gran canónico. Sustituyendo las Ecs. (1.12) y 
(1.13) en (1.37) se obtiene que 
 

                 ( ) ( ) ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
+

Ξ
= ∑ ∫ ∫

∞

+=
+

−−

1
11 ,...,...

!
1,...,

nN
Nn

U
n

Un
n

n rdrde
nN

zezrr NN ρρρρ ββρ          (1.38) 

 
jU  es el potencial intermolecular de un sistema de j partículas. Se puede notar que 

 

( )
)!(

!
)!(

!
)!(

1,...,,...,1... 1
)(

nN
N

nN
NP

nN
Zzrdrdn

nN
N

nN

N
N

n
n

−
=

−
=

−Ξ
= ∑∑∫ ∫

≥≥

ρρρ           (1.39) 

 
Si n=2, se obtiene que 
 

                      ( ) ( ) NNNN
N

Ndrrdrr −=〉−〈=
−

=∫ ∫ 2
2121

2 1
)!2(

!,, ρρρρ                 (1.40) 

 
Más aún, 
 

                                            ( ) ( ) ( )2212
2

1
1 Ndrrdrr =∫ ∫ ρρρ ρρ                                         (1.41) 

 
Restando 
 

                    ( ) ( ) ( )[ ] ( ) 1,1 22

212
1

1
1

21
2 −

−
=−∫ ∫ N

NNdrrdrrrr
V V

ρρρρρ ρρρ
ρ  

 
                                                                                 1−= κρkT                                 (1.42) 
 
Siendo κ  la compresibilidad isotérmica. Entonces, para un fluido 
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[ ]∫ −+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ rdrg

p
kT ρ1)(1 ρρ

                                   (1.43) 

 
Esta ecuación es conocida como la ecuación de la compresibilidad. La derivación de ésta 
no requirió de la hipótesis sobre la suma de pares del potencial intermolecular. Ésta 
relaciona a la compresibilidad κ y a la presión p, en términos de la función g(r), que es 
una función estructural.  
 
 
 
1.4 Ecuación de Ornstein-Zernike 
 
 
Considérese ahora la función de correlación total 1)()( 1212 −= rgrh   que mide la 
influencia total ejercida por una molécula 1 hacia una molécula 2 dada su distancia de 
separación 12r . Para determinar esta función de correlación, en 1914 Ornstein y Zernike 
propusieron dividir a )( 12rh  en dos partes correspondientes a una parte directa y una 
indirecta. La parte directa se representa por )( 12rc  denominada función de correlación 
directa. La parte indirecta es la influencia propagada directamente de la molécula 1 a una 
molécula tercera, 3, que sucesivamente ejerce su influencia sobre 2, directamente o 
indirectamente a través de otras moléculas. La descomposición de )( 12rh  se escribe  
entonces como 
 

                                            ∫+= 323131212 )()()()( rdrhrcrcrh ρρ                                 (1.44) 

 
Esta es la ecuación de Ornstein-Zernike (OZ) y se considera como la definición de la 
función de correlación directa )( 12rc . 
La función de correlación directa no tiene un significado físico tan intuitivo como la 
función de distribución radial g(r), pero tiene una estructura más simple, véase la 
siguiente figura 1.2. 
 
La función )( 12rc  tiene menor alcance que )( 12rh , cuya “cola” está mediada casi en su 
totalidad por el término indirecto.   
Al multiplicar la ecuación OZ por )( 12 rrkie

ρρρ
−⋅ e integrar con respecto a 1rdρ  y 2rdρ , se obtiene 

 

32123
)(

1321122112 )()()()( 121212 rddrrdrhercrdrdercrdrderh rrkirkirki ρρρρρρρρ ρρρρρρρ −⋅⋅⋅ ∫∫∫∫∫ += ρ                  (1.45) 
 
Recordando que la transformada de Fourier se define como: 
 

                          rderfkf rki ρρρ ρρ⋅∫= )()(ˆ  
 

la ecuación de OZ puede escribirse en términos de las transformadas de Fourier como 
sigue 
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                                                     ( ) ( ) ( ) ( )kckHkckH
ρρρρ

ˆˆˆˆ ρ+=                                 (1.46) 
 

 
Fig. 1.2.  Se presenta la comparación de la función de correlación directa y la función  
        de distribución radial. La función de correlación directa presenta menos oscilaciones 
        y es más simple a corto alcance. Figura obtenida de la referencia [12] 
 
 
 
Utilizando esta nueva notación, la ecuación de la compresibilidad se escribe ahora como 
 

         ( ) ∫∫
−=−=

+
=

+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ rdrcc

Hrdrh
p

kT T

ρ
ρ )(1)0(ˆ1

0ˆ1
1

)(1
11 ρρ

ρρρ
          (1.47a) 

 
Por lo tanto, la ecuación de la compresibilidad se puede reescribir en función de la 
función de correlación directa c(r), a saber, 
 

                                                    ∫−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ rdrcp

kT T

ρ)(11 ρ
ρ

                                     (1.47b) 

 
 
donde las diversas igualdades de la Ec. (1.47a) se siguen de la ecuación de Ornstein-
Zernike y de tomar  0

ρρ
=k  en las transformadas de Fourier.  

 
La función de correlación directa será calculada para el fluido de esferas duras en el 
capítulo III. No obstante, conviene aquí mencionar algunas propiedades que se cumplen 
en el caso general, a saber 
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1)()()(lim 12
)2(

12120
−==

→
rgrcrh

r

ρρρ          

                                                         
Entonces en el límite de bajas densidades, 
 

1)()( 1212
)2( += rcrg ρρ

 
 
Ahora, a bajas densidades, el potencial de fuerza promedio se reduce el potencial 
intermolecular porque las correlaciones indirectas son despreciables. Esto quiere decir 
que  
 

)(
12

)2(

0
12)(lim rU

n
Nerg

ρρ β−

→
≅  

 
Donde )( 12rU N

ρ  es el potencial intermolecular. Así pues, en este límite 
 

)(1)( 12
)(

12
12 rferc rU N ρρ ρ

=−≅ −β                                                                    (1.48) 
 
Esta última ecuación define la denominada función de Mayer ( )12rf ρ . A bajas densidades 
la función de correlación de OZ coincide con la interacción de pares usada en la teoría del 
gas imperfecto. La comparación cualitativa entre las funciones h, c y la correlación 
indirecta se muestra en la siguiente figura. 
 

 
 
Fig.1.3 La ecuación de OZ está en la Ec. (1.44), y es una definición de c(r). Figura obtenida de la 
referencia [12] 
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1.5 Factor de estructura 
  
 
En esta sección, se introducirá al factor de estructura )(kS

ρ
, que es otra propiedad 

estructural importante. Esta función se puede obtener experimentalmente por difracción 
de rayos X o de neutrones. 
Ya se mencionó que la función de correlación directa c(r) no tiene un sentido físico tan 
intuitivo como la función de distribución g(r). Es por esto que, para entender su 
comportamiento, en la sección anterior, se presentaron relaciones entre c(r) y g(r), y entre 
c(r) y el potencial intermolecular NU . En esta sección, se relacionará ahora a c(r) con el 

factor de estructura )(kS
ρ

. En la figura 1.4, se compara el factor de estructura )(kS
ρ

 y la 
función de distribución g(r) para líquido modelado con un potencial intermolecular 

( ) ( )4/ rrU N σε=  
 

 
 
Fig. 1.4  Función de distribución de pares g(r) (lado izquierdo) y el factor de estructura del Na en 
estado líquido cerca del punto triple. Las curvas se obtuvieron por simulación de Monte Carlo del 
potencial repulsivo ( )4/)( rrU N σε= , mientras que los puntos se obtuvieron por dispersión de 
rayos X, datos de Greenfield et. al y Hansen y Schiff (Tomado del libro de Hansen y McDonald). 
Figura obtenida de la referencia [10] 
 
 
 
 
Se define el factor de estructura: )(kS

ρ
, como la transformada de Fourier de 

1)()( −= rgrh , esto es  
 

                                  [ ]1)(1)(ˆ −=− ∫ ⋅ rgerdnkS rki ρρρ ρρ

                                      (1.49) 
 
Integrando sobre los ángulos, y haciendo θcoskrrk =⋅ ρ

ρ
se obtiene que 

 

            [ ] drr
kr

senkrrhndrr
kr

senkrrgnkS 2

0

2

0

)(41)(41)(ˆ ∫∫
∞∞

=−=− ρρρ
ππ  
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El factor de estructura es la función de dispersión, es decir, es una función que puede 
obtenerse experimentalmente. Como se verá a continuación, también se le puede 
relacionar  con la función de correlación directa. Si se usa el hecho de que 
  

                                                 (1.50) 
 

 
(La ecuación 1.50 se demuestra en el apéndice, apéndice II),  y se combina con la 
ecuación (1.46), se obtiene 
 

                                      
)(ˆ
1)(ˆ

)(ˆ
kS

kSkc ρ
ρ

ρ

ρ
−

=                                                        (1.51) 

 
Este resultado es muy útil, ya que la transformada de Fourier de la función de correlación 
directa se puede obtener experimentalmente a través del factor de estructura  )(kS

ρ
. Por 

otra parte, también se tiene que 
 

                                      
)(ˆ1

)(ˆ1)(ˆ
kc

kckS ρ
ρ

ρ

ρ
ρ
−

+=                                                 (1.52) 

 
o bien 
 

                                         1)(ˆ1)(ˆ −−= kSkc
ρρ

ρ .                                                 (1.53) 
 
Ahora, de la definición de  
 

                                        )(1)(ˆ rherdkS rki ρρρ ρρ⋅∫=− ρ                                           (1.54) 

 
Tomando la transformada inversa e integrando obtenemos que 
 

[ ] dkk
kr

senkrkSrh 2

0
2 1)(ˆ

2
1)( ∫

∞

−=
ρρ

ρπ
                     (1.55) 

 
A esta ecuación se conoce como una regla de suma. En 0=rρ  
 

[ ]∫
∞

−=
0

2
2 1)(ˆ

2
1)0( dkkkSh

ρ

ρπ
 

 
O bien, 

 

[ ] )0(21)(ˆ
0

2 hdkkkS π=−∫
∞ ρ

                                                                                  (1.56) 

 
También de la Ec. (1.47b) 
 

)(ˆ1)(ˆ khkS
ρρ

ρ+=
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drrrc
n
p

kT VT
∫
∞

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

0

2

,

)(411 πρ  

 
Y como 
 

drr
kr

senkrrckc ∫
∞

=
0

2)(4)(ˆ πρρ
ρ

 

 
se sigue que 
 

drrrcc ∫
∞

=
0

2)(4)0(ˆ πρρ . 

 
Pero esto implica que 
 

1

,

)0(ˆ)0(ˆ11 −=−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂ Sc
n
p

kT VT

ρ                                                                 (1.57a) 

 
Por lo que finalmente, la compresibilidad isotérmica se puede expresar en función del 
factor de estructura, a saber, 
 

κρρ kT
p

kTS
VT

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
,

)0(ˆ        (1.57b) 

 
Una medición de )0(Ŝ  es pues, equivalente a conocer la ecuación del estado líquido 
después de la integración correspondiente. 
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Capítulo II 
 
                                 “Siempre he tenido que tomar en cuenta que no se ha 
                                   dicho la última palabra de la ecuación de estado, 
                                   repetidamente he tenido que regresar a estudiarla”  
 
                                                                                       J.D. van der Waals (1910), 
                                                                                                            Premio Nobel  
 
 
En este capítulo se presentarán algunas de las aproximaciones más exitosas que 
surgieron para estudiar a los líquidos, en particular a los líquidos de esferas duras. Este 
fluido es puro y consta de N moléculas esféricas de diámetro σ , rígidas e iguales. 
Primero se dará una panorama general de los estudios realizados de líquidos de esferas 
duras. Después se presentan las ecuaciones de la presión en la aproximación de Percus-
Yevick; luego, la mejora a esta teoría dada por la GMSA, y finalmente, se presenta la 
nueva teoría, la RFA, que mejora los resultados de la GMSA. 
 
 
 
2.1 Introducción al fluido de esferas duras. 
 
El estudio de los líquidos de esferas duras tiene una gran importancia, porque se utilizan 
como sistemas de referencia para el estudio de gases reales y líquidos a altas 
temperaturas. Esto se toma en cuenta en la teoría de perturbaciones de líquidos. En esta 
teoría, los fluidos de esferas duras se usan como sistemas de referencia en el cálculo de 
las propiedades dinámicas y estructurales de fluidos reales. Sin embargo,  los resultados 
exitosos obtenidos por medio de la teoría de la perturbación son contados, dado que en 
general, las propiedades dinámicas y estructurales de los sistemas de referencia (fluidos 
de esferas duras) no son exactos (analíticos). 
 
En el fluido de esferas duras el potencial intermolecular NU  es cero en todas partes 
salvo en σ=r  en que la repulsión es infinita.  
 

                                
⎩
⎨
⎧

>
<∞

=
σ
σ

r
r

rU N 0
)(                                            (2.1) 

 
Haciendo un simple cambio algebraico  en la ecuación de la presión dada por (1.27)  se 
tiene que,  
 

                 [ ] drryre
dr
d

kT
p rUN )(

3
2

0

3)(2 ∫
∞

−+= βρπρ                              (2.2) 

 
 
donde se ha introducido la función cavidad  y(r) definida por 

Neevia docConverter 5.1



 222

 
                              )()()( rU Nergry β=                                                   (2.3) 

 
que es una función continua de r. Nótese que para r >σ  y(r) coincide con g(r).                             
Por lo tanto 
 

                            
⎩
⎨
⎧

>
<

=−

σ
σβ

r
r

re rUN

1
0

)()(                                              (2.4) 

 
es decir, se trata de una función escalón  de Heaviside. De esta manera, 
 

                             )(
)(

σδ
β

−=
∂

∂ −

r
r

e rU N

                                               (2.5) 

 
(La comprobación de (2.5) está en el apéndice III); con lo que la ecuación de estado del 
fluido se reduce a  
 
 

             ( )++=+= σσπρρσσρπρ gy
kT
p 3232

3
2)(

3
2                        (2.6)        

 
Donde )( +σg  es el valor de contacto de la función de distribución radial.  
 
 
Dentro de los hechos más importantes en la investigación de sistemas conformados por 
fluidos de esferas duras están los siguientes: 
 

a) La aproximación de Percus-Yevick (PY) resuelta por Wertheim y Thiele para un 
líquido puro, y por Lebowitz para el caso de mezclas. En esta aproximación, 
para el caso puro, muestran que la función de correlación c(r) de Ornstein-
Zernike se anula para r > σ , y que la función de distribución g(r) se anula para 
r < σ , y tiende a 1 rápidamente  si ∞→r ; esto se debe a que la probabilidad 
de encontrar una partícula dentro de otra es cero (las partículas son 
impenetrables). En el siguiente apartado se presentarán los resultados más 
relevantes de la aproximación PY. 

b) Monte Carlo y cálculos computacionales de dinámica molecular para sistemas 
pequeños (~1000 partículas).  Ambos estudios son considerados buenas 
representaciones de las propiedades exactas de sistemas de tamaño 
termodinámicamente infinito.  

 
 
La transición de líquido a sólido, que se ha determinado únicamente a través de 
simulación, ocurre cuando la fracción de empaquetamiento 6/3πρση ≡ , es 
numéricamente igual a 49.0=η , 
Cálculos computacionales realizados para calcular las funciones de distribución g(r) de 
PY, muestran que, en efecto, PY es una aproximación cuantitativamente buena para 
medianas y bajas densidades, es decir 40.0≤η , y es cualitativamente buena para 
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densidades  49.040.0 ≤≤η . Para el caso de altas densidades, los experimentos 
computacionales muestran la existencia de una fase sólida,  no presente en la teoría PY.  

 
 

Basados en las ecuaciones de estado, obtenidas de PY por las rutas del virial y de la 
compresibilidad, Carnahan y Starling (CS) propusieron una ecuación de estado muy 
simple que reproduce muy bien los resultados computacionales hasta 49.0=η .  
Se muestra dicha ecuación:  332.. )1)(1(/ −−−++=≡ ηηηηρβpZ SC . De hecho la 
relación entre CS y la solución de Wertheim para la PY está dada por 

W
c

W
v

SC ZZZ 23 .. +=  donde 
W
vZ y 

W
cZ son los valores de ρβ /p  calculados con las 

presiones del virial y de la compresibilidad respectivamente, de PY. También 
recientemente, Verlet y Weis (VW) han dado una excelente representación empírica de 
g(r), obtenida de experimentos computacionales para densidades hasta 49.0=η . 
 Waisman  obtiene una función de distribución radial g(r), y es una mejora al 
resultado de PY para altas densidades. Esto fue logrado al proponer una forma para la 
función de correlación directa c(r) e imponer compatibilidad termodinámica entre las 
dos rutas para obtener la ecuación de estado, en la llamada aproximación esférica media 
generalizada (GMSA). Esta función de distribución radial g(r) se obtiene al resolver la 
ecuación integral en la aproximación esférica media en la que se supone que la función 
de correlación directa tiene una forma de Yukawa y con la condición de satisfacer la 
ecuación de estado de Carnahan-Starling. Como se verá posteriormente, para hallar el 
resultado se requiere de la solución de un sistema algebraico de tres ecuaciones no  
lineales acopladas. 
Ha habido un interés considerable en la GMSA con contribuciones adicionales de 
Henderson et.al.,Hoye y Stell, Hoye et. al y Hoye y Blum, entre otros. 
 Recientemente, mediante el llamado método de aproximación  por medio de una 
función racional (RFA), se han obtenido expresiones analíticas para las propiedades 
estructurales de fluidos de esferas duras y mezclas multicomponentes de esferas duras. 
En esta tesis sólo se considerarán fluidos puros. La única información requerida en este 
método son los valores de contacto de las funciones de distribución radial o, 
equivalentemente, el factor de compresibilidad del fluido. 
 
 
2.2  La aproximación de Percus-Yevick para esferas duras 

 
A continuación se introduce la aproximación de PY para un líquido en general, y 
después se presentará la aproximación de PY para un fluido de esferas duras.  
Para un líquido general, el método utilizará la ecuación de OZ; aunque es posible 
obtener los mismos resultados por medio del análisis diagramático y por teoría de los 
funcionales. 
 
Ya se mencionó que la ecuación de OZ puede utilizarse para definir a la función de 
correlación directa, por lo cual, se puede obtener c(r) en función de h(r) o de g(r). Se 
puede observar que al igual que h(r), se puede separar en un término total y otro 
indirecto. Es decir, 
 
                                       ( )rgrgrc indirectaTotal −= )()(                                                  (2.7) 
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Donde )(rgTotal  es la función de distribución radial; es decir, )](exp[)( rwrg β−=  , 
donde y w(r) es el potencial de fuerza media; ( )rgindirecta  es la función de distribución 
radial sin incluir la interacción directa )(rU N .  
Entonces se escribe ( ) [ ]{ })()(exp rUrwrg Nindirecta −−= β . La aproximación de c(r) es 
 
                                             ( ) ( )[ ]rUrww Neerc −−− −= ββ)(                                               (2.8) 
 
En términos de esta función cavidad dada por (2.3), )(rc  se escribe como 
 
                                                  ( ) )()()( rgergrc rU Nβ−=  
                                                          )()( ryrg −=  
                                                           )()( ryrye NU −= −β  
 
Finalmente, 
 
                                              ( ) )(1)()()( rgeeryrfrc NN UU ββ −== −                            (2.9) 
 
 
Esta es la aproximación de PY para la función de correlación directa. Al sustituir esta 
aproximación de c(r) en la ecuación de OZ, se obtiene la importante ecuación de 
Percus-Yevick dada por 
 

                                                 ( ) ( ) ( ) ( ) 323131312 1 rdrhryrfry ρ∫+= ρ                              (2.10) 

 
Esta ecuación es claramente integral y no lineal, por esto, una de las primeras 
soluciones  a la ecuación de PY fue numérica.  
 
 
Ahora se presentará la aproximación PY para un líquido de esferas duras. 
 
La aproximación de PY para la función c(r),  ( ) ( ) ( )rfryrc = , se considera ahora, para 
un fluido de esferas duras, resultando en este caso 
 

                                                      ( ) ( )
⎩
⎨
⎧

>=
<−=

=
σ
σ

r
rry

rc
0

                                       (2.11) 

 
Esta función es discontinua en σ=r , porque y(r) es continua en todo el espacio. Es por 
esto, que la solución está restringida por el hecho que g(r) debe ser cero dentro del 
núcleo duro, es decir, 
 
                                                                σ<= rrg 0)(                                          (2.12) 
 
Dadas (2.11) y (2.12), es posible reescribir OZ como una ecuación para h(r) en la forma 
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                                         ( ) ( ) ( ) ( ) rdrryryrdryry

rr
rr

′′−′−′+=

>′−
<′<′
∫∫ ρρρρ

ρρ

||1

|| σ
σσ

ρρ              (2.13) 

 
que se resuelve por medio de la transformada de Laplace. El resultado final para c(r) es 
 

                                           
10

1
2
16)( 3

121

>=

<−−−=

x

xxxxc ηληλλ                           (2.14) 

 
Donde σ/rx ≡  , 
 

( )
( )4

2

1 1
21
η
ηλ

−
+

=      (2.15) 

 
( )
( )4

2

2 1
2/1

η
ηλ
−

+
−=     (2.16) 

 
La ecuación de la compresibilidad y la de PY para el fluido de esferas duras, se obtienen 
al sustituir (2.14) en (1.57a). Después de integrar con respecto a η , se obtiene 
 

           
( )

PY
c

C

zP
=

−
++

= 3

2

1
1

η
ηη

ρ
β                                  (2.17) 

 
Alternativamente, al sustituir  
 
                                            )(lim)()(lim rcyrg

rr −+ →→
−==

σσ
σ                                        (2.18) 

 
En (2.6) se obtiene 
 

                                                        
( )

PY
v

V

zP
=

−
++

= 2

2

1
321

η
ηη

ρ
β                                 (2.19) 

 
Que es la ecuación de estado del virial para líquidos de esferas duras en la aproximación 
de PY. 
 
 
Las ecuaciones de estado completas, están graficadas para todas las densidades en la 
Fig.  y se pueden comparar una con la otra, y con los resultados obtenidos usando la 
ecuación de Carnahan-Starling, que es casi exacta. 
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Fig 2.1.  Ecuación de estado para un líquido de esferas duras para la aproximación de PY. Las 
curvas completas y las discontínuas son los resultados de las ecuaciones vía la compresibilidad 
y el virial. Los puntos corresponden a los resultados obtenidos con la ecuación de Carnahan-
Starling, adaptada del libro de la Ref. [11] 
 
 
 
En la misma figura, se puede observar que las presiones calculadas por la vía de la 
compresibilidad se acercan más a la de Carnahan-Starling, en todas las densidades; 
mientras que la ecuación virial está por debajo de CS. De hecho, como se mencionó 
anteriormente, al sumar las dos ecuaciones de PY con pesos correspondientes una 
tercera ecuación surge, se obtiene la ecuación de estado CS para el fluido de esferas 
duras. 
 

( )
( )

CSVC zPPP
=

−++
=+= 3

32

-1
12

3 η
ηηη

ρ
β

ρ
β             (2.20) 

 
 
Además de la c(r), también es posible encontrar la g(r) del fluido de esferas duras en la 
aproximación de PY. Aunque esta expresión no será deducida, por no ser directamente 
relevante para los propósitos de esta tesis, por completez en la Fig. 2. se muestran los 
resultados obtenidos por Throop y Bearman para esta cantidad estructural. 
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Fig 2.2. Funciones radiales de distribución para un fluido de esferas duras, calculados de la 
ecuación de PY por Throop y Bearman. (J.Chem. Phys. 42, p. 2408,1965). La línea punteada 
representa la función y(r)=exp(u(r))g(r). Figura obtenida de la Ref. [11]. 
 
  
 
 
 
 
2.3 GMSA (Waisman) 
 
Se mencionó en la sección anterior que PY falla, cuantitativamente, para describir a los 
fluidos de esferas duras para valores de la fracción de empaquetamiento de 

49.040.0 ≤≤η  . Buscando remediar esta situación, Waisman obtiene para el fluido de 
esferas duras una función de distribución radial g(r) algebraica que representa una 
mejora al resultado de PY para altas densidades. 
La solución encontrada, es decir, la función g(r) la obtuvo a partir de la función de 
correlación directa c(r) que a su vez fue el resultado de resolver la ecuación integral 
esférica media con forma Yukawa, con la condición de satisfacer la ecuación de estado 
de Carnahan Starling. Las ecuaciones de las que se parte para resolver el problema son 
las siguientes: 
 

                                  ,0)( =rg      r < σ                                                   (2.21a) 
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                        ,)]1(exp[)(
r

rzKrc −−
=   r > σ                                         (2.21b) 

 
 

      xdxxcxgrcrg ′′−−′+=− ∫− ρρρρ |)(|)1|)(|(6)(1)( 1ηπ                            (2.22)  
 

Cada ecuación tiene su importancia.  
1) La Ec. (2.22) es una condición exacta y crucial de la función de distribución de 

un sistema formado de esferas duras, y obviamente generará una g(r) con esta 
propiedad.  

2) c(r)  debe tender rápidamente a 0 cuando ∞→r , de hecho es 0 para r  > 1 en 
PY.Ver Fig. 1.1 

3) La forma funcional de c(r), r > σ , debe ser lo suficientemente simple para que 
se pueda resolver la ecuación integral resultante de (2.21a), (2.21b) y (2.22). 

 
Lo anterior se satisface introduciendo en c(r) (r >σ ) la forma de Yukawa; c(r) es una 
aproximación, una forma de mejorar la solución de Wertheim dada para la PY a altas 
densidades. Esta aproximación define un espacio variacional, dado que K y z en la 
forma de Yukawa permanecen constantes. 
El valor de g(σ +) se deduce de la ecuación de estado de CS y la compresibilidad dada 
por ρβ ∂∂≡ /pa , con estos antecedentes, Waisman encuentra que para σ/rx =  la 
solución dada al problema es: 
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              (2.23) 

 
Donde a, b, y v satisfacen las ecuaciones algebraicas: 
 

zKevvzby /2424 22 −+−=η  
zKezvvzayyy /224]2)[(24 2232 +−=′′−′ ηη       (2.24) 

 
y a su vez yyy ′′′,, cumplen las siguientes relaciones: 
 

),1)(cosh2/()1)(/()
2
11( 22 −+−++++= − zKezvezvKbay zzη  

zzKevveKzbay zz sinh)2/(2)21( 2++−++=′ −η  
            zKevvzeKzbay zz cosh)2/(26 22 +−++=′′ −η                              (2.25) 

 
Por otra parte  la condición para la compresibilidad es: 
 

dxxxca ∫
∞

−=
0

2)(241 η , 

 
Es decir,  
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+−++++=

η
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           (2.26) 
 
Nótese la errata en la segunda igualdad del miembro derecho de la ec. (8) de la ref. 
(Henderson,Stell, Waisman) en la que no aparece el 1 que es el primer sumando del 
miembro derecho de la ec. (3.4). 
 
 
 Las ecuaciones (2.21a), (2.21b), (2.22) y (2.23) determinan la aproximación 
esférica media (MSA) para un fluido con un potencial intermolecular conformado por 
un núcleo duro y una cola atractiva dada por 
 

r
rzrU N

)]1(exp[)( −−
−= ε ,   r > 1 

 
i.e. K= kT/ε , donde K, y,  z, son dadas y a, b, v, c(r)  y g(r) deben calcularse. 
 Las ecuaciones (2.21a), (2.21b), (2.22) y (2.23) son consideradas apropiadas 
para un fluido de esferas duras. Para el ejemplo dado (K=ε /kT) se considera que la 
función de Yukawa es una forma aproximada para c(r) afuera del núcleo. En este caso, 
tanto K, como  z son parámetros ajustables escogidos para dar información sobre las 
propiedades  de un fluido de esferas duras y entonces calcular a, b, v, c(r) y g(r). 
Generalmente, cuando se sigue este procedimiento, esta aproximación es conocida 
como aproximación esférica media generalizada (GMSA). 
 
 
2.4 GMSA (RFA) 
 
Las siglas RFA corresponden a la llamada aproximación  por medio de una función 
racional. Ya se señaló que en el caso de la aproximación de PY, las ecuaciones de 
estado obtenidas mediante las rutas de la compresibilidad y del virial resultan diferentes. 
Este problema  de incompatibilidad termodinámica no ocurre en la RFA pues en su 
formulación se impone que ambas rutas proporcionen la misma ecuación de estado.  
 
A continuación se presenta la aproximación de la función racional (RFA) para la 
estructura de un fluido de esferas duras, que como se verá, resulta equivalente a la 
GMSA. En la RFA se propone una solución totalmente analítica y no algebraica. 
 
La función de distribución radial totalmente (rdf) g(r) y el factor de estructura estático 
S(q) son las cantidades básicas usadas para discutir la estructura de un líquido puro. 
 
 
La consistencia termodinámica implica que 
 

          )]([)(1 ηη
η

ηχ ss Z
d
d

=−
                                             (2.27) 
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Donde kTpz ρ/≡  es el factor de compresibilidad. 
Pero en general, esta condición no se satisface por una rdf aproximada.  
 
Caso puro 
 
Considérese un fluido de esferas duras de diámetro σ . Es conveniente introducir la 
transformada de Laplace 
 

)()(
0

rrgdresG sr∫
∞

−=      (2.28) 

 
Y la función auxiliar  
 

1)]([
2

)( −Ψ+= sessG sσρ
π                (2.29) 

 
Dado que )(rg = 0 para σ<r  mientras que finitog =+ )(σ , se obtiene 
 

          ...]))(()()[()( +−′+−Θ= ++ σσσσ rggrrg      (2.30) 
 

Donde drrdgrg /)()´( ≡ . Esta propiedad impone una restricción para los valores de 
)(sG  para altos valores de s. 

 
)()]()([)()( 21 −−+++ +′++= ssgggssGe s οσσσσσσ   (2.31) 

 
Por lo tanto, finitogsGes

s == +
∞→ )()(lim σσσ

 
 

o equivalentemente, 
 

finito
g

sss ==Ψ +
−

∞→ )(2
1)(lim 2

σπσ     (2.32) 

  
Por otra parte, 
 

∫
∞

−
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− −−=
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3 ]1)([lim241 rgrdre
ds
d sr

ss ησχ  

                                            ])([lim241 2

0

3 −

→

− −−= ssG
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d

s
ησ     (2.33) 

 
Al ser la compresibilidad isotérmica sχ  también finita, se tiene que 

finitargdrr =−∫
∞

0

2 ]1)([ ,  

tal que debe cumplirse otra condición: finitassGrgdrr
s

=−=− −

→

∞

∫ ])([lim]1)([ 2

0
0
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 condición más débil que la primera. De lo anterior se sigue que  
 

)()
2
1

24
1()

2
1

6
1(

2
1)( 5433322 ssssss οσ

π
ρσ

π
ρσρσρσρ ++−++−+−=Ψ    (2.34) 

 
 
2.41 Primera aproximación 
 
La función racional con el menor número de coeficientes está determinada por 
 

sLL
sSsSsSSs )1()0(

3)3(2)2()1()0(

)(
+

+++
=Ψ      (2.35) 

 
 
donde uno de los coeficientes es un valor arbitrario distinto de cero. Escogiendo 

1)3( =S  y utilizando esto junto con la Ec. (2.34), se encuentra que  
 

)
2
1(),(, )0(2)1()2()0()1()1()0()0( LLSLLSLS σσρσρρ −=−−=−=         , y 
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Sustituyendo esto en las Ecs. (2.29) y (2.35), se obtiene que 
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Donde 
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m
xxxϕ                                       (2.39) 

 

Nótese que )!.1/()1()(lim
0

+−=
→

nx n
nx

ϕ  
 
Es muy notable que la Ec. (2.38), que ha sido derivada en la RFA como la forma 
racional más sencilla de )(sΨ , si se sujeta a las condiciones (2.32) y (2.34) coincide 
con la solución de cerradura de PY, c(r)=0 para σ>r , de la Ec. O.Z. 
De las Ec. (2.32) y (2.35) a (2.38) se obtienen el valor de contacto ( )+σPYg  
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                                                  ( )
η

σ
4

1−
=+

PY
VPY Z

g  

 
 
y el factor de compresibilidad PY

VZ . Análogamente, la Ec. (2.33)  conlleva a  
 

2)21(
)1( 4

η
ηχ

+
−

=PY
s      (2.40) 

 
Y de que se sigue por integración de PY

cZ  
 
2.42 Segunda aproximación 
 
 
La forma más sencilla de tratar la siguiente aproximación requiere de dos nuevos 
términos , 4sα  en el numerador y )2(L 2s  en el denominador , ambos necesarios para 
satisfacer la E. 2.32. 
Adicionando dichos términos: 
 

2)2()1()0(
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ssSsSsSSs
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++++=Ψ α
   (2.41) 

 
Utilizando (2.34), es posible expresar )3()2()1()0( ,,, SSSS , )0(L  , y  )1(L  en términos de α , 
y )2(L . Esto conduce a que G(s) se puede escribir de la siguiente forma 
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Donde, ahora 
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Hasta ahora, independientemente de los coeficientes )2(L  y α , las condiciones 
finitosGes

s =∞→ )(lim σ
 y finitossG

s
=− −

→
])([lim 2

0  se han cumplido. Por otra parte, 
 

)(2)2( += σσπα sgL                                    (2.44) 
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Sustituyendo las ecuaciones (2.32)  en (2.33)   se obtiene una ecuación cuadrática para 
α , cuya raíz  se muestra a continuación 
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Las otras raíces no se toman en cuenta porque corresponden a valores negativos de α    
y de acuerdo con la Ec. 2.44, se obtendrá un valor negativo de 2L . Esto implicaría la 
existencia de un valor positivo real de s al cual 0)( =sG  la que no es compatible con un 
definido rdf positivo. Sin embargo de acuerdo con la forma de la Ec. 2.31, puede 
suceder que, una vez que se escoja Z , existe una cierta fracción de empacamiento gη  
que por encima de la cual, α deje de ser positiva. Esto puede indicar, que en la fracción 
de empacamiento gη  donde α  desaparece, que el sistema deja de ser un fluido y ocurre 
una transición en el fluido de esferas duras a vidrio. 

 
 La Ec. 2.41 coincide en el caso unicomponente con la solución de la GMSA, 
donde la relación OZ se resuelve bajo la suposición de que la función de correlación 
directa tiene la forma de Yukawa afuera del carozo. 
 Una vez que ya se determinó G(s), se obtiene rg(r) a través de la transformada 
inversa de Laplace, par una fija Z . Entonces se determina la rdf por medio de 
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Donde Θ (x) es la función escalón de Heaviside y 
 

}]/)([{)( 1 n
n ssLr −− Ψ−−= ρψ     (2.49) 

 
L-1 corresponde a la transformada inversa de Laplace. Ahora, utilizando el teorema del 
residuo, 
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Donde 
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is  (i=1,…,4) son los polos de 1/ )(sΨ , i.e., las raíces de S(0) + S(1)s + S(2)s2 +  S(3)s3 

+α s4 = 0.  
 
Por otra parte, el factor de estructura S(q) estático y la transformada de Fourier )(~ qh  
pueden relacionarse a G(s) 
 

iqss
sGsGrhqrdrrdin

q
qh

=

∞ −−
−== ∫

)()(2)()(4)(ˆ
0

ππ
  (2.52) 

 
Por lo tanto, las cantidades estructurales básicas de un fluido de esferas duras 
monocomponente, es decir, la rdf y el factor de estructura , pueden ser determinados 
analíticamente con el método de la RFA una vez que el factor de compresibilidad Zs, o 
equivalentemente, el valor de contacto )( +σg  sea especificado. En la siguiente figura 

se comparan la g(r) para una densidad 9.03 =ρσ con la predicción de la RFA, y la 
reciente aproximación de Trokhymchuk et al. (J. Chem. Phys [80] y de los)  y datos de 
simulación (Kolefa et al [79]). 
 
 

 
Fig 2.3. Función de distribución radial para un fluido de esferas duras monocomponente para 

3ρσ =0.9. La línea continua representa los datos de la simulación. Las líneas discontinua 
representa a los datos obtenidos por Trokhynchuk (línea punteada) por la RFA. La subgráfica 
muestra las oscilaciones con mayor detalle. Figura obtenida de la Ref. [2] 
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2.43 Función de correlación directa c(r) 
 
 
También por medio de la RFA se puede obtener la función de correlación directa c(r). 
Utilizando las Ecs. (1.51) y (2.52), y utilizando el teorema del residuo, después de un 
poco de álgebra se obtiene 
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Donde 
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,
2 03 aa η

=            (2.59) 

 
)( 1−−+ ++−= aaaa                      (2.60) 

 
 
La Ec. (2.60) garantiza que c(0) = finito, mientras la Ec. (2.56) conlleva a 

)(2/)()( )2( +−+ ==− σπασσ gLcc .  
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Capítulo III 
 
 
En el capítulo anterior se presentaron las expresiones para la función de correlación 
directa que se obtienen tanto en la GMSA como con la RFA. A continuación se 
mostrará que ambas expresiones son totalmente equivalentes y, como los resultados de 
la RFA son totalmente analíticos, posteriormente se compararán éstos con una 
aproximación analítica deducida para la formulación original de la GMSA por 
Henderson y Blum. Empezaremos por expresar el resultado de la RFA en la forma que 
fue propuesta dentro de la GMSA. 
 
 
3.1 cGMSA(r) vs cRFA(r) 
 
 
De acuerdo con la ec. (2.53), la función de correlación de la RFA está dada por 
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con  zaaaa ,,,, 01 ′−−+  etc.   dados por (2.54) a la (2.60). Para mostrar que este resultado 
es equivalente a la función de correlación CGMSA(r) dada por la ec. (2.23)  
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es conveniente utilizar las siguientes identificaciones (que se exponen justo abajo, de las 
cuales el lado derecho corresponde a la GMSA y el izquierdo a la RFA): 
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      (3.1) 

 
Así resulta que uno puede expresar la ec. (2.53)  en la forma de la ec. (2.23), lo cual ya 
sugiere que ambos resultados deben ser equivalentes. Con la intención de 
comprobar que esta equivalencia se cumple se construyeron programas que se exponen 
en el apéndice ... En el primero de ellos, se verifica que para η =0.49, que es el caso  
para el que se cuenta con los resultados numéricos de Waisman, efectivamente los 
valores que se obtienen para zKvba ,,,,  usando la ec. (3.1) son idénticos a los 
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reportados por Waisman. Más aún, para esta fracción de empaquetamiento, las gráficas 
para ambos casos de c(r) son iguales, tanto la parte interior como la exterior del núcleo 
duro. Nótese que las distancias están expresadas en unidades del diámetro σ . 
 
El procedimiento seguido en el programa es esquemáticamente el siguiente:  se 
introdujeron las aproximaciones involucradas  en la RFA para calcular los coeficientes 

aaaaaaa ′−−+ ,,,,,, 3101  para una fracción de empaquetamiento dada. Con éstos se 
calcula y se grafica la función cRFA(r) dada por la expresión (2.53).  Una vez hecho lo 
anterior, se le pide al programa que calcule Kba ,,, ν , según las reglas de 
correspondencia  de 3.1. Éstos nuevos coeficientes corresponden a los de la función  
CGMSA(r), con los cuales se le pide al programa que calcule esta nueva función y que la 
grafique. Los resultados de ambos cálculos son idénticos y conducen a la siguiente 
gráfica que  se presenta en dos partes correspondientes una al interior, y la otra al 
exterior del núcleo duro. 
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Una vez, realizada la identificación y verificada la equivalencia en el caso de η =0.49, 
es inmediato obtener los resultados para  cGMSA(r) para cualquier fracción de 
empaquetamiento. Así, se consideraron los  valores  de la fracción de empaquetamiento 
η  dados en la siguiente tabla: 
 
Tabla 1: 
Los 10 valores numéricos de la fracción de empaquetamiento  
η utilizados en los cálculos. 
 
η  Valor fraccional Valor numérico  

0η  49/100 0.490 

1η  π /30 0.10472 

2η  π /15 0.20944 

3η  π /10 0.31416 

4η  65*π /600 0.34034 

5η  7*π /60 0.36652 

6η  π /8 0.39270 

7η  4*π /30 0.41890 

8η  600/*85 π  0.44505 

9η  3*π /20 0.47123 
 
En la tabla que sigue se muestran los valores de zKvba ,,,,   obtenidos a partir de la 
identificación de la Ec. (3.1) para todas las fracciones de empaquetamiento η .  
 
Tabla 2: Kzvba ,,,, para  la GMSA y distintas fracciones de empaquetamiento η  
 
η  a    b ν  K z 

0η  -51.8455 60.277 2.4320603 1.33575 28.7513 

1η  -2.26988 1.07878 0.0059174 0.0095811 5.73852 

2η  -5.06492 3.85381 0.0629603 0.0629814 8.64296 

3η  -11.467 10.9074 0.2980326 0.228773 13.1618 

4η  -14.675 14.0055 0.4170263 0.303226 14.675 

5η  -17.5392 17.9746 0.5763488 0.39796 16.3959 

6η  -21.8284 23.0886 0.7890983 0.518335 18.3624 

7η  -27.307 29.7221 1.073052 0.671336 20.6213 

8η  -34.3651 38.3929 1.4526116 0.866164 23.231 

9η  -43.5457 49.8264 1.9616897 1.11509 26.265 
 
Las gráficas relativas a la función de correlación directa obtenidas con las fracciones de 
empaquetamiento eta1 hasta eta9 se muestran en el apéndice, sección 5.1. 
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3.2 Comprobación de las ecuaciones no lineales acopladas 
 
En la sección anterior se realizó una identificación entre los parámetros que determinan 
la función de correlación directa de la GMSA y aquéllos que surgen en la RFA, 
logrando expresar el resultado de esta última aproximación en la forma propuesta en la 
primera. Se verificó asimismo que para η =0.49, los valores numéricos que se obtienen 
de la identificación coinciden con los determinados numéricamente por Waisman. Para 
completar la comprobación la equivalencia entre ambas formulaciones, se mostrará 
ahora que el otro ingrediente involucrado en la GMSA, el hecho de que las cantidades  

Kzvba ,,,,  deben claramente satisfacer  un conjunto de ecuaciones no lineales 
acopladas, también se verifica. Aunque en principio uno desearía realizar la 
comprobación de manera analítica y esto debe ser ciertamente posible, el álgebra 
involucrada es bastante engorrosa y no ayuda a esclarecer el hecho. Por sencillez, se 
optó entonces por verificar, de manera numérica, que efectivamente Kzvba ,,,,   
obtenidas con la identificación (3.1) satisfacen el sistema de tres ecuaciones lineales 
acopladas (2.24), con las definiciones dadas en (2.25) y (2.26). 
 

                       
Llamando ahora 
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nuestra tarea se reduce a probar que  
 
 

65

43

21

ll
ll
ll

=
=
=

                                                                                        (3.4) 

 
Para este objetivo, se le pidió al programa computacional de la sección anterior  que,   
dada una fracción de empaquetamiento, primero calcule las cantidades 

aaaaaaa ′−−+ ,,,,,, 3101 , luego que encuentre Kba ,,, ν  usando la identificación (3.1) y 
que posteriormente sustituya en las ecuaciones (3.6 )- (3.8) para encontrar yyy ′′′,, . 
Finalmente se introducen estos valores en las ecuaciones (3.9). En el programa del 
apéndice I el bloque correspondiente está claramente identificado. 
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A continuación se muestran los resultados obtenidos numéricamente para todas las 
fracciones de empaquetamiento consideradas en la Tabla 1. Es fácil ver que, 
efectivamente, las igualdades  expresadas en las ecs.  (3.10)  se satisfacen plenamente. 
Con esto, se comprueba la equivalencia entre la GMSA y la RFA.  
 
 
Tabla 3: Equivalencia entre la GMSA y la RFA 
 
η  1l  2l  3l  4l  5l  6l  

0η  380.96 380.96 -114996 -114996 51.8455 51.8455 

1η  14.38301 14.38301 3.46877 3.46877 2.26988 2.26988 

2η  16.5035 16.5035 -55.8388 -55.8388 5.06492 5.06492 

3η  51.4748 51.4748 -1272.6 -1272.6 11.467 11.467 

4η  68.2618 68.2618 -2520.27 -2520.27 14.1553 14.1553 

5η  90.7977 90.7977 -4926.37 -4926.37 17.5392 17.5392 

6η  121.334 121.334 -9565.43 -9565.43 21.8284 21.8284 

7η  163.144 163.144 -18544.5 -18544.5 27.307 27.307 

8η  221.063 221.063 -36056.5 -36056.5 34.3651 34.3651 

9η  302.353 302.353 -70594.9 -70594.9 43.5457 43.5457 
 
 
 
3.3 Aproximación simple de la GMSA  
 
Como se ha mencionado, la propuesta original de la GMSA no fue dada en forma 
analítica y el cálculo de la función de correlación directa requería de la solución 
numérica de las tres ecuaciones no lineales acopladas de la sección anterior.  Es por esto 
natural que se haya intentado encontrar aproximaciones que simplificaran los cálculos. 
En particular, Henderson y Blum trabajaron en una aproximación a la GMSA 
proponiendo que, dado que las variables ν,,ba  son pequeñas a bajas densidades, si se 
expanden estas variables en series de potencias de K, se pueden despreciar los términos 
de orden mayor que el primero, teniendo entonces una aproximación lineal. Así, 
Henderson y Blum (HB) aproximan a las variables ν,,ba  de la siguiente forma: 
 

HBHB

HBHB

HBHB

Kvv

Kbbb

Kaaa

1

10

10 ,

=

+=

+=

                        (3.5) 

 
con 
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Por otra parte, en esta aproximación 11,ba , tienen la siguiente forma: 
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Los valores resultantes de HBK   y HBz  de Henderson y Blum se muestran en las figuras 
1 y 2. 

 
 

Gráficas de los valores numéricos por HB para K y z comparados con el resultado 
directo de la GMSA. Esto da un indicio de que tan buena es la aproximación respecto a 
la GMSA. Mas adelante se presentarán las gráficas para todas las variables comparadas 
con la RFA. 
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Figura 1: Variable K   (HB vs. GMSA) 

 
Fig 3.1.    K como función de ρ para esferas duras. Se comparan los resultados obtenidos por HB (línea 
discontinua), contra los obtenidos por ellos mismos por medio de la GMSA (línea sólida), para la variable 
K. Se observa que al final las gráficas se comienzan a separar. Figura obtenida de la referencia [4]. 
 
 
 
 
Figura 2: Variable z   (HB vs. GMSA) 
 
 

 
Fig 3.2.  z como función de ρ para esferas duras. Se comparan los resultados obtenidos por HB (línea 
discontinua), contra los obtenidos por ellos mismos por medio de la GMSA (línea sólida), para la variable 
z. Se observa que la aproximación HB para esta variable no es buena. Figura obtenida de la referencia [4]. 
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3. Comparación entre la RFA y la aproximación de 

Henderson y Blum (HB) 
 
 
Una vez que HBHBHBHB bazK 11 ,,,  y HB

1,ν  han sido determinados, lo cual también está 
incluido en otro bloque del programa del apéndice I, se puede calcular c(r) en la 
aproximación de Henderson y Blum. El resultado es 
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Por otra parte, la función de correlación directa de la RFA (que ya se ha mostrado que 
es equivalente a la de la GMSA) está dada por la ec. (2.53) . Resulta ahora interesante 
evaluar, a la luz de los resultados exactos obtenidos con la RFA, qué tan buena resulta 
la aproximación HB tanto para los coeficientes Kzvba ,,,,  como para la propia función 
de correlación directa.  
El procedimiento para  el cálculo de los coeficientes de la aproximación HB fue el 
siguiente. Dada una fracción de empaquetamiento η , para obtener HBHB zK , , se despejó 
en  la ecuación (3.10). A continuación, para determinar HBa , HBb , primero se calcularon 

11,ba  (al sustituir 3.9 en 3.8) y luego se obtuvo 00 ,ba  (al utilizar las ecuaciones 3.6 y 
3.5). Finalmente, para determinar HBv1 se sustituye el valor de HBz  en la ecuación 3.7.  
Los valores  de los coeficientes Kzvba ,,,,  calculados usando la RFA para distintas 
fracciones de empaquetamiento ya fueron presentados en la tabla 2. Aquéllos 
correspondientes a la aproximación  HB se dan a continuación: 
 
Tabla 4: Kzvba ,,,,  para HB 
 
 
η  aHB bHB HBν  KHB zHB 

0η  -51.8455 60.1619 1.73987 1.30593 37.5549 

1η  -2.26988 1.07809 0.00582512 0.00994824 6.05208 

2η  -5.06492 3.84736 0.0532603 0.0640248 10.3662 

3η  -11.467 10.883 0.231598 0.227573 16.7671 

4η  -14.1553 13.9736 0.319134 0.300391 18.8555 

5η  -17.5392 17.9335 0.435017 0.392838 21.2056 

6η  -21.8284 23.0365 0.588158 0.510131 23.8633 

7η  -27.307 29.6568 0.790535 0.659089 26.8852 

8η  -34.3651 38.3138 1.05842 0.848713 30.3417 

9η  -43.5457 49.7264 1.41412 1.09103 34.3209 
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La comparación de los resultados numéricos entre ambas aproximaciones para cada 
coeficiente se muestra a continuación gráficamente. En el caso de K y z ya se efectuó la 
comparación en las  figuras 1 y 2 (obtenidas por Henderson y Blum). 
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Graf. 3.1 El coeficiente a se empalma casi igual en ambas aproximaciones, salvo en η =0.34. 
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Graf. 3.2. El coeficiente b se empalma casi igual en ambas aproximaciones, salvo en η =0.46 y 
η =0.48. 
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Graf. 3.3. A partir de η =0.3, los resultados para v son muy diferentes. 
 
 
 

�

�
�

�
�

�
�

�

�

�

�

�
�

�
�

�
�

�

�

�
KRFA

KHB

0.2 0.3 0.4
�

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

K��� K���

 
 
Graf. 3.4. A partir de η =0.4, los resultados para K son muy diferentes 
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Graf. 3.5 Salvo en 0.1, Z difiere mucho. 
 
 
 
Finalmente y con propósitos de ilustración, en las gráficas siguientes se presenta una 
comparación entre las funciones de correlación directa obtenidas con la RFA y con la 
aproximación HB y a través de simulación para eta9. El código de identificación es el 
siguiente: 

CRFA
C HB

CSimulación
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Graf. 3.6 Comparación de c(r), entre la RFA, GMSA, HB, de la parte interior del núcleo duro. 
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Graf. 3.7 Comparación de c(r), entre la RFA, GMSA, HB, de la parte exterior del núcleo duro. 
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Comentarios Finales 
 
Dentro de las aproximaciones anteriores, la de Percus-Yevick es particularmente 
notable porque, en el caso del fluido de esferas duras, conduce a expresiones analíticas 
para las propiedades estructurales reales del sistema. No obstante, también tiene dos 
serias limitaciones. Por una parte, presenta el problema de la incopatibilidad 
termodinámica entre la ruta del virial y la ruta de la compresibilidad para la ecuación de 
estado. Y por otra parte se sabe que falla para densidades altas. Esto condujo a Waisman 
a proponer la GMSA que elimina la incopatibilidad termodinámica y mejora los 
resultados de PY para densidades más altas. Sin embargo, la GMSA en su versión 
original, requiere de la solución numérica de su sistema de tres ecuaciones algebráicas 
no lineales acopladas. 
La llamada aproximación por una función racional (RFA) es un enfoque alternativo al 
estudio de las propiedades estructurales del fluido de esferas duras. En este enfoque, por 
construcción se fuerza la compatibilidad termodinámica y su desarrollo conduce a 
expresiones completamente analíticas para las propiedades del sistema que únicamente 
requieren del conocimiento del factor de compresibilidad z o, equivalentemente del 
valor de contacto de la función de distribución radial )( +σg . Recientemente se había 
logrado expresar la función de correlación directa c(r)  que emana de esta teoría en la 
forma que ocurre en la GMSA, con una identificación explícita (dada en forma 
analítica) de todas las funciones que aparecen en dicha expresión. Para probar que 
ambas teorías son totalmente equivalentes (a pesar de que parten de formulaciones muy 
distintas) faltaba probar que dichas funciones satisfacen las ecuaciones no lineales de la 
GMSA. Esto es lo que se ha hecho en esta tesis con lo que la equivalencia queda 
demostrada. 
 
Lo anterior da pie al uso de todas las expresiones de la GMSA en otros cálculos. No 
obstante, (ahora totalmente analíticos) dado que las mencionadas expresiones son 
bastante complejas, surgió la idea de ver si una aproximación también analítica más 
simple de la GMSA, aquélla desarrollada por Henderson y Blue, podría ser una 
alternativa útil. En este sentido, los resultados que obtuvieron implican lo siguiente:  

HBz  es una una buena aproximación a z si 1.00 <<η ; HBK  lo es para a K, para 
4.00 <<η ; HBν   lo es v para 3.00 <<η ; HBa  y HBb  parecen ser buenas 

aproximaciones a a y b para toda η . Adicionalmente, )(rcHB
in  es una aproximación 

razonable a )(rcGMSA
in  excepto en la vecindad de σ=r . )(rc HB

out  es una aproximación un 
poco peor a )(rcGMSA

out , particularmente para las densidades más altas. 
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Ahora se exponen los resultados correspondientes a la RFA. Las funciones de correlación directa 
son iguales para cualquier radio y para todos los valores de η  al comparar la GMSA y la RFA. Se 
muestran las gráficas de la función de correlación directa para η  0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9: 
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A continuación se mostrará la comparación entre la HB y la RFA en las funciones de correlación 
directa. Se utilizará la siguiente notación para todas las siguientes gráficas:  
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Ahora se comparan algunos de los resultados anteriores con simulación:  
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Apéndice II: Demostración de ( ) )(ˆ1ˆ khkS

ϖ
ρ+=  

 
 
La densidad microscópica asociada a la configuración molecular ir  es 
 

   ( )∑
=

−∂=
N

i
irrr

1
)(~ ρρρ      (5.1) 

 
Y su transformada de Fourier: 
 

( ) ∑∫
=

⋅⋅ ==
N

i

rkirki
k

iedrer
1

~ ρρρρρρρ     (5.2) 

 
La invariancia traslacional (debido a la homogeneidad de un fluido en ausencia de un campo 
externo) implica que 
 

      VNr /)(~ ==〉〈 ρρ ϖ
      (5.3) 

 
Entonces, las correlaciones espaciales entre moléculas, en los puntos rρ y r ′ρ están caracterizados 
por dos funciones de correlación de dos puntos 〉′〈 )(~)(~ rr ρρ ρρ  , entonces se define a la g como 
 

        ( )rrrrrrg ′−−
〉′〈

=′ ρρ
ρρ

ρρ δ
ρρ

ρρ 1)(~)(~
),( 2                               (5.4) 
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El segundo término de la definición anterior se resta para eliminar el término trivial correspondiente 
cuando i=j en la doble suma dado por el primer término si (5.1) se sustituye en (5.44). Debido a la 
isotropía e invariancia traslacional ( ) ( )||, rrgrrg ′−=′ ρρρρ

. 
 
 
El factor de estructura estático está definido por: 
 

         ( ) 〉〈= −kkN
KS ρρ1

                                                        (5.5) 

 
Utilizando las ecuaciones (5.1), (5.2) y (5.44), ( )kS  se puede relacionar con la transformada de 
Fourier de ( )rg  o la función de correlación total ( ) ( ) 1−= rgrh  
 
 

( ) ( ) ( )∫∫ ⋅⋅ ++= rdrerdrhekS rkirki ρρ ρρρρ

δρρ1  
 

                                           

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )[ ]∫

∫

∫ ∫

′+′′=

〉′〈′=

′′=

′−⋅

′−⋅

′⋅⋅

rrrrerdrd
N

rrerdrd
N

rderrder
N

rrki

rrki

rkirki

ρρρρρρ

ρρρρ

ρρρρ

ρρρ

ρρρ

ρρρρ

,,1

~~1

~~1

2)(

)(

ρδδρ

ρρ

ρρ

 

 
         ( ) ( ) ( )khk ˆ21 3 ρρδπ ++=

ρ
 

 
       )(kS  ( )kĥ1 ρ+=                                                              (5.6) 

 
 El pico principal de )(kS  ocurre cuando el número de onda es dk /2π≈  . Es el análogo al primer 
pico en la difracción de Bragg de los sólidos cristalinos y caracteriza el grado de corto alcance en un 
líquido. La amplitud del pico principal crece con la densidad y alcanza el valor casi universal de 
2.85 en el punto de congelamiento para la mayoría de los líquidos covalentes. 
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Apéndice III: Derivación de la ec. (2.4) del fluido de esferas duras. 
 
 
El potencial de un líquido de esferas duras está dado por 
 

( )
⎩
⎨
⎧

>
≤

=−
σ
σ

β
r
r

U N 1
0

exp                                                                                                  (5.7) 

 
La forma funcional de la ecuación (5.7) es la misma que la de la función escalón. Por lo tanto, su 
derivada es 
 
 

⎩
⎨
⎧

≠
=∞−

=
σ
σ

r
r

dr
dU N

0
                              (5.8) 

 
 
Utilizando (5.8) se tiene que entonces  que la derivada del potencial es 
 

[ ] ( ) )(exp1exp)exp( σδββ −=−−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=− rU

dr
dU

kTkT
U

dr
dU

dr
d

N
NN

N                         (5.9) 

 
 
Y despejando (5.9) obtenemos la derivada del potencial: 
 

)()exp( σδβ −−−= rUkT
dr

dU
N

N         (5.10) 
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