UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FAcuLTAD DE CIENCIAS

PROPIEDADES TERMODINAMICAS DE
UNA MEZCLA PRODUCIDA POR LA
RECONVERSION ENTRE FERMIONES Y
BOSONES IDEALES A BAJAS
TEMPERATURAS.

TESIS

que para obtener el titulo de:
FISICO

presenta:

Eleazar Neri Medina

Directora de tesis:
Dra. Rosario Paredes Gutiérrez

2009



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Hoja de Datos del Jurado

1.

Datos del alumno

Neri

Medina

Eleazar

57 36 42 93

Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias

Fisica

097122829

Datos del tutor
Dra.

Rosario
Paredes
Gutiérrez

Datos del sinodal 1
Dra.

Maria de los Angeles
Ortiz

Flores

Datos del sinodal 2
Dr.

Juan Carlos
Alonso

Huitrén

Datos del sinodal 3
Dr.

Luis Antonio

Pérez

Lopez

Datos del sinodal 4
Dr.

Vicenta

Sanchez

Morales

Datos de la Tesis

Propiedades termodinamicas de una mezcla producida por la reconversion
entre fermiones y bosones ideales a bajas temperaturas

96 p

2009




"Diocs me libre de completar vada. Este libro entere No es
Mhs gue uN borradeor; mejor dicho, el borrader de uv borrader.
AR, Tiempo, Energia, Divero Yy Paciencia!”

Mory Dick, Herman Melville




0 ledhs ls gue frartiigharer facindh funlle la realiiacin A et e

W/

El desarrollo de esta tesis ha sido financiado por los proyectos de investigacién
DGAPA-PAPIIT (UNAM) IN-117406 y IN-114308:
“Termodinamica y transporte en gases ultrafrios confinados (II)”



Indice general

Hoja de Datos del Jurado i
Indice general vii
Resumen ix
1 Introduccién 1

2 Confinamiento magnético y enfriamiento laser

2.1

2.2

5
Confinamiento magnético . . . . . . . . . . ..o 6
2.1.1 Potencial de confinamiento . . . . . . . ... .. ... 6
2.1.2 Confinamiento radial y axial . . . . . . ... ... ... .. ... ... 7
Enfriamiento laser y evaporativo . . . . . . . . ... ... 9

2.2.1 Fuerza de frenamiento . . . . . . . . . . . ... ... .. ... 9
2.2.2 Frenamiento Zeeman . . . . . . . . . ..o 12
2.2.3 Melazas opticas . . . . . . . .. 12
2.2.4  Enfriamiento evaporativo . . . . . . .. ... Lo 13

3 Termodindmica de un gas ideal cuantico confinado: bosones, fermiones 15

3.1
3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

Gas ideal cuéntico . . . . . ... 16
Formalismo gran canbnico . . . . . . . . . . .. ... oL 16
3.2.1 Densidad de estados . . . . . ... 19
3.2.2 Gran potencial . . . .. ..o o 21
Propiedades termodinédmicas . . . . . . . . ... ... 22
Condensado de Bose-Einstein . . . . . ... ... ... ... ... ..... 27
3.4.1 Calor especifico de un gas de bosones . . . . . . .. ... .. .. ... 32
Gas degenerado de Fermi . . . . . . .. .. .o oo 35
3.5.1 Calor especifico a volumen constante, gas de fermiones . . . . . . .. 38
Potencial quimico . . . . . . . . ... 40
3.6.1 Gasdebosones . . . ... ... ... 40
3.6.2 Gasdefermiones . . . . . . ... ... 42

Vil



viii

INDICE GENERAL

4 Perfiles de Densidad

4.1 Gasdebosones . . . . . ... ..,
4.2 Gasde Fermiones . . . . . . . . . ... ... ...

5 Mezcla de bosones y fermiones

5.1 Composicion de la mezcla . . . . . .. ... .. ...
5.2 Gran potencial de la mezcla . . . . . ... ... ...
5.3 Equilibrio quimico . . . . ... ... 00000
5.3.1 Relaciones termodinamicas . . . . . . . . . ..
5.4 Temperatura critica . . . . . . . ... ... ... ...
5.4.1 Mezcla balanceada . . . . . . ... ... ...
5.4.2 Mezcla desbalanceada . . . . . .. ... ...
5.5 Potenciales quimicos . . . . ... ...
5.5.1 Mezcla balanceada . . . . .. ... ... ...
5.5.2 Mezcla desbalanceada . . . . ... ... ...
5.6 Composicion de la mezcla en equilibrio . . . . . . ..

6 Conclusiones

A Estados energéticos de particula confinada
(Potencial homogéneo, armoénico, cuadrupolar)

B Funciones de Bose y de Fermi

Bibliografia

77

81

83



Resumen

En esta tesis se analizan las propiedades termodinamicas de un gas ideal cuantico confinado
tres diferentes potenciales externos (tridimensionales): homogéneo, arménico y cuadrupolar.
Esta tesis se puede dividir en dos partes: en la primera se estudia al gas conformado por un
solo tipo de particulas: bosones o fermiones (capitulo 3), en este caso se analizan también los
perfiles de densidad como funcion de la temperatura (capitulo 4); mientras que en la segunda
parte se analiza una mezcla con ambos tipos de particulas: fermiones en dos estados de espin
diferentes (T, |) que pueden estar en la mezcla como particulas independientes o ligarse para
formar un boson (capitulo 5).

El analisis termodinamico que se hace del gas de bosones y fermiones comprende
dos regimenes: altas temperaturas, en el que se recuperan las propiedades del gas ideal
clasico; y el de bajas temperaturas, en el cual se abordan las caracteristicas del condensado
de Bose-Einstein y el gas degenerado de Fermi. Se obtienen la temperatura critica T, para
el gas de bosones, y la energia de Fermi € para el gas de fermiones, en cada uno de los
potenciales de confinamiento. Para ambos gases se estudia la entropia y la energia interna,
asi como el potencial quimico como funciéon de la temperatura. Una propiedad importante
que se analiza es el calor especifico a volumen constante C'y, como funcién de la temperatura.
Finalmente también se analizan los perfiles de densidad como funcién de la temperatura.

En el caso de la mezcla, se distinguen dos tipos: cuando el ntimero de fermiones en
cada estado son iguales N; = N, (balanceada), y el caso contrario N; # N| (mezcla des-
balanceada). Para ambos caso se analizan tres propiedades: la temperatura critica T, a la
cual se presenta el condensado de Bose-Einstein en los bosones de la mezcla, y que depende
de la energia necesaria para formar un boson a partir de dos fermiones en diferente estado
(energia de ligadura €*); los potenciales quimicos para cada tipo de particulas (fermiones en
los dos estado T, |; y bosones) como funcién de la temperatura; y finalmente se analiza la
poblacion de fermiones(T, |) y de bosones como funcion de la temperatura.

1X



CAPITULO

Introduccion

Una de las principales caracteristicas de todas la particulas presentes en la naturaleza es
que se pueden clasificar en dos tipos diferentes: bosones y fermiones. Esta clasificacion se
debe al comportamiento estadistico que tienen cuando se congregan para formar un con-
junto de particulas. Esto es una consecuencia del comportamiento cuéntico de las particu-
las, en especifico de la indistinguibilidad! de las particulas. Asi, para un sistema de N
particulas, la funciéon de onda del sistema debe ser fisicamente equivalente ante la per-
mutacion de dos particulas. Se puede demostrar entonces que la funcion de onda del sistema
W(---r;---rj---) puede ser simétrica o antisimétrica ante la permutacion de dos particulas:
U(-eoryeeerjeor)==2U(---r;-- -1+ ). Cuando la funcion de onda es simétrica (+), a las
particulas se les denomina bosones y cuando la funcion de onda es antisimétrica (-) se les
denomina fermiones. Una consecuencia de esto es que los fermiones satisfacen el principio
de exclusion de Pauli, mientras que los bosones no. Asi, en un mismo estado cuantico puede
haber uno o mas bosones; pero tnicamente puede haber un fermién. Por otro lado, se sabe
que el espin de los bosones debe tener valor entero, mientras que el de los fermiones valor
semientero.

Esta caracteristica de las particulas permite que para un gas ideal (particulas sin in-
teraccion), a muy bajas temperaturas, ocurran dos fenémenos diferentes segin el tipo de
particulas que lo componen: el condensado de Bose-Einstein para un gas de bosones y el
gas degenerado de Fermi para un gas de fermiones. El condensado de Bose-Einstein se car-
acteriza por que la gran mayoria de los bosones que componen al gas, se hallan en el estado
de minima energia (estado base) como consecuencia de que los dtomos pueden ocupar el
mismo estado cuantico, la transiciéon al condensado ocurre a una temperatura critica 7., que
depende tnicamente de la densidad de particulas del gas. Por otro lado, el gas degenerado
de Fermi se define como un gas de fermiones a T' = 0; en este caso las particulas ocupan los
estados de minima energia (respetando el principio de exclusion), de tal manera que llenan
todos los estados con energia menor a la energia de Fermi €, y que también depende tni-

!Por indistinguibilidad, entendemos no solo que todas las particulas son idénticas (cuando son del mismo
tipo); sino que ademas no podemos “etiquetarlas" para diferenciar una de otra.



2 Introduccién

camente de la densidad de particulas. Este comportamiento del gas degenerado de Fermi es
una consecuencia de que los fermiones satisfacen con el principio de Pauli. En la figura 1.1
se ilustra este comportamiento para ambos tipos de particulas confinadas en un potencial
armonico.

gas de bosones .
gas de fermiones

/ 0\ / N/ \ —
N\ &\
= gl > o/
N
T=0 T>0 T=0

Figura 1.1: Ocupacion de los bosones y de los fermiones en los estados energéticos para T >0y T =0

Ambos fenémenos habian permanecido inicamente como predicciones tedricas, hasta que
se logr6 obtener experimentalmente por primera vez el condensado de Bose-Einstein en el ano
1995, y el gas degenerado de Fermi en el ano 1999. El condensado de Bose-Einstein se obtuvo
el mismo ano por varios grupos de investigadores en diferentes universidades utilizando gases
alcalinos: 8Rb (Cornell y Wieman, Univ. de Colorado)[3|, ?"Na (Ketterle, MIT)[4] y "Li
(Hulet, Univ. de Rice)[5]. Mientras que el gas degenerado de Fermi se logré con un gas de
10K por el grupo de la Dra. Deborah Jin en la Universidad de Colorado [6].

Para lograr obtener el condensado de Bose-Einstein y el gas degenerado de Fermi fue
necesario confinar a los gases y alcanzar temperaturas del orden de nanokelvins. Las técnicas
experimentales para obtener estas condiciones consisten principalmente en la aplicacion de
campos magnéticos que interactiian con el momento magnético de los &tomos de tal manera
que actiian como un potencial, gracias al cual es posible confinar al gas; y la aplicacién de
radiacion laser que actiia como un medio por el cual el &tomo es frenado, esto provoca que
la velocidad de los dtomos del gas disminuya y por lo tanto el gas se enfrie. En el capitulo
2, se hara una breve revision de los fundamentos fisicos que soportan estas técnicas.

A partir de que se logré obtener experimentalmente el condensado de Bose-Einstein y el
gas degenerado de Fermi, se ha venido intensificado la variedad de experimentos con gases
atomicos a muy bajas temperaturas; uno de estos son las mezclas compuestas por ambos
tipos de particulas: bosones y fermiones. Asi, en el afio 2003 el grupo de la Dra. Deborah Jin
consigui6 obtener la fase condensada de Bose-Einstein a partir de un gas con atomos de 4°K
(fermiones) en dos estados de espin diferentes (T, |)[7]. Para lograr la mezcla de fermiones y
bosones, se inicia con un gas de fermiones en dos estados de espin diferentes; de tal manera
que es posible que dos de ellos se liguen para para formar un bosén molecular (T]). La
formacion de bosones es controlada mediante la interaccion entre los fermiones y puede ser
“modulada" por medio de un campo magnético externo. Sila temperatura es suficientemente
baja entonces el gas puede pasar de un estado de gas degenerado de Fermi, a un condensado
de Bose-Einstein, y viceversa. Estos experimentos tienen un interés importante debido la
transicion BEC-BCS: de un estado de condensado de Bose-Einstein BEC (bosones), a un
estado de superfluido BCS (fermiones).



Esta serie de logros experimentales en gases atéomicos a muy bajas temperaturas ha
motivado la investigacion tedrica por describir las diferentes propiedades de estos gases bajo
estas condiciones. En este sentido, el objetivo de esta tesis es analizar la termodindmica de
un gas ideal cuéntico confinado: tanto del gas compuesto por un solo tipo de particulas, ya
sea fermiones o bosones; asi como de una mezcla compuesta por ambos tipos de particulas.

La estructura de esta tesis se puede resumir de la siguiente manera: en el capitulo 2 se
hace una breve revision de los fundamento fisicos que describen el confinamiento magnético
y el enfriamiento laser, y que hacen posible alcanzar temperaturas del orden de nanokelvins
en gases atomicos. En este capitulo mostraremos que el confinamiento de estos gases se
logra mediate potenciales de tipo armoénico (V(r) o< r?) y cuadrupolar (V(r) oc r). Asi,
en el capitulo 3 se hace el anélisis de la termodinamica del gas compuesto por bosones o
fermiones, confinados en ambos potenciales junto, con el bien estudiado en la literatura,
potencial homogéneo? (caja cibica); se estudian las caracteristicas para el condensado de
Bose-Einstein (temperatura critica), asi como las del gas degenerado de Fermi (energia de
Fermi). Por otra parte, en el capitulo 4 se obtienen los perfiles de densidad, para el gas de
bosones y de fermiones, como funciéon de la temperatura; los perfiles pueden servir como
un medio de comparaciéon con los experimentos, ya que estos son reportados por quienes
realizan los experimentos con gases a muy bajas temperaturas. En en el capitulo 5 se aborda
la termodindmica de una mezcla de fermiones en dos estados diferentes (T, |) que pueden
formar un bosén molecular(T]); en este caso se estudian las propiedades de la temperatura
critica a la cual se presenta el condensado de Bose-Einstein en los bosones de la mezcla,
asi como los potenciales quimicos para cada tipo de particulas que componen la mezcla y
la poblacion de cada tipo de particulas como funciéon de la temperatura. Para la mezcla
identificamos dos tipos: mezcla balanceada, para la cual hay el mismo ntimero de fermiones
de cada estado de espin (N} = N)); y la mezcla desbalanceada que corresponde al caso
contrario (N; # N|). Finalmente en el capitulo 6 se hace una discusion final.

2Aunque el para el caso del potencial homogéneo son bien conocidas sus propiedades, que se pueden
consultar varios libros de Fisica Estadistica: Greiner[15], Huang[16], Pathria[17], etc. este ha servido como
comparacién con los otros dos.



CAPITULO

Confinamiento magnético
y enfriamiento laser

Uno de los logros experimentales mas importantes en las ultimas décadas ha sido la obten-
cion de la fase condensada de Bose-Einstein y el gas degenerado de Fermi en gases atémicos.
Esto fue posible gracias a las técnicas de confinamiento y enfriamiento de estos gases, que
permitieron obtener densidades del orden de 102 ~ 10 particulas por cm?® y al mismo
tiempo alcanzar temperaturas del orden de nanokelvins [3] [4]. Aunque la teoria que funda-
menta estas técnicas es muy amplia y compleja; en este capitulo se hard una breve revision
sobre ella. Primero analizaremos el confinamiento magnético de los gases. Esto se logra
mediante campos magnéticos externos que interactiian con el momento magnético de los
atomos; de tal forma que representan potenciales de tipo armoénico y cuadrupolar para los
atomos. Dichos campos son producidos mediante arreglos de bobinas con diferentes con-
figuraciones; aqui analizaremos una configuracién que utiliza dos arreglos de bobinas: uno
para el confinamiento radial y otro para el confinamiento axial, si pensamos en coordenadas
cilindricas.

Posteriormente analizaremos los principios basicos del enfriamiento lasér que consisten
en frenar a los d4tomos del gas mediante una fuerza producida por el campo de radiaciéon de
un lasér que interactta con los atomos. Estudiaremos el frenamiento Zeeman que consiste
en aplicar un campo magnético adicional a los atomos para compensar la variacion de la
fuerza de frenamiento debida al efecto doppler en el sistema del &tomo. Haremos una breve
explicacion de las melazas Opticas, que consisten en un arreglo de laseres, capaces de ejercer
sobre los 4tomos una fuerza parecida a la de un medio viscoso sobre una particula. Final-
mente revisaremos el enfriamiento evaporativo, cuyo principio es el de permitir escapar a los
atomos més energéticos del gas, y por lo tanto disminuir aiin mas la temperatura del gas.



6 Confinamiento magnético y enfriamiento laser

2.1 Confinamiento magnético

El confinamiento de gases atémicos es posible mediante la aplicacion de campos magnéticos
externos que interactiian con el momento magnético de los atomos. Como es bien sabido,
la interaccién entre el momento magnético de un 4tomo con un campo magnético externo
produce el desdoblamiento de las energias de los distintos estados del &tomo. Este es el efecto
Zeeman, y es el principio mediante el cual es posible confinar los atomos, como veremos a
continuacion.

2.1.1 Potencial de confinamiento

En general un atomo multielectréonico tiene un momento angular total dado por F=J-+I,
donde J es el momento angular electrénico total! debido a los electrones que componen al
atomo; mientras que I corresponde al espin total del nicleo. Asi, el estado del &tomo queda
determinado por los cuatro nimeros cuanticos |IJFMp), donde Mg es la proyeccion del
momento angular total del &tomo F.

El momento magnético total del a&tomo tiene entonces dos contribuciones, una debida al
momento angular electréonico J y otra al espin nuclear I:

Hatomo = _gJ:uBJ + QIMNI, (21)

donde g; = %—i—%, es el factor de Landé para el acoplamiento L-S; mientras que g;

corresponde a la razon giromagnética del nicleo; pp v iy son el magneton de Bohr y nuclear
respectivamente?. El signo negativo viene por que corresponde a la contribucién debida a
los electrones que tienen carga negativa, mientras que el signo positivo corresponde a la
contribucion del nicleo que esta formado por protones con carga positiva. De esta forma la
energia de interacciéon entre el momento magnético del &tomo y un campo magnético externo
B(r), esta dada por:

U(r) = —Hatomo - B(r). (2.2)

Cuando el campo magnético externo no es muy intenso 20|, entonces la energfa de interaccion
entre el momento magnético del atomo y el campo magnético externo esté dada por:

U(r) = grpsMr [B(r)], (2.3)
_ F(FH)+J(J+1)—I(I+1)

donde gp = SF(F1) gy, corresponde al factor de Landé para el acoplamiento
I-J, que en general es positivo. Este potencial de confinamiento ejerce sobre los a&tomos una
fuerza que depende de la posicion:

F(r) = —VU = —grupMpV |B(r)|; (2.4)

1J=L+8, donde L corresponde al momento orbital electrénico total y S al espin electrénico total. En
los 4tomos alcalinos en su estado base, que son los més utilizados en los experimentos de condensacion de
Bose-Einstein, L = 0 por lo que J:S::I:%

2,UB = 22’1 ~ 5.66 x 10~ %eV T} UN = (me/mp)uB ~ nup/1836
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estd fuerza es la necesaria para confinar a los dtomos. Asi, un campo magnético B(r)
que contenga un minimo produce un gradiente de fuerzas, y de manera efectiva se tiene
un potencial externo de confinamiento U(r) . La manera mas utilizada en las técnicas
experimentales de conseguir esto, consiste principalmente en dos arreglos de bobinas, uno
para el confinamiento radial y otro para el confinamiento axial si consideramos coordenadas
cilindricas.

2.1.2 Confinamiento radial y axial

El confinamiento radial se consigue mediante un cuadrupolo magnético que consisten en dos
pares de bobinas colocadas paralelamente sobre un mismo eje, tal que la corriente eléctrica
en las bobinas circula en sentidos contrarios, la figura 2.1a es un esquema de este arreglo. Si
las bobinas son alargadas como se muestra en esta figura, entonces en una pequena region
cerca del origen, el campo magnético tiene componente z nula y tinicamente depende de la
direccion angular ¢ y del radio r de la siguiente manera|20]:

B(r,$,z) = —Bro, (2.5a)
B(r, ¢, 2)| = Br, (2.5b)

donde B es una constante. Entonces la intensidad del campo magnético depende tinicamente
de r (linealmente), por lo que se anula sobre el eje z (r = 0), |B(0, ¢, z)| = 0; de esta manera
el potencial de confinamiento (2.3) toma la siguiente forma:

U(r) = (9pupMpB) 7. (2.6)

Este potencial que varia linealmente, se le conoce como potencial cuadrupolar. Asi, la
fuerza que se ejerce sobre los d4tomos por este potencial toma la siguiente forma:

F(r)=-VU(r) = —(9rnsMrpB) 7. (2.7)

Si un atomo se encuentra en un estado con Myp > 0, la fuerza es de atraccién hacia el
eje z donde el potencial es minimo U(0) = 0; asi, los atomos pueden ser confinados sobre
del eje z. Si por el contrario un dtomo se encuentra en un estado con Mg < 0 la fuerza es
de repulsion y escapa del confinamiento (ver figura 2.1b).

Existe una desventaja con estd configuracion del campo, ya que en el eje z donde se
confinan los atomos el campo es nulo. Esto provoca que la separacion energética, debida
al efecto Zeeman, entre estados con distinto nimero cuantico M sea muy pequena o nula.
Asi, los atomos cambian facilmente de un estado con Mp > 0 a estados con Mp < 0, debido
a la pequena brecha energética y escapan del confinamiento radial.

Existen diferentes técnicas que se han implementado para eliminar este defecto en el con-
finamiento radial. Una de ellas consiste en la aplicacion un campo magnético adicional B'(z),
cuya intensidad sobre el eje z tenga un valor diferente de cero. De esta forma el campo mag-
nético total, sobre este eje, tiene un valor diferente de cero. Asi, la brecha energética entre
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(a) bobinas (b) U(’I“)
Wl ——7

| ¥
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Figura 2.1: (a) Conjunto de bobinas que produce un potencial cuadrupolar para el confinamiento axial
de los atomos. (b) grafica del potencial cuadrupolar en funcion de la distancia radial al eje z
(U(r) x r), este potencial en el origen se anula; las particulas con estado Mp > 0 son atraidas
hacia el origen mientras que las que tienen estado Mg < 0 son repelidas del origen.

estados con diferente M es mayor, y se evitan posibles transiciones de los &tomos a estados
con Mp < 0 para que escapen.

Mediante un arreglo de bobinas Helmholtz en la direccion axial (fig. 2.2), es posible
obtener este campo adicional. Sobre el eje z, el campo producido por este par de bobinas
tiene tinicamente componente vertical y tiene un valor minimo en el origen: B'(0) = Byz,
diferente de cero y que se mantiene uniforme en una pequena region alrededor del origen.
Asi, el campo magnético total cerca del origen ahora viene dada por:

B(r,¢,z) = —Br¢ + Byz, (2.8a)

BQ 2
B(r)| = [B2+ B%?]"” ~ By + ——
25,

; (2.8b)

esta aproximacion es buena para Br < By, que se cumple para pequenos valores de r, que
corresponde a la zona de confinamiento de los atomos, entonces el potencial de confinamiento
(2.3) queda de la siguiente forma:

B?r? 1 5,
U(r) = gruMp | Bo + = Up + smw;r?, (2.9)
2B, 2

cuya expresion es de tipo oscilador armoénico. Donde m es la masa de los atomos, y

Wy = ,/Q—F%B corresponde a la frecuencia de oscilacién del confinamiento radial. El

valor minimo del potencial esta dado por Uy = gruupMpBy. Asi, mediante este potencial se
consigue el confinamiento radial de los atomos.

Para el confinamiento axial se emplea el mismo arreglo de bobinas Helmholtz utilizado
para producir el campo magnético B'(z). Como hemos visto, la intensidad del campo debido
a este par de bobinas, en la direccion z tiene un valor minimo en el origen |B'(0)| = By y se
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puede mostrar[20] que la intensidad de este campo en la direccion axial varia de la siguiente
forma: |B'(z)| ~ By + B’2%. Donde By y B’ son constantes diferentes de cero; de manera
que también se produce un potencial de confinamiento, de tipo armoénico, en la direcciéon
axial con frecuencia w, = /2B’/m. Asi, es posible confinar a los 4tomos en una nube de
tipo cilindrica (w, < w,) o esférica (w, = w;).

(@)

Vgﬁ
bobinas = =

Helmholtz

bobinas
Helmholtz

—

Figura 2.2: (a) Arreglo de Bobinas helmholtz, que junto con el el cuadrupolo magnético producen un
potencial de tipo arménico. (b) gréfica del potencial armonico, generado por el conjunto de
bobinas, cuyo valor en el origen Uy es distinto de cero.

2.2 Enfriamiento laser y evaporativo

La idea del enfriamiento laser se puede entender de una manera simple como el frenamiento
de las particulas (disminuciéon de su velocidad) que conforman al gas para asi bajar su
temperatura. Como sabemos, la temperatura para un gas ideal se relaciona con la energia
cinética de las particulas como:

3kpT/2 = muv?, /2, (2.10)

donde v,,,s representa la raiz del promedio de la velocidad cuadratica de las particulas
(Vrms = 1/ {v?)); de tal manera que al reducir la energfa cinética de las particulas (mev? . /2)
entonces la temperatura del gas disminuye.

2.2.1 Fuerza de frenamiento

El proceso de enfriamiento laser por el cual los &tomos del gas se “frenan”, se puede entender
mediante la absorcion y emision de fotones de la siguiente manera (ver figura 2.3): supongamos
inicialmente un atomo que encuentra en su estado base y se mueve con momento® p, = muv;,

3Por simplicidad y sin perdida de generalidad consideremos el movimiento del atomo y del fotén en una
sola dimension.
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mientras que un fotéon se propaga en direccion contraria a la del dtomo con momento?
ps = —hk; de tal manera que en la colision del atomo y el fotén, este es absorbido por el
atomo y pasa a un estado excitado. Por conservacion de momento el &tomo, ahora en estado
excitado, reduce su velocidad inicial en la cantidad vy, = —hk/m (p), = mv;—hk). Después
de un tiempo el &tomo decae nuevamente a su estado base emitiendo un fotén con la misma
energia que el absorbido en dos posibles direcciones (p’f = +hk), por lo que el momento
final del 4tomo tiene dos posibilidades: p? = v;, p” = v; — 2hk. Sin embargo, puesto que la
direccion de emision del foton es arbitraria (emision espontanea), en promedio el momento
final del atomo es (p?) = [(mv;) + (mv; — 2hk)]/2 = v; — hk y la velocidad del atomo se
reduce en el valor vy, = —hk/m. Después de varios procesos de absorcién-emision el &tomo
puede reducir su velocidad a valores del orden de 30m/s, que para un gas cuyas particulas
tienen en promedio esté velocidad, corresponde a temperaturas del orden de microkelvin.

Do = MU; py = —hk
— IEEESN

pl, = mv; — hk
atomo excitado

(fot6n absorbido)

emisién del fotén BESSN ‘ ===
en direccin arbritraria
— —

Pl = my; Pl = mv; — 2hk

(0l) = [(mv;) + (mv; — 2kk)]/2 = v; — hk

Figura 2.3: Proceso del enfriamiento léaser: un atomo que se mueve con momento p, absorbe un fotén que
se propaga en direccién contraria con momento —hk; después de un tiempo el dtomo emite
en un fotén con la misma energia y en direcciéon arbitraria por lo que el d&tomo disminuye su
velocidad en la cantidad —hk.

Este modelo que se ha explicado del enfriamiento lasér mediante la absorciéon y emision
de fotones considera a los atomos y los fotones como particulas cuya dindmica es clasica;
sin embargo el 4tomo y su interaccion con los fotones representa un sistema cuantico, que
conforme disminuye la energia de los dtomos (menor temperatura del gas) mas evidentes
seran sus efectos cuéanticos. Es posible hacer una aproximacion semiclasica mediante un
sistema cuantico de dos niveles (4&tomo en su estado base y su estado excitado) que interactia
con un campo de radiacion (laser), lo nos permite obtener una expresion para la fuerza que
se ejerce sobre un atomo (F = Ap;/At) debida al impacto con los fotones (campo de
radiacion)[18],[20],[19]:

4La energia de un foton viene dada por Ey = hv = hc/A, donde c es la velocidad de la luz en el vacio;
por otro lado la energia del foton esta relacionada con su momento lineal mediante py = E; /¢, por lo que
entonces: py = hk, donde k = 27/,
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Elemento | T; (fuente de dtomos) | v’ .. | Lmin T Tin
(K) (m/s) | (m) | (ns) | (pK)
'H 1000 5000 | 0.012 | 1.60 2389.
‘He 650 2013 4.4 | 106.83 | 35.75
i 1017 2051 1.5 26.87 | 142.11
2Na 712 876 0.42 15.90 | 240.18
3K 617 626 0.77 | 26.13 | 146.16
85Rb 568 402 0.75 | 26.63 | 143.41
133Cs 544 319 0.93 | 30.70 | 124.39

Tabla 2.1: Algunos datos del tiempo minimo y de la distancia minima de frenado de los atomos para
diferentes elementos, a partir de una temperatura inicial 7.

r S0
I Ar— e (E . 2.11
pfotcm/ <2 14 sg+ [2(wz - wo)/FP) ( )

Esté fuerza de frenado sobre los a&tomos depende de la vida media de excitacion del &tomo
7 (I' = 1/7), de la frecuencia del laser wj, y la de resonancia del d&tomo wy, asi como del
factor sg = I /14, que corresponde a la razon entre la intensidad del laser y la de saturacion.

A intensidades del laser muy grandes (I — o0) la fuerza de desaceleracion llega a un
limite dado por F,,,. = hkI'/2. Por lo que hay una méaxima desaceleracion posible para el
atomo dada por d,,.; = hkT'/(2m). Para el Na por ejemplo, es del orden de 10° veces la
aceleracion de la gravedad. Esta fuerza maxima determina un tiempo minimo para frenar
totalmente al Atomo®; que inicialmente tiene una velocidad v?, ., dado por: ., = V%, ./Gmaz,
asf como la distancia minima necesaria para frenarlos: L, = (v, .)%/20maz-

En la tabla 2.1 se dan algunos valores de L,,;, para algunos elementos (alkalinos) que
se utilizan en los experimentos [10]. Debido a que estos elementos, en su estado puro, se
encuentran en fase solida bajo condiciones normales es necesario calentarlos en un horno
(fuente de atomos) hasta una temperatura 7T; para tenerlos en fase gaseosa. El horno, a
temperatura T;, acttia como fuente del haz de dtomos cuya velocidad inicial esta dada por
vl . = 21/kT;/m. Es importante mencionar que el confinamiento de los gases se hace en
camaras de ultravacio con presiones del orden de 10~° Torr|[14].

Este proceso de frenado para los d4tomos requiere intensidades altas del laser. Sin em-
bargo, esto puede afectar el enfriamiento del gas ya que cuando la intensidad de la radiacion
es muy intensa puede producir emision estimulada de fotones. En este caso el foton es emi-
tido en la misma direccion del fotén absorbido (p; = p} = —hk) por lo que la transferencia
de momento al atomo después del proceso absorcién-emision es cero (p, = pli = mv;) y el
atomo no disminuye su velocidad inicial v; por lo que no es posible enfriar al gas.

5Claro que esto no es posible para los atomos, debido al principio de incertidumbre de Heisenberg. Sin
embargo nos da una estimaciéon del tiempo minimo para frenar a los 4tomos a velocidades cercanas a cero.
Ademsés como veremos mas adelante existe una velocidad minima a la que se llega mediante la técnica de
enfriamiento laser
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2.2.2 Frenamiento Zeeman

La fuerza de frenado dada por la ecuacion (2.11) es méxima cuando w; = wp. Sin embargo si
el atomo se mueve con velocidad v en direcciéon contraria a la radiacion laser, la frecuencia
laser en el sistema de referencia del atomo varia por efecto Doppler como:

w, = wy + kv. (2.12)

Es necesario entonces compensar este corrimiento Doppler en la frecuencia del laser. Para
ello se aplica un gradiente de campo magnético, de tal forma que la frecuencia de resonancia
del atomo varie y compense este corrimiento Doppler. Esta técnica llamada frenamiento
Zeeman, utiliza magnetos que producen un gradiente de campo magnético en la direccién
que viaja el 4tomo (supongamos z). Los estados energéticos del atomo, que viaja a través
del gradiente de campo, tienen un corrimiento por efecto Zeeman (AEy) de tal forma que
la frecuencia de resonancia del atomo varia de la siguiente manera:

AEy
h
Donde wy es la frecuencia de resonancia del atomo en ausencia de campo magnético y
AFEy corresponde a la energia de interaccion entre el momento magnético del atomo y el
campo magnético externo: AEy; = —p,,... - B(z). Asi, se busca un campo magnético B(z)
tal que cumple la relacion: wj = wj, y que corresponde a la condicion de que la fuerza sea
maxima:

wh = wo + : (2.13)

AFE
wo + TZ =w; + kv. (2.14)

2.2.3 Melazas 6pticas

Hasta ahora hemos considerado que el 4tomo se mueve en una sola direccién, mientras
que el campo de radiacion laser se propaga en direcciéon contraria a la del atomo. Asi, la
técnica de frenamiento Zeeman es aplicable para un haz de atomos que se propaga en una
sola direcciéon. Sin embargo en un gas los atomos se mueven en cualquier direccién y para
lograr enfriarlo es necesario tres pares de laseres ortogonales que se propagan en direcciones
opuestas. Cualquier direcciéon arbitraria en la que se mueva el &tomo, se puede descomponer
en las tres direcciones ortogonales de los laseres.

Analicemos el movimiento del atomo sometido a la radiacién de un solo par de laseres
que se propagan en direcciones opuestos con la misma frecuencia w;. La fuerza de frenado
(2.11) sobre el atomo © debido al par de laseres es:

I So 50
Fmet - = hki { 1+ 5o+ [2(w; — kv —wo) /T2 1+ 5o+ [2(w; + kv — wp) /T2 }
= Fl(w —wo) — kv] = Fl(w — wo) + kv] (2.15)

En el sistema de referencia del atomo, donde la frecuencia del laser esta dada por: w) = w; F kv, segin
el laser se propague en la misma direcciéon que el &tomo, o en direccién contraria.
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Haciendo una aproximaciéon hasta primer orden en serie de Taylor, alrededor de 6 =
w; — wp, tenemos que:

Foa = [F0) = 5] - [P0+ ]

oF
2 kv = — 2.1
% kv av (2.16)

12

La fuerza sobre el d&tomo, debida al par de laseres, es proporcional a su velocidad.
Esta fuerza es igual al de una particula que se mueve en un medio viscoso (de ahi el
nombre de melazas opticas). El coeficiente de proporcionalidad dado por a = 2/{:%—? =

4hk2%. Para que esta fuerza actiie en sentido contrario al movimiento del atomo
y lo frene es necesario que a > 0, que se cumple siempre y cuando: w; —wy = 6 < 0. Es decir
que la frecuencia del laser debe de ser menor a la de resonancia del atomo. Esta técnica es
muy eficiente para enfriar gases atémicos a temperaturas del orden de microkelvin. Sin em-
bargo, para lograr el condensado de Bose-Einstein o el gas degenerado de Fermi es necesario
tener al gas a temperaturas del orden de nanokelvins’, mediante la técnica de enfriamiento

evaporativo es posible llegar a estas temperaturas.

2.2.4 Enfriamiento evaporativo

Como hemos visto el proceso de enfriamiento laser consiste en la absorciéon y emision de
fotones por los &tomos. En el proceso de emision, el foton es emitido al azar en cualquier di-
reccion y la transferencia de momento al &tomo, por el proceso de emision, después de emitir
varios fotones es en promedio cero. Sin embargo, en el proceso de emision de varios fotones el
atomo desarrolla un movimiento aleatorio en el espacio de momentos, similar al movimiento
Browniano de una particula en el espacio real. Este efecto tiene como consecuencia que el
atomo no se frene por completo (v # 0), y por lo tanto hay una temperatura minima 7},;,
por debajo de la cual no es posible enfriar al gas mediante la técnica de enfriamiento laser.

Un analisis del movimiento aleatorio del atomo en el espacio de momentos, con pasos
hk/m correspondientes a la emisién de un foton, determina la temperatura minima [10]:
Tonin = hL'/2k;. Esta temperatura depende tinicamente de la vida media del estado excitado
del &tomo I" = 1/7. En la tabla 2.1 se dan los valores 7 y T,,;, para algunos elementos usados
en los experimentos [10]. La temperatura limite a la que se puede enfriar un gas mediante
la técnica laser es del orden de microkelvins. Para lograr enfriar al gas a temperaturas del
orden de nanokelvins se emplea adicionalmente la técnica de enfriamiento evaporativo.

La idea del enfriamiento evaporativo consiste en dejar escapar del confinamiento a las
particulas mas energéticas (rapidas) de tal manera que las particulas que queden en el
gas tienen en promedio menor energia, lo que significa menor temperatura del gas. La

"La temperatura critica del condensado de Bose-Einstein y del gas degenerado de Fermi dependen de la
densidad de particulas en el gas, en los experimentos de confinamiento de 4tomos se obtienen densidades del
orden de 10° — 10'°. Para estas densidades las temperaturas criticas son del orden de 107K
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distribucion de energia de los &tomos en un gas depende de la temperatura 1" através de la
distribuciéon de Boltzmann:

F(E,T) = exp(—E/k,T.) (2.17)

Supongamos que el gas tiene una temperatura 77, que corresponde a una distribuciéon
f(E,T}) y se dejan escapar a los d&tomos con energia mayor que un valor dado FE., entonces
la energia por atomo en el gas sera menor. Después de un tiempo el gas llega al equilibrio
térmico por el proceso de colisiones entre los atomos, y se establece una nueva distribucion
de energia f(F,T5), donde necesariamente To < Tj. Este es el proceso de enfriamiento
evaporativo, en la practica se suele hacer gradualmente repitiendo el proceso varias veces
hasta llegar a temperaturas del orden de nanokelvins.

Existen principalmente dos maneras de dejar escapar a los &tomos méas energéticos. Una
de ellas es reducir la intensidad del potencial de confinamiento hasta un valor U,,.., de
tal manera que los atomos con energia F > U,,., escapen. Este proceso también reduce
el espacio de confinamiento® del gas por lo que puede representar una desventaja. Otra
forma mas eficiente es utilizar campos electromagnéticos de radiofrecuencia para producir
transiciones de los atomos a estados con Mpr < 0, que como mencionamos anteriormente la
fuerza sobre ellos es de repulsion y por lo tanto escapan del confinamiento.

(a) (b)

Figura 2.4: Enfriamiento evaporativo: (a) cuando se disminuye la intensidad del potencial de confinamiento
da lugar a que las particulas mas energéticas escapen de la trampa. (b) mediante pulsos de
radiofrecuencia se induce que los a&tomos mas energéticos realicen una transicion a estados con
Mp < 0 de tal manera que escapan de la trampa

8Recordemos que el potencial de confinamiento depende de las coordenadas espaciales, ec. (2.6), (2.9)



CAPITULO

Termodinamica de un gas ideal cuantico
confinado: bosones, fermiones

En el capitulo anterior se hizo una breve revision de los fundamentos fisicos de las técnicas
experimentales mediante las cuales es posible confinar a los gases atéomicos para lograr las
condiciones necesarias del condensado de Bose-Einstein y gas degenerado de Fermi. Como
vimos, esto se logra mediante campos magnéticos externos que producen potenciales de tipo
cuadrupolar (U(r) o« r) o de tipo armoénico (U(r) o< r?). En este capitulo analizaremos la
termodinamica del gas ideal cuéntico confinado en cada uno de estos potenciales (armonico
y cuadrupolar), junto con el potencial homogéneo (caja rigida tridimensional).

Para ello usaremos el formalismo del conjunto gran canoénico; en el cual, a partir del
gran potencial (7', V, (1) se obtienen las relaciones termodinamicas que describen al sistema.
Como veremos, el gran potencial para el gas ideal cuantico confinado en un potencial externo
U(r), depende tunicamente de la densidad de estados p(€) para una particula confinada
en dicho potencial, por lo que se determina la expresion de p(€) para cada uno de los
potenciales externos: armonico, cuadrupolar y homogéneo. Posteriormente se analizan las
relaciones termodinamicas que describen ambos tipos de gases (bosones y fermiones), donde
distinguimos dos regimenes de temperatura: altas temperaturas, donde recuperaremos las
propiedades del gas ideal clasico (ecuacion de gas ideal y teorema de equiparticion de la
energia); y el régimen de bajas temperaturas donde analizamos el fenémeno del condensado
de Bose-Einstein para el gas de bosones y el gas degenerado de Fermi para el gas de fermiones.
En este caso, obtendremos la temperatura critica 7., y la energia de Fermi €, para cada
potencial de confinamiento.

15
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3.1 Gas ideal cuantico

Por gas ideal cuantico entendemos un sistema de N particulas (dtomos, moléculas, etc) que
se mueven libremente, es decir no interactiian entre ellas. Ademas, las particulas se rigen
por las leyes de la mecanica cuéntica. Esto lo hace diferente de un gas ideal clésico, donde
las particulas no interactiian entre ellas, sin embargo su dinamica esta determinado por la
mecanica clasica. Debido a su comportamiento cuéntico, las particulas se pueden clasificar
en dos tipos: bosones o fermiones. Esta clasificacion es muy importante cuando se trata de
sistemas de muchas particulas, y como veremos mas adelante, marca una diferencia notable
en el comportamiento de un gas de bosones y un gas de fermiones en el régimen de muy
bajas temperaturas (cuando los efectos cuanticos de las particulas se hacen evidentes).

En mecanica cuantica a cada particulas se le asocia una longitud de onda A = h/p, donde
h es la constante de Planck y p el momento de la particula. Por otro lado, clasicamente, en
un gas ideal homogéneo la energia promedio por particula (que en un gas ideal es solamente
cinética) se relaciona con la temperatura mediante la siguiente relacion: (p*/2m) = 3k,T/2,
donde kj es la constante de Boltzmann. De esta relaciéon podemos despejar p, y sustituirlo en
la longitud de onda de la particula, con lo cual obtenemos A = h//3mk,T, que representa
la longitud de onda asociada a las particulas de un gas ideal clasico. Es usual definir la
longitud de onda térmica como: A\, = h/y/2mmkyT, que salvo por factores constantes es
idéntica a \. Asi, cuando la separacion entre las particulas que conforman al gas es del orden
de A\, (es decir del orden de su longitud de onda), entonces los efectos cuanticos comienzan
a ser apreciables. Como la separacion entre las particulas depende de la densidad del gas,
esto sucede cuando:

g»; ~ 1, (3.1)
donde N/V representa la densidad de particulas del gas. Es importante notar que esta
relacion depende tanto de la temperatura (a través de \;), asi como de la densidad de
particulas; y como veremos méas adelante marca el limite a partir del cudl un gas ideal
cuantico cambia de manera evidente sus propiedades; en un gas de bosones se presenta el
fenémeno de condensado de Bose-Einstein, mientras que en el gas de fermiones el llamado
gas degenerado de Fermi. Cuando la temperatura es del orden de nanokelvins, que son las
temperaturas alcanzadas en los experimentos, la longitud de onda térmica (para un gas con
atomos de 8"Rb, m = 1.4 x 107%kg) es del orden de Ay ~ 6 x 10~*cm; mientras que las
densidades alcanzadas son del orden de N/V ~ 107!?/cm?, y por lo tanto se cumple la
relacion (3.1).

3.2 Formalismo gran candénico
La termodindmica del gas ideal cuantico la estudiaremos en el formalismo del conjunto gran

canénico. En este formalismo se define el gran potencial Q(T,V, u), a partir del cual se
obtienen las siguientes relaciones termodinamicas que describen el sistema:
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STV, ) = (g—g)v (3.22)
P(T,V, ) = — (%)T,/ (3.2b)
N(T,V, 1) = — (%)w. (3.20)

Asi, en este formalismo, Q(T, V, 1) representa el potencial termodinamico del sistema y
se define a través de la funcion de gran particion =(7', V, i), de la siguiente manera:

T, V, jt) = —k,TInZ, (3.3)

mientras que la funcién de gran particion se define de la siguiente forma:

E(T, Vi) = > Zn(T, V)V, (3.4)
N=0

donde o« = p/ksT, y N es el nimero de particulas; por otro lado, Zn(T, V') representa la
funciéon de particion candnica definida de la siguiente manera:

ZNTV) = ) ertimarmeer), (3.5)

{nina--}

donde 3 = 1/kT y np es el namero de ocupacion, que corresponde al nimero de particulas
que se encuentran en el estado cuantico p-ésimo con energia €,. Para el gas de fermiones
tenemos la restriccion de que np = 0, 1; mientras que para el gas de bosones np, = 0,1,2,.. ..
La suma se extiende a todos los posibles valores de ny, y €, accesibles al sistema y compatibles
con el estado macroscopico del sistema. Es decir, el ntimero total de particulas y la energia
interna total del gas, debe ser la suma de las contribuciones de cada estado:

E = ) enp, (3.6)
N =) np (3.7)

Para un gas ideal cuantico, el nimero medio de particulas en cada estado cuéntico viene
dado por el niimero de ocupacion:

1
My = { bosones (3.8)

~ elBp—a) fermiones

donde el signo negativo corresponde al gas de bosones y el positivo al gas de fermiones, como
se indica. El nimero de ocupaciéon depende de la temperatura a través de los parametros 3



18 Termodinamica de un gas ideal cuantico confinado: bosones, fermiones

y «a. De esta expresion podemos concluir que para un gas de bosones « debe ser negativa
(v < 0), o equivalentemente pt < 0; esto para cualquier valor de la temperatura, de lo
contrario podriamos tener valores negativos para el nimero ocupacion lo cual es fisicamente
incompatible. Para el gas de fermiones esta restricciéon no es necesaria.

Para el gas ideal cuantico la funcién de gran particion (3.4) tiene la siguiente formal16]:

_ B > (a—Bep)1FL bosones
E(T,V,pu) = H [1 +e } { fermiones (3.9)
P

De tal forma que el gran potencial (3.3), para un gas ideal cuantico, queda de la siguiente
manera:

ATV, pt) = £k, T In [1F el )] (3.10)

p=1

{ bosones

fermiones

Cuando el intervalo entre energias de estados sucesivos es mucho menor que la energia
térmica de las particulas', es decir: kzT > €,.1 — €, podemos reemplazar la suma por
una integral, ya que en este caso los estados pueden ser considerados como un continuo.
Entonces podemos reescribir el gran potencial de la siguiente manera:

bosones
fermiones

Q(T,V, p) = kT /OO p(e)In (15 e @F9) de { (3.11)

Donde p(€) corresponde a la densidad de estados accesibles al sistema con energias
entre € y €+de. Esta ecuacion es muy importante ya que dada la densidad de estados,
que como veremos mas delante, depende del potencial de confinamiento del gas, es posible
entonces determinar el gran potencial del sistema, a partir del cual se obtienen la relaciones
termodinamicas (3.2) que describen al sistema.

A partir de la densidad de estados p (€), y el nimero de ocupacion (3.8) en el limite
continuo: n(€) = 1/[e(?~¥ F 1]; se determina la energia interna del gas de la siguiente
manera:

E(T,V, 1) = /0 " (@) n(e)e de, (3.12)

de la cual se obtiene la capacidad calorifica a volumen constante:

OF
Cy = <ﬁ>m. (3.13)

De esta forma, las relaciones (3.2) junto con la energia interna (3.12) y el calor especifico
(3.13) constituyen las principales propiedades termodinédmicas del gas ideal cuéntico que
vamos analizar en esta tesis. A continuacion deduciremos las expresiones para la densidad de
estados p (€) del gas confinado en cada uno de los potenciales de confinamiento (homogéneo,
armonico y cuadrupolar).

!Esto se cumple en limite termodinamico: N — oo, V — oo, N/V = constante
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3.2.1 Densidad de estados

En esta seccion determinaremos la forma explicita de p (¢) para el gas ideal cuantico confi-
nado en el potencial homogéneo (caja cubica de lado L), arménico y cuadrupolar, definidos
de la siguiente manera:

(0 si wz,y,2<L

o si oy z>L Potencial homogéneo

Ul(x,y,z) = . L.
(2,9, 2) %m (wixQ + wng + wgzz) Potencial arménico

(3.14)

[ V(A2)2 + (A,y)? + (A.2)?  Potencial cuadrupolar

Para determinar la densidad de estados es necesario establecer los estados energéticos
(eigenenergias) de una particula confinada en cada uno de los potenciales y contabilizar los
estados cuanticos accesibles en un intervalo de energia € y €+de. En el caso del potencial
homogéneo y armoénico conocemos la forma explicita de las energias de cada estado?:

Potencial homogéneo

2m*h? 5 )
€= — (ns +ny+n), Mgy iy, € Z (3.15a)

Potencial arménico

1
€= Z hw; <§ +TLZ> . Ty Ty, My € N (315b)

1=T,Y,2

Si consideramos el espacio de coordenadas n,, n,, n,; entonces cada punto de este espacio
representa un estado accesible a la particula. Asi, la ecuacion (3.15a) representa una esfera
en este espacio; y la ecuacion (3.15b) un plano contenido en el primer cuadrante, tal como
lo muestran la figura 3.1. De esta manera es facil ver que para un valor dado de la energia
existen varios estados posibles (degeneracion de estados), y que estan contenidos en la esfera
de radio R = (L/h)v/2me, para una particula confinada en el potencial homogéneo, y en
un plano para el potencial armoénico. Entonces el niimero de estados con energia entre 0
y € viene dado por el volumen® de la esfera (3.15a) para el potencial homogéneo, y por el
volumen que limita el plano (3.15b) con los ejes n,, n,, n, para el potencial armoénico:

2Ver apéndice A para una breve deducciéon de las energias de una particula confinada en el potencial
homogéneo y armoénico.

3Seguimos asumiendo el limite termodinamico y por lo tanto: kzT > Exy1 — Ej, de tal forma que los
estados forman casi un continuo
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A L3 (2m)3/2
Potencial homogéneo di(€) = gﬂ'Rg = Wz)me) e/, (3.16a)
3
Potencial armoénico di(€) = /// dngdn,dn, = i (3.16b)

donde hemos empleado la notacion: wg’ = wywyw,. De esta manera, la densidad de estados
se obtiene diferenciando estas expresiones, p (¢) = d2(€)/de:

_ 2rL3(2m)*? (/2

Potencial homogéneo p(e) e : (3.17a)
€2
Potencial arménico ple) = ——. (3.17b)
2h3w3
n
(b) ’
na:/ \l?'y
o+ 4 2 = 2me ()" wa(} + o) + oy (34 my) + sl +ms) = §

Figura 3.1: En el espacio ng, ny, n., cada punto representa un estado accesible para una particula confi-
nada. Asi, los estados con la misma energia estan contenidos sobre la superficie de una esfera
para una particula confinada en el potencial arménico (a); y sobre un plano (triangular) para
la particula confinada en el potencial cuadrupolar (b).

Para la particula confinada en el potencial cuadrupolar no existe una forma explicita
de las energias en cada estado; sin embargo, la densidad de estados se puede obtener del
volumen entre las superficies de energia € y €+d€ en el espacio fase, determinadas por un
sistema de particulas confinadas en un potencial U(r) [11]:

7(2m 3/2
ple) = % /V VU (3.18)



3.2. Formalismo gran canénico 21

donde V'(€) representa el volumen accesible a las particulas con energia € y depende del
potencial de confinamiento U(r). De esta forma, sustituyendo la expresion para el potencial
cuadrupolar (3.14), obtenemos la densidad de estados (A3 = A, A,A,):

_ 8(47r)2(2m)3/2 /2

Potencial cuadrupolar ple) = TV (3.19)
0

3.2.2 Gran potencial

Una vez que se ha determinado la expresion para la densidad de estados en cada potencial
de confinamiento, es posible obtener de forma directa el gran potencial. Esto lo podemos
simplificar si notamos que la densidad de estados que hemos obtenido para cada potencial
de confinamiento tiene la forma general:

p (e) = Be™, (3.20)

donde B es una constante diferente para cada potencial de confinamiento, y n = 1/2, 2, 7/2
para el potencial homogéneo, armoénico y cuadrupolar respectivamente (ecuaciones 3.17 y
3.19). Entonces el gran potencial (3.11) queda de la siguiente la forma:

bosones

fermiones (3.:21)

Q(T7 V, ,LL) = Itk/’BTB/ e” ln(]_ F e(a—ﬁﬁ))de {
0

Después de una integraciéon por partes y un cambio de variable podemos escribir el gran
potencial en término de las funciones de Bose y de Fermi* de la siguiente manera:

_ (ksT)"*B gni2(a)  bosones
UT,V.p) = =2 =T+ 2) § 47200 poben (3.22)

donde T'(x) es la funcion Gamma. Sustituyendo la constante B y el valor de n correspon-
dientes para cada potencial de confinamiento (3.17),(3.19) obtenemos el gran potencial para
el gas confinado en cada uno de los potenciales externos:

4Las funciones de Bose y de Fermi se definen como(ver apéndice B):

r(ln) /0°° ezzlji - { ?‘nggg '
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Potencial homogéneo

V] gspla)
TV 1) = ke 55 { Fi (3.230)

Potencial armoénico

Ou(T,w; 3, 1) = —k, T <’;i)3 { 9a(e) (3.23b)

Potencial cuadrupolar

3
O (T, A% 1) = —8mkT ( kBT) { 911/2(@) (3.23¢)
arrtew ATAO f11/2<0é)

En el caso del potencial homogéneo (caja ctibica), podemos identificar el volumen del gas
como: V = L3?; lo cual es claro ya que en este caso las particulas estan confinadas a moverse
tnicamente dentro del volumen de la caja de lado L.

Para el gas confinado en el potencial arménico la variable andloga al volumen es w; 3, y
para el potencial cuadrupolar A;3, a las que llamaremos “volumen arménico" y “volumen
cuadrupolar", respectivamente. Se puede demostrar que estas variables tienen propiedades
semejantes a las de un volumen usual[9]. Por ejemplo, son extensivas y se puede definir, de
la misma forma, la presion armoénica y cuadrupolar, que tienen propiedades semejantes a la

de la presion hidrostatica usual, de la siguiente manera:

P ( aQ_ag) | (3.24)
Owg T

P = < 8903) | (3.24D)
94.% ) 1,

Con estas definiciones es posible seguir haciendo referencia a la densidad de particulas,
y en adelante asi lo haremos, entendiendo por ello la razéon entre el nimero de particulas
y el volumen definido para cada potencial de confinamiento: N/V, N/w;?, N/A;3, para el
potencial homogéneo, armoénico y cuadrupolar respectivamente. También es posible seguir
hablando en general del volumen del gas, en tal caso emplearemos la notaciéon V para hacer
referencia la variable extensiva: V, w;3, A3, para el potencial homogéneo, armoénico y
cuadrupolar respectivamente.

3.3 Propiedades termodinamicas

Una vez que hemos obtenido la expresion del gran potencial Q(T,V, 1) de un gas ideal cuan-
tico confinado en cada uno de los potenciales externos (homogéneo, arménico y cuadrupo-
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lar), podemos analizar sus propiedades termodindmicas. Debido a que la expresion para el
gran potencial del gas de bosones y de fermiones difiere tinicamente en el tipo de funcién,
(ecuaciones 3.23): funciones de Bose para el gas de bosones: g,(«), y de Fermi para el gas
de fermiones: f,(«); entonces todas las expresiones deducidas a partir de esté seran esen-
cialmente idénticas y pueden ser tratadas simultaneamente. Podemos entonces simplificar
el nimero de ecuaciones empleando la siguiente notacion:

(@) = gn(a) para el gas de bosones
Gnle) = fu(a) para el gas de fermiones

Asi, de las ecuaciones: (3.2b) y (3.2c), obtenemos el siguiente par de relaciones termodi-
namicas, para cada potencial de confinamiento:

Potencial Potencial Potencial
homogéneo armoénico cuadrupolar
N G3p() N kTN ? N ksT\® .
V = )\—%7 wgg = T 3(05), AO*B = 87'(' )\T 99/2(Oz), (325&)
P 8s5p(@) P, kT P. kT’
kBT )\% ) kBT h 94(06), kBT 87T )\T 911/2(a> (3 5 )

La primera serie de ecuaciones N(7,V, 1), junto con la segunda serie P(7,V, (t) nos
permite obtener la ecuacion de estado: P = P(T,V, N), para el gas ideal cuantico confinado
en cada uno de los potenciales externos. Aunque esto no es posible analiticamente, ya que
las funciones @, («) son integrales que contienen al potencial quimico implicitamente®, por
lo que es imposible obtener una expresion explicita de pu(7,V, N) (en la seccion 3.6.1 lo
haremos numéricamente). Sin embargo, podemos dividir ambas series de ecuaciones, para
obtener:

Potencial Potencial Potencial
homogéneo armaonico cuadrupolar
PV 95/2(05) Pw;? B g4(a) P.A;? B 911/2((1) (3.262)
NkgT 93/2(a) 7 NksT  gy(a)’ NksT 99/2(04)

De estas ecuaciones podemos verificar que en el limite de altas temperaturas se recupera
la ecuacion de estado de gas ideal clasico. Esto se debe a que || se comporta como una
funcion creciente de la temperatura® como veremos en la tltima seccién del capitulo, de tal

PR L A—

6Ver secciones 3.6.1 y 3.6.2, donde se calcula numéricamente el potencial quimico del gas de bosones y
de fermiones, respectivamente. En ambas secciones se muestra que el potencial quimico aumenta (negativa-
mente) conforme aumenta la temperatura.
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manera que a altas temperaturas |a| > 1 (o = (/kzT). De las propiedades de las funciones
de Bose y de Fermi, obtenemos que @, () ~ e®, para cualquier valor de n y |a| > 1.
Entonces el lado derecho de estas ecuaciones se hace uno, y obtenemos las ecuaciones de gas
ideal clasico confinado en cada uno de los potenciales.

La entropia del gas la obtenemos del gran potencial, mediante la ecuacion (3.2a):

) 3 S kg |b
Potencial homogéneo Vo )\—?% {igg)/z(oz) — agg/Z(Oz)} , (3.27a)
S kT’
Potencial arménico — = kg ( L;”l ) {494(04) - Ozgg(a)}, (3.27b)
Wo

7\’ [11
Potencial cuadrupolar 5 = 87k (k3—> {?gu/?(a) - agg/Q(a)} . (3.27¢)

El limite de altas temperaturas lo podemos verificar de la misma manera. Para ello
primero despejamos el potencial quimico como funciéon de la temperatura y la densidad de
particulas a partir de las ecuaciones (3.25a) en el régimen de altas temperaturas. Recordemos
que en este régimen @, (o) ~ e, por lo que es posible despejar explicitamente el potencial
quimico de la siguiente forma:

[N
Potencial homogéneo U=~ kg1 In V)\Tg} , (3.28a)
, , BNERS
Potencial arménico prksTn | — | — , (3.28Db)
Wo kzT
N (AN
Potencial cuadrupolar o~ kgTIn | — ; (3.28¢)
Ag? \ kT

sustituyendo estas ecuaciones en la entropia (3.27) con a = u/ksT, en la cual hacemos
también la aproximacion de altas temperaturas: (g, (a) ~ e®); junto con las ecuaciones
(3.25a), obtenemos:
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S 5 V(1

Potencial homogéneo NE. o +In {N ()\—%)] : (3.29a)
S (kT

Potencial arménico NE. ~4+In w]i[ ( 2 ) : (3.29Db)
S 11 A (kTN

Potencial cuadrupolar NE. ~ 5 1 ]2[ < ;T ) (3.29¢)

Estas ecuaciones representan la entropia del gas ideal cuantico en el régimen de altas
temperaturas, que coincide con la entropia del gas ideal clasico confinado en cada potencial.
En especial identificamos la llamada ecuacion de Sackur-Tetrode (3.29a), que representa la
entropia del gas ideal clasico.

La energia interna la obtenemos conforme a la ecuacion (3.12); donde la densidad de
estados p(€), para cada potencial de confinamiento, viene dadas por las ecuaciones (3.17) y
(3.19), por lo que obtenemos:

E  3k;T
Potencial homogéneo V= EAB_?%QE’/?(Q)’ (3.30a)
, - E kT
Potencial arménico =i kT W g4(a), (3.30b)
0
. E kT
Potencial cuadrupolar T3 36mksT W 911/2(a). (3.30¢)
0 T

Una vez méas podemos verificar el régimen de altas temperaturas. Para ello utilizando
las ecuaciones (3.25a), para reescribir la energia interna del gas como:

3 o
Potencial homogéneo E = —NkBTg5/2( >, (3.31a)
2 93/2(a>
Potencial arménico E = 3N/{:BTg4(a), (3.31Db)
gs(a)
9 o
Potencial cuadrupolar E = —Nk:BTglLQ() (3.31c)

2 Gg/o(a)



26 Termodinamica de un gas ideal cuantico confinado: bosones, fermiones

Nuevamente verificamos que en el régimen de altas temperaturas (g, (a) ~ e*) recu-
peramos la energia interna del gas ideal clasico confinado en cada uno de los potenciales.
Podemos apreciar ademas, que se satisface el teorema de equiparticiéon de la energia. Es
decir, la energia por particula contribuyen a la temperatura del gas, de la siguiente manera:

OH OH

donde x;, p; corresponden a las componentes de la posicion y del momento respectivamente.
A partir del hamiltoniano de una particula confinada en cada uno de los potenciales externos
U(r) y de la relacion de anterior obtenemos lo siguiente:

Potencial homogéneo

1
H = |2 2 2

OH\ 1 ,, 3
(ngp ) = 26y = )= ST, (3.330)

Potencial armoénico

1 1
H=— {pi + pz + pi} +-m {wixz + wzyg + wﬁzQ ,

2m 2
OH\ 1 ,, OH\ 5, , 6
<pl api> T m <p’> ’ <xl al‘1> = My, <x1> = (H)= 2kBT7 (3.33b)

Potencial cuadrupolar

_ 1 2 2 2 2 2,1)2 2,32
H= ool i 2|+ fC (g + (a2,

0H r,, OH 72 9
g ) " m P iy ) = A : H) = ~k,T.
<p Ip; > m <pl> ’ <$ 8xl> ! <\/(Azx)2+(A§y)2+(A§z)2> = (H) o8

(3.33¢)

Estos resultados concuerdan con las ecuaciones (3.31) en el régimen de altas temperatu-
ras, satisfaciendo asi el teorema de equiparticion de la energia.

Finalmente el calor especifico a volumen constante C',, para el gas ideal cuantico lo in-
cluiremos en las siguientes dos secciones, donde abordaremos el estudio de la condensacion
de Bose-Einstein y del gas degenerado de Fermi. Como veremos, en especial para el con-
densado de Bose-Einstein, Cy, muestra propiedades especiales en el valor de la temperatura
critica T,., que es la temperatura a partir de la cual se presenta la fase de condensado de
Bose-Einstein. Es por ello, que es mas conveniente estudiar esta propiedad termodinamica
en las siguientes secciones.
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3.4 Condensado de Bose-Einstein

Como mencionamos anteriormente los bosones no satisfacen el principio de exclusion de
Pauli, por lo que no hay restriccion en el niimero de particulas que puedan ocupar un estado
cuantico cualquiera. Esta propiedad permite que en un gas de bosones la mayoria de las
particulas, o incluso todas, ocupen un solo estado cuéntico, en especial el estado de minima
energia o estado base. Este fenémeno se le conoce como condensado de Bose-Einstein y a
continuacion analizaremos sus propiedades.

El condensado de Bose-Einstein es un fenémeno que se presenta en un gas de bosones
cuando la mayoria de las particulas del gas ocupan el estado de minima energia. En la
seccion 3.2, ecuacion (3.8) vimos que para un gas de bosones se debe cumplir: «a < 0.
Ahora mostraremos que a = 0, marca el limite para el cual se presenta el condensado de
Bose-FEinstein.

Para ello regresemos a la expresion para el gran potencial (3.11), en la integral de esta
ecuacion hemos omitido el estado de minima energia €,= 0, ya que en este caso p (&) = 0,
para los tres potenciales de confinamiento (ecuaciones 3.17 y 3.19). Entonces es necesario
agregar explicitamente al gran potencial el término correspondiente al estado con energia
€o= 0. Este término se obtiene del gran potencial en forma de suma ecuacion (3.10), y para
el gas de bosones viene dado por: ©, = k;T'In (1 — e%), que es independiente del potencial
de confinamiento, ya que esta ecuacion es general para cualquier sistema. De esta manera,
el nimero de particulas en el estado de minima energia viene dado por dado por:

%

ol e~
Que coincide, como era de esperar, con el nimero de ocupacion ec. (3.8) para el estado
base €y = 0. Asi, el nimero de particulas en el gas de bosones tiene dos contribuciones:

N = Ny + N, las particulas en el estado base Ny, y las particulas en los estados excitados
N,, que llamaremos particulas térmicas, y estan determinadas mediante la ecuacion (3.2¢):

of
No—— () 3.35
(aN)T,v (3:35)

De esta manera obtenemos, el nimero de bosones para cada potencial de confinamiento
viene dado por:

v
Potencial homogéneo N = Ny + A—3g3/2(o¢), (3.36a)
BT
Potencial arménico N = Ny + (hz ) g3(a), (3.36b)
0
kT \°
Potencial cuadrupolar N = Ny + 87 ()\BA ) Gos2(0v). (3.36¢)
T+10

Ahora bien, conforme a las propiedades de las funciones de Bose, sabemos que g, ()
tienen un valor maximo en o = 0. Recordemos que o = p1/kzT, mientras que el potencial
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quimico como funcioén de la densidad de particulas y la temperatura esta determinado por las
ecuaciones (3.25a) . Entonces, para una temperatura dada, existe un valor en el nimero de
particulas (o densidad de particulas) térmicas, para el cual o = 0, y que ademas es maximo.
Asi, para una temperatura dada existe un numero maximo de particulas que puede haber
en los estados excitados, y que para cada potencial de confinamiento esta dada por:

1
Potencial homogéneo NI = N (3/2), (3.37a)
kT’
Potencial arménico NI = ( > ) ¢(3), (3.37b)
huw,
kT \°
Potencial cuadrupolar N = 8 <)\BA ) €(9/2). (3.37¢)
T+10

Donde hemos utilizado siguiente relacion”: g, (0) = ¢(n). Asi, cuando a = 0 la ec. (3.34)
diverge, lo cual no tiene sentido. Sin embargo, el nimero de particulas en el estado base lo
obtenemos simplemente de la siguiente relacion: Ny = N — N"%*.

Conforme mayor sea el numero de particulas del gas N > N"*  entonces mayor sera
el niimero de particulas en el estado base y por lo tanto se obtiene el condensado de Bose-
Einstein. Esta manera de lograr el condenado, se obtiene fijando una temperatura 7' que
determina a N"**  de tal manera que el nimero total de particulas del gas sobrepase este
valor. Sin embargo, para ello se requiere tener densidades muy altas y la interaccion entre las
particulas comienza a ser importante. Asi, nuestro modelo del gas ideal deja de cumplirse.

Una alternativa seria ahora fijar el nimero de particulas y obtener una temperatura
critica por debajo de la cual se obtiene el condensado. En el capitulo 2, vimos que exper-
imentalmente este es el método utilizado para obtener el condensado de Bose-Einstein en
gases atomicos.

Para determinar la temperatura critica, a la cual se obtiene el condensado, regresemos a
las ecuaciones (3.36). Cuando « # 0, se pude demostrar que Ny = (e7® — 1)7! es practica-
mente cero y tenemos:

"Ver apéndice B sobre las propiedades de las funciones de Bose.
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Vv
Potencial homogéneo N = )\—3g3/2(o¢), (3.38a)
T
ks T\
Potencial armoénico N = ( = ) g3(a), (3.38b)
fw,
kT \°
Potencial cuadrupolar N =8r ()\BA ) Gos2(av). (3.38¢)
T410

Si fijamos la densidad de particulas, respectiva a cada potencial de confinamiento. En-
tonces el lado izquierdo de estas ecuaciones es una constante. Si disminuimos T, || dismin-
uye® y g, () crece, de tal manera que es posible mantener constante el lado izquierdo de estas
ecuaciones como es debido. Esto es posible hasta que a = 0, cuando ¢,(0) alcanza su valor
méaximo, si seguimos disminuyendo la temperatura ya no sera posible mantener constante
el lado derecho de las ecuaciones, sin embargo ahora Ny comienza a ser apreciable y por lo
tanto se presenta el condensado de Bose-Einstein. De esta manera, las ecuaciones (3.38) en
a = 0, definen la temperatura critica por debajo de la cual se presenta el condensado de
Bose-Einstein:

h? 1 N\
Potencial homogéneo T, = Sk (C(3/2) V) , (3.39a)
h (1 N\
Potencial armoénico T. = G (C(?)) wo_g) , (3.39b)
h2 1/3 1 N 2/9
Potencial cuadrupolar T, = (W) <Wﬁ) . (3.39¢)

Como podemos notar, la temperatura critica depende tnicamente de la densidad de
particulas del gas (N/V). Por ejemplo, en uno de los experimentos con un gas de atomos de
87Rb [3], se reportados densidades del orden de N/V = 2.5 x 10'? part/cm?; por lo que para
un gas confinado en un potencial homogéneo con estas densidades, la temperatura critica
(ecuacion 3.39a) es del orden de T. ~ 35 nK °. Sin embargo, como vimos en el capitulo
2 el confinamiento de estos gases se hace en potenciales de tipo armoénico o cuadrupolar;
en el mismo citado se reporta que el condensado de Bose-Einstein se logra con una gas
de 2 x 10* atomos de 8 Rb confinados en un potencial armoénico cuya frecuencia tiene un
valor de w, = 120 Hz, por lo que la densidad de particulas (armonica) es del orden de

8Al final de este capitulo mostramos las propiedades del potencial quimico como funcién de Ty N/V.
9La masa del 87Rb es igual a 87 uma, es decir 1.4 x 10~2%kg
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N/w;3 ~ 34 x 10° part/Hz"®, en este caso la temperatura critica (ecuacion 3.39b) es del
orden 7T, ~ 23 nK.

El nimero de particulas en el condensado (estado base €j) se obtiene de las ecuaciones
(3.36) con a = 0, y que en términos de la temperatura critica obtenemos:

T 32
Potencial homogéneo No=N|1- (T) , (3.40a)
_ -
Potencial arménico No=N|1—- (T) , (3.40b)
T 9/2
Potencial cuadrupolar No=N|1—- (T) . (3.40¢)

Asi, la fraccion de particulas en el estado base aumenta conforme disminuye la temper-
atura, y en el limite 7" — 0 todas las particulas del gas se encuentran en el estado base. La
figura (3.2) muestra esta dependencia.

IO == — = _ _
0.8¢
0.61 \ N
3 \
2. \
04r \
— potencial homog éneo
potencial armoénico
--- potencial cuadrupolar
0.2¢
0.0t . . . . i
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
T/T¢

Figura 3.2: Fraccion de particulas en el estado base como funcién de la temperatura para un gas de bosones
confinado en el potencial homogéneo, armoénico y cuadrupolar.
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Las propiedades termodinamicas del gas de bosones para T' < T, se obtienen de las ya
estudiadas en la secciéon anterior, solamente que en este caso p = 0, es decir v = 0. Asi por
ejemplo de las ecuaciones (3.25b), obtenemos las siguientes expresiones de para la presion
del gas de bosones (1" < T,):

¢(5/2)

Potencial homogéneo P = SN kT ~ T2, (3.41a)
T
: . _ (@) 4, 4
Potencial arménico P = 73 (ksT)* ~T7, (3.41b)
8m((11/2
Potencial cuadrupolar P = % (ksT)* ~ T2, (3.41c)
T

La presion depende tinicamente de la temperatura, no de la densidad de particulas (N/V)
como en el caso clasico. Esto se debe a que, como hemos visto, a una temperatura dada
(T' < T.) el nimero de particulas en los estados excitados IV, es una constante; en este caso
si variamos NN, lo que varia es el nimero de particulas en el estado base Ny. Sin embargo
estas particulas no contribuyen a la presion del gas, ya que no tienen energia (€, = 0). Una
consecuencia de esto es que la presion se anula'® en T = 0, ya que como hemos visto en este
caso todas las particulas se encuentran en el estado base. Para un gas a temperaturas del
orden de nanokelvins, la presiéon alcanza valores de P ~ 10717 Pa = 10~'? Torr, recordemos
que experimentalmente las trampas magnéticas utilizan camaras de vacio con presiones del
orden de 1079 Torr[14].

La entropia del gas de bosones para T' < T,, la obtenemos de las ecuaciones (3.27)

S 5k f

Potencial homogéneo v 5)\—; (5/2) ~ T3/, (3.42a)
S kT

Potencial arménico — = 4kp < ;_L ) C(4) ~ T3, (3.42Db)

Wo
, S ks T\ ° o/2

Potencial cuadrupolar =i A7k 3 C(11/2) ~ T~ (3.42¢)

0 T

Podemos notar que la entropia de un gas de bosones satisface la tercera ley de la ter-
modinamica, es decir lim 7o S = 0. Esta es una caracteristica importante de la entropia,
recordemos que para un gas ideal clasico la entropia no cumple con esta ley, por lo que
al incluir los efectos cuanticos al gas ideal mejoramos el modelo teérico para describir su
comportamiento, en especial a bajas temperaturas y altas densidades.

10Como veremos mas adelante, esto no sucede con el gas de fermiones.
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Finalmente la energia interna del gas ecs. (3.30), para T' < T, tienen la siguiente forma:

E _3¢(5/2)

Potencial homogéneo AR kpT ~ T3/, (3.43a)
T
E 3¢(4
Potencial armoénico — = %(k‘BT)A‘ ~T*, (3.43b)
Wo
E 36m((11/2
Potencial cuadrupolar Y WC)E:” / )(k‘BT)H/Q ~ T2 (3.43¢)
0 T

La energfa interna del gas de bosones, tal como sucede con la presion, se anula en 7' = 0.
Esto se debe a que en T' = 0 todas la particulas se encuentran en el estado base con energia
cero, por lo que no contribuyen a la energia interna del gas.

3.4.1 Calor especifico de un gas de bosones

Ahora analizaremos el comportamiento del calor especifico a volumen constante para el
gas de bosones confinado en cada uno de los potenciales externos (homogéneo, armonico
y cuarupolar), y que esta determinado mediante la energia interna del gas de la siguiente
manera: Cy = (9E/IT),, y. Sin embargo, tenemos dos regimenes distintos: uno para
T > T, es decir fuera de la fase de condensado de Bose-Einstein, donde la energia interna
esta determinada por las ecuaciones (3.30); y el otro para T' < T, en la fase de condensado,
donde la energia esta determinada por las ecuaciones (3.43).

De esta forma, para T' > T, el calor especifico a volumen constante en cada uno de los
potenciales de confinamiento esta dado por!':

C 15 9
Potencial homogéneo —r = 95/2(e) - = 93/2(0) (3.44a)

Nky 4 g3ppla) 4 gijp()’

C

Potencial arménico V12 95/2(0) -9 gg/Z(a), (3.44b)
Nkg 93/2(04) 91/2(04)
C 117 99

Potencial cuadrupolar Y — M - — go/2(2) (3.44c¢)

Nkg 4 99/2(06) 4 97/2(05).

Para obtener estas ecuaciones hemos tomado en cuenta las ecuaciones (3.25a). De la
misma forma, a partir de las ecuaciones (3.43), el calor especifico a volumen constante en
la fase de condensado de Bose-Einstein T" < T, para cada uno de los potenciales de confi-
namiento, quedan de la siguiente manera (sustituyendo la definicion de T, correspondiente
a cada potencial):

"De las ecuaciones (3.30) tenemos E = E(T,V,[l), mientras que de las ecuaciones (3.25a) obte-
nemos 4 = [U(T,V,N). Entonces para obtener Cy, se procede conforme a la regla de la cadena:
Cv = (OE/0T),, y = (OE/OT)y, , + (OE/Op) 7, (Op/OT )y, y
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1 2) (T\"*
Potencial homogéneo ]\?;B = Z5 EEZZ; (E) , (3.45a)
4) (T\°
Potencial arménico ]\?]:B =12 % (i) : (3.45Db)
117 ¢(11/2) (T \*"?
Potencial cuadrupolar NC_/:B = T7 CC(<9—//2)) <Tc> : (3.45c¢)

En la figura 3.3, estan graficados los calores especificos para cada potencial de confi-
namiento. Es importante notar tres caracteristicas respecto a su comportamiento. Primero,
que satisface la tercera ley de la termodindmica, en el sentido de que: lim r_o Cy =0, y
que se puede notar de las ecuaciones (3.45).

La segunda caracteristica, es su comportamiento en T' = T,.. Para el potencial homogé-
neo, C) es continua en 7T,; sin embargo su derivada muestra una discontinuidad. Por otro
lado, para el potencial armoénico y cuadrupolar C'), tiene una discontinuidad en T = T..
Esto también lo podemos notar de las ecuaciones para C) (3.44) y (3.45), ya que de ellas
obtenemos la siguiente serie de valores:

limT_>TC+ Cv/Nk}B limT_>TC— CV/N/{ZB

Potencial homogéneo 1.925 1.925
Potencial arménico 10.804 4.227
Potencial cuadrupolar 28.431 5.263

Este comportamiento de C) muestra que de acuerdo al esquema de Ehrenfest, se trata
de una transicion de fase de segundo orden, ya que el calor especifico esta relacionado con
las segundas derivadas de los potenciales termodindmicos (en especial con el gran potencial
Q, como lo estamos trabajando)

Finalmente, hay que notar que C), en el limite de altas temperaturas coincide con el de
un gas clésico, como era de esperar. Esto lo podemos notar de las ecuaciones (3.44) (una
vez mas recordemos que f, = e%), de donde obtenemos: lim 1., Cy/Nkz = 3/2, 3, 9/2,
para el gas confinado en el potencial homogéneo, armoénico y cuadrupolar respectivamente;
y que coinciden con el caso clésico.
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32 e e

9
= ! A
potencial homog éneo

%1'0 [ gas de bosones )
)

0.5

0.0t : . i . .

0.0 0.5 1.0 15 2.0
T/T,
12F !

potencial armdénico
gas de bosones

Cy /NkB

. 1.5 2.0
T/T,
30
25
20 1
=
potencial cuadrupolar
% 15 gas de bosones
)
10
9/2 4
0t ; . .
1.5 2.0

/T,

Figura 3.3: Calor especifico para el gas de bosones confinado en los diferentes potenciales externos
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3.5 Gas degenerado de Fermi

Los fermiones sabemos, cumplen con el principio de exclusién de Pauli, por lo que para el
gas de fermiones no es posible la condensacién de Bose-Einstein. Sin embargo, al disminuir
la temperatura es de esperar que las particulas del gas ocupen los estados de menor energia
(respetando el principio de Pauli). Para analizar como sucede esto, regresemos al nimero de
ocupacion de particulas por estado de un gas de fermiones, dado por la siguiente ecuacion:

1

ST (3.46)

np =

Esta ecuacion tiene una dependencia con la temperatura a través del factor 5 = 1/k;T.

En el limite 7" = 0, el nimero de ocupacion 7, toma el valor de 1 si €,<[i; y 0 si €,> Lo,

donde fy es el potencial quimico del gas de fermiones a temperatura cero (f, = (7" = 0)).
Esto lo podemos escribir de la siguiente manera:

ﬁp(T:()):ﬁ(E_;{ L Us6g sy (3.47)
e PMO)+1 0 Hy<6

De esta forma, si ordenamos las energias en forma creciente: €y <€; <€s..., cuando el
gas se encuentra a T' = 0, las particulas del gas ocupan todos los estados cuya energia es
menor o igual [4o. Un gas bajo estas condiciones, se le conoce como gas degenerado de Fermi
y a la energia que corresponde al maximo valor posible que pueden tener las particulas se
le llama energia de Fermi, y corresponde al valor del potencial quimico a temperatura cero:
€r = Ug-

Recordemos que en el espacio de coordenadas n,, n,, n, (espacio k), representado en la
figura 3.1, los estados cuanticos de una particula confinada en el potencial homogéneo con
la misma energia estan contenidos en la superficie de una esfera, y sobre la parte positiva de
un plano para el potencial armoénico (figura 3.1). En general, los estados cuanticos con la
misma energia de una particula confinada en un potencial externo, estan contenidos sobre la
superficie con energia constante. Asi, para el gas degenerado de Fermi (7" = 0) las particulas
ocupan todos los estados contenidos dentro del volumen que limita la superficie con la energia
de Fermi €r; a esta superficie se le suele llamar superficie de fermi.

De esta forma, a T' = 0 el namero de particulas sobre la superficie de Fermi (con energia
€r) es mayor comparado con el nimero de particulas que tienen una energia €,, siendo
€p < €r. En este sentido hay cierta analogia con el condensado de Bose-Einstein. Mientras
que en el condensado la mayoria de las particulas se hallan en un mismo estado cuantico
(estado de minima energia) y por lo tanto con la misma energia; en el gas degenerado
de Fermi existe una poblacién mayoritaria de particulas con la misma energia (energia de
Fermi), a pesar de que no se hallan en el mismo estado cuantico.

Ahora veamos como se determina la energia de Fermi para el gas confinado en cada uno
de los potenciales externos. Para esto, veamos que el nimero de particulas del gas, como
funcion de (T, V, ), se puede obtener de la siguiente manera:

N(T,V, ) = /0 " () nle) de, (3.48)
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donde n(€), es el nimero de ocupacion (ecuacion 3.46) en el limite continuo (kzT > €441 —
er), y p(€) la densidad de estados. En 7" = 0, el nimero de ocupacion viene dado por la
ecuacion (3.47), y el potencial quimico toma el valor de la energia de Fermi (1 = €p, de tal
forma que obtenemos:

€r
N(T =0,V,u=¢€p) = p(e) de. (3.49)
0

Esta ecuacion determina la energia de Fermi como funcién de la densidad de particulas del
gas: €p(N/V); esto es similar a la temperatura critica de un gas de bosones y que depende
también de la densidad de particulas. Sustituyendo en la ecuacién anterior la expresion
de la densidad de estados para cada potencial de confinamiento (ecuaciones 3.17 y 3.19),

obtenemos la energia de Fermi del gas confinado en cada uno de los potenciales:

B2 N 2/3
Potencial homogéneo €r=— (67°— ) (3.50a)
2m V
N\ /3
Potencial arménico €Er=nh (6 _3) , (3.50Db)
Wo

(3.50¢)

Potencial cuadrupolar €Ep =

Jh2 /945 N\
2m \ (16m)2 A3

A partir de la energia de Fermi, es inmediato definir la temperatura de Fermi como
Tr = €p/ky. Asi, de las ecuaciones anteriores, notamos que la temperatura de Fermi (gas de
fermiones) es practicamente igual, excepto por factores constantes, a la temperatura critica
del gas de bosones ecs. (3.39). Recordemos que el gas degenerado de Fermi se define como un
gas de fermiones a T' = 0; sin embargo la temperatura de Fermi T puede entenderse como la
temperatura a la cual las particulas en un gas de fermiones tienen energia térmica igual a la
energia de Fermi (€x = kzTx), por lo que sus propiedades son muy cercanas a las de un gas
degenerado. Para un gas de fermiones con las mismas condiciones descritas anteriormente
cuando vimos la temperatura critica del condensado de Bose-Einstein!?, que son muy si-
milares a las cuales se logro observar las propiedades del gas degenerado de Fermi en un
gas con atomos de YK [6], es decir con densidades del orden de N/V = 2.5 x 10'? part/cm?
v N/w,? =~ 34 x 10° part/Hz_3, la temperatura de Fermi tiene los valores Tr ~ 80 nK y
Tr ~ 45 nK para el confinamiento en el potencial homogéneo y armoénico respectivamente,
estos valores son del mismo orden que la temperatura critica para el gas de bosones.

2yer final de la pagina 29
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Para analizar las propiedades termodinamicas del gas de fermiones a bajas temperaturas,
es conveniente utilizar la aproximacion de las funciones de Fermi'® en el régimen de bajas

temperaturas (a < 1):

fulo) ~ o (14 Dot - 1) (351
) 8 —— —n(n — . )
I'(n+1) 6a?
Asi, la presion a bajas temperaturas de un gas de fermiones confinado en cada uno de
los potenciales de confinamiento tiene la siguiente forma:

2N 5a (T’

Potencial homogéneo P =y €F 1+ 1—7; <T—F) , (3.52a)
1 N 5 (T’

Potencial arménico P, = = €r [1 + 1—7; (T_F) , (3.52b)
2 N or2 (T \?

Potencial cuadrupolar P.~ EAO_?’ €r [1 + 1—7; <'ZTF) . (3.52¢)

Se puede ver que la presion para el gas de fermiones en T = 0 no se anula. A diferencia
del condensado de Bose-Einstein en el que a T" = 0 todas las particulas ocupan el estado
de minima energia (€, = 0) donde su energia es cero por lo que la presiéon se anula, en
el gas degenerado de Fermi los fermiones deben ocupar diferentes estados cuénticos con
energia € # 0 por lo que en este caso la presion no se anula. Para las densidades mencionadas
anteriormente y que son las utilizadas en los experimentos con gases confinados, la presion
en T = 0 para un gas de fermiones seria del orden de P ~ 10~'2 Pa = 10~% Torr, la cual es
superior por cuatro ordenes de magnitud a del condensado de Bose-Einstein (con las mismas
condiciones en la densidad) a temperaturas de nanokelvins.

La entropia para el gas de fermiones en el régimen de bajas temperaturas tienen la
siguiente forma:

/T
Potencial homogéneo NSI;B ~ % <T_F) , (3.53a)
T
Potencial armoénico Nsl;B ~ (T_F) ; (3.53b)
S 3n2 (T
Potencial cuadrupolar N, ~ % (T—F) . (3.53¢)

13Ver Apéndice B para las propiedades de las funciones de Fermi
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Como podemos ver, la entropia del gas de fermiones, al igual para el gas de bosones,
satisface la tercera ley de la termodinamica: lim 7o S =0

Finalmente, la energia interna en el régimen de bajas temperaturas tienen la siguiente
forma:

E 3 sr? [T\

Potencial homogéneo N SEF 1+ % (T—F> ; (3.54a)
E 27 (T

Potencial armoénico N ~ ZEF + % (T—F) , (3.54b)
E 9 172 (T’

Potencial cuadrupolar N ~ ﬁGF [1 + 172T <T_F> . (3.54c¢)

Tal como como era de esperar para el gas de fermiones, la energia en 7' = 0 no se anula,
esto se debe a que en el gas degenerado de Fermi las particulas ocupan todos los estados
con energia € < € (ocupan toda la superficie de Fermi) y que se nota claramente en las
ecuaciones anteriores cuando 1" = 0.

3.5.1 Calor especifico a volumen constante, gas de fermiones

Ahora analizaremos el comportamiento del calor especifico a volumen constante para el gas
de fermiones en cada uno de los potenciales de confinamiento. Tal como lo hicimos para el
gas de bosones, C), se obtiene a partir de la energia interna del gas ideal cuéntico ecs. (3.30),
de donde obtenemos:

Oy Ef5/2(04) _ 9f3/2(a)

Potencial homogéneo = , 3.55a
& NA’JB 4 fg/g(O[) 4f1/2(06) ( )
Potencial armoénico Cv = 12f5/2(oz) — 9f3/2(a) ; (3.55b)
Nkpg fa2(a) fi2(a)
11
Potencial cuadrupolar Cv _ JM _ P Joy2(e) (3.55¢)

Nky 4 fop(a) Zj}/z(oz)'

Lo primero que podemos verificar de estas ecuaciones es el limite clasico que se produce
en el régimen de altas temperaturas; recordemos que en este caso, podemos aproximar
a las funciones de Fermi como: f,(a) ~ e* Entonces, de las ecuaciones para el calor

especifico (3.55), es facil ver que: lim v Cy/Nkgs = 3/2, 3, 9/2, para el gas confinado
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en el potencial homogéneo, armoénico y cuadrupolar respectivamente, que coinciden con las
expresiones correspondientes al gas clésico

Como hemos venido haciendo, con el gas de fermiones, podemos obtener ahora una aprox-
imacion de C), en el régimen de bajas temperaturas, y apreciar mejor su comportamiento
en este regimen. Para ello, utilizamos la aproximacion de la energia interna en el regimen
de bajas de temperaturas ecs. (3.54), entonces simplemente derivando (Cy = 0E/0Ty )
obtenemos la aproximacion del calor especifico a volumen constante, para cada uno de los
potenciales de confinamiento:

C /T

Potencial homogéneo N]:B ~ % (T_F) , (3.56a)
C T

Potencial armoénico N]:B ~ <T_F) ; (3.56b)
C 3n2 (T

Potencial cuadrupolar N;;B ~ % (T—F) . (3.56¢)

Al igual que para el gas de bosones, el calor especifico a volumen constante para un gas
de fermiones satisface la tercera ley de la termodinamica: lim o Cy = 0.

Para el gas de fermiones, a diferencia del gas de bosones, no hay dos expresiones diferentes
para el calor especifico a volumen constante. Por lo que entonces no existen discontinuidades
en Cy. La figura 3.4 contiene las curvas del calor especifico en funcién de la temperatura
para el gas de fermiones confinado en cada uno de los potenciales de confinamiento.

potencial cuadrupolar
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3/2f- - Gt SLRETITY ST EIPIFPPE PPN PP

gas de fermiones
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T/Te

0.0

Figura 3.4: Calor especifico para el gas de fermiones confinado en los diferentes potenciales externos
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3.6 Potencial quimico

En esta seccién estudiaremos el comportamiento del potencial quimico, como funciéon de la
temperatura, para el gas de bosones y de fermiones confinado en cada uno de los potenciales
externos. Esta dependencia es muy importante, y como hemos visto en las secciones ante-
riores, nos ha permitido determinar el comportamiento de las propiedades termodinamicas
del gas ideal cuéntico en el regimen de altas y bajas temperaturas.

Como ya hemos hecho referencia en las secciones anteriores, el potencial quimico es una
funcion creciente (en valor absoluto) de la temperatura cuando la densidad de particulas
N/V se mantiene constante. Sin embargo, para el gas de bosones (t = 0, por debajo y
en la temperatura critica (en especial en 7' = 0); mientras que para el gas de fermiones
el potencial quimico no tiene esta restriccion ademas de que en 7' = 0 el potencial quimico
toma el valor de la energfa de Fermi: (4(7" = 0) = €p. Esta diferencia en el comportamiento
del potencial quimico a bajas temperaturas para ambos tipos de gases marca la diferencia
en el comportamiento del calor especifico a volumen como pudimos ver en las secciones 3.4.1
y 3.5.1.

El potencial quimico como funcién de la temperatura y la densidad de particulas, para
cada uno de los potenciales de confinamiento, esta determinado por las ecuaciones 3.25a:

Potencial Potencial Potencial
homogéneo armoénico cuadrupolar
N 83p(a) N ksT\° N ksT\?
_— = e _— - — 8 —_— s
% e w3 [ gs(a) A0 d A 99/2(04)

donde hay que recordar que @, («) representa a las funciones de Bose o de Fermi, segin
se trate de un gas de bosones o un gas de fermiones respectivamente. Estas funciones son
integrales que contiene al potencial quimico implicitamente (o = p/ksT), de las cuales no
es posible despejar explicitamente al potencial quimico como funcién de la temperatura y de
la densidad de particulas. Sin embargo, es posible realizar el calculo numérico del potencial
quimico para diferentes valores de la temperatura, para el gas de bosones y de fermiones
como se expone en la siguiente seccion.

3.6.1 Gas de bosones

Para el gas de bosones es conveniente reescribir las ecuaciones (3.57) en unidades de la
temperatura critica 7, respectiva a cada potencial de confinamiento, definidas mediante las
ecuaciones (3.39). De esta manera, las ecuaciones quedan de la siguiente forma:
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Potencial homogéneo ¢(3/2) = /2 g3/2 (/1) (3.57a)
Potencial arménico ((3) = t* g5 (n/t), (3.57b)
Potencial cuadrupolar €(9/2) = {0/ gos2 (/) . (3.57¢)

Donde t = T/T. v wp = p/ksT.. De esta manera la dependencia con la densidad
de particulas N/V, esta contenida a través de T, recordemos que la temperatura critica
depende tnicamente de la densidad de particulas.

Asi, mediante estas ecuaciones, es posible calcular numéricamente el potencial quimico
como funcién de la temperatura g = p(t), para esto utilizaremos la representacion en serie
de las funciones de Bose: g,(a) = Y2, (e®)!/I", y consideraremos tnicamente los términos
dominantes de la serie. La figura (3.5) muestra las curvas obtenidas numéricamente del
potencial quimico como funcién de la temperatura para los tres potenciales de confinamiento,
podemos notar que el potencial quimico es cero paraT' = T, y que corrobora lo que habiamos
dicho anteriormente.

1.0F° ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ "
0.0 T .
r : potencial homog éneo
L potencial armdnico |
potencial cuadrupolar
-2.0r
N~
Q L
=
3
—-4.0r
-6.0r
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

T/T,

Figura 3.5: Potencial quimico como funcién de la temperatura para un gas de bosones confinado en cada
uno de los potenciales de externos. La dependencia con la densidad de particulas esté contenida
a través de Tg.
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3.6.2 Gas de fermiones

De manera semejante a como hicimos con el gas de bosones, para determinar el potencial
quimico como funcién de la temperatura y la densidad de particulas, reescribimos las ecua-
ciones (3.57), ahora en términos de la temperatura de Fermi T, respectiva a cada potencial
de confinamiento, definidas mediante las ecuaciones (3.50) (TF = Er/kg). Asi, en términos
de la temperatura de Fermi, estas ecuaciones tienen la forma:

4
Potencial homogéneo =3 fa2 (/%) (3.58a)

3T
: . L
Potencial arménico 5= t f3(p/t), (3.58D)

32
945 /1

Potencial cuadrupolar /2 foye (/). (3.58¢)
Estas ecuaciones son analogas a las del gas de bosones (ecuaciones 3.57), donde ahora,

t=T/Tr y p = p/ksTr. Una vez mas la dependencia con la densidad de particulas en

estas ecuaciones, queda implicita a través de las unidades de la temperatura de Fermi TF.

Tal como se hizo para el gas de bosones, podemos representar a las funciones de Fermi
como la serie: f,(a) = 3,2, (=1)"*(e*)!/I", y calcular numéricamente el potencial quimico
(tomando solamente los primeros términos) para diferentes temperaturas. Mediante estas
ecuaciones podemos calcular el potencial quimico del gas de fermiones a diferentes temper-
aturas.

A diferencia del gas de bosones, para el gas de fermiones es posible encontrar una forma
explicita del potencial quimico como funcién de la temperatura y la densidad de particulas,
en el regimen de bajas temperaturas. Para ello, utilizamos la aproximacion de las funciones
de Fermi (3.51). Sustituyendo esta aproximacion de las funciones de Fermi en las ecuaciones
(3.57) obtenemos explicitamente el potencial quimico como funcién de la temperatura y la
densidad de particulas, para cada uno de los potenciales de confinamiento. Nuevamente
haciendo uso de las unidades 7%, tenemos las siguientes ecuaciones:

r 2
Potencial homogéneo n=|1- 7{—2’(2} , (3.59a)
F )
Potencial arménico pn=|1- ?t ] : (3.59Db)
. i T
Potencial cuadrupolar n=|1- Et . (3.59¢)

A partir de estas ecuaciones notamos que el potencial quimico para el gas de fermiones, es
cero Unicamente para un valor de la temperatura (en el gas de bosones es cero si: T < Tp.).
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Ademas, en T' = 0 se satisface que el potencial quimico es igual a la energia de Fermi: pt = €p
(er = kpTFr), de acuerdo con su definicion. La figura 3.6 contiene las curvas obtenidas del
potencial quimico del gas de fermiones, en las aproximacion de bajas temperaturas (ecs.
3.59) y la aproximacién numeérica obtenida mediante las ecuaciones (3.58). Notamos de
estas graficas que ambas aproximaciones coinciden en el régimen de bajas temperaturas,
como era de esperar; mientras que a altas temperaturas es evidente la discrepancia.

1.0+ : i
0.0 frrmmmrmm o A g = T QNS 7T T T T s s s s s e
— potencial homog éneo
F potencial arménico B
— potencial cuadrupolar
2.01 1
N
)
= | i
3
—4.01 B
-6.01 1
L AN
-7.0%. ‘ : ‘ ‘ ‘ N D
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

T/T

Figura 3.6: Potencial quimico como funcién de la temperatura para un gas de fermiones confinado en cada
uno de los potenciales de externos. La dependencia con la densidad de particulas esta contenida
a través de Tr. Las curvas punteadas representan la aproximaciéon a bajas temperaturas
ecs. (3.59); mientras que las curvas continuas representan la aproximacion numérica de las
ecuaciones (3.58).



CAPITULO

Perfiles de Densidad

Hasta ahora hemos analizado tinicamente las propiedades termodinamicas del gas ideal de
bosones y fermiones confinado en cada uno de los potenciales externos. En el capitulo
anterior vimos que para un gas de bosones se presenta el fenémeno de condensaciéon de
Bose-Einstein y para el gas de fermiones la degeneracion de Fermi. Ambos fenémenos son
consecuencia del comportamiento cuéntico de las particulas. FEn especial, obtuvimos la
temperatura critica y la energia de Fermi, que caracterizan ambos fenémenos.

Una propiedad muy importante del gas, y con la cual es posible comparar los resultados
experimentales, es la distribucion espacial de las particulas o perfiles de densidad. En este
capitulo analizaremos el comportamiento de los perfiles de densidad con la temperatura,
para el gas de bosones y de fermiones confinados en cada uno de los potenciales externos.
Para obtener las expresiones de los perfiles, como funciéon de la temperatura, utilizaremos
una aproximacion semiclasica. Los perfiles de densidad representan la principal informaciéon
con la que cuenta el trabajo experimental; a partir de la cual es posible determinar la
temperatura del gas y saber si el gas se encuentra por debajo de la temperatura critica o de
Fermi, y por lo tanto en la fase de condensado de Bose-Einstein o degeneracion de Fermi,
para un gas de bosones o de fermiones respectivamente.

Para determinar los perfiles de densidad del gas de bosones, partimos del ntimero de
ocupacion de particulas en cada estado ec. (3.8):

1

- elB€p—) _ 1’ (41)

Np
donde €, corresponde a la energia del estado cuantico p de una particula confinada en el
potencial U(r). La distribucion espacial de las particulas se puede obtener a partir de las
funciones de onda V¥, para todos los estados p de una particula confinada en el potencial ex-
terno U(r). Recordemos que el elemento [¥,(r)|* dr representa la probabilidad de encontrar
a la particula con estado p en el volumen dr alrededor de la posiciéon r; asi, sumando sobre
todos los estados cuanticos accesibles pesados por el numero de ocupacion (4.1), obtenemos
la distribucion espacial de particulas: n(r) = > "7, |W,(r)|* dr. Sin embargo, esta expre-
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sion tiene dos inconvenientes: el primero es que se trata de una suma infinita, ya que hay
un nimero infinito de estados accesibles para una particula confinada; y el segundo es que
para determinar n(r) es necesario conocer todas las funciones de estado Uy (r), asi como de
sus energias €,. Para el caso de una particula confinada en el potencial homogéneo y ar-
moénico conocemos la formas explicita las funciones y de sus energias, pero para el potencial
cuadrupolar no las tenemos.

Sin embargo, podemos hacer una aproximacion semiclasicalll] en la cual la energia de
cada estado €, se reemplaza por la energia clésica de una particula confinada en el potencial
externo U(r): € =p?/2m+ U(r). Entonces el nimero de ocupacion (ecuacion 4.1) queda
de la siguiente forma:

B B 1
(p,r) = B2 2mAU(m)—p) _ 1’

(4.2)

donde podemos notar claramente la dependencia con la posiciéon, a través del potencial de
confinamiento U(r). La dependencia con la temperatura es mediante el factor § = 1/k;T.
Ahora bien, en el espacio fase de un sistema de N particulas, la fraccién de particulas con
momento entre p y p + dp contenidas entre r y r 4+ dr viene dado por:

1
dN = Fmcﬁ’pcf”r. (4.3)

Sustituyendo en esta ecuaciéon la aproximacion semiclasica del nimero de ocupaciéon
ec. (4.2) e integrando sobre todos los momentos obtenemos los perfiles de densidad, que
corresponden a la fraccion de particulas contenidas en el elemento de volumen dV = dr en
la posicion r:

_[dN] 4w [ p2dp
MM%{WL_ﬁAeMMMWM_y (44)

Los perfiles de densidad dependen de la temperatura (5 = 1/k;T); y de la posicion, a
través del potencial de confinamiento U(r). Mediante un cambio de variable en la integral,
podemos escribir los perfiles de densidad en términos de la funcién de Bose g3/ — U(r)].
De esta forma los perfiles de densidad quedan determinados por|[11]:

NE.T) = sy0ue [0 — AU, (45)

4.1 Gas de bosones

En un gas de bosones la ecuacion (4.5) que determina los perfiles de densidad, es vélida
tnicamente para 7" > T,, (en T,, a = 0), es decir fuera del régimen de condensado de
Bose-Einstein. Esto es porque en el condensado los efectos cuénticos deben ser tomados en
cuenta, y nuestra aproximacion semiclasica deja de ser aplicable.

En el condensado de Bose-Einstein la mayoria de las particulas se encuentran en el estado
base (minima energia) €, = 0 y solo una pequena fraccion de ellas se encuentra en los estados
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excitados (que hemos llamado particulas térmicas). De esta forma los perfiles de densidad
se puede escribir como la suma de dos contribuciones: una debida a las particulas del estado
base dada por Ny |¥y(r)|?, donde Ny es el nimero de particulas en este estado y Wo(r) es la
funcion del estado base de una particula confinada en el potencial U(r); la otra contribucion
a los perfiles de densidad es debida a las particulas térmicas y que puede ser bien aproximada
mediante la ecuacion (4.5) con a = 0.

Asi, podemos distinguir claramente tres regimenes para los perfiles de densidad

1

N3 9372 [ — BU(r)] T>T.,
N ) =4 g0 [0V () T-T, (4.6)
No |Wo(r)| + /\%93/2 [-BU(r)] T < T..

\

Asi, los perfiles de densidad dependen de la temperatura (el potencial quimico como
funcion de la temperatura esta descrito en la seccion 3.6.1) y del potencial de confinamiento
U(r). El nimero de particulas en el estado Ny base viene dado por las ecuaciones (3.40);
mientras que las funciones del estado base Wy(r) para una particula confinada en el potencial
homogéneo, armoénico y cuadrupolar se pueden consultar en el apéndice A.

De esta manera los perfiles de densidad quedan completamente determinados. Las gra-
ficas 4.1 y 4.2 muestran los perfiles de densidad para diferentes temperaturas: la primera
corresponde al gas confinado en el potencial armoénico y la segunda en el potencial cuadrupo-
lar. En estas graficas hemos utilizado unidades referidas a la longitud caracteristica de un
gas de bosones Rp, definidas de la siguiente forma':

Potencial arménico

. /6
1, 1 [2h ( NP\

- Ry = k5T, Rp=—\— | —= , 4.7
oMo s = - PV m \¢B3) )
Potencial cuadrupolar

1 h2 \ 3 NA? 2/9
A = kT, =— | — — 0 4.7b
word = m=g (i) (em) 0™

donde hemos sustituido el valor de T, para cada potencial de confinamiento (ecuaciones
3.39). Podemos ver que Rp depende unicamente de la densidad de particulas del gas.

L Rp, se puede interpretar como la amplitud a la que oscila una, particula clasica confinada en el potencial
externo (armonico o cuadrupolar), cuando el gas tiene la temperatura critica 7.
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Figura 4.1: Perfiles de densidad para un gas de bosones confinado en un potencial arménico con
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Figura 4.2: Perfiles de densidad para un gas de bosones confinado en un potencial cuadrupolar con difer-
entes temperaturas
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4.2 Gas de Fermiones

Para el gas de fermiones podemos identificar dos regimenes de temperatura: cuando T" > T,
donde la aproximacion semiclasica de los perfiles de densidad (4.5) tiene validez, ya que los
efectos cuanticos no son tan importantes; y cuando T = 0 (gas degenerado de Fermi), en
este caso los efectos cuanticos son relevantes por lo que esta aproximacion deja de ser val-
ida. Es necesario entonces encontrar una expresion para los perfiles de densidad en T = 0.
Recordemos que para el gas de bosones en T' < T, (Condensado de Bose-Einstein), los per-
files de densidad se obtuvieron agregando un termino que correspondia a la contribucion
de las particulas que se hallan en el estado base, y que representaba el término dominante.
Sin embargo, para el gas degenerado de Fermi (7" = 0) este procedimiento no tendria sen-
tido, debido a que los fermiones cumplen con el principio de exclusion de Pauli por lo que
tinicamente hay una particula por estado cuantico, entonces este término seria despreciable.

Para determinar el perfil de densidad para el gas degenerado de Fermi recordemos que en
un gas de fermiones a 7' = 0 las particulas pueden tener tinicamente energia menor a la de
Fermi € < € (las particulas ocupan los estados contenidos dentro de la superficie de Fermi,
ver figura 3.1). Entonces podemos obtener una aproximacion semiclasica de la distribucion
espacial de particulas|12| definiendo el nimero de onda local de Fermi kg, de la siguiente
manera:

1 ke
——= 4
2m

U(r) = €p, (4.8)

esta ecuacion representa el balance de energia para las particulas del gas degenerado de
Fermi (donde €p es una constante) y define al ntiimero de onda local de Fermi kp = kg(r),
que depende de la posicion a través del potencial de confinamiento U (r).

A T = 0 las particulas del gas ocupan todos los estados con energia menor o igual a la
energia de Fermi €p; entonces la fraccion de particulas contenidas entre r y r 4 dr se obtiene
del volumen de la esfera de radio kg(r) en el espacio reciproco, dividido entre el volumen
por unidad de estado?:

4
n(r,T =0) = ng(r)?’

1L Dlke(r))’
(2r/L)® 672

(4.9)

sustituyendo en esta ecuacion el valor de kg (r) determinado por la ecuacion (4.8), obtenemos
finalmente los perfiles de densidad para el gas degenerado de Fermi:

- 3/2
N, T =0)= # [271_2 {er — U(r)}] : (4.10)

Esta ecuacion depende del potencial de confinamiento U(r) y de la densidad de particulas
a través de la energia de Fermi € para cada potencial de confinamiento (ecuaciones 3.50).

2En el espacio reciproco los estados no llenan completamente el espacio ec. (3.15), sino que estan separados

P . . QJ
entre si por el espaciamiento 7
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Al igual que para el gas de bosones, definimos la longitud caracteristica de un gas de
fermiones Rp, como el alcance maximo de una particula confinada en el potencial externo
cuando el gas tiene la temperatura de Fermi TFp:

Potencial arménico

1 1 [2n
S Ry = kT = Rp = E((&N%)”G, (4.11a)

Potencial cuadrupolar

1/ B2 \Y? /945N A3\ ?/°
ARp = k, T S TR ) 4.11b
oRF BLF = Rp A, (27rm) ( (167T)2 ) ( )

Estés longitudes, al igual que para el gas de bosones (ecuaciones 4.7), dependen tunica-
mente de la densidad de particulas. Sustituyendo la expresion del potencial de confinamiento
U(r) (armonico y cuadrupolar) en la ecuacion (4.10) con su respectiva Rp, obtenemos la
forma explicita de los perfiles de densidad para el gas degenerado de Fermi:

8§ N r? 1%?

Potencial arménico N, T =0) = ;R_% [1 — R—%} , (4.12a)
189 N i

Potencial cuadrupolar N, T =0) = 34_7TR_§’; ll - %} . (4.12Db)
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Figura 4.3: Perfiles de densidad para un gas de fermiones confinados en un potencial arménico.
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CAPITULO

Mezcla de bosones y fermiones

Actualmente uno de los retos principales en los experimentos con gases atomicos ultrafrios,
es la obtencion y caracterizacion de la transicion del estado superfluido (BCS) al estado
condensado de Bose-Eintein, y viceversa. Para conseguir dicha transicion se requiere de una
mezcla compuesta de fermiones en dos estados de espin diferentes (1, |), de tal manera que
da lugar a que ambas especies se combinen para formar un bosén molecular; o si el proceso
ocurre en forma inversa, los pares moleculares(bosones) se disocian en atomos fermionicos.
Este proceso ocurre como resultado del control de la interaccion entre los dtomos (fermiones
en estados diferentes), a través de la longitud de dispersion que puede ser “modulada" me-
diante un campo magnético externo|7]. Esto se consigue manipulando los niveles Zeeman
de cada especie de fermiones por lo que es posible conseguir que la longitud de dispersion
sea negativa o positiva, resultando en una interaccion atractiva o repulsiva respectivamente.
De esta manera los atomos (fermiones) del gas pueden formar pares ligados (bosones) o
mantenerse como particulas individuales.

Este tipo de experimentos constituye uno de los motivos principales de esta tesis, y en este
capitulo se estudia la termodindmica de una mezcla ideal confinada compuesta por fermiones
en dos estados de espin diferentes (T, |) que pueden ligarse, para formar un bosén. Si €*,
es la energia de ligadura necesaria para formar al boson, entonces €* < 0. Tratdndose de
una mezcla con dos tipos de fermiones que pueden formar un bosén, entonces distinguiremos
dos tipos de mezclas: cuando la poblacién de fermiones en cada estado es la misma (mezcla
balanceada), y el caso contrario (mezcla desbalanceada). Para ambos tipos de mezcla se
analiza el comportamiento de la temperatura de transiciéon al condensado de Bose-Einstein
(T.), como funcion del energia de ligadura €*; y del potencial quimico, como funcion de la
temperatura, para cada especie de particulas. Al final del capitulo se estudia la poblacién
de particulas, de cada especie, como funcién de la temperatura.
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5.1 Composicién de la mezcla

Consideremos un gas de fermiones, en el que cada fermion puede hallarse en dos estados
diferentes: con espin +1/2, a los que denotaremos como Fy; o con espin —1/2, y que deno-
taremos como F|. Supondremos ademas que los fermiones no pueden realizar transiciones
entre los diferentes estados de espin, por lo que solo pueden estar en un estado posible.
Ambos tipos de fermiones pueden estar en el gas como particulas independientes; o bien,
dos fermiones en diferente estado pueden ligarse para formar un bosén con espin cero!, a los
que denotaremos como By|. Ambos procesos los podemos simbolizar de la siguiente manera:

FT—FFL \:‘B”

A la energia necesaria para ligar a los dos fermiones y formar al bosén la denotaremos
como €*, y puesto que se trata de una energia de ligadura entonces €* < 0. La poblacién
de fermiones (Fy, F|), asi como de bosones (By|) presentes en la mezcla cuando esta en
equilibrio viene determinada por la composiciéon inicial que se tenga de ellas. Supongamos
entonces una composiciéon inicial: N$ fermiones del tipo Fy, y Nlo fermiones del tipo F|. Asi,
puesto que solamente dos fermiones en diferente estado pueden formar un boson y viceversa,
entonces en equilibrio el nimero de fermiones en cada estado esta determinado por:

Ny = N? — Ny fermiones Fy, (5.1a)
N, = N} — Ny, fermiones F|; (5.1b)

donde Ny, es el nimero de bosones. Estas ecuaciones representan la conservacion de particu-
las, y determinan las proporcion que debe haber entre las particulas de diferente tipo, a partir
de la composicion inicial de la mezcla (N7, N). Si NY = N7, la mezcla es balanceada ya
que entonces Ny = N|; en caso contrario N? #+ Nl0 la mezcla sera desbalanceada N; # N|.

. . ‘ mezcla desbalanceada .‘
v — v
A ® ¥ vuw : Ay

‘ mezcla balanceada “

Figura 5.1: Composiciéon de la mezcla

'Debido a que los fermiones satisfacen el principio de exclusion de Pauli, descartamos la posible formacion
de bosones a partir de dos fermiones en el mismo estado.
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5.2 Gran potencial de la mezcla

Para estudiar la termodinamica de la mezcla utilizaremos el formalismo del conjunto gran
candnico, tal como lo hicimos con el gas ideal cuantico con un solo tipo de particulas (bosones,
fermiones) en el capitulo 3. Recordemos que en este formalismo, las propiedades termod-
indmica del sistema se obtiene a partir del gran potencial €2, que se define a través de la
funciéon de gran particion =.

A continuacion definiremos la energia del sistema, y posteriormente veremos cual es la
expresion que tiene la funciéon de gran particion = para la mezcla. Para esto, consideremos
como: {el, ml}, {e}, mi}, {€}}, L'}, los niveles de energfa y el nimero de ocupacion para
una particula del tipo Fy, F|, By, respectivamente, que se halla confinada en el potencial
externo U(r) (homogéneo, armonico, cuadrupolar). Entonces, designaremos por microestado
del sisterna {s} al conjunto de valores que puede tomar los diferentes numeros de ocupacion:
{s} = non n2 nén{n% n”n”n” - Este conjunto de valores dice cuantas particulas, de
cada tipo, hay en cada uno de los estados energéticos. De tal manera que la energia total
del sistema en el microestado {s}, viene determinada por:

E{s} = Z 6117111 + Z Ellnli + Z EETLI& + E*Nm, (52)
k= 1=0 m=0

donde hay que recordar que la energia de ligadura es negativa (€ < 0); ya que es la energia
necesaria para mantener ligado al par de fermiones que forman a un boson, de tal manera
se ha restado la energfa de ligadura de los Ny bosones que contiene la mezcla. Es necesario
que esta expresion sea congruente con las propiedades termodinamicas del sistema, por lo
que debe ser igual a la energia interna E del sistema:

E = Ey. (5.3)

Es claro que para un valor de la energia existen diferentes microestados posibles; sin
embargo solo consideraremos aquellos que satisfacen la condiciones especificas de la mezcla;
es decir, si Ny = 320  nk, Ny = S0 ni, Ny = 322 nll entonces la ecuacion (5.2) debe
ser compatibles con las ecuaciones (5.1):

k=0 m=0
= ani + Z nll. (5.4b)
1=0 m=0
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Una vez definida la energia para cada microestado accesible al sistema, y de la expresion
para la funciéon de particion:

Z —BE{sy

Z Ek 0 k k+21 Oel 1 T2 m= oelflln“lﬁre*N“), (5.5)
{s}

podemos escribir la funcién de gran particion para la mezcla:

‘—‘M(T’ V? /‘LT7 Ml? ILLTi) = Z Z Z ZN (Tu V) eaTNT ealNl eaTlNTl' (56)

Esta expresion es una extension de la que vimos en el capitulo 3 para el gas ideal cuantico
(ecuacion 3.4), aplicada a un gas con tres diferentes tipos de particulas. Donde los paramet-
ros: oy, «, ay) estan relacionados con el potencial quimico para cada tipo de particulas de
la siguiente manera:

ap = by /ksT fermiones Fy, (5.7a)
ap =, /ksT fermiones F|, (5.7b)
arp = [y [kpT bosones By. (5.7¢)

Sustituyendo la expresion (5.5) en la funcion de gran particion, es posible escribirla de la
siguiente manera:

EM(T,V,,UT,,UL,/’Z) = ET(T7V7MT) El(T>V7MT) EH(T>V7/])7 (58>
donde cada termino tiene la siguiente expresion:
Zr =Y Zy(T, V)™ Zy(T,V) =) e i €M) (5.9a)
Np {s}
E1 =) 2T, V)er™ 2T V) =Y e PER ), (5.9b)
Ny {s}
E“ = ZZ”(T, V)eaN” Z“ T V Ze (Xm= OENHN). (59(3)
Npy

ademas, hemos empleado la siguiente notacion:

fo= i, — € (equivalente &=y — J3€"). (5.10)
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De tal manera que identificamos cada uno de los términos de la expresion (5.8), como la
funcion de gran particion correspondiente a cada tipo de particula: = (7, V, ,uT) vy (T,V, ,ul)
para los fermiones F; y F| respectivamente, mientras que Z;| (7T, V, i) para los bosones By .
Cada una de estas expresiones es idéntica a la funciéon de gran particiéon para un gas ideal
cuantico con un solo tipo de particulas que vimos en el capitulo 3, ecuacion (3.4). Entonces
el gran potencial para la mezcla, que se define a través de la funciéon de gran particion como:
Qu = —kzT In =), tiene la siguiente expresion:

QM<T7 V, MT? My s ﬁ) = QT(Tv v, /’LT) + QL(T> V, :ul) + Q”(T, V, ﬁ)? (511>

donde es posible identificar cada termino como el gran potencial para un gas con un solo
tipo de particulas: fermiones para los dos primeros, y bosones para el tercero.

(T, V, py) = kT In =4 fermiones Fy, (5.12a)
QT V) = —ksTIn =, fermiones F|, (5.12b)
Q” (T, V, IZL) = —]CBTIII E” bosones B”. (512C)

En secciéon 3.2.2 vimos la expresion para cada uno de ellos (ver ecuaciones (3.23)), en
cada potencial de confinamiento, de donde obtenemos las siguiente expresiones:

V
Qf = —k?BT)\—%fg)/g(Ozf)

Potencial homogéneo (5.13a)

vV -
= —23/27?BT)\—395/2(06)
T

kT’
Q = —kpT ( hz ) o)
0
Potencial arménico (5.13b)
3/2 kTN
QTl = —2 k)BT hw 94((1/)
0
Q 8k T ( o2l )3 fr1/2(ag)
= 87 a
f A\ VA 11/2(0
Potencial cuadrupolar (5.13c)

kT \° _
) = _23/287rk:BT ()\jAo) 911/2(CY)

Donde f representa (1) para los fermiones Fy; y (|) para los fermiones F|. El factor 23/2
en el gran potencial para los bosones, se debe a que la masa de los bosones es el doble que
la de los fermiones (A y w, son proporcionales a 1/+/m, ver ecuacion 2.9).
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5.3 Equilibrio quimico

Ahora analizaremos cual es la condiciéon de equilibrio que fija el nimero de particulas de
cada especie en la mezcla, para una temperatura dada. Durante el proceso de conversion y
reconversion de fermiones a bosones; el sistema se encuentra fuera de equilibrio, ya que la
poblacion de ellos esta variando. Sin embargo, a una temperatura fija, esto no se mantienen
indefinidamente, y el nimero de fermiones y de bosones llega a un equilibrio llamado equi-
librio quimico.

Como la variacion de particulas de cada especie no es arbitraria; sino que esta condi-
cionada por la expresion (5.1), entonces:

6NT = —5Nn, (514&)
SN, = —0N;,. (5.14b)

Por otro lado, la variacion en la entropia (a volumen y temperatura constante) esta dada
por:

95,
0SS = 8_M6NT+

o5,
N,

051,

ON
LN,

5NTL7

= 0Ny + o ON| + [y ONy). (5.15)

Sustituyendo en esta expresion las relaciones (5.14), junto con la condicion de equilibrio
termodinamico: 65 = 0 (S es méaxima), obtenemos que:

Fopp = Ky + 1y () = ar + ) (5.16)

Esta condicion de equilibrio quimico no es més que una consecuencia de la conservacion
de particulas ec. (5.1) y define una relacion entre los potenciales quimicos para las particulas.

5.3.1 Relaciones termodinamicas

Una vez que hemos obtenido el gran potencial para mezcla, y la relaciéon entre los poten-
ciales quimicos de las particulas (equilibrio quimico); podemos escribir las ecuaciones que
relacionan las diferentes variables termodinamicas (ecuaciones (3.2)):
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S(T,V, iy, 1)) = (aQ—TM)W . , (5.17a)
1

P(T,V, iy, b)) = (889—VM) - , (5.17b)

Ny{(T,V, j1y) = (2_2>ij (5.17¢)

N(T,V, ) = (%)TV, (5.17d)

Ny (T, V, ) = (%)T]}. (5.17e)

Donde hemos utilizado las propiedades del gran potencial, ecuacion (5.11). Es importante
notar que las tres ultimas ecuaciones no son independientes; sino que estan relacionas entre si,
mediante las ecuaciones (5.1), que representan la conservacion de particulas y que podemos
escribir de la siguiente manera:

[N AU I L , (5.18a)
f ) )
Hy T,V ® T,V

)

NO = <@) + (%) . (5.18b)
! ) )
ol T,V © T,V

Este par de ecuaciones, como veremos en las siguientes secciones, determinan la temper-
atura critica T, a la cual se presenta el condensado de Bose-Einstein en los bosones de la
mezcla; asi como también el potencial quimico, como funcién de la temperatura, para cada
tipo de particulas. Para escribir estas ecuaciones, para la mezcla confinada en cada uno
de los potenciales externos, es conveniente utilizar las unidades de temperatura de Fermi,
definidas a través de las ecuaciones (3.50) que definen la energia de Fermi €p = k;Tr, de
donde obtenemos:

Potencial homogéneo Tr = 5 (67?2v> , (5.19a)
B
ho(. N\
Potencial arménico Tr = . 6 w_3> , (5.19b)
B 0

(5.19¢)

Potencial cuadrupolar Tr = —
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Donde para la mezcla: N = NTD + N?; de esta manera, a partir de las expresiones para el
gran potencial de cada tipo de particulas, confinadas en cada uno de los potenciales externos
(5.13) las ecuaciones (5.18) se pueden expresar en forma general de la siguiente manera:

NW? =T(n+1) (%)n (fn(oq) + 23/29n(&)), (5.20a)
NWE =T(n+1) (TZF)” (fn(al) + 23/2gn(a)). (5.20b)

donde n = 3/2, 3y 9/2; para el potencial de confinamiento homogéneo, armoénico y cuadrupo-
lar respectivamente. Es importante recalcar que Tr depende tinicamente de la densidad de
particulas N/V.

5.4 Temperatura critica

En la seccion 3.4 vimos que la temperatura critica para un gas de bosones confinado, a partir
de la cual se obtiene la fase de condensado Bose-Einstein, se obtiene mediante las ecuaciones
(3.38). Se puede ver que en general para un gas de bosones, la ecuacion: Ng(T,V,u) =
(0§2/O) 7,y define la temperatura critica T, cuando = 0 (equivalentemente o = 0), donde
Np es el nimero de bosones que componen al gas; por lo que la ecuaciéon:

o0
Nn = [ Z2
b <8M>T,v

define implicitamente la temperatura critica 7., como funcién de la densidad de particulas
Np/V para un gas de bosones. De manera similar se obtiene la temperatura critica para la
mezcla; en este caso, el nimero de bosones que la componen N no es fijo sino que depende
de la temperatura. Sin embargo, esta cantidad queda determinada por las ecuaciones (5.18);
por lo que la temperatura critica para la mezcla se obtiene mediante estas ecuaciones; ahora,
bajo la condicién 1 = 0 (& = 0):

N? = o ypatil , (5.22a)
Oy o _
TV IT=T, b =[5 TYVIT=T., [1=0

N} = (?) +<%> : (5.22b)
ol TV IT=T., [ =} p TVIT=T,, [1=0

Donde pf y ] corresponde al valor de los potenciales quimicos para los fermiones en cada
estado en T' = T,, y que estan relacionados mediante la condicién de equilibrio quimico que
para este valor de la temperatura toma la forma (f1 = 1, — € = 0):

ps A+ p] =€ (5.23)

: (5.21)
T=T., [4=0
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Para comprender el significado de la temperatura critica en la mezcla, regresemos a las
ecuaciones (5.18) que determinan el balance que debe haber entre las particulas de diferente
especie, que componen la mezcla, en equilibrio termodindmico. Es claro que el ntimero de
fermiones en ambos estados, asi como el de bosones, depende de la composiciéon inicial de
la mezcla: N? , Nf, que consideramos fija. Entonces, el lado derecho de estas ecuaciones se
debe balancear de tal forma que se mantenga constante.

Si disminuimos la temperatura (supongamos 7" > T.), como veremos méas adelante, el
nimero de fermiones de cada especie (Ny = (0Q /)1y, N (0Q,/0p)ry) disminuye;
mientras que el nimero de bosones (N;; = (0Q4/0ft)ry) aumenta. De esta manera, es
posible balancear el lado derecho de las ecuaciones y mantenerlo constante. Sin embargo, esto
es posible hasta que [t = 0 (& = 0), cuando Ny = (aQTl/a/j)TﬂT:TC, fi—o alcanza su valor

méximo?: Esto se debe a que Ny = (9, /0[t)T.y, representa tnicamente la poblacion de
los bosones que se hallan en los estados excitados: Nf| = (0Qy,/9ft)r,y, que para T > T, son
casi todos; sin embargo, cuando [t = 0 alcanzan su valor méaximo. Si seguimos disminuyendo
la temperatura, se sigue cumpliendo que [t = 0y N7, disminuye; mientras que los bosones
en el estado base (condensado de Bose-Einstein) Ny aumenta. De esta manera es posible
balancear el lado derecho de las ecuaciones y mantenerlo constante; asf la condiciéon & = 0
marca la transicion al condensado de Bose-Einstein para la mezcla. Estos argumentos son
muy similares a los que utilizamos con el condensado del gas de bosones (ver seccion 3.4).

Es importante notar de las ecuaciones (5.22) que la temperatura critica para la mezcla
depende tanto de la composicion de la mezcla (NP , NE), asi como de la energia de ligadura
de los bosones €*.

5.4.1 Mezcla balanceada

Analicemos primero la mezcla balanceada: NTO = Nf. En este caso, de las ecuaciones (5.22)
y (5.23) se obtiene que: M5 = pj =€ /2, por lo que la temperatura critica se obtiene de la

Unica ecuacion:
i TV IT=T., [15=€*/2 © T,V

cuya expresion general para la mezcla confinada, segtn las ecuaciones (5.20) toma la siguiente
forma:

; (5.24)

T=Te, [4=0

ALY () (e 2ty + 27 (5.25)

De esta ecuacién se obtiene la temperatura critica, como funcién de la energia de ligadura
(N/N = 0.5): T, = T(€*), para cada uno de los potenciales de confinamiento. La figura
5.2 contienen estas graficas. Como se puede ver de estas gréaficas, la temperatura critica
para €* < ( varfa muy poco y se mantiene casi constante; en este caso, de la ecuacion (5.25)

ZVer seccion 3.4, ecuaciones (3.37)
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podemos verificar el limite al cual tiende la temperatura critica cuando €* — —o0, ya que
en este caso f,(a) = e*. Sustituyendo esta aproximacion en la ecuacion (5.25) obtenemos
los siguientes valores:

Potencial homogéneo lim e, _ o T. = 0.137
Potencial arménico lim e, _ T =~ 0.290
Potencial cuadrupolar lim e, _o T. = 0.279 (5.26)

de esta misma ecuacion obtenemos el valor de T, para € = 0 ; en este caso f,(0) tiene un
valor finito y simplemente despejamos:

TCT(;)) = (N%F(n +1) [fn(()) + 23/2C(n)] > _W. (5.27)

A partir del cual se obtienen los siguientes valores, para cada uno de los potenciales de
confinamiento:

. ) T.(0)
Potencial homogéneo ~ (0.129
Tr
: . T.(0)
Potencial armoénico ~ (0.269
T
T.(0
Potencial cuadrupolar (©) ~ 0.262 (5.28)

-
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Figura 5.2: Temperatura critica en funcion de la energfa de ligadura (€* < 0) para una mezcla balanceada
(N? = Nf) confinada en cada uno de los potenciales de externos.

5.4.2 Mezcla desbalanceada

Para la mezcla desbalanceada: NTO #+ Nf, la temperatura critica esta determinada estric-
tamente por el par de ecuaciones (5.22). Sustituyendo en estas ecuaciones la condiciéon de
equilibrio quimico (5.23), obtenemos las siguientes expresiones para la mezcla confinada:

N =ron (5) (Rle - pmr] + 22 ), (5.290)
Nﬁf =T +1) (%)n (fnwi/’fBTc) + 23/24(%))- (5.29b)

Este par de ecuaciones determina la temperatura critica para la mezcla desbalanceada,
como funcion de la energfa de ligadura y de la composicion inicial T, = T.(€*, N?, Nlo)7 para
cada uno de los potenciales de confinamiento. La figura 5.3 contiene estas gréaficas para
la composicion NY/N = 0.9, N)/N = 0.1. Podemos notar que las curvas son semejantes
a las de la mezcla balanceada. De igual forma que hicimos con la mezcla balanceada,
podemos determinar el valor limite de la temperatura critica cuando €* — —oo (en este caso
fn(a) = ), para la composiciones inicial NY /N = 0.9, N)/N = 0.1:
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Potencial homogéneo lim e, _ T. =~ 0.049
Potencial armoénico lim e, _ o T = 0.170
Potencial cuadrupolar lim e, _ T. =~ 0.203

Podemos notar que estos valores son menores a los de la mezcla balanceada (5.26). Para
determinar el valor de T, en €* = 0, es necesario resolver el sistema de ecuaciones (5.29) con
€* = 0; en cuyo caso, mediante un calculo numérico obtenemos los siguientes valores, para
la misma composicion:

T.(0
Potencial homogéneo 0) ~ 0.036
Tr
T,
Potencial arménico (0) ~ (.146
Tr
T.(0
Potencial cuadrupolar (0) ~ (0.167
F

(5.30)

0.30} °
e Ppotencial homog éneo
potencial arm énico
0.25- e Ppotencial cuadrupolar
020’ A ° . L . . . . . . e 3 ° . o 0 3 . 3 . .o
-
\00.15
|_
0.10r
0.00t_, ‘ ‘ ‘ L
-20 -15 -10 -05 0.0
€'/er

Figura 5.3: Temperatura critica en funcion de la energia de ligadura (€* < 0) para una mezcla desbalan-
ceada con la composicion: N = 0.9, NY = 0.1
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5.5 Potenciales quimicos

En el capitulo 3 vimos que una de las principales propiedades del gas ideal cuantico es el
comportamiento del potencial quimico como funcién de la temperatura. Esto se debe a que
ello determina el comportamiento de las funcion de Bose y de Fermi como funciones de o (o =
w/ksT). Estas funciones a su vez determinan las variables termodindmica: presion, entropia,
energia interna y calor especifico. Para la mezcla, tiene la misma importancia determinar
cada uno de los potenciales quimicos (/LT, s fy L) como funcién de la temperatura; més
aun, en este caso determinan la composicién de la mezcla en equilibrio (Ny, Ny, Ny;) al
variar la temperatura.

Antes de analizar el comportamiento del potencial quimico para cada tipo de particulas
que componen la mezcla conviene recordar algunas de las propiedades del potencial quimico
para el gas de bosones y de fermiones, que vimos en el capitulo 3. En este caso, el potencial
quimico como funcién de la temperatura y la densidad de particulas N/V queda determinado
por la ecuacion N(T,V, u) = (02/0p)r,y. Para el gas de bosones el potencial quimico es
siempre negativo o cero: 4 < 0, para 1" > T.; y it = 0, para 7" < T.. Mientras que para
el gas de fermiones el potencial quimico puede ser negativo o positivo; ademés en 7" = 0,
es igual a la energia de Fermi: pu(T = 0) = €p. En las figuras 3.5 y 3.6, del capitulo 3, se
pueden apreciar mejor estas propiedades; cada una de ellas contiene las graficas del potencial
quimico como funcién de la temperatura, en cada potenciales de confinamiento, para el gas
de bosones y de fermiones respectivamente.

Ahora bien, para la mezcla existe la siguiente relacién entre los potenciales quimicos:
fy + po; = f;; (equilibrio quimico). Entonces ft; y 4|, se obtienen mediante el par de
ecuaciones (5.18); y f4;, se obtiene de la condicion de equilibrio quimico. De esta manera, es
posible determinar a cada uno de los potenciales quimicos de las particulas que conforman
la mezcla. Para analizar el comportamiento de los potenciales quimicos, es conveniente
distinguir los dos regimenes de temperatura: 7" > T., cuando no hay condensado de Bose-
Einstein en los bosones de la mezcla; y T' < T,, cuando hay fase condensada.

En el primer caso: T > T,, si sustituimos la relacion de equilibrio quimico en las
ecuaciones (5.18), quedan de la siguiente manera:

NY = o + othy : (5.31a)
Ofhy o
TV TV -+ —€

)

N} = <?) + (%) : (5.31b)
o) ry )y fb,+[d, —€"

Este par de ecuaciones determinan los potenciales quimicos para ambos tipos de fermiones:
g = (T, NP, NP, €%), = (T, N?, NP, €). .

Por otro lado, en el régimen condensado: T < T, sabemos que se debe satisfacer que
i = 0 (equivalentemente fi, 4 f1, — € = 0). Ademés en este régimen, el namero total de
bosones N;| viene dado por los bosones que se encuentran en el condensado Ny, mas los
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bosones en los estados excitados Nj| = (3Qm/3ﬁ)T,v|,a:0; por lo que las ecuaciones (5.31)
se escriben de la siguiente manera:

M1/ oy )y [4=0

N} = (?) +N0+<%> .
ol T,V p vl [i=0

Si restamos ambas ecuaciones méas la restriccion 1 = 0, obtenemos el siguiente par de
ecuaciones que determinan a los potenciales quimicos: i, (T, N{, N7, €*), p (T, NY, N, €*),

en el régimen T' < T,
Q Q
JNCSNC I AU I U B (5.32a)
T ! aluT alul
T,V T,V

fy + oy — € =0. (5.32b)

5.5.1 Mezcla balanceada

Para la mezcla balanceada (N7 = N7), se obtiene que: ft;, = fi;, en ambos regimenes de
temperatura; esto se puede ver de las ecuaciones (5.31) y (5.32). De esto, es inmediato que
en el régimen 7' < T, los potenciales quimicos tienen el valor constante:

M@Sﬂﬁﬂzmﬁgﬂﬁﬂ:%, (5.334)

py (T < T, €)=¢€" (5.33b)

Por otro lado en el régimen 7' > T, el sistema de ecuaciones (5.31) se reduce a la tnica
ecuacion Ny = (0 /0pu, )1y + (8QT1/8MT)T7V‘2MT _ ¢*» que para la mezcla confinada tiene

la siguiente forma:

M re (7:) (e + 22201 - ) (534

Como la mezcla es balanceada, entonces N? /N = 1/2; de tal forma que con esta ecuacion
se determina fi,(7', €"). La figura 5.4 contienen las grafica de (4,(T") = p (1)), asi como de
Iy i(T>’ para el potencial armoénico n = 3 (las del potencial homogéneo y cuadrupolar son
cualitativamente idénticas) con el valor €* = —€p.
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Figura 5.4: Potenciales quimicos de una mezcla balanceada (N? = N?), para el valor de €* = —€p.

5.5.2 Mezcla desbalanceada

Para la mezcla desbalanceada (N? #+ Nf), ambos potenciales quimicos iy, (4, quedan
determinados estrictamente por el sistema de ecuaciones (5.31) en el régimen 7" > T,; cuyas
expresiones generales para la mezcla confinada tienen la siguiente forma:

NWT: v+ 1) (1) (Bl +2%0ar 4o - €)), (5.350)
=T+ ) (£) (e + 2200+ - ). (5.35b)

Mientras que en el régimen 7' < T, los potenciales quimicos quedan determinados por el
sistema de ecuaciones (5.32); cuya expresion general para la mezcla confinada tiene la forma:

MM r (%) (At = fute)), (5.362)

[y + o — € =0. (5.36D)

La figura 5.5 contiene las graficas i, (T) y ft;(T) para la composicion inicial NY/N = 0.9,
NP/N = 0.1, con el valores €* = —€p.
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Figura 5.5: Potenciales quimicos de una mezcla desbalanceada (N?/N =0.9, Nf/N = 0.1), para el valor
de €* = —EF.

5.6 Composicién de la mezcla en equilibrio

Para finalizar el analisis de la mezcla, en esta seccidon estudiaremos cual es la composicion de
la mezcla en equilibrio (N7, N}, N;|) al variar la temperatura. Recordemos que esta com-
posicién no es arbitraria, ya que inicamente dos fermiones en diferente estado pueden formar
un bosén y viceversa, ademas de la restriccion en la composicion inicial de fermiones (NTO ,
Nf); de tal forma que la composicion de la mezcla, para cualquier valor de la temperatura,
debe satisfacer las siguientes ecuaciones:

N; = N — Ny, (5.37a)

0
Ny =N/ — Ny (5.37Db)
Donde, recordemos que NTO y Nf son cantidades fijas. En la secciéon anterior estudiamos la
dependencia de los potenciales quimicos con la temperatura, para cada tipo de particulas
(M4, [y, fy)); a partir de los cuales, el nimero de fermiones en cada estado, como funcién
de la temperatura, se obtienen mediante las ecuaciones (5.17¢) y (5.17d); que al tratarse

de fermiones, son validas para cualquier valor de la temperatura (T < T, T > T.) y sus
expresiones en unidades de temperatura de Fermi, para la mezcla confinada, tiene la forma:

% =T(n+1) (l)n falay), (5.38a)
=Tt ) <—) fula). (5.38h)
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En el caso de los bosones hay que distinguir entre los dos regimenes de temperatura: para
T > T,, la mayoria de los bosones se hallan en los estado excitados por lo que el nimero
de bosones se obtiene mediante la ecuacion (5.17¢), que para la mezcla confinada tiene la
forma:

M

~ = L(n+1) (%)ngn(&'); (5.39)

mientras que para T < T, el niimero de bosones en el estado base comienza a ser apreciable,
por lo que es necesario contabilizar tanto a los bosones del estado base Ny, asi como a los
de los estados excitados Nf| que vienen dados por la ecuacion anterior pero con a = 0
(recordemos que en este régimen a =0 ):
€
My _

~ = L(n+1) <T£F)n 9n(0), (5.40)

mientras que el nimero de bosones en el estado base Ny, se obtiene simplemente de las
ecuaciones (5.37), en las que el nimero total de bosones Ny es la suma de los que se hallan
en el estado base mas los de los estados excitados: Ny = No+ Ny, por lo que estas ecuaciones
se escriben de la siguiente manera:

N; = N} — (Nf, 4+ No),
N =N} — (N, + No).

De donde, si las sumamos, obtenemos el nimero de bosones en el condensado Ny:
1
No = 5 (N7 + N = Ny = N = 2V7)). (5.42)

Como mencionamos al principio del capitulo, cuando N? = Nf entonces la mezcla es
balanceada ya que entonces tendremos que Ny = N| para cualquier valor de la temperatura.
En las figuras 5.6 y 5.7 se muestran como varfa la composiciéon de particula en la mezcla
al variar la temperatura, cuando la mezcla es balanceada, para los valores €* = —0.1€p y
€* = —€p, respectivamente. Por otro lado, para la mezcla desbalanceada, en las figuras 5.8
y 5.9, contiene las gréaficas para la composicion inicial NTO/N = 0.8, NTO/N = 0.2, con los
valores de €* = —0.1 y €* = —1.0.

En general se puede ver de estés graficas que conforme la temperatura es menor, mayor
poblacion de bosones hay en la mezcla y en T = 0, la poblacién de bosones es la maxima
posible; en el caso de la mezcla balanceada el nimero total de bosones es Ny = N/2, donde
N = NP + Nf, mientras que en la mezcla desbalanceada (con la composicion NP /N = 0.8,
N?/N =0.2) N;; =0.2N.
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Figura 5.6: Composicion de la mezcla en funcion de la temperatura (mezcla balanceada) con una energia
de ligadura entre fermiones: €* = —0.1€p.
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Figura 5.7: Composicion de la mezcla en funcion de la temperatura (mezcla balanceada) con una energia
de ligadura entre fermiones: €* = —€p.
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Figura 5.8: Composicion de la mezcla en funcion de la temperatura (mezcla desbalanceada: N?/N = 0.8,

NE/N = 0.2) con una energia de ligadura entre fermiones: €* = —0.1€p.
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CAPITULO

Conclusiones

La motivaciéon de esta tesis ha sido la serie de experimentos que se vienen realizando con
gases atémicos a muy bajas temperaturas; en especial, la obtencién del condensado de Bose-
Einstein y el gas degenerado de Fermi, asi como la obtencién de una fase condensada de
Bose-Einstein con bosones moleculares, a partir de una mezcla de fermiones en dos estados
de espin diferentes (T, |). En el capitulo 2, se hizo una breve revision de como es posible
el enfriamiento de los gases atémicos a temperaturas del orden de nanokelvins, a partir de
la interaccion entre los 4tomos y un campo de radiacién generado por léseres; este campo
“frena" a los dtomos disminuyendo su velocidad por lo que el gas consigue enfriarse. Una
de las principales caracteristicas es que el confinamiento de estos gases se obtiene mediante
potenciales externos de tipo armoénico y cuadrupolar, razén por la cual en esta tesis se
analizaron los gases confinados en este tipo de potenciales.

Asi, en el capitulo 3 se analiz6 la termodindmica del gas de bosones y de fermiones,
confinado en cada uno de los potenciales externos: homogéneo, armoénico y cuadrupolar.
En este capitulo pudimos ver la semejanza que hay en las propiedades del gas confinado
en los tres potenciales externos. Asi por ejemplo, en el limite de altas temperaturas, se
recuperan las propiedades del gas ideal clasico; a continuacion, se presenta un breve resumen
de estos resultados:

Ecuacion del gas ideal: para los tres potenciales de confinamiento se obtuvo la ecuacion
general: PV = Nk;T, donde V representa el volumen armoénico w; ! y el volumen cuadrupo-
lar A;!, para el gas confinado en el potencial armoénico y cuadrupolar respectivamente. Es
importante resaltar el papel de estas nuevas variables termodindmicas introducidas recien-
temente [9], y que juegan el papel de la variable extensiva asociada a los potenciales de
confinamiento externo armoénico y cuadrupolar; asi como su variable conjugada respectiva:
P, = (0900w, )7, P.= (0Q/0A;3)r,, v que describen adecuadamente la termodinamica
del sistema en cuestion.

Teorema de equiparticion de la energia: Para ambos potenciales de confinamiento
se satisfacen el teorema de equiparticion de la energia, ver ecuaciones (3.33).

Calor especifico: para el gas confinado en el potencial armoénico se satisface que:
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Cy ~ 3Nkg; mientras que para el confinamiento en el potencial cuadrupolar: Cy ~ 9/2Nk.
Esto es similar al gas ideal clasico confinado en el potencial homogéneo, donde Cy, ~ 3/2Nkj,
(ver figuras 3.3 y 3.4).

Entropia:para ambos potenciales de confinamiento la entropia tiene la forma generall
(salvo por factores constantes):

~(n+1)—In [%}

Nk
donde n = 3 para gas confinado en el potencial armonico, y n = 9/2 para el potencial
cuadrupolar; esto es muy semejante al gas ideal clasico confinado en el potencial homogéneo
para el cual n = 3/2.

Estos resultados aplicables para el régimen de altas temperaturas, son independientes del
tipo de particulas que conforman al gas; lo que corrobora la propiedad de gas ideal cldsico,
donde la identidad de las particulas es irrelevante, ya que esta es una propiedad cuéntica de
las particulas.

Por otro lado, en el régimen de bajas temperaturas, donde las propiedades cuénticas
de las particulas se hacen mas notables; existe diferencias en el comportamiento entre un gas
de bosones y uno de fermiones. En el gas de bosones se presenta el fenémeno de condensado
de Bose-Einstein, en el cual por debajo de una temperatura critica T,, diferente de cero,
la mayoria de las particulas del gas se encuentran en el estado de minima energia (€), lo
cual es posible debido a que los bosones no satisfacen el principio de exclusion de Pauli.
Para el gas de fermiones los dtomos satisfacen este principio por tal motivo en 7" = 0 (gas
degenerado de Fermi) ocupan todos los estados con energia menor o igual a la llamada
energia de Fermi €r (ocupan toda la superficie de Fermi); ademés, debido a la degeneracion
de los estados cuanticos, hay un ntmero mayor de fermiones con energia de Fermi €z que con
energias € < €pr. El condensado de Bose-Einstein se caracteriza por la temperatura critica
T,; mientras que el gas degenerado de Fermi por la energia de Fermi €. Ambos parametros
dependen tinicamente de la densidad de particulas del gas y en general, salvo por factores
constantes, tienen la expresion: {7., €x} o< (N/V)Y/" donde n toma los mismos valores
dados anteriormente para cada potencial de confinamiento y que seguiremos utilizando. Este
comportamiento diferente entre los bosones y fermiones para ocupar los estados energéticos
a muy bajas temperaturas, marca notables diferencias en las propiedades termodinamicas
para ambos gases, y que a continuacion describimos:

Energia interna: en 7' = 0, la energia interna de un gas de bosones (ecuaciones (3.43))
se anula £ = 0; esto es de esperarse, ya que para este valor de la temperatura todas las
particulas se hallan en el estado de minima energia: €, = 0; contrariamente, para el gas de
fermiones (ecuaciones (3.54)) la energia interna en 7" = 0 tiene un valor diferente de cero
E(T =0) = Nnep, donde n depende del potencial de confinamiento, esto se debe a que los
fermiones ocupan todos los estados (con energia € # 0) dentro de la superficie de Fermi.

Presion: debido a que para los tres potenciales de confinamiento y los dos tipos gases,
la presion esta relacionada con la energia mediante la expresion: E = 3/2PV; entonces a

Ver ecuaciones (3.29)
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temperatura cero un gas de bosones no ejerce presién; mientras que un gas de fermiones
ejerce la presion: P = Neg/(n+ 1)V.

Potencial quimico: para el gas de bosones el potencial quimico se anula por debajo
de la temperatura critica 7., en particular cuando 7" = 0; por el contrario, para el gas de
fermiones el potencial quimico nunca se anula, salvo para un valor de la temperatura, y en
T = 0 toma el valor de la energia de Fermi. Salvo por estas diferencias, el potencial quimico
para ambos tipos de gases se comporta cualitativamente igual; crece (en valor absoluto)
como funciéon de la temperatura: a partir de T, para el gas de bosones, y a partir de la
temperatura para la cual el potencial vale cero para el gas de fermiones. En las figuras 3.5
y 3.6 se puede apreciar mejor el comportamiento del potencial quimico, como funciéon de la
temperatura, para el gas de bosones y de fermiones, respectivamente.

Calor especifico: este representa la principal diferencia entre ambos gases; ya que para
el gas de bosones, tal como se ve en las figuras 3.3, el calor especifico Cy, presenta una
discontinuidad en T = T, para el gas confinado en el potencial armoénico y cuadrupolar;
mientras que para el gas confinado en el potencial homogéneo la discontinuidad esta en su
derivada. Esta es una caracteristica muy importante del gas de bosones, que lo relaciona
con otros fendmenos como el de la superfluidez, y que no se presenta en el gas de fermiones.
Ademaés para el gas de bosones: Cy, oc T™; y para el gas de fermiones: C) « T (figuras 3.3
y 3.4).

Es importante mencionar también que para ambos tipos de gases se satisface la tercera
ley de la termodindmica: lim 7o S = 0 (ecuaciones (3.42), (3.53)), independiemente del
potencial de confinamiento.

Para finalizar con las propiedades del gas de bosones o fermiones, en el capitulo 4 se
determinaron los perfiles de densidad para ambos tipos de gases cuando son confinados
en el potencial armoénico y cuadrupolar?. Es importante resaltar que la tnica informacion
disponible experimentalmente, sobre las propiedades del gas confinado, es através de los
perfiles de densidad; que como vimos en este capitulo, dependen de la temperatura y del
potencial de confinamiento.

Para analizar la mezcla de bosones y fermiones se considero un sistema compuesto por
fermiones con masa m en dos estados de spin diferente (T, |); de tal forma que cuando dos de
ellos se ligan con una energfa de ligadura €* forman un bosén de masa 2m. Consideramos dos
tipos de mezclas: cuando hay igual ntimero de fermiones en cada estado de espin Ny = N|
(mezcla balanceada), y el caso contrario Ny # N| (mezcla desbalanceada).

Una de las principales caracteristicas para la mezcla es la Temperatura critica a la
cual se presenta el condensado de Bose-Einstein en la fraccion de bosones en la mezcla;
esta temperatura depende de la energia de ligadura €* y del tipo de mezcla (balanceada o
desbalanceada). En las figuras 5.2 y 5.3, estan las gréficas de la temperatura critica como
funcién de € < 0, para una mezcla balanceada y una desbalanceada respectivamente. Se
puede notar que la temperatura critica se mantienen casi constante en un valor que dependen
tnicamente del tipo de mezcla: para la mezcla balanceada toman un valor mayor que para la

2En el caso del potencial homogéneo, los perfiles de densidad son constantes para ambos tipos de gases;
es decir, hay una distribucién uniforme de particulas en el volumen V' del gas. Esto se debe a que en este
caso el potencial externo es nulo o constante U(r) = 0.
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mezcla desbalanceada. Esto se puede entender, ya si extrapolamos este resultado, entonces
en el limite cuando solamente hay fermiones en un estado tendremos que 7, ~ 0, lo cual era
de esperar ya que en este caso se trata de un gas de fermiones en el cual es imposible tener
condensado de Bose-Einstein.

Por otro lado, el Potencial quimico para cada tipo de particulas que componen la
mezcla deben satisfacer siempre la relacion de equilibrio quimico: ft, + p; = ;. Esta
condicién tiene como consecuencia que difieran notablemente para 7" < T,, segin si la
mezcla es balanceada o desbalanceada; esto se puede ver de las figuras 5.4 y 5.5. Cuando
la mezcla es balanceada el potencial quimico de los fermiones en ambos estados son iguales
y se mantienen fijos en un valor constante: (t, = (i, = € /2; y de la misma manera sucede
con el potencial quimico de los bosones: (i, = €". Mientras que cuando la mezcla es
desbalanceada tnicamente el de los bosones se mantiene fijo: f; = €, y el potencial
quimico para los fermiones varia; de tal manera que se mantenga la relaciéon de equilibrio
quimico: (4, + ) = €. Asi, el potencial quimico de los bosones en la mezcla tiene similitudes
con su respectivo para un gas de bosones, ya que en ambos casos el potencial quimico toma
un valor fijo por debajo de T; en el caso de la mezcla toma el valor (i, = €, y para el gas
de bosones [t = 0.

Finalmente hay que mencionar como se comporta la composicién de particulas (N7, N|,
N;)) al variar la temperatura. Es claro que dependera tanto de la composicién inicial de
fermiones (N?, Nf), asi como de la energia de ligadura €*. Las graficas 5.6 y 5.7, muestran
el caso de la mezcla balanceada (N7 = N7) para el valor de €* = —0.1€p y € = —€p
respectivamente, de una mezcla confinada en el potencial armoénico. Es de resaltar que en
T = 0 todos los fermiones se han ligado para formar bosones y por lo tanto Ny = N| = 0,
mientras que N;| = N/2. Por otro lado, en el caso de una mezcla desbalanceada, las figuras
5.8 y 5.9 contienen las graficas correspondientes a una mezcla con la composicion inicial
N?/N = 0.8, Nf/N = 0.2, para los mismos valores de €* que de la mezcla balanceada; estas
graficas son muy similares a las de la mezcla balanceada, excepto por el hecho de que ahora,
como era de esperar, en T = 0 no todos los fermiones se han ligado, sino solamente los
compatibles con la mezcla inicial.

En conclusion, de los resultados obtenidos, podemos decir que el comportamiento termo-
dindmico de los gases ideales confinados (bosones o fermiones) en los potenciales armonicos
y cuadrupolar es similar al gas ideal confinado en la caja rigida (potencial homogéneo). Este
resultado es importante puesto que los experimentos con gases atomicos a bajas temperaturas
se realizan confindndolos en potenciales de este tipo. Por otro lado, para la mezcla pudimos
ver que es posible obtener el condensado de Bose-Einstein, en los bosones presentes, a partir
de una temperatura critica que depende de la composicion de fermiones (de cada especie)
presentes en la mezcla y de la energia de ligadura para formar al boson.



APENDICE A

Estados energéticos de particula
confinada

(Potencial homogéneo, armoénico,
cuadrupolar)

Para encontrar los estados energéticos de una particula confinada en un potencial externo
U(r), es necesario resolver la ecuacion de Schrodinger para este potencial:

(_%w FU®) 600 = B (r), (A1)

Donde U(r) corresponde al potencial externo que confina a la particula; en nuestro caso:
potencial homogéneo (caja cubica de lado L), armoénico y cuadrupolar:

(0 si zy,2<L
o st ox,y,z>L
Ul(r) = 1 32 (A.2)

am (wixQ + woyy2 + w?zQ) Potencial arménico

Potencial homogéneo

L \/(Axx)Q + (A,y)? + (A.2)? Potencial cuadrupolar

Para el potencial homogéneo se imponen las condiciones de frontera para las soluciones
sean periodicas en cada coordenada (con periodo L) es decir: ¢ (z,y,2) = ¢ (x + L,y, z) =
U (z,y+ L,z) =9 (x,y,z+ L). De esta forma las soluciones y los estados energéticos de la
particula confinada en el potencial homogéneo estan dados por:

7



78 Estados energéticos

1 )
\If r = —eizk.r’ A3
0= (A3)
Donde k = 2% (n,,n,,n.), Ny, Ny, M, = 0, £1, £2, ...
2mh? 2 2
Enpnyn. = — (n2 + n, + n?). (A4)

Para el potencial armonico las soluciones y los estados energéticos estdn dadas por:

V()= [[ NoHo(Ei)ems (A5)
1=T,Y,2
1/2
Donde N, = (ﬁ) , Ng, Ny, Ny = 0,1,2,...
Enzgny,nz - Zi:m,y,z hw(?z (% + nz) : (A6>

Para la particula confinada en el potencial cuadrupolar no existe solucién analitica general
para la ecuaciéon de Schrodinger, y por lo tanto tampoco hay una expresion para los estados
energéticos. En este caso es posible hallar una solucién para el estado base, el cual nos
interesa para poder determinar los perfiles de densidad de del gas de bosones confinados en
este potencial para T' < T,. Para ellos no limitaremos al caso isotropico (4, = A, = A, =
A); en este caso, el potencial cuadrupolar tiene simetria radial por lo que es conveniente
escribir la ecuacion de Schrodinger en coordenadas esféricas y se propone como soluciones
U(r) = O(0)®(p)R(r). La parte angular corresponden a los armonicos esféricos Y™ (0, ¢),
de esta forma la solucion general esta dada por: ¥(r) = Y;™(0, ¢)R(r).

Para el estado base: [ = 0, m = 0; el armonico esférico correspondiente esta dado por:
YY =1/ v/4r. Entonces tnicamente hay que resolver para la parte radial de la ecuacion
de Schrodinger para el estado base, que después de un cambio de variable: R(r) = wu(r)/r,
viene dada por:

d*u n 2m
dr? h

donde Fj corresponde a la energia del estado base; esta ecuacion es una variante de la
ecuacion de Airy, por lo que la solucion esta dada precisamente por la funciéon de Airy:

(Ep — Ar)u =0, (A.7)

u(r) = CAi(r — €) = % /0 " cos (g +(r— €)t> dt. (A.8)

La constante C, se obtiene mediante la normalizacion: [~ u(r)dr = 1y el parametro €
esta relacionado con la energia del estado base Fj de la siguiente manera:



79

A2R2 1/3

El valor de € se obtiene exigiendo que la funcion u(r) se anule en r = 0; esta condicion es
necesaria para evitar la divergencia de la solucion radial: R(r) = u(r)/r, en r = 0. Asi,
la funcion del estado base de un particula confinada en el potencial cuadrupolar isotropico
viene dada por:

C Ai(r —e€)
Y r

Mediante un calculo numérico se obtiene que C' = 1.8496 y € = 1.01879.

Wy(r) = : (A.10)




APENDICE B

Funciones de Bose y de Fermi

Las funciones de Bose y de Fermi se definen de la siguiente forma:

1 < gn=ldy
gn(a) = )/0 (B.la)

C(n er—a — 1’

1 o pnldy
" = , B.1b
O = (B.1b)

donde I'(n) es la funcién Gamma con la propiedad: I'(n) = (n—1)!; a partir de esta definicion
para las funciones de Bose y de Fermi, se puede demostrar que es posible escribirlas como
una serie, de la siguiente manera:

fula) = 3211 (.2b)

=1

de donde es facil demostrar que tiene la siguiente propiedad:

dg;éo‘) = goi1(a), (B.3a)
dfn(a)
== faoi(a). (B.3b)

Las funciones de Bose en o = 0, estan relacionadas con las funciones Zeta de Riemann:
C(l) =527, 1/n', de la siguiente manera:

gn(0) = Zlin — (), n>1 (BA)
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puesto que esta serie converge para n > 1; entonces ¢,(0) es finita inicamente para valores
n > 1. Esto es importante, ya que esta relacionado con el condensado de Bose-Einstein
a través de la temperatura critica: 7. oc [((n)]™*/", donde n depende del potencial de
confinamiento como se puede ver en las ecuaciones (3.39); pero también depende de la
dimensionalidad del sistema, por ejemplo para un gas de bosones confinado en un pozo
de potencial de dos dimensiones n = 1/2, por lo que es imposible que se se presente el
condensado de Bose-Einstein.

Para las funciones de Fermi se puede obtener una aproximacion, de gran utilidad, en el
regimen de bajas temperaturas (o = pu/kzT > 1):

fula) = F(na: . (1 n 67;271(71 - 1)) (B.5)
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Figura B.1: funciones de Bose g3/2(), g3(a), go/2()
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