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Introduccion

En un momento de la historia de las Matematicas donde se encuentra recien-
temente resuelta la Conjetura de Poincaré ! y parte del octavo problema de
Hilbert 2, la Hipétesis de Riemann 3, todavia no hay una ruta para su solucién
completa. Si después del esfuerzo para lograrlo se obtuviera una forma de cal-
cular todas las raices con parte real positiva de la funcion Zeta de Riemann, se
tendrian también el nimero de primos menores que un numero dado y otros
multiples resultados que pueden deducirse de Hipdtesis de Riemann, desde
conocimientos importantes ya adquiridos hasta la confirmacién de cada una
de sus equivalencias.

Un acercamiento al problema es plantearlo en términos de otras teorias, traducir
su significado para otros objetos, buscar la solucién en preguntas equivalentes.
En el articulo Medidas Discretas y la Hipdtesis de Riemann *, Alberto Verjovsky
construye una equivalencia entre la Hipdtesis de Riemann y una velocidad de
convergencia de una familia particular de medidas discretas a una medida suave.
Esta tesis de licenciatura se escribié con el propdsito de hacer una presentacion
del articulo Medidas Discretas y la Hipdtesis de Riemann a otros estudiantes
de licenciatura y de posgrado que se sientan atraidos por el tema y les sea 1til
una introduccion a la extensién analitica de la funcidon Zeta de Riemann, a la
Hipdtesis de Riemann y a la equivalencia realizada por Alberto Verjovsky.

A lo largo del estudio del trabajo de Alberto Verjovsky me di cuenta de que la
construccién de la equivalencia era un generador de muchas otras equivalencias
para la Hipdtesis de Riemann. Al final fueron agregadas, en forma de ejemplos
de la utilizacion del proceso elaborado por Alberto Verjovsky, dos equivalencias
mas entre la Hipdtesis de Riemann y la misma velocidad de convergencia de dos
medidas discretas similares.

La finalidad ultima de este trabajo fue siempre que hubiera un texto a la mano
de quien se interese tanto por la Hipdtesis de Riemann como por la equivalencia
de Alberto Verjovsky siendo que son una fuente vasta de ideas que un estudiante
puede aprovechar para motivarse e involucrarse en uno de los problemas més
dificiles y seductores de nuestra época y en un planteamiento que lo relaciona
con el mundo de las funciones definidas en el conjunto de los nimeros reales
positivos.

1La prueba de la Conjetura de Poincaré fue terminada por Grigori Perelman en tres
articulos publicados entre 2002 y 2003 en arXiv.org. Sylvia Nasar, David Gruber, Manifold
Destiny, A legendary problem and the battle over who solved it, New Yorker, August 28, 2006.

2David Hilbert escribié una lista de 23 problemas y los planteé en el Congreso Internacional
de Matemdticos del ano 1900.

3La Hipdtesis de Riemann dice que las raices con parte real positiva de la funcién Zeta de
Riemann (cuyo origen histérico, definicién y extensién analitica ocupan el Capitulo 1) estdn
en la recta vertical = 1/2. Andrew Wiles demostré en 1994 la veracidad la Conjetura de
Taniyama-Shimura que tiene consecuencias sobre la Hipdtesis de Riemann y de donde se
desprende la prueba del famoso Ultimo Teorema de Fermat.

4A. Verjovsky, Discrete Measures and the Riemann Hypothesis, Kodai Math J. 17, 1994.



En el articulo Medidas discretas y la Hipdtesis de Riemann, Alberto Verjovsky
descubre y muestra la equivalencia entre la Hipdtesis de Riemann y el orden
de convergencia o (y3/4_€), para toda € > 0 cuando y — 0, de la familia de
medidas discretas

() = Svemf () | yer

1 oo
mo () = 577 [ f () udu
° 2¢(2) Jo
que es una medida suave de la funcién continua con soporte compacto

f:R®* — R,

donde R*® es el grupo multiplicativo de nimeros enteros positivos (0,00), ¢ es
la funcién de Euler y cada valor f(u) se ve ponderado por una variacién Tl(Q) u
de la medida de Lebesgue du.

El mismo orden de aproximacién o (y3/4_€)7 para toda € > 0 cuando y — 0
de medidas de funciones con soporte compacto en ciertos horociclos del espacio
modular M = H/PSLs(Z) aparece en la equivalencia presentada por el Don
Zagier para la Hipétesis de Riemann °; cuya generalizacién para otros grupos
aritméticos fue realizada por el Peter Sarnak %; y que es la inspiracién del trabajo
de Alberto Verjovsky 7 para las medidas discretas my(f), donde las funciones
con soporte compacto f no estdn definidas sobre horociclos del espacio modular
M sino sobre R®. Esto permite, entre otras cosas, utilizar directamente métodos
clasicos de la Teoria de numeros analitica, calcular su transformada de Mellin
8 v estudiar su transformada de Mellin inversa.

Me gustaria hacer notar en este punto que ambas familias de medidas no
tendrian por qué converger; y aun menos con el mismo orden. En el caso de
my(f), las dos pistas sobre las que desarrollé el anélisis de este resultado fueron
la relacion:

entre las medidas discretas my (f) y la funcién Zeta de Riemann ( a partir
de la funcién de Euler ¢;

5A. Verjovsky, Arithmetic, Geometry and Dynamics in the Unit Tangent Bundle of
the Modular Orbifold, Dynamical Systems. Proceedings of the 3rd International School of
Dyanamical Systems (1990), Santiago de Chile, (R. Bamon et. al. eds.) Longman Scientific
and Tehcnical Pitman Res. Notes Math. Ser 285 (1993), pdg. 263, 295.

S A. Verjovsky, Sistemas de Anosov, IMCA, 1999., pag. 17

Tidem, pag. 16.

8 Apéndice A.
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entre los distintos 6rdenes de decaimiento de (o + it) cuando [t| — ooy
la integrabilidad de la transformada de Mellin de las medidas m,(f) para
el mismo o fijo.

Siendo cada medida m,(f) una distribucién de la funcién de Euler ¢, el puente
entre my(f) y la funcién Zeta de Riemann, ¢ se da a través de la relacién entre
una variacion de ,

((2s—1)
¢(28) ~

que aparece al factorizar las transformadas de Mellin de las medidas my,(f):

Zf (S) = 2

_ —1. _ ((@2s—-1) [~ 25—1
Mf(S)—M(my(f)y 55) —2w/0 fwu du.

Es decir, el primer paso para reescribir m,(f), plantear su transformada de
Mellin, nos lleva a una expresién en términos de (. El segundo paso, la recu-
peracién de my(f) como integrales de contorno complejas, es la aplicacién del
Teorema de la transformada inversa de Mellin a My (o + it) para o fijo % y
depende tanto del comportamiento de ¢ (o + it) cuando |t| — oo como del de

wr (0‘ —+ Zt) S / f (’LL) u2(0’+it)*1 du,

también restringida a rectas verticales (garantizado por el Teorema de Paley-
Wiener cuando f es ademds diferenciable, f € C2(R®)).

El orden de convergencia de la funcién ((o + it), para o fijo cuando |t| — oo,
tiene implicaciones sobre el orden de convergencia de Zy (0 +it) = Z7 (t) cuando
[t| — oo; v asi también, sobre el cdlculo de la transformada de Mellin inversa de
M/ (o + it), pues se vuelve la condicién y posibilidad de usar el Teorema de la
Transformada Inversa de Mellin para recuperar my,(f) a partir de My (o + it).
La Hipdtesis de Lindelof '° es una conjetura no confirmada sobre el orden de
convergencia de la funcién ((o + it), para o > 1/2 cuando |t| — oo, que serfa
consecuencia de la Hipdtesis de Riemann de ser cierta, y de donde surge el orden
o (y3/4_5), para toda € > 0, si y — 0, cuando se considera verdadera al probar
la equivalencia.

El Capitulo 1 esta dedicado tanto a introducir la Hipdtesis de Riemann como a
proveer las bases necesarias sobre ¢ para trabajar con My e invertirla:

9Las transformadas de Mellin son transformadas de Fourier en rectas verticales y los
teoremas sobre la correspondencia de la transformada inversa de Fourier y la funcién original
se tranducen en la inversién para Mellin. Apéndice A.

0La Hipdtesis de Lindelsf dice que el infimo p (o) = inf {e > 0 | ¢ (o+it) = O (t°)} =
0 para todo o > 1/2. E. C. Titchmarsh, The Theory of the Riemann Zeta Function, Claren-
don Press Oxford, Great Britain, 1951, pag. 328.



La extensién analitica de ¢ al plano complejo menos el polo s = 1 permite
redefinir a My como una funcién meromorfa y estudiar sus polos.

Las implicaciones que tiene la Ecuacion Funcional sobre la simetria de las
raices no triviales de ¢ respecto a s = 1/2, es parte fundamental de la
prueba de la equivalencia entre las medidas discretas my(f) y la Hipdtesis
de Riemann.

El orden de (o + it), en rectas verticales del semiplano ¢ > 0, cuando
|t| — oo, determina primero cuando o > 1/2, o # 1; y después, para
o € (1/4,1/2) si y sblo si la (que es una conjetura no confirmada sobre el
orden de {(o + it) en la banda critica y puede inferirse de la Hipdtesis de
Riemann) se cumple.
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Capitulo 1

La Hipoétesis de Riemann

1.1  Introduccién: La Hipétesis de Riemann y la Teoria de Numeros

El nimero es una multitud
compuesta de unidades.

Los Elementos Libro VII

EucLIDES
You‘ve got to change your evil ways,
Baby,
Before I stop loving you.

Evil Ways

CARLOS SANTANA

Las propiedades de los numeros enteros son propiedades generales de sistemas
dindmicos discretos 1 . Es decir, son la interpretacién de cualquier proceso
que se genere uno a uno. Su construccién simple y su estructura aparecen con
facilidad en contextos diversos y los avances histéricos en su teoria se encuen-
tran separados por lapsos de tiempo que recorren siglos enteros, por lo que su
comprensién es un reto terriblemente atractivo.

El estudio de los nimeros enteros fue sistematizado por Carl Friedrich Gauss
(1777 — 1855) y presentado en el texto Disquisitiones Arithmeticae. Mucho
tiempo antes, el problema de describirlos se remonta al interés de matematicos
notables como los pitagéricos (s. VI a.C.), quienes partian de que el estudio
de los nimeros era el estudio de todo 2; Euclides (s. IIT a.C.), quien les da un
trato de objetos de estudio en particular y les dedica los Libros VII, VIII,
IX y X de Los Elementos, recopila los resultados hasta ese entonces conocidos
y demuestra muchos otros, entre ellos que hay un nimero infinito de nimeros

LY. I. Manin, A. A. Panchishkin, Introduction to Modern Number Theory, Springer-Verlag,
New York, 2nd. ed., 2005, pag. 2.
2J. P. Collette, Historia de las Matemdticas, Siglo Veintiuno Editores, México, 1986.



2 1 La Hipdtesis de Riemann

primos (Libro IX, Proposicién 20); y Diofanto (s. III d.C.), para quien una
propiedad descriptiva de subconjuntos de niimeros naturales era ser soluciones
de alguna ecuacion polinomial particular.

El teorema fundamental de la Aritmética, demostrado por Gauss en 1801, garan-
tiza la existencia de una representacién tnica para cada niimero natural como
un producto de potencias de niimeros primos 3, salvo por permutaciones en los
factores; pero éstos son dificilmente ascequibles porque no ser un multiplo de
sus antecesores los hace unicos.

A pesar de no haber obtenido una ecuacién cuyas soluciones fueran los nimeros
primos, Gauss y Adrien-Marie Legendre (1752 — 1833) tenfan una conjetura,
surgida de sus observaciones, sobre la forma en la que aparecen:

Sea 7(n) el ndmero de primos menores o iguales a n. La comparacién del ntimero
de primos 7(n) que hayan aparecido hasta el punto n,
m(n)
)
n
o bien, la probabilidad de que un niimero escogido al azar en el intervalo (0, n]
sea primo, es cada vez mds parecida al valor de la funcién 1/log(n) conforme n
crece. En otras palabras,
) m(n)

lim ————— =

n—oo n/log(n)
Este resultado, ahora probado, es conocido como el Teorema de los Numeros
Primos; y es algo que puede decirse sobre todos los niimeros primos a pesar de
no tener una férmula para calcularlos uno por uno.

En aras de resolver este problema, Lejeune Dirichlet (1805 — 59) retomé un
trabajo publicado en 1768, casi un siglo antes, por Leonhard Euler (1707 —
83), Observaciones sobre una relacion bella entre las series de potencias tanto
directas como reciprocas * ®. En él aparece por primera vez la funcién zeta ¢,
que después retoma Bernhard Riemann (1826 — 66) con la misma intencién de
Dirichlet; y publica el articulo en el que plantea la famosa Hipdtesis de Riemann.

Como consecuencia de la veracidad de la Hipdtesis de Riemann en un caso en
particular se obtiene la prueba del Teorema de los Numeros Primos, cuyo primer
avance se debe a Pafnuty Chevyshev (1821 — 94), y cuya presentacién com-
pleta fue encontrada y publicada simultdnea e independientemente por Jacques
Hadamard (1865 —1963) y Charles De La Vallée Poussin (1866 — 1962) en 1896.

3T. M. Apostol, Introduction to Analytic Number Theory, Springer-Verlag, 1976.

4Euler, Remarques sur un beau rapport entre les séries de puissances tantes directes que
réciproques, Memoires de l’academie des sciences de Berlin 17, 1768, pag. 83 — 106; Opera
Omnia: Series 1, Volume 15, pdg. 70 — 90. F. Klein, Development of Mathematics in the
Nineteenth Century, Math Sci Press, Massachusetts, 1979.

5El titulo en francés es: Remarques sur un beau rapport entre les séries des puissances
tant directes que réciproques.



1.1 Introduccién: La Hipétesis de Riemann y la Teoria de Nimeros 3

La Hipdtesis de Riemann dice:

Las raices de la funcion zeta de Riemann (, definida en el plano complejo
menos el punto s = 1, pertenecen a la semirecta

{s€C | Re(s)=1/2}.

Esta conjetura tiene su origen cuando Euler planted el estudio de sumas de
reciprocos 1/n* de potencias de nimeros naturales n* como una manera de
obtener el valor de series de potencias de niimeros enteros, siendo que si bien las
sumas de potencias de enteros n* crecen muy répido y no es claro hacia dénde,
ésto es distinto para las sumas de reciprocos que suman magnitudes cada vez
mas pequenas:

(: N — R,
1
k = —.
— (k) Z nk
n=1
Euler desarrollé formas para calcularlas, obteniendo valores exactos que de otro

modo es demasiado dificil aproximar ¢ y que nadie habia logrado hasta ese
momento. Por ejemplo:

I
[t
+
|
+
|
+
|
+
Il
|

=1 1 1 1 T
2) — = o .
<2 ngl n? 22 32 42 6’
y una férmula general ” para el valor de ¢ en los niimeros pares positivos 2k:

22k—1 b2k—1 (_l)kj—l ﬂ.Qk
2k —1)!

((2k) =

que subraya una relacién entre (, el factorial, el nimero 7 y los nimeros de
Bernoulli, ya que (b,) es una sucesién de ntmeros racionales definidos como
By = 2k(—=1)**1by;,_1. Por ejemplo, para k =1, B; =1/6 y ((2) = 72/6.
Vale la pena mencionar que no se tiene una identidad de este tipo para calcular
los valores de ( en ntimeros impares positivos 2k + 1.

En 1859, Riemann publicé un articulo muy breve (tiene sélo ocho péginas)
y lleno de ideas nuevas sobre la funcién ¢ llamado Sobre el nimero de primos
menores que una magnitud dada ®. En él, extiende la funcién ¢ al plano complejo
menos el punto s = 1; construye una ecuacién, la Fcuacion Funcional que
involucra ¢(s) y {(1 — s) a través de una funcién relacionada con el factorial; y
plantea la Hipdtesis de Riemann.

SE. V. Shchepin, Uppsala Lectures on Calculus, 2001.

7S. J. Patterson, An Introduction to the theory of the Riemann Zeta-Function, (Cambridge
Studies in Advanced Mathematics; 14), Cambridge University Press, 1988.

8El titulo en alemdn es Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebnenen Grosse.



4 1 La Hipdtesis de Riemann

La enorme cantidad de consecuencias que la Hipdtesis de Riemann tendria de ser
cierta y las que tiene atin siéndolo sélo en ciertos casos han convertido el trabajo
sobre la funcién ¢ en un campo por si mismo, extendido desde la busqueda
de métodos mas eficaces para calcular sus raices hasta su reinterpretacién en
otros contextos, como la equivalencia mostrada por Alberto Verjovsky para una
propiedad de convergencia de las medidas discretas my(f).

1.2 La funcién Zeta ¢

La primera definiciéon de la funcién ¢ hecha por Leonhard Euler consider6 sélo
nameros reales o. La misma expresion pero para niimeros complejos s = o + it
es una serie de Dirichlet © que converge en el semiplano

R1 = {s€C | Re(s)=0 >1}.
La extensién de ¢ al plano complejo C — {1}, presentada por Riemann como
primer resultado del articulo Sobre el numero de primos menores que una mag-

nitud dada, se hace a partir de una expresién de la funciéon Zeta ¢ en términos
de transformadas de Mellin,

(T (s) = M ((e" =17 s),
que coincide con la serie en R; pero que es védlida para méas valores de s; y

que subraya una relacién entre la funcién ((s) y la generalizacién I'(s) del cre-
cimiento factorial n!.

1.2.1 La funcién Zeta ¢ como serie de Dirichlet
Definicién. La funcién Zeta en la recta (1,00) C R es
(:{z€R|z>1}— R, N
P (@) =Y o
n=1

Proposicion. La funcion Zeta puede extenderse a la region
{s=0+iteC|o>1}
como

()= -

9Series de la forma Y, f(n)/n® donde f: N — R. T. M. Apostol, Introduction to Analytic
Number Theory, Springer-Verlag, 1976, pag. 224.




1.2 La funcién Zeta ¢

Demostracion. La norma

|ns| —_ |na+it}
elog(na+it)
_ e(UJrit) log(n)
= n°%.
Utilizando la prueba integral '° para convergencia de series:
o0 o0 o0
1 1 1
P B el D DRI
n=1 n=1 n=1

siy s6lo si ¢ > 1. Por lo tanto, ¢ es una funcién analitica en el semiplano abierto

{s=0+iteC|o>1}.

Observacion. Si consideramos un semiplano cerrado

Rije = {s€C | Re(s) > 1+ €}

para algin € > 0, la serie ((s) converge uniformemente porque la convergencia
de toda serie {(s) con s € ;4. no depende del pardmetro s sino que todas ellas

comparten la misma cota

) < Y e < oo

n=1

y ¢ estd acotada en los semiplanos Ry, para todo € > 0.

10E. D. Rainville, Infinite Series, Ed. MacMillan, New York, 1967, pag. 32.
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Si, en cambio, la parte real de Re(s) = o es mds préxima a 1, 1 <o < 1+ ¢,
la convergencia depende de la ubicacién de la semirecta vertical en la que se
encuentre s = o + it. Esto es, la cota estd determinada solamente por la parte
real; sin embargo, no varia con el parametro t: Si o > 1,

: — 1
[C(o+1it)| < Z e < 0%
n=1

y puede pensarse a ((o + it) como una funcién del pardmetro ¢ que converge
uniformemente en R.

1.2.2 El producto de Euler

-1
El producto de Euler [, ;.0 (1 — p%) es una caracterizacién de la funcién
Zeta ¢ que la relaciona directamente con los nimeros primos; y que tiene con-
secuencias directas como que ¢ no tiene raices en la regién R; y la expresion
log ¢(s) = — > log(1—1/p®). Esta representacién de ¢ no es sélo una casualidad
sino una propiedad fundamental siendo que se conocen funciones cuya serie de
Dirichlet y ecuacion funcional son extremadamente parecidas a la funcion Zeta;
pero que no tienen un producto de Fuler; y para las que el andlogo de la Hipdtesis

de Riemann es falso ‘.

La generalizacion de la funcién ¢ se da entonces a una familia de funciones cuya
serie de Dirichlet puede factorizarse en un producto de la forma 2

JL )

Mas aun, si la expresiéon de ¢ como producto de Euler se extiende a través de
log ¢ (s) a la recta vertical Re(s) = 1, se tiene que ¢ tampoco tiene raices en

ella; de donde se infiere, nada trivialmente, el Teorema de los Nimeros Primos
13

Definicion. La notacion de Iverson de una proposiciéon P dentro de corchetes
[P] es una funcién que asigna a [P] el valor 1 cuando P se cumple y 0 si no.

Proposicién. Si s = z € (1,00), la funcidn Zeta coincide con el producto de

Euler: : o]
) 1 oo 1\~ p es primo
S =1(-5) .
n=1 1 p

11E. C. Titchmarsh, The Theory of the Riemann Zeta Function, Clarendon Press Oxford,
Great Britain, 1951, pag. 45.

12p, Sarnak, Problems of the Millenium: The Riemann Hypothesis, Princeton Institute and
Courant Institute of Mathematical Sciences, 2004, pag. 1.

13E. C. Titchmarsh, The Theory of the Riemann Zeta Function, Clarendon Press Oxford,
Great Britain, 1951, pag. 45, 65.
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Demostraciéon. Si p es un numero primo y p > 0,

(-5) -+
1-—2 = T_T
p T

Si p no es ntimero primo, el factor

( 1 )-[p es primo] ( 1 )o
1- — - (1-=
o o

De manera que, el producto de Euler

o 1 —[p es primo] 0 S 1 [p es primo]
() TS )

p=1 p=1 \k=o

(E)E4)

donde p,, es el m-ésimo nimero primo.

=1

Sea L € N. Entonces, N es la familia de subconjuntos {k1, k2, k3, ...,k } C N

y
L © 4 [p es primo] 1 1 1
H Z W = Z kix ’ kox e kmax ’
p=1 \k=o {k1,k2,...,k, JCNL Dy D2 Pm

donde p,, es el mayor nimero primo tal que p,, < L.

Si L — o0, N esla familia de subconjuntos de niimeros naturales

(k152) = (k1 koo ks, ooy gy o)

tales que k; = 0 salvo para un ntimero finito de indices j. De este modo,

50 50 1 [p es primo] ]Wl
0(x:) - % (I

p=1 \k—o P {k;}cNe= \j=1Pj

donde M es el indice del mayor nimero primo pjs tal que pys < max{k;}.

Por otra parte, el Teorema Fundamental de la Aritmética implica que cada

producto I_IjM:1 (1 / p?j x) corresponde al reciproco

1

ki k Ear\©
(p11p22 .. .pﬁf)
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de la potencia n® del inico nimero natural n cuya factorizacién prima es
ki, k k
Prpe” Py
Asi, por cada subconjunto {k;} € N> hay un unico natural n € N y

e —[p es primo] 00 0o [p es primo] -
o1 _ 1 _ 1
pgl ( Bl p’”) =11 (> e =Y =

p=1 k=o n=1

Proposicién. La funcion Zeta extendida a la region {s=o+it € C | 0 > 1}
coincide con el producto de Fuler

00 1 oo 1 —[p es primo]
Y I (5) -

n=1 p=1

Demostracién. Esto sucede porque cada serie
—1 o)
1 ) 1
1-— = E — < 0
s ks
( p k=o p

para s € C' cuya parte real es mayor a uno. O

1.2.3 Algunas consecuencias del producto de Euler

Teorema. Hay un nidmero infinito de nimeros primos.

Demostracion. La serie

. =1
fm G =2, 3

diverge. Esto quiere decir que el producto

0o —[p es primo]
H 1
p=1 P

diverge también; pero ésto sélo sucede si hay un numero infinito de factores
distintos de 1. Por lo tanto, hay un ntmero infinito de niimeros primos. O
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Teorema. La funcion Zeta no tiene raices en ningin punto del semiplano

{se€C | Re(s) >1}.

Demostracion. El producto infinito de nimeros complejos distintos de cero es
distinto de cero. Entonces, es suficiente mostrar que si Re(s) > 1,

(-3)e
O

Definicién. El grupo multiplicativo de los nimeros reales positivos sera deno-
tado por R® = (0, 00).

Definicién. Para un niimero complejo s € C, la transformada de Mellin '* de
la funcién ¢: R* — R, R* = (0,00), es:

M (¢;s) = /OO o(y) y*y~ " dy.

Teorema. Si Re(s) =0 > 1,

log ((s) = — Z log (1 _p—s)[p es primo]
p=1

Demostracion. Para un valor s € C fijo, la funcién g: R* — R®, g(z) = =~°
tiene una derivada

0 _, 1

—x )

or T
Entonces, por el Teorema Fundamental del Cdlculo para integrales de linea, si
s#0 y 1: R* — R*, 1(z) =1,

sM (1; —s)

Il
»
S~
8
=
.
|
AR
jsW
=2

= —:Ij_g ’OO
o
1 1
= lim — — lim .
rz—o 3 z—oo IS

14E] Apéndice A esté dedicado a la transformada de Mellin.
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Si p>0,
lim 7% = p~*, lim =% =p~ 2
r—p x~>p2

o0
s/ 5 da;
P
S L da.
p2

En general, si k£ es un entero positivo:

oo
/ x5 N dx.
pk

Al sustituir {(s) por el producto de Euler:

log C(S) = log (H (1 _p—S)—[p esprimo]>
p=1

_ Zlog (1 _ p—s)[p es primo].
p=1

8

p—s _
p—25 —

p—ks —

»

1.2.4 Los ceros no triviales de ¢ y los niimeros primos

Me es imposible por falta de tiempo incluir las demostraciones que conforman
el contenido de la relacién entre las raices de la funciéon Zeta de Riemann y
el calculo del nimero de primos menores que una cantidad dada, pero prefiero
presentar aqui un resumen del camino de uno a otro: El valor de la funcién

m(z) = [{p € (La] [ pesprimo}|

puede ser encontrado si se conocen las raices complejas (no triviales) de ¢ porque:

Si Re(s) > 115,

7log§(s) = /:CH(x)x51 dx
donde
M(z) = 7 (2) + %W (a%) + %W (a}) + -

15H. M. Edwards, Riemann ‘s Zeta Function, Dover Publications Inc., New York, 1974, p4g.
25.
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y la Transformada Inversa de Fourier del cociente log ¢ (s)/s es una expresién
en forma de integral compleja para II(x) de la que puede recuperarse el valor
7 (x) puesto que 16

7(z) = 1I (z) — 1H (x%) - %H (1;%> — ...

La Transformada Inversa de Fourier de log ¢ (s)/s para un a € (1, 00),

I (z) = 1 /HmlOgC(S)msds,

211 —ioo S
se calcula a través de residuos en s = 1 y en los ceros complejos (no triviales)
de la funcién ¢. Por lo tanto, las raices complejas de ¢ son la base del cédlculo
exacto del valor 7 (z); y asi también, de la distribucién de los nimeros primos
en la recta real positiva.

1.2.5 Extensién analitica de la funcién Zeta ¢

La extensién analitica de ¢ al plano complejo menos el punto s = 1 se hace
observando una relacién entre la funcién ¢ y la funciéon I'; que permite escribir a
¢ como el producto de dos funciones: una funcion entera en todo el plano y una
funcién meromorfa ' con un polo simple en s = 1. Este es el primer resultado
planteado por Riemann en el articulo clasico Sobre el niimero de primos menores
que una magnitud dada; y es el primer lugar en el que aparece la funcién ¢ como
una funciéon compleja.

La funcion Gamma I

La funcién Gamma ¢ fue descubierta por Euler '® en la solucién del pro-
blema de encontrar una férmula general para la sucesién numeros factoriales
1,2,6,24,120,720,...,n!, ..., la cual plantea en una carta dirigida a Goldbach:
El término general de la serie n! estd dado por:

1.9n 217n . 3n 31771 . 4n
1+n 2+n 3+n

Si, como en el caso de las series y las integrales de Fourier, en lugar de tomar
una variable discreta n consideramos una continua s, I'(s) es una funcién que
coincide con el factorial n! para s en el conjunto de enteros positivos, pero es una
funcién meromorfa que se extiende al plano complejo a partir de una primera

definicién como la transformada de Mellin de la funcién e~*.

16idem, pag. 34.
17 Analitica salvo en una sucesién de puntos en donde tiene polos.
18E. Sandifer, Gamma the Function, How Euler Did It, MAA Online, 2007.
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Proposicién. La transformada de Mellin de la funcién e=*, M (e™%; s) es una
funcién holomorfa 1% en la region R, = {s € C | Re(s) =0 >0}.

Demostracion. La funcién e es decreciente en R®* y €° = 1. Entonces,
e < x para x € R* y hay una vecindad |z| < §, tal que

0o 0o
/ e T dr < / zz° dz.
o o

Asi, si 0>0, limp ., z° =0 y

do 50+1
/ e Tt ldr < 22—,
o o+1

Dado ¢ > 0, hay un nimero natural n talque ¢ —1—n < 0; ydado € > 0
hay una vecindad |z| > §,, donde

zTL

eéE

<ey e < ex™™

porque limg oo z"e™% = 0 20. De modo que

o0 o0
/ e ldr < 6/ z "z tdr < oo;
) P

n n

y M (e7*;s) < oo paratodo s € R,. O

Primera Definicién La funcién T" en el semiplano complejo R, es:

I''®, —OC,
s — M (e7%; ).

Proposicién. La funcion T' es holomorfa en la region R,.

Demostracion. Si la transformada de Mellin M (e~%; s) converge en R,, es
analitica en R, 2!. O

Proposiciéon. Férmula recursiva Sea s € R,. Entonces,

P(s+1) = sT(s).

19 Analitica en una regién del plano complejo.

20W. Rudin, Principles of Mathematical Analysis, McGraw-Hill Book Company, 1976, pag.
180.

21 Apéndice A.



1.2 La funcién Zeta ¢ 13

Demostracion. Integramos por partes I'(s + 1) aprovechando que si o > 0,
x® — 0 cuando & — 0; y que lim,_,o, 27 /e” = 0:

o0
/ e 2 dx
o

o0
. Te'e) o .
= —e*m“’| —|—s/ e "t
o

o

I'(s+1)

= sT'(s).
O
Corolario. Sin € N, T'(n) = nl.
Demostracion. Esto sucede porque
oo
ra = / e dr = 1.
o
O

Observacion. La férmula recursiva de I' permite hacer una generalizacion de

la férmula de combinaciones ( Z ) para una variable continua y compleja s:

' (s+n)

Fls) = s(s+1) - (s+n—1)

Proposicion. La funcion I' es meromorfa.

Demostracion. Sea s € C tal que o < —1. Entonces, hay un nimero natural n
tal que Re(s+mn) > 0. Usando repetidamente la férmula recursiva de I" tenemos
que:

F'(s+n) = (s+n—-1)T(s+n-1)
= (s+n—-1)(s+n—-2)T(s+n—2)
= s(s+1) - (s+n—1)T(s).

Si definimos I'(s) para ¢ < 0 como

I'(s+|o]+n)
s(s+1) - (s+n—1)T(s)’

I'(s) =

s+ |o|+n >0y es una funcién meromorfa con polos en los nimeros enteros
negativos y el cero. O
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Corolario. La funcidn reciproca 1/T es entera.

Demostracion. Si s € C — {0,—1,-2,...}, I'(s) es un valor distinto de cero
porque para todo x € R® tanto e~% como 2! son estrictamente positivos. Si
definimos 1/T'(s) = 0 para s € {0,—1,—2,...}, la serie de Laurent de 1/T'(s) es
una serie de Taylor para todo s € C' y la funcién reciproca 1/T" es entera. O

Extensién analitica de la funcién (

Teorema. La funcion Zeta de Riemann ( es meromorfa y tiene un solo polo
simple en s = 1.

Demostracion. Sea -
I'(s) = / e Yy dy.
o
Si hacemos el cambio de variable y = nx, dy = ndx y

I'(s) = /000 e (nz)* ! n d.

Al factorizar n® de la integral, obtenemos la relacién:

1 oo

—T(s) = / e " 2 d.
o

La tltima funcién es la transformada de Mellin M,, = M (e "*;s) y forma

una sucesién de funciones con las mismas caracteristicas que I' para todo entero

positivo n. Entonces 22,

.- 1 > 1 s—1
F(S);nb/o 1% dx;

yaque |e ¥ <1 paratodo x € R* y Y. .e ® es una seric geométrica.

La funcién M ((e® —1)7'; s) es una funcién meromorfa con un tnico polo sim-
ple en s = 1. Por lo tanto,

1 < 1 1
¢le) = F(s)/o e

es una redefinicién de la funciéon ¢ como una funcién meromorfa. O

22 Aplicando el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue: Si (fn) es una sucesion
de funciones integrables que convergen casi en todas partes a una funcion f y eziste una
Juncidn integrable g tal que |fn| < g para todo n, entonces [ fOu = lim [ f,Ou, R. Bartle,
The Elements of Integration and Lebesque Measure, Wiley Classics Library, New York, 1995,
pag. 44.
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1.3 La Ecuacion Funcional

La Ecuacion Funcional 23,

C(s) = v(s)C(1—s),

1) = Seny [y,

donde

es una propiedad general de ( de la cual se infieren otros resultados sobre (; y
es una relacién del comportamiento de ¢ con el factorial I'. Hay varias férmulas
equivalentes de la correspondencia entre ((s) y (1 — s) y demostraciones para
cada una. La primera en el libro de Titchmarsh 24 involucra una expresién de ¢
en donde es visible su orden de crecimiento al restringirla a ciertas rectas verti-
cales. La segunda, también presentada por Daniel Bump en ?° y en el trabajo de
Quitzeh Morales 26, sigue los pasos de Riemann en Sobre el nimero de primos
menores que una magnitud dada y tiene como consecuencia una expresion de ¢
como la transformada de Mellin de un automorfismo. Para esta misma férmula,
la demostracién de Ahlfors concluye que si o < 0, la funcién ((s) vale cero sélo
cuando s es un nimero par negativo.

1.3.1 Primera expresién de la Ecuacién Funcional
La primera expresién de la Ecuacién Funcional en el libro Titchmarsh 27 es

€)= 2 @m? (<1 (=s)) sen (Go7) 1)

S

Su prueba parte de otras formas de escribir la extensién analitica de la funcién ¢
y de la relacion entre las transformadas de Mellin de funciones trigonométricas
y la funcién T'.

Lema. Sea ¢ € C?([a,b]) una funcién con derivada continua en un intervalo
real [a,b]. Entonces,

2 o) = /abﬁﬁ(w)dw/ab(x[x];) ¢ (x) d +

a<n<b

238, J. Patterson, An Introduction to the theory of the Riemann Zeta-Function, (Cambridge
Studies in Advanced Mathematics; 14), Cambridge University Press, 1988, pag. 4.

24E. C. Titchmarsh, The Theory of the Riemann Zeta Function, Clarendon Press Oxford,
Great Britain, 1951, pag. 14.

25D. Bump, The Zeta Function (lecture notes).

26Q. Morales, Segunda prueba de Riemann de la ecuacién funcional de la funcién Zeta y
su continuacion analitica, Cuernavaca, México, 2006.

27E. C. Titchmarsh, The Theory of the Riemann Zeta Function, Clarendon Press Oxford,
Great Britain, 1951, pag. 14.
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+-(a—¢ﬂ-—;> ¢W)—-(b—¢m-—;> é(b);

donde [z] es el mayor nimero entero menor que x.

Demostracion. Gracias a la linearidad de las integrales, basta ver que la férmula
es cierta en cada pedazo (n,n + 1]:

Sin < a<b<n+1, al integrar por partes ff(x — [z] — 3) ¢/ (z) dx obtenemos:

/ab(“”‘”‘é) ¢ (@)de = (b—n—é) o(b) ~ (a—n—;) ola) -

- / ' oz

y la férmula se cumple puesto que Y ., .. ¢(n) =0 y

/ab <$—n—;) ¢ (x)dx — <b—n—;> o(b) + <a—n—;> é(a) +
+/ab¢(a?)dx = 0.

Si, en cambio,n <a<b y b=n+1:

G—n—é)d@

(b-11-3) =~ 300+

((n-&—l)—n—;)gb(n—&-l)

Bln+1) — 3 6(n+1)

y la formula se cumple de nuevo siendo Y, _, 01 0(n) = p(n+1) y

/ab <x—n—;) ¢’ (x) dw — <b—[b]—;) o(b) + (a—n_;> o(a) +

Observacién. Vale la pena notar que la relacién anterior entre sumas e inte-
grales de una funcién ¢ es una ligera variacién de la Formula de Euler MacLaurin
cambiando el coeficiente de Bernoulli By =  — 1/2 por = — [z] — 1/2.
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Proposicién. Al aplicar el lema anterior a la funcion ¢(n) = 1/n®, tenemos
una nueva expresion para sumas parciales de potencias de reciprocos de niumeros
naturales: Si a,b € N, a <b:

b
1 b= — al=s be—[z] -1 1, s
I el (e et e NG

4 (a—[a]—;) ai _ (b—[b]—i) bi

Tomando en cuenta que a = [a], b=1[b] y que

D11
Ox \1—s s

las integrales se resuelven por el Teorema Fundamental del Calculo para la
variable x, que es la version continua de la n; y

b ) s
1 bl—s_al—a bl‘*[l’]*% 1
L R — N Z (b~ — a7 9%).

Proposicién. Si Re(s) > 1,

1 1 gz —[z] — 3

Demostracion. Si Re(s) =0 >1,((s) = 14>~ ,n~ % y al aplicar la férmula
anterior para a =1y b — oo, cada parte converge:
limp oo 3 (b7° = 1) = limpoo 3 (F —1) = —%;

o—1>0, b =0"""1 500 y

b 1 -1 -1 1
1. — 1. bS — .
e 1—s  bom 1—s 1—s s—1
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|z —[2]] <1, |z—[z] — 1| estd acotada;

oc+1>0, lim,_, Ié% = 0 y la integral

0 4 1
_S/ Gl Bkl RN
1

:Cerl

Por lo tanto, tenemos una expresion integral para ¢ en el semiplano R1:

1 . . bt —1 Oox—[m]—%
C(s) = 145 Jim (b *UHIL“;ﬁ*S/I T @
1 1 gz —[z] — 3
_ 1 _ T35
R s/1 pstt
O

Proposicion. Si o > —1, la integral

7z~ o] - }

define una funcion analitica de la variable s.

Demostracion. Esto sucede porquesi 0 > —1, o+1 > 0,

) 1
e = 0
y la integral converge uniformemente en todo semiplano o + ¢ > —1. O

Corolario. La expresion integral obtenida para { es una continuacion analitica
al semiplano o > —1 salvo en el punto s = 1, donde tiene un polo simple.

Teorema. Si —1 <o <0,

BT R

ya que:



1.3 La Ecuacién Funcional 19

flw[f%dx:O;

o

fl m:%dx:folx*sdx: 1.

o s—17
1l da _ 1
2 Jo xstl T 2s°
Entonces,
1 1
T T+ 35 1
s/ []72(133 = 5 _ 2
o xstl s—1 2
B s+1
o 25—2
os—1 2

Teorema. La funcion ¢ es tal que:

C6) = 2w (-1 (-9) sen (557 ) <L)

™

Demostracion. Siendo que la funcién [x] —2+1/2 es acotada, periddica e impar,
coincide con su serie de Fourier:

1 > sen(27nz)

Sioce(-1,0) y y=2mnz, de=(1/2mn)dy y

©g] —z + 3

C(s) = 3/0 T2d1‘
- [(3

0 (27rnx 1

() 1o
s e (27N > sen

= ;Z( r / sfly)d

”5/
o

se
sen

n
s+1
s+1 .
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De manera similar a cémo la serie }_>° | —L+ es cambiada por {(1—s) que tiene

un sentido mas amplio en el plano, la dltima integral, [~ sen(¥) gy se reescribe

o ys+
28
1
—T'(—s) sen 357 )5

como
obteniendo una FEcuacion Funcional para la funcién ¢ que es valida para s €

Cc—{1}. O

1.3.2 El orden de ¢ para algunos valores de o

Teorema. El orden de { sobre la recta vertical o = 1 es O (Jt|) si |t| — oo.

Demostracion. Sio > —1,

1 1 ® 2] —z+ 3
O =gty e

Sea s = 1 + it. Entonces:

Silt|—o0, |3+ | >3 yesdeorden O(1).

Por otro lado, la integral

0o 1 e}
] —z + 5 3 dx
I
De manera que,
'S} 1 [e's)
[r] — 2z + 5 1 x

para algin M > 0.

Por lo tanto, si |t| — oo,

C(A+it) = 0Q) + O(|t) = O(t).

Corolario. La funcidn ¢ es de orden O (|t]) si [t| — oo en todas las rectas
verticales con parte real o > 1/2.

28F. C. Titchmarsh, The Theory of the Riemann Zeta Function, Clarendon Press Oxford,
Great Britain, 1951, pag. 15.
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Teorema. Si 0 =1+ > 1, para algin 6 >0, ((oc+it) = O(1).

Demostracion. Para todo o = 14§ > 1, el valor de ¢ (o + it) estd acotado por

éstoes: [C(o+it)] < My ((o+it) = O(1). O

Corolario. Sea
w(o) = inf{e >0 ((c+it) = O (t)}.
Entonces, (o) =0 si o > 1.
Demostracion. La funcién ( restringida a la recta vertical o = 1 esta acotada

afuera de una vecindad de s = 1 2. De modo que, ¢ (1+it) = O(1) y u(o) =0
para o > 1. O

Observacion. La Hipdtesis de Lindel6f es una conjetura no confirmada sobre
el orden de ¢ en o > 1/2 que serfa cierta de serlo también la Hipdtesis de
Riemann 3°:

C(o+it) = O (t9)
paratodo € >0 y o > 1/2. Esdecir, p(oc) =0 paratodo o > 1/2.

Como consecuencia de la ecuacién funcional, para valores negativos de o, se
conoce el siguiente resultado:

Teorema. Si o < 0,

Demostracion. A partir de la ecuacién funcional ((s) = x(s) (1 —s); y de

que,si o <03,
t\2°
o~ (o)

)3/2

29 B, 1967, Richert did la cota |((o 4 it)] < Alt|BU -0 log?/3 |t|, para |t| > 2 y1/2 <
o < 1, con B =100 y A constante., K. Ford, Vinogradov integral and bounds for the Riemann
zeta function, Proc. London Math. Soc. (3) 85 (2002), p4g. 565 — 633.

30E. C. Titchmarsh, The Theory of the Riemann Zeta Function, Clarendon Press Oxford,
Great Britain, 1951, pag. 328.

3lidem, pag. 95.
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cuando |t| — oo, tenemos:

C(s) = 0 () 0 (=)

Pero, si s tiene partereal ¢ <0, 1 —oc >1 y

C(s) = O (t%"’) 0(1).

Corolario. Si o <0,

Demostracion. Esto sucede porque la funcién p decrece conforme o — 0.

1.3.3 Segunda expresién de la Ecuacién Funcional

La segunda expresion de la Ecuacion Funcional es
A(s) = A(1—9)

donde s
A(s) = n=5/2T (5) ¢ (5)

y A es una funcién meromorfa con polos en s =1y s =0 tal que
o o 2
As) = 2 / (Z e t) t5/2 dt
o n=1

La ecuacién A(s) = A(1 — s) proviene de propiedades de las funciones

para Re(s) > 1.

LZJ(t) _ Zefﬂth’

O(t) =1+ 2¢(t);

y en particular, de una ecuacién funcional para ésta tdltima:

=10 (2)

O
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Demostracién de Daniel Bump

Proposicién. Si Re(s) > 1,

s

5) ¢(s)
= 2 / W(t) t5/2 dt.

Demostracion. Por el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue 32

/ ) t/2dt = Z/ et /2 gt
o n=1 "o

Esto sucede porque et = o(t~™) para todo n,m € N cuando t — oo y
et < 1 para todo t € R®. Entonces:

o0 o0
/ e—ﬂ'nzt ts/2 dt‘ S / ‘e—ﬂ'nzt ts/2 ‘dt
o o

1 oo
= /t"/th+/ to/2=m gt
o 1

Dado 0 >0, 0/2 > 0y hay un m € N tal que 0/2 — m < 0. Asi, si Re(s) > 0,
cada una de las integrales

As) = 7T

oo
Ay (s) :/ e /2 gy
o

determina una funcién de s; y tanto la sucesiéon A, como sus sumas parciales se
encuentran acotadas por una funciones integrables.

Mediante el cambio de variable t = u/7n?, du = an?dt, dt = du/mn?:

Ooe—ﬂnzt ts/2 dt = Ooe—u us/2 dﬁ
o o 7s/2ns
— 7_[_—8/2 n=* /OO e U us/2 dﬁ
° u
7=/2p7sT (f) .
2

Finalmente, si Re(s) > 1, {(s) => oo, n %y

i /OO e /2t = 75/2¢(s) T (g)
n=1 "0

O

32Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue: Si (fn) es una sucesion de funciones
integrables que convergen casi en todas partes a una funcion f y existe una funcion integrable
g tal que |fn] < g para todo n, entonces [ fOu = lim [ fnOu, R. Bartle, The Elements of
Integration and Lebesgue Measure, Wiley Classics Library, New York, 1995, pag. 44.
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Para obtener la ecuacién funcional de 6 y utilizarla en el desarrollo que nos lleva
a la ecuacién A(s) = A(1 — s), es necesario mencionar antes la autoreprocidad
de f(x)=e "

Lema. La funcién f(z) = e~ coincide con su transformada de Fourier
f(z) = ffooo e~y g~ 2mizy dy para todo x € R.

Demostracion. Completando el cuadrado — (y? + 2izy — 2?) = —7 (y + iz)*:
~ o0 2 .
f (ﬂf) — / e~ Y e—27rzxy dy
—o0
o0
_ 6771'1:2 / efﬂ(y+iw)2 dy
—o0

Si [T e mwtio)* gy = 1, f(z) = f(z). Dado que la funcién e~ es acotada
para todo z € C, no tiene polos. Aplicando el Teorema de Cauchy para la regién
comprendida entre las rectas y + iz y y para y € Ry « fijo:

/ e—rr(y+iz)2 dy = / 6—7ry2 dy.

Calculamos el cuadrado de la dltima integral mediante un cambio a coordenadas
polares permitido por Teorema de Fubini 33:

oo ) 2 oo ) o )
(/ e ™Y dy) (/ e ™" dy) (/ e ™Y dy)
—00 —0o0 —o0
/oo /oo e_ﬂ_(mz_i_y?) da;‘dy
7271' 700 R
/ / re ™" drdf
= 27 / re” ™ dr

= 1.
De modo que, [~ e Wi gy = 1y f(z) = f(a). O

Lema. Sea f,(t) = ety para todo t € R®. A partir de la sucesion de

—mtn?

funciones f, (t) = e , definimos

Entonces,

33]. E. Marsden, Elementary Classical Analysis, W. H. Freeman and Company, USA, 1974.
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Demostracion. Para un valor ¢ € R® fijo, la transformada de Fourier

A~ o0 2 .
fav (t) — / e—ﬂty e—27r1my dy
—oo
Siu=y+/t,
e 2 , 1 e 2 .
/ e~ ™Y 6727r7,:by dy - / Pl 6727r1(r/\/t)u du
oo tJ s

1 2
— = m(xT/t)
vt

Esto sucede porque, si 7 = x/4/t, podemos utilizar la autoreprocidad de e

f(T) — 6—71'7'2 — f(T) — / e—‘n’u2 e—QTriTu du.

— 00

Siendo f,(t) acotada para todo y € Ry t € R*, la Formula de la Suma de
Poisson 3* garantiza que

o0

0(t) = D falt)
= an(t)
1 &, 1

<30

Teorema. Sea s € C — {0,1}. Entonces,

A(s) = A(1—s).

34 Apéndice A.



26 1 La Hipétesis de Riemann

Demostracion. Recordando que (t) = 142v(t), () = 1/260(t) —1/2, partimos
de la primera expresién de A como transformada de Mellin. Si Re(s) > 1,

A = [Cewerd
1 [e%e)
= [wwerS s [Tenerd
o t 1 t
o0 a1 [t a1 [t dt
— s/2 “b - s/2 %0 2 s/2 WY
/1 vty +2/09(t)t : 2/075

t
oo 1 [t 1
= / ¢(t)t5/2%+§/ H(t)tsm?——.
1 o

S

Si en lugar de ¢, consideramos 1/t, la segunda integral

1t dt > 71 dt
1 s/2 @ 1) sp @t
2/09(t)t : /1 9<t>t :
/ VEO(t) t75/? dt
. t
o0 dt
(1-s)/2 @

/1 o(t) ¢ :

& dt 1
— (1—s)/2 &
/1 P(t)t ;

N~ N~ N

1-s
Asi,
o , a2\ dt 1 1
A(s) = / U(t) (t5/2+t<1 )/2) P
1

Como observamos en la demostracién de la transformada de Mellin de 1), ésta
converge para todo s € C. Por lo tanto, al redefinir A para s € C — {0,1} a
partir de esta 1ltima expresién, obtenemos la continuacién analitica de A, una
expresion de ¢ como transformada de Mellin; y siendo simétrica respecto a s y
1 — s, también la ecuacién funcional A(s) = A(1 — s). O

Corolario. Como consecuencia de la Ecuacion Funcional para la funcion C,
siendo ¢ una funcion real para valores reales y 1 — s una rotacion con centro
en s = 1/2, las raices de ¢ que pertenecen a la banda o € (0,1), llamada banda
critica, tienen parte imaginaria diferente de cero y aparecen en cuartetos p,p,

1—p, 1—p, simétricos respecto al centro s = 1/2, o son parte de la recta vertical
o=1/273.

35E. C. Titchmarsh, The Theory of the Riemann Zeta Function, Clarendon Press Oxford,
Great Britain, 1951.



Capitulo 2

Relacién entre la funcién Zeta ¢ y las medidas discretas my, (f)

Para cada y en el grupo multiplicativo de los nimeros reales positivos R*®
y cada funcién f € C2(R®), f: R® — R continua y con soporte compacto
en R*, la medida discreta m, (f) = >, .y yo(n)f (y'/?n), donde ¢(n) =
[{k <n | (k,n) =1}], serelaciona con la funcién Zeta ¢ primero, directamente,
a través de la funcién de Euler ¢ con la que se construye; pero también porque,
consecuencia de la primera relacion, la transformada de Mellin

My (s) = M (my(f)y '5s) = / my(f)y* > dy
se factoriza como
My (s) = 27“2825_ Ol /000 fu) u*~t du.

Cuando f no es sélo continua sino analitica, utilizando el método de inversién de
Fourier para la transformada de Mellin My (y), se recupera la medida discreta
my(f) en términos de una integral compleja cuyo calculo depende de su residuo

1 o0
m®) = 75 / u f(u) dus

y, en general, de las raices de la funcién ((2s) que resultan ser polos de las
medidas discretas my, (f).

2.1  Las medidas discretas m,, (f)

Definicién. Sean f: R®* — R una funcién continua con soporte compacto en
el grupo multiplicativo de ntimeros reales positivos R®* = (0,00); y o(R®) la
o-8lgebra de Borel generada por los intervalos {(0,y) | y € R}.

Por cada f y cada y € R®, definimos la medida discreta positiva
my (f): o(R*) — R

a partir de los valores que toma f en el conjunto de nimeros naturales multi-
plicados por y*/2, {y*/?>n | ne N}:

27
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my (f) = m(£)O0y) = Y yem) f (v%n).

neN

donde ¢(n) es la funcién de Euler.

Observacion. Los valores de la funcién f (y1/2n) # 0 sélo en el conjunto
{y eR® | y?ne spp(f)} C [a,b]
porque los conjuntos compactos en R® son acotados.

Definicién. Dada una funcién continua f: R®* — R tal que spp(f) C [a, ],
0 < a < b, definimos la magnitud

[flle = sup{|f(y)| | y € R*}.

Observacién. Bajo estas condiciones || f]lcc < 00; ya que para una funcién
continua en un intervalo cerrado [a,b] hay un ndmero y, € [a,b] cuyo valor
es finito y maximo: |f(yo)| < 005 |f(u)| > |/(y)] para todo y € [a,5) y
1f lloo = 1f (%o)]-

Proposicion. La medida discreta

my (f) = Y. ye)f (yl/QTL),

neN
L

= > yen)f (y1/2n),
n=1

donde L = max{n € N | y*/?>n € spp(f)}.

Corolario. La magnitud

)

L
> yen) f (yl/2 n)
[ flloo ACS),

IN

para algin A(f) > 0; es decir, una constante A que depende de f.
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2.2  Las medidas my (f) y la funcién Zeta ((s)

Las sumas armdnicas son series de la forma

G(x) =Y Mg(uw)

keN

donde (Ax) es una sucesién de amplitudes que modifican el valor de las funciones
g: R®* — R en los puntos pgx con frecuencias (), en directa analogia con el
caso en el que g es una funcién trigonométrica y la serie G' es de Fourier. Las
transformadas de Mellin de series armonicas se factorizan como el producto de

la serie de Dirichlet !
Ak

S

A(s) =
kEN

y la transformada de Mellin de una modificacién de g. En nuestro caso, la serie
de Dirichlet asociada a las medidas discretas m,(f) es precisamente

=1) _ 5 el

¢(s) sn

2.2.1 La funcién ((s) y la serie > p(n)/n®

Definicién. Una funcién se llama aritmética cuando es de la forma ¢: N — K,
donde K puede ser el espacio de nlimeros naturales, enteros, reales o complejos.

Definicién. El valor ¢(n) de la funcién de Euler ¢: N — N es el ndmero de
naturales 0 < k < n que son primos relativos a n:

p(n) = [{k<n|(kn)=1}.

Observacién. Para todo n, p(n) es el orden del grupo cociente Z/nZ; es decir,
la funcién de Euler de n es el nimero de clases de equivalencia en el grupo
multiplicativo Z,,. Como consecuencia, tenemos el Teorema de Fuler:

Proposicion. La serie de Dirichlet

Z v(n)

n>1

converge absolutamente si Re(s) > 2 y uniformemente si Re(s) > 2 + € para
todo € > 0.

IM. R. Riedel, Applications of the Mellin-Perron Formula in Number Theory, Thesis for
the Degree of Master of Science at the University of Toronto, 1996, pag. 22.
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Demostracion. Para todo n, o(n) < n; de modo que, dados e >0y s = o +it €
C tal que 0 = 2 + ¢,

e

B ¢(n)
-y ay
n>1

< Z n?—&-e

n>1

1
= D

n>1

D

n>1

La convergencia de la tltima serie, E
n>1

—o s verificada mediante la prueba
n

integral. Asi,

pn)| _ p(n)
1
< nzz:ln1+5

1 1 1

= — = 2
gire (14+¢ -1 €

IN
0\8

De esta manera, la convergencia de la serie para un valor determinado o = 2+¢
depende de o, pero ésta provee una cota para cualquier otro valor s tal que
Re(s) > o; y en este caso, la convergencia ya no depende de s y es uniforme. O

Por otra parte, la relacién entre ésta serie de Dirichlet y la funcién Zeta { es
un resultado clésico de Teoria de Niumeros que se demuestra utilizando una
operaciéon derivada del producto de series: la convolucion de Dirichlet.

Definiciéon. Dadas dos funciones aritméticas f y g, la convolucion de Dirichlet
F = f % g estd definida en cada n como

F(n) =) fd)gn/d) = Y f(d)g(m).

d|n md=n

Teorema. Dadas dos funciones aritméticas f y g. El producto de las series de
Dirichlet ) (n)
n g(n
F = — G = ——

(5 =3 22y G

ns
neN neN

F(s)Gs) = 3 f*%(”)

neN

€s
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Demostracion. Al multiplicar las series,
f(n) g(m)
F = — P
(5) G(s) (Z - ),
neN meN
1
= Y (X smem)
keN \mn=k
= > frg(n) =N
ks
keN
O
Lema. 2 La convolucién de Dirichlet
Lip(n) = 3 old) = n.
d|n
Teorema. Sea s € C tal que Re(s) > 2. Entonces,
=1 _ 5 o)
¢(s) = o
Demostracion. Sean
1 n
Fo) = o) = Y & v o = 3 A
neN neN
Entonces, la serie
w(n
F)Gls) = C(3) ( fﬂ) ,
nenN
_ Z 1x¢p(n)
nS
neN
_ n
pen
-y 1
N nsn=1
keN
= ((s—1)
converge en el semiplano Re(s) > 2 y
1) _ 3~ el
¢(s) = o
O

2T. M. Apostol, Introduction to Analytic Number Theory, Springer-Verlag, 1976, pag. 26.
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2.2.2 La transformada de Mellin M; (s) y la funcién Zeta ((s)

La factorizacién de la transformada de Mellin My (s) = M (my (f)y~';s) en
el producto de la serie de Dirichlet

o(n)

n>1

y la transformada de Mellin

/OO fu)u® =t du

es una funcién compleja en la regién de convergencia de de laserie ), -, ¢(n)/n®:
el semiplano Re(s) > 2. A partir de esta expresion, My se extiende analiticamen-
te y se encuentra su relacion fundamental con la funciéon Zeta ¢ en el hecho de
las raices de ((2s) son polos de Mj.

Teorema. La transformada de Mellin My (s) = fooo my(f) y*~2dy del pro-
ducto my,(f)y™', para una funcion f € C2(R®), converge absolutamente en el
semiplano Re(s) > 1 y uniformemente si Re(s) > 1+ € para todo € > 0.

IN

Demostracion. Sean Re(s) = oy spp(f) C (0,b]. Dado que |my (f)]
Al f |l para algin A > 0,

| My (s)|

IA

[ imalyay

IN

Al f ]l / Yo dy.

Si 0>1, 0—1>0, limy0y" ' =0y

1 "o b7 !
[ w = om

oc—1 oc—1

De esta manera,

bo—l
M < A oo ;
My (5)] < Al flloe ~—
y My (s) converge absolutamente para o > 1.
Cuando ¢ > 1+ € para algin € > 0,
bE

M ()] < Al f e

por lo que la cota no depende de o y la convergencia de M (s) es uniforme. [
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Corolario. La transformada de Mellin My (s) es una funcién holomorfa 3 en
el semiplano Re(s) > 1.

Demostracion. Esto sucede porque las transformadas de Mellin son diferencia-
bles en regiones donde son convergentes O

Teorema. Sis € Ry = {s € C | Re(s) > 2}, la transformada de Mellin

¢ (@2s—1) [ o
Mf(s) —2wl f(u)u2 1du
Yy converge.

Demostracion. Sea v = y'/?n. Entonces:

y - n27
1
dy = 3 (2u) d
o1 B u23—2
Y T p2s—2

f (y1/2 n) v ldy = 2f(u) “nQS du, y
/OO (i p(n) f (y1/2n>> Yl dy 2 /OO <°° (2(22) £ (u) u®s~ 1) du.
o — i a

n=1
Por otra parte, siendo que w es una variable continua nueva que determina el
valor de la integral independientemente del valor de n °

I ( ot M)ugsl) o - §<n [ s 281du>
_ (/ f (w) Q”d“)zk:

De esta manera, en la regién Ry donde |¢(n)/n?®| estd acotada por 1/n?, cuya
integral converge:

3 Analitica o derivable en el sentido complejo en un subconjunto abierto U de C.

4 Apéndice A.

5 Aplicacién del Teorema de Fubini: Para cada m, u es una reparametrizacién que no altera
el valor de la integral. J. E. Marsden, Elementary Classical Analysis, W. H. Freeman and
Company, USA, 1974
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M (s) = kli_)n;@ 2 /000 (Z ('2(271) ) u25_1> du
p(n) /OO 25—1
. fwu du

k—oo Tl2$

- C(ZS—:U > w) w2 du
- 2ty | S

Corolario. La transformada de Mellin es la funcion holomorfa

_ C(2s—1) [ w) w2t du
My (o) = 28 [t

en el semiplano Rs.

Observacién. Si f € C2(R®) es una funcién continua con soporte compacto
en R*, la funcién

vr(s) = /00 f(u)u2s_1 du

es una funcién entera ©. Si ademés f € C°(R®) es analitica *, integrando por
partes para ¢’ (u) = u®*~ % [ fg' = pr(s) y

_ (_1)n > n 2s+n—1
gpf(s>_28(28+1)(28+n—1)/0 f( )(u)u + du

para todo n € N.

Por otro lado,

¢(2s—1)
Zi(s) = 2
r(e) ¢ (2s)
es el producto de dos funciones
2¢(25—1) !
s — ;
T

que convergen en forma de series para s € Ry, pero que comparten la extensiéon
analitica de la funcién Zeta ¢ a todo el plano menos un polo simple (En el caso
de ﬁ el polo simple es una raiz y los ceros de {(2s) podrian ser polos de Mj).
Entonces, podemos aprovechar la extensiéon analitica de Z; para reentender a
My como una funcién meromorfa 8.

6 Apéndice A.
7Apéndice A. Transformadas de Mellin de funciones con soporte compacto.
8 Analitica salvo en una sucesién de puntos en el plano C.
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Observacién. No hay polos de My en la regién Ro porque en ese caso ambas
funciones, ¢y y Zy, convergen.

Proposicién. Si oy (1) # 0, la funcion My tiene un polo simple en s =1 y un
residuo

Res (Myis=1) =z 0 (1)

Demostracion. La funcién 2¢(2s — 1) tiene un polo simple en s = 1. Su serie

de Laurent en una vecindad de radio menor que % con centro en 1 es ?

(28 - 2>k7

donde la sucesién () es tal que v, =y es la constante gamma de Euler y

Vi = (-1)" lim Z llogk(n) _ log"tt N
k! =n k+1

De esta manera, la funcién My tiene una expresién

My (s) = 21 )z (fl 23 <2s—2>k>

k=o

en una vecindad de s = 1. Por lo tanto, si ¢(1) # 0, M tiene un polo simple
en s =119y su residuo

1
@

= é/ f(u) udu.

Res (My;s=1)

er (1)

O

Corolario. La funcion My es analitica en la region $1 — {1} dado que tanto
wy como Zy lo son.

9La serie de Laurent de la funcién ¢(s) en una vecindad de radio menor que 1 con centro en

les =5 + Z vk (s — 1)* C. Calderén, La funcién Zeta de Riemann, Rev. Real Academia

de Ciencias, Zaragoza 57. pag. 67 — 87, 2002, pag. 71.

10En general, si una funcién compleja f tiene una expresién f(z) = 2(z)

(z—20)N
de zo, ¢ es analitica en la misma vecindad y ¢(z0) # 0, el coeficiente C_y de la serie de
Laurent de f es ¢(zo). M. J. Ablowitz, A. S. Fokas, Complex Variables: Introduction and

Applications, Cambridge University Press, 1997, pag. 209.

en una vecindad
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Definicién. Sea

() = |
para una funcién f € C2(R*®).

Proposicién. Si f € CX(R®), [°f™ (u)u*T""1du # 0 para todo n € N
y Z- ={0,-1,-2,-3,...}, entonces My tiene polosen Z~.

Demostracion. Los ceros triviales de ((2s) se convierten en polos de la funcién
reciproca 1/{(2s) y forman el conjunto {—1,—2,-3,...}. En estos puntos y
s = 0 la expresion

_ (_1)71 > n s+n—
w1 (s) = 23(25+1)...(23+n—1)/0 () w7 du.

tiene aproximadamente la mitad de sus polos.

Por otra parte, la funcién ((2s — 1) # 0 en Z~. Entonces, si para todo n € N

/OO f(n) (u) u2$+n—1 du 7& 0
o

en Z—, Ms(s) = Z¢(s)py(s) tiene polos en Z~.

El resto de los polos de ¢y son la coleccién de nimeros racionales negativos

{f%, f%, fg, ...}; y coinciden con el conjunto de ceros triviales de la funcién

¢(2s — 1); pero 1,

. C (25 B 1) - . !
Jm ey w T m 2021 £ 0
para todo k impar:
Si k es impar y s = —k/2, 2s — 1 = —k — 1 es un ntmero negativo par para el

cual 1" (2m)1
¢ (~2n) = 7(2_22“(;,3'((2“1) £ 0.

Por lo tanto, el conjunto de puntos {f%, f%, f%, ...} no son ni polos ni ceros
de la funcién M. O

Corolario. Si f € C2(R®) es una funcion continua con soporte compacto en
R*, la transformada de Mellin My es analitica en todos los puntos del semiplano
Re(s) < 0 salvo en los nimeros enteros negativos {—1,—2, -3, ...}

1 Regla de L’Hépital para las funciones Parte Real y Parte Imaginaria.
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Demostracion. Utilizando la extensién analitica de (, redefinimos Mj(s) para
Re(s) < 0 como el producto Z¢(s)¢¢(s), que es analitica en todos los puntos
s € C' con parte real negativa salvo si s = —n para algin n € N. O]

Corolario. Si f € C2(R®), la funcion My es analitica en la union de R — {1}

Y
éRo_ = {SEC | Re(s) SO} - {Oa _]-7 _27 _3a~~~}

puesto que no hay mds polos posibles de las funciones ¢y y Z; en ambas regiones
y My estd definida como el producto de funciones analiticas para el resto de los
valores s € (R U R, ) — {1}.

Proposicién. Si f € CZ(R®) y ¢s(s) # 0 para todo s € C tal que Re(s) €
(O, %), M; tiene polos en los ceros no triviales de la funcion ((2s).

Demostracion. Los ceros no triviales de ((2s — 1) se encuentran el la banda
vertical del plano donde Re(s) € (%, 1), por lo que no anulan los polos de My
generados por los ceros no triviales de ((2s) que pertenecen a la banda

1
B,1 = {sEC|O<Re(s)<2}.

En resumen, tenemos el siguiente teorema:

Teorema. Si f € C2(R®) y ¢y # 0, la transformada de Mellin My del producto
my (f)y~! es una funcién meromorfa con polos en s =1, Z~ y el conjunto de
ceros no triviales de ((2s). Es decir, My es una funcion analitica salvo en
el conjunto de nimeros enteros {1,0,—1,—2,—3,...} y el conjunto de ceros no
triviales de ((2s), que son sus polos.

2.2.3 Transformada Inversa de @:/2 (t)y ©2 (t)

La transformada de Mellin M/ (o + it) restringida a rectas verticales del plano
complejo es una transformada de Fourier 2. Asi, la recuperacién de las me-
didas discretas my,(f) en forma de integrales complejas depende del orden de
decaimiento de My(o + it) en la recta Re(s) = o; y, por lo tanto, del lugar
respecto a o que tienen sus polos.

Siendo la banda critica de My(s) el conjunto de rectas verticales o € (1/4,1/2),
la menor parte real positiva que podemos considerar sin problema es o = 1/2.
Mas hacia la derecha del polo s = 1, cada recta vertical provee una posibi-lidad
de recuperar my(f), como consecuencia del orden de ( en estas rectas y también
de que ¢ (s) pertenece al espacio del Paley-Wiener 3.

12 Apéndice A
13idem
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Definicién. La restriccién de My(s) a las rectas verticales Re(s) = o es una
funcién de la variable t € R,

0% (t) = M (0 +it).

Proposicién. Si [t| — oo,

/ _ C(Qit)
Zil” 0 = ¢ (1+ 2it)

es de orden O (t1/2_5), para todo € > 0.

Demostracion. Esto sucede porque si |t| — oo, ((2it) = O (t1/2_€) para todo
e>0M" y ((1+2it)=0(1) 5. Es necesario notar que ¢(1 + 2it) no tiende
a cero para ningin ¢t € R. De hecho, s = 1 es el tnico polo de ( en el plano;
y si [t| > 3, hay una vecindad de 1 + 2it donde no puede haber raices de ¢ 6.
Por lo que, si hubiese una sucesién de valores ¢, € R tales que (1 + 2it,,) — 0
conforme n — oo, aun si el punto limite no se encotrase en la recta vertical
{1 + 2it}+cr, se encontrarfa arbitrariamente cerca, lo que no es posible. O

Teorema. Si f € CL(R®) para r > 2, la funcion 9;/2 decae cuando |t| — oco.

Demostracion. Si f es analitica, la transformada de Mellin ¢¢(s) = M(f;2s)
es un elemento del espacio de Paley-Wiener 7 y es de orden O ([t|~"), para

algin nimero natural N > 0. Entonces, O (9}/2) es por lo menos O (|t|_1/2);

y los valores @}/2(15) — 0 si [t| — oo. O

Proposicién. Si [t| — oo, la funcidn

¢ (3 + 2it)

Z]% (t) = m

es de orden O(1).

14Seccién 1.4

15idem

6 Hay un ¢ > 0, tal que {(s) # 0 si|t| > 3 yo =1 — c(log [t])~2/3 (log log |t|)~1/3. K.
Ford, Vinogradov integral and bounds for the Riemann zeta function, Proc. London Math.
Soc. (3) 85 (2002), pdg. 565 — 633.

17 Apéndice A
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Demostracion. El valor absoluto de la funcién

1z @) < &2,

¢(4)

Teorema. Si f € CL(R®) para r > 2, la transformada inversa de Fourier de la
funcion @; es una reescritura de my(f) como una integral de linea compleja.

Demostracion. Si f es analitica, p(s) = O(|t|~"), para algtin ntiimero natural
N > 0; asimismo, ©% = O (|t|~"), para algtin niimero natural N > 0; la funcién
es de decaimiento rdpido '® ; y la transformada inversa de Fourier de la funcién
coincide con la original m,(f). O

Corolario. Si f € C°(R®) para o = 140 para algin § > 0, la restriccion de la
transformada de Mellin My a la recta vertical o, @;, es de decaimiento rdpido
19y la transformada inversa de Fourier de la funcion @; coincide con el valor
de la medida discreta my,(f).

2.3 Teorema A. Convergencia de las medidas discretas m, (f)

Las medidas discretas m,, (f) convergen a m,(f) cuando y — 0 para toda funcién
f con soporte compacto. Esto no tendria por qué suceder en general, y corres-
ponde directamente al comportamiento de ((2s — 1) y ((2s) en el semiplano
o €[1/2,00).

El primer teorema en el articulo Medidas Discretas y la Hipotesis de Riemann
escrito por Alberto Verjovsky provee dos 6rdenes de aproximacién de my(f) a
mo(y) cuando y — 0: El primero, para funciénes f con soporte compacto pero
solamente continuas; y el segundo, para funciones f diferenciables.

Para ésto, utiliza el Teorema del Residuo y el Teorema de Cauchy aplicados a
calcular la integral de la transformada de Mellin My en un contorno alrededor
del polo simple s = 1 contenido en el semiplano o € [1/2,00), que se traduce en
el valor de la diferencia entre my(f) y mo(y).

18 Apéndice A
19Apéndice A: Una funcién analitica f: R — R, f € C>®(R), se llama de decaimiento
rdpido si hay un m € N tal que sup,cp {\xm f<">(:v)|} < oo para todon € N.
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2.3.1 Convergencia de medidas m, (f) para funciones f € C5(R*®) con
r>2

En este caso, my(f) = mo(f) si y — 0 de la misma manera que y /%2 =0
cuando y — 0.

Lema. Si f € C7(R®) para r > 2, las medidas discretas

my (f) = mo (f) + 2—/ M; <2+zt> yt/2y it
T J1/2—ico

Demostracion. Dado un T > 0, el contorno v formado por los segmentos
2—4T,244T), [244T,1/2+T), [1/2+iT,1/2—4T), [1/2—4T,2—dT] estd
contenido en la regién o € (0, 00) donde M es analitica salvo en el polo s =1,
al que v rodea. Entonces, por el Teorema del Residuo:

1

o /ny(S)ylst = Res (My;s=1).

Para extender el contorno hacia arriba y abajo de la banda, consideramos un
M > 0y el que, por el Teorema de Cauchy, las integrales de linea sobre los
contornos

o= [2+iT,2+i(T+M)] U [2+i(T+M),1/2+i(T + M)] U
U [1/244(T + M), 1/2+iT] U [1/2+iT, 2+ iT]

vy = [2—i(T+M),2—iT] U [2—iT,1/2—iT] U
U [1/2—iT,1/2 —i(T +M)] U [1/2 —i(T + M), 2 —i(T + M)],

sSon cero:

/Mf (s)y'~*ds = / My (s)y*~*ds = 0.
71

V2

Entonces, para todo M > 0:

/ My (s)y'5ds = / My (s)y* 5 ds;
YUv1Uy2 ol

my (f) — 5= My <+it> y 2y idt = me (f).
2mi 1/2—ico
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Teorema. Siy — 0,

my (f) = mo(f)

para todo f € CL(R®) conr > 2 tal como y'/?2 = 0 cuando y — 0. Esto es:

my(f) = mo(f) + o (42)

cuando y — 0.

Demostracion. El orden de convergencia esta dado por la integral

1/2+ic0 1 4 1/2+io0 1 A
/ M; <2+it> y 2yt ar = y1/2/ My <2+it> y i dt;
1/2—ico 1/2—icc

que es, precisamente, la diferencia entre my(f) y mo(f). El Lema de Riemann-
Lebesgue 2° tiene como consecuencia que:

1/2+ic0 1 _
/ My ( +it> y~idt
1/2—ico 2
Asi, la diferencia

2 1/2+ico 1 » 2\
Y My 3 +it )y "dt = o (y ) ;
1/2—ioco

lim = 0.
Yy—o

2.3.2 Ejemplo. Convergencia de medidas discretas definidas a partir de
A(n) y p(n) para funciones f € C5(R*®) con r > 2

El método desarrollado por Alberto Verjovsky para definir y trabajar con las
medidas discretas m,(f) puede ser utilizado para construir medidas discretas
similares a partir de otras funciones aritméticas completamente multiplicativas
g: N — R*® cuyas series de Dirichlet > g(n)/n® son variaciones de la funcién ¢
como es el caso de 2!

20G. P. Tolstov, Fourier Series, Prentice-Hall Inc., New Jersey, 1962, pag. 70.
21 M. Apostol, Introduction to Analytic Number Theory, Springer-Verlag, 1976, pag. 231.
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para la funcién g de Mébius y A de Liouville.

Sin=p{*p3? - pp* es la factorizacion de n € N como producto de potencias
de nimeros primos:

Definicion. La funcion de Mobius es:

wN — Z
1, n=1;
n — p(n) = (-, ay=ap=--=a,=1;
0, a; # 1 para algun indice j.
Definicién. La funcién de Liouville es:
MN O — 7
1, n =1
no— A (n) = { (71)a1+a2+-~+ak’ n :p‘flp? .. .pzk.

En ambos casos, para toda funcién diferenciable con soporte compacto f en
CT(R®), con r > 2, las medidas discretas

my, (f) = iyu(n)f (ymn) — 0

mya () = D yAm)f (v2n) — 0
n=1
de la misma manera que y'/2 — 0, cuando y — 0.

Proposicion. Si o > 1, las transformadas de Mellin

My (s) = M (myu(fly™"s)
_ L > U u2871 U
= oy /S0
2

@ PLr (s)

S
>
ot
V)
S—
I

M (my(f)y™ " s)
_ ((4s) > w) w2~ du
= @) / fluju™"d
_, C(4s)

= 2 2s) ¥ (s)-

Observacién. Vale la pena observar que el factor ¢; es independiente de
la funcién aritmética con la que se definié la medida discreta. Entonces, al
pertenecer oy al espacio de Paley- Wiener 22 la integrabilidad de cada trans-

22 Apéndice A
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formada de Mellin My, y My y sobre rectas verticales depende otra vez direc-
tamente del orden de (.

Demostracion. Sea u = y/?n. Entonces,

 4(n)
My (s) = 2 3200 oy (9)
n=1
oo
A(n)
Mya(s) =2 3 Pr(s)
n=1
en el semiplano o > 1 donde las series convergen absolutamente. O

Observacién. Aprovechando la extensién analitica de la funcién ¢ al plano
complejo, podemos ampliar esta factorizaciéon a los puntos de C' donde ((2s)
sea distinto de cero. De manera que, ambas transformadas de Mellin son de
nuevo funciones meromorfas.

Proposicién. Las transformadas de Mellin My, y My x convergen absoluta-
mente en el semiplano o > 1 y uniformemente en los semiplanos o +¢ > 1 para
todo € > 0.

Demostracion. Anédlogamente a las medidas discretas my(f), tanto las medidas
my. . (f) como my z(f) estdn acotadas por la norma de f: Hay constantes A,
A, tales que

|my,,u(f)| < A ||f||oo
y
mya(f)] < Az [|f]e.
Entonces,
My, (5)] < A Ifllso / Y 2dy,
y oo
(Myr ()] < A |[flloe / Yo 2dy.

Si f es una funcién con soporte compacto spp(f) C (0, b]:

ba—l
M < A o —;
My ()] < At flloe —
bafl
| My (s)| < Az || flleo m;

My, y My x convergen absolutamente para o > 1y uniformemente para o +¢ >
1 con € > 0. O
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Corolario. Las transformadas de Mellin My ,, y My x son funciones holomorfas
en el semiplano o > 1.

En resumen, tenemos que las transformadas de Mellin de las medidas discretas
definidas a partir de g y A son analiticas en 0 > 1 y se factorizan como el
producto de ¢y y las series de Dirichlet generadas por cada una de ellas.

Ambas series de Dirichlet comparten el denominador ((2s) cuyo polo simple
se encuentra en ¢ = 1/2 y se convierte en un cero de las series porque los
numeradores 2( (4 . %) = 2((2) # 0 y 2 no anulan la raiz. Los ceros triviales
de ¢(2s) son el conjunto {—1,—2,—3,...} (pues los ceros triviales de {(s) son el
conjunto {—2, —4,—6,...}) y son polos posibles de My, y My x.

Proposicién. La transformada de Mellin My y es analitica en todos los puntos
del semiplano o < 0 salvo en los nimeros enteros negativos {—1,—2,—3,...}.

Demostracion. Los ceros posibles de la funcién ¢y se encuentran en los conjun-
tos {0,-1,-2,..} y {—%, —%, —3,...}; pero,

. ((4s) : /
lim = lim 4( (4s 0
Jim, ST = T 4 (49)
para todo k impar; ya que si k es impar y s = —%, 4s = —2k es un numero
impar negativo para el que la derivada ¢’ tiene un valor distinto de cero. O

Proposicién. La transformada de Mellin My, es analitica en todos los puntos
s € C tales que o < 0 salvo en el conjunto {—1,—2,-3,...} y posiblemente en
3 _5

el conjunto {—%,-3,-3,..}.

Demostracion. En este caso, los posibles polos de ¢ no se anulan con el com-
portamiento del numerador y permanecen. O

Teorema. La transformada de Mellin My, es una funcion meromorfa.

Demostracion. La banda critica de la funcién ¢(2s) es o € (0,1/2). Dado que
@y es entera y el numerador es la funcién constante 2, My ,, puede ser redefinida
como el producto 2/((2s) - ¢s(s) a partir de la extensién analitica de ((2s) al
plano complejo. De esta manera, My, es una funcién analitica en todos los
puntos del plano complejo salvo polos en los ceros no triviales de {(2s) que se

encuentran en la banda critica, los niimeros enteros negativos y posiblemente

(—1,-3,-3,.}. O
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Teorema. La transformada de Mellin My y es una funcion meromorfa.

Demostracion. Ademads de los polos generados por los ceros triviales y no trivia-
les de ((2s), el unico otro polo de My x es el polo de ((4s) que se encuentra en
el punto s = 1/4. O

Teorema. Siy — 0,
mgu (f) — 0

para todo f € CT(R®) con r > 2 tal como y'/?> — 0 cuando y — 0. Es decir,

mia () = o (v7?)

cuando y — 0.

Demostracion. Las restricciones de

2
Z =
fin (S) C (25)
a las rectas verticales Re(s) = o,
2

Zin(t) = ¢ (2(o +1it))

son integrables en R para o > 1/2:

/ _ 2
Z}i ® = ¢ (14 2it)
= 0(1).

Como My, no tiene ningtin polo en el semiplano o > 1/2, el Teorema de
Cauchy garantiza que las integrales de My, sobre los contornos - considerados
para My son cero; y la diferencia (al aplicar el Teorema de Inversion de Mellin
para recuperar el valor de las medidas discretas en términos de integrales)

1 1/2+i00

1 .
My, (f) My, <2+it) y 2yt dr = 0.

27 1/2—ioco

Por lo tanto, si y — 0,

My (f) =0 (91/2> .
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Teorema. Siy — 0,
mga(f) — 0
para todo f € CL(R®) conr > 2 tal como y'/? = 0 cuando y — 0. Es decir,

msa(f) = o (ym)

cuando y — 0.

Demostracion. Las restricciones de

_ ()
a0 =
a las rectas verticales Re(s) = o,
¢ (4 (o +it))

Zia(t) =

son integrables en R para o > 1/2:

1 2+ it
Zf’/f *) gc((1 + 2it))
= 0(1).

Entonces, se pueden recuperar también las medidas discretas my »(f) y obten-
emos otra vez que

mya () = o (y/?)
cuando y — 0. O

2.3.3 Diferencia entre my (f) y m, (f) para funciones f € C2(R*)

Cuando las funciones f sobre las que se definen las medidas no son diferenciables
sino solamente continuas, no puede garantizarse que ¢y pertenezca al espacio
de Paley-Wiener y tampoco hay una equivalencia entre la convergencia de las
medidas discretas my (f) y la Hipdtesis de Riemann. Sin embargo, el orden de la
diferencia my (f) —m,(f) puede ser calculado utilizando el Teorema de Mertens
a partir de las medidas discretas m,, (f) de funciones caracteristicas x[q,5]; ya
que toda funcién f € C2(R®) es limite uniforme de funciones escalén, que son
combinaciones de funciones caracteristicas.

Lema. Mertens 23 Siz>1 y x — oo,

1‘2

d e = 2cq T O (wlog @)

n<x

23T, M. Apostol, Introduction to Analytic Number Theory, Springer-Verlag, 1976, pag. 70.
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Teorema. Siy — 0,

para toda f € CS(R®).

Demostracion. Sea

. _ 1, u € [a,b],
P = vt = { g Lgl
Paracaday fija: a < ny'/?y n < by'/? cuando ay™ /2 <n y n < by~ /2.
Entonces, si y — 0, y /2 - o0y

My (X[a,b}) = Z y e (n)

ay=1/2<n<by—1/2

= (l);—(;;) +0 (42109 (4)) -

Si reescribimos

b e’} b2 _ &2
/UX[a,b] (u) du :/ uf(u)du = —g

tenemos que, cuando y — 0:

< " (o) (@) + O (5 10g ).

Siendo que toda funcién f € C2(R®) es el punto de convergencia en el espacio

My (X(ap) =

dual (C2(R®))" de una sucesién de funciones escalén 24, si y — 0:
I 1/2
my () =z [ uS e+ 0 (3 iog ).

2.4  Teorema B. Las medidas discretas my (f) y la Hipétesis de Riemann

El Teorema B en el articulo Medidas Discretas y la Hipdtesis de Riemann escrito
por Alberto Verjovsky dice que la Hipdtesis de Riemann es cierta si y sélo si el
orden de convergencia de my(f) a mo(y) es o (y3/4_€) para todo € > 0 cuando
y — 0. Esta equivalencia est4 inspirada en que para medidas 2°

my () = et [ " f () ds

24 Apéndice C.
25 A. Verjovsky, Sistemas de Anosov, IMCA, 1999, pg. 16.
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definidas sobre funciones f con soporte compacto en el espacio modular
M = H/PSLs(Z), f e CX(M), Don Zagier demostrd que la que la Hipdtesis
de Riemann es cierta si y sélo si para todo f € C°(M), e > 0 y medidas asf
definidas, si y — 0, 26:

my (f) = m(f) + o (y3/4*6);

donde m es el residuo de la transformada de Mellin
Gy (s) = / my (f)y**dy
o

de estas medidas en s = 1, € ~(t), v(¢) es una 6rbita periédica del flujo
horociclico positivo en M y t € R ?7.

Es asi que en ambas equivalencias encontramos un puente entre el tipo de cre-
cimiento de los niimeros primos en R, el de las medidas discretas de funciones
con soporte compacto f € C°(R®) con pesos asignados tanto por la métrica
hiperbélica 1/y? como por la funcién de Euler ¢; y de medidas de funciones
f € C(M) con soporte compacto en el espacio modular M que representa
tanto a la Geometria Hiperbdlica plana como a los flujos de Anosov 28,

2.4.1 Convergencia de las medidas discretas my (f) de cumplirse la Hipétesis
de Riemann

Teorema. Si la Hipotesis de Riemann es cierta,

my (f) — mo (f)

3/4—e¢
J

cuando y — 0 del mismo modo que y para todo € > 0 y toda

feC>(R*).

Demostracion. Sila Hipdtesis de Riemann se verificara, para todo f € C2°(R®):

La transformada de Mellin M no tiene més que el polo simple s = 1 en el
semiplano abierto ¢ > 1/4 porque los ceros de la funcién ((2s) cuya
parte real es positiva se encuentran todos en la recta o =1/4.

26 A. Verjovsky, Arithmetic, Geometry and Dynamics in the Unit Tangent Bundle of
the Modular Orbifold, Dynamical Systems. Proceedings of the 3rd International School of
Dyanamical Systems (1990), Santiago de Chile, (R. Bamon et. al. eds.) Longman Scientific
and Tehcnical Pitman Res. Notes Math. Ser 285 (1993) 253 — 298, pag. 263, 295.

27Este resultado fue generalizado para otros grupos aritméticos I y espacios H?2 /T por Peter
Sarnak. A. Verjovsky, Sistemas de Anosov, IMCA, 1999, pag. 17.

28 Un flujo geodésico en una variedad Riemanniana con curvatura seccional estrictamente
negativa es un flujo de Anosov, A. Verjovsky, Sistemas de Anosov, IMCA, 1999, pag. 12.
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La Hipdtesis de Lindelof 2° se cumple y My es integrable en cualquier
recta vertical o =1/4+4 € paratodo e >0 distinto de 3/4:

Zl/4+e (t) = ¢ ((*% + 2¢) + Qit) B 0] (|t|172e).
! S ((E+z2e+2t) 0@ 7

y dado que f es diferenciable, M pertenece al espacio de Paley-Wiener y
hay un ntmero natural N > 1 tal que:

1—-2e¢ —N

= O (|t™)

para todo € > 0.

Al repetir la integracién de M pero sobre el contorno con extremo en
o =1/4+4¢, en lugar del valor o = 1/2 considerado en el Teorema A
para funciones f € C2°, la diferencia

1 1/44e+ico 1 )
my (f) — — My |- +e+it y3/4_5y_”dt = m, (f).
2w 1/44e—ico 4

Por lo tanto, si y — 0:

para todo fe€ CX(R*) y €>0. O

2.4.2 Ejemplo. Convergencia de las medidas discretas para u(n) y A\(n)

Teorema. Si la Hipotesis de Riemann se cumple y y — 0,

My, (f) = o (93/476)

mya () = o (y47°)
para todo € >0 y fe€CP(R®).

Demostracion. Si la Hipotesis de Riemann se cumple, los ceros de la funcién
€(2s) del semiplano o > 0 se encuentran todos en la recta o = 1/4; las transfor-
madas de Mellin My, y My x no tienen polos en el semiplano o > 1/4; y ambas
son integrables en las rectas verticales 0 = 1/4 + ¢ para todo € > 0:

29Seccién 1.4.
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¢<4 <411 +e+it>> = (1 + 4e + 4it) = O(1).

Al integrar sobre el nuevo contorno con extremo en o = 1/4 + € y aplicar el
Teorema de la Transformada Inversa de Mellin:

My (f) = 0 (93/47€>

myx (f) = o (y3/4_6)
paratodo € >0 y fe€ CX(R"). O

2.4.3 Raices de ((2s), medidas my(f) y la Hipétesis de Riemann

Teorema. Si para toda f € C(R®*) y €>0 cuandoy — 0

my (F) = mo () + 0 (4*/17°),

la Hipotesis de Riemann se cumple.

Demostracion. Simy(f) = m,(f)+o(y>/4=¢) paratodo € >0 y f € CX(R®),
la trasformada de Mellin

¢(2s—1)
¢ (2s)
es holomorfa en el plano ¢ > 1/4 salvo en s = 1. Si escogemos f tal que

vr(s) # 0 cada vez que ¢(2s) = 0, los polos de M/ en el semiplano ¢ > 0 son
exactamente los de la funcién 1/¢(2s) y s = 1.

My (s) =2 er ()

Siendo que no los hay en el semiplano o > 1/4, los polos de 1/{(2s) con parte real
positiva se restringen entonces a la banda o € (0,1/4); pero como consecuencia
de la Ecuacion Funcional de la funcién (, si la funcién es distinta de cero de un
lado de la recta vertical o = 1/4, también lo es del otro lado. Por lo tanto, si
1/¢(2s) no tiene polos en ¢ € (1/4,1/2) tampoco los tiene en o € (0,1/4), los
ceros de ((2s) pertenecen a o = 1/4 y la Hipdtesis de Riemann se cumple. [
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2.4.4 Ejemplo. Raices de ((2s), medidas para p(n), A(n) y la Hipétesis
de Riemann

Como corolario del teorema anterior tenemos que:

Teorema. Si para toda f € C°(R®*) y €>0 cuando y — 0O:

my,u (f) = o (93/476)

mya (f) = o (v,

la Hipdtesis de Riemann se cumple.






Apéndice A

Transformada de Mellin de una funcién con soporte compacto

Knowing the Fourier transform we can recover
the function using the inversion formula.

Elementary Classical Analysis
J. E. MARSDEN

Una manera de obtener expresiones para valores de una funcién en términos de
integrales complejas es hacer sus transformadas de Fourier y luego invertirlas,
cuando se puede. Este método surgié de describir el movimiento ondulatorio de
una cuerda en términos de series de senos y cosenos; y fue aplicado por Riemann
a lo largo del articulo Sobre el niumero de primos menores que una magnitud
dada para redefinir la funcién Zeta como una funcién compleja y trabajar en el
célculo de una aproximacién Li(x) = ff lo‘giﬁ al nimero de primos menores o
iguales que z, w(z).

La transformada de Mellin es una variacién de la de Fourier para funciones
definidas en el grupo multiplicativo de los niimeros reales positivos R* = (0, 00).
La recuperacién del valor de la funcién en términos de integrales complejas
permite aplicar resultados como el Teorema de Cauchy y Teorema del Residuo
para calcularlas. Esto da pie a un método que se usa de manera regular: Obtener
la transformada de Mellin, invertirla y calcular el valor de la funcién original.

Las condiciones para recuperar la funcién original son diversas. Varias son
utilizadas a lo largo del texto y me ha sido necesario presentarlas aqui juntas,
siendo que son parte de un tema independiente que pertenece al Andlisis de
Fourier pero que es también el método clasico, el riel sobre el que se desliza de
forma heuristica la Teoria de Numeros Analitica.

A.1 Transformada de Mellin
El valor de las transformadas de Mellin convergentes son cantidades que depen-
den de una variable compleja s en lugar de la variable real original y € R®. Si

la funcién original ¢ es continua y diferente de cero sélo en una unién finita de

53



54 A Transformada de Mellin de una funcién con soporte compacto

intervalos cerrados en R®, la transformada de Mellin es entera ', como funcién
de la variable compleja s.

Definicién. Para un nimero complejo s € C, la transformada de Mellin de la
funcién ¢: R®* — R, R* = (0,00), es:

M (¢;s) = /Oo o(y) y*y~ " dy.

Proposicién. La transformada de Mellin de una funcion continua ¢: R®* — R
es una funcion compleja bien definida en una banda vertical abierta

Br ={s=0c+iteC| —r <o < —R}

M¢ZBT)R—> C,
s M(¢;s),

cuando hay valores v, R, M., Mg, §, y OJg tales que:

—r<o< —R;

=
=
A

< Mpy', silyl < 6r oy

< Mgpy®, sily| > dr.

=
NS
A

Es decir, M (¢;s) < oo si:

¢ es continua en R®;

o(y) = O (y") cuando y — 0;

o(y) = O (yR) cuando y — o0o; y

la relacion entre los exponentesr, R y s es que —r < 0 < —R.

Demostracion. Podemos separar la integral en tres partes:

o S— 57‘ S— 9 Ss—
M(¢ss) = |[7 o(y)y* " dy| < ‘fo oY)y 1dy‘ + ’ngR o(y)y*tdy| +
‘ffj ¢(y) ys‘ldy‘-

L Analitica en todo el plano complejo C.
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Si o>r, o+r>0, lim,_,,y " =0 y la primera integral

5. 5
/ o(y)y*dy S/ lo(y)| 7 dy
5
< Mr/ y' o dy
_ M grte.
r+o

De la misma manera, si ¢ < —R, o+ R < 0, lim, .. yFte =0 yla
tercera integral

i o(y)y*dy

< - Spte.

‘ = R+o

Por tltimo, si ¢ es continua en R®, hay un valor M = max{|¢(y)| | v € [6,,Ir]}
y

Or
o(y) y*dy

IN

5,

OR
M / yafl dy
Oy
M

= ?(5}{_57")'
O

Corolario. El mismo resultado es cierto para funciones ¢ que estén acotadas
en el intervalo intermedio [0,,0r] aunque no sean continuas.

Corolario. Si ¢ € C2(R®) es una funcidn continua con soporte compacto, My
estd bien definida en todo el plano complejo,

Demostracion. El soporte de una funcién continua ¢: R®* — R es el menor de
todos los conjuntos cerrados en R® que contienen al conjunto

{y €R® | o(y) # 0}.

Los conjuntos compactos en R® son cerrados y acotados; uniones finitas de
intervalos cerrados contenidos en R°®. Esto es,

spp (¢) = Uj_; [a;,b)]

con 0 < a; <b; < oo.
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Entonces, ¢ estd acotada en cada intervalo [a;,b;] ¥

k b;
= Z/ ¢(y)y°~'dy < oo
=1 Yo

O

Teorema. Si ¢ € CJ(R®) es una funcién continua con soporte compacto, M,
es entera.

Demostracion. Sean s € C' 'y spp(¢) = U7_; [a;,b;] C R®. Entonces,
k b,
My (s) = Z/ o(y) y*dy
i=1 74
Si heC
M <5+h) ¢(S) o0 ys+h_ya 1
| =
fio h pm [ oW\ T )y
o] s+h

= o(y) (hm yh_y> y~ " dy

o (3)o
/ ¢(y) (log (y) y*)y~* dy.

Integrando por partes para u(y) = log(y), v(y) = My (s)1(y), v'(y) = 1/y,

v'(y) = o(y)y* !

bj
/ (o) dy = My(s) (log(b;) — log(a;))

i
bj bj

/ wv’ dy — / vu' dy
aj aj

b; b, L
/a]. $(y) log (y) y*~" dy — My (s) /a e

J

De esta manera,

by
/v o(y) log (y) y* " dy < o0

k
90%60) _ Z —log (a5) | My (s).
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A.2 Transformada Inversa de Mellin

Dada una funcién, decir cudndo puede recuperarse a través de la Transformada
Inversa de Fourier es un objeto de estudio por si mismo. Muchas de las fun-
ciones que aparecen en este marco surgen de problemas aplicados y no siempre se
sabe de antemano si va a ser posible trabajar con ellas de esta manera. Como
el punto de partida varfa, hay resultados muy diversos sobre las condiciones
en las que la Transformada Inversa de Fourier reestablece la funcién original.
Dos de ellas son: Ser funciones de decaimiento rapido y pertenecer al espacio
de Paley-Wiener. Las transformadas de Mellin restringidas a una recta verti-
cal son transformadas de Fourier; y su Transformada Inversa de Fourier es la
Transformada Inversa de Mellin de la funcién original. .

A.2.1 Transformada de Mellin en rectas verticales

Definicién. Sean f: [a,b] — R con R = (R, +) el grupo aditivo de ntimeros
reales. Entonces, el coeficiente de la serie de Fourier de f para el indice k € Z
es:

¢(k) = / @) e

y la serie de Fourier de f en el punto z, es:

Z C(k) e27rika:0.

kez

Observacién. Si cada integral c(k) converge, los coeficientes de Fourier son
las imagenes de una funcién discreta ¢: Z — R. Si en cambio, la funcién ¢ no
depende de k sino de una variable continua ¢ € R, el coeficiente se convierte el la
Transformada de Fourier y la serie en una integral, que bajo ciertas condiciones
puede coincidir con la funcién original.

Definicién. La Transformada de Fourier de una funciéon f: R — R en el
punto t es la integral

fo = [ e an

Proposicién. La transformada de Mellin M (¢; s) restringida a una recta hori-
zontal Re(s) = o es una transformada de Fourier.
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Demostracion. Sea x = log(y). Entonces, 2’(y) = y~! vy

M (¢;1)
/ o(y)y” "y dy
/OO ¢(ex) e(a+it):c dx

= [ e e

= fo(_t)'

Es decir, para un o fijo y x = log(y), M (¢; o +it) es la transformada de
Fourier del producto

M (¢; 0 +it) =

f,:R— R,
x— [y (x) = ¢ (%) €77,

en —t: fo(—t). O
Observacién. El cambio de variable z = log(y) es un isomorfismo entre el

grupo aditivo (R, +) y el grupo multiplicativo R® porque tanto las operaciones
como los neutros son correspondientes:

4+ 2 = log(y) + log(§) = log(yg); y 0 = log(1).

A.2.2 Transformada Inversa de Fourier

Definicién. Una funcién analitica f: R — R, f € C*(R), se llama de de-
caimiento rdpido si hay un m € N tal que

sup {127 f0 ()|} < o

para todon € N.

Observacion. En otras palabras, f es de decaimiento rapido si tanto f como
todas sus derivadas decaen por lo menos como 1/z™ conforme x — oo:

fl@) =0 (ac_m) .
Definicién. La Transformada Inversa de Fourier de una funcién f es la integral

! /Z f(t) et dt.

2mi
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Teorema. (Teorema Integral de Fourier para funciones de decaimiento
rdpido) > Si f es de decaimiento rdpido,

_ 1 /OO f(t) REL

flx) =

2mi

para todo x € R.

En general, las diferentes versiones de este teorema parten de la integrabilidad
de la Transformada de Fourier en R:

Teorema. (Teorema Integral de Fourier para funciones integrables)
3 Si f € Li(R); es decir, si

| il <

— 00
entonces,
1

@ = o [ T j0) et di

2mi

para todo x € R.

Varias demostraciones del Teorema de la Transformada Inversa de Fourier para
funciones integrables son consecuencias del siguiente resultado *:

Teorema. (Férmula de la Suma de Poisson) Sea f € CY(R) tal que
f(x)=0 ((1 + ch)_N) para todo entero positivo N ; ésto es,

[f(z) A+2*)Y] < K

para algin nidmero constante K vy para todo N. Entonces, ®
oo

S ) = Y o).

n=—oo n=—oo

Demostracion. Sea x € R. La suma

F(z) = Y flz+n)

2K. Yosida, Functional Analysis, Springer-Verlag, 1980, pag. 146.

3M. J. Ablowitz, A. S. Fokas, Complex Variables: Introduction and Applications, Cam-
bridge University Press, 1997, pag. 268.

48. J. Patterson, An Introduction to the theory of the Riemann Zeta-Function, (Cambridge
Studies in Advanced Mathematics; 14), Cambridge University Press, 1988, Apéndice; J. E.
Marsden, Elementary Classical Analysis, W. H. Freeman and Company, USA, 1974.

5Esta prueba se encuentra, como parte de la demostracién de la Ecuacién Funcional, en el
articulo: D. Bump, The Zeta Function (lecture notes).
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converge uniforme y absolutamente en regiones 1 > || > § 6 § < |z| < 1 para

todo § > 0:
oo oo K

n=—oo n=—oo

)

y es una funcién periédica en R de periodo 1:
Flz+1) = Y flx+n+1) = >  flz+m) = F(a).

La serie de Fourier de una funcién periédica y convergente es una expresion de
la funcién misma 6. De manera que, serie de Fourier de F:

i Cm e2m‘ma: _ F(ZL’),

m=—0o0

con coeficientes de Fourier

Cm

1
/ F(.’E) e—27rimac dx
o

) 1
Z f(l' +’I’L) e—27r'imac dr

n=—oov?

oo 1
Z / f(as + n) 6727rim(m+n) dx

n—=——oo

/_Z f(z) e 2™me gy
f(m).

Entonces, para todo z:

F(ZL‘) — Z f-(m) e27rimz.
En particular, si x = 0O:

Yooty = Y f).

n=—oo n=—oo

6J. BE. Marsden, Elementary Classical Analysis, W. H. Freeman and Company, USA, 1974.
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A.3 & espacio de Paley-Wiener

I had been convinced of the importance
Of the Fourier-Mellin transform as a tool in Analysis.

Fourier Transforms in the Complex Domain
NORBERT WIENER

Norbert Wiener (1894 —1964) y su amigo y colaborador Raymond Paley (1907 —
1933) hicieron, entre otras cosas, clasificaciones de las transformadas de Fourier
y de Mellin que podian invertirse con indicadores como cotas o formas es-
pecificas. Si la funcién original ¢ es, no sélo continua sino analitica, con so-
porte compacto, ¢ € C°(R®), en R®, My (o + it) es un elemento del espacio
de Paley- Wiener; esto significa que es invertible y también que esta acotada de
manera especial. Este resultado es utilizado en el articulo Medidas Discretas
y la Hipdotesis de Riemann escrito por Alberto Verjovsky para trabajar con las
transformadas de Mellin de las medidas discretas m,(f).

Definicién. El espacio de Paley- Wiener consiste de funciones enteras f (o +it)
para las cuales dado un nimero entero positivo N > 0, hay un Cy > 0 tal que

Pertenecer al espacio de Paley- Wiener significa cumplir una condicién particu-
lar de integrabilidad sobre rectas verticales Re(s) = o que autométicamente
garantiza la recuperacién de la funcién original a través de la Transformada
Inversa de su Transformada de Fourier. Como consecuencia de un teorema
anterior sobre convergencia de transformadas de Mellin tenemos el siguiente
resultado:

Corolario. La transformada de Mellin de una funcion continua con soporte
compacto es una funcion entera.

Proposicién. Si ¢ € C2(R®) es una funcidon continua con soporte compacto en
R* y s = o0 +it, dado un numero entero positivo N > 0, hay dos numeros
K >0 y b>0 tales que

K botN
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Demostracion. Integrando por partes para ¢’ (y) = y°*~!, fooo og = My(s),
o s—1 1 > / s
y)y ™ dy = — - ¢'(y) y* dy

1

/Ooo FWy dy = ==~ /OOO ¢"(y) y* dy.

Al repetir el proceso N veces, obtenemos una expresién de My, (s) en términos
de la derivada ¢N). Siendo también ¢(V) € C(R®) una funcién continua,
derivable y con un soporte compacto spp (™) C spp(¢):

(-~
s(s+1) - (s+N-1)
y hay un ntmero K > 0,

My (s) =

/ oM (y) y* TN dy;

K = max {6 W) | v € spp(6) }

tal que

K
1M, ()] < / YN gy,
¢ [s(s+1) - (s+ N =1) Joppio)

Sea b = max {y” ™! | y € spp(¢) }. Entonces,

KpotN-1 b
M, < d
[ My (s)] |s(s+1)-~-(s+N—1)|/o 4

Kb<7+N
[s(s+1) -+ (s+N-1)|

O

Teorema. (Teorema de Paley-Wiener) ” El conjunto de transformadas
de Mellin de funciones analiticas con soporte compacto es el espacio de Paley-
Wiener.

7S. Lang, SL2(R), Springer-Verlag, New York, 1985, pig. 75; K. Yosida, Functional
Analysis, Springer-Verlag, 1980, pag. 161; W. Rudin, Functional Analysis, McGraw-Hill
Book Company, New York, 1973, pag. 181.



Apéndice B

Conjuntos medibles y medidas

The weight of the world
Is love.

Song
ALLEN GINSBERG

Las funciones de probabilidad, las distribuciones, sus generalizaciones y sus do-
minios son los objetos representados en los espacios duales a los que pertenecen
las medidas discretas m,,(f); vy estdn caracterizadas por propiedades similares a
las encontradas al medir areas, volimenes, longitudes de arco y contar puntos.
Es por eso que incluyo aqui las definiciones minimas suficientes para enfocar
a las medidas discretas m,(f) a partir de las propiedades que cumplen como
medidas en general.

Dados un espacio muestra S y una variable aleatoria x: S — R", la funcién
de probabilidad dependera de las magnitudes asociadas a los eventos E C S,
que pueden ser desde la cardinalidad |x(F)|, si S es discreto y finito; hasta la
longitud de un arco, el drea o el volimen de x(F), si x(S) es cerrado y acotado
en R™. La familia de subconjuntos E de un universo total donde E representa
un evento se formaliza a través del concepto de o-dlgebra. Una funcién con
dominio en la o-dlgebra y contradominio en los niimeros reales positivos; es
decir, una funcién que a cada evento le asocia un peso determinado, es llamada
medida.

B.1 Definiciones y ejemplos

Definicién. Una o-dlgebra es una familia o de subconjuntos de S tal que:

i) 0,8 eo;
it) E €o implicaque S—F €o0; y

#43) las uniones numerables de subconjuntos 4; € o, U2

]_OAJ‘ €o.

63
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Definicién. Un elemento E de una o-algebra es un conjunto medible.

Ejemplos

1. Dado cualquier espacio S, el conjunto potencia 2°, formado por todos
los subconjuntos £ C S es una o-algebra de S. Vale la pena notar que si S
es infinito, no basta considerar los subconjuntos finitos de S puesto que sus
complementos no estarian en o.

Si §S=2%={(mmn)eR?|mneZ} y 29 eslao-dlgebra considerada,
la familia de conjuntos

Dy = {(z,y) € R | ||[(z,p)l| <7} 0 27

son una cadena creciente respecto al parametro r formada por elementos de o
tales que S = lim, _,, D,.

2. Sean S=R, a,b€ R y o la familia de conjuntos generados por los
intervalos (a,b) C R a través de la funcién complemento

c:2% — 27,
E — CE)=5-F;
y la operacién unién
U:29x2% — 25
(E,F) — EUF;

Esta o-dlgebra es llamada dlgebra de Borel. Aqui, la familia formada por los
intervalos (—oo,t) es una cadena creciente respecto al pardmetro ¢ de elementos
de o tales que S = lim, o (—00, t).

3. Si S es un espacio con una distancia

d:SxS — Rt
(z,y) +—— d(z,y);

y o es la familia generada por las vecindades
Be(z) = {yeS|dzy) <€}
con la funcién complemento y la operacién unién, o es una o-algebra en S.

4. En general, si 7 es una topologia del espacio S,
v={8S-U:Uer}
la familia de conjuntos cerrados en S;

v ={UyCy: Cy €v}
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las uniones numerables de conjuntos cerrados; y
n={NaUq: UyET}
las intersecciones numerables de abiertos U, € 7. Entonces,
c=(TUvUruUn)
es la o-dlgebra generada por T.
Demostracion. La familia ¢ D 7 es una o-algebra si: todos los complementos
de conjuntos abiertos C = S — U € v pertenecen a la o-dlgebra, esto es, si
v C o; las uniones numerables de conjuntos cerrados U, C, € 0, v C 0; y
por tltimo, si sus complementos (S — Uy, Cy) = Ny (S — Cy) € 0, n C 0.
Entonces, ¢ es una o-algebra que contiene a la topologia 7 si y sélo si

cD (tUvUvUn); yporlotanto o = (1t Uv U v Umn) eslao-dlgebra
generada por T. O

Definicién. Un espacio S con una o-algebra en él es un espacio de medida.
Una medida p es una funcién p: 0 — R* = R U {%o0} tal que:

i) @) =0
i) p(E) > 0 para todo E € 0.

i) Si (A;) C o es una coleccién numerable de subconjuntos disjuntos,

w es aditiva:

p(U52, 45) = > n(4,)).
Ejemplo. Los Nimeros Racionales

Proposicion. Sea R el conjunto de nimeros reales; o el dlgebra de Borel, que
coincide con la topologia usual en R; y p: o — R* tal que la medida de un
intervalo I C R es su longitud. Entonces, n(Q) = 0.

Observacion. A esta medida en R se le llama medida de Lebesgue.

Demostracion. El conjunto ) es numerable. Entonces, hay una sucesién (p;,)
tal que (p,) = Q. Para cada ntimero racional p,, hay una coleccién estrictamente
decreciente de intervalos

1 1
Ijn: n_ﬁvpn'i_ﬁ .

cuya longitud p(I;,) = 1/52.
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Sea I; = Uj2, I;,. Entonces, paracada j € N, @ C I; y la medida total

p(I;) es la serie
o0
> 5
=
n=1 J

Si m,ne N, m>n> 2,

n

"1 1 1 1
LETLE T GrEt U tm
m—n
(n+1)2

La propiedad arquimediana de los numeros reales garantiza que dada ¢ > 0,
hay unn, € N tal que 1/n, <e. Si m—n=%k, N=kn,, y n> N:

n+1>N, (n+1)* > kn,,

(n+1)” (n+1)?

Tk " e T Y
mon - _ 1 <
5 — €.
(n+1)2 Mo

Es verificable mediante induccién que la sucesién (I;) también es estrictamente
decreciente. Entonces, u(lj+1) < p(l;) y

w(Q) = liminf pu(f;) = 0.

j—oo

Definicién. Silos elementos de un conjunto S cumplen una propiedad P salvo
en un subconjunto E C S tal que p(E) = 0 para una medida p en S, se dice
que la propiedad P sucede p-casi en todas partes.

B.2 Medidas discretas

Definicién. Sea o(R) la o-dlgebra de Borel en R. Una medida p: o(R) — R
tal que p # 0 sélo subconjuntos numerables (a,) C E, E € ¢. Es decir, u es
una medida discreta si y sélo si

w:o(R)— R,
Er— Z p(an),
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para un conjunto numerable (a,) C E; o bien, si dado un intervalo generador
de o(R), [a,b) C R,

pla,b) = ulan)

n

para un conjunto numerable (a,) C [a, b].

Observacion. Las distribuciones de medidas discretas permanecen constantes
en los intervalos [a;, aj4+1).

Ejemplo. Medidas de Dirac

Sea (a,) C R un conjunto numerable; y (J,,) la familia de medidas
0n:0(R) — R,

N(E):O7 a7L¢Ea
E— {M(E)l, an € E.

Proposicién. Toda medida discreta p: o(R) — R es una combinacion lineal
de medidas de Dirac:

wE) = Z an Op,.

Demostracion. Sea A = max{E € o(R) | n(E) # 0}. Entonces, u(4) =>", an
para algin conjunto numerable (a,) C R que corresponde a una familia de
deltas de Dirac (d,,) tales que:

w(A) = Z an Op,.

Si E€o(R) y p(E)#0, pwE)=unA)-pnA-E) y

wE) = Z a; o;

para el subconjunto (a;) C (ay,) tal que (a;) = E N (an). O

Corolario. FEs suficiente definir una medida discreta en los intervalos de la
forma [a,b) para conocer el valor que tiene en otros elementos de o(R).
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B.3 Distribuciones de una medida

Definicién. Sea S un espacio de medida tal que dada una variable aleatoria
x: S — R, la familia creciente de subconjuntos

B = {seS|x(s) <t}

pertenecen a la o-dlgebra definida en S. Si u: 0 — RT es una medida en S,
una distribucién de p es una funcién

F,:R— RT",
t—  u(E);

donde pueden verse acumular los valores de p respecto al parametro t € R.

Observacién. Si F), es una distribucién de probabilidad, F), es creciente.

Ejemplo. Distribucién de los Niimeros Primos en N

Sea 7 la funcién

m: N — N,
nr— 7(n) = |{p<n| pesprimo}|;

S = N es espacio muestra donde el estado que va a observarse en sus elementos
es ser o no un nimero primo y o = 2. Entonces,

p:o— RT

B M(E):OQ o |E‘:OO7
W(E) = TBeED ] < o,

es una medida de los numeros primos en N, si E es finito.

Observacién. Si E = {p} y p es un ndmero primo u({p}) = 1. En general,
siendo E € o finito, podemos pensar en un dado con |E| nimero de caras,
cada una con un elemento a; € E distinto de los demds. La magnitud p(E) es
la probabilidad de que al hacer un tiro con ese dado, la cara superior sea un
ndmero primo.

La familia (F,) estd formada por los conjuntos
E,=10,n]NN;
y la distribucién de los ntimeros primos F), en N es

F: N — RT,
n— P(En):M.

n



Apéndice C

El espacio dual (C°(X))"

Todo concepto tiene
un elemento de fantasia.

Dialéctica de lo Concreto
KAREL Kosik

El espacio dual (C°(X))" es un conjunto de funciones a las que pertenecen las
medidas discretas my(f) cuando X = R®; y donde la convergencia determinada
en los teoremas A y B corresponden a un tipo particular de aproximacion: la
convergencia *-débil.

C.1 Espacios métricos compactos X

Definicién. Un espacio topoldgico X es compacto si toda cubierta abierta (U;)
de X, X = UUj, contiene una cubierta finita (U;)¥_;.

Definicién. Una métrica o una distancia d en un espacio X es una funcién

dxtXXX — R+
(z,y) = dx (z,y)

tal que:

dx (z,y) =0 siysélosi x =y;
dx (z,y) = dx (y,2); ¥y

dx (z,2) < dx (z,y) + dx (y, 2).

Proposicion. Un espacio métrico X es compacto si y solo si toda sucesion
(an) C X contiene una subsucesidn convergente.
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Definiciéon. Un espacio métrico X es completo si toda sucesion de Cauchy
(an) C X converge en X.

Teorema. Todo espacio métrico compacto es completo.

Demostracion. En un espacio métrico compacto, toda sucesion contiene una
subsucesién convergente. Esto implica que todo subconjunto numerable de X
se acumula, contiene sus puntos de acumulacién; y en particular, toda sucesion
de Cauchy, que tiene un solo punto de acumulacién, converge en X. O

Ejemplos

1. Los intervalos cerrados reales I = [a,b], a,b € R, con la métrica euclidiana
de R restringida a I: dy(z,y) = |y — x| para todo z,y € I. Son un ejemplo
del mismo tipo las imdgenes «(I) de curvas continuas a: I — M sobre una
variedad Riemanniana M, donde la distancia estd dada por la longitud de arco
£(«) calculada respecto a la métrica p de M.

2. Se puede pensar también en un espacio muestra .S y una variable aleatoria
unidimensional x: S — I que asocia una variacién continua de estados t € I a
las situaciones en s € S.

3. Los rectangulos ® = II7_; I; C R" con la métrica euclidiana:

d: Rx® — RT,
(v,w) — Jlw—vlf;

que pueden verse como imagenes de variables aleatorias n-dimensionales

xX: S —R
y representan cada aspecto de una circunstancia s € S con un estado z; € R
que varia continuamente en un rango I;.

4. Las superficies hiperbdlicas compactas de género 2.

5. Las imdgenes de curvas continuas a: I — D?/T, a(l) C M, con la
distancia ds (@(s),@(t)) dada por la longitud del arco @& recorrido entre los
puntos a(s) y @(t), calculada de acuerdo a la métrica hiperbdlica en M.

6. Las imagenes de funciones continuas f: ® — D?/I', f(R) ¢ M, de
un rectangulo plano & C R?, con la distancia dfw)(p,q) dada por la longitud
de arco de la geodésica que pasa por p y ¢, calculada respecto a la métrica
hiperbdlica en M.
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C.2  El espacio de funciones continuas C°(X)
Definicién. El conjunto C°(X) es el espacio de funciones continuas
f: X— R.
Proposicién. C°(X) es un espacio vectorial.
Demostracion. Definimos la operacion
+:C°(X) x C°(X) — C°(X);
h: X — R,

R LR ]

y el producto por escalares o € R,
a: C°(X) — C°(X);
af: X — R,

]

De esta manera, C°(X) hereda la estructura de espacio vectorial de R. O

Proposicién. La funcion

|- llcoxy: C2(X) — RT,
I = Wflleexy = sup {|f(z)| |z €X}.

es una norma.

Demostracion. El conjunto f(X) es cerrado y acotado en R. De modo que

{|f(z)| | z € X} es cerrado y acotado en R*. Entonces,

sup {[f(z) | v € X} = max {[f(2)| [z € X}

es un numero real positivo y la funcién estd bien definida.

Corolario. La funcion

dco(X): CO(X) X CO(X) — R+,
(f,9) = doox) (f,9) = IIf —9llcox)-

es una distancia en C°(X).
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Observacién. La distancia es entonces el radio de la vecindad minima en R
que contiene tanto a la imagen f(X) como a ¢g(X).

Observacién. La norma en C°(X) no solamente define automdticamente una
distancia sino también una topologia. Esta, a su vez, determina una o-élgebra
generada por los conjuntos abiertos y cerrados en C°(X).

Definicién. Decimos que una sucesién de funciones (f,) = (fn: X — R)
converge uniformemente a una funcién f: X — Ren X cuando dada € > 0,
hay un n, € N tal quesi n > n,,

[fulz) = f(z)| <€

para todo x € X.

Proposicién. Una sucesion de funciones (f,) converge a f en C°(X) siy
sdlo si (fy) converge uniformemente a f en X.

Demostracion. Sean (f,) y f en C°(X). Si (f,) converge uniformemente a f
en X y €, = 1/2™, hay un indice n, € N tal que si n > n,,

deoxy (fn, f) = max {|fu(2) = f(2)] | 2 € X}
1
TR

Ast, limy, oo €n = limy, oo doo(x) (fn, f) = 0 para todo x € X y la sucesién
(fn) converge a f en C°(X).

Si, en cambio, (f,,) converge a f en C°(X), el lim, oo dco(x) (fn, f) = 0y la
distancia

doox)y (fn, [) = max {|fu(z) - f(2)] | 2 € X}
z |falz) = f(2)]

para todo x € X. Por lo tanto, |f,(z) — f(z)] — 0 para todo x € X cuando
n — 00 y (fn) converge uniformemente a f en X. O

Teorema. C°(X) es un espacio de Banach.

Demostracion. Sea (f,,) una sucesién de funciones que convergen uniformemente
a f en X. Entonces, f es continua en X y f € C°(X). O
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Ejemplos
1. El espacio vectorial de funciones continuas en un intervalo real

C°(I) = {a: I —-a() CR| aescontinua}.

2. El conjunto de variables aleatorias unidimensionales con dominio en un
espacio muestra S métrico y compacto

C?(S) = {x: S—x(S) CR| xescontinua}.

En particular, la familia de variables aleatorias unidimensionales definidas en
un rectangulo & = mi_,I; C R™,

C°R) = {x: R— x(R) CR| xescontinua}.

C.3  El espacio dual (C°(X))"

Definicién. Un funcional es una funcién lineal con dominio en un espacio
vectorial y contradominio en un campo.

Definicién. (C°(X))" es el espacio de funcionales continuos
P CO(X) - R7

el espacio dual de C°(X).

Ejemplos

1. Sip una medida definida en la o-algebra de X generada por su topologia
(o-dlgebra de Borel), (Ej)?:1 una cubierta cerrada de X y

ejk(f) = max {f(z) | v € E;}.

La funcién
vr: C°(X) — R,

k
foeen(f) = einlf) nlEy),
Jj=1

es un elemento del espacio dual (C°(X))" ya que:

k
er(af+g) = Z eirlaf + g)u(Ey) = ape(f) + erlf);
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y p es acotada.
2. Sea (Ele) una cubierta cerrada de X tal que

(Ef—1) k—> {{z}e € X35

p(f) = lim ¢r(f).
Entonces, ¢(f) € (C°(X))".

Proposicién. Un funcional ¢ € (C°(X))* tal que
o(f) >0 cuando f >0; y
»(1) =1, donde 1(x) = 1 para todo x € X,

es una medida en R.

Ejemplos
1. Seaz, € X;y

vz, C°(X) — R,
o= e, (f) = f(@o).

Entonces, para todo escalar & € R y funciones f,g € C°(X), se cumple que

Px, (af +9) = af(z,) + g(wo) = e, (f) + ¢u,(9)

Es decir, ¢,, hereda linearidad de la estructura de espacio vectorial de R. A
esta medida se le llama delta de Dirac y se denota como dy, .

2. Si f una funcién simple y positiva; es decir, una funcién real valuada con
s6lo un nimero finito de valores {f(z)} = {a1,...,ax} C RT,

k
e (f) = aj b,
j=1

A partir del dltimo ejemplo, planteamos el siguiente resultado:

Teorema de Representacién de Riesz ! Dado un funcional ¢ € (C°(X))",
hay una medida p definida en la o-dlgebra generada por la topologia de X tal
que

o(f) = /X f op

IW. Rudin, Functional Analysis, McGraw-Hill Book Company, New York, 1973.
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C.4  El espacio localmente convexo (Co(X))*

Si X no es un espacio compacto sino localmente compacto, C°(X) es el espacio
de funciones continuas en X con soporte compacto y (C°(X))", su espacio dual,
es un espacio vectorial localmente convexo, donde la convergencia estd dada por
la convergencia *-débil.

Definicién. Un espacio topolégico X es localmente compacto siy sélo si todo
elemento p € X tiene una vecindad compacta K, C X.

Observacién. Es decir, es un espacio donde cada punto tiene una vecindad K,
que es un subespacio topolégico compacto de X, que puede ser desde un intervalo
cerrado I = [a,b], un disco cerrado B"(p), hasta una superficie hiperbélica
compacta D?/T.

Observacién. Todo espacio topolégico localmente compacto X puede ser enca-
jado en un espacio compacto Y donde cada interseccién U N X de un abierto U
de Y es abierta en X; y tal que Y es sélo la unién de X con un punto, XU {y}.
Ejemplos

1. Los numeros reales R: Para cada x € R y ¢ > 0 tenemos un intervalo
cerrado [z + €,  — €].

2. Los numeros complejos C: Para cada z € C' 'y € > 0, los discos cerrados

D.(z) = {w e C | |z — w| < €} son vecindades compactas de z.

Definicién. El conjunto C°(X) estd formado por f = 0 y todas las funciones
continuas f: X — R cuyo soporte es compacto en X.

Observacién. Las imégenes f (spp(f)) son compactas en Ry

/ fou = / fop < oo
X spp(f)

para una medida acotada p definida en el dlgebra de Borel de X.

Proposicién. El conjunto C°(X) es un espacio vectorial.

Demostracion. La funcién f+g: X — R, f+g(z) = f(x)+ g(z), es continua y
el soporte spp(f+g) C spp(f)Uspp(g) es compacto porque existe una cubierta
abierta finita para cada uno de ellos. Ademads, spp(af) = spp(f) para todo
a #0. O



76 C El espacio dual (C°(X))"

C.4.1 Convexidad local

Los conjuntos convexos que rodeen un punto de un espacio vectorial V' tienen
una relacién estrecha con ciertas funciones p: V. — R llamadas seminormas
y que son menos estrictas que una norma. A partir de una seminorma p se
construye una vecindad particular M, del origen 0 € V, cuyas traslaciones
x+ M, determinan vecindades convexas del punto . Asi, atin sin una norma en
el espacio vectorial V', tenemos convexidad local vista a partir de las vecindades
M, de una familia de seminormas {p,: V' — R}.

Definicién. Sea V un espacio vectorial y 2 C V. Entonces:

2 es convero cuando el segmento {tv+ (1 —t)w | t € [0,1]} para toda
pareja de elementos v, w € Q.

O es equilibrado si para todo x € €, el cono {azx | |a| <1} C Q.

Q es absorbente si para todo x € (), existe un escalar o > 0 tal que la
inversién o~ 'z € Q.

Definicién. Un espacio vectorial V' es llamado localmente convero cuando cada
punto p € V tiene una vecindad convexa, equilibrada y absorbente.

Definicién. Una funcién p: V' — R con dominio en un espacio vectorial V es
una seminorma de V si:

plx+y) <p) +py), ¥y
plax) = |a|z

para cualquier vector x,y € V' y escalar a.

Proposicién. Sip es una seminorma en un espacio vectorial V :

i) p(0) =0,
i) p(x —y) > |p(x) —pW)|, ¥

iii) p(x) > 0.
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Demostracion. El inciso 1) es consecuencia de que p(0) = p(0z) = 0p(z) = 0; el

i), de que p(z—y)+p(y) > p(z+y—y) = p(z), de donde p(z—y) > p(z)—p(y),
e igualmente p(z —y) = | — 1|p(y — ) > p(y) —p(x). El dltimo inciso se infiere
del segundo. O

Teorema. Si V es un espacio vectorial, p una seminorma en V y e > 0, el
subconjunto M, = {v € V | p(v) < €} es una vecindad conveza, equilibrada y
absorbente del origen 0 € V.

Demostracion. El origen 0 € M, ya que 0 = p(0) < e para cualquier ¢ > 0.
M, es convezo y equilibrado porque: Dados dos vectores z,y € M y un escalar

te0,1], p(x) <e py) <e

ptz+(1-t)y) < tpx)+1-1t)p(y)
< te+ (1—t)e
< (I—-t+t)e = ¢
y
p(tx) = tp(x) < p(x) < e
Para terminar, si z € V 'y 2 ¢ M, p(z) > € y hay un nimero natural n > 0
tal que p(z) > € (por la propiedad arquimediana de los nimeros reales). Asi,
n~1p(z) < ey M, es abosorbente. O

Corolario. Un espacio vectorial V donde estd definida una seminorma p es
localmente convezo.

Ejemplos

1. Todo espacio vectorial normado es localmente convexo. En particular,
C?(X) con la norma || f || = sup{[f(z)| | = € spp(f)}-

2. Dada una medida acotada y positiva u definida en la o-dlgebra de Borel de
Xy feC(X),

P () = /X flou = /s,,p(f) 1(@)] 0 p(a)

es una seminorma en C°(X). De esta manera, el espacio C°(X) acompanado
de la familia de seminormas {p,}, es localmente convexo.

3. El espacio dual (C°(X))* con la familia de seminormas

{ny (f) lye R} = {Zy5nf(y) | yER'}

nez
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donde f € C°(X), es localmente convexo.

Observacion. Este espacio es considerado la representacion analitica del espa-
cio de distribuciones definidas en general.

C.4.2 La convergencia *-débil

La topologia *-débil es la topologia en el espacio dual (C°(X))* donde cada
vecindad abierta de un punto contiene una vecindad convexa. De esta manera,
puede relacionarse la convexidad de la imagen de un funcional ¢(U) C R con
las funciones que componen su preimagen f € o 1(U); y también, los pun-
tos extremos de las imédgenes convexas ¢(U) C R con los puntos extremos de
las preimdgenes ¢~ (U). Esto sucede porque si una sucesién de funcionales
converge *-débilmente en el espacio, el punto de convergencia se considera un
punto de acumulacién, se definen asi las cerraduras y los conjuntos cerrados en
el espacio y la topologia *-débil estd determinada por ellos.

Definicién. Dada una familia de seminormas {p,},cs en un espacio vectorial
V', la topologia débil en V es la menor de las topologias que hace continuas en
V' a todas las seminormas p.. Esto es: U es abierto en V si y s6lo si p,(U) es
abierto en R para todo indice v € J.

Definicién. La topologia x-débil es la topologia débil en el espacio dual C*(X).

Proposicién. ? Sean V un espacio vectorial, {p~}~cs una familia de seminor-
mas en V y 7 la topologia débil en V. Entonces, si U € T, cada punto x € U
tiene una vecindad My contenida en U, para todo v € J.

Definiciéon. Una sucesion ¢, en un espacio vectorial V' localmente convexo
converge x-débilmente a un elemento ¢ del espacio si y sélo si

lim ¢, (v) = ¢ (v)

n—oo

para cada v € V.

2K. Yosida, Functional Analysis, Springer-Verlag, 1980.
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