ACATLAN

UNIVERSIDAD NACIONAL
AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE ESTUDIOS SUPERIORES
ACATLAN

“METODOS MATEMATICOS PARA EL
ANALISIS Y PRONOSTICO DE SERIES DE
TIEMPO”

TESIS

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

A C T U A R I O

PRESENTA
AMILCAR OLVERA ZAMORA

Asesor: M. en C. HARVEY SPENCER SANCHEZ RESTREPO

Enero de 2009



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Agradecimientos

Esta tesis esta dedicada a mis padres, a quienes agradezco
de todo corazon por su amor, carino y comprension. En to-
do momento los llevo conmigo.

Durante estos anos, siempre soné que un dia escribiria los
agradecimientos de mi tesis, lo que supondria que estaba
practicamente terminada. Ahora ese momento ha llegado y
no se muy bien por donde empezar. Si bien este trabajo ha
requerido de esfuerzo y mucha dedicacién por parte mia y
de el asesor de tesis, no hubiese sido posible su finalizacién
sin la cooperacion de todas y cada una de las personas que
a continuacién citaré y muchas de las cuales han sido un so-
porte muy fuerte en momentos de angustia y desesperacion.

A mis padres Enrique Olvera y Martha Elba Zamora, por
el apoyo que me brindaron, por la formacion, por fomentar
en mi el deseo de saber, de conocer lo novedoso y abrirme
las puertas al mundo ante mi curiosidad insaciable. Creo
ahora entender porque me obligaban a terminar mi tarea
antes de salir a jugar, y muchas cosas mas que no termi-
naria de mencionar.

Agradezco a mis hermanos Edgar y Adair por su compania
y el apoyo que me brindan. Se que cuento con ellos siem-
pre.

Gracias a mi abuelita Paula Zamora por encomendarme
siempre con Dios para que saliera adelante. Yo se que sus
oraciones fueron escuchadas.



A los amigos por su confianza y lealtad, con quienes con-
strui conocimiento, compartimos mananas, tardes y noches
de estudio.

A mi asesor Harvey por sus consejos, paciencia y opiniones
las cuales me sirvieron para que me sintiera satisfecho con
mi proyecto de investigacion.

A cada uno de los maestros que participaron en mi desarrol-
lo profesional durante mi carrera, sin su ayuda y conocimien-
tos no estaria en donde me encuentro ahora.

Y un agradecimiento muy especial a mi padre por haberme
enseniado a ser perseverante y paciente, a ponerme pasos
fijos para alcanzar mis metas, a ver los problemas con la
cabeza fria y a guiarme por la premisa de que toda dis-
ciplina tiene su recompensa. Gracias por darme el mejor
legado de un padre a su hijo el cual es un poco de tu tiem-
po cada dia.






Indice general

Introduccion! \%
T MZ&iod Esi I Tisisd 1
(I.1. Suavizamientos exponenciales.| . . . . . . . . §
(1.1.1. Suavizamiento exponencial simple.| 6

[1.1.2. Suavizamiento exponencial doble.| . . 9

(1.1.3. Suavizamiento exponencial triple| . . 11

(1.2. Procesos autoregresivos.| . . . . .. ... .. 14
[1.2.1. Modelo AR(p)|. . . . ... ... ... 14

[1.2.2. Modelo MA(q).| . . . . .. ... ... 20

[1.2.3. Procesos ARMA(p,q)| . .. ..... 23

[1.2.4. Procesos ARIMA(p,d,q).| . . . . . .. 27

(1.3. Funciones de autocovarianza y autocorrelacion.| 31

(1.4. Predictores optimos para modelos ARMA.| . 34
[L.5. Funcion generadora de autocovarianza. . . . 35

B AnALsis de Foumior] 39
[2.1. Series de Fourier complejas para tunciones |
periodicas.| . . . . . . .. ... 39

I



II

INDICE GENERAL

[2.1.1. Propiedades de los coeficientes de Fouri-

| er complejos.| . . ... ... ... .. 40
[2.1.2. Ondas periodicas.| . . . . . . . . ... 41

[2.2. La integral de Fourier.| . . . . . . . . . . .. 43
[2.2.1. 'Trasformada de Fourier para un unico |

| pulso.| . . .. ... ... 43
[2.3. Densidad espectral.| . . . . . . ... ... .. 46
2.3.1. Espectro del modelo AR(1),| . . . . . 47

2.3.2. Espectro del modelo MA(1). . . . . . 48

[2.3.3. Espectro del proceso ARMA | 49

[2.3.4. Espectro de un proceso ruido blanco.| 50

[2.4. Funcion de verosimilitud para procesos gau- |

I SSIANOS. . . . . . e 52
[2.4.1. Funciéon de verosimilitud para un pro- |

| ceso gaussiano AR(1)| . . .. .. .. 52
[2.4.2. Funcion de verosimilitud para un pro- |

| ceso gaussiano MA(1)| . . . . . . .. 54
[2.4.3. Funcion de verosimilitud para un pro- |

| ceso gaussiano ARMA(p,q)| . . . . . 56
[2.4.4. Expresion alternativa para la funcion |

I de verosimilitud.) . . . ... ... .. 57
[2.4.5. Funcion de verosimilitud para un pro- |

| ceso gaussiano AR(p)| . . . . .. .. 59
2.5. Modelo VAR . . . .. ... ... 63
2.6. Transformada de Fourier). . . . . . . .. .. 67

[2.6.1. 'Transtormada Rapida de Fourier y

Transformada de Fourier Discreta (TFD).| 68

[2.6.2. Propiedades de la TED.| . . . . ...

70

P63 Trand AT T — |

versa (TFDI)| . . ... ... ... ..

71



INDICE GENERAL 111

2.6.4. Convolucion ciclical . . . . . . . . .. 74

[2.6.5. 'Transtormada Rapida de Fourier para |

| N=2F] . . 75
B ADAISE F I 83
13.1. Autosimilitud, autoafinidad y escalamiento.| 83
18.2. Dimension fractall. . . . . .. ... ... .. 86
B.2.1. Dimension de Hausdorff) . . . . . . . 87

[3.2.2.  Dimension conteo por cajas.| . . . . . 88

13.2.3.  Dimension Informatival. . . . . . .. 90

13.2.4.  Dimension Punto clavel. . . . . . .. 90

13.3. Exponente de Hurst.| . . . . .. ... .. .. 91
B.4. Movimiento browniano.. . . . . . ... ... 94
[3.4.1. Aplicacion del rango reescalado sobre |

I la_caminata aleatorial. . . . . . . .. 96
3.5. Ruido de Colores. . . . . . . ... ... ... 97
13.6. Movimiento Browniano Fraccionariol . . . . 107

I(Conclusion| 115



v

INDICE GENERAL



Introduccion

Toda institucion, ya sea la familia, la empresa o el gobier-
no, tiene que hacer planes para el futuro si desea sobrevivir
y mejorar sus condiciones respecto al pasado. Para lograr
este fin, es necesario prever el comportamiento futuro de
ciertos fenémenos con el fin de planificar, predecir o pronos-
ticar. Esto es, construir una planificaciéon objetiva requiere
evaluar y decidir con base en escenarios que exhiban los
sucesos con alguna medida de probabilidad de ocurrencia.
La prevision, a su vez, se suele basar en lo que ha ocurrido
en el pasado. En este sentido, se tiene un nuevo tipo de
inferencia estadistica acerca de alguna variable o conjun-
to de variables basandose en sucesos pasados. Al conjun-
to de valores registrados a través del tiempo a intervalos
regulares se le conoce como la serie de datos temporales
del fenémeno o serie de tiempo. A las técnicas estadisticas
y matematicas mas relevantes, agrupadas de manera sis-
tematica para analizar los datos historicos y hacer prondsti-
cos con base en lo registrado sobre algin fenémeno de in-
terés, se le conoce como andlisis de series de tiempo.
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Son innumerables las aplicaciones que se pueden citar
en distintas areas del conocimiento tales como: economia,
fisica, geofisica, quimica, electricidad, demografia, market-
ing, telecomunicaciones, transporte, etc.

El propédsito principal del estudio de las series de tiem-
po se centra en describir el comportamiento de la serie,
investigar el mecanismo generador de la serie temporal y
asi buscar posibles patrones temporales que expliquen el
comportamiento de la misma a través del tiempo confiando
en que, a partir de ciertas hipétrsis, es posible obtener cier-
to grado de certidumbre sobre la realizacién del fenémeno
en el futuro.

En éste trabajo se construyen modelos desde distintos
enfoques, en algunos interesa explicar la estructura de la
serie, prever la evolucién de una variable que ha sido ob-
servada y medida a lo largo del tiempo; en otros , lo rel-
evante son las caracteristicas estructurales y sus compo-
nentes. El desarrollo no es especifico de alguna disciplina
particular y puede ser aplicado a variables que provengan
de la economia (indice de precios al consumo, demanda de
electricidad, series de exportaciones o importaciones, etc.),
la fisica (velocidad del viento en una central edlica, temper-
atura en un proceso, caudal de un rio, concentracion en la
atmosfera de un agente contaminante), o de indicadores so-
ciales (nimero de nacimientos, matrimonios, defunciones,
o votos a un partido politico) en donde las observaciones
de interés hayan sido obtenidas en instantes sucesivos del
tiempo, por ejemplo, a cada hora, durante 24 horas, mensu-
ales, trimestrales, semestrales o bien registradas por algin
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equipo en forma continua. A manera de ejemplo, se pro-
pone la serie del PIB como objeto de estudio, colocandola
en el centro de este trabajo.

En el primer capitulo se presentan los métodos cléasicos
de analisis y los modelos mas utilizados para el pronoésti-
co de las series de tiempo, senalando las propiedades que
deben cumplir cada uno de los modelos expuestos. En los
modelos cldsico para una serie de tiempo, supone que una
serie X(t) puede ser expresada como suma o producto de
tres componentes: tendencia, estacionalidad y un término
de error aleatorio.

El segundo capitulo presenta resultados del analisis de
Fourier, estableciendo que cualquier senal periédica puede
ser representada por una serie de sumas trigonométricas
relacionadas arménicamente. La intencion de introducir es-
ta herramienta es que es posible afirmar que en el centro
de la matematica moderna y también en el corazon de bue-
na parte de la tecnologia que nos rodea estan las series
de Fourier. La gran potencialidad del método que propo-
nen les abrié el camino de multiples aplicaciones en cam-
pos variados como las telecomunicaciones, la medicina, la
prospeccion petrolera o ain el analisis econémico. La dis-
cusion planteada entre los matematicos respecto de la clase
de funciones a las que se podian aplicar estas ideas y del sen-
tido que tuviera la aproximacion de la funcién por esa suma
constituyé una fuente importante para el desarrollo de la
teoria de funciones y del analisis funcional. Con estos con-
ceptos aclarados y generalizados en las teorias desarrolladas
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se estuvo en condiciones de plantear tales aproximaciones
desde un punto de vista discreto apto para el cédlculo digi-
tal de las computadoras. La resultante ha sido, que en gran
parte de los casos el uso de las series de Fourier y de su gen-
eralizacion matematica que es la llamada transformada de
Fourier ha resultado “transparente” para el usuario que in-
cluso puede ignorar casi todo acerca de la base matematica
implicita en la operacion que realiza. Reconociendo la im-
portancia de los principios, se muestran algunos resultados
relevantes para la aplicacién de esta técnica.

En el tercer y dltimo capitulo, se muestra otro enfoque:
el de los fractales. En esta seccion se exhiben propiedades
tales como la dimensién y estructura. Desde este enfoque
se plantea la asignacién de dimensiones fraccionarias a las
series de tiempo y su relacién con las leyes de potencias y
las correlaciones de largo alcance. Para cumplir con el obje-
tivo de esta tesis, se relaciona a esta matematica no cldsica
con interpretaciones temporales, en particular se describe
una serie de tiempo fractal como un movimiento brownia-
no fraccionario haciendo uso de los conceptos planteados
por Mandelbrot, quién publicé en 1998 un libro titulado
“Fractal and Scaling in Finance Discontinuity, Concentra-
tion, Risk”que puso en pie a Wall Street. En el mismo se
explica la autosimilaridad de una serie de observaciones en
un intervalo de tiempo y las interpretaciones en términos
de correlaciones y dindmicas subyacentes ante invarianza
de escala.
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Resumen

En este trabajo se exponen algunos de los diferentes enfoques matematicos que
existen para realizar andlisis y prondsticos de series de tiempo. Los desarrollos
matematicos se revisan de manera profunda poniendo énfasis en algunas proposi-
ciones que soportan resultados y aplicaciones practicas. En el marco del analisis
clasico se estudian los suavizamientos exponenciales, los procesos ARIMA, los es-
pectros de las series y se concluye con los vectores autoregresivos. Asimismo, se
propone el analisis de Fourier como una herramienta poderosa para el estudio de
series no estacionarias. Como una alternativa mas general, se propone que los valo-
res de la serie tienen por generador un sistema dindmico a la vez que se muestran
algunas medidas e indicadores propios de los fractales que ayudan a caracterizar la

naturaleza y las correlaciones de corto y largo alcance presentes en la serie.

Abstract

This paper describes some of the different approaches that exist for mathemati-
cal analysis and forecasting time series. Mathematical developments are reviewed
in depth with emphasis on proposals that bear some results and practical applica-
tions. As part of the classical analysis, we study the exponential smoothing, ARIMA
processes, the spectra of the series and conclude with autoregressive vector. Also is
proposed the Fourier analysis as a powerful tool for studying non-stationary series.
As a more general, it is proposed that the values of the generator set is a dynamic
system at the same time are some measures and indicators from fractals that help
us to characterize the nature and the correlations of short and long range in the

series.
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Capitulo 1

Métodos clasicos de analisis.

Una serie de tiempo es un conjunto de datos registrados de manera orde-
nada respecto al tiempo. Se conoce como series de tiempo continuas, cuando
las observaciones son hechas continuamente en el tiempo y como discretas
cuando las observaciones son tomadas en determinados momentos, por lo
general igualmente espaciados. El objetivo de estudio de las series de tiem-

po puede ser clasificado en:

1. Descripcién: cuando se presenta una serie temporal, el primer paso en
el andlisis es, usualmente, graficar los datos y obtener una simple me-
dida descriptiva de las principales propiedades de la series, las cuales
se describirdn mas adelante. Por ejemplo, para algunas series las varia-
ciones son evidentes y un modelo bastante simple el cual solo intenta
describir la tendencia y variacién estacional puede que sea adecuado
para describir la variacion en la serie de tiempo. Mientras que para
otras series, seran necesarias técnicas mas sofisticadas para obtener un

mejor analisis.
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2. Explicacién: cuando las observaciones son tomadas en dos o mas va-
riables, pudiera ser posible usar la variacién en una serie de tiempo y

poder asi explicar la variacién en otras series.

3. Prediccion: dada una serie de tiempo observada, pudiera estar en la

necesidad de predecir los valores futuros de la serie.

4. Control: cuando en una serie de tiempo en la cual se mide la calidad
de un proceso de fabricacién, el objetivo del andlisis pudiera ser para

controlar el proceso.

El anélisis de series de tiempo desempena un papel importante para la ob-

tencion del prondstico. Existen dos tipos de datos en dichas series:

= Continuos, donde se tienen observaciones en cualquier instante de
tiempo, ejemplos, detectores de mentiras, electrocardiogramas. Deno-

tamos lo anterior mediante una X al tiempo ¢, X (¢).

= Discretos, donde se tiene una observacion en intervalos. Denotamos

esto como X;.

El analisis de series de tiempo es y seguira siendo utilizado para muchas

aplicaciones, entre las cuales se encuentran:
1. Prondsticos econémicos.
2. Prevision de ventas.
3. Anilisis presupuestario.
4. Anélisis para acciones de mercado.

5. Proyecciones de rendimiento.



6. Control de calidad.

7. Inventario de estudios.

8. Estudios en las utilidades.
9. AnAlisis de censo.

Existen muchos métodos y formas de modelos adecuados para poder

realizar dichos pronésticos, incluidos los siguientes:
1. Suavizamientos exponenciales (simple, doble y triple).
2. Modelos MA y AR.
3. Box-Jenkins.

Una suposiciéon comun para el estudio de series de tiempo, es que los
datos deben de ser estacionarios. Pero en algunas ocasiones las series no
la cumple, por lo que una de las técnias utilizadas para transformarla a

estacionaria es la siguiente:

1. Restando los datos, esto es, dada la serie X; se crea una nueva serie

definida de la forma Y; = X; — X;_1.

2. La nueva serie, ahora diferenciada, tendra un dato menos que la se-
rie original. Aunque es posible diferenciar los datos mas de una vez,

usualmente una diferencia es suficiente.

Si los datos tienen tendencia, es posible ajustar una curva y luego
modelar los residuos de dicho ajuste, dado que la finalidad del ajuste

es simplemente eliminar tendencia a largo plazo.
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3. Cuando una serie de tiempo no tiene varianza constante, aplicarle lo-
garitmos a los datos pudiera estabilizar dicha varianza. Para datos
negativos, se puede sumar una constante para asi hacer los datos po-

sitivos antes de aplicar la transformacion.

Asimismo, para poder logran un buen andlisis de series de tiempo es
un buen comienzo graficar la serie, lo cual dejard detectar las componentes
esenciales, por ejemplo:
a)Detectar Outlier: se refiere a puntos de la serie que se escapan de lo nor-
mal, es decir, un outlier es una observacién de la serie que corresponde a un
comportamiento anormal del fenémeno (sin incidencias futuras) o a un error
de medicién. Si se concluye que un punto dado es outlier, lo mas comtn es
omitir o reemplazar por otro valor antes de analizar la serie.

b) Permite detectar tendencia: la tendencia representa el comportamiento
predominante de la serie. Esta puede ser definida vagamente como el cambio
de la media a lo largo de un periodo.

c¢) Variacién estacional: la variacién estacional representa un movimiento
periddico de la serie de tiempo. La duracién de la unidad del periodo es
generalmente menor que un ano lo cual puede ser un trimestre, un mes o un
dia, etc.

d) Variaciones irregulares (componente aleatoria): los movimientos irregu-
lares (el azar) que representan todos los tipos de movimientos de una serie de

tiempo que no sea tendencia, variaciones estacionales y fluctuaciones ciclicas.



Existen tres modelos de series de tiempos, que generalmente se aceptan como
buenas representaciones entre los componentes de los datos observados, estos
son:

1. Aditivo: X(t) = T(t) + E(t) + A(t)

2. Multiplicativo: X(t) = T(t) - E(t) - A(t)

3. Mixto: X(t) = T(t) - E(t) + A(t)

donde:

X(t) serie observada en instante ¢
T(t) componente de tendencia
E(t) componente estacional
(t)

A(t) componente aleatoria (accidental)

Un supuesto usualmente adoptado es que A(t) sea una componente rui-
do blanco, es decir, con media cero y varianza constante. Por dltimo cabe
destacar que un modelo aditivo, es adecuado, por ejemplo, cuando E(t)
no depende de otras componentes, como T(t), si por el contrario la esta-
cionalidad varia con la tendencia, el modelo mas adecuado es un modelo
multiplicativo. (Es claro que el segundo modelo puede ser transformado en

aditivo, tomando logaritmos).
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1.1. Suavizamientos exponenciales.

1.1.1. Suavizamiento exponencial simple.

Este método supone que la serie de tiempo no tiene tendencia, pero la
media de dicha serie cambia con el tiempo, por lo que el asignar los mismos
pesos a los datos no seria lo méas apropiado. Por ello, en este método de

suavizamiento se le da un mayor peso a las observaciones recientes.

Se empieza el suavizamiento exponencial simple calculando una esti-
macion inicial £y, de la media, de la serie de tiempo al tiempo t = 0. Pos-
teriormente, se calcula dicha estimacién /3 mediante un promedio de los n

primeros valores de la serie, donde se obtiene:

n
Y;
=S =L (1.1)
=1 "
De tal forma, es posible calcular la estimacién actualizada mediante el uso

de la ecuacién de suavizamiento:
ET = OzYT + (1 - a)ET,l, (1.2)

donde « es la constante de suavizamiento entre 0 y 1, de manera que se debe
de encontrar un valor de « el cual nos de el menor valor para la suma de los
errores cuadrados del pronéstico (SSE). Por tanto, en base a lo anterior, la
correccion del error para la ecuacion de suavizamiento, en el suavizamiento

exponencial simple es escrita como:
by = bp_q + Oé(YT — gT—l)- (1.3)

En ocasiones, cuando el suavizamiento exponencial simple ha sido usado,

la tasa a la que el nivel estd cambiando con el tiempo podria cambiar por
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lo que seria necesario proponer una nueva «, la cual pudiera mejorar el
pronéstico. Por lo que el seguimiento de la senal es quien nos ayudard a
decidir cuando se este usando dicha constante inapropiadamente. Una de
los primeros seguimiento de la senal fue seguimiento de la senial acumulada,
que compara la suma acumulativa de los errores con la desviaciéon absoluta

media, y la cual es denotada por:

Cla,T) = mr, (1.4)
donde:
Y(o,T) =Y (o, T — 1) + er(a), (1.5)
MAD(a, T) = a|e(a)| + (1 — ) MAD(a, T — 1), (1.6)
MAD = znj (y;y) (1.7)
=

Como se ha mencionado anteriormente, cuando la media de una serie de
tiempo esta cambiando lentamente en el tiempo, no es apropiado asignarle a
las observaciones pesos iguales, sino darle un mayor valor a aquellas mas re-
cientes. Lo anterior es posible realizar mediante el ponderador « y ademés el
cual, tendra el menor error. En este caso, para la representaciéon y prondstico
del PIB, se tiene el valor a = 0,84 por lo que la ecuacion estimada es de la

forma:

0 = 0,84Y7 + (1 — 0,84) 07 (1.8)

Como se puede apreciar en el Grafico 1, este tipo de modelo carece de
potencia y calidad predictiva debido quiza a la simplicidad asociada a la

interpolacién lineal que se efectia.
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Sin embargo, en algunos casos, este método es muy socorrido en areas

administrativas por la facil interpretacién del pardmetro c.

Grafica 1. Modelo de suavizamiento exponencial simple para el PIB 80.1-07.3.

Fuente: INEGI http://www.inegi.gob.mx/inegi/default.aspx.
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1.1.2. Suavizamiento exponencial doble.

Debido a que los métodos de ponderacion exponencial simple no se de-
sempenan bien cuando los datos histéricos presentan un patrén de tenden-
cia, es apropiado utilizar el suavizamiento exponencial doble debido a que
se toma en cuenta tanto la tendencia lineal como la variacién de la media
respecto al tiempo.

De esta forma, es posible definir esta clase de suavizamiento mediante

las siguientes ecuaciones:
br=ayr+ (1 —a)lr_1+br_q) 0<a<l1 (1.9)

bp =y(lp —bp_ )+ (1 —)bp_y  0<~<1 (1.10)

donde « y -y son constantes de suavizamiento, el término 1 asigna el valor
basico o de largo plazo de la serie de tiempo y by modela la tendencia es-

perada.

Como se cité anteriormente, cuando la serie tiene una media y tendencia,
las cuales evolucionan con el tiempo, es apropiado definir otra constante que
nos suavize este ultimo factor. Dicho lo anterior, se dice que al método de
suavizamiento exponencial doble se le asignan los pesos a las observaciones
tanto recientes como pasadas, al igual que en el modelo simple, pero tomando
en cuenta el factor tendencia. Continuando con el analisis de la serie del
PIB, se tiene que las constantes a y v toman los valores de 0.3512 y 0.3623

respectivamente, quedando asi las ecuaciones para su prondstico:
¢, =0,3512Y7p + (1 — 0,3512)(bp—1 + bp—1) (1.11)

by = 0,3623(¢r — bp_1) + (1 — 0,3623)br_1 (1.12)



10

CAPITULO 1. METODOS CLASICOS DE ANALISIS.

Como se puede observar en el Grafico 2, tanto la estimacién del prome-

dio de los errores como la estimacién de la tendencia son suavizadas y por

esta razén, este tipo de modelo es méas utilizado en el andlisis de series fi-

nancieras. Sin embargo, no podemos afirmar que este modelo es aplicable

para toda serie, debido a que no se toma en cuenta el factor estacional, el

cual pudiera tener una gran influencia dentro del estudio de la serie.

Grafica 2. Modelo de suavizamiento exponencial doble para el PIB 80.1-07.3.
Fuente: INEGI http://www.inegi.gob.mx/inegi/default.aspx.
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1.1.3. Suavizamiento exponencial triple.

Este modelo es una forma de suavizamiento exponencial que toma en
cuenta la estacionalidad y tendencia de los datos histéricos. El modelo es
conocido como Holt-Winters, ya que suaviza un factor asociado con tres de
los elementos del patron: la aleatoriedad, la tendencia y la estacionalidad.

La prediccion se realiza mediante la siguiente ecuacién:

Frip = (br +mbr)Ir_14m, (1.13)
donde:
by =« yr + (1 —a)(lr—1 +br_1) (1.14)
It
br =v(lr — r—1) + (1 —v)br—1 (1.15)
Ir =Byt + (1= B)Ir-r) (1.16)

y:= la observacion

£:= la observacién suavizada

b:= valor suavizado de la tendencia

I:= valor suavizado del factor estacional

F:= pronostico para m periodos adelante

T:= indice que denota un periodo de tiempo

L:= duracién de la estacionalidad

« ,B v son constantes que debe calcularse de tal manera que el MSE del

error sea minimizado.

Como se explicé en este capitulo, cuando la serie tiene una media, tenden-
cia, las cuales evolucionan con el tiempo, y ademas presenta estacionalidad,
podemos decir que es apropiado utilizar el modelo tripe, ya que nos permite

modelar cada una de estas de forma adecuada. Dicho lo anterior, se dice que
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en el método de suavizamiento exponencial triple se le asignan los pesos a
las observaciones tanto recientes como pasadas, en donde se toma en cuenta
la tendencia, al igual que en el modelo doble, pero no dejando atrés el fac-
tor estacional. Siguiendo con el prondstico del PIB y realizando los andlisis
correspondientes, se concluyé que las constantes toman los valores de a =

0,3, v = 0,32 y 8 = 0,04, quedando lo siguiente:

lr=0,3-22 4 (1—0,3)(bp_y +bp_1) (1.17)
It g,
br = 0,32(€T — ET—I) + (1 — 0,32)bT_1 (1.18)
yr
Ir = 0,047 +(1—=0,04)(Ip—1) (1.19)
T

Grafica 3. Modelo de suavizamiento exponencial triple para el PIB 80.1-07.3.
Fuente: INEGI http://www.inegi.gob.mx/inegi/default.aspx.
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Como se observa en el Gréfico 3, este tipo de modelo es utilizado cuan-
do la serie presenta tendencia, variaciéon de su media respecto del tiempo y
estacionalidad, aunque esta 1ltima no se aprecie a simple vista. De tal for-
ma que, posiblemente, estos modelos sean utilizados con mayor frecuencia

debido a que gran parte de las series presentan estos tres factores.

Sin embargo, no es posible afirmar que este modelo es aplicable para
toda serie, ya que dependerd de las caracteristicas que tenga cada una de

ellas para asi poder encontrar el mejor modelo.
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1.2. Procesos autoregresivos.

1.2.1. Modelo AR(p)

Entendemos por ruido blanco, denotado por ¢;, caundo las correlaciones

entre los valores en diferentes puntos de tiempo cumplen que:

E (&) = u, Var (e) = o,V t,
Cov(e,e,) =0 t # 0.

Dicho lo anterior, un proceso autoregresivo de orden p, AR(p), es escrito de
la forma:

Yt = O1Ye—1+ -+ Pplr—p + €, t=1,..T (1.20)

donde ¢ es considerado ruido blanco[T]

Tomando en cuenta la ecuacién (1.20), se define un proceso AR(1) es tal
que:

Yt = QYr—1 + €, t=1,.T. (1.21)
Aunque la serie es observada primeramente al tiempo t=1, el proceso es
considerado como si hubiese empezado en el pasado al tiempo t. Sustituyendo
repetidamente para valores retrasados de y; se obtiene
J—-1
Yt = Z ¢j€tfj + ¢y, (1.22)
§=0
tomando experanzas y tratando a y;—; como un numero fijo se tiene a (1.22)
como:

J=0

J-1
E(y)=F (Z ¢j€t—j) +E (¢J?Jt—J) = ¢’y (1.23)

'Es decir, su media y varianza son constantes y ademds no se encuentran correlaciona-

dos.
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Si |¢| > 1 en la ecuacién (1.23), el valor de la media del proceso depende
del valor inicial, y;— ;. La ecuacién (1.22), por tanto, contiene un compo-
nente determinista y un conocimiento de y;_; permitiendo que sea hecha
una prediccion no trivial para los valores futuros de la serie. Por el otro

lado, si |¢| < 1, el componente deterministico es insigficante si J es largo.

Como J—o0, esto con eficacia desaparece y también si el proceso es
considerado como si hubiése comenzado en algiin punto del pasado, podemos

escribir a (1.22) de la siguiente forma:
i .
y=> e, t=1,..,T. (1.24)
7=0

De (1.24), se observa que la esperanza de y; es cero, mientras que su

varianza es de la forma:

2
7(0) = E(ﬁ)—E(Zwet_j) =Y ¢ E(e-;)
=0 J=0

= o i)qﬁQj =o?/(1 - ¢%). (1.25)
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Realizando ahora la prediccién para la serie del PIB, pero mediante los
modelos autoregresivos, se puede observar rapidamente que el modelo que

més se ajusta, basados en la tabla 1, es de la forma AR(1).

Tabla 1. Estimaciones AR(1) para el PIB 80.1-07.3.

Parametro | Errorestandar | p — value
AR(1) 0.0934682 0.000000
AR(2) 0.1012100 0.279836

R(3) 0.0651565 0.204369
AR(4) 0.0678670 0.000000
(5)

(6)

>

AR(5
AR(6

0.1121400 0.000000
0.1000050 0.001248

Se llega a dicha conclusién, debido a que los términos con p-value menores
que 0.05 son estadisticamente significantivos, es decir, diferentes de cero con
el 95% de confianza. En base a lo anterior y tomando en cuenta el error es-
tandar, se puede decir que el modelo con menor p-value y error estandar es
el AR(1), como se aprecia en la Gréfica 4. Por otro lado, no debemos olvidar
que uno de mayores supuestos dentro de esta teoria es que los errores no se

encuentren autocorrelacionados.
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De esta manera, para asegurar que esto no ocurra, se presenta en el
Grafico 5 la autocorrelacién entre los residuos en donde algunos de estos se
encuentran por arriba de la franja roja, indicando el no cumplimiento de la
propiedad anterior.

Gréfica 4. Modelo AR(1) para el PIB 80.1-07.3.

Fuente: INEGI http://www.inegi.gob.mx/inegi/default.aspx.
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Grafica 5. Autocorrelacién de los residuos.
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Como el modelo AR(1) no es del todo aceptado, es decir, no cumple con
uno de los supuestos, se debe realizar nuevamente el andlisis anterior para los
dema&s modelos. En este caso, tomando en cuenta lo dicho, se concluye que
el modelo de la forma AR(6) cumple con que los errores no se encuentran

autocorrelacionados, como lo muestra el Grafico 6.

Gréfica 6. Modelo AR(6) para el PIB 80.1-07.3.
Fuente: INEGI http://www.inegi.gob.mx/inegi/default.aspx.
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Ahora como se esperaba, los residuos se encuentran por debajo de la franja,

lo que indica la no autocorrelacion.

Gréfica 7. Autocorrelacion de los residuos.
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Finalmente, es posible concluir que el modelo que mejor se ajusta, en
base a lo obtenido, para realizar la prediccién de la serie del PIB es de la
forma AR(6). Ademds, como se habia mencionado anteriormente, los mo-
delos autoregresivos (AR) pueden describirse, de una forma general, como
aquellos en los que una variable se explica, al menos en parte, en funcién de

sus valores pasados.

Por esta razén, este tipo de modelos es muy utilizado en las dreas fi-
nancieras debido a la simplicidad y al andlisis de los célculos. Sin embargo,
los modelos de vectores autorregresivos (VAR)E| pueden plantearse como
una generalizacién de los modelos AR al caso de un vector de n variables y;
en donde estos modelos han cobrado una gran importancia en las tltimas

décadas en el campo de la econometria y la economia.

2Los modelos VAR son modelos que relacionan entre si n variables y en los que el valor
que toma cada una de ellas en un periodo de tiempo se relaciona con los valores que toma

esa misma variable y todas las demds variables en periodos anteriores.
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1.2.2. Modelo MA(q).
Sea €; ruido blanco y consideremos el proceso
Yr = € +Ohe_1 4+ -+ 0geg, t=1,.T. (1.26)
el cual es llamado, proceso de medias méviles de orden ¢, denotado como

MA(q).

Ahora, considere un proceso M A(0), es decir, ¢ — o0
(o]
Y=Y i€, (1.27)
j=0

entonces, la media y las autocovarianzas de un proceso M A(co) con coefi-
cientes absolutamente sumables pueden ser calculados a partir de un proceso

MA(q) de la siguiente forma:

E(y) = Tll_{folo E(Yoer + Yr1e—1 + Yoo+ - - + Yre_)

=0 (1.28)

7(0) = E(y)

= TIE};O E(hoer + Y1er—1 + oero + - + Yrep_1)?
M (F +9f + 93+ 9o’ (1.29)
(1) = EYyi-r)

= 2(Yjo + Vi1 + Yjpathe + Yjasbs + o) (1.30)
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Por otro lado, el proceso MA(1), puede ser expresado en términos de los
rezagos de 1, sustituyendo repetidamente para los valores de los rezagos de

€¢. Esto muestra
Y=0y1— 0y o+ — (=0 ys+e— (-0 ey (1.31)

Si y; no depende de un choque con el sistema que se plantea en algtin
momento en el pasado remoto,  debe de ser menor a uno en valor absoluto.
Ademds, si a J se le permite tomal el valor de infinito, el dltimo término
en (1.31) desaparece y y; puede ser escrito como un proceso autoregresivo

infinito, AR(c0), con pesos cada vez menores, es decir:

o0

ye=—> (=0Yy: + e (1.32)
j=1

Anteriormente se mostré una alternativa de modelizacién para tratar de
explicar el comportamiento de una variable, no en funciéon de los valores
que tomé en el pasado (modelos AR) sino a través de los errores al estimar
el valor de la variable en los periodos anteriores. Esto da lugar a lo que se

conoce como medias moviles o modelos MA, por sus siglas en inglés.
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Finalmente, haciendo uso de los modelos MA, se presenta aquel cuyo
comportamiento es similar en relaciéon con la serie del PIB, el cual es de la

forma MA(2).

Gréfica 8. Modelo MA(2) para el PIB 80.1-07.3.
Fuente: INEGI http://www.inegi.gob.mx/inegi/default.aspx.
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Por lo tanto, este modelo supone que el prondstico esta dado mediante
la suma de los primeros dos errores. Sin embargo, debido a que la media
moévil solo tiene memoria de un periodo, este tipo de modelos son utilizados
en las decisiones a corto plazo y ademds es tomando encuenta por su facil

procedimento y sencilla interpretacion que arrojan los resultados.
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1.2.3. Procesos ARMA(p,q).

Un proceso autoregresivo de medias méviles de orden (p,q) se escribe

COomao:
Yr = O1ye—1+ -+ OpYi—p € + 161 + - + g6 (1.33)

Dicho proceso ARMA, puede escribirse mas brevemente definiendo poli-

nomios asociados en el operador de rezagos de la forma:

H(L)=1—¢L—--— ¢pLP (1.34)

O(L)=1+6,L+---+6,L7. (1.35)
De este modo, el modelo (1.33) se puede reescribir de la siguinete manera:
G(L)yr = 0(L)er. (1.36)

Citando un ejemplo, si una media p no cero, es introducida en un modelo

estacionario, esta se conviete en:
ye = p+ ¢~ (L)O(L)er. (1.37)

Tomando en cuenta lo anterior, podemos definir un proceso ARMA (1,1)

el cual puede ser expresado de la forma:
Yt = ¢yt—1 + €+ 96t_1, t= 1, LT (138)
Otra alternativa de escribir esto, es poner a (1.38) como:

(1—¢L)y, = (1+0L)e (1.39)

_ €t Q(L)Et
M=) T (1—¢L)

(1.40)
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Ademas, si consideramos que L satisface la condicién de que |L| < 1,

el término puede ser observado como la suma de una progresién geométrica

infinita de la forma 1, ¢L, (¢L)?, ... . Por otro lado, cuando |¢| < 1, y (1.40)

puede ser reescrita de la siguiente manera:

ye = i(ﬁﬂz)jét +0 i(@f)L)jﬁtq

J=0

J=0

(o] . [o.¢] )
= > deaj+0> ¢deaj
=0 =0

= €&+ Z(efﬁjfl + ¢ e
j=1

(1.41)

Siguiendo con la serie del PIB y para tener una clara vision acerca de los

procesos ARMA, se realizé el pronéstico utilizando diferentes coeficientes p

y gq. Por tanto, la variable queda explicada en funcién de los valores tomados

en periodos anteriores, y los errores cometidos en la estimacion.

Tabla 2. Estimaciones ARMA(6,6) para el PIB 80.1-07.3.

Parametro | Errorestandar | p — value
AR(1) 1.7198300 0.619984
AR(2) 1.5347100 0.953396
AR(3) 0.1188760 0.842176
AR(4) 0.0397528 0.000000
AR(5) 1.8526100 0.585252
AR(6) 1.8136200 0.987701
MA(1) 1.7153800 0.807782
MA(2) 0.6478690 0.666706
MA(3) 0.5036120 0.746503
MA(4) 0.2428880 0.016003
MA(5) 1.0989700 0.935153
MA(6) 0.2072390 0.886551
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Continuando con la prediccién del PIB, al ser analizada la autocor-
relacion y la correlacién parcial de la serie a estimar, es posiblre decir que
un buen modelo puediera ser de la forma ARMA(6,6) el cual se observa en

la tabla 2.

Pero si se observa, el p-value, tanto del modelo AR(6) como del modelo

MA(6) son mayores que 0.05, lo cual indica que son no significativos.

Lo anterior, sugiere que se debe reducir el orden de cada modelo hasta
que sean significativos. Realizando el mismo procedimiento, se obtiene que
el proceso que cumple con las propiedades, es de la forma ARMA(2,1), como

se observa en la tabla 3.

Tabla 3. Estimaciones ARMA(2,1) para el PIB 80.1-07.3.

Parametro | Errorestandar | P —value
AR(1) 0.0112356 0.438664
AR(2) 0.0118190 0.000000
MA(1) 0.0758055 0.000000




26 CAPITULO 1. METODOS CLASICOS DE ANALISIS.

Como se podra dar cuenta, los p-value de los modelos, tanto para AR(2) y
MA(1), son iguales a cero, es decir, los coeficeintes son significativos. Veamos

graficamente el proceso anterior:

Gréfica 9. Proceso ARMA(2,1) para el PIB 80.1-07.3.
Fuente: INEGI http://www.inegi.gob.mx/inegi/default.aspx
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Estos modelos son més utilizados dentro de la practica profesional debido
a que estan compuestos tanto por la parte AR y MA, el cual le da un mayor
peso y confianza al realizar los prondsticos. Sin embargo, cabe la posibilidad

de que la serie sea no estacionaria, lo cual pudiera afectar la prediccion

mediante el uso de los procesos ARMA.
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1.2.4. Procesos ARIMA (p,d,q).

Si d es el orden de diferencias que se requieren para producir una serie
estacionaria e invertible, el proceso original se dice ser integrado de orden d

y es abreviado como y; ~ I(d). De manera que el modelo
S(L)A%y; = O(L)er, (1.42)

es llamado un proceso autoregresivo de medias moviles integrado de orden

(p,d,q) y se denota como ARIMA (p,d,q).

Una caracteristica béasica de las predicciones de un modelo estacionario
es que tienden hacia la media de la series conforme el tiempo,¢, crece. Si ¢ es
grande, la estructura del modelo es irrelevante. Este ya no es el caso con pro-
cesos integrados, donde las funciones prondstico contienen un componente
deterministico el cual depende de el grado de diferenciacién. El término

$(L)A%; se expande para obtener un polinomio AR de orden p + d,
S(L)AY = p(L) =1 = 1L — -+ — gp P (1.43)
y las predicciones se realizan a partir de la ecuacién recursiva

Yregr = PYTeT T+ Oprd¥T i p—dT T €T T

+ e + quT—i-L—q‘T’ L = ]_, 2, (144)

donde g7y, 7 ¥ €ry, son definidas como en (1.20).

Como fue mencionado al final de los modelos ARMA, cuando la serie es
no estacionaria, lo cual puede ser verificado mediante el autocorrelograma,
pudiera causar problemas al momento de realizar las predicciones corres-

pondientes. Es por ello, que se utilizan los modelos ARIMA, los cuales nos
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permitirdn trabajar con la estacionariedad.

Como se puede observar, en las graficas anteriores, la serie del PIB es
no estacionaria, por lo que es necesario desestacionarla mediante las diferen-
cias correspondientes. Al realizar las primeras diferencias, la autocorrelacion
entre observaciones disminuye lentamente lo que nos indica la no estaciona-

riedad de las series. De esta forma, tomando segundas diferencias, se obtiene

la siguiente tabla:

Tabla 4. Autocorrelograma de segundas diferencias para el PIB 80.1-07.3.
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En la tabla 4, se ve que la autocorrelaciéon disminuye rapidamente, in-

dicando estacionariedad, como se habia mendionado anteriormente. Final-

mente, si se toma en cuenta la autocorrelacion y la autocorrelacion parcial,

definimos que un posible modelo es de la forma ARIMA(2,2,2), debido a

que:
Tabla 5. Proceso ARIMA para el PIB 80.1-07.3.

Variable Coeficiente Std. Error t-Statistic| Prob.
AR 0.9255 0.030845) -10.18763 1]
MAL) 0.811003 0.133022 5.8336584 1]
R-sguared 0.080071] Mean dependent var -0 5458652
Adjusted R-sguared 0.07131] S.0. dependent var 5.788166
=.E. of regression 9.432715)  Akaike info criterion 7. 34476
Sum squared resid 9342 492  Schwarz criterion 7.394719
Log likelihood -390 9446|  Durbin-Watson stat 1.9569495

Analizando la tabla 5, se observa que las probabilidades de las variables

AR y MA son cero, indicando el rechazo de la hipé6tesis nulaE] Ademis, el

criterio de Akaikieﬂ es menor con respecto a los demés modelos. Sin embargo,

el estadistico Durbin-Watson es menor a 2, lo que nos indica que existe

evidencia de autocorrelacion de primer orden entre los errores.

3los coeficientes de las variables son cero.

4E] criterio de Akaikie es la suma de los errores al cuadrado.
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A continuacién, se muestra el grafico correspondiente al prondstico me-

diante el proceso ARIMA.

Gréfica 10. Proceso ARIMA(2,2,2) para el PIB 80.1-07.3.
Fuente: INEGI http://www.inegi.gob.mx/inegi/default.aspx.
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1.3. Funciones de autocovarianza y autocorrelaciéon.

Como hemos visto a lo largo del capitulo, cuando |¢| < 1 el modelo
AR(1), (1.21), tiene media cero y varianza de la forma o2/(1 — ¢?). La
autocovarianza en el rezago 7 puede ser obtenida expresando y; como una
combinacién lineal de y;—+ y €, €41, ..., €—r+1. Esto se puede lograr haciendo

J =7 en (1.22) y de esta manera obtener que:

Y1) =E(yyr—r) =E

T—1
(¢Tyt—7 + Z gbjet_j) yt_T] . (1.45)

J=0
Puesto que €, €1, ...,6,—711 son no correlacionados con y;—. la ecuacién

(1.45) se reduce a:

V1) =¢ B (y,) =6™0), T=12.. (1.46)

en donde las autocovarianzas dependen solamente de 7, confirmando que el
proceso es estacionario.

Entonces, para un proceso estacionario se tiene que:

E(Yt-1yt—r) = E(Ytht—r+1)
= v(r—1) (1.47)

y, si 7 > 0, obtenemos que:
y(1) = o(r = 1), T=12,.. (1.48)

La expresién para la varianza de el proceso puede ser obtenida por un

2. asf que la autocorrelacién toma

método similar notando que E(ey:) = o
la forma:

p(r)=¢", T=1,2,.. (1.49)
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Ahora, tomando en cuenta al operador (L) para un proceso AR(p), se
tiene que:
yr = Y(L)et, (1.50)
donde
Y(L) = (1= 1L — doL® — - = G LP) ™", (1.51)
Asumiendo que la condicién de estacionariedad se satisface, una forma de

encontrar la media para un proceso autoregresivo es tomando la esperanza

en la ecuacién (1.20) como se muestra a continuacién:

p=P1i+ dapp+ -+ dpp. (1.52)

Siguiendo con los modelos AR(p), observamos que para poder obtener
las autocovarianzas es necesario multiplicar por y;—, la ecuacién (1.20) y de

esta manera se tiene que:

4 boyrad At by siT=1,2,...
o(r) = P1Y7-1 + P2vr—2 o ¥r—p (153)
P171 + Pay2 + -+ dpyp + 02 sit=0
10(7—) = ¢1p(7__ 1) ++¢Pp(7__p)7 T=12,.. (154)

y ademas, cuando 7 = 0, obtenemos:

Y(0) =%/ [1— p(1)p1 — - — p(p)Bp] - (1.55)

Regresando ahora con los modelos MA(q), definidos ateriormente, se
observa que para obtener las funciones de autocovarianza y autocorrelacién
es necesario tomar esperanzas en dicha ecuacién. En donde, inmediatamente

se muestra que y; tiene media cero, y su autocovarianza es de la forma:
7(0) = E(y)
= El(e+0164—1+ -+ 9q€t—q)2]

= (14674 +02)0° (1.56)
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De igual forma para 7 = 1,2, ..., g, se tiene que:

Y(r) = El(et+ 01601+ bae—o+ -+ 0hei—4)
X(€t—r +0164—7—1 + 026472+ -+ 0g6s—7_g)]
= El0-€_,+ 01016,y +0riaboe; o+ + 9q9q_76?_q].

(1.57)

Los términos €s que tienen diferente subindice han sido tirados ya que
su producto tiene esperanza cero, g = 1 y ademaés las autocovarianzas estan
dadas por:

(07' + 9197'-‘1-1 +---+ 9(1—7'0q)0'2 T=1..q

V() = (1.58)
0 T>(q
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1.4. Predictores 6ptimos para modelos ARMA.

Ahora, considerese el como construir el minimo error cuadratico medio,
por sus siglas en inglés (MMSE), para una futura observacién de un proceso
ARMA, dadas las observaciones e incluyendo el tiempo 7. Tomando en
cuenta que para los procesos mixtos y MA, todos los ep, er_1, €7_9o ,...,
pasados y presentes son conocidos. De esta manera, la ecuaciéon de un modelo

ARMA (p,q) al tiempo T + ¢ es:

Yr+., = ¢1yT+L—1 + ...+ ¢pyT+L—p +eéry, + ...+ 0q€T+L—q~ (1-59)

El MMSE de una observacién futura es su esperanza condicionada a la

informacién en el momento T,

Irr = E (yr+. | Yr = yr,y7-1, ) = BT (Y1+4.) - (1.60)

Tomando ahora esperanzas condicionales en (1.58), los valores futuros de er
son un conjunto de ceros, ya que se mantienen independientes, y no pueden

ser predecidos. Lo anterior produce que:

YT = QYT T T oo+ OpYT i piT

terpur + 0T i—gTs t=1,2,... (1.61)
donde g7, 7 = yr+, para ¢ <0,y

. 0 for 1 >0
€T 4T = (1.62)
ery, for e <0
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1.5. Funcion generadora de autocovarianza.

Para cada proceso estacionario, se calcula la secuencia de autocovarian-
zas {7r}o0 . Si la secuencia es absolutamente sumable, una manera de
resumir las autocovarianzas es a través de una funcién llamada: Funcién
Generadora de Autocovarianza (ACGF) definida como:

[e.e]
gy(2)= > %2 (1.63)
T=—00

El argumento, Z, de la ecuacién (1.63) se concidera un escalar complejo

de la forma:

z = cos(w) — isen(w) = e, (1.64)

donde w es el dngulo en radianes que z hace con el eje real. Si la ACGF es

evaluada en z = e~ y dividida por 2, el resultado de la funcién de w es,

1 .

—iw 1 - —tw
Sy (w) = %gy(e ) = o Z e, (1.65)

T=—00

el cual es llamado el espectro poblacional de Y.

Cabe mencionar, que si dos procesos diferentes comparten la misma fun-
cion generadora de autocovarianza, significa que muestran una secuencia de

autocovarianzas idéntica.

Tomese como ejemplo un proceso MA(1) para calcular su ACGF, obte-

niendo de esta manera lo siguiente:
gy(2) = [00°]z7" + (1 +6%)0”]2" + [60°]2!

= %0271 + (14 6°) + 62

= o2(1+62)(1+627Y). (1.66)
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De esta ultima expresién se dice que para una MA(q)
Yt = (1+91L+...+9qu)€t (167)
la ACGF puede ser calculada como
gy (2) = %(1+ 012+ 022° + ... +0,27)
X(1 460127 40272 ..+ 0,279)
= 02[(0,)27 4 (Bg1 + 0401)297Y + (6,2 + 0,101 + 0,62)2172)

—+... + (91 + 09601 + 0305 + ... + Hqu_l)zl

(1 +67+605+ ...+ 67)2"

(01 + 0201 4+ 0302 + ...+ 0,0,1)2" + ..+ (0,)279  (1.68)

Ahora extendiendo este método para encontrar la ACGF para un modelo

M A(o0), tomando en cuenta que

ye =P(L)e (1.69)
(L) = o+ 1L+ o L” + - (1.70)

se tiene:
gy (2) = [P(2)] = ¢(2)¢p(z7")o” (1.71)

Para mostrar lo anterior, primeramente, debemos dejar que ¢ tienda a
infinito en su funcién de autocovarianzas y cambiando la notacion se obtiene:
o0
2
y(r)=0 Z¢j¢j+7. (1.72)
=0
Ahora, sustituyendo esta dltima expresién en (1.63) se tiene:

gy (2) =07 Y D itiezT =02 Y D by, (1.73)

T=—00 j=0 j=0T1=—j
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de manera que v¢; = 0, para j < 0. Escribiendo j + 7=h, a fin de que
T=h-— ja
o0 (o) ) o0 o0 )
gy (2) = o? Z Z ijhzhﬂ =02 Z Up 2" Z iz, (1.74)
j=—00 h=0 h=0 7=0
De la misma manera, es posible verificar que para un proceso ARMA((p,q)

su ACGF es de la forma:

o’ = —=0”. (1.75)
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Capitulo 2

Analisis de Fourier.

2.1. Series de Fourier complejas para funciones periédi-

cas.

El andlisis de Fourier o andlisis arménico de una serie de tiempo es una
descomposicién de la serie en la suma de componentes sinusoidales, el cual
es usado para describir o medir las fluctuaciones en una serie. Por tanto, de
lo que tratan las series de Fourier es de aproximar una funcién f mediante

su polinomio trigonométrico de orden n.

Sea f,(t), una onda periédica con periodo Tp, la cual puede ser expresada

de la forma:

o0
ft)= Y F(n)e™, (2.1)
n=—oo
entonces se tiene que:
1 /To/2 it 1 (To/2 2 ot it
= fo(t)emwotdt = — / F(n)eimwote=imuot gy,
To J-1p2"" T —To/2n:z_:oo

39



40 CAPITULO 2. ANALISIS DE FOURIER.
donde el coeficiente F'(n) puede ser encontrado de la siguiente manera:

1 rTo/2 )

F(n) = — / £ (£)e— im0t (2.2)
To J -1y )2

Dicho coeficiente F'(n) es indispensable, ya que es el que nos ayudard a

descomponer la funcién periddica, f,(t), en sus series arménicas.

2.1.1. Propiedades de los coeficientes de Fourier complejos.

A continuacién, se dard a conocer una propiedad importante sobre el
coeficiente, F'(n), ya que su resultado serd de gran utilidad a lo largo de este

capitulo.

Sea fp(t) <:>E| F(n), entonces se tiene que F'(n)* = F(-n) si fy(t) es una
funcién real de ¢.

F(n)* = [1 /T0/2 fp(t)e—inwgtdt]*

Ty J-1y/2
1 To/2

_ / () emeotdt = F(—n). (2.3)

To —T/2

Por otra parte se quiere mostrar que F(n) = F(—n)*

r 1 /To/2 inwot
n) = — t)e "MWt dt
m = g [, 5
1 T()/2 . *
- |2 / L(H)emotdt| = F(—n)*. (2.4)
To J-1y)2
Por lo tanto, se tiene que:
1 To/2 *] —inwot
= [ 0= fy et =, (25)
0J-Ty/2

a expresién f,(t) < F(n) significa que la onda periodica f,(t) tiene F(n) como sus
coeficientes de Fourier en (2.2). Ademds F(n) puede utilizarse para sintetizar f:(p) en

(2.1).
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de donde si se cumple que fy,(t) = fp(t)*, se dice que fy(t) es real.

Utilizando los resultados anteriores, es facil observar que el coeficiente
F(n) es par y que ademads serd en general una cantidad compleja, la cual

puede ser expresado en términos reales e imaginarios de la forma siguiente:

F(n) = A(n) +1iB(n) (2.6)

2.1.2. Ondas periddicas.

Supéngase que se tiene una funcién periddica, fp(t), la cual se asume
como una funcién compleja. Entonces, la potencia media de una onda en un

periodo es definida de la forma:

To/2 0
3 I SR 2.1

TO n=—00

es decir, si tenemos a |f,(t)|*> = fp(t)f5(t) y se sustituye en (2.7) de forma

que:

1 [To/2 TO/Q i}
Po= [ U0 T/ ft)dt

To J-10/2 To/
To/2 t t*
= LS pere] [ S pye]
To/2 n=-—00 m=—oo

To/2
_ []{(}/ eznwot znwot] Z Z F (28)

—To/2 n=-—00 M=—00

y cuando m = n se tiene:

oo

> FmFm = Y [F(n)’. (2.9)

n=-—00 n=-—00
Por tanto, la finalidad de lo mostrado anteriormente es ver que existen dos

métodos o formas en la cual la potencia media puede ser calculada.
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Tomando en cuenta todo lo anterior, es posible continuar con el andlisis
de la ecuacién (2.1), ya que se pretende la finalidad es demostrar o hacer ver
como es que cualquier funcién periddica, con periodo Tp, puede ser expresada
como la suma de las funciones senos y cosenos, las cuales son periédicas con
periodo 2w. Més adelante se recurre a la hipétesis de que algunas series de
tiempo son periddicas y, por ende, puede descomponerse en otras series de
tiempo periodicas.

De esta manera, se tiene que:

e}

fp(t) = Z F(n)einwot: Z [A(n)—l—zB(n)] emwot

n=—0oo n=—0oo

= Z A(n) [cos(nwot) + isin(nwot)]

n=—oo

+ Z iB(n) [cos(nwot) + isin(nwot)] , (2.10)

n=—oo
en la cual A(n) es par y iB(n) es impar. Suponiendo que fy(t) es real y en

la cual ambos sumando son pares, es posible escribir a (2.10) de la forma:

) = Z A(n)cos(nwot) — Z B(n)sin(nwot)

n=—oo n=—0oo

= F(0)+ Z 2A(n)cos(nwot) — Z 2B(n)sin(nwot). (2.11)

Ahora se define:

a(n) = 2A(n) = 2Re(F(n)) a(0) = 2F(0)
b(n)=-2B(n)=-2Im(F(n))

se tiene:

fp(t) = 2) i:: n)cos(nwot) + Z b(n)sin(nwot), (2.12)

n=1

donde los coeficientes de Fourier a(n) y b(n) pueden ser encontrados de la
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definicién analitica de f,(t) por:

2 T0/2 2 T0/2 .
a(n) = —/ fp(t)cos(nwot)dt Yy b(n) = —/ fp(t)sin(nwot)dt
To J -1 2 To J -1y )2

2.2. La integral de Fourier.

2.2.1. Trasformada de Fourier para un unico pulso.

Se han conciderado, hasta el momento, ondas periddicas para las cuales
existe, para cada una de ellas, su representaciéon en series de Fourier. Pero
en la mayoria de los casos, existen ondas en las que solo ocurre una vez y no
se vuelven a repetir llamados pulsos dnicos, por lo que las series de Fourier
que cubren este tipo de onda son estudiadas mediante la integral de Fourier.

Tomando en cuenta que para una funciéon con periodo Ty,

fo(t) = fp(t + To), (2.13)

en el intervalo (—7p/2 <t < Tp/2), y sin pérdida de generalidad tomando

tambien a fj,(t) = f(t), y ademéds de (2.2) se tiene que

1 To/2 —inwot
F(n) = — / £y (E)e ™ot dy, (2.14)
To J-10/2

la cual, es escrito de la forma

1 [To/2 )
Flnw,) = — / F(t)em ot g, (2.15)
To J -1 2
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Ahora, si Ty — o0, el promedio tendera a cero, como lo muestra la Gréfica

siguiente:

Grafica 11. Linea espectral

Linea del Espectro

g (W} ToF{1We)

ToF{2Wsa)

ToF (nWWa)

Wo 2Wo - - - - - nWo

Asi, para poder elimiar este problema se escribe (2.3) de la forma:

To/2 )
ToF (nws) = / s F(t)e~mwotqy, (2.16)
—40

Tomando a dw = wp, w, = néw y F(n) = TyF(nwy), es posible escribir a
(2.16) como:

F(wy,) = /7;//22 f(t)e ntar, (2.17)
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De esta manera, como Ty — o0, las divisiones del eje horizontal se acer-
can cada vez mas hasta que finalmente desaparecen haciendo que la variable

w,, se convierta en variable continua w.

Fw) = lim F(wy,)

T0—>OO
To/2 )
= lim f(t)e "ntat
To—o0 J Ty /2

= /jo f(t)e ™t (2.18)

Considerando el resultado anterior, la sintesis de la ecuacién para nuestra

onda periodica es:

) = > F(nwg)e™

n=—oo

o0 F(wn)einwot

- 5

n=—o00 To
1 & ,
= 5 Z F(wy)e™ ' Tosw. (2.19)
n=—00

Si ahora se hace que Ty — oo, entonces dw — 0 y w, — w por lo que se

tiene:

£t) = = /OO Flw)e™ 5w (2.20)

:% .

Por lo tanto, todo lo anterior se resume, mediante las siguientes ecuaciones:

f(t) = % /_O:O F(w)e™ 6w (2.21)
Flw) = /_ O:O F(t)e "t dt (2.22)

donde la ecuacién (2.21) muestra que una funcién del tiempo, f(t), puede
ser analizada para dar una funcién de frecuencia asociada F'(w) que contiene

toda la informacién en f(t). A su vez, también es posible observar como se
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sintetiza un pulso dada la funcién de densidad espectral llamda la Trans-
formada Inversa de Fourier de F(w), o la representacién integral de Fourier
de f(t). Por tanto, se llama a F'(w) en (2.18) la Transformada de Fourier de
f(t) o la densidad espectral de Fourier de f(t).

Lo que destaca, de lo anterior, es que una vez mas cualquier funcién
f(t) puede ser expresada como una combinacién lineal de los exponenciales
complejos. De forma que la integral de Fourier es una simple repeticién de
lo visto acerca de las funciones periddicas, pero en sentido mas general, es

decir, es este caso no es necesario que las funciones sean periddicas.

2.3. Densidad espectral.

Suponga que {X;} es una serie de tiempo estacionaria con media cero y
funcién de autocovarianza 7(-) y ademdas que > 72 |v(k)| < oo. De esta
manera, se tiene que la densidad espectral de {X;} es la funcién f(-) definida

mediante:

fw) = 5o 3 Ak
k=—0o0
1 oo

= Z ~v(k)coswk

o >
1 1

= —(0)+ — Z v(k)coswk, -t <w <7 (2.23)
27 T

donde se han utilizado las propiedades de que v = v_r v

o= / T;f(w)e’““w- (2.24)

T 2r
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2.3.1. Espectro del modelo AR(1).

La funcién generadora de autocovarianza para un proceso estacionario

AR(1), (1 — ¢L)y; = €, esta dada por:

1
_ 2
=TT =Ly 229
por lo que el espectro es de la fomra:
o? 1
flw) = o (1— ¢€—iw)(1 _ ¢eiw)
o? 1
T 27 (1+ ¢2 — 2¢cosw)’ (2.26)

Como se muestra en las siguientes graficas, cuando el valor de ¢ > 0, la
serie esta correlacionada positivamente, es decir, el espectro esta dominado
por las frecuencias bajas. Por el otro lado, si ¢ < 0, la serie esta correla-
cionada negativamente y por lo tanto el espectro esta dominado por las
frecuencias altas. En otras palabras, cuando las frecuencias bajas dominan
el espectro indica una serie relativamente suave, mientras que las frecuencias

altas indican una serie irregular.

Gréfica 12. Espectro del modelo AR(1).

fiw) Fiw)

a? at /

2m(1 = o)\ 27(1 + o)?

27l + ) TR 271 — )2

Frocuemcha fw) ! Freouencin [w)

o =0 & < 0
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Ademas, tan pronto como ¢ se aproxima a 1, el proceso AR(1) en el
limite, se convierte en un modelo de caminata aleatoria o de ruido blanco,

por lo que se obtiene:
o? 1

1) = T eosa] (2.27)

La ecuacién anterior puede ser tomado como el espectro de un modelo
de caminara aleatoria, aunque una caminata aleatoria no tiene un espectro
debido a que la secuencia de las autocovarianzas no es absolutamente su-
mable. Sin embargo, el problema es cuando w = 0 donde el méximo de la
funcién se vuelve infinita. La implicacion de este fendmeno en el andlisis de

datos, indica que quiza sea necesaria una diferencia.

2.3.2. Espectro del modelo MA(1).
La funcién generadora de autocovarianza para un modelo MA(1)
Yt = (1 —0L)ey, (2.28)

es de la forma

g(L) = o*(1 —6L)(1 — 6L Y), (2.29)

por lo que su espectro toma el valor de:

fw) = ;(1 — e ) (1 — he™)
= 0—2(1 + 62 — 20cosw). (2.30)
2w

Ahora, tomando la Grafica 13 se observa que, al igual que en el modelo
AR(1), el espectro depende del signo de ¢. Es decir, cuando ¢ > 0, la
serie esta autocorrelacionada negativamente y por lo tanto es relativamente
irregular, la cual esta representado por un espectro con valores grandes en

las frecuencias altas.
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En cambio, cuando ¢ < 0, la serie esta correlacionada positivamente y
por lo tanto es relativamente suave. Ambos casos son representados en la

siguiente Gréfica.

Gréfica 13. Espectro del modelo MA(1).

fiow) fiw)

rrj| 1l — 1’.?:|;r ffgil +.._-..:..'.'

D 2w /

T —— T

2

Fracuaencia (w) Fracuancia (w)

= () 5= 00

[ AP

Como era de esperarse, la funcién de autocorrelacién en el dominio del
tiempo y el espectro en el dominio frecuencial contienen exactamente la

misma informacién acerca del proceso.

2.3.3. Espectro del proceso ARMA.

Anteriormente, se senalé que un proceso ARMA (p,q) se escribe como:

P(L)ys = 6(L)er. (2.31)

(2.32)

Cuando el proceso es estacionario, las raices de ¢(L) = 0 se encuentran fuera

del circulo unitario. En consecuencia, el espectro de un modelo estacionario
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ARMA(p,q) esta dado por:

fw) = ogle™)
072 O(e~"™)f(e™)
21 p(e= ) (e™)
f(e~ ) [*
P(e~w)

0_2

2

(2.33)

Si el modelo es invertible, es decir, las raices de §(L) = 0 se encuentran
fuera del circulo unitario, 6(e~")f(e™) no desaparece. Por consiguiente, la

inversa de f(w) existe y esta dada por:

21 ple™ ") p(e™)
a2 f(e=w)f(etw)

2 [g(e=™) |

5| (2.34)

i

la cual puede ser vista facilmente como el espectro de un proceso autoregre-

sivo de medias méviles, ARMA(q,p).

2.3.4. Espectro de un proceso ruido blanco.

Tomese ahora, a el ruido blanco y; = € como una serie de variables

aleatorias no correlacionadas con funcién de autocovarianza

0?2 k=0
A(k) = (2.35)
0 k#0

y ademas con funcién generadora de autocovarianzas igual a:

v(L) = o (2.36)
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Por tanto, sustituyendo en la ecuacién (2.23) se tiene que:

fw) = 5o 3 ket
k=—0o0

= —r<w<T7 (2.37)

donde el resultado es una constante. Es decir, que la potencia en todas las
frecuencias es la misma. Dicho lo anterior, se puede ver claramente en la

Gréfica siguiente:

Grafica 14. Espectro del ruido blanco.

fiwe)

Q
[ =]

[
=

Frecuencia (W)
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2.4. Funcion de verosimilitud para procesos gau-

ssianos.

2.4.1. Funcién de verosimilitud para un proceso gaussiano

AR(1).

Un proceso gaussiano AR(1) toma la forma:
Yi=c+ oY1 + &, (2.38)

con € ~ i.i.d. N(0,0?). Para este caso, el vector de pardmetros que se estima
consta de 0 = (¢, ¢, 02)'.

Ahora, considere la distribucién de probabilidad de y;, la primera obser-
vacion en la muestra. Para este caso tenemos que la media y la varianza son

de la siguiente forma, respectivamente:

B(Y1) = p=c/(1-¢) (2.39)

E(Yi - )’ = 0®/(1 - ¢). (2.40)

Ademds como {¢; },- ___ es gaussiana, Y7 también lo es. Por tanto, la densidad

de la primera observacién toma la forma:

mii;0) = fn(yise,¢,0%)
1 N e 7 L) W
Vvt d o) T 202/ -¢7) |

Considere ahora, la distribucién de la segunda observaciéon Y2 condicionada

a la observacién Y7 = y1, con lo que se obtiene:

Yo =c+ oY) + €. (242)



2.4. FUNCION DE VEROSIMILITUD PARA PROCESOS GAUSSIANOS.53

Condicionando sobre Y; = y; significa que se esta tratando a la variable
aleatoria Y7 como si fuera un la constante deterministica y;. Para este caso,
la ecuacién (2.38) da Y como la constante (¢ + ¢y;) mas la variable 3. Por

tanto:

(Y2|¥1 = y1) ~ N((c+ dpn), 0%),

significa que

fyaly: (y2ly1;0) = - (2.43)

—(y2 —c — ¢y1)2]

ETp [ 902

2ro

De tal manera que la densidad conjunta de las primeras dos observaciones

es:

Fvavi (Y2, 9150) = fro vy (y2ly1;0) fra (915 0). (2.44)

Similarmente, la distribucion de la tercera observacién condicionada a las

primeras dos es:

—(ys — ¢ — @Yo 2
fY3|Y2,Y1 (y3ly2, y1:0) = exp ( 5 ) ) (2.45)
o2 20
de la cual
Tvavavi (U3, ¥2, 913 0) = fyave,vi (Usly2, ¥130) frava (y2, v15 0). (2.46)

En general, los valores de Y7, Ys, ..., Y;—1 tienen importancia para Y; solo
a través de el valor de Y;_1, y la densidad de la observacién ¢t condicionada

a las anteriores t — 1 observaciones esta dada por:

Ve Yeeoyo i WelYe—1, Y025 5 y130) = frivi, (Welye—1;0)

_ 1 —(yr — ¢ — dyr—1)?
= exrp

V2ro? 202

(2.47)



54 CAPITULO 2. ANALISIS DE FOURIER.

Por tanto, la distribucién conjunta de las primeras t observaciones es:

YiYio,..n (Yt Yt—15 -, y1;0)
= fYt|Yt—1 (yt|yt71; Q)f}/},17}/,572,,,,,Y1 (ytflv Yt—2, .-, Y13 9)7 (248)

y la verosimilitud de la muestra completa puede ser calculada como:

SyeYr_1.vi(Urs yr—1, -5 913 0) = fri (y150 nytm (welye-1;0). (2.49)

El log de la funcién de verosimilitud (denotada por £(6)) puede ser encon-
trada tomando el log de la funcién anteriror

T

£(0) = log fv, (y1;0) + Y _ log fyipvi_, (welyi—150) (2.50)
=2

Se tiene que 8 es el valor que maximiza la funcién anterior. Ahora susti-
tuyendo a (2.41) y (2.48) en (2.50), se tiene que el log verosimil para una

muestra de tamano T para un proceso gaussiano AR(1) es

£00) = —%zog(gw)—lzog [02/(1 = 6?)
{y1 — [c/(1— )]}
A0 (- 12 tog(am)
—[(T' = 1)/2]log(c ZT: l L _ngfyt‘l)zl (2.51)
t=2

2.4.2. Funcién de verosimilitud para un proceso gaussiano

MA(1).
Considere el proceso gaussiano MA (1)
Yi=p+ e+ 061, (2.52)

con ¢ ~ iid. N(0,0%). Sea 8 = (u,6,0%)" que denota los parametros a

estimar.
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Si se toma al valor de €;, como un valor conocido con precisién, se tiene

entonces:
Yiler1 ~ N((+ 0er1),07)
° 2
fyijers (Weler—150) = —cap |- (9 - M2;206t_1) (2.53)

Supongase que el valor de ¢y = 0, por lo que:
(Yileo = 0) ~ N(u,0?)

Por otra parte, dada la observacén de yi, el valor de €; es conocido de

la siguiente manera:
€1 =Y — W, (254)

permitiendo la aplicacién nuevamente en la ecuacién (2.53), se tiene:

1 (y2 — p = Oer)®
fYQ\YLeo:O(yQ’ylv €0 = 0; 6) = Wexp l_w (255)

Como el valor de €1 es conocido, €2 puede ser calculado de
€2 =y1 — 4 — ey, (2.56)

Tomando a €y = 0, se tiene que toda la secuencia {ej, €9, ..., er} puede ser

calculada de {y1,¥y2,...,yr} iterando
€ =Y — U — 96,5_1 (257)

para t = 1,2,...,T, desde ¢¢ = 0. La densidad condicional de la ¢-ésima

observacion puede ser calculada en (2.53) como:

fyt|n71,1@,2,,,,7y1,50:0(yt|?/t—1a Yt—2y- -, Y1, €0 = 0; 9)

f}@|et,1(yt|€t—1; 0)

1 €2
t
= exp | ——=|.
V2ro? P [ 202]
(2.58)
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De esta manera, la muestra verosimil serd el producto de esas densidades

individuales, es decir:

Iye Yo 1, Yileo=0 (YT, Y71, - - - s y1]eo = 0;0)
T
= fY1|€0:0(y1|60 = 0’ 0) H fYt|Yt,1,Yt,2,...,Yl,eozo(yt‘yt—l7 yt—Q’ DR €0 = 07 9)
t=2
(2.59)
y el log verosimil condicionado es:
£(0) = log fYT,YT_l,...,Y1|eo:0(yT7 Yr—1,---,Y1leo = 0;0)
T T gy e €2
= -5 log(2m) — 3 log(c®) — ; %97 (2.60)

2.4.3. Funcién de verosimilitud para un proceso gaussiano

ARMA(p,q).

Un proceso gaussiano ARMA (p,q) es de la forma:

Y) = c+o1Yi i+ ot ...+ Y pte

+01€i—1 + Oc€p—o + ...+ 6qet_q, (2.61)

con € ~ i.i.d. N(0,0?). Ahora, el objetivo es estimar el vector de pardmetros

0= (¢, 1,09, Pp, 01,09, ...,04,0%) .

Tomando valores iniciales para yo = (Yo, y—1, - - - ,y,pﬂ)/ yeo = (€0, €—1,. .. ,e,qH)/,
{€1,€2,...,er} puede ser calculada de {y1,¥2,...,yr} iterando
€& = Yt—C— QY1 — P2Yr—2 — ... — GpYt—p

_Qlft—l — 026t_2 — ... qut_q, (262)
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parat=1,2,...,T. El log verosimil condicionado es entonces
£(0) = 1og fyvp v 1. viVo,eo=0 YT Y115 - - s Y1]Y0, €05 0)
T T e €
= -3 log(2m) — 3 log(c®) — tzzl 202" (2.63)

Una opcién es establecer valores iniciales para y's y €s igual a su espe-
ranza. Esto es, fijar ys = ¢/(1—¢1—pa—...—¢p) paras =0,—1,..., —p+1,
€s=0paras=0,—1,...,—q¢+ 1 y realizar las iteraciones correspondientes
en (2.62) parat=1,2,...,7T.

2.4.4. Expresion alternativa para la funcién de verosimilitud.

Pongamos en un vector y (T X 1) todas las observaciones de la forma:

Y = (Y1,92, - y7) s

en donde dicho vector, puede ser visto como una realizacién de una dis-

tribucién gaussiana T-dimensional. Por otro lado, la media de este vetor

E(Y1) 1
E() | _
E(Yr) I

donde, u = ¢/(1 — ¢), el cual puede ser escrito como:
E(Y) = u.
A su vez, la matriz de varianza covarianza de Y esta dada por:

BI(Y - n)(Y - )] = ©,
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donde:
E(Y1 - p)? EYVi—p)(Y2—p) ... BEMYi—p)(Yr—p)
q_ | Ee—ni-p E(Yy — p)? o EB(Ya—p)(Yr — p)
E(Yr —p)(Y1 —p) E(Yr —p)(Ya — p) . E(Yr —p)?

Los elementos de esta matriz corresponden a las autocovarianzas de Y.
Recordando que la j — ésima autocovarianza para un proceso AR(1) esta

dada por:
E(Y: —p)(Yiej — p) = 0°¢7 /(1 = ¢?). (2.64)

entonces, ) puede ser escrito como:

Q =02V,
donde:
1 ¢ ¢2 (z)T—l
¢ 1 ¢ ¢l
1
Vei—gm| # ¢ 1 T
¢T—1 ¢T—2 ¢T—3 . 1

Visualizando la muestra observada y como una sola extraccién de una
distribucién N (u, 2), la muestra verosimil puede ser escrita de la férmula

para la densidad gaussiana multivariada:

Fr(y6) = @) 0 PeaplS(y - w0y )], (265)
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con log verosimil expresado de la forma:

1

£00) = (~T/2)log(2m) + 507~ Sy~ /Oy —p) (266)

2.4.5. Funcién de verosimilitud para un proceso gaussiano

AR(p).

Tomando en consideracién el proceso AR(1), se tiene que un proceso

gaussiano AR(p) es de la forma:
Yi=ct+o1Yi1+ @Yo+ ... +¢pY )+, (2.67)
con e; ~ N(0,0?). En este caso, el vector de pardmetros es 6 = (c, g1, P2, - - ., Pp, o?)
Las primeras p observaciones en la muestra (yi, 2, ..., ¥p) son resumidos
en un vector y, (p X 1), el cual es visto como la realizacién de una variable

gaussiana p-dimensional. La media de este vector es u,, el cual denota un

vector (p X 1), de los cuales cada elemento esta dado por:

p=c/(lL—¢1—ga—...—¢p). (2.68)
Sea 02V, el cual denota la matriz de varianza-covarianza (p x p) de (y1, Y2, - - -, Yp):
EMi—p)?  EM—-p)(Ya—p) ... EYL—p)(Y,—p)

oy _ | B (M- p) E(Yo—p)? ... E(Y2—p)(Y,—p)

EY,-p)(Yi—n) EY,—p)(Ya—p) ... E(Y,—p)?
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Por ejemplo, como se mostré anteriormente para un AR(1), V,, es el escalar

1/(1—¢%).

De la matriz anterior, un proceso AR(p) es escrito de la forma:

Y0 4! N . |

71 Y0 et N

V= % m o . w3
Tp—1 Vp—2 Vp-3 - 70

donde 7., es la T-ésima autocovarianza de un proceso AR(p). La densidad
de las primeras p observaciones es entonces la de una N (i, 02V,)

pr,Yp_1,...,Y1 (ypu Yp—1,---,Y1; 9)

_ 9 1 e
— ©2n)"?o 2Vp1|1/2633p [%Q(Yp ) V3 Ly, ,U'p)]

_ _ _ 1 re o
= ) RV e |5y ) Vv~ )|
(2.69)

Condicionando en las primeras t — 1 observaciones, la t-ésima observacion es

gaussiana con media

C+ Pryi—1 + P2yp—2 + ...+ OpYi—p

y varianza o?.

Por otro lado, para t > p,

Ivilvio: Yieoyvi WelYe—1, Y2, -, Y13 0)

= fy;m_l,m_Q,...,Y;_p(yt|yt—17 Yt—25 - Yt—p; )
o o _ _ 2
_ exp | — (Yt —c— d1yi—1 — Payr—2 — - .. — PpY1—p) (2.70)

V2oro?

202
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Entonces, la funcién de verosimilitud para la muestra completa es:
fYT7YT717---7Y1 (yTa Yr—1,---,Y1; 0)

= pr,Ypfl,...,}ﬁ(yp?yp*lv"'ayl;e)
T
X H fyt\yt,l,}q,g,,“,yt,p(yt|yt—1,yt—27~~7yt—p;9)7 (2.711)
t=p+1

y la log verosimilitud es entonces:

£(0) = log fyp ey, yr—1,-..,y1;0)

_ _P _bp 2y, 1 ~1
= =5 log(27) 5 log(c®) + 5 log|V, ™|

1 re
(Yp - :U’p) Vp I(Yp - /‘p)

202
T — T —

- P log(2m) — P log(c?)

B ZT: (Yt — ¢ — Prye—1 — PaYt—2 — ... — PpYi—p)*
t=p+1 202

T T 1
— _Lsam - L 2y, 1 -1
5 log(2m) 5 log(c®) + 5 log|V,"|

1 fe
~ 552 p = 1) Vi ' (7 = i1p)
. i (yt —C— d’l?/t—l - ¢2yt—2 T e e T ¢pyt—p)2 2 72
1 - (2.72)
t=p+

Para poder evaluar la expresién anterior, se requiere invertir la matriz
V,, para ello, se denota a los elementos de V; L por v¥(p), con i:=fila y

j:=columna. Ademés se define también a v (p) de la forma:

i—1 pF+i—j
v (p) = Z OkPrtj—1  — Z GkPrij-1|, para 1<i<j<p
k=0 k=p+1—j
(2.73)
donde ¢9 = —1. Valores de v (p) para i > j pueden inferirse del hecho de

que V! es simetrica v* (p) = v7*(p).
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Por ejemplo, para un proceso AR(1), V;°! es un escalar cuyo valor se en-

P
cuentra tomando ai = j =p = 1.;
0 1
Vit= [ drde =Y drdw| = (-9 = (1-o)
k=0 k=1

Entonces, 02V = ¢2/(1 — ¢?),. Para p = 2 se tiene:

(1—¢3) —(¢1 + P102)

vyl =
—(¢1 + 9102) (1—¢3)

Por lo tanto, la log verosimilitud de un proceso gaussiano AR(2) esta

dada por:
2
£(0) = —g log(27) — glog(JQ) + %wg {14 62)?[(1 = 62)% — 831} - {1;3) }
X {(1= ) (n — 1) = 261 (s — 1) (w2 — ) + (1= 62) (v — )}
D (g — ¢ — pryp—1 — poy—2)?
X 12021 2Jt=2 (2.74)

donde:
p=c/(1—d1— ¢2). (2.75)
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2.5. Modelo VAR.

Ya antes de 1970, el enfoque de la Comisién Cowles, CC, empezd a
mostrar sus deficiencias a medida que sus recomendaciones de politica no
explicaban los fenémenos que ocurrian en ese entonces. Desde sus comien-
zos, la CC que entre otras cosas se enfocaban a la construccion de modelos
de prediccién, a los cuales se les llamo estructuales, porque a través de la
incorporacion de muchas ecuaciones de comportamiento pretendian captar
la escencia de las relaciones estructurales que determinan a las variables
econdémicas y que conjuntamente representan el funcionamiento real de una
economia compleja verdadera. Una caracteristica béasica y a la vez escencial
de los modelos estructurales, es la asignacién arbitraria o ad hoc entre varia-
bles exégenas y las incégnitas o variables endégenas. De acuerdo con Fair,
la metodologia bésica y los modelos de la CC pueden sintetizarse a través

de la siguiente expresion:
fZ(}/%7Xt7&Z) :U2t7 i:(1>21“'7n) y t:(1727“'7T)7

con:
Y;:= vector de n variables endégenas.

X:= vector de variables exdgenas o predeterminadas y enddégenas rezagadas.
Q;:= vectores de coeficeintes desconocidos a estimar.

Uj:= error estocastico para la ecuacion i en el momento t.

El problema central de este enfoque consistia en obtener la mejor es-
timacién de los pardmetros (¢;. La manifestacion detallada de la ltima

expresion parte de la siguiente forma estructural general restricta:

YL+ X;B=U;,i=1,2,...,n (2.76)
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en donde:

Y:= vector de g variables enddgenas o incégnitas a resolver por el sistema.
I':= matriz de coeficientes de las variables endégenas.

X:= vector de las k variables exdgenas.

B:= matriz de los coeficientes de las variables exdgenas.

U:= perturbaciones estocésticas.

Si se multiplica la tltima ecuacién por I'~! se obtiene:

YIT '+ XBrt = uyrt
Y+XBrt = uyrt
Y = —XBr!'4ur!
= XII+V
donde:
I =-BIr.
V =Ur1

Aqui, la gran interrogante consiste en saber si la informaciéon que se
esté incorporando en el vector X es realmente adecuada. Este es el prin-
cipal cuestionamiento de Sims a los modelos estructurales, cuando afirma
que la asignacién de las variables exdégenas que contienen la informacion
para estimar los parametros estructurales es una restriccién a priori que
debe demostrarse. A partir de esto, Sims y sus asociados han propuesto
deshacer el uso de los modelos estructurales y utilizar modelos de vectores

autoregresivos (VAR), los cuales toma a todas las vairables como endégenas.

El punto de partida de Sims es modelar un VAR general irrestricto o

sea sin restricciones, que consiste en regresionar a cada variable no rezaga-
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da respecto a todas las demds con varios rezagos a partir de la siguiente

expresion:
k
Zi =Y AiZii+e, (2.78)
i=1

donde:

Y,
Zi=| '

Xy

€= es un vector columna de errores aleatorios que estan contemporanea-

mente correlacionados pero no autocorrelacionados.

Y; vy Xj:= es una forma sencilla de diferenciar a las variables considera-

das y ademads permiten compararse con la CC.

Dado que el modelo VAR, de la tdltima expresién, solo tiene variables
rezagadas del lado derecho y, por definicion, esas variables no estan corre-
lacionadas con el término de errores, es consistente estimar ecuacién por
ecuacion mediante MCO. Una manera de representar matricialmente a la
ecuacién (1.130) es:

Xt ap b X1 az by X2 €1t

- + + (2.79)
Y, c1 dy Yia co do Yi o €21
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Entonces, si los errores estan correlacionados contemporaneamente se
tiene que:

Ele1] = Elear] = 0 ; E[e},] = o011 ; E[€3,] = 022 ; Elenr, €at] = 012

En 012 # 0 es donde radica el problema de autocorrelacién entre errores.
De esta manera, para poder eliminarlo, es necesario ortogonalizar la matriz
de varianza-covarianza de la siguiente manera: multiplicamos la iltima ex-
presion por § = g—ﬁ, restamos el primero menos el segundo renglén y por

ultimo tomando esperanzas sobre el término de error:

(5Xt (5@1 51)1 Xt—l 5&2 (5()2 Xt_g 561t
= + +
Y; cr dy Y1 co da Y o €21
Xi ar by Xi1 az by Xi—2 €1¢
= + +
Y, — 90Xy a4 Yi1 cy d Yi o €5
donde:

CT = (Cl — (5&1) N dT = (d1 — (5b1) 5 Egt = (62,5 — (5610, 7= 1,2.

Finalmente se tiene que:

Elenes] = FElei(ear — dery)]

= El(enear) — (e10eny)]

ag
= E[(erex) — (e1r—€1r)]
o1

= o012 — 012 =0,

con lo que queda resuelto el problema inicial de correlacion entre los errores.
La idea principal de la ortigonalizacion consiste en hacer independientes los

errores entre ecuaciones.
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2.6. Transformada de Fourier.

Como se sefial6 anteriormente, las series de Fourier representan funciones
definidas en un intervalo de la recta o, equivalentemente, funciones periddicas
en la recta. De forma que para poder representar funciones definidas en toda
la recta y no periddicas, se sustituye por la integral de Fourier. Al igual que
las series de Fourier en el caso de funciones periddicas, la transformada de
Fourier realiza una descomposicion o andlisis de f en componentes; ahora en
lugar de presentar sélo frecuencias discretas formando una sucesion, aparece
un rango continuo de frecuencias. Los casos de mayor interés con respecto a

la transformada de Fourier, ocurre cuando no es una funcién familiar

F(w) = [ O:o F(t)e (2.80)

la cual no es posible evaluarla en forma cerrada. Por ello, para poder obtener
una buena aproximacién a F'(w) se define, para a < 0y b > 0 suficientemente

grandes, lo siguiente:
tr=a<t;<..<ty_1=0ba<0,b>0
At = 5% and t;, = a + kAt, with k = 0,1,...,N.
Entonces, la aproximacién ¢(w) para F(w) esta dada por:

N-1
¢(w) — o twa Z f(tk)e_iwk(b_a)/NAt. (2.81)
k=0

También, se toma el tiempo de duracién [a,b] centrando la atencién en

los puntos w, = Zf—’;, donde n es un entero. De tal manera que:

N-1
¢(w) — e—iawn Z f(tk)e—i%rnk/NAt. (282)
k=0
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2.6.1. Transformada Rapida de Fourier y Transformada de
Fourier Discreta (TFD).

Ademsds de las aplicaciones de tipo matematico de las series y transfor-
madas de Fourier, que se han encontrado a lo largo del capitulo, también
tienen uso en diferentes campos como en Comunicaciones; en el analisis de
sistemas, deteccién de senales, Mecanica aplicada; analisis de vibraciones.
Pero en las aplicaciones se encuentra con el problema de que las funciones
de que se dispone no vienen dadas por expresiones analiticas sino por colec-
ciones de datos y, por otra parte, las integrales que se necesitan también
deben calcularse por procedimientos de aproximacién.

En otras palabras, la transformada de Fourier discreta (TFD) es la prin-
cipal herramienta para realizar los calcuos en el andlisis de Fourier. Sin
embargo, de poco sirve un instrumento cuyo coste, tanto en el tiempo como
en dinero, supere la necesidad del usuario. Por lo que se introduce el con-
cepto de transformada rapida de Fourier el cual es una algoritmo de calculo
que permite reducir considerablemente el nimero de operaciones necesarias
para calcular una transformada de Fourier discreta. Las funciones que se
consideran estdn definidas en el conjunto 1,2,..., N — 1 y tomaran valores
complejos. Esto significa que tendremos un valor de CV. Es conveniente con-
siderar que el argumento de la funcién esta definido por médulo IV, es decir,
que en realidad se tiene una sucesiéon D f(n) definida para n € Z, periédica
de periodo N. Por tanto, la transformada de Fourier discreta esta definida

por:

Df(n) = Z f(ty)w™ ", donde w = e/, (2.83)
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Suponga ahora que se empieza con la siguiente secuencia de N nimeros

complejos para f(ty)

f=(f(0), f(1),.... (N = 1)) € OV,

y asuma que se ha encontrado el conjunto de los N numeros complejos
D f(n). Entonces, cuando n toma los valores de 0 <n < N —1, en la dltima
ecuacién se generan los numeros Df(0), ..., Df(N — 1). Cuando n toma
valores enteros fuera del intervalo, los exponenciales dentro de la suma de
la senal se reciclan debido a la circularidad, y simplemente se repiten con
periodo N. Por lo tanto, los valores de Df(n) deben de ser repeticiones
periddicas de la serie original y por lo que la dltima expresion se considera
un funcién periddica inherente de n con periodo N.

Cabe senalar que la TFD puede ser expresada también de forma matricial

de la siguiente manera: definase a f y Df como vectores tales que:

f(0) Df(0)
= y Df=
f(N=1) Df(N —1)
con:
1 1 1 1
1 o~ 1¥2mi/N o—2%2mi/N e~ (N=1)s2mi/N
My=1| 1 o—2%2mi /N o—2%2x2mi/N . e2(N-1)x2mi/N

1 e~ (N-1)#2mi/N  —2«(N—1)%2mi/N —(N—1)%2%27i/N

e

entonces Df = My f. My también es llamado el N-ésimo orden de la matriz

DFT.
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Asimismo, si w = e2mi/N ge tiene que:
1 1 1 1
1 w —2 ,'I]N—l
MN _ 1 -2 —4 wN—2

—_
g
g
£

2.6.2. Propiedades de la TFD.

A) Traslacién en tiempo — multiplicacién exponencial f(n-p) — D f(n)e=27/N,

Sea g(n) = f(n-p), entonces
-1
_ Z g(k —2mikn/N _ Z f k p 727rzkn/N (284)

Tomando a m = k—p esta tltima suma se convierte en Z%;l,;p f(m)e2mitmtp)n/N,

N—-1-p

Ahora, si se divide la suma ), — " " en

N-1 N—-1-p

) = Z+Z

k=0 m=—p

y ademas, puesto que f es N-periodica, podemos escribir lo siguiente:

Z f —27rz (m+p)n/N _ Z f —27” (m+p ”/N

m=-—p m=N—p
Por lo tanto, tomando en cuenta todo lo anterior, podemos concluir que:

N—-1-p
Dg(n) — Z f —27rz(m+p n/N_|_ Z f —27rz(m+p)n/N

m=—p m=0

N—-1-p
_ Z f 727” (m+p)n/N + Z f 727ri(m+p)n/N
—p m=0

m=N—
N_l . . .
_ (Z f(m)e—Qﬁzmn/N> 6—27rzpn/N _ Df(n)6—2mpn/N (285)
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Lo que se quiere dar a entender en el inciso anterior es, lo que le pasaria
a la TFD de una funcidn, si esta sufriera una demora o se moviera en el

tiempo p pasos.

B) Traslacién en Frecuencia f(n)e’?™"/N — Df(n — p)

Se tiene que la TFD de f(n)e?2™"/N es:
N-1 ‘ ‘
Z f(k)e27rzpk/N€—27rzkn/N _ Df(n . p)' (286)
k=0

C)Modulacién f(n)cos 2min/N — 2[Df(n —p) + Df(n + p)]

Si f(n)cos 2min/N = 1 = f(n)e2™ PN + f(n)e=2™P"/N se tiene que la TFD

de ésta ultima, utilizando la propiedad B) es de la forma:

%Df(n—p) + %Df(n+p). (2.87)

2.6.3. Transformada de Fourier discreta inversa (TFDI).

Suponga que se tiene una funcién discreta f(n) la cual se desea repre-

sentar como una combinacién lineal de exponenciales complejos discretos de

orden N. Sea

1 N1 it/ 1 N1 .
—ZDf(k)e e — Df(k)w"™
N N =
| N-1 /N-1
- Py | urt
k=0 \ p=0
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Si n = p, entonces SNl w(™=Pk — N mientras que si n se tiene que
p7 k=0 9 q p7 q

SN LwkE=Pn = 0. Por lo tanto:

1 Nz—:l Df(k?)e2mkn/N _ if(n)N = f(n) (2.89)
N k=0 N
Finalmente,
1 N1 ' 1 N1
k=0 k=0

la cual es definida como la TFDI.

A continuacién se presenta otra forma de obtener la TFDI.

Haciendo referencia al algebra lineal, cuando un conjunto de vectores
de la forma S={uy,...,u,} satisfacen la condicién de que (up,un,) = 0 si
n # m, se dice que los elementos de S son ortonormales y los cuales forman
una base ortonormal para el espacio. Ahora, siguiendo con la misma idea,
témese las funciones {wp / VN :p=0,1,...,N — 1} las cuales forman una
base ortonormal. Para hacer ver de una forma mas clara, que las funciones
anteriores son ortogonales, témese el producto interno definido como:

2y L) e LS i = LS e
<\/pr, \/ka> =~ nzzo wp(n)wy(n) = N 7;) w , (2.91)
en donde si k = p tenemos que (1/N) Zg;ol wh—P)" =1 y por el otro lado,
si k # i obtenemos que (1/N) YNl wkE=pn =0,
Ahora, puesto que {wp/\/]v :p=0,1,..., N — 1} es una base ortonormal,
también lo es el conjunto de los conjugados {Wp/m p=0,1,.... N — 1}.
Por otro lado, tomando en cuenta que cualquier funcién f puede ser escrita

de la forma:

= 1
f= f, ) —w, 2.92)
. < pr> pr (

p=
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y dado que:

(ra) = 3 fm) fuglm)

m=0
N-1 1
= Y fmyu
N
m=0
N-1 1 '
= f(m) e mmeIN (2.93)
m=0 N
se deduce lo siguiente:
1 1
7 N )= NDf(p), p=0,1,...N—1 (2.94)

en donde Df(p) es VN veces el coeficiente < 1, %wfp> Por lo tanto, f puede
ser escrita como una combinacién lineal en la cual los escalares son multiplos
de Df(p).

Andlogamente para la expansion de la serie de Fourier de una funcién f,

£ = e—nt e _ f(n)et™, 2.95
0= 3 (#-5) S = X oo 259

donde f = = [T f(t)e"™!dt es el habitual coeficiente de Fourier de f.

Ahora, tomando en cuenta que Df(n) = S0 f(k)e 2™™F/N con wy(n) =

e~ 2mikn/N o5 posible escribir esta tltima expresién de la forma:

N-1
Df(n) = > f(k)wn(k)
k=0

_ \/NNz_l f() 2tk (2.96)
=0 VN

En consecuencia, puesto que {wp /VN :p=0,1,..,N — 1} es una base ortonor-

mal y utilizando lo mostrado anteriormente, se tiene:

<D £, wn/\/ﬁ> =VNf(n) (2.97)
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lo cual cual puede ser descrito de la forma

fln) =

Df(k)e2mikn/N. (2.98)

que representa la TDFT.

2.6.4. Convolucion ciclica.

La convolucién es un concepto que tiene significado en diferentes situa-
cions fisicas. Por citar un ejemplo, ésta describe el proceso que causa la
difusién o la perdida de nitidez de las senales obtenidas en el proceso. En
términos matematicos la funcién que da la respuesta como funcién de la senial
de entrada y de la perturbacién, se denomina convolucién y cuya expresion
viene dada por la ecuacion:

N-1

fxgk)=>" f(p)g(k —p), (2.99)

p=0
en donde f y g son funciones definidas. La convolucion es una de las propiedades
intinsecas de la TFD, la cual establece que la convolucién en el dominio del
tiempo es equivalente a la multiplicacién en el dominio de la frecuencia y
viceversa.

Las propiedades bésicas de la convolucion ciclica son:

I Convoluciones basicas

Sean f, g, h funciones definidas.

1. fxg=g=xf
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2. fxlgxh)=(fxg)xh
a(fxg) = (af)*(ag) V «, con a constante.
4. fx(g+h)=fxg+ fxh
IT Productos de convoluciones

Para f, g funciones definidas, la DFT D(f % g)(n) = Df(n)Dg(n).

N-—1
D(f*g)(n) = £ g(k)e2mkn/N = Zf*g

k=
N 01 N—-1

= ( ﬂ@ﬂk—m>wm
k=0 k=0
N-1 N—-1

= ﬂM( Mk—mwm>
k=0 k=0
N-—1 ) N-—1

= Y flpa™ gk — m<km>
k=0 k=0

= Df(n)Dg(n)

2.6.5. Transformada Ripida de Fourier para N = 2*.

El célculo de una transformada de Fourier discreta, requiere N? mul-
tiplicaciones. Si N es par se puede organizar el cidlculo de modo que se
realicen dos transformadas de Fourier discretas en CN/2 y una combinacién
adecuada de ellas. Esto reduce el niimero de multiplicaciones a aproximada-
mente la mitad. Se puede aplicar sucesivamente el mismo proceso y al final
el nimero de multiplicaciones se reduce considerablemente. Esta es la idea
de la transformada rapida de Fourier.

Por otro lado, cualquier funcién, ya sea par o impar, puede ser represen-

tada o expresada como la suma de dos funciones componentes, de la cual
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una es par y otra impar definidas como f. y fo respectivamente. Es decir,

para f € CN se tiene:

fe=((0), f(2), ..., [(N =2)) (2.100)

Jo=(f(1),F3),.... f(N = 1)). (2.101)

Continuando con lo anterior, lo que se quiere mostrar es que para N = 2F
y f € OV, el nimero de multiplicaciones requeridas para calcular la Df es:
2Nlogy N = 2F+1 . k.,

Primeramente, para k =1y f € C?,
Df=M;f =

lo cual implica 4 multiplicaciones o 2 - 2'l0¢g22. Entonces, asumiendo que el
resultado se cumple para N = 2571 es decir, que 2-28"10g,25~1 multiplica-

— Qkfl

ciones son requeridas para N , por tanto se quiere ver que se cumpla

para N = 2F. Tomando a ¢ como variable, sea Wy = e?1/4 asi que la TFD

de f es:

Df(n) =Y fkywy', n=0,1,2,...,N—1. (2.102)

Dividiendo k por 2, n por N/2 y escribiendo cada uno de esos en términos

de un cociente tenemos que:
k = 2ko + k1, n:(N/2)n0+n1.

De manera que k£ y n varian entre 0 y N — 1, las posibilidades para

los cocientes y el resto de la ecuacién son kg = 0,1,...., N/2 -1, k; = 0,1,
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no=0,1yn; =0,..,N/2—1. Por lo tanto,

—kn __ i(2k‘0+k‘1)((N/2)TLO+n1)
W = wN
_ _(N/2)k1no— _
_ w%konowgv/ ) 1n0w?\lfcon1wl]~c\}n1.
De modo que wN komo — 1 (wy o wy planteado para cualquier multiplo de

N es 1), podemos reescribir la ecuacién (2.102) como:

1 N/2-1
Df(n) =@k 373" f(2ko + ki )wiy romkomain - (2.103)
k1=0 ko=0

o evaluando k; tanto para 0 y 1 tenemos que:

N/2—1
D - —Nkono [ 2k0n1
fln) = > f(2ko)
ko=0
N/2—1
w0 ST f(2kg + Vw0 wio gt (2.104)
ko=0

Dado que w3 = W N/2, podemos reescribir la w%mm en cada sumando como

@];‘;/"21 para obtener
N/2—1
Df(n) _ w%kono Z f(2k0)W/2kon1
ko=0
N/2—1
Sy S f(oky + g (2.105)
ko=0

Reemplazando (N/2)ng + ny por n, entonces wy NV 2mogym = wN". Esto

simplifica la segunda suma:

N/2—1
Df(n) = wy™™ > f(2ko)wn"™
ko=0
N/2—1
+won" > f(2ko + 1wy (2.106)
ko=0



78 CAPITULO 2. ANALISIS DE FOURIER.

nog = 0,1, n; =0,1,..., N/2 — 1. Los términos

N/2-1 Nj2-1
> f@koywn ™y Y f(2ko + Dwyp™™,
k:():O ]‘70:0

son las filas de:

£(0) f(1)
2
Dfe= My f(: ) y Dfo= My f(.?))
f(N —2) f(N =1)

De esta manera, es posible reescribir la ecuacién (2.102) como:

Df(n) =Df (];[no + n1> = ﬂ)]]\\;konODfe(nl) + Wano(nl) (2.107)
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Analisis espectral del PIB, mediante el FFT.

Teniendo ya una nocién sobre el andlisis de Fourier, vistas a lo largo
del capitulo, nos damos a la tarea de obtener el espectro de la serie del
PIB mediante el uso de la FFT. Primeramente, graficamos dicha serie para
verificar si existe algin tipo de comportamiento ciclico y de esta manera

poder encontrar los componentes de la serie.

Graéfica 15. Ruido de la senal en el dominio del tiempo para el PIB 80.1-7.3.

Fuente: INEGI http://www.inegi.gob.mx/inegi/default.aspx.
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Dada la naturaleza estocéastica de la senial, no es posible determinar con
absoluta precisién su densidad espectral de potencia, la cual es una medicién
en la energia en las distintas frecuencias. Evidentemente, es dificil identificar
dichos componentes de la senal ya que al parecer no existe evidencia de com-

portamiento ciclico.

Por esta razon, se busca la aplicacion de la TFD, mediante el uso de la

FFT, sobre el intervalo temporal 0 < n < N-1 siendo N la longitud de una
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secuencia no periédica. Y por tanto, con ello es posible calcular su densidad
espectral de potencia, el cual nos ayudara a encontrar dichos componentes.
Dicho lo anterior, se muestra la siguiente grafica en donde se observa la

densidad espectral de potencia del PIB una vez aplicado el FFT.

Gréfica 16. Densidad espectral de potencia de la serie del PIB 80.1-07.3.
Fuente: INEGI http://www.inegi.gob.mx/inegi/default.aspx.
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De acuerdo al resultado anterior, es posible darse cuenta que su espec-
tro tiene caida de tipo hiperbdlica, indicando la aleatoriedad de la senal.
Ademas, se tiene que el Unico pico que tiene estd muy cercano a cero, lo
que significa que probablemente no exista ciclo alguno en esta senal, como

se habia mencionado anteriormente.
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Realizando un acercamiento, de la Grafica 16, y ahora analizando la Grafica
17, tenemos que evidentemente la representacién de Fourier no mostré evi-

dencia de ciclos no-periddicos.

Grafica 17. Densidad espectral de potencia de la serie del PIB 80.1-07.3.
Fuente: INEGI http://www.inegi.gob.mx/inegi/default.aspx.
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Lo que es evidente, es que el PIB no es estacionario, lo que nos daria ele-
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mentos para investigar si la serie es de tipo I(1) o I(2). Los ciclos no se pegan
a una medida promedio, es decir, los mecanismos que los generan pueden
cambiar en cualquier punto del tiempo, por lo que los shocks estocasticos

pueden ser relevantes durante algiin periodo significativo.

Lo anterior implica que este proceso es caracterizado por ruido frac-
cionario en donde el corto y el largo plazo siguen la misma distribucion de
desviaciones respecto a la tendencia. Asimismo, se puede decir que en el cor-
to plazo los determinantes del crecimiento del PIB poseen una distribucién
de frecuencias auto-similar mientras que en el largo plazo la serie presenta

caos fuerte, lo que lo vuelve intrinsecamente impredecible.
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Capitulo 3

Analisis Fractal.

3.1. Autosimilitud, autoafinidad y escalamiento.

Béasicamente los fractales, se caracterizan por dos propiedades: autose-
mejanza (o autosimilitud) y autorreferencia. La autorreferencia determina
que el propio objeto aparece en la definicion de si mismo, con lo que la forma
de generar el fractal necesita algin tipo de algoritmo recurrente. La autose-
mejanza implica invarianza de escala, es decir, el objeto fractal presenta la
misma apariencia independientemente del grado de ampliacion con que lo

miremos.

Por mas que se amplie cualquier zona de un fractal, siempre hay es-
tructura, hasta el infinito y aparece muchas veces el objeto fractal inicial
contenido en si mismo. La geometria fractal aborda el estudio de formas
geometricas no diferenciables o quebradas a cualquier escala que se miren.
Es por ello que la geometria fractal ofrece un modelo alternativo que busca

una regularidad en las relaciones entre un objeto y sus partes a diferentes

83
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escalas.

Los fractales son interesantes, debido a que muchos fenémenos en la
naturaleza son autosimilares e invariantes de escala.

Por otra parte, la generacion de fractales autosimilares se puede lo-
grar mediante experimentos sencillos como lo es el calidoscopio, o bien
matematicamente mediante procedimientos repetitivos conocidos como trans-
formaciones autoafines o también utilizando los algoritmos. Para poder com-
prender esto de una manera mas clara, témese como ejemplo la siguiente

figura:

Figura 1. Curva de von Koch

n=0 _—_— — Iniciador

n= 1 = \\_ — rnerador
..
— T N .
“'\7

ey
1_; ; s
: -

-H & - 1
n=4 e € s

=Tl

L-J't.-..s_'—LE.._r‘L._

donde se parte de una rectca, la cual se divide en tres segmentos iguales, el
de en medio se substituye por un triangulo equilatero y resulta asi una figu-
ra con cuatro segmentos de rectas. Este procedimiento se sigue repitiendo
hasta el infinito obteniendo asi un perfil que a mayor amplificacién presenta

un aspecto invariante. Por su caracteristica de escalamiento, igual en todas
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direcciones, podemos decir que estos fractales son isotrépicos autosimilares.
Citando otro ejemplo, sobre particulas que exhiban un comportamiento, el
cual genere una figura autosimilar, tenemos lo que se conoce como movimien-

to browniancEl

Figura 2. Movimiento browniano

los cuales, sélo mantienen su aspecto durante el escalamiento si éste se hace
diferente en al menos una de las direcciones, es decir, son fractales anisotrépi-

cos los cuales se conocen como objetos o fractales autoafines.

"Movimiento irregular de particulas microscépicas suspendidas en un liquido.
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3.2. Dimension fractal.

Uno de los aspectos més relevantes surgidos dentro de la teoria de frac-
tales es la redefinicion de el concepto de dimension a cargo de Hausdorff,
que permite que estas curvas matematicas tengan dimensién fraccionaria.
Entonces, se dice que la dimension fractal es una forma de medir el grado
de complejidad evaluando que tan rapido la longitud, superficie o volumen
aumenta si es medido con respecto a escalas cada vez mas pequenas. La idea
fundamental es asumir que las cantidades (longitud, superficie, volumen y la
escala) no varian arbitrariamente pero que si estan relacionadas con una ley,
la cual nos permite calcular una cantidad de la otra. Dicha ley, la cual parece
ser relevante, es una ley de potencia de la forma y oc 2. De tal manera que
también resulta ser muy practica para el debate de la dimensién. El concepto
de dimensién no es muy facil de comprender, debido a que los matematicos
han tenido cerca de diez diferentes tipos de conceptos entre los que desta-
can: dimensién topoldgica, dimensién autosimilar (dimensién de Hausdorft),
dimensién fractal, dimensién conteo por cajas(dimensién completa), dimen-
siéon Euclidiana, dimensién informativa, dimensién punto clave, etc. Algunas
de estas, sin embargo, toman sentido en algunas situaciénes y otras no. Es

por ello que se realizara el estudio solamente sobre las siguientes:

De Hausdorff

Conteo por cajas

Por Medida Natural

Informativa

Punto clave
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3.2.1. Dimension de Hausdorff.

Aparentemente, para la linea, cuadrado y el cubo existe una ley de po-
tencia, la cual relaciona el nimero de piezas a y el factor de reduccion s.

Dicha ley es la siguiente:

a=— (3.1)

donde H = 1 para la linea, H = 2 para el cuadrado y H = 3 para el cubo. En
otras palabras, el exponente para la ley de potencia concuerda exactamente
con esos numeros los cuales son familiares como la dimensién (topoldgica)
para la linea, cuadrado y cubo. Si observamos detalladamente la curva de

Koch, la relaciéon de a =4y s =1/3 y a = 16 con s = 1/9 etc., no es muy

evidente. Es decir, 4 = 37, 0 equivalentemente H = éggg ~ 1,2619.

i Pero, se obtendria lo mismo si tomamos piezas mas pequenas, con un factor
de reduccién de 1/97 Para poder porbar esto, se propone lo siguiente. Témese
a 16 = 97 de donde se calcula

B log 42 _ 2log4  2log4
~log32  2log3 2log3

~ 1,2619,

y como una regla general,
_log 4k
~ log 3k

Por consiguiente, la relacién de la ley de potencia entre el niimero de piezas
y el factor de reduccién da el mismo ndmero D. Este es el niimero H, un
nimero entre 1 y 2, el cual llamamos la dimensién de Hausdorff 6 dimension
autosimilar para la curva de Koch. Hablando en términos mas generales,
dada una estructura autosimilar, existe una relacién entre el factor de re-

duccién s y el ntimero de piezas a dentro de la cual la estructura puede ser
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dividida, es decir,

1 l
a=— o equivalentemente H = 094 .
log1/s

3.2.2. Dimensién conteo por cajas.

La dimensiéon de conteo por cajas, propone una medida sistemadtica, la
cual aplica para cualquier estructura en el plano y la cual puede ser facil-
mente adaptada para cualquier estructura en el espacio. La idea principal
de dicha dimension es muy simple, consiste en poner la estructura sobre una
red o rejilla regular de tamafio s y simplemente contar el nimero de cuadros
de la red los cuales contengan parte de la estructura, lo cual se denota con

la letra N (s).

Figura 3. Analisis mediante box-counting.

.
i
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Entonces, haciendo el log/log diagramaﬂ, donde después se trata de ajus-

tar una linea recta a los puntos graficados y de esa manera poder medir su

pendiente Dy,.
Gréfica 18. Calculo de la dimensién fractal mediante box-counting.
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Por tanto, el nimero Dy = b, el cual es la pendiente de la grafica, es la
dimension conteo por cajas. Para fines practicos, es conveniente considerar
una secuencia de rejillas, en donde el tamano de la rejilla es reducido por
un factor de 2 llegando asi a una secuencia de conteo de la forma N(27%),
k = 0,1,2,.... De esta manera, se dice que la pendiente de la linea recta,

correspondiente al diagrama log/log es:

N(27k1)

log N(27%1) —log N(27F)
N(27F)

3.2
log 2k+1 — [og 2k (3:2)

= log

Sin embargo, dicha pendiente es un estimado de la dimensién fractal

conteo por cajas. En otras palabras, si el nimero de cajas numeradas crece

2Mas precisamente, trazar la medida en el log(N(s))/log(1/s).
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por un factor de 27 cuando el tamaifio de la caja es reducido a la mitad,

entonces la dimensién fractal es igual a H.

3.2.3. Dimensién Informativa.

La dimensién infromativa, d; es una generalizacién de la capacidad de
tomar en cuenta la probabilidad relativa de los cubos usados para cubrir el
conjunto. La dimension informativa esta dada por:

d = lim "~ (6)

e—0log (1/e€)’ (3:3)

donde I(€) = Zi]\;(f) P;log P%-’ y P; es la probabilidad contenida dentro del
i—ésimo cubo. A su vez, si todos los cubos tienen igual probabilidad entonces
I(e) = log N(e). Sin embaro, para probabilidades diferentes se tiene que
I(e) < log N(e). En informacién tedrica, la cantidad I(e) es el monto de
informacién necesaria para poder especificar el estado del sistema dentro de

una €, o equivalentemente, esta es la informacién obtenida en la medicién la

cual es incierta por un monto e.

3.2.4. Dimension Punto clave.

La dimensién punto clave d,, es el exponente con el cual la probabilidad
total contenida en una bola decrece al igual que el radio de la bola decrece.
Para poder hacer esta idea mas precisa, sea u el cual denota la probabilidad
natural medida en el atractor, y sea B¢(x) el cual denota una bola de radio
¢ centrando aproximadamente un punto z en el atractor y p(Bc(z)) ~ €.
Es decir, se define esta dimensién como:

. log p(Be(z))
dp() = li%z(g>
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Si d,(x) es independiente de = para casi toda = con respecto a la medida

@, lamamos d,(x) = dp, la dimensién punto clave.

3.3. Exponente de Hurst.

El andlisis de Hurts, fue desarrollado y dirigido al estudio de series tem-
porales discretas durante sus investigaciones sobre las crecidas del Nilo. Hoy
dia se aplica en muchos campos por ejemplo en el andlisis de las series tem-
porales de variacion de cotizacion en las bolsas, evolucién de poblaciones y
siempre que interese comprobar la persistencia de una determinada infor-

macién cuando el sistema al que se refiere evoluciona con el tiempo, etc.

Su desarrollo mateméatico puede resumirse en los siguientes pasos:

1. Descomponer la serie en un conjunto de intervalos de una amplitud
temporal determinada, 7 , calcular la media para cada intervalo y las

desviaciones acumuladas de esta media.

2. Hallar el intervalo de variabilidad de esta desviaciéon como méaximo
menos minimo y normalizarlo dividiendo por la desviacién tipica. A
esta amplitud normalizada se la suele llamar rango reescalado. A cada
valor de 7 se asigna el valor promedio de R(7)/S(7) sobre todos los
subintervalos que determina. Se elige entonces otro 7 y se procede de
forma semejante, de modo que se obtiene un conjunto de valores 7 y

sus R(7)/S (1) asociados.

El exponente de Hurst, H, es un parametro asociado con las series de
tiempo que provee informacion importante con respecto al color del ruido y

a la predictibilidad de un fenémeno registrado.
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Es decir, expresando matematicamente lo anterior, dada una secuencia tem-

poral de observaciones x; se define la serie de la siguiente forma:

t

X(t,7) =3 (@ — &), (3.5)

u=1

en donde:
1 T
Tr=— Z T,
Ti=1
y por lo tanto, se dice que X (¢,7) es la medida de la suma de las diferencias

de las observaciones del tiemp 1 a ¢ en comparacion con el promedio de las

primeras T observaciones.

Por el otro lado, el rango auto ajustado R(7) esta definido como:
R(7) = max{_ X (t,7) — min]_, X (¢, 7), (3.6)

a su vez, la desviacion estandar es de la forma:

1< i
S() =\ (i —20)2)
t=1
Finalmente, se tiene lo que se conoce como el rango reescalado descrito como:
maxi_; X(t,7) —minl_; X (t,T)

VESL (2 - 3,)?)

Bésicamente, se compara la mayor cantidad de cambios que ocurre en los

R(7)/S(7) = . (3.7)

términos iniciales 7 a lo que seria esperado dada su varianza.

La conducta asintética de R(7)/S(7) se reduce a

R(1)/S(r) = ((x/2)7)'/2,

para cualquier proceso independiente con varianza finita. Entonces,una vez
definido el rango reescalado se define el pardmetro H o exponente de Hurst

COmo:

dlog (R(r) /S (7))]

M= = og ()]

(3.8)
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Otra forma de calcular el exponente es mediante la representacion grafica
de log(R(1)/S(7)) frente a log((7)), donde se espera obtener una linea cuya
pendiente determina el exponente de Hurst. A esta representacion gréfica se

la llama “diagrama de Pox”.

Para finalizar con lo que se refiere al exponente de Hurst, se menciona los
valores que puede tomar sin dejar atrds su interpretacién. Es decir,cuando
H = 1/2 indica aleatoriedad de la senal, es el valor tipico de un movimiento
browniano, mientras que valores de H > 1/2 son indicativos de persistencia,
es decir, la tendencia de las serie temporal es a continuar creciendo o decre-
ciendo, esta persistencia serd mayor cuanto més proximo a 1 sea el valor de
H. Por el otro lado, H < 1/2 indica antipersistencia, es decir, la tendencia
es en cierto sentido contraria a si misma. En este caso las curvas tienden a

oscilar de modo mas erratico, se trata de un sistema ergddico.

Por lo tanto podemos afirmar que el exponente de Hurst es una medida

de la informacién que la senal conserva al cabo de un cierto tiempo.
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3.4. Movimiento browniano.

El movimiento browniano, caracterizado por la independencia y norma-
lidad de la distribucién de sus incrementos, fue uno de los primeros modelos
utilizados para describir la evolucién de una serie temporal como un proceso
estocéastico, ya que aparecié por primera vez asociado a los precios de una
accién aunque los datos empiricos no se ajustaban bien del todo al modelo,
ya que los incrementos de los precios de la mayoria de las acciones presen-
tan cierta dependencia y su distribucién empirica difiere de la distribucién

normal.

Por otro lado, del modelo de Einstein en donde establecié una prediccion
cuantitativa: el desplazamiento cuadratico medio, de la particula browniana

sigue dos comportamientos respecto del tiempo.

En la primera fase se ve una curva parabdlica, mostrando un movimiento
de particula libre. Al cabo de un tiempo breve, esta fase culmina y comien-
za la segunda, donde puede observarse una recta, estableciendo un compor-

tamiento difusivo, regida por la siguiente expresion:
((Az)?) = D, (3.9)

con lo cual:

|Az| =k %705, (3.10)
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donde <(Aa:)2> es el desplazamiento cuadratico medio, 7 el tiempo, D el

coeficiente de difusiénlﬂ y k la raiz cuadrada de éste.

Grafica 19. Desplazamiento cuadréatico medio, de la particula browniana.

<( '.,x].":;-

MRU movimiento difusivo

Einstein prob6 que la pendiente de la recta (y, por lo tanto, el coeficiente
de difusién) era funcién de la viscosidad del medio, la temperatura ter-
modindmica, las dimensiones de la particula y el nimero de Avogadro. Es
decir que, segiin su modelo, la particular browniana ejecuta un movimiento
libre - un Movimiento Rectilineo Uniforme (MRU) - hasta que comienza a

chocar contra las moléculas de agua.

3Se define como la facilidad con que cada soluto en particular se mueve en un solvente

determinado.
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3.4.1. Aplicacion del rango reescalado sobre la caminata aleato-

ria.

Sea & una serie temporal, en nuestro caso & es un numero aleatorio
que representa el paso ¢ caminado. Supongamos que el caminante ha lle-
vado a cabo 7 pasos en total. En promedio calculado sobre los 7 pasos-,

este caminante efectuard pasos de longitud (£)_, con lo que cada paso se

T?
habra apartado del promedio en una cantidad & — (£). que podemos de-
nominar desvio. Entonces, la cantidad X (t,7) = Yt_;(& — (£).) serd la

acumulacién, hasta el tiempo ¢, de los desvios.

Esta cantidad muestra cudntos desvios recorrié el caminante hasta el
tiempo t. Gracias a esto, se puede transformar los datos &;, la sucesion de
pasos caminados - en X (¢,7) la sucesién de desvios acumulados, con mucha
facilidad. Es posible estimar la dispersién de estos desvios acumulados con

el rango R de los datos transformados:
R(t) = mazx X (t,7) — minX (¢, 7).

Finalmente, si se normaliza R(7), dividiendo por la desviacién estdndar
de los datos S(7), se encuentra una magnitud que permite estimar la disper-
sién de los datos. Como explicitamente senal6 anteriormente, R(7)/S(7) es,

en principio, funcién de 7; es decir, depende del nimero total de pasos dados.

En particular, en nuestro caso: R(1)/S(7) = 7/, de donde es posible

concluir que H = 1/2.

El hecho de que R/S siga una relacién potencial con 7 no es trivial.

Recordemos que 7 es el largo total de la caminata. Esto significa que, sin
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importar cudn extensa sea ésta, R/S (una medida de la dispersién de la
caminata) sigue siempre la misma relacién con el largo total de aquella. Es
decir, R/S sigue una ley de escala con 7. Pero, esto significa que, si se ob-
serva un grafico de R/S en funcién de 7, con distintos rangos de valores de
T, se tiene el mismo aspecto. Dicho de otro modo, si se evalua un grafico
R/S = f(t) a través de distintas resoluciones diferentes aumentos adver-
tiremos que el perfil del grafico es similar: el todo se parece a cada una de

sus partes. En otras palabras, la figura muestra autoafinidad.

i, Qué significa esto y qué vinculo tiene con el exponente de Hurst?

La relacién que existe entre H y Dy (dimensién fractal) es la siguiente:

Df=2—H. (3.11)

3.5. Ruido de Colores.

En 1666, Isaac Newton rompié la blancura de la luz blanca al hacer
pasar un rayo de sol por un prisma. ;Se imaginan que impacto debié causar
este nuevo descubrimiento en el que la luza blanca, tan homogénea y pura,
en realidad estaba constituida por una hermosa gama de colores que eran
exactamente los mismos que los del arcoiris? Es decir, el rayo que cruza el
prisma se descompone en los siguientes colores: rojo, amarillo, anaranjado,

violeta, azul, verde y aiil el cual es conocido como el espectr(ﬁ

Ademsds, se tiene que toda onda u oscilacién se catacteriza por tener

una frecuencia, amplitud y longitud de onda, de esta forma es posible decir

4spectrum en latin quiere decir imégen.
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que cada uno de los colores que componen el espectro corresponde a una

frecuencia de oscilaciones electromagnéticas o a una longitud de onda.

Una grafica de la frecuencia, en el eje de las abscisas contra la intensi-
dad de cada una de las frecuencias en el eje vertical, es llamada espectro o
densisdad espectral, es 1til ya que permite saber las caracteristicas de la
fuente luminosa. Por ejemplo, si se graficara el espectro solar, veriamos de
forma clara que tiene su méaximo cerca de la longitud de onda 600nm, lo
que corresponde al color amarillo, pero al amanecer y en el ocaso, los rayos
solares tienen que atravesar una capa més extensa de aire, pues entran de
sesgo a la atmosfera y ésta absorbe la mayoria de las longitudes de onda,

dejandonos el color rojo.

Por otra parte, también se tiene que los sonidos son ondas, es decir,
vibraciones pero que se propagan longitudinalmente, las cuales requieren
algiin medio material como el agua o aire para viajar. Cada una de las notas
musicales corresponde a una frecuencia bien determinada y esto nos permite
hablar de un espectro acustico. Asi, por ejemplo, 440 oscilaciones por segun-
do dan la nota La, la cual curiosamente es la que se escucha como tono de

invitaciéon a marcar cuando uno descuelga el teléfono.

Por otro lado, se nos ensefia en la escuela que el ruido es una combinacion
desordenada e incoherente de sonidos, sin regularidades o periodicidades, en
acustica es cualquier sonido indeseable o que interfiere con otros sonidos,
pero se sabe que hay de ruidos a ruidos. Ademsds, al igual que luz, es posible
representar en una grafica espectral, en donde se dice que un ruido es ruido

blanco si su espectro es una constante, es decir, que todas las frecuencias



3.5. RUIDO DE COLORES. 99

tienen la misma intensidad.

Entonces, se puede tomar una serie temporal como una onda y asi poder
representarla en su espectro correspondiente para un mejor estudio. Por
ejemplo, si se analiza la gréafica del indice de valores y precios de la Bolsa,
pudiéramos hablar de una jornada roja si las fluctuaciones de un dia del
indice de precios y valores predominan, en ntmero, las pequenas sobre las
grandes, y eso se veria en una grafica espectral como una curva que desciende
de valores grandes en las frecuencias bajas a pequenas en las frecuencias
altas.

Continuando con el estudio de las series temporales, se ha observado que
dichas series ya sean fisicas, biolégicas, econdémicas, entre las que destacan
las lluvias, numero de manchas solares, las frecuencias de terremoto, fre-
cuencia de las fluctiaciones en las oscilaciones eléctricas, coinciden con un
espectro de frecuencia de la forma 1/f%, donde f denota la frecuencia y
a > 0. El hecho de que, 1/f, el ruido es encontrado en una amplia variedad
de sistemas, ha dado lugar a que podrian existir algunos mecanismos que se

basen en la produccién de 1/ f ruido.

Ahora, si se toma una serie de ntimeros aleatorias y recordando lo visto
en el segundo capitulo, en el que la transformada de Fourier nos permite cal-
cular su espectro, es posible observar que éste disminuye como una hipérbola
con a = 2, es decir, de la forma 1/f? conocido como ruido café o movimiento
browniano. Tomando otro ejemplo, se defina el ruido negro cuyo espectro es
igualmente una hipérbola con a = 3, el cual refleja un gran dominio en de

las frecuencias bajas sobre las altas.
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Para proporcionar un marco de referencia, es conveniente considerar dos
casos, a = 0, llamado ruido blanco y @ = 2 llamado movimiento browniano,

vistos anteriormente

Una manera de estimar «, es mediante el método llamado el exponente
de Hurst, en el cual, para la serie de tiempo 1/f¢ la relacién arroja que
a =2(2H — 1) y que la presente « sera calculada de acuerdo a la férmula
anterior.

Recuerde que el exponente de Hurst, es un parametro asociado con las
series de tiempo que provee informaciéon importante con respecto al color

del ruido y a la predictibilidad de un fenémeno registrado.

Ahora, considere un proceso aleatorio X (t) definido en el segmento de
tiempo [0,77], donde dicho proceso representa diversos tipos de cambio, los
tipos de interés y la temperatura por ejemplo. Entonces, para un proceso

escalonado se tiene que sigue la ley de potencia:
P(f) o< k™. (3.12)

Luego, si a < 1, el proceso es estacionario en el sentido mas fuerte de la
palabra, esto es, X (t) es estadisticamente invariante en ¢, si 1 < a < 3, el
proceso es no estacionario pero tiene incrementos estacionario. Introducien-
do el exponente de Hurst H, un parametro que describe el grado de estacio-

nariedad de X (), es posible expresar el exponente « como sigue:
a=2H +1, (3.13)
o de acuerdo a Mandelbort, H esta relacionado con el valor de la dimensién

fractal D por:
D=2-H. (3.14)
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Se representa lo anterior de una forma resumida y clara como sigue:

0 para a <1
H=4¢ (a-1)/2 paral<a<3
1 para o > 3

Como se pudo observar, anteriormente, el espectro de potencia de el
ruido blanco es independiente de la frecuencia, de modo que el coeficiente
de la pendiente del espectro es cero.

Por otra parte, se introduce lo que se conoce como ruido rosa, el cual es
una mezcla de rojo y blanco; contiene algo de blanco en el sentido de que
todas las frecuencias se hallan representadas, y rojo puesto que las bajas
frecuencias entran en mayor proporcién que las altas, su espectro es una

hipérbola de la forma 1/f.

Grafica 20. Ruido rosa.
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Este tipo de ruido parece estar presente en toda la naturaleza, como por

ejemplo en los disparos de las neuronas en el sistema nervioso central, la
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variacion de la iluminosidad de las estrellas, aparece lo mismo en las fluc-
tuaciones de la radiaciéon solar que en las de la casa de bolsa, entre otros.
Es decir, el ruido rosa es una manifestacién comin en una gran cantidad de

fenémenos como los ya antes senalados.

Esto quiere decir que debe de ser independiente de la composiciéon mate-
rial de éstos y que, mas bien, debera depender de procesos que se dan entre
los componentes de los sistemas y no de su naturaleza. Por otro lado, una de
las razones de la impotencia del método reduccionista en el caso del ruido
rosa es que los miembros de la familia de funciones 1/ f* son invariantes ante
cambios de escala. Por nombrar un ejemplo, se nombra lo que es la misica
fractal la cual es definida de la siguiente manera:
se dice que la familia de funciones h(f) = f% tiene la propiedad de autose-
mejanza pues si se multiplica por un factor arbitrario, k, el argumento f de

la funcioén, entonces se tiene:

1 1 1

(P~ kape ke

h(kf) =

en donde multiplicar por k el eje de las abscisas equivale a estirarlo por ese

factor.

La linea de igualdades previas dice que si se estira ahora el eje de las
ordenadas por el factro 1/k®, entonces la grafica de la funcién h(f) se ve

exactamente igual a la de h(kf).

Utilizando este hecho, supdgase que en el eje de las abscisas se tiene el
tiempo y en el eje de las ordenadas representa una senal sonora, en este caso

se toma como ejemplo la musica, entonces si se pasa el disco al doble de ve-
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locidad, es decir, con k = 1/2 basta con subir la musica al doble % = ﬁ =2
para que esta suene igual. Por lo tanto, las piezas musicales que tienen esta

virtud se les llama canciones fractales.

Por otro lado, el fisico Per Bak en el ano de 1987, propuso el concepto
de criticalidad autorganizada como un intento de explicar el ruido 1/f. La
autoorganizacion es la capacidad que tienen algunos sistemas lejos del equi-
lirio termodindmico de generar estructuras y patrones sin necesidad de la
accién de agentes externos, es decir, son sistemas que pueden crear y man-

tener formas de manera espontanea.

Mientras que la criticalidad es una nocién asociada a las transiciénes de
fase. Entonces, la criticalidad autorganizada es un término usado en fisica
para describir (clases de) sistemas dindmicos que tienen puntos criticos (el
punto critico es aquel limite para el cual el volumen de un liquido es igual
al de una masa igual de vapor o, dicho de otro modo, en el cual las densi-
dades del liquido y del vapor son iguales.) como un atractor en su evolucién
temporal. Su comportamiento macroscépico exhibe invariancias de escala

espaciales y temporales tipicas de una transiciéon de fase.

La propuesta de Per Bak es que los sistemas dindmicos formados por un
nimero grande de componentes interactuando de manera no lineal, tienen
la tendencia espontdnea a autorganizarse en estados criticos de equilibrio
dindmico en los cuales ocurren fluctiaciones de todos tamanos, pero siempre
siguiendo leyes de distribucién. Las cuales son conocidas como leyes de po-
tencia, ya que la relacién funcional entre la magnitud de las fluctuaciones y

su abundamcia relativa es de la forma 1/f.
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Cabe destacar que existe una inmensidad de fenémenos naturales que
siguen dicha ley 1/f¢ como la distribucién de las magnitudes de los terre-
motos, las extinciones a lo largo de la historia de la vida en la tierra, la

acumulacién de dinero en nuestro pais, etc., los cuales tienen o = 1.

Para poder explicar, de una manera mas clara lo definido ya anterior-
mente, se presenta el estudio de la serie del PIB, utilizando el andlisis fractal
mediante el indice H o coeficiente de Hurst, en el que, primeramente se debe
encontrar el color del ruido que se asemeja a esta senal.

Continuando con lo anterior, al analizar la serie se muestra que el coefi-
ciente toma el valor de H = 0,8893. Quiza, dicho coeficiente no sea de gran
utilidad, ya que por no ser nimero entero es dificil poder contrastarlo con
algtin color conocido. Sin embargo, de lo que si es seguro es que esta senal

tiene o se dice ser persistente debido a que es mayor a 0.5.

Por otro lado, utilizando la relacién que existe entre el exponente de
Hurst y el exponente «, se dice que su espectro de frecuencia es de la forma

1/f%, donde oo = 1,5572.
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Hasta aqui todavia no es posible definir el color de la serie del PIB,
tomando el valor de « se observa que esta entre ruido rosa y el ruido marrén

o ruido café.

Grafica 21. Ruido café.

[Ruide café —
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Haciendo la comparacion de la Grafica 21 con la del ruido rosa, se observa
que esta decae rapidamente debido a que su densidad espectral de potencia
es proporcional a 1/f2 o dicho de otra forma decae 6dB por octava a medida

que subimos en frecuencia, mientras que el ruido rosa decae 3dB por octava.
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Entonces, para poder definir con mayor claridad el color de la serie, se
obtiene el periodograma el cual muestra la densidad espectal de potencia

del PIB y que se representa de la siguiente forma:

Grafica 22. Densidad espectral de potencia para el PIB 80.1-07.3.
Fuente: INEGI http://www.inegi.gob.mx/inegi/default.aspx.
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Se observa que obedece una analogia con la luz blanca (que es una mezcla
de todos los colores) que, después de ser coloreada de forma que se atenien
las frecuencias mas altas, resulta un predominio en las frecuencias bajas.
Asi pues, es posible determinar que la serie del PIB se asemeja més al ruido
rosa, por la forma de decaimiento la cual se presenta como una curva que
desciende de valores grandes en frecuencias bajas a pequenas en frecuencias

altas.
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3.6. Movimiento Browniano Fraccionario.

Benoit Mandelbrot, al que se considera como el padre de la Geometria
Fractal, propuso dos generalizaciones del movimiento browniano para mo-
delizar la evolucién de los precios de un activo financiero: los movimientos
brownianos fraccionarios, que sélo tienen incrementos independientes en el
modelo original y los movimientos L—estableﬂ con incrementos independien-
tes y distribuidos segiin una distribucién estable que generaliza a la normal.
Ambas generalizaciones tienen diferencias esenciales, pero sus gréaficos com-
parten dos caracteristicas tipicas de los conjuntos fractales que nos van a

permitir estudiarlos de forma conjunta.

1. La autoafinidad estadistica, que hace que los graficos que se obtienen
cuando se reduce la escala temporal para representarlos tenga una

apariencia similar.

2. El valor no entero de su dimension, que nos permitira caracterizar el
proceso al tener en cuenta que la dimensién esta relacionada con las
variaciones que los graficos experimentan entre puntos préximos, de
tal forma que cuanto mayor sea el valor de la dimensién mayores seran

estas variaciones.

Se dice que un proceso estocdstico {X(t)},-, es autosimilar, si para
cada escalamiento en el tiempo por un factor a > 0, existe un factor de
escalamiento en la amplitud C, > 0 tal que {X(at)};5 2 {CaX (1)} >0,
donde 2 denota igualdad de las distribuciones finito dimensionales. Es decir,

que al cambiar la escala temporal se obtiene un proceso cuyas distribuciones

5 s e . L ’ . .
°Para una definicién mas clasa sobre esta generalizacién consultar el articulo Movimien-

to Browniano y Geometria Fractal de Jestis San Miguel.
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finito dimensionales sélo difieren de las del proceso original en la escala
espacial.

Si bien la funcion C, pareciera ser arbitraria, en realidad, bajo ciertas
condiciomes simples, la forma general de C, estd dada por aff para algin
H € R. Para ver ésto, témese cualesquiera aq,as > 0 entonces se tienen las

relaciones
Caray X () 2 X(arast) 2 €y, X (ast) 2 €, Coy X (1),

para toda t > 0. Suponiendo que X (t) es no degenerada para algin ¢ > 0,

el desarrollo anterior implica lo siguiente:
Caraz = Ca, Cay,

para cualesquiera ai,as > 0. La expresién de arriba recibe el nombre de
ecuaciéon de Hamel y las tinicas funciones medibles positivas que la satis-
facen son de la forma C, = af para algin H € R. En este caso, H se

denomina el indice de autosimilaridad del proceso {X (¢)}.

Cabe senalar que una alternativa posible para concluir la existencia de
dicho indice de autosimilaridad (sin suponer de entrada alguna hipétesis so-
bre C,) es imponer condiciones adicionales al proceso mismo. Por ejemplo,
Lamperti prueba la existencia cuando {X(¢)} es autosimilar y estocéstica-
mente continu(ﬁ entodot >0. SeaT = R, [0,00) 6 (0,00). El proceso real
{X(t)};er se dice que es autosimilar deindice H (AS(H)) si para cada

a > 0, las distribuiones finito dimensionales de {X(at)},.; son iguales a

5Un proceso es estocisticamente continuo en ¢ si X (s) converge en probabilidad a X (t),

cuando s — t.
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las distribuciones finito dimensionales {aH X (t)}t . Es decir, si para cua-
€

lesquiera ty,t2,...,tg en Ty a > 0 se tiene:

(X(at1), X (ats), ..., X(atq)) 2 ("X (t1),a" X (t2),...,a" X (ta)).

Si se hiciera un reescalamiento de trayectorias tomando un factor mayor
a a en ambas direcciones, las graficas serian mas erraticas, de modo que se
suguiere la existencia de un factor de escalamiento entre 1 y 2 que conserve
sin cambio el aspecto general de la trayectoria. En efecto, si analizamos la
varianza del Movimiento Browniano (MB) reescaladcﬂ es facil adivinar que
tal factor es 21/2. E1 MB no es el dnico proceso gaussiano que exhibe esta
peculiar invariancia estadistica bajo transformaciones afines, tenemos tam-
bien lo que se conoce como Movimiento Browniano Fraccionario (MBF) el

cual presenta también caracteristicas autosimilares.

Por otro lado, si {X(¢) : ¢ > 0} es un proceso autosimilar de indice H

entonces el proceso
Y(t) = e X (el), —00 < t < 00, (3.15)

es estacionario. Es decir, sean 01, ..., 63 nimeros reales. Si {X(¢) : t > 0} es
un proceso AS(H ), entonces para cualesquiera tq,...,tq € Ry h >0,
d d b
Z 0;Y(t;+ h) = Z 0je il e=hH X (eheli) = Z e H X ()
j=1 j=1 Jj=1

por lo que {Y(t) : —oo <t < 0o} es estacionario.

"Recuerde que si {B(t)} es un MB entonces la Var(B(t)) = t. Por lo que, si H es tal
que Var(B(at)) = Var(a”B(t))) entonces H = 3.
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A la transformacién de la ecuacién (3.15) se le llama Transformacion de

Lamperti.

De interés particular en aplicaciones son los procesos AS con incrementos
estacionarios, debido a que sus incrementos en intervalos de tiempo equidis-
tantes dan lugar a series de tiempo estacionarias con estructuras de depen-
dencia notables. Es decir, la relacién entre la distribucion del proceso en un
instante cualquiera con la distribucién del proceso en un instante concreto
hace que las esperanzas, varianzas y covarianzas del proceso solo depen-
dan del exponenete de autoafinidad y de la distribucién del proceso en ese
instante, de forma que seran finitas siempre y cuando lo sean en cualquier
instante concreto. Ademds, si la esperanza del proceso es finita y suponemos
que el exponente de autoafinidad del proceso verifica 0 < H < 1 esta es-
peranza sera nula y si el proceso tiene varianza finita las covarianzas entre
los distintos instantes del proceso estan determinadas por su exponente de
autoafinidad y coinciden con las de un movimiento browniano fraccionario
del mismo indice; lo que hace que para el estudio de la dependencia de los
procesos autoafines a través de las covarianzas podamos centrarnos en el
movimiento browniano fraccionario.

Por otra parte, en un proceso autoafin con incrementos estacionarios, salvo
por escala, la distribucién de un proceso autoafin tiene que ser la misma en
todos los instantes del proceso y los incrementos correspondientes a interva-
los de distinta duracién tienen que tener la misma distribucién. Recuérdese
que un proceso aleatorio {X(¢) : t € T'} es homogéneo o tiene incrementos

estacionarios si:

(X(t+hy)— X(hy) it €T} =P {X(t+hy) — X(ho) st €T}, (3.16)
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para todo hi, hy € T'. Denotaremos como ASIS(H) a un proceso autosimilar

de indice H con incrementos estacionarios.

Si el proceso {X(t):t€ R} es ASIS(H) y X (1) # 0 c.s. entonces la
relacion
E|X(1)]* < o0
implica que

1
O<H<§cu<mdo()</\<1;
0< H <1lcuandoi > 1.

Como se ha visto, hasta ahorita, los procesos ASIS producen series de
tiempo con caracteristicas deseables en la modelaciéon de datos. A contin-
uaciéon mostraremos que un proceso ASIS de varianza finita, {X(¢)},cp,
tiene una funcién de covarianza. Asi mismo, se probara la existencia de un
proceso gaussiano con dicha funcién de covarianza (a saber, el movimiento

Browniano fraccionario).

Suponga que {X(t) : t € R} es ASIS(H) de segundo orden (no degene-

rado), entonces la covarianza Cov(X (t1), X (t2)) es igual a:

1

5 ([t + [t = b1 = 1o } Varx (). (3.17)
Ademés, para cada t € R, E[X(t)] = 0 cuando 0 < H < 1,y X(¢) =

tX (1) c.s. cuando H = 1ﬂ

Por otro lado, cuando 0 < H < 1, los incrementos estacionarios implican

que

EX(1) = B(X(2) - X(1)) = 2" — 1) EX(1),

8Para una demostracién formal consulte el libro de Procesos autosimilares con varianza

finita.
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por lo tanto, E[X (¢)] = [¢|* E[X(1)] = 0. Cuando H = 1, podemos proceder

como sigue

E(X(t)—tX(1)? = EX2(t)—2tEX(t)X (1) +t?EX?(1)

= (* —2tt+t)EX?*(1) =0,

de donde X (t) = tX(1) c.s.

El resultado anterior caracteriza la funcién de covarianza de un proceso

ASIS de segundo orden.

El proceso {Bpy (t) : t € R} es autosimilar de indice H y tiene incremen-
tos estacionarios.

Para poder ver que es autosimilar basta notar que:
COU(BH(atl), BH(atg)) = COU(GHBH(tl), CLHBH(tQ)),

por lo tanto {Bg(at) : t € R} 2 {aHBH(t) te R}. Similarmente, se mues-
tra que:

COU(BH(tl + h) - BH(h), BH(t2 + h) - BH(h))7

no depende de h y por lo tano {Bg(t) : t € R} posee incrementos estaciona-
rios. De esta manera, podemos concluir que el MBF es un proceso gaussiano
autosimilar de indice H con incrementos estacionarios y el cual se denota

por {Bp(t) : t € R}.



3.6. MOVIMIENTO BROWNIANO FRACCIONARIO. 113

Finalmente se muestran algunos graficos, mediante el uso del progra-
ma matlab, para poder representar el movimiento browniano fraccionario
(MBF) de acuerdo al valor que tome el indice H. Lo anterior es con la finali-
dad de que el lector observe el comportamiento que tiene la senal de acuerdo

a este indice.

La Grafica 23 exhibe dependencia o correlaciéon a largo plazo, es decir, su
funcién de autocorrelacion diverge. La dependencia a largo plazo también

recibe el nombre de fenémeno de persistencia.

Gréfica 23. Movimiento browniano fraccionario con H = 0.9.
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Mientras que para la Grafica 24, las correlaciones son negativas y sumables

(convergentes), verificindose que la suma de estas es igual a cero.
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Este tipo de casos, raramente se encuentra en la practica, dado que la
condicién anterior es sumamente inestable. Mandelbrot lo denominé antiper-

sistencia, como ya se habia mencionado anteriormente.

Grafica 24. Movimiento browniano fraccionario con H = 0.1.

i B B R

20 40 &0 Bd 100 120 140 180 180 200

Por 1ltimo, en cuanto a la Gréafica 25, se tiene un claro ejemplo cuando un
proceso es incorrelacionado debido a que el valor del indice H es H = 0.5

indicando aleatoriedad en la senal.

Grafica 25. Movimiento browniano fraccionario con H = 0.5.




Conclusion

Durante los iltimos anios, el interés por el crecimiento del PIB a largo pla-
zo ha sido incipiente, en especial en aspectos vinculados con el ciclo econdémi-
co y los determinantes del crecimiento. Por ello, es que se han desarrollado
diferentes métodos, tano cuantitativos como cualitativos, para determinar si
el PIB de una nacién sigue una tendencia deterministica o es una caminata
aleatoria debido a que las implicaciones de cada una de ellas son muy dife-
rentes. Por ejemplo, la aleatoriedad conlleva impredictibilidad de la serie y
persistencia de los choques e innovaciones de informacién en la medicién de

esa variable.

Por un lado, la posicién keynesiana tradicional considera que las fluctua-
ciones son predominantemente transitorias y supone que los choques surgen
del lado de la demanda. Por su parte, los integrantes de la nueva escuela
clésica de los ciclos econdmicos reales manifiestan que las fluctuaciones se

deben a los choques permanentes del lado de la oferta, como los tecnoldgicos.

Finalmente, los llamados nuevos keynesianos hacen hincapié en la com-
petencia imperfecta en los mercados incompletos y en la incertidumbre y

sostienen la posibilidad de equilibrios multiples y de fallas de coordinacion,

115
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por lo cual afirman que la persistencia en la serie del PIB podria deberse a
choques en la demanda agregada. La modelacién y los prondsticos de dicha

sirven para apoyar o rechazar dichas posturas, incluso para dirimirlas.

Por otro lado, si se parte de la idea de que los fenémenos econémicos
pueden ser estudiados y conocidos en su evolucién, es necesario buscar las
mejores interpretaciones que incluyan el conocimiento de las causas y efec-
tos las cuales den origen al comportamiento de la senal. Por ello, la teoria
neoclésica se ha construido a través del refinamiento matematico de mode-
los cada vez mas complicados -con un creciente nimero de supuestos- que
no reflejan la complejidad de los mercados ni de sus interrelaciones y, ni
siquiera, sus caracteristicas de manera cualitativa. El deseo de obtener ex-
plicaciones a fenémenos comunes tales, en este caso, el comportamiento del
PIB se ubica también en el campo de la teoria macroecondémica, sobre todo
con respecto a las explicaciones sobre la naturaleza y acerca de Is fuentes de

las fluctuaciones en la serie econdémica.

En la actualidad, existe un numero indefinido de modelos para el es-
tudio de series de tiempo econdmicas. Por esta razon, sélo se tomaron en
cuenta aquellos que representan diferencias fundamentales en los enfoques,
los instrumentos matematicos y el paradigma de conocimiento sin ser nece-
sariamente los mas utilizados entre las dreas administrativas, econdmicas
y financieras. De esta manera, analizando los prondsticos realizados en el
primer capitulo, es posible observar y comparar que algunos de ellos son
similares de una u otra forma debido a que presentan algunas caracteristi-
cas similares, aunque no del todo. Puede decirse que el mejor prondstico

que se pudo haber obtenido es el del proceso ARIMA y ARMA, debido a
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que las caracteristicas que tiene la serie cumplen con los supuestos que debe
existir para utilizar los modelos anteriores. Con esto no se quiere dar a en-
tender que la serie no cumple los supuestos para poder utilizar los modelos
AR, MA y los suavizamientos exponenciales, sino que simplemente se trata

tomar en cuenta que modelos se ajustan més a las caracteristicas de la senal.

En el segundo capitulo, en lo que se refiere a la Transformada Rapida de
Fourier (FFT), se trat6 de identificar aquellas frecuencias que predominan
dentro de la serie del PIB. Debido a los resultados obtenidos y al estudio
que se realizo en el primer capitulo sabiamos que en dicha senal no existe
algin tipo de comportamiento ciclico. De lo anterior, partimos a obtener su
densidad espectral de potencia para hacer ver aquellos picos predominantes
en la sefial. Calaramente observamos que decrecia exponencialmente y el
inuco pico se encontraba cerca del valor cero. De lo anterior concluimos que
la serie tiene correlaciones de corto alcance y es de memoria débil. En este
caso, el método de fourier no da mejores resultados que los tradicionales,
sin embargo, otorga base serias para considerar que la tendencia del PIB
se debe principalmente en choques de largo plazo y en que la falta de es-
tacionariedad no proviene de tendencias en la evolucién del indicador. Asi,
se podria apoyar la hipdtesis de “tasa natural de crecimiento”’de tal man-
era que cualquier desvio de esta tasa es temporal y dura lo que tardan en
diluirse los efectos de los shocks. Por lo que el gobierno sélo puede actuar

en el corto plazo.

Finalmente, en el tercer y ultimo capitulo no se trato de pronosticar el
PIB como se habia estado haciendo anteriormente, sino mas bien se preten-

dié estudiarlo mediante el exponente de Hurst para asi poder determinar el
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color del ruido de la serie. La intencién primaria es saber si existen correla-
ciones de largo alcance. En segundo lugar, pero no por ello menos importante
es contrastar la hipotesis de normalidad en la distribucion de las desviaciones
respecto a la “senda del PIB”’. Es usual suponer que dichas desviaciones no
son sistematicas y por ello, la distribucién de las mismas se comportan como
ruido blanco. Sin embargo, a través de esta herramienta fue posible testar

esta hipdtesis.

Para este fin, se calcul6 el indice H, dado que H obtenido en la serie del
PIB, es mayor a 0.5 existe evidencia suficiente para poder afirmar que la
senal indica persistencia creciente. Por otra lado, dado que el valor de H es
de 0.8893, es posible establecer, mediante la relacién existente entre el ruido
v la ley de potencia, que el color de la serie se encuentra entre ruido rosa y
ruido café o movimiento Browniano. Ademas, al realizar el periodograma de
la densidad espectral de potencia, es posible apreciar que la sefial disminuye
conforme la frecuencia aumenta, pero no decrece tan rapidamente como lo
hace el ruido café. De esta manera, es posible afirmar que la serie del PIB es
de color rosa, lo que indica que todas las frecuencias se hallan representadas
y que las bajas frecuencias entran en mayor proporcién que las altas. se
rechaza esta hipdtesis debido a que el tipo de ruido que subyace al proceso
generador es rojo lo cual luce en comunén con la idea de ubicuidad del ruido

rosa en este tipo de procesos.

Por lo ya dicho, es posible reconocer, pues, que ésta incapacidad nuestra
de predecir en la escala microscopica, con base en la informacién del pasado y
aun del presente, es similar a construir con regla y compas los tres problemas

clésicos de la antiguedad o de medir simultdneamente los valores de dos
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observables conjugadas en mecanica cudntica. En cada caso, la matematica
de cada situacién debe reconocer que tales hechos nos son imposibles de
realizar. En otras palabras, ese comportamiento que observamos no es que

nos parezca impredictible sino que, en efecto, lo es.
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