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Formulas de Traza

Julio César Avila Romero

RESUMEN. En este escrito se discuten férmulas de traza en general y se calcu-
lan algunos ejemplos clasicos de ellas. Con ayuda de Andlisis Semi-Clasico se
culmina con el estudio de la Férmula de Traza Semi-Clasica (o de Gutzwiller),
cuya prueba rigurosa no se da pero si los argumentos y resultados claves para ella,
dando ademas las referencias necesarias para su estudio detallado.
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INTRODUCCION fase estacionaria. A medida que se avanza en el

El propésito de este escrito es estudiar la tra-
za para operadores acotados y dar una forma de
expandir dicha definicién a operadores no aco-
tados con ayuda de herramientas como el ané-
lisis de Fourier y el teorema espectral. Ademds
se pretende introducir algunas ideas basicas de
andlisis semi-cldsico y estudiar algunas de sus
herramientas bdsicas como lo es el método de la

escrito se van estudiando ejemplos clédsicos de
féormulas de traza y sus generalizaciones, para
finalmente estudiar la Férmula de Traza Semi-
Clésica, de la cual sélo se discuten las ideas cla-
ves y principales para su prueba rigurosa.

En la primera seccidn de este escrito se ini-
cia estudiando la definicién general de traza y se
da un ejemplo clésico de ella, el cual es llama-
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do la férmula de la suma de Poisson. Después
se generaliza y con ayuda del método de la fase
estacionaria se llega a un caso particular de la
férmula de traza de Duistermaat-Guillemin pa-
ra el toro n-dimensional. En la siguiente seccién
se estudia solamente la Férmula de Traza Semi-
Clésica, en la cual se da el enunciado preciso de
dicha férmula y se discuten las ideas claves para
su demostracién, haciendo referencia a los tex-
tos indicados en caso de ser necesario. Las he-
rramientas basicas necesarias para el desarrollo
de la teoria anterior se describen en el apéndice,
en los cuales se estudia sobre anélisis de Fourier
y sobre el método de la fase estacionaria.

1. Algunas Formulas Clasicas de Traza

En esta seccién iniciamos estudiando la de-
finicién general de férmulas de traza de un ope-
rador acotado para después extenderla a funcio-
nes adecuadas de operadores no acotados con la
ayuda del teorema espectral. Después estudia-
mos un ejemplo clasico donde se calcula expli-
citamente la férmula de traza del operador mo-
mento en el espacio de Hilbert de funciones so-
bre R que son T-periddicas y de cuadrado in-
tegrable, dicha férmula de traza es también lla-
mada férmula de la suma de Poisson. Dicha for-
mula de traza se generaliza a n-variables, ge-
neralizando el operador momento al igual que
el espacio de Hilbert. Por dltimo se estudia el
comportamiento asintético de férmulas de traza
cuando los eigenvalores del operador son sufi-
cientemente grandes.

1.1. Generalidades sobre Foérmulas de
Traza. Sea /7 un espacio de Hilbert separa-
ble y sea Q un operador lineal y acotado sobre
. Supongamos que existe una base ortonor-
mal {e;} de 7 tal que

O(ej) = vjej,  vjeC.
Definicion 1.1. Un operador Q que cumpla con
las condiciones anteriores se dice ser tipo traza
si la serie ) ; V; es absolutamente convergente.

En este caso se define
Tr(Q) ==Y v;.
J

La definicién anterior tiene sentido ya que
toda serie absolutamente convergente es conver-
gente. Es de nuestro interés considerar solo ca-
sos donde el espacio de Hilbert es separable, de
este modo todas las bases ortonormales son a
lo mas numerables. Ademds notemos que esta-
mos asumiendo una condicién muy restrictiva
sobre el operador Q, a saber el conocimiento de
sus eigenvalores, lo cual para los operadores que
nos incumben en este escrito siempre serd facil
conocerlos. Cabe mencionar que la definicién
general de traza puede darse sin ningdn proble-
ma sin pedir dicha condicién, como se mencio-
na enseguida.

Sea . un espacio de Hilbert separable,
sea Q un operador lineal y acotado sobre 77 y
sea {e;} una base ortonormal de .7 arbitraria.
Noétese que no se pide conocer los eigenvalo-
res. Se dice que Q es un operador tipo traza si

Tr|Q| < o, donde |Q| = v/O* O, es decir
Tr(|Ql) := ) <ej:|Ql(ej) >< e, (1.1)
j

donde < -,- > denota el producto interior de 7.
Por supuesto que quedan muchas propiedades
por demostrar. Para empezar nétese que Q*Q es
un operador positivo entonces su raiz cuadrada
|Q| estd bien definida y es positiva también, de
este modo en la suma (1.1) todos los suman-
dos son positivos. Por otra parte se puede mos-
trar que dicha suma es independiente de la base
ortonormal, es decir Tr(|Q|) estd bien definida.
Abhora si Q es un operador tipo traza entonces
su traza se define como

Tr(Q) := Z <ej,0(ej) >,

la cual estd bien definida, ya que dicha suma es
absolutamente convergente y por ende conver-
gente, ademds es independiente de la base. Para
mas detalles véase [22].
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Sea ¢ = L*(M,dp) el espacio de funcio-
nes de cuadrado integrable, donde (M, 1) es un
espacio de medida, de tal manera que los ele-
mentos de la base e; son funciones sobre M.
Entonces se define el Kernel de Schwartz de Q
sobre M x M como

Ko(x,y) =} viej(x)e;(y).  (12)
J

Este kernel tiene la propiedad que si f € 57, en-

tonces por la continuidad del producto interior
de J7 se tiene que

0NW = [ Kolwy)f(duk).  (13)

De igual forma se puede encontrar la for-
mula de traza de Q a partir de su Kernel de
Schwartz (1.2) como sigue,

Tr(Q):;v.,-:/MKQ(x,x)du(x). (1.4)

Desafortunadamente la mayoria de los ope-
radores importantes con espectro discreto que
provienen de fisica y de geometria no son ope-
radores tipo traza, como por ejemplo los opera-
dores de Laplace-Beltrami, de Schrédinger y de
Dirac, de hecho algunos de ellos ni siquiera son
acotados, pero funciones adecuadas de ellos si
pueden ser tipo traza, como veremos enseguida.

Sea P un operador lineal y no acotado en
J¢ 'y supongamos que existe una base ortonor-
mal de 7 tal que

P(ej) = Aje;

donde ahora suponemos que los eigenvalores
{A;} son reales y se acumulan sélo en +co. Sea
¢ una funcién sobre R (en general ¢ puede to-
mar valores en C, pero estd fuera de nuestros
intereses) y definamos el operador

Q(p = (P(P),
es decir, Qy se define por la propiedad

Qplej) = @(Aj)e;  Vj. (1.5)

Notemos que para el operador P la familia
{e;} es una base ortonormal de eigenfunciones
con {A;} la familia correspondiente de eigenva-
lores, mientras que para el caso de Qp = @(P)
la base ortonormal de eigenfunciones es la mis-
ma pero con {¢(A;)} la familia correspondiente
de eigenvalores.

Para una definicion precisa del operador Qg
en (1.5) se necesita del teorema espectral, el
cual puede verse en [17,22], donde ademds se
menciona acerca de las condiciones que debe
cumplir dicha funcién @, que para nosotros sera
suficiente pedir que sea continua, y si ademds ¢
es acotada entonces O, también sera acotado.

Notemos que si ¢ decae suficientemente ra-
pido en teo entonces Qy e€s un operador tipo
traza y por lo tanto de (1.4) su traza es

Lol) = [ Kolrndut. a6

donde K, es el Kernel de Schwartz de Q.

Salvo pocas excepciones, es dificil calcular
exactamente Tr(Qy). Para las formulas de traza
que estudiaremos aqui, su kernel Ky, se calcula
al menos aproximadamente escribiendo

Qo =0(P)= [ p)dr, (1)

R

donde
= 1 it A
t):=—|[ ¢ A)dA
P0) =5 [ ¢ o(2)
es la transformada inversa de Fourier de ¢. Para

ser mas precisos, sea U el operador dependiente
de ¢ dado por

definido por la propiedad
Ut)(e;)=e ™ie; V.

Notemos que esto dltimo es un caso particular
de (1.5) con ¢y(x) = e "*. Sustituyendo esto l-
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timo en (1.7), tenemos que si f € S entonces

RGO

_//KUtxy y)@()du(y)dr

(1.8)
donde en la segunda igualdad se aplicé la pro-
piedad (1.3) del kernel de Schwartz Ky (t,x,y)
de U(t), usando ademas el hecho de que U(r)
es un operador acotado ya que @y(x) =e "~ es
una funcién acotada y U(t) = ¢y(P). El Kernel

de Schwartz de U (t), por (1.2), es
Ze it iej(x)ej(y),

el cual estrictamente hablando sélo existe en
el sentido de distribuciones. Mas especifica-
mente nos referimos al Teorema del Kernel de
Schwartz que se puede ver en detalle en [16].
Intercambiando los d6rdenes de integracién en
(1.8), por el Teorema de Fubini, tenemos que

)= /@( [AESLD

comparando esta tdltima ecuacién con (1.3) se
llega finalmente a que el Kernel de Schwartz

Kp(x,y) de Qp = @(P) es

u(t,x,y) =

dt>f(y)du(y)

Koxy) = [ Kult,x)9(0)ds

Con esto ultimo y por (1.6), llegamos a que la
ecuacion para la traza del operador Q, es

Z(p —//KUtxx

La ventaja de introducir el operador U (t) es
que resuelve la siguiente ecuacién diferencial
con su condicién inicial

10
-=—U(t)=—-PU(t
-2 U(r) = ~PU()
La idea detrds de la férmula de traza es re-
solver al menos aproximadamente el problema

f)drdu(x). (1.9)

U(l‘)|t:0 =1

anterior, y asi poder escribir una ecuacién para
la traza de Qy = @(P).

Ahora estudiaremos algunos casos clésicos
donde lo anterior puede llevarse acabo exacta-
mente. En cada caso especificaremos el opera-
dor P, el espacio de Hilbert 5Z y calcularemos
el lado derecho de (1.9) para obtener una for-
mula no trivial.

1.2. Féormula de la Suma de Poisson.
Aunque hay diferentes demostraciones de esta
férmula, aqui se dard una siguiendo la esencia
de la seccién anterior. Sea T > 0 y sea J¢ =
L2(S}), es decir

T
H={f:R—C|f es T-periddica y / £ (x)2dx<oo}
JO

y consideremos también al operador lineal P
densamente definido en .7#’ dado por
PeD.: 1d
T T i dx
Siw = 2n/T entonces las eigenfunciones orto-
normales y los eigenvalores de P son,

ej(x) = \lﬁe"fwx Aj=jw Vj€Z. (1.10)
En este caso el operador U (1) =e™"" es el ope-
rador traslacién U (¢)(f)(x) = f(x—1). Para ver
esto dltimo, es suficiente probar que dichos ope-
radores son iguales actuando en la base {e;}, ya
que U (t) es un operador lineal y continuo. En-
tonces de (1.10) se tiene que

—itP

U(t)(e;) (x) = e~ *0") % gl _

=ej(x—t1).

eljw(x—t)

VT

Si ¢ decae suficientemente rapido tenemos de
(1.8) que,

+oo
fx—=0)p(t)ds

o(P)(f)(x) =

Siguiendo la esencia de la seccién anterior,
encontraremos una expresion para el kernel de
Schwartz de ¢@(P), para esto partiremos de la
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ultima ecuacién y se comparard con (1.3). Pri-
mero se divide la integral sobre R en intervalos
de integracion de longitud 7',

oo Hoo o (k+1)T
[ Fenpndr=Y, [ px—0pdr

k=—oc T

en el k-ésimo sumando hacemos el cambio de
variable s =t — kT, usando que f es de periodo
T y el teorema de convergencia dominada tene-
mos que la expresioén anterior es igual a

doo  oT T N
k_Z_w/Of(x_s)‘P(S"i'kT)dS—/Of(x—s)(p(s)ds
donde

~ oo

P(s):= Y, P(s+AT),

k=—oc0

(1.11)

la cual claramente es T-periddica. Por tltimo,
tomando ¢t = x — s obtenemos que

PPN = [ 1051t

y comparando con (1.3) sigue que el kernel de
Schwartz de @(P) es

Ko (x,y) = @(x—y).

Sustituyendo la expresién anterior y (1.10) en
(1.6), y tomando en cuenta la expresién para @
en (1.11), se llega finalmente a la férmula de la
suma de Poisson

f @(jW):/OTa(O)dx:T f B(kT).

k=—oc0

J=—o

Teorema 1.2. Sea ¢ una funcion de Schwartz
sobre R, sea T >0y seaw =2n/T, entonces

oo +oo
Y o(w)=T ) @(kT),
j=—e k=0

donde @ es la transformada inversa de Fourier.

Para nuestros propésitos la formula de la su-
ma de Poisson se interpreta como sigue. El la-
do izquierdo es la traza de @(D,) actuando en
L*(S}) donde w es la frecuencia fundamental
del circulo y por lo tanto es una cantidad anali-
tica. El lado derecho involucra la longitud del
circulo T la cual es una cantidad geométrica.
Esta es una caracteristica tipica de las férmu-
las de traza, ademds de que la relacién involu-
cra una transformacion integral (transformada
inversa de Fourier) de la funcién de prueba. Pa-
ra la férmula de traza semi-clasica (o asintética)
esta transformacion integral serd la transforma-
da de Fourier, como se vera después.

1.3. Férmula de Traza en el n-Toro. En
esta seccion se generalizan las hipétesis y los
resultados hechos anteriormente sobre el circu-
lo al toro n-dimensional. Aunque hay una forma
estandar de generalizar la férmula de la suma de
Poisson a n dimensiones la cual involucra fun-
ciones de Schwartz de n variables, como se pue-
de ver en [9], aqui se verd una generalizacién
para motivar la férmula de traza semi-clasica
que se introducira en la siguiente seccion.

Sea I' C R” una reticula, sea F un domi-
nio fundamental de I, sea M = R"/T el n-toro
y sea J# := L*(M) el espacio de funciones I'-
periddicas en R" de cuadrado integrable en F,
con norma

71 = [ 1£60Rax

donde dx es la medida de Lebesgue en R".
Por I'-periodicidad entendemos que si x € R”
y v € I entonces f(x+7y) = f(x). Este espacio
de funciones I'-periddicas es preservado por el
Laplaciano

n 82
A= —.
Las

Las eigenfunciones de A en .77 son las expo-
nenciales en dicho espacio, para esto primero
introducimos la reticula dual de I" la cual es

I":={keR"k-ye2nZ VyeTl}.
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Las eigenfunciones ortonormales de A en J7 y
los correspondientes eigenvalores son

er(x) =e**, A= —|k|]>, VkeT".
El operador de nuestro interés es la raiz cua-
drada positiva de —A actuando en .77, es decir

P:= —A|jf7

por lo tanto las eigenfunciones ortonormales de
P son otra vez e con eigenvalor | k||, la longitud
de k donde k € I'*. La razon de introducir la raiz
cuadrada para definir P es que ahora la ecuacién
satisfecha por U(t) = €' es la ecuacién de on-
da. Diferenciando dos veces U (¢) con respecto
at obtenemos

23U =AW ).

De acuerdo a (1.9), la férmula de traza de P se
obtiene calculando el lado derecho de

Y ok = [ [Kele.x.9()

kel

f)drdx. (1.12)

Sea U(r) = e~ en L*(R") y sea Ky(t,x,y)
su kernel de Schwartz. Por propiedades de la
transformada de Fourier se tiene que

ﬁ(l)(f)(x) _ (2717:)”/[&” ez[xé—ngH]fA(é)dé’

sustituyendo  f(&), factorizando términos y
cambiando el orden de integracion, se llega for-
malmente por (1.3) que

Kolt,x,y)= /ei[(xfy)-éft\\é\l] dE. (1.13)

1
(2m)"
De esto tltimo, se puede obtener por con-
sideraciones generales el kernel de Schwartz
Ky(t,x,y) de U(t) = e ™ en #, es decir el es-
pacio de funciones I'-periddicas de cuadrado in-
tegrable, de la siguiente forma

= Z I?U(trx—"_ ’}/7.);)
yel

KU(Z,X,}/)

Sustituyendo todo lo anterior en (1.12) se tiene

Eo(Ik)=ggk [ 74 e ptgaxarag

kel™ yeF

- 'F‘ S X [ereedcna

yel

donde |F| es el volumen de F, es decir el volu-
men del toro M. Es claro que la expresion

e ouEnas.

es una funcién de 7, pero realmente es funcién
solamente de ||7||. Se puede compensar una ro-
tacidon de 7y por un cambio de variable que tam-
bién rote a &. Pasando a coordenadas polares
en R", es decir haciendo el cambio de variable
& =rn con ||n|| = 1, podemos escribir la expre-
sién anterior como

1 0 . )
(27)" /o /S "M p(r)r" ! dger (n)dr.

donde dg.-1 es la medida estdndar en la esfera
(n—1)-dimensional $"~!. Se puede resumir es-
te resultado como sigue.

(27)"

Teorema 1.3. Para cada funcion de Schwartz ¢
definida sobre R, sea

lS'rT]|

l”n dSn l(n)dr

Snl

entonces tenemos que

Y oIkl =171 Y o(lI7iD-

kel™* yell

(1.14)

Esta es la férmula de traza exacta para el
operador P = y/—A en el toro R"/T’, la cual in-
volucra la transformacién integral ¢ — ¢@. Note
que ||y|| es precisamente la longitud de las geo-
désicas en el toro en la clase de homologia de
7, mientras que {||k|| : k € I} es el espectro de
P. Otra vez la interpretacion de (1.14) es la si-
guiente, el lado izquierdo es espectral y el lado
derecho es geométrico.
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Para el caso particular cuando la funcién de
: —wt
prueba es la gaussiana @(w) =e donde ¢ es
visto como un pardmetro, se puede calcular

1 e—u2/4t

o(u) = W )

y se obtiene la identidad de Jacobi para la serie
de Dirichlet asociada a I,

2
Y ol IR Ly el
keI™ 4nt yell

Se puede interpretar esta tltima ecuacién como
una férmula para la traza de e 4 en 27, la cual
es solucién fundamental de la ecuacion del ca-
lor en el toro.

1.4. Férmula de Traza Asintética. Se ha
mencionado que en la férmula de traza asintoti-
ca que se verd enseguida, la transformacién in-
tegral de la funcién de prueba es la transformada
de Fourier. Para ver esto, primero notemos que
en la férmula de traza asintética para la raiz cua-
drada del Laplaciano solo importan los eigenva-
lores suficientemente grandes, debido a Duister-
maat y Guillemin como se puede ver en [8]. Es-
to se consigue trasladando la funcién de prueba
¢ por una cantidad y y hacer g — oo. En es-
te caso se debe considerar el comportamiento
asintdtico de

Y okl =)

kel™

cuando U — oo,

Para lograr esto, sea

Pu(A) = @(A —p),

entonces podemos aplicar el Teorema 1.3 a @
para obtener una férmula exacta para @,
) n_ldsnfl (T’)dr

lsrT]
Puls Q) //snl (r
(1.15)

Ahora se estimard esta integral cuando U — oo
con s fijo, viendo a s como la longitud de las
geodésicas cerradas. Esto se hace en dos casos:

» s = (0. Conocido como el término de Weyl.
Se puede calcular directamente ¢, (0), y hacer
el cambio de variable u = r — i para obtener

n—1 oo
¢u(0) = Vo(lz(i))/o Q(r—p)r'dr

Vl n— 1

desarrollando el binomio y observando que

[o(u)u/du es igual a (T)(j)(O) salvo una cons-
tante multiplicativa, tenemos que

(Apu(o) un IVOI K 1 Za] \(I/) n 1—j
donde o; es un operador diferencial de or-
den j. Por lo tanto este término es de orden
O(u"~1) y salvo constantes, el coeficiente guia
es [@(u)du

» s > 0. Hacemos otra vez u =r— L en (1.15),
y tenemos que el término guia en U es, (notando
que los términos de orden menor simplemente
tienen un factor extra de u’/ en el integrando y
asi pueden ser estimados similarmente como el
término guia),

n—1 el‘S(”“Fﬂ)n'(p(u)dsn*l(n)du
—pJ sl

! - is * isu
et % ’“"(/fj ”“P@db)dsm(n)

donde se puede notar que el término entre pa-
réntesis junto con el factor 1/(2x)" converge
a @(sn;) cuando p — oo. Ahora haremos uso
del método de la fase estacionaria el cual pue-
de verse en el Apéndice B. La funcion sobre la
esfera ) — sm; tiene dos puntos criticos, uno
méximo en 11 = (1,0,...,0) y uno minimo en
n = (—1,0,...,0), por lo tanto por el método
de la fase estacionaria obtenemos que

Puls)

Gu(s) ~ (2mp)= ("“ZC (@)(s)m™

+e i c;(@)(—ﬂu") :
Jj=0
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2. Formula de Traza Semi-Clasica (FTS)

donde los coeficientes c
renciales, en particular

son operadores dife-

+

cE(p) =TI/t (1.16)

Todas las estimaciones anteriores se pueden
plasmar en el siguiente resultado.

Teorema 1.4. Sea ¢ una funcién de prueba tal
que @ € C5(R), si L — oo entonces se tiene el
siguiente desarrollo asintotico

Y o(llkll—)~ p"~" Vol (8" )| F|p(0)+
kel*
n—1 )
+IF| Y oi(@) (0" +
j=1
omuf L (O
ver\{o} Jj=0

ERNACICO )-|F|,
J=

ademds se cumple (1.16).

Esto dltimo es un caso particular de la for-
mula de traza de Duistermaat-Guillemin para
V—A en R" /T probado en [8]. La férmula de
traza semi-cldsica que se verd en la siguiente
seccion es una identidad del mismo tipo. Ha-
remos unas observaciones que son tipicas de las

férmulas de trazas.

1. El término guia del desarrollo asintdtico es
el término de Weyl, u"~! Vol (§"~1)|F|®(0). En
este caso el término de Weyl es

n—1
1" Vol (" Y F |9 (0)+|F[Y o (8) O
j=1

=i (1.17)

el cual es un polinomio en u. Para la férmula
semi-clasica general ésta es una serie asintoti-
ca decreciente en potencias de u. Notemos que
(1.17) se hace cero si el soporte de ¢ no tiene
al cero. En el caso general esto sirve como una
definicién de término de Weyl.

2. Los operadores diferenciales cji estdn ac-

tuando en @, y bajo la suposicién de que ¢ €
Cy(R), la suma sobre y € I'\ {0} es finita. Esta
suma debe entenderse como la una suma sobre

las geodésicas periddicas en el toro. Notese que
los factores exponenciales hacen la suma osci-
latoria cuando I — oo,

3. Siescogemos a ¢ tal que su soporte no tiene
al cero entonces como ya dijimos el término de
Weyl es cero, y asi el término guia en el desa-
rrollo es

‘F‘(ZTCU)% Z ( i(w|yll+(1—n)m/4)

yer\{o}
+ e imlll+(1=n)m/4) (ﬁ(—llyll))

o(llv+

es decir, la suma sobre las geodésicas cerra-
das en el toro da el término guia, donde se usé
(1.16).
4. Si ¢ toma valores reales entonces ¢(—s) =
¢(s), y asi el término guia puede escribirse
como

2(F|(27p)'s Y 9 (0074 gy )

rel'\{0}

Si ademas ¢ toma valores reales entonces la ex-
presion anterior se escribe como
Jatin.

=¥ cos (ul + 152
ver\{o}
2. Formula de Traza Semi-Clasica (FTS)

La férmula de traza que se estudié en la
seccién anterior fue para P = v/—A y la ecua-
cién resuelta por e * fue la ecuacién de on-
da. El resultado visto en el Teorema 1.4 es un
comportamiento asintético donde se esté intere-
sado so6lo en los eigenvalores grandes de P, y
como se menciond este tipo de resultados se
cumple bajo condiciones muy generales, como
por ejemplo para el Laplaciano sobre una varie-
dad Rimanniana general (operador de Laplace-
Beltrami) compacta, ésta es la formula de traza
Duistermaat-Guillemin la cual se ve en [8].

2|F|(27p)"7"

2.1. Introduccion a la FTS. Ahora estu-
diaremos otra férmula de traza donde el opera-
dor relevante es el operador de Schrodinger,

P=P,=—A+V (2.1
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y la ecuacién asociada al operador P; es la ecua-
cién de Schrodinger,

ihaal[/ =P(y). 2.2)
t

El comportamiento asintético en el que estamos
interesados es cuando 7 — 0, esto nos lleva a la
Foérmula de Traza Semi-Clasica (FTS). El pri-
mero en discutir que esta clase de resultados de-
berian ser ciertos fue Martin Gutzwiller en [12],
también puede verse [13], por tal motivo dicha
férmula también es llamada Férmula de Tra-
za de Gutzwiller. La formulacién de Gutzwiller
tiene el mismo espiritu que la que se presenta
aqui, aunque su enunciado es diferente, mas ge-
neral y no se he probado atn que al parecer no
siempre se cumple.

Los primeros resultados en el estudio rigu-
roso de la FTS, la cual involucra raices cua-
dradas de los eigenvalores, fueron obtenidos en
[4, 11]. El enunciado presentado mas adelante
fue primero anunciado por T. Paul y A. Uribe
en [19], con los detalles de la prueba publica-
da en [20]. Independientemente E. Meinrenken
anunci6 los mismos resultados en [18], vea tam-
bién Dozias [6], para otros detalles también se
puede ver [14] por Bernard Helffer.

Para simplificar el problema se trabajard en
R". Consideremos el operador (2.1) donde A es
el Laplaciano en R” y V € C*(R") llamada fun-
cién potencial, ademds supongamos que V tien-
de a +oo en infinito. Se sabe que esto tltimo im-
plica que el espectro de P, en L*(R") es dis-
creto, lo cual se puede ver en [15]. Entonces
existe una base ortonormal de eigenfunciones
{w;nlj € N} de L*(R"), con sus eigenvalores
asociados {E; 5| j € N},

Pi(Win) = EjnVWjn

La FTS estd asociada a la ecuacion de Schrodin-
ger en el sentido de que estima la traza de

0y = [ thp(ar.

Notemos que la exponencial que aparece en el
integrando de la ecuacién anterior es la solu-
ci6én fundamental de la ecuacién de Schrondin-
ger (2.2). Se puede ver que la traza de Qz, es

Tr(Qlp) =;<p (E;.lh> :

Este es el tipo de cantidades que se estimaran.
Si tenemos en mente que ¢ decrece suficiente-
mente rapido, vemos que la ecuacién anterior
examina el espectro en una vecindad del cero.
Si ahora queremos examinar el espectro en una
vecindad de un valor £ € R dado, entonces po-
demos generalizarla como

o ()

J

2.3)

Esto es lo mismo que levantar P, por el valor
E. La FTS es un desarrollo asintético de (2.3)
cuando 7 — 0, valido para condiciones muy ge-
nerales. Antes de explicar los términos que apa-
recen en dicho desarrollo, debemos explicar al-
gunos conceptos de mecdnica clasica.

2.2. Repaso de Mecanica Clasica. Para
un repaso general de esta teoria se recomien-
da [1,2]. La trayectoria x(¢) de una particula
cldsica en R” bajo la influencia de una fuerza

=

F = —VV satisface la segunda ley de Newton,

d2

@x(t) =-VV(x(r)) VreR

(con m = 1) y como es usual, esta ecuacién de
segundo orden puede ser remplazada por un sis-
tema equivalente de ecuaciones de primer orden

d

Sx(0) = plr)
24

—p(t) = —=VV(x(z

= plt) = =YV (x(1))

donde la primera ecuacién define p(t), el mo-

mento de la trayectoria x(¢) al tiempo ¢. Mas es-

pecificamente se introduce el espacio R"” x R"

de todas las posibles posiciones y momentos
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(x, p), llamado espacio fase, y sobre éste se de-
fine el Hamiltoniano (o funcién de energia total)

1
H(x,p) = 5||p|!2+V(X),

y el campo vectorial Hamiltoniano asociado

(o foma ona
=) - & dp;jdx; Jx;dp;
" A

&P79x; " dxjop;
El flujo de & es llamado el flujo Hamiltoniano.
La propiedad fundamental de = es que la ecua-
cion satisfecha por sus curvas integrales es pre-
cisamente el sistema (2.4), por lo tanto las pro-
yecciones sobre el espacio de posiciones, es de-
cir sobre x, de las curvas integrales de E son las
soluciones a la ecuacion de Newton y cada cur-
va integral es determinada de forma Unica por
una posicién y un momento inicial.

Abhora repasaremos algunos conceptos y re-
sultados que aparecen en la FTS.
1. Una propiedad bdsica del flujo Hamiltoniano
es que la energia es conservativa, es decir si
(x(2),p(¢)) es una solucién de (2.4) entonces
H(x(t),p(t)) es independiente de ¢, en otras pa-
labras el campo vectorial E es tangente a la fa-
milia de hipersuperficies

Ye:=H '(E) con EEcR,

en R?", las cuales son llamadas superficies de
energia y en general podrian no ser suaves para
algunos valores de E.

2. Suponga que E es tal que VH no es cero en
Y, en este caso E se llama valor regular de H,
entonces X es suave y su dimension es 2n — 1.
Afirmamos que esto nos lleva a una medida na-
tural llamada medida de Liouville, la cual es
preservada por el flujo Hamiltoniano.

3. Sea y(t) = (x(), p(t)) una trayectoria de E,
decimos que Y es periddica de periodo T # 0
si y(t+T) = 7y(t), lo cual si ocurre para alguna
t entonces ocurre para toda ¢. Si ¥ es periddica

entonces su periodo primitivo es el mas peque-
fio de los T > 0 tal que T es un periodo de 7.

4. Sea Y una trayectoria periédica con periodo
T y energia E de tal manera que y C X, sea
(x0,p0) € 7. Una seccién de Poincaré de y es
una superficie S de dimensién (2n — 2) tal que
(x0,p0) ESCXe y E(x0,po) O €5 tangente a S.
5. Dada una seccion de Poincaré se puede defi-
nir el mapeo retorno R : S — S siguiendo las
trayectorias de E que salen desde los puntos
de S, donde S’ es posiblemente una seccién de
Poincaré mas pequeiia. Claramente R(xo, po) =
(x0, po) por la periodicidad de y. El mapeo de
Poincaré de y asociado al periodo T se define
como la diferencial de R en (xo, po).

Definicion 2.1. Una trayectoria periddica 7y se
dice ser no-degenerada si el niimero 1 no es un
eigenvalor de su mapeo de Poincaré.

Informalmente se puede decir que una tra-
yectoria periddica es no-degenerada si infini-
tesimalmente cerca de ella no hay otra trayec-
toria periddica con la misma energia. Se pue-
de mostrar que las trayectorias periédicas no-
degeneradas son aisladas en la superficie de
energia. Por otra parte, si se permite variar a
la energia entonces una trayectoria periddica y
pertenece a una familia suave de trayectorias pe-
riddicas, que dependen de la energia en algiin
intervalo abierto.

2.3. Enunciado de la FTS. Las hipétesis
en la FTS son sobre el flujo Hamiltoniano de H
en la superficie de energia Xz donde E es el mis-
mo valor de la energia dada en la ecuacién (2.3),
la cual se aproximard asintéticamente cuando
h — 0. Las dos hipétesis importantes son:

a) E esun valor regular de H,

b) todas las trayectorias periddicas del flu-
jo Hamiltoniano de H en Xy son no-
degeneradas.



2.4. Bosquejo de la prueba de la FTS

13

La primer hipétesis implica que X es una varie-
dad (2n — 1)-dimensional, ademds es compacta
por el hecho de que V tiende a infinito en infini-
to. Fisicamente la primer hipétesis implica que
no hay puntos de equilibrio con energia E, sin
ésta hipotesis el desarrollo asintético de (2.3)
pudiera tener términos logaritmicos de 7 y po-
tencias semi-enteras de 1/7, para ver un primer
caso de esta situacidén véase [3]. Para mas de-
talles del formalismo del enunciado que se pre-
senta enseguida véase [20].

Teorema 2.2. Bajo las hipotesis a) y b) ante-
riores, para cada funcion de prueba @ tal que

¢ € C5 (R) se tiene el siguiente desarrollo asin-
totico de (2.3) cuando h — 0,

oo E.» — E o
Zq)(;hﬁ) ~ K LVol (Z5) (0)+
=
+ Y (@) On' -t
j=1
LY e hrdreimn AN ) (1)
v i

donde
1. LVol(Xg) es la medida de Liouville de Xg.

2. La sumay.y es finitay es sobre las trayec-
torias periddicas del flujo Hamiltoniano
de H, y Ty es el periodo de Y.

3. Para cada jy para cada y, cj y cy j son
operadores diferenciales.

4. Uy es el indice de Maslov de la trayecto-
ria ¥, el cual es un entero.

5. El coeficiente guia del término 7y es

T# 1 3
L 3(Ty),

:Ew/]det(I—Pm(P

donde Tf es el periodo primitivo de Yy
Py es el mapeo de Poincaré de Y.

cyo(@)(Ty)

Noétese que la hipdtesis de que y es no-
degenerando implica que det(/ — Py) # 0, ade-
mds la contribucién de las trayectorias perié-
dicas es de orden O(1) en A, mientras que en
el Teorema 1.4 fue de orden O(h('™"/2). Es-
to sucede por la hipétesis b), la cual implica
que las trayectorias 7 son aisladas, mientras que
las geodésicas en el toro vienen en familias n-
dimensionales.

2.4. Bosquejo de la prueba de la FTS.
Aunque la prueba rigurosa de la FTS involu-
cra muchos detalles técnicos, es posible dar los
argumentos claves usando sélo el método de
la fase estacionaria y la ecuacién de Hamilton-
Jacobi, lo cual se intentard hacer enseguida.

La idea de la prueba de FTS, la cual tiene
otras aplicaciones diferentes a la férmula de tra-
za, es construir una aproximacion al kernel de
Schwartz del propagador

Ut,x,y) =Y e 5y () yia (),
J

la cual es solucién fundamental de la ecuacion
de Schrodinger. Con esto tenemos que

Yo (thhE> ://e%EU(t,x,x)gT)(t)dtdx, 2.5)
j=1
y por lo tanto para tener una buena estimacién
del lado izquierdo ser4 suficiente tener una bue-
na estimacién de U, valido para & pequefio.

La idea clave para tener una buena aproxi-
macién de U, es proponer que tiene la forma

Ul(t,x,y) :/e%[s(l’x’p)fy'p]a(f,)ny,p,h)dp, (2.6)

donde Sy a son por determinar. Se pide ademas
que a tenga un desarrollo asintético de la forma

a(t,x,y,p.h) ~ Y a;(t,x,y,p)/. (2.7
Jj=0

Si nos preguntamos de donde viene esta
idea sobre como estimar U a través de (2.6), una
respuesta razonable es verla como una generali-
zacion de (1.13) que es la solucién fundamental
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de la ecuacién de onda en R". De hecho hay un
método para encontrar soluciones aproximadas
a la ecuacién de Schrodinger de la forma

y(r,x) = %)
llamado método WKB. Se puede ver a (2.6)
como una superposicion de soluciones WKB,
con un peso dado por la amplitud a.

Si calculamos formalmente con (2.6), tene-
mos que la ecuacién que U debe satisfacer es

(R AAV)U () =in S U(x), 2

donde el subindice en A, indica que el Lapla-
ciano actda en las variables x. Si permitimos for-
malmente intercambiar el signo de diferencial
con el signo de integral, sustituimos (2.7) y jun-
tamos las potencias de i, se puede mostrar que
la ecuacién de orden principal no involucra a a,
dicha ecuacién es la de Hamilton-Jacobi para S,

1
H(x,VS(t,x, p)) = gl\VxS(t,M?)ll2 +V(x)
- _ﬁs(t | (2.9)
- at ax7p N

Todavia se tiene que imponer la condicién ini-
cial Ky(0,x,y) = 8(x—y), el cual es el kernel de
Schwartz del operador identidad. Segun la for-
ma dada de la fase en (2.6), por la transformada
inversa de Fourier esto tltimo se tiene si se toma

S(Ov-xap) =X-p (2.10)
1
a(0,x,y,p,h) T 2.11)

El problema (2.9) con la condicidn inicial (2.10)
de hecho tiene una solucién para S, para |¢| pe-
queio. Una de las dificultades técnicas en la
prueba rigurosa del Teorema 2.2 es obtener un
propuesta razonable sobre la forma que debe te-
ner U para |¢t| grande, pero esto se encuentra
fuera de los propdsitos de este escrito.

El término principal ao(,x,y,p) de la am-
plitud satisface la ecuacién de transporte junto
con la condicién inicial (2.11), es decir la ecua-
cién sub-principal respecto a /i obtenida por es-
cribir (2.8) bajo la integral. De hecho se puede

mostrar que toda ecuacién de transporte se pue-

de resolver para |f| pequefio.

Teniendo en cuenta la expresion (2.6) pro-
puesta para U, se aplica el método de la fase
estacionaria a (2.5), es decir a la integral

/ / /e%[S(’W)—X'P“E]a(t,x, p,)®(1)dpdedx, (2.12)

para esto calcularemos los puntos criticos de la
fase ¢ respecto a las variables de integracion.

» J;¢ = 0. Esto equivale a —%S(r,x,p) =E,y
por la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi (2.9) esto es

H(x,V,S(t,x,p)) =E.
> V,0 =0.
V,S(t,x,p) =x.
> V.6 =0.

V.S(t,x,p) = p.

Ahora es necesario el siguiente resultado de
mecdnica, el cual involucra términos no defini-
dos en este escrito pero que pueden estudiarse
con detenimiento en [1, 2], al igual que prueba
de dicho resultado.

Proposicion 2.3. Sea S una solucién del proble-
ma (2.9-2.10). Si {®,} denota el flujo Hamilto-
niano de H entonces se tiene que

CD;(X, VXS(t7x7p)) = (VPS(t,x,p),p).

De este andlisis se puede concluir que los
puntos criticos de la fase en la integral (2.12)
corresponden a los puntos (x,p) € R*" del es-
pacio fase tales que

H(x,p)=E y ®(x,p)=(x,p).

Esto tdltimo muestra que el desarrollo asintéti-
co de (2.3), dado en el teorema 2.2, se origina
precisamente de las trayectorias periddicas del
flujo Hamiltoniano de H sobre la superficie de
energia X;. Enseguida haremos unas observa-
ciones generales sobre de donde provienen al-
gunos de los términos que aparecen en el desa-
rrollo asintético de (2.3) en el teorema 2.2.
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1. La medida de Liouville de ¥ proviene de
la contribucién de los puntos criticos ¢ = 0,
(x,p) € Xg. Estos puntos criticos no son aisla-
dos y por lo tanto son degenerados, de esta for-
ma el teorema B.6 no se aplica inmediatamente.
Sin embargo podemos considerar la variedad

¢ ={(0,x,p) eERxR"XR": (x,p) € Lg},

la cual es una variedad no-degenerada de pun-
tos criticos para la fase, lo que significa que el
hessiano normal de la fase en cada punto de ¢
es no-degenerado. Entonces se puede aplicar el
método de la fase estacionaria en la direccién
normal y terminar con una integral sobre %, la
cual da LVol(Xg).

2. El factor 7 7% es el valor de la fase de la
integral (2.12) en el punto critico dado por 7.

3. El factor e/™/* corresponde al factor e/
en el método de la fase estacionaria, teorema
B.6, es decir py es el signo del Hessiano de la
fase en el punto critico dado por .

Apéndice A. Transformada de Fourier (TF)

En este apéndice se estudiard la TF, su de-
finicién, algunas de sus propiedades basicas y
una de sus aplicaciones la cual es resolver un
caso particular de la ecuacion de onda. Una re-
ferencia para esta teorfa es [21].

A.1. Definicion y propiedades basicas de
la TF. Primero definiremos la TF en Cj (R"),
el espacio de funciones suaves con soporte com-
pacto en R", para después extenderla a un espa-
cio ain mas grande, el espacio de Schwartz.

Definiciéon A.1. Sea f € Cj(R"), entonces su
transformada de Fourier es

7&) = [ e rnyax
Rn
Esta definicion también tiene sentido en

L'(R"™) y ademds cumple lo siguiente.

Lema A.2. Si f € L'(R") entonces f es una
funcion continua y ademds,

VE e R".

~

FEN <l (A.D)

Demostracion. La cota anterior es clara y la
continuidad es justificada por la continuidad de
la exponencial compleja. |

Usaremos la notacidén estandar de multi-
indices: sea o = (0,...,,) una n-ada de en-
teros no-negativos, llamado multi-indice, consi-
deremos la siguiente notacién:

o o [0

oo =a1+...+a,, E¥=EM---&M,

10
Jp— o __ N (o
Dj—f_r, D” =D{"---D,".
i 0x;

Ahora probaremos algunas propiedades ba-

sicas de la TF en relacidn con diferenciacion.

Lema A.3. Sean f,g € Cj(R") y sean o,
multi-indices, entonces

0 D(=x)P)(E) = E"DP(E),
b [ Fet)dy= [ rwatax

Demostracion. Para (a) se integra por partes su-
cesivamente y se usa el teorema de convergen-
cia dominada (TCD), mientras que en (b) se usa
el Teorema de Fubini. ]

Corolario A4. Sea f € C5(R"), entonces

sup[E*DP (&) <o Va,B.
Demostracion. La prueba es directa de (a) del
Lema A.3 y de (A.1). |

Este resultado nos motiva a introducir el es-
pacio de Schwartz.

Definicion A.5. El espacio de Schwartz en R",
denotado por . (R"), consiste de todas las fun-
ciones suaves en R" tal que

I fllep :=sup[x*DP f(x)| <o Va,p.
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Notemos que Ci(R") C .7(R"), pero la
contencion reciproca no se cumple ya que

f(x) = p(x)e W2

donde p es un polinomio, es una funcién que
estd en ./ (R") pero no en C7’ (R").

Con esta terminologia, el Corolario A.4 es-
tablece que la TF mapea Cy(R") en .(R").
Con los mismos argumentos anteriores se pue-
de ver que la TF mapea .7(R") en si mismo,
de hecho probaremos que es una biyeccién de
Z(R") en si mismo y daremos explicitamente
su inversa. Aunque hay varias pruebas de este
hecho, aqui se explotard (b) del Lema A.3 don-
de g es una gaussiana, pero primero se calcula-
rd la TF de una gaussiana, lo cual haremos de
una forma generalizada no necesaria aqui, pero
si para futuras referencias.

Proposicion A.6. Sea A una matriz simétrica
positiva-definida de n x n, y sea

ga(x) = e_x'Ax/2>

entonces su transformada de Fourier es

(27‘[)”/2
= —F———g !
Vet A

Demostracion. Como A es simétrica entonces
es diagonalizable y la matriz de similaridad es
ortogonal, es decir A = C~'DC donde D es una
matriz diagonal con elementos en la diagonal
positivos y C es una matriz ortogonal. Enton-
ces, sin perdida de generalidad, probaremos el
resultado para n = 1, es decir

8a(s) (&)-

_—ax?)2

ga(x)=¢e , cona>0.

Notemos que g, cumple con la ecuacién dife-
rencial g/, = —axg,, aplicando la TF en ambos
lados obtenemos por (a) del Lema A.3,

£8a(8) = —a(8a)'(8).

La solucién es g,(&) = ce8'/2a = cga1(&)
donde ¢ = g,(0) = Jpga(x)dx = /27 /a, y se
llega asf al resultado. |

Teorema A.7. La transformada de Fourier es
una biyeccion de . (R") en si mismo, y su in-
versa es

Demostracion. Usando (b) de Lema A.3, con
8(x) = gar(x) = e~ “l¥I*/2 tenemos

gx) =

2m)"/? —|x/1?/2a i —ally|?
(a,,)/z [ g R = [ Fy)eebiPay,

Hacemos a — 0, y por el TCD la integral de
la derecha tiende a [, f(y)dy. Para la integral
de la izquierda, hacemos el cambio de variable

u=1x/+/a,y se tiene que es igual a

(27)"2 / F(vauye P2y,
Rn

Hacemos a — 0, y por el TCD la integral previa
tiende a (27)" £(0), con esto se ha mostrado que

5 L F(€)E.

Esta es la féormula de inversién en x = 0, para
obtenerla en general, sea w € R" y sea f,,(x) =
f(x+w), es claro que f,, € . (R"), entonces
podemos aplicar la ecuacién anterior en x = 0.
Calculando la TF de f,, tenemos que f,, (&) =
™€ F(&), y se llega asi al resultado. |

f(0)=

Corolario A.8. Sean f,g € .7(R"), entonces

1 N
< f,g>=-——=<f,g>, (Parseval),

(2m)"
donde < f,g > es el producto interior en
L*(R™). En particular

1

112 = Gl

Demostracion. La identidad de Parseval sigue
de (b) del Lema A.3 aplicado a f y a h, con

1 = =
donde en la dltima igualdad se usé la férmula
de inversion de Fourier. ]

(Plancherel).
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A.2. Aplicacién de la TF. Como una apli-
cacién podemos resolver la ecuacién de onda en
R", es decir encontrar una funcién u(x,z) en el
espacio de Schwartz en la variable x tal que

2

2 n
a”t‘:Au con A=Y 2 (A2)
=1

7 o

donde A es el Laplaciano en R" y u(0,x),
% (0,x) son las condiciones iniciales dadas.

Resolveremos un caso particular de este
problema, que de hecho resulta ser suficiente
para resolver el caso general, pero que no se re-
solverd aqui. Sea

du
l— =

oV Aw)

(A3)

con condicidn inicial dada. El operador v/—A
estd definido por

—————

V=A(S) = [E1F(E)-

Se puede probar que /—A mapea .7 (R")
en si mismo y que su cuadrado es —A. Note que
(A.3) implica (A.2). Para resolver (A.3) tome-
mos para cada t una TF en x, sea

ft,x):= / e ¢ u(t,x)dx,
entonces la ecuacién (A.3) se reduce a,

Of e e 7
is(,6) =181 7(,5)

la cual es resuelta por f(¢,&) = e ISl £(0,&).
Aplicando la TF inversa obtenemos que la solu-
cion para (A.3) es

1

u(t,x) = )

/ oltee—tli&l) f(0,E)dE,

donde f(0,&) es la TF de la condicién inicial
u(0,x), entonces la solucién es

1 iH(—y).E—
”(t’x):W/n /nelﬁx 6El (0, y)dyd €.

Apéndice B. El Método de la Fase
Estacionaria

El método de la fase estacionaria se refiere
a la coleccién de resultados sobre el comporta-
miento asintético de integrales de la forma

I(T):/ "W g(x)dx,

donde ¢ € C*(R") y a € Cj(R") y es indepen-
diente de 7. A la funcién ¢ se le llama fase y
se le pide que tome valores reales, y a la fun-
cién a se le llama amplitud. El problema aqui es
estimar la integral /(7) cuando T — oo.

Cabe mencionar que estamos simplificando
el problema, ya que este método se aplica a inte-
grales con mayor complejidad, como por ejem-
plo, se le permite a la amplitud depender de 7, y
ademds se le permite a ambas funciones, ampli-
tud y fase, depender de otro pardmetro y € R™.

Una cota clara es |I(7)| < ||al|:, en los si-
guientes dos casos se verd que dicha cota puede
ser alcanzada y también puede ser mas pequeiia.

(B.1)

a) Sea @(x) = ¢ con ¢ una constante, en-
tonces I(7) = €°A, donde A no depende
de 1. Entonces I(7) oscila pero |I(T)]| es
constante.

b) Sea ¢ la funcién coordenada, ¢ (x) = xy,
entonces /(1) = a(—r,0,...,0). Como
a € CJ(R") entonces a € . (R"), por lo
tanto I(7) = O(1 ") para toda n € N.

Intuitivamente en (b) tenemos un rdpido de-
crecimiento de /(7) cuando T — o porque pa-
ra T grande la exponencial e!™() oscila muchas
veces en [x,x + dx|, mientras que la amplitud
a(x) permanece relativamente constante, ya que
a es suave, por lo tanto en la integral se llevan a
cabo muchas cancelaciones. Esto es totalmente
opuesto a lo que pasa en (a).

Si ¢ tiene un punto critico xp, es decir
V¢ (xo) = 0, entonces la face ¢ no cambia mu-
cho en [xp —dx,xp+dx], y asi infinitesimalmen-
te estamos en (a). Por lo tanto podemos espe-
rar en general que las principales contribuciones
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provienen de los puntos criticos de ¢, es decir
donde la fase ¢ es estacionaria, lo cual probare-
mos adelante.

Una referencia para el método de la fase
estacionaria es [7, 16]. Para la introduccion de
la relacion de orden O y desarrollos asint6ticos
puede checarse [10].

B.1. Fases no-estacionarias. Primero se
probard que la principal contribucién a la inte-
gral proviene de los puntos criticos de la fase en
el soporte de la amplitud.

Proposicién B.1. Sea I(t) como en (B.1), su-
ponga que ¢ no tiene punto criticos en alguna
vecindad del soporte de a, entonces

I(t)=0(t") VYNeN.

Demostracion. Usaremos la identidad,
Vo (e™W) = it| V|2 e ™0,

la cual no es dificil verificar, donde V¢ es el
operador diferencial

& 99 9
V(P_j;&ixjﬁj'

Sea x una funcién suave idénticamente 1 en el
soporte de a tal que V¢ no tiene ceros en su so-
porte. Por lo tanto ay = a 'y x/||V¢||* es una
funcién suave. Sea

_ X 99 0
- IVOI? & ox; dx;’

un campo vectorial suave, el cual satisface que
Le™0) = jy (),
y por lo tanto, tenemos que
ae ™) = gy T — g L™
1T
Sustituyendo en /(7), tenemos

I(T):/ ,ﬁLe”"’()‘)dx:,l/ ™™ fadx,
R iT iT JRe

donde L' es la traspuesta de L. De aqui tene-
mos que |/(7)| < ‘—aHL’aHLl. Notemos que esta
tltima ecuacion tiene la misma forma de I(7),
excepto por el factor 1/it, por lo tanto pode-
mos repetir cualquier nimero de veces el proce-

dimiento anterior y se llega asf al resultado. H

En aplicaciones, es importante permitir que
la fase y la amplitud dependan de otro parame-
tro y € R™, al igual que la amplitud dependa de
7, asi la integral I(7) se generaliza como

1.0 = [ e atyndx,

junto con otras condiciones adicionales. La fa-
se ¢ toma valores reales y ¢ € C*(R" x R™), y
para la amplitud suponemos que a € C*(R" x
R™ x R") y que para algunos K C R",A C R™
compactos fijos tenemos que a(x,y, T) = 0 para
todax ¢ K,y € A, ademas

a [0
<ax> a=0(t"t%y  sit e, (B.2)

uniformemente en (x,y) € K XA, con p € Ny
« un multi-indice. De esta forma la proposicién
B.1 se puede generalizar como sigue, y su prue-

ba se puede ver en [7] la cual tiene el mismo
espiritu que la proposicién B.1.

Proposicion B.2. Suponga que 8§ < 1 en (B.2),
seaXy ={(x,y) € K xA|V ¢(x,y) =0} el con-
junto de puntos estacionarios de @ respecto a
la variable de integracion. Si para cada N € N
existe una vecindad Q de Xy en K x A tal que
a(x,y,7) =0(t™N)  cuando T — oo,
uniformemente en (x,y) € Q, entonces tenemos
que para cada N € N
I(y,t)=0(t™) cuando t — o,

uniformemente en 'y € A.
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B.2. Fases cuadraticas. Los ejemplos mas
sencillos de fases con puntos criticos no-
degenerados son las fases cuadréticas, ¢(x) =
x-Ax/2 donde A es una matriz simétrica real
no-degenerada. Para tales fases tenemos el si-
guiente resultado, el cual es muy ttil para fases
mas complicadas que tienen mds de un punto
critico, como veremos mas adelante.

Teorema B.3. Si A es una matriz simétrica real
no-degenerada 'y a € C5(R") entonces se tiene
el siguiente desarrollo asintotico completo

) o %eiﬂc/ét o )
eth-Ax/Z d N<) o 07~/
R = D

cuando T — oo, donde

1. o eselsignodeA, el niimero de eigenva-
lores positivos menos los negativos.

2. op(a)(0) =a(0), y en general atj(a)(0) es
un operador diferencial de orden 2j apli-
cado a a valuado en 0.

Demostracion. Como A es simétrica entonces
podemos suponer que es diagonal, por el mis-
mo argumento dado en la prueba de la propo-
sicion A.6. Como a € Ci(R"), entonces pode-
mos aproximarla por funciones producto de di-
cho espacio pero con variables separadas, ya
que dichas funciones son densas en Ci’ (R"). Por
lo tanto es suficiente probar el resultado para
n=1.SeaA = A € R, primero supongamos que
A < 0. Por la identidad de Parseval del corolario
A.8 y por la proposicién A.6 tenemos que para
toda u > 0,

—

/ et 2q(x) dx=21ﬂ,/ (e42/2)(y)a(x) (y) dy

21/ 1A

Notemos que u aparece en el denominador.
Ahora, viendo a la integral anterior como una
funcién de u, la cual es analitica, podemos ex-
tenderla analiticamente del semi-eje real positi-
vo al semi-eje imaginario positivo, es decir to-
mamos i = iT con T > 0. Con esto llegamos a

la siguiente identidad

. 1 .
/ezrle/za(x)dx: /efzyz/Z‘:)L a(y)dy

\V2mT|A|eim/4

esto es exactamente lo que se queria mostrar.
Ahorasi A = A > 0, repetimos los mismos argu-
mentos para [ e #4/24(x)dx, con yt > 0. Ex-
tendemos analiticamente del semi-eje real po-
sitivo al semi-eje imaginario negativo, es decir
tomamos i = —iT con T > (. Con esto tenemos
una expresion parecida a la anterior como sigue

1 S
—iy=/2TA ~
Teale e

Juntando las expresiones anteriores y tomando
a o como el signo de A, tenemos que si A € R
con A # 0y a € Cy(R) entonces

/.eirle/Za(x)dx

/eierI/Za(x)dx:

e1'71:6/4

:\/27mw

Haciendo a un lado la constante, consideremos
la integral del lado derecho. Usando el desarro-
llo de Taylor-McLaurin de la exponencial y el
TCD tenemos que

220 N AT
Jermavi =gt ) [
=

S () [P o
i

/e—iyz/Z’M a(y)dy

donde en las dos ultimas igualdades se usé la
propiedad de Fourier a) del Lema A.3 y la defi-
nicién de la TF inversa. De esto tltimo tomamos

N\ J
@) =1 (57 ) D)
donde D = %%, y asi llegamos a la identidad
requerida. Para n = 1 se da la igualdad y es facil
obtener el operador diferenciable ¢, pero para
n > 1 sélo se puede asegurar que se cumple el
desarrollo asintético. ]
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B.3. Fases con puntos criticos no-dege-
nerados. Ahora consideraremos /(7) donde la
funcién fase ¢ sélo tiene puntos criticos no-
degenerados en una vecindad del soporte de la
amplitud a. El caso mas simple de esto, es pre-
cisamente las fases cuadrdticas vistas anterior-
mente, pero como veremos este caso es suficien-
te para generalizar cuando se tienen mas de un
punto critico. Aunque es posible analizar I(7)
en casos mas generales, el caso de fases con sélo
puntos criticos no-degenerados es con mucho el
mas sencillo y el dnico que se considerard aqui.

Iniciamos recordando la definicién de un
punto critico no-degenerado.

Definiciéon B.4. Sea ¢ : R" — R, un punto p €
R" es un punto critico no-degenerado de ¢ si
V¢ (p) =0 € R"y el Hessiano de ¢ en p,

Hess,(¢) := (aiiz;xj (p)>

es no-degenerado, es decir det(Hess,(¢)) # 0.

También necesitamos recordar que los pun-
tos criticos no-degenerados son aislados en-
tre ellos, es decir para cada punto critico no-
degenerado de una funcién dada existe una ve-
cindad tal que no hay mds puntos criticos no-
degenerados en ella. Este dltimo hecho se debe
al Lema de Morse, el cual dice que cerca de un
punto critico no-degenerado la funcién es equi-
valente a una funcién cuadratica. El Lema de
Morse tiene algunas variantes en la forma de
enunciarse, aqui se escribird de forma que se
mencione el Hessiano de dicha funcién. En [5]
se puede ver una variante de dicho lema al igual
que su prueba detallada.

Lema B.5 (Lema de Morse). Sea ¢ : R" — R
una funcion suave y sea p € R" un punto critico
no-degenerado de ¢, entonces existe vecindades
W.X CR"de p,0 € R" respectivamente y un di-
feomorfismo y : X — W tal que x(0) = p, y

O(x1,-- ) = 0p) 3 Y. A}
J=

donde los A; son los eigenvalores de Hessp(9).
Ademds el Jacobiano de ) en el origen es uno.

Combinando el Lema de Morse con Propo-
sicién B.1 y Teorema B.3 obtenemos el siguien-
te resultado.

Teorema B.6. Sea ¢ € C(R") a valores reales
y sea a € Cy(R"). Si todos los puntos criticos
de ¢ en una vecindad del soporte de a son no-
degenerados, denotados por pi,...,px, enton-
ces se tiene el siguiente desarrollo asintotico

VY |
T /)i |det(Hesspl(¢))|j§60‘1( )(pi)T

cuando T — oo, donde los (X} son operadores di-
ferenciales y o es el signo de Hess,, (¢).

) 2k oi(mo/4+10(p;)
/elw(x)a(x)dx <2ﬂ> €

Notemos que el Lema de Morse implica que
la cantidad de puntos criticos no-degenerados
de ¢ en el soporte de a es finita ya que dicho
soporte es compacto.

La restriccion de que todos los puntos cri-
ticos de la fase en una vecindad del soporte de
a deban ser no-degenerados puede parecer muy
limitativo, sin embargo lo siguiente puede ocu-
rrir. Suponga que la variable x se separa como
x = (¥,x") y suponga que cada punto en el
plano x' = 0 es un punto critico no-degenerado
de la fase @, es decir V,.9(0,x") =0,y

82¢ "
det <ax:ax;(0,x ) # 0.

Entonces podemos escribir a I(7) como,

I(T):/eir¢(x>a(x) dx:/(/e’w(x”ﬂ,)a(x',x") dx')dx"

y aplicar el método de la fase estacionaria en
la integral con dx’ para cada x”, y al menos for-
malmente integrar el desarrollo asintético resul-
tante con respecto a dx” para estimar /(7). Esto
es un hecho que se puede hacer riguroso pero
estd fuera de los propdsitos de este escrito.
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