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Fórmulas de Traza

Julio César Ávila Romero

RESUMEN. En este escrito se discuten fórmulas de traza en general y se calcu-
lan algunos ejemplos clásicos de ellas. Con ayuda de Análisis Semi-Clásico se
culmina con el estudio de la Fórmula de Traza Semi-Clásica (o de Gutzwiller),
cuya prueba rigurosa no se da pero si los argumentos y resultados claves para ella,
dando además las referencias necesarias para su estudio detallado.
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INTRODUCCIÓN

El propósito de este escrito es estudiar la tra-
za para operadores acotados y dar una forma de
expandir dicha definición a operadores no aco-
tados con ayuda de herramientas como el aná-
lisis de Fourier y el teorema espectral. Además
se pretende introducir algunas ideas básicas de
análisis semi-clásico y estudiar algunas de sus
herramientas básicas como lo es el método de la

fase estacionaria. A medida que se avanza en el
escrito se van estudiando ejemplos clásicos de
fórmulas de traza y sus generalizaciones, para
finalmente estudiar la Fórmula de Traza Semi-
Clásica, de la cual sólo se discuten las ideas cla-
ves y principales para su prueba rigurosa.

En la primera sección de este escrito se ini-
cia estudiando la definición general de traza y se
da un ejemplo clásico de ella, el cual es llama-
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4 1. Algunas Fórmulas Clásicas de Traza

do la fórmula de la suma de Poisson. Después
se generaliza y con ayuda del método de la fase
estacionaria se llega a un caso particular de la
fórmula de traza de Duistermaat-Guillemin pa-
ra el toro n-dimensional. En la siguiente sección
se estudia solamente la Fórmula de Traza Semi-
Clásica, en la cual se da el enunciado preciso de
dicha fórmula y se discuten las ideas claves para
su demostración, haciendo referencia a los tex-
tos indicados en caso de ser necesario. Las he-
rramientas básicas necesarias para el desarrollo
de la teoría anterior se describen en el apéndice,
en los cuales se estudia sobre análisis de Fourier
y sobre el método de la fase estacionaria.

1. Algunas Fórmulas Clásicas de Traza

En esta sección iniciamos estudiando la de-
finición general de fórmulas de traza de un ope-
rador acotado para después extenderla a funcio-
nes adecuadas de operadores no acotados con la
ayuda del teorema espectral. Después estudia-
mos un ejemplo clásico donde se calcula explí-
citamente la fórmula de traza del operador mo-
mento en el espacio de Hilbert de funciones so-
bre R que son T -periódicas y de cuadrado in-
tegrable, dicha fórmula de traza es también lla-
mada fórmula de la suma de Poisson. Dicha fór-
mula de traza se generaliza a n-variables, ge-
neralizando el operador momento al igual que
el espacio de Hilbert. Por último se estudia el
comportamiento asintótico de fórmulas de traza
cuando los eigenvalores del operador son sufi-
cientemente grandes.

1.1. Generalidades sobre Fórmulas de
Traza. Sea H un espacio de Hilbert separa-
ble y sea Q un operador lineal y acotado sobre
H . Supongamos que existe una base ortonor-
mal {e j} de H tal que

Q(e j) = ν je j, ν j ∈ C.

Definición 1.1. Un operador Q que cumpla con
las condiciones anteriores se dice ser tipo traza
si la serie ∑ j ν j es absolutamente convergente.

En este caso se define

Tr(Q) := ∑
j

ν j.

La definición anterior tiene sentido ya que
toda serie absolutamente convergente es conver-
gente. Es de nuestro interés considerar sólo ca-
sos donde el espacio de Hilbert es separable, de
este modo todas las bases ortonormales son a
lo mas numerables. Además notemos que esta-
mos asumiendo una condición muy restrictiva
sobre el operador Q, a saber el conocimiento de
sus eigenvalores, lo cual para los operadores que
nos incumben en este escrito siempre será fácil
conocerlos. Cabe mencionar que la definición
general de traza puede darse sin ningún proble-
ma sin pedir dicha condición, como se mencio-
na enseguida.

Sea H un espacio de Hilbert separable,
sea Q un operador lineal y acotado sobre H y
sea {e j} una base ortonormal de H arbitraria.
Nótese que no se pide conocer los eigenvalo-
res. Se dice que Q es un operador tipo traza si
Tr |Q|< ∞, donde |Q|=

√
Q∗Q, es decir

Tr(|Q|) := ∑
j

< e j, |Q|(e j) >< ∞, (1.1)

donde < ·, ·> denota el producto interior de H .
Por supuesto que quedan muchas propiedades
por demostrar. Para empezar nótese que Q∗Q es
un operador positivo entonces su raíz cuadrada
|Q| está bien definida y es positiva también, de
este modo en la suma (1.1) todos los suman-
dos son positivos. Por otra parte se puede mos-
trar que dicha suma es independiente de la base
ortonormal, es decir Tr(|Q|) está bien definida.
Ahora si Q es un operador tipo traza entonces
su traza se define como

Tr(Q) := ∑
j

< e j,Q(e j) >,

la cual está bien definida, ya que dicha suma es
absolutamente convergente y por ende conver-
gente, además es independiente de la base. Para
mas detalles véase [22].
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Sea H = L2(M,dµ) el espacio de funcio-
nes de cuadrado integrable, donde (M,µ) es un
espacio de medida, de tal manera que los ele-
mentos de la base e j son funciones sobre M.
Entonces se define el Kernel de Schwartz de Q
sobre M×M como

KQ(x,y) = ∑
j

ν je j(x)e j(y). (1.2)

Este kernel tiene la propiedad que si f ∈H , en-
tonces por la continuidad del producto interior
de H se tiene que

Q( f )(x) =
∫

M
KQ(x,y) f (y)d µ(y). (1.3)

De igual forma se puede encontrar la fór-
mula de traza de Q a partir de su Kernel de
Schwartz (1.2) como sigue,

Tr(Q) = ∑
j

ν j =
∫

M
KQ(x,x)d µ(x). (1.4)

Desafortunadamente la mayoría de los ope-
radores importantes con espectro discreto que
provienen de física y de geometría no son ope-
radores tipo traza, como por ejemplo los opera-
dores de Laplace-Beltrami, de Schrödinger y de
Dirac, de hecho algunos de ellos ni siquiera son
acotados, pero funciones adecuadas de ellos si
pueden ser tipo traza, como veremos enseguida.

Sea P un operador lineal y no acotado en
H y supongamos que existe una base ortonor-
mal de H tal que

P(e j) = λ je j

donde ahora suponemos que los eigenvalores
{λ j} son reales y se acumulan sólo en ±∞. Sea
ϕ una función sobre R (en general ϕ puede to-
mar valores en C, pero está fuera de nuestros
intereses) y definamos el operador

Qϕ := ϕ(P),

es decir, Qϕ se define por la propiedad

Qϕ(e j) = ϕ(λ j)e j ∀ j. (1.5)

Notemos que para el operador P la familia
{e j} es una base ortonormal de eigenfunciones
con {λ j} la familia correspondiente de eigenva-
lores, mientras que para el caso de Qϕ = ϕ(P)
la base ortonormal de eigenfunciones es la mis-
ma pero con {ϕ(λ j)} la familia correspondiente
de eigenvalores.

Para una definición precisa del operador Qϕ

en (1.5) se necesita del teorema espectral, el
cual puede verse en [17, 22], donde además se
menciona acerca de las condiciones que debe
cumplir dicha función ϕ , que para nosotros será
suficiente pedir que sea continua, y si además ϕ

es acotada entonces Qϕ también será acotado.
Notemos que si ϕ decae suficientemente rá-

pido en ±∞ entonces Qϕ es un operador tipo
traza y por lo tanto de (1.4) su traza es

∑
j

ϕ(λ j) =
∫

M
Kϕ(x,x)d µ(x), (1.6)

donde Kϕ es el Kernel de Schwartz de Qϕ .
Salvo pocas excepciones, es difícil calcular

exactamente Tr(Qϕ). Para las fórmulas de traza
que estudiaremos aquí, su kernel Kϕ se calcula
al menos aproximadamente escribiendo

Qϕ = ϕ(P) =
∫

R
e−itP
b

ϕ(t)d t, (1.7)

donde
b

ϕ(t) :=
1

2π

∫
R

eitλ
ϕ(λ )dλ

es la transformada inversa de Fourier de ϕ . Para
ser mas precisos, sea U el operador dependiente
de t dado por

U(t) := e−itP,

definido por la propiedad

U(t)(e j) = e−itλ j e j ∀ j.

Notemos que esto último es un caso particular
de (1.5) con ϕ0(x) = e−itx. Sustituyendo esto úl-
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timo en (1.7), tenemos que si f ∈H entonces

ϕ(P)( f )(x) =
∫

R
U(t)( f )(x)

b

ϕ(t)d t

=
∫

R

∫
M

KU(t,x,y) f (y)
b

ϕ(t)d µ(y)d t,

(1.8)

donde en la segunda igualdad se aplicó la pro-
piedad (1.3) del kernel de Schwartz KU(t,x,y)
de U(t), usando además el hecho de que U(t)
es un operador acotado ya que ϕ0(x) = e−itx es
una función acotada y U(t) = ϕ0(P). El Kernel
de Schwartz de U(t), por (1.2), es

KU(t,x,y) = ∑
j

e−itλ j e j(x)e j(y),

el cual estrictamente hablando sólo existe en
el sentido de distribuciones. Mas específica-
mente nos referimos al Teorema del Kernel de
Schwartz que se puede ver en detalle en [16].
Intercambiando los órdenes de integración en
(1.8), por el Teorema de Fubini, tenemos que

ϕ(P)( f )(x)=
∫

M

(∫
R
KU(t,x,y)

b

ϕ(t)d t
)

f (y)d µ(y)

comparando esta última ecuación con (1.3) se
llega finalmente a que el Kernel de Schwartz
Kϕ(x,y) de Qϕ = ϕ(P) es

Kϕ(x,y) =
∫

R
KU(t,x,y)

b

ϕ(t)d t.

Con esto último y por (1.6), llegamos a que la
ecuación para la traza del operador Qϕ es

∑
j

ϕ(λ j)=
∫

M

∫
R
KU(t,x,x)

b

ϕ(t)d t d µ(x). (1.9)

La ventaja de introducir el operador U(t) es
que resuelve la siguiente ecuación diferencial
con su condición inicial

1
i

∂

∂ t
U(t) =−P(U(t)) U(t)|t=0 = I.

La idea detrás de la fórmula de traza es re-
solver al menos aproximadamente el problema

anterior, y así poder escribir una ecuación para
la traza de Qϕ = ϕ(P).

Ahora estudiaremos algunos casos clásicos
donde lo anterior puede llevarse acabo exacta-
mente. En cada caso especificaremos el opera-
dor P, el espacio de Hilbert H y calcularemos
el lado derecho de (1.9) para obtener una fór-
mula no trivial.

1.2. Fórmula de la Suma de Poisson.
Aunque hay diferentes demostraciones de esta
fórmula, aquí se dará una siguiendo la esencia
de la sección anterior. Sea T > 0 y sea H =
L2(S1

T ), es decir

H ={ f : R→C| f es T -periódica y
∫ T

0
| f (x)|2dx<∞}

y consideremos también al operador lineal P
densamente definido en H dado por

P := Dx :=
1
i

d
dx

.

Si w = 2π/T entonces las eigenfunciones orto-
normales y los eigenvalores de P son,

e j(x) =
1√
T

ei jwx
λ j = jw ∀ j ∈ Z. (1.10)

En este caso el operador U(t) = e−itP es el ope-
rador traslación U(t)( f )(x) = f (x− t). Para ver
esto último, es suficiente probar que dichos ope-
radores son iguales actuando en la base {e j}, ya
que U(t) es un operador lineal y continuo. En-
tonces de (1.10) se tiene que

U(t)(e j)(x) = e−it( jw) 1√
T

ei jwx =
1√
T

ei jw(x−t)

= e j(x− t).

Si ϕ decae suficientemente rápido tenemos de
(1.8) que,

ϕ(P)( f )(x) =
∫ +∞

−∞

f (x− t)
b

ϕ(t)d t.

Siguiendo la esencia de la sección anterior,
encontraremos una expresión para el kernel de
Schwartz de ϕ(P), para esto partiremos de la



1.3. Fórmula de Traza en el n-Toro 7

última ecuación y se comparará con (1.3). Pri-
mero se divide la integral sobre R en intervalos
de integración de longitud T ,

∫ +∞

−∞

f (x−t)
b

ϕ(t)d t=
+∞

∑
k=−∞

∫ (k+1)T

kT
f (x−t)
b

ϕ(t)d t

en el k-ésimo sumando hacemos el cambio de
variable s = t− kT , usando que f es de periodo
T y el teorema de convergencia dominada tene-
mos que la expresión anterior es igual a

+∞

∑
k=−∞

∫ T

0
f (x−s)
b

ϕ(s+kT )ds=
∫ T

0
f (x−s)ϕ̃(s)ds

donde

ϕ̃(s) :=
+∞

∑
k=−∞

b

ϕ(s+ kT ), (1.11)

la cual claramente es T -periódica. Por último,
tomando t = x− s obtenemos que

ϕ(P)( f )(x) =
∫ T

0
f (t)ϕ̃(x− t)d t,

y comparando con (1.3) sigue que el kernel de
Schwartz de ϕ(P) es

Kϕ(x,y) = ϕ̃(x− y).

Sustituyendo la expresión anterior y (1.10) en
(1.6), y tomando en cuenta la expresión para ϕ̃

en (1.11), se llega finalmente a la fórmula de la
suma de Poisson

+∞

∑
j=−∞

ϕ( jw) =
∫ T

0
ϕ̃(0)dx = T

+∞

∑
k=−∞

b

ϕ(kT ).

Teorema 1.2. Sea ϕ una función de Schwartz
sobre R, sea T > 0 y sea w = 2π/T , entonces

+∞

∑
j=−∞

ϕ( jw) = T
+∞

∑
k=−∞

b

ϕ(kT ),

donde
b

ϕ es la transformada inversa de Fourier.

Para nuestros propósitos la fórmula de la su-
ma de Poisson se interpreta como sigue. El la-
do izquierdo es la traza de ϕ(Dx) actuando en
L2(S1

T ) donde w es la frecuencia fundamental
del círculo y por lo tanto es una cantidad analí-
tica. El lado derecho involucra la longitud del
círculo T la cual es una cantidad geométrica.
Esta es una característica típica de las fórmu-
las de traza, además de que la relación involu-
cra una transformación integral (transformada
inversa de Fourier) de la función de prueba. Pa-
ra la fórmula de traza semi-clásica (o asintótica)
esta transformación integral será la transforma-
da de Fourier, como se verá después.

1.3. Fórmula de Traza en el n-Toro. En
esta sección se generalizan las hipótesis y los
resultados hechos anteriormente sobre el círcu-
lo al toro n-dimensional. Aunque hay una forma
estándar de generalizar la fórmula de la suma de
Poisson a n dimensiones la cual involucra fun-
ciones de Schwartz de n variables, como se pue-
de ver en [9], aquí se verá una generalización
para motivar la fórmula de traza semi-clásica
que se introducirá en la siguiente sección.

Sea Γ ⊂ Rn una retícula, sea F un domi-
nio fundamental de Γ, sea M = Rn/Γ el n-toro
y sea H := L2(M) el espacio de funciones Γ-
periódicas en Rn de cuadrado integrable en F ,
con norma

‖ f‖2 =
∫

F
| f (x)|2 dx,

donde dx es la medida de Lebesgue en Rn.
Por Γ-periodicidad entendemos que si x ∈ Rn

y γ ∈ Γ entonces f (x + γ) = f (x). Este espacio
de funciones Γ-periódicas es preservado por el
Laplaciano

∆ =
n

∑
j=1

∂ 2

∂x2
j
.

Las eigenfunciones de ∆ en H son las expo-
nenciales en dicho espacio, para esto primero
introducimos la retícula dual de Γ la cual es

Γ
∗ := {k ∈ Rn|k · γ ∈ 2πZ ∀γ ∈ Γ}.
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Las eigenfunciones ortonormales de ∆ en H y
los correspondientes eigenvalores son

ek(x) = eik·x, λk =−‖k‖2, ∀k ∈ Γ
∗.

El operador de nuestro interés es la raíz cua-
drada positiva de −∆ actuando en H , es decir

P :=
√
−∆|H ,

por lo tanto las eigenfunciones ortonormales de
P son otra vez ek con eigenvalor ‖k‖, la longitud
de k donde k ∈ Γ∗. La razón de introducir la raíz
cuadrada para definir P es que ahora la ecuación
satisfecha por U(t) = eitP es la ecuación de on-
da. Diferenciando dos veces U(t) con respecto
a t obtenemos

∂ 2

∂ t2U(t) = ∆(U(t)).

De acuerdo a (1.9), la fórmula de traza de P se
obtiene calculando el lado derecho de

∑
k∈Γ∗

ϕ(‖k‖)=
∫

F

∫
R
KU(t,x,x)

b

ϕ(t)d t dx. (1.12)

Sea Ũ(t) = e−itP en L2(Rn) y sea K̃U(t,x,y)
su kernel de Schwartz. Por propiedades de la
transformada de Fourier se tiene que

Ũ(t)( f )(x) =
1

(2π)n

∫
Rn

ei[x·ξ−t‖ξ‖] bf (ξ )dξ ,

sustituyendo bf (ξ ), factorizando términos y
cambiando el orden de integración, se llega for-
malmente por (1.3) que

K̃U(t,x,y)=
1

(2π)n

∫
Rn

ei[(x−y)·ξ−t‖ξ‖] dξ . (1.13)

De esto último, se puede obtener por con-
sideraciones generales el kernel de Schwartz
KU(t,x,y) de U(t) = e−itP en H , es decir el es-
pacio de funciones Γ-periódicas de cuadrado in-
tegrable, de la siguiente forma

KU(t,x,y) = ∑
γ∈Γ

K̃U(t,x+ γ,y).

Sustituyendo todo lo anterior en (1.12) se tiene

∑
k∈Γ∗

ϕ(‖k‖)= 1
(2π)n∑

γ∈Γ

∫∫∫
ei[(x+γ−x)·ξ−t‖ξ‖]

b

ϕ(t)dxd tdξ

=
|F |

(2π)n ∑
γ∈Γ

∫
eiγ·ξ

ϕ(‖ξ‖)dξ ,

donde |F | es el volumen de F , es decir el volu-
men del toro M. Es claro que la expresión

1
(2π)n

∫
eiγ·ξ

ϕ(‖ξ‖)dξ ,

es una función de γ , pero realmente es función
solamente de ‖γ‖. Se puede compensar una ro-
tación de γ por un cambio de variable que tam-
bién rote a ξ . Pasando a coordenadas polares
en Rn, es decir haciendo el cambio de variable
ξ = rη con ‖η‖= 1, podemos escribir la expre-
sión anterior como

1
(2π)n

∫
∞

0

∫
Sn−1

eirγ·η
ϕ(r)rn−1 dSn−1(η)dr,

donde dSn−1 es la medida estándar en la esfera
(n−1)-dimensional Sn−1. Se puede resumir es-
te resultado como sigue.

Teorema 1.3. Para cada función de Schwartz ϕ

definida sobre R, sea

ϕ̃(s) :=
1

(2π)n

∫
∞

0

∫
Sn−1

eisrη1ϕ(r)rn−1dSn−1(η)dr,

entonces tenemos que

∑
k∈Γ∗

ϕ(‖k‖) = |F |∑
γ∈Γ

ϕ̃(‖γ‖). (1.14)

Esta es la fórmula de traza exacta para el
operador P =

√
−∆ en el toro Rn/Γ, la cual in-

volucra la transformación integral ϕ 7→ ϕ̃ . Note
que ‖γ‖ es precisamente la longitud de las geo-
désicas en el toro en la clase de homología de
γ , mientras que {‖k‖ : k ∈ Γ∗} es el espectro de
P. Otra vez la interpretación de (1.14) es la si-
guiente, el lado izquierdo es espectral y el lado
derecho es geométrico.
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Para el caso particular cuando la función de
prueba es la gaussiana ϕ(w) = e−w2t donde t es
visto como un parámetro, se puede calcular

ϕ̃(u) =
1

(4πt)n/2 e−u2/4t ,

y se obtiene la identidad de Jacobi para la serie
de Dirichlet asociada a Γ,

∑
k∈Γ∗

e−‖k‖2t =
|F |

(4πt)n/2 ∑
γ∈Γ

e−‖γ‖2/4t .

Se puede interpretar esta última ecuación como
una fórmula para la traza de e−t∆ en H , la cual
es solución fundamental de la ecuación del ca-
lor en el toro.

1.4. Fórmula de Traza Asintótica. Se ha
mencionado que en la fórmula de traza asintóti-
ca que se verá enseguida, la transformación in-
tegral de la función de prueba es la transformada
de Fourier. Para ver esto, primero notemos que
en la fórmula de traza asintótica para la raíz cua-
drada del Laplaciano solo importan los eigenva-
lores suficientemente grandes, debido a Duister-
maat y Guillemin como se puede ver en [8]. Es-
to se consigue trasladando la función de prueba
ϕ por una cantidad µ y hacer µ → ∞. En es-
te caso se debe considerar el comportamiento
asintótico de

∑
k∈Γ∗

ϕ(‖k‖−µ) cuando µ → ∞.

Para lograr esto, sea

ϕµ(λ ) := ϕ(λ −µ),

entonces podemos aplicar el Teorema 1.3 a ϕµ

para obtener una fórmula exacta para ϕ̃µ ,

ϕ̃µ(s)=
1

(2π)n

∫
∞

0

∫
Sn−1

eisrη1 ϕ(r−µ)rn−1dSn−1(η)dr.

(1.15)
Ahora se estimará esta integral cuando µ → ∞

con s fijo, viendo a s como la longitud de las
geodésicas cerradas. Esto se hace en dos casos:

I s = 0. Conocido como el término de Weyl.
Se puede calcular directamente ϕ̃µ(0), y hacer
el cambio de variable u = r−µ para obtener

ϕ̃µ(0) =
Vol(Sn−1)

(2π)n

∫
∞

0
ϕ(r−µ)rn−1 dr

=
Vol(Sn−1)

(2π)n

∫
∞

−µ

ϕ(u)(u+ µ)n−1 du,

desarrollando el binomio y observando que∫
ϕ(u)u j du es igual a

b

ϕ
( j)(0) salvo una cons-

tante multiplicativa, tenemos que

ϕ̃µ(0)∼ µ
n−1 Vol(Sn−1)

b

ϕ(0)+
n−1

∑
j=1

α j(
b

ϕ)(0)µ
n−1− j

donde α j es un operador diferencial de or-
den j. Por lo tanto este término es de orden
O(µn−1) y salvo constantes, el coeficiente guía
es
∫

ϕ(u)du.
I s > 0. Hacemos otra vez u = r−µ en (1.15),
y tenemos que el término guía en µ es, (notando
que los términos de orden menor simplemente
tienen un factor extra de u j en el integrando y
así pueden ser estimados similarmente como el
término guía),

ϕ̃µ(s)∼
1

(2π)n µ
n−1
∫

∞

−µ

∫
Sn−1

eis(u+µ)η1ϕ(u)dSn−1(η)du

∼ 1
(2π)n µ

n−1
∫

Sn−1
eisµη1

(∫
∞

−µ

eisuη1ϕ(u)du
)

dSn−1(η)

donde se puede notar que el término entre pa-
réntesis junto con el factor 1/(2π)n converge
a
b

ϕ(sη1) cuando µ → ∞. Ahora haremos uso
del método de la fase estacionaria el cual pue-
de verse en el Apéndice B. La función sobre la
esfera η 7→ sη1 tiene dos puntos críticos, uno
máximo en η = (1,0, . . . ,0) y uno mínimo en
η = (−1,0, . . . ,0), por lo tanto por el método
de la fase estacionaria obtenemos que

ϕ̃µ(s)∼ (2πµ)
n−1

2

(
eiµs

∞

∑
j=0

c+
j (
b

ϕ)(s)µ
− j+

+e−iµs
∞

∑
j=0

c−j (
b

ϕ)(−s)µ
− j

)
,
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donde los coeficientes c±j son operadores dife-
renciales, en particular

c±0 (
b

ϕ) = e±i(1−n)π/4
b

ϕ. (1.16)

Todas las estimaciones anteriores se pueden
plasmar en el siguiente resultado.

Teorema 1.4. Sea ϕ una función de prueba tal
que
b

ϕ ∈ C∞
0 (R), si µ → ∞ entonces se tiene el

siguiente desarrollo asintótico

∑
k∈Γ∗

ϕ(‖k‖−µ)∼ µ
n−1 Vol(Sn−1)|F |

b

ϕ(0)+

+ |F |
n−1

∑
j=1

α j(
b

ϕ)(0)µ
n−1− j+

+(2πµ)
n−1

2 ∑
γ∈Γ\{0}

(
eiµ‖γ‖

∞

∑
j=0

c+
j(
b

ϕ)(‖γ‖)µ
−j+

+e−iµ‖γ‖
∞

∑
j=0

c−j (
b

ϕ)(−‖γ‖)µ
− j

)
· |F |,

además se cumple (1.16).

Esto último es un caso particular de la fór-
mula de traza de Duistermaat-Guillemin para√
−∆ en Rn/Γ probado en [8]. La fórmula de

traza semi-clásica que se verá en la siguiente
sección es una identidad del mismo tipo. Ha-
remos unas observaciones que son típicas de las
fórmulas de trazas.
1. El término guía del desarrollo asintótico es
el término de Weyl, µn−1 Vol(Sn−1)|F |

b

ϕ(0). En
este caso el término de Weyl es

µ
n−1Vol(Sn−1)|F |

b

ϕ(0)+|F |
n−1

∑
j=1

α j(
b

ϕ)(0)µ
n−1−j (1.17)

el cual es un polinomio en µ . Para la fórmula
semi-clásica general ésta es una serie asintóti-
ca decreciente en potencias de µ . Notemos que
(1.17) se hace cero si el soporte de

b

ϕ no tiene
al cero. En el caso general esto sirve como una
definición de término de Weyl.
2. Los operadores diferenciales c±j están ac-
tuando en

b

ϕ , y bajo la suposición de que
b

ϕ ∈
C∞

0 (R), la suma sobre γ ∈ Γ\{0} es finita. Esta
suma debe entenderse como la una suma sobre

las geodésicas periódicas en el toro. Nótese que
los factores exponenciales hacen la suma osci-
latoria cuando µ → ∞.
3. Si escogemos a

b

ϕ tal que su soporte no tiene
al cero entonces como ya dijimos el término de
Weyl es cero, y así el término guía en el desa-
rrollo es

|F |(2πµ)
n−1

2 ∑
γ∈Γ\{0}

(
ei(µ‖γ‖+(1−n)π/4)

b

ϕ(‖γ‖)+

+ e−i(µ‖γ‖+(1−n)π/4)
b

ϕ(−‖γ‖)
)

es decir, la suma sobre las geodésicas cerra-
das en el toro da el término guía, donde se usó
(1.16).
4. Si ϕ toma valores reales entonces

b

ϕ(−s) =b

ϕ(s), y así el término guía puede escribirse
como

2|F |(2πµ)
n−1

2 ∑
γ∈Γ\{0}

ℜ

(
ei(µ‖γ‖+(1−n)π/4)

b

ϕ(‖γ‖)
)

.

Si además
b

ϕ toma valores reales entonces la ex-
presión anterior se escribe como

2|F |(2πµ)
n−1

2 ∑
γ∈Γ\{0}

cos
(

µ‖γ‖+
(1−n)π

4

) b
ϕ(‖γ‖).

2. Fórmula de Traza Semi-Clásica (FTS)

La fórmula de traza que se estudió en la
sección anterior fue para P =

√
−∆ y la ecua-

ción resuelta por e−itP fue la ecuación de on-
da. El resultado visto en el Teorema 1.4 es un
comportamiento asintótico donde se está intere-
sado sólo en los eigenvalores grandes de P, y
como se mencionó este tipo de resultados se
cumple bajo condiciones muy generales, como
por ejemplo para el Laplaciano sobre una varie-
dad Rimanniana general (operador de Laplace-
Beltrami) compacta, ésta es la fórmula de traza
Duistermaat-Guillemin la cual se ve en [8].

2.1. Introducción a la FTS. Ahora estu-
diaremos otra fórmula de traza donde el opera-
dor relevante es el operador de Schrödinger,

P = Ph̄ =−h̄2
∆+V (2.1)
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y la ecuación asociada al operador Ph̄ es la ecua-
ción de Schrödinger,

ih̄
∂

∂ t
ψ = P(ψ). (2.2)

El comportamiento asintótico en el que estamos
interesados es cuando h̄ → 0, esto nos lleva a la
Fórmula de Traza Semi-Clásica (FTS). El pri-
mero en discutir que esta clase de resultados de-
berían ser ciertos fue Martin Gutzwiller en [12],
también puede verse [13], por tal motivo dicha
fórmula también es llamada Fórmula de Tra-
za de Gutzwiller. La formulación de Gutzwiller
tiene el mismo espíritu que la que se presenta
aquí, aunque su enunciado es diferente, mas ge-
neral y no se he probado aún que al parecer no
siempre se cumple.

Los primeros resultados en el estudio rigu-
roso de la FTS, la cual involucra raíces cua-
dradas de los eigenvalores, fueron obtenidos en
[4, 11]. El enunciado presentado mas adelante
fue primero anunciado por T. Paul y A. Uribe
en [19], con los detalles de la prueba publica-
da en [20]. Independientemente E. Meinrenken
anunció los mismos resultados en [18], vea tam-
bién Dozias [6], para otros detalles también se
puede ver [14] por Bernard Helffer.

Para simplificar el problema se trabajará en
Rn. Consideremos el operador (2.1) donde ∆ es
el Laplaciano en Rn y V ∈C∞(Rn) llamada fun-
ción potencial, además supongamos que V tien-
de a +∞ en infinito. Se sabe que esto último im-
plica que el espectro de Ph̄ en L2(Rn) es dis-
creto, lo cual se puede ver en [15]. Entonces
existe una base ortonormal de eigenfunciones
{ψ j,h̄| j ∈ N} de L2(Rn), con sus eigenvalores
asociados {E j,h̄| j ∈ N},

Ph̄(ψ j,h̄) = E j,h̄ψ j,h̄.

La FTS está asociada a la ecuación de Schrödin-
ger en el sentido de que estima la traza de

Qh̄
ϕ =

∫
e−

it
h̄ Ph̄

b

ϕ(t)d t.

Notemos que la exponencial que aparece en el
integrando de la ecuación anterior es la solu-
ción fundamental de la ecuación de Schröndin-
ger (2.2). Se puede ver que la traza de Qh̄

ϕ es

Tr(Qh̄
ϕ) = ∑

j
ϕ

(
E j,h̄

h̄

)
.

Este es el tipo de cantidades que se estimarán.
Si tenemos en mente que ϕ decrece suficiente-
mente rápido, vemos que la ecuación anterior
examina el espectro en una vecindad del cero.
Si ahora queremos examinar el espectro en una
vecindad de un valor E ∈ R dado, entonces po-
demos generalizarla como

∑
j

ϕ

(
E j,h̄−E

h̄

)
. (2.3)

Esto es lo mismo que levantar Ph̄ por el valor
E. La FTS es un desarrollo asintótico de (2.3)
cuando h̄→ 0, válido para condiciones muy ge-
nerales. Antes de explicar los términos que apa-
recen en dicho desarrollo, debemos explicar al-
gunos conceptos de mecánica clásica.

2.2. Repaso de Mecánica Clásica. Para
un repaso general de esta teoría se recomien-
da [1, 2]. La trayectoria x(t) de una partícula
clásica en Rn bajo la influencia de una fuerza
~F =−∇V satisface la segunda ley de Newton,

d2

d t2 x(t) =−∇V (x(t)) ∀t ∈ R

(con m = 1) y como es usual, esta ecuación de
segundo orden puede ser remplazada por un sis-
tema equivalente de ecuaciones de primer orden

d
d t

x(t) = p(t)

d
d t

p(t) =−∇V (x(t))
(2.4)

donde la primera ecuación define p(t), el mo-
mento de la trayectoria x(t) al tiempo t. Mas es-
pecíficamente se introduce el espacio Rn ×Rn

de todas las posibles posiciones y momentos
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(x, p), llamado espacio fase, y sobre éste se de-
fine el Hamiltoniano (o función de energía total)

H(x, p) =
1
2
‖p‖2 +V (x),

y el campo vectorial Hamiltoniano asociado

Ξ(x,p) :=
n

∑
j=1

∂H
∂ p j

∂

∂x j
− ∂H

∂x j

∂

∂ p j

=
n

∑
j=1

p j
∂

∂x j
− ∂V

∂x j

∂

∂ p j
.

El flujo de Ξ es llamado el flujo Hamiltoniano.
La propiedad fundamental de Ξ es que la ecua-
ción satisfecha por sus curvas integrales es pre-
cisamente el sistema (2.4), por lo tanto las pro-
yecciones sobre el espacio de posiciones, es de-
cir sobre x, de las curvas integrales de Ξ son las
soluciones a la ecuación de Newton y cada cur-
va integral es determinada de forma única por
una posición y un momento inicial.

Ahora repasaremos algunos conceptos y re-
sultados que aparecen en la FTS.
1. Una propiedad básica del flujo Hamiltoniano
es que la energía es conservativa, es decir si
(x(t), p(t)) es una solución de (2.4) entonces
H(x(t), p(t)) es independiente de t, en otras pa-
labras el campo vectorial Ξ es tangente a la fa-
milia de hipersuperficies

ΣE := H−1(E) con E ∈ R,

en R2n, las cuales son llamadas superficies de
energía y en general podrían no ser suaves para
algunos valores de E.
2. Suponga que E es tal que ∇H no es cero en
ΣE, en este caso E se llama valor regular de H,
entonces ΣE es suave y su dimensión es 2n−1.
Afirmamos que esto nos lleva a una medida na-
tural llamada medida de Liouville, la cual es
preservada por el flujo Hamiltoniano.
3. Sea γ(t) = (x(t), p(t)) una trayectoria de Ξ,
decimos que γ es periódica de periodo T 6= 0
si γ(t +T ) = γ(t), lo cual si ocurre para alguna
t entonces ocurre para toda t. Si γ es periódica

entonces su periodo primitivo es el mas peque-
ño de los T > 0 tal que T es un periodo de γ .
4. Sea γ una trayectoria periódica con periodo
T y energía E de tal manera que γ ⊂ ΣE, sea
(x0, p0) ∈ γ . Una sección de Poincaré de γ es
una superficie S de dimensión (2n−2) tal que

(x0, p0) ∈ S ⊂ ΣE y Ξ(x0,p0) no es tangente a S.

5. Dada una sección de Poincaré se puede defi-
nir el mapeo retorno R : S → S′ siguiendo las
trayectorias de Ξ que salen desde los puntos
de S, donde S′ es posiblemente una sección de
Poincaré mas pequeña. Claramente R(x0, p0) =
(x0, p0) por la periodicidad de γ . El mapeo de
Poincaré de γ asociado al periodo T se define
como la diferencial de R en (x0, p0).

Definición 2.1. Una trayectoria periódica γ se
dice ser no-degenerada si el número 1 no es un
eigenvalor de su mapeo de Poincaré.

Informalmente se puede decir que una tra-
yectoria periódica es no-degenerada si infini-
tesimalmente cerca de ella no hay otra trayec-
toria periódica con la misma energía. Se pue-
de mostrar que las trayectorias periódicas no-
degeneradas son aisladas en la superficie de
energía. Por otra parte, si se permite variar a
la energía entonces una trayectoria periódica γ

pertenece a una familia suave de trayectorias pe-
riódicas, que dependen de la energía en algún
intervalo abierto.

2.3. Enunciado de la FTS. Las hipótesis
en la FTS son sobre el flujo Hamiltoniano de H
en la superficie de energía ΣE donde E es el mis-
mo valor de la energía dada en la ecuación (2.3),
la cual se aproximará asintóticamente cuando
h̄ → 0. Las dos hipótesis importantes son:

a) E es un valor regular de H,

b) todas las trayectorias periódicas del flu-
jo Hamiltoniano de H en ΣE son no-
degeneradas.
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La primer hipótesis implica que ΣE es una varie-
dad (2n−1)-dimensional, además es compacta
por el hecho de que V tiende a infinito en infini-
to. Físicamente la primer hipótesis implica que
no hay puntos de equilibrio con energía E, sin
ésta hipótesis el desarrollo asintótico de (2.3)
pudiera tener términos logarítmicos de h̄ y po-
tencias semi-enteras de 1/h̄, para ver un primer
caso de esta situación véase [3]. Para mas de-
talles del formalismo del enunciado que se pre-
senta enseguida véase [20].

Teorema 2.2. Bajo las hipótesis a) y b) ante-
riores, para cada función de prueba ϕ tal queb

ϕ ∈C∞
0 (R) se tiene el siguiente desarrollo asin-

tótico de (2.3) cuando h̄ → 0,

∞

∑
j=1

ϕ

(
E j,h̄−E

h̄

)
∼ h̄1−n LVol(ΣE)

b

ϕ(0)+

+
∞

∑
j=1

c j(
b

ϕ)(0)h̄1−n+ j+

+∑
γ

e
i
h̄
∮

γ pdx eiπµγ /4
∞

∑
j=1

cγ, j(
b

ϕ)(Tγ)h̄ j

donde

1. LVol(ΣE) es la medida de Liouville de ΣE.

2. La suma ∑γ es finita y es sobre las trayec-
torias periódicas del flujo Hamiltoniano
de H, y Tγ es el periodo de γ .

3. Para cada j y para cada γ , c j y cγ, j son
operadores diferenciales.

4. µγ es el índice de Maslov de la trayecto-
ria γ , el cual es un entero.

5. El coeficiente guía del término γ es

cγ,0(
b

ϕ)(Tγ) =
T #

γ

2π

1√
|det(I−Pγ)|

b

ϕ(Tγ),

donde T #
γ es el periodo primitivo de γ y

Pγ es el mapeo de Poincaré de γ .

Nótese que la hipótesis de que γ es no-
degenerando implica que det(I −Pγ) 6= 0, ade-
más la contribución de las trayectorias perió-
dicas es de orden O(1) en h̄, mientras que en
el Teorema 1.4 fue de orden O(h̄(1−n)/2). Es-
to sucede por la hipótesis b), la cual implica
que las trayectorias γ son aisladas, mientras que
las geodésicas en el toro vienen en familias n-
dimensionales.

2.4. Bosquejo de la prueba de la FTS.
Aunque la prueba rigurosa de la FTS involu-
cra muchos detalles técnicos, es posible dar los
argumentos claves usando sólo el método de
la fase estacionaria y la ecuación de Hamilton-
Jacobi, lo cual se intentará hacer enseguida.

La idea de la prueba de FTS, la cual tiene
otras aplicaciones diferentes a la fórmula de tra-
za, es construir una aproximación al kernel de
Schwartz del propagador

U(t,x,y) = ∑
j

e
−it
h̄ E j,h̄ ψ j,h̄(x)ψ j,h̄(y),

la cual es solución fundamental de la ecuación
de Schrödinger. Con esto tenemos que

∞

∑
j=1

ϕ

(
E j,h̄−E

h̄

)
=
∫∫

e
it
h̄ EU(t,x,x)

b

ϕ(t)d t dx, (2.5)

y por lo tanto para tener una buena estimación
del lado izquierdo será suficiente tener una bue-
na estimación de U , válido para h̄ pequeño.

La idea clave para tener una buena aproxi-
mación de U , es proponer que tiene la forma

U(t,x,y) =
∫

e
i
h̄ [S(t,x,p)−y·p] a(t,x,y, p, h̄)d p, (2.6)

donde S y a son por determinar. Se pide además
que a tenga un desarrollo asintótico de la forma

a(t,x,y, p, h̄)∼
∞

∑
j=0

a j(t,x,y, p)h̄ j. (2.7)

Si nos preguntamos de donde viene esta
idea sobre como estimar U a través de (2.6), una
respuesta razonable es verla como una generali-
zación de (1.13) que es la solución fundamental
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de la ecuación de onda en Rn. De hecho hay un
método para encontrar soluciones aproximadas
a la ecuación de Schrödinger de la forma

ψ(t,x) = e
i
h̄ S(t,x)

llamado método WKB. Se puede ver a (2.6)
como una superposición de soluciones WKB,
con un peso dado por la amplitud a.

Si calculamos formalmente con (2.6), tene-
mos que la ecuación que U debe satisfacer es

(−h̄2
∆x +V (x))U(t,x,y)=ih̄

∂

∂ t
U(t,x,y), (2.8)

donde el subíndice en ∆x indica que el Lapla-
ciano actúa en las variables x. Si permitimos for-
malmente intercambiar el signo de diferencial
con el signo de integral, sustituimos (2.7) y jun-
tamos las potencias de h̄, se puede mostrar que
la ecuación de orden principal no involucra a a,
dicha ecuación es la de Hamilton-Jacobi para S,

H(x,∇xS(t,x, p)) =
1
2
‖∇xS(t,x, p)‖2 +V (x)

=− ∂

∂ t
S(t,x, p).

(2.9)

Todavía se tiene que imponer la condición ini-
cial KU(0,x,y) = δ (x−y), el cual es el kernel de
Schwartz del operador identidad. Según la for-
ma dada de la fase en (2.6), por la transformada
inversa de Fourier esto último se tiene si se toma

S(0,x, p) =x · p (2.10)

a(0,x,y, p, h̄) =
1

(2π)n . (2.11)

El problema (2.9) con la condición inicial (2.10)
de hecho tiene una solución para S, para |t| pe-
queño. Una de las dificultades técnicas en la
prueba rigurosa del Teorema 2.2 es obtener un
propuesta razonable sobre la forma que debe te-
ner U para |t| grande, pero esto se encuentra
fuera de los propósitos de este escrito.

El término principal a0(t,x,y, p) de la am-
plitud satisface la ecuación de transporte junto
con la condición inicial (2.11), es decir la ecua-
ción sub-principal respecto a h̄ obtenida por es-
cribir (2.8) bajo la integral. De hecho se puede

mostrar que toda ecuación de transporte se pue-
de resolver para |t| pequeño.

Teniendo en cuenta la expresión (2.6) pro-
puesta para U , se aplica el método de la fase
estacionaria a (2.5), es decir a la integral∫∫∫

e
i
h̄ [S(t,x,p)−x·p+tE]a(t,x, p, h̄)

b

ϕ(t)dpd tdx, (2.12)

para esto calcularemos los puntos críticos de la
fase φ respecto a las variables de integración.
I ∂tφ = 0. Esto equivale a − ∂

∂ t S(t,x, p) = E, y
por la ecuación de Hamilton-Jacobi (2.9) esto es

H(x,∇xS(t,x, p)) = E.

I ∇pφ = 0.

∇pS(t,x, p) = x.

I ∇xφ = 0.

∇xS(t,x, p) = p.

Ahora es necesario el siguiente resultado de
mecánica, el cual involucra términos no defini-
dos en este escrito pero que pueden estudiarse
con detenimiento en [1, 2], al igual que prueba
de dicho resultado.

Proposición 2.3. Sea S una solución del proble-
ma (2.9-2.10). Si {Φt} denota el flujo Hamilto-
niano de H entonces se tiene que

Φt(x,∇xS(t,x, p)) = (∇pS(t,x, p), p).

De este análisis se puede concluir que los
puntos críticos de la fase en la integral (2.12)
corresponden a los puntos (x, p) ∈ R2n del es-
pacio fase tales que

H(x, p) = E y Φ(x, p) = (x, p).

Esto último muestra que el desarrollo asintóti-
co de (2.3), dado en el teorema 2.2, se origina
precisamente de las trayectorias periódicas del
flujo Hamiltoniano de H sobre la superficie de
energía ΣE. Enseguida haremos unas observa-
ciones generales sobre de donde provienen al-
gunos de los términos que aparecen en el desa-
rrollo asintótico de (2.3) en el teorema 2.2.



A.1. Definición y propiedades básicas de la TF 15

1. La medida de Liouville de ΣE proviene de
la contribución de los puntos críticos t = 0,
(x, p) ∈ ΣE. Estos puntos críticos no son aisla-
dos y por lo tanto son degenerados, de esta for-
ma el teorema B.6 no se aplica inmediatamente.
Sin embargo podemos considerar la variedad

C = {(0,x, p) ∈ R×Rn×Rn : (x, p) ∈ ΣE},

la cual es una variedad no-degenerada de pun-
tos críticos para la fase, lo que significa que el
hessiano normal de la fase en cada punto de C
es no-degenerado. Entonces se puede aplicar el
método de la fase estacionaria en la dirección
normal y terminar con una integral sobre C , la
cual da LVol(ΣE).
2. El factor e

i
h̄
∮

γ
pdx es el valor de la fase de la

integral (2.12) en el punto crítico dado por γ .
3. El factor eiπµγ/4 corresponde al factor eiπσ/4

en el método de la fase estacionaria, teorema
B.6, es decir µγ es el signo del Hessiano de la
fase en el punto crítico dado por γ .

Apéndice A. Transformada de Fourier (TF)

En este apéndice se estudiará la TF, su de-
finición, algunas de sus propiedades básicas y
una de sus aplicaciones la cual es resolver un
caso particular de la ecuación de onda. Una re-
ferencia para esta teoría es [21].

A.1. Definición y propiedades básicas de
la TF. Primero definiremos la TF en C∞

0 (Rn),
el espacio de funciones suaves con soporte com-
pacto en Rn, para después extenderla a un espa-
cio aún mas grande, el espacio de Schwartz.

Definición A.1. Sea f ∈ C∞
0 (Rn), entonces su

transformada de Fourier es

bf (ξ ) =
∫

Rn
e−ix·ξ f (x)dx.

Esta definición también tiene sentido en
L1(Rn) y además cumple lo siguiente.

Lema A.2. Si f ∈ L1(Rn) entonces bf es una
función continua y además,

| bf (ξ )| ≤ ‖ f‖L1 ∀ξ ∈ Rn. (A.1)

Demostración. La cota anterior es clara y la
continuidad es justificada por la continuidad de
la exponencial compleja. �

Usaremos la notación estándar de multi-
índices: sea α = (α1, . . . ,αn) una n-ada de en-
teros no-negativos, llamado multi-índice, consi-
deremos la siguiente notación:

|α|= α1 + . . .+αn, ξ
α = ξ

α1
1 · · ·ξ αn

n ,

D j =
1
i

∂

∂x j
, Dα = Dα1

1 · · ·Dαn
n .

Ahora probaremos algunas propiedades bá-
sicas de la TF en relación con diferenciación.

Lema A.3. Sean f ,g ∈ C∞
0 (Rn) y sean α,β

multi-índices, entonces

a) ÛDα((−x)β f )(ξ ) = ξ
αDβ bf (ξ ),

b)
∫

Rn

bf (y)g(y)dy =
∫

Rn
f (x)bg(x)dx.

Demostración. Para (a) se integra por partes su-
cesivamente y se usa el teorema de convergen-
cia dominada (TCD), mientras que en (b) se usa
el Teorema de Fubini. �

Corolario A.4. Sea f ∈C∞
0 (Rn), entonces

sup |ξ αDβ bf (ξ )|< ∞ ∀α,β .

Demostración. La prueba es directa de (a) del
Lema A.3 y de (A.1). �

Este resultado nos motiva a introducir el es-
pacio de Schwartz.

Definición A.5. El espacio de Schwartz en Rn,
denotado por S (Rn), consiste de todas las fun-
ciones suaves en Rn tal que

‖ f‖α,β := sup |xαDβ f (x)|< ∞ ∀α,β .
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Notemos que C∞
0 (Rn) ⊂ S (Rn), pero la

contención recíproca no se cumple ya que

f (x) = p(x)e−|x|
2/2

donde p es un polinomio, es una función que
está en S (Rn) pero no en C∞

0 (Rn).
Con esta terminología, el Corolario A.4 es-

tablece que la TF mapea C∞
0 (Rn) en S (Rn).

Con los mismos argumentos anteriores se pue-
de ver que la TF mapea S (Rn) en sí mismo,
de hecho probaremos que es una biyección de
S (Rn) en sí mismo y daremos explícitamente
su inversa. Aunque hay varias pruebas de este
hecho, aquí se explotará (b) del Lema A.3 don-
de g es una gaussiana, pero primero se calcula-
rá la TF de una gaussiana, lo cual haremos de
una forma generalizada no necesaria aquí, pero
si para futuras referencias.

Proposición A.6. Sea A una matriz simétrica
positiva-definida de n×n, y sea

gA(x) = e−x·Ax/2,

entonces su transformada de Fourier es

cgA(ξ ) =
(2π)n/2
√

det A
gA−1(ξ ).

Demostración. Como A es simétrica entonces
es diagonalizable y la matriz de similaridad es
ortogonal, es decir A = C−1DC donde D es una
matriz diagonal con elementos en la diagonal
positivos y C es una matriz ortogonal. Enton-
ces, sin perdida de generalidad, probaremos el
resultado para n = 1, es decir

ga(x) = e−ax2/2, con a > 0.

Notemos que ga cumple con la ecuación dife-
rencial g′a = −axga, aplicando la TF en ambos
lados obtenemos por (a) del Lema A.3,

ξ Òga(ξ ) =−a(Òga)′(ξ ).

La solución es Òga(ξ ) = ce−ξ 2/2a = cga−1(ξ )
donde c = Òga(0) =

∫
R ga(x)dx =

√
2π/a, y se

llega así al resultado. �

Teorema A.7. La transformada de Fourier es
una biyección de S (Rn) en sí mismo, y su in-
versa es
b

g(x) =
1

(2π)n

∫
Rn

eix·ξ g(ξ )dξ .

Demostración. Usando (b) de Lema A.3, con
g(x) = gaI(x) = e−a‖x‖2/2 tenemos

(2π)n/2

an/2

∫
Rn

f (x)e−‖x‖2/2a dx =
∫

Rn
bf (y)e−a‖y‖2/2 dy.

Hacemos a → 0, y por el TCD la integral de
la derecha tiende a

∫
Rn
bf (y)dy. Para la integral

de la izquierda, hacemos el cambio de variable
u = x/

√
a, y se tiene que es igual a

(2π)n/2
∫

Rn
f (
√

au)e−‖u‖2/2 du.

Hacemos a→ 0, y por el TCD la integral previa
tiende a (2π)n f (0), con esto se ha mostrado que

f (0) =
1

(2π)n

∫
Rn

bf (ξ )dξ .

Esta es la fórmula de inversión en x = 0, para
obtenerla en general, sea w ∈ Rn y sea fw(x) =
f (x + w), es claro que fw ∈ S (Rn), entonces
podemos aplicar la ecuación anterior en x = 0.
Calculando la TF de fw tenemos que cfw(ξ ) =
eiw·ξ bf (ξ ), y se llega así al resultado. �

Corolario A.8. Sean f ,g ∈S (Rn), entonces

< f ,g >=
1

(2π)n < bf , bg >, (Parseval),

donde < f ,g > es el producto interior en
L2(Rn). En particular

‖ f‖L2 =
1

(2π)n/2 ‖
bf‖L2 , (Plancherel).

Demostración. La identidad de Parseval sigue
de (b) del Lema A.3 aplicado a f y a h, con

h :=
1

(2π)n
bg =
b

g,

donde en la última igualdad se usó la fórmula
de inversión de Fourier. �
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A.2. Aplicación de la TF. Como una apli-
cación podemos resolver la ecuación de onda en
Rn, es decir encontrar una función u(x, t) en el
espacio de Schwartz en la variable x tal que

∂ 2u
∂ 2t

= ∆u con ∆ =
n

∑
j=1

∂ 2

∂x j
, (A.2)

donde ∆ es el Laplaciano en Rn y u(0,x),
∂u
∂ t (0,x) son las condiciones iniciales dadas.

Resolveremos un caso particular de este
problema, que de hecho resulta ser suficiente
para resolver el caso general, pero que no se re-
solverá aquí. Sea

i
∂u
∂ t

=
√
−∆(u), (A.3)

con condición inicial dada. El operador
√
−∆

está definido por

√
−∆( f ) =

Ù

‖ξ‖ bf (ξ ).

Se puede probar que
√
−∆ mapea S (Rn)

en sí mismo y que su cuadrado es −∆. Note que
(A.3) implica (A.2). Para resolver (A.3) tome-
mos para cada t una TF en x, sea

f (t,x) :=
∫

Rn
e−ix·ξ u(t,x)dx,

entonces la ecuación (A.3) se reduce a,

i
∂ f
∂ t

(t,ξ ) = ‖ξ‖ bf (t,ξ )

la cual es resuelta por f (t,ξ ) = e−it‖ξ‖ f (0,ξ ).
Aplicando la TF inversa obtenemos que la solu-
ción para (A.3) es

u(t,x) =
1

(2π)n

∫
Rn

ei(x·ξ−t‖ξ‖) f (0,ξ )dξ ,

donde f (0,ξ ) es la TF de la condición inicial
u(0,x), entonces la solución es

u(t,x) =
1

(2π)n

∫
Rn

∫
Rn

ei[(x−y)·ξ−t‖ξ‖] u(0,y)dydξ .

Apéndice B. El Método de la Fase
Estacionaria

El método de la fase estacionaria se refiere
a la colección de resultados sobre el comporta-
miento asintótico de integrales de la forma

I(τ) =
∫

Rn
eiτφ(x) a(x)dx, (B.1)

donde φ ∈C∞(Rn) y a ∈C∞
0 (Rn) y es indepen-

diente de τ . A la función φ se le llama fase y
se le pide que tome valores reales, y a la fun-
ción a se le llama amplitud. El problema aquí es
estimar la integral I(τ) cuando τ → ∞.

Cabe mencionar que estamos simplificando
el problema, ya que este método se aplica a inte-
grales con mayor complejidad, como por ejem-
plo, se le permite a la amplitud depender de τ , y
además se le permite a ambas funciones, ampli-
tud y fase, depender de otro parámetro y ∈ Rm.

Una cota clara es |I(τ)| ≤ ‖a‖L1 , en los si-
guientes dos casos se verá que dicha cota puede
ser alcanzada y también puede ser mas pequeña.

a) Sea φ(x) = c con c una constante, en-
tonces I(τ) = eitc A, donde A no depende
de τ . Entonces I(τ) oscila pero |I(τ)| es
constante.

b) Sea φ la función coordenada, φ(x) = x1,
entonces I(τ) = ba(−τ,0, . . . ,0). Como
a ∈ C∞

0 (Rn) entonces ba ∈ S (Rn), por lo
tanto I(τ) = O(τ−n) para toda n ∈ N.

Intuitivamente en (b) tenemos un rápido de-
crecimiento de I(τ) cuando τ → ∞ porque pa-
ra τ grande la exponencial eiτφ(x) oscila muchas
veces en [x,x + dx], mientras que la amplitud
a(x) permanece relativamente constante, ya que
a es suave, por lo tanto en la integral se llevan a
cabo muchas cancelaciones. Esto es totalmente
opuesto a lo que pasa en (a).

Si φ tiene un punto crítico x0, es decir
∇φ(x0) = 0, entonces la face φ no cambia mu-
cho en [x0−dx,x0 +dx], y así infinitesimalmen-
te estamos en (a). Por lo tanto podemos espe-
rar en general que las principales contribuciones
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provienen de los puntos críticos de φ , es decir
donde la fase φ es estacionaria, lo cual probare-
mos adelante.

Una referencia para el método de la fase
estacionaria es [7, 16]. Para la introducción de
la relación de orden O y desarrollos asintóticos
puede checarse [10].

B.1. Fases no-estacionarias. Primero se
probará que la principal contribución a la inte-
gral proviene de los puntos críticos de la fase en
el soporte de la amplitud.

Proposición B.1. Sea I(τ) como en (B.1), su-
ponga que φ no tiene punto críticos en alguna
vecindad del soporte de a, entonces

I(τ) = O(τ−N) ∀N ∈ N.

Demostración. Usaremos la identidad,

∇φ(eiτφ(x)) = iτ‖∇φ‖2 eiτφ(x),

la cual no es difícil verificar, donde ∇φ es el
operador diferencial

∇φ =
n

∑
j=1

∂φ

∂x j

∂

∂x j
.

Sea χ una función suave idénticamente 1 en el
soporte de a tal que ∇φ no tiene ceros en su so-
porte. Por lo tanto aχ = a y χ/‖∇φ‖2 es una
función suave. Sea

L :=
χ

‖∇φ‖2

n

∑
j=1

∂φ

∂x j

∂

∂x j
,

un campo vectorial suave, el cual satisface que

Leiτφ(x) = iτχ eiτφ(x),

y por lo tanto, tenemos que

aeiτφ(x) = aχ eiτφ(x) =
a
iτ

Leiτφ(x) .

Sustituyendo en I(τ), tenemos

I(τ) =
∫

Rn

a
iτ

Leiτφ(x) dx =
1
iτ

∫
Rn

eiτφ(x) Ltadx,

donde Lt es la traspuesta de L. De aquí tene-
mos que |I(τ)| ≤ 1

|τ|‖Lta‖L1 . Notemos que esta
última ecuación tiene la misma forma de I(τ),
excepto por el factor 1/iτ , por lo tanto pode-
mos repetir cualquier número de veces el proce-
dimiento anterior y se llega así al resultado. �

En aplicaciones, es importante permitir que
la fase y la amplitud dependan de otro paráme-
tro y ∈ Rm, al igual que la amplitud dependa de
τ , así la integral I(τ) se generaliza como

I(y,τ) =
∫

Rn
eiτφ(x,y) a(x,y,τ)dx,

junto con otras condiciones adicionales. La fa-
se φ toma valores reales y φ ∈C∞(Rn×Rm), y
para la amplitud suponemos que a ∈ C∞(Rn ×
Rm ×R+) y que para algunos K ⊂ Rn,A ⊂ Rm

compactos fijos tenemos que a(x,y,τ) = 0 para
toda x /∈ K,y ∈ A, además(

∂

∂x

)α

a = O(τ p+δ |α|) si τ → ∞, (B.2)

uniformemente en (x,y) ∈ K ×A, con p ∈ N y
α un multi-índice. De esta forma la proposición
B.1 se puede generalizar como sigue, y su prue-
ba se puede ver en [7] la cual tiene el mismo
espíritu que la proposición B.1.

Proposición B.2. Suponga que δ < 1 en (B.2),
sea Σφ = {(x,y) ∈ K×A|∇xφ(x,y) = 0} el con-
junto de puntos estacionarios de φ respecto a
la variable de integración. Si para cada N ∈ N
existe una vecindad Ω de Σφ en K×A tal que

a(x,y,τ) = O(τ−N) cuando τ → ∞,

uniformemente en (x,y) ∈ Ω, entonces tenemos
que para cada N ∈ N

I(y,τ) = O(τ−N) cuando τ → ∞,

uniformemente en y ∈ A.
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B.2. Fases cuadráticas. Los ejemplos mas
sencillos de fases con puntos críticos no-
degenerados son las fases cuadráticas, φ(x) =
x · Ax/2 donde A es una matriz simétrica real
no-degenerada. Para tales fases tenemos el si-
guiente resultado, el cual es muy útil para fases
mas complicadas que tienen más de un punto
crítico, como veremos mas adelante.

Teorema B.3. Si A es una matriz simétrica real
no-degenerada y a ∈ C∞

0 (Rn) entonces se tiene
el siguiente desarrollo asintótico completo∫

Rn
eiτx·Ax/2 a(x)dx∼

(
2π

τ

)n
2 eiπσ/4√
|detA|

∞

∑
j=0

α j(a)(0)τ− j

cuando τ → ∞, donde

1. σ es el signo de A, el número de eigenva-
lores positivos menos los negativos.

2. α0(a)(0) = a(0), y en general α j(a)(0) es
un operador diferencial de orden 2 j apli-
cado a a valuado en 0.

Demostración. Como A es simétrica entonces
podemos suponer que es diagonal, por el mis-
mo argumento dado en la prueba de la propo-
sición A.6. Como a ∈ C∞

0 (Rn), entonces pode-
mos aproximarla por funciones producto de di-
cho espacio pero con variables separadas, ya
que dichas funciones son densas en C∞

0 (Rn). Por
lo tanto es suficiente probar el resultado para
n = 1. Sea A = λ ∈R, primero supongamos que
λ < 0. Por la identidad de Parseval del corolario
A.8 y por la proposición A.6 tenemos que para
toda µ > 0,∫

eµx2λ/2a(x)dx =
1

2π

∫
Ù(eµx2λ/2)(y)Ôa(x)(y)dy

=
√

2π

2π
√

µ|λ |

∫
ey2/2µλ
ba(y)dy.

Notemos que µ aparece en el denominador.
Ahora, viendo a la integral anterior como una
función de µ , la cual es analítica, podemos ex-
tenderla analíticamente del semi-eje real positi-
vo al semi-eje imaginario positivo, es decir to-
mamos µ = iτ con τ > 0. Con esto llegamos a

la siguiente identidad∫
eiτx2λ/2a(x)dx=

1√
2πτ|λ |eiπ/4

∫
e−iy2/2τλ
ba(y)dy

esto es exactamente lo que se quería mostrar.
Ahora si A = λ > 0, repetimos los mismos argu-
mentos para

∫
e−µx2λ/2 a(x)dx, con µ > 0. Ex-

tendemos analíticamente del semi-eje real po-
sitivo al semi-eje imaginario negativo, es decir
tomamos µ =−iτ con τ > 0. Con esto tenemos
una expresión parecida a la anterior como sigue∫

eiτx2λ/2a(x)dx=
1√

2πτλ e−iπ/4

∫
e−iy2/2τλ
ba(y)dy.

Juntando las expresiones anteriores y tomando
a σ como el signo de λ , tenemos que si λ ∈ R
con λ 6= 0 y a ∈C∞

0 (R) entonces∫
eiτx2λ/2a(x)dx =

eiπσ/4√
2πτ|λ |

∫
e−iy2/2τλ
ba(y)dy.

Haciendo a un lado la constante, consideremos
la integral del lado derecho. Usando el desarro-
llo de Taylor-McLaurin de la exponencial y el
TCD tenemos que∫

e−iy2/2τλ
ba(y)dy =

∞

∑
j=0

τ
−j 1

j!

(
−i
2λ

)j∫
y2 j
ba(y)dy

=
∞

∑
j=0

τ
−j 1

j!

(
−i
2λ

)j∫
ÕD2 ja(y)dy

=2π

∞

∑
j=0

τ
−j 1

j!

(
−i
2λ

)j

D2 ja(0)

donde en las dos últimas igualdades se usó la
propiedad de Fourier a) del Lema A.3 y la defi-
nición de la TF inversa. De esto último tomamos

α j(a)(0) =
1
j!

(
−i
2λ

) j

D2 ja(0),

donde D = 1
i

∂

∂x , y así llegamos a la identidad
requerida. Para n = 1 se da la igualdad y es fácil
obtener el operador diferenciable α j, pero para
n > 1 sólo se puede asegurar que se cumple el
desarrollo asintótico. �
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B.3. Fases con puntos críticos no-dege-
nerados. Ahora consideraremos I(τ) donde la
función fase φ sólo tiene puntos críticos no-
degenerados en una vecindad del soporte de la
amplitud a. El caso mas simple de esto, es pre-
cisamente las fases cuadráticas vistas anterior-
mente, pero como veremos este caso es suficien-
te para generalizar cuando se tienen mas de un
punto crítico. Aunque es posible analizar I(τ)
en casos mas generales, el caso de fases con sólo
puntos críticos no-degenerados es con mucho el
mas sencillo y el único que se considerará aquí.

Iniciamos recordando la definición de un
punto crítico no-degenerado.

Definición B.4. Sea φ : Rn → R, un punto p ∈
Rn es un punto crítico no-degenerado de φ si
∇φ(p) = 0 ∈ Rn y el Hessiano de φ en p,

Hessp(φ) :=
(

∂ 2φ

∂xi∂x j
(p)
)

es no-degenerado, es decir det(Hessp(φ)) 6= 0.

También necesitamos recordar que los pun-
tos críticos no-degenerados son aislados en-
tre ellos, es decir para cada punto crítico no-
degenerado de una función dada existe una ve-
cindad tal que no hay más puntos críticos no-
degenerados en ella. Este último hecho se debe
al Lema de Morse, el cual dice que cerca de un
punto crítico no-degenerado la función es equi-
valente a una función cuadrática. El Lema de
Morse tiene algunas variantes en la forma de
enunciarse, aquí se escribirá de forma que se
mencione el Hessiano de dicha función. En [5]
se puede ver una variante de dicho lema al igual
que su prueba detallada.

Lema B.5 (Lema de Morse). Sea φ : Rn → R
una función suave y sea p∈Rn un punto crítico
no-degenerado de φ , entonces existe vecindades
W,X ⊂Rn de p,0∈Rn respectivamente y un di-
feomorfismo χ : X →W tal que χ(0) = p, y

φ(χ(y1, . . . ,yn)) = φ(p)+
1
2

n

∑
j=1

λ jy2
j

donde los λ j son los eigenvalores de Hessp(φ).
Además el Jacobiano de χ en el origen es uno.

Combinando el Lema de Morse con Propo-
sición B.1 y Teorema B.3 obtenemos el siguien-
te resultado.

Teorema B.6. Sea φ ∈C∞(Rn) a valores reales
y sea a ∈ C∞

0 (Rn). Si todos los puntos críticos
de φ en una vecindad del soporte de a son no-
degenerados, denotados por p1, . . . , pk, enton-
ces se tiene el siguiente desarrollo asintótico

∫
eiτφ(x)a(x)dx∼

(
2π

τ

)n
2 k

∑
l=1

ei(πσl/4+τφ(pl))√
|det(Hesspl(φ))|

∞

∑
j=0

α
l
j(a)(pl)τ−j

cuando τ →∞, donde los α l
j son operadores di-

ferenciales y σl es el signo de Hesspl (φ).

Notemos que el Lema de Morse implica que
la cantidad de puntos críticos no-degenerados
de φ en el soporte de a es finita ya que dicho
soporte es compacto.

La restricción de que todos los puntos crí-
ticos de la fase en una vecindad del soporte de
a deban ser no-degenerados puede parecer muy
limitativo, sin embargo lo siguiente puede ocu-
rrir. Suponga que la variable x se separa como
x = (x′,x′′) y suponga que cada punto en el
plano x′ = 0 es un punto crítico no-degenerado
de la fase φ , es decir ∇xφ(0,x′′) = 0, y

det

(
∂ 2φ

∂x′i∂x′j
(0,x′′)

)
6= 0.

Entonces podemos escribir a I(τ) como,

I(τ)=
∫

eiτφ(x)a(x)dx=
∫(∫

eiτφ(x′,x′′)a(x′,x′′)dx′
)

dx′′

y aplicar el método de la fase estacionaria en
la integral con dx′ para cada x′′, y al menos for-
malmente integrar el desarrollo asintótico resul-
tante con respecto a dx′′ para estimar I(τ). Esto
es un hecho que se puede hacer riguroso pero
está fuera de los propósitos de este escrito.
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